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内 容 简 介

本书是根据高等教育出版社出版的，胡盘新、汤毓骏改编程守洙、江之永

《普通物理学》（第五版）所成的《普通物理学简明教程》的内容和系统编写的。
全书共十六章，每章分为“知识要点”、“思考题解答”和“习题解答”等部分。在

书中对多数题指出了解题思路，复杂的还进行了必要的讨论。
本书可作为工科院校、电视大学、成人高等教育物理课程的辅助教材，也

可供其他相关人员参考。
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前 言

物理学是工科大学生必修的基础理论课。在学习过程中，辨析
容易含混的问题、解答相关的习题，对于理解和掌握基本概念，启
发学生思维能力是必不可少的。
程守洙、江之永主编的《普通物理学》（第五版）是我国高等院

校工科专业广泛使用的一种物理教材。在其基础上由胡盘新、汤毓
骏改编而成的《普通物理学简明教程》，更是重点突出、内容适度、
深入浅出、强化方法，在可教性与可接受性方面有着鲜明特色。为
了方便学习，我们编写了本辅导书。本辅导书的章节顺序、所采用
的符号均与原教材一致。
由于编者水平有限，书中难免有不恰当、甚至错误之处，敬请

读者不吝指正。

编者

２００４年１１月
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第一章 质点的运动

知 识 要 点

．参考系和坐标系

描述物体运动时用作参考的其他物体称为参考系。
为了定量地说明物体对参考系的位置，需要在该参考系上建

立固定的坐标系。
．位置矢量和位移
位置矢量（位矢）：在参考系上选一点爭向质点所在位置爮所

引的有向线段┼（＝爭爮

）。

运动方程：表示质点位置随时间变化的函数式称为运动方程，
可以写作

┼＝ ┼（牠）
位移矢量： Δ┼＝ ┼（牠＋ Δ牠）－ ┼（牠）

一般 燏Δ┼燏≠燏Δ牜燏
运动叠加：在直角坐标系中

┼（牠）＝ 牨（牠）┳＋ 牪（牠）┴＋ 牫（牠）┵
．速度和加速度

╀＝ ｄ┼ｄ牠， ┫＝ ｄ╀ｄ牠＝
ｄ２┼
ｄ牠２

直角坐标系中

╀＝ 牤牨┳＋ 牤牪┴＋ 牤牫┵， ┫＝ 牃牨┳＋ 牃牪┴＋ 牃牫┵
自然坐标系中



┫＝ ┫ｎ＋ ┫ｔ＝ 牤
２

犱┯ｎ＋
ｄ牤
ｄ牠┯ｔ

（１）匀加速运动：
┫＝ 常矢量

╀＝ ╀０＋ ┫牠， ┼＝ ┼０＋ ╀０牠＋ １
２┫牠

２

（２）抛体运动：

┫＝ ┱， ╀＝ ╀０＋ ┱牠， ┼＝ ╀０牠＋ １
２┱牠

２

直角坐标系中

牃牨＝ ０， 牃牪＝－ 牋
牤牨＝ 牤０ｃｏｓ犤， 牤牪＝ 牤０ｓｉｎ犤－ 牋牠

牨＝ 牤０ｃｏｓ犤燈牠， 牪＝ 牤０ｓｉｎ犤燈牠－ １
２牋牠

２

（３）圆周运动：

┫＝ ┫ｎ＋ ┫ｔ， 牃ｎ＝ 牤
２

爲＝ 爲犽
２， 牃ｔ＝ ｄ牤ｄ牠＝ 爲犜

匀速圆周运动 ┫＝－犽２┼
（４）角量描述：

角速度 犽＝ｄ犤ｄ牠

角加速度 犜＝ｄ犽ｄ牠
．相对运动
伽利略坐标变换 ┼′＝┼－╀牠， 牠′＝牠
速度变换 ╀ＡＫ＝╀ＡＫ′＋╀Ｋ′Ｋ
加速度变换 ┫Ｋ＝┫Ｋ′＋┫０

思考题解答

【】 回答下列问题：

·３·第一章 质点的运动



（１）一物体具有加速度而其速度为零，是否可能？
（２）一物体具有恒定的速率但仍有变化的速度，是否可能？
（３）一物体具有恒定的速度但仍有变化的速率，是否可能？
（４）一物体具有沿爭牨轴正方向的加速度而有沿爭牨轴负方向

的速度，是否可能？
（５）一物体的加速度大小恒定而其速度的方向改变，是否可

能？

答 （１）可能。因为由定义┫＝ｄ╀ｄ┾，
即加速度是速度的变化率。

速度为零但变化率可不为零，如物体由静止开始运动、单摆在偏离
平衡位置最大值时均如此。

（２）可能。因为速度是矢量，既有大小又有方向，其大小不变
而方向改变是可以的，例如匀速圆周运动就是这样。

（３）不可能。因为由╀＝牤┳可知，恒定的速度意味着大小牤和方
向┳都不变。

（４）可能。加速度与速度方向相反为减速运动，即沿爭牨轴负
方向的减速运动其加速度沿爭牨轴正方向。

（５）可能。匀速圆周运动就是如此。
【】 回答下列问题：
（１）位移和路程有何区别？在什么情况下两者的量值相等？在

什么情况下并不相等？
（２）平均速度和平均速率有何区别？在什么情况下两者的量

值相等？瞬时速度和平均速度的关系和区别是怎样的？瞬时速率
和平均速率的关系和区别又是怎样的？
答 （１）位移是矢量，路程是标量；位移为物体初末位置矢量

之差，用起于始点终于末点的有向线段表示，一般不是物体所经历
的实际路径。而路程是物体起于始点终于末点运动所经历的实际
路径。
在同一起点至同一终点的情况下，物体作直线运动且由始点

·４· 普通物理学思考题与习题解答



直达终点时，位移与路程的量值相等。在作曲线运动，以及作直线
运动但有反转运动过程时，两者并不相等。

（２）平均速度是位移除以相应时间间隔，即╀＝Δ┼Δ牠；
平均速率

是路程除以对应时间间隔，即牤＝Δ牞Δ牠。
要燏╀燏＝牤，则 Δ┼

Δ牠＝
Δ牞
Δ牠，
亦即

需燏Δ┼燏＝Δ牞。只有在直线运动中，且物体始终只朝着一个方向运
动时，两者量值才相等。

瞬时速度是平均速度当Δ牠→０时的极限，即╀＝ｌｉｍ
Δ牠→０

Δ┼
Δ牠。
瞬时速

度描述了质点位矢的瞬时变化率，亦即质点在牠时刻附近无限短
的一段时间内的位矢变化率。平均速度是一段时间内位矢的平均
时间变化率。

瞬时速率牤＝ｄ牞ｄ牠
是平均速率牤＝Δ牞Δ牠，

当Δ牠→０时取极限而得。瞬

时速率为瞬时速度的大小，描述质点路程的瞬时变化率。平均速率
为路程的平均时间变化率。

【】 回答下列问题：
（１）有人说：“运动物体的加速度越大，物体的速度也越大”，

你认为对不对？
（２）有人说：“物体在直线上运动前进时，如果物体向前的加

速度减小，物体前进的速度也就减小了”，你认为对不对？
（３）有人说：“物体加速度的值很大，而物体速度的值可以不

变，是不可能的”，你认为如何？
答 （１）不对。加速度是物体速度的瞬时变化率，它与速度是

两个不同的概念。加速度大，物体的速度不一定大。
（２）不对。物体做加速运动还是减速运动，应根据加速度与速

度的方向是否一致判定，而与加速度大小无关。物体在直线上向前
加速度减小，但它与速度方向一致，所以速度还是增加，只不过增
加的程度较前小了。

·５·第一章 质点的运动



（３）可能。速度是矢量，它的值不变但方向可变。由┫＝ｄ牤ｄ牠┯ｔ＋

牤２

犱┯ｎ
可知，当ｄ牤ｄ牠＝０

时，有┫＝牤
２

犱┯ｎ，
即燏┫燏＝牤

２

犱
可以很大。

【】 设质点的运动表达式为牨＝牨（牠），牪＝牪（牠），在计算质

点的速度和加速度时，有人先求出牜＝ 牨２＋牪槡 ２，然后根据牤＝ｄ牜ｄ牠
及

牃＝ｄ
２牜
ｄ牠２
而求得结果；又有人先计算速度和加速度的分量，再合成求

得结果，即

牤＝ ｄ牨槏 槕ｄ牠
２

＋ ｄ牪槏 槕ｄ牠槡
２
及 牃＝ ｄ２牨

ｄ牠槏 槕２
２

＋ ｄ２牪
ｄ牠槏 槕２槡

２

你认为两种方法哪一种正确？两者差别何在？
答 后者正确。在直角坐标系中

╀＝ ｄ┼ｄ牠＝
ｄ牨
ｄ牠┳＋

ｄ牪
ｄ牠┴

┫＝ ｄ╀ｄ牠＝
ｄ２牨
ｄ牠２┳＋

ｄ２牪
ｄ牠２┴

因而可得后者。

如写成 ╀＝ ｄ┼ｄ牠＝
ｄ（牜┯ｒ）
ｄ牠 ＝ ｄ牜ｄ牠┯ｒ＋ 牜

ｄ┯ｒ
ｄ牠

可以方便地看出前者的错误。前者未考虑位矢的矢量性，只用其值
进行计算，不合定义。后者考虑了其矢量性，用直角坐标中的分量
式计算，然后合成。

【】 试回答下列问题：
（１）匀加速运动是否一定是直线运动？为什么？
（２）在圆周运动中，加速度的方向是否一定指向圆心？为什

么？
解 （１）不一定。这取决于加速度方向是否与初速度方向一

致。两者一致就是直线运动，如竖直下抛运动；两者方向不一致就
是曲线运动，如斜抛体运动。若初速度为零，则是直线运动。
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（２）不一定。匀速圆周运动中，加速度的方向才指向圆心。非
匀速圆周运动中，有切向加速度，它与法向加速度合成后的合加速
度并不指向圆心。

【】 对于物体的曲线运动有下面两种说法：
（１）物体作曲线运动时，必有加速度，加速度的法向分量一定

不等于零；
（２）物体作曲线运动时速度方向一定在运动轨道的切线方

向，法向分速度恒等于零，因此其法向加速度也一定等于零。
试判断上述两种说法是否正确，并讨论物体作曲线运动时速

度、加速度的大小、方向及其关系。

答 （１）正确。根据┫＝┫ｔ＋┫ｎ＝ｄ牤ｄ牠┯ｔ＋
牤２

犱┯ｎ，
只要牤≠０、犱≠∞，

则必有牃ｎ＝牤
２

犱≠０。
可见可以有切向和法向加速度，即使牃ｔ＝０，曲

线运动的加速度法向分量一定不等于零，即必有加速度。
（２）部分正确。物体作曲线运动时速度方向一定在运动轨道

的切线方向，法向分速度恒等于零，此说法正确。由牃ｎ＝牤
２

犱
知，法向

分速度恒为零，并不一定法向加速度必为零。如匀速圆周运动。

物体作曲线运动时，速度╀＝ｄ┼ｄ牠，
大小为 ｄ┼

ｄ牠，
方向在运动轨

道 切线方向。加速度 ┫＝ｄ╀ｄ牠＝┫ｔ＋┫ｎ，
大小为 牃＝ 牃２ｔ＋牃槡 ２

ｎ＝

ｄ牤槏 槕ｄ牠
２

＋ 牤２槏 槕犱槡
２

，与切向夹角为犤＝ａｒｃｔａｎ
牃ｎ
牃槏 槕ｔ 。如采用直角坐标，

可得出１４思考题中关系。
【】 一个作平面运动的质点，它的运动表达式是┼＝┼（牠），╀

＝╀（牠），如果（１）ｄ牜ｄ牠＝０，
ｄ┼
ｄ牠≠０，
质点作什么运动？（２）ｄ牤ｄ牠＝０，

ｄ╀
ｄ牠≠０，

质点作什么运动？

答 （１）由ｄ┼ｄ牠＝
ｄ（牜┯ｒ）
ｄ牠 ＝

ｄ牜
ｄ牠┯ｒ＋牜

ｄ┯ｒ
ｄ牠＝

ｄ牜
ｄ牠┯ｒ＋牜

ｄ犤
ｄ牠┯犤
可知，ｄ牜ｄ牠＝

·７·第一章 质点的运动



０，牜不随时间变，质点作圆周运动。

（２）由题意有┫＝ｄ╀ｄ牠＝
ｄ（牤┯ｔ）
ｄ牠 ＝

ｄ牤
ｄ牠┯ｔ＋牤

ｄ┯ｔ
ｄ牠＝

牤２

犱┯ｎ＝┫ｎ≠０，
所

以质点作匀速率曲线运动。
【】 圆周运动中质点的加速度是否一定和速度方向垂直？

任意曲线运动的加速度是否一定不与速度方向垂直？
答 圆周运动中质点的加速度不一定与速度方向垂直。匀速

圆周运动中两者垂直，匀加速圆周运动中两者则不垂直。
任意曲线运动的加速度不一定不与速度方向垂直。如匀速率

曲线运动的加速度方向就与速度方向垂直。
【】 如图１１所示，一质点沿轨道爛爜爞爟爠爡爢运动，试分

析图中各点处的运动，把答案填入表１１。

图１１

表

各点情况 爛 爜 爞 爟 爠 爡 爢

运动是否可能 可能 可能 可能 不可能不可能 可能 不可能

速度将增大还是减小 增大 增大 减小 不变

速度方向将变化否 不变 变 变 变

答 根据┫＝ｄ╀ｄ牠＝
ｄ牤
ｄ牠┯ｔ＋

牤２

犱┯ｎ
和牃＝ ｄ牤槏 槕ｄ牠

２

＋ 牤２槏 槕犱槡
２

，可作出

表１１所示判定，见表中黑体字。
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【】 一人在以恒定速度运动的火车上竖直向上抛出一石
子，此石子能否落回人的手中？如果石子抛出后，火车以恒定加速
度前进，结果又将怎样？
答 以恒定速度在地面上运动的火车是惯性参考系，因此竖

直上抛的石子能够回到抛出者手中。以恒定加速度前进的火车是
非惯性参考系，上抛石子不能落回抛出者手中。

【】 装有竖直遮风玻璃的汽车，在大雨中以速度 牤前
进，雨滴 则以速率牤′竖直下降，问雨滴将以什么角度打击遮风玻
璃。
答 根据相对运动速度关系╀雨车＝╀雨地＋╀地车＝╀雨地－╀车地＝

╀′－╀，可计算出雨滴以与水平方向成角度犤＝ａｒｃｔａｎ 牤′槏 槕牤 打击遮风
玻璃。

【】 一斜抛物体的水平初速度是牤０，它的轨迹在最高点

处的曲率半径是多大？
答 设斜抛物体初速度为╀，抛射角为犤，则有

牨＝ 牤牠ｃｏｓ犤

牪＝ 牤牠ｓｉｎ犤－ １
２牋牠

烅
烄

烆
２

对时间求导，可得

牨
燈
＝ 牤ｃｏｓ犤＝ 牤０， 牨

燈燈
＝ ０

牪
燈
＝ 牤ｓｉｎ犤－ 牋牠， 牪

燈燈
＝－ 牋

根据曲率半径公式

爲＝ （牨
燈２＋ 牪

燈２）３燉２

燏牨
燈
牪
燈燈
－ 牨

燈燈
牪
燈
燏

注意到在轨迹最高点牪
·
＝０，有

爲＝ （牤２０）３燉２

燏牤０（－ 牋）燏＝
牤２０
牋
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习 题 解 答

【】 质点按一定规律沿爭牨轴做直线运动，在不同时刻的
位置如下：

牠燉ｓ １．０ １．５ ２．０ ２．５ ３．０

牨燉ｍ ３．００ ３．１４ ３．２９ ３．４２ ３．５７

图１２

（１）画出位置对时间的曲线；（２）求质点
在１．０～３．０ｓ中的平均速度；（３）求质点在牠
＝０时的位置。
解 本题由所给数据在坐标纸上作图，

从而得到牨牠曲线及其他相关物理量。
（１）牨牠曲线如图１２所示。
（２）根据平均速度定义

牤＝３．５７－ ３．００３．０－ １．０ ｍ燉ｓ＝０．２８５ｍ燉ｓ

（３）由图知

牨燏牠＝０＝ ２．７１ｍ
【】 一质点沿爭牨轴运动，坐标与时

间的变化关系为牨＝４牠－２牠３，式中牨、牠分别

以ｍ、ｓ为单位，试计算：（１）在最初２ｓ内的平均速度，２ｓ末的瞬时
速度；（２）１ｓ末到３ｓ末的位移、平均速度；（３）１ｓ末到３ｓ末的平

均加速度；此平均加速度是否可用牃＝
牃１＋牃３
２
计算？（４）３ｓ末的瞬

时加速度。
解 （１）由牨＝４牠－２牠３有

牨燏牠＝０＝ ０， 牨燏牠＝２＝ （４× ２－ ２× ３３）ｍ＝－ ８ｍ

所以 牤＝ － ８－ ０２－ ０ ｍ燉ｓ＝－ ４ｍ燉ｓ
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又 牤＝ ｄ牨ｄ牠＝ （４－ ６牠
２）ｍ燉ｓ

所以 牤燏牠＝２＝ （４－ ６× ２２）ｍ燉ｓ＝－ ２０ｍ燉ｓ

（２）因为 牨燏牠＝１＝（４×１－２×１２）ｍ＝２ｍ
牨燏牠＝３＝ （４× ３－ ２× ３３）ｍ＝－ ４２ｍ

所以位移 －４２ｍ－２ｍ＝－４４ｍ

平均速度 牤＝－４２－２３－１ ｍ燉ｓ＝－２２ｍ燉ｓ

（３）由牤燏牠＝１＝－２ｍ燉ｓ， 牤燏牠＝３＝－５０ｍ燉ｓ

得 牃＝－５０－（－２）３－１ ｍ燉ｓ２＝－２４ｍ燉ｓ２

从平均加速度与瞬时加速度的定义看，是不可的。但本题任设

牠１、牠２，由牃＝
牤２－牤１
牠２－牠１
与牃１＋牃２

２
推出的表达式是相同的，因此容易迷惑

人。如设牨＝２牠４，则马上可检验出两者的不同。

（４）由 牃＝ｄ牤ｄ牠＝－１２牠ｍ燉ｓ
２

得 牃燏牠＝３＝－１２×３ｍ燉ｓ２＝－３６ｍ燉ｓ２

图１３

【】 一辆汽车沿着笔直的公路行驶，速度和时间的关系如
图１３中折线爭爛爜爞爟爠爡所示。（１）试说明图中爭爛，爛爜，爜爞，爞爟，
爟爠，爠爡等线段各表示什么运动？（２）根据图中的曲线与数据，求
汽车在整个行驶过程中所走过的路程、位移和平均速度。
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解 （１）
爭爛：匀加速直线运动；
爛爜：匀速直线运动；
爜爞：匀减速直线运动；
爞爟：静止；
爟爠：反方向匀加速直线运动；
爠爡：反方向匀减速直线运动。

（２）根据路程＝∫
牠２

牠１
燏牤燏ｄ牠，有

路程＝梯形爭爛爜爞面积＋三角形爟爠爡面积

＝ １２（３０＋１０）×５ｍ＋
１
２×２０×１０ｍ＝２００ｍ

由于 梯形爭爛爜爞面积＝三角形爟爠爡面积
所以 位移 ＝ ０， 平均速度 ＝ ０

【】 路灯距地面的高度为牎，一个身高为牓的人在路上匀速
运动，速度为 ╀０，如图 １４所示，求：（１）人影中头顶的移动速度；
（２）影子长度增长的速率。

图１４

解 本题利用几何关系求导

较方便。设人离灯的水平距离为

牨１，影子长度为 牨２，人影中头顶离
灯的水平距离为 牨，显然 牨＝牨１＋
牨２。

（１）因为 牨１
牨＝
牎－牓
牎

所以 牨＝ 牎
牎－牓牨１

两边对时间求导，得

ｄ牨
ｄ牠＝

牎
牎－ 牓

ｄ牨１
ｄ牠＝

牎
牎－ 牓牤０

（２）同理，由 牓
牎＝
牨２
牨
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可得 ｄ牨２
ｄ牠＝

牓
牎
ｄ牨
ｄ牠＝

牓
牎－ 牓牤０

【】 一长为５ｍ的梯子，顶端斜靠在竖直的墙上。设牠＝０
时，顶端离地面４ｍ，当顶端以２ｍ燉ｓ的速度沿墙面匀速下滑时，
求：（１）梯子下端的运动表达式和速度；并画出牨牠和牤牠图（设梯子
下端与上端离墙角的距离分别为牨和牪）。（２）在牠＝１ｓ时，下端的
速度。
解 本题有几何约束关系。
（１）据题意，梯子顶端作匀速下滑直线运动，其运动表达式为

牪＝ ４－ ２牠
由直角三角形边长关系，有

牨＝ 牓２－ 牪槡 ２＝ ５２－ （４－ ２牠）槡 ２＝ ９＋ １６牠－ ４牠槡 ２

将牓２＝牪２＋牨２两边对时间求导，可得

牤＝ ｄ牨ｄ牠＝－
牪
牨
ｄ牪
ｄ牠＝ ２

牪
牨＝

８－ ４牠
９＋ １６牠－ ４牠槡 ２

当牠＝２ｓ时，牪＝０，牨＝５ｍ，牤＝０，因此可在０～２ｓ内按上述表
达式作出牨牠图和牤牠图，图略。

（２）在牠＝１ｓ时，牤＝０．８７ｍ燉ｓ。
【】 在离水面高度为牎的岸边，有人用绳子拉船靠岸，船

在离岸边牞距离处。当人以牤０的匀速率收绳时，试求船的速率与加
速度。
解 本题中船受到约束，不能离开水面。根据约束几何关系可

以很方便地求解。设人与船之间的绳长为牓，则

牓２＝ 牎２＋ 牞２

上式对时间求导，得 ２牓ｄ牓ｄ牠＝２牞
ｄ牞
ｄ牠

因为ｄ牓
ｄ牠＜０，

ｄ牞
ｄ牠＜０，
所以收绳速率牤０＝－ｄ牓ｄ牠，

船的速率大小为

牤＝－ ｄ牞ｄ牠＝－
牓
牞
ｄ牓
ｄ牠＝

牓
牞牤０＝

（牎２＋ 牞２）１燉２

牞 牤０
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船的加速度大小为

牃＝ ｄ牤ｄ牠＝
牞ｄ牓ｄ牠－ 牓

ｄ牞
ｄ牠

牞２ 牤０＝
－ 牞牤０＋ 牓牤

牞２ 牤０＝
牎２牤２０
牞３

【】 在质点运动中，已知牨＝牃ｅ牑牠，ｄ牪ｄ牠＝－牄牑ｅ
－牑牠，牪燏牠＝０＝牄。

求质点的加速度和它的轨迹方程。

解 因为 牃牨＝ｄ
２牨
ｄ牠２＝牃牑

２ｅ牑牠， 牃牪＝ｄ
２牪
ｄ牠２＝牄牑

２ｅ－牑牠

所以 ┫＝牃牑２ｅ牑牠┳＋牄牑２ｅ－牑牠┴

由ｄ牪
ｄ牠＝－牄牑ｅ

－牑牠，得

∫ｄ牪＝∫（－ 牄牑ｅ－牑牠）ｄ牠， 牪＝ 牄ｅ－牑牠＋ 爞

据初始条件牪燏牠＝０＝牄＋爞＝牄知爞＝０，即

牪＝牄ｅ－牑牠

所以 牨牪＝牃牄
【】 一质点的运动表达式为┼（牠）＝┳＋４牠２┴＋牠┵，式中牜、牠

分别以ｍ、ｓ为单位。试求：（１）它的速度与加速度；（２）它的轨迹方
程。

解 （１） ╀＝ｄ┼ｄ牠＝（８牠┴＋┵）ｍ燉ｓ， ┫＝ｄ╀ｄ牠＝８┴ｍ燉ｓ
２

（２）由运动表达式有

牨＝ １， 牪＝ ４牠２， 牫＝ 牠
所以轨迹方程为 牨＝ １， 牪＝ ４牫２

【】 一质点的运动表达式为牨＝３牠＋５，牪＝ １２牠
２＋３牠－４。

（１）以牠为变量，写出位矢的表达式；（２）描绘它的轨迹；（３）式中牠以

ｓ为单位，牨、牪以ｍ为单位，求质点在牠＝４ｓ时的速度的大小和方
向。

解 （１）┼＝（３牠＋５）┳＋ １
２牠

２槏 槕＋３牠－４┴
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（２）牠＝０，牨＝５，牪＝－４
牠＝１，牨＝８，牪＝－０．５
牠＝２，牨＝１１，牪＝４
牠＝３，牨＝１４，牪＝９．５
牠＝４，牨＝１７，牪＝１６

据此可作图１５。

（３）牤牨＝ｄ牨ｄ牠＝３ｍ燉ｓ，牤牪＝
ｄ牪
ｄ牠＝（牠＋３）ｍ燉ｓ，

当牠＝４ｓ时，牤牨＝

３ｍ燉ｓ，牤牪＝７ｍ燉ｓ，所以

牤＝ 牤２牨＋ 牤槡 ２
牪＝ ７．６ｍ燉ｓ

与牨轴成角 犤＝ａｒｃｔａｎ７３＝６６．８°

图１５ 图１６

【】 滑雪运动员离开水平滑雪道飞入空中时的速率牤＝
１１０ｋｍ燉ｈ，着陆的斜坡与水平面成犤＝４５°角，如图１６所示。（１）计
算滑雪运动员着陆时沿斜坡的位移 爧（忽略起飞点到斜面的距
离）；（２）在实际的跳跃中，运动员所达到的距离爧＝１６５ｍ，此结果
为何与计算结果不符？
解 此题为平抛运动。
（１）以斜面顶端为坐标原点建立直角坐标系，水平向右为牨

轴正向，竖直向上为牪轴正向。设着陆时坐标为牨、牪，时刻为牠，则
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牨＝ 牤牠， 牪＝－ １
２牋牠

２

又 牨＝爧ｃｏｓ犤， 牪＝－爧ｓｉｎθ

联解可得 牠＝２牤牋ｔａｎ犤

所以 爧＝ 牨
ｃｏｓ犤＝

牤
ｃｏｓ犤

２牤
牋ｔａｎ犤

＝
２× １１０× １０００槏 槕３６００

２

ｃｏｓ４５°× ９．８ ｔａｎ４５°ｍ＝ ２６９ｍ

（２）由于空气阻力的存在，实际所达距离要小于上述计算值。
【】 一个人扔石头的最大出手速率为牤＝２５ｍ燉ｓ，他能击

中一个与他的手水平距离为爧＝５０ｍ而高牎＝１３ｍ的一个目标
吗？在这个距离上他能击中的目标的最大高度是多少？
解 设初速度与水平面成犤角，则

牨＝ 牤牨牠＝ 牤ｃｏｓ犤燈牠

牪＝ 牤牪牠－ １
２牋牠

２＝ 牤ｓｉｎ犤燈牠－ １
２牋牠

２

当水平距离牨＝爧时，有

牠＝ 爧
牤ｃｏｓ犤

代入牪式中，得

牪＝ 爧ｔａｎ犤－ １
２牋

爧２

牤２ｃｏｓ２犤＝ 爧ｔａｎ犤－
牋爧２

２牤２（ｔａｎ
２犤＋ １）

整理可得 ｔａｎ２犤－ ２牤
２

牋爧ｔａｎ犤＋
牪２牤２

牋爧２ ＋ １＝ ０

以ｔａｎ犤为变量，一元二次方程的判别式

牱＝ 牄２－ ４牃牅＝ ２牤２槏 槕牋爧

２

－ ４牪燈２牤
２

牋爧２槏 槕＋ １

如令牪＝牎＝１３ｍ，代入上式得

牱＝ ２× ２５２槏 槕９．８× ５０

２

－ ４１３× ２× ２５
２

９．８× ５０２槏 槕＋ １
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＝ ６．５１－ ６．６５＝－ ０．１４
ｔａｎ犤无实数解，即不能击中题设目标。
使判别式牱＝０的牪值为能击中目标的最大高度，据此有

２牤２槏 槕牋爧

２

＝ ４牪燈２牤
２

牋爧２槏 槕＋ １

解之得

牪＝ 牤
４－ 牋２爧２

２牋牤２ ＝ ２５
４－ ９．８２× ５０２

２× ９．８× ２５２ ｍ＝ １２．３ｍ

【】 在篮球运动员作立定投篮时，如以出手时球的中心
为坐标原点，作坐标系 爭牨牪如图 １７所示。设篮圈中心坐标为

（牨，牪），出手高度为爣１，球的出手速度为牤０，试证球的出手角度犜应
满足下式才能投入：

ｔａｎ犜＝ 牤２０［牋牨 １± １－ ２牋牤２０
牪＋ 牋牨

２

２牤槏 槕槡 ］２
０

图１７

证 设出手后需时牠入篮，则

牨＝ 牤牨燈牠＝ 牤０ｃｏｓ犜燈牠

牪＝ 牤牪牠－ １
２牋牠

２＝ 牤０ｓｉｎ犜燈牠－ １
２牋牠

２

消去牠，得

牪＝牤０ｓｉｎ犜· 牨
牤０ｃｏｓ犜－

１
２牋

牨
牤０槏 槕ｃｏｓ犜

２

＝牨ｔａｎ犜－牋牨
２

２牤２０
１
ｃｏｓ２犜＝牨ｔａｎ犜－

牋牨２

２牤２０
（ｔａｎ２犜＋１）
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即 ｔａｎ２犜－
２牤２０
牋牨ｔａｎ犜＋

２牤２０牪
牋牨２＋１＝０

解之得 ｔａｎ犜＝

２牤２０
牋牨± － ２牤

２
０槏 槕牋牨
２

－ ４２牤
２
０牪
牋牨２槏 槕槡 ＋１

２

＝牤
２
０［牋牨 １± １－ ２牋牤２０

牪＋ 牋牨
２

２牤槏 槕槡 ］２
０

【】 如图１８所示，一直立的雨伞，其边缘的半径为爲，离
地面的高度为牎。当伞绕伞柄以匀角速度犽旋转时，试证沿边缘飞

出的水滴将落在地面上半径为牜＝爲 １＋２牎犽２槡 燉牋的圆周上。请构
思一种旋转式洒水器的方案。

图１８

证 水滴飞出后作平抛运动，由

牎＝ １２牋牠
２

得 牠＝ ２牎槡牋
又因为

牨＝ 牤牠＝ 爲犽牠＝ 爲犽 ２牎槡牋
所以

牜＝ 爲２＋ 牨槡 ２＝ 爲 １＋ ２牎犽
２

槡 牋
随着伞的旋转，水滴落在地面上半径为牜的圆周上。
构思一种旋转式洒水器的方案为：张开成伞状形，如漏斗倒

置。双层、中空，下层旋转，上层固定。水从上层之环形槽注入层间。
改变下层角速度即可调节洒出水的距离。也可考虑改变爲。

【】 一列车以５ｍ燉ｓ的速度沿爭牨轴正方向行驶，某旅客
在车厢中观察一个站在站台上的小孩竖直向上抛出的一个球。相

对于站台上的坐标系来说，球的运动表达式为牨＝０，牪＝牤０牠－ １２牋牠
２
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（牤０、牋是常量）。（１）如果旅客用随车一起运动的坐标系爭′牨′牪′来描
写小球的运动，已知爭′牨′轴与爭牨轴同方向，爭′牪′轴与爭牪轴相平
行，方向向上，且在牠＝０时，爭′与爭相重合，则牨′和牪′的表达式将是
怎样的呢？（２）在爭′牨′牪′坐标系中，小球的运动轨迹又是怎样的？
（３）从车上的旅客与站在车站上的观察者看来，小球的加速度各为
多少？方向是怎样的？
解 本题为相对运动中不同参考系间的变换问题。

（１）因为
牨′＝ 牨－ 牤牠
牪′＝ 牪烅
烄

烆牠′＝ 牠
而 牤＝ ５ｍ燉ｓ

所以
牨′＝－ ５牠

牪′＝ 牤０牠－ １
２牋牠

烅
烄

烆
２

（２）在爭′牨′牪′坐标系中

牪′＝ 牤０燈 － 牨′槏 槕５ － １
２牋

－ 牨′槏 槕５

２

＝－ 牤０５牨′－
牋
５０牨′

２

（３）车上观察者看：

牃′牨＝ ｄ
２牨′
ｄ牠２ ＝ ０， 牃′牪＝ ｄ

２牪′
ｄ牠２ ＝－ 牋

即 ┫′＝－ 牋┴ （方向向下）
车站上观察者看：

牃牨＝ ｄ
２牨
ｄ牠２ ＝ ０， 牃牪＝ ｄ

２牪
ｄ牠２＝－ 牋

即 ┫＝－ 牋┴ （方向向下）
【】 甲乙两船同时航行，甲以１０ｋｍ燉ｈ的速度向东，乙以

５ｋｍ燉ｈ的速度向南。问从乙船的人看来，甲的速度是多大？方向如
何？反之，从甲船的人看来，乙的速度又是多大？方向如何？
解 乙船的人看：

╀甲对乙 ＝ ╀甲对水 ＋ ╀水对乙
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作图１９，有

牤２甲对乙＝牤２甲对水＋牤２水对乙
所以

牤甲对乙 ＝ １０２＋ ５槡 ２ 槡ｋｍ燉ｈ＝ １２５ｋｍ燉ｈ≈ １１．２ｋｍ燉ｈ

ｔａｎ犺＝ ５
１０＝ ０．５， 犺＝ ２６．６°

即东偏北２６．６°。

图１９

甲船的人看：
╀乙对甲 ＝ ╀乙对水 ＋ ╀水对甲

所以 牤乙对甲 ＝ ５２＋ １０槡 ２ｋｍ燉ｈ＝ １１．２ｋｍ燉ｈ

ｔａｎ犤＝ １０５＝ ２， 犤＝ ６３．４°

方向为南偏西。
【】 设河面宽 牓＝１ｋｍ，河水由北向南流动，流速 牤＝

２ｍ燉ｓ，有一船相对于河水以 牤′＝１．５ｍ燉ｓ的速率从西岸驶向东
岸。（１）如果船头与正北方向成犜＝１５°角，船到达对岸要花多少时
间？到达对岸时，船在下游何处？（２）如果船到达对岸的时间为最
短，船头与河岸应成多大角度？最短时间等于多少？到达对岸时，
船在下游何处？（３）如果船相对于岸走过的路程为最短，船头与岸
应成多大角度？到对岸时，船又在下游何处？要花多少时间？
解 由╀船对地＝╀船对水＋╀水对地＝╀′＋╀可作图（图１１０）。
（１）如图１１０所示，根据余弦定理可求出牤船对地，然后将其沿

岸与垂直岸方向分解，从而计算到达对岸的时间等。
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图１１０

仔细分析图可以看到牤船对地垂直岸的分量为

牤′ｓｉｎ犜，平行岸的分量为牤－牤′ｃｏｓ犜，所以

牠＝ 牓
牤′ｓｉｎ犜＝

１０００
１．５× ｓｉｎ１５°ｓ＝ ２５７６ｓ

牞＝（牤－ 牤′ｃｏｓ犜）牠
＝（２－ １．５ｃｏｓ１５°）× ２５７６ｍ
＝１４２０ｍ

（２）由牠＝ １０００
１．５ｓｉｎ犜
可知，当犜最大时牠最小，

即有犜＝９０°。此时

牠＝ １０００１．５ ｓ＝ ６６７ｓ

牞＝ 牤牠＝ ２× ６６７ｍ＝ １．３３ｋｍ
（３）因为

爧２＝ 牓２＋ 牞２＝ 牓２＋ 牤－ 牤′ｃｏｓ犜槏 槕牤′ｓｉｎ犜

２

牓２

所以要爧最小，需牊（犜）＝牤－牤′ｃｏｓ犜牤′ｓｉｎ犜
为最小。取极值

ｄ牊（犜）
ｄ犜 ＝ 牤′ｓｉｎ

２犜－ （牤－ 牤′ｃｏｓ犜）ｃｏｓ犜
牤′ｓｉｎ２犜 ＝ ０

有 牤′－牤ｃｏｓ犜＝０， ｃｏｓ犜＝牤′牤＝
１．５
２＝０．７５

犜＝ ４１．４１°

可得 牠＝ 牓
牤′ｓｉｎ犜＝

１０００
１．５ｓｉｎ４１．４１°ｓ＝ １００８ｓ

牞＝（牤－牤′ｃｏｓ犜）牠＝（２－１．５ｃｏｓ４１．４１°）×１００８ｍ＝０．８８ｋｍ
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第二章 牛顿运动定律

知 识 要 点

．牛顿三定律
第一定律 ┖＝时，╀＝常矢量。

第二定律 ┖＝ｄ┺ｄ牠，┺＝牔╀。
当牔为常量时，┖＝牔┫。

第三定律 ┖爛爜＝－┖爜爛
用牛顿定律解题的基本思路：察明题意，隔离物体，分析受力，

列出方程（一般用分量式），求解，讨论。
．力学中常见的几种力

万有引力 爡＝爢０
牔１牔２
牜２

重力 爢＝爢０
牔Ｅ牔
爲２ ＝牔牋

弹力 爡＝－牑牨

摩擦力
滑动摩擦力 ┖ｆｋ＝犨ｋ┖Ｎ
静摩擦力 ┖≤┖ｆｓ＝犨ｓ┖
烅
烄

烆 Ｎ

力的叠加原理 ┖＝┖１＋┖２＋…
．动量定理

冲量 ┙＝∫
牠２

牠１
┖ｄ牠

动量定理 物体在运动过程中所受合外力的冲量，等于该物
体动量的增量。

┙＝∫
牠２

牠１
┖ｄ牠＝ ┺２－ ┺１



．动能定理

功 ｄ爛＝┖·ｄ┼， 爛牃牄＝∫
牄

牃
┖·ｄ┼

动能定理 爛牃牄＝ １２牔牤
２
牄－ １２牔牤

２
牃＝爠ｋ牄－爠ｋ牃

．非惯性系
非惯性系中的力学定律 引入惯性力后，有

┖＋ ┖惯 ＝ 牔┫′
平动加速参考系中

┖惯＝－牔┫
匀角速转动参考系中 惯性离心力

┖惯 ＝－ 牔┫ｎ＝ 牔爲犽２┯牜

思考题解答

【】 回答下列问题：
（１）物体的运动方向和合外力方向是否一定相同？
（２）物体受到几个力的作用，是否一定产生加速度？
（３）物体运动的速率不变，所受合外力是否为零？
（４）物体速度很大，所受到的合外力是否也很大？
答 （１）不一定相同。如斜抛物体的运动方向和合外力方向

就不同。
（２）不一定。物体受到的几个力如果其合力为零，就不产生加

速度。
（３）不一定。如匀速圆周运动的物体，其速率不变，但作为向

心力的合外力不为零。
（４）不是。合外力的大小决定物体加速度的大小，而加速度与

速度是两个不同的概念，速度大并不意味着加速度一定大。
【】 物体所受摩擦力的方向是否一定和它的运动方向相

反？试举例说明。
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答 物体所受摩擦力的方向不一定和它的运动方向相反。如
在地面上拖动一物体时，物体所受地面的摩擦力与其前进方向相
反；而在加速前进的平板车上随车运动的物体，它所受摩擦力的方
向就与其运动方向相同。

【】 用绳子系一物体，在竖直平面内作圆周运动，当这物
体达到最高点时，（１）有人说：“这时物体受到三个力：重力、绳子的
拉力以及向心力”；（２）又有人说：“因为这三个力的方向都是向下
的，但物体不下落，可见物体还受到一个方向向上的离心力和这些
力平衡着”。这两种说法对吗？
答 两种说法均不对。物体达到最高点时，受到两个力：重力

与绳子的拉力，两者均向下，它们的合力提供了物体作圆周运动的
向心力。离心力是物体作用于绳子的力，它与向心力是作用力与反
作用力关系。

【】 绳子的一端系着一金属小球，另一端用手握着使其在
竖直平面内作匀速圆周运动，问球在哪一点时绳子的张力最小？在
哪一点时绳子的张力最大？为什么？
答 由于重力在法向的分力与绳子对球的拉力（绳子的张力）

两者的合力提供了小球作匀速圆周运动的向心力，根据它们的方
向可知：球在最高点时绳中张力最小，球在最低点时绳中张力最
大。

设张力的大小为爴，小球质量为牔，向心加速度为牃ｎ＝牤
２

爲，
匀速

则牃ｎ不变。因而

在最高点 爴＋牔牋＝牔牃ｎ， 爴＝牔（牃ｎ－牋）
在最低点 爴－牔牋＝牔牃ｎ， 爴＝牔（牃ｎ＋牋）
【】 在弹簧测力计的下面挂着一个物体，如图２１所示，试

判别在下列两种情况下，测力计所指出的读数是否相同？如果不
同，则在哪种情况下读数较大？（１）物体竖直地静止悬挂；（２）物体
在一水平面内作匀速圆周运动。
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答 不同，第二种情况下读数较大。理由如下。
（１）设弹性力为爡（测力计读数），物体质量为牔，则有

爡＝ 牔牋
（２）设弹性力为爡′，物体作匀速圆周运动的向心加速度为牃ｎ，

偏离竖直位置夹角为犤，则在竖直与水平方向有

爡′ｃｏｓ犤＝ 牔牋
爡′ｓｉｎ犤＝ 牔牃｛ ｎ

因为ｃｏｓ犤＜１，所以爡′＞爡。

图２１ 图２２

【】 如图２２所示，一个用绳子悬挂着的物体在水平面上
作匀速圆周运动，有人在重力的方向上求合力，写出

爡Ｔｃｏｓ犤－ 爢＝ ０
另有人沿绳子拉力爡Ｔ的方向求合力，写出

爡Ｔ－ 爢ｃｏｓ犤＝ ０
显然两者不能同时成立，试指出哪一个式子是错的，为什么？
答 前者对，后者错。
小球受到两个力：沿绳子的拉力┖Ｔ和重力┗，它们的合力决定

了小球的运动。小球在水平面内作匀速圆周运动，合力提供了其向
心力，合力就是爡Ｔｓｉｎ犤。题中前一个式子反映的是竖直方向上受力
平衡。因而牛顿运动定律在竖直与水平方向的分量方程为
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爡Ｔｃｏｓ犤－ 爢＝ ０

爡Ｔｓｉｎ犤＝ 牔牃ｎ＝ 牔牤
２

爲
由于合力产生的水平面内的向心加速度在沿绳方向有分量牃ｎｓｉｎ犤，
因而在绳方向运动方程应为

爡Ｔ－ 爢ｃｏｓ犤＝ 牔牃ｎｓｉｎ犤
即有 爡Ｔ＞ 爢ｃｏｓ犤

【】 一物体可否只具有机械能而无动量？一物体可否只有
动量而无机械能？试举例说明。
答 一物体可以只具机械能而无动量。因为机械能是动能和

势能之和，可以动能为零而势能不为零，即有机械能而无动量。如
静止于地面上方某处的物体、拉伸而静止的弹簧振子均是这种例
子。
物体可以只有动量而无机械能。因为物体有动量就有速度，也

就有动能爠ｋ。又由于物体的势能零点可以任意确定，因而可以适
当选取零点使其值为负，且量值与动能相等，即爠ｐ＝－爠ｋ，从而机
械能爠＝爠ｋ＋爠ｐ＝０。如在地面上以速度╀运动的物体，其动量为┺

＝牔╀，动能为爠ｋ＝ １２牔牤
２。如选其高度牎处为势能零点，牎满足牔牋牎

＝ １２牔牤
２，则地面上该物体的势能为爠ｐ＝－牔牋牎，机械能爠＝爠ｋ＋

爠ｐ＝０。

【】 两质量不等的物体具有相等的动能，哪个物体的动量
较大？两质量不等的物体具有相等的动量，哪个物体的动能较大？

答 由爠ｋ＝ １２牔牤
２＝ １
２牔牘

２可知，在具有相等动能时，质量大

的物体动量大。在具有相等的动量时，质量小的物体动能较大。
【】 用锤压钉，很难把钉压入木块，如用锤击钉，钉就很容

易进入木块，这是为什么？
答 因为钉子要进入木块中，它所受到木块的阻力很大，而徒
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手产生的压力不大，所以很难把钉压入木块。根据┖＝Δ┺Δ牠
可知，挥

锤击钉时，锤子在极短时间内速度从很大突然变为零，动量变化很
大而时间很短，因而冲力很大。根据牛顿第三定律，锤对钉的冲力
也就很大，因此钉就很容易克服阻力而进入木块。

【】 用细线把球挂起来，球下系一同样的细线。拉球下细
线，逐渐加大力量，哪段细线先断？为什么？如用较大分量突然拉
球下细线，哪段细线先断，为什么？
答 拉球下细线，逐渐加大力量，上面的线先断。因为逐渐加

大力量，细线具有弹性，作用力会传到上面的线。忽略线的重量，
上、下两线中的张力相等。但上面的线还受到球的作用，所以上面
的线受到的合力大于下面的线受到的合力，上面线先断。
用较大力量突然拉球下细线，下面的线先断。因为突然拉线，

拉力是冲力。作用时间短而冲力大，足以拉断细线。但由于球的惯
性大，在一刹那间它还来不及运动，亦即下面线受的冲力来不及传
到上面的线，下面的线已被拉断。

【】 有两只船与堤岸的距离相同，为什么人从小船跳上
岸比较难，而从大船跳上岸却比较容易？
答 假定人向岸跳时，在两种情况下所用的力相等，由于小船

质量小、容易运动，而大船质量大、不容易运动，因而对小船而言人
用足蹬船的作用时间相对较短，人从小船向岸跳时获得的冲量就
较小，也就不易跳上岸。从大船起跳获得的冲量较大，就容易跳上
岸。

【】 一物体沿粗糙斜面下滑。试问在这过程中哪些力做
正功？哪些力做负功？哪些力不做功？
答 沿粗糙斜面下滑的物体受到三个力：重力、支撑力、摩擦

力。根据功的定义，物体下滑过程中，下滑力（重力沿斜面的分力）
做正功，摩擦力做负功，垂直于斜面的重力分量和支撑力不做功。

【】 外力对质点不做功时，质点是否一定作匀速运动？
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答 不一定。根据元功定义ｄ爛＝┖·ｄ┼，要ｄ爛＝０，可以┖＝、
ｄ┼＝、┖⊥ｄ┼，因此质点静止也是可以的。由动能定理可知合外力
对物体做的功等于物体动能的增量。不做功时动能不变，若┖＝，
则质点可作匀速直线运动；若┖⊥ｄ┼，则质点可作匀速圆周运动。

【】 两个相同的物体处于同一位置，其中一个水平抛出，
另一个沿斜面无摩擦地自由滑下，问哪一个物体先到达地面？到达
地面时两者速率是否相等？
答 设物体离地面高度为牎，斜面长为牞，与地面夹角为犤。
设平抛物体到地时间为牠，则有

牎＝ １
２牋牠

２， 牠＝ ２牎槡牋
设沿斜面下滑物体到地时间为牠′，下滑力为牔牋ｓｉｎ犤，下滑加速

度为牋ｓｉｎ犤，则有

牞＝ 牎
ｓｉｎ犤＝

１
２牃牠′

２＝ １
２牋ｓｉｎ犤燈牠′

２

牠′＝ ２牎
牋ｓｉｎ２槡 犤

可得 牠′＞ 牠
即平抛物体先到地面。
两者开始时势能相同，最后都转化为动能。但水平抛出的物体

开始时有动能，所以到达地面时两者速率不等，平抛物体速率较
大。

习 题 解 答

【】 质量为牔的物体沿斜面向下滑动。当斜面的倾角为犜
时，物体正好匀速下滑。问：当斜面的倾角增大到犝时，物体从高为

牎处由静止滑到底部需要多少时间？
解 本题有摩擦。
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设斜面的倾角为犤，重力牔牋可分解为下滑力牔牋ｓｉｎ犤和正压力

牔牋ｃｏｓ犤。当犤＝犜时物体匀速下滑，则有

牔牋ｓｉｎ犜－ 犨ｋ牔牋ｃｏｓ犜＝ ０
因而 犨ｋ＝ｔａｎ犜
当倾角增大为犤＝犝时，有

牔牋ｓｉｎ犝－ 爡ｆｋ＝ 牔牋ｓｉｎ犝－ ｔａｎ犜燈牔牋ｃｏｓ犝＝ 牔牃
所以 牃＝（ｓｉｎ犝－ｔａｎ犜·ｃｏｓ犝）牋
可以看出牃为恒量，即物体沿斜面作匀加速直线运动。

由斜面长 牎
ｓｉｎ犝＝

１
２牃牠

２可得

牠２＝ ２牎
ｓｉｎ犝

１
（ｓｉｎ犝－ ｔａｎ犜ｃｏｓ犝）牋

＝ ２牎
牋ｓｉｎ犝

ｃｏｓ犜
（ｓｉｎ犝ｃｏｓ犜－ ｓｉｎ犜ｃｏｓ犝）＝

２牎
牋

ｃｏｓ犜
ｓｉｎ犝ｓｉｎ（犝－ 犜）

所以 牠＝ ２牎ｃｏｓ犜槡牋ｓｉｎ犝ｓｉｎ（犝－犜）
【】 Ａ、Ｂ两个物体，质量分别为牔Ａ＝１００ｋｇ，牔Ｂ＝６０ｋｇ，

装置如图２３所示。两斜面的倾角分别为犜＝３０°和犝＝６０°。如果物

图２３

体与斜面间无摩擦，滑轮和绳的质量忽略
不计，问：（１）系统将向哪边运动？（２）系统
的加速度是多大？（３）绳中的张力多大？
解 （１）比较两边下滑力。因为

牔Ａ牋ｓｉｎ犜＝１００×９．８×ｓｉｎ３０°Ｎ＝４９０Ｎ
牔Ｂ牋ｓｉｎ犝＝６０×９．８×ｓｉｎ６０°Ｎ＝５０９Ｎ
所以系统将向右边运动。

（２）设绳子张力为爴，物体沿斜面的加速度为牃，则

牔Ｂ牋ｓｉｎ犝－ 爴＝ 牔Ｂ牃
爴－ 牔Ａ牋ｓｉｎ犜＝ 牔Ａ牃

所以
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牃＝ 牔Ｂ牋ｓｉｎ犝－ 牔Ａ牋ｓｉｎ犜牔Ａ＋ 牔Ｂ ＝ ５０９－ ４９０１００＋ ６０ｍ燉ｓ
２＝ ０．１２ｍ燉ｓ２

（３）爴＝牔Ａ牃＋牔Ａ牋ｓｉｎ犜
＝（１００×０．１２＋１００×９．８×ｓｉｎ３０°）Ｎ＝５０２Ｎ

【】 一辆铁路平车装有货物，货物与车底板之间的静摩擦
系数为０．２５，如果火车以３０ｋｍ燉ｈ的速度行驶。问要使货物不发生
滑动，火车从刹车到完全静止所经过的最短路程是多少？
解 本题要注意静摩擦力使货物对地运动。
因为对货物牔，最大静摩擦力

爡ｆｓ＝ 犨ｓ牔牋＝ 牔牃
即货物的最大加速度为

牃＝ 犨ｓ牋
刹车时，静摩擦力使货物随之减速。要使货物不滑动，火车的最大
加速度只能是

牃车 ＝－ 犨ｓ牋
由 牤２牠－牤２０＝２牃车牞， 牤牠＝０

可得 牞＝ 牤２０
２犨ｓ牋＝

３００００槏 槕３６００

２

２× ０．２５× ９．８ｍ＝ １４．２ｍ

【】 用一种钳子夹住一块质量爩＝５０ｋｇ的混凝土砌块起
吊（图２４）。已知钳子与砌块接触处的最大静摩擦系数犨＝０．４。如
果（１）钳子匀速上升，（２）钳子以０．２ｍ燉ｓ２的加速度上升，（３）钳子
在沿水平方向以４ｍ燉ｓ的速度行驶时，上端悬挂点突然停止运动

（设悬挂点到砌块重心之间的距离牓＝４ｍ），为使砌块不从钳子口
滑出，至少必须对砌块施加多大正压力？
解 （１）由图２５，有

２牊ｓ－ 爩牋＝ 爩牃
因为 牊ｓ＝犨爫， 牃＝０

所以 爫＝爩牋２犨＝
５０×９．８
２×０．４Ｎ＝６１３Ｎ
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图２４ 图２５

（２）由牃＝０．２ｍ燉ｓ２，如上分析可得

爫＝ 爩（牋＋ 牃）２犨 ＝ ５０（９．８＋ ０．２）２× ０．４ Ｎ＝ ６２５Ｎ

（３）砌块以４ｍ燉ｓ的速率作半径为牓的圆周运动，有

２犨爫－ 爩牋＝ 爩牃ｎ＝ 爩 牤
２

牓

所以 爫＝ 爩 牋＋ 牤２槏 槕燉牓
２犨 ＝ ５０９．８＋ ４

２槏 槕燉４
２× ０．４ Ｎ＝ ８６３Ｎ

【】 一滑轮两边分别挂着Ａ和Ｂ两物体，它们的质量分别
为牔Ａ＝２０ｋｇ，牔Ｂ＝１０ｋｇ，今用力爡将滑轮提起（图２６），当爡分别
等于（１）９８Ｎ，（２）１９６Ｎ，（３）３９２Ｎ，（４）７８４Ｎ时，求物体Ａ和Ｂ的

图２６ 图２７
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加速度以及两边绳中的张力（滑轮的质量与摩擦不计）。
解 本题注意两边绳子张力相等。两物体加速度不等。
作受力图（图２７），能提起，则有

爴－ 牔Ａ牋＝ 牔Ａ牃Ａ＞ ０

爴－ 牔Ｂ牋＝ 牔Ｂ牃Ｂ＞ ０

爡＝ ２爴

所以 牃Ａ＝ 爡
２牔Ａ － 牋＞ ０， 牃Ｂ＝ 爡

２牔Ｂ－ 牋＞ ０

（１）当爡＝９８Ｎ时

牃Ａ＝ ９８
２× ２０槏 槕－ ９．８ ｍ燉ｓ２＝－ ７．３５ｍ燉ｓ２

牃Ｂ＝ ９８
２× １０槏 槕－ ９．８ ｍ燉ｓ２＝－ ４．９ｍ燉ｓ２

负号表示两者均向下，显然不合理，即表示根本提不起。此时

爴＝ 爡燉２＝ ４９Ｎ
（２）当爡＝１９６Ｎ时

牃Ａ＝ １９６
２× ２０槏 槕－ ９．８ ｍ燉ｓ２＝－ ４．９ｍ燉ｓ２

牃Ｂ＝ １９６
２× １０槏 槕－ ９．８ ｍ燉ｓ２＝ ０

仍不合理，表示未提起，此时

牃Ａ＝ ０， 牃Ｂ＝ ０， 爴＝ ９８Ｎ

（３）当爡＝３９２Ｎ时

牃Ａ＝ ３９２
２× ２０槏 槕－ ９．８ ｍ燉ｓ２＝ ０

牃Ｂ＝ ３９２
２× １０槏 槕－ ９．８ ｍ燉ｓ２＝ ９．８ｍ燉ｓ２

表示Ａ不动，Ｂ以９．８ｍ燉ｓ２加速度上升，此时

爴＝ １９６Ｎ
（４）当爡＝７８４Ｎ时
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牃Ａ＝ ７８４
２× ２０槏 槕－ ９．８ ｍ燉ｓ２＝ ９．８ｍ燉ｓ２

牃Ｂ＝ ７８４
２× １０槏 槕－ ９．８ ｍ燉ｓ２＝ ２９．４ｍ燉ｓ２

爴＝ ３９２Ｎ
【】 图２８中Ａ为定滑轮，Ｂ为动滑轮，三个物体牔１＝２００

ｇ，牔２＝１００ｇ，牔３＝５０ｇ，求：（１）每个物体的加速度；（２）两根绳子
中的张力爡Ｔ１与爡Ｔ２。假定滑轮及绳的质量以及摩擦均可忽略不计。

图２８

解 地参（地面参考系）为惯性系，滑轮爜为非
惯性系。

（１）由题可知，牔１＞牔２＋牔３，牔１的加速度┫１的
方向就是向下的；牔２＞牔３，相对于滑轮Ｂ来说，牔２
的加速度┫２Ｂ的方向是向下的，牔３的加速度┫３Ｂ的方
向是向上的。设牔２相对于地面的加速度┫２的方向
向下，牔３相对于地面的加速度┫３的方向向上。取方
向向下的力和加速度的值为正值。┫２Ｂ和┫３Ｂ的大小
是相同的，以牃′表示。根据相对运动的加速度关系
有

┫２＝ ┫２Ｂ＋ ┫Ｂ
式中┫Ｂ是滑轮Ｂ相对于地面的加速度，显然，┫Ｂ＝－┫１。因此

牃２＝ 牃′－ 牃１ ①
又 ┫３＝┫３Ｂ＋┫Ｂ
因此 －牃３＝－牃′－牃１
或 牃３＝ 牃′＋ 牃１ ②
对牔１、牔２、牔３分别应用牛顿第二定律有

牔１牋－ 爡Ｔ１＝ 牔１牃１ ③

牔２牋－ 爡Ｔ２＝ 牔２牃２＝ 牔２（牃′－ 牃１） ④

牔３牋－ 爡Ｔ２＝－ 牔３牃３
即 爡Ｔ２－ 牔３牋＝ 牔３牃３＝ 牔３（牃′＋ 牃１） ⑤
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不计滑轮Ｂ的质量，则有

爡Ｔ１＝ ２爡Ｔ２ ⑥
由式③～⑥即可解得

牃１＝
牔１（牔２＋ 牔３）－ ４牔２牔３
牔１（牔２＋ 牔３）＋ ４牔２牔３牋＝ １．９６ｍ燉ｓ

２

牃′＝ （牔１＋ ２牔２）牃１－ （牔１－ ２牔２）牋２牔２ ＝ ３．９２ｍ燉ｓ２

将所得结果代入式①和式②，得到

牃２＝ １．９６ｍ燉ｓ２， 牃３＝ ５．８８ｍ燉ｓ２

（２）由式③和式④可解得

爡Ｔ１＝ 牔１（牋－ 牃１）＝ １．５７Ｎ
爡Ｔ２＝ 牔２（牋－ 牃２）＝ ０．７８５Ｎ

【】 将质量为１０ｋｇ的小球挂在倾角犜＝３０°的光滑斜面上

（图２９）。（１）当斜面以加速度牃＝ １３牋
沿如图所示的方向运动时，

求绳中的张力及小球对斜面的正压力。（２）当斜面的加速度至少为
多大时，小球对斜面的正压力为零？

图２９ 图２１０

解 本题注意选取合适的方向列分量方程。
受力分析如图２１０所示，取地参，有

水平方向 爴ｃｏｓ犜－ 爫ｃｏｓ（９０°－ 犜）＝ 牔牃
竖直方向 爴ｓｉｎ犜＋ 爫ｓｉｎ（９０°－ 犜）＝ 牔牋
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（１）当牃＝牋３
时，上两式为

爴× 槡３
２ － 爫× １

２＝ 牔燈
牋
３

爴× １
２＋ 爫×

槡３
２ ＝ 牔牋

联解，得

爴＝ 牔牋６ 槡（３＋ ３）＝ １０６× ９．８× ４．７３Ｎ＝ ７７．３Ｎ

爫＝ 牔牋６ 槡（３ ３－ １）＝ １０６× ９．８× ４．１９Ｎ＝ ６８．４Ｎ

（２）若爫＝０，则有

爴ｃｏｓ犜＝ 牔牃， 爴ｓｉｎ犜＝ 牔牋

所以 ｔａｎ犜＝牋牃

牃＝ 牋
ｔａｎ犜 槡＝ ３牋＝１．７３×９．８ｍ燉ｓ２≈１７．０ｍ燉ｓ２

【】 利用一挂在车顶的摆长为牓的单摆和附在下端的米尺

（图２１１），怎样测出车厢的加速度？（单摆的偏角很小。）

图２１１ 图２１２

解 设车厢加速度为牃，向左。因为单摆受张力爴与重力牔牋

·５３·第二章 牛顿运动定律



二力作用（图２１２），其合力为牔牋·ｔａｎ犤，所以

牔牋·ｔａｎ犤＝牔牃
又因为犤很小，所以

牃＝ 牋ｔａｎ犤≈ 牋ｓｉｎ犤＝ 牋牨牓
在米尺上读出牨值，即可计算车厢的加速度。若取牓＝１ｍ，则摆线
偏转ｃｍ数牨就等于车厢加速度对牋的百分数。

【】 一质点的质量为１ｋｇ，沿爭牨轴运动，所受的力如图

２１３所示。牠＝０时，质点静止在坐标原点，试求此质点第７ｓ末的速
度和坐标。
解 本题由爡牠曲线求速度和坐标。注意５ｓ后力的表示式及

积分限。由图２１３知两线段的斜率分别为牑１＝２，牑２＝－５。

图２１３

在０～５ｓ区间：

爡１＝ 牔牃＝ 牑１牠＝ ２牠

ｄ牤
ｄ牠＝

２
牔牠＝ ２牠

积分∫
牤

牤０
ｄ牤＝∫

牠

０
２牠ｄ牠， 牤－牤０＝牠２

取牠＝０时牤０＝０，则有

牤＝ ｄ牨ｄ牠＝ 牠
２

再积分 ∫
牨

牨０
ｄ牨＝∫

牠

０
牠２ｄ牠， 牨－牨０＝牠

３

３
因为牠＝０时，牨０＝０，所以

牨＝ 牠３

３
当牠＝５ｓ时，有

牤１＝ ２５ｍ燉ｓ， 牨１＝ ４１．６７ｍ

在５～７ｓ区间：
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爡２＝ 牔牃＝ 牑２（牠－ ７）＝－ ５× （牠－ ７）＝ ５（７－ 牠）

即 ｄ牤
ｄ牠＝

５
牔（７－牠）＝５（７－牠）

ｄ牤＝ ５（７－ 牠）ｄ牠

积分 ∫
牤

牤１
ｄ牤＝∫

牠

５
５（７－牠）ｄ牠

牤＝ 牤１＋ ３５牠－ ２．５牠２－ １１２．５
又 ｄ牨＝（牤１＋ ３５牠－ ２．５牠２－ １１２．５）ｄ牠

＝（３５牠－ ２．５牠２－ ８７．５）ｄ牠

再积分 ∫
牨

牨１
ｄ牨＝∫

牠

５
（３５牠－２．５牠２－８７．５）ｄ牠

可得 牨＝牨１－８７．５牠＋１７．５牠２－０．８３牠３＋１０４．１７
当牠＝７ｓ时，有

牤２＝ ３５ｍ燉ｓ， 牨２＝ １０６．２ｍ
如果后段积分限换为０～２ｓ，则计算较简便。速度也可直接求

三角形面积得出，读者不妨试试。
【】 一圆台可绕其轴在水平面内转动，圆台半径为爲，甲、

乙两物体质量分别为牔１与牔２（牔１＞牔２），它们与台面间的静摩擦系
数都是犨，现用一根长度牓＜爲的绳子将它们连接。（１）将甲放在圆
心，乙放在距圆心为牓处，要使物体与圆台不发生相对滑动，圆台旋
转的最大角速度是多少？（２）如将甲与乙互换位置，（１）的结果又将
如何？（３）如果两物体均不放在圆心但连线经过转轴，又将如何？

图２１４

解 本题为转动问题，注意向心力与绳的拉力、摩擦力的关
系。注意静摩擦力的方向。取地参。

（１）牔１在圆心，牔２转动，如图２１４所示。
对牔１： 爴－牊犨１＝爴－犨牔１牋＝０
对牔２： 爴＋牊犨２＝爴＋犨牔２牋＝牔２犽２牓

所以 犽＝
犨（牔１＋牔２）牋

牔２槡 牓
（２）牔１与牔２互换
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对牔２： 爴－牊犨２＝爴－犨牔２牋＝０
对牔１： 爴＋牊犨１＝爴＋犨牔１牋＝牔１犽′２牓

所以 犽′＝ 犨（牔１＋ 牔２）牋
牔１槡 牓

由于牔１＞牔２，可见犽′＜犽。

图２１５

（３）如图２１５所示，假定牔１和牔２构成的
系统有向右运动的趋势时，有

爴－ 牊犨１＝ 爴－ 犨牔１牋＝ 牔１犽２牨

爴＋ 牊犨２＝ 爴＋ 犨牔２牋＝ 牔２犽２（牓－ 牨）

所以 犽＝ 犨（牔１＋ 牔２）牋
牔２牓－ （牔１＋ 牔２槡 ）牨

此时牔２牓＞（牔１＋牔２）牨。
假定牔１和牔２构成的系统有向左运动的趋势时，有

爴＋ 犨牔１牋＝ 牔１犽２牨

爴－ 犨牔２牋＝ 牔２犽２（牓－ 牨）

所以 犽＝ 犨（牔１＋ 牔２）牋
（牔１＋ 牔２）牨－ 牔２槡 牓

图２１６

此时（牔１＋牔２）牨＞牔２牓。
【】 （１）试证长度不同的圆锥摆只要其高度相等，则其周

期也相等。（２）如果某圆锥摆的高度为１．５ｍ，求其
周期。
解 （１）如图２１６所示，张力的水平分量作为

向心力。
因为 爴ｓｉｎ犤＝牔犽２牜

而 爴ｃｏｓ犤＝牔牋

所以 犽＝ 牋ｔａｎ犤槡牜 ＝ 牋
牜
牜槡 牎＝

牋槡牎
可见犽与牓无关，只要牎相等，犽便相等。
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（２）犽＝ ９．８槡１．５ｒａｄ燉ｓ＝２．５６ｒａｄ燉ｓ
爴＝２π犽＝

２×３．１４
２．５６ ｓ＝２．４５ｓ

【】 质量为牔的小球沿半球形碗的光滑的内面，正以角
速度犽在一水平面内做匀速圆周运动，碗的半径为爲，求该小球做
匀速圆周运动的水平面离碗底的高度。
解 碗对小球的支持力的方向如图２１７所示。

图２１７

水平方向

爫ｓｉｎ犤＝ 牔犽２爲′＝ 牔犽２爲ｓｉｎ犤
爫＝ 牔犽２爲

竖直方向

爫ｃｏｓ犤＝ 牔牋

所以 ｃｏｓ犤＝牔牋爫＝
牋
犽２爲

离碗底高度 爣＝爲（１－ｃｏｓ犤）＝爲 １－ 牋
犽２槏 槕爲

【】 三艘质量相等的小船鱼贯而行，速度均等于╀。如果
从中间船上同时以速度牣把两个质量均为牔的物体分别抛到前后
两船上，速度┿的方向和╀在同一直线上。问抛掷物体后，这三艘船
的速度如何变化？
解 将每艘船和其抛出或接到的物体作为一个系统，各系统

水平方向动量守恒。注意动量中速度的相对性。
设题中┿为对地参的速度。又设原小船质量均为爩，抛物后或

接物后的速度为牤′。则
中间船 爩牤＝（爩－２牔）牤′＋牔牣－牔牣

牤′＝ 爩
爩－ ２牔牤

牤′＞ 牤
前船 爩牤＋牔牣＝（爩＋牔）牤′
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牤′＝ 爩牤＋ 牔牣爩＋ 牔 ＝ 牤＋ 牔（牣－ 牤）爩＋ 牔
牔要落到前船上，必须牣＞牤，所以

牤′＞ 牤
后船 爩牤－牔牣＝（爩＋牔）牤′

牤′＝ 爩牤－ 牔牣爩＋ 牔 ＝ 牤－ 牔（牤＋ 牣）爩＋ 牔
牤′＜ 牤

如┿为相对速度，换为地参同上法讨论，可得

前船 牤′＝牤＋ 牔
爩＋牔牣

中间船 牤′＝牤

后船 牤′＝牤－ 牔
爩＋牔牣

【】 质量为牔的小球在水平面内做速率为牤０的匀速圆周

运动，试求小球在经过：（１）１４
圆周，（２）１２

圆周，（３）３４
圆周，（４）整

个圆周的过程中的动量改变。试从冲量的计算得出结果。
解 注意速度值不变，但方向在不断变化。

图２１８

如图２１８所示取坐标，则有

┖＝－ 爡ｃｏｓ犽牠┳－ 爡ｓｉｎ犽牠┴

＝－ 牔牤
２
０

爲（ｃｏｓ犽牠┳＋ ｓｉｎ犽牠┴）

所以

Δ┺＝┙＝∫
牠

０
┖ｄ牠

＝－牔
牤２０
爲犽（ｓｉｎ犽牠┳－ｃｏｓ犽牠┴）

牠

０

＝牔牤０［（－ｓｉｎ犽牠）┳＋（ｃｏｓ犽牠－１）┴］

（１）当牠＝爴４
时，有

Δ┺＝ 牔牤０ 槡（－ ┳－ ┴）， 燏Δ┺燏＝ ２牔牤０
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（２）当牠＝爴２
时，有

Δ┺＝ 牔牤０（－ ２┴）＝－ ２牔牤０┴

（３）当牠＝３爴４
时，有

Δ┺＝ 牔牤０ 槡（┳－ ┴）， 燏Δ┺燏＝ ２牔牤０
（４）当牠＝爴时，有

Δ┺＝ ０
【】 一颗子弹从枪口飞出的速度是３００ｍ燉ｓ，在枪管内子

弹所受合力的大小由下式给出：

爡＝ ４００－ ４× １０
５

３ 牠

其中爡以Ｎ为单位，牠以ｓ为单位。（１）画出爡牠图。（２）计算子弹行
经枪管长度所花费的时间，假定子弹到枪口时所受的力变为零。
（３）求该力冲量的大小。（４）求子弹的质量。

图２１９

解 （１）爡牠图如图２１９所示。
（２）因为爡＝０，所以

牠＝４００× ３
４×１０５ｓ＝３×１０

－３ｓ

（３）爤＝∫
牠

０
爡ｄ牠

＝∫
牠

０
４００－４×１０

５

３槏 槕牠ｄ牠
＝ ４００牠－４×１０

５

６ 牠槏 槕２
３×１０－３

０

＝６×１０－１Ｎ·ｓ

（４）由 ∫
牠

０
爡ｄ牠＝牔牤－牔牤０＝牔牤

得 牔＝６×１０
－１

３００ ｋｇ＝２×１０－３ｋｇ

【】 水力采煤，是用高压水枪喷出的强力水柱冲击煤层，
如图２２０所示。设水柱直径爟＝３０ｍｍ，水速牤＝５６ｍ燉ｓ，水柱垂直
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射在煤层表面上，冲击煤层后的速度为零，求水柱对煤层的平均冲
力。

图２２０

解 本题注意作用力与反作用力。以水为对象研究动量的变
化。

选取坐标牨向右为正。由题知每秒内有质量为牔＝ １４π爟
２牤犱的

水柱射在煤层表面上，因而每秒内沿牨方向动量变化为

Δ牘＝ 牔牤′－ 牔牤＝－ 牔牤
据此，煤层对水柱的平均冲力为

爡＝Δ牘Δ牠＝
－ 牔牤
Δ牠 ＝

－ １
４π爟

２牤２犱

Δ牠

＝－ １
４
３．１４× （３× １０－２）２× ５６２× １０３

１ Ｎ

＝－ ２．２２× １０３Ｎ
所以水柱对煤层的平均冲力为２．２２×１０３Ｎ。

【】 将一空盒放在秤盘上，并将秤的读数调整到零。然后
从高出盒底牎＝４．９ｍ处，将小石子流以每秒牕＝１００个的速率注
入盒中。假设每一石子的质量牔＝０．０２ｋｇ，都从同一高度落下，且
落到盒内后就停止运动，求石子从开始注入盒内到牠＝１０ｓ时秤的
读数。
解 以一定量石子为对象研究其动量变化及平均冲力。
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因为石子刚落到秤盘时的速度

牤１ 槡 槡＝ ２牋牎＝ ２× ９．８× ４．９ｍ燉ｓ＝ ９．８ｍ燉ｓ
石子落到秤盘后的速度

牤２＝ ０
每秒落下石子的质量为

爩＝ 牕牔＝ １００× ０．０２ｋｇ燉ｓ＝ ２ｋｇ燉ｓ
所以每秒落下的石子给秤盘的平均冲力为

爡＝ 牕牔牤１＝ ２× ９．８Ｎ＝ １９．６Ｎ
又因为１０ｓ内落下石子的总重量

爢＝ 爩牋牠＝ ２× ９．８× １０Ｎ＝ １９６Ｎ
所以秤盘的读数为

爫＝ 爢＋ 爡＝ １９６Ｎ＋ １９．６Ｎ＝ ２１５．６Ｎ
【】 一辆装煤车以３ｍ燉ｓ的速率从煤斗下面通过，煤粉

通过煤斗以每秒５ｔ的速率竖直注入车厢。如果车厢的速率保持不
变，车厢与钢轨间摩擦忽略不计，求牵引力的大小。
解 本题注意煤粉落入车厢前水平速率为零。

因为 ┖＝ｄ┺ｄ牠＝
ｄ牔
ｄ牠╀

所以 爡＝ｄ牔ｄ牠牤＝５×１０
３×３Ｎ＝１．５×１０４Ｎ

如果以车厢和落入的一定量煤粉为研究对象，则牵引力为外
力，应用动量定理也可求解。

【】 （１）以５ｍ燉ｓ的速度匀速提升一质量为１０ｋｇ的物
体，问在１０ｓ内提升力做功若干？（２）又若以比（１）快１倍的速度把
该物体匀速提高同样的高度，试问所做的功是否比前一种情况大？
为什么？（３）在（１）、（２）两种情况下，它们的功率是否一样？（４）若
用一大小不变的力将该物体从静止加速提高到同一高度，使物体
最后获得的速度为５．０ｍ燉ｓ，问提升力做功多少？平均功率为多少？
开始时和结束时的瞬时功率又各为多少？
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解 本题为恒力功问题。
（１）因为 爡－爢＝牔牃＝０， 爡＝爢＝牔牋

所以 爛＝爡牎＝爡牤牠＝１０×９．８×５×１０Ｊ＝４．９×１０３Ｊ
（２）不比第一种大。因为牤′＝２牤，牠′＝牠燉２，牎′＝牎，而爡不变，所

以功相同。
（３）在（１）中爮＝爡牤，在（２）中爮′＝爡牤′＝２爡牤，可见爮′＝２爮，即

功率不一样。
（４）将物体提到牎高度，物体的加速度为

牃＝ 牤
２

２牎＝
５２

２× ５× １０ｍ燉ｓ
２＝ ０．２５ｍ燉ｓ２

因为 爡－牔牋＝牔牃
爡＝牔（牋＋牃）＝１０×（９．８＋０．２５）Ｎ＝１００．５Ｎ

所以 爛＝爡牎＝１００．５×５０Ｊ＝５０２５Ｊ

又牠＝ ２牎槡牃＝ ２×５０槡０．２５ｓ＝２０ｓ，所以平均功率
爮＝ 爛牠＝

５０２５
２０ Ｗ ＝ ２５１．３Ｗ

开始时的功率 爮０＝爡牤０＝０
结束时的功率 爮牠＝爡牤牠＝１００．５×５Ｗ＝５０２．５Ｗ

【】 一地下蓄水池，面积为５０ｍ２，贮水深度为１．５ｍ。假
定水平面低于地面的高度是５．０ｍ。问要将这池水全部吸到地面，
需做多少功？若抽水机的效率为８０％，输入功率为３５ｋＷ，则需多
少时间可以抽完？
解 本题为变力功问题，注意元功和积分元的选取。
以地面为坐标原点，向下为牨轴正向，则将离地面牨处ｄ牨厚度

的水抽到地面所做元功为

ｄ爛＝ ┖燈ｄ┼＝ ｄ牔牋牨＝ 犱爳牋牨ｄ牨
所以将池水全部吸到地面

爛＝∫
牎０＋牎１

牎０
犱爳牋牨燈ｄ牨＝ １

２犱爳牋［（牎０＋ 牎１）
２－ 牎２０］
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＝ １２犱爳牋（牎
２
１＋ ２牎０牎１）

＝ １２× １× １０
３× ５０× ９．８× （１．５２＋ ２× ５．０× １．５）Ｊ

＝４．２３× １０６Ｊ

因为犣＝
爮出
爮入，
而爮出＝

爛出
牠，
所以

牠＝
爛出
犣爮入＝

４．２３×１０６

０．８０×３５×１０３ｓ＝１．５１×１０
２ｓ

【】 以铁锤将一铁钉击入木板，设木板对铁钉的阻力与
铁钉进入木板内的深度成正比。在铁锤击第一次时，能将小钉击入
木板内１ｃｍ，问击第二次时能击入多深。假定铁锤两次打击铁钉时
的速度相同。

图２２１

解 如图２２１所示选坐标向下为正。设铁锤
的质量为爩，铁钉的质量为牔，铁锤第二次与钉接
触前的速度为牤０。因为铁锤与钉碰撞时动量守恒，
即

爩牤０＝ （爩＋ 牔）牤

牤＝ 爩
爩＋ 牔牤０

由于牔爩，所以铁钉向下的速度

牤＝ 牤０
由题意知铁钉受到的摩擦阻力牊＝－牑牨，如第一次击入深度

为牞１，则由动能定理得

爛＝－∫
牞１

０
牑牨ｄ牨＝－ １

２牑牞
２
１＝ ０－ １

２牔牤
２
０

所以 牑＝
牔牤２０
牞２１

第二次从牞１深击到牞２深，又由动能定理得

爛＝－∫
牞２

牞１
牑牨ｄ牨＝ ０－ １

２牔牤
２
０
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１
２牑牞

２
２－ １

２牑牞
２
１＝ １

２牔牤
２
０

所以 牞２＝
牔牤２０
牑＋牞槡 ２

１ 槡＝ ２牞１

Δ牞＝ 牞２－ 牞１ 槡＝ （ ２－ １）牞１＝ ０．４１ｃｍ

图２２２

【】 质量牔＝６×１０－３ｋｇ的小
球，系于绳的一端，绳的另一端固结在爭
点，绳长为１ｍ（图２２２）。今将小球拉升
至水平位置爛，然后放手，求当小球经过
圆弧上爜、爞、爟点时的（１）速度；（２）加速
度；（３）绳中的张力。假定空气阻力不
计，犤＝３０°。
解 注意本题为圆周运动，切向变力做功。
（１）设圆弧上某点距爛的弧长为牞，对应半径与爭爛夹角为犤，

则有

牞＝ 牓犤， ｄ牞＝ 牓ｄ犤
当小球在上述点位置时，受力情况为

法线方向 爴－牔牋ｓｉｎ犤＝牔牤
２

牓
切线方向 爡＝牔牋ｃｏｓ犤

小球转动时只有切向力做功，元功为

ｄ爛＝ 爡燈ｄ牞＝ 牔牋ｃｏｓ犤燈牓ｄ犤

所以 爛＝∫
犤

０
牔牋ｃｏｓ犤燈牓ｄ犤＝ 牔牋牓ｓｉｎ犤

又由动能定理，有 爛＝ １
２牔牤

２－ ０

即 牤 槡＝ ２牋牓ｓｉｎ犤
则

牤爜 槡 槡＝ ２牋牓ｓｉｎ犤＝ ２×９．８×１×ｓｉｎ３０°ｍ燉ｓ＝３．１３ｍ燉ｓ

牤爞 槡＝ ２牋牓ｓｉｎ９０°＝ ４．４３ｍ燉ｓ
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牤爟 槡＝ ２牋牓ｓｉｎ１２０°＝ ４．１２ｍ燉ｓ

（２）加速度既有切向分量又有法向分量，为

牃ｎ＝ 牤
２

牓＝ ２牋ｓｉｎ犤， 牃ｔ＝ 牋ｃｏｓ犤

即 牃＝ 牃２ｎ＋牃槡 ２
ｔ＝牋 ４ｓｉｎ２犤＋ｃｏｓ２槡 犤

牃与切线夹角

犺＝ａｒｃｔａｎ
牃ｎ
牃槏 槕ｔ ＝ａｒｃｔａｎ（２ｔａｎ犤）

代入犤值可得

牃爜＝ ９．８× ４× ｓｉｎ２３０°＋ ｃｏｓ２槡 ３０°ｍ燉ｓ２＝ １３．４ｍ燉ｓ２

犺爜＝ ａｒｃｔａｎ（２ｔａｎ３０°）＝ ４９°６′

牃爞＝ ９．８ ４× ｓｉｎ２９０°＋ ｃｏｓ２槡 ９０°ｍ燉ｓ２＝ １９．６ｍ燉ｓ２

犺爞＝ ９０° （沿法向）

牃爟＝ ９．８× ４× ｓｉｎ２１２０°＋ ｃｏｓ２槡 １２０°ｍ燉ｓ２＝ １７．７ｍ燉ｓ２

犺爟＝ １６°６′

（３）由张力 爴＝牔牋ｓｉｎ犤＋牔牤
２

牓＝３牔牋ｓｉｎ犤

可得 爴爜＝３×６×１０－３×９．８×ｓｉｎ３０°Ｎ＝８．８２×１０－２Ｎ
爴爞＝３×６×１０－３×９．８×ｓｉｎ９０°Ｎ＝０．１７６Ｎ

爴爟＝３×６×１０－３×９．８×ｓｉｎ１２０°Ｎ＝０．１５３Ｎ
【】 某汽车启动后，牵引力的变化如图２２３所示，若两坐

标轴的单位长度分别为１００Ｎ和１ｍ，则曲线爭爛恰好是个１燉４的
圆周。问汽车运动７ｍ，牵引力所做的功有多大？（此功也可由图中
曲线爭爜对牞轴覆盖的面积求出，这种图叫做示功图。）
解 本题注意圆弧线力的函数表示。
因为 爡２＋（４－牞）２＝爲２＝１６

所以 爡＝ ８牞－牞槡 ２

考虑纵轴单位长度表示１００Ｎ，０～４ｍ做功
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图２２３

爛１＝１００∫
４

０
爡ｄ牞＝ １００∫

４

０
８牞－ 牞槡 ２ｄ牞

＝１００牞－ ４２ ８牞－ 牞槡 ２＋ ４
２

２ａｒｃｃｏｓ１－
牞槏 槕［ ］４

４

０

＝１００× ４πＪ＝ ４００πＪ
４～７ｍ做功

爛２＝ ４００× ３Ｊ＝ １２００Ｊ
所以 爛＝ 爛１＋ 爛２＝ ２．４６× １０３Ｊ

【】 设作用在质量为２ｋｇ的质点上的力是┖＝（３┳＋５┴）
Ｎ。当质点从原点移动到位矢为┼＝（２┳－３┴）ｍ处时，此力所做的
功有多大？它与路径有无关系？如果此力是作用在质点上唯一的
力，则质点的动能将变化多少？
解 因为

ｄ爛＝┖燈ｄ┼＝ ┖燈（ｄ牨┳＋ ｄ牪┴）
＝（３┳＋ ５┴）燈（ｄ牨┳＋ ｄ牪┴）＝ ３ｄ牨＋ ５ｄ牪

所以 爛＝∫
２

０
３ｄ牨＋∫

－３

０
５ｄ牪＝ ６Ｊ－ １５Ｊ＝－ ９Ｊ

从以上积分可知，功与路径无关。
由动能定理可得Δ爠ｋ＝爛＝－９Ｊ。
【】 质量为２ｋｇ的物体，在沿牨方向的变力作用下，在牨

＝０处由静止开始运动。设变力与牨的关系如图２２４所示。试由动
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能定理求物体在牨＝５，１０，１５ｍ处的速率。

图２２４

解 三段力的表达式分别为

爡１＝ 牑１牨＝ ２牨
爡２＝ １０

爡３＝ 牑３（牨－ １５）＝－ ２（牨－ １５）＝ ２（１５－ 牨）

所以 爛１＝∫
５

０
爡１ｄ牨＝∫

５

０
２牨ｄ牨＝ ２５Ｊ

爛２＝ １０× （１０－ ５）Ｊ＝ ５０Ｊ

爛３＝∫
１５

１０
爡３ｄ牨＝∫

１５

１０
２（１５－ 牨）ｄ牨＝ ２５Ｊ

由 爛＝ １２牔牤
２－０

可得 牤＝ ２爛槡牔
所以 牤牨＝５＝

２爛１槡牔 ＝ ２× ２５槡 ２ ｍ燉ｓ＝ ５ｍ燉ｓ

牤牨＝１０＝
２（爛１＋ 爛２）槡 牔 槡＝ ５ ３ｍ燉ｓ＝ ８．６６ｍ燉ｓ

牤牨＝１５＝
２（爛１＋ 爛２＋ 爛３）槡 牔 槡＝ １００ｍ燉ｓ＝ １０ｍ燉ｓ
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第三章 运动的守恒定律

知 识 要 点

．势能
保守力 一对力所做的功与相对路径的形状无关，而只取决

于相互作用的质点的始末相对位置，这对力就叫保守力。
势能 对保守内力，可以引进势能爠ｐ，

爛牃牄＝－ （爠ｐ牄－ 爠ｐ牃）＝－ Δ爠ｐ

万有引力势能 爠ｐ＝－爢０
牔牔０
牜 ，
以牔与牔０相距无限远时的

势能为零势能参考位置。
重力势能 爠ｐ＝牔牋牎，以物体牔在地面为势能零点。

弹簧弹性势能 爠ｐ＝ １２牑牨
２，以弹簧的自然长度为势能零点。

由势能函数求保守力 爡牨＝－
ｄ爠ｐ
ｄ牨

．功能原理
质点系动能定理 系统的外力和内力做功总和等于系统动能

的增量

爛ｅ＋爛ｉ＝Δ爠ｋ
系统的功能原理

Δ爠ｋ＝ 爛外力 ＋ 爛保守内力 ＋ 爛非保守内力 ＝ 爛ｅ＋ 爛ｉｃ＋ 爛ｉｄ
Δ爠＝ Δ爠ｋ＋ Δ爠ｐ＝ 爛ｅ＋ 爛ｉｄ

．机械能守恒与能量守恒
机械能守恒定律 如果爛ｅ＋爛ｉｄ＝０，则

Δ爠＝０



能量守恒定律 一个孤立系统经历任何变化时，该系统的所
有能量的总和不变。

．动量守恒定律
动量守恒定律 如∑┖牏＝０，则∑牔牏╀牏＝常矢量。
火箭速度 牤２－牤１＝牣ｌｎ

牔１
牔２

．碰撞
动量守恒 牔１牤１０＋牔２牤２０＝牔１牤１＋牔２牤２

恢复系数 牉＝
牤２－牤１
牤１０－牤２０

碰撞中损失的机械能

Δ爠＝ １
２（１－ 牉

２） 牔１牔２
牔１＋ 牔２（牤１０－ 牤２０）

２

．质点的角动量和角动量守恒
对于某一定点 ├＝┼×┺＝牔┼×╀

角动量定理 ┝＝┼×┖＝ｄ├ｄ牠
┝为合外力矩，它与角动量├均为对同一定点而定义的。
角动量守恒定律 如┝＝０，则├＝恒矢量。

思考题解答

【】 非保守力做的功总是负的，对吗？举例说明之。
答 不对。对一个物体而言，如果静摩擦力使其运动，则静摩

擦力与物体运动方向一致，就可以做正功。例如用一水平力拉动平
板车，只要力不太大，则平板车上的物体就会由于静摩擦力而与车
一起运动，此非保守力做正功。

【】 为什么重力势能有正负，弹性势能只有正值，而引力
势能只有负值？
答 对于势能而言，只有相对意义，因而其参考位置（即零点）
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的选择具有随意性。
为了方便，一般重力势能的零位置选在地面。这样，高于地面

的物体其重力势能为正值，低于地面的物体其重力势能为负值。
弹性势能的零位置选在没有形变时的平衡位置，其表示式为

爠ｐ＝ １２牑Δ牨
２，无论离平衡位置距离Δ牨为正还是为负，弹性势能都

为正。
对于引力势能，如果其零位置选在无穷远处，则其表示式为爠ｐ

＝－爢０
牔牔０
牜 ，
显然为负。

【】 回答下列问题：
（１）重力势能是怎样认识的？又是怎样计算的？重力势能的量

值是绝对的吗？
（２）引力势能是怎样认识的？又是怎样计算的？引力势能的量

值是绝对的吗？
（３）重力是引力的一个特例，你能从引力势能公式推算出重

力势能的公式吗？
（４）物体在高空中时，势能到底是正值还是负值？
答 （１）质量为牔的物体在地面以上牎高处具有能量，谓之

重力势能。重力势能既和物体与地球间的相互作用有关，又和这两
者的相对位置有关。其计算公式为爠ｐ＝牔牋牎。重力势能的量值是
相对的，与零点的选择有关，上面的表示式是以地面为重力势能零
点。

（２）质量为牔和牔０的系统，有万有引力作用。引力是保守力，
可以做功，因而可引入引力势能，它与两者的相对位置有关。引力

势能的一般表示式为爠ｐ＝－爢０
牔牔０
牜 。
它的量值不是绝对的，是相

对的。以上表示式选择的是以牜＝∞处为引力势能零点。
（３）质量为牔的物体在质量为牔０的物体的引力场中从牃运动

到牄处，引力功为
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爛＝∫
牜牄

牜牃
－ 爢０

牔牔０
牜２ ｄ牜＝－ 爢０牔牔０

１
牜牃－

１
牜槏 槕牄

＝－ （爠ｐ牄－ 爠ｐ牃）

牔０如为地球，半径为爲，则牜牃＝爲＋牎牃，牜牄＝爲＋牎牄，代入上式有

爛＝－ 爢０牔牔０
牎牄－ 牎牃

（爲＋ 牎牃）（爲＋ 牎牄）

≈－ 爢０
牔０
爲２牔（牎牄－ 牎牃）

＝－ 牔牋（牎牄－ 牎牃）＝－ （爠ｐ牄－ 爠ｐ牃）
取地面为势能零点，则有

爠ｐ＝ 牔牋牎

（４）取无穷远处为势能零位置，则物体在高空时势能为负。如
取地面为势能零点，则物体在高空时势能为正。

【】 两个质量相等的小球，分别从两个高度相同、倾角不
同的光滑斜面的顶端由静止滑到底部，它们的动量是否相同？动能
是否相同？
答 动量不相同。因为动量是矢量，它的方向就是速度的方

向。倾角不同的斜面，小球到底部速度方向是不同的。
动能相同。因为小球质量相同、高度相同，按机械能守恒定律，

相同的势能转化为相同的动能。
【】 能否利用装在小船上的风扇扇动空气使小船前进？
答 可以。把风扇对着船后吹风，从而风扇得到一个向前的冲

量，可以带着船一起前进。不过，要阻力相对很小时，实际上才可
能。

【】 在地面的上空停着一气球，气球下面吊着软梯，梯上
站着一个人。当这人沿软梯上爬时，气球是否运动？
答 气球将向下运动。在竖直方向，浮力与重力平衡，动量守

恒。初始动量为零，人向上爬有向上动量，要总动量为零，则气球有
向下动量，即向下运动。
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如用质心运动定理，质心位置不变也很容易解释气球将向下
运动。

【】 在匀速圆周运动中，质点的动量是否守恒？角动量呢？
答 在匀速圆周运动中，质点的动量不守恒。因为动量是矢

量，匀速圆周运动中的质点，速度的值不变，但方向不断变化，因而
动量值不变，而方向变化，动量不守恒。
角动量守恒。根据├＝┼×┺知，对匀速圆周运动的质点，├的

大小和方向都不变，即角动量守恒。
【】 物体牔被放在斜面牔′上，如把牔与牔′看成一个系统，

问在下列何种情形下，系统的水平方向分动量是守恒的？
（１）牔与牔′间无摩擦，而牔′与地面间有摩擦；
（２）牔与牔′间有摩擦，而牔′与地面间无摩擦；
（３）两处都没有摩擦；
（４）两处都有摩擦。
答 （１）对于系统而言，地面摩擦力是水平方向的外力。由于

它的存在，系统的水平方向分动量不守恒。
（２）不论滑动还是不滑动，牔与牔′间的摩擦力都是系统的内

力，它不改变系统的动量。对系统，无水平方向的外力，因而系统的
水平方向动量守恒。

（３）对系统，水平方向无外力，水平方向系统的分动量守恒。
（４）不动，显然动量为零且不变。如下滑，水平方向摩擦力为

外力，系统水平方向分动量不守恒。
【】 质点的动量守恒与角动量守恒的条件各是什么？质点

动量与角动量能否同时守恒？试说明之。

答 由┖＝ｄ┺ｄ牠
可知，当┖＝时┺为恒量，即质点所受到的外

力为零时，质点的动量保持不变。

又由角动量├＝┼×┺，力矩┝＝┼×┖，由角动量定理┝＝ｄ├ｄ牠
可

知，当┝＝时├为恒量，即作用在质点上的外力对某定点爭的力
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矩为零，则质点对爭的角动量在运动中保持不变。
因为┝＝┼×┖，所以只要┖＝或者┼∥┖均有┝＝。由此看

出质点动量与角动量可以同时守恒，例如一个自由质点的运动。当

┖≠时，动量不会守恒，但角动量可以守恒，如受有心力作用的质
点。

【】 对于变质量系统，能否应用┖＝ ｄｄ牠（牔╀），
为什么？

答 不能。

牛顿第二定律┖＝ ｄｄ牠（牔╀）＝牔
ｄ╀
ｄ牠＋╀

ｄ牔
ｄ牠，
这里的ｄ牔

ｄ牠
仅表示物

体的惯性质量随时间的变化，构成物体的原子、分子的数量并没有
改变。在狭义相对论中容易理解这点。
题中所说的变质量系统，是指经典物理中所涉及的一类质量

变化问题，如火箭在飞行中不断向后喷出气体，火箭的质量不断减
少；运行的装煤车上方有一运动着的装料车不断向装煤车厢倾漏
煤，装煤车的质量不断增加等。这些问题，系统的总质量并未变化，
只是有一部分质量发生了流动。对这类问题可用动量定理处理，推
出的动力学方程是密歇尔斯基方程。对火箭，方程为

ｄ（牔╀）
ｄ牠 － ╀′ｄ牔ｄ牠＝ ┖

式中┖为系统所受合外力，╀′为喷出的气体－ｄ牔对地的速度。

习 题 解 答

【】 有一保守力┖＝（－爛牨＋爜牨２）┳，沿爭牨轴作用于质点
上，式中爛、爜为常量，牨以ｍ计，爡以Ｎ计。（１）取牨＝０处爠ｐ＝０，
试计算与此力相应的势能；（２）求质点从牨＝２ｍ运动到牨＝３ｍ时
势能的变化。
解 保守力的功等于势能增量的负值。
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爛′＝∫
牄

牃
┖·ｄ╂＝∫

牄

牃
（－爛牨＋爜牨２）ｄ牨＝ －爛２牨

２＋爜３牨槏 槕３
牄

牃

＝爛２（牃
２－牄２）＋爜３（牄

３－牃３）＝－（爠ｐ牄－爠ｐ牃）

（１）因为牨＝牃＝０处爠ｐ＝０，所以取以上牄为牨，有

爠ｐ＝ 爛２牨
２－ 爜３牨

３

（２）由牃＝２ｍ，牄＝３ｍ可得

Δ爠ｐ＝－ 爛′＝ ５
２爛－

１９
３爜

【】 一质量为牔的质点做平面运动，其位矢为┼＝牃ｃｏｓ犽牠┳
＋牄ｓｉｎ犽牠┴，式中牃、牄为正值常量，且牃＞牄。问：（１）此质点做的是什
么运动？其轨迹方程怎样？（２）质点在爛点（牃，０）和爜点（０，牄）时的
动能有多大？（３）质点所受作用力┖是怎样的？当质点从爛点运动
到爜点时，求┖的分力爡牨┳和爡牪┴所做的功；（４）┖是保守力吗？为
什么？
解 （１）由┼可知此质点做匀角速椭圆运动。
因为 ┼＝牨┳＋牪┴＝牃ｃｏｓ犽牠┳＋牄ｓｉｎ犽牠┴

所以 牨＝牃ｃｏｓ犽牠， 牪＝牄ｓｉｎ犽牠
牨槏 槕牃

２

＋ 牪槏 槕牄
２

＝ １

（２）因为 牤牨＝ｄ牨ｄ牠＝－牃犽ｓｉｎ犽牠， 牤牪＝ｄ牪ｄ牠＝牄犽ｃｏｓ犽牠

所以 牤＝ 牃２犽２ｓｉｎ２犽牠＋牄２犽２ｃｏｓ２槡 犽牠
由于在爛点（牃，０）时犽牠＝０，所以

爠ｋ＝ １
２牔牤

２＝ １
２牔牄

２犽２

而在爜点（０，牄）时犽牠＝π燉２，所以

爠ｋ＝ １
２牔牤

２＝ １
２牔牃

２犽２

（３）┖＝牔ｄ
２┼
ｄ牠２＝牔

ｄ２牨
ｄ牠２┳＋牔

ｄ２牪
ｄ牠２┴
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＝－牔牃犽２ｃｏｓ犽牠┳－牔牄犽２ｓｉｎ犽牠┴＝－牔犽２┼
又 爡牨＝－牔犽２牨， 爡牪＝－牔犽２牪

所以 爛牨＝∫
０

牃
爡牨ｄ牨＝－∫

０

牃
牔犽２牨ｄ牨＝ １２牔犽

２牃２

爛牪＝∫
牄

０
爡牪ｄ牪＝－∫

牄

０
牔犽２牪ｄ牪＝－ １２牔犽

２牄２

（４）┖是保守力。从（３）中可以看到质点从爛点运动到爜点，
功的大小与路径无关，只与物体始末位置有关。

【】 一根原长牓０的弹簧，当下端悬挂质量为牔的重物时，
弹簧长牓＝２牓０。现将弹簧一端悬挂在竖直放置的圆环上端爛点。设
环的半径爲＝牓０，把弹簧另一端所挂重物放在光滑圆环的爜点，如
图３１所示。已知爛爜长为１．６爲。当重物在爜无初速地沿圆环滑
动时，试求：（１）重物在爜点的加速度和对圆环的正压力；（２）重物
滑到最低点爞时的加速度和对圆环的正压力。

图３１ 图３２

解 本题注意受力分析及机械能守恒。
物体受力情况如图３２所示。

（１）由题意知牤０＝０，牃ｎ＝０，在法向有

爫＝ 牔牋ｃｏｓ２犤－ 爡ｃｏｓ犤

因为 爡＝牑牨＝牔牋牓０牨＝
牔牋
爲×０．６爲＝０．６牔牋

ｃｏｓ犤＝ ０．８， ｓｉｎ犤＝ ０．６
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所以 爫＝牔牋（ｃｏｓ２犤－ ｓｉｎ２犤）－ ０．６牔牋ｃｏｓ犤
＝０．２８牔牋－ ０．４８牔牋＝－ ０．２０牔牋

负号表示┞的方向与图示方向相反，物在圆环外部，对圆环的正压
力为０．２０牔牋。
此时加速度┫＝┫ｔ，在切向有

爡ｔ＝ 牔牋ｓｉｎ２犤－ 爡ｓｉｎ犤＝ 牔牃ｔ
所以

牃ｔ＝牋ｓｉｎ２犤－ 牋
爲× ０．６爲ｓｉｎ犤

＝牋ｓｉｎ犤（２ｃｏｓ犤－ ０．６）＝ ０．６牋＝ ５．８８ｍ燉ｓ２

（２）在爜、爞两处，由机械能守恒定律得

１
２牑牨

２
爜＋ 牔牋（２爲－ １．６爲ｃｏｓ犤）＝ １

２牔牤
２
爞＋ １

２牑牨
２
爞

１
２
牔牋
爲（０．６爲）

２＋ 牔牋爲（２－ １．６× ０．８）＝ １
２牔牤

２
爞＋ １

２
牔牋
爲爲

２

０．３６牋爲＋ １．４４牋爲＝ 牤２爞＋ 牋爲

牤２爞＝ ０．８牋爲

而在爞处 牃ｎ＝
牤２爞
爲＝

０．８牋爲
爲 ＝０．８牋＝７．８４ｍ燉ｓ２

由 爫＋爡－爢＝牔
牤２爞
爲

得 爫＝ 爢－ 爡＋ 牔牤
２
爞

爲＝ 牔牋－
牔牋
爲爲＋ ０．８牔牋＝ ０．８牔牋

物对圆环的正压力向下。
由解题结果可知，重物应套在圆环上。想想为什么？
【】 一根特殊弹簧，在伸长牨ｍ时，沿它伸长的反方向的

作用力为（５２．８牨＋３８．４牨２）Ｎ。（１）试求把弹簧从牨＝０．５０拉长到

牨＝１．００时，外力克服弹簧力所需做的总功。（２）将弹簧的一端固
定，在其另一端拴一质量为２．１７ｋｇ的物体。然后把弹簧拉到牨＝
１．００，开始无初速地释放物体，试求弹簧缩回到牨＝０．５０时物体的
速率。
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解 （１）爛＝∫
１．００

０．５０
爡ｄ牨＝∫

１．００

０．５０
（５２．８牨＋３８．４牨２）ｄ牨

＝ ５２．８× １２牨
２＋３８．４×牨

３

槏 槕３
１．００

０．５０

＝［２６．４＋１２．８－（６．６＋１．６）］Ｊ＝３１Ｊ

（２）由 爛＝ １２牔牤
２

得 牤＝ ２爛槡牔＝ ２×３１槡２．１７ｍ燉ｓ＝５．３４ｍ燉ｓ
【】 一质点沿爭牨轴运动，势能为爠ｐ（牨），总能量为爠恒定

不变，开始时位于原点，试证明当质点到达坐标牨处所经历的时间
为

牠＝∫
牨

０

ｄ牨

２
牔［爠－ 爠ｐ槡 （牨）］

证明 由机械能守恒定律

爠＝ 爠ｐ（牨）＋ 爠ｋ＝ 爠ｐ（牨）＋ １
２牔牤

２

可得 牤＝ ２
牔［爠－爠ｐ槡 （牨）］

又 牤＝ｄ牨ｄ牠

所以 ｄ牠＝ ｄ牨

２
牔［爠－爠ｐ槡 （牨）］

根据已知条件：当牠＝０时，牨＝０；当牠＝牠时，牨＝牨。可得

∫
牠

０
ｄ牠＝∫

牨

０

ｄ牨

２
牔［爠－ 爠ｐ槡 （牨）］

牠＝∫
牨

０

ｄ牨

２
牔［爠－ 爠ｐ槡 （牨）］
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【】 一双原子分子的势能函数为

爠ｐ（牜）＝ 爠０ 牜０槏 槕牜
１２

－ ２ 牜０槏 槕牜［ ］
６

式中牜为二原子间的距离，试证明：（１）牜０为分子势能极小时的原

子间距；（２）分子势能的极小值为－爠０；（３）当爠ｐ（牜）＝０时，原子间

距为牜０燉６槡２；（４）画出势能曲线简图。
解 本题注意极值条件。

（１）分子势能极小的条件为ｄ爠ｐ（牜）ｄ牜 ＝０，由

ｄ爠ｐ（牜）
ｄ牜 ＝ ｄｄ牜爠０

牜０槏 槕牜
１２

－ ２ 牜０槏 槕牜［ ］
６

＝爠０ １２ 牜０槏 槕牜
１１

－ 牜０牜槏 槕２ － １２牜０槏 槕牜
５

－ 牜０牜槏 槕［ ］２ ＝ ０

得 －１２牜０槏 槕牜
１１牜０
牜２＋１２

牜０槏 槕牜
５牜０
牜２＝０

所以 牜０槏 槕牜
５

＝ 牜０槏 槕牜
１１

， 牜６＝牜６０， 牜＝牜０

（２）将牜＝牜０代入爠ｐ（牜），可求得分子势能的极小值

爠ｐ（牜０）＝ 爠０
牜０
牜槏 槕０

１２

－ ２ 牜０牜槏 槕０［ ］
６

＝－ 爠０

（３）当爠ｐ（牜）＝０时，即

爠０ 牜０槏 槕牜
１２

－ ２ 牜０槏 槕牜［ ］
６

＝ ０

牜０槏 槕牜
１２

－ ２ 牜０槏 槕牜
６

＝ ０

所以 牜
牜槏 槕０

６

＝ １２， 牜＝牜０燉６槡２

（４）势能曲线如图３３所示。
【】 小球的质量为牔，沿着光滑的弯曲轨道滑下，轨道的

形状如图３４所示。（１）要使小球沿圆形轨道运动一周而不脱离轨
道，问小球至少应从多高的地方爣 滑下？（２）小球在圆圈的最高点
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爛受到哪几个力的作用。（３）如果小球由爣＝２爲的高处滑下，小球
的运动将如何？

图３３ 图３４

解 本题注意不脱离轨道的条件。
（１）要使小球能沿圆形轨道运行一周而不脱离轨道，则小球

上升到爛点时圆圈对小球的正压力爫≥０。以爛点为参考位置，根
据机械能守恒定律有

牔牋（爣 － ２爲）＝ １
２牔牤

２
爛

设爛处圆圈对小球的正压力为爫，则

爫＋ 牔牋＝ 牔牤
２
爛

爲
由于爫≥０可得牤２爛≥牋爲，即

牔牋（爣 － ２爲）≥ １
２牔牋爲

爣 ≥ １
２爲＋ ２爲＝

５
２爲

（２）小球受到重力牔牋与圆圈对小球的正压力爫的作用，两者
均向下。

（３）当小球从爣＝２爲处滑下，它将在到达爛点前的某一点脱
离圆圈沿抛物线落下。
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【】 一弹簧，原长为牓０，劲度系数为牑，上端固定，下端挂一
质量为牔的物体，先用手托住，使弹簧不伸长。（１）如将物体托住慢
慢放下，达静止（平衡位置）时，弹簧的最大伸长和弹性力是多少？
（２）如将物体突然放手，物体到达最低位置时，弹簧的伸长和弹性
力各是多少？物体经过平衡位置时的速度是多少？
解 本题注意势能参考位置的选取。
（１）此种情况，达静止时，物体受弹性力┖与重力┗作用，两

力平衡。即

爡－ 牔牋＝ ０， 爡＝ 牔牋
此时弹簧的最大伸长设为牨０，则有

爡＝ 牑牨０， 牨０＝ 爡牑＝
牔牋
牑

（２）选最低点为参考位置，弹簧伸长最大为牨ｍａｘ，由机械能守
恒定律，有

牔牋牨ｍａｘ＝ １
２牑牨

２
ｍａｘ

牨ｍａｘ＝ ２牔牋牑 ， 爡＝ 牑牨ｍａｘ＝ ２牔牋

由（１）知物体在平衡位置爡＝牔牋＝牑牨０，选此平衡位置为参考
点，根据机械能守恒定律，有

牔牋牨０＝ １
２牔牤

２
０＋ １

２牑牨
２
０

代入牨０＝牔牋牑，
得

牔牋牔牋牑 ＝
１
２牔牤

２
０＋ １

２牑
牔牋槏 槕牑

２

牤２０＝ 牔牑牋
２

所以 牤０＝ 牋 牔槡牑
【】 一小船质量为１００ｋｇ，船头到船尾共长３．６ｍ。现有一
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质量为５０ｋｇ的人从船尾走到船头时，船头将移动多少距离？假定
水的阻力不计。
解 以地面为参考系。设船的质量为爩，速度为爼；人的质量

为牔，速度为牤，则根据动量守恒定律，有

爩爼＋ 牔牤＝ ０

爼＝－ 牔爩牤

负号表明船的运动方向和人的运动方向相反。

上式两边同乘ｄ牠，则爼ｄ牠＝－牔爩牤ｄ牠，
其中爼ｄ牠＝ｄ爳为船在ｄ牠时

间内走过的路程，牤ｄ牠＝ｄ牞为人在ｄ牠时间内走过的路程。在牠时间
内他们走过的路程分别为

爳＝∫
牠

０
爼ｄ牠， 牞＝∫

牠

０
牤ｄ牠

所以 爳＝ －牔爩牞＝
牔
爩牞

爳
牞＝

牔
爩 ＝

５０
１００＝

１
２

又因为 爳＋牞＝３．６ｍ
所以 爳＝１．２ｍ
即船头相对岸边移动１．２ｍ。

图３５

【】 如图３５所示，一浮吊，质量

牔′＝２０ｔ，由岸上吊起牔＝２ｔ的重物后，再
将吊杆爭爛与竖直方向间的夹角犤由６０°转
到３０°。设杆长牓＝爭爛＝８ｍ，水的阻力与杆
重忽略不计，求浮吊在水平方向移动的距
离，并指明朝哪边移动。
解 本题注意坐标系的选取和相对速

度问题。
选取地参。因水的阻力不计，因此浮吊
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在水平方向动量守恒。设浮吊牔′以速度爼向岸边靠拢，重物牔相对

牔′以速度牣向左运动，牔对岸的速度为牣－爼。根据动量守恒定律，
有

牔′爼－ 牔（牣－ 爼）＝ ０， 爼＝ 牔
牔′＋ 牔牣

由爼＝ｄ爳ｄ牠，牣＝
ｄ牞
ｄ牠，
可得

ｄ爳＝ 牔
牔′＋ 牔ｄ牞

积分有 爳＝ 牔
牔′＋ 牔牞

其中爳为牔′对岸移动距离，牞为牔对牔′移动距离，即有

爳＝ 牔
牔′＋ 牔牓（ｓｉｎ６０°－ ｓｉｎ３０°）

＝ ２× １０３

（２０＋ ２）× １０３× ８×
槡３
２ －槏 槕１２ ｍ

＝０．２６６ｍ
【】 一炮弹，竖直向上发射，初速度为牤０，在发射后经时

间牠在空中自动爆炸，假定分成质量相同的Ａ、Ｂ、Ｃ三块碎片。其中

Ａ块的速度为零；Ｂ、Ｃ两块的速度大小相同，且Ｂ块速度方向与水
平成犜角，求Ｂ、Ｃ两碎块的速度（大小和方向）。
解 本题注意动量的分量式。
选取直角坐标，水平方向为牨轴，竖直向上为牪轴。设Ｂ块与牨

轴正向成犜角，Ｃ块与牨轴负向成犤角。由题意设牤Ｂ＝牤Ｃ＝爼，根据
动量守恒定律，有

牨方向 牔爼ｃｏｓ犜－牔爼ｃｏｓ犤＝０
ｃｏｓ犜＝ ｃｏｓ犤， 犤＝ 犜

牪方向 ３牔牤牠＝牔爼ｓｉｎ犜＋牔爼ｓｉｎ犤＝２牔爼ｓｉｎ犜

爼＝ ３牤牠
２ｓｉｎ犜

因为炮弹竖直发射，做匀减速运动，经时间牠后速度
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牤牠＝ 牤０－ 牋牠

所以 爼＝ ３（牤０－ 牋牠）２ｓｉｎ犜 ， 犤＝ 犜

【】 质量为７．２×１０－２３ｋｇ、速率为６．０×１０６ｍ燉ｓ的粒子

Ａ，与另一个质量为其一半而静止的粒子Ｂ相碰，假定碰撞是完全
弹性碰撞，碰撞后粒子Ａ的速率为５×１０６ｍ燉ｓ，求：（１）粒子Ｂ的速
率及偏转角；（２）粒子Ａ的偏转角。
解 应用动量守恒分量式。
选取直角坐标系爭牨牪，牨轴正向为粒子Ａ初速方向。碰后粒子

Ａ与牨轴正向成犜Ａ角，与牪轴正向成９０°－犜Ａ角；粒子Ｂ与牨轴正向
成犜Ｂ角，与牪轴负向成９０°－犜Ｂ角。

（１）碰前粒子Ａ的速率牤Ａ０＝６．０×１０６ｍ燉ｓ；碰后粒子Ａ的速
率牤Ａ＝５×１０６ｍ燉ｓ，粒子Ｂ的速率为牤Ｂ。因为是弹性碰撞，所以由
机械能守恒有

１
２牔Ａ牤

２
Ａ０＝ １

２牔Ａ牤
２
Ａ＋ １

２牔Ｂ牤
２
Ｂ

而牔Ｂ＝ １２牔Ａ，
解之得

牤２Ｂ＝ ２（牤２Ａ０－ 牤２Ａ）

牤Ｂ＝ ２［（６．０× １０６）２－ （５× １０６）２槡 ］ｍ燉ｓ＝ ４．６９× １０６ｍ燉ｓ
根据动量守恒定律，有

牨方向 牔Ａ牤Ａｃｏｓ犜Ａ＋ 牔Ａ槏 槕２ 牤Ｂｃｏｓ犜Ｂ＝牔Ａ牤Ａ０

２牤Ａｃｏｓ犜Ａ＋ 牤Ｂｃｏｓ犜Ｂ＝ ２牤Ａ０

牪方向 牔Ａ牤Ａｓｉｎ犜Ａ－
牔Ａ
２牤Ｂｓｉｎ犜Ｂ＝０

２牤Ａｓｉｎ犜Ａ＝ 牤Ｂｓｉｎ犜Ｂ
联解得 ４牤２Ａ＝（２牤Ａ０－牤Ｂｃｏｓ犜Ｂ）２＋（牤Ｂｓｉｎ犜Ｂ）２

＝４牤２Ａ０－４牤Ａ０牤Ｂｃｏｓ犜Ｂ＋牤２Ｂ

所以 ｃｏｓ犜Ｂ＝
４牤２Ａ０－４牤２Ａ＋牤２Ｂ
４牤Ａ０牤Ｂ
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犜Ｂ＝ａｒｃｃｏｓ４× （６．０× １０
６）２－ ４× （５× １０６）２＋ （４．６９× １０６）２

４× ６．０× １０６× ４．６９× １０［ ］６

＝５４°６′

（２）因为 ｓｉｎ犜Ａ＝
牤Ｂ
２牤Ａｓｉｎ犜Ｂ

所以 犜Ａ＝ａｒｃｓｉｎ４．６９×１０
６

２×５×１０６槏 槕ｓｉｎ５４°６′＝２２°２０′

【】 一质量为牔的中子与一质量为牔′的原子核作完全弹
性碰撞，如中子的初始动能为爠０，试证明在碰撞过程中中子动能损
失的最大值为４牔牔′爠０燉（牔′＋牔）２。
证明 本题注意对心碰撞情况下失去的动能有最大值。
设碰撞前原子核静止，碰撞后其速度为爼；中子碰撞前后的速

度分别为牤０、牤。由动量守恒定律，有

牔牤０＝ 牔牤＋ 牔′爼
由机械能守恒定律，有

爠０＝ １
２牔牤

２
０＝ １

２牔牤
２＋ １

２牔′爼
２

联解得 爼＝ ２牔
牔′＋ 牔牤０

中子在碰撞时损失的最大动能，也即原子核获得的最大动能，为

１
２牔′爼

２＝ １
２牔′

２牔
牔′＋ 牔牤槏 槕０

２

＝ ４牔′牔
（牔′＋ 牔）２燈

１
２牔牤

２
０

＝ ４牔牔′爠０
（牔′＋ 牔）２

【】 一个球从牎高处自由落下，掉在地板上。设球与地板
碰撞的恢复系数为牉。试证：（１）该球停止回跳需经过的时间为牠＝

１＋牉
１－牉

２牎槡牋；（２）在上述时间内，球经过的路程是牞＝１＋牉
２

１－牉２牎。

证明 根据恢复系数的定义，有

牉＝ 牤２－ 牤１
牤１０－ 牤２０
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式中下角标１代表球，下角标２代表地板，可见牤２０＝牤２＝０，所以有

牉＝ － 牤１牤１０
取其值则有 牤１＝牉牤１０

（１）球下落，弹起再下落，…经过的时间分别是牠０＝ ２牎槡牋，牠１＝
２牤１
牋＝

２牉牤１０
牋 ，牠２＝

２牤２
牋＝

２牉２牤１０
牋 ，…，而牤１０＝牋牠０ 槡＝ ２牋牎，所以

牠＝ 牠０＋ 牠１＋ 牠２＋ … ＝
牤１０
牋（１＋ ２牉＋ ２牉

２＋ …）

＝ 牤１０牋 １＋ ２燈 牉槏 槕１－ 牉＝
１＋ 牉
１－ 牉

牤１０
牋＝

１＋ 牉
１－ 牉

２牎槡牋
（２）牞＝牞０＋牞１＋牞２＋…＝牎＋

牤２１
牋＋

牤２２
牋＋…

＝牎＋
牤２１０
牋（牉

２＋牉４＋牉６＋…）

＝牎＋２牎牉２燉（１－牉２）＝１＋牉
２

１－牉２牎

【】 一电梯以１．５ｍ燉ｓ匀速上升，一静止于地上的观察
者自某点将球自由释放。释放处比电梯的底板高６．４ｍ。球和地板
间的恢复系数为０．５。问球第一次回跳的最高点离释放处有多少距
离？
解 本题注意恢复系数中的分离速度与接近速度均为相对速

度。

设小球下落牎１与底板相碰，下落牎１后速度为牤１０＝ ２牋牎槡 １，需

时为牠＝
牤１０
牋，
根据题意有

牎１＋ 牤２０牠＝ ６．４
牤２１０
２牋＋ １．５×

牤１０
牋＝ ６．４

牤２１０＋ ３牤１０－ １２．８牋＝ ０
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所以 牤１０＝９．８ｍ燉ｓ， 牠＝１ｓ
由恢复系数定义，有

牉＝ 牤２－ 牤１
牤１０－ 牤２０

牤１＝牤２－ 牉（牤１０－ 牤２０）
＝［１．５－ ０．５× （－ ９．８－ １．５）］ｍ燉ｓ＝ ７．１５ｍ燉ｓ

小球以牤１反弹，反弹高度

牎２＝
牤２１
２牋＝

７．１５２

２× ９．８ｍ＝ ２．６ｍ

所以离释放点距离为

牎１－ 牎２＝６．４－ 牤２０牠－ 牎２
＝（６．４－ １．５× １－ ２．６）ｍ＝ ２．３ｍ

【】 如图３６所示的是一种测定子弹速度的方法。子弹水
平地射入一端固定在弹簧上的木块内，由弹簧压缩的距离求出子
弹的速度。已知子弹质量是０．０２ｋｇ，木块质量是８．９８ｋｇ。弹簧的

图３６

劲度系数是１００Ｎ燉ｍ，子弹射入木板后，弹
簧被压缩１０ｃｍ。设木块与平面间的动摩擦
系数为０．２，求子弹的速度。
解 本题应用动量守恒和功能原理。
设子弹的速度为牤０，射入后在木块内的速度为牤，根据动量守

恒定律，有

牔牤０＝ （牔′＋ 牔）牤， 牤＝ 牔牤０
牔′＋ 牔

假定弹簧被压缩距离为牓，则弹性势能为 １２牑牓
２，此过程中摩擦

阻力的功为爛ｆ＝－犨ｋ（牔′＋牔）牋牓。由功能原理爛ｆ＝Δ爠，有

－ 犨ｋ（牔′＋ 牔）牋牓＝ １
２牑牓

２－ １
２（牔′＋ 牔）

牔牤０槏 槕牔′＋ 牔

２

整理可得
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牤２０＝

１
２牑牓

２＋ 犨ｋ（牔′＋ 牔）牋牓

１
２

牔２槏 槕牔′＋ 牔

＝

１
２× １００× ０．１

２＋ ０．２× （８．９８＋ ０．０２）× ９．８× ０．１

０．５× ０．０２２

８．９８＋ ０．０２

ｍ２燉ｓ２

＝１０．１８× １０４ｍ２燉ｓ２

所以 牤０＝３．１９×１０２ｍ燉ｓ
【】 一质量为牔的铁块静止在质量为牔′的劈尖上，劈尖

本身又静止在水平桌面上。设所有接触都是光滑的。当铁块位于
高出桌面牎处时，这个铁块劈尖系统由静止开始运动。当铁块落
到桌面上时，劈尖的速度有多大？劈尖与桌面的夹角为犜。
解 本题注意基于动量的相对性，应用守恒定律时选取合适

的参考系。题中铁块在直角劈尖斜面上运动。
选取地面参考系，竖直方向为牪方向，水平方向为牨方向，且

牔′向牨轴负方向运动。
当铁块落到桌面上时，设劈尖对地参的速度值为爼，铁块对地

参的速度为╀，铁块对劈尖的速度为╀′，其水平分量牤′牨＝牤′ｃｏｓ犜，竖

直分量牤′牪＝牤′ｓｉｎ犜，则有

牤牨＝ 牤′牨－ 爼＝ 牤′ｃｏｓ犜－ 爼

牤牪＝ 牤′牪＝ 牤′ｓｉｎ犜
因为系统开始静止，所以由动量守恒定律在水平方向有

牔牤牨－ 牔′爼＝ ０

牔（牤′ｃｏｓ犜－ 爼）＝ 牔′爼

牤′＝ （牔′＋ 牔）爼牔ｃｏｓ犜
根据机械能守恒定律，有

牔牋牎＝ １２牔′爼
２＋ １

２牔牤
２＝ １

２牔′爼
２＋ １

２牔（牤
２
牨＋ 牤２牪）
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＝ １２牔′爼
２＋ １

２牔［（牤′ｃｏｓ犜－ 爼）
２＋ 牤′２ｓｉｎ２犜］

将前面牤′表示式代入上式，整理可得

２牔牋牎＝ 爼２（牔′＋ 牔）［牔′ｃｏｓ
２犜＋ （牔′＋ 牔）ｓｉｎ２犜］
牔ｃｏｓ２犜

所以 爼＝ ２牔２牋牎ｃｏｓ２犜
（牔′＋ 牔）（牔′＋ 牔ｓｉｎ２槡 犜）

＝牔ｃｏｓ犜 ２牋牎
（牔′＋ 牔）（牔′＋ 牔ｓｉｎ２槡 犜）

图３７

【】 在图３７所示系统中，两个摆球并列
悬挂，其中摆球Ａ质量为牔１＝０．４ｋｇ，摆球Ｂ质量
为牔２＝０．５ｋｇ。摆线竖直时，Ａ和Ｂ刚好相接触。现
将Ａ拉过犤１＝４０°后释放，当它和Ｂ碰撞后恰好静
止。求：（１）当Ｂ再次与Ａ相碰后，Ａ能摆升的最高
位置犤２；（２）碰撞的恢复系数。
解 （１）设牔１下落到垂直位置时的速度为牤１，

碰后牔２的速度为牤２，则由机械能守恒定律，有

牔１牋牎１＝ １
２牔１牤

２
１， 牤１＝ ２牋牎槡 １

又由动量守恒定律，有

牔１牤１＝ 牔２牤２， 牤２＝
牔１
牔２牤１＝

牔１
牔２ ２牋牎槡 １

损失的机械能为

Δ爠＝ １２牔２牤
２
２－ １

２牔１牤
２
１＝

牔１
牔２槏 槕－ １ １２牔１牤

２
１

＝－ １
５燈

１
２牔１牤

２
１

因为 Ｂ再次与 Ａ相碰时的速度为 牤２，碰后损失的机械能为

１
２牔２牤

２
２的
１
５，
碰后牔１的最大能量为
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１
２牔１牤′

２
１＝ ４

５
１
２牔２牤槏 槕２２

其中牤′１为Ｂ再次与Ａ相碰后Ａ的最大速度，摆升的最高位置犤２满
足

牤′１＝ ２牋牓（１－ ｃｏｓ犤２槡 ）

所以 １
２牔１燈２牋牓（１－ ｃｏｓ犤２）＝

４
５×

１
２牔２

牔１
牔槏 槕２

２

２牋牎１

＝ ４５
牔２１
牔２牋牓（１－ ｃｏｓ犤１）

（１－ ｃｏｓ犤２）＝ ４
５
牔１
牔２（１－ ｃｏｓ犤１）＝ ０．６４（１－ ｃｏｓ犤１）

ｃｏｓ犤２＝ １－ ０．６４（１－ ｃｏｓ４０°）＝ ０．８５０３
犤２＝ ３１°４６′

（２）应用非弹性碰撞公式

牤１＝ 牤１０－
（１＋ 牉）牔２（牤１０－ 牤２０）

牔１＋ 牔２
由于牤１＝０，牤２０＝０，可得

牤１０＝ （１＋ 牉）× ０．５０．４＋ ０．５ 牤１０

牉＝ ０．８
【】 如图３８所示，Ａ、Ｂ两木块，质量各为牔Ａ与牔Ｂ，由弹

簧连接，开始静止于水平光滑的桌面上，现将两木块拉开（弹簧被

图３８

拉长），然后由静止释放，求两木块的动
能之比。
解 本题注意对地面参考系。
由动量守恒定律，有

牔Ａ牤Ａ＋ 牔Ｂ牤Ｂ＝ ０， 牤Ａ＝－
牔Ｂ
牔Ａ牤Ｂ

又 爠ｋＡ＝ １
２牔Ａ牤

２
Ａ， 爠ｋＢ＝ １

２牔Ｂ牤
２
Ｂ
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所以 爠ｋＡ
爠ｋＢ＝

１
２牔Ａ －

牔Ｂ
牔Ａ牤槏 槕Ｂ

２

１
２牔Ｂ牤

２
Ｂ

＝ 牔Ｂ牔Ａ

【】 火箭起飞时，从尾部喷出的气体的速度为 ３０００
ｍ燉ｓ，每秒喷出的气体质量为６００ｋｇ。若火箭的质量为５０ｔ，求火箭
得到的加速度。
解 本题应用火箭飞行公式。

因为 ｄ牤＝－牣ｄ牔牔

所以 牃＝ｄ牤ｄ牠＝－
牣
牔
ｄ牔
ｄ牠＝－

３０００
５０×１０３×（－６００）ｍ燉ｓ

２＝３６ｍ燉ｓ２

以上计算忽略重力。如从地面起飞，考虑重力，则

牃＝ ｄ牤ｄ牠＝－
牣
牔
ｄ牔
ｄ牠－ 牋＝ ２６．２ｍ燉ｓ

２

【】 电子质量为９×１０－３１ｋｇ，在半径为５．３×１０－１１ｍ的
圆周上绕氢核做匀速运动，已知电子的角动量为牎燉（２π），求它的
角速度。（牎＝６．６２６×１０－３４Ｊ·ｓ。）
解 根据角动量定义知，电子绕氢核做周圆运动时，其角动量

为

爧＝ 牘牜＝ 牔牤牜＝ 牔牜２犽

因为 爧＝ 牎２π

所以 犽＝ 牎２π
１
牔牜２

＝ ６．６３×１０－３４

２×３．１４×９．１×１０－３１×（５．３×１０－１１）２ｒａｄ燉ｓ

＝４．１３×１０２２ｒａｄ燉ｓ
【】 当地球处于远日点时，到太阳的距离为１．５２×１０１１

ｍ，轨迹速度为２．９３×１０４ｍ燉ｓ。半年后，地球处于近日点，到太阳
的距离为１．４７×１０１１ｍ。求：（１）地球在近日点时的轨迹速度；（２）
两种情况下，地球的角速度。
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解 （１）根据角动量定义├＝┼×牔╀可知，在远日点与近日点
位矢与速度之间垂直。在远日点有爧１＝牜１牔牤１，在近日点有爧２＝
牜２牔牤２。因为有心力角动量守恒，所以

牜１牔牤１＝ 牜２牔牤２

牤２＝
牜１牤１
牜２ ＝

１．５２× １０１１× ２．９３× １０４

１．４７× １０１１ ｍ燉ｓ

＝３．０３× １０４ｍ燉ｓ

（２）远日点 犽１＝
牤１
牜１＝

２．９３×１０４

１．５２×１０１１ｒａｄ燉ｓ＝１．９３×１０
－７ｒａｄ燉ｓ

近日点 犽２＝
牤２
牜２＝

３．０３×１０４

１．４７×１０１１ｒａｄ燉ｓ＝２．０６×１０
－７ｒａｄ燉ｓ

【】 角动量为爧，质量为牔的人造卫星，在半径为牜的圆
轨迹上运行。试求它的动能、势能和总能量。
解 由于爧＝牜牔牤，所以

爠ｋ＝ １２牔牤
２＝ 爧２

２牔牜２

又 爠ｐ＝－爢０
牔０牔
牜

而 爢０
牔０牔
牜２ ＝牔

牤２

牜＝
爧２

牔牜３

所以 爠ｐ＝－ 爧
２

牔牜２

爠＝ 爠ｋ＋ 爠ｐ＝ 爧２

２牔牜２－
爧２

牔牜２＝－
爧２

２牔牜２
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第四章 刚体的转动

知 识 要 点

．刚体的定轴转动

角速度 熾＝ｄ熪ｄ牠

角加速度 熢＝ｄ熾ｄ牠＝
ｄ２熪
ｄ牠２

线速度与角速度关系 ╀＝熾×┼
．转动惯量

爥＝∑牜２牏Δ牔牏， 爥＝∫牜２ｄ牔＝∫牜２犱ｄ爼
．刚体定轴转动定律
对爭点力矩 ┝爭＝┼×┖

定轴转动定律 爩牫＝爥犜＝爥ｄ犽ｄ牠
其中爩牫为外力对轴上任一点爭的力矩┝爭在该轴上的分量，爥为
刚体对该轴的转动惯量。

．定轴转动的动能定理

转动动能 爠ｋ＝ １２爥犽
２

力矩的功 爛＝∫爩ｄ犤
动能定理 爛＝∫

犤２

犤１
爩ｄ犤＝∫

犽２

犽１
爥犽ｄ犽＝ １２爥犽

２
２－ １２爥犽

２
１

．机械能守恒定律
刚体的重力势能 爠ｐ＝牔牋牎ｃ



机械能守恒 只有保守内力做功时

爠ｋ＋ 爠ｐ＝ 常量

．刚体的角动量定理与角动量守恒

对一定点 ┝＝ｄ├ｄ牠
其中力矩┝＝┼×┖，角动量├＝┼×┺。

对于定轴牫 爩牫＝
ｄ爧牫
ｄ牠＝

ｄ
ｄ牠（爥犽）

角动量守恒定律 若┝＝０，则├＝恒矢量。对定轴，当爩牫＝０
时，爧牫＝爥犽＝（爥犽）０＝常量。转动系统由两个物体组成，则当爩牫＝０
时，爧牫＝爥１犽１＋爥２犽２＝常量。

．进动

进动角速度 犽ｐ＝ 爩
爥犽ｓｉｎ犤

思考题解答

【】 火车在拐弯时所作运动是不是平动？
答 是平动。根据定义，刚体运动时，如果刚体内任何一条给

定的直线在运动中方向始终保持不变，谓之平动。火车拐弯，车厢
是刚体，它作平动。

【】 地球自西向东自转，它的自转角速度矢量指向什么方
向？试作图说明。
答 地球自转轴是南北向的，上北下南，地球自西向东自转，

角速度矢量沿自转轴由南指向北。根据右手螺旋可作出图来。
【】 假定一次内部爆炸在地面上开出巨大的洞穴，它的表

面被向外推出，这对地球绕自身轴的转动和绕太阳的转动有何影
响？

答 根据转动惯量定义爥＝∫牜２ｄ牔可知，爆炸后质量分布发生
变化，地球绕自身轴的转动惯量会变大。爆炸是内部作用，不影响
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系统的角动量，亦即角动量守恒。由爧＝爥犽＝恒量知，当爥变大时犽
减小，因此地球绕自身轴的转动会有所减慢。
设地球的半径为爲，因地球到太阳的距离牜爲，所以地球可以

看作质点，爆炸对地球绕太阳的转动可认为没有影响。
【】 对静止的刚体施以外力作用，如果合外力为零，刚体

会不会运动？
答 可能运动。如果合外力为零，且对质心的合外力矩也为

零，则刚体不会运动。如对质心的合外力矩不为零，则刚体会转动。
例如一飞轮，在其一直径两端的边缘处沿切向施以等值反向的一
对 力┖，刚体转动；如是等值同向的一对力，再考虑轴刚体的作用
力，刚体不会运动。

【】 如果刚体转动的角速度很大，那么（１）作用在它上面
的力是否一定很大？（２）作用在它上面的力矩是否一定很大？
答 （１）不一定。因为刚体的转动只与力矩有关，而与力无直

接关系。作用在刚体上的力可以很大，但当力矩为零时，刚体只会
平动，无转动。

（２）不一定。根据转动定律知爩＝爥犜，作用在刚体上的力矩只

与它转动的角加速度犜有关，而与角速度犽无直接关系。由犜＝ｄ犽ｄ牠
可以看出，力矩反映的是角速度的时间变化率，因而可以力矩很
大，但角速度为零，也可以力矩很小，但角速度很大。

【】 为什么在研究刚体转动时，要研究力矩的作用？力矩
和哪些因素有关？
答 因为刚体是否转动，不仅与力的大小、方向有关，而且还

与力的作用点和作用线有关，而力矩正是全面反映力的这三要素
的一个重要概念。转动问题，离不开力矩的作用。转动有角动量├，

它的变化由力矩决定，┝＝ｄ├ｄ牠。

由力矩定义┝＝┼×┖可知，力矩是对点定义的，它与该点到
力的作用点的位矢┼、力┖以及两者间的夹角犺有关。大小为爩＝

·６７· 普通物理学思考题与习题解答



牜爡ｓｉｎ犺，方向为右手螺旋法则确定的矢积方向。
【】 两个同样大小的轮子，质量也相同。一个轮子的质量

均匀分布，另一个轮子的质量主要集中在轮缘。问：（１）如果作用在
它们上面的外力矩相同，哪个轮子转动的角加速度较大？（２）如果
它们的角加速度相等，作用在哪个轮子上的力矩较大？（３）如果它
们的角动量相等，哪个轮子转得快？

答 根据爥＝∫牜２ｄ牔可知，质量主要集中在轮缘的轮子转动惯
量大。

（１）由转动定律爩＝爥犜可知，爩相同，爥小的犜大，即轮子质
量均匀分布的那个角加速度较大。

（２）犜相等，爥大的爩也大，即质量主要集中在轮缘的轮子上
的力矩较大。

（３）由角动量定理爧＝爥犽知，爧相等时，爥小的犽大，即质量均
匀分布的轮子转得快。

【】 一个转动着的飞轮，如不供给它能量，最终将停下来。
试用转动定律解释这个现象。
答 刚体的定轴转动定律为爩＝爥犜。转动着的飞轮，不供给能

量，它只受阻力矩爩的作用，角加速度犜＜０，即做减速转动，从而
最终停止下来。

【】 将一个生鸡蛋和一个熟鸡蛋放在桌上使它旋转，如何
判定哪个是生的，哪个是熟的？为什么？
答 旋转时比较平稳，转动时间长的是生鸡蛋。旋转时摇晃不

稳，转动时间短的是熟鸡蛋。
因为生鸡蛋的蛋黄、蛋白未凝固，可以自由移动。一旋转其重

心移至转轴，对转轴外力矩为零，所以角动量守恒。这样就可以旋
转相当长的时间才停下来，而且转动也比较平稳。而熟鸡蛋蛋黄、
蛋白已经凝固，重心位置一般不会在轴心上。由于偏心，转动起来
不稳、会摇晃，而且重力矩作为外力矩不等于零，角动量也不守恒，
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很快就会停下来。
【】 两个同样的小孩，分别抓住跨过定滑轮绳子的两端，

一个用力往上爬，另一个不动，问哪一个先到达滑轮处？如果小孩
重量不相等，情况又将如何？（滑轮和绳子的质量可以忽略。）
答 两小孩开始均在地面，滑轮两边绳长一样。因两小孩重量

相等，二者对滑轮轴的合外力矩为零。用力上爬的小孩施于绳的力
对系统来说是内力，所以此过程中系统的角动量守恒。
设用力的小孩相对于绳上升的速度为牤，另一小孩相对于地面

向上的速度为牣，则用力的小孩相对于地的速度为牤－牣。由角动量
守恒定律可知，对转轴有

０＝ 牔牣爲－ 牔（牤－ 牣）爲

所以 牣＝ 牤
２， 牤－ 牣＝ 牤

２
即两小孩同时到达滑轮处。
小孩重量不等，则合外力矩不为零，系统的角动量不守恒。如

上升过程是匀速，则根据受力分析，重量大的小孩在地面，重量轻
的小孩升至滑轮处。

习 题 解 答

【】 一飞轮直径为 ０．３０ｍ，质量为 ５．００ｋｇ，边缘绕有绳
子，现用恒力拉绳子的一端，使其由静止均匀地加速，经０．５０ｓ转
速达１０ｒ燉ｓ。假定飞轮可看作实心圆柱体，求：（１）飞轮的角加速度
及在这段时间内转过的转数；（２）拉力及拉力所做的功；（３）从拉动
后牠＝１０ｓ时飞轮的角速度及轮边缘上一点的速度和加速度。
解 本题注意角量与线量的关系，匀加速转动。
飞轮质量牔＝５．００ｋｇ，半径爲＝０．１５ｍ。作为实心圆柱体，其

转动惯量为爥＝牔２爲
２＝５．６３×１０－２ｋｇ·ｍ２。

（１）由题意知，本题为匀加速转动问题。因为
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犽＝犜牠， 犤＝ １２犜牠
２

所以 犜＝ 犽牠＝
２π×１０
０．５０ ｒａｄ燉ｓ

２＝１．２６×１０２ｒａｄ燉ｓ２

爫＝ 犤２π＝

１
２×１．２６×１０

２×０．５０２

２×３．１４ ｒ＝２．５ｒ

（２）由转动定律爩＝爡爲＝爥犜，有

爡＝ 爥犜爲＝
５．６３× １０－２× １．２６× １０２

０．１５ Ｎ＝ ４７．３Ｎ

爛＝爩犤＝ 爥犜犤
＝５．６３× １０－２× １．２６× １０２× ２π× ２．５Ｊ＝ １１１Ｊ

（３）牠＝１０ｓ时

犽＝犜牠＝１．２６×１０２×１０ｒａｄ燉ｓ＝１．２６×１０３ｒａｄ燉ｓ
牤＝爲犽＝０．１５×１．２６×１０３ｍ燉ｓ＝１．８９×１０２ｍ燉ｓ

牃ｎ＝爲犽２＝０．１５×（１．２６×１０３）２ｍ燉ｓ２＝２．３８×１０５ｍ燉ｓ２

牃ｔ＝爲犜＝０．１５×１．２６×１０２ｍ燉ｓ２＝１８．９ｍ燉ｓ２

【】 飞轮的质量为 ６０ｋｇ，直径为 ０．５０ｍ，转速为 １０００
ｒ燉ｍｉｎ，现要求在５ｓ内使其制动，求制动力爡。假定闸瓦与飞轮之
间的摩擦系数犨＝０．４，飞轮的质量全部分布在轮的外周上。尺寸
如图４１所示。
解 本题为匀减速转动，应用定轴转动定律。注意制动力爡与

对轮的摩擦力之间的关系。水平摩擦力之力矩使飞轮制动。
由于飞轮质量全部分布在圆周上，所以其转动惯量为

爥＝ 牔爲２＝ ６０× （０．２５）２ｋｇ燈ｍ２＝ ３．７５ｋｇ燈ｍ２

根据定义可知，角加速度

犜＝ 犽－ 犽０牠 ＝
０－ ２π× １０００６０

５ ｒａｄ燉ｓ２＝－ ２０．９ｒａｄ燉ｓ２

杆及飞轮受力如图４２所示，爫′＝爫。以杆作研究对象，它保
持静止，所以对爛点合力矩应为零，即
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图４１ 图４２

爡（牓１＋ 牓２）－ 爫′牓１＝ ０
以飞轮为研究对象，爡ｒ对它的摩擦力矩为

爩＝－ 爡ｒ爲

其中 爡ｒ＝犨爫＝犨爫′＝犨爡
牓１＋牓２
牓１

根据转动定律爩＝爥犜，可得

爡＝－ 牓１
牓１＋ 牓２

爥犜
犨爲

＝－ ０．５
０．５＋ ０．７５×

３．７５× （－ ２０．９）
０．４× ０．２５ Ｎ＝ ３１４Ｎ

【】 如图４３所示，两物体１和２的质量分别为牔１与牔２，滑
轮的转动惯量为爥，半径为牜。（１）如物体２与桌面间的摩擦系数为

犨，求系统的加速度牃及绳中的张力爡Ｔ１与爡Ｔ２（设绳子与滑轮间无
相对滑动）；（２）如物体２与桌面间为光滑接触，求系统的加速度牃

图４３

及绳中的张力爡Ｔ１与爡Ｔ２。
解 注意 爡Ｔ１≠爡Ｔ２，以及线量与角

量的关系。
（１）对牔１有 牔１牋－爡Ｔ１＝牔１牃

对牔２有 爡Ｔ２－犨牔２牋＝牔２牃
由上两式可得
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爡Ｔ２－ 爡Ｔ１＋ （牔１－ 犨牔２）牋＝ （牔１＋ 牔２）牃
对滑轮，根据转动定律，有

（爡Ｔ１－ 爡Ｔ２）牜＝ 爥犜＝ 爥牃牜

所以 － 爥牃牜２＋ （牔１－ 犨牔２）牋＝ （牔１＋ 牔２）牃

牃＝ （牔１－ 犨牔２）牋
牔１＋ 牔２＋ 爥燉牜２

可得 爡Ｔ１＝牔１（牋－牃）＝
牔１ 牔２＋犨牔２－爥燉牜槏 槕２ 牋
牔１＋牔２＋爥燉牜２

爡Ｔ２＝牔２（牃＋犨牋）＝
牔２ 牔１＋犨牔１＋犨爥燉牜槏 槕２ 牋

牔１＋牔２＋爥燉牜２

（２）光滑无摩擦犨＝０，则

牃＝ 牔１牋
牔１＋ 牔２＋ 爥燉牜２

爡Ｔ１＝
牔１ 牔２－ 爥燉牜槏 槕２ 牋
牔１＋ 牔２＋ 爥燉牜２

， 爡Ｔ２＝
牔１牔２牋

牔１＋ 牔２＋ 爥燉牜２

【】 电动机带动一个转动惯量为爥＝５０ｋｇ·ｍ２的系统做
定轴转动。在０．５ｓ内由静止开始最后达到１２０ｒ燉ｍｉｎ的转速。假
定在这一过程中转速是均匀增加的，求电动机对转动系统施加的
力矩。

解 因为 犜＝
犽－犽０
牠 ＝

２π×１２０６０－０

０．５ ｒａｄ燉ｓ２＝８πｒａｄ燉ｓ２

所以 爩＝爥犜＝５０×８πＮ·ｍ＝１．２６×１０３Ｎ·ｍ
【】 求题４２中制动力矩在制动过程中所做的功。
解 由转动的动能定理，有

爛＝ １２爥犽
２－ １

２爥犽
２
０＝ ０－ １

２× ３．７５×
１００π槏 槕３［ ］

２

Ｊ

＝－ ２．６０× １０２Ｊ
负号表示制动力矩做负功，转动动能的增量为负值，即飞轮反抗阻
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力矩做功。
【】 某冲床上飞轮的转动惯量为４．００×１０３ｋｇ·ｍ２。当它

的转速达到３０ｒ燉ｍｉｎ时，它的转动动能是多少？每冲一次，其转速
降为１０ｒ燉ｍｉｎ。求每冲一次飞轮对外所做的功。
解 本题应用转动动能定理。
冲前飞轮具有转动动能

爠ｋ１＝ １２爥犽
２
１＝ １

２× ４．００× １０
３× ３０× ２π槏 槕６０

２

Ｊ

＝１．９７× １０４Ｊ
冲后飞轮具有转动动能

爠ｋ２＝ １２爥犽
２
２＝ １

２× ４．００× １０
３× １０× ２π槏 槕６０

２

Ｊ

＝２．１９× １０３Ｊ
所以每冲一次飞轮所做的功为

爛′＝－ 爛＝－ （爠ｋ２－ 爠ｋ１）＝ １．７５× １０４Ｊ
【】 如图４４所示，一圆柱体质量为牔，长为牓，半径为爲，用

两根轻软的绳子对称地绕在圆柱两端，两绳的另一端分别系在天
花板上。现将圆柱体从静止释放，试求：（１）它向下运动的线加速

图４４

度；（２）它向下加速运动时，两绳的张力。
解 （１）设每绳中张力为爴。由质心运动定理，有

牔牋－ ２爴＝ 牔牃ｃ
对过质心的轴应用转动定律，有

２爴爲＝ 爥ｃ犜＝ 爥ｃ
牃ｃ
爲

联解两式可得

牃ｃ＝ 牔牋
牔＋ 爥燉爲２＝

牔牋

牔＋ １
２牔爲

２ 爲２

＝ ２
３牋
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（２）爴＝
牔牋－牔牃ｃ
２ ＝

牔 牋－ ２３槏 槕牋
２ ＝牔牋６

【】 在自由旋转的水平圆盘边上，站一质量为牔的人。圆
盘的半径为爲，转动惯量为爥，角速度为犽。如果这人由盘边走到盘
心，求角速度的变化及此系统动能的变化。
解 对轴的外力矩为零，人与圆盘系统角动量守恒。人在盘边

时，爥人＝牔爲２，设人走到盘心时盘的角速度为犽′，则

爥０犽＝ （爥＋ 爥人）犽＝ 爥犽′

犽′＝ 爥＋ 牔爲
２

爥 犽

动能变化

Δ爠ｋ＝ １２爥犽′
２－ １

２爥０犽
２

＝ １２爥
爥＋ 牔爲２

爥槏 槕犽
２

－ １
２（爥＋ 牔爲

２）犽２

＝爥＋ 牔爲
２

２爥 牔爲２犽２

【】 在半径为爲１、质量为牔的静止水平圆盘上，站一质量
为牔的人。圆盘可无摩擦地绕通过圆盘中心的竖直轴转动。当这
人开始沿着与圆盘同心、半径为爲２（爲２＜爲１）的圆周匀速地走动
时，设他相对于圆盘的速度为牤，问圆盘将以多大的角速度旋转？
解 本题注意参考系问题。

对于转轴，人与盘系统角动量守恒。盘的转动惯量爥＝ １２牔爲
２
１，

人的转动惯量爥人＝牔爲２２。取地面参考系，有

╀人对盘 ＋ ╀盘对地 ＝ ╀人对地
根据角动量守恒定律，有

爥犽＋ 爥人 犽人对地 ＝ ０

而牤人对地＝牤＋爲２犽，犽人对地＝
牤人对地
爲２ ，
所以
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１
２牔爲

２
１犽＋ 牔爲２２

牤＋ 爲２犽
爲槏 槕２

＝ ０

犽＝－ ２爲２
爲２１＋ ２爲２２

牤

图４５

【】 如图４５所示，转台绕中心竖直
轴以角速度犽０做匀速转动。转台对该轴的转
动惯量 爥＝５×１０－５ｋｇ·ｍ２。现有砂粒以

１ｇ燉ｓ的速度落到转台，并粘在台面形成一半
径牜＝０．１ｍ的圆。试求砂粒落到转台，使转

台角速度变为 １
２犽０
所花的时间。

解 本题注意转动惯量随砂粒的增加而

变化。
因为砂粒垂直落入转台，砂粒对竖直轴的角动量原为零，落下

后随转台转动。对转台和下落砂粒这一系统，角动量守恒，所以有

爥１犽＝ 爥犽０

而 爥１＝爥＋∫牜２ｄ牔＝爥＋牜２∫
牠

０
犧ｄ牠＝爥＋牜２犧牠

令犽＝ １２犽０，
代入可得

（爥＋ 牜２犧牠）１２犽０＝ 爥犽０

牠＝ 爥
犧牜２＝

５× １０－５

０．００１× ０．１２ｓ＝ ５ｓ

【】 在一半径为爲、质量为牔的水平圆盘的边上，站着一
个质量为牔′的人。此圆盘可绕通过中心的竖直轴转动，转轴与轴
承之间的摩擦阻力可忽略不计。当人沿盘的边缘走一周回到盘上
原有位置时，此圆盘将转过多大的角度？
解 注意相对量问题。
设对转轴，人的转动惯量为爥１，圆盘的转动惯量为爥２。取地面

作参考系，人的角速度为犽１，圆盘的角速度为犽２，则根据角动量守
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恒定律，有

爥１犽１＋ 爥２犽２＝ ０， 犽２＝－
爥１
爥２犽１

人相对于转台的角速度为

犽′＝ 犽１－ 犽２＝ １＋ 爥１爥槏 槕２ 犽１
人绕圆盘一周的时间

牠＝ ２π犽′＝ ２π
爥２

（爥１＋ 爥２）犽１
所以转台此时转过的角度为

犤＝犽２牠＝－２π
爥１

爥１＋爥２＝－２π
牔′爲２

牔′爲２＋ １２牔爲
２
＝－２π ２牔′

２牔′＋牔

负号表示圆盘和人转动方向相反。

【】 一脉冲星质量为１．５×１０３０ｋｇ，半径为２０ｋｍ。自旋转

速为２．１ｒ燉ｓ，并且以１．０×１０－１５ｒ燉ｓ的变化率减慢。问它的转动动

能以多大的变化率减小？如果这一变化率保持不变，这个脉冲星经

过多长时间就会停止自旋？设脉冲星可看作匀质球体。

解 由爠ｋ＝ １２爥犽
２可得

ｄ爠ｋ
ｄ牠＝爥犽

ｄ犽
ｄ牠＝

２
５牔牜

２犽ｄ犽ｄ牠

＝ ２５× １．５× １０
３０× （２× １０４）２× ２．１

× ２π× １．０× １０－１５× ２πＪ燉ｓ

＝１．９９× １０２５Ｊ燉ｓ
即以以上变化率减小。

而 爠ｋ＝
ｄ爠ｋ
ｄ牠·牠

所以

·５８·第四章 刚体的转动



牠＝ 爠ｋｄ爠ｋ
ｄ牠

＝

１
２爥犽

２

爥犽ｄ犽ｄ牠

＝ 犽

２ｄ犽ｄ牠

＝ ２．１× ２π
２× １．０× １０－１５× ２πｓ

＝１．０５× １０１５ｓ
【】 如图４６所示的打桩装置，半径为爲的带齿轮转盘绕

图４６

中心轴的转动惯量为爥，转动角速度为犽０，夯
锤的质量为爩，开始处于静止状态，在转盘
与夯锤碰撞后，问夯锤的速度能有多大？
解 注意夯锤角动量的表示。
转盘与夯锤系统角动量守恒。碰撞后，

转盘角速度为犽，夯锤的速度为牤，夯锤对转
轴角动量为爲爩牤，则有

爥犽０＝ 爥犽＋ 爲爩牤
代入犽＝牤燉爲，可得

牤＝ 爥犽０
爩爲＋ 爥燉爲

【】 一个人站在一竹筏的一端用力向垂直于筏身方向水
平跳出去。筏由于受到反冲作用就要旋转起来。假定人的质量牔＝
６０ｋｇ，筏的质量牔′＝５００ｋｇ，人相对于岸的起跳速度为３ｍ燉ｓ。求
竹筏所获得的角速度（假定竹筏的转动惯量近似地可以用细杆的
公式来计算，水的摩擦可以忽略不计）。筏长１０ｍ。
解 本题应用角动量守恒定律。
由人和筏所组成的系统，对通过筏的中心且垂直水面的轴，合

外力矩为零，所以角动量守恒

爥犽－ 爥人 犽人 ＝ ０

犽＝爥
人 犽人
爥 ＝ 牔牤爧燉２

牔′爧２燉１２＝
６牔牤
牔′爧

＝６× ６０× ３５００× １０ ｒａｄ燉ｓ＝ ０．２１２ｒａｄ燉ｓ
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图４７

【】 如图４７所示，弹簧的
劲度系数牑＝２．０Ｎ燉ｍ，轮子的转动
惯量为０．５ｋｇ·ｍ２，轮子半径牜＝３０
ｃｍ。当质量为６０ｋｇ的物体落下４０
ｃｍ时的速率是多大？假设开始时物
体静止而弹簧无伸长。
解 本题应用机械能守恒定

律。
已知轮子爥＝０．５ｋｇ·ｍ２，物体

牔＝６０ｋｇ，设物体下落牎＝４０ｃｍ时的速率为牤。因为以弹簧、定滑
轮、物体和地球为一系统，机械能守恒，所以有

１
２牔牤

２＋ １
２爥犽

２＋ １
２牑牎

２＝ 牔牋牎

代入犽＝ 牤牜，
可得

牤＝ ２牔牋牎－ 牑牎２

牔＋ 爥燉牜槡 ２

＝ ２× ６０× ９．８× ０．４－ ２．０× ０．４２

６０＋ ０．５燉０．３槡 ２ ｍ燉ｓ

＝２．６８ｍ燉ｓ

图４８

【】 如图 ４８所示，滑轮的转
动惯量爥＝０．５ｋｇ·ｍ２，半径牜＝３０ｃｍ，
弹簧的劲度系数牑＝２．０Ｎ燉ｍ，重物的
质量牔＝２．０ｋｇ。当此滑轮重物系统从
静止开始启动，开始时弹簧没有伸长。
如摩擦可忽略，问物体能沿斜面滑下多
远？
解 忽略摩擦，系统机械能守恒。当物体沿斜面滑下牨距离时

停止，则有
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１
２牑牨

２＝ 牔牋牨ｓｉｎ３７°

牨＝ ２牔牋ｓｉｎ３７°牑 ＝ ２× ２．０× ９．８× ｓｉｎ３７°２．０ ｍ＝ １１．８ｍ

【】 在上题中，当物体沿斜面滑下１．００ｍ时，它的速率
有多大？
解 忽略摩擦，系统机械能守恒。设物体沿斜面滑下牨距离时

其速率为牤，则

１
２牔牤

２＋ １
２爥犽

２＋ １
２牑牨

２＝ 牔牋牨ｓｉｎ犤

考虑关系式牤＝牜犽，有

１
２牔＋

１
２
爥
牜槏 槕２ 牤２＋ １

２牑牨
２＝ 牔牋牨ｓｉｎ犤

所以

牤＝ ２牔牋牨ｓｉｎ犤－ 牑牨２

牔＋ 爥燉牜槡 ２

＝ ２× ２．０× ９．８× １．００× ｓｉｎ３７°－ ２．０× １．００２

２．０＋ ０．５燉０．３槡 ２ ｍ燉ｓ

＝１．６９ｍ燉ｓ

图４９

【】 一长牓＝０．４０ｍ的均匀木棒，质量牔′＝１．００ｋｇ，可绕
水平轴爭在竖直平面内转动，开始时棒自然地竖直悬垂。现有质量

牔＝８ｇ的子弹以牤＝２００ｍ燉ｓ的速率从爛点射入棒

中，假定爛点与 爭点的距离为 ３４牓，
如图 ４９所示。

求：（１）棒开始运动时的角速度；（２）棒的最大偏转
角。
解 本题注意碰撞过程角动量守恒。
木棒绕爭点的转动惯量为

爥爭＝ １
３牔′牓

２
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子弹射入木棒后绕爭点的总转动惯量为

爥＝ １
３牔′牓

２＋ 牔 ３
４槏 槕牓

２

（１）由角动量守恒有

牔牤燈３４牓＝
１
３牔′牓

２＋ 牔 ３
４槏 槕牓［ ］

２

犽

所以

犽＝ ３牔牤牓

４ １３牔′牓
２＋ ９

１６牔牓槏 槕２
＝ ３× ０．００８× ２００× ０．４０

４ １３× １．００× ０．４０
２＋ ９

１６× ０．００８× ０．４０［ ］２
ｒａｄ燉ｓ

＝８．８９ｒａｄ燉ｓ
（２）棒开始运动后，机械能守恒。设棒的最大偏转角为犤，则

１
２爥犽

２＝ 牔′牋燈牓２（１－ ｃｏｓ犤）＋ 牔牋
３
４牓（１－ ｃｏｓ犤）

ｃｏｓ犤＝
牔′牋牓＋ ３

２牔牋牓－ 爥犽
２

牔′牋牓＋ ３
２牔牋牓

＝－ ０．０７３

犤＝ ９４°１２′

图４１０

【】 半径爲为３０ｃｍ的轮子，装在一根长牓为４０ｃｍ的轴
的 中部，并可绕其转动，轮和轴的质量共５ｋｇ，系统对该轴的转动
惯量相当于一个半径为２５ｃｍ的圆环，轴的一端爛用一根链条挂
起，如果原来轴在水平位置，并使轮子以犽自
＝１２ｒａｄ燉ｓ的角速度旋转，方向如图４１０所
示，求：（１）该轮自转的角动量；（２）作用于轴
上的外力矩；（３）系统的进动角速度，并判断
进动方向。
解 注意本题非定轴转动，属进动问
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题。
（１）因为轮和轴系统的回转半径为爲回＝０．２５ｍ，所以其转动

惯量爥＝牔爲２回，自转角动量则为
爥犽自 ＝牔爲２回 犽自 ＝ ５× ０．２５２× １２ｋｇ燈ｍ２燉ｓ

＝３．７５ｋｇ燈ｍ２燉ｓ
（２）以爛点计算力矩为

爩爛＝爢 牓２＝ 牔牋
牓
２

＝５× ９．８× ０．４０２ Ｎ燈ｍ＝ ９．８Ｎ燈ｍ

（３）犽进＝
爩爛

爥犽自＝
９．８
３．７５ｒａｄ燉ｓ＝２．６１ｒａｄ燉ｓ

进动方向俯视为逆时针方向。
【】 为稳定船身而装在船上的一种陀螺仪，其质量为５０

ｔ，回转半径为２ｍ，以９００ｒ燉ｍｉｎ的转速绕竖直轴旋转，问：（１）如用

７３６ｋＷ 的输入功率使其从静止开始转动，要经多长时间才能达
到这个稳定转速？（２）要加多大力矩才可使它在船的竖直纵断面内
产生１（°）燉ｓ的进动角速度？
解 注意陀螺仪原理。

由题知牔＝５０ｔ＝５×１０４ｋｇ，爲回＝２ｍ，犽自＝９００×２π６０ ｒａｄ燉ｓ＝

３０πｒａｄ燉ｓ，转动惯量爥＝牔爲２回＝２．０×１０５ｋｇ·ｍ２。
（１）设在牠秒内输入功全部转化为陀螺仪的转动动能，即

爮牠＝ １
２爥犽

２
自

所以 牠＝爥犽
２
自

２爮 ＝
２．０× １０５× （３０× ３．１４）２

２× ７３６× １０３ ｓ

＝１．２１× １０３ｓ
（２）因为 犽进＝１（°）燉ｓ＝０．０１７５ｒａｄ燉ｓ

而 犽进＝ 爩
爥犽自

所以
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爩＝爥犽自 犽进 ＝ ２．０× １０５× ３０π× ０．０１７５Ｎ燈ｍ

＝３．３０× １０５Ｎ燈ｍ

图４１１

【】 在如图４１１所示的回
转仪中，转盘的质量为 ０．１５ｋｇ，绕
其轴线的转动惯量为 １．５０×１０－４

ｋｇ·ｍ２，架子的质量为０．０３ｋｇ。由
转盘与架子组成的系统被支持在一

个支柱的尖端爭上，尖端爭到转盘
中心的距离为０．０４ｍ，当转盘以一
定角速度 犽绕其轴旋转时，它便在

水平面内以 １
６ｒ燉ｓ
的转速进动。（１）求尖端对支架的作用力。（２）求

转盘自转的角速度。（３）画出自转角动量矢量、进动角速度矢量和
架子转盘系统所受到的力矩矢量图。
解 注意回转仪原理。
（１）尖端对支架的竖直向上的作用力

爫＝ （牔１＋ 牔２）牋＝ （０．１５＋ ０．０３）× ９．８Ｎ＝ １．７６Ｎ
（２）因为进动的角速度

犽进 ＝ ２π牕＝ ２π× １
６ｒａｄ燉ｓ＝

π
３ｒａｄ燉ｓ

图４１２

设转盘自转的角速度为犽自，所以

犽自 ＝ 爩
爥犽进 ＝

爢爲
爥犽进

＝（０．１５＋ ０．０３）× ９．８× ０．０４

１．５０× １０－４× ３．１４３

ｒａｄ燉ｓ

＝４．４９× １０２ｒａｄ燉ｓ
（３）三矢量如图４１２所示。
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第五章 机 械 振 动

知 识 要 点

．简谐运动

（１）简谐运动的表达式
位移表达式 牨＝ 爛ｃｏｓ（犽牠＋ 犗０）
速度表达式 牤＝－犽爛ｓｉｎ（犽牠＋犗０）
加速度表达式 牃＝－犽２爛ｃｏｓ（犽牠＋犗０）
（２）简谐运动的振幅、圆频率及初相
振幅爛 决定于质点运动的初始条件

爛＝ 牨２０＋ 牤２０燉犽槡 ２

圆频率 决定于振动系统的性质，对谐振子

槡犽＝ 牑燉牔
初相犗０ 决定于运动的初始条件

ｔａｎ犗０＝－
牤０
犽牨０

（若给出振幅爛、初始位置牨０及初速度牤０的方向，初相犗０也可由位
移表达式及速度表达式求得。）

（３）简谐运动的能量

动能 爠ｋ＝ １２牔犽
２爛２ｓｉｎ２（犽牠＋犗０）

势能 爠ｐ＝ １２牑爛
２ｃｏｓ２（犽牠＋犗０）

总能量 爠＝爠ｋ＋爠ｐ＝ １２牑爛
２



（４）单摆
振动表达式 犤＝犤ｍｃｏｓ（犽牠＋犗０）

周期 爴＝２π槡牓燉牋
．阻尼振动

周期 爴′＝ ２π

犽２０－犝槡 ２
犝＝ 犞槏 槕２牔

．受迫振动 共振

位移共振角频率 犽共振＝ 犽２０－２犝槡 ２

速度共振角频率 犽共振＝犽０
．两个简谐运动的合成

（１）同方向同频率简谐运动的合成：合成后仍为该方向该频
率的简谐运动，振幅取决于两分振动的振幅及相位差。当

Δ犗＝
２牑π｛（２牑＋ １）π （牑＝ ０，± １，± ２，…）

时 爛＝
爛１＋ 爛２
燏爛１－ 爛２
烅
烄

烆 燏

（２）同方向不同频率简谐运动的合成：两振动的频率差与它
们的频率相比很小时，合成后产生拍的现象，拍频为犩＝燏犩２－犩１燏。

（３）相互垂直的同频率简谐运动的合成：合运动的轨迹一般
为椭圆，具体形状取决于二分振动的相位差和振幅。

（４）相互垂直的不同频率简谐运动的合成：二分振动的频率
为简单整数比时，合运动轨迹为李萨如图形。

思考题解答

【】 试说明下列运动是不是简谐运动：
（１）小球在地面上做完全弹性的上下跳动。
（２）小球在半径很大的光滑凹球面底部做小幅度的摆动。
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（３）曲柄连杆机构使活塞做往复运动。
（４）小磁针在地磁的南北方向附近摆动。
答 （１）不是谐运动。因为小球一直受重力作用，在与地面碰

撞的瞬间又受到一向上的冲力，力的大小不是与位移成正比，方向
也不是始终与位移方向相反。

（２）是谐运动。设凹球面半径为爲，小球质量为牔，小球在光滑
凹球面上来回滑动。当小球所在位置的凹球面半径与竖直方向成

犤角时，小球所受的切向分力为爡＝－牔牋ｓｉｎ犤，运动方程为

爡＝ 牔牃ｔ＝ 牔爲ｄ
２犤
ｄ牠２

即 ｄ２犤
ｄ牠２＋

牋
爲ｓｉｎ犤＝ ０

当摆动幅度很小时，ｓｉｎ犤≈犤，则有

ｄ２犤
ｄ牠２＋

牋
爲犤＝ ０

这正是简谐运动方程。所以是简谐运动。
（３）满足一定条件时，可看作简谐运动。设曲柄长为牜，它以匀

角速犽绕轴爭′旋转。连杆长牓。当曲柄转到竖直位置时，取连杆另
一端所在位置为原点爭。曲柄在位置爛时，如图５１所示，有

爭′爜＝ 牜ｃｏｓ犺＋ 牓２－ （牜ｓｉｎ犺）槡 ２

而 爭′爭＝ 牓２－ 牜槡 ２

图５１

连杆另一端的活塞的位移为

牨＝ 牜ｃｏｓ犺＋ 牓２－ （牜ｓｉｎ犺）槡 ２－ 牓２－ 牜槡 ２
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＝ 牜ｃｏｓ犺＋ 牓 １－ 牜
牓槏 槕ｓｉｎ犺槡

２

－ 牓 １－ 牜槏 槕牓槡
２

当牜牓时，上式可近似为

牨≈ 牜ｃｏｓ犺＝ 牜ｃｏｓ犽牠
即当曲柄长牜比连杆长牓小得多时，活塞的运动可看作简谐运动。

（４）是简谐运动。设小磁针的磁矩为┷，该处地磁场在磁针平
衡位置方向分量为┒。当┷与┒方向一致时，磁矩所受力矩为零。当
小磁针转动微小角度犤时，所受力矩大小为

爩＝ 燏┷× ┒燏＝ 牔爜ｓｉｎ犤≈ 牔爜犤
根据转动定律，有

爩＝ 爥犜＝ 爥ｄ
２犤
ｄ牠２

由于┝与角位移熪反向，所以可得

ｄ２犤
ｄ牠２＝－

爩
爥＝－

牔爜
爥犤＝－ 犽

２犤

此正是角度的简谐运动方程。
【】 简谐运动的速度和加速度在什么情况下是同号的？在

什么情况下是异号的？加速度为正值时，振动质点的速率是否一定
在增加？反之，加速度为负值时，速率是否一定在减小？
答 当作简谐运动的物体从最大位移处向平衡位置运动的过

程中，速度和加速度是同号的。在从平衡位置向最大位移处运动的
过程中，速度与加速度是异号的。
加速度为正值时，振动质点的速率不一定增加。如当质点从平

衡位置向负方向最大位移处运动时，加速度为正，但质点速率在减
少。
加速度为负值时，振动质点的速率也不一定减少。如当质点从

正的最大位移处向平衡位置运动时，加速度为负，速率增加。
【】 分析下列表述是否正确，为什么？
（１）若物体受到一个总是指向平衡位置的合力，则物体必然
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作振动，但不一定是简谐运动。
（２）简谐运动过程是能量守恒的过程，因此，凡是能量守恒的

过程就是简谐运动。
答 （１）正确。按振动的定义可知物体必然作振动。但满足条

件的振动不一定就是简谐运动。如单摆小角摆动时，是简谐运动，
但摆角过大时，虽是振动，但不是简谐运动。

（２）不正确。能量守恒是一种普遍的规律，适用于各种物理过
程，而简谐运动只是诸多物理过程中的一种。

【】 一劲度系数为牑的弹簧和一质量为牔的物体组成一
振 动系统，若弹簧本身的质量不计，弹簧的自然长度为牓０，物体与
平面以及斜面间的摩擦不计。在如图５２所示的三种情况中，振动
周期是否相同？

图５２

答 相同。

图５２（ａ）：犽２＝ 牑牔， 爴＝２π犽＝２π
牔槡牑

图５２（ｂ）：以平衡位置为原点爭，取牨轴向下为正，平衡时弹簧
伸长Δ牓０，有

牑Δ牓０＝ 牔牋
当牔在牨处时，运动方程为

爡＝－ 牑（牨＋ Δ牓０）＋ 牔牋＝－ 牑牨＝ 牔ｄ
２牨
ｄ牠２
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可见有 爴＝ ２π 牔槡牑
图５２（ｃ）：以平衡位置为原点爭，沿斜面向下为牨轴正向。设平

衡位置处弹簧伸长Δ牓０，则有

牑Δ牓０＝ 牔牋ｓｉｎ犤
当牔在坐标牨处时，运动方程为

爡＝－ 牑（牨＋ Δ牓０）＋ 牔牋ｓｉｎ犤＝－ 牑牨＝ 牔ｄ
２牨
ｄ牠２

所以 爴＝ ２π 牔槡牑
【】 两个劲度系数均为牑的相同弹簧，按图５３所示的不

同方式连接一质量为牔的物体，组成一振动系统。试分析物体受到
沿弹簧长度方向的初始扰动后是否作简谐运动。如是简谐运动，比
较它们的周期。

图５３

答 受回复力作用，沿弹簧长度方向扰动后物体均作简谐运
动。
均设平衡位置为原点爭，图５３（ａ）、（ｂ）、（ｃ）取爭牨轴向右为正，
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图５３（ｄ）、（ｅ）、（ｆ）取爭牨轴向下为正。
图５３（ａ）：牔在牨处，两弹簧分别伸长为牨１、牨２，则有

牨＝ 牨１＋ 牨２， 爡１＝－ 牑牨１， 爡２＝－ 牑牨２
因 爡１＝ 爡２

所以 牨１＝ 牨２＝ 牨
２

运动方程为

爡＝ 爡１＝－ 牑牨１＝－ 牑牨２＝ 牔
ｄ２牨
ｄ牠２

可得 犽２＝ 牑
２牔， 爴＝ ２π ２牔槡牑

此为串联情况，相当于劲度系数减半。
图５３（ｂ）：牔在牨处，两弹簧弹性力为

爡１＝－ 牑牨， 爡２＝－ 牑牨
运动方程为

爡＝ 爡１＋ 爡２＝－ ２牑牨＝ 牔ｄ
２牨
ｄ牠２

可得 犽２＝ ２牑牔， 爴＝ ２π 牔槡２牑
此为两相同弹簧并联情况，相当于劲度系数为单根的２倍。
图５３（ｃ）：牔在牨处，分析可得

爡１＝－ 牑牨， 爡２＝－ 牑牨

爡＝ ２爡１＝－ ２牑牨＝ 牔ｄ
２牨
ｄ牠２

有 爴＝ ２π 牔槡２牑
与图５３（ｂ）情况相同。
图５３（ｄ）：恒力牔牋不影响物体作简谐运动的周期，周期为

爴＝ ２π 牔槡牑
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图５３（ｅ）：两根相同弹簧并接，有

牔牋＝ ２牑Δ牨

爡＝－ ２牑（牨＋ Δ牨）＋ 牔牋＝ 牔ｄ
２牨
ｄ牠２

可得 爴＝ ２π 牔槡２牑
与图５３（ｂ）中的周期相同。
图５３（ｆ）：分析类同图５３（ｅ），有

爴＝ ２π 牔槡２牑
【】 三个完全相同的单摆，在下列各种情况下，它们的周

期是否相同？如不相同，哪个大？哪个小？
（１）第一个在教室里，第二个在匀速前进的火车上，第三个在

匀加速水平前进的火车上。
（２）第一个在匀速上升的升降机中，第二个在匀加速上升的

升降机中，第三个在匀减速上升的升降机中。
（３）第一个在地球上，第二个在绕地球的同步卫星上，第三个

在月球上。
答 （１）三种情况周期相同。
设单摆摆长为牓，摆球质量为牔。在教室里，惯性参考系，周期

爴１＝２π槡牓燉牋。

在匀速前进的火车上，惯性参考系，周期爴２＝２π槡牓燉牋。
在匀加速水平前进的火车上，设火车加速度为牃，取火车为参

考系，在切线方向有

－ 牔牋ｓｉｎ犤－ 牔牃ｃｏｓ犤＝ 牔牓ｄ
２犤
ｄ牠２

当犤很小时，近似有ｓｉｎ犤≈犤，ｃｏｓ犤≈１，则可得

牓ｄ
２犤
ｄ牠２＝－ 牋犤－ 牃
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令犺＝犤＋ 牃牋，
上式可变为

ｄ２犺
ｄ牠２＝－

牋
牓犺

此为简谐运动，其周期爴３＝２π槡牓燉牋。相当于原点的变化，即类似
于简谐弹簧振子受沿弹簧方向的恒力作用情况。

（２）三种情况周期不同。
匀速上升，单摆重量牔牋不变，单摆所受切向分力也与静止时

一样，所以周期为爴１＝２π槡牓燉牋。
在匀加速上升的升降机中的物体处于“超重”状态，重量从牔牋

升至牔（牋＋牃），因而单摆所受的切向分力增大。单摆的运动方程则
为

牔牓ｄ
２犤
ｄ牠２＝－ 牔（牋＋ 牃）犤

其周期比匀速时小，为

爴２＝ ２π 牓槡牋＋牃
匀减速上升的升降机，其加速度方向向下，与上面情况相反，

运动方程为

牔牓ｄ
２犤
ｄ牠２＝－ 牔（牋－ 牃）犤

周期为 爴３＝ ２π 牓槡牋－牃
它比匀速上升时大。

（３）三种情况周期不同。
在地球上，其重力加速度

牋Ｅ＝ 爢０
牔Ｅ
爲２Ｅ
＝ ９．８１ｍ燉ｓ２

单摆的周期为
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爴１＝ ２π 牓
牋槡Ｅ

在绕地球的同步卫星上，由于卫星的质量小，所以单摆可认为
只受地球引力作用。卫星到地球中心距离牜＞爲Ｅ，因而单摆周期爴２
较爴１要长一些。
在月球上，其重力加速度为

牋ｍ＝ 爢０
牔ｍ
爲２ｍ
＝ １．６２ｍ燉ｓ２

单摆周期 爴３＝ ２π 牓
牋槡ｍ

它较爴１大。
【】 在单摆实验中，如把摆球从平衡位置拉开，使悬线与

竖直方向成一小角犺，然后放手任其摆动。若以放手之时为计时起
点，试问此犺角是否就是振动的初相位？摆球绕悬点转动的角速度
是否就是振动的角频率？
答 犺角不是振动的初相位。此小角犺是初始时刻的摆角，而

不是初相位。按题条件，根据

犤＝ 犤ｍｃｏｓ（犽牠＋ 犗０）
有牠＝０，犤＝犤ｍ，则

ｃｏｓ犗０＝ １

犗０可取０或π，它才是初相位。在题中如从静止放手，则犺＝犤ｍ。
摆球绕悬点转动的角速度不是振动的角频率。角频率是犽，它

与摆长牓、重力加速度牋有关，

槡犽＝ 牋燉牓
而转动角速度为

ｄ犤
ｄ牠＝－ 犽犤ｍｓｉｎ（犽牠＋ 犗０）

【】 有两个摆长不同的单摆作简谐运动，设牓爛＝２牓爜。把这
两个单摆向右拉开一个相同的小角度犺，然后释放任其自由摆动。
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（１）这两个单摆在刚释放时相位是否相同？（２）当单摆Ｂ到达平衡
位置并向左运动时，单摆Ａ大致在什么位置和向什么方向运动？Ａ
比Ｂ的相位超前还是落后？超前或落后多少？（３）自释放后，Ａ、Ｂ经
过多长时间后以相反的相位相遇？Ａ、Ｂ经过多长时间后以同相位
相遇？

答 对于单摆，有犤＝犤ｍｃｏｓ（犽牠＋犗０），其中犽 槡＝ 牋燉牓。题中犽Ａ＝

牋燉牓槡 Ａ，犽Ｂ＝ 牋燉牓槡 Ｂ。

（１）相位相同。刚释放，牠＝０，初相位相同，均为零。

（２）因为牓Ａ＞牓Ｂ，所以犽Ａ＜犽Ｂ。当犽Ｂ牠＝ π２
时，犽Ａ牠＜ π２，

可见单摆

Ａ大致在犺到平衡位置之间，向左方平衡位置处运动。
单摆Ａ比单摆Ｂ的相位落后。落后

犽Ｂ牠－ 犽Ａ牠＝ （犽Ｂ－ 犽Ａ）牠＝ １－ １
槡槏 槕２ 犽Ｂ牠

＝ 槡２－ ２
２

π
２＝

槡２－ ２
４ π

（３）自释放后两单摆以相反相位相遇，应满足

犽Ｂ牠＋ 犽Ａ牠＝ ２π
解得

牠＝ ２π
犽Ｂ＋ 犽Ａ ＝

２π
槡（１＋ ２）犽Ａ

槡＝ ２π（ ２－ １） ２牓Ｂ槡牋
两单摆以同相位相遇，应满足

犽Ｂ牠－ 犽Ａ牠＝ ２牑π
取牑＝１，有

牠＝ ２π
犽Ｂ－ 犽Ａ ＝

２π
槡（ ２－ １）犽Ａ

槡＝ ２π（ ２＋ １） ２牓Ｂ槡牋
【】 物体作简谐运动的牨牠图如图５４所示。分别写出这些

简谐运动的表达式。
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图５４

答 由牨牠曲线写出简谐运动表示式，关键是确定初相位。设

牨＝爛ｃｏｓ（犽牠＋犗０）＝爛ｃｏｓ２π爴牠＋犗槏 槕０
图５４（ａ）：当牠＝０时，牨＝爛２，

有

１
２＝ ｃｏｓ犗０， 犗０＝± π

３
由 牨牠曲线知物体将向牨轴正向运动，由旋转矢量法可判定 犗０＝

－ π３，
所以

牨＝ 爛ｃｏｓ２π爴牠－槏 槕π３
图５４（ｂ）：当牠＝０时，有
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－ 槡２
２ ＝ ｃｏｓ犗０， 犗０＝± ３π４

由图５４（ｂ）知，当牠刚大于零时，物体将向牨轴正向运动，由旋转矢

量法可判定犗０＝－３π４
或５π槏 槕４ ，所以

牨＝ 爛ｃｏｓ２π爴牠＋
５π槏 槕４

图５４（ｃ）：由图５４（ｃ）的图形和所标时间可推知，当时间大于
零而物体第一次到达牨＝－爛时的时间牠为

牠＝ ７
８爴－

３
４爴＝

１
８爴

即有 － 爛＝ 爛ｃｏｓ２π爴
爴
８＋ 犗槏 槕０

－ １＝ ｃｏｓ π４＋ 犗槏 槕０
可得 π

４＋ 犗０＝ π， 犗０＝ ３
４π

所以 牨＝ 爛ｃｏｓ２π爴牠＋
３
４槏 槕π

图５４（ｄ）：对应时间正轴物体在曲线上第一个最低点的时间
为

牠＝ ５
８爴－

爴
４＝

３
８爴

可得 － １＝ ｃｏｓ２π爴×
３
８爴＋ 犗槏 槕０ ＝ ｃｏｓ３π４＋ 犗槏 槕０

犗０＝ π－ ３π４＝
π
４

所以 牨＝ 爛ｃｏｓ２π爴牠＋槏 槕π４
【】 对于频率不同的两个简谐运动，初相位相等，能否说

这两个简谐运动是同相的？如图５５中各图内的两条曲线表示两
个简谐运动，试说明其频率、振幅、初相位三个量中哪个相等，哪个
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不相等。

图５５

答 不能说这两个简谐运动是同相的。因为相位定义为犽牠＋
犗０，犗０虽同但犽不同，任意时刻牠并不同相。
图５５（ａ）：频率、振幅相等，初相位不等。
图５５（ｂ）：振幅、初相位相等，频率不等。
图５５（ｃ）：频率、初相位相等，振幅不等。
图５５（ｄ）：初相位相等，频率、振幅不等。
图５５（ｅ）：频率相等，振幅、初相位不等。
图５５（ｆ）：振幅相等，频率、初相位不等。
【】 在电梯中并排悬挂一弹簧振子和一单摆，在它们的

振动过程中，电梯突然从静止开始自由下落。试分别讨论两个振动
系统的运动情况。
答 弹簧振子在自由下落的电梯中以电梯为参考系，振子除

受重力牔牋作用外，还受惯性力－牔牋、弹性力－牑牨的作用。以弹簧
原长处为坐标原点，牨轴向下为正，运动方程为

牔牋－ 牔牋－ 牑牨＝ 牔ｄ
２牨
ｄ牠２
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即 － 牑牨＝ 牔ｄ
２牨
ｄ牠２

可见弹簧振子作频率不变的简谐运动，平衡位置在弹簧原长处。
对于单摆，若电梯作自由落体运动时，单摆摆动但并未达到最

高点，则单摆具有一定的速度牤，也有一定的向心加速度牃ｎ＝牤
２

牓。
以

电梯为参考系，摆球受三个力：重力 牔牋，惯性力－牔牋，绳的张力

爡Ｔ。合力为爡Ｔ，沿绳子方向。摆球此时具有切向速度，又受到与运
动方向垂直的合力爡Ｔ的作用，所以摆球不再相对电梯作来回摆
动，而是作圆周运动。
若电梯作自由落体运动时，单摆摆球正好达到最大角位移处，

此时摆球相对电梯的速度为零，因此向心加速度牃ｎ＝０，所以绳上的
张力爡Ｔ＝０。这样，摆球只受到两个力：重力牔牋，方向向下；惯性力

－牔牋，方向向上；合力则为零。相对电梯而言，摆球处于静止状态。
【】 弹簧振子的无阻尼自由振动是简谐运动，同一弹簧

振子在简谐策动力持续作用下的稳态受迫振动也是简谐运动，这
两种简谐运动有什么不同？
答 无阻尼自由振动角频率、周期由系统本身性质所决定。振

幅爛、初相位犗０由初始条件，即由振子初始状态决定。
稳态受迫振动角频率为外来简谐策动力角频率。振幅和初相

位不取决于振子的初始状态，而是依赖于振子性质、阻尼大小和策
动力的特征。

习 题 解 答

【】 质量为１０ｇ的小球与轻弹簧组成的系统，按

牨＝ ０．５× １０－２ｃｏｓ８π牠燉ｓ＋槏 槕π３ ｍ

的规律而振动，式中牠以ｓ为单位。试求：（１）振动的角频率、周期、振
幅、初相、速度及加速度的最大值；（２）牠＝１ｓ、２ｓ、１０ｓ等时刻的相
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位各为多少？（３）分别画出位移、速度、加速度与时间的关系曲线。

解 （１）将牨＝０．５×１０－２ｃｏｓ８π牠燉ｓ＋槏 槕π３ ｍ与简谐运动位移

的一般表达式牨＝爛ｃｏｓ（犽牠＋犗０）比较，可得振动的振幅爛＝０．５×

１０－２ｍ，角频率犽＝８πｓ－１＝２５．１ｓ－１，初相犗０＝ π３，
周期

爴＝ ２π犽＝
２π
８πｓ＝ ０．２５ｓ

从而有速度最大值

牤ｍ＝ 犽爛＝ ２５．１× ０．５× １０－２ｍ燉ｓ＝ ０．１２６ｍ燉ｓ
加速度最大值

牃ｍ＝ 犽２爛＝ ２５．１２× ０．５× １０－２ｍ燉ｓ２＝ ３．１６ｍ燉ｓ２

（２）相位（犽牠＋犗０）＝ ８π牠＋槏 槕π３ 。将牠＝１ｓ、２ｓ、１０ｓ分别代入，
得相位分别为２５

３π、
４９
３π、
２４１
３π。

（３）振动的位移、速度、加速度与时间的关系曲线如图５６所
示。

图５６

【】 有一个和轻弹簧相连的小球，沿爭牨轴作振幅为爛的
简谐运动，其表达式用余弦函数表示。当牠＝０时，球的运动状态
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为：（１）牨０＝－爛；（２）过平衡位置向牨正方向运动；（３）过牨＝爛２
处

向牨负方向运动；（４）过牨＝ 爛
槡２
处向牨正方向运动。试用矢量图示

法确定相应的初相的值，并写出振动表达式。
解 确定相应初相值的矢量图及振动表达式如图５７所示。

图５７

【】 一质量为１０ｇ的物体作简谐运动，其振幅为２４ｃｍ，周
期为４．０ｓ，当牠＝０时，位移为＋２４ｃｍ。求：（１）牠＝０．５ｓ时，物体所
在位置；（２）牠＝０．５ｓ时，物体所受力的大小与方向；（３）由起始位
置运动到牨＝１２ｃｍ处所需的最少时间；（４）在牨＝１２ｃｍ处，物体
的速度、动能以及系统的势能和总能量。
解 已知爛＝０．２４ｍ，爴＝４．０ｓ，角频率

犽＝ ２π爴＝
２π
４．０ｓ

－１＝ π
２ｓ

－１

简谐运动可表示为
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牨＝ 爛ｃｏｓ（犽牠＋ 犗０）＝ ０．２４ｃｏｓ π２牠＋ 犗槏 槕０
牠＝０时，牨０＝０．２４ｍ，因此有

０．２４＝ ０．２４ｃｏｓ犗０， 犗０＝ ０
简谐运动表达式即为

牨＝ ０．２４ｃｏｓπ２牠

（１）牠＝０．５ｓ时，物体的坐标为

牨＝ ０．２４ｃｏｓ π２槏 槕× ０．５ ｍ＝ ０．１７ｍ

（２）根据简谐运动加速度与位移的关系可得牠＝０．５ｓ时的加
速度为

牃＝－ 犽２牨＝－ 槏 槕π２
２

牨＝－ ３．１４槏 槕２
２

× ０．１７ｍ燉ｓ２

＝－ ０．４２ｍ燉ｓ２

物体所受力的大小

爡＝ 牔燏牃燏＝ １０× １０－３× ０．４２Ｎ＝ ４．２× １０－３Ｎ
方向与牨轴方向相反。

（３）将牨＝０．１２ｍ代入位移表达式，有

０．１２＝ ０．２４ｃｏｓπ２牠， ｃｏｓπ２牠＝
１
２

最小相位为 π
２牠＝

π
３

最短时间为 牠＝ ２３ｓ＝０．６７ｓ

（４）物体的速度

牤＝－ 犽爛ｓｉｎ（犽牠＋ 犗０）

＝－ ３．１４２ × ０．２４× ｓｉｎ π
２×槏 槕２３ ｍ燉ｓ＝－ ０．３２６ｍ燉ｓ

物体的动能

爠ｋ＝ １２牔牤
２＝ １２×１０×１０

－３×（－０．３２６）２Ｊ＝５．３１×１０－４Ｊ
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由犽 槡＝ 牑燉牔得系统的势能

爠ｐ＝ １２牑牨
２＝ １２牔犽

２牨２

＝ １２×１０×１０
－３× ３．１４槏 槕２

２

×０．１２２Ｊ＝１．７７×１０－４Ｊ

系统的总能量

爠＝爠ｋ＋ 爠ｐ＝ （５．３１× １０－４＋ １．７７× １０－４）Ｊ

＝７．０８× １０－４Ｊ
【】 一物体放在水平木板上，此板沿水平方向作简谐运

动，频率为２Ｈｚ，物体与板面间的静摩擦系数为０．５０。问：（１）要使
物体在板上不致滑动，振幅的最大值为若干？（２）若令此板改作竖
直方向的简谐运动，振幅为０．０５ｍ，要使物体一直保持与板接触
的最大频率是多少？
解 （１）因为物体是在静摩擦力牊作用下作简谐运动的，所

以有

牊＝ 牔牃＝－ 牔犽２牨
而最大静摩擦力 牊ｍａｘ＝ 犨牔牋
要物体不致在木板上滑动，必须满足条件牔牃ｍａｘ≤牊ｍａｘ，所以

牔犽２爛≤ 犨牔牋

爛≤ 犨牋犽２＝
犨牋
４π２犩２＝

０．５０× ９．８
４× ３．１４２× ２２ｍ＝ ０．０３１ｍ

（２）物体运动到最高点时，加速度最大，方向向下。由牛顿第
二定律有

牔牃ｍａｘ＝ 牔牋－ 爫
爫是木板对物体的支持力。从而得

爫＝ 牔（牋－ 牃ｍａｘ）＝ 牔（牋－ 犽２爛）＝ 牔（牋－ ４π２犩２爛）
要使物体保持与板接触，则需爫＞０，所以

牋－ ４π２犩２爛＞ ０

犩＜ １
２π

牋槡爛＝ １
２× ３．１４

９．８槡０．０５Ｈｚ＝ ２．２Ｈｚ
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【】 在一平板上放质量牔＝１．０ｋｇ的物体，平板在竖直方
向上下作简谐运动，周期爴＝０．５ｓ，振幅爛＝０．０２ｍ。试求：（１）在
位移最大时物体对平板的正压力；（２）平板应以多大振幅作振动才
能使重物开始跳离平板。
解 （１）如题５４所述，物体运动到最高点时，平板对物体的

支持力

爫＝牔（牋－ 爛犽２）＝ 牔 牋－ ４π
２爛
爴槏 槕２

＝１．０× ９．８－ ４× ３．１４
２× ０．０２

０．５槏 槕２ Ｎ＝ ６．６４Ｎ

物体对平板的正压力与┞大小相等，方向相反。
物体运动到最低点时，加速度也是最大的，但方向向上，由牛

顿第二定律得

牔牃ｍａｘ＝ 爫′－ 牔牋

所以 爫′＝牔（牋＋牃ｍａｘ）＝牔（牋＋犽２爛）＝牔 牋＋４π
２爛
爴槏 槕２

＝１．０９．８＋４×３．１４
２×０．０２

０．５槏 槕２ Ｎ＝１２．９６Ｎ

物体对平板的正压力与┞′大小相等，方向相反。
（２）当爫＝０时，物体开始跳离平板，所以这时的振幅满足条

件

爫＝ 牔 牋－ ４π
２爛
爴槏 槕２ ＝ ０

爛＝ 爴
２牋
４π２ ＝

０．５２× ９．８
４× ３．１４２ ｍ＝ ０．０６２ｍ

【】 图５８所示的提升运输设备，重物的质量为１．５×１０４

ｋｇ，当重物以速度牤＝１５ｍ燉ｍｉｎ匀速下降时，机器发生故障，钢丝
绳突然被轧住。此时，钢丝绳相当于劲度系数牑＝５．７８×１０６Ｎ燉ｍ
的弹簧。求因重物的振动而引起钢丝绳内的最大张力。
解 钢丝绳被轧住后，重物在弹性力的作用下，以它在钢丝绳
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图５８

被轧住时的位置为平衡位置，在竖直方向上作简谐
运动。它在钢丝绳被轧住时的速度为振动的速度幅
值，因此有

牤＝ 牤ｍａｘ＝ 犽爛
当重物振动到最低点时，钢丝绳内张力最大，设为

爡ｍａｘ，则

爡ｍａｘ－ 牔牋＝ 牔牃ｍａｘ＝ 牔犽２爛

爡ｍａｘ＝ 牔牋＋ 牔犽２爛＝ 牔牋＋ 牔犽２ 牤犽＝ 牔牋＋ 牔犽牤

将犽 槡＝ 牑燉牔代入上式，得

爡ｍａｘ＝牔牋 槡＋ 牔牑牤

＝ １．５×１０４×９．８＋ １．５×１０４×５．７８×１０槡 ６×１５槏 槕６０ Ｎ

＝２．２１×１０５Ｎ
【】 如图５９所示，两轮的轴互相平行，相距为２牆，其转速

相同，转向相反。将质量为牔的匀质木板放在两轮上，木板与两轮
间的摩擦系数均为犨。当木板偏离对称位置后，它将如何运动？如
果是作简谐运动，其周期是多少？

图５９ 图５１０

解 以两轮和木板的两切点连线爛爜的中点为坐标原点，平
行于板的运动方向作牨轴（图５１０）。设某一时刻木板重心的坐标
为牨，其受力情况如图５１０所示。木板在竖直方向没有运动，因此
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爫１＋ 爫２＝ 牔牋
木板也没有转动，诸力对通过爛点且与牨轴垂直的水平轴的合力
矩为零，因此

２牆爫２＝ 牔牋（牆－ 牨）， 爫２＝ 牆－ 牨２牆 牔牋

爫１＝ 牔牋－ 爫２＝ 牔牋－ 牆－ 牨２牆 牔牋＝ 牆＋ 牨２牆 牔牋

作用于爛和爜的摩擦力分别为

牊１＝ 犨爫１＝ 牆＋ 牨２牆 犨牔牋， 牊２＝ 犨爫２＝ 牆－ 牨２牆 犨牔牋

木板在水平方向上受到的合力

牊＝－ 牊１＋ 牊２＝－ 牆＋ 牨２牆 犨牔牋＋ 牆－ 牨２牆 犨牔牋＝－ 犨牔牋牆 牨

它的加速度 牃＝牊牔＝－
犨牋
牆牨

木板的加速度与它的重心相对于原点（平衡位置）的位移成正比，
而方向相反，因而它是作简谐运动，角频率

犽＝ 犨牋槡牆
周期即为 爴＝ ２π犽＝ ２π

牆槡犨牋
【】 如图５１１所示，轻质弹簧的一端固定，另一端系一轻

绳，轻绳绕过滑轮连接一质量为牔的物体，绳在轮上不打滑，使物
体上下自由振动。已知弹簧的劲度系数为牑，滑轮的半径为爲，转动
惯量为爥。（１）证明物体作简谐运动；（２）求物体的振动周期；（３）设

牠＝０时，弹簧无伸缩，物体也无初速，写出物体的振动表达式。（设
向下为坐标正方向。）
解 （１）物体和滑轮的受力情况如图５１２所示。设某时刻物

体加速度为牃，滑轮角加速度为犝。对物体应用牛顿第二定律，对滑
轮应用转动定律，则有
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图５１１ 图５１２

牔牋－ 爡Ｔ１＝ 牔牃 ①

（爡Ｔ１－ 爡Ｔ２）爲＝ 爥犝＝ 爥
爲牃 ②

设物体位于平衡位置时，弹簧伸长量为牓，则因为这时牃＝０，可得

牔牋＝ 爡Ｔ１＝ 爡Ｔ２＝ 牑牓
当物体对平衡位置向下的位移为牨时，

爡Ｔ２＝ 牑（牓＋ 牨）＝ 牔牋＋ 牑牨 ③
由式①、②、③解得

牃＝－ 牑
牔＋ 爥燉爲２牨

物体加速度与位移成正比，方向相反，所以它是作简谐运动。
（２）物体振动的角频率

犽＝ 牑
牔＋ 爥燉爲槡 ２

其振动周期即为

爴＝ ２π犽＝ ２π
牔＋ 爥燉爲２槡 牑

（３）牠＝０时，弹簧无伸长，物体的位移牨０＝－牓；物体无初速，牤０
＝０。物体的振幅
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爛＝ 牨２０＋ 牤０槏 槕犽槡
２

＝ （－ 牓）槡 ２＝ 牓＝ 牔牋牑

因为 ｃｏｓ犗０＝
牨０
爛＝

－牑牓
牔牋＝－１

所以 犗０＝π
物体的振动表达式即为

牨＝ 爛ｃｏｓ（犽牠＋ 犗０）＝ 牔牋牑 槏ｃｏｓ 牑
牔＋ 爥燉爲槡 ２ 槕牠＋ π

【】 设想沿地球直径凿一隧道，并设地球为密度犱＝５．５×
１０３ｋｇ燉ｍ３的均匀球体。试证：（１）当无阻力时，一物体落入此隧道
后将作简谐振动；（２）物体由地球表面落至地心的时间为 牠＝

１
４

３π槡爢犱＝２１ｍｉｎ，式中爢是引力常量。（提示：物体在地球内部距
球心牜处所受引力爡＝－爢４π犱牔３ 牜。）

解 （１）质量为牔的物体在地球内与地心相距为牜时，它受到
的引力

爡＝－ 爢牔爩牜２

负号表示物体受力方向与它相对于地心的位移方向相反。式中爩
是以地心为中心，以牜为半径的球体内的质量，其值为

爩＝ ４
３π牜

３犱

因此 爡＝－４π爢犱牔３ 牜

物体的加速度 牃＝ 爡牔＝－
４π爢犱
３ 牜

┫与┼的大小成正比，而方向相反，故物体在隧道内作简谐运动。
（２）物体由地球表面向地心落去时，速度

牤＝ ｄ牜ｄ牠＝
ｄ牜
ｄ牤
ｄ牤
ｄ牠＝ 牃

ｄ牜
ｄ牤
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牤ｄ牤＝ 牃ｄ牜＝－ ４π爢犱３ 牜ｄ牜

∫
牤

０
牤ｄ牤＝－ ４π爢犱３∫

牜

爲
牜ｄ牜

牤＝－ ４π
３爢犱（爲

２－ 牜２槡 ）

由 ｄ牜＝ 牤ｄ牠＝－ ４π
３爢犱（爲

２－ 牜２槡 ）ｄ牠

有 －∫
０

爲

ｄ牜

４π
３爢犱（爲

２－ 牜２槡 ）

＝∫
牠

０
ｄ牠

牠＝ １４
３π槡爢犱＝ １

４
３× ３．１４

６．６７× １０－１１× ５．５× １０槡 ３ｓ

＝１２６７ｓ≈ ２１ｍｉｎ
【】 一半径为爲的光滑圆环以恒定的角速度犽绕其竖直

的直径旋转，圆环上套有一小珠。试求在爲犽２＞牋的情形下，（１）小
珠相对圆环的平衡位置（以小珠与圆心的连线同竖直直径之间的
夹角犤０表示）；（２）小珠在平衡位置附近作微小振动的角频率。
解 （１）小珠处于平衡位置时，受力情况如图５１３所示。┞的

竖直分量与小珠所受重力平衡，即

爫ｃｏｓ犤０＝ 牔牋

┞的水平分量提供小珠以牜为半径在水平面上作匀速圆周运动所
需之向心力。

爫ｓｉｎ犤０＝ 牔牜犽２＝ 牔犽２爲ｓｉｎ犤０， 爫＝ 牔犽２爲

因此 ｃｏｓ犤０＝ 牔牋爫 ＝ 牔牋
牔犽２爲＝

牋
犽２爲

犤０＝ ａｒｃｃｏｓ 牋犽２爲
（２）假定小珠与圆心的连线同竖直直径之间的夹角增加一微

小角度犤，忽略圆环对小珠作用力的变化，则在竖直方向上小珠受
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图５１３ 图５１４

到方向向下的合力

牊＝ 牔牋－ 爫ｃｏｓ（犤０＋ 犤）
因为ｃｏｓ犤≈１，ｓｉｎ犤≈犤，因此

牊＝牔牋－ 爫ｃｏｓ犤０＋ 爫ｓｉｎ犤０燈犤

＝爫ｓｉｎ犤０燈犤＝ 牔犽２爲ｓｉｎ犤０燈犤

┰沿切向分力与熪反向（图５１４）。根据牛顿运动定律，有

－ 牊ｓｉｎ（犤０＋ 犤）＝ 牔爲ｄ
２犤
ｄ牠２

－ 牔犽２爲ｓｉｎ犤０燈犤燈ｓｉｎ（犤０＋ 犤）＝ 牔爲ｄ
２犤
ｄ牠２

展开ｓｉｎ（犤０＋犤），略去等号左方犤２项后得到

－ 犽２ｓｉｎ２犤０燈犤＝ ｄ
２犤
ｄ牠２

因此小珠在平衡位置附近作微小振动的角频率为

犽０＝ 犽ｓｉｎ犤０＝ 犽 １－ ｃｏｓ２犤槡 ０＝ 犽 １－ 牋２

犽４爲槡 ２＝
犽４爲２－ 牋２

犽２爲槡 ２

【】 一质量为牔′的盘子系于竖直悬挂的轻弹簧下端，弹
簧的劲度系数为牑（图５１５）。现有一质量为牔的物体自离盘牎高处
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自由落下掉在盘上，没有反弹，以物体掉在盘上的瞬时作为计时起
点，求盘子的振动表达式。（取物体掉在盘子后的平衡位置为坐标
原点，位移以向下为正。）

图５１５ 图５１６

解 设空盘静止时，弹簧伸长Δ牓１（图５１６），则

牔′牋＝ 牑Δ牓１ ①
物体与盘粘合后且处于平衡位置时，弹簧再伸长Δ牓２，则

（牔＋ 牔′）牋＝ 牑（Δ牓１＋ Δ牓２） ②
将式①代入式②得

牔牋＝ 牑Δ牓２
物体从高度牎处落到盘上时的速度

槡牤＝ ２牋牎
与盘粘合时，服从动量守恒定律：

牔牤＝ （牔＋ 牔′）牤′
此时盘的速度

牤′＝ 牔
牔＋ 牔′牤＝

牔
牔＋ 牔′槡２牋牎

取此时作为计时零点，物体与盘粘合后的平衡位置作为坐标原点，

坐标轴方向竖直向下。则 牠＝０时，牨０＝－Δ牓２＝－牔牋牑，牤０＝牤′＝
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牔
牔＋牔′槡２牋牎，

盘的振动角频率

犽＝ 牑槡牔＋ 牔′
所以振幅

爛＝ 牨２０＋
牤２０
犽槡 ２＝

牔２牋２

牑２ ＋
２牔２牋牎燉（牔＋ 牔′）２槡 牑燉（牔＋ 牔′）

＝牔牋牑 １＋ ２牑牎槡 （牔＋ 牔′）牋
初相犗０满足

ｔａｎ犗０＝－
牤０
犽牨０＝

２牑牎槡（牔＋ 牔′）牋
又由 牨０＜０， 牤０＞０

有 π＜犗０＜ ３２π

犗０＝ π＋ ａｒｃｔａｎ ２牑牎槡（牔＋ 牔′）牋
将已得出的爛、犽、犗０代入牨＝爛ｃｏｓ（犽牠＋犗０）中，即可得出盘子的振
动表达式为

牨＝牔牋牑 １＋ ２牑牎槡 （牔＋ 牔′）牋

槏燈ｃｏｓ 牑槡牔＋ 牔′牠＋ ａｒｃｔａｎ ２牑牎槡（牔＋ 牔′）牋 槕＋ π

【】 一个水平面上的弹簧振子，弹簧的劲度系数为牑，所
系物体的质量为牔′，振幅为爛。有一质量为牔的小物体从高度牎处
自由下落（图５１７）。当振子在最大位移处时，物体正好落在牔′上，
并粘在一起，这时系统的振动周期、振幅和振动能量有何变化？如
果小物体是在振子到达平衡位置时落在 牔′上，这些量又怎样变
化？
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图５１７

解 （１）小物体落在大物体上以前，
振子的振动周期为

爴＝ ２π 牔′槡牑
小物体落在大物体上后，振子的振动周期
变为

爴１＝ ２π 牔＋ 牔′槡 牑
显然，爴１＞爴。
小物体落在大物体上以前，在水平方向上的速度为零。如果小

物体是在大物体位于最大位移处落在大物体上，这时大物体在水
平方向上的速度也为零。小物体落在大物体上后，按动量守恒定
律，两个物体的速度仍为零。取这时为计时零点，系统的初始状态
为

燏牨０燏＝ 爛， 牤０＝ ０
系统的振幅

爛１＝ 牨２０＋ 牤２０燉犽槡 ２
１＝ 燏牨０燏＝ 爛

小物体落下对系统振幅没有影响。系统振动能量与振幅平方成正
比，因而振动能量也不变。

（２）如果小物体是在振子到达平衡位置时落在大物体上，系
统振动周期仍变为

爴２＝ ２π 牔＋ 牔′槡 牑
这时大物体在水平方向上的速度的绝对值

燏牤燏＝ 牤ｍ＝ 爛犽
在两物体的碰撞过程中，系统水平方向动量守恒。设碰撞后两物体
的共同速度为牤２，则

（牔＋ 牔′）牤２＝ 牔′牤
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所以 燏牤２燏＝ 牔′
牔＋ 牔′燏牤燏＝

牔′
牔＋ 牔′爛犽

取这时为计时零点，则系统的初始状态为

牨０＝ ０， 燏牤０燏＝ 燏牤２燏＝ 牔′
牔＋ 牔′爛犽

所以系统的振幅

爛２＝ 牨２０＋
牤２０
犽槡 ２
２
＝ 燏牤０燏犽２ ＝

牔′
牔＋ 牔′

犽
犽２爛＝

牔′
牔＋ 牔′

爴２
爴爛

＝ 牔′
牔＋ 牔′

牔＋ 牔′槡 牔′ 爛＝ 牔′槡牔＋ 牔′爛＜ 爛
可见振幅变小了。振动能量

爠２＝ １
２牑爛

２
２＝ １

２牑
牔′

牔＋ 牔′爛
２＝ 牔′

牔＋ 牔′爠＜ 爠

可见振动能量也变小了。
【】 一单摆的摆长牓＝１ｍ，摆球质量牔＝０．０１ｋｇ。开始时

处在平衡位置。（１）若给小球一个向右的水平冲量 爤＝２．５×
１０－３ｋｇ·ｍ燉ｓ。设摆角向右为正。如以刚打击后为牠＝０，求振动的
初相位及振幅；（２）若冲量是向左的，则初相位为多少？
解 （１）根据动量定理，小球被打击后的速度

牤０＝ 爤
牔＝

２．５× １０－３

０．０１ ｍ燉ｓ＝ ０．２５ｍ燉ｓ

根据初始条件牨０＝０，牤０＞０可知

ｔａｎ犗０＝－
牤０
犽牨０→－ ∞

初相位犗０＝－ π２。

设小球所达最大高度为牎。根据机械能守恒定律，有

牔牋牎＝ １
２牔牤

２
０

牎＝ 牤２０
２牋＝

０．２５２

２× ９．８ｍ＝ ０．３２× １０
－２ｍ
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由图５１８可知

ｃｏｓ犤ｍ＝ 牓－ 牎牓 ＝ １－ ０．３２× １０
－２

１ ＝ ０．９９６８

犤ｍ＝ ４．５８°＝ ０．０８ｒａｄ
（２）若冲量是向左的，则牤０＜０，

ｔａｎ犗０＝－
牤０
犽牨０→ ∞

初相位犗０＝ π２。

图５１８ 图５１９

【】 一弹簧振子由劲度系数为牑的弹簧和质量为牔′的物
块组成，将弹簧一端与顶板相连，如图５１９所示。开始时物块静
止，一颗质量为牔、速度为╀０的子弹由下而上射入物块，并留在物
块中。（１）求振子以后的振动振幅与周期。（２）求物块从初始位置
运动到最高点所需的时间。
解 （１）子弹射入并留在物块中后，系统的振动周期为

爴＝ ２π 牔＋ 牔′槡 牑
设物块静止时，弹簧伸长Δ牓１，则

牔′牋＝ 牑Δ牓１ ①
子弹射入物块中后且处于平衡位置时，弹簧再伸长Δ牓２，则
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（牔＋ 牔′）牋＝ 牑（Δ牓１＋ Δ牓２） ②
将式①代入式②得

牔牋＝ 牑Δ牓２
子弹射入物块前后，服从动量守恒定律，即

牔牤０＝ （牔＋ 牔′）牤′
此时物块的振动速度

牤′＝ 牔
牔＋ 牔′牤０

取此时作为计时零点，子弹射入物块后的平衡位置作为坐标原点，

坐 标轴方向竖直向上，则 牠＝０时，牨０＝Δ牓２＝ 牔牋牑，牤′０＝牤′＝

牔
牔＋牔′牤０。

系统的振动角频率

犽＝ 牑槡牔＋ 牔′
所以振幅

爛＝ 牨２０＋ 牤′槏 槕犽槡
２

＝ 牔２牋２

牑２ ＋
牔２牤２０燉（牔＋ 牔′）２槡 牑燉（牔＋ 牔′）

＝牔牋牑 １＋ 牑牤２０
（牔＋ 牔′）牋槡 ２

（２）子弹射入后，系统振动的初相犗０满足

ｔａｎ犗０＝－ 牤′
犽牨０＝－

牑牤２０
（牔＋ 牔′）牋槡 ２＝－

牤０
牋

牑槡牔＋ 牔′
因为牨０＞０，牤′＞０，故

－ π
２＜ 犗０＜ ０

犗０ 槏＝ ａｒｃｔａｎ－ 牤０牋
牑槡 槕牔＋ 牔′ 槏＝－ ａｒｃｔａｎ 牤０牋

牑槡 槕牔＋ 牔′
当物体运动到最高点时，相位

（犽牠＋ 犗０）＝ ０
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所以所需时间为

牠＝－ 犗０犽＝
牔＋ 牔′槡 牑 槏ａｒｃｔａｎ 牤０牋

牑槡 槕牔＋ 牔′
【】 一弹簧振子作简谐运动，振幅爛＝０．２０ｍ，如弹簧的

劲度系数牑＝２．０Ｎ燉ｍ，所系物体的质量牔＝０．５０ｋｇ，试求：（１）当
动能和势能相等时，物体的位移是多少？（２）设牠＝０时，物体在正
方向最大位移处，达到动能和势能相等处所需的时间是多少？（在
一个周期内。）

解 （１）爠ｋ＋爠ｐ＝爠＝ １２牑爛
２

当爠ｋ＝爠ｐ时，爠ｐ＝ １２爠。
即

１
２牑牨

２＝ １
２燈

１
２牑爛

２

牨＝± 爛
槡２

＝± ０．２０１．４１ｍ＝± ０．１４ｍ

（２）振子的角频率

犽＝ 牑槡牔＝ ２．０槡０．５０ｓ－１＝ ２．０ｓ－１
牠＝０时，牨０＝爛，故犗０＝０。动能和势能相等时，物体的坐标

牨＝± 爛
槡２

即 爛ｃｏｓ犽牠＝± 爛
槡２
， ｃｏｓ犽牠＝± １

槡２
在一个周期内，相位变化为２π。故

犽牠＝ π
４，
３π
４，
５π
４，
７π
４

时间则为 牠１＝ π
４犽＝

３．１４
４× ２．０ｓ＝ ０．３９ｓ

牠２＝ ３π４犽＝ ３牠１＝ ３× ０．３９ｓ＝ １．２ｓ
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牠３＝ ５π４犽＝ ５牠１＝ ５× ０．３９ｓ＝ ２．０ｓ

牠４＝ ７π４犽＝ ７牠１＝ ７× ０．３９ｓ＝ ２．７ｓ

【】 一水平放置的弹簧振子，已知物体经过平衡位置向
右运动时速度牤＝１．０ｍ燉ｓ，周期爴＝１．０ｓ。求再经过１燉３ｓ时间，物

图５２０

体的动能是原来的多少倍。弹簧的质量不
计。
解 取牨０＝０，牤０＝牤＝１．０ｍ燉ｓ时为计

时零点，由矢量图示法可以确定（图５２０）

初相犗０＝－ π２。
物体的动能可表示为

爠ｋ＝ １２牔犽
２爛２ｓｉｎ２（犽牠＋ 犗０）＝ １

２牔牤
２
ｍｓｉｎ２ ２π爴牠＋ 犗槏 槕０

＝ １２牔牤
２
ｍｓｉｎ２ ２π牠－槏 槕π２

牠＝０时，爠ｋ０＝ １２牔牤
２
ｍ。牠＝ １３ｓ

时，

爠ｋ＝ １
２牔牤

２
ｍｓｉｎ２ ２π３－槏 槕π２ ＝ １

２牔牤
２
ｍｓｉｎ２ π６＝

１
４爠ｋ０

【】 质量为牔＝５．８８ｋｇ的物体，挂在弹簧上，让它在竖
直方向上作自由振动。在无阻尼情况下，其振动周期为 爴０＝
０．４πｓ；在阻力与物体运动速度成正比的某一介质中，它的振动周
期为爴＝０．５πｓ。求当速度为０．０１ｍ燉ｓ时，物体在阻尼介质中所受
的阻力。
解 在阻力与运动速度成正比的阻尼振动中，角频率为

犽＝ 犽２０－ 犝槡 ２， ２π
爴＝

２π
爴槏 槕０

２

－ 犞槏 槕２牔槡
２

由此解得 犞＝ ４π牔 １
爴２０
－ １
爴槡 ２

物体速度为牤时，所受阻力的大小为
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牊＝犞牤＝ ４π牔牤 １
爴２０
－ １
爴槡 ２

＝４π× ５．８８× ０．０１ １
（０．４π）２－

１
（０．５π）槡 ２Ｎ＝ ０．３５３Ｎ

【】 一摆在空中振动，某时刻，振幅为爛０＝０．０３ｍ，经牠１
＝１０ｓ后，振幅变为爛１＝０．０１ｍ。问：由振幅为爛０时起，经多长时
间，其振幅减为爛２＝０．００３ｍ？
解 在摆的阻尼振动中，振幅随时间衰减的规律为

爛＝ 爛０ｅ－犝牠

因此 爛１＝爛０ｅ－犝牠１

由此解得

犝＝ １
牠１ｌｎ

爛０
爛１＝

１
１０ｌｎ

０．０３
０．０１ｓ

－１＝ ０．１１ｓ－１

又 爛２＝ 爛０ｅ－犝牠２

所以 牠２＝ １
犝ｌｎ

爛０
爛２＝

１
０．１１ｌｎ

０．０３
０．００３ｓ＝ ２１ｓ

【】 试用最简单的方法求出下列两组简谐运动合成后所
得合振动的振幅（式中牠以ｓ计，牨以ｍ计）：

第一组
牨１＝ ０．０５ｃｏｓ３牠＋槏 槕π３
牨２＝ ０．０５ｃｏｓ３牠＋ ７

３槏 槕
烅

烄

烆 π

第二组
牨１＝ ０．０５ｃｏｓ３牠＋槏 槕π３
牨２＝ ０．０５ｃｏｓ３牠＋ ４

３槏 槕
烅

烄

烆 π

解 这两组简谐运动都是同方向、同频率的简谐运动，合成的
结果与每组简谐运动的相位差有关。

第一组： Δ犗＝ ７π３－
π
３＝ ２π
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合振动振幅为

爛＝ 爛１＋ 爛２＝ （０．０５＋ ０．０５）ｍ＝ ０．１０ｍ

第二组： Δ犗＝ ４π３－
π
３＝ π

合振动振幅为

爛＝ 爛１－ 爛２＝ （０．０５－ ０．０５）ｍ＝ ０

【】 一质点同时参与两个在同一直线上的简谐运动：

牨１＝ ０．０４ｃｏｓ２牠＋槏 槕π６ ， 牨２＝ ０．０３ｃｏｓ２牠－ ５
６槏 槕π

试求其合振动的振幅和初相位（式中牨以ｍ计，牠以ｓ计）。
解 两振动的频率相同，它们的相位差

Δ犗＝ 犗２－ 犗１＝－ ５
６π－

π
６＝－ π

因而合振动的振幅

爛＝ 爛１－ 爛２＝ （０．０４－ ０．０３）ｍ＝ ０．０１ｍ＝ １ｃｍ
合振动的初相为犗０，则

ｔａｎ犗０＝
爛１ｓｉｎ犗０１＋ 爛２ｓｉｎ犗０２
爛１ｃｏｓ犗０１＋ 爛２ｃｏｓ犗０２

＝
０．０４ｓｉｎπ６＋ ０．０３ｓｉｎ－

５
６槏 槕π

０．０４ｃｏｓπ６＋ ０．０３ｃｏｓ－
５
６槏 槕π

＝ ０．５８１

犗０＝ π
６

【】 有两个同方向的简谐运动，它们的表达式如下：

牨１＝ ０．０５ｃｏｓ１０牠＋ ３
４槏 槕π， 牨２＝ ０．０６ｃｏｓ１０牠＋ １

４槏 槕π
（１）求它们合成振动的振幅和初相位。（２）若另有一振动 牨３＝
０．０７ｃｏｓ（１０牠＋犗０），问 犗０为何值时，牨１＋牨３的振幅为最大；犗０为何

值时，牨２＋牨３的振幅为最小。（式中牨以ｍ计，牠以ｓ计。）
解 （１）它们合成振动的振幅
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爛＝ 爛２１＋ 爛２２＋ ２爛１爛２ｃｏｓ（犗２０－ 犗１０槡 ）

＝ ０．０５２＋ ０．０６２＋ ２× ０．０５× ０．０６ｃｏｓ １４π－
３
４槏 槕槡 π ｍ

＝０．０７８ｍ
合成振动的初相犗０可由下式求出

ｔａｎ犗０＝
爛１ｓｉｎ犗１０＋ 爛２ｓｉｎ犗２０
爛１ｃｏｓ犗１０＋ 爛２ｃｏｓ犗２０

＝
０．０５ｓｉｎ３４π＋ ０．０６ｓｉｎ

１
４π

０．０５ｃｏｓ３４π＋ ０．０６ｃｏｓ
１
４π
＝ １１

犗０＝ ８４°４８′
（２）当犗０－犗０１＝±２牑π （牑＝０，１，２，…）时，即

犗０＝± ２牑π＋ 犗０１＝± ２牑π＋ ３
４π （牑＝ ０，１，２，…）

时，牨１＋牨３的振幅为最大，取牑＝０，则犗０＝ ３４π＝１３５°。

当犗０－犗０２＝±（２牑＋１）π （牑＝０，１，２，…）时，即

犗０＝±（２牑＋１）π＋犗０２＝±（２牑＋１）π＋ １４π （牑＝０，１，２，…）

时，牨２＋牨３的振幅为最小。取牑＝０，则犗０＝ ５４π＝２２５°（
或犗０＝－ ３４π

＝－１３５°）。
【】 两个同方向的简谐运动，周期相同，振幅为爛１＝０．０５

ｍ，爛２＝０．０７ｍ，组成一个振幅为爛＝０．０９ｍ的简谐运动。求两个
分振动的相位差。
解 爛２＝爛１２＋爛２２＋２爛１爛２ｃｏｓΔ犗

ｃｏｓΔ犗＝
爛２－爛１２－爛２２

２爛１爛２ ＝０．０９
２－０．０５２－０．０７２

２×０．０５×０．０７ ＝０．１

Δ犗＝８４°１６′
【】 当两个同方向的简谐运动合成为一个振动时，其振
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动表达式为牨＝爛ｃｏｓ２．１牠ｃｏｓ５０．０牠，式中牠以ｓ为单位。求各分振动
的角频率和合振动的拍的周期。
解 两个同方向不同频率的简谐运动合成后的振动表达式为

牨＝ ２爛ｃｏｓ犽２－ 犽１２槏 槕牠ｃｏｓ犽２＋ 犽１２ 牠＋ 犗槏 槕０
与 牨＝爛ｃｏｓ２．１牠ｃｏｓ５０．０牠
比较，可得

犽２－ 犽１
２ ＝ ２．１ｓ－１， 犽２＋ 犽１

２ ＝ ５０．０ｓ－１

由此两方程可解得两分振动的角频率为

犽１＝ ４７．９ｓ－１， 犽２＝ ５２．１ｓ－１

合振动的拍的频率为

犩＝ 犽２－ 犽１２π
拍的周期则为

爴＝ １
犩＝

２π
犽２－ 犽１＝

２× ３．１４
５２．１－ ４７．９ｓ＝ １．５ｓ

【】 一质点同时参与两个互相垂直的简谐运动，其表达
式分别为

牨＝ 爛ｃｏｓ（犽牠＋ 犗０） 及 牪＝ ２爛ｃｏｓ（２犽牠＋ ２犗０）

若犗０＝ π４，
试用消去法求出合振动的轨迹方程，并判断这是一条什

么曲线。
解 由牨＝爛ｃｏｓ（犽牠＋犗０）得

ｃｏｓ（犽牠＋犗０）＝牨爛
牪＝２爛ｃｏｓ（２犽牠＋ ２犗０）＝ ２爛ｃｏｓ２（犽牠＋ 犗０）

＝２爛［２ｃｏｓ２（犽牠＋ 犗０）－ １］＝ ２爛 ２牨２

爛２槏 槕－ １＝ ４牨
２

爛 － ２爛

这是一条抛物线。
【】 一质点同时作两个相互垂直的振动。设此两振动的
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振幅相同，频率为２∶３，初相都为零，求该质点的运动轨迹。
解 设两个相互垂直的振动为

牨＝ 爛ｃｏｓ２犽牠， 牪＝ 爛ｃｏｓ３犽牠
于是有 ｃｏｓ２犽牠＝牨燉爛

ｓｉｎ２犽牠＝ （１－ ｃｏｓ２２犽牠）１燉２＝ １－ 牨２燉爛槏 槕２ １燉２

又 ｃｏｓ２犽牠＝２ｃｏｓ２犽牠－１＝牨爛

所以 ｃｏｓ犽牠＝ 爛＋牨槏 槕２爛

１燉２

ｓｉｎ犽牠＝ （１－ ｃｏｓ２犽牠）１燉２＝ １－ 爛＋ 牨槏 槕２爛

１燉２

＝ 爛－ 牨槏 槕２爛

１燉２

于是可得

牪＝爛ｃｏｓ３犽牠＝ 爛ｃｏｓ（２犽牠＋ 犽牠）
＝爛（ｃｏｓ２犽牠ｃｏｓ犽牠－ ｓｉｎ２犽牠ｓｉｎ犽牠）

＝爛 牨
爛
爛＋ 牨槏 槕２爛

１燉２

－ １－ 牨
２

爛槏 槕２
１燉２ 爛－ 牨槏 槕２爛［ ］

１燉２

＝ 爛＋ 牨槏 槕２爛

１燉２

（２牨－ 爛）

此方程描述的轨迹如图５２１所示。

图５２１
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第六章 机 械 波

知 识 要 点

．机械波的产生
机械振动在介质中的传播形成机械波。机械波产生的条件是

存在波源和介质。
．波速、波长、波的周期和频率
波速牣：振动的传播速度，其值取决于介质的性质。

液体和气体中的波速 牣 槡＝ 爜燉犱

理想气体中的声速 牣 槡 槡＝ 犞牘燉犱＝ 犞爲爴燉爩
固体中的波速

槡牣＝ 爢燉犱 （横波 槡）， 牣＝ 牁燉犱 （纵波）

弦线中的波速 牣 槡＝ 爡燉犨
波长犧：波线上相位差为２π的两个质点间的距离。
波的周期爴：一个完整的波通过波线上某点所需的时间。
波的频率犩：单位时间内通过波线上某点的完整波的数目。
这四个量的关系是 牣＝犧燉爴＝犧犩
．平面简谐波的波动表达式

牪（牨，牠）＝ 爛ｃｏｓ犽牠－ 牨槏 槕牣 ＋ 犗［ ］０
牪（牨，牠）＝ 爛ｃｏｓ２π 牠

爴－
牨槏 槕犧 ＋ 犗［ ］０

牪（牨，牠）＝ 爛ｃｏｓ２π犩牠－ 牨槏 槕犧 ＋ 犗［ ］０



牪（牨，牠）＝ 爛ｃｏｓ（犽牠－ 牑牨＋ 犗０）
．波的能量

波的能量密度 牥＝犱爛２犽２ｓｉｎ２犽牠－牨槏 槕牣
平均能量密度 牥＝ １２犱爛

２犽２

平均能流 爮＝牥牣爳

波的强度 爤＝牥牣＝ １２犱牣犽
２爛２

．波的吸收
平面波振幅衰减规律 爛＝爛０ｅ－犜牨

平面波强度衰减规律 爤＝爤０ｅ－２犜牨

．声波
声压振幅 牘ｍ＝犱牣犽爛

声强级 爤Ｌ＝１０ｌｇ爤爤０
．波的干涉

（１）相干波源 频率相同、振动方向相同、相位差恒定的波
源。

（２）合振幅最大、最小的条件

Δ犗＝犗２０－ 犗１０－ ２π
牜２－ 牜１
犧

＝
± ２牑π｛± （２牑＋ １）π （牑＝ ０，１，２，…）

最大

最小

犗１０＝犗２０时，

犠＝ 牜１－ 牜２＝
± 牑犧
槏 槕｛± 牑＋ １燉２犧

（牑＝ ０，１，２，…）
最大

最小

．驻波

驻波方程 牪＝ ２爛ｃｏｓ２π犧槏 槕牨ｃｏｓ２π爴牠
波腹位置 牨＝±牑犧２ （牑＝０，１，２，…）
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波节位置 牨＝±（２牑＋１）犧４ （牑＝０，１，２，…）

．多普勒效应

（１）波源不动，观察者以速度牤Ｒ相对于介质运动

犩Ｒ＝
牣＋ 牤Ｒ
牣 犩Ｓ

（２）观察者不动，波源以速度牤Ｓ相对于介质运动

犩Ｒ＝ 牣
牣－ 牤Ｓ犩Ｓ

（３）观察者与波源同时相对于介质运动

犩Ｒ＝
牣＋ 牤Ｒ
牣－ 牤Ｓ犩Ｓ

思考题解答

【】 设某一时刻的横波波形曲线如图６１所示，水平箭头
表示该波的传播方向，试分别用矢号表明图中爛、爜、爞、爟、爠、爡、爢、
爣、爤各质点在该时刻的运动方向，并画出经过 爴燉４后的波形曲
线。

图６１ 图６２

答 将波形曲线向右稍微推进，可判明各点在竖直方向的位
置，即知各点的运动方向。爛、爜、爞、爣、爤处向下，爟、爠、爡、爢处向
上。如图６２所示。
沿波行进方向推进犧燉４即为经过爴燉４后的波形曲线，如图６２

中虚线所示。
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【】 试判断下列几种关于波长的说法是否正确：
（１）在波传播方向上相邻两个位移相同点的距离；
（２）在波传播方向上相邻两个运动速度相同点的距离；
（３）在波传播方向上相邻两个振动相位相同点的距离。
答 （１）不正确。在相邻位移为零的两个点之间有位移相同

点，而相邻位移为零的两点间距离是半波长。
（２）不正确。在相邻位移为零的两点之间运动速度相同的两

点距离小于犧燉２。
（３）正确。一个波长对应相位变化２π，而相位相差２π的两个

质点振动状态相同，可认为相位也相同。
【】 根据波长、频率、波速的关系式牣＝犧犩，有人认为频率

高的波传播速度大，你认为对否？
答 不对。波速的大小只取决于介质的性质，与频率无关。当

提高频率犩时，其波长犧必然减小，其积不变。
【】 当波从一种介质透入另一介质时，波长、频率、波速、

振幅各量中，哪些量会改变？哪些量不会改变？
答 波速、波长、振幅会改变。频率不会改变。
因为波速牣只取决于介质的性质，所以当波从一种介质透入

另一种介质时，其波速会改变。
由于波动是波源振动状态的传播，所以波动的频率在数值上

等于波源振动的频率，它与介质无关。当进入不同介质时，频率不
变。
根据牣＝犧犩可知，波从一种介质进入另一种介质时，波长犧会

随牣的变化而改变。

由波的平均能量密度牥＝ １２犱爛
２犽２可知，如牥在不同介质中不

变时，犱不同则振幅爛也就不同。

【】 为什么说 牪＝爛ｃｏｓ犽牠－牨槏 槕牣 ＋犗［ ］０ 是平面简谐波的
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表达式？波动表达式牪＝爛ｃｏｓ犽牠－牨槏 槕牣 ＋犗［ ］０ 中，牨牣表示什么？犗０
表示什么？如果把上式改写成牪＝爛ｃｏｓ犽牠－犽牨牣＋犗［ ］０ ，则犽牨牣表示什
么？式中牨＝０的点是否一定是波源？牠＝０表示什么时刻？
答 在平面简谐波传播过程中，在垂直于波行进方向的平面

上的各点，相同时刻相位均相同，位移也相同。即在这样的平面上，
各介质质点作同频率、同振幅的简谐运动，且任意时刻相位相同。
同相面随波的传播而推进，用与波面垂直的任意一条波线上波的
传播即可表示整个平面波的传播。此即为

牪＝ 爛ｃｏｓ犽牠－ 牨槏 槕牣 ＋ 犗［ ］０
式中牨

牣
表示波从牨＝０传播到牨处所需时间，犗０表示原点处质点振

动的初相位，犽牨牣
表示牨处质点的简谐运动落后于原点处的质点简

谐运动的相位值。
坐标原点的选择具有随意性，牨＝０的点不一定是波源。牠＝０

表示原点处质点振动的初始时刻。
【】 波的传播是否使介质质点“随波逐流”？“长江后浪推

前浪”这句话从物理上说，是否有根据？
答 不是。因为波的传播是质点振动状态的传播，而不是质点

随波行进。
“长江后浪推前浪”从物理上说，有根据。浪尖即为波峰，后浪

推前浪即波形的传播。
【】 利用犽、犩、爴、犧、牣、牑间的关系，变换波的各种表达式：

牪＝ 爛ｃｏｓ２π 牠
爴－

牨槏 槕犧
牪＝ 爛ｃｏｓ（犽牠－ 牑牨）
牪＝ 爛ｃｏｓ牑（牨－ 牣牠）

答 根据犽＝２π犩＝２π爴，牣＝犧犩＝
犧
爴，牑＝

２π
犧，
有
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牪＝爛ｃｏｓ２π 牠
爴－

牨槏 槕犧 ＝ 爛ｃｏｓ２π爴牠－ ２π犧槏 槕牨
＝爛ｃｏｓ（犽牠－ 牑牨）＝ 爛ｃｏｓ（牑牨－ 犽牠）

＝爛ｃｏｓ牑牨－ 犽
牑槏 槕牠＝ 爛ｃｏｓ牑（牨－ 牣牠）

【】 若一平面简谐波在均匀介质中以速度牣传播，已知牃

点的振动表达式为牪＝爛ｃｏｓ犽牠＋槏 槕π２ ，试分别写出在以下各图所
示（图６３）的坐标系中的波动表达式以及牄点的振动表达式。

图６３

答 注意先写出原点的振动方程，再写出波动表达式。波动的
传播也就是振动相位的传播。
图６３（ａ）：爭点振动方程

牪０＝ 爛ｃｏｓ犽牠＋ 犧燉４槏 槕牣 ＋［ ］π２
波的表达式为

牪＝爛ｃｏｓ犽牠－牨槏 槕牣 ＋犽犧燉４牣＋［ ］π２ ＝爛ｃｏｓ犽牠－牨槏 槕牣［ ］＋π

将牨＝犧燉２代入上式，即得牄点的振动表达式
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牪牄＝ 爛ｃｏｓ犽牠
图６３（ｂ）：波的表达式同上，为

牪＝ 爛ｃｏｓ犽牠－ 牨槏 槕牣［ ］＋ π

将牨＝－犧燉４代入上式，可得牄点的振动表达式

牪牄＝ 爛ｃｏｓ犽牠＋ ３π槏 槕２
图６３（ｃ）：爭点振动方程

牪０＝ 爛ｃｏｓ犽牠－ 犧燉２槏 槕牣 ＋［ ］π２ ＝ 爛ｃｏｓ犽牠－槏 槕π２
波的表达式为

牪＝ 爛ｃｏｓ犽牠－ 牨槏 槕牣 －［ ］π２
将牨＝－犧燉４代入上式，可得牄点的振动表达式

牪牄＝ 爛ｃｏｓ犽牠
图６３（ｄ）：爭点振动方程

牪０＝ 爛ｃｏｓ犽牠－ 犧燉４槏 槕牣 ＋［ ］π２ ＝ 爛ｃｏｓ犽牠
波的表达式为

牪＝ 爛ｃｏｓ犽牠＋ 牨槏 槕［ ］牣
将牨＝－犧燉４代入上式，得牄点的振动表达式

牪牄＝ 爛ｃｏｓ犽牠－槏 槕π２
【】 （１）在波的传播过程中，每个质元的能量随时间而变，

这是否违反能量守恒定律？（２）在波的传播过程中，动能密度与势
能密度相等的结论，对非简谐波是否成立？为什么？
答 （１）不违反能量守恒定律。在波的传播过程中，能量随波

而传播。每个质元的能量瞬时值周期变化，既可接收又可传出。
（２）动能密度与势能密度相等的结论，对非简谐波也应成立。

因为按傅里叶分析，一列任意的非简谐波均可分解为许多简谐波。
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每列传播的简谐波既然动能密度与势能密度相等，许多列的合成
自然也应如此。

【】 （１）两简谐声波，一在水中，一在空气中，其强度相
等，两者声压振幅之比为多少？（２）若声压振幅相等，其强度之比为
多少？

答 声压振幅牘ｍ＝犱牣犽爛，声强爤＝ １２犱牣爛
２犽２。

（１）当爤水＝爤空时，由爤＝ １２
牘２ｍ
犱牣，
有

牘ｍ水
牘ｍ空 ＝

犱水 牣水
犱空 牣槡 空

（２）由牘ｍ水＝牘ｍ空可得

爤水
爤空 ＝

犱空 牣空
犱水 牣水

【】 两简谐声波的声强级差１ｄＢ，问：（１）它们的强度之
比如何？（２）声压幅之比如何？
答 （１）由定义有

爤Ｌ２－ 爤Ｌ１＝ １０ｌｇ
爤２
爤０－ ｌｇ

爤１
爤槏 槕０ ＝ １０ｌｇ爤２爤１＝ １

所以 爤２
爤１＝ １０

０．１＝ １．２５８９

（２）因为爤＝ １２
牘２ｍ
犱牣，
所以

牘ｍ２
牘ｍ１＝

爤２
爤槡１
＝１００．０５＝１．１２２０

【】 有两列简谐波在同一直线上，向相同方向传播，它们
的波速为牣１和牣２，频率为犩１和犩２，振幅为爛１和爛２，在原点牨＝０处的
振动初相位为犗１０和犗２０，写出下列几种情况下合成波的表达式，并

说明它们的特点。（１）爛１≠爛２，其他各量相同；（２）犩１≠犩２，其他各量
相同；（３）犗１０≠犗２０，其他各量相同；（４）┿１＝－┿２，其他各量相同。

·８３１· 普通物理思考题与习题解答



答 两列简谐波为

牪１＝ 爛１ｃｏｓ２π犩１ 牠－ 牨
牣槏 槕１ ＋ 犗［ ］１０

牪２＝ 爛２ｃｏｓ２π犩２ 牠－ 牨
牣槏 槕２ ＋ 犗［ ］２０

（１）由犩１＝犩２＝犩，牣１＝牣２＝牣，犗１０＝犗２０＝犗０，可得

牪＝ 牪１＋ 牪２＝ （爛１＋ 爛２）ｃｏｓ２π犩牠－ 牨槏 槕牣 ＋ 犗［ ］０
上式表明合成波振幅最大，爛＝爛１＋爛２。合成波余弦函数同单个波
的余弦函数。

（２）由爛１＝爛２＝爛，牣１＝牣２＝牣，犗１０＝犗２０＝犗０，可得

牪＝ 爛ｃｏｓ２π犩１ 牠－ 牨槏 槕牣 ＋ 犗［ ］０ ＋ 爛ｃｏｓ２π犩２ 牠－ 牨槏 槕牣 ＋ 犗［ ］０
＝ ２爛ｃｏｓπ（犩２－ 犩１）牠－ 牨槏 槕［ ］牣 ｃｏｓπ（犩２＋ 犩１）牠－ 牨槏 槕牣 ＋ 犗［ ］０
式中第一项因子随时间变化较之第二项因子随时间变化缓慢。在
波传播方向空间某确定点处（牨为某一定值），在犩２－犩１远小于犩１或

犩２时，会形成拍现象。

（３）由爛１＝爛２＝爛，牣１＝牣２＝牣，犩１＝犩２＝犩，可得

牪＝ ２爛ｃｏｓ犗２０－ 犗１０槏 槕２ ｃｏｓ２π犩牠－ 牨槏 槕牣 ＋ 犗２０＋ 犗１０［ ］２

＝ 爛′ｃｏｓ２π犩牠－ 牨槏 槕牣［ ］＋ 犗

合成波也是与原单个波传播方向相同的简谐波，频率、波速与单个
波相同，但振幅、初相位不同，与原两个波初相位有关。

（４）由爛１＝爛２＝爛，犩１＝犩２＝犩，犗１０＝犗２０＝犗０，┿１＝－┿２＝┿，可得
合成波

牪＝ 爛ｃｏｓ２π犩牠－ 牨槏 槕牣 ＋ 犗［ ］０ ＋ 爛ｃｏｓ２π犩牠－ 牨槏 槕牣 ＋ 犗［ ］０
＝ ２爛ｃｏｓ２π犩牨牣ｃｏｓ（２π犩牠＋ 犗０）
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此合成波为驻波。
【】 两列简谐波叠加时，讨论下列各种情况：
（１）若两波的振动方向相同，初相位也相同，但频率不同，能

不能发生干涉？
（２）若两波的频率相同，初相位也相同，但振动方向不同，能

不能发生干涉？
（３）若两波的频率相同，振动方向也相同，但相位差不能保持

恒定，能不能发生干涉？
（４）若两波的频率相同，振动方向相同，初相位也相同，但振

幅不同，能不能发生干涉？
答 （１）不能。频率不同，在空中不可能形成稳定的振幅分

布。此即上题中（２）的情况。
（２）可能发生。虽然振动方向不同，但只要一个在另一个振动

方向上有平行分量，其他条件又满足，就能发生干涉。

（３）不能。由合振动振幅公式爛＝ 爛２１＋爛２２＋２爛１爛２槡 ｃｏｓΔ犗可
知，如果Δ犗不能保持恒定，在空中某处合成波的振幅不为定值，则
不能形成稳定的加强或减弱。

（４）能。由上面合振动振幅公式可知。不过要注意两振幅不能
相差太多，否则就难以形成振幅在空间不同位置的大小分布。

【】 （１）为什么有人认为驻波不是波？（２）驻波中，两波节
间各个质点均作同相位的简谐运动，那么，每个振动质点的能量是
否保持不变？
答 （１）因为驻波进行过程中没有振动状态（相位）和波形的

定向传播。能量在波腹与波节之间来回转移，能流为零。所以有人
就认为驻波不是波。

（２）不保持不变。如波腹处质点位移达最大值时，其速度为
零、动能为零，而此时该处介质相对形变为零、势能为零，所以质点
能量为零。这时波节处相对形变最大，该处质点势能最大。各质点
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在平衡位置时，波腹处质点速度最大、动能最大，而波节处质点势
能为零、动能也为零。

【】 我国古代有一种称为“鱼洗”的铜面盆，如图 ６４所
示。盆底雕刻着两条鱼。在盆中盛水，用手轻轻摩擦盆边两环，就
能在两条鱼的嘴上方激起很高的水柱。试从物理上解释这一现象。
答 两手同步摩擦，作为外界的驱动源，可使“鱼洗”驻波系统

形成驻波。由于一个驻波系统往往有许多个固有频率，所以当手以
某一频率摩擦激起系统振动，而这一频率又与系统的某个固有频
率相同（或相近）时，会激起强驻波。这种共振现象就会在水面相应
处激起很高的水柱。

图６４ 图６５

【】 一平面简谐波向右传播，在波密介质面上发生完全

发射，在某一时刻入射波的波形如图６５所示。试画出同一时刻反

射波的波形曲线，再画出经爴燉４时间后的入射波和反射波的波形

曲线（爴为波的周期）。
答 这类问题注意在入射点处反射前后有π的相位突变。
如按波动表达式作图，可确定坐标原点爭，写出波的表达式

牪＝ 爛ｃｏｓ犽牠－ 牨槏 槕牣 ＋ 犗［ ］０
设入射点（反射点）的坐标为牨０，则入射处振动方程为

牪入牨０＝ 爛ｃｏｓ犽牠－
牨０槏 槕牣 ＋ 犗［ ］０
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反射处振动方程为

牪反牨０＝ 爛ｃｏｓ犽牠－
牨０槏 槕牣 ＋ 犗０［ ］＋ π

反射波的表达式则为

牪反＝ 爛ｃｏｓ犽牠－ 牆
牣－

牨０槏 槕牣 ＋ 犗０［ ］＋ π

＝ 爛ｃｏｓ犽牠－ 牨０－ 牨牣 － 牨０槏 槕牣 ＋ 犗０［ ］＋ π

＝ 爛ｃｏｓ犽牠＋ 牨槏 槕牣 － 犽２牨０牣 ＋ 犗０［ ］＋ π

其中牆＝牨０－牨，为反射波波线上任一点到反射点的距离。给出图
中所示数据，即可绘出所要求的波形曲线。
更简单的方法是考虑反射点处反射前后的位相突变π。如此题

中在反射点，要是无介面，该处质点原该向上运动，但反射后有π
的相移，就变成有介面反射后向下运动，再沿反射方向前进就可绘
出反射波波形曲线。
图６６（ａ）为同一时刻反射波波形曲线，图６６（ｂ）、（ｃ）为经爴燉４

时间后的入射波和反射波的波形曲线。

图６６

习 题 解 答

【】 （１）试计算在２７℃时氦和氢中的声速各为多少，并与
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同温度时在空气中的声速比较（空气的平均摩尔质量为２９×１０－３

ｋｇ燉ｍｏｌ）。（２）在标准状态下，声音在空气中的速率为３３１ｍ燉ｓ，空
气的比热容比犞是多少？（３）在钢棒中声速为５１００ｍ燉ｓ，求钢的杨
氏模量（钢的密度犱＝７．８×１０３ｋｇ燉ｍ３）。
解 （１）２７℃时氦中的声速为

牣＝ 犞爲爴槡爩 ＝ ５×８．３１×（２７＋２７３）
３×４×１０槡 －３ ｍ燉ｓ＝１．０２×１０３ｍ燉ｓ

２７℃时氢中的声速为

牣＝ 犞爲爴槡爩 ＝ ７×８．３１×（２７＋２７３）
５×２×１０槡 －３ ｍ燉ｓ＝１．３２×１０３ｍ燉ｓ

同温度下空气中的声速为

牣＝ 犞爲爴槡爩 ＝ ７×８．３１×（２７＋２７３）
５×２９×１０槡 －３ ｍ燉ｓ＝３４７ｍ燉ｓ

（２）根据公式 牣＝ 犞爲爴槡爩
可解得 犞＝ 牣

２爩
爲爴 ＝

３３１２× ２９× １０－３

８．３１× ２７３ ＝ １．４０

（３）根据公式牣 槡＝ 牁燉犱可得

牁＝ 牣２犱＝ ５１００２× ７．８× １０３Ｎ燉ｍ２＝ ２．０３× １０１１Ｎ燉ｍ２

【】 （１）已知在室温下空气中的声速为３４０ｍ燉ｓ，水中的声
速为１４５０ｍ燉ｓ，能使人耳听到的声波频率在２０至２００００Ｈｚ之间，
求这两极限频率的声波在空气中和水中的波长。（２）人眼所能见到
的光（可见光）的波长范围为４００ｎｍ（属于紫光）至７６０ｎｍ（属于红
光）。求可见光的频率范围（１ｎｍ＝１０－９ｍ）。
解 （１）犩１＝２０Ｈｚ时

犧空气 ＝ 牣
空气

犩１ ＝
３４０
２０ｍ＝ １７ｍ

犧水 ＝ 牣
水

犩１ ＝
１４５０
２０ ｍ＝ ７２．５ｍ
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犩２＝２００００Ｈｚ时

犧空气 ＝ 牣
空气

犩２ ＝
３４０
２００００ｍ＝ ０．０１７ｍ

犧水 ＝ 牣
水

犩２ ＝
１４５０
２００００ｍ＝ ０．０７２５ｍ

（２）犩１＝ 牅犧１＝
３×１０８

４００×１０－９Ｈｚ＝７．５×１０
１４Ｈｚ

犩２＝ 牅犧２＝
３×１０８

７６０×１０－９Ｈｚ＝３．９×１０
１４Ｈｚ

可见光的频率范围是

３．９× １０１４Ｈｚ≤ 犩≤ ７．５× １０１４Ｈｚ
【】 一横波沿绳子传播时的波动表达式为 牪＝０．０５·

ｃｏｓ（１０π牠－４π牨），牨、牪的单位为ｍ，牠的单位为ｓ。（１）求此波的振幅、
波速、频率和波长；（２）求绳子上各质点振动的最大速度和最大加
速度；（３）求牨＝０．２ｍ处的质点在牠＝１ｓ时的相位，它是原点处质
点在哪一时刻的相位？（４）分别画出牠＝１ｓ、１．２５ｓ、１．５０ｓ各时刻
的波形。
解 （１）将题设绳波表达式

牪＝ ０．０５ｃｏｓ（１０π牠－ ４π牨）＝ ０．０５ｃｏｓ２π５牠－ 牨槏 槕０．５

与一般波动表达式牪＝爛ｃｏｓ２π犩牠－牨槏 槕犧 比较，得振幅爛＝０．０５ｍ，
频率犩＝５Ｈｚ，波长犧＝０．５ｍ。波速

牣＝ 犧犩＝ ０．５× ５ｍ燉ｓ＝ ２．５ｍ燉ｓ
（２）绳上各质点振动时的最大速度

牤ｍａｘ＝犽爛＝ ２π犩爛＝ ２× ３．１４× ５× ０．０５ｍ燉ｓ
＝１．５７ｍ燉ｓ

绳上各质点振动时的最大加速度

牃ｍａｘ＝犽２爛＝ ４π２犩２爛

＝４× ３．１４２× ５２× ０．０５ｍ燉ｓ２＝ ４９．３ｍ燉ｓ２

（３）将牨＝０．２ｍ，牠＝１ｓ代入（１０π牠－４π牨）得所求相位为
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１０π× １－ ４π× ０．２＝ ９．２π
牨＝０．２ｍ处质点的振动比原点处质点的振动在时间上落后

牨
牣＝

０．２
２．５ｓ＝ ０．０８ｓ

所以它是原点处质点在牠０＝（１－０．０８）ｓ＝０．９２ｓ时的相位。
（４）牠＝１ｓ、１．２５ｓ和１．５０ｓ各时刻的波形如图６７所示。

图６７

【】 设有一平面简谐波牪＝０．０２ｃｏｓ２π 牠
０．０１－

牨槏 槕０．３，牨、牪

以ｍ计，牠以ｓ计。（１）求振幅、波长、频率和波速；（２）求牨＝０．１ｍ
处质点振动的初相位。
解 （１）将题设平面简谐波的表达式

牪＝ ０．０２ｃｏｓ２π 牠
０．０１－

牨槏 槕０．３
与一般表达式

牪＝ 爛ｃｏｓ２π 牠
爴－

牨槏 槕犧
比较，可得振幅爛＝０．０２ｍ，波长犧＝０．３ｍ，周期爴＝０．０１ｓ。因此
频率
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犩＝ １
爴＝

１
０．０１Ｈｚ＝ １００Ｈｚ

波速 牣＝ 犧犩＝ ０．３× １００ｍ燉ｓ＝ ３０ｍ燉ｓ
（２）将牨＝０．１ｍ代入波动表达式，得到位于该处的质点的振

动表达式

牪＝ ０．０２ｃｏｓ２π 牠
０．０１－

０．１槏 槕０．３＝ ０．０２ｃｏｓ
２π
０．０１牠－

２π槏 槕３
因而该处质点振动的初相位犗０＝－２π３。

【】 一平面简谐纵波沿线圈弹簧传播。设波沿着爭牨轴正
向传播，弹簧中某圈的最大位移为３．０ｃｍ，振动频率为２．５Ｈｚ，弹
簧中相邻两疏部中心的距离为２４ｃｍ。当牠＝０时，在牨＝０处质元的
位移为零并向爭牨轴正向运动。试写出该波的波动表达式。
解 已知振幅爛＝３．０ｃｍ＝３．０×１０－２ｍ，频率犩＝２．５Ｈｚ，波

长犧＝２４ｃｍ＝０．２４ｍ。牠＝０时，原点处质点的位移牪０＝０，速度牤０＞

０，故该质点的初相犗０＝－ π２。
将上式诸值代入平面简谐波的波动

表达式

牪＝ 爛ｃｏｓ２π犩牠－ 牨槏 槕犧 ＋ 犗［ ］０
中，即可得该波的波动表达式为

牪＝３．０× １０－２ｃｏｓ２π２．５牠－ 牨槏 槕０．２４－［ ］π２
＝３．０× １０－２ｃｏｓ５π牠－ 牨槏 槕０．６－［ ］π２

式中牠以ｓ计，牨、牪以ｍ计。
【】 一平面简谐波沿爭牨轴正向传播，振幅爛＝０．１ｍ，频

率犩＝１０Ｈｚ，当牠＝１．０ｓ时，牨＝０．１ｍ处的质点牃的振动状态为牪牃

＝０，而牤牃＝ ｄ牪槏 槕ｄ牠牃
＜０；此时牨＝２０ｃｍ处的质点牄的振动状态为牪牄

＝５．０ｃｍ，牤牄＞０。若犧＞０．１ｍ，求波的表达式。
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解 将已知参量爛和犩的值代入平面简谐波的波动表达式

牪＝ 爛ｃｏｓ２π犩牠－ 牨槏 槕犧 ＋ 犗［ ］０
中，得到 牪＝ ０．１ｃｏｓ２π１０牠－ 牨槏 槕犧 ＋ 犗［ ］０ ①

将牠＝１．０ｓ、牨＝０．１ｍ代入式①中，得到

牪牃＝ ０．１ｃｏｓ２π１０× １．０－ ０．１槏 槕犧 ＋ 犗［ ］０ ＝ ０
因为此时牤牃＜０，质点牃在此时的相位为

２π１０× １．０－ ０．１槏 槕犧 ＋ 犗０＝ ２牑π＋ π
２ ②

将牠＝１．０ｓ，牨＝０．２ｍ代入式①中，得到

牪牄＝ ０．１ｃｏｓ２π１０× １．０－ ０．２槏 槕犧 ＋ 犗［ ］０ ＝ ０．０５
因此 ｃｏｓ２π１０×１．０－０．２槏 槕犧 ＋犗［ ］０ ＝０．０５０．１＝ １２
波长犧＞０．１ｍ，则牃、牄两点的相位差小于２π。因为牤牄＞０，质点

牄此时的相位为

２π１０× １．０－ ０．２槏 槕犧 ＋ 犗０＝ ２牑π－ π
３ ③

由式②和式③联立求解，得到

犧＝ ０．２４ｍ， 犗０＝ ２牑π－ ５６３π

取牑＝９，则犗０＝－ ２３π。
将犧及犗０之值代入式①中，即得波的表达式

为

牪＝ ０．１ｃｏｓ２π１０牠－ 牨槏 槕０．２４－
２
３［ ］π

式中牠以ｓ计，牨、牪以ｍ计。

【】 已知一沿爭牨轴正向传播的平面余弦波在牠＝ １３ｓ
时的

波形如图６８所示，且周期爴＝２ｓ。（１）写出爭点和爮点的振动表
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达式。（２）写出该波的波动表达式。（３）求爮点离爭点的距离。

图６８

解 （１）由图可知，振幅爛＝１０ｃｍ＝０．１０ｍ，波长 犧＝２０×

２ｃｍ＝４０ｃｍ＝０．４０ｍ。原点处质点在 牠＝ １３ｓ
时的位移 牪０＝

－５ｃｍ＝－０．０５ｍ，且牤０＜０。又知爴＝２ｓ。将已知参量代入平面
简谐波的波动表达式

牪＝ 爛ｃｏｓ２π 牠
爴－

牨槏 槕犧 ＋ 犗［ ］０
中，得到 牪＝０．１０ｃｏｓ２π 牠

２－
牨槏 槕０．４０＋犗［ ］０

＝０．１０ｃｏｓπ牠－ π牨
０．２０＋犗槏 槕０ ①

令牨＝０，即得到爭点振动表达式

牪０＝ ０．１０ｃｏｓ（π牠＋ 犗０）

因牠＝ １３ｓ
时，牪０＝－０．０５ｍ，所以

ｃｏｓ １３π＋ 犗槏 槕０ ＝－ ０．０５０．１０＝－
１
２

又牤０＜０，故有

１
３π＋ 犗０＝

２
３π， 犗０＝ １

３π

爭点振动表达式即为
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牪０＝ ０．１０ｃｏｓπ牠＋槏 槕π３
令爮点坐标为牨爮，则爮点振动表达式为

牪爮＝ ０．１０ｃｏｓπ牠－ π牨爮
０．２０＋槏 槕π３ ②

由图可知，牠＝ １３ｓ
时，牪爮＝０，牤爮＞０。因此爮点相位为－ π２，

即

１
３π－

π牨爮
０．２０＋

π
３＝－

π
２

由此解得 π牨爮
０．２０＝

７
６π

将此结果代入式②中，即得爮点振动表达式为

牪爮＝ ０．１０ｃｏｓπ牠－ ５
６槏 槕π

（２）将犗０＝ π３
代入式①中，即得该波的波动表达式为

牪＝ ０．１０ｃｏｓπ牠－ π牨
０．２０＋槏 槕π３ ＝ ０．１０ｃｏｓπ牠－ 牨槏 槕０．２０＋［ ］π３

（３）在（１）中已得出

π牨爮
０．２０＝

７
６π

由此得出爮点离爭点距离

牨爮＝ ７
６× ０．２０ｍ＝ ０．２３３ｍ

图６９

【】 一平面波在介质中以速度牣＝２０ｍ燉ｓ沿爭牨轴负方向
传播，如图６９所示，已知牃点的振动表达式为牪牃＝３ｃｏｓ４π牠，牠的单
位为ｓ，牪的单位为ｍ。（１）以牃为坐标原点写出波动表达式；（２）以
距牃点５ｍ处的牄点为坐标原点，写出
波动表达式。
解 （１）以牃点为坐标原点的波

动表达式为
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牪＝ ３ｃｏｓ４π牠＋ 牨槏 槕２０ ①

（２）以牃点为坐标原点时，牄点的坐标为牨＝－５ｍ，代入式①，
得牄点的振动表达式为

牪牄＝ ３ｃｏｓ４π牠－ ５槏 槕２０＝ ３ｃｏｓ（４π牠－ π）
若以牄点为坐标原点，则波动表达式为

牪＝ ３ｃｏｓ４π牠＋ 牨槏 槕２０［ ］－ π

【】 一平面简谐波在牠＝０时的波形曲线如图６１０所示，
波速牣＝０．０８ｍ燉ｓ。（１）写出该波的波动表达式；（２）画出牠＝爴燉８时
的波形曲线。

图６１０

解 （１）由图６１０可知，振幅爛＝０．０４ｍ，波长犧＝０．４ｍ，在

坐标原点，牠＝０时，牪０＝０，牤０＜０。因此，爭点初相犗０＝ π２。
又已知波

速牣＝０．０８ｍ燉ｓ，因此波的周期

爴＝ 犧
牣＝

０．４
０．０８ｓ＝ ５ｓ

将已知参量代入平面简谐波的波动表达式

牪＝ 爛ｃｏｓ２π 牠
爴－

牨槏 槕犧 ＋ 犗［ ］０
中，即得该波的波动表达式为

牪＝０．０４ｃｏｓ２π 牠
５－

牨槏 槕０．４＋［ ］π２
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＝０．０４ｃｏｓ０．４π牠－ ５π牨＋槏 槕π２
（２）将牠＝爴８＝

５
８ｓ
代入波动表达式中，即得此时的波形方程

为

牪＝ ０．０４ｃｏｓ５π牨－ ３
４槏 槕π

波形曲线如图６１１所示。

图６１１ 图６１２

【】 一列沿爭牨轴正向传播的简谐波，已知牠１＝０和牠２＝
０．２５ｓ时的波形如图６１２所示。试求：（１）爮点的振动表达式；（２）
此波的波动表达式；（３）画出爭点的振动曲线。

解 （１）由图６１２可知，振幅爛＝０．２ｍ，３４犧＝０．４５ｍ，
所以

波长犧＝０．６ｍ。在Δ牠＝０．２５ｓ的时间里，波形传播了 １４犧（
假定Δ牠＜

爴），因此

１
４爴＝ ０．２５ｓ， 爴＝ ０．２５× ４ｓ＝ １．０ｓ

从图６１２上还可看出，牠＝０时，牪爮＝０，牤爮＞０，因此爮点的初相犗爮０

＝－ π２。
于是爮点的振动表达式为

牪爮＝ 爛ｃｏｓ２π爴牠＋ 犗槏 槕爮０ ＝ ０．２ｃｏｓ２π牠－槏 槕π２
（２）波的传播速度

牣＝ 犧
爴＝

０．６
１．０ｍ燉ｓ＝ ０．６ｍ燉ｓ
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以爮点为坐标原点时，波动表达式为

牪＝ ０．２ｃｏｓ２π牠－ 牨′槏 槕０．６－［ ］π２ ①

由图６１２可以看出，爮点坐标为

牨爮＝ １
２犧＝

１
２× ０．６ｍ＝ ０．３ｍ

因此，牨′＝牨－牨爮＝牨－０．３，代入式①中，即得所求波动表达式为

牪＝０．２ｃｏｓ２π牠－ 牨－ ０．３槏 槕０．６ －［ ］π２
＝０．２ｃｏｓ２π牠－ 牨槏 槕０．６＋［ ］π２

另一种解法：原点与爮点相距 犧２，
原点振动相位比爮点超前π，

因此原点的初相

犗０＝ π－ π
２＝

π
２

原点处的振动表达式为

牪０＝ ０．２ｃｏｓ２π牠＋槏 槕π２
波动表达式即为

牪＝ ０．２ｃｏｓ２π牠－ 牨槏 槕０．６＋［ ］π２
（３）爭点的振动表达式为

牪０＝ ０．２ｃｏｓ２π牠＋槏 槕π２
振动曲线如图６１３所示。

【】 已知一沿爭牨轴负方向传播的平面余弦波，在牠＝ １３ｓ

时的波形如图６１４所示，且周期爴＝２ｓ。（１）写出爭点的振动表达
式；（２）写出此波的波动表达式；（３）写出爯点的振动表达式；（４）爯
点离爭点的距离多大？
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图６１３ 图６１４

解 （１）由图６１４可知，振幅爛＝１０ｃｍ＝０．１０ｍ，当牠＝ １３ｓ

时，牪０＝－５ｃｍ＝－０．０５ｍ，牤０＞０。又已知周期爴＝２ｓ。可先将爭
点的振动表达式写为

牪０＝ 爛ｃｏｓ２π爴牠＋ 犗槏 槕０ ＝ ０．１０ｃｏｓ（π牠＋ 犗０） ①

当牠＝ １３ｓ
时，牪０＝－０．０５ｍ＝－爛２，

且牤０＞０，由旋转矢量图示法，

可以判定此时爭点的相位为－ ２３π，
即

π牠＋ 犗０＝ π
３＋ 犗０＝－

２
３π

由此可得犗０＝－π，代入式①中，即得爭点振动表达式为

牪０＝ ０．１０ｃｏｓ（π牠－ π）

（２）由图６１４可以看出，波长犧＝２０×２ｃｍ＝４０ｃｍ＝０．４０ｍ。
波速即为

牣＝ 犧
爴＝

０．４０
２ ｍ燉ｓ＝ ０．２０ｍ燉ｓ

此波的波动表达式为

牪＝ ０．１０ｃｏｓπ牠＋ 牨槏 槕０．２０［ ］－ π ②

（３）令爯点坐标为牨爯，代入式②，则爯点振动表达式为

牪爯＝ ０．１０ｃｏｓπ牠＋ π牨爯
０．２０槏 槕－ π ③
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由图可知，牠＝ １３ｓ
时，牪爯＝０，牤爯＜０。因此爯点相位为 π２，

即

１
３π＋

π牨爯
０．２０－ π＝

π
２

由此解得 π牨爯
０．２０＝

７
６π

将上式代入式③，即得爯点振动表达式为

牪爯＝ ０．１０ｃｏｓπ牠＋ １
６槏 槕π

（４）在（３）中已得出

π牨爯
０．２０＝

７
６π

由此得出爯点离爭点的距离为

牨爯＝ ７
６× ０．２０ｍ＝ ０．２３３ｍ

【】 一正弦式声波，沿直径为０．１４ｍ的圆柱形管行进，
波的强度为９．０×１０－３Ｗ燉ｍ２，频率为３００Ｈｚ，波速为３００ｍ燉ｓ。问：
（１）波中的平均能量密度和最大能量密度是多少？（２）每两个相邻
的、相位差为２π的同相面间有多少能量？
解 （１）波中的平均能量密度为

牥＝ 爤
牣＝

９．０× １０－３

３００ Ｊ燉ｍ３＝ ３．０× １０－５Ｊ燉ｍ３

最大能量密度

牥ｍａｘ＝ ２牥＝ ２× ３．０× １０－５Ｊ燉ｍ３＝ ６．０× １０－５Ｊ燉ｍ３

（２）波长 犧＝ 牣犩＝
３００
３００ｍ＝１．０ｍ

相位差为２π的两个同相面间的距离就等于波长，因此，两相邻同
相面间的体积

爼＝ 爳犧＝ １
４π牆

２犧

两相邻同相面间波的能量即为
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爾 ＝牥爼＝ １
４π牆

２犧牥

＝ １４× ３．１４× ０．１４
２× １．０× ３．０× １０－５Ｊ

＝４．６２× １０－７Ｊ
【】 一平面简谐声波的频率为５００Ｈｚ，在空气中以速度牣

＝３４０ｍ燉ｓ传播。到达人耳时，振幅爛＝１０－４ｃｍ，试求人耳接收到
声波的平均能量密度和声强（空气的密度犱＝１．２９ｋｇ燉ｍ３）。
解 人耳接收到的声波的平均能量密度为

牥＝ １２犱爛
２犽２＝ ２π２犱爛２犩２

＝２× ３．１４２× １．２９× （１０－６）２× ５００２Ｊ燉ｍ３

＝６．３６× １０－６Ｊ燉ｍ３

声强 爤＝牥牣＝６．３６×１０－６×３４０Ｗ燉ｍ２＝２．１６×１０－３Ｗ燉ｍ２

【】 两人轻声说话时的声强级为４０ｄＢ，闹市中的声强级
为８０ｄＢ，问闹市中的声强是轻声说话时声强的多少倍？
解 设两种声强级分别为爤Ｌ１和爤Ｌ２，两种声强分别为爤１和爤２，则

爤Ｌ１＝ １０ｌｇ
爤１
爤０， 爤１＝ 爤０１０爤Ｌ１燉１０

同理 爤２＝ 爤０１０爤Ｌ２燉１０

因此 爤２
爤１＝ １０

１
１０（爤Ｌ２－爤Ｌ１）＝ １０

１
１０×（８０－４０）＝ １０４

爤２＝ １０４爤１
【】 一波源以３５０００Ｗ 的功率向空间均匀发射球面电

磁波。在某处测得波的平均能量密度为７．８×１０－１５Ｊ燉ｍ３。求该处
离波源的距离。电磁波的传播速度为３．０×１０８ｍ燉ｓ。
解 设该处离波源的距离为牜，在以波源为球心，以牜为半径

的球面上的能流等于波源的功率，即

爮＝ 牥牣爳＝ ４π牥牣牜２

由此可得
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牜＝ 爮
４π牥

－槡 牣
＝ ３５０００

４× ３．１４× ７．８× １０－１５× ３．０× １０槡 ８ｍ

＝３．４５× １０４ｍ＝ ３４．５ｋｍ
【】 一扬声器的膜片，半径为０．１ｍ，使它产生１ｋＨｚ、４０

Ｗ 的声辐射，则膜片的振幅应多大？已知该温度下空气的密度为

１．２９ｋｇ燉ｍ３，声速为３４４ｍ燉ｓ。
解 以爮表示扬声器功率，爳表示膜片面积，则扬声器辐射的

声强为

爤＝ 爮爳＝
爮
π牜２

声强又可表示为 爤＝ １２犱牣犽
２爛２＝２π２犱牣犩２爛２

因此 ２π２犱牣犩２爛２＝ 爮
π牜２

爛＝ 爮
２π３牜２犱牣犩槡 ２＝

１
π牜犩

爮槡２π犱牣
＝ １
３．１４× ０．１× １０３

４０槡２× ３．１４× １．２９× ３４４ｍ
＝３．８× １０－４ｍ＝ ０．３８ｍｍ

【】 一弹性波在介质中以速度牣＝１０３ｍ燉ｓ传播，振幅爛＝

１．０×１０－４ｍ，频率犩＝１０３Ｈｚ，若该介质的密度为８００ｋｇ燉ｍ３。求：

（１）该波的平均能流密度；（２）１分钟内垂直通过面积爳＝４×１０－４

ｍ２的总能量。
解 （１）该波的平均能流密度（波的强度）为

爤＝ １２犱牣犽
２爛２＝ ２π２犱牣犩２爛２

＝２× ３．１４２× ８００× １０３× （１０３）２× （１．０× １０－４）２Ｗ燉ｍ２

＝１．５８× １０５Ｗ燉ｍ２

（２）所求总能量为
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爾 ＝ 爤爳牠＝ １．５８× １０５× ４× １０－４× ６０Ｊ＝ ３．７９× １０３Ｊ
【】 距一点声源１０ｍ的地方，声音的声强级是２０ｄＢ。若

不计介质对声波的吸收，求：（１）距离声源５．０ｍ处的声强级；（２）
距声源多远，声音就听不见了。
解 （１）声强级与声强的关系是

爤Ｌ＝ １０ｌｇ爤爤０
因此有

爤Ｌ２－ 爤Ｌ１＝ １０ｌｇ
爤２
爤０－ ｌｇ

爤１
爤槏 槕０ ＝ １０ｌｇ爤２爤１ ①

声源是点状的，发出球面波。不计介质吸收时，球面波的振幅与到
波源的距离成反比，强度则与到波源的距离的平方成反比，即

爤２∶爤１＝ 牜２１∶牜２２ ②
将式②代入式①中，即得

爤Ｌ２－ 爤Ｌ１＝ １０ｌｇ
牜１
牜槏 槕２

２

爤Ｌ２＝爤Ｌ１＋ １０ｌｇ
牜１
牜槏 槕２

２

＝ 爤Ｌ１＋ ２０ｌｇ
牜１
牜２

＝ ２０＋ ２０ｌｇ１０槏 槕５ ｄＢ＝ ２６ｄＢ

（２）设距声源牜３处，声音就听不见了，该处声强级爤Ｌ３＝０。根据

（１）中的讨论，可得

爤Ｌ３＝ 爤Ｌ１＋ ２０ｌｇ
牜１
牜３＝ ０

由此解得

牜３＝ 牜１燈１０
爤Ｌ１燉２０＝ １０× １０２０燉２０ｍ＝ １００ｍ

【】 一扬声器发出的声波，在６ｍ远处的强度为１．０×
１０－３Ｗ燉ｍ２，频率是２０００Ｈｚ，设没有反射，而且扬声器向各方向均
匀地发射。（１）在３０ｍ处的声强为多大？（２）６．０ｍ处的位移振幅
为多大？（３）６．０ｍ处的压强振幅为多大？
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解 （１）扬声器发出球面波，某处声强与该处到扬声器的距
离的平方成反比，即

爤２
爤１＝

牜１
牜槏 槕２

２

所以 爤２＝
牜１
牜槏 槕２

２

爤１＝ ６槏 槕３０
２

× １．０× １０－３Ｗ燉ｍ２

＝４．０× １０－５Ｗ燉ｍ２

（２）声强与位移振幅爛的关系为

爤＝ １
２犱牣犽

２爛２＝ ２π２犱牣犩２爛２

爛＝ １
π犩

爤槡２犱牣
已知空气密度犱＝１．２９ｋｇ燉ｍ３，空气中声速牣＝３３１ｍ燉ｓ。代入上式
得

爛＝ １
３．１４× ２０００

１．０× １０－３槡２× １．２９× ３３１ｍ＝ １．７２× １０－７ｍ
（３）压强振幅

牘ｍ ＝犱牣犽爛＝ ２π犱牣犩爛

＝２× ３．１４× １．２９× ３３１× ２０００× １．７２× １０－７Ｎ燉ｍ２

＝０．９２２Ｎ燉ｍ２

【】 天线爮、爯为两个以同相位、同频率、同振幅振动的
相干波源，它们在同一介质中。设频率为犩，波长为犧，爮、爯间距离为

３
２犧，爲
为爮爯延长线上离爯很远的一点：两波在该点的振幅可视为

相等。试求：（１）自爮发出的波在爲点的振动与自爯发出的波在爲
点的振动的相位差；（２）爲点的合振动的振幅。
解 （１）在爲点两波引起的振动的相位差为

Δ犗＝ ２π爮爲－ 爯爲犧 ＝ ２π爮爯犧 ＝ ２π

３
２犧

犧 ＝ ３π
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（２）因为Δ犗＝３π，合振动振幅

爛＝ 燏爛１－ 爛２燏＝ ０

【】 设爳１和爳２为两相干波源，相距 １４犧，爳１
的相位比爳２的

相位超前 π
２。
若两波在爳１、爳２连线方向上的强度相同，均为爤０，且不

随距离变化，问爳１、爳２连线上在爳１外测各点的合成波的强度如何？
又在爳２外侧各点的强度如何？

图６１５

解 已知爳１爳２＝ 犧４，犗１０－犗２０＝
π
２。

设爮１为爳１外侧之任意点（图６１５）。令

爮１爳１＝ 牜１， 爮１爳２＝ 牜２
从两相干波源爳１、爳２发出的波在爮１点引起的振动的相位差

Δ犗＝ 犗２０－ 犗１０－ ２π
牜２－ 牜１
犧 ＝－ π

２－ ２π
犧燉４
犧 ＝－ π

表明在爮１点两振动反相，而且与爮１点位置无关，故在爳１外侧任一
点都有

爛＝ 燏爛１－ 爛２燏＝ 燏爛０－ 爛０燏＝ ０
因为波的强度 爤∝爛２

所以合成波的强度为零，即爳１外侧诸点无振动。
设爮２为爳２外侧任意点，令

爮２爳１＝ 牜１， 爮２爳２＝ 牜２
从爳１、爳２发出的波在爮２引起的振动的相位差

Δ犗＝ 犗２０－ 犗１０－ ２π
牜２－ 牜１
犧 ＝－ π

２－ ２π
－ 犧燉４
犧 ＝ ０

表明在爮２点两振动同相，故在爳２外侧任一点都有

爛＝ 爛１＋ 爛２＝ 爛０＋ 爛０＝ ２爛０
合成波的强度爤与单一波源发出的波的强度爤０的比

爤∶爤０＝ 爛２∶爛２０＝ （２爛０）２∶爛２０＝ ４
即在爳２外侧各点波的强度是单一波源发出的波的强度的４倍。
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【】 同一介质中的两个波源位于 爛、爜两点，其振幅相
等，频率都是１００Ｈｚ，相位差为π。若爛、爜两点相距为３０ｍ，波在介
质中的传播速度为４００ｍ燉ｓ，试求爛爜连线上因干涉而静止的各点
位置。

图６１６

解 如图６１６所示，取点爛为坐标
原点，沿爛爜方向作牨轴。设爛、爜两点距
离为牓，爮为爛、爜间的一点，坐标为牨。在
点爮，两波源引起的振动的相位差

Δ犗＝犗２０－ 犗１０－ ２π
牜２－ 牜１
犧 ＝ π－ ２π（牓－ 牨）－ 牨犧

＝π－ ２π牓－ ２牨犧

已知牓＝３０ｍ，波长犧＝ 牣犩＝
４００
１００ｍ＝４ｍ，

代入上式得

Δ犗＝ π－ ２π３０－ ２牨４ ＝－ １４π＋ π牨

当 Δ犗＝（２牑＋１）π
时，爮点振幅爛＝燏爛１－爛２燏＝０，即爮点静止。故静止各点的坐标可
由方程

－ １４π＋ π牨＝ （２牑＋ １）π
求得为 牨＝（２牑＋１５）ｍ
因为０＜牨＜３０ｍ，故取牑＝０，±１，±２，…，±７，即

牨＝ １，３，５，…，２７，２９ｍ
各点静止。
设爮′点是爛点外侧一点，在该点，两波源引起的振动的相位差

Δ犗＝ 犗２０－ 犗１０－ ２π
牜２－ 牜１
犧 ＝ π－ ２π３０４＝－ １４π

因此爮′点的振幅爛＝爛１＋爛２＝２爛１。在爛点外侧各点振动都是最大
振幅，无静止点。同理，在爜点外侧也没有静止点。

【】 地面上波源爳与高频率波探测器爟之间的距离为牆
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（图６１７），从爳直接发出的波与从爳发出经高度为爣 的水平层反
射后的波，在爟处加强，反射线及入射线与水平层所成的角度相
同。当水平层逐渐升高牎距离时，在爟处测不到讯号。不考虑大气
的吸收。试求此波源爳发出波的波长。
解 设从爳点到高为爣 的反射点的距离为牜，则因在爟点处，

反射波与直接发出的波振动加强，波程差

犠１＝ ２牜－ 牆＝ 牑犧
在反射点升高牎时，爟处测不到讯号，反射波与直接发出的波振动
相消，波程差

犠２＝ ２牜′－ 牆＝ 牑犧＋ 犧燉２
犠２－ 犠１＝ ２（牜′－ 牜）＝ 犧燉２

式中 牜＝ 爣２ 槏 槕＋ 牆燉２槡 ２， 牜′＝ （爣＋牎）２ 槏 槕＋ 牆燉２槡 ２

代入后，得所求波长

犧＝ ２ ４（爣 ＋ 牎）２＋ 牆槡 ２－ ４爣２＋ 牆槡［ ］２

图６１７ 图６１８

【】 有一平面波牪＝２ｃｏｓ６００π牠－ 牨槏 槕３３０（ＳＩ），
传到隔板上

的两个小孔爛、爜上，爛、爜相距１ｍ，爮爛⊥爛爜，如图６１８所示。若从

爛、爜传出的子波到达爮点时恰好相消，求爮点到爛点的距离。
解 将所给平面波的表达式
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牪＝ ２ｃｏｓ６００π牠－ 牨槏 槕３３０
与简谐平面波的一般表达式

牪＝ 爛ｃｏｓ犽牠－ 牨槏 槕牣
比较，可得犽＝６００πｓ－１，牣＝３３０ｍ燉ｓ，因此

犩＝ 犽
２π＝

６００π
２π Ｈｚ＝ ３００Ｈｚ

犧＝ 牣
犩＝

３３０
３００ｍ＝ １．１ｍ

设爛爜＝牆，爛爮＝牨，爜爮＝牜。小孔爛、爜是两个相位相同的相干
子波源，它们的子波在爮点恰好相消，则两子波在爮点的波程差

犠＝ 爜爮－ 爛爮＝ 牜－ 牨＝ 犧燉２
因为 牜＝ 牆２＋牨槡 ２

则有 牆２＋牨槡 ２－牨＝犧燉２
由此方程解得

牨＝ ４牆
２－ 犧２

４犧 ＝ ４× １
２－ １．１２

４× １．１ ｍ＝ ０．６３４ｍ

图６１９

【】 如图 ６１９所示，三个同频率、振
动方向相同（垂直纸面）的简谐波，在传播过程
中于爮点相遇。若三个简谐波各自单独在爳１、爳２
和爳３的振动表达式分别为

牪１ 槏 槕＝ 爛ｃｏｓ犽牠＋ π燉２
牪２＝ 爛ｃｏｓ犽牠
牪３ 槏 槕＝ 爛ｃｏｓ犽牠－ π燉２

如爳２爮＝４犧，爳１爮＝爳３爮＝５犧（犧为波长）。求爮点
的合振动表达式（设传播过程中各波的振幅不变）。
解 爳１、爳２、爳３三点的振动具有相同的方向、相同的频率和恒

定的相位差，它们可以被看成是三个相干波源。它们在爮点引起的
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振动的表达式分别为

牪爮１＝爛ｃｏｓ犽牠－ 爳１爮槏 槕牣 ＋［ ］π２
＝爛ｃｏｓ犽牠－ ２π５犧犧＋槏 槕π２ ＝ 爛ｃｏｓ犽牠－ １９２槏 槕π
牪爮２＝爛ｃｏｓ犽牠－ 爳２爮槏 槕牣 ＝ 爛ｃｏｓ犽牠－ ２π４犧槏 槕犧
＝爛ｃｏｓ（犽牠－ ８π）

牪爮３＝爛ｃｏｓ犽牠－ 爳３爮槏 槕牣 －［ ］π２ ＝ 爛ｃｏｓ犽牠－ ２π５犧犧－槏 槕π２
＝爛ｃｏｓ犽牠－ ２１２槏 槕π

爮点的合振动为

牪爮＝ 牪爮１＋ 牪爮２＋ 牪爮３
爳１和爳３在爮点引起的振动的相位差为

Δ犗＝－ １９２π－ － ２１２槏 槕π＝ π
因此这两个分振动相互抵消，爮点合振动表达式即为

牪爮＝ 牪爮２＝ 爛ｃｏｓ（犽牠－ ８π）

图６２０

【】 图６２０为声音干涉仪，用以演示声波的干涉。爳为扬
声器。爟为声音探测器，如耳或话筒。路径爳爜爟的长度可以变化，但
路径爳爛爟是固定的。干涉仪内有空气，且知声音强度在爜的第一位
置时为极小值１００单位。而渐增至爜距第一位置为

０．０１６５ｍ的第二位置时，有极大值９００单位。求：
（１）声源发出的声波频率；（２）抵达探测器的两波的
相对振幅（设声波在传播过程中振幅不变）。
解 （１）相干波的合成从极小到相邻的极大

之间的相位差的变化为π，相应的波程差的变化为

犧燉２。以牎表示爜从第一位置到第二位置移动的距
离，则
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２牎＝ 犧燉２
所以 犧＝４牎＝４×０．０１６５ｍ＝０．０６６ｍ
声波的频率（设声速牣＝３３１ｍ燉ｓ）为

犩＝ 牣
犧＝

３３１
０．０６６Ｈｚ＝ ５０１５Ｈｚ

（２）假定前后两次合成波的强度分别为爤１和爤２，相应的振幅

分别为爛′１和爛′２，则

爛′１
爛′２
＝ 爤槡１

爤槡２

＝ 槡１００
槡９００

＝ １
３

设两波的振幅分别为爛１和爛２，则

爛′１＝ 爛１－ 爛２， 爛′２＝ 爛１＋ 爛２
解此二方程得

爛１＝ １
２（爛′１＋ 爛′２）＝ ２爛′１， 爛２＝ １

２（爛′２－ 爛′１）＝ 爛′１

所以 爛１∶爛２＝２∶１
【】 两个波在一很长的弦线上传播。设其波动表达式为

牪１＝ ０．０６ｃｏｓπ２（２．０牨－ ８．０牠）

牪２＝ ０．０６ｃｏｓπ２（２．０牨＋ ８．０牠）

用ＳＩ单位。（１）求各波的频率、波长、波速；（２）求节点的位置；（３）
在哪些位置上，振幅最大？
解 （１）两个波的波动表达式可以改写为

牪１＝ ０．０６ｃｏｓ４π牠－ 牨槏 槕４ ， 牪２＝ ０．０６ｃｏｓ４π牠＋ 牨槏 槕４
与简谐平面波波动表达式的一般形式

牪＝ 爛ｃｏｓ犽牠 牨槏 槕牣
比较，得犽＝４πｓ－１，牣＝４ｍ燉ｓ。所以频率
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犩＝ 犽
２π＝

４π
２πＨｚ＝ ２Ｈｚ

波长 犧＝ 牣犩＝
４
２ｍ＝２ｍ

第一个波沿牨轴正方向传播，第二个波则相反。
（２）弦线上质点的合振动

牪＝牪１＋ 牪２＝ ０．０６ｃｏｓπ（牨－ ４牠）＋ ０．０６ｃｏｓπ（牨＋ ４牠）
＝０．１２ｃｏｓπ牨ｃｏｓ４π牠

这是一个驻波方程，弦线作驻波式振动。在节点位置

ｃｏｓπ牨＝ ０， π牨＝ （２牑＋ １）π２

牨＝ １
２（２牑＋ １）ｍ （牑＝ ０，± １，± ２，…）

（３）振幅最大处是波腹。在腹点位置

燏ｃｏｓπ牨燏＝ １， π牨＝ 牑π
牨＝ 牑ｍ （牑＝ ０，± １，± ２，…）

【】 一弦上驻波的表达式为

牪＝ ０．０２ｃｏｓ１６牨ｃｏｓ７５０牠 （ＳＩ）
（１）组成此驻波的各分行波的波幅及波速为多少？（２）节点间的距
离为多大？（３）牠＝２．０×１０－３ｓ时，位于牨＝０．０５ｍ处的质点速度为
多少？
解 （１）将弦上驻波表达式

牪＝ ０．０２ｃｏｓ１６牨ｃｏｓ７５０牠
与驻波的一般表达式

牪＝ ２爛ｃｏｓ２π犧牨ｃｏｓ
２π
爴牠

比较，可得

２爛＝ ０．０２ｍ， 爛＝ ０．０１ｍ
２π
犧＝ １６ｍ

－１， 犧＝ ２π１６ｍ＝
π
８ｍ
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２π
爴＝ ７５０ｓ

－１， 爴＝ ２π
７５０ｓ＝

π
３７５ｓ

波速 牣＝ 犧爴＝
π燉８
π燉３７５ｍ燉ｓ＝４７ｍ燉ｓ

（２）相邻节点间的距离为

Δ牨＝ 犧
２＝

π
１６ｍ＝ ０．２ｍ

（３）由弦上驻波表达式可得坐标为牨的质点在时刻牠的速度
为

牤＝ ｄ牪ｄ牠＝－ １５ｃｏｓ１６牨ｓｉｎ７５０牠

将牠＝２．０×１０－３ｓ，牨＝０．０５ｍ代入，即得所求速度

牤＝－ １５ｃｏｓ（１６× ０．０５）ｓｉｎ（７５０× ２．０× １０－３）ｍ燉ｓ
＝－ １０．４ｍ燉ｓ

【】 在一根线密度犨＝１０－３ｋｇ燉ｍ和张力爡＝１０Ｎ的弦线
上，有一列沿爭牨轴正方向传播的简谐波，其频率犩＝５０Ｈｚ，振幅爛
＝０．０４ｍ。已知弦线上离坐标原点牨１＝０．５ｍ处的质点在牠＝０时

刻的位移为＋爛２，
且沿爭牪轴负方向运动。当传播到牨２＝１０ｍ处固

定端时，被全部反射。试写出：（１）入射波和反射波的波动表达式；
（２）入射波与反射波叠加的合成波在０≤牨≤１０ｍ区间内波腹和波
节处各点的坐标；（３）合成波的平均能流。
解 （１）弦线上波速为

牣＝ 爡槡犨＝ １０
１０槡－３ｍ燉ｓ＝ １００ｍ燉ｓ

波长 犧＝ 牣犩＝
１００
５０ｍ＝２．０ｍ

由旋转矢量图可以确定坐标为牨１＝０．５ｍ的质点振动的初相为

犗＝ π３。
该点与原点相距

Δ牨＝ 牨１＝ ０．５ｍ＝ ２．０４ ｍ＝
犧
４
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因此，原点处质点与该点处质点振动的相位差

犗０－ 犗＝ ２πΔ牨犧＝ ２π
犧燉４
犧 ＝

π
２

原点处初相即为 犗０＝犗＋ π２＝
π
３＋

π
２＝

５
６π

于是入射波的波动表达式为

牪入 ＝爛ｃｏｓ２π犩牠－
牨槏 槕牣 ＋ 犗［ ］０

＝０．０４ｃｏｓ１００π牠－ 牨槏 槕１００＋
５
６［ ］π

反射波与入射波传播方向相反；入射波被固定端反射时，出现
半波损失，反射波相位增加π。因此反射波的波动表达式为

牪反 ＝ ０．０４ｃｏｓ１００π牠＋
牨槏 槕１００＋

１１
６［ ］π

（２）入射波与反射波叠加后形成驻波。驻波方程为

牪＝ ０．０８ｃｏｓπ牨＋槏 槕π２ ｃｏｓ１００π牠＋ ４
３槏 槕π

波腹处满足条件 π牨＋ π２＝牑π

即 牨＝ 牑－槏 槕１２ ｍ

因为０≤牨≤１０ｍ，在此区间波腹位置为

牨＝ ０．５，１．５，…，９．５ｍ

波节处满足条件 π牨＋ π２＝（２牑＋１）
π
２

即 牨＝牑ｍ
在区间０≤牨≤１０ｍ，波节坐标为牨＝０，１，２，…，１０ｍ。

（３）在驻波中没有能量的定向传播，因而平均能流为零。
【】 在图６２１所示的驻波演示实验中，电动音叉的频率

为４００Ｈｚ，设弦线爛爜上形成３个波腹，其振幅为０．３０ｃｍ，波在弦
线上的速度为３２０ｍ燉ｓ。（１）求此弦线的长度；（２）若以弦线中点为
坐标原点，试写出驻波的表达式。
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图６２１

解 （１）波长犧＝ 牣犩＝
３２０
４００ｍ＝０．８０ｍ。

由图６２１可知，弦线

上若有三个波腹，则有四个节点。相邻波节间距离为犧燉２，因此弦线
的长度

爛爜＝ ３× 犧
２＝ ３×

０．８０
２ ｍ＝ １．２ｍ

（２）弦线中点为一波腹。取中点为坐标原点时，牨的定义域为

－０．６ｍ≤牨≤０．６ｍ。因此驻波表达式为

牪＝爛ｃｏｓ２π犧牨ｃｏｓ
２π
爴牠＝ 爛ｃｏｓ

２π
犧牨ｃｏｓ２π犩牠

＝０．３０× １０－２ｃｏｓ２π０．８牨ｃｏｓ（２π× ４００牠）

＝３．０× １０－３ｃｏｓ５π２牨ｃｏｓ８００π牠 （－ ０．６ｍ≤ 牨≤ ０．６ｍ）

式中牨、牪以ｍ计，牠以ｓ计。
【】 （１）火车以 ９０ｋｍ燉ｈ的速度行驶，其汽笛的频率为

５００Ｈｚ。一个人站在铁轨旁，当火车从他身边驶过时，他听到的汽
笛声的频率变化是多大？设声速为３４０ｍ燉ｓ。（２）若此人坐在汽车
里，而汽车在铁轨旁的公路上以５４ｋｍ燉ｈ的速率迎着火车行驶。试
问此人听到汽笛声的频率为多大？
解 （１）当火车向站立者驶近时，他听到的汽笛声频率为

犩Ｒ１＝ 牣
牣－ 牤Ｓ犩Ｓ

当火车驶离站立者时，他听到的汽笛声频率为

·８６１· 普通物理思考题与习题解答



犩Ｒ２＝ 牣
牣＋ 牤Ｓ犩Ｓ

因此，当火车从站立者身边驶过时，他听到的汽笛声的频率的变化
为

Δ犩＝ 犩Ｒ１－ 犩Ｒ２＝ 牣
牣－ 牤Ｓ犩Ｓ－

牣
牣＋ 牤Ｓ犩Ｓ＝

２牣牤Ｓ犩Ｓ
牣２－ 牤２Ｓ

已知牣＝３４０ｍ燉ｓ，牤Ｓ＝９０ｋｍ燉ｈ＝２５ｍ燉ｓ，犩Ｓ＝５００Ｈｚ，代入上式，
则

Δ犩＝ ２× ３４０× ２５× ５００３４０２－ ２５２ Ｈｚ＝ ７４Ｈｚ

（２）在这种情况下，此人听到的汽笛声频率为

犩Ｒ＝
牣＋ 牤Ｒ
牣－ 牤Ｓ犩Ｓ

已知牤Ｒ＝５４ｋｍ燉ｈ＝１５ｍ燉ｓ，代入上式得

犩Ｒ＝ ３４０＋ １５３４０－ ２５× ５００Ｈｚ＝ ５６３．５Ｈｚ

【】 正在报警的警钟，每隔０．５ｓ钟响一声，一声接一声
地响着。有一个人坐在以６０ｋｍ燉ｈ的速度向警钟行驶的火车中，问
这个人在１ｍｉｎ内听到几响？

解 警钟报警频率犩Ｓ＝ １
０．５ｓ

－１＝２ｓ－１，火车（人）的速度牤Ｒ＝

６０ｋｍ燉ｈ＝１６．７ｍ燉ｓ。设声速牣＝３４０ｍ·ｓ－１，则火车中的人在１
ｍｉｎ内听到的响声数为

牕＝ ６０犩Ｒ＝ ６０
牣＋ 牤Ｒ
牣 犩Ｓ＝ ６０× ３４０＋ １６．７３４０ × ２＝ １２６

【】 一声源的频率为１０８０Ｈｚ，相对于地以３０ｍ燉ｓ的速
率向右运动。在其右方有一反射面相对于地以６５ｍ燉ｓ的速率向左
运动。设空气中的声速为３３１ｍ燉ｓ。求：（１）声源在空气中发出声音
的波长；（２）每秒钟到达反射面的波数；（３）反射波的速率；（４）反射
波的波长。
解 （１）运动声源在空气中发出声音的波长为
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犧１＝
牣－ 牤Ｓ
犩Ｓ ＝ ３３１－ ３０１０８０ ｍ＝ ０．２８ｍ

（２）每秒到达反射面的波数也就是反射面“接收”到的声音的
频率，其值为

犩Ｒ＝
牣＋ 牤Ｒ
牣－ 牤Ｓ犩Ｓ＝

３３１＋ ６５
３３１－ ３０× １０８０Ｈｚ＝ １４２１Ｈｚ

（３）反射波的速率与反射面的运动无关，只取决于空气的状
态，故仍为牣＝３３１ｍ燉ｓ。

（４）反射波的波长为

犧２＝ 牣
犩Ｒ ＝

３３１
１４２１ｍ＝ ０．２３３ｍ

【】 试计算：（１）一波源（振动的频率为２０４０Ｈｚ）以速度

牤Ｓ向一反射面接近（图６２２），观察者在爛点听得拍音的频率为Δ犩
＝３Ｈｚ，求波源移动的速度牤Ｓ，设声速为３４０ｍ燉ｓ。（２）若（１）中波源
没有运动，而反射面以速度牤＝０．２０ｍ燉ｓ向观察者爛接近，所听得

图６２２

的拍音频率为Δ犩＝４Ｈｚ，求波源的频率。
解 （１）观察者在爛点接收到的来自

波源的声音频率为

犩Ｒ１＝ 牣
牣＋ 牤Ｓ犩Ｓ

观察者接收到的来自反射面的声音频率为

犩Ｒ２＝ 牣
牣－ 牤Ｓ犩Ｓ

这两列声波在爛点叠加后产生拍音，拍音频率

Δ犩＝ 犩Ｒ２－ 犩Ｒ１＝ 牣
牣－ 牤Ｓ犩Ｓ－

牣
牣＋ 牤Ｓ犩ｓ＝

２牣犩Ｓ牤Ｓ
牣２－ 牤２Ｓ

由此可得关于牤Ｓ的方程

Δ犩牤２Ｓ＋ ２牣犩Ｓ牤Ｓ－ Δ犩牣２＝ ０
代入数据后即为

３牤２Ｓ＋ ２× ３４０× ２０４０牤Ｓ－ ３× ３４０２＝ ０

·０７１· 普通物理思考题与习题解答



３牤２Ｓ＋ １．３９× １０６牤Ｓ－ ３．４７× １０５＝ ０
解此方程得到波源移动速度为

牤Ｓ＝ ０．２５ｍ燉ｓ
（２）对于波源来说，反射面相当于接收器，它接收到的声音频

率为

犩′＝ 牣＋ 牤牣 犩

对于观察者来说，反射面相当于另一波源，观察者接收到的来自反
射面的声音频率为

犩Ｒ１＝ 牣
牣－ 牤犩′＝

牣
牣－ 牤燈

牣＋ 牤
牣 犩＝ 牣＋ 牤牣－ 牤犩

观察者接收到的直接来自波源的声音频率为

犩Ｒ２＝ 犩
这两列声波叠加后产生的拍频

Δ犩＝ 犩Ｒ１－ 犩Ｒ２＝ 牣＋ 牤牣－ 牤犩－ 犩＝
２牤
牣－ 牤犩

因此波源的频率为

犩＝ （牣－ 牤）Δ犩２牤 ＝ （３４０－ ０．２０）× ４２× ０．２０ Ｈｚ＝ ３３９８Ｈｚ

【】 一固定的超声波探测器，在海水中发出一束频率犩＝
３００００Ｈｚ的超声波，被向着探测器驶来的潜艇反射回来，反射波
与原来的波合成后，得到频率为２４１Ｈｚ的拍。求潜艇的速率。设超
声波在海水中的波速为１５００ｍ燉ｓ。
解 本题解法与前题（２）的解法完全相同。由１６３４题（２）的

结果

犩＝ （牣－ 牤）Δ犩２牤
解得潜艇速率

牤＝ 牣Δ犩
２犩＋ Δ犩＝

１５００× ２４１
２× ３００００＋ ２４１ｍ燉ｓ＝ ６ｍ燉ｓ
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第七章 相对论基础

知 识 要 点

．伽利略相对性原理
在一个惯性系的内部所作的任何力学的实验都不能够确定这

一惯性系本身是在静止状态，还是在作匀速直线运动。
┫＝ ┫′， ┖＝ 牔┫， ┖′＝ 牔┫′

．狭义相对论基本原理

（１）爱因斯坦相对性原理。
（２）光速不变原理。
．洛伦兹变换
坐标变换式

牨′＝ 牨－ 牤牠
槏 槕１－ 牤燉牅槡 ２

， 牪′＝ 牪， 牫′＝ 牫

牠′＝ 牠－ 牤牨燉牅２

槏 槕１－ 牤燉牅槡 ２

速度变换式

牣′牨＝
牣牨－ 牤

１－ 牤
牅２牣牨

牣′牪＝
牣牪

１－ 牤
牅２牣牨

１－ 牤槏 槕牅槡
２



牣′牫＝
牣牫

１－ 牤
牅２牣牨

１－ 牤槏 槕牅槡
２

．同时性的相对性

时间膨胀 犳＝
犳０
１－犝槡 ２

犳０为原时，犝＝ 牤槏 槕牅
长度缩短 牓′＝牓 １－犝槡 ２ （牓为原长）
．相对论力学的基本方程

相对论质量 牔＝
牔０
槏 槕１－ 牤燉牅槡 ２

（牔０为静止质量）

相对论动量 ┺＝牔╀＝
牔０
槏 槕１－ 牤燉牅槡 ２╀

基本方程 ┖＝ｄ┺ｄ牠＝
ｄ（牔╀）
ｄ牠

．相对论能量
质能关系 爠＝牔牅２， 爠０＝牔０牅２

相对论动能 爠ｋ＝牔牅２－牔０牅２

相对论动量能量

爠２＝ 牅２牘２＋ 爠２０＝ 牅２牘２＋ 牔２０牅４

思考题解答

【】 相对论中运动物体长度缩短与物体线度的热胀冷缩
是否是一回事？
答 不是一回事。物体线度的热胀冷缩是由于温度变化而引

起的物体体积变化所致。相对论中运动物体沿运动方向的长度收
缩表明长度的量度与参考系有关：相对静止的参考系和相对运动
的参考系沿运动方向测出的长度数值是不一样的，动尺较短。

【】 有一枚接近于光速相对于地球飞行的宇宙火箭，在地
球上的观察者将测得火箭上的物体长度缩短，过程的时间延长，有
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人因此得出结论说：火箭上观察者将测得地球上的物体比火箭上
同类物体更长，而同一过程的时间缩短。这个结论对吗？
答 不对。火箭上的观察者观察到地球相对自己在运动，因而

上面的物体也相对自己运动，从而火箭上的观察者测得物体的长
度缩短，而同一过程的时间延长。

【】 化学家经常说：“在化学反应中，反应前的质量等于反
应后的质量”。以２ｇ氢与１６ｇ氧燃烧成水为例，注意到在这个反
应过程中大约放出了２．５×１０Ｊ热量，如考虑到相对论效应，则上
面的说法有无修正的必要？
答 氢与氧燃烧成水的化学反应方程式为２Ｈ２＋Ｏ２＝２Ｈ２Ｏ，

并释放出热量。根据相对论，由Δ爠＝Δ牔牅２知，释放出的热量相应

的质量为Δ牔＝Δ牫牅２＝
２．５×１０
牅２ 。因而严格地说其说法应修正为：反

应后的质量小于反应前的质量。不过由于 Δ牔＝ ２．５×１０
（３×１０８）２ｋｇ＝

２．７８×１０－１６ｋｇ太小，因而在实际中无修正的必要。
【】 下面两种论断是否正确？（１）在某个惯性系中同时、同

地发生的事件，在所有其他惯性系中也一定是同时、同地发生的。
（２）在某个惯性系中有两个事件，同时发生在不同地点，而在对该
系有相对运动的其他惯性系中，这两个事件却一定不同时。
答 设两事件分别为 １、２，在Ｋ惯性系中为 １（牨１，牠１）、２（牨２，

牠２），在Ｋ′惯性系中为１（牨′１，牠′１）、２（牨′２，牠′２）。应用洛伦兹变换可得

牨′２－ 牨′１＝ １
１－ 牤２燉牅槡 ２

［（牨２－ 牨１）－ 牤（牠２－ 牠１）］

牠′２－ 牠′１＝ １
１－ 牤２燉牅槡 ２

（牠２－ 牠１）－ 牤
牅２（牨２－ 牨１［ ］）

（１）如牨２＝牨１、牠２＝牠１，有牨′２＝牨′１，牠′２＝牠′１。可见论断正确。
（２）由牠２＝牠１、牨２≠牨１知牠′２≠牠′１，可见这一论断也正确。
【】 两只相对运动的标准时钟Ａ和Ｂ，从Ａ所在惯性系观

察，哪个钟走得快？从Ｂ所在惯性系观察，又是如何呢？
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答 根据时间膨胀即动钟变慢效应知，从Ａ所在惯性系观察，
Ａ钟走得快。从Ｂ所在惯性系观察，Ｂ钟走得快。

【】 洛伦兹变换与伽利略变换的本质差别是什么？如何理
解洛伦兹变换的物理意义？
答 其本质差别在于，伽利略变换的时空观是绝对时空观，认

为时间和空间是绝对的，它们的测量与运动无关。洛伦兹变换的时
空观是相对论时空观，认为时间和空间以及运动物质之间，是不可
分割地联系着的。测量与运动有关。
洛伦兹变换集中反映了时间、空间和物质运动三者的紧密联

系，它对高速运动和低速运动都成立。经典力学是它在牤牅时的
极限。洛伦兹变换中牤不能大于牅，则表明物体的速度不能超过真
空中的光速。

【】 长度的量度和同时性有什么关系？为什么长度的量度
和参考系有关？
答 长度的量度与相对观察者是静止还是运动，其操作会有

所区别。当棒对观察者静止时，观察者对两个端点坐标的测量，同
时与否均有相同结果。但当棒相对观察者运动时，观察者对棒两个
端点坐标的测量必须同时进行，否则不能测出其长度。
根据洛伦兹变换可知，如在Ｋ′参考系中静止的棒，Ｋ′参考系

中测得其长牓′＝牨′２－牨′１，则由于在Ｋ参考系中测一定要求同时（牠２
＝牠１），因而有

牓＝ 牨２－ 牨１＝
牨′２－ 牨′１
１－ 牤２燉牅槡 ２

可见同样的物体，在不同的参考系Ｋ′与Ｋ中测得的长度是不一样
的，即长度的量度与参考系有关。

【】 在相对论中，对动量定义┺＝牔╀和公式┖＝ｄ┺燉ｄ牠的
理解，与在牛顿力学中的有何不同？在相对论中，┖＝牔┫一般是否
成立？为什么？
答 牛顿力学中质量是恒量，牔为牔０，它与运动与否无关。在

·５７１·第七章 相对论基础



相对论中，牔＝
牔０
１－牤２燉牅槡 ２

，在┺＝牔╀和┖＝ｄ┺ｄ牠
中的牔均如此。

在相对论中，┖＝牔┫一般不成立。因为

┖＝ ｄ┺ｄ牠＝
ｄ（牔╀）
ｄ牠 ＝ ╀ｄ牔ｄ牠＋ 牔

ｄ╀
ｄ牠＝ ╀

ｄ牔
ｄ牠＋ 牔┫

比较即可知。只有在牤牅时，ｄ牔ｄ牠＝０，┖＝牔┫
才成立。

【】 什么叫质量亏损？它和原子能的释放有何关系？
答 当质子和中子结合组成原子核时，组合前它们的总静质

量为牔，组合成原子核的静质量为牔′，这两者不等，其差额Δ牔＝牔
－牔′称为原子核的质量亏损。
当质量亏损为Δ牔时，相应的有能量Δ爠＝Δ牔牅２放出。也就是

说当质子和中子组成原子核时，将释放出大量能量——原子核的
结合能，亦即原子能。

【】 相对论的能量与动量的关系式是什么？相对论的质量
与能量的关系式是什么？静止质量与静止能量的物理意义是什么？
答 相对论能量与动量关系式为

爠２＝ 牅２牘２＋ 爠２０＝ 牅２牘２＋ 牔２０牅４

相对论质量与能量关系式为

爠＝ 牔牅２， 爠０＝ 牔０牅２

静止质量牔０是物体在相对静止的惯性系中测出的质量。静止
能量牔０牅２是静止质量所对应的能量。

习 题 解 答

（下列各题中光速均以牅＝３．０×１０８ｍ燉ｓ计算）
【】 一个质点，在惯性系Ｋ′中作匀速圆周运动，轨道方程

为

牨′２＋ 牪′２＝ 牃２， 牫′＝ ０
试证：在惯性系Ｋ中的观察者测得该质点作椭圆运动，椭圆的中心
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以速度牤移动。
解 据题意知质点作平面运动。将洛伦兹变换公式

牨′＝ 牨－ 牤牠
１－ 犝槡 ２

， 牪′＝ 牪

代入圆方程牨′２＋牪′２＝牃２可得

牨－ 牤牠
１－ 犝槡槏 槕２

２

＋ 牪２＝ 牃２

即有 （牨－ 牤牠）２

牃２（１－ 犝２）＋
牪２

牃２＝ １

上式表明，在惯性系Ｋ中的观察者测得此质点作椭圆运动，椭圆长

半轴为牃，短半轴为牃 １－犝槡 ２。椭圆中心坐标为（牤牠，０），说明它以速
度牤运动。

【】 一观察者测得运动着的米尺长０．５ｍ，问此尺以多大
的速度接近观察者？
解 本题注意米尺的静止长度。
根据长度缩短公式

牓′＝牓 １－ 牤槏 槕牅槡
２

可得

牤＝牅 １－ 牓′槏 槕牓槡
２

＝ ３．０× １０８ １－ ０．５槏 槕１槡
２

ｍ燉ｓ

＝２．６× １０８ｍ燉ｓ
【】 一张宣传画５ｍ见方，平行地贴于铁路旁边的墙上，

一高速列车以２×１０８ｍ燉ｓ速度接近此宣传画，这张画由司机测量
将成为什么样子？
解 本题注意收缩仅沿运动方向发生。
司机看来，此宣传画高度不变，宽度收缩为

牓′＝ 牓 １－ 牤槏 槕牅槡
２

＝ ５ １－ ２× １０８

３× １０槏 槕８槡
２

ｍ＝ ３．７ｍ
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即宣传画成了５ｍ×３．７ｍ的长方形。
【】 远方的一颗星以０．８牅的速度离开我们，接受到它辐射

出来的闪光按５昼夜的周期变化，求固定在此星上的参考系测得
的闪光周期。
解 注意原时概念。
设固定在星体上的参考系测得的闪光周期为犳０，这是固有时。

对于地球参考系而言，相应的运动时为

牠＝ 犳０
槏 槕１－ 牤燉牅槡 ２

因为星体以速度牤远离地球，在时间牠内星体运动路程为牞＝牤牠，所
以后一次闪光到达地球时比前一次闪光多运动了路程牞，相应地，

也多经历了时间Δ牠＝ 牞牅＝
牤
牅牠。
在地球上测得的闪光周期则为

槏 槕爴＝ 牠＋ Δ牠＝ １＋ 牤燉牅牠＝ １＋ 牤燉牅
槏 槕１－ 牤燉牅槡 ２

犳０

由此方程可解得 犳０＝ 牅－ 牤槡牅＋ 牤爴＝ ５
３ｄ

事实上，不仅星体上闪光周期犳０和地球接收到的闪光周期爴
具有上述关系，而且如果以犳０和爴分别表示星体上光本身的周期

和地球接收到的光本身的周期，则犳０和爴也具有上述关系。这种由
于光源的纵向运动而导致的光的周期（因而光的波长）的变化称为
相对论性纵向多普勒效应。由于这种效应，星体上光的颜色和地球
上看到的光颜色是不同的。

【】 假设宇宙飞船从地球射出，沿直线到达月球，距离是

３．８４×１０８ｍ，它的速率在地球上被量得为０．３０牅。根据地球上的时
钟，这次旅行花多长时间？根据宇宙飞船所做的测量，地球和月球
的距离是多少？怎样根据这个算得的距离，求出宇宙飞船上时钟所
读出的旅行时间？
解 地球作为Ｋ系，宇宙飞船作为Ｋ′系。Ｋ系中测量所花时
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间为

Δ牠＝ 牓
牤＝

３．８４× １０８

０．３０× ３．０× １０８ｓ＝ ４．２７ｓ

对于Ｋ′系，由于长度收缩，即它测得的地球和月球间距离较
之固有长度短，为

牓′＝牓 １－ 牤槏 槕牅槡
２

＝ ３．８４× １０８× １－ ０．３０牅槏 槕牅槡
２

ｍ

＝３．６６× １０８ｍ
飞船认为月球相对它以速度０．３０牅靠近，所以它读出的旅行时间
为

Δ牠′＝ 牓′
０．３０牅＝

３．６６× １０８

０．３０× ３．０× １０８ｓ＝ ４．０７ｓ

读者可由固有时的概念算算飞船上时钟所读出的时间。
【】 在Ｋ系中观察到两个事件同时发生在爭牨轴上，其间

距离是１ｍ，在Ｋ′系中观察这两个事件之间的空间距离是２ｍ，求
在Ｋ′系中这两个事件的时间间隔。
解 两事件在Ｋ系中的空间时间坐标分别设为牨１、牠１和牨２、牠２；在

Ｋ′系中的空间时间坐标分别设为牨′１、牠′１和牨′２、牠′２，则据洛伦兹变换有

Δ牨′＝ 牨′２－ 牨′１＝
（牨２－ 牨１）－ 牤（牠２－ 牠１）

槏 槕１－ 牤燉牅槡 ２

Δ牠′＝ 牠′２－ 牠′１＝
（牠２－ 牠１）－ （牨２－ 牨１）牤燉牅２

槏 槕１－ 牤燉牅槡 ２

由题意知牠１＝牠２，Δ牨＝牨２－牨１＝１ｍ，而Δ牨′＝牨′２－牨′１＝２ｍ，所以代
入得

２＝ １
槏 槕１－ 牤燉牅槡 ２

， Δ牠′＝ － 牤燉牅２

槏 槕１－ 牤燉牅槡 ２

联解可得

Δ牠′＝
－ １
牅 槡３燉４

槡１－ ３燉４
ｓ＝－ 槡３

牅 ｓ＝－ ５．７７× １０－９ｓ
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燏Δ牠′燏＝ ５．７７× １０－９ｓ
【】 在Ｋ系中观察到的两事件发生在空间同一地点，第二

事件发生在第一事件以后２ｓ。在另一相对Ｋ系运动的Ｋ′系中观察
到第二事件是在第一事件３ｓ之后发生的，求在Ｋ′系中测量两事件
之间的位置距离。
解 本题应用洛伦兹变换。
设牨１、牠１和牨′１、牠′１分别为事件１在Ｋ和Ｋ′系中的空间时间坐标；

牨２、牠２和牨′２、牠′２分别为事件２在Ｋ系和Ｋ′系中的空间时间坐标，则有

牨′１＝
牨１－ 牤牠１

１－ 牤槏 槕牅槡
２
， 牠′１＝

牠１－ 牤
牅２牨１

１－ 牤槏 槕牅槡
２

牨′２＝
牨２－ 牤牠２

１－ 牤槏 槕牅槡
２
， 牠′２＝

牠２－ 牤
牅２牨２

１－ 牤槏 槕牅槡
２

据题意牨１＝牨２，牠２－牠１＝２ｓ，牠′２－牠′１＝３ｓ，代入可得

Δ牨′＝ 牨′２－ 牨′１＝
－ 牤（牠２－ 牠１）

１－ 牤槏 槕牅槡
２

Δ牠′＝ 牠′２－ 牠′１＝ ３ｓ＝ ２

１－ 牤槏 槕牅槡
２

将后式之牤＝
槡５
３ 牅
代入前式，有

Δ牨′＝－

槡５
３ 牅× ２

２
３

ｍ＝－ ６．７１× １０８ｍ

燏Δ牨′燏＝ ６．７１× １０８ｍ
【】 π＋介子是一不稳定粒子，平均寿命是２．６×１０－８ｓ（在
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它自己参考系中测得）。（１）如果此粒子相对于实验室以０．８牅的速
度运动，那么实验室坐标系中测量的π＋介子寿命为多长？（２）π＋介
子在衰变前运动了多长距离？
解 注意固有时。
（１）在相对于过程发生的地点为静止的参考系中测得的时间

间隔为固有时，即题中犳０＝２．６×１０－８ｓ。由时间膨胀公式有

犳＝ 犳０

１－ 牤槏 槕牅槡
２
＝ ２．６× １０－８

１－ ０．８牅槏 槕牅槡
２
ｓ＝ ４．３× １０－８ｓ

（２）在实验室参考系中

牞＝ 牤犳＝ ０．８× ３．０× １０８× ４．３× １０－８ｍ＝ １０．３ｍ
【】 地球上一观察者，看见一飞船Ａ以速度２．５×１０８ｍ燉ｓ

从他身边飞过，另一飞船Ｂ以速度２．０×１０８ｍ燉ｓ跟随Ａ飞行。求：
（１）Ａ上的乘客看到Ｂ的相对速度；（２）Ｂ上的乘客看到Ａ的相对
速度。
解 本题应用相对论速度变换公式。注意参考系的选取。
（１）选取地球为Ｋ系，飞船Ａ为Ｋ′系，则在相对论速度变换公

式

牣′牨＝
牣牨－ 牤

１－ 牤
牅２牣牨

中，飞船Ｂ对地的速度牣牨＝２．０×１０８ｍ燉ｓ，Ａ对地（即Ｋ′对Ｋ）的速
度牤＝２．５×１０８ｍ燉ｓ。所以有

牣′牨＝ ２．０× １０８－ ２．５× １０８

１－ ２．５× １０８

（３．０× １０８）２× ２．０× １０
８
ｍ燉ｓ

＝－ １．１２５× １０８ｍ燉ｓ
（２）选取地球为Ｋ系，飞船Ｂ为Ｋ′系，则在上述公式中牣牨＝

２．５×１０８ｍ燉ｓ，牤＝２．０×１０８ｍ燉ｓ，代入可得

牣′牨＝ １．１２５× １０８ｍ燉ｓ
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【】 两只宇宙飞船相对某遥远的恒星以０．８牅的速率向相

反方向移开。试用速度变换法则证明，两飞船的相对速度是 １．６１．６４牅，

并与伽利略变换所得的结果进行比较。
解 选取恒星为Ｋ参考系，一只飞船为Ｋ′参考系，飞船飞行

方向为牨轴。由相对论速度变换式有

牣′牨＝
牣牨－ 牤

１－ 牤
牅２牣牨

代入牣牨＝－０．８牅，牤＝０．８牅，得

牣′牨＝ － ０．８牅－ ０．８牅

１＋ ０．８牅牅２ × ０．８牅
＝－ １．６牅１．６４

燏牣′牨燏＝ １．６
１．６４牅

伽利略变换

牣′牨＝ 牣牨－ 牤＝－ ０．８牅－ ０．８牅＝－ １．６牅
燏牣′牨燏＝ １．６牅＞ 牅

超过光速，结果错误。
【】 一原子核以０．５牅的速度离开一观察者而运动。原子

核在它运动方向上向前发射一电子，该电子相对于原子核有０．８牅
的速度；此原子核又向后发射了一光子指向观察者。对静止观察者
来讲，（１）电子具有多大的速度；（２）光子具有多大的速度。
解 （１）选取观察者为Ｋ系，原子核为Ｋ′系，则相对论速度变

换公式可用

牣牨＝
牣′牨＋ 牤

１＋ 牤
牅２牣′牨

①

将牣′牨＝０．８牅，牤＝０．５牅代入式①，得

牣牨＝ ０．８牅＋ ０．５牅

１＋ ０．５牅牅２ × ０．８牅
＝ １．３１．４牅＝ ０．９３牅
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（２）将牣′牨＝－牅，牤＝０．５牅代入式①，得

牣牨＝ － 牅＋ ０．５牅

１－ ０．５牅牅２ 牅
＝－ 牅

负号表示向着观察者，可见光速不变。
【】 一光源在Ｋ′坐标系的原点爭′发出一光线。光线在

牨′牪′平面内与爭′牨′轴的交角为犤′。设Ｋ′相对Ｋ以速度牣沿爭牨轴运
动。试求在Ｋ坐标系中看到此光线的传播方向。
解 光速在Ｋ′坐标系中的两个分量分别为

牤′牨＝ 牅ｃｏｓ犤′， 牤′牪＝ 牅ｓｉｎ犤′
由相对论速度变换公式

牤牨＝
牤′牨＋ 牣

１＋ 牣
牅２牤′牨
， 牤牪＝

牤′牪 １－ 牣
２

牅槡 ２

１＋ 牣
牅２牤′牨

将牤′牨、牤′牪式代入上两式，可得

牤牨＝ 牅ｃｏｓ犤′＋ 牣

１＋ 牣
牅２牅ｃｏｓ犤′

， 牤牪＝
牅ｓｉｎ犤′ １－ 牣

２

牅槡 ２

１＋ 牣
牅２牅ｃｏｓ犤′

设在Ｋ坐标系中光线与牨轴的交角为犤，则

ｔａｎ犤＝ 牤牪牤牨＝
牅ｓｉｎ犤′ １－ 牣２燉牅槡 ２

牅ｃｏｓ犤′＋ 牣

【】 如一观察者测出电子质量为 ２牔０，问电子速度为多
少？（牔０为电子的静止质量。）
解 相对论质量

牔＝ ２牔０＝
牔０
槏 槕１－ 牤燉牅槡 ２

所以 １－ 牤槏 槕牅槡
２

＝ １２

·３８１·第七章 相对论基础



牤＝ 槡３
２ 牅＝ ０．８６６牅

【】 某人测得一静止棒长为牓，质量为牔，于是求得此棒线
密度为犱＝牔燉牓。假定此棒以速度╀在棒长方向上运动，此人再测棒
的线密度应为多少？若棒在垂直长度方向上运动，它的线密度又为
多少？
解 注意长度与质量的变化。
当棒沿棒长方向运动时，由

牓′＝ 牓 １－ 牤
２

牅槡 ２， 牔′＝ 牔
１－ 牤２燉牅槡 ２

可得 犱′＝ 牔′牓′＝
牔

牓１－ 牤２燉牅槏 槕２ ＝
犱

１－ 牤２燉牅２

当棒在垂直方向上运动时，由于 牓不变，质量变为 牔′＝
牔
１－牤２燉牅槡 ２

，所以

犱″＝ 牔′牓＝
牔

牓 １－ 牤２燉牅槡 ２
＝ 犱

１－ 牤２燉牅槡 ２

【】 设有一静止质量为牔０、带电荷量为牚的粒子，其初速
为零，在均匀电场┕中加速，在时刻牠时它所获得的速度是多少？如
果不考虑相对论效应，它的速度又是多少？这两个速度间有什么关
系？讨论之。
解 注意质量有无变化。
考虑相对论效应，质量与速度有关。由

牤＝ 牃牠＝ 牚爠牔牠＝
牚爠 １－ 牤２燉牅槡 ２牠

牔０

可得 牤＝ 牚爠牅牠

牔２０牅２＋牚２爠２牠槡 ２

不考虑相对论效应

爼＝ 牚爠牔０牠
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考虑相对论效应时，质量随速度增大而增大。在相同电场力作用
下，粒子的加速度将变小，因而速度将比不考虑相对论效应时小
些。二者关系为

牤＝ 牚爠牅牠

牔０牅 １＋ 牚
２爠２牠２

牔２０牅槡 ２

＝ 爼

１＋ 爼槏 槕牅槡
２

当电场强度爠不太大，时间牠不太长时，爼牅，则有牤＝爼。
【】 设电子的速度为（１）１．０×１０６ｍ燉ｓ；（２）２．０×１０８ｍ燉ｓ，

试计算电子的动能各是多少？如用经典力学公式计算电子动能又
各为多少？
解 注意相对论动能的表达式与经典力学的动能表达式不

同。

（１）爠ｋ相＝牔牅２－牔０牅２＝
１

１－牤２燉牅槡 ２槏 槕－１牔０牅２

烄

烆
＝ １

１－ １９×１０槡 －４

烌

烎
－１×９．１×１０－３１×９×１０１６Ｊ

＝４．５５×１０－１９Ｊ

爠ｋ非＝ １２牔０牤
２＝ １２×９．１×１０

－３１×１０１２Ｊ＝４．５５×１０－１９Ｊ

（２）爠ｋ相＝
１
槏 槕１－ ２燉３槡 ２槏 槕－１×９．１×１０－３１×９×１０１６Ｊ

＝２８×１０－１５Ｊ

爠ｋ非＝ １２×９．１×１０
－３１×４×１０１６Ｊ＝１８．２×１０－１５Ｊ

【】 两个氘核组成质量数为４、原子量为４．００１５ｕ的氦
核。试计算氦核放出的结合能。
解 因为质量亏损对应的能量即为结合能，所以

Δ爠＝（Δ牔）牅２

＝（２× ２．０１３５５－ ４．００１５）× １．６６× １０－２７× ９× １０１６Ｊ
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＝３．８２４６４× １０－１２Ｊ＝ ３．８２４６４× １０
－１２

１．６０２１９× １０－１９ｅＶ＝ ２３．９ＭｅＶ

【】 太阳由于向四面空间辐射能量，每秒损失了质量４×

１０９ｋｇ。求太阳的辐射功率。
解 根据辐射功率的定义，有

爮＝ 爠牠＝
（Δ牔）牅２

牠 ＝ ４× １０９× ９× １０１６Ｗ ＝ ３．６× １０２６Ｗ

【】 在什么速度下粒子的动量比非相对论动量大两倍？
在什么速度下的动能等于它的静止能量？

解 因为 牘相 ＝ 牔牤＝ 牔０牤
１－ 牤２燉牅槡 ２

， 牘非 ＝ 牔０牤

所以由 牘相
牘非＝

１
１－牤２燉牅槡 ２

＞２

可得 牤＞
槡３
２ 牅＝２．６０×１０

８ｍ燉ｓ

又由 爠ｋ＝
牔０牅２

槏 槕１－ 牤燉牅槡 ２
－牔０牅２＝牔０牅２

可得 牤＝
槡３
２ 牅＝２．６０×１０

８ｍ燉ｓ

【】 一个电子从静止开始加速到０．１牅的速度，需要对它
做多少功？速度从０．９牅加速到０．９９牅又要做多少功？

解 爛１＝Δ爠ｋ＝
牔０牅２

槏 槕１－ ０．１牅燉牅槡 ２
－牔０牅２

＝０．００５×９．１×１０－３１×９×１０１６Ｊ
＝４．０９５×１０－１６Ｊ＝２．５７ｋｅＶ

爛２＝Δ爠ｋ＝
１

１－ ０．９９牅槏 槕牅槡
２
－ １

１－ ０．９牅槏 槕牅槡
烄

烆

烌

烎
２ 牔０牅２

＝４．８０×９．１×１０
－３１×９×１０１６

１．６×１０－１９ ｅＶ

＝２．４６×１０３ｋｅＶ
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【】 设有一π＋介子，在静止下来后，衰变为μ＋子和中微
子ν，三者的静止质量分别为牔π，牔μ和０。求μ＋子和中微子犩的动能。
解 根据能量守恒

牔π牅２＝ 爠μ＋ 爠ν
对μ＋子，有 爠２μ＝牔２μ牅４＋牘２μ牅２

对中微子ν，有 爠２ν＝牔２ν牅４＋牘２ν牅２＝牘２ν牅２

又由动量守恒 ０＝牘μ＋牘ν
联解上述四式，可得

爠μ＝
（牔２π＋ 牔２μ）牅２

２牔π ， 爠ν＝
（牔２π－ 牔２μ）牅２

２牔π

所以 爠ｋμ＝ 爠μ－ 牔μ牅２＝
（牔π－ 牔μ）２牅２

２牔π

爠ｋν＝ 爠ν＝
（牔２π－ 牔２μ）牅２

２牔π
【】 一中性π介子相对于观察者以速度牤＝牑牅运动，后衰

变为两个光子。两光子的运动轨迹与π介子原来方向成相等的角
度犤（图７１）。证明：（１）两光子有相等的能量；（２）ｃｏｓ犤＝牑。

图７１

解 （１）设两光子的能量分
别为爠１和爠２，则其动量分别为牘１＝
爠１燉牅和牘２＝爠２燉牅，由竖直方向动量
守恒有

牘１ｓｉｎ犤－ 牘２ｓｉｎ犤＝ ０

即 爠１
牅ｓｉｎ犤－

爠２
牅ｓｉｎ犤＝ ０

所以 爠１＝爠２
（２）水平方向动量守恒，有

牔π０牤
１－ 牑槡 ２

＝ 爠１牅ｃｏｓ犤＋
爠２
牅ｃｏｓ犤
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又据能量守恒，有 牔π０牅２

１－ 牑槡 ２
＝ 爠１＋ 爠２

联解可得 牔π０牤
１－ 牑槡 ２

＝ ２爠１牅ｃｏｓ犤＝
牔π０牅
１－ 牑槡 ２

ｃｏｓ犤

所以 ｃｏｓ犤＝ 牤牅＝牑

【】 质量为牔０的一个受激原子，静止在参考系Ｋ中，因
发射一个光子而反冲，原子的内能减少了Δ爠，而光子的能量为牎犩。

试证：牎犩＝Δ爠 １－
Δ爠
２牔０牅槏 槕２ 。

证 本题应用动量守恒、能量守恒及能量动量关系式。注意原
子内能减少的含义。
设反冲原子质量为牔′，其相应静质量为牔′０，则原子内能减少

量Δ爠＝牔０牅２－牔′０牅２，它为原子发射前后对应静能之差。
又设反冲原子速度为牤，根据动量守恒定律有

牘＝ 牔′牤＝ 牔′０牤
１－ 牤２燉牅槡 ２

＝ 牎犩牅

由能量守恒定律有

牔０牅２＝ 牎犩＋ 牔′牅２

将上面的牔′牤和牔′牅２代入反冲原子的能量动量关系式

（牔′牅２）２＝ （牔′牤）２牅２＋ （牔′０牅２）２

可得 （牔２０－ 牔′０２）牅２＝ ２牔０牎犩
即 Δ爠（牔０＋ 牔′０）＝ ２牔０牎犩
从而有

牎犩＝ Δ爠
２牔０（牔０＋ 牔

′０）＝ Δ爠
２牔０ 牔０＋

牔０牅２－ Δ爠
牅槏 槕２

＝ Δ爠 １－ Δ爠
２牔０牅槏 槕２
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第八章 气体动理论

知 识 要 点

．平衡态和平衡过程
平衡态 在不受外界影响的条件下，一个系统的宏观性质不

随时间改变的状态。
平衡过程 进展十分缓慢，使所经历的一系列中间状态，都无

限接近平衡状态的过程。
．理想气体状态方程

在平衡态下 牘爼＝牔爩爲爴

．理想气体压强公式

平均平动动能 牥＝ １２牔０牤
２

压强公式 牘＝ １３牕牔０牤
２＝ ２３牕牥



．理想气体温度公式

牥＝ １
２牔０牤

２＝ ３
２牑爴

．能量均分定理

每一个自由度的平均动能为 １
２牑爴

一个分子的总平均动能为 牏
２牑爴

１ｍｏｌ理想气体的内能 爠０＝ 牏２爲爴

质量为牔（摩尔质量为爩）的理想气体内能



爠＝ 牔爩 燈
牏
２爲爴

．麦克斯韦速率分布

速率分布函数 牊（牤）＝ Δ爫爫Δ牤
麦克斯韦速率分布函数

牊（牤）＝ ４π 牔０槏 槕２π牑爴

３燉２

ｅ－
牔０牤

２

２牑爴 燈牤２

分子速率的三个统计值

算术平均速率

牤＝ ８牑爴
π牔槡 ０

＝ ８爲爴槡π爩 ≈ １．６０ 爲爴槡爩
方均根速率

牤槡２＝ ３牑爴
牔槡０
＝ ３爲爴槡爩 ≈ １．７３ 爲爴槡爩

最概然速率

牤ｐ＝ ２牑爴
牔槡０
＝ ２爲爴槡爩 ≈ １．４１ 爲爴槡爩

．玻耳兹曼分布律

平衡态下某状态区间（粒子能量为爠）的粒子数正比于ｅ－
爠
牑爴。

重力场中粒子按高度的分布

牕＝ 牕０ｅ－
牔０牋牫
牑爴

．气体分子的平均自由程

平均碰撞次数 牂 槡＝ ２π牆２牤牕

平均自由程 犧＝ 牤


牂＝
１

槡２π牆２牕
＝ 牑爴
槡２π牆２牘

．气体内的迁移现象

粘滞现象 爡ｖ＝±犣ｄ牣ｄ牪Δ爳， 犣＝ １３犱牤
犧
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热传导 Δ爯
Δ牠＝－犦

ｄ爴
ｄ牨Δ爳， 犦＝ １３

爞爼，ｍ
爩 犱牤犧

扩散 Δ爩
Δ牠＝－爟

ｄ犱
ｄ牨Δ爳， 爟＝ １３牤

犧

．范德瓦耳斯方程
有吸引力的刚性球分子模型

牘＋ 牃
爼槏 槕２ｍ （爼ｍ － 牄）＝ 爲爴

牘＋ 牔
２

爩２
牃
爼槏 槕２ 爼－ 牔爩槏 槕牄＝ 牔爩爲爴
思考题解答

【】 试解释气体为什么容易压缩，却又不能无限地压缩。
答 因为气体分子间有较大距离，往往远大于其线度，所以很

容易压缩。
又由于气体分子本身有大小，所以气体不能无限压缩。
【】 气体在平衡状态时有何特征？这时气体中有分子热运

动吗？热力学中的平衡与力学中的平衡有何不同？
答 气体处于平衡状态时，它与外界没有能量交换、内部没有

任何形式的能量转换（如没有发生化学变化或原子核的变化等）、
也没有外场作用，气体各部分将达到相同的温度和压强，温度和压
强也不随时间变化。
气体在平衡状态时，组成系统的分子仍在不停地运动着，亦即

有分子热运动。只不过分子运动的平均效果不随时间变化，表现为
在宏观上的密度均匀、温度均匀和压强均匀。
热力学中的平衡与力学中的平衡是两个不同的概念。力学中

的平衡是指系统所受合外力为零的静止或匀速运动问题。如整个
气体在外场不存在时处于均匀的压强之下，该气体就处于力学平
衡之中。热力学中的平衡是指系统在一定条件下，其宏观性质不随
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时间变化，但组成系统的分子却不断处于运动之中，从而与运动有
关的统计平均量不随时间改变，它是一种热动平衡。

【】 对一定量的气体来说，当温度不变时，气体的压强随
体积的减小而增大；当体积不变时，压强随温度的升高而增大。就
微观来看，它们是否有区别？
答 就微观来看，它们有区别。
从分子动理论分析，对一定量的气体，当温度不变时，体积的

减小会使单位体积内的分子数增多。这样一来，单位时间内与器壁
碰撞的分子数就增多，器壁所受的平均冲力就增大，因而压强增
大。
当体积不变时，单位体积内的分子数也不变。但由于温度升

高，分子的热运动加剧，热运动速度增大。这样，一方面在单位时间
内，每个分子与器壁的平均碰撞次数增多；另一方面，每一次碰撞
施于器壁的冲力也加大，结果使压强增大。

【】 如果气体由几种类型的分子组成，写出混合气体的压
强公式。
答 道尔顿分压定律：混合气体（不发生化学变化）总压强等

于组成该混合气体的各种成分气体单独占有该容器的分压强之

和。
设各种成分气体的质量和相应摩尔质量分别为 牔１，牔２，牔３，

…，牔牏；爩１，爩２，爩３，…，爩牏。根据压强公式知，混合气体的压强为

牘＝ 牘１＋ 牘２＋ 牘３＋ … ＋ 牘牏

＝ 牔１
爩１
＋ 牔２爩２

＋ 牔３爩３
＋ … ＋ 牔牏爩槏 槕牏 爲爴爼

【】 给汽车轮胎打气，使达到所需要的压强。问在夏天与
冬天，打入轮胎内的空气质量是否相同？为什么？
答 不相同。冬天打入的空气质量较多。

根据理想气体状态方程牘爼＝牔爩爲爴
可知，把空气近似视为理
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想气体，爩为空气的平均摩尔质量。当压强牘和体积爼相同时，温
度爴越低，牔越大。由于冬天的气温比夏天的低，所以冬天打入轮
胎内的空气质量牔比夏天打入的多。

【】 试用气体的分子热运动说明为什么大气中氢的含量
极少。
答 地球表面的逃逸速度为逃逸地球引力所需要的从地面出

发的最小速度，其值为

牤＝ ２爢０牔Ｅ槡爲 槡＝ ２爲牋＝ １．１２× １０４ｍ燉ｓ

假设地球上温度为３００Ｋ，根据气体分子热运动理论可知，氢
的方均根速率为

牤ｒｍｓ＝ ３爲爴槡爩 ＝ ３× ８．３１× ３００
２× １０槡 －３ ｍ燉ｓ＝ １．９３× １０３ｍ燉ｓ

比较上述两种速度，可以知道有相当多的氢从地球逃逸掉了，所以
在地球大气中氢的含量极少。

【】 回答下列问题：
（１）气体中一个分子的速率在牤～牤＋Δ牤间隔内的概率是多

少？
（２）一个分子具有最概然速率的概率是多少？
（３）气体中所有分子在某一瞬时速率的平均值是牤－，则一个气

体分子在较长时间内的平均速率应如何考虑？
答 气体分子速率分布函数为

牊（牤）＝ Δ爫
爫Δ牤

它表示在速率牤附近单位速率间隔内气体分子数占总分子数的百
分数；或对单个分子来说，表示分子具有速率在该单位速率间隔内
的概率。据此，有

（１）牊（牤）Δ牤＝Δ爫爫
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（２）牊（牤ｐ）＝ Δ爫爫Δ牤

（３）由牤－＝∫
∞

０
牊（牤）牤ｄ牤中分布函数的意义，一个气体分子在较

长时间内的平均速率应与气体中所有分子在某一瞬时速率的平均

值一样，均为牤－。当然，其前提是保持温度不变。
【】 气体分子的最概然速率、平均速率以及方均根速率各

是怎样定义的？它们的大小由哪些因素决定？各有什么用处？
答 在气体分子的速率分布曲线上有一个最大值，与这个最

大值相应的速率值牤ｐ，叫做最概然速率。
分子速率大小的算术平均值，叫做算术平均速率，简称平均速

率，表示为牤－。
气体分子速率的平方的平均值再开方，称做方均根速率，表示

为牤ｒｍｓ＝ 牤－槡２。
计算可得三种速率大小为

牤ｐ＝ ２爲爴槡爩 ， 牤－＝ ８爲爴槡π爩 ， 牤ｒｍｓ＝ ３爲爴槡爩
它们均由气体的摩尔质量和温度所决定。
在讨论速率分布时，要用到大量分子的最概然速率；计算分子

运动的平均距离，即平均自由程时，要用算术平均速率；计算分子
的平均平动动能时，要用方均根速率。

【】 在同一温度下，不同气体分子的平均平动动能相等。
因氧分子的质量比氢分子的为大，则氢分子的速率是否一定大于
氧分子的呢？
答 不一定。由于气体分子运动的速率遵循统计规律，并不是

每个分子每时每刻都以同样的速率运动。在平均平动动能公式牥－

＝ １２牔０牤
－２中，牤－２是对大量分子而言的，它包含了速率从０到∞。因

此，同一温度下就平均平动动能相同的氢和氧来说，只能说氢分子
的速率平方的平均比氧分子速率平方的平均大，而不能说每个氢
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分子的速率一定比氧分子的速率大。
【】 如盛有气体的容器相对于某坐标系从静止开始运

动，容器内的分子速度相对于这坐标系也将增大，则气体的温度会
不会因此升高呢？
答 不会。因为温度所反映的运动，是在质心参考系中表现的

分子的无规则运动，即热运动。温度与物体的整体运动无关，物体
的整体运动是其中所有分子的一种有规则运动的表现。盛有气体
的容器相对某坐标系运动，只是在大量分子的热运动上附加了一
个定向运动，这个有规则的定向运动并没有加剧分子的热运动。与
这个整体定向运动速度相联系的动能是其轨道动能，温度和轨道
动能无关。

【】 速率分布函数的物理意义是什么？试说明下列各量

的意义：（１）牊（牤）ｄ牤；（２）爫牊（牤）ｄ牤；（３）∫
牤２

牤１
牊（牤）ｄ牤；（４）∫

牤２

牤１
爫牊（牤）ｄ牤；

（５）∫
牤２

牤１
牤牊（牤）ｄ牤；（６）∫

牤２

牤１
爫牤牊（牤）ｄ牤。

答 速率分布函数牊（牤）＝ Δ爫爫Δ牤
的物理意义为：在速率牤附近

单位速率间隔内的气体分子数占总分子数的百分比，或对单个分
子而言，表示该分子速率在牤附近单位速率间隔内的概率。

（１）牊（牤）ｄ牤＝ｄ爫爫，
速率在牤～牤＋ｄ牤区间里的分子数占总分

子数的百分比，或一个分子速率在牤～牤＋ｄ牤区间里的概率。
（２）爫牊（牤）ｄ牤＝ｄ爫，分子速率在牤～牤＋ｄ牤区间里的分子数。

（３）∫
牤２

牤１
牊（牤）ｄ牤＝∫

牤２

牤１

ｄ爫
爫＝

１
爫∫

牤２

牤１
ｄ爫，分子速率在牤１～牤２区间里

的分子数占总分子数的百分比，或一气体分子速率在牤１～牤２区间
的概率。

（４）∫
牤２

牤１
爫牊（牤）ｄ牤＝∫

牤２

牤１
ｄ爫，表示分子速率在牤１～牤２区间里的分

子数。
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（５）∫
牤２

牤１
牤牊（牤）ｄ牤＝ １爫∫

牤２

牤１
牤ｄ爫，其中∫

牤２

牤１
牤ｄ爫表示在牤１～牤２区间内

所有分子的速率的总和，爫是系统的总分子数。

（６）∫
牤２

牤１
爫牤牊（牤）ｄ牤＝∫

牤２

牤１
牤ｄ爫，表示在速率牤１～牤２区间内所有分

子的速率的总和。
【】 何谓起伏现象？
答 在实验中对表征大量分子集体特征的宏观量可以进行测

量，但各次测量可能结果会略有差别，例如测量某体积中的气体密
度，各次测得的分子数都有小的差别。根据多次的测量值可以得到
一个测量平均值，相对这个平均值而言，个别测量值都有微小的偏
差。这种相对于平均值所出现的偏离，就是起伏现象。布朗运动即
为起伏现象之一例。

【】 一定质量的气体，保持容器的容积不变。当温度增加
时，分子运动更趋剧烈，因而平均碰撞次数增多，平均自由程是否
也因而减小呢？
答 不会。

根据平均自由程计算公式 犧
－
＝ １
槡２π牆２牕

可知，对于一定质量

的气体，体积不变牕就不变，所以 犧
－
不会减小。

再考虑牕＝ 牘牑爴，牕
不变则牘

爴
不变，温度升高则牘变大，其比值不

变。当温度升高时，由于分子运动加剧致使平均碰撞次数增加、两
次碰撞之间的平均间隔时间Δ牠减小，但平均速率牤－却增加，因而平
均自由程 犧

－
＝牤
－
Δ牠并不会减少。

实验证明，当气体密度一定时，分子有效直径牆会随温度增加

而减小，所以当牘爴
不变时，犧

－
将随温度增加而略有增加。

【】 平均自由程与气体的状态以及分子本身的性质有何
关系？在计算平均自由程时，什么地方体现了统计平均？
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答 由 犧
－
＝ １
槡２π牆２牕

＝ 牑爴
槡２π牆２牘

可知，平均自由程与气体的

状态参量爴成正比，与压强牘成反比。与分子本身的性质关系表现
在犧－与分子的有效直径牆成反比，不同种类的气体分子其有效直径
不一样。

根据 犧
－
＝ 牤

－

牂
，平均速率牤－和平均碰撞频率牂体现了统计平均。

【】 分子热运动与分子间的碰撞，在迁移现象中各起什
么作用？哪些物理量体现了它们的作用？
答 分子热运动在迁移现象中使分子不断相互掺和，使气体

宏观物理性质原来不均匀的各部分（例如流速、温度或密度）交换
分子，因而净迁移动量、热运动能量、质量。在迁移现象中碰撞使分
子间交换动量、热运动能量，迁移过程进行的快慢取决于分子相互
碰撞的频繁程度。
平均速率牤－体现了分子热运动的作用，平均自由程 犧－体现了分

子间的碰撞的作用。

习 题 解 答

【】 有一水银气压计，当水银柱为０．７６ｍ高时，管顶离水

银柱液面为０．１２ｍ。管的截面积为２．０×１０－４ｍ２。当有少量氦气
混入水银管内顶部时，水银柱高下降为０．６０ｍ。此时温度为２７℃，
试计算有多少质量氦气在管顶？（氦的摩尔质量为０．００４ｋｇ燉ｍｏｌ，
０．７６ｍ水银柱压强为１．０１３×１０５Ｐａ。）
解 据题意可知，水银柱两次的高度分别为牎１＝０．７６ｍ，牎２＝

０．６０ｍ。可查知水银的重度牆汞＝１．３３×１０５Ｎ燉ｍ３。
对于混入管顶内部氦气，其压强为

牘＝（牎１－ 牎２）牆汞 ＝ （０．７６－ ０．６０）× １．３３× １０５Ｐａ

＝２．１３× １０４Ｐａ
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体积为 爼＝０．２８×２．０×１０－４ｍ３＝５．６×１０－５ｍ３

温度为 爴＝（２７３＋２７）Ｋ＝３００Ｋ

根据理想气体状态方程 牘爼＝牔爩爲爴

可得 牔＝牘爼爩爲爴＝
０．００４×５．６×１０－５×２．１３×１０４

８．３１×３００ ｋｇ

＝１．９１×１０－６ｋｇ
【】 一体积为１．０×１０－３ｍ３的容器中，含有４．０×１０－５ｋｇ

的氦气和４．０×１０－５ｋｇ的氢气，它们的温度为３０℃，试求容器中混
合气体的压强。
解 注意应用道尔顿定律。
根据道尔顿定律，相互不起反应的混合气体的总压强，等于混

合气体中各成分分子单独占据整个容积的分压强的和。则

牘＝ 牘１＋ 牘２
据题意，体积爼＝１．０×１０－３ｍ３，温度爴＝（２７３＋３０）Ｋ＝３０３

Ｋ，氦气对容器的分压强

牘１＝
牔１
爩１

爲爴
爼＝

４．０×１０－５×８．３１×３０３
４．０×１０－３×１．０×１０－３ Ｐａ＝２．５２×１０

４Ｐａ

氢气对容器的分压强

牘２＝
牔２
爩２

爲爴
爼＝

４．０×１０－５×８．３１×３０３
２．０×１０－３×１．０×１０－３ Ｐａ＝５．０４×１０

４Ｐａ

所以 牘＝牘１＋牘２＝７．５６×１０４Ｐａ
【】 一个封闭的圆筒，内部被导热的、不漏气的可移动活

塞隔为两部分。最初，活塞位于筒中央，圆筒两侧的长度牓１＝牓２。当
两侧各充以爴１、牘１与爴２、牘２的相同气体后，问平衡时活塞将在什么
位置上（即牓１燉牓２是多少）？已知牘１＝１．０１３×１０５ Ｐａ，爴１＝６８０Ｋ，牘２
＝２．０２６×１０５Ｐａ，爴２＝２８０Ｋ。
解 注意题中两侧相同气体的含义。
设平衡时两侧体积分别为爼１、爼２，圆筒横截面积为爳，则有爼１

＝爳牓１、爼２＝爳牓２。平衡时压强、温度相同，设为牘、爴，有
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牘１爼０
爴１ ＝

牘爼１
爴 ，

牘２爼０
爴２ ＝

牘爼２
爴

所以 牓１
牓２＝

爼１
爼２＝

牘１爴２
爴１牘２＝

１．０１３×１０５×２８０
６８０×２．０２６×１０５＝

７
３４

【】 ２０个质点的速率如下：２个具有速率牤０，３个具有速率

２牤０，５个具有速率３牤０，４个具有速率４牤０，３个具有速率５牤０，２个具
有速率６牤０，１个具有速率７牤０。试计算：（１）平均速率；（２）方均根速
率；（３）最概然速率。
解 根据定义，有

（１）牤＝２×牤０＋３×２牤０＋５×３牤０＋４×４牤０＋３×５牤０＋２×６牤０＋７牤０２０

＝７３２０牤０＝３．６５牤０

（２） 牤２槡－ ＝ ２×牤２０＋３×（２牤０）
２＋５×（３牤０）

２＋４×（４牤０）
２＋３×（５牤０）

２＋２×（６牤０）
２＋（７牤２０）［ ］２０

１燉２

＝ ３１９牤２０槏 槕２０

１燉２
＝３．９９牤０

（３）因为有５个质点速率３牤０，所以

牤ｐ＝ ３牤０
【】 计算在３００Ｋ温度下，氢、氧和水银蒸气分子的方均

根速率和平均平动动能。

解 由方均根速率公式 牤槡２＝ ３爲爴槡爩 可知，
对氢分子爩＝２×１０－３ｋｇ燉ｍｏｌ，

牤２Ｈ槡 ２＝ １．７３×
８．３１× ３００
２× １０槡 －３ ｍ燉ｓ＝ １９３１ｍ燉ｓ

对氧分子爩＝３２×１０－３ｋｇ燉ｍｏｌ，

牤２Ｏ槡 ２＝ １．７３×
８．３１× ３００
３２× １０槡 －３ ｍ燉ｓ＝ ４８３ｍ燉ｓ

对水银蒸气分子爩＝０．２０１ｋｇ燉ｍｏｌ，

牤２Ｈ槡 ｇ＝ １．７３× ８．３１× ３００槡 ０．２０１ ｍ燉ｓ＝ １９３ｍ燉ｓ
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因为平均平动动能只和温度有关，所以三种分子的平均平动
动能相等，均为

牥＝ ３
２牑爴＝

３
２× １．３８× １０

－２３× ３００Ｊ＝ ６．２１× １０－２１Ｊ

【】 求速度大小在牤ｐ与１．０１牤ｐ之间的气体分子数占总分
子数的百分之几。

解 根据牤ｐ＝ ２牑爴
牔槡０
，可以将麦克斯韦速率分布函数公式改

写为

Δ爫
爫 ＝ ４

槡π
牨２ｅ－牨

２
Δ牨

式中牨＝ 牤牤ｐ，Δ牨＝
Δ牤
牤ｐ。
据题意牤＝牤ｐ，所以

牨＝ １， Δ牤＝ ０．０１牤ｐ， Δ牨＝ ０．０１

代入，有 Δ爫
爫 ＝ ４

槡π
燈ｅ－１× ０．０１＝ ０．８３％

【】 求：（１）速度大小在０与牤ｐ之间的气体分子的平均速
率；（２）速度大小比牤ｐ大的气体分子的平均速率。

（提示： ２
槡π∫

１

０
ｅ－牨

２

ｄ牨＝０．８４２７； ２
槡π∫

∞

０
ｅ－牨

２

ｄ牨＝１。）

解 根据定义计算。
（１）设在０与牤ｐ之间的气体分子的算术平均速率为牤，则

牤＝
∫
牤ｐ

０
牤ｄ爫

∫
牤ｐ

０
ｄ爫

＝
∫
牤ｐ

０
牤３ｅ－

牤２

牤２ｐｄ牤

∫
牤ｐ

０
牤２ｅ－

牤２

牤２ｐｄ牤

令牨＝ 牤牤ｐ，
有ｄ牤＝牤ｐｄ牨，所以

牤＝
牤ｐ∫

１

０
牨３ｅ－牨

２
ｄ牨

∫
１

０
牨２ｅ－牨

２
ｄ牨
＝
牤ｐ∫

１

０
牨２ｄｅ－牨

２

∫
１

０
牨ｄｅ－牨

２
＝ 牤ｐ （ｅ－１＋ ｅ－１－ １）

ｅ－１ 槡槏 槕－ ０．８４ π燉２
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＝０．７０５牤ｐ
（２）设比牤ｐ大的气体分子的平均速率为牤′，同上可得

牤′＝
牤ｐ∫

∞

１
牨３ｅ－牨

２
ｄ牨

∫
∞

１
牨２ｅ－牨

２
ｄ牨
＝ 牤ｐ
∫
∞

１
牨２ｄ（ｅ－牨

２
）

∫
∞

１
牨ｄ（ｅ－牨

２
）

＝牤ｐ （０－ ｅ－１－ ｅ－１）

０－ ｅ－１－ 槡π
２ （１－ ０．８４）

＝ １．４牤ｐ

【】 遵守麦克斯韦速率分布的分子的最概然能量爠ｐ等于

什么量值？它就是 １２牔０牤
２
ｐ吗？

解 本题注意最概然能量满足的条件。应用麦克斯韦速率分
布的能量分布形式。

由爠＝ １２牔０牤
２可得牤２＝２爠牔０，ｄ牤＝

ｄ爠

２牔０槡 爠
。代入麦克斯韦速率

分布函数中，可得

ｄ爫Ｅ＝ ２爫
槡π
（牑爴）－

３
２ 槡爠ｅ－

爠
牑爴ｄ爠

ｄ爫Ｅ
ｄ爠 ＝

２爫
槡π
（牑爴）－

３
２ 槡爠ｅ－

爠
牑爴

最概然能量必须满足 ｄ
ｄ爠

ｄ爫Ｅ槏 槕ｄ爠 ＝０

即有 １
２ 槡（ 爠）－１ｅ－

爠
牑爴 槡－ 爠 １

牑爴ｅ
－ 爠牑爴＝ ０

所以 爠ｐ＝ １２牑爴

当分子速率为牤ｐ时，它具有的能量为

１
２牔０牤

２
ｐ＝ １

２牔０
２牑爴
牔槡

烄

烆

烌

烎０

２

＝ 牑爴

显然 爠ｐ≠ １２牔０牤
２
ｐ
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【】 设爫个粒子系统的速率分布函数为

ｄ爫牤＝ 爦ｄ牤 （牤′＞ 牤＞ ０，爦为常量）
ｄ爫牤＝ ０ （牤＞ 牤′）

（１）画出分布函数图；（２）用爫和牤′定出常量爦；（３）用牤′表示出算术
平均速率和方均根速率。
解 注意本题给出的分布函数形式。

图８１

（１）因为ｄ爫牤＝爦ｄ牤，所以

牊（牤）＝ ｄ爫牤爫ｄ牤＝
爦
爫 （牤′＞ 牤＞ ０）

牊（牤）＝ ０ （牤＞ 牤′）
其函数图如图８１所示。

（２）由 ∫
牤′

０
牊（牤）ｄ牤＝∫

牤′

０

爦
爫ｄ牤＝１

可得 爦＝爫牤′
（３）因为牊（牤）已经归一化，所以

牤＝∫
牤′

０
牤牊（牤）ｄ牤＝ 爦爫∫

牤′

０
牤ｄ牤＝ 爦爫 燈

１
２牤′

２＝ １
２牤′

牤２槡－
＝∫

牤′

０
牤２槏 槕牊（牤）ｄ牤

１燉２

＝ 爦
爫
１
３牤′槏 槕３

１燉２

＝ １
槡３
牤′

【】 设氢气的温度为３００℃。求速度大小在３０００ｍ燉ｓ到

３０１０ｍ燉ｓ之间的分子数牕１与速度大小在牤ｐ到（牤ｐ＋１０）ｍ燉ｓ之间

的分子数牕２之比。
解 见题８６，可将麦克斯韦速率分布函数公式改写为

Δ爫＝ 爫 ４
槡π
牨２ｅ－牨

２
Δ牨

所以速度在３０００ｍ燉ｓ到３０１０ｍ燉ｓ间的分子数

牕１＝ 爫 ４
槡π

３０００
牤槏 槕ｐ

２

ｅ－
３０００
牤槏 槕ｐ ２

燈１０牤ｐ

速度大小在牤ｐ到（牤ｐ＋１０）ｍ燉ｓ间的分子数
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牕２＝ 爫 ４
槡π
ｅ－１× １０牤ｐ

相除可得 牕１
牕２＝

３０００
牤槏 槕ｐ

２

ｅ
－

３０００
牤槏 槕ｐ ２

燈ｅ

又因氢气在温度爴＝（２７３＋３００）Ｋ＝５７３Ｋ时的最概然速率

牤ｐ＝ ２爲爴槡爩 ＝ ２× ８．３１× ５７３槡 ０．００２ ｍ燉ｓ＝ ２１８２ｍ燉ｓ

所以代入计算得 牕１
牕２＝ ０．７８

【】 求氢气在３００Ｋ时分子速率在（牤ｐ－１０）ｍ燉ｓ与（牤ｐ
＋１０）ｍ燉ｓ之间的分子数所占百分比。
解 本题与上题属同一类型。原则上这类题均可由麦克斯韦

速率分布函数进行积分运算求出。但当速率区间较小时，采用上述
办法更简便。下面不用前述技巧，直接近似计算。
当爴＝３００Ｋ时，氢气的最概然速率为

牤ｐ＝ ２爲爴槡爩 ＝ ２× ８．３１× ３００槡 ０．００２ ｍ燉ｓ＝ １５７９ｍ燉ｓ

根据麦克斯韦速率分布律，在牤～牤＋Δ牤区间内的分子数占分子总
数的比率为

Δ爫
爫 ＝ ４π 牔０槏 槕２π牑爴

３燉２

燈ｅ－
牔０
２牑爴牤

２

燈牤２燈Δ牤

按题意，牤＝牤ｐ－１０，Δ牤＝（牤ｐ＋１０）－（牤ｐ－１０）＝２０ｍ燉ｓ。而牤ｐ１０

ｍ燉ｓ，所以可取牤≈牤ｐ＝ ２牑爴
牔槡０
，代入可得

Δ爫
爫 ＝ ４

槡π
ｅ－１× ２０牤ｐ＝

４
１．７７２× ２．７１８

２０
１５７９＝ １．０５％

【】 试求温度为爴、分子质量为牔的气体中分子速率倒

数的平均值 １槏 槕牤 ，它是否等于 １牤？ 提示：∫
∞

０
ｅ－牄牣

２
牣ｄ牣＝ １２牄槏 槕。

解 根据分布函数求平均值。
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１槏 槕牤 ＝∫
∞

０

１
牤牊（牤）ｄ牤＝∫

∞

０

１
牤４π

牔槏 槕２π牑爴

３燉２

ｅ－
牔牤２

２牑爴燈牤２ｄ牤

＝４π 牔槏 槕２π牑爴

３燉２

∫
∞

０
牤ｅ－

牔牤２

２爦爴ｄ牤

＝４π 牔槏 槕２π牑爴

３燉２ １

２× 牔
２牑爴

＝ ４
π

１

８牑爴槡π牔
＝ ４
π
１
牤
－

显然 １槏 槕牤 ≠ １牤－ 。
【】 １ｍｏｌ氢气，在温度为２７℃时，它的分子的平动动能

和转动动能各为多少？
解 注意理想气体的内能只是分子各种运动能量的总和。
据题意 爴＝（２７３＋２７）Ｋ＝３００Ｋ，对 １ｍｏｌ的氢气有 爠０＝

牏
２爲爴，
平动牏＝３，则

爠０ｔ＝ ３
２爲爴＝

３
２× ８．３１× ３００Ｊ＝ ３．７４× １０

３Ｊ

转动牏＝２，则

爠０ｒ＝ ２
２爲爴＝ ８．３１× ３００Ｊ＝ ２．４９× １０

３Ｊ

【】 求上升到什么高度处，大气压强减到地面的７５％。设
空气的温度为０℃，空气的摩尔质量为０．０２８９ｋｇ燉ｍｏｌ。
解 本题属重力场中粒子按高度分布问题。
已知爴＝２７３Ｋ，设在地面时压强为牘０，当上升到高度为牂时

压强为牘。按气压公式

牘＝ 牘０ｅ
－
牔０牋牂
牑爴 ＝ 牘０ｅ

－爩牋牂爲爴

可得 ｌｎ牘牘０＝－
爩牋牂
爲爴

又因为牘
牘０＝７５％，

大气的爩＝０．０２８９ｋｇ燉ｍｏｌ，所以
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牂＝－ 爲爴爩牋ｌｎ
牘
牘０＝ － ８．３１× ２７３

０．０２８９× ９．８槏 槕× ｌｎ０．７５ ｍ

＝２３００ｍ＝ ２．３ｋｍ
【】 求压强为１．０１３×１０５Ｐａ、质量为２×１０－３ｋｇ、容积为

１．５４×１０－３ｍ３的氧气的分子平均平动动能。

解 由牘＝ ２３牕牥
可得

牥＝ ３牘２
１
牕

而 牕＝

牔
爩爫Ａ

爼 ＝牔爫Ａ爩爼

所以 牥＝３牘２燈
爩爼
牔爫Ａ

＝３× １．０１３× １０
５× ０．０３２× １．５４× １０－３

２× ２× １０－３× ６．０２２× １０２３ Ｊ

＝６．２２× １０－２１Ｊ
【】 容器内储有１ｍｏｌ的某种气体，今从外界输入２．０９×

１０２Ｊ的热量，测得其温度升高１０Ｋ，求该气体分子的自由度。

解 由爠０＝ 牏２爲爴
有Δ爠０＝ 牏２爲Δ爴，

所以

牏＝ ２Δ爠
爲Δ爴＝

２× ２．０９× １０２

８．３１× １０ ＝ ５

【】 导体中自由电子的运动类似于气体分子的运动。设
导体中共有爫个自由电子。电子气中电子的最大速率牤Ｆ叫做费米
速率。电子的速率在牤与牤＋ｄ牤之间的概率为

ｄ爫
爫 ＝

４π牤２爛ｄ牤
爫 （牤Ｆ＞ 牤＞ ０）

０ （牤＞ 牤Ｆ
烅
烄

烆 ）
式中爛为常量。（１）由归一化条件求爛。（２）证明电子气中电子的

平均动能牥＝ ３５
１
２牔牤槏 槕２Ｆ ＝ ３５爠Ｆ，此处爠Ｆ叫做费米能。
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解 （１）据题意有牊（牤）ｄ牤＝ｄ爫爫，
而归一化条件为

∫
∞

０
牊（牤）ｄ牤＝ １

也即 ∫
牤Ｆ

０

４π牤２爛ｄ牤
爫 ＝４π爛３爫牤

３
Ｆ＝１

所以 爛＝ ３爫４π牤３Ｆ

（２）因为 牤２
－
＝∫

∞

０
牤２牊（牤）ｄ牤＝∫

牤Ｆ

０
牤２４π牤

２爛
爫 ｄ牤

＝４π爛爫∫
牤Ｆ

０
牤４ｄ牤＝４π爛５爫牤

５
Ｆ＝ ３５牤

２
Ｆ

所以 牥＝ １２牔牤
２－＝ ３５

１
２牔牤槏 槕２Ｆ ＝ ３５爠Ｆ

【】 无线电所用的真空管的真空度为１．３３×１０－３Ｐａ，试
求在２７℃时单位体积中的分子数及分子平均自由程。设分子的有
效直径为３．０×１０－１０ｍ。
解 已知爴＝（２７３＋２７）Ｋ＝３００Ｋ，由牘＝牕牑爴可得

牕＝ 牘
牑爴＝

１．３３× １０－３

１．３８× １０－２３× ３００
个 燉ｍ３＝ ３．２１× １０１７个 燉ｍ３

分子平均自由程

犧＝ １
槡２π牆２牕

＝ １
１．４１× ３．１４× （３．０× １０－１０）２× ３．２１× １０１７ｍ

＝７．８２ｍ

【】 在标准状态下氦气（Ｈｅ）的粘度 犣＝１．８９×１０－５

Ｐａ·ｓ，又摩尔质量爩＝０．００４０ｋｇ燉ｍｏｌ，算术平均速率牤＝１．２０×

１０３ｍ燉ｓ，试求：（１）在标准状态下氦原子的平均自由程；（２）氦原子
的半径。

解 （１）由公式 犣＝ １３犱牤
犧可得 犧＝３犣犱牤。

而气体密度 犱＝
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４×１０－３

２２．４×１０－３ｋｇ燉ｍ
３＝０．１７９ｋｇ燉ｍ３，所以

犧＝ ３犣犱牤＝
３× １．８９× １０－５

０．１７９× １．２０× １０３ｍ＝ ２．６４× １０
－７ｍ

（２）因为犧＝ １
槡２π牆２牕

＝ 牑爴
槡２π牆２牘

，所以

牆＝ 牑爴
槡２犧槡 π牘

＝ １．３８× １０－２３× ２７３
１．４１× ２．６４× １０－７× ３．１４× １．０１３× １０槡 ５ｍ

＝１．７９× １０－１０ｍ

氦原子半径为牜＝牆２＝０．９０×１０
－１０ｍ。

【】 设氮分子的有效直径为 １０－１０ｍ，（１）求氮气在标准
状态下的平均碰撞次数；（２）如果温度不变，气压降到 １．３３×
１０－４Ｐａ，则平均碰撞次数又为多少？
解 （１）在标准状态下，氮气分子的平均速度为

牤＝ ８爲爴槡π爩 ＝ ８× ８．３１× ２７３槡３．１４× ０．０２８ ｍ燉ｓ＝ ４５４ｍ燉ｓ
由公式牘＝牕牑爴，可得单位体积内分子数

牕＝ 牘
牑爴＝

１．０１３× １０５

１．３８× １０－２３× ２７３
个 燉ｍ３＝ ２．６９× １０２５个 燉ｍ３

平均自由程

犧＝ １
槡２π牆２牕

＝ １
１．４１× ３．１４× （１０－１０）２× ２．６９× １０２５ｍ

＝８．４０× １０－７ｍ
所以平均碰撞次数

牂＝ 牤

犧＝
４．５４× １０２

８．４０× １０－７
次 燉ｓ＝ ５．４０× １０８次 燉ｓ
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（２）温度不变，则牤不变。由犧＝ 牑爴
槡２π牆２牘

可知，牘减小，犧增

大，所以平均碰撞次数减小。设气压降低之后的平均碰撞次数为

牂′，气压为牘′，则

牂′
牂＝

牘′
牘

所以

牂′＝ 牘′牘牂
＝ １．３３× １０

－４

１．０１３× １０５× ５．４０× １０
８次 燉ｓ＝ ０．７１次 燉ｓ

【】 在温度０℃和压强１．０×１０５Ｐａ下，空气密度是１．２９３

ｋｇ燉ｍ３，牤＝４．６×１０２ｍ燉ｓ，犧＝６．４×１０－８ｍ，求粘度。
解 按公式，有

犣＝ １３犱犧
牤＝ １

３× １．２９３× ６．４× １０
－８× ４．６× １０２Ｐａ燈ｓ

＝１．２７× １０－５Ｐａ燈ｓ

【】 由实验测定在标准状态下，氧气的扩散系数为１．８７
×１０－５ｍ２燉ｓ，根据这数据计算氧分子的平均自由程和分子的有效

直径。
解 对于氧气，爩＝０．０３２ｋｇ燉ｍｏｌ，在温度爴＝２７３Ｋ时，其平

均速率为

牤＝ ８爲爴槡π爩 ＝ ８× ８．３１× ２７３槡３．１４× ０．０３２ ｍ燉ｓ＝ ４２５ｍ燉ｓ
由公式 爟＝ １３牤

犧

可得 犧＝３爟牤＝
３×１．８７×１０－５

４２５ ｍ＝１．３２×１０－７ｍ

又因为 犧＝ 牑爴
槡２π牆２牘

所以 牆＝ 牑爴
槡２π犧槡 牘
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＝ １．３８×１０－２３×２７３
１．４１×３．１４×１．３２×１０－７×１．０１３×１０槡 ５ｍ

＝２．５２×１０－１０ｍ
【】 设有遵守范德瓦耳斯方程的１ｍｏｌ气体，试建立起临

界点温度与压强、体积之间的关系。
解 １ｍｏｌ气体的范德瓦耳斯方程为

牘＋ 牃
爼槏 槕２ｍ （爼ｍ － 牄）＝ 爲爴

整理可得 爼３ｍ－ 牘牄＋爲爴槏 槕牘 爼２ｍ＋ 牃牘爼ｍ－
牃牄
牘＝０

在临界点（牘ｋ，爼ｍ，爴ｋ）时，上式为

爼３ｍ －
牘ｋ牄＋ 爲爴ｋ

牘槏 槕ｋ
爼２ｍ ＋ 牃

牘ｋ爼ｍ －
牃牄
牘ｋ＝ ０

又因上面爼ｍ的三次方程在临界点时爼ｍ的三个根均为同一值爼ｋ，
所以

（爼ｍ － 爼ｋ）３＝ ０
展开为 爼３ｍ－３爼ｋ爼２ｍ＋３爼２ｋ爼ｍ－爼３ｋ＝０
将上式与临界点的三次方程相比较，取对应项系数相等，可得

牄＋ 爲爴ｋ牘ｋ ＝ ３爼ｋ

牃
牘ｋ＝ ３爼

２
ｋ

牃牄
牘ｋ＝ 爼

烅

烄

烆
３
ｋ

所以 爲爴ｋ
牘ｋ爼ｋ＝

８
３

【】 ＣＯ２的临界温度为３１℃，临界压强为７３×１０５Ｐａ，求

１ｍｏｌ的ＣＯ２的临界体积。
解 已知爴ｋ＝（２７３＋３１）Ｋ＝３０４Ｋ，牘ｋ＝７３×１０５ Ｐａ。由上

题结论可得

·０１２· 普通物理思考题与习题解答



爼ｋ＝
３爲爴ｋ
８牘ｋ ＝

３× ８．３１× ３０４
８× ７３× １０５ ｍ

３＝ １．３０× １０－４ｍ３

【】 牔＝１０－３ｋｇ的氮气，体积从０．５×１０－３ｍ３增大到５×
１０－３ｍ３。求氮分子间引力所做的功。已知氮 牃＝１．４０８×１０－１

Ｐａ·ｍ６燉ｍｏｌ２。
解 本题注意内压强概念。

在范德瓦耳斯方程中，内压强牘ｉ＝牔
２

爩２
牃
爼２，
它表示真实气体表

面层所受到的内部分子的引力压强。当体积变化ｄ爼时，它做的元
功为ｄ爛＝牘ｉｄ爼，所以当氮气体积从爼１＝０．５×１０－３ｍ３增加到爼２＝
５×１０－３ｍ３时，内压强牘ｉ所做的功为

爛＝∫
爼２

爼１
牘ｉｄ爼＝∫

爼２

爼１

牔２

爩２
牃
爼２ｄ爼＝

牔槏 槕爩
２

牃 １
爼１－

１
爼槏 槕２

＝ １０－３

２８×１０槏 槕－３

２

×１．４０８×１０－１× １
０．５×１０－３－

１
５×１０槏 槕－３ Ｊ

＝０．３２Ｊ
所以引力所做的功为爛′＝－０．３２Ｊ。

【】 已知氮的临界压强牘ｋ＝３．４×１０６Ｐａ，爼ｋ＝０．９×１０－４

ｍ３燉ｍｏｌ，求它的范德瓦耳斯修正量牃及牄。
解 在８２３题的解中已求出在临界点

牄＋ 爲燈爴ｋ牘ｋ ＝ ３爼ｋ

牃
牘ｋ＝ ３爼

２
ｋ

牃牄
牘ｋ＝ 爼

烅

烄

烆
３
ｋ

因而可求得

牃＝３爼２ｋ牘ｋ＝ ３× （０．９× １０－４）２× ３．４× １０６Ｎ燈ｍ４燉ｍｏｌ２

＝８．２６× １０－２Ｎ燈ｍ４燉ｍｏｌ２

牄＝ １３爼ｋ＝
１
３×０．９×１０

－４ｍ３燉ｍｏｌ＝３×１０－５ｍ３燉ｍｏｌ
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第九章 热力学基础

知 识 要 点

．功
功是过程量。
准静态过程系统的体积功

ｄ爛＝ 牘ｄ爼， 爛＝∫
爼２

爼１
牘ｄ爼

．热量与热容
热量是过程量。热容也是过程量。

摩尔定体热容 爞爼，ｍ＝
（ｄ爯）爼
牔
爩ｄ爴

定体过程热量 （爯）爼＝ 牔爩∫
爴２

爴１
爞爼，ｍｄ爴

摩尔定压热容 爞牘，ｍ＝
（ｄ爯）牘
牔
爩ｄ爴

等压过程热量 （爯）牘＝牔爩∫
爴２

爴１
爞牘，ｍｄ爴

理想气体摩尔热容

爞爼，ｍ ＝ 牏
２爲， 爞牘，ｍ ＝ 牏＋ ２２ 爲

迈耶公式 爞牘，ｍ＝爞爼，ｍ＋爲
．内能
内能是状态量。



理想气体内能 爠＝牔爩
牏
２爲爴

理想气体内能变化 爠２－爠１＝牔爩∫
爴２

爴１
爞爼，ｍｄ爴

．热力学第一定律

爯＝ 爠２－ 爠１＋ 爛， ｄ爯＝ ｄ爠＋ ｄ爛
．等温过程
过程方程 牘１爼１＝牘２爼２
吸热等于对外做功

（爯）爴＝ 爛＝ 牔爩爲爴ｌｎ
爼２
爼１＝

牔
爩爲爴ｌｎ

牘１
牘２

．绝热过程与多方过程
准静态绝热过程

牘爼犞＝ 常量， 爼犞－１爴＝ 常量， 牘犞－１爴－犞＝ 常量
多方过程 牘爼牕＝常量

．循环过程
热循环 系统从高温热源吸热爯１，对外做功爛，向低温热源放

热爯２（放热量值），效率为

犣＝ 爛
爯１＝

爯１－ 爯２
爯１ ＝ １－ 爯２爯１

致冷循环 系统从低温热源吸热爯２，接受外界做功爛，向高温
热源放热爯１，致冷系数为

牥＝ 爯２爛＝
爯２

爯１－ 爯２
．卡诺循环
系统只和两个恒温热源（高温爴１、低温爴２）进行热交换的准静

态循环过程。

正循环效率 犣ｃ＝１－
爴２
爴１

逆循环致冷系数 牥ｃ＝
爴２

爴１－爴２
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．热力学第二定律
可逆过程与不可逆过程。
第二定律 一切与热现象有关的实际宏观过程都是不可逆

的。
克劳修斯表述（热传导）；开尔文表述（热功转换）。
．熵
克劳修斯熵公式

爳２－ 爳１＝∫
２

１

ｄ爯槏 槕爴 可逆
， ｄ爳＝ ｄ爯槏 槕爴 可逆

玻尔兹曼熵公式

爳＝ 牑ｌｎ爾
熵增加原理 在封闭系统中发生的任何不可逆过程都有

Δ爳＞ ０

思考题解答

【】 怎样区别内能与热量？下面哪种说法是正确的？（１）物
体的温度愈高，则热量愈多；（２）物体的温度愈高，则内能愈大。
答 内能是状态量。在一定状态下，物体的内能有确定值，它

是状态的单值函数。
热量是过程量。它与过程有关，离开热交换过程是无意义的。

它是与传热过程相对应的能量交换的一种量度。
（１）不对。因为物体温度愈高，物体内分子运动就愈剧烈，但

并不一定表明它向其他系统放出很多能量。所以不能说温度愈高，
热量愈多。例如绝热压缩过程，温度可以很高，但热量为零。

（２）对理想气体才正确。对一定量的理想气体，内能是温度的
单值函数，温度愈高，则内能愈大。如果不是理想气体，必须考虑分
子间的相互作用势能。温度升高，虽然热运动动能增加，但体积变
化也可使分子间的势能降低，因而内能仍可能减少。

·４１２· 普通物理思考题与习题解答



【】 说明在下列过程中热量、功与内能变化的正负：（１）用
气筒打气；（２）水沸腾变成水汽。
答 （１）气筒内的空气可作为一个系统，打气过程一般很快，

系统和外界来不及进行热交换，因而视为绝热过程，有爯＝０。外界
对气体做正功，气体对外做负功，爛＜０。由热力学第一定律爯＝Δ爠
＋爛，有Δ爠＞０，即内能增加。

（２）水沸腾变成水汽，是一个吸热过程，系统吸热为正，所以爯

＞０。水汽体积较同质量的水大，即有ｄ爼＞０，爛＝∫牘ｄ爼，对外做正
功，爛＞０。水沸腾变成水汽过程中，温度不变。水分子间距离增大，
分子间相互作用力做负功，使分子间的相互作用势能增大，因此内
能也增大，Δ爠＞０。

【】 为什么气体热容的数值可以有无穷多个？什么情况
下，气体的摩尔热容是零？什么情况下，气体的摩尔热容是无穷大？
什么情况下是正值？什么情况下是负值？
答 通常把单位质量的某种气体温度升高１Ｋ（或１℃）所吸

收的热量称为该气体的比热容。一个系统温度升高１Ｋ所吸收的

热量为系统的热容爞＝ｄ爯ｄ爴。
由定义知气体的热容与热量一样是过

程量。对一定量的气体，从一个状态变化到另一状态，其变化过程
可以不同，因而吸收的热量也不同，从而热容不同。由于变化过程
可以有无穷多个，所以热容也就有无穷多个数值。
当系统物质的量为１ｍｏｌ时，它的热容为摩尔热容。对于绝热

过程，ｄ爯＝０，不论气体温度升高还是降低，它都不与外界交换热
量，因而气体的摩尔热容为零。
对于等温过程，无论气体吸收多少热量，气体温度不变，摩尔

热容为无穷大。如果等温膨胀，从外界吸热，摩尔热容为正无穷大；
如果是等温压缩，对外放热，摩尔热容为负无穷大。
在多方过程中，气体热容公式为

爞＝ 牔爲（牕－ 犞）
爩（犞－ １）（牕－ １）
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式中牕为多方指数，犞为比热容比。因为犞＞１，所以当牕＞犞或牕＜１
时，热容爞为正，即系统温度升高时，从外界吸热；如果１＜牕＜犞，热
容爞为负，即系统温度升高时，向外界放出热量。

【】 一理想气体经图９１所示的各过程，试讨论其摩尔热

图９１

容的正负：（１）过程ⅠⅡ；（２）过程Ⅰ′Ⅱ
（沿绝热线）；（３）过程Ⅱ′Ⅱ。
答 在牘爼图中，功

爛＝∫牘ｄ爼
其值为曲线下的面积，可正可负。
对理想气体，两等温线之间的不同

过程，其内能变化相同。
根据热力学第一定律，对Ⅰ′Ⅱ过程，有

爯′＝ Δ爠＋ 爛′＝ ０
可得 Δ爠＝－ 爛′

（１）对ⅠⅡ过程，有

爯＝ Δ爠＋ 爛＝－ 爛′＋ 爛
由图９１知燏爛燏＞燏爛′燏，可得

爯＝－ 爛′＋ 爛＜ ０
所以 爞ｍ＜ ０

（２）对Ⅰ′Ⅱ过程，由爯′＝０得爞ｍ＝０。
（３）由图９１知燏爛″燏＜燏爛′燏，对Ⅱ′Ⅱ过程，有

爯″＝ Δ爠＋ 爛″＝－ 爛′＋ 爛″＞ ０
所以 爞ｍ＞ ０

【】 对物体加热而其温度不变，有可能吗？没有热交换而
系统的温度发生变化，有可能吗？
答 对物体加热而其温度不变，有可能。例如等温膨胀，温度

不变，吸热全部用来对外做功。
没有热交换而系统的温度发生变化也有可能。例如理想气体
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绝热膨胀，内能减少而对外做功，系统温度降低。
【】 为什么卡诺循环是最简单的循环过程？任意可逆循环

需要多少个不同温度的热源？
答 卡诺循环只有两个热源，其过程是平衡过程，所以它是理

想的可逆循环，也最简单。
任意一个循环，要做到过程可逆，系统所经过的中间状态必须

无限缓慢，才能接近于平衡态。要做到这一点，需要有无限多个温
差微小的恒温热源。

【】 有两个可逆机分别用不同热源作卡诺循环，在牘爼图
上，它们的循环曲线所包围的面积相等，但形态不同，如图９２所
示，它们吸热和放热的差值是否相同？对外所做的净功是否相同？
效率是否相同？

图９２

答 对一个循环，内能不变，所以吸热和放热的差值等于系统
对外做的净功。因为两循环曲线包围的面积相等，即两循环对外做
的净功相等，所以它们吸热和放热的差值相同。

根据卡诺热机效率犣＝１－
爴２
爴１，
效率取决于高、低温热源温度

比值。图９２中所示两可逆机的爴２与爴１比值是不相同的，所以效
率不同。

【】 牘爼图中表示循环过程的曲线所包围的面积，代表热
机在一个循环中所做的净功。如图９３所示，如果体积膨胀得大
些，面积就大了（图中面积爳牃牄牅′牆′＞爳牃牄牅牆），所做的净功就多了，因此
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热机效率也就可以提高了，这种说法对吗？

图９３

答 不对。由热机效率公式 犣＝ 爛爯１＝

爯１－爯２
爯１ ＝１－爯２爯１

可知，效率取决于净功与吸

热的比值，或放热与吸热的比值。即使净功
增加，但如吸热也相应增加，热机效率也不
会提高。

【】 有一可逆的卡诺机，它作热机
使用时，如果工作的两热源的温度差愈大，则对于做功就愈有利。
当作致冷机使用时，如果两热源的温度差愈大，对于致冷是否也愈
有利？为什么？
答 对于致冷不利。致冷机的功效常用从低温热源吸取的热

量爯２与所消耗的外功爛的比值来衡量，即致冷系数

牥＝ 爯２爛＝
爯２

爯１－ 爯２

卡诺机的致冷系数为 牥＝ 爴２
爴１－ 爴２

可见，可逆的卡诺机用作致冷机时，温差越大，牥越小。这就意味
着从低温热源吸取同样的热量时，消耗的外功越大，显然不利。

【】 一条等温线与一条绝热线能否相交两次，为什么？
答 不能。用过程方程可以证明。假设可以相交两点爛（牘１，

爼１）和爜（牘２，爼２）。因为同在一条等温线和一条绝热线上，所以有

牘１爼１＝ 牘２爼２， 牘１爼犞１＝ 牘２爼犞２
联立解得

爼１＝ 爼２， 牘１＝ 牘２
即爛、爜是同一点，等温线与绝热线不能相交两次。
也可利用热力学第二定律来证明。假设可以相交两次，则将形

成一个循环过程。这样就可在同一热源中吸取热量变成有用功而
其他物体又不发生任何变化，显然这是违背热力学第二定律的。
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【】 两条绝热线与一条等温线能否构成一个循环，为什
么？
答 不能。由于每一条绝热线上各点都具有确定的斜率，因此

任意两条绝热线不能相交。而等温线又只能与绝热线相交一次，所
以两条绝热线与一条等温线不能构成一个循环。

【】 从原理上如何计算物体在始末状态之间进行不可逆
过程所引起的熵变？
答 由于熵是状态函数，因而熵的变化只取决于始态和末态，

而与所经历的过程无关。据此，我们可以在始态和末态之间任意设
想一个可逆过程，从而计算这一可逆过程中的熵变，它也就是不可
逆过程所引起熵变的量值。

【】 在日常生活中，经常遇到一些单方向的过程，如：
（１）桌上热餐变凉；（２）无支持的物体自由下落；（３）木头或其他燃
料的燃烧。它们是否都与热力学第二定律有关？在这些过程中熵
变是否存在？如果存在，是增大还是减小？
答 （１）与热力学第二定律有关。通过热传导，热量从热餐传

到空气中，最后两者温度一致。在自然状态下，绝不会自发出现与
此相反的过程。伴随此不可逆过程，熵变存在，是增大。

（２）如不考虑摩擦，与热力学第二定律无关。物体自由下落只
是机械运动，机械能守恒，其熵不变。如考虑空气的摩擦，部分机械
能转化为热能，则与热力学第二定律有关。有熵变，且增大。

（３）与热力学第二定律有关。燃料燃烧释放出的热能只是燃
料的化学能，它们被排放进入周围环境（空气、水、大气）中，可用程
度降低。这个过程熵变存在，熵增大。

【】 一杯热水放在空气中，它总是冷却到与周围环境相
同的温度，因为处于比周围温度高或低的概率都较小，而与周围同
温度的平衡却是最概然状态，但是这杯水的熵却是减小了，这与熵
增加原理有无矛盾？
答 熵增加原理指的是，一个封闭系统中发生的任何不可逆
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过程都导致熵增加。但当系统与外界发生能量交换时，情况就有所
不同，有熵流，导致水的熵减少。不过把周围环境和这杯热水一起
作为一个封闭系统看待，则整个系统的熵仍是增加的。

【】 一定量的气体，初始压强为牘１，体积为爼１，今把它压
缩到爼１燉２，一种方法是等温压缩，另一种方法是绝热压缩。问哪种
方法最后的压强较大？这两种方法中气体的熵改变吗？
答 过同一点（牘１，爼１）的绝热线与等温线，在（牘１，爼１）点绝热

线斜率绝对值比等温线斜率绝对值大，即绝热线较陡。由于斜率均
为负，且体积由爼１压缩到爼１燉２时压强均增大，所以绝热压缩后的

压强牘爯较大。

在等温压缩过程中，由于放热，有ｄ爯爴＜０，
所以熵减少。绝热压

缩过程中，熵不变。
【】 判别下面说法是否正确？
（１）功可以全部转化为热，但热不能全部转化为功；
（２）热量能从高温物体传到低温物体，但不能从低温物体传

到高温物体。
答 （１）不正确。当外界条件发生变化时，热可以全部转化为

功。如等温膨胀过程中，系统吸收的热量全部转化为对外做功，只
不过体积发生了变化。

（２）不正确。当通过外力对系统做功时，可以使系统从低温物
体吸取热量传到高温物体上，致冷机（如冰箱）就是这样的装置。只
不过热量不能自动地从低温物体传到高温物体。

习 题 解 答

【】 １ｍｏｌ单原子理想气体从３００Ｋ加热至３５０Ｋ，（１）体
积保持不变；（２）压强保持不变。问在这两过程中各吸收了多少热
量？增加了多少内能？对外做了多少功？
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解 （１）热力学第一定律

爯＝Δ爠＋爛
因为体积不变，爛＝０，所以

爯＝Δ爠＝ 爞爼，ｍΔ爴＝ ３
２爲Δ爴

＝ ３２× ８．３１× （３５０－ ３００）Ｊ＝ ６２３Ｊ

（２）因为内能仅与温度有关，所以

Δ爠＝爞爼，ｍΔ爴＝ ３
２爲Δ爴

＝ ３２× ８．３１× （３５０－ ３００）Ｊ＝ ６２３Ｊ

爛＝ 牘Δ爼＝ 爲Δ爴＝ ８．３１× （３５０－ ３００）Ｊ＝ ４１６Ｊ
爯＝ Δ爠＋ 爛＝ （６２３＋ ４１６）Ｊ＝ １０３９Ｊ

【】 在１ｇ氦气中加进１Ｊ的热量，若氦气压强并无变化，
它的初始温度为２００Ｋ，求它的温度升高多少？
解 等压过程。

因为爯＝牔爩爞牘，ｍ（爴２－爴１），
所以

爴２－ 爴１＝ 爯爩
牔爞牘，ｍ ＝

１× ４× １０－３

１× １０－３× ５
２× ８．３１

Ｋ＝ ０．１９Ｋ

【】 压强为１．０×１０５Ｐａ，体积为０．００８２ｍ３的氮气，从初
始温度３００Ｋ加热到４００Ｋ，如加热时（１）体积不变；（２）压强不变，
问各需热量多少？哪一个过程所需热量大？为什么？
解 等体与等压过程。

（１）由牘１爼１＝牔爩爲爴１
有

牔
爩 ＝

牘１爼１
爲爴１ ＝

１．０× １０５× ０．００８２
８．３１× ３００ ＝ ０．３３

所以
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爯爼＝牔爩爞爼，ｍ（爴２－ 爴１）

＝０．３３× ５
２× ８．３１× （４００－ ３００）Ｊ＝ ６８６Ｊ

（２）爯牘＝牔爩爞牘，ｍ（爴２－爴１）

＝０．３３× ７２×８．３１×（４００－３００）Ｊ＝９６０Ｊ

由上述计算结果可知爯牘＞爯爼。因为两过程内能变化相等，但
等压过程还要对外做功，所以等压过程需要吸取更多的能量。

【】 ２ｍｏｌ氮气，在温度为３００Ｋ、压强为１．０×１０５Ｐａ时，
等温地压缩到２．０×１０５Ｐａ。求气体放出的热量。
解 等温过程Δ爠＝０，所以爯＝爛。而

爛＝－ 牔爩爲爴ｌｎ
爮２
爮１

＝－ ２× ８．３１× ３００× ｌｎ２．０× １０
５

１．０× １０５Ｊ

＝－ ３．１５× １０３Ｊ
所以 爯＝－３．１５×１０３Ｊ
负号表示放热。

【】 质量为１ｋｇ的氧气，其温度由３００Ｋ升高到３５０Ｋ。若
温度升高是在下列３种不同情况下发生的：（１）体积不变；（２）压强
不变；（３）绝热。问其内能改变各为多少？
解 理想气体内能是温度的单值函数，所以３种情况的内能

改变相同，均为

Δ爠＝牔爩爞爼，ｍΔ爴＝
牔
爩 ×

５
２爲Δ爴

＝ １
３２× １０－３×

５
２× ８．３１× （３５０－ ３００）Ｊ

＝３．２５× １０４Ｊ
【】 将５００Ｊ的热量传给标准状态下２ｍｏｌ的氢。（１）若体

·２２２· 普通物理思考题与习题解答



积不变，问这热量变为什么？氢的温度变为多少？（２）若温度不变，
问这热量变为什么？氢的压强及体积各变为多少？（３）若压强不变，
问这热量变为什么？氢的温度及体积各变为多少？
解 （１）在爯＝Δ爠＋爛中爛＝０，所以吸热全部用以增加内

能。因为爯＝Δ爠＝２爞爼，ｍΔ爴，所以

Δ爴＝ 爯
２爞爼，ｍ＝

５００

２× ５２×８．３１
Ｋ＝１２Ｋ

爴＝ 爴１＋ Δ爴＝ （２７３＋ １２）Ｋ＝ ２８５Ｋ
（２）温度不变，则Δ爠＝０，爯＝爛。即热量全部用于对外做功。

因为爯＝爛＝牔爩爲爴１ｌｎ
爼２
爼１，
所以

爼２＝ 爼１ｅ
爯爩
牔爲爴１＝ ４４．８× １０－３× ｅ

５００
２×８．３１×２７３ｍ３＝ ０．０５ｍ３

牘２＝
爼１
爼２牘１＝

４４．８× １０－３

０．０５ × １．０１３× １０５Ｐａ

＝０．９０８× １０５Ｐａ
（３）据爯＝Δ爠＋爛，爯＞０，热量用于增加内能和对外做功。因

为爯牘＝牔爩爞牘，ｍΔ爴＝２×
７
２爲Δ爴，
所以

Δ爴＝ 爴２－ 爴１＝
爯牘
７爲＝

５００
７× ８．３１Ｋ＝ ８．６Ｋ

爴２＝ 爴１＋ Δ爴＝ （２７３＋ ８．６）Ｋ＝ ２８１．６Ｋ

而等压过程 牘Δ爼＝牔爩爲Δ爴＝２爲Δ爴

所以

爼２＝爼１＋ Δ爼＝ 爼１＋ ２爲Δ爴牘

＝ ４４．８× １０－３＋ ２× ８．３１× ８．６１．０１３× １０槏 槕５ ｍ３

＝０．０４６ｍ３

【】 有一定量的理想气体，其压强按牘＝ 牅爼２
的规律变化，牅
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是个常量。求气体从体积爼１增加到爼２所做的功。该理想气体的温
度是升高还是降低？
解 应用体积功的定义计算。
由定义有

爛＝∫
爼２

爼１
牘ｄ爼＝ 牅∫

爼２

爼１

ｄ爼
爼２＝ 牅

１
爼１－

１
爼槏 槕２

又因为牘爼＝ 牅爼＝
牔
爩爲爴，
而爼２＞爼１，所以爴２＜爴１，即温度降低。

【】 １ｍｏｌ氢，在压强为１．０×１０５Ｐａ，温度为２０℃时，其体

积为爼０。今使它经以下两种过程达同一状态：（１）先保持体积不
变，加热使其温度升高到８０℃，然后令它作等温膨胀，体积变为原
体积的２倍；（２）先使它作等温膨胀至原体积的２倍，然后保持体积
不变，加热到８０℃。试分别计算以上两种过程中吸收的热量、气体
对外做的功和内能的增量；并作出牘爼图。
解 等值过程问题。
（１）设等体为过程１，等温为过程２，则

Δ爠＝ Δ爠１＝ 爞爼，ｍΔ爴＝ ５
２× ８．３１× ６０Ｊ＝ １２４６Ｊ

爛＝ 爛２＝ 爲爴ｌｎ爼爼０＝ ８．３１× （２７３＋ ８０）× ｌｎ２Ｊ＝ ２０３３Ｊ

爯＝ 爯１＋ 爯２＝ Δ爠１＋ 爛２＝ （１２４６＋ ２０３３）Ｊ＝ ３２７９Ｊ

（２）设等温为过程１，等体为过程２，则

爛＝爛１＝ 爲爴０ｌｎ爼爼０
＝８．３１× （２７３＋ ２０）× ｌｎ２Ｊ＝ １６８７Ｊ

Δ爠＝ Δ爠２＝ 爞爼，ｍΔ爴＝ ５
２× ８．３１× ６０Ｊ＝ １２４６Ｊ

爯＝Δ爠＋ 爛＝ Δ爠２＋ 爛１
＝（１２４６＋ １６８７）Ｊ＝ ２９３３Ｊ

牘爼图如图９４所示。
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图９４

【】 理想气体作绝热膨胀，由初状态（牘０，爼０）至末状态（牘，

爼）。（１）试证明在此过程中气体所做功为爛＝
牘０爼０－牘爼
犞－１ ；（２）设牘０

＝１．０×１０６Ｐａ，爼０＝０．００１ｍ３，牘＝２．０×１０５Ｐａ，爼＝０．００３１６ｍ３，
气体的犞＝１．４，试计算气体所做的功。
解 （１）绝热过程爯＝０，所以爛＝－Δ爠。其微分形式为

ｄ爛＝－ ｄ爠＝－ 牔爩爞爼，ｍｄ爴

积分上式可得

爛＝－牔爩爞爼，ｍ（爴－爴０） ①

初态和末态的状态方程分别为

牘０爼０＝ 牔爩爲爴０， 牘爼＝ 牔爩爲爴

解出爴０与爴代入式①中有

爛＝ 爞爼，ｍ（牘０爼０－ 牘爼）爲

又因为爲＝爞牘，ｍ－爞爼，ｍ，犞＝
爞牘，ｍ
爞爼，ｍ，
所以

爛＝ 牘０爼０－ 牘爼犞－ １

（２）爛＝１．０×１０
６×０．００１－２．０×１０５×０．００３１６

１．４－１ Ｊ＝９２０Ｊ
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【】 在一密闭的抽空气缸中，有个劲度系数为牑的弹簧，
下面吊着一个质量不计且没有摩擦的滑动活塞，如图９５所示。弹
簧下活塞的平衡位置位于气缸的底部。当活塞下面的空间引进一
定量的摩尔定容热容为爞爼，ｍ的理想气体时，活塞上升到高度牎，如
图示。弹簧作用在活塞上的力正比于活塞的位移。如果该气体从
原来的温度爴升高到爴１并吸热爯，问活塞所在的高度牎′等于多少？
解 本题应用热力学第一定律，注意分析过程。
设气缸横截面积为爳，当活塞上升到高度牎时，气体压强为牘、

体积为爼、温度为爴，则据题意有

图９５

牘＝ 爡爳＝
牑牎
爳， 爼＝ 爳牎

因为 牘爼＝牔爩爲爴＝牑牎
２

所以 牔
爩＝

牑牎２

爲爴
当温度爴升高到爴１时

Δ爠＝ 牔爩爞爼，ｍ（爴１－ 爴）＝
牑牎２

爲爴爞爼，ｍ（爴１－ 爴）

爛＝∫
牎′

牎
ｄ爛＝∫

牎′

牎
牑牨ｄ牨＝ １

２牑（牎′
２－ 牎２）

由热力学第一定律

爯＝ Δ爠＋ 爛＝ 牑牎
２

爲爴爞爼，ｍ（爴１－ 爴）＋
１
２牑（牎′

２－ 牎２）

可解得 牎′＝ ２爯
牑＋ 牎

２－ ２牎
２

爲爴爞爼，ｍ（爴１槡 － 爴）

【】 气缸内有单原子理想气体，若绝热压缩使其容积减
半，问气体分子的平均速率变为原来速率的几倍？若为双原子理想
气体，又为几倍。
解 注意绝热过程方程。

因为 牤＝ ８爲爴槡π爩
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所以 牤２
牤１
＝

８爲爴２槡π爩
８爲爴１槡π爩

＝ 爴槡２

爴槡１

＝ 爴２
爴槡１

由绝热过程方程爴１爼犞－１１ ＝爴２爼犞－１２ 有

爴２
爴１＝

爼１
爼槏 槕２

犞－１

所以 牤２
牤１
＝ 爴２

爴槡１
＝ 爼１
爼槏 槕２

犞－１
２

＝２
犞－１
２

对单原子理想气体，犞＝ ５３
牤２
牤１
＝ （２）

１
３＝ １．２６

对双原子理想气体，犞＝ ７５
牤２
牤１
＝ （２）

１
５＝ １．１５

【】 一高压容器中含有未知气体，可能是Ｎ２或Ａｒ。在

２９８Ｋ时取出试样，从５×１０－３ｍ３绝热膨胀到６×１０－３ｍ３，温度降
到２７７Ｋ。试判断容器中是什么气体？
解 由绝热过程方程

爼犞－１１ 爴１＝ 爼犞－１２ 爴２

可得 爼１
爼槏 槕２

犞－１

＝爴２爴１，
爼１
爼槏 槕２

犞

＝爴２爼１爴１爼２
取对数有

犞＝
ｌｎ爴２爼１爴１爼２

ｌｎ爼１爼２

＝
ｌｎ２７７× ５× １０

－３

２９８× ６× １０－３

ｌｎ５× １０
－３

６× １０－３

＝ｌｎ０．７７４６ｌｎ０．８３３３＝
－ ０．２５５４
－ ０．１８２３＝ １．４０
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所以容器中为双原子分子Ｎ２。

【】 （１）有１０－６ｍ３的３７３Ｋ的纯水，在１．０１３×１０５Ｐａ的

压强下加热，变成１．６７１×１０－３ｍ３的同温度的水蒸气。水的汽化热

是２．２６×１０６Ｊ燉ｋｇ。问水变成汽后，内能改变多少？（２）在标准状态

下１．０×１０－３ｋｇ的２７３Ｋ的冰化为同温度的水，试问内能改变多

少？标准状态下水与冰的比体积各为 １０－３ｍ３燉ｋｇ与１１１０×１０
－３

ｍ３燉ｋｇ。冰的熔解热为３．３４×１０５Ｊ燉ｋｇ。
解 （１）由题意知为等压过程。有

爛＝ 牘Δ爼＝ １．０１３× １０５× １．６７１× １０－３Ｊ＝ １．６９× １０２Ｊ

爯＝ ２．２６× １０６× １０－３Ｊ＝ ２．２６× １０３Ｊ
所以 Δ爠＝爯－ 爛＝ （２．２６× １０３－ １．６９× １０２）Ｊ

＝２．０９× １０３Ｊ
（２）由题意知为等压过程，有

爛＝牘Δ爼＝ １．０１３× １０５× １－ １１槏 槕１０× １０－３× １０－３Ｊ
＝－ １．０１３× １０－２Ｊ

爯＝ ３．３４× １０５× １０－３Ｊ＝ ３．３４× １０２Ｊ
所以

Δ爠＝爯－ 爛＝ ３．３４× １０２－ （－ １．０１３× １０－２）Ｊ
＝３．３４× １０２Ｊ

【】 声音在空气中的传播可以看作是一绝热过程。它的

速度可按公式牤＝ 犞牘槡犱计算，式中犞＝爞牘，ｍ爞爼，ｍ，牘
为空气的压强，犱为

空气的密度。试证明声音在空气中的传播速度仅是温度的函数。
解 由状态方程有

牘＝ 牔爩
爲爴
爼 ＝

犱
爩爲爴

代入速度公式，可得
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牤＝ 犞爲爴槡爩 ＝ 爞牘，ｍ爲
爞爼，ｍ爩槡 爴

可见牤仅随温度爴变化而变化。
【】 如果在 ０℃、１．０×１０５Ｐａ下空气中的声速 牤＝３３２

ｍ燉ｓ，空气的密度犱＝１．２９ｋｇ燉ｍ３。求空气的犞。
解 根据上题公式

槡牤＝ 犞牘燉犱

可得 犞＝ 牤
２犱
牘 ＝

３３２２× １．２９
１．０× １０５ ＝ １．４２

【】 设有一以理想气体为工作物质的热机循环，如图９６
所示，试证明其效率为

图９６

犣＝ １－ 犞

爼１
爼槏 槕２ － １
牘１
牘槏 槕２ － １

证明 牃→牄为等体过程，爛＝０，吸热为

（Δ爯）爼＝牔爩爞爼，ｍ（爴牄－ 爴牃）

＝爞爼，ｍ 牘１爼２爲 － 牘２爼２槏 槕爲 ＞ ０

牄→牅过程为绝热过程，爯＝０，与外界无热交换。
牅→牃为等压过程，放出热量

（Δ爯）牘＝牔爩爞牘，ｍ（爴牃－ 爴牅）

＝爞牘，ｍ 牘２爼２爲 － 牘２爼１槏 槕爲 ＜ ０

所以

犣＝（Δ爯）爼－ 燏（Δ爯）牘燏（Δ爯）爼 ＝ １－ 爞牘，ｍ（牘２爼１－ 牘２爼２）爞爼，ｍ（牘１爼２－ 牘２爼２）
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＝１－ 犞

爼１
爼槏 槕２ － １
牘１
牘槏 槕２ － １

【】 １ｍｏｌ理想气体在４００Ｋ与３００Ｋ之间完成一卡诺
循环，在４００Ｋ的等温线上，起始体积为０．００１０ｍ３，最后体积为

０．００５０ｍ３，试计算气体在此循环中所做的功，以及从高温热源吸
收的热量和传给低温热源的热量。
解 本题为卡诺循环问题。
从高温热源吸热为

爯１＝ 爲爴１ｌｎ
爼２
爼１＝ ８．３１× ４００× ｌｎ

０．００５
０．００１Ｊ＝ ５．３５× １０

３Ｊ

传给低温热源的热量为

爯２＝ 爲爴２ｌｎ
爼２
爼１＝ ８．３１× ３００× ｌｎ５Ｊ＝ ４．０１× １０

３Ｊ

循环中所做的功为

爛＝ 爯１－ 爯２＝ （５．３５× １０３－ ４．０１× １０３）Ｊ＝ １．３４× １０３Ｊ
【】 一热机在１０００Ｋ和３００Ｋ的两热源之间工作。如果

（１）高温热源提高到１１００Ｋ，（２）低温热源降到２００Ｋ，求理论上的
热机效率各增加多少？为了提高热机效率，哪一种方案更好？
解 本题为卡诺循环问题。

犣０＝ １－
爴２
爴１＝ １－

３００
１０００＝ ７０％

（１）犣１＝１－ ３００
１１００＝７２．７％

犣１－犣０＝７２．７％－７０％＝２．７％

（２）犣２＝１－ ２００
１０００＝８０％

犣２－犣０＝８０％－７０％＝１０％
计算表明，理论上降低低温热源温度可以更多地提高热机效率。但
实际中所用低温热源往往是周围的空气或流水，要降低它们的温
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度是困难的，所以提高高温热源温度以提高热机效率是更行得通
的办法。

图９７

【】 有２５ｍｏｌ的某种气体，
作图９７所示循环过程（牃牅为等温过
程）。牘１＝４．１５×１０５Ｐａ，爼１＝２．０×
１０－２ｍ３，爼２＝３．０×１０－２ｍ３。求：（１）
各过程中的热量、内能改变以及所做
的功；（２）循环的效率。
解 设为单原子气体。
（１）牃→牄过程为等压膨胀。根据

状态方程有

爴１＝
牘１爼１
爲牔燉爩 ＝

４．１５× １０５× ２．０× １０－２

８．３１× ２５ Ｋ＝ ４０Ｋ

又由等压过程得

爴２＝
爴１爼２
爼１ ＝

４０× ３．０× １０－２

２．０× １０－２ Ｋ＝ ６０Ｋ

所以

（爯）牘＝ 牔爩爞牘，ｍΔ爴

＝ ２５× ５
２× ８．３１× （６０－ ４０）Ｊ＝ １．０４× １０

４Ｊ

Δ爠＝牔爩爞爼，ｍΔ爴＝
牔
爩
牏
２爲Δ爴

＝２５× ３
２× ８．３１× （６０－ ４０）Ｊ＝ ６．２３× １０

３Ｊ

爛＝牘１（爼２－ 爼１）

＝４．１５× １０５× （３．０× １０－２－ ２．０× １０－２）Ｊ
＝４．１５× １０３Ｊ

牄→牅过程为等体过程。压强减小，对外放热，内能减小。有

爛＝ ０
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（爯）爼＝Δ爠＝ 牔爩爞爼，ｍΔ爴

＝２５× ３
２× ８．３１× （４０－ ６０）Ｊ＝－ ６．２３× １０

３Ｊ

牅→牃为等温过程。等温压缩有

Δ爠＝ ０

（爯）爴＝爛＝ 牔爩爲爴１ｌｎ
爼１
爼２

＝２５× ８．３１× ４０× ｌｎ２３＝－ ３．３７× １０
３Ｊ

（２）犣＝
爯吸－爯放
爯吸 ＝（爯）牘－燏（爯）爼＋（爯）爴燏（爯）牘

＝１．０４×１０
４－（６．２３×１０３＋３．３７×１０３）
１．０４×１０４ ＝７．７％

注意：本题如设为双原子分子气体，计算结果有所不同。

图９８

【】 两部可逆机串联起来，如图９８所示。可逆机１工作
于温度为爴１的热源１与温度为爴２＝４００Ｋ的热源２之间。可逆机

２吸入可逆机１放给热源２的热量爯２，转而放热给爴３＝３００Ｋ的热
源３。在（１）两部热机效率相等，（２）两部热机做功相等的情况下求

爴１。
解 由题意可知两部可逆机的效率分

别为

犣１＝
爛１
爯１＝

爯１－ 爯２
爯１ ＝ １－ 爯２爯１＝ １－

爴２
爴１

犣２＝
爛２
爯２＝

爯２－ 爯３
爯２ ＝ １－ 爯３爯２＝ １－

爴３
爴２

（１）因犣１＝犣２，而爴２＝４００Ｋ，爴３＝３００Ｋ

犣２＝ １－ ３００４００＝ ２５％

所以 爴１＝
爴２
１－犣１＝

４００
１－２５％ Ｋ＝５３３Ｋ

（２）由爛１＝爛２可得
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犣２
犣１＝

爯１
爯２＝

爴２－ 爴３
爴２ × 爴１

爴１－ 爴２

而 爯１
爯２＝

爴１
爴２

所以 爴２－爴３
爴２ × 爴１

爴１－爴２＝
爴１
爴２

即 爴２－爴３＝爴１－爴２
爴１＝ ２爴２－ 爴３＝ （２× ４００－ ３００）Ｋ＝ ５００Ｋ

【】 一热机每秒从高温热源（爴１＝６００Ｋ）吸取热量爯１＝

３．３４×１０４Ｊ，做功后向低温热源（爴２＝３００Ｋ）放出热量爯２＝２．０９

×１０４Ｊ。（１）问它的效率是多少？它是不是可逆机？（２）如果尽可

能地提高了热机的效率，问每秒从高温热源吸热３．３４×１０４Ｊ，则
每秒最多能做多少功？
解 注意一般热机与卡诺热机的关系。
（１）由题意及效率的定义，有

犣＝ 爯１－ 爯２爯１ ＝ １－ 爯２爯１＝ １－
２．０９× １０４

３．３４× １０４＝ ３７％

若是卡诺热机，则有

犣ｃ＝ １－
爴２
爴１＝ １－

３００
６００＝ ５０％

由以上计算可知，它不是可逆机。
（２）热机的最高效率是对应两热源的卡诺热机的效率，所以

当犣＝５０％时，有

爯′２
爯′１
＝ 爴２爴１

可得 爛＝爯′１－ 爯′２＝ １－ 爴２爴槏 槕１ 爯′１＝ 犣ｃ爯′１
＝５０％ × ３．３４× １０４Ｊ＝ １．６７× １０４Ｊ

【】 一绝热容器被铜片分成两部分，一边盛８０℃的水，另
一边盛２０℃的水，经过一段时间后，从热的一边向冷的一边传递了
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４１８６Ｊ的热量，问在这个过程中的熵变是多少？假定水足够多，传
递热量后的温度没有明显变化。
解 由熵的克劳修斯定义有

Δ爳＝ Δ爳１＋ Δ爳２＝－ Δ爯爴１ ＋
Δ爯
爴２

据题意爴１＝（２７３＋８０）Ｋ＝３５３Ｋ，爴２＝（２７３＋２０）Ｋ＝２９３Ｋ，

Δ爯＝４１８６Ｊ，可得

Δ爳＝Δ爯 １
爴２－

１
爴槏 槕１

＝４１８６× １
２９３－

１槏 槕３５３ Ｊ燉Ｋ＝ ２．４３Ｊ燉Ｋ

【】 把质量为 ５ｋｇ、比热容（单位质量物质的热容）为

５４４Ｊ燉（ｋｇ·℃）的铁棒加热到 ３００℃，然后浸入一大桶 ２７℃的水
中。求在这冷却过程中铁的熵变。
解 一大桶水的含义是，铁棒入水后，可忽略水温的变化。
据题意已知爴１＝（２７３＋３００）Ｋ＝５７３Ｋ，爴２＝（２７３＋２７）Ｋ＝

３００Ｋ。又ｄ爯＝５×５４４ｄ爴，所以铁的熵变为

Δ爳＝∫
爴２

爴１

ｄ爯
爴 ＝ ５× ５４４∫

爴２

爴１

ｄ爴
爴

＝５× ５４４× ｌｎ爴２爴１Ｊ燉Ｋ

＝５× ５４４× ｌｎ３００５７３Ｊ燉Ｋ＝－ １７６０Ｊ燉Ｋ

【】 一固态物质，质量为牔，熔点为爴ｍ，熔解热为爧，比热
容（单位质量物质的热容）为牅。如对它缓慢加热，使其温度从爴０上
升为爴ｍ，试求熵的变化。假设供给物质的热量恰好使它全部熔化。
解 注意全过程分两阶段。
设温度上升时熵变为Δ爳１，熔化过程熵变为Δ爳２，则

Δ爳１＝∫
爴ｍ

爴０

ｄ爯
爴 ＝∫

爴ｍ

爴０

牔牅ｄ爴
爴 ＝ 牔牅ｌｎ爴ｍ爴０
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Δ爳２＝∫ｄ爯爴ｍ ＝ １
爴ｍ牔爧

所以 Δ爳＝Δ爳１＋Δ爳２＝牔牅ｌｎ
爴ｍ
爴０＋

牔爧
爴ｍ

【】 两个体积相同的容器盛有不同的理想气体，一种气
体质量为牔１，摩尔质量为爩１；另一种气体质量为牔２，摩尔质量为

爩２，它们的压强与温度都相同。两者相互连通起来，开始了扩散，
求这个系统总的熵变。
解 本题注意扩散体积的变化。
由于温度不变，对第一种气体，ｄ爠１＝０，ｄ爯１＝ｄ爛１＝牘１ｄ爼１；对

第二种气体，ｄ爠２＝０，ｄ爯２＝ｄ爛２＝牘２ｄ爼２。再注意开始时两种气体
体积相同，设为爼１，则

Δ爳＝Δ爳１＋ Δ爳２＝
Δ爯１
爴 ＋ Δ爯２爴

＝∫
２爼１

爼１

牘１ｄ爼１
爴 ＋∫

２爼１

爼１

牘２ｄ爼２
爴

再应用理想气体状态方程，用ｄ爼表示ｄ爼１、ｄ爼２，可得

Δ爳＝
牔１
爩１
爲∫

２爼１

爼１

ｄ爼
爼＋

牔２
爩２
爲∫

２爼１

爼１

ｄ爼
爼＝

牔１
爩１
＋牔２爩槏 槕２ 爲ｌｎ２

又因为开始时两容器的牘、爼、爴均相同，所以
牔１
爩１
＝牔２爩２

，即有

Δ爳＝ ２牔１爩１
爲ｌｎ２

【】 一房间有爫个气体分子，半个房间的分子数为牕的
概率为

爾（牕）＝ ２槡爫πｅ－２ 牕－爫槏 槕２ ２燉爫

（１）写出这种分布的熵的表达式爳＝牑ｌｎ爾；（２）牕＝０状态与牕＝
１
２爫
状态之间的熵变是多少？（３）如果爫＝６×１０２３，计算这个熵差。

解 本题为玻耳兹曼熵问题。
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（１）爳＝牑ｌｎ爾＝ ［牑ｌｎ ２槡爫πｅ－２ 牕－爫槏 槕２ ２

］燉爫

＝ ［牑ｌｎ ２槡爫π－２牕－爫槏 槕２
２

］爫
（２）当牕＝０时，有

爳０ 槏＝ 牑ｌｎ ２槡爫π－ 爫槕２
当牕＝ １２爫

时，有

爳１
２
＝ 牑ｌｎ ２槡爫π

所以 Δ爳＝爳１
２
－爳０＝爫２牑

（３）Δ爳＝爫２牑＝
６×１０２３

２ ×１．３８×１０－２３ Ｊ燉Ｋ＝４．１４Ｊ燉Ｋ

【】 １ｋｇ水银，初始温度为－１００℃。如果加足够的热量
使其温度升到１００℃，问水银的熵变有多大？水银的熔点为－３９℃，
熔解热为１．１７×１０４Ｊ燉（ｋｇ·℃），而比热容为 １３８Ｊ燉（ｋｇ·℃）。
解 整个过程分为三个阶段：升温、熔解、再升温。
由题已知爴１＝（２７３－１００）Ｋ＝１７３Ｋ，爴２＝（２７３－３９）Ｋ＝

２３４Ｋ，爴３＝（２７３＋１００）Ｋ＝３７３Ｋ。因为

Δ爳１＝ 牔牅∫
爴２

爴１

ｄ爴
爴 ＝ 牔牅ｌｎ

爴２
爴１

＝ １× １３８× ｌｎ２３４１７３Ｊ燉Ｋ＝ ４２Ｊ燉Ｋ

Δ爳２＝ 牔爧爴２ ＝
１× １．１７× １０４

２３４ Ｊ燉Ｋ＝ ５０Ｊ燉Ｋ

Δ爳３＝牔牅∫
爴３

爴２

ｄ爴
爴 ＝ 牔牅ｌｎ

爴３
爴２

＝１× １３８× ｌｎ３７３２３４Ｊ燉Ｋ＝ ６４Ｊ燉Ｋ
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所以 Δ爳＝ Δ爳１＋ Δ爳２＋ Δ爳３＝ １５６Ｊ燉Ｋ
【】 有２ｍｏｌ的理想气体，经过可逆的等压过程体积从爼０

膨胀到３爼０。求在这一过程中的熵变。提示：设理想气体从初始状
态到最终状态是先沿等温曲线，然后沿绝热曲线（在这个过程中熵
没有变化）进行的。
解 注意熵是状态量，与过程无关。
设气体从初始状态１经等温过程到达状态２，再经绝热过程到

达最终状态３，如图９９所示。其压强与体积在１态为牘１、爼１，在２态
为牘２、爼２，在３态为牘３、爼３。

图９９

１→２为等温过程，有牘１爼１＝牘２爼２。
２→３为绝热过程，有牘２爼犞２＝牘３爼犞３。又因为牘１＝牘３，爼１＝爼０，爼３

＝３爼０，所以

爼犞２＝
牘３
牘２爼

犞
３＝

牘１
牘２爼

犞
３＝

爼２
爼１爼

犞
３

可得 爼２＝（３犞爼犞－１０ ）
１
犞－１＝３

犞
犞－１爼０

由熵的克劳修斯定义，１→３的熵变为

Δ爳＝Δ爳１２＋ Δ爳２３＝ Δ爳１２

＝∫
爼２

爼１

ｄ爯
爴 ＝∫

爼２

爼０

牘ｄ爼
爴
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＝牔爩爲∫
爼２

爼０

ｄ爼
爼 ＝ ２爲ｌｎ

爼２
爼０

＝２爲ｌｎ３
犞
犞－１＝ ２爲 犞

犞－ １ｌｎ３

＝２爲 爞牘，ｍ燉爞爼，ｍ
爞牘，ｍ燉爞爼，ｍ － １ｌｎ３

＝２爲 爞牘，ｍ
爞牘，ｍ － 爞爼，ｍｌｎ３＝ ２爞牘，ｍｌｎ３

本题也可直接由可逆等压过程从１态膨胀到３态，利用ｄ爯牘＝
牔
爩爞牘，ｍｄ爴

和Δ爳１２＝∫
３

１

ｄ爯牘
ｄ爴
计算而得。

·８３２· 普通物理思考题与习题解答
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第十章 静 电 场

知 识 要 点

．电荷守恒定律
在一个与外界没有电荷交换的系统内，无论进行怎样的物理

过程，系统内正、负电荷量的代数和总是保持不变。
．真空中的库仑定律

┖２１＝－ ┖１２＝ １
４π犡０

牚１牚２
牜３２１
┼２１

犡０≈ ８．８５× １０－１２Ｃ２燉（Ｎ燈ｍ２）

．电场强度

电场强度定义 ┕＝┖牚０

点电荷的场强 ┕＝ 牚
４π犡０牜３┼

．场强叠加原理

场强叠加原理 ┕＝∑
牕

牏＝１
┕牏

用叠加法求电荷系统的场强。
（１）点电荷系统

┕＝∑
牕

牏＝１

牚牏
４π犡０牜３牏

┼牏

（２）连续分布电荷

体分布 ┕＝ １
４π犡０

爼

犱ｄ爼
牜３ ┼



面分布 ┕＝ １
４π犡０

爳

犲ｄ爳
牜３ ┼

线分布 ┕＝ １
４π犡０∫牓犧ｄ牓牜３┼

．电场强度通量（┕通量）

犑爠＝
爳

┕·ｄ┣ （任一曲面）

犑爠＝
爳

┕·ｄ┣ （任一闭合曲面）

．高斯定理

犑爠＝
爳

┕燈ｄ┣＝ １
犡０∑牏 牚牏

．几种特殊电荷系统的电场

（１）均匀带电球面

┕＝
 （牜＜ 爲）

牚
４π犡０牜３
烅
烄

烆 ┼ （牜＞ 爲）

（２）均匀带电球体

┕＝

牚
４π犡０爲３

┼ （牜≤ 爲）

牚
４π犡０牜３
烅

烄

烆 ┼ （牜≥ 爲）

（３）无限大均匀带电平面

┕＝ 犲
２犡０┯ｎ

（４）无限长均匀带电圆柱面

┕＝
 （牜＜ 爲）

犧
２π犡０牜２
烅
烄

烆 ┼ （牜＞ 爲）
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（５）无限长均匀带电圆柱体

┕＝

犧
２π犡０爲２

┼ （牜≤ 爲）

犧
２π犡０牜２
烅

烄

烆 ┼ （牜≥ 爲）

．场强环路定理

∮
爧

┕燈ｄ┶＝ ０

．电势

电势定义 爼爛＝
爾爛

牚０＝∫
∞

爛
┕·ｄ┶

点电荷电场中的电势 爼爮＝ 牚
４π犡０牜

点电荷系电场中的电势 爼爮＝∑
牕

牏＝１

牚牏
４π犡０牜牏

连续分布电荷电场中的电势 爼爮＝∫
牚

ｄ牚
４π犡０牜

电场力所做的功与电势差的关系

爛爛爜＝ 牚０（爼爛－ 爼爜）
．电场强度与电势梯度的关系

┕＝－ ｇｒａｄ爼
在直角坐标系中

┕＝－ 爼
牨┳＋

爼
牪┴＋

爼
牫槏 槕┵

．静电场中的导体

（１）导体静电平衡条件：导体内任一点的电场强度都等于零。
推论：①导体是等势体，其表面是等势面；②导体表面的场强

垂直于导体表面。
（２）导体上的电荷分布：静电平衡时，电荷只能分布于导体的

表面上。
带电导体表面附近的场强为

·２４２· 普通物理思考题与习题解答



┕＝ 犲
犡０┯ｎ

式中┯ｎ是表面的外法线单位矢量。
（３）静电屏蔽：在静电平衡状态下，空腔导体外面的带电体不

会影响空腔内部的电场分布；一个接地的空腔导体，空腔内的带电
体对腔外的物体不会产生影响。

．电介质中的静电场

（１）电介质的极化：在外电场作用下，在电介质中出现极化电
荷的现象。

（２）电极化强度

定义 ┠＝∑┺Δ爼
┠与┕的关系 ┠＝犻ｅ犡０┕
┠与犲′的关系 犲′＝燏┠燏ｃｏｓ犤＝┠·┯ｎ
（３）电位移
定义 └＝犡０┕＋┠
└与┕的关系 └＝犡┕
．静电场的能量

（１）点电荷间的相互作用能

爾 ＝ １
２∑

牕

牏＝１
牚牏爼牏

（２）电荷连续分布时的静电能

体分布 爾 ＝ １
２

爼

犱犺ｄ爼

面分布 爾 ＝ １
２

爳

犲犺ｄ爳

式中犺是ｄ爼（或ｄ爳）处的电势。
（３）静电场的能量

爾 ＝
爼

１
２爟爠ｄ爼
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．电容器

（１）孤立导体的电容

定义 爞＝ 牚爼
（２）电容器的电容

定义 爞＝ 牚
爼爛－爼爜

平行板电容器的电容 爞＝
犡０爳
牆

圆柱形电容器的电容 爞＝
２π犡０牓

ｌｎ（爲爜燉爲爛）

球形电容器的电容 爞＝
４π犡０爲爛爲爜
爲爜－爲爛

（３）电容器的串联和并联

串联电容器的电容 １
爞＝∑

牕

牏＝１

１
爞牏

并联电容器的电容 爞＝∑
牕

牏＝１
爞牏

思考题解答

【】 一个金属球带上正电荷后，该球的质量是增大、减小
还是不变？
答 减小。因为金属球的自由电子数减少了。
【】 判断下列说法是否正确，并说明理由。
（１）电场中某点电场强度的方向就是将点电荷放在该点处所

受电场力的方向；
（２）电荷在电场中某点受到的电场力很大，该点的电场强度┕

一定很大；
（３）在以点电荷为中心、牜为半径的球面上，电场强度┕处处

相等。
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答 （１）错。负点电荷受力方向就与电场强度方向相反。
（２）错。由┕＝┖燉牚知，电场力大时，若点电荷电量也大，则┕

不一定很大。
（３）错。球面上电场强度的方向处处不同。
【】 根据点电荷的电场强度公式

┕＝ 牚
４π犡０牜３

┼

当所考察的场点和点电荷的距离牜→０时，电场强度爠→∞，这是没
有物理意义的，对这似是而非的问题应如何解释？
答 点电荷是带电体的一个理想模型，当场点到带电体的距

离牜带电体的线度时，该带电体可视为点电荷。在牜→０时，不能
用该模型，因为此时点电荷模型的假定已失效。

【】 在一个带正电的金属球附近，放一个带正电的点电

荷牚０，测得牚０所受的力为┖。试问爡牚０
是大于、等于还是小于该点的电

场强度┕？如果金属球带负电，则又如何？
答 ┕＝┖燉牚０的条件，是牚０不能影响导体球上的电荷分布，亦

即电荷均匀分布，电荷中心在球心。若牚０不是足够小，对于带正电

的导体球来说，离牚０远的电荷密度大，致使正电荷中心离牚０距离

增加，牚０受力减小。故爡燉牚０＜爠。对带负电的导体，爡燉牚０＞爠。
【】 点电荷牚如只受电场力的作用而运动，电力线是否

就是点电荷牚在电场中运动的轨迹？
答 否。点电荷的运动轨迹不仅与力有关，还与点电荷的初始

状态相关。电力线不是点电荷在电场中的运动轨迹，它上面的任一
点的切线方向只代表电荷牚获得的加速度方向。

【】 在正四边形的四个顶点上，放置四个带相同电荷量
的同号点电荷，试定性地画出其电场线图。
答 电场线图如图１０１所示。
【】 如果在高斯面上的┕处处为零，能否肯定此高斯面
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图１０１

内一定没有净电荷？反过来，如果高斯面内没有净电荷，能否肯定
面上所有各点的┕都等于零。

答 由
爳

┕·ｄ┣＝∑
牕

牏＝１
牚牏燉犡０可知：如┕＝，则∑

牕

牏＝１
牚牏＝０，即净电

荷为零。如∑
牕

牏＝１
牚牏＝０，则

爳

┕·ｄ┣＝０，但┕可不为零。因为积分为零

并不意味被积函数一定为零。

【】 在高斯定理┕·ｄ┣＝牚燉犡０中，在任何情况下，式中
的┕是否完全由电荷牚所激发？
答 ┕是由高斯面内和面外的电荷共同激发的。
【】 （１）一点电荷牚位于一立方体的中心，立方体边长为

牓。试问通过立方体一面的┕通量是多少？（２）如果把这个点电荷移
放到立方体的一个角上，这时通过立方体每一面的┕通量各是多
少？
答 （１）由对称性知立方体六个面上的电通量相同，设为


（爳）

┕·ｄ┣，则
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图１０２

┕·ｄ┣＝６
（爳）

┕·ｄ┣＝牚燉犡０

所以 
（爳）

┕·ｄ┣＝ 牚
６犡０

（２）对点电荷在其面内的三个正方形面，因┕

与ｄ┣垂直，有┕·ｄ┣＝０，通量┕·ｄ┣＝０。另三
个面（图１０２），类同（１），每个面的通量为

（爳）

┕·ｄ┣＝ １４·
牚
６犡０＝

牚
２４犡０。

【】 一根有限长的均匀带电直线，其电荷分布及所激发

的电场有一定的对称性，能否利用高斯定理算出电场强度来？
答 不能。找不到可用于计算出电场强度的高斯面，只能用叠

加原理计算电场强度。

【】 静电场强度沿一闭合回路的积分∮┕·ｄ┶＝０，表明
了电场线的什么性质？
答 （１）电场线不形成闭合曲线，两根电场线在无静电荷处

不可相交。

（２）可找到位置函数爼（┼），使∫牃→牄┕·ｄ┶＝爼（牄）－爼（牃），亦即
┕是保守场。

【】 比较下列几种情况下爛、爜两点电势的高低。

（１）正电荷由爛移到爜时，外力克服电场力做正功；

（２）正电荷由爛移到爜时，电场力做正功；

（３）负电荷由爛移到爜时，外力克服电场力做正功；

（４）负电荷由爛移到爜时，电场力做正功；

（５）电荷顺着电场线方向由爛移动到爜；

（６）电荷逆着电场线方向由爛移动到爜。
答 （１）电场力做功爛爛爜＝牚０（爼爛－爼爜），由牚０＞０、爛＜０得爼爛

＜爼爜。
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（２）由牚０＞０、爛＞０得爼爛＞爼爜。
（３）由牚０＜０、爛＜０得爼爛＞爼爜。
（４）由牚０＜０、爛＞０得爼爛＜爼爜。
（５）电场强度与电势有关系，┕·ｄ┶＝－ｄ爼＝爼爛－爼爜，又根据

┕·ｄ┶＝爠ｄ牓ｃｏｓ犤，当犤＜ π２
时┕·ｄ┶＞０，所以爼爛＞爼爜。

（６）与（５）类似，由┕·ｄ┶＝爠ｄ牓ｃｏｓ犤知犤＞ π２
时┕·ｄ┶＜０，所以

爼爛＜爼爜。
【】 一人站在绝缘地板上，用手紧握静电起电机的金属

电极，同时使电极带电产生１０５Ｖ的电势。试问此人是否安全？这
时，如果另一人去接触已带电的电极，是否安全？为什么？
答 第一种情况安全，人与电极的电势差为０；第二种情况危

险，电势差为１０５Ｖ，人体将被电击穿。
【】 （１）已知电场中某点的电势，能否计算出该点的电

场强度？（２）已知电场中某点附近的电势分布，能否算出该点的电
场强度？
答 由┕＝－ｇｒａｄ爼可判知：（１）不能；（２）能。
【】 根据电场强度与电势梯度的关系分析下列问题。
（１）在电势不变的空间，电场强度是否为零？
（２）在电势为零处，电场强度是否一定为零？
（３）电场强度为零处，电势是否一定为零？
（４）在均匀电场中，各点的电势梯度是否相等？各点的电势是

否相等？
答 根据┕＝－ｇｒａｄ爼可知：（１）为零；（２）不一定；（３）不一

定；（４）电场强度相等，电势梯度相等，电势不相等。
【】 将一电中性的导体放在静电场中，在导体上感应出

来的正负电荷量是否一定相等？这时导体是否是等势体？如果在
电场中把导体分开为两部分，则一部分导体上带正电，另一部分导
体上带负电，这时两部分导体的电势是否相等？
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答 根据电荷守恒定律，正负电荷量相等；静电平衡，导体是
等势体；此两部分相当于两个各带正、负电荷的导体，两导体电势
不相等。

【】 一个孤立导体球带有电荷量爯，其表面附近的电场强
度沿什么方向？当我们把另一带电体移近这个导体球时，球表面附
近的电场强度将沿什么方向？其上电荷分布是否均匀？其表面是否
等电势？电势有没有变化？球体内任一点的电场强度有无变化？
答 其表面附近的电场强度沿外法向；当另一带电体移近此

导体球时，球表面附近的电场强度仍沿外法向；导体表面电荷分布
不均匀；但等势；电势有变化；导体内电场强度不变，为零。

【】 如何能使导体（１）净电荷为零而电势不为零；（２）有
过剩的正或负电荷，而其电势为零；（３）有过剩的负电荷而其电势
为正；（４）有过剩的正电荷而其电势为负。
答 （１）导体周围有带电体。
（２）导体接地，旁边有带电体。
（３）先使导体带有少量负电荷，然后在其附近放上带较多正

电荷的带电体。
（４）先使导体带有少量正电荷，然后在其附近放上带较多负

电荷的带电体。
【】 如图１０３所示，在金属球Ａ内有两个球形空腔，此

图１０３

金属球体上原来不带电，在两空腔中心各放置一点电荷牚１和牚２，求
金属球 Ａ的电荷分布。此外，在金属球外很远处放置一点电荷

牚（牜爲），问牚１、牚２、牚各受力多少？
答 金属球外表面上的荷电

量为牚１＋牚２，由于牚离金属球很远，
忽略其对金属球表面电荷分布的

影响，金属球外表面电荷均匀分
布。
由于静电屏蔽，点电荷牚２及牚
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不能在牚１所在的空间内产生电场，故牚１只受腔内表面电荷－牚１的

电场作用，由于牚１在空腔中心上，故腔内表面电荷均匀分布，因此

牚１受的作用力牊１＝０。同理，牊２＝０。而牚受力只由金属球外表面电

荷产生，故

牊＝ （牚１＋ 牚２）牚４π犡０牜２

牜为球心到点电荷牚的距离。

【】 离点电荷牚为牜的爮点的电场强度为┕＝ 牚
４π犡０牜３┼

，现

将点电荷用一金属球壳包围起来，分别讨论牚在球心或不在球心
时爮点的电场强度是否改变？若改用金属圆筒包围电荷，爮点的电
场强度是否改变？（只讨论爮点在金属球壳及在金属圆筒外的情
况。）
答 导体壳的外表面荷电量为牚，对于孤立导体壳，其外表面

的电荷分布只与其外表面形状相关，与空腔内电荷分布无关。无论
点电荷是否在球心，都不影响壳外表面电量及电荷分布，故对于球
壳，壳外空间的电场由均匀带电的球面决定，该电场分布与点电荷
在球心的电场分布一致。
若改用圆筒，壳外空间的电场分布由均匀带电的柱面决定，该

电场分布不同于点电荷激发的电场分布。
【】 一带电导体放在封闭的金属壳内部，（１）若将另一

带电导体从外面移近金属壳，壳内的电场是否会改变？金属壳及壳
内带电体的电势是否会改变？金属壳和壳内带电体间的电势差是
否会改变？（２）若将金属壳内部的带电导体在壳内移动或与壳接触
时，壳外部的电场是否会改变？（３）如果壳内有两个带异号等值电
荷的带电体，则壳外的电场如何？
答 （１）由于静电屏蔽，壳内电场强度只与壳内电荷分布有

关，与壳外电荷分布无关，故壳内电场不会改变。壳外表面的电势
与壳外电荷分布有关，故带电体移近壳，壳外表电势会变；又由于

·０５２· 普通物理思考题与习题解答



金属壳是等势体，故壳内表面电势亦会变；又因腔内电场强度不
变，故腔内带电体电势也会变。电场强度不变，则电势差不会变。

（２）壳外的电场强度由壳外表面电荷分布决定，带电体在壳
内移动或与壳接触都不改变壳外表面的荷电量及电荷分布，故壳
外电场强度不变。

（３）对于孤立导体壳，外电场强度为０。
【】 （１）一导体球上不带电，其电容是否为零？（２）当平

行板电容器的两极板上分别带上等值同号电荷时，其电容值是否
改变？（３）当平行板电容器的两极板上分别带上同号不等值的电荷
时，其电容值是否改变？
答 （１）电容只与导体（组）的几何因素及介质有关，与导体

荷电量无关。电容不为零。
（２）电容值不变。
（３）电容值不变。
【】 有两个彼此远离的金属球，一大一小，所带电荷同

号等量，问这两个球的电势是否相等？其电容是否相等？如果用一
根细导线把两球相连接，是否会有电荷流动？

答 由电势计算公式爼＝ 牚
４π犡０爲
可知，两球电势不等；根据电

容定义，两球（相当于孤立导体，爞＝４π犡０爲）电容不等；由于两导体
球有电势差，会产生电荷流动。

【】 有一平板电容器，保持板上电荷量不变（充电后切
断电源），现在使两极板间的距离牆增大。试问：两极板的电势差有
何变化？极板间的电场强度有何变化？电容是增大还是减小？

答 由爞＝
犡０爳
牆
和爞＝爯爺
知，两极板的电势差增加；由于爠＝ 犲犡０，

故爠不变；根据爞＝爯爺
可知，电势差增加且电量不变，故电容减小。

【】 平板电容器如保持电压不变（接上电源），增大极板
间距离，则极板上的电荷、极板间的电场强度、平板电容器的电容
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有何变化？

答 由爠＝爺牆，犲＝犡０爠，爯＝爳犲，爞＝
爯
爺
得，牆增加，爠减小，电荷

密度减小，电量下降，电容减小。
【】 一对相同的电容器，分别串联、并联后连接到相同

的电源上后，问哪一种情况用手去触及极板较为危险？说明其原
因。
答 根据电容串联、并联的公式知爞串＜爞并。在电容器上电压

不变的情况下，由电容器电容定义公式知爯串＜爯并，因而爠串＜爠并，
故并联电容后的危险大。

【】 在一均匀电介质球外放一点电荷 牚，分别作如图

１０４所示的两个闭合曲面爳１和爳２，求通过两闭合曲面的┕通量、└
通量。在这种情况下，能否找到一合适的闭合曲面，可应用高斯定

图１０４

理求出闭合曲面上各点的电场强度？

答 由高斯定理知
爳１

└·ｄ┣＝０，爳１面

上 └＝犡０┕，所以
┣１

┕·ｄ┣＝０。同理，


爳２

┕·ｄ┣＝牚燉犡０，
爳２

└·ｄ┣＝牚。

因为电场强度由自由电荷和面束缚电

荷产生，题中的这些电荷不具有利用高斯定理求出┕的对称性，所
以找不到合适的闭合曲面应用高斯定理求┕。

【】 （１）将平行板电容器的两极板接上电源以维持其间

电压不变，用相对电容率为犡ｒ的均匀电介质填满极板间，极板上的

电荷量为原来的几倍？电场为原来的几倍？（２）若充电后切断电源，
然后再填满电介质，情况又如何？
答 （１）设爞′为充电介质后的电容，则爞′＝犡ｒ爞，故爯′＝犡ｒ爯，为

原来的犡ｒ倍。爠′＝爺′牆＝爺牆＝爠，电场不变。
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（２）爞′＝犡ｒ爞，爯′＝爯，则爺′＝ １犡ｒ爺，
有爠′＝ １犡ｒ爠。

【】 在球壳形的均匀电介质中心放置一点电荷牚，试画
出电介质球壳内外的┕和└线的分布。在电介质球壳内外的电场
强度和没有介质球壳时是否相同？为什么？
答 设牚＞０，犡ｒ＞１。电介质球壳内外的┕和└线分布如图１０５

所示。

图１０５

壳外：爠＝ １犡０爟＝
牚

４π犡０牜２
，电场强度不变

壳内：爠＝ １
犡０犡ｒ爟＝

牚
４π犡０犡ｒ牜

２，电场强度改变

【】 （１）一个带电的金属球壳里充填了均匀电介质，球

外是真空，此球壳的电势是否为 爯
４π犡０犡ｒ爲？

为什么？（２）若球壳内为

真空，球壳外充满无限大均匀电介质，这时球壳的电势为多少？（爯
为球壳上的自由电荷，爲为球壳半径，犡ｒ为介质的相对电容率。）
答 （１）否。

由
爟＝ 爯

４π牜２ （牜≥ 爲）
烅
烄

烆爟＝ ０ （牜＜ 爲）
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有
爠＝ 爯

４π犡０牜２
（牜≥ 爲）

｛

爠＝ ０ （牜＜ 爲）
则球壳的电势为

爼爲＝∫
＋∞

爲

爯
４π犡０牜２

ｄ牜＝ 爯
４π犡０爲

（２）由于 爟＝ 爯
４π牜２， 爠＝爟犡＝

爯
４π犡０犡ｒ牜２

（牜＞爲）

爟＝ 爯
４π牜２， 爠＝爟犡０＝

爯
４π犡０牜２

（牜＝爲）

爟＝０， 爠＝０， （牜＜爲）

所以 爼爲＝∫
＋∞

爲
┕·ｄ┶＝∫

爲＋犠

爲
┕·ｄ┶＋∫

＋∞

爲＋犠
┕·ｄ┶ （犠→０）

＝ 爯
４π犡０

１
爲－

１槏 槕爲＋犠＋
爯
４π犡０犡ｒ

１
爲＋犠槏 槕－０

＝ 爯
４π犡０犡ｒ爲

习 题 解 答

【】 在真空中，两个带等值同号的点电荷相距０．０１ｍ时
的作用力为１０－５Ｎ，它们相距０．１ｍ时的作用力多大？两点电荷所
带的电荷量是多少？
解 根据库仑定律知，两个点电荷间作用力的大小为

爡＝ 牚１牚２
４π犡０牜２

可见爡∝牜－２，因此

爡２
爡１＝

牜１
牜槏 槕２

２

已知牜１＝０．０１ｍ，牜２＝０．１ｍ，爡１＝１０－５Ｎ，所以

爡２＝
牜１
牜槏 槕２

２

爡１＝ ０．０１槏 槕０．１

２

× １０－５Ｎ＝ １０－７Ｎ
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因为两个点电荷等值同号，牚１＝牚２＝牚。于是

爡１＝ 牚２

４π犡０牜２１

牚＝ ４π犡０牜２１爡槡 １＝ ０．０１２× １０－５

９× １０槡 ９ Ｃ＝ ３．３× １０－１０Ｃ

【】 在平面直角坐标系中，在牨＝０，牪＝０．１ｍ处和在牨＝
０，牪＝－０．１ｍ处分别放置一电荷量 牚＝１０－１０Ｃ的点电荷。求：
（１）在牨＝０．２ｍ，牪＝０处一电荷量为爯＝１０－８Ｃ的点电荷所受力
的大小和方向；（２）爯受力最大时的位置。
解 （１）题中所述三点电荷的位置如图１０６所示。由图可知，

点电荷爯所受另两点电荷的作用力┖１、┖２大小相等，方向相对于牨
轴对称。因此，合力┖沿牨轴方向。合力的大小是

爡＝ ２爡１ｃｏｓ犤＝ ２ 牚爯
４π犡０牜２

牄
牜＝

牚爯牄
２π犡０（牃２＋ 牄２）３燉２

已知牚＝１０－１０Ｃ，爯＝１０－８Ｃ，牃＝０．１ｍ，牄＝０．２ｍ。代入上式得

爡＝ ２× ９× １０
９× １０－１０× １０－８× ０．２
（０．１２＋ ０．２２）３燉２ Ｎ＝ ３．２２× １０－７Ｎ

图１０６

（２）点电荷爯在牨轴上不同位置时，它受力的大小是不同的。
在受力最大处，应有

ｄ爡
ｄ牄＝ ０
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即 牚爯（牃２－ ２牄２）
２π犡０（牃２＋ 牄２）５燉２

＝ ０， ２牄２＝ 牃２

牄＝ 槡２
２ 牃＝ ０．７× ０．１ｍ＝ ０．０７ｍ

【】 两个相同的小球，质量都是牔，带等值同号的电荷量

牚，各用长为牓的细线挂在同一点，如图１０７所示。设平衡时两线间
夹角２犤很小，试证下列的近似等式

牨＝ 牚２牓
２π犡０槏 槕牔牋

１燉３

式中牨为两球平衡时的距离。（１）如果牓＝１．２０ｍ，牔＝１０ｇ，牨＝
５．０ｃｍ，则每个小球上的电荷量牚是多少？（２）如果每个球以１．０×

１０－９Ｃ燉ｓ的变化率失去电荷，求两球彼此趋近的瞬时相对速率ｄ牨ｄ牠
是多少？

图１０７ 图１０８

解 右方小球在平衡时的受力情况如图１０８所示，其中┤为
张力，┖为库仑力，┗为小球重力，┖与┗方向相互垂直。当这三个
共点力平衡时有

爡＝ 爢ｔａｎ犤
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由于犤很小，可作近似

ｔａｎ犤≈ ｓｉｎ犤≈ 犤， 犤≈ 牨燉２牓
又 爢＝牔牋

所以 爡＝牔牋ｔａｎ犤≈牔牋犤≈牔牋牨燉２牓＝
牔牋牨
２牓

爡是两个带电小球相互作用的库仑力，因此又有

爡＝ 牚２

４π犡０牨２

所以 牚２

４π犡０牨２
≈ 牔牋牨２牓

牨≈ 牚２牓
２π犡０槏 槕牔牋

１燉３

①

（１）由式①可得

牚≈ ２π犡０牔牋牨３槏 槕牓

１燉２

＝ １０× １０－３× ９．８× （５．０× １０－２）３

２× ９× １０９［ ］× １．２０

１燉２

Ｃ

＝± ２．３８× １０－８Ｃ

（２）牤＝ｄ牨ｄ牠＝
ｄ牨
ｄ牚
ｄ牚
ｄ牠＝

牓
２π犡０槏 槕牔牋

１燉３

· ２３牚
－ １３ｄ牚
ｄ牠＝

２牨
３牚
ｄ牚
ｄ牠

＝ ２×５．０×１０
－２

３×２．３８×１０－８×（－１．０×１０
－９）ｍ燉ｓ

＝－１．４０×１０－３ｍ燉ｓ
负号表示牨减小，即两球彼此趋近。

【】 试求边长为牓的正方形中心处的电场强度，若（１）四
个相同的同号点电荷牚放置在四个顶点上；（２）两个正号、两个负
号的相同点电荷任意放置在四个顶点上。
解 （１）正方形四个顶点上具有相同的同号点电荷，则处于

对角的两个点电荷在正方形中心产生的电场强度大小相等，方向
相反，相互抵消，故中心处电场强度为零。
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（２）若两个正电荷和两个负电荷分别处于对角位置，正方形
中心处电场强度仍为零。
若同号电荷处于相邻位置（图１０９），则异号电荷处于对角位

图１０９

置，它们在正方形中心的场强相等且
同向，都是指向负电荷，因此

爠１＝ 爠２＝ ２ 牚

４π犡０
牓
槡槏 槕２

２＝
牚
π犡０牓２

中心爭点实际电场强度

槡爠＝ ２爠１＝
槡２牚
π犡０牓２

┕的方向垂直且指向两负电荷的连
线。

【】 三个点电荷牚１、牚２和牚３放在正方形的三个顶点上，已
知牚１＝１０×１０－９Ｃ，牚２＝２８×１０－９Ｃ，在正方形的第四个顶点上电场
强度爠的方向沿水平方向向右，如图１０１０所示。求：（１）牚３等于多
少。（２）第四个顶点上电场强度的大小。

图１０１０ 图１０１１

解 （１）在正方形的第四个顶点爭建立坐标系（图１０１１）。点

电荷牚１在爭点的电场强度大小为
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爠１＝
牚１
４π犡０牓２

＝ ９× １０
９× １０× １０－９

０．０１２ Ｖ燉ｍ＝ ９× １０５Ｖ燉ｍ

┕１的方向向右（与牨轴同向）。点电荷牚２在爭点的电场强度大小为

爠２＝
牚２

４π犡０ 槡（ ２牓）２
＝ ９× １０

９× ２８× １０－９

２× ０．０１２ Ｖ燉ｍ

＝１．２６× １０６Ｖ燉ｍ
方向沿对角线。它在两个坐标轴上的分量

爠２牨＝爠２牪＝ 爠２ｃｏｓ４５°

＝１．２６× １０６ｃｏｓ４５°Ｖ燉ｍ＝ ８．９× １０５Ｖ燉ｍ
要使爭点电场强度方向向右，点电荷牚３必须是负电荷，且其值满足

爠３＝－爠２牪，即

牚３
４π犡０牓２

＝－ 爠２牪

所以 牚３＝－ ４π犡０牓２爠２牪＝－ ０．０１
２× ８．９× １０５

９× １０９ Ｃ

＝－ ９．９× １０－９Ｃ
（２）在爭点电场强度大小为

爠＝ 爠１＋ 爠２牨＝ （９× １０５＋ ８．９× １０５）Ｖ燉ｍ

＝ １．７９× １０６Ｖ燉ｍ

【】 在平面直角坐标系中，牚１＝２５×１０－９Ｃ放置在原点

（０，０），牚２＝－２５×１０－９Ｃ放置在（６ｍ，０）的点上。计算（３ｍ，０）处
和（３ｍ，４ｍ）处的电场强度。
解 设爮点坐标为（３ｍ，０），则电荷牚１、牚２在爮点的电场强度

均沿牨轴方向，又因两电荷电量相等，与爮点距离也相等，因此

爠爮＝２×
牚１

４π犡０爭爮２

＝２× ９× １０
９× ２５× １０－９

３２ Ｖ燉ｍ＝ ５０Ｖ燉ｍ

┕爮方向沿牨轴方向。
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图１０１２

设 爯点坐标为（３ｍ，４ｍ），则

牚１、牚２在爯点的电场强度方向如图

１０１２所示。爯点位于牚１、牚２连线的
中垂线上，因此

爠１＝爠２＝
牚１

４π犡０爭爯２

＝９× １０
９× ２５× １０－９

５２ Ｖ燉ｍ

＝９Ｖ燉ｍ
不难看出，┕１与┕２的合矢量┕爯的
方向沿牨轴方向，其值为

爠爯＝ ２爠１ｃｏｓ犤＝ ２× ９× ３
５Ｖ燉ｍ＝ １０．８Ｖ燉ｍ

【】 两个点电荷牚１和牚２相距为牆，若（１）两电荷同号；（２）
两电荷异号。求两点电荷连线上电场强度为零的一点的位置。
解 （１）两电荷同号，则电场强度为零的位置一定位于两点

电荷之间的一点，设该点与牚１相距为牨，则有

燏牚１燏
４π犡０牨２

＝ 燏牚２燏
４π犡０（牆－ 牨）２

由此方程解得 牨＝ 燏牚１槡 燏

燏牚１槡 燏＋ 燏牚２槡 燏
牆

（２）两电荷异号，则电场强度为零的位置一定位于牨＞牆或牨

图１０１３

＜０（图１０１３）的某一点。若牨＞牆，则有

燏牚１燏
４π犡０牨２

＝ 燏牚２燏
４π犡０（牨－ 牆）２

由此方程解得

牨＝ 燏牚１槡 燏

燏牚１槡 燏－ 燏牚２槡 燏
牆

·０６２· 普通物理思考题与习题解答



式中牚１、牚２皆取绝对值。显然，只有燏牚１燏＞燏牚２燏，电场强度为零的位
置才位于此区域。

若牨＜０，则有
燏牚１燏
４π犡０牨２

＝ 燏牚２燏
４π犡０（牆－ 牨）２

由此方程解得 牨＝ 燏牚１槡 燏

燏牚１槡 燏－ 燏牚２槡 燏
牆

显然，只有燏牚１燏＜燏牚２燏，电场强度为零的位置才位于此区域。
【】 α粒子快速通过氢分子中心，其轨迹垂直于两核的

连线，两核的距离为牆，如图１０１４所示。问α粒子在何处受到的力
最大？假定α粒子穿过氢分子中心时两核无多大移动，同时忽略分
子中电子的电场。

图１０１４ 图１０１５

解 α粒子总是位于两核连线的中垂线上。当它与连线的距

离为牨时，受力情况如图１０１５所示。┖１与┖２的方向相对于中垂线
对称，且

爡１＝ 爡２＝ ２牉２

４π犡０ 牨２＋ 牆
２

槏 槕４
α粒子所受合力
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爡＝２爡１ｃｏｓ犤＝ ４牉２

４π犡０ 牨２＋ 牆
２

槏 槕４
燈 牨

牨２＋ 牆
２

槏 槕４
１燉２

＝ 牉
２

π犡０
牨

牨２＋ 牆
２

槏 槕４
３燉２

在α粒子受力最大处，牨满足ｄ爡ｄ牨＝０，
即

牉２

π犡０
牆２燉４－ ２牨２

牨２＋ 牆２槏 槕燉４５燉２＝ ０

２牨２＝ 牆
２

４， 牨＝± 牆
槡２ ２

【】 如图１０１６所示的电荷分布称为电四极子，它由两个
相同的电偶极子组成。证明在电四极子轴线的延长线上离中心为

图１０１６

牜（牜牜ｅ）的爮点处的电场强度为

爠＝ ３爯
４π犡０牜４

式中 爯＝２牚牜２ｅ称为这种电荷分布
的电四极矩。
解 电四极子在爮点的电场强度等于组成它的两个电矩方向

相反的电偶极子在该点的电场强度的代数和，即

爠＝ ２牚牜ｅ
４π犡０ 牜－ 牜ｅ槏 槕燉２３－

２牚牜ｅ
４π犡０ 牜＋ 牜ｅ槏 槕燉２３

＝ ２牚牜ｅ
４π犡０牜

熿

燀
３

１

１－ 牜ｅ槏 槕２牜
３－

１

１＋ 牜ｅ槏 槕２牜
燄

燅
３

略去牜ｅ
２牜
的高次项，则

爠≈ ２牚牜ｅ
４π犡０牜

烄

烆
３

１

１－ ３牜ｅ２牜

－ １

１＋ ３牜ｅ
烌

烎
２牜

＝ ２牚牜ｅ
４π犡０牜３

３牜ｅ
牜

１－ ３牜ｅ槏 槕２牜
２
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≈３（２牚牜
２
ｅ）

４π犡０牜４
＝ ３爯
４π犡０牜４

【】 长牓＝１５ｃｍ的直导线爛爜上均匀地分布着线密度
为犧＝５×１０－９Ｃ燉ｍ的电荷（图１０１７）。求：（１）在导线的延长线上
与导线一端爜相距牆＝５ｃｍ处爮点的电场强度；（２）在导线的垂直
平分线上与导线中点相距牆＝５ｃｍ处爯点的电场强度。

图１０１７

图１０１８

解 （１）取爛爜的中点为坐标原点，从爛到爜的方向为牨轴方
向（图１０１８）。在导线上坐标为牨处取一线元ｄ牨，其上电荷为犧ｄ牨，
它在爮点产生的电场强度的大小为

ｄ爠＝ １
４π犡０

犧ｄ牨
槏 槕牓燉２＋ 牆－ 牨 ２

方向沿牨轴方向。导线上所有线元在爮点产生的电场强度方向一
致，因此爮点电场强度大小为

爠＝∫
牓燉２

－牓燉２

１
４π犡０

犧ｄ牨
槏 槕牓燉２＋ 牆－ 牨 ２

＝ 犧
４π犡０

１
槏 槕牓燉２＋ 牆－ 牨

牓燉２

－牓燉２
＝ 犧
４π犡０

１
牆－

１槏 槕牓＋ 牆

＝ ９× １０９× ５× １０－９ １
５× １０－２－

１
２０× １０槏 槕－２ Ｖ燉ｍ
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＝ ６．７５× １０２Ｖ燉ｍ
方向沿牨轴方向。

（２）取爛爜的中点为原点，沿爛爜方向的轴为牨轴，垂直于爛爜
的轴为牪轴。导线上坐标为牨处取一线元，其上电荷为犧ｄ牨，它在爯
点产生的电场强度大小为

ｄ爠１＝ １
４π犡０

犧ｄ牨
（牨２＋ 牆２）

方向如图１０１９所示。

图１０１９

在导线爛爜上坐标为－牨处取另一电荷元，电量亦为犧ｄ牨，它

在爯点产生的电场强度ｄ┕２的大小与ｄ爠１相同，方向与ｄ┕１的方向

相对于牪轴对称。因此，

ｄ爠１牨＋ ｄ爠２牨＝ ０

ｄ┕１与ｄ┕２的合电场强度ｄ┕的大小为

ｄ爠＝ｄ爠１牪＋ ｄ爠２牪＝ ２ｄ爠１ｃｏｓ犤

＝ ２犧ｄ牨
４π犡０（牨２＋ 牆２）

牆
（牨２＋ 牆２）１燉２＝

犧牆ｄ牨
２π犡０（牨２＋ 牆２）３燉２

方向沿牪轴方向。由于导线上的电荷相对于爭点的分布是对称的，
因此爯点电场强度大小为

爠＝∫ｄ爠＝∫
牓燉２

０

犧牆ｄ牨
２π犡０（牨２＋ 牆２）３燉２
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＝ 犧牆
２π犡０牆２

牨
（牨２＋ 牆２）１燉２

牓燉２

０
＝ 犧牓
４π犡０牆牓２燉４＋ 牆槏 槕２ １燉２

＝９× １０
９× ５× １０－９× ０．１５

０．０５０．１５２燉４＋ ０．０５槏 槕２ １燉２ Ｖ燉ｍ

＝１．５０× １０３Ｖ燉ｍ
【】 一根很长的绝缘棒，均匀带电（图１０２０），单位长度

上的电荷量为犧。试求距棒的一端垂直距离为牆的爮点处的电场强
度。

图１０２０

图１０２１

解 以棒的该端为原点建立如图１０２１所示的平面直角坐标
系。在棒上坐标为牨处取一棒元ｄ牨，它的电荷为犧ｄ牨。它在爮点产
生的电场强度方向如图所示，大小为

ｄ爠＝ 犧ｄ牨
４π犡０（牨２＋ 牆２）

ｄ┕在两个坐标轴的分量分别为

ｄ爠牨＝－ ｄ爠ｃｏｓ犤＝－ 犧ｄ牨
４π犡０（牨２＋ 牆２）

牨
（牨２＋ 牆２）１燉２
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＝－ 犧牨ｄ牨
４π犡０（牨２＋ 牆２）３燉２

ｄ爠牪＝ ｄ爠ｓｉｎ犤＝ 犧牆ｄ牨
４π犡０（牨２＋ 牆２）３燉２

棒上全部电荷在爮点的电场强度┕的牨分量为

爠牨＝∫ｄ爠牨＝－ 犧
４π犡０∫

∞

０

牨ｄ牨
（牨２＋ 牆２）３燉２

＝ 犧
４π犡０

１
（牨２＋ 牆２）１燉２

∞

０
＝－ 犧

４π犡０牆

┕的牪分量为

爠牪＝∫ｄ爠牪＝ 犧牆
４π犡０∫

∞

０

ｄ牨
（牨２＋ 牆２）３燉２

＝ 犧牆
４π犡０

牨
牆２（牨２＋ 牆２）１燉２

∞

０
＝ 犧
４π犡０牆

所以爮点电场强度为

┕＝ 爠牨┳＋ 爠牪┴＝－ 犧
４π犡０牆┳＋

犧
４π犡０牆┴

燏爠牨燏＝爠牪，电场强度大小即为

爠＝ 爠２牨＋ 爠槡 ２
牪 槡＝ ２燏爠牨燏＝

槡２犧
４π犡０牆

其方向与牨轴夹角为１３５°，与牪轴夹角为４５°。
【】 一半径为牜的半球面均匀带电，电荷面密度为犲。求

球心处的电场强度。
解 以球心爭为原点建立坐标系（图１０２２），使牨轴与半球面

的底面垂直。在半球面上爮点（坐标为爲、犤、犺）取一面积元ｄ爳，则

ｄ爳＝ 爲２ｓｉｎ犤ｄ犤ｄ犺
面积元上电量为

ｄ牚＝ 犲ｄ爳＝ 犲爲２ｓｉｎ犤ｄ犤ｄ犺
它在爭点的电场强度ｄ┕１的方向如图所示，与牨轴的夹角为π－犤。
ｄ┕１的大小为
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图１０２２

ｄ爠１＝ ｄ牚
４π犡０爲２

＝ 犲ｓｉｎ犤４π犡０ｄ犤ｄ犺

半球面上电荷相对于牨轴是对称分布的，在爮点的对称点爯（坐标
为爲、犤、犺＋π）取另一面积元ｄ爳，面积元上电荷在爭点的电场强度

ｄ┕２的大小与ｄ┕１相等，方向与ｄ┕１的方向相对于牨轴对称。它们

的合矢量ｄ┕的方向与牨轴方向相同，大小为

ｄ爠＝ ２ｄ爠１ｃｏｓ（π－ 犤）＝－ 犲ｓｉｎ犤２π犡０ｃｏｓ犤ｄ犤ｄ犺

半球面上每一电荷元都存在与之对称的相同电荷元，因此整个半
球面上电荷在爭点产生的电场强度的方向沿牨轴方向，大小为

爠＝∫ｄ爠＝－ 犲
２π犡０∫

π

π燉２
ｓｉｎ犤ｃｏｓ犤ｄ犤∫

π

０
ｄ犺＝ 犲

４犡０
【】 用很细的不导电的塑料棒弯成半径为５０ｃｍ的圆

弧，两端空隙为２ｃｍ，电荷量为３．１２×１０－９Ｃ的正电荷均匀分布在
细棒上。求圆心处电场强度的大小和方向。
解 本题可先将带电系统看成一个完整的均匀带电圆环计算

电场强度，然后扣除空隙处的电荷产生的电场强度；空隙的宽度与
圆半径相比是很小的，可以把空隙处电荷看成点电荷。
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已知空隙宽度牆＝２×１０－２ｍ，圆弧半径牜＝０．５０ｍ，塑料棒长

牓＝ ２π牜－ 牆＝ （２× ３．１４× ０．５０－ ０．０２）ｍ＝ ３．１２ｍ
电荷线密度

犧＝ 牚
牓＝

３．１２× １０－９

３．１２ Ｃ燉ｍ＝ １．００× １０－９Ｃ燉ｍ

按照上述解题思路，当把带电系统看成一个完整的均匀带电
圆环时，由于电荷对于圆心对称分布，相互对称的任两个电荷元在
圆心处产生的电场强度相互抵消，因而整个均匀带电圆环在圆心
处产生的电场强度

爠１＝ ０
将塑料棒空隙处电荷看成点电荷牚′，它在圆心处的电场强度

爠２＝ 牚′
４π犡０牜２

＝ 犧牆
４π犡０牜２

方向与从空隙到圆心的方向相同。
空隙处电荷实际上是不存在的，因此圆心处电场强度

爠＝爠１－ 爠２＝－ 犧牆
４π犡０牜２

＝－ ９× １０
９× １．００× １０－９× ０．０２

０．５０２ Ｖ燉ｍ

＝－ ０．７２Ｖ燉ｍ
负号表示电场强度方向为从圆心指向空隙。

【】 设点电荷分布的位置是：在（０，０）处为５×１０－８Ｃ、
在（３ｍ，０）处为４×１０－８Ｃ、在（０，４ｍ）处为－６×１０－８Ｃ。计算通过
以（０，０）为球心，半径等于５ｍ的球面上的总┕通量。
解 三点电荷均位于所给球面内，根据高斯定理，球面上的┕

通量

犑爠＝ １犡０∑
３

牏＝１
牚牏

＝ １
８．８５×１０－１２（５×１０

－８＋４×１０－８－６×１０－８）Ｖ·ｍ
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＝３．４×１０３Ｖ·ｍ
【】 如图１０２３所示，牆＝０．４ｍ，牆′＝０．６ｍ的长方闭合

面处在一不均匀电场┕＝（３＋２牨２）┳中，┕和牨的单位为Ｖ燉ｍ和ｍ，
计算通过此闭合面的净┕通量及包围在闭合面内的净电荷量。

图１０２３

解 电场强度沿牨轴方向，┕线只通过左、右两侧面。
犑爠左＝－爠爳＝－爠牆２＝－（３＋２牆２）牆２

＝－（３＋２×０．４２）×０．４２Ｖ·ｍ＝－０．５３１Ｖ·ｍ
犑爠右＝爠牆２＝［３＋２（牆＋牆′）２］牆２

＝［３＋２（０．４＋０．６）２］０．４２Ｖ·ｍ＝０．８Ｖ·ｍ
犑爠＝犑爠右＋犑爠左＝（０．８－０．５３１）Ｖ·ｍ＝０．２６９Ｖ·ｍ

闭合面内净电荷量

牚＝ 犡０犑爠＝ ８．８５× １０－１２× ０．２６９Ｃ＝ ２．３８× １０－１２Ｃ
【】 （１）地球表面附近的电场强度近似为２００Ｖ燉ｍ，方

向指向地球中心。试计算地球带的总电荷量，地球的半径为６．３７×
１０６ ｍ；（２）在离地面１４００ｍ处，电场强度降为２０Ｖ燉ｍ，方向仍指
向地球中心。试计算这１４００ｍ厚的大气层里的平均电荷密度。
解 （１）把地球看成均匀带电球体。它在地表附近产生的电

场强度指向地球中心，说明地球带负电。地球表面附近电场强度为

爠＝ 牚
４π犡０爲２
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式中牚是地球电量，爲是地球半径。所以

牚＝ ４π犡０爠爲２＝ ２００× （６．３７× １０
６）２

９× １０９ Ｃ＝ ９．０２× １０５Ｃ

（２）在高为１４００ｍ处，电场强度方向虽然仍然指向地心，但
数值减小了，说明在这个高度内的大气层带有正电。
设地球所带电量为牚，大气层所带电量为牚０，高度用牎表示，则

高度为牎处的电场强度大小为

爠０＝
牚－ 牚０

４π犡０（爲＋ 牎）２

所以

牚０＝牚－ ４π犡０爠０（爲＋ 牎）２

＝ ９．０２× １０５－ ２０× （６．３７× １０
６＋ １．４× １０３）２

９× １０［ ］９ Ｃ

＝８．１２× １０５Ｃ
因为牎爲，大气层的体积近似为

爼＝４π爲２牎＝ ４× ３．１４× （６．３７× １０６）２× １．４× １０３ｍ３

＝７．１４× １０１７ｍ３

故大气层的平均电荷密度

犱＝ 牚０爼＝
８．１２× １０５

７．１４× １０１７Ｃ燉ｍ
３＝ １．１４× １０－１２Ｃ燉ｍ３

【】 在半径分别为１０ｃｍ和２０ｃｍ的两层假想同心球面
中间，均匀分布着电荷体密度为犱＝１０－９Ｃ燉ｍ３的正电荷。求离球
心５ｃｍ、１５ｃｍ、５０ｃｍ处的电场强度。
解 以牜表示到球心的距离。当牜＝５ｃｍ时，以牜为半径作的

同心球面（高斯面）内没有电荷，球面上各处电场强度均为零。
牜＝１５ｃｍ时，以牜为半径的高斯面内的电量为

牚＝犱 ４３π牜
３－ ４

３π爲槏 槕３１ （爲１为内球面半径）

＝ ４３π犱（牜
３－ 爲３１）
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高斯面上各点电场强度大小为

爠＝ 牚
４π犡０牜２

＝ １
４π犡０牜２

４
３π犱（牜

３－ 爲３１）＝ 犱
３犡０牜２

（牜３－ 爲３１）

＝ １０－９× （０．１５３－ ０．１０３）
３× ８．８５× １０－１２× ０．１５２Ｖ燉ｍ＝ ４．０Ｖ燉ｍ

牜＝５０ｃｍ时，以牜为半径的高斯面内的电量为

牚＝犱 ４３π爲
３
２－ ４

３π爲槏 槕３１ （爲２为外球面半径）

＝ ４３π犱（爲
３
２－ 爲３１）

高斯面上各点场强大小为

爠＝ 牚
４π犡０牜２

＝ １
４π犡０牜２

４
３π犱（爲

３
２－ 爲３１）＝ 犱

３犡０牜２
（爲３２－ 爲３１）

＝ １０－９× （０．２０３－ ０．１０３）
３× ８．８５× １０－１２× ０．５０２Ｖ燉ｍ＝ １．０５Ｖ燉ｍ

【】 一个半径为爲的球体内，分布着电荷体密度犱＝牑牜，
式中牜是径向距离，牑是常量。求空间的场强分布，并画出爠对牜的
关系曲线。
解 电荷密度仅是牜的函数，这种电荷分布具有球对称性，它

的电场分布也具有球对称性。
在球内距球心为牜的高斯面内包围的电量为

牚＝犱ｄ爼＝∫
牜

０
牑牜４π牜２ｄ牜＝ π牑牜４

距球心为牜处的场强为

爠＝ 牚
４π犡０牜２

＝ π牑牜４

４π犡０牜２
＝ 牑
４犡０牜

２ （牜≤ 爲）

在球外距球心为牜的高斯面包围的电量为

牚＝∫
爲

０
牑牜４π牜２ｄ牜＝ π牑爲４

距球心为牜处的场强为

爠＝ 牚
４π犡０牜２

＝ π牑爲４

４π犡０牜２
＝ 牑爲４

４犡０牜２
（牜≥ 爲）
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图１０２４

爠对 牜的关系曲线如图 １０２４所
示。

【】 一层厚度为０．５ｃｍ
的无限大平板，均匀带电，电荷体
密度为１．０×１０－４Ｃ燉ｍ３。求：（１）这
平板中央的电场强度；（２）平板内
与其表面相距０．１ｃｍ处的电场强度；（３）平板外的电场强度。
解 （１）对平板中央平面来说，电荷是对称分布的，平面两侧

的电荷在平面上任一点产生的场强大小相等、方向相反，相互抵
消。故平板中央的电场强度为零。

（２）对平板内距表面０．１ｃｍ的平面（图１０２５）来说，其一侧电
荷面密度为

犲１＝ １．０× １０－４× ０．１× １０－２Ｃ燉ｍ２＝ １．０× １０－７Ｃ燉ｍ２

图１０２５

在平面上的场强为

爠１＝
犲１
２犡０

右侧电荷面密度为

犲２＝１．０× １０－４× ０．４× １０－２Ｃ燉ｍ２

＝４．０× １０－７Ｃ燉ｍ２

在平面上的场强为

爠２＝
犲２
２犡０

┕１与┕２的方向是相反的，平面上合场强为

爠＝爠２－ 爠１＝ １
２犡０（犲２－ 犲１）

＝４．０× １０
－７－ １．０× １０－７

２× ８．８５× １０－１２ Ｖ燉ｍ＝ １．６９× １０４Ｖ燉ｍ

（３）对平板外来说，平板上电荷面密度为

犲＝ １．０× １０－４× ０．５× １０－２Ｃ燉ｍ２＝ ５．０× １０－７Ｃ燉ｍ２
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在平板外产生的场强为

爠＝ 犲
２犡０＝

５．０× １０－７

２× ８．８５× １０－１２Ｖ燉ｍ＝ ２．８２× １０
４Ｖ燉ｍ

【】 点电荷牚１、牚２、牚３、牚４的电荷量各为４×１０－９Ｃ，放置在
一正方形的四个顶点上，各顶点距正方形中心爭点的距离均为５
ｃｍ。（１）计算爭点处的场强和电势；（２）将一试探电荷牚０＝１０－９Ｃ从
无穷远移到爭点，电场力做功多少？（３）问（２）中所述过程中牚０的电
势能的改变为多少？
解 （１）位于对角的两相同点电荷在爭点处的场强相互抵

消，故爭点场强为零。四点电荷在爭点电势相同，故爭点电势为

爼０＝ ４ 牚
４π犡０牜＝

牚
π犡０牜

已知牚＝４×１０－９Ｃ，牜＝０．０５ｍ，代入上式后有

爼０＝ 牚
π犡０牜＝

４× １０－９

３．１４× ８．８５× １０－１２× ０．０５Ｖ＝ ２．８８× １０
３Ｖ

（２）无穷远处电势为零（爼∞＝０）。将牚０从无穷远处移到爭点，
电场力做的功

爛＝牚０（爼∞ － 爼０）＝ １０－９（０－ ２．８８× １０３）Ｊ

＝－ ２．８８× １０－６Ｊ
（３）在移动牚０过程中要克服电场力做功，它使牚０的电势能增

加了２．８８×１０－６Ｊ。

图１０２６

【】 如图１０２６所示，已
知牜＝６ｃｍ，牆＝８ｃｍ，牚１＝３×１０－８

Ｃ，牚２＝－３×１０－８Ｃ。求：（１）将电荷
量为２×１０－９Ｃ的点电荷从爛点移
到爜点，电场力做功多少？（２）将此
点电荷从爞点移到爟点，电场力做
功多少？
解 （１）爛点电势为
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爼爛＝
牚１

４π犡０牜１爛＋
牚２

４π犡０牜２爛＝
１
４π犡０

牚１
牜＋

牚２
牜２＋ 牆槡槏 槕２

＝９× １０９
３× １０－８

０．０６ － ３× １０－８

０．０６２＋ ０．０８槡槏 槕２ Ｖ

＝１．８× １０３Ｖ
爜点电势为

爼爜＝
牚１

４π犡０牜１爜＋
牚２

４π犡０牜２爜
牜１爜＝牜２爜，牚１＋牚２＝０，故爼爜＝０。将电荷牚０＝２×１０－９Ｃ从爛点移到爜
点，电场力做功为

爛＝牚０（爼爛－ 爼爜）＝ ２× １０－９× （１．８× １０３－ ０）Ｊ

＝３．６× １０－６Ｊ
（２）爞点电势为

爼爞＝ １
４π犡０

牚１
牜１爞＋

牚２
牜槏 槕２爞

＝９× １０９
３× １０－８

０．０６２＋ ０．０８槡 ２
－ ３× １０

－８

槏 槕０．０６ Ｖ

＝－ １．８× １０３Ｖ
显然，爼爟＝０。将牚０从爞点移到爟点，电场力做功为

爛＝牚０（爼爞－ 爼爟）＝ ２× １０－９（－ １．８× １０３－ ０）Ｊ

＝－ ３．６× １０－６Ｊ

图１０２７

【】 点电荷牚１与－牚２放置在相距为牆的爛、爜两点（图

１０２７）。试证电势为零的等势面是一球
面，球心在 爛爜的延长线上，爛爭＝
牚２１牆
牚２１－牚２２

，半径牜＝
牚１牚２牆
牚２１－牚２２

。

证 建立以爛为原点，沿爛爜方向
为牨轴的空间直角坐标系。则牚１的坐标
为（０，０，０），牚２的坐标为（牆，０，０）。空间
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任意点爮的坐标为（牨，牪，牫），该点电势为

爼＝ 牚１
４π犡０（牨２＋ 牪２＋ 牫２）１燉２

－ 牚２
４π犡０［（牨－ 牆）２＋ 牪２＋ 牫２］１燉２

电势为零的点的坐标满足方程

牚２１［（牨－ 牆）２＋ 牪２＋ 牫２］＝ 牚２２（牨２＋ 牪２＋ 牫２）

（牚２１－ 牚２２）牨２－ ２牚２１牆牨＋ 牚２１牆２＋ （牚２１－ 牚２２）牪２＋ （牚２１－ 牚２２）牫２＝ ０

牨２－ ２ 牚２１
牚２１－ 牚２２

牨牆＋ 牚２１
牚２１－ 牚２２

牆２＋ 牪２＋ 牫２＝ ０

牨２－ ２ 牚２１
牚２１－ 牚２２

牨牆＋ 牚２１
牚２１－ 牚２２槏 槕牆

２

＋ 牪２＋ 牫２

＝ 牚２１
牚２１－ 牚２２槏 槕牆

２

－ 牚２１
牚２１－ 牚２２

牆２

牨－ 牚２１
牚２１－ 牚２２槏 槕牆

２

＋ 牪２＋ 牫２＝ 牚１牚２
牚２１－ 牚２２槏 槕牆

２

这是一个球面方程，球心坐标为 牚２１
牚２１－牚２２槏 槕牆，０，０，即图 １０２７上 爭

点，半径为

牜＝ 牚１牚２
牚２１－ 牚２２

牆

此球面方程即是零势面方程。
【】 一边长为４牆和３牆的长方形的对角上放置电荷量为

图１０２８

牚１＝４μＣ的两个点电荷，在边长为２牆和牆的较小长方形的长边两

端放置电荷量为 牚２＝６μＣ的两个点电
荷。求当小长方形绕大长方形的长边转
到图中虚线所示位置时，外力反抗电场
力所做的功。设牆＝０．１ｍ。
解 当两个电量为牚２的点电荷移动

到虚线位置时，它们各自相对于图１０２８
中左上角点电荷牚１的距离没有变化，因
此，它们在该电荷的电场中的电势没有变

·５７２·第十章 静 电 场



化。它们之间的距离也没有变化，它们只是在右下角点电荷牚１的电
场中的电势发生了变化。在移动前，两点电荷所在处电势分别为

爼１左 ＝
牚１

４π犡０ 槡（ １３牆）
， 爼１右 ＝

牚１
４π犡０ 槡（ ５牆）

移动后，两点电荷所在处电势分别为

爼２左 ＝
牚１

４π犡０（５牆）， 爼２右 ＝
牚１

４π犡０ 槡（ １７牆）
移动过程中外力做的功为

爛＝牚２（爼２左－爼１左）＋牚２（爼２右－爼１右）

＝ 牚１牚２４π犡０牆
１
５－

１
槡１３
＋ １
槡１７
－ １
槡槏 槕５

＝９×１０
９×４×１０－６×６×１０－６

０．１
１
５－

１
槡１３
＋ １
槡１７
－ １
槡槏 槕５ Ｊ

＝－０．６１Ｊ
【】 一半径爲＝８ｃｍ的圆盘，其上均匀带有面密度为犲

＝２×１０－５Ｃ燉ｍ２的电荷，求：（１）轴线上任一点的电势（用该点与盘
心的距离牨来表示）；（２）从场强和电势的关系求该点的场强；（３）

图１０２９

计算牨＝６ｃｍ处的电势和场强。
解 （１）如图１０２９所示，取盘的中心

为原点，它的轴线为牨轴。在圆盘上作半径
为牜，宽为ｄ牜的圆环，环上长为ｄ牓的一段上
电量ｄ牚＝犲ｄ牓ｄ牜。此电荷在轴线上爮点产生
的电势为

ｄ爼＝ ｄ牚
４π犡０爧＝

犲ｄ牓ｄ牜
４π犡０（牨２＋ 牜２）１燉２

故爮点电势

爼＝∫ｄ爼＝∫
爲

０
ｄ牜∫

２π牜

０

犲ｄ牓
４π犡０（牨２＋牜２）１燉２

＝∫
爲

０

犲牜ｄ牜
２犡０（牨２＋牜２）１燉２

＝ 犲
２犡０（ 牨２＋爲槡 ２－牨）
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（２）爮点电场强度

爠＝－ 爺牨＝
犲
２犡０
１－ 牨

爲２＋ 牨槡槏 槕２
方向沿牨轴方向。

（３）在牨＝６×１０－２ｍ处，

爼＝ 犲
２犡０（ 牨２＋ 爲槡 ２－ 牨）

＝ ２× １０－５

２× ８．８５× １０－１２（ （６× １０－２）２＋ （８× １０－２）槡 ２

－ ６× １０－２）Ｖ
＝４．５２× １０４Ｖ

爠＝ 犲
２犡０
１－ 牨

爲２＋牨槡槏 槕２
＝ ２×１０－５

２×８．８５×１０－１２
１－ ６×１０－２

（６×１０－２）２＋（８×１０－２）槡槏 槕２ Ｖ燉ｍ

＝４．５２×１０５Ｖ燉ｍ
【】 一带电粒子经过加速电压加速后，其速度增大。已

知电子的质量牔＝９．１１×１０－３１ｋｇ，电荷量绝对值牉＝１．６×１０－１９Ｃ。
（１）假设电子质量与速度无关，把静止电子加速到光速要多高的电
压？（２）若考虑电子质量随速度而变化，那么静止电子经过上述电
压加速后，其速度是多少？它是光速牅的百分之几？
解 （１）设所需电压为爺，则

牉爺＝ １
２牔牅

２

爺＝ 牔牅
２

２牉＝
９．１１× １０－３１× （３× １０８）２

２× １．６× １０－１９ Ｖ＝ ２．５６× １０５Ｖ

（２）电子经加速后，能量增加牉爺。设这时质量为牔′，速度为牤，
则

牔′＝ 牔
１－ 牤２燉牅槡 ２
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且 牔′牅２＝ 牔牅２＋ 牉爺

即 牔牅２

１－ 牤２燉牅槡 ２
＝ 牔牅２＋ 牉爺＝ 牔牅２＋ １

２牔牅
２＝ ３

２牔牅
２

由此方程解得牤＝０．７４５牅＝７４．５％ 牅。
【】 设Ｘ射线管中的一个电子，通过１８０ｋＶ加速电压

从阴极飞向阳极。如果电子离开阴极时初速为零，试求电子到达阳
极时的（１）动能及总能量；（２）速度；（３）按经典理论计算的速度。
解 （１）电子到达阳极时的动能为

爠ｋ＝ 牉爺＝ １．８× １０５ｅＶ
总能量为

爠＝牔牅２＋ 爠ｋ
＝９．１１× １０－３１× （３× １０８）２＋ １．８× １０５× １．６× １０－１９Ｊ
＝１．１１× １０－１３Ｊ

（２）因 牔牅２

１－牤２燉牅槡 ２
＝爠，由此方程解得

牤＝ １－ 牔牅２槏 槕爠槡
２

牅

＝ １－ ９．１１× １０－３１× （３× １０８）２

１．１１× １０槏 槕－１３槡
２

× ３× １０８ｍ燉ｓ

＝２．０２× １０８ｍ燉ｓ
（３）按经典理论有

１
２牔牤

２＝ 爠ｋ

牤＝ ２爠ｋ槡牔 ＝ ２× １．８× １０５× １．６× １０－１９

９．１１× １０槡 －３１ ｍ燉ｓ

＝２．５× １０８ｍ燉ｓ
【】 一块很大的带电金属薄板，其电荷面密度为犲，离金

属板为牆处有一质量为牔、电荷量为－牚的点电荷从静止释放，计
算电荷的加速度及落到板上时的速度和时间。（忽略重力和－牚对
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金属板上电荷分布的影响。）
解 带电金属薄板在板外产生的场强大小为

爠＝ 犲
２犡０

点电荷所受力的大小为

爡＝ 牚爠＝ 犲牚
２犡０

方向指向金属板。电荷的加速度为

牃＝ 爡牔＝
犲牚
２犡０牔

它是恒量，电荷做匀加速直线运动，落到板上时的速度为牤，则

牤２ 槡＝ ２牃牆， 牤＝ ２牃牆＝ 犲牚牆
犡０槡牔

落到板上的时间为

牠＝ ２牆槡牃＝ ４犡０牔牆槡犲牚

【】 有一块很大的带电金属板及一小球，已知小球的质

量为牔＝１．０×１０－３ｇ，带有电荷量牚＝２．０×１０－８Ｃ。小球悬挂在一

丝线的下端，平衡时悬线与金属板面间的夹角为３０°，如图１０３０所
示。试计算带电金属板上的电荷面密度犲。
解 两个平行的、电荷面密度均为犲的无限大均匀带电金属

板在小球处产生的合场强为

爠＝ ２犲２犡０＝
犲
犡０

小球受到的电场力为

爡＝ 牚爠＝ 牚犲犡０

┖的方向垂直于板面（图１０３１），与小球的重力┗、丝线对小球
的拉力┤达到平衡。┖与┗相互垂直，因此
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ｔａｎ犤＝ 爡爢＝
犲牚
犡０牔牋

图１０３０ 图１０３１

【】 证明在静电平衡时，导体表面某面元Δ爳所受的静

电力为┖＝ 犲
２

２犡０Δ爳┯ｎ

证 对于紧靠导体表面某有限面元Δ爳的点来说，这一面元也
可看成无限大均匀带电平面，面元的电荷在该点产生的场强为

┕１＝ 犲
２犡０┯ｎ

然而静电平衡时，带电导体表面附近的场强为

┕＝ 犲
犡０┯ｎ

说明带电导体上除了面元Δ爳上的电荷外，其余电荷在该面元附近
产生的场强为

┕２＝ 犲
２犡０┯ｎ

面元上的电量为牚＝犲Δ爳，该面元受到的作用力即为
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┖＝ 牚┕２＝ 犲Δ爳 犲２犡０┯ｎ＝
犲２

２犡０Δ爳┯ｎ

【】 一质量为牔、面积为爳的均质薄金属盘，放置在一无
限大导体平板上，平板水平放置。最初盘和平板都不带电，然后逐
渐使它们带电。问电荷面密度增加到何值时，金属盘将离开平板。
解 当将金属盘置于无限大导体平板上，并使它们带电时，盘

和平板具有相同的电荷面密度犲，平板将对盘产生斥力。当斥力随
着犲的增加而增大到足以与盘的重力平衡时，盘将离开平板，这时
平板在金属盘上产生的场强为

爠＝ 犲
２犡０

盘上电量为牚＝犲爳，受到的斥力

爡＝ 牚爠＝ 犲２

２犡０爳

金属盘离开平板时有爡＞牔牋，即

犲２

２犡０爳＞ 牔牋

所以 犲＞ ２犡０牔牋槡爳
【】 在一无限大接地导体平板附近有一点电荷牚，它离

板面的距离为牆（图１０３２）。求导体表面上各点的感应电荷面密度

犲。
解 设爮点感应电荷面密度为犲（若牚＞０，则犲＜０），该点场强

大小为

爠爮＝ － 犲犡０
┕爮的方向水平向左。
设想在平板的另一侧与电荷 牚对称的位置存在另一点电荷

－牚，则这两个点电荷在平板所在平面上形成的电势为零，在平板
右侧无限远处形成的电势为零，这与图１０３３中平板右侧空间边
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界电势完全相同。根据唯一性定理，这两个点电荷在板的右侧空间

图１０３２ 图１０３３

形成的电场与图１０３３中右侧空间的电场是相同的。于是可以撤
去导体平板，计算两点电荷在爮点产生的场强。显然，两点电荷在

爮点的合场强的方向是水平向左的，其大小为

爠爮＝ ２爠ｃｏｓ犤＝ ２ 牚

４π犡０ 牆槏 槕ｃｏｓ犤

２ｃｏｓ犤＝
牚ｃｏｓ３犤
２π犡０牆２

根据 －犲
犡０ ＝

牚ｃｏｓ３犤
２π犡０牆２

可得导体板上各点感应电荷面密度为

犲＝－ 牚ｃｏｓ
３犤

２π牆２

【】 半径为牜１、牜２（牜１＜牜２）的两个同心导体球壳互相绝
缘，现把＋牚的电荷量给予内球，如图１０３４所示。求：（１）外球的电
荷量及电势；（２）把外球接地后再重新绝缘，外球的电荷量及电势；
（３）然后把内球接地，内球的电荷量及外球的电势的改变。
解 （１）外球内表面的感应电荷量为－牚，由于外球原来没有

·２８２· 普通物理思考题与习题解答



图１０３４

电荷，根据电荷守恒定律知，其外表面感
应电荷量为＋牚。外球的电势是内球电荷
电场在外球壳处的电势

爼１＝ 牚
４π犡０牜２

（２）外球壳接地时，其外表面电荷消
失。重新绝缘后，外球的电荷量为－牚，电
势为

爼２＝ 牚
４π犡０牜２＋

－ 牚
４π犡０牜２＝ ０

（３）内球接地后，它的电势为零。设内球电量为牚′，则有

牚′
４π犡０牜１＋

－ 牚
４π犡０牜２＝ ０

由此解得 牚′＝ 牜１牜２牚

此时外球电势为

爼３＝ 牚′
４π犡０牜２＋

－ 牚
４π犡０牜２＝

（牜１－ 牜２）牚
４π犡０牜２２

图１０３５

外球电势增量为

Δ爼＝ 爼３－ 爼１＝
（牜１－ 牜２）牚
４π犡０牜２２

－ 牚
４π犡０牜２＝

（牜１－ ２牜２）牚
４π犡０牜２２

【】 点电荷牚＝４．０×１０－１０Ｃ，
处在导体球壳的中心，壳的内外半径分
别为爲１＝２．０ｃｍ和爲２＝３．０ｃｍ，求：（１）
导体球壳的电势；（２）离球心 牜＝１．０ｃｍ
处的电势；（３）把点电荷移开球心１．０ｃｍ
后导体球壳的电势。
解 （１）球壳上感应电荷－牚和＋牚

分别 均 匀 分 布 于 它 的 内 外 表 面 （图

１０３５）。点电荷电场及内表面电荷电场在
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球壳上电势的代数和为零，故球壳电势为外表面电荷电场在球壳
上的电势，即

爼＝ 牚
４π犡０爲２＝

９× １０９× ４．０× １０－１０

３．０× １０－２ Ｖ＝ １２０Ｖ

（２）离球心牜＝１．０ｃｍ（位于球壳与点电荷之间）处的电势为

爼＝ 牚
４π犡０牜＋

－ 牚
４π犡０爲１＋

牚
４π犡０爲２＝

牚
４π犡０

１
牜－

１
爲１＋

１
爲槏 槕２

＝９× １０９× ４．０× １０－１０ １
１．０× １０槏 －２

－ １
２．０× １０－２＋

１
３．０× １０ 槕－２ Ｖ

＝３００Ｖ

（３）球壳两表面上的电荷不在球壳内产生电场。点电荷牚在球
壳内移动时，球壳上电荷对它不做功，故电势无变化，仍为１２０Ｖ。

【】 有直径为１６ｃｍ及１０ｃｍ的非常薄的两个铜制球
壳，同心放置时，内球的电势为２７００Ｖ，外球带有电荷量为８．０×

１０－９Ｃ，现把内球和外球接触，两球的电势各变化多少？
解 设内球半径为爲１，电荷量为牚１，外球半径为爲２，电荷量为

牚２。在两球接触前，内球电势为

爼１＝
牚２

４π犡０爲２＋
牚１

４π犡０爲１
由此方程解得

牚１＝爲１ ４π犡０爼１－
牚２
爲槏 槕２

＝０．０５０× ２７００
９× １０９－

８．０× １０－９槏 槕０．０８０ Ｃ＝ １．０× １０－８Ｃ

于是可算得外球电势为

爼２＝
牚１＋ 牚２
４π犡０爲２ ＝

（１．０× １０－８＋ ８．０× １０－９）× ９× １０９

０．０８０ Ｖ

＝２．０３× １０３Ｖ
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两球接触后，电荷都分布在外球壳上。这时内外球壳电势相
等，都是

爼′＝ 牚１＋ 牚２４π犡０爲２ ＝ ２．０３× １０
３Ｖ

对内球来说，电势增量为

Δ爼＝ 爼′－ 爼１＝ （２．０３× １０３－ ２７００）Ｖ＝－ ６．７× １０２Ｖ
对于外球，电势无变化。

【】 半径为爲１＝１．０ｃｍ的导体球，带有电荷牚１＝１．０×
１０－１０Ｃ，球外有一个内、外半径分别为爲２＝３．０ｃｍ、爲３＝４．０ｃｍ的
同心导体球壳，壳上带有电荷爯＝１１×１０－１０Ｃ，试计算：（１）两球的
电势爼１和爼２；（２）用导线把球和壳连接在一起后爼１和爼２分别是多
少？（３）若外球接地，爼１和爼２为多少？
解 导体球及球壳上电荷分布情况如图１０３６所示。

图１０３６

（１）导体球的电势为

爼１＝ １
４π犡０

牚１
爲１＋

－ 牚１
爲２ ＋

牚１＋ 爯
爲槏 槕３
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＝９× １０９ １．０× １０
－１０

１．０× １０－２ －
１．０× １０－１０

３．０× １０槏 －２

＋ １．０× １０
－１０＋ １１× １０－１０

４．０× １０ 槕－２ Ｖ

＝３．３× １０２Ｖ
球壳的电势为

爼２＝ １
４π犡０

牚１＋ （－ 牚１）
爲２ ＋ 牚１＋ 爯爲［ ］３

＝牚１＋ 爯４π犡０爲３ ＝
９× １０９× （１．０× １０－１０＋ １１× １０－１０）

４．０× １０－２ Ｖ

＝２．７× １０２Ｖ
（２）用导线把球和壳连接在一起后，它们构成一个等势体，且

爼１＝ 爼２＝
牚１＋ 爯
４π犡０爲３ ＝ ２．７× １０

２Ｖ

（３）若外球接地，外球电势爼２＝０，内球电势为

爼１＝∫
爲２

爲１
爠ｄ牜＝∫

爲２

爲１

牚１
４π犡０牜２

ｄ牜＝ 牚１
４π犡０

１
爲１－

１
爲槏 槕２

＝９× １０９× １．０× １０－１０ １
１．０× １０－２－

１
３．０× １０槏 槕－２ Ｖ

＝６０Ｖ

【】 一块相对电容率犡ｒ＝５的扁平电介质，垂直放置于爟

＝１Ｃ燉ｍ２的均匀电场中，已知电介质的体积为０．１ｍ３，并且是均匀
极化，求：（１）电介质里的电极化强度；（２）电介质总的电偶极矩。
解 （１）电介质里的电极化强度为

爮＝犡０犻ｅ爠＝ 犡０（犡ｒ－ １）爠＝
犡ｒ－ １
犡ｒ 爟

＝５－ １５ × １Ｃ燉ｍ２＝ ０．８Ｃ燉ｍ２

（２）电介质总的电偶极矩

∑牘＝ 爮Δ爼＝ ０．８× ０．１Ｃ燈ｍ＝ ０．０８Ｃ燈ｍ
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【】 一扁平的电介质板（犡ｒ＝４）垂直放在一均匀电场里，
如果电介质表面上的极化电荷面密度为犲′＝０．５Ｃ燉ｍ２，求：（１）电
介质里的电极化强度和电位移；（２）电介质板外的电位移；（３）电介
质板里和板外的场强。
解 （１）电介质里电极化强度方向与电介质表面垂直，因此

电极化强度

爮＝ 爮ｎ＝ 犲′＝ ０．５Ｃ燉ｍ２

上题已证 爮＝ 犡ｒ－ １犡ｒ 爟

因此，电介质里的电位移

爟＝ 犡ｒ
犡ｒ－ １爮＝

４
４－ １× ０．５Ｃ燉ｍ

２＝ ０．６７Ｃ燉ｍ２

（２）电场是均匀的，在电介质板外也有

爟＝ ０．６７Ｃ燉ｍ２

（３）电介质板内的场强为

爠＝爟犡＝
爟
犡０犡ｒ＝

０．６７
８．８５× １０－１２× ４Ｖ燉ｍ

＝１．８９× １０１０Ｖ燉ｍ
电介质板外的场强为

爠＝ 爟犡０ ＝
０．６７

８．８５× １０－１２Ｖ燉ｍ＝ ７．５７× １０
１０Ｖ燉ｍ

【】 平板电容器极板间的距离为牆，保持极板上的电荷
不变，把相对电容率为犡ｒ、厚度为犠（＜牆）的玻璃板插入极板间，求
无玻璃板时和插入玻璃板后极板间电势差的比。
解 设极板上电荷面密度为 犲，无论电容器内是否插入玻璃

板，电位移都是

爟＝ 犲
因此电容器内真空部分的场强为

爠０＝ 爟犡０ ＝
犲
犡０
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插入玻璃板前，极板间电势差为

爺０＝ 爠０牆＝ 犲
犡０牆

插入玻璃板后，玻璃板内场强为

爠＝ 爟犡＝
爟
犡０犡ｒ＝

犲
犡０犡ｒ

极板间电势差为

爺＝爠犠＋ 爠０（牆－ 犠）＝ 犲
犡０犡ｒ犠＋

犲
犡０（牆－ 犠）

＝ 犲犡０牆－
犲犠
犡０
犡ｒ－ １
犡槏 槕ｒ

于是可得 爺
爺０＝ １－

犠（犡ｒ－ １）
犡ｒ牆

【】 在半径为爲的金属球之外包有一层均匀电介质层

（图１０３７），外半径为爲′。设电介质的相对电容率为犡ｒ，金属球的电

图１０３７

荷量为爯，求：（１）电介质层内、外的场强分布；
（２）电介质层内、外的电势分布；（３）金属球的
电势。
解 （１）应用有电介质时的高斯定理可

得电介质层内、外的电位移的分布为

爟＝ 爯
４π牜２ （牜＞ 爲）

因此，电介质层内的场强分布为

爠１＝ 爟
犡０犡ｒ＝

爯
４π犡０犡ｒ牜２

（爲＜ 牜＜ 爲′）

电介质层外的场强分布为

爠２＝ 爟犡０ ＝
爯
４π犡０牜２

（牜＞ 爲′）

（２）介质层内某点爮的电势为

爼１＝∫
∞

爮
┕燈ｄ┶＝∫

爲′

牜
爠１ｄ牜＋∫

∞

爲′
爠２ｄ牜
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＝∫
爲′

牜

爯
４π犡０犡ｒ牜２

ｄ牜＋∫
∞

爲′

爯
４π犡０牜２

ｄ牜

＝ 爯
４π犡０犡ｒ

１
牜－

１槏 槕爲′＋ 爯
４π犡０爲′

＝ 爯
４π犡０犡ｒ

１
牜＋

犡ｒ－ １槏 槕爲′ （爲≤ 牜≤ 爲′）

电介质外的电势分布为

爼２＝∫
∞

牜
爠２ｄ牜＝∫

∞

牜

爯
４π犡０牜２

ｄ牜＝ 爯
４π犡０牜 （牜≥ 爲′）

（３）令爼１的表达式中的牜＝爲，即得金属球的电势为

爼３＝ 爯
４π犡０犡ｒ

１
爲＋

犡ｒ－１槏 槕爲′
【】 半径为爲０的导体球带有电荷爯，球外有一层均匀电

介质的同心球壳，其内外半径分别为爲１和爲２，相对电容率为犡ｒ（图

图１０３８

１０３８），求：（１）电介质内外的电场强度 ┕
和电位移└；（２）电介质内的极化强度┠和
表面上的极化电荷面密度犲′。
解 （１）根据有电介质时的高斯定

理，电介质内外的电位移都是

└＝ 爯
４π牜３┼ （牜＞ 爲０）

在电介质内的电场强度

┕１＝ └
犡０犡ｒ＝

爯
４π犡０犡ｒ牜３

┼ （爲１＜ 牜＜ 爲２）

在电介质外的电场强度

┕２＝ └犡０ ＝
爯
４π犡０牜３

┼ （爲０＜ 牜＜ 爲１，牜＞ 爲２）

（２）电介质内的极化强度

┠＝ 犡０（犡ｒ－ １）┕１＝
（犡ｒ－ １）爯
４π犡ｒ牜３

┼

电介质球壳内表面上的极化电荷面密度为
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犲′１＝ 爮ｎ１＝－ 爮１＝－
（犡ｒ－ １）爯
４π犡ｒ爲２１

外表面上的极化电荷面密度为

犲′２＝ 爮ｎ２＝ 爮２＝
（犡ｒ－ １）爯
４π犡ｒ爲２２

【】 一平行板电容器有两层电介质，犡ｒ１＝４，犡ｒ２＝２，厚度
为牆１＝２．０ｍｍ，牆２＝３．０ｍｍ，极板面积为爳＝４０ｃｍ２，两极板间电
压为２００Ｖ。计算：（１）每层电介质中的电场能量密度；（２）每层电

介质中的总电能；（３）用式 １２牚爺
计算电容器的总电能。

解 （１）两层电介质中的场强关系为

犡ｒ１爠１＝ 犡ｒ２爠２
又因爺＝爠１牆１＋爠２牆２，于是可解得

爠１＝
犡ｒ２爺

犡ｒ２牆１＋ 犡ｒ１牆２

＝ ２× ２００
２× ２．０× １０－３＋ ４× ３．０× １０－３Ｖ燉ｍ

＝２．５× １０４Ｖ燉ｍ

爠２＝
犡ｒ１
犡ｒ２爠１＝

４
２× ２．５× １０

４Ｖ燉ｍ＝ ５．０× １０４Ｖ燉ｍ

电容器内的电位移

爟＝犡０犡ｒ１爠１＝ ８．８５× １０－１２× ４× ２．５× １０４Ｃ燉ｍ２

＝８．８５× １０－７Ｃ燉ｍ２

两层电介质中的电场能量密度分别为

牥ｅ１＝ １２爟爠１＝
１
２× ８．８５× １０

－７× ２．５× １０４Ｊ燉ｍ３

＝１．１１× １０－２Ｊ燉ｍ３

牥ｅ２＝ １２爟爠２＝
１
２× ８．８５× １０

－７× ５．０× １０４Ｊ燉ｍ３

＝２．２２× １０－２Ｊ燉ｍ３

（２）两层电介质中的总电能分别为
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爾１＝牥ｅ１爳牆１＝ １．１１× １０－２× ４０× １０－４× ２．０× １０－３Ｊ

＝８．８８× １０－８Ｊ
爾２＝牥ｅ２爳牆２＝ ２．２２× １０－２× ４０× １０－４× ３．０× １０－３Ｊ

＝２．６６× １０－７Ｊ
（３）电容器的总电能

爾 ＝ １２牚爺＝
１
２犲爳爺＝

１
２爟爳爺

＝ １２× ８．８５× １０
－７× ４０× １０－４× ２００Ｊ

＝３．５４× １０－７Ｊ
显然，爾＝爾１＋爾２。

【】 电容爞１＝４μＦ的电容器在８００Ｖ的电势差下充电，
然后切断电源，并将此电容器的两个极板分别和原来不带电、电容
为爞２＝６μＦ的两极板相连，求：（１）每个电容器极板所带电荷量；
（２）连接前后的静电场能。
解 （１）电容器的总电荷量为

牚＝ 爞１爺１＝ ４× １０－６× ８００Ｃ＝ ３．２× １０－３Ｃ
两个电容器极板所带电荷量分别为

牚１＝
爞１

爞１＋ 爞２牚＝
４

４＋ ６× ３．２× １０
－３Ｃ＝ １．２８× １０－３Ｃ

牚２＝牚－ 牚１＝ （３．２× １０－３－ １．２８× １０－３）Ｃ

＝１．９２× １０－３Ｃ
（２）连接前的静电场能即是连接前第一个电容器的能量，即

爾１＝ １
２爞１爺

２
１＝ １

２× ４× １０
－６× ８００２Ｊ＝ １．２８Ｊ

连接后的静电场能即并联后电容器的能量，即

爾２＝ 牚２

２（爞１＋ 爞２）＝
（３．２× １０－３）２

２× （４× １０－６＋ ６× １０－６）Ｊ＝ ０．５１２Ｊ

【】 两个同轴的圆柱，长度都是牓，半径分别为爲１及爲２，
这两个圆柱带有等值异号电荷爯，两圆柱之间充满电容率为犡的电
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介质。（１）在半径为牜（爲１＜牜＜爲２）、厚度为ｄ牜的圆柱壳中任一点的
电场能量密度是多少？（２）这柱壳中的总电场能是多少？（３）电介
质中的总电场能是多少？（４）从电介质中的总电场能求圆柱形电容
器的电容。
解 （１）圆柱面上沿轴长方向的电荷线密度

犧＝ 爯牓
在两圆柱之间的场强分布为

爠＝ 犧
２π犡牜 （爲１＜ 牜＜ 爲２）

因此，在半径为牜、厚度为ｄ牜的圆柱壳中的电场能量密度为

牥ｅ＝ １
２犡爠

２＝ １
２犡

犧槏 槕２π犡牜

２

＝ 犧２

８π２犡牜２＝
爯２

８π２犡牜２牓２

（２）这柱壳中的总电场能为

ｄ爾 ＝ 牥ｅｄ爼＝ 牥ｅ２π牜牓ｄ牜＝ 爯２

８π２犡牜２牓２２π牜牓ｄ牜＝
爯２

４π犡牜牓ｄ牜

（３）电介质中的总电场能是

爾 ＝∫ｄ爾 ＝∫
爲２

爲１

爯２

４π犡牓牜ｄ牜＝
爯２

４π犡牓ｌｎ
爲２
爲１

（４）圆柱形电容器的能量为

爾 ＝ 爯
２

２爞

因此 爯２

２爞＝
爯２

４π犡牓ｌｎ
爲２
爲１

爞＝ ２π犡牓ｌｎ爲２爲１
【】 两个半径都是爲、电荷量分别为＋牚和－牚的金属小

球相距牜，设牜爲，计算系统的静电能。在释放两球后，两球相互吸
引而相碰时的速率多大？如果（１）两球的质量相等；（２）带正电荷小
球的质量比带负电荷小球的质量大很多（按经典理论计算）。
解 电荷量为＋牚的金属球的电荷面密度为
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犲＝ 牚
４π爲２

金属球的电势为 犺＝ 牚
４π犡０爲

此球的静电能为

爾１＝ １
２

爳

犲犺ｄ爳＝ １
２犲犺

爳

ｄ爳＝ １
２
牚
４π爲２

牚
４π犡０爲４π爲

２＝ 牚２

８π犡０爲
同理，电荷量为－牚的金属球的静电能

爾２＝ 牚２

８π犡０爲
两球相距为牜时，它们的相互作用能为

爾３＝－ 牚２

４π犡０牜
整个系统的静电能即是

爾 ＝ 爾１＋ 爾２＋ 爾３＝ 牚２

４π犡０
１
爲－

１槏 槕牜
两球相互吸引以至碰撞时，等量异号的自由电荷中和，电场消

失，静电能全部转化为两球的动能。
（１）两球质量相等，则

２× １
２牔牤

２＝ 牚２

４π犡０
１
爲－

１槏 槕牜
牤＝ 牚２

４π犡０牔
１
爲－

１槏 槕［ ］牜
１燉２

（２）一个球的质量比另一球的质量大得多，则该球加速度小
得多，作为近似，视作静止，另一球的动能即为

１
２牔牤

２＝ 牚２

４π犡０
１
爲－

１槏 槕牜
牤＝ 牚２

２π犡０牔
１
爲－

１槏 槕［ ］牜
１燉２
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第十一章 恒定电流的磁场

知 识 要 点

．磁场的高斯定理


爳

┒燈ｄ┣＝ ０

．毕奥萨伐尔定律

ｄ┒＝ 犨０４π＝
爤ｄ┶× ┼
牜３

犨０＝ ４π× １０－７Ｔ燈ｍ燉Ａ

．运动电荷的磁场

┒＝ 犨０４π
牚╀× ┼
牜３

．安培环路定理

∮爧┒燈ｄ┶＝ 犨０∑爤
．几种特殊形状载流导体的磁场

（１）载流直导线的磁场
一段载流直导线的磁场

爜＝ 犨０爤
４π牆（ｓｉｎ犝２－ ｓｉｎ犝１）

无限长载流直导线的磁场

爜＝ 犨０爤
２π牆

（２）载流圆线圈轴线上的磁场



爜＝ 犨０爤爲２

２（爲２＋ 牨２）３燉２

线圈中心处的磁场

爜＝ 犨０爤２爲
轴线上远离中心处的磁场

┒＝ 犨０２π
┷
牜３

式中┷＝爤爳┯ｎ是线圈的磁矩。
（３）载流直螺线管内部的磁场

有限长直螺线管： 爜＝
犨０
２牕爤（ｃｏｓ犝２－ｃｏｓ犝１）

无限长直螺线管： 爜＝犨０牕爤
（４）长直圆柱形载流导线内外的磁场

爜＝

犨０
２π
爤牜
爲２ （牜≤ 爲）

犨０
２π
爤
牜

烅

烄

烆 （牜≥ 爲）

（５）载流螺绕环内的磁场

爜＝ 犨０爫爤２π牜
．洛伦兹力

┖＝ 牚╀× ┒
．洛伦兹关系式

┖＝ 牚┕＋ 牚╀× ┒
．安培定律

ｄ┖＝ 爤ｄ┶× ┒
．载流线圈在匀强磁场中所受的力矩

┝＝ ┷× ┒
．平行载流直导线单位长度上的相互作用力

ｄ爡
ｄ牓＝

犨０
２π
爤１爤２
牆
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．磁力的功

爛＝ 爤Δ犎
．磁化强度与磁化电流

┝＝∑┷＋∑Δ┷Δ爼

爩＝ 犜ｓ， ∮
爧

┝燈ｄ┶＝ 爤ｓ

．磁场强度

定义 ┘＝┒犨０－┝

磁场强度与磁化强度

┝＝ 犻ｍ┘
磁场强度与磁感应强度

┒＝ 犨０犨ｒ┘＝ 犨┘
．有介质时的安培环路定理

∮┘燈ｄ┶＝∑爤

思考题解答

【】 一正电荷在磁场中运动，已知其速度╀，沿着爭牨轴方
向，若它在磁场中所受力有下列几种情况，试指出各种情况下磁感
应强度┒的方向。（１）电荷不受力；（２）┖的方向沿爭牫轴方向，且此
时磁力的值最大；（３）┖的方向沿－爭牫轴方向，且此时磁力的值是
最大值的一半。
答 根据┖＝牚╀×┒可知（１）与牨轴平行；（２）与牪轴同向；（３）

与牪轴负向成６０°夹角。
【】 如果一带电粒子做匀速直线运动通过某区域，是否

能断定该区域的磁场为零？
答 不能。┒与╀平行即可使带电粒子做匀速直线运动。

·６９２· 普通物理思考题与习题解答



【】 如图１１１所示，穿过以闭合曲线爞为边界的任意曲
面爳１和爳２的磁通量是否相等。
答 相等。设以爞为边界，且在爳１与爳２左边有一曲面为爳３，则

图１１１

爳１＋爳３或者爳２＋爳３为闭合曲面，由高斯定
理有


爳３

┒燈ｄ┣＋
爳１

┒燈ｄ┣＝ ０，


爳３

┒燈ｄ┣＋
爳２

┒燈ｄ┣＝ ０

故 
爳１

┒燈ｄ┣＝
爳２

┒燈ｄ┣

【】 在载有电流爤的圆形线圈中，线圈平面内各点磁感
应强度的方向是否相同？线圈内各点的┒是否均匀？
答 由毕奥萨伐尔定律矢量积方向可知，磁感应强度的方向

都相同，垂直于线圈平面。但线圈内各点的┒大小不等，即非均匀。
【】 一个半径为爲的假想球面中心有一运动电荷。问：

（１）在球面上哪些点的磁场最强？（２）在球面上哪些点的磁场为零？
（３）穿过球面的磁通量是多少？

答 由运动电荷磁场公式┒＝
犨０
４π
牚╀×┯ｒ
牜２
可知

（１）与电荷运动方向垂直的大圆上各点的磁场最强。
（２）与电荷运动方向在同一面上的大圆各点的磁场为零。
（３）根据高斯定理，穿过球面的磁通量为０。
【】 载流长螺线管中部的磁感应强度是犨０牕爤，边缘部分

轴线上是犨０牕爤
２ ，
这是不是说螺线管中部的磁感应线比边缘部分的

磁感应线多？或说在螺线管内部某处有１燉２磁感应线突然中断了？
答 说螺线管中部的磁感应线比边缘部分的多是对的。但说

在螺线管内部某处有１燉２磁感应线突然中断则是不对的，因磁感
应线部分穿过螺线管表面。
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【】 用安培环路定理能否求出一段有限长载流直导线周
围的磁场？
答 不能。磁感应强度虽具有轴对称性，但在离导线牜远的不

同圆周上，┒一般不等，因而无法用安培环路定理得到所需要的┒
的表示式。

【】 设图中两导线中的电流爤１、爤２均为８Ａ，试分别求如

图１１２所示的三个闭合线爧１、爧２、爧３的环路积分∮┒·ｄ┶值。并讨

图１１２

论：（１）在每个闭合线上各点的磁感应强度

┒是否相等？（２）在闭合线爧２上各点的┒是
否为零？为什么？

答 ∮爧１┒·ｄ┶＝８犨０，∮爧２┒·ｄ┶＝０，
∮爧３┒·ｄ┶＝８犨０

（１）不等。因为环路内外电流均对┒有贡献。
（２）不为０。爤１与爤２在爧２上产生的磁感应强度一般不为０。
【】 一电荷牚在均匀磁场中运动，判断下列的说法是否

正确，并说明理由。
（１）只要电荷速度的大小不变，它朝任何方向运动时所受的

洛伦兹力都相等；
（２）在速度不变的前提下，电荷量牚改变为－牚，它所受的力将

反向，而力的大小不变；
（３）电荷量牚改变为－牚，同时其速度反向，则它所受的力也反

向，而大小则不变；
（４）╀、┒、┖三个矢量，已知任意两个矢量的大小和方向，就能

确定第三个矢量的大小和方向；
（５）质量为牔的运动带电粒子，在磁场中受洛伦兹力后动能

和动量不变。
答 （１）错。洛伦兹力的大小和方向都可变。

·８９２· 普通物理思考题与习题解答



（２）对。
（３）所受的力的方向不变，大小不变。
（４）对。
（５）动能不变，动量改变方向。
以上结论，皆可由┖＝牚╀×┒获得。
【】 一束质子发生了侧向偏转，造成这个偏转的原因可

否是（１）电场？（２）磁场？（３）若是电场或者是磁场在起作用，如何
判断是哪一种场？
答 （１）由┖＝牚┕可知，电场可以造成质子偏转。
（２）由┖＝牚╀×┒可知，磁场可以造成质子偏转。
（３）磁场：质子发生回旋运动；
电场：质子只偏转，无回旋运动。

【】 如图１１３所示，一对正、负电子同时在同一点射入
一均匀磁场中，已知它们的速率分别为２牤和牤，方向都和磁场垂
直，指出它们的偏转方向；经磁场偏转后，哪个电子先回到出发点？
答 正电子向左；负电子向右；正负电子同时到达出发点。其

角速度为

犽＝ 牉
牔爜

图１１３ 图１１４

【】 如图 １１４所示，一载流圆形线圈放置在牨牪平面
内，电流流向如图所示，另一带正电荷的粒子以速度╀沿爭牫轴方
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向通过线圈中心，试讨论作用在粒子和载流线圈上的力。
答 线圈轴线上的磁感沿牫轴，则╀∥┒，则粒子受力爡＝０，其

反作用力、粒子对线圈的作用力亦为０。
【】 一个弯曲的载流导线在均匀磁场中应如何放置才

图１１５

不受磁力的作用？

答 如图１１５所示，使 牃牄

与┒平行或者反向

平行于┒。
【】 在一均匀磁场中，有两个面积相等、

通有相同电流的线圈，一个是三角形，一个是圆形。
这两个线圈所受的磁力矩是否相等？所受的最大磁力矩是否相等？
所受磁力的合力是否相等？两线圈的磁矩是否相等？当它们在磁
场中处于稳定位置时，由线圈中电流所激发的磁场的方向与外磁
场的方向是相同、相反还是相互垂直？
答 只要两者的法线与┒的夹角相同，则两个线圈所受的磁

力矩相同；所受的最大磁力矩相同；所受磁力的合力┖合＝；因

燏┷三角形燏＝ 爤爳三角形 ＝ 爤爳圆 ＝ 燏┷圆 燏，
故┝＝┷×┒＝┷圆×┒相同；稳定时┝＝，┷∥┒，┷的方向是线圈
磁场方向，故由线圈中电流所激发的磁场方向与外磁场的方向相
同。

图１１６

【】 有两根铁棒，其外形完全相同，其
中一根为磁铁，而另一根则不是，你怎样辨别它
们？不准将任一根棒作为磁针而悬挂起来，亦不准
使用其他的仪器。
答 如图１１６所示放置，若Ｂ为磁铁，则Ａ、Ｂ

相互吸引；若Ａ为磁铁，则Ａ、Ｂ不吸引。
【】 试说明┒与┘的联系和区别。
答 ┘与┒都是描述磁场的矢量；一般┘是辅助量，两者的联

系为┘＝┒燉犨０－┝。

·００３· 普通物理思考题与习题解答



由安培定理可知，┘只由传导电流激发，而┒既可由传导电流
激发，也可由磁化电流激发。
真空中犨ｒ＝１，┘与┒的场线完全相似；非真空中，两者的场线

可相去甚远，其大小和方向一般不同。
【】 下面的几种说法是否正确，试说明理由。
（１）若闭合曲线内不包围传导电流，则曲线上各点的┘必为零；
（２）若闭合曲线上各点的┘为零，则该曲线所包围的传导电

流的代数和为零；
（３）不论抗磁质与顺磁质，┒总是和┘同方向；
（４）通过以闭合回路爧为边界的任意曲面的┒通量均相等；
（５）通过以闭合回路爧为边界的任意曲面的┘通量均相等。

答 （１）错。∮┘·ｄ┶＝０，但爧上各点┘可以不为。
（２）正确。由于爧上各点┘为，故∮爧┘·ｄ┶＝０，根据安培环

路定理∑
牕

牏＝１
爤牏＝０。

（３）对各向同性均匀线性介质，该命题正确。犨ｒ＝１＋犻ｍ＞０

图１１７

（犻ｍ１），┘＝┒燉（犨０犨ｒ），┒与┘同向。
（４）正确。由高斯定理知，对于图１１７有


爳

┒燈ｄ┣＝－
爳０

┒燈ｄ┣。

（５）不正确。因为
爳

┝·ｄ┣不总为０，故


爳

┘·ｄ┣不总为０。由图１１７知，
爳０

┘·ｄ┣不总是与
爳

┘·ｄ┣相

等。
【】 一细长磁棒沿轴向均匀磁化，磁化强度为┝，如图

１１８所示，分别求图中所标各点的磁场强度┘和磁感应强度┒。
答 棒可看成由磁化电流形成的螺线管。

·１０３·第十一章 恒定电流的磁场



图１１８

爜１＝ 犨０牕爤＝ 犨０爫爤爧 ＝ 犨０犜ｓ＝ 犨０爩

爜５＝ １
２犨０牕爤＝

１
２犨０爩

爜６＝ １
２犨０牕爤＝

１
２犨０爩

爜４＝ 爜５， 爜７＝ 爜６， 爜２＝ 爜３＝ ０

由┘＝┒犨０－┝
得棒内磁场强度：

爣１＝ ０， 爣５＝－ １
２爩（
与 ┝方向相反）

爣６＝－ １
２爩

棒外爩＝０，故棒内磁场强度：

爣４＝ 爣７＝ １
２爩， 爣２＝ 爣３＝ ０

【】 如果一闭合曲面包围条形磁棒的一个磁极，问通过
该闭合曲面的磁通量是多少？

答 
爳

┒·ｄ┣＝０在任何情况下都成立。

【】 在强磁铁附近的光滑桌面上的一枚铁钉由静止释
放，铁钉被磁铁吸引，试问当铁钉撞击磁铁时，其动能从何而来？
答 铁钉在强磁场的作用下，其所有磁矩都沿外场方向排列，

相当于磁针，其磁矩方向与强磁场方向一致。将此磁矩看做载流线
圈的磁矩。由于强磁铁附近磁场非均匀，存在磁场梯度，故线圈在
此磁场中受的磁力在磁场梯度方向的分量不为０。该分力将推动线
圈向磁场较强的方向移动进而做功，宏观上使铁钉的动能增加。

·２０３· 普通物理思考题与习题解答



习 题 解 答

【】 在地球北半球的某区域，磁感应强度的大小为 ４×
１０－５Ｔ，方向与铅直线成６０°角。求（１）穿过面积为１ｍ２的水平平面
的磁通量；（２）穿过面积为１ｍ２的竖直平面的磁通量的最大值和
最小值。
解 （１）铅直线与水平平面的法线是重合的。因此该区域穿

过１ｍ２水平平面的磁通量为

犎＝爜爳ｃｏｓ犤＝ ４× １０－５× １× ｃｏｓ６０°Ｗｂ
＝２× １０－５Ｗｂ

（２）过地球上一点的竖直平面是无穷的，任一竖直平面的法
线都在水平面上，与该区域磁场方向的夹角犤的变化范围是３０°≤犤
≤１５０°，因此穿过１ｍ２竖直平面的磁通量的最大值

犎ｍａｘ＝爜爳ｃｏｓ３０°＝ ４× １０－５× １× ｃｏｓ３０°Ｗｂ

＝３．４６× １０－５Ｗｂ
磁通量的最小值

犎ｍｉｎ＝爜爳ｃｏｓ１５０°＝ ４× １０－５× １× ｃｏｓ１５０°Ｗｂ

＝－ ３．４６× １０－５Ｗｂ

图１１９

【】 一边长为牓＝０．１５ｍ的
立方体如图 １１９所示放置，有一均
匀磁场 ┒＝（６┳＋３┴＋１．５┵）Ｔ通过
立方体所在区域，计算：（１）通过立方
体上阴影面积的磁通量；（２）通过立
方体六面的总磁通量。
解 （１）立方体上阴影面积

爳＝牓２＝０．１５２ｍ２＝２．２５×１０－２ｍ２

阴影面积法线方向单位矢量┯ｎ＝┳。因
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此通过阴影面积的磁通量

犎＝┒燈┣＝ （６┳＋ ３┴＋ １．５┵）燈（２．２５× １０－２┳）Ｗｂ
＝０．１３５Ｗｂ

（２）根据磁场的高斯定理，通过立方体六面的总磁通量

犎＝┒燈ｄ┣＝ ０
【】 两根长直导线互相平行地放置在真空中，如图１１１０

所示，其中通以同向的电流爤１＝爤２＝１０Ａ。试求爮点的磁感应强
度。已知爮爤１＝爮爤２＝０．５ｍ，爮爤１垂直于爮爤２。

图１１１０ 图１１１１

解 两根长直载流直导线在爮点产生的磁场方向如图１１１１
所示。因为爤１＝爤２，爮爤１＝爮爤２，故有

爜１＝ 爜２＝
犨０爤２
２π（爮爤２）＝

２× １０－７× １０
０．５ Ｔ＝ ４．０× １０－６Ｔ

爮点磁感应强度的大小为

槡爜＝ ２爜１＝ １．４１× ４．０× １０－６Ｔ＝ ５．６４× １０－６Ｔ
方向与爤１爤２平行，且从爤２指向爤１。

【】 如图１１１２所示的被折成钝角的长导线中通有２０Ａ
的电流。求爛点的磁感应强度。设牆＝２ｃｍ，犜＝１２０°。
解 爛点位于长导线的爮爭段的延长线上，该段导线中的电

流在爛点不产生磁场。
设爛点至导线的爭爯段的垂直距离为牜，此垂线与爛爭的夹角

为犝（图１１１３），则
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犝＝９０°－（１８０°－犜）＝９０°－（１８０°－１２０°）＝３０°
牜＝牆ｃｏｓ犝＝２×１０－２×ｃｏｓ３０°ｍ＝１．７３×１０－２ｍ

图１１１２ 图１１１３

爛点磁感应强度的大小为

爜＝犨０爤４π牜ｓｉｎ
π
２［ ］－ ｓｉｎ（－ 犝）

＝ １０－７× ２０
１．７３× １０－２（１＋ ｓｉｎ３０°）Ｔ＝ １．７３× １０

－４Ｔ

磁场方向垂直纸面向外。
【】 高为牎的等边三角形的回路载有电流爤，试求该三角

形的中心处的磁感应强度。

图１１１４

解 在图１１１４所示等边三角形载
流回路中，中心爭至爜爞边的距离牆＝

爭爣＝ １３牎，犝１＝－６０°，犝２＝６０°。爜爞
边

上的电流产生的磁场在爭点的磁感应
强度的大小为

爜＝ 犨０爤
４π牆（ｓｉｎ犝２－ ｓｉｎ犝１）

方向垂直纸面向外。另外两条边上的电
流的磁场在爭点的磁感应强度的大小及方向都与┒相同。因此，爭
点的磁感应强度大小为

爜０＝３爜＝
３犨０爤
４π牆（ｓｉｎ犝２－ ｓｉｎ犝１）
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＝ ３犨０爤４π牎燉３［ｓｉｎ６０°－ ｓｉｎ（－ ６０°）］＝
槡９ ３犨０爤
４π牎

图１１１５

【】 如图１１１５所示，一无
限长直导线，其中部分被弯成半圆
环形状，环的半径爲＝１０ｃｍ，当导线
中通有电流４Ａ时，求：（１）环心爭处
的磁感应强度；（２）垂直于环面的轴
线上距爭点为４０ｃｍ处爮点的磁感
应强度。
解 （１）环心爭位于直线电流的延长线上，电流的直线部分

在爭点不产生磁场。半圆环状电流在爭点产生的磁场的磁感应强
度大小为

爜０＝ １
２
犨０爤
２爲＝

４π× １０－７× ４
４× ０．１０ Ｔ＝ １．２６× １０－５Ｔ

┒０的方向垂直于半圆环面，由爮指向爭的方向。

（２）取半圆环的圆心爭为坐标原点建立空间直角坐标系，其
中牨轴垂直于环面，牪轴沿半圆环二端点的连线（图１１１６）。在半圆

环电流的任一点爛取一电流元，设爭爛与牫轴夹角为犺，
→
爛爮＝┼，爛爮

与牨轴夹角为犤。根据毕奥萨伐尔定律，此电流元在爮点产生的磁
感应强度

ｄ┒＝ 犨０４π
爤ｄ┶× ┼
牜３

因为爤ｄ┶与┼的方向垂直，ｄ┒的大小为

ｄ爜＝ 犨０爤ｄ牓４π牜２

ｄ┒的方向与爛爮垂直，且在爛爭爮平面上。

ｄ┒沿牨轴的分量为

ｄ爜牨＝ ｄ爜１＝－ ｄ爜ｓｉｎ犤＝－
犨０爤ｄ牓
４π牜２ｓｉｎ犤 ①
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图１１１６

ｄ┒与牨轴垂直的分量ｄ┒２的大小为

ｄ爜２＝ ｄ爜ｃｏｓ犤＝
犨０爤ｄ牓
４π牜２ｃｏｓ犤 ②

可以将ｄ┒２进一步沿牪轴和牫轴分解。ｄ┒２的方向实际上与
→
爭爛的方

向是相反的，因此

ｄ爜牪＝－ ｄ爜２ｓｉｎ犺＝－
犨０爤ｄ牓
４π牜２ｃｏｓ犤ｓｉｎ犺 ③

ｄ爜牫＝－ ｄ爜２ｃｏｓ犺＝－
犨０爤ｄ牓
４π牜２ｃｏｓ犤ｃｏｓ犺 ④

考虑到 ｄ牓＝爲ｄ犺
式③、④可变为

ｄ爜牪＝－
犨０爤爲
４π牜２ｃｏｓ犤ｓｉｎ犺ｄ犺 ⑤

ｄ爜牫＝－
犨０爤爲
４π牜２ｃｏｓ犤ｃｏｓ犺ｄ犺 ⑥

对式①积分得

爜牨＝∫ｄ爜牨＝－∫
π爲

０

犨０爤ｓｉｎ犤
４π牜２ ｄ牓＝－

犨０爤爲
４牜２ ｓｉｎ犤

＝－ 犨０爤爲
２

４牜３ ＝－
犨０爤爲２

４（爲２＋ 牨２）３燉２

对式⑤积分得
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爜牪＝∫ｄ爜牪＝－∫
π
２

－ π２

犨０爤爲
４π牜２ｃｏｓ犤ｓｉｎ犺ｄ犺

＝－ 犨０爤爲４π牜２ｃｏｓ犤∫
π
２

－ π２
ｓｉｎ犺ｄ犺＝ ０

对式⑥积分得

爜牫＝∫ｄ爜牫＝－∫
π
２

－ π２

犨０爤爲
４π牜２ｃｏｓ犤ｃｏｓ犺ｄ犺＝－

犨０爤爲
２π牜２ｃｏｓ犤

＝－ 犨０爤爲牨２π牜３ ＝－
犨０爤爲牨

２π（爲２＋ 牨２）３燉２

图１１１５中的直线部分在爮点产生的磁场方向均沿牫轴反方
向。爭点左侧直线电流在爮点产生的磁感应强度为

爜′牫１＝－
犨０爤
４π牨 ｓｉｎ（－ 犝）－ ｓｉｎ－槏 槕［ ］π

２
式中犝是左侧直线右端与爮点的连线和爭爮的夹角，

ｓｉｎ犝＝ 爲
爲２＋ 牨槡 ２

所以 爜′牫１＝－
犨０爤
４π牨

１－ 爲
爲２＋ 牨槡槏 槕２

右侧直线电流在爮点产生的磁感应强度爜′牫２＝爜′牫１。因此，全部直线
电流在爮点产生的磁感应强度为

爜′牫＝ ２爜′牫１＝－
犨０爤
２π牨

１－ 爲
爲２＋ 牨槡槏 槕２

将题中数据代入爜牨、爜牫、爜′牫的表示式中，可得

爜牨＝－ ３．１４× １０
－７× ４× ０．１０２

（０．１０２＋ ０．４０２）３燉２ Ｔ＝－ １．７９× １０－７Ｔ

爜牫＝－ ２× １０
－７× ４× ０．１０× ０．４０
（０．１０２＋ ０．４０２）３燉２ Ｔ＝－ ４．５６× １０－７Ｔ

爜′牫＝－ ２× １０
－７× ４

０．４０
１－ ０．１０

０．１０２＋ ０．４０槡槏 槕２ Ｔ
＝－ １．５１× １０－６Ｔ
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部分被弯成半圆环的无限长直导线在爮点产生的磁感应强度

爜＝ 爜２牨＋ 爜２牪＋ （爜牫＋ 爜′牫）槡 ２

＝ （－ １．７９× １０－７）２＋ （－ ４．５６× １０－７－ １．５１× １０－６）槡 ２Ｔ
＝１．９８× １０－６Ｔ
【】 两根长直导线沿半径方向引到铁环上爛、爜两点，并

与很远的电源相连。如图１１１７所示，求环中心的磁感应强度。

图１１１７

解 环中心爭位于直线电流的延长线
上，电流的直线部分在该点不产生磁场。
设铁环的优弧长为牓１，其电流强度为爤１；

劣弧长为牓２，其电流强度为爤２。因为优弧与劣
弧两端电压相等，所以

爤１爲１＝ 爤２爲２
铁环是均匀的，因此电阻与长度成正比，于
是有

爤１牓１＝ 爤２牓２ ①
优弧上任一电流元在爭点产生磁感应强度

ｄ爜１＝
犨０爤１
４π爲２ｄ牓

方向垂直纸面向内。优弧上电流在爭点产生的磁感应强度

爜１＝∫ｄ爜１＝∫
牓１

０

犨０爤１
４π爲２ｄ牓＝

犨０爤１牓１
４π爲２

方向垂直纸面向内。同理，劣弧在爭点产生的磁感应强度

爜２＝
犨０爤２牓２
４π爲２

方向垂直纸面向外。
爭点总的磁感应强度

爜＝爜１－爜２＝
犨０爤１牓１
４π爲２－

犨０爤２牓２
４π爲２＝

犨０
４π爲２（爤１牓１－爤２牓２） ②

将式①代入式②得 爜＝０
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【】 一段导线先弯成图１１１８（ａ）所示的形状，然后将同
样长的导线再弯成图１１１８（ｂ）所示的形状。在导线中通以电流爤
后，求爮１和爮２两点磁感应强度之比爜１燉爜２。

图１１１８ 图１１１９

解 在图１１１９中，延长线过点爮１的直线上的电流在点爮１不
产生磁场。爛爜段电流在点爮１产生的磁感应强度

爜１１＝
犨０爤
４π牓（ｓｉｎ４５°－ ｓｉｎ０°）＝

槡２犨０爤
８π牓

方向垂直纸面向内。爞爟段电流在点爮１产生的磁感应强度的大小
和方向与┒１１相同。爜爞段电流在点爮１产生的磁感应强度方向也与

┒１１相同，大小为

爜１２＝
犨０爤
４π牓［ｓｉｎ４５°－ ｓｉｎ（－ ４５°）］＝

槡２犨０爤
４π牓

因此在图１１１８（ａ）中，点爮１的磁感应强度为

爜１＝ ２爜１１＋ 爜１２＝
槡２犨０爤
４π牓 ＋

槡２犨０爤
４π牓 ＝

槡２犨０爤
２π牓

在图１１１８（ｂ）中，半圆弧长为４牓，其半径则为

牜＝ ４牓π
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点爮２的磁感应强度

爜２＝
犨０爤
４牜＝

π犨０爤
１６牓

爮１和爮２两点磁感应强度之比

爜１
爜２＝

槡２燉（２π）
π燉１６ ＝ 槡８ ２

π２

【】 一密绕的圆形线圈，直径是０．４ｍ，线圈中通有电流

２．５Ａ时，在线圈中心处的爜＝１．２６×１０－４Ｔ。问线圈有多少匝？
解 设线圈有爫匝，则线圈中心处

爜＝ 爫犨０爤２爲

因此 爫＝ ２爲爜犨０爤＝
２× ０．２× １．２６× １０－４

４× ３．１４× １０－７× ２．５＝ １６

【】 Ａ和Ｂ为两个正交放置的圆形线圈，其圆心相重
合。Ａ线圈半径爲Ａ＝０．２ｍ，爫Ａ＝１０匝，通有电流爤Ａ＝１０Ａ。Ｂ线
圈半径为爲Ｂ＝０．１ｍ，爫Ｂ＝２０匝，通有电流爤Ｂ＝５Ａ。求两线圈公共
中心处的磁感应强度。
解 圆形线圈圆心处磁感应强度方向与圆平面垂直。Ａ、Ｂ两

个载流线圈同心正交地放置，它们各自在圆心处产生的磁感应强

图１１┐２０

度┒Ａ和┒Ｂ的方向必然正交，如图１１２０所示。因
此，公共中心爭点的磁感应强度

爜＝ 爜２Ａ＋ 爜槡 ２
Ｂ

其中

爜Ａ＝
爫Ａ犨０爤Ａ
２爲Ａ ， 爜Ｂ＝

爫Ｂ犨０爤Ｂ
２爲Ｂ

所以

爜＝ 犨０２
爫Ａ爤Ａ
爲槏 槕Ａ

２

＋ 爫Ｂ爤Ｂ
爲槏 槕Ｂ槡

２
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＝ ４× ３．１４× １０
－７

２
１０× １０槏 槕０．２

２

＋ ２０× ５槏 槕０．１槡
２

Ｔ

＝ ７．０× １０－４Ｔ
设┒的方向与┒Ｂ的方向的夹角为犤，则

犤＝ａｒｃｔａｎ爜Ａ爜Ｂ＝ ａｒｃｔａｎ
爫Ａ爤Ａ爲Ｂ
爫Ｂ爤Ｂ爲Ａ

＝ａｒｃｔａｎ１０× １０× ０．１２０× ５× ０．２＝ ２６°３４′

【】 电流均匀地流过宽为牄的无限长平面导体薄板，电
流为爤，沿板长方向流动。求：（１）在薄板平面内，距板的一边为牄的

爮点处的磁感应强度（图１１２１（ａ））；（２）通过板的中线并与板面垂
直的直线上一点爯处的磁感应强度，爯点到板面的距离为牨（图１１
２１（ｂ））。

图１１２１ 图１１２２

解 （１）过爮点作薄板的垂线，以垂线和板的左边缘的交点爭
为坐标原点，沿爭爮方向作牨轴（图１１２２）。在板上坐标为牨处取宽
为ｄ牨且与边缘平行的窄条。窄条上的电流为

ｄ爤＝ 爤
牄ｄ牨
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此电流在爮点产生的磁感应强度为

ｄ爜＝ 犨０ｄ爤
２π（２牄－ 牨）＝

犨０爤ｄ牨
２π牄（２牄－ 牨）

方向垂直于纸面向内。爮点的总的磁感应强度为

爜＝∫
牄

０

犨０爤ｄ牨
２π牄（２牄－ 牨）＝

犨０爤
２π牄ｌｎ２

方向垂直于纸面向内。
（２）以从爯点到薄板的垂线的垂足爭为原点，以薄板上垂直

于电流的方向为牪轴。在与板的中线相距为牪槏 槕牪＜牄燉２处，对称地
取二宽为ｄ牪，且与板的边缘平行的窄条（图１１２３（ａ）），爯点到二窄
条的距离均为牜。每一窄条上的电流为

ｄ爤＝ 爤
牄ｄ牪

图１１２３

二窄条电流在爯点产生的磁场方向都在过牪轴与板面垂直的平面
上（图１１２３（ｂ）），而且

ｄ爜１＝ ｄ爜２＝
犨０ｄ爤
２π牜＝

犨０爤ｄ牪
２π牄（牨２＋ 牪２）１燉２

ｄ┒１与ｄ┒２的合矢量ｄ┒的大小为
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ｄ爜＝ ２ｄ爜１ｃｏｓ犤

＝ ２燈 犨０爤ｄ牪
２π牄（牨２＋ 牪２）１燉２

牨
（牨２＋ 牪２）１燉２＝

犨０爤牨ｄ牪
π牄（牨２＋ 牪２）

方向与牪轴同向。
薄板上电流相对于板的中线对称分布，因此，爯点的磁感应强

度的大小为

爜＝∫
牄燉２

０

犨０爤牨ｄ牪
π牄（牨２＋ 牪２）＝

犨０爤
π牄ａｒｃｔａｎ

牄
２牨

┒的方向与板面平行且与电流方向垂直。
【】 在半径爲＝１ｃｍ的“无限长”半圆柱形金属薄片中，

有电流爤＝５Ａ自下而上通过，如图１１２４所示，试求圆柱轴线上一
点爮的磁感应强度。

图１１２４ 图１１２５

解 在金属片的横截面（半圆弧）上，单位长度上的电流强度

犧＝ 爤
π爲

在半圆柱形薄片上取一平行于轴线、宽为ｄ牓的无限长金属条（图

１１２５），其中电流强度

ｄ爤＝ 犧ｄ牓＝ 爤
π爲ｄ牓

此电流在爮点产生的磁感应强度

ｄ爜＝ 犨０ｄ爤２π爲＝
犨０爤
２π２爲２ｄ牓
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方向如图１１２５所示（薄片在其横截平面上的投影图）。
在金属片的横截面上，电流相对于牨轴是对称分布的。与ｄ牓对

称的宽为ｄ牓′（ｄ牓′＝ｄ牓）的无限长金属条中的电流在爮点产生的磁
感应强度ｄ┒′的大小与ｄ┒的大小相等，方向与ｄ┒的方向相对于牪
轴对称，因此它们的牨分量相互抵消：

ｄ爜牨＋ ｄ爜′牨＝ ０
它们的牪分量的方向是一致的：

ｄ爜牪＝ ｄ爜′牪＝ ｄ爜ｃｏｓ犺＝
犨０爤
２π２爲２ｃｏｓ犺ｄ牓

因为 ｄ牓＝爲ｄ犺

所以 ｄ爜牪＝
犨０爤
２π２爲ｃｏｓ犺ｄ犺

整个无限长半圆柱形金属薄片中电流在其轴线上任一点产生的磁

感应强度大小为

爜＝∫ｄ爜牪＝∫
π
２

－ π２

犨０爤
２π２爲ｃｏｓ犺ｄ犺＝

犨０爤
π２爲

＝４× ３．１４× １０
－７× ５

３．１４２× ０．０１ Ｔ＝ ６．３７× １０－５Ｔ

方向沿牪轴正方向。
【】 半径为爲的木球上绕有细导线，所绕线圈很紧密，

相邻的线圈彼此平行地靠着，以单层盖住半个球面共有爫匝，如
图１１２６所示。设导线中通有电流爤，求在球心爭处的磁感应强
度。
解 以球心爭为坐标原点，沿半球的轴线作牨轴（图１１２７）。

考虑圆心坐标从牨→牨＋ｄ牨的那些线圈，它们的匝数为

ｄ爫＝ 爫
π爲燉２ｄ牞＝

２爫
π爲爲ｄ犤＝

２爫
πｄ犤

它们的电流在爭点产生的磁感应强度为

ｄ爜＝
犨０牜２ｄ爤

２（牜２＋牨２）３燉２
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图１１２６ 图１１２７

由图可知，牜＝爲ｓｉｎ犤，牜２＋牨２＝爲２。又

ｄ爤＝ 爤ｄ爫＝ ２爫爤πｄ犤

因此 ｄ爜＝ 犨０爫爤π爲 ｓｉｎ
２犤ｄ犤

球心爭处总的磁感应强度则为

爜＝∫
π燉２

０

犨０爫爤
π爲 ｓｉｎ

２犤ｄ犤＝ 犨０爫爤４爲
【】 一个塑料圆盘，半径为爲，电荷牚均匀分布于表面，

圆盘绕通过圆心垂直盘面的轴转动，角速度为犽。求圆盘中心处的
磁感应强度。
解 圆盘上电荷面密度为

犲＝ 牚
π爲２

在圆盘上取半径为牜，宽为ｄ牜，与圆盘同心的圆环。圆环上电荷量

ｄ牚＝ 犲ｄ爳＝ 犲２π牜ｄ牜
当圆盘以角速度犽匀速转动时，此圆环就等效于一个载流圆线圈，
其中电流

ｄ爤＝ 犽
２πｄ牚＝ 犲犽牜ｄ牜

它在圆心处产生的磁感应强度大小为

ｄ爜＝ 犨０２牜ｄ爤＝
犨０犲犽
２牜牜ｄ牜＝

犨０犲犽
２ ｄ牜
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圆心处总的磁感应强度为

爜＝∫
爲

０

犨０犲犽
２ ｄ牜＝

１
２犨０犲犽爲＝

犨０犽牚
２π爲

【】 两平行长直导线相距牆＝４０ｃｍ，每根导线载有电流

爤１＝爤２＝２０Ａ，电流流向如图１１２８所示。求：（１）两导线所在平面
内与该两导线等距的一点爛处的磁感应强度。（２）通过图中斜线所
示面积的磁通量（牜１＝牜３＝１０ｃｍ，牓＝２５ｃｍ）。
解 （１）两载流导线在爛点产生的磁场方向相同，都是垂直

于纸面向外。它们在爛点的磁感应强度也相等，即

爜１＝爜２＝
犨０爤２

２π牆２

＝ 犨０爤２π牆＝
４× １０－７× ２０

０．４０ Ｔ

＝２．０× １０－５Ｔ
爛点总的磁感应强度为

爜＝ ２爜１＝ ４．０× １０－５Ｔ

图１１２８ 图１１２９

（２）在图１１２９所示矩形面积内，距电流爤１为牨处取一宽为ｄ牨
且与爤１平行的条形面积。该面积上磁感应强度为

爜′＝ 爜′１＋ 爜′２＝
犨０爤１
２π牨＋

犨０爤２
２π（牆－ 牨）

该面积的磁通量
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ｄ犎＝ 爜′ｄ爳＝ 爜′牓ｄ牨＝ 犨０爤１牓２π
１
牨＋

１槏 槕牆－ 牨 ｄ牨

矩形面积的磁通量

犎＝∫
牆－牜３

牜１

犨０爤１牓
２π

１
牨＋

１槏 槕牆－ 牨 ｄ牨

＝犨０爤１牓２π ｌｎ牆－ 牜３牜１ － ｌｎ 牜３
牆－ 牜槏 槕１

因为牜１＝牜３，所以

犎＝犨０爤１牓π ｌｎ
牆－ 牜１
牜１

＝４× １０－７× ２０× ０．２５× ｌｎ０．４０－ ０．１００．１０ Ｗｂ

＝２．２× １０－６Ｗｂ
【】 一根很长的铜导线，载有电流１０Ａ，在导线内部通

过中心线作一平面爳，如图１１３０所示。试计算通过导线１ｍ长的

爳平面内的磁感应通量。

图１１３０ 图１１３１

解 在平面爳上，距轴线牨处，平行于轴线取宽为ｄ牨，长为１ｍ
的条形面积（图１１３１）。根据无限长载流圆柱导体内的磁感应强度
计算公式，可知条形面积上各点磁感应强度相同，其值为

爜＝ 犨０爤牨２π爲２

方向与条形面积垂直。因此，条形面积上的磁通量

ｄ犎＝ 爜ｄ爳＝ 犨０爤牨２π爲２燈１燈ｄ牨＝
犨０爤牨
２π爲２ｄ牨
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爳平面上长为１ｍ的面积上的磁通量即为

犎＝∫
爲

０

犨０爤牨
２π爲２ｄ牨＝

犨０爤
４π

＝ １０－７× １０Ｗｂ＝ １．０× １０－６Ｗｂ
【】 如图１１３２所示的空心柱形导体半径分别为爲１和

爲２，导体内载有电流爤，设电流爤均匀分布在导体的横截面上。求证
导体内部各点（爲１＜牜＜爲２）的磁感应强度爜由下式给出

爜＝ 犨０爤
２π（爲２２－ 爲２１）

牜２－ 爲２１
牜

试以爲１＝０的极限情形来检验这个公式。牜＝爲２时又怎样？

图１１３２ 图１１３３

证 导体横截面上的电流密度为

犠＝ 爤
π（爲２２－ 爲２１）

在导体的横截面上，以 牜为半径作同心圆，由于电流分布的轴
对称性，磁场也具有轴对称性，在圆上任一点┒的量值都相等，方
向与圆相切（图１１３３），因此，以此圆为路径的积分

∮┒燈ｄ┶＝ 爜∮ｄ牓＝ ２π牜爜
在圆内包围的电流

爤′＝ 犠π（牜２－ 爲２１）＝
牜２－ 爲２１
爲２２－ 爲２１

爤

根据安培环路定理有

·９１３·第十一章 恒定电流的磁场



２π牜爜＝ 犨０爤
牜２－ 爲２１
爲２２－ 爲２１

所以 爜＝ 犨０爤
２π（爲２２－ 爲２１）

牜２－ 爲２１
牜 （爲１＜ 牜＜ 爲２）

当爲１＝０时，空心柱体变成了实心柱体，这时距轴线为牜（牜＜
爲２）的一点的磁感应强度

爜＝ 犨０爤牜
２π爲２２

这与已知的计算无限长载流圆柱导体内的磁感应强度公式是一致

的。当牜＝爲２时，

爜＝ 犨０爤
２π爲２

说明柱体表面的磁感应强度与电流集中在轴线上时所产生的磁感

应强度是相同的。

图１１３４

【】 有一根很长的同轴电
缆，由一圆柱形导体和一同轴圆筒状
导体组成，圆柱的半径为爲１，圆筒的
内外半径分别为爲２和爲３，如图１１３４
所示。在这两导体中，载有大小相等
而方向相反的电流爤，电流均匀分布
在各导体的截面上。（１）求圆柱导体
内各点（牜＜爲１）的磁感应强度爜；（２）
求两导体之间（爲１＜牜＜爲２）的爜；（３）求外圆筒导体内（爲２＜牜＜爲３）
的爜；（４）求电缆外（牜＞爲３）各点的爜。
解 （１）圆筒状导体内的电流在圆柱形导体内不产生磁场，

因此，圆柱导体内距轴线牜处的磁感应强度为

爜＝ 犨０爤牜
２π爲２１

（牜≤ 爲１）

（２）圆筒状导体内的电流在两导体之间也不产生磁场，因此，
两导体之间距轴线牜处的磁感应强度为
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爜＝ 犨０爤２π牜 （爲１≤ 牜≤ 爲２）

（３）外圆筒导体横截面上的电流密度为

犠＝ 爤
π（爲２３－ 爲２２）

设横截面上某点与轴线距离为牜，以牜为半径作一圆（圆心在轴线
上）。由于磁场的轴对称性，以此圆为积分路径时有

∮┒燈ｄ┶＝ ２π牜爜
在此圆内的电流为

爤′＝ 爤－ 犠π（牜２－ 爲２２）＝ 爤－
牜２－ 爲２２
爲２３－ 爲２２

爤＝ 爤１－ 牜２－ 爲２２
爲２３－ 爲槏 槕２２

根据安培环路定理有

２π牜爜＝ 犨０爤′＝ 犨０爤１－
牜２－ 爲２２
爲２３－ 爲槏 槕２２

故外圆筒导体内距轴线牜处的磁感应强度为

爜＝ 犨０爤２π牜１－
牜２－ 爲２２
爲２３－ 爲槏 槕２２ （爲２≤ 牜≤ 爲３）

（４）在电缆外，圆柱导体中电流的磁场与圆筒导体中电流的
磁场相互抵消，故在电缆外

爜＝ ０ （牜≥ 爲３）

【】 在半径为爲的无限长金属圆柱体内部挖去一半径
为牜的无限长圆柱体，两柱体的轴线平行，相距为牆，如图１１３５所
示。今有电流沿空心柱体的轴线方向流动，电流爤均匀分布在空心
柱体的截面上。（１）分别求圆柱轴线上和空心部分轴线上的磁感应
强度的大小；（２）当爲＝１．０ｃｍ，牜＝０．５ｍｍ，牆＝５．０ｍｍ和爤＝３１
Ａ时，计算上述两处磁感应强度的值。
解 （１）空心柱体横截面上电流密度为

犠＝ 爤
π（爲２－ 牜２）
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图１１３５

若柱体是实心的，电流均匀分布
在横截面上，电流密度为犠，则根据圆
柱内磁感应强度计算公式有

爜＝ 犨０爤牜
２π爲２

因为圆柱轴线上牜＝０，轴线上磁感应
强度爜１＝０。
半径为牜的圆柱体在大圆柱轴线

上产生的磁感应强度为

爜２＝
犨０爤１
２π牆

式中爤１是半径为牜的圆柱体内的电流，其值为

爤１＝ 犠π牜２＝ 牜２爤
爲２－ 牜２

所以 爜２＝
犨０爤牜２

２π牆（爲２－ 牜２）
实际上，半径为牜的圆柱体已被挖去，大圆柱轴线上磁感应强度的
大小应为

爜０＝ 燏爜１－ 爜２燏＝
犨０爤牜２

２π牆（爲２－ 牜２） ①

实心载流圆柱体内距轴线牆处的磁感应强度

爜′１＝
犨０爤２牆
２π爲２

式中爤２是实心圆柱体内电流，其值为

爤２＝ 犠π爲２＝ 爲２爤
爲２－ 牜２

所以 爜′１＝
犨０爤牆

２π（爲２－ 牜２）
半径为牜的圆柱体在自身轴线上不产生磁场，即爜′２＝０。故空心部
分轴线上的磁感应强度
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爜爭′＝ 爜′１－ 爜′２＝
犨０爤牆

２π（爲２－ 牜２） ②

（２）将题中所列数据分别代入式①和式②得

爜爭＝
犨０爤牜２

２π牆（爲２－ 牜２）

＝ ２× １０－７× ３１× （０．５× １０－３）２

５．０× １０－３［（１．０× １０－２）２－ （０．５× １０－３）２］Ｔ

＝３．１× １０－６Ｔ

爜爭′＝
犨０爤牆

２π（爲２－ 牜２）

＝ ２× １０－７× ３１× ５．０× １０－３

（１．０× １０－２）２－ （０．５× １０－３）２Ｔ＝ ３．１× １０
－４Ｔ

【】 在一个电视显像管的电子束中，电子能量为１２０００
ｅＶ，这个显像管的取向使电子水平地由南向北运动，该处地球磁
场的垂直分量向下，大小为爜＝５．５×１０－５Ｔ。问：（１）电子束受地磁
场的影响将偏向什么方向？（２）电子的加速度是多少？（３）电子束
在显像管内在南北方向上通过２０ｃｍ时将偏转多远？

图１１３６

解 （１）电子所受磁场力┖＝－牉╀×┒，
由此可判断，电子在地磁场影响下向东偏转

（图１１３６）。
（２）电子的动能

爠ｋ＝ １
２牔ｅ牤

２

速度 牤＝
２爠ｋ
牔槡 ｅ

＝ ２×１．２×１０４×１．６×１０－１９

９．１×１０槡 －３１ ｍ燉ｓ

＝６．５×１０７ｍ燉ｓ
电子受到的磁场力

爡＝ 牉牤爜
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电子的加速度

牃＝爡牔ｅ＝
牉牤爜
牔ｅ

＝１．６× １０
－１９× ６．５× １０７× ５．５× １０－５

９．１× １０－３１ ｍ燉ｓ２

＝６．３× １０１４ｍ燉ｓ２

（３）电子运动的轨道半径

爲＝ 牔ｅ牤牉爜 ＝
９．１× １０－３１× ６．５× １０７

１．６× １０－１９× ５．５× １０－５ｍ＝ ６．７ｍ

在图１１３６中以牆表示电子南北方向飞行的路程，电子向东偏转距
离即为牨。由图可知

牨＝ 爲－ 爲２－ 牆槡 ２＝ 爲－ 爲 １－ 牆槏 槕爲［ ］
２ １燉２

因为牆爲，所以

牨≈爲－ 爲 １－ １
２
牆槏 槕爲［ ］

２

＝ 牆２

２爲＝
０．２０２

２× ６．７ｍ＝ ３．０× １０
－３ｍ

【】 一电子以１．０×１０６ｍ燉ｓ的速度进入一均匀磁场，其
速度方向与磁场方向垂直。已知电子在磁场中作半径为０．１ｍ的
圆周运动，求磁感应强度的大小和电子的旋转角速度。
解 电子在方向与其速度方向垂直的均匀磁场中作圆周运动

时，圆半径为

爲＝ 牔ｅ牤牉爜
因此磁感应强度的大小为

爜＝ 牔ｅ牤牉爲 ＝
９．１× １０－３１× １．０× １０６

１．６× １０－１９× ０．１ Ｔ＝ ５．６９× １０－５Ｔ

电子的旋转角速度为

犽＝ 牤
爲＝

１．０× １０６

０．１ ｒａｄ燉ｓ＝ １．０× １０７ｒａｄ燉ｓ

【】 一质子以１．０×１０７ｍ燉ｓ的速度射入磁感应强度爜
＝１．５Ｔ的均匀磁场中，其速度方向与磁场方向成 ３０°角。计算：
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（１）质子作螺旋运动的半径；（２）螺距；（３）旋转频率。
解 （１）质子速度在垂直于┒的方向的分量为

牤⊥＝ 牤ｓｉｎ犤
质子作螺旋运动的半径即为

爲＝牔牤⊥牉爜 ＝ 牔牤ｓｉｎ犤牉爜

＝１．６７× １０
－２７× １．０× １０７× ｓｉｎ３０°
１．６× １０－１９× １．５ ｍ＝ ３．４８× １０－２ｍ

（２）质子速度在平行于┒的方向的分量为

牤∥ ＝ 牤ｃｏｓ犤
螺旋线的螺距为

牎＝２π牔牤∥牉爜 ＝ ２π牔牤ｃｏｓ犤牉爜

＝２× ３．１４× １．６７× １０
－２７× １．０× １０７× ｃｏｓ３０°

１．６× １０－１９× １．５ ｍ

＝０．３８ｍ
（３）旋转频率为

牕＝ 牤⊥２π爲＝
牤ｓｉｎ犤
２π爲 ＝

１．０× １０７× ｓｉｎ３０°
２× ３．１４× ３．４８× １０－２ｓ

－１

＝２．２８× １０７ｓ－１

【】 一电子在爜＝２．０×１０－３Ｔ的均匀磁场中作半径爲

＝２０ｃｍ的螺旋线运动，螺距牎＝５０ｃｍ。已知电子的比荷 牉牔ｅ＝１．７６

×１０１１Ｃ燉ｋｇ，求这个电子的速度。
解 设电子速度方向与磁场方向夹角为犤，则速度在垂直于磁

场方向的分量

牤⊥＝ 牤ｓｉｎ犤
速度在平行于磁场方向的分量

牤∥＝ 牤ｃｏｓ犤
电子作螺旋运动的螺距
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牎＝ 牤∥
２π牔ｅ
牉爜 ＝ ２π牔ｅ牤ｃｏｓ犤牉爜

牤ｃｏｓ犤＝ 牉爜牎
２π牔ｅ ①

电子作螺旋运动的半径

爲＝ 牔ｅ牤⊥牉爜 ＝ 牔ｅ牤ｓｉｎ犤牉爜

牤ｓｉｎ犤＝ 牉爜爲牔ｅ ②

式①与式②平方相加得

牤２＝ 牉
牔槏 槕ｅ

２

爜２ 牎槏 槕２π
２

＋ 爲［ ］２
于是

牤＝ 牉
牔槏 槕ｅ 爜 牎槏 槕２π

２

＋爲［ ］２
１燉２

＝１．７６×１０１１×２．０×１０－３× ０．５０槏 槕２×３．１４

２

＋０．２０［ ］２
１燉２

ｍ燉ｓ

＝７．６×１０７ｍ燉ｓ
【】 图１１３７所示为测定离子质量所用的装置。离子源

图１１３７

Ｓ产生一质量为牔、电荷量为＋牚的离子，离子从源出来时的速度
很小，可以看作是静止的。离子经电势差 爺加速后进入磁感应强
度为爜的均匀磁场，在这磁场中，离
子沿一半圆周运动后射到离入口缝

隙牨远处的感光底片上，并予以记
录。试证明离子的质量 牔为 牔＝
爜２牚
８爺牨

２。

证 离子进入磁场时的速度满

足

１
２牔牤

２＝ 牚爺
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所以 牤＝ ２牚爺槡牔
离子进入磁场后作匀速圆周运动，轨道半径

牨
２＝

牔牤
牚爜＝

牔
牚爜

２牚爺槡牔 ＝ ２牔爺
牚爜槡 ２

所以 牔＝ 牚爜
２

８爺牨
２

【】 设电子质量为牔ｅ，电荷量为牉，以角速度犽绕带正电
的质子作圆周运动，当加上外磁场爜（爜的方向与电子轨道平面垂
直）时，设电子轨道半径不变，而角速度则变为犽′。证明：电子角速
度的变化近似等于

Δ犽＝ 犽′－ 犽≈± １
２
牉
牔ｅ爜

证 在加外磁场前，电子在库仑力牊１作用下作圆周运动。设
圆半径为爲，则

牊１＝ 牔ｅ爲犽２ ①
加外磁场后，如果作用于电子的洛仑兹力┰２与┰１同方向，则

牊１＋ 牊２＝ 牔ｅ爲犽′２ ②
式②－式①后得到

牊２＝ 牔ｅ爲（犽′２－ 犽２）＝ 牔ｅ爲（犽′＋ 犽）Δ犽
达到稳定时 牊２＝ 牉牤′爜＝ 牉爲犽′爜
因此 牔ｅ爲（犽′＋ 犽）Δ犽＝ 牉爲犽′爜 ③
一般情形下牊２牊１，犽′≈犽，故有

犽′＋ 犽≈ ２犽′

代入式③可得 Δ犽≈ １
２
牉
牔ｅ爜

如果┰２与┰１反方向，则可得

Δ犽≈－ １
２
牉
牔ｅ爜

【】 在霍尔效应实验中，宽１．０ｃｍ、长４．０ｃｍ、厚１．０×
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１０－３ｃｍ的导体沿长度方向载有３．０Ａ的电流，当磁感应强度爜＝
１．５Ｔ的磁场垂直地通过该薄导体时，产生１．０×１０－５Ｖ的霍尔电
压（在宽度两端）。试由这些数据求：（１）载流子的漂移速度；（２）每
立方厘米的载流子数；（３）假设载流子是电子，试就一给定的电流
和磁场方向在图上画出霍耳电压的极性。
解 （１）设导体宽度为牄，霍尔电压为爺，则霍耳电场的场强

爠Ｈ＝ 爺牄
载流子的漂移速度

牤＝ 爠Ｈ爜 ＝
爺
牄爜＝

１．０× １０－５

１．０× １０－２× １．５ｍ燉ｓ＝ ６．７× １０
－４ｍ燉ｓ

（２）导体单位体积内载流子数

牕＝ 爤爜牉牆爺＝
３．０× １．５

１．６× １０－１９× １．０× １０－５× １．０× １０－５ｍ
－３

＝２．８× １０２９ｍ－３＝ ２．８× １０２３ｃｍ－３

（３）霍尔电压的极性如图１１３８所示。

图１１３８ 图１１３９

【】 高牎宽牄的铜条内有电流爤（电流方向在图１１３９中
以×表示），在这铜片的垂直方向上施加磁感应强度为爜的均匀磁
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场。（１）试计算铜片中电子的漂移速率牤ｄ。（２）作用在电子上磁力┖
的大小和方向为何？（３）为了抵消磁场的效应，铜片中应加均匀电
场┕的大小和方向为何？（４）为了产生此电场┕，那铜片导体两侧
之间电压应为多少？电压应加于导体的哪两边？（５）如果外界不施
加电场，则有些电子将被推到铜片的一边，因而在铜片的高度方向
上将产生一均匀电场┕Ｈ，直到这个静电场┕Ｈ的力与在（２）中磁力
达到平衡为止，┕Ｈ这个电场的大小和方向为何？设单位体积内传
导电子的数目牕＝１．１×１０２９ｍ－３，牎＝０．０２ｍ，牄＝０．１ｃｍ，爤＝５０
Ａ，爜＝２Ｔ。
解 （１）铜条内电流密度

牐＝ 爤牄牎
又 牐＝牕牉牤ｄ

所以 牕牉牤ｄ＝ 爤牄牎

牤ｄ＝ 爤
牕牉牄牎

＝ ５０
１．１× １０２９× １．６× １０－１９× ０．１× １０－２× ０．０２ｍ燉ｓ

＝１．４× １０－４ｍ燉ｓ
（２）作用在电子上磁力┖的大小为

爡＝牉牤ｄ爜＝ １．６× １０－１９× １．４× １０－４× ２Ｎ

＝４．５× １０－２３Ｎ
┖的方向向下。

（３）为抵消磁场效应，外电场┕的大小应为

爠＝ 牤ｄ爜＝ １．４× １０－４× ２Ｖ燉ｍ＝ ２．８× １０－４Ｖ燉ｍ

┕的方向也应向下

（４）为了产生此电场，电压应加在上、下两侧，且上侧电势较
高。电压的大小为

爺＝ 牎爠＝ ０．０２× ２．８× １０－４Ｖ＝ ５．６× １０－６Ｖ

·９２３·第十一章 恒定电流的磁场



（５）如果外界不施加电场，则铜条内产生霍耳电场，且┕Ｈ＝

┕，即其大小为２．８×１０－４Ｖ燉ｍ，方向向下。
【】 任意形状的一段导线爛爜如图１１４０所示，其中通

有电流爤，导线放在和匀强磁场爜垂直的平面内。试证明导线爛爜
所受的力等于爛到爜间载有同样电流的直导线所受的力。

图１１４０ 图１１４１

解 建立如图１１４１所示的平面直角坐标，考虑载流导线上
任一电流元，该电流元在磁场中受力的大小为

ｄ爡＝ 爜爤ｄ牓
方向如图所示。由图可知，

ｄ爡牨＝ ｄ爡ｃｏｓ（９０°＋ 犤）＝－ 爜爤ｄ牓ｓｉｎ犤＝－ 爜爤ｄ牪

ｄ爡牪＝ ｄ爡ｃｏｓ犤＝ 爜爤ｄ牓ｃｏｓ犤＝ 爜爤ｄ牨
载流导线爛爜所受磁场力的牨分量

爡牨＝－∫爛爮爜爜爤ｄ牪＝ ０
磁场力的牪分量

爡牪＝∫爛爮爜爜爤ｄ牨＝ 爜爤爧
因此载流导线所受磁场力的大小

爡＝ 爡牪＝ 爜爤爧

┖的方向与牪轴同向，爧为爛、爜间直线距离。
若在爛、爜间有一段直导线，同样电流从爛流向爜，则该直线电
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流所受安培力┖′的大小是爡′＝爜爤爧，方向也是指向牪轴方向。因此

┖＝ ┖′

图１１４２

【】 截面积为爳、密度为犱的铜
导线被弯成正方形的三边，可以绕水平轴
转动，如图１１４２所示。导线放在方向为竖
直向上的匀强磁场中，当导线中的电流为

爤时，导线离开原来的竖直位置偏转一角
度犤而平衡。求磁感应强度。如爳＝２ｍｍ２，
犱＝８．９ｇ燉ｃｍ３，犤＝１５°，爤＝１０Ａ，爜应为多
少？
解 相对于爭爭′轴，铜导线的重力矩

爩１＝ ２犱牋牞牃燈１２牃ｓｉｎ犤＋ 犱牋牞牃燈牃ｓｉｎ犤＝ ２犱牋牞牃
２ｓｉｎ犤

式中牃为正方形一边的长度。铜导线受到的磁力矩

爩２＝ 爜爤牃燈牃ｃｏｓ犤＝ 爜爤牃２ｃｏｓ犤
铜导线平衡时，┝１与┝２大小相等，方向相反。因此

２犱牋牞牃２ｓｉｎ犤＝ 爜爤牃２ｃｏｓ犤

爜＝ ２犱牋牞爤 ｔａｎ犤

代入题设各项数据，可得

爜＝２× ８．９× １０
３× ９．８× ２× １０－６

１０ × ｔａｎ１５°Ｔ

＝９．３５× １０－３Ｔ
【】 如图１１４３所示，在长直导线旁有一矩形线圈，导线

中通有电流爤１＝２０Ａ，线圈中通有电流爤２＝１０Ａ。已知牆＝１ｃｍ，牄
＝９ｃｍ，牓＝２０ｃｍ，求矩形线圈上受到的合力是多少？
解 磁场对爞爟边（图１１４４）的作用力：在爞爟边上磁感应强

度是相同的，其值为

爜＝ 犨０爤１２π牆
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图１１４３ 图１１４４

方向垂直纸面向内。因此爞爟边受到的安培力

爡爞爟＝爜爤２牓＝
犨０爤１爤２牓
２π牆

＝２× １０
－７× ２０× １０× ０．２０

０．０１ Ｎ＝ ８．０× １０－４Ｎ

方向向左。
同理可算得磁场对爠爡边的作用力大小为

爡爠爡＝
犨０爤１爤２牓
２π（牆＋ 牄）＝

２× １０－７× ２０× １０× ０．２０
０．０１＋ ０．０９ Ｎ

＝８．０× １０－５Ｎ
方向向右。
取爟爠边上任一电流元，则在爞爡边上存在一对应电流元，它

们大小相等，方向相反，它们所在处与电流爤１距离相等，因而磁感
应 强度┒相同。这样两个电流元受到的安培力大小相等，方向相
反，合力为零。因此，爟爠边所受安培力与爞爡边所受安培力大小相
等，方向相反，合力为零。
矩形线圈所受合力大小为

爡＝ 爡爞爟－ 爡爠爡＝ （８．０× １０－４－ ８．０× １０－５）Ｎ
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＝ ７．２× １０－４Ｎ
方向向左。

【】 半径为爲的平面圆形线圈中载有电流爤２，另一无限
长直导线爛爜中载有电流爤１。（１）设爛爜通过圆心，并和圆形线圈在
同一平面内（图１１４５），求圆形线圈所受的磁力；（２）若爛爜与圆心
相距牆（牆＞爲），仍在同一平面内，求圆形线圈所受的磁力。

图１１４５ 图１１４６

解 （１）在电流爤１右侧半圆形线圈上任一点爮处取一电流元

（图１１４６），电流爤１在该电流元所在处磁感应强度大小为

爜＝ 犨０爤１
２π爲ｓｉｎ犤

方向垂直纸面向内。该电流元所受安培力大小为

ｄ爡＝ 爤２爜ｄ牓＝
犨０爤１爤２
２π爲ｓｉｎ犤ｄ牓＝

犨０爤１爤２
２πｓｉｎ犤ｄ犤

方向沿半径向外，它的牨分量

ｄ爡牨＝ ｄ爡ｓｉｎ犤＝
犨０爤１爤２
２π ｄ犤

它的牪分量 ｄ爡牪＝ｄ爡ｃｏｓ犤
相对于电流爤１，左侧半圆形线圈上存在爮点的对称点爯。在爯

·３３３·第十一章 恒定电流的磁场



点取一电流元，且使ｄ牓′＝ｄ牓。该电流元所在处磁感应强度的大小爜′
＝爜，方向与┒方向相反。该电流元所受安培力的大小ｄ爡′＝ｄ爡，方
向沿半径向内，它的牨分量ｄ爡′牨＝ｄ爡牨，牪分量ｄ爡′牪＝－ｄ爡牪。因此，整
个圆形线圈受到的磁力的大小为

牊＝∫ｄ爡牨＝∫
２π

０

犨０爤１爤２
２π ｄ犤＝ 犨０爤１爤２

方向沿牨轴方向。
（２）如图１１４７所示建立直角坐标系，在圆形线圈上任一点爮

图１１４７

处取一电流元，该电流元所在处磁感应强度大小为

爜＝ 犨０爤１２π牜＝
犨０爤１

２π（牆＋ 爲ｃｏｓ犤）
方向垂直纸面向内。该电流元所受安培力大小为

ｄ爡＝ 爤２爜ｄ牓＝
犨０爤１爤２ｄ牓

２π（牆＋ 爲ｃｏｓ犤）＝
犨０爤１爤２爲

２π（牆＋ 爲ｃｏｓ犤）ｄ犤

方向沿半径向外，它的牨分量

ｄ爡牨＝ ｄ爡ｃｏｓ犤＝
犨０爤１爤２爲ｃｏｓ犤
２π（牆＋ 爲ｃｏｓ犤）ｄ犤

它的牪分量 ｄ爡牪＝ｄ爡ｓｉｎ犤
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相对于牨轴，下方半圆线圈上存在爮点的对称点爯。在爯点取
一电流元，使ｄ牓′＝ｄ牓。该电流元所在处磁感应强度的大小爜′＝爜，
方向也是与┒同方向。该电流元所受安培力的大小ｄ爡′＝ｄ爡，方向
沿半径向外，它的牨分量ｄ爡′牨＝ｄ爡牨，牪分量ｄ爡′牪＝－ｄ爡牪。因此，整个
圆形线圈受到的磁力的大小为

牊＝∫ｄ爡牨＝∫
２π

０

犨０爤１爤２爲ｃｏｓ犤
２π（牆＋ 爲ｃｏｓ犤）ｄ犤

＝犨０爤１爤２２π∫
２π

０
１－ 牆槏 槕牆＋ 爲ｃｏｓ犤ｄ犤

＝犨０爤１爤２２π
２π－ ２π牆

牆２－ 爲槡槏 槕２ ＝ 犨０爤１爤２ １－ 牆
牆２－ 爲槡槏 槕２

牊＜０，表示┰的方向与牨轴方向相反，即方向向左。
【】 有一根Ｕ形导线，质量为牔，两端浸没在水银槽中，

导线的上段长牓，处在磁感应强度为爜的均匀磁场中，如图１１４８所

图１１４８

示。当接通电源时，这导线就会从水银
槽中跳起来。假定电流脉冲的时间同导
线上升时间相比非常小。（１）试由导线
跳起所达到的高度牎计算电流脉冲的电
荷量牚；（２）如爜＝０．１Ｔ，牔＝１０ｇ，牓＝２０

ｃｍ，牎＝０．３ｍ，计算牚的值 槏。 提示：利用
动量原理，找出∫爤ｄ牠与∫爡ｄ牠的关系 槕。
解 （１）瞬时电流为爤时，长为牓的

导线段受到的磁场力爡＝爜爤牓，此力在时间ｄ牠内的冲量为爜爤牓ｄ牠。从
接通电源到Ｕ形导线端点离开水银槽的这段时间内，磁场力的冲
量为

∫爡ｄ牠＝∫爜爤牓ｄ牠＝ 爜牓∫爤ｄ牠＝ 爜牓牚
忽略重力，则这力的冲量使Ｕ形导线获得动量。设导线端点离开
水银槽时的速度为牤，根据动量原理有
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爜牓牚＝ 牔牤

所以 牤＝ 爜牓牚牔
导线动能

爠ｋ＝ １
２牔牤

２＝ 爜
２牓２牚２

２牔
导线所达高度为牎，其势能爠ｐ＝牔牋牎。根据机械能守恒定律，爠ｐ＝
爠ｋ，因此

牔牋牎＝ 爜
２牓２牚２

２牔

牚＝ 牔
爜牓槡２牋牎

（２）将题设数据代入上式，得到

牚＝ １．０× １０
－２

０．１× ０．２０槡２× ９．８× ０．３Ｃ＝ １．２Ｃ

【】 如图１１４９所示，一矩形线圈可绕牪轴转动，线圈中

图１１４９

载有电流０．１０Ａ，放在磁感应强度爜＝
０．５０Ｔ的均匀磁场中，爜的方向平行于牨
轴，求维持线圈在图示位置时的力矩。
解 线圈磁矩方向与磁场方向的夹

角为６０°，磁场对线圈施加的力矩为

爩＝牔爜ｓｉｎ６０°＝ 爤爳爜ｓｉｎ６０°
＝０．１０× ６× １０－２× ８× １０－２

× ０．５０× ｓｉｎ６０°Ｎ燈ｍ
＝２．０９× １０－４Ｎ燈ｍ

┝的方向与牪轴方向相反。为维持线圈

在图示位置，须施加与┝大小相等而方向相反的力矩。
【】 一边长为牓的正方形线圈载有电流爤，处在均匀外磁

场 爜中，爜垂直图面向外，线圈可以绕通中心的竖直轴爭爭′转动

（图１１５０），其转动惯量为爥。求线圈在平衡位置附近作微小摆动的
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图１１５０

周期爴。
解 当线圈从平衡位置偏转一微小

角度犤时，因为ｓｉｎ犤≈犤，所以线圈受到的
磁力矩

爩＝－ 牔爜ｓｉｎ犤＝－ 爜爤爳犤
负号表示力矩方向与角位移方向相反。
根据转动定律

爩＝ 爥犝
可得方程

爥犝＝－ 爜爤爳犤＝－ 爜爤牓２犤

犝＝－ 爜爤牓
２

爥 犤

线圈摆动的圆频率 犽＝ 爜爤牓２槡爥

摆动周期即为 爴＝ ２π犽＝ ２π
爥
爜爤牓槡 ２

图１１５１

【】 一半径为爲＝０．１ｍ的半圆形闭合线圈，载有电流爤
＝１０Ａ，放在均匀磁场中，磁场方向与线圈面平行，如图１１５１所
示。已知爜＝０．５Ｔ。求：（１）线圈所受力矩的大小和方向（以直径为
转轴）；（２）若线圈受力矩的作用转到线圈平面与磁场垂直的位置，
则力矩做功多少？
解 （１）线圈所受力矩的大小为

爩＝爜爤爳ｓｉｎ犺＝ １
２π爲

２爜爤ｓｉｎ犺

＝ １２× ３．１４× ０．１
２

× ０．５× １０× ｓｉｎ９０°Ｎ燈ｍ
＝７．８５× １０－２Ｎ燈ｍ

方向向上。
（２）当线圈处于图示位置时，犎１＝０；当
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线圈平面与磁场垂直时，犎２＝爜爳。因此，转动过程中力矩做的功为

爛＝ 爤（犎２－ 犎１）＝ 爤爜爳＝ １
２π爲

２爜爤＝ ７．８５× １０－２Ｊ

【】 一均匀磁化棒，直径为２ｃｍ，长为５０ｃｍ，它的磁矩
为１０４Ａ·ｍ２。求棒表面上磁化面电流线密度。
解 磁化棒的磁化强度

爩＝
燏∑┷燏
爼 ＝

４燏∑┷燏
π牆２牓

＝ ４× １０４

３．１４× ０．０２２× ０．５０Ａ燉ｍ＝ ６．３７× １０
７Ａ燉ｍ

磁化面电流线密度

犜ｓ＝ 爩＝ ６．３７× １０７Ａ燉ｍ

【】 根据测量，地球的磁矩为８．０×１０２２Ａ·ｍ２。（１）如果
在地球赤道上绕一单匝导线的线圈，则导线上需通多大的电流才
能产生如此大的磁矩？（２）此装置能否用来正好抵消地面上空各点
处的地磁场？（３）能否抵消地球表面处的磁场？
解 （１）单匝载流线圈的磁矩

牔＝ 爤爳＝ π爲２爤

所以 爤＝ 牔
π爲２＝

８．０× １０２２

３．１４× （６．４× １０６）２Ａ＝ ６．２× １０
８Ａ

（２）在地面上空远处，赤道上的载流线圈和地球都可被看成
磁偶极子，如果它们的磁矩方向相反，则彼此产生的磁场能相互抵
消。

（３）在地面附近，地球和赤道上的载流线圈都不能被看成磁
偶极子，它们的磁场分布情况是不同的，并非正好相反，不能相互
抵消。

【】 一罗盘针长２．０ｃｍ，其形状似均匀的细棒，驱动轴
过中点，可以在水平面内自由转动。罗盘针的质量为０．１２ｇ，磁矩
为３．２×１０－４Ａ·ｍ２。如果罗盘针处在方向指北、水平分量为２．９×
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１０－５Ｔ的地磁场中相对正北方向作小角摆动，求其摆动频率。
解 罗盘针对过中点的轴线的转动惯量

爥＝ １
１２牔牓

２

当罗盘针偏离平衡位置微小角度犤时，它受到磁场作用的恢复力
矩。因为ｓｉｎ犤≈犤，所以恢复力矩

爩＝－ 爮ｍ爜ｓｉｎ犤≈－ 爮ｍ爜犤
设摆动时的角加速度为犝，根据转动定律

犝＝ 爩爥＝－
爮ｍ爜
１
１２牔牓

２
犤＝－ １２爮ｍ爜牔牓２ 犤

由此可得摆动时的圆频率

犽＝ １２爮ｍ爜
牔牓槡 ２ ＝ ２

牓
３爮ｍ爜槡牔

频率则为

犩＝ 犽２π＝
１
π牓

３爮ｍ爜槡牔

＝ １
３．１４× ２．０× １０－２

３× ３．２× １０－４× ２．９× １０－５

０．１２× １０槡 －３ Ｈｚ

＝０．２４Ｈｚ
【】 螺绕环中心周长牓＝１０ｃｍ，环上均匀密绕线圈爫＝

２００匝，线圈中通有电流爤＝１００ｍＡ。（１）求管内的磁感应强度爜０
和磁场强度爣０；（２）若管内充满相对磁导率 犨ｒ＝４２００的磁性物
质，则管内的爜和爣 是多少？（３）磁性物质内由导线中电流产生的

爜０和电磁化电流产生的爜′各是多少？

解 （１）爜０＝
犨０爫爤
牓 ＝

４×３．１４×１０－７×２００×０．１０
０．１０ Ｔ

＝２．５×１０－４Ｔ

爣０＝
爜０
犨０＝

２．５×１０－４

４×３．１４×１０－７Ａ燉ｍ＝２００Ａ燉ｍ
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（２）爜＝犨ｒ爜０＝４２００×２．５×１０－４Ｔ＝１．０５Ｔ

爣＝ 爜
犨０犨ｒ＝

犨ｒ爜０
犨０犨ｒ＝

爜０
犨０＝爣０＝２００Ａ燉ｍ

（３）爜０＝２．５×１０－４Ｔ
爜′＝爜－爜０＝（１．０５－２．５×１０－４）Ｔ≈１．０５Ｔ

【】 一铁制的螺绕环平均圆周长 ３０ｃｍ，截面积为 １
ｃｍ２，在环上均匀绕以３００匝导线，当绕组内的电流为０．０３２Ａ时，
环内的磁通量为２×１０－６Ｗｂ，试计算：（１）环内的磁通量密度；（２）
磁场强度；（３）磁化面电流；（４）环内材料的磁导率、相对磁导率及
磁化率；（５）环芯内的磁化强度。
解 （１）环内磁通量密度为

爜＝ 犎
爳＝

２× １０－６

１× １０－４Ｔ＝ ０．０２Ｔ

（２）当环内无铁芯时，相同电流条件下环内磁感应强度

爜０＝
犨０爫爤
牓

设铁芯相对磁导率为犨ｒ，则有铁芯时，爜＝犨ｒ爜０，磁场强度

爣 ＝ 爜
犨０犨ｒ＝

犨ｒ爜０
犨０犨ｒ＝

爜０
犨０＝

爫爤
牓

＝３００× ０．０３２０．３０ Ａ燉ｍ＝ ３２Ａ燉ｍ

（３）磁化面电流线密度

犜ｓ＝ 爩＝ 爜燉犨０－ 爣
磁化面电流则为

爤ｓ＝牓犜ｓ＝ 牓爜燉犨０槏 槕－ 爣

＝０．３０× ０．０２
４× ３．１４× １０－７槏 槕－ ３２ Ａ

＝４．７７× １０３Ａ
与每匝导线相应的磁化面电流为

牏ｓ＝
爤ｓ
爫 ＝

４．７７× １０３

３００ Ａ＝ １５．９Ａ
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（４）环内材料的磁导率

犨＝ 爜爣 ＝
０．０２
３２ Ｔ燈ｍ燉Ａ＝ ６．２５× １０

－４Ｔ燈ｍ燉Ａ

相对磁导率

犨ｒ＝ 犨
犨０＝

６．２５× １０－４

４× ３．１４× １０－７＝ ４９８

磁化率

犻ｍ ＝ 犨ｒ－ １＝ ４９８－ １＝ ４９７

（５）环内磁化强度

爩＝ 犜ｓ＝
爤ｓ
牓＝

４．７７× １０３

０．３０ Ａ燉ｍ＝ １．５９× １０４Ａ燉ｍ

【】 在螺绕环上密绕线圈共４００匝，环的平均周长是４０
ｃｍ，当导线内通有电流２０Ａ时，利用冲击电流计测得环内磁感应
强度是１．０Ｔ，计算：（１）磁场强度；（２）磁化强度；（３）磁化率；（４）磁
化面电流和相对磁导率。
解 （１）设螺绕环芯磁导率为犨，则环内磁感应强度

爜＝ 犨爫爤牓
磁场强度

爣 ＝ 爫爤２π牜＝
爫爤
牓＝

４００× ２０
０．４０ Ａ燉ｍ＝ ２．０× １０４Ａ燉ｍ

（２）磁化强度

爩＝爜犨０－ 爣 ＝
１．０

４× ３．１４× １０－７－ ２．０× １０槏 槕４ Ａ燉ｍ
＝７．７６× １０５Ａ燉ｍ

（３）磁化率

犻ｍ ＝ 爩爣 ＝
７．７６× １０５

２．０× １０４ ＝ ３８．８

（４）磁化面电流

爤ｓ＝ 犜ｓ牓＝ 爩牓＝ ７．７６× １０５× ０．４０Ａ＝ ３．１× １０５Ａ
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与每匝导线相应的磁化面电流

牏ｓ＝
爤ｓ
爫 ＝

３．１× １０５

４００ Ａ＝ ７７５Ａ

相对磁导率

犨ｒ＝犻ｍ＋１＝３８．８＋１＝３９．８
【】 一磁导率为犨１的无限长圆柱形直导线，半径为爲１，

其中均匀地通有电流爤，在导线外包一层磁导率为犨２的圆柱形不
导电的磁介质，其外半径为爲２，如图１１５２所示。试求：（１）磁场强
度和磁感应强度的分布；（２）半径为爲１和爲２处表面上磁化面电流
线密度。

图１１５２

解 （１）导线内电流面密度

牐＝ 爤
π爲２１

在导线内作半径为牜（牜＜爲１），圆心在轴线上，圆平面与轴线垂直的
圆，由于磁场分布的轴对称性，磁场强度┘沿此圆的积分

∮┘燈ｄ┶＝ ２π牜爣
在此圆内包围的电流

爤′＝ π牜２牐＝ 牜２

爲２１
爤

根据有介质时的安培环路定理
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２π牜爣 ＝ 牜２

爲２１
爤

因此 爣 ＝ 牜爤
２π爲２１

（牜≤ 爲１）

磁感应强度

爜＝ 犨１爣 ＝
犨１爤牜
２π爲２１

（牜＜ 爲１）

在介质内作一半径为牜（爲１＜牜＜爲２）的共轴圆，此圆内包围的
电流为爤，于是有

２π牜爣 ＝ 爤
距轴线牜处的磁场强度即为

爣 ＝ 爤
２π牜 （爲１≤ 牜≤ 爲２）

磁感应强度

爜＝ 犨２爣 ＝
犨２爤
２π牜 （爲１＜ 牜＜ 爲２）

在介质外距轴线牜（牜＞爲２）处，磁导率为犨０，磁场强度仍可表示
为

爣 ＝ 爤
２π牜 （牜≥ 爲２）

磁感应强度则为

爜＝ 犨０爤２π牜 （牜＞ 爲２）

（２）在距轴线爲１处，导线表面的磁化面电流线密度

犜ｓ１＝ 爩１＝ 爜１燉犨０－ 爣１

磁化电流方向与电流爤的方向相反。磁介质表面的磁化面电流线
密度

犜ｓ２＝ 爩２＝ 爜２燉犨０－ 爣２

磁化电流方向与电流爤方向相同。爣１＝爣２，在半径为爲１处表面上
磁化面电流线密度
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犜ｓ＝犜ｓ２－ 犜ｓ１＝ １
犨０（爜２－ 爜１）

＝ １犨０
犨２爤
２π爲１－

犨１爤
２π爲槏 槕１ ＝ （犨２－ 犨１）爤２π犨０爲１

在距轴线爲２处，磁介质表面的磁化面电流线密度

犜′ｓ２＝爩′２＝
爜′２
犨０－ 爣

′２

＝ 犨２爤
２π犨０爲２－

爤
２π爲２＝

（犨２－ 犨０）爤
２π犨０爲２
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第十二章 电 磁 感 应

知 识 要 点

．楞次定律
闭合回路中产生的感应电流具有确定的方向，它总是使感应

电流所产生的通过回路面积的磁通量，去补偿或者反抗引起感应
电流的磁通量的变化。

．法拉第电磁感应定律

法拉第电磁感应定律 ｉ＝－ｄ犎ｄ牠
通过导线的感生电荷量 牚＝ １爲（犎２－犎１）

．动生电动势

ｉ＝∫爧（╀× ┒）燈ｄ┶
．感生电动势与感生电场
长直螺线管内磁场均匀变化时的感生电场

爠＝
－ 牜
２
ｄ爜
ｄ牠 （牜≤ 爲）

－ 爲
２

２牜
ｄ爜
ｄ牠

烅

烄

烆 （牜≥ 爲）

感生电动势 ｉ＝∮┕·ｄ┶
．自感

自感系数 爧＝
犎爫
爤



自感电动势 爧＝－爧ｄ爤ｄ牠
．互感

互感系数 爩＝
犎２１
爤１＝

犎１２
爤２

互感电动势 ２１＝－爩ｄ爤１ｄ牠， １２＝－爩
ｄ爤２
ｄ牠

．爲爧电路的暂态过程

电流增长规律 爤＝爲（１－ｅ
－爲爧牠）

电流衰变规律 爤＝爲ｅ
－爲爧牠

．爲爞电路的暂态过程
电容器充电过程

牚＝ 爞（１－ ｅ－
牠
爲爞）， 爤＝ 爲ｅ

－ 牠
爲爞

电容器放电过程

牚＝ 牚ｍａｘｅ
－ 牠
爲爞， 爤＝ 爤ｍａｘｅ

－ 牠
爲爞

．磁场的能量

磁场的能量密度 牥ｍ＝ １２爜爣

磁场的能量 爾ｍ＝ １２
爼

爜爣ｄ爼

自感为爧的回路周围空间磁场的能量

爾ｍ ＝ １
２爧爤

２

思考题解答

【】 在下列各情况下，线圈中是否会产生感应电动势？何
故？若产生感应电动势，其方向如何确定？

（１）线圈在载流长直导线激发的磁场中平动，图 １２１（ａ）、
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（ｂ）；
（２）线圈在均匀磁场中旋转，图１２１（ｃ）、（ｄ）、（ｅ）；
（３）在均匀磁场中线圈变形，图１２１（ｆ），从圆形变成椭圆形；
（４）在磁铁产生的磁场中线圈向右移动，图１２１（ｇ）；
（５）两个相邻近的螺线管１与２，当１中电流改变时，试分别讨

论在增加与减少的情况下，２中的感应电动势，图１２１（ｈ）。

图１２１

答 （１）图１２１（ａ）不产生感应电动势，因回路的磁通不变。
图１２１（ｂ）产生感应电动势。因回路的磁通随时间变化。感应

电动势的方向为顺时针。
（２）图１２１（ｃ）产生感应电动势。感应电动势的方向为顺时

针。
图１２１（ｄ）产生感应电动势。感应电动势的方向为顺时针。
图１２１（ｅ）不产生感应电动势。因线圈中的磁通量不变。
（３）图１２１（ｆ）产生感应电动势，因其面积减小，故磁通量变

少。感应电动势的方向为顺时针。
（４）图 １２１（ｇ）产生感应电动势，因通过线圈的磁感强度增
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加，其磁通量增加。感应电动势的方向从线圈右边看，为逆时针。
（５）图１２１（ｈ）当１中电流爤增加时，２中电动势产生的电流逆

时针；当１中电流爤减少时，２中的电流顺时针。
【】 将一磁铁插入一个由导线组成的闭合线圈中，一次

迅速插入，另一次缓慢地插入。问：（１）两次插入时在线圈中的感生
电荷量是否相同？（２）两次手推磁铁的力所做的功是否相同？（３）若
将磁铁插入一不闭合的金属环中，在环中将发生什么变化？

答 （１）感生电荷量相同。由牚＝ １爲（犎２－犎１）
知牚与插入快慢

无关，只要两次的Δ犎相同，牚就相同。

（２）两次所做功不同。因为电流的功 Δ爛＝牏２爲Δ牠＝ 犡
２

爲Δ牠＝

１
爲
Δ犎槏 槕Δ牠

２

Δ牠＝ １爲
Δ犎槏 槕Δ牠Δ犎，若两次Δ犎相等，则迅速插入时Δ犎Δ牠大，

Δ爛也就大。由能量转换定律即可知迅速插入时手推磁铁所做的
功大。

（３）环两端将分别堆积正、负电荷。因两端之间有电势差。
【】 让一块很小的磁铁在一根很长的竖直铜管内下落，

若不计空气阻力，试定性说明磁铁进入铜管上部、中部和下部的运
动情况，并说明理由。
答 铜管可看成是无数平行的线圈。磁铁下落，在铜管上产生

感应电流，该感应电流的磁场对磁铁产生向上的斥力，阻碍磁铁下
落。磁铁加速下落，此斥力愈来愈大，使磁铁向下的加速度越来越
小，最终该斥力与重力平衡。
在铜管上部，磁铁向下的加速度从开始的重力加速度逐渐减

小，磁铁向下的速度从开始的零逐渐增大；在铜管中部，磁铁向下
的速度越来越大，加速度越来越小；在铜管下部，磁铁的加速度为

０，速度达到最大值，匀速下落。
【】 如果我们使图１２２左边电路中的电阻爲增加，则在

右边电路中感应电流的方向如何？
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图１２２

答 右边电路中感应电流的方向为顺

时针。当电阻爲增加时，左边电路中的逆时
针电流减小，从而使其在右边电路中向内
的磁通减少。为反抗这种变化，右边电路中
产生顺时针方向的感应电流。

【】 将尺寸完全相同的铜环和木环适当放置，使通过两
环内的磁感应通量变化量相等。问这两个环中的感生电动势及感
生电场是否相等？
答 由于铜环与木环的面积相同，依题意可知，两环的感应电

动势相同。故感生电场的环量相同。但并未告知磁场形态，所以各
对应点的感生电场不一定相同。

【】 铜片放在磁场中，如图１２３所示。若将铜片从磁场中
拉出或推进，则受到一阻力的作用，试解释这个阻力的来源。
答 铜片在拉出过程中，在磁场中的一部分铜片，由于洛伦兹

力的作用形成向上的电流，该电流受磁场的力的作用向左，此力阻
止向右的拉动。铜片在推进过程中，磁力的作用向右，阻止向左推
进。

图１２３ 图１２４

【】 有一导体薄片位于与磁场 ┒垂直的平面内，如图

１２４所示。如果┒突然变化，在爮点附近┒的变化不能立即检查出
来，试解释之。
答 ┒的变化引起导体内产生涡流。该涡流在爮点产生的磁

场与┒的变化方向正好相反，故爮点的磁场变化甚少，因此不能立
即检查出来。
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【】 如图 １２５所示，一均匀磁场被限制在半径为 爲的
圆柱面内，磁场随时间作线性变化。问图中所示闭合回路爧１和爧２

上每一点的┒
牠
是否为零？感生电场 ┕ｉ是否为零？∮爧１┕ｉ·ｄ┶和

∮爧２┕ｉ·ｄ┶是否为零？若回路是导线环，问环中是否有感应电流？爧１
环上任意两点的电势差是多大？爧２环上爛、爜、爞和爟点的电势是
否相等？

答 对于爧１：┒牠≠；┕ｉ≠；∮爧１┕ｉ·ｄ┶≠０；爧１中有感应电流；
在导线是均匀的情况下，任意两点的电势差为０。

对于爧２：┒牠＝；┕ｉ≠；∮爧２┕ｉ·ｄ┶＝０；最终电流为０；爼爛＝爼爜；
爼爞＝爼爟≠爼爛，因为在爛爟段和爜爞段有相等且同绕行方向的感生
电动势。

图１２５ 图１２６

【】 如图１２６所示，当导体棒在均匀磁场中运动时，棒中
出现稳定的电场爠＝牤爜，这是否和导体中爠＝０的静电平衡的条件
相矛盾？为什么？是否需要外力来维持棒在磁场中作匀速运动？
答 不矛盾。在棒的两端有电荷堆积，形成静电场，该场与爠

＝牤爜大小相等，方向相反，故爠合＝０。需要外力来维持棒在磁场中
作匀速运动。

【】 用电阻丝绕成的标准电阻要求没有自感，问怎样绕
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制方能使线圈的自感为零，试说明其理由。

图１２７

答 如图１２７所示绕制即可。
因为不同流向电流产生的磁通相互抵

消，所以无自感现象，也即线圈的自感为
零。

【】 两螺线管Ａ、Ｂ，其长度与直
径都相同，都只有一层线圈，相邻各匝紧密相靠，绝缘层厚度可忽
略。螺线管Ａ由细导线绕成，螺线管Ｂ则由粗导线绕成。问：（１）哪
个螺线管的自感较大？（２）哪个螺线管的时间常数较大？
答 设螺线管长为牓，截面积为爳，导线直径为牆，导线的电阻率

为犱。则匝数爫＝ 牓牆。

（１）因为 爧＝犨牕爳爫＝犨爫
２

牓·爳

所以 爧细＞爧粗

（２）爲＝爫爲０ （爲０为单匝电阻）

由 爲０＝ 犱
槡２ π爳
π牆２燉４， 爫＝ 牓

牆

得 爲＝ ８犱 爳槡π 牓牆３
又 犳＝ 爧

爲＝
槡犨 π爳
８犱 燈牆

所以 犳粗 ＞ 犳细

【】 在一个线圈（自感为爧，电阻为爲）和电动势为的
电源的串联电路中，当开关接通的那个时刻，线圈中还没有电流，
自感电动势怎么会最大？
答 此时电流变化最大，故磁感应强度变化最大，因而磁通量

变化最大，导致自感电动势最大。
【】 有两个半径相接近的线圈，问如何放置方可使其互

感最小？如何放置可使其互感最大？
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答 两线圈轴线相交且垂直，互感最小；两线圈轴线重合互感
最大。

【】 两个螺线管串联相接，两管中任何时候通有相同的
恒定电流，试问两螺线管之间有没有互感存在？解释之。
答 没有互感存在。因为只有当回路中的电流发生变化时，才

有电磁感应。
【】 在螺绕环中，磁能密度较大的地方是在内半径附

近，还是在外半径附近？
答 由安培定理知２π牜爣＝爫爤（爫为匝数）

牥ｍ ＝ １
２爣爜＝

犨爫２爤２

８π２牜２

显然，内半径附近的磁能密度大一些。

【】 磁能的两种表达式爾ｍ＝ １２爧爤
２和爾ｍ＝ １２

爜２

犨０爼
的物

理意义有何不同？式中爼是均匀磁场所占体积。

答 爾ｍ＝ １２爧爤
２表示回路或线圈具有储能的作用。其能量与

回路的电流爤成正比，与回路的电惯性度量量爧成正比。

爾ｍ＝ １２爜
２爼
犨０
表示只要磁感应强度存在，则在磁场所及空间

中就有能量存在，即磁场具有能量。

图１２８

习 题 解 答

【】 爛爜和爜爞两段导线，其长均为１０ｃｍ，在爜处相接成

３０°角，若使导线在均匀磁场中以速度

牤＝１．５ｍ燉ｓ运动，方向如图 １２８所
示，磁场方向垂直纸面向内，磁感应
强度为爜＝２．５×１０－２Ｔ。问爛、爞两端
之间的电势差为多少？哪一端电势
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高？
解 两段导线中的感应电动势

ｉ＝∫
爛

爞
╀× ┒燈ｄ┶＝∫

爜

爞
╀× ┒燈ｄ┶＋∫

爛

爜
╀× ┒燈ｄ┶

＝牤爜爞爜ｃｏｓ３０°＋ 牤爜爜爛＝ 牤爜（爞爜ｃｏｓ３０°＋ 爜爛）
＝１．５× ２．５× １０－２× （０．１０× ｃｏｓ３０°＋ ０．１０）Ｖ
＝７．０× １０－３Ｖ

方向由爞到爛，因此爛点电势高，
爼爛－ 爼爞＝ｉ＝ ７．０× １０－３Ｖ

【】 一均匀磁场与矩形导体回路面法线单位矢量┯ｎ间的

夹角为犤＝ π３（
图１２９），已知磁感应强度┒随时间线性增加，即爜＝

牑牠（牑＞０），回路的爛爜边长为牓，以速度牤向右运动，设牠＝０时，爛爜
边在牨＝０处。求任意时刻回路中感应电动势的大小和方向。
解 感应电动势大小为

ｉ＝ ｄ犎ｄ牠＝
ｄ
ｄ牠（爜爳ｃｏｓ犤）＝

ｄ
ｄ牠（牑牠牓牨ｃｏｓ犤）＝ 牑牓牨ｃｏｓ犤＋ 牑牠牓ｃｏｓ犤

ｄ牨
ｄ牠

注意到牨＝牤牠，ｄ牨ｄ牠＝牤，
则有

ｉ＝ ２牑牓牤牠ｃｏｓπ３＝ 牑牓牤牠
感应电动势的方向为由爛指向爜。

【】 如图１２１０所示，一长直导线通有电流爤＝０．５Ａ，在
与其相距牆＝５．０ｃｍ处放有一矩形线圈，共１０００匝。线圈以速度

牤＝３．０ｍ燉ｓ沿垂直于长导线的方向向右运动时，线圈中的动生电
动势是多少？（设线圈长牓＝４．０ｃｍ，宽牄＝２．０ｃｍ。）
解 在矩形线圈平面上，磁场方向垂直于平面向内。当线圈向

右运动时，长度为牄的两条边的运动方向与其长度方向平行，对边
上任一导线元，都有╀×┒·ｄ┶＝０，因而这两条边上无动生电动势；
就边长为牓的两条边而言，长度方向、运动方向、磁场方向两两垂
直，因而它们都具有动生电动势。
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图１２９ 图１２１０

ｉ爛爟＝ 爫爜１牓牤＝ 爫 犨０爤２π牆牓牤

ｉ爜爞＝ 爫爜２牓牤＝ 爫 犨０爤
２π（牆＋ 牄）牓牤

它们的方向对线圈而言是相反的。ｉ爛爟的方向是顺时针的，ｉ爜爞的
方向是逆时针的。因而线圈电动势

ｉ＝ｉ爛爟－ｉ爜爞＝ 爫犨０爤牓牤２π
１
牆－

１槏 槕牆＋ 牄
＝１０００× ２× １０－７× ０．５× ４．０× １０－２× ３．０

× １
５．０× １０－２－

１
（５．０＋ ２．０）× １０［ ］－２ Ｖ

＝６．８６× １０－５Ｖ
【】 在两平行导线的平面内，有一矩形线圈，如图１２１１

所示。如导线中电流爤随时间变化，试计算线圈中的感生电动势。
解 在矩形线圈面积上，平行于电流方向取宽为ｄ牨的条形面

积（图１２１２），该面积上各点磁感应强度相同，其大小为

爜＝ 犨０爤２π
１
牨－

１
牨＋ 牆２－ 牆槏 槕１

方向垂直纸面向内。该面积的磁通量

ｄ犎＝爜ｄ爳＝
犨０爤牓１
２π

１
牨－

１
牨＋牆２－牆槏 槕１ ｄ牨
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图１２１１ 图１２１２

通过矩形线圈的磁通量即为

犎＝∫
牆１＋牓２

牆１

犨０爤牓１
２π

１
牨－

１
牨＋ 牆２－ 牆槏 槕１ ｄ牨

＝犨０爤牓１２π ｌｎ牆１＋ 牓２牆１ － ｌｎ牆２＋ 牓２牆槏 槕２

感生电动势

ｉ＝－ ｄ犎ｄ牠＝
犨０牓１
２π ｌｎ牆２＋ 牓２牆２ － ｌｎ牆１＋ 牓２牆槏 槕１

ｄ爤
ｄ牠

【】 如图１２１３所示，导线爛爜在导线架上以速度牤向右
滑动。已知导线爛爜的长为５０ｃｍ，牤＝４．０ｍ燉ｓ，爲＝０．２０Ω，磁感应
强度爜＝０．５０Ｔ，方向垂直回路平面。试求：（１）爛爜运动时所产生
的动生电动势；（２）电阻爲上所消耗的功率；（３）磁场作用在爛爜上
的力。
解 （１）爛爜上的动生电动势

ｉ＝ 爜牓牤＝ ０．５０× ０．５０× ４．０Ｖ＝ １．０Ｖ
（２）电阻爲消耗的功率

爮＝
２
ｉ

爲 ＝
１．０２

０．２０Ｗ ＝ ５．０Ｗ

（３）回路中的电流
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爤＝ｉ爲
磁场作用在爛爜上的力

爡＝ 爜爤牓＝ 爜ｉ牓爲 ＝ ０．５０× １．０× ０．５００．２０ Ｎ＝ １．３Ｎ

图１２１３ 图１２１４

【】 如图１２１４所示，爛爜和爞爟为两根金属棒，各长１ｍ，
电阻都是爲＝４Ω，放置在均匀磁场中，已知爜＝２Ｔ，方向垂直纸面
向里。当两根金属棒在导轨上分别以牤１＝４ｍ燉ｓ和牤２＝２ｍ燉ｓ的速
度向左运动时，忽略导轨的电阻。试求：（１）在两棒中动生电动势的
大小和方向，并在图上标出；（２）金属棒两端的电势差爺爛爜和爺爞爟；

（３）两金属棒中点爭１和爭２之间的电势差。
解 （１）爛爜棒中动生电动势的大小为

ｉ１＝ 爜牓牤１＝ ２× １× ４Ｖ＝ ８Ｖ
方向由爛至爜。爞爟棒中动生电动势的大小为

ｉ２＝ 爜牓牤２＝ ２× １× ２Ｖ＝ ４Ｖ
方向由爞至爟。

（２）回路爛爜爟爞爛中的电流

爤＝ｉ１－ｉ２２爲 ＝ ８－ ４２× ４Ａ＝ ０．５Ａ

爺爛爜＝－ｉ１＋ 爤爲＝ （－ ８＋ ０．５× ４）Ｖ＝－ ６Ｖ
爜端电势较高。
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爺爞爟＝ 爺爛爜＝－ ６Ｖ
（３）电路爭１爜爟爭２的等效电路如图１２１５所示。由图可得

爼爭１－ 爼爭２＝爤燈
爲
２－
ｉ１
２＋
ｉ２
２＋ 爤燈

爲
２

＝爤爲－ １
２（ｉ１－ｉ２）

＝ ０．５× ４－ １
２［ ］× （８－ ４） Ｖ＝ ０

图１２１５

【】 一导线爛爜弯成如图１２１６所示的形状，其中爞爟是

图１２１６

一半圆，半径牜＝０．１０ｍ，爛爞和爟爜段
的长度均为牓＝０．１０ｍ，在均匀磁场（爜
＝０．５０Ｔ）中绕轴线爛爜转动，转速牕＝
３６００ｒ燉ｍｉｎ。设电路的总电阻（包括电
表Ｍ的内阻）为１０００Ω，求导线中的动
生电动势和感应电流的频率以及它们

的最大值各是多少。
解 在导线爛爜的转动过程中，回路中只有以爞爟为直径的半

圆面积上的磁通量发生变化。以图示半圆位置为参考位置，当半圆
转过角度犤时，通过半圆面积的磁通量为

犎＝ 爜爳ｃｏｓ犤＝ １
２π牜

２爜ｃｏｓ犽牠＝ １
２π牜

２爜ｃｏｓ２π牕牠

爞爟中动生电动势

ｉ＝－ ｄ犎ｄ牠＝ π
２牜２爜牕ｓｉｎ２π牕牠

牕＝ ３６００ｒ燉ｍｉｎ＝ ６０ｒ燉ｓ
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因此 ｉ＝３．１４２× ０．１０２× ０．５０× ６０ｓｉｎ（２× ６０π牠）
＝２．９６ｓｉｎ１２０π牠

回路中感应电流

爤＝ｉ爲＝
２．９６
１０００ｓｉｎ１２０π牠＝ ２．９６× １０

－３ｓｉｎ１２０π牠

由ｉ及爤的表示式可知，动生电动势和感应电流的频率等于半圆
形导线的转动频率

牕＝ ６０Ｈｚ
动生电动势最大值 ｉｍａｘ＝２．９６Ｖ
感应电流最大值 爤ｍａｘ＝２．９６×１０－３Ａ

【】 有一螺线管，每米有８００匝。在管内中心放置一绕有

３０圈的半径为１ｃｍ的圆形小回路，在１燉１００ｓ时间内，螺线管中产
生５Ａ的电流。问小回路中感应产生的感生电动势为多少？
解 当螺线管电流为爤时，管内中心处磁感应强度

爜＝ 犨０牕爤
位于中心处并与螺线管共轴的圆形小回路面积上的磁通量

犎＝ 爜爳＝ 犨０牕爤π爲２

当螺线管中电流变化时，圆形小回路中的感生电动势的大小为

ｉ＝ 爫ｄ犎ｄ牠 ＝ π犨０爫牕爲
２ｄ爤
ｄ牠

已知爫＝３０，牕＝８００，爲＝１×１０－２ｍ，ｄ爤ｄ牠＝
５

１燉１００Ａ燉ｓ＝５００Ａ燉ｓ，
代

入上式得

ｉ＝３．１４× ４× ３．１４× １０－７× ３０× ８００
× （１× １０－２）２× ５００Ｖ

＝４．７３× １０－３Ｖ
【】 一横截面为３．０ｃｍ２的铁芯螺绕环，环上每厘米绕有

线圈４０匝，铁芯的磁导率犨＝２０００犨０，在环上绕有２匝次级线圈。
求初级绕组中电流在０．１ｓ内由５Ａ降到０时，在次级绕组中产生
的感生电动势。
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解 初级绕组中电流为爤时，环内磁感应强度

爜＝ 犨牕爤
截面上的磁通量 犎＝爜爳＝犨牕爤爳
当初级绕组中电流变化时，次级线圈中的平均感生电动势大小为

ｉ＝ 爫Δ犎
Δ牠 ＝ 爫犨牕爳 Δ爤Δ牠

＝２× ２０００× ４× ３．１４× １０－７× ４０× １０２× ３．０

× １０－４× ５
０．１Ｖ

＝０．３０１Ｖ
【】 如图１２１７所示，具有相同轴线的两个导线回路，小

的回路在大的回路上面距离牪处，牪远大于回路的半径爲，因此当
大回路中有电流爤按图示方向流过时，小回路所围面积π牜２之内的

图１２１７

磁场几乎是均匀的。现假定 牪以匀速 牤＝
ｄ牪燉ｄ牠而变化。（１）试确定穿过小回路的磁通
量 犎和牪之间的关系；（２）当牪＝爫爲时（爫
为整数），小回路内产生的感生电动势；（３）
若牤＞０，确定小回路内感应电流的方向。
解 （１）当小回路距大回路为牪时，小

回路面积上磁感应强度为

爜＝ 犨０爤爲２

２（爲２＋ 牪２）３燉２

小回路面积上的磁通量为

犎＝ 爜爳＝ 爜π牜２＝ 犨０爤π牜２爲２

２（爲２＋ 牪２）３燉２

因为牪爲，所以

犎＝ 犨０爤π牜
２爲２

２牪３

（２）当牪变化时，小回路面积上磁通量也发生变化。小回路中
感生电动势为
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ｉ＝－ ｄ犎ｄ牠＝－
１
２犨０爤π牜

２爲２ ｄｄ牠
１
牪槏 槕３

＝ ３２犨０爤π牜
２爲２ １牪４

ｄ牪
ｄ牠＝

３
２犨０爤π牜

２爲２ 牤牪４

当牪＝爫爲时，

ｉ＝ ３犨０爤π牜
２爲２牤

２爫４爲４ ＝ ３犨０爤π牜
２牤

２爫４爲２

（３）当牤＞０时，二回路距离增大，小回路面积上磁通量减小。
根据楞次定律，小回路上应产生与大回路相同方向的感应电流。

【】 电子感应加速器中的磁场在直径为０．５０ｍ的圆柱
形区域内是匀强的，若磁场的变化率为１．０×１０－２Ｔ燉ｓ，试计算离
开中心距离为０．１０ｍ、０．５０ｍ、１．０ｍ处各点的感生场强。
解 当磁场变化时，在圆柱形区域内外距轴线为牜处的感生

场强的大小为

爠＝

牜
２
ｄ爜
ｄ牠 （牜≤ 爲）

爲２

２牜
ｄ爜
ｄ牠

烅

烄

烆 （牜≥ 爲）

当牜＝０．１０ｍ时，牜＜爲（爲＝０．２５ｍ），

爠＝ 牜
２
ｄ爜
ｄ牠＝

０．１０
２ × １．０× １０－２Ｖ燉ｍ＝ ５．０× １０－４Ｖ燉ｍ

当牜＝０．５０ｍ时，牜＞爲，

爠＝爲
２

２牜
ｄ爜
ｄ牠＝

０．２５２

２× ０．５０× １．０× １０
－２Ｖ燉ｍ

＝６．２５× １０－４Ｖ燉ｍ
当牜＝１．０ｍ时，

爠＝爲
２

２牜
ｄ爜
ｄ牠＝

０．２５２

２× １．０× １．０× １０
－２Ｖ燉ｍ

＝３．１３× １０－４Ｖ燉ｍ
【】 图１２１８表示一个限定在半径为爲的圆柱体内的均

匀磁场┒，┒以１０－２Ｔ燉ｓ的恒定变化率减少，电子在磁场中爛、爭、爞
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各点处时，它所获得的瞬时加速度（大小和方向）各为若干？设牜＝
５．０ｃｍ。

图１２１８

解 在圆柱体区域内，当磁场变化
时，距轴线牜处的感生电场的场强大小为

爠＝ 牜２
ｄ爜
ｄ牠

在该处电子受到的作用力的大小为

爡＝ 牉爠＝ 牉牜２
ｄ爜
ｄ牠

它获得的加速度大小为

牃＝ 爡
牔ｅ＝

牉牜
２牔ｅ

ｄ爜
ｄ牠

┫的方向与┕的方向相反，而┕的方向根据ｄ┒ｄ牠
的方向由左手螺旋

法则确定。
电子在爛点时，牜＝５．０×１０－２ｍ，它的加速度

牃＝ １．６× １０
－１９× ５．０× １０－２

２× ９．１× １０－３１ × １０－２ｍ燉ｓ２

＝ ４．４× １０７ｍ燉ｓ２

爜在减少，ｄ┒ｄ牠
的方向垂直纸面向外，在爛点，感生电场方向向左，

因而电子加速度方向向右。
电子在爭点时，因为牜＝０，爠＝０，所以加速度为零。
电子在 爞点时，仍有牜＝５．０×１０－２ｍ，其加速度大小仍是４．４

×１０７ｍ燉ｓ２，但方向向左。
【】 在半径为爲的圆柱形体积内充满磁感应强度为┒

的均匀磁场，有一长为牓的金属棒放在磁场中，如图１２１９所示。设

ｄ爜
ｄ牠
为已知，求棒两端的电势差。

解 设想有两段导线爛爭和爭爛′与金属棒构成一回路。当磁感
应强度为爜时，回路面积上的磁通量
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犎＝ 爜爳＝ 爜牓２ 爲２－ 牓槏 槕２槡
２

磁场变化时，回路内感生电动势的大小为

ｉ＝ ｄ犎ｄ牠＝
牓
２ 爲２－ 牓槏 槕２槡

２ ｄ爜
ｄ牠

图１２１９ 图１２２０

由于磁场的对称性，变化磁场所激发的感生电场的电场线在圆柱
形体积内是与圆柱同轴的同心圆。因此，在回路的爛爭和爭爛′段的
任一导线元上都有┕·ｄ┶＝０（图１２２０）。在这两段导线上无感生电
动势，可见ｉ就是金属棒的感生电动势。实际上爛爭和爭爛′这两段
电路是不存在的，棒两端的电势差即为

爺＝ｉ＝ 牓
２ 爲２－ 牓槏 槕２槡

２ ｄ爜
ｄ牠

【】 边长为２０ｃｍ的正方形导体回路，放置在圆柱形空
间的均匀磁场中，已知磁感应强度的量值为０．５Ｔ，方向垂直于导
体回路所围平面（图１２２１），若磁场以０．１Ｔ燉ｓ的变化率减小，爛爞
边沿圆柱体直径，爜点在磁场的中心。（１）用矢量标出图中爛、爜、

爞、爟、爠、爡、爢各点处感生电场爠的方向和大小；（２）爛爞边内的感
生电动势有多大？（３）回路内的感生电动势有多大？（４）如果回路
的电阻为２Ω，回路中的感应电流多大？（５）爛和爞两点间的电势差
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为多少？哪一点的电势高。

图１２２１ 图１２２２

解 （１）爛、爜、爞、爟、爠、爡、爢各点处感生电场┕的方向如图

１２２２所示。因为在圆柱形空间内，爠与到中心的距离牜成正比，所
以

爠爠＝爠爢＞爠爡＞爠爟＞爠爞＝爠爛＞爠爜
（２）在爛爞边内的感生电动势

ｉ＝∫
爞

爛
┕燈ｄ┶＝∫

爞

爛
爠ｃｏｓ９０°ｄ牓＝ ０

（３）回路内感生电动势的大小为

ｉ＝ ｄ犎
ｄ牠＝爳

ｄ爜
ｄ牠＝０．２０

２×０．１Ｖ＝４×１０－３Ｖ

（４）回路中的感应电流

爤＝ｉ爲＝
４× １０－３

２ Ａ＝ ２× １０－３Ａ

（５）爲爛爞＝ １４爲＝
２
４Ω＝０．５Ω

因此爛和爞两点间电势差

爺＝ 爤爲爛爞＝ ２× １０－３× ０．５Ｖ＝ １× １０－３Ｖ＝ １ｍＶ
根据感生电场的方向可判断，在回路中电流方向是顺时针的，在

爛爞段中无感生电动势，故爼爛＞爼爞。
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【】 要从真空仪器的金属部件上清除出气体，可以利用
感应加热的方法。如图１２２３所示，设线圈长牓＝２０ｃｍ，匝数爫＝３０
匝（把线圈近似看作是无限长密绕的），线圈中的高频电流为爤＝
爤０ｓｉｎ２π牊牠，其中爤０＝２５Ａ，频率牊＝１０５Ｈｚ，被加热的是电子管阳极，
它是半径牜＝４ｍｍ而管壁极薄的空圆筒，高度牎牓，其电阻爲＝５
×１０－３Ω，求：（１）阳极中的感应电流最大值；（２）阳极内每秒产生

图１２２３

的热量；（３）当频率牊增加１倍时，
热量增至几倍？
解 （１）当线圈中电流为 爤

时，圆筒处磁感应强度

爜＝ 犨０爫爤牓
圆筒截面积上磁通量

犎＝ 爜爳＝ π牜２爜＝ π犨０爫爤牜
２

牓
线圈电流变化时，圆筒上感应电动势

ｉ＝－ ｄ犎ｄ牠＝－
π犨０爫牜２

牓
ｄ爤
ｄ牠＝－

π犨０爫牜２

牓
ｄ
ｄ牠爤０ｓｉｎ２π牊牠

＝－ ２π
２犨０牊爫牜２爤０
牓 ｃｏｓ２π牊牠

阳极中电流 爤＝ｉ爲＝－
２π２犨０牊爫牜２爤０

牓爲 ｃｏｓ２π牊牠

电流最大值

爤′０＝
２π２犨０牊爫牜２爤０

牓爲

＝２× ３．１４
２× ４× ３．１４× １０－７× １０５× ３０× （４× １０－３）２× ２５

０．２０× ５× １０－３ Ａ

＝２９．７Ａ

（２）阳极内每秒产生的热量为

爯＝∫
１

０
爤２爲ｄ牠＝∫

１

０
爤′０２爲ｃｏｓ２２π牊牠ｄ牠
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＝ １
２爤
′２０爲＝ １

２× ２９．７
２× ５× １０－３Ｊ＝ ２．２Ｊ

（３）爯∝爤′２０∝牊２，因此，当频率增加１倍时，热量增至４倍。
【】 如图１２２４所示，一块金属板的尺寸为牓×牓×牆，一

均匀磁场垂直于板面。当磁感应强度的大小按爜＝爜０ｓｉｎ犽牠变化
时，证明由于在金属板内产生涡电流而消耗的平均功率为

爮＝ １
６４犞犽

２爜２０牆牓４

式中犞是金属板的电导率。

图１２２４

证 在金属板上取一边长为２牨，边宽为ｄ牨，厚为牆的正方形金
属框，其中心与金属板中心重合，边长与金属板边长平行（图

１２２４）。在此正方形面积上，磁通量为

犎＝ 爜爳＝ ４爜０牨２ｓｉｎ犽牠
当磁场变化时，正方形金属框内的感生电动势为

ｉ＝－ ｄ犎ｄ牠＝－ ４爜０牨
２犽ｃｏｓ犽牠

正方形金属框的电阻为

爲＝ ８牨
犞牆（ｄ牨）

·５６３·第十二章 电 磁 感 应



正方形金属框内的涡电流消耗的功率为

ｄ爮＝
２
ｉ

爲 ＝ ２爜
２
０犽２犞牆ｃｏｓ２犽牠牨３ｄ牨

整个金属板中的涡电流的功率为

爮＝∫
牓燉２

０
２爜２０犽２犞牆ｃｏｓ２犽牠牨３ｄ牨＝ １

３２爜
２
０犽２犞牆牓４ｃｏｓ２犽牠

涡电流的平均功率为

爮＝ １
爴∫

爴

０
爮ｄ牠＝ １

爴∫
爴

０

１
３２爜

２
０犽２犞牆牓４ｃｏｓ２犽牠ｄ牠＝ １

６４爜
２
０犽２犞牆牓４

【】 在长为６０ｃｍ、直径为５．０ｃｍ的空心纸筒上绕多少
匝线圈才能得到自感为６．０×１０－３Ｈ的线圈？
解 设线圈匝数为爫，当线圈中电流为爤时，线圈内磁感应强

度为

爜＝ 犨０爫爤牓
线圈横截面积上的磁通量

犎＝ 爜爳＝ π犨０爫爤牆
２

４牓
因此，线圈的自感为

爧＝ 爫犎爤 ＝
π犨０爫２牆２

４牓
匝数

爫＝ ４牓爧
π犨０牆槡 ２＝

２
牆

牓爧
π犨槡０

＝ ２
５．０× １０－２

０．６０× ６．０× １０－３

３．１４× ４× ３．１４× １０槡 －７＝ １．２× １０３

【】 一截面为长方形的螺绕管，其尺寸如图１２２５所示，
共有爫匝，求此螺绕管的自感。
解 图１２２６是螺绕管的横截面图和纵截面图，在管内作半

径为牜的圆。当线圈中电流为爤时，圆上各点磁感应强度为
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图１２２５ 图１２２６

爜＝
犨０爫爤
２π牜

在螺绕管的纵截面上距轴线牜处取一宽为ｄ牜，长为牎，与轴平行的
窄条，窄条面积上磁通量为

ｄ犎＝ 爜ｄ爳＝ 犨０爫爤牎２π牜ｄ牜

整个截面上磁通量为

犎＝∫
爲２

爲１

犨０爫爤牎
２π牜ｄ牜＝

犨０爫爤牎
２π ｌｎ爲２爲１

螺绕管的自感即为

爧＝ 爫犎爤 ＝
犨０爫２牎
２π ｌｎ

爲２
爲１

【】 一圆形线圈Ａ由５０匝细线绕成，其面积为４ｃｍ２，放
在另一个匝数等于１００匝、半径为２０ｃｍ的圆形线圈Ｂ的中心，两
线圈同轴。设线圈Ｂ中的电流在线圈Ａ所在处所激发的磁场可看
作是均匀的。求：（１）两线圈的互感；（２）当线圈Ｂ中的电流以５０

·７６３·第十二章 电 磁 感 应



Ａ燉ｓ的变化率减小时，线圈Ａ内磁通量的变化率；（３）线圈Ａ中的
感生电动势。
解 （１）设线圈Ｂ中的电流为爤，它中心处的磁感应强度为

爜＝ 犨０爫Ｂ爤２爲
式中爫Ｂ是线圈Ｂ的匝数，爲是它的半径。置于线圈Ｂ的中心的小
线圈Ａ的面积上磁场可认为是均匀的，则线圈Ａ面积上的磁通量

犎＝ 爜爳＝ 犨０爫Ｂ爤爳２爲
两线圈的互感即为

爩＝爫Ａ犎爤 ＝ 犨０爫Ｂ爫Ａ爳２爲

＝４× ３．１４× １０
－７× １００× ５０× ４× １０－４

２× ０．２０ Ｈ

＝６．２８× １０－６Ｈ
（２）因为爫Ａ犎＝爩爤，所以

ｄ（爫Ａ犎）
ｄ牠 ＝爩ｄ爤ｄ牠＝ ６．２８× １０

－６× （－ ５０）Ｗｂ燉ｓ

＝－ ３．１４× １０－４Ｗｂ燉ｓ
（３）线圈Ａ中的感生电动势

ｉ＝－ 爩ｄ爤ｄ牠＝ ３．１４× １０
－４Ｖ

【】 两个共轴圆线圈，半径分别为爲及牜，匝数分别为爫１

和爫２，相距为牆。设牜很小，则小线圈所在处的磁场可以视为均匀
的。求两线圈的互感系数。
解 设大线圈中电流为爤，它在小线圈处产生的磁感应强度为

爜＝ 犨０爫１爤爲２

２（爲２＋ 牆２）３燉２

小线圈面积上磁场均匀，则磁通量

犎＝ 爜爳＝ 犨０爫１爤爲２

２（爲２＋ 牆２）３燉２燈π牜
２＝ π犨０爫１爤爲２牜２

２（爲２＋ 牆２）３燉２
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两线圈的互感为

爩＝ 爫２犎
爤 ＝ π犨０爫１爫２爲２牜２

２（爲２＋ 牆２）３燉２

【】 一矩形线圈长牓＝２０ｃｍ，宽牄＝１０ｃｍ，由１００匝表面
绝缘的导线绕成，放置在一根长直导线的旁边，并和直导线在同一
平面内，该直导线是一个闭合回路的一部分，其余部分离线圈很
远，其影响可略去不计。求图１２２７（ａ）、（ｂ）两种情况下，线圈与长
直导线间的互感。

图１２２７ 图１２２８

解 设图１２２８（ａ）的长直导线中有电流爤。在矩形线圈面积上
距直导线牨处，取一宽为ｄ牨、长为牓且与直导线平行的长条形面积。
该面积上磁感应强度为

爜＝ 犨０爤
２π牨

磁通量为 ｄ犎＝ 爜ｄ爳＝ 犨０爤牓２π牨ｄ牨

整个线圈面积上的磁通量

犎＝∫
２牄

牄

犨０爤牓
２π牨ｄ牨＝

犨０爤牓
２πｌｎ２

线圈与长直导线间的互感
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爩＝爫犎爤 ＝
犨０爫牓
２πｌｎ２

＝２× １０－７× １００× ０．２０× ｌｎ２Ｈ＝ ２．８× １０－６Ｈ
设图１２２８（ｂ）的长直导线中有电流爤。在矩形线圈面积上，相

对于直导线对称地取二宽为ｄ牨、长为牓且与直导线平行的长条形
面积。这两个面积上磁感应强度大小相等、方向相反，因而这两个
面积的磁通量相等、符号相反、代数和为零。由于长直导线位于矩
形线圈的中线上，矩形面积是由成对的对称条形面积组成，因而矩
形面积的磁通量为零，线圈与长直导线间的互感即为零。

【】 有一个平绕于圆筒上的螺旋线圈，长 １０ｃｍ，直径

１ｃｍ，共有线圈 １０００匝，用 ３２号漆包线绕制，漆包线的电阻是

２４７Ω燉ｋｍ（２０℃）。若把这线圈接在电动势为２Ｖ的蓄电池上，问：
（１）线圈的自感和电阻各是多少？电路的时间常数是多少？（２）线
圈中通电开始时的电流增长率是多少？（３）线圈中的电流达到稳定
后，恒定电流是多少？（４）在稳定后线圈中所储存的磁能及磁能密
度各是多少？
解 （１）线圈的自感为（见题１２１７）

爧＝π犨０爫
２牆２

４牓

＝３．１４× ４× ３．１４× １０
－７× １０００２× （１× １０－２）２

４× ０．１０ Ｈ

＝９．８６× １０－４Ｈ
线圈上导线长度为

牓′＝爫π牆＝ １０００× ３．１４× ０．０１ｍ
＝３１．４ｍ＝ ３．１４× １０－２ｋｍ

电阻为 爲＝３．１４×１０－２×２４７Ω＝７．７６Ω
电路的时间常数为

犳＝ 爧
爲＝

９．８６× １０－４

７．７６ ｓ＝ １．２７× １０－４ｓ

（２）线圈中电流增长规律为
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爤＝ 爲（１－ ｅ
－爲爧牠）

电流的增长率 ｄ爤
ｄ牠＝

爧ｅ

－爲爧牠

通电开始时，牠＝０，
ｄ爤
ｄ牠＝

爧＝

２
９．８６× １０－４Ａ燉ｓ＝ ２．０３× １０

３Ａ燉ｓ

（３）牠→∞时，电流达到稳定，其值为

爤０＝ 爲＝
２
７．７６Ａ＝ ０．２５８Ａ

（４）稳定后线圈中所储存的磁能

爾ｍ ＝ １
２爧爤

２
０＝ １

２× ９．８６× １０
－４× ０．２５８２Ｊ＝ ３．２８× １０－５Ｊ

磁能密度为

牥ｍ ＝
爾ｍ

爼 ＝
爾ｍ

１
４π牆

２牓
＝ ４爾ｍ

π牆２牓

＝ ４× ３．２８× １０－５

３．１４× ０．０１２× ０．１０Ｊ燉ｍ
３＝ ４．１８Ｊ燉ｍ３

【】 一个自感为０．５ｍＨ、电阻为０．０１Ω的线圈串接到
内阻可以忽略、电动势为１２Ｖ的电源上。问电流在电键接通多长
时间达到稳定值的９０％？这时，在线圈中储存了多少磁能？到此时
电源共消耗了多少能量？求此电路的时间常数。要使这电路中的
电流达到与稳定值差０．１％时，需经过几个“时间常数”的时间？
解 电键接通后，线圈中电流增长规律为

爤＝ 爲（１－ ｅ
－爲爧牠）＝ 爤０（１－ ｅ

－爲爧牠）

式中爤０是电流的稳定值。由此方程解得

牠＝ 爧
爲ｌｎ

１
１－ 爤燉爤０＝

０．５× １０－３

０．０１ ｌｎ １
１－ ０．９ｓ＝ ０．１１５ｓ

这时线圈中储存的磁能为
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爾ｍ ＝ １２爧爤
２＝ １

２爧（０．９爤０）
２＝ １

２爧 ０．９
槏 槕爲

２

＝ １２× ０．５× １０
－３× ０．９× １２槏 槕０．０１

２

Ｊ＝ ２９１．６Ｊ

到此时电源消耗的能量是

爾 ＝∫
牠

０爤ｄ牠＝
２

爲∫
牠

０
（１－ ｅ－

爲
爧牠）ｄ牠＝

２

爲 牠＋ 爧
爲（ｅ

－爲爧牠［ ］－ １）

＝ １２
２

０．０１０．１１５＋
０．５× １０－３

０．０１ ｅ－
０．０１

０．５×１０－３
×０．１１５槏 槕［ ］－ １ Ｊ

＝１００８Ｊ

时间常数 犳＝ 爧
爲＝

０．５× １０－３

０．０１ ｓ＝ ０．０５ｓ

牠
犳＝－ ｌｎ１－

爤
爤槏 槕０ ＝－ ｌｎ １槏 槕１０００＝ ６．９

即 牠＝ ６．９犳
【】 自感为２．０Ｈ、电阻为１０Ω的线圈，突然连接到电

动势＝１００Ｖ、内阻不计的电池组上。在接通０．１ｓ时，试求：（１）磁
场中储存能量的增加率；（２）线圈中产生的焦耳热功率；（３）电池组
放出的电功率。
解 （１）磁场能量

爾ｍ ＝ １
２爧爤

２＝ 爧
２

２爲２（１－ ｅ
－爲爧牠）２

磁场能量增加率

ｄ爾ｍ

ｄ牠＝
２
爲ｅ

－爲爧牠（１－ ｅ－
爲
爧牠）

＝１００
２

１０ｅ
－１０２×０．１（１－ ｅ－

１０
２×０．１）Ｊ燉ｓ＝ ２３８Ｊ燉ｓ

（２）线圈中的焦耳热功率

爮Ｒ＝ 爤２爲＝
２

爲（１－ ｅ
－爲爧牠）２＝ １００

２

１０（１－ ｅ
－１０２×０．１）２Ｗ ＝ １５２Ｗ

（３）电池组放出的电功率
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爮＝爤＝
２

爲（１－ ｅ
－爲爧牠）＝ １００

２

１０（１－ ｅ
－１０２×０．１）Ｗ ＝ ３９０Ｗ

显然，爮＝爮Ｒ＋
ｄ爾ｍ

ｄ牠，
符合能量守恒定律。

【】 一个１０μＦ的电容器充电到１００Ｖ后，通过电阻爲＝
１０ｋΩ放电。试求：（１）刚开始时的电流；（２）电荷量减少一半所需
的时间；（３）能量减少一半所需的时间。
解 （１）刚开始时的放电电流

爤ｍａｘ＝
爺Ｃ
爲 ＝

１００
１０× １０３Ａ＝ ０．０１Ａ

（２）电容器放电时，电容器电荷量变化规律为

牚＝ 牚ｍａｘｅ
－ 牠
爲爞

电荷量减少一半所需时间为

牠＝－ 爲爞ｌｎ 牚牚ｍａｘ＝－ １０× １０
３× １０× １０－６ｌｎ１２ｓ＝ ０．０７ｓ

（３）电容器能量为

爾 ＝ １
２爞牚

２＝ １
２爞牚

２
ｍａｘｅ

－ ２牠爲爞＝ 爾ｍａｘｅ
－ ２牠爲爞

能量减少一半所需时间

牠＝－ 爲爞２ｌｎ
爾
爾ｍａｘ

＝－ １０× １０
３× １０× １０－６

２ ｌｎ１２ｓ＝ ０．０３５ｓ

【】 电阻为３．０×１０６Ω的电阻器、电容为１．０μＦ的电容
器以及电动势为４．０Ｖ的电源串联成一电路。试求在这电路接通
后１．０ｓ时下列各量：（１）电容器上电荷量增加的速率；（２）电容器
内储藏能量的速率；（３）电阻器上产生焦耳热的功率；（４）电源所供
给的功率。
解 （１）充电时，电容器上电荷量变化规律为

牚＝ 爞（１－ ｅ－
牠
爲爞）＝ 爞（１－ ｅ－

牠
犳）

时间常数 犳＝爲爞＝３．０×１０６×１．０×１０－６ｓ＝３．０ｓ
电荷量增加的速率
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ｄ牚
ｄ牠＝

爲ｅ

－ 牠犳＝ ４．０
３．０× １０６ｅ

－１．０３．０Ｃ燉ｓ＝ ９．５× １０－７Ｃ燉ｓ

（２）电容器内储藏的能量

爾 ＝ １
２爞牚

２＝ １
２爞

２（１－ ｅ－
牠
犳）２

能量的增长速率

ｄ爾
ｄ牠＝

爞２
犳ｅ

－ 牠犳（１－ ｅ－
牠
犳）＝

２

爲ｅ
－ 牠犳（１－ ｅ－

牠
犳）

＝ ４．０２

３．０× １０６ｅ
－１．０３．０× （１－ ｅ－

１．０
３．０）Ｗ ＝ １．１× １０－６Ｗ

（３）充电时电流变化规律为

爤＝ 爲ｅ
－ 牠犳

电阻器上产生焦耳热的功率

爮＝ 爤２爲＝
２

爲ｅ
－２牠犳＝ ４．０２

３．０× １０６ｅ
－２×１．０３．０ Ｗ ＝ ２．７× １０－６Ｗ

（４）电源所供给的功率为

爮′＝ 爤＝
２

爲ｅ
－ 牠犳＝ ４．０２

３．０× １０６ｅ
－１．０３．０Ｗ ＝ ３．８× １０－６Ｗ

爮′是电容器能量增长速率和电阻消耗的功率之和。
【】 有一段１０号铜线，直径为２．５４ｍｍ，单位长度的电

阻为 ３．２８×１０－３Ω燉ｍ，在这铜线上载有 １０Ａ的电流，试计算：
（１）铜线表面处的磁能密度有多大？（２）该处的电能密度是多少？
解 （１）铜线表面处的磁感应强度

爜＝ 犨０爤２π牜＝
犨０爤
π牆

铜线表面处的磁能密度

爾ｍ ＝ 爜
２

２犨０＝
犨０爤２

２π２牆２

＝ ４× ３．１４× １０－７× １０２

２× ３．１４２× （２．５４× １０－３）２Ｊ燉ｍ
３＝ ０．９９Ｊ燉ｍ３
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（２）铜线中电流密度 牐＝ 爤
爳

铜线电导率 犞＝ 牓
爲爳

铜线的电场强度 爠＝ 牐
犞＝ 爤

爲槏 槕牓
铜线电能密度

牥＝ １２犡０爠
２＝ １

２犡０爤
２ 爲槏 槕牓

２

＝ １２× ８．８５× １０
－１２× １０２× （３．２８× １０－３）２Ｊ燉ｍ３

＝４．８× １０－１５Ｊ燉ｍ３

【】 一根长直导线，其犨≈犨０，载有电流爤，已知电流均匀
分布在导线的横截面上。试证：单位长度导线内所储存的磁能为

犨０爤２

１６π。

证 在导线内取半径为牜、厚为ｄ牜，与导线共轴的单位长度的
圆柱形薄壳。薄壳上磁感应强度为

爜＝ 犨０爤牜
２π爲２

式中爲是导线半径。薄壳处磁能密度

牥ｍ ＝ 爜２

２犨０＝
犨０爤２牜２

８π２爲４

薄壳体积 ｄ爼＝２π牜ｄ牜

薄壳中的磁能 ｄ爾ｍ ＝ 牥ｍｄ爼＝
犨０爤２

４π爲４牜
３ｄ牜

单位长度导线内所储存的磁能

爾ｍ ＝∫
爲

０

犨０爤２

４π爲４牜
３ｄ牜＝ 犨０爤

２

１６π
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第十三章 电磁场和电磁波

知 识 要 点

．位移电流

位移电流密度 ┴ｄ＝ｄ└ｄ牠

位移电流 爤ｄ＝爳ｄ爟ｄ牠＝
ｄ犑爟
ｄ牠

．麦克斯韦方程组

积分形式 
爳

└·ｄ┣＝∑牚＝
爼

犱ｄ爼


爳

┒·ｄ┣＝０

∮
爧

┘·ｄ┶＝爤＋爤ｄ＝
爳

┴·ｄ┣＋
爳

└
牠·ｄ┣

∮
爧

┕·ｄ┶＝－ｄ犎ｄ牠＝－
爳

┒
牠·ｄ┣

微分形式  燈└＝ 犱
 燈┒＝ ０

 × ┘＝ ┴＋ └牠

 × ┕＝－ ┒牠
．电磁场的能量、质量和动量

电磁能量密度 牥＝ １２（爟爠＋爜爣）



单位体积的场的质量 牔＝ １
２爞２（爟爠＋爜爣）

单位体积的电磁场（平面电磁波中）的动量

牘＝ 牥牅
．电磁波的性质

爠和爣 在量值上的关系 槡犡爠 槡＝ 犨爣

电磁波的速度 牣＝ １
槡犡犨

电磁场的总能量体密度 牥＝牥ｅ＋牥ｍ＝ １２（犡爠
２＋犨爣２）

坡印廷矢量（能流密度矢量） ┣＝┕×┘

思考题解答

【】 什么叫做位移电流？什么叫做全电流？位移电流和传
导电流有什么不同？位移电流和位移电流密度的表达式是怎样得
到的？
答 位移电流就是变化的电场；由自由电荷的定向移动形成

的电流称为传导电流。位移电流和传导电流合在一起称为全电流；
位移电流和传导电流在本质上是不同的，只是在激发磁场方面等
效。另外，传导电流产生焦耳热，位移电流则不会；位移电流和位移
电流密度的表达式是利用电荷守恒定律和高斯定理得到的，其中
还利用了电流的定义式。

【】 位移电流密度的方向是否与电位移└的方向平行？
答 不一定。充电时，平行板电容器两极板间┴ｄ与└的方向平

行；而放电时，┴ｄ与└的方向相反。
【】 电容器极板间的位移电流与连接极板的导线中的电

流大小相等，然而在极板间的磁场越靠近轴线中心越弱，而传导电
流的磁场越靠近导线越强，为什么？
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答 设有一传导电流沿无限长圆柱形直导线流动，并且电流
均匀分布于导线的横截面上。若导线的半径为牃，则由安培环路定

理可得电流在导线内、外产生的磁场大小分别为爜内＝
犨０爤牜
２π牃２
和爜外＝

犨０爤
２π牜，牜
是场点到导线轴线的距离。可见，在导线外面，越靠近导线

磁场越强；但在导线（电流）内部，越靠近轴线磁场越弱。类似地，位
移电流分布在极板间，极板间一点的磁场类似于上述无限长载流
圆柱形直导线在其内部产生的磁场，所以越靠近轴线中心磁场越
弱。参见习题１３５。

【】 试分析麦克斯韦方程组的不对称性，并说明这种不
对称性的物理内容。
答 麦克斯韦方程组中的头两个方程是不对称的，第一个方

程表明电荷是电场的场源，而第二个方程则表明磁场是无源的，不
存在像激发电场的电荷一样能在空间激发磁场的所谓“磁荷”（或
磁单极子）。后两个方程也有不对称的地方。第三个方程表明┘的
环流与自由电荷的宏观定向移动所形成的电流有关，第四个方程
中，左边是┕的环流，右边却并没有出现由自由“磁荷”的宏观定向
移动所产生的“磁流”。

【】 静电场中的高斯定理犡０
爳

┕·ｄ┣＝∑牚＝
爼

犱ｄ爼和

使用于真空中电磁场时的高斯定理
爳

犡０┕·ｄ┣＝∑牚＝
爼

犱ｄ爼在

形式上是相同的，但理解上述两式时有何区别？
答 在静电场的高斯定理中，电场┕是静电场；而用于真空中

电磁场时的高斯定理中的电场┕不但包含由静电荷所激发的静电
场，还包括由变化的磁场所激发的涡旋电场，是两者的矢量和。

【】 对于真空中恒定电流的磁场，┒·ｄ┣＝０，对于一
般的电磁场又看到┒·ｄ┣＝０这个式子，在这两种情况下，对┒
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矢量的理解上有哪些区别？
答 在第一种情况下，┒仅仅是由恒定传导电流产生的。对一

般的电磁场，┒既包含传导电流产生的磁场，也包含位移电流所激
发的磁场。

习 题 解 答

【】 试证明平行板电容器中的位移电流可写为

爤ｄ＝ 爞ｄ爺ｄ牠
式中爞是电容器的电容，爺是两极板间的电势差。如果不是平行板
电容器，上式可以应用吗？如果是圆柱形电容器，其中的位移电流
密度和平板电容器时有何不同？
证 本题用到了位移电流的表达式和高斯定理。
对于平行板电容器有

爟＝ 犲
电容器平行于极板的截面上的电位移通量为

犑＝ 爟爳＝ 犲爳＝ 牚＝ 爞爺
因此，电容器中的位移电流

爤ｄ＝ ｄ犑ｄ牠＝ 爞
ｄ爺
ｄ牠

可以证明，上式对于圆柱形电容器和球形电容器也是适用的。
对于平行板电容器，其中的位移电流密度

牐ｄ＝ ｄ爟ｄ牠＝
ｄ犲
ｄ牠

方向垂直于极板，不同点的位移电流密度的大小和方向都相同。
对于圆柱形电容器，其中的电位移

爟＝ 犧
２π牜

位移电流密度
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牐ｄ＝ ｄ爟ｄ牠＝
１
２π牜
ｄ犧
ｄ牠

方向垂直于圆柱轴线，而且到轴线距离不同的点位移电流密度不
同。

【】 在一对巨大的圆形极板（电容爞＝１．０×１０－１２Ｆ）上，
加上频率为５０Ｈｚ、峰值为１７４０００Ｖ的交变电压，计算极板间位移
电流的最大值。
解 设极板间交变电压为

爺＝ 爺０ｓｉｎ（２π犩牠＋ 犺）
如上题所述，电容器中位移电流

爤ｄ＝ 爞ｄ爺ｄ牠＝ 爞
ｄ
ｄ牠爺０ｓｉｎ（２π犩牠＋ 犺）

＝ ２π犩爞爺０ｃｏｓ（２π犩牠＋ 犺）
位移电流最大值

爤ｄｍａｘ＝２π犩爞爺０
＝２× ３．１４× ５０× １．０× １０－１２× １．７４× １０５Ａ
＝５．４６× １０－５Ａ

【】 有一点电荷 牚，以速度 ╀（牤牅）作匀速运动。试从

∮┘·ｄ┶＝ｄ犑爟ｄ牠出发，计算离电荷牜处的磁场强度。
解 本题的关键在于选择一个合适的回路，使得公式左边的

积分和右边的通量犑爟易于计算。
在图１３１中，点爮与点电荷相距为牜。从点爮向沿电荷速度方

向的直线作垂线，垂足为爭。以爭为圆心，爭爮（爭爮＝爲）为半径作一
圆，圆平面与电荷速度方向垂直。
由于对称性，圆上各点磁场强度相等，方向与圆相切，以此圆

为路径的积分

∮┘燈ｄ┶＝ ２π爲爣 ＝ ２π牜爣ｓｉｎ犜
可以证明，在圆平面上的┕通量为
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图１３１

犑Ｅ＝ 牚
２犡０
１－ 牨

爲２＋ 牨槡槏 槕２
电位移通量则为

犑＝ 牚
２
１－ 牨

爲２＋ 牨槡槏 槕２
ｄ犑
ｄ牠＝－

牚
２

爲２

（牨２＋ 爲２）３燉２
ｄ牨
ｄ牠

因为（牨２＋爲２）１燉２＝牜，爲牜＝ｓｉｎ犜，－
ｄ牨
ｄ牠＝牤，
所以

ｄ犑
ｄ牠＝

牚牤
２牜ｓｉｎ

２犜

根据 ∮┘·ｄ┶＝ｄ犑ｄ牠
可得 ２π牜爣ｓｉｎ犜＝ 牚牤２牜ｓｉｎ

２犜

所以 爣＝ 牚牤
４π牜２ｓｉｎ犜

矢量式为

┘＝ 牚╀× ┼４π牜３

【】 当导线中载有交变电流时，证明：其中传导电流密度

牐与位移电流密度└牠
的大小比为犞燉（犽犡０）。式中犞是导线的电导率，

犽＝２π牊，牊是交变电流的频率，导线的犡ｒ≈１。已知铜导线的犞＝５．７
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×１０７Ｓ燉ｍ，分别计算当铜导线中载有频率分别为（１）５０Ｈｚ和

（２）３．０×１０１１Ｈｚ的交变电流时，传导电流密度和位移电流密度大
小的比值。
解 当导线中有交变电流时，其中传导电流密度可以表示为

牐＝ 牐０ｓｉｎ犽牠
导线中电场强度

爠＝ 牐
犞＝

牐０
犞ｓｉｎ犽牠

电位移 爟＝ 犡０爠＝
犡０牐０
犞ｓｉｎ犽牠

位移电流密度

牐ｄ＝ 爟牠＝
犡０牐０犽
犞 ｃｏｓ犽牠

它的幅值

牐ｄ０＝
犡０牐０犽
犞

传导电流密度与位移电流密度幅值之比为

牐０
牐ｄ０＝

犞
犡０犽＝

犞
２π犡０牊

（１）当牊＝５０Ｈｚ时，
牐０
牐ｄ０＝

５．７× １０７× ２× ９× １０９

５０ ＝ ２．１× １０１６

（２）当牊＝３．０×１０１１Ｈｚ时，
牐０
牐ｄ０＝

５．７× １０７× ２× ９× １０９

３．０× １０１１ ＝ ３．４× １０６

【】 有一平板电容器，极板是半径为爲的圆形板，现将两
极板由中心处用长直引线连接到一远处的交变电源上，使两极板
上的电荷量按规律牚＝牚０ｓｉｎ犽牠变化。略去极板边缘效应，试求两极
板间任一点的磁场强度。
解 本题运用了位移电流的概念和安培环路定理。
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当电容器极板上电荷量为牚时，电荷面密度

犲＝ 牚
π爲２

这时电容器内的电位移爟＝犲＝ 牚
π爲２。
位移电流密度

牐ｄ＝ ｄ爟ｄ牠＝
１
π爲２

ｄ牚
ｄ牠

设两极板间点爮到电容器轴线的距离为牜。过点爮以牜为半径作与

图１３２

电容器共轴的圆（图１３２）。由于对称性，
圆上各点磁场强度相等，设为爣，则以此
圆为积分路径时，

∮┘燈ｄ┶＝ ２π牜爣
此圆所包围的电流为

爤ｄ＝ 牐ｄπ牜２＝ 牜２

爲２
ｄ牚
ｄ牠

因为 ∮┘·ｄ┶＝爤ｄ
所以 ２π牜爣＝牜

２

爲２
ｄ牚
ｄ牠

点爮的磁场强度为

爣 ＝ 牜
２π爲２

ｄ牚
ｄ牠＝

牜
２π爲２

ｄ
ｄ牠牚０ｓｉｎ犽牠＝

牜犽牚０
２π爲２ｃｏｓ犽牠

【】 为了在一个１．０μＦ的电容器内产生１．０Ａ的瞬时位
移电流，加在电容器上的电压变化率应是多大？
解 本题利用了全电流的连续性。
电容器上的电压变化率

ｄ爺
ｄ牠＝

１
爞
ｄ牚
ｄ牠＝

爤
爞

爤是导线上的传导电流。忽略电容器外的位移电流，由于全电流的
连续性，电容器内的位移电流爤ｄ＝爤。因此
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ｄ爺
ｄ牠＝

爤ｄ
爞＝

１．０
１．０× １０－６Ｖ燉ｓ＝ １．０× １０

６Ｖ燉ｓ

【】 一圆形极板电容器，极板的面积为爳，两极板的间距
为牆。一根长为牆的极细的导线在极板间沿轴线与两板相连，已知

细导线的电阻为爲，两极板外接交变电压爺＝爺０ｓｉｎ犽牠，求：（１）细导

线中的电流；（２）通过电容器的位移电流；（３）通过极板外接线中的
电流；（４）极板间离轴线为牜处的磁场强度。设牜小于极板的半径。
解 本题用到了全电流的概念，以及位移电流和传导电流在

激发磁场方面的等效性。
（１）细导线中的电流为

爤＝ 爺爲＝
爺０
爲ｓｉｎ犽牠

（２）电容器内的位移电流密度为

牐ｄ＝ ｄ爟ｄ牠＝
ｄ犲
ｄ牠

于是，可得位移电流

爤ｄ＝爳牐ｄ＝ ｄ（爳犲）ｄ牠 ＝ ｄ牚ｄ牠＝ 爞
ｄ爺
ｄ牠

＝犡０爳牆
ｄ
ｄ牠（爺０ｓｉｎ犽牠）＝

犡０爳犽爺０
牆 ｃｏｓ犽牠

（３）通过极板外接线中的电流是全电流，故

爤全 ＝ 爤＋ 爤ｄ＝
爺０
爲ｓｉｎ犽牠＋

犡０爳犽爺０
牆 ｃｏｓ犽牠

（４）极板间的磁场是传导电流的磁场与位移电流的磁场的叠
加。传导电流在离轴线牜处的磁场强度

爣１＝ 爤
２π牜＝

爺０
２π牜爲ｓｉｎ犽牠

在题１３５中已导出位移电流的磁场强度

爣２＝ 牜
２π爲２

ｄ牚
ｄ牠＝

牜爞
２爳
ｄ爺
ｄ牠＝

牜
２爳
犡０爳
牆
ｄ爺
ｄ牠
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＝犡０牜２牆
ｄ
ｄ牠爺０ｓｉｎ犽牠＝

犡０牜爺０犽
２牆 ｃｏｓ犽牠

因此，极板间离轴线为牜处的磁场强度为

爣 ＝ 爣１＋ 爣２＝
爺０
２π牜爲ｓｉｎ犽牠＋

犡０牜爺０犽
２牆 ｃｏｓ犽牠

【】 如图１３３所示，一个平面电磁波在真空中传播，设某
点的电场强度为

爠牨＝ ９００ｃｏｓ２π犩牠＋槏 槕π６ Ｖ燉ｍ

试求这一点的磁场强度表达式。又在该点前方牃ｍ处和该点后方

牃ｍ处（均沿爭牫轴计算），电场强度和磁场强度的表达式各如何？

图１３３

解 本题用到了 ┕和 ┘在量值上的关系式。根据关系式

犡槡０爠＝ 犨槡０爣有

犡槡０爠牨＝ 犨槡０爣牪

可得

爣牪＝
犡０
犨槡０
爠牨

＝ ８．８５× １０－１２

１２．５６× １０槡 －７× ９００ｃｏｓ２π犩牠＋槏 槕π６ Ａ燉ｍ

＝２．３９ｃｏｓ２π犩牠＋槏 槕π６ Ａ燉ｍ

在该点前方牃ｍ处，电场强度的表达式为
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爠牨＝ ９００ｃｏｓ２π犩牠－ 牃槏 槕牅 ＋［ ］π６ Ｖ燉ｍ

磁场强度的表达式为

爣牪＝ ２．３９ｃｏｓ２π犩牠－ 牃槏 槕牅 ＋［ ］π６ Ａ燉ｍ

在该点后方牃ｍ处，电场强度的表达式为

爠牨＝ ９００ｃｏｓ２π犩牠＋ 牃槏 槕牅 ＋［ ］π６ Ｖ燉ｍ

磁场强度的表达式为

爣牪＝ ２．３９ｃｏｓ２π犩牠＋ 牃槏 槕牅 ＋［ ］π６ Ａ燉ｍ

【】 一个沿－爭牫方向传播的平面电磁波，其电场强度沿

爭牨方向，传播速度为牅。在空间某点的电场强度为

爠牨＝ ３００ｃｏｓ２π犩牠＋槏 槕π３ Ｖ燉ｍ

试求在同一点的磁场强度表达式，并用图表示电场强度、磁场强度
和传播速度之间的相互关系。
解 本题运用了┕和┘的量值关系式及┕、┘与传播速度之

间的关系。
电磁波沿－爭牫方向传播，根据┕、┘和┭的右手螺旋方向关系

及 犨槡０爣＝ 犡槡０爠的数量关系，可得

爣牪＝－
犡０
犨槡０
爠牨＝－ ８．８５×１０－１２

１２．５６×１０槡 －７×３００ｃｏｓ２π犩牠＋槏 槕π３ Ａ燉ｍ

＝－０．８ｃｏｓ２π犩牠＋槏 槕π３ Ａ燉ｍ

电场强度、磁场强度和传播速度之间的相互关系如图１３４所
示。

【】 在地球上测得太阳的平均能流密度爳＝１．４×１０３

Ｗ燉ｍ２。设太阳到地球的平均距离约为１．５×１０１１ｍ。试求太阳的总
辐射能量。若太阳光垂直照射某物体表面而被全部反射，试求该物
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图１３４

体所受的辐射压力。
解 太阳的总辐射功率为

爮＝４π牜２爳＝ ４× ３．１４× （１．５× １０１１）２× １．４× １０３Ｗ
＝３．９６× １０２６Ｗ ＝ ３．９６× １０２３ｋＷ

太阳光被物体全部反射时，物体所受的辐射压强为

牘＝ ２爳


牅＝
２× １．４× １０３

３× １０８ Ｐａ＝ ９．３× １０－６Ｐａ

即物体每平方米面积上所受的辐射压力为９．３×１０－６Ｎ。
【】 有一氦氖激光管，它所发射的激光功率为１０ｍＷ。

设发出的激光为圆柱形光束，圆柱截面的直径为２ｍｍ。试求激光
的最大电场强度爠０和磁感应强度爜０。
解 激光平均辐射强度

爳＝ 爮

１
４π牆

２
＝ ４爮

π牆２＝
４× １０× １０－３

３．１４× （２× １０－３）２Ｗ燉ｍ
２

＝３．２× １０３Ｗ燉ｍ２

爳与最大电场强度爠０的关系为

爳＝ １
２犡０牅爠

２
０

所以 爠０＝ ２爳

犡０槡牅＝
２× ３．２× １０３

８．８５× １０－１２× ３× １０槡 ８Ｖ燉ｍ

＝１．５５× １０３Ｖ燉ｍ
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电磁波中，电场强度和磁感应强度的关系为

爠＝ 牣爜
因而，在真空中，最大电场强度和磁感应强度的关系为

爠０＝ 牅爜０

故 爜０＝
爠０
牅＝
１．５５×１０３

３×１０８ Ｔ＝５．１７×１０－６Ｔ

【】 一雷达发射装置发出一圆锥形的辐射束，而辐射能
量是均匀分布于圆锥内各方向的。圆锥顶的立体角为０．０１ｓｒ，距
发射装置１ｋｍ处的电场强度的最大值爠０是１０Ｖ燉ｍ。试求：（１）磁
场强度的最大值爣０。（２）这圆锥体内的最大辐射功率。
解 本题用到了电磁波中┕与┘的量值关系式，以及坡印廷

矢量等概念。
（１）根据电磁波中电场强度与磁场强度的关系

槡 槡犡爠＝ 犨爣
可得在真空（或空气）中，电场强度和磁场强度的最大值的关系为

犡槡０爠０＝ 犨槡０爣０
因此

爣０＝
犡０
犨槡０
爠０＝ ８．８５× １０－１２

１２．５６× １０槡 －７× １０Ａ燉ｍ

＝２．６５× １０－２Ａ燉ｍ
（２）最大辐射强度

爳０＝爠０爣０

在距发射装置牜处，圆锥形电磁波波面的面积为

爛＝ 牜２犓
式中犓为波面对波源所张的立体角。因此，圆锥体内电磁波的最大
辐射功率为

爮０＝爳０爛＝ 爠０爣０牜２犓

＝１０× ２．６５× １０－２× （１× １０３）２× ０．０１Ｗ
＝２．６５× １０３Ｗ ＝ ２．６５ｋＷ
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【】 一束平面单色光爳爭从折射率为牕１的介质射向折射
率为牕２的介质（牕２＞牕１），在分界面上的入射点爭处分解成一束反
射光爭爲和一束透射光爭爴，已知入射光的┕矢量垂直于入射面，反
射光和透射光的┘矢量均在入射面内，方向如图１３５所示。试标
出反射光和透射光的┕矢量方向。

图１３５ 图１３６

解 反射光和透射光的┕矢量方向如图１３６所示。
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第十四章 波 动 光 学

知 识 要 点

第一部分 光 的 干 涉

．杨氏双缝干涉
明暗条纹的位置

牨＝
± 牑爟犧牆

± （２牑＋ １）爟犧
烅

烄

烆 ２牆

（牑＝ ０，１，２，…）
明纹

暗纹

．光程

（１）定义 光波在介质中经历的几何路程牨与该介质折射率

牕之积牕牨。
（２）光程差犠与相位差的关系

Δ犗＝ ２π犠犧 （犧为光在真空中的波长）

（３）两相干光束干涉产生的明暗纹条件

犠＝
牑犧

（２牑＋ １）犧
烅
烄

烆 ２
（牑＝ ０，１，２，…）

明纹

暗纹

（４）半波损失相当于 犧２
的附加光程差。

（５）透镜不引起附加光程差。



．薄膜干涉

（１）等倾干涉 薄膜厚度均匀。以相同倾角入射的光经薄膜
两个表面反射后发生的干涉情况相同。干涉条纹是同心圆环。明
纹和暗纹的光程差条件是

犠＝２牉 牕２２－ 牕２１ｓｉｎ２槡 牏＋ 犠′

＝
牑犧 （牑＝ １，２，３，…） 明纹

（２牑＋ １）犧２ （牑＝ ０，１，２，…）
烅
烄

烆 暗纹

（２）等厚干涉 薄膜厚度不均匀。光线垂直入射，薄膜等厚处
干涉情况相同。明纹和暗纹出现的条件是

犠＝ ２牕牉＋ 犠′＝
牑犧 （牑＝ １，２，３，…） 明纹

（２牑＋ １）犧２ （牑＝ ０，１，２，…）
烅
烄

烆 暗纹

劈尖干涉相邻明纹（或暗纹）间的距离

牓＝ 犧
２ｓｉｎ犤

牛顿环中明环和暗环的半径

牜＝
（２牑－ １）爲犧槡 ２ （牑＝ １，２，３，…） 明环

槡牑爲犧 （牑＝ ０，１，２，…）

烅

烄

烆 暗环

．迈克耳孙干涉仪
视场中明纹移动的条数爫与平面镜爩１平移的距离牆的关系：

牆＝ 爫 犧
２

第二部分 光 的 衍 射

．单缝的夫琅禾费衍射
衍射图样：明暗相间的平行条纹。
明纹和暗纹的条件：
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牃ｓｉｎ犤＝
± 牑犧

± （２牑＋ １）犧
烅
烄

烆 ２
（牑＝ １，２，３，…）

暗纹

明纹

－ 犧＜ 牃ｓｉｎ犤＜ 犧 中央明纹

中央明纹的半角宽度Δ犤０＝ａｒｃｓｉｎ犧牃。
当Δ犤０很小时，Δ犤０≈ 犧牃。

．圆孔的夫琅禾费衍射
第一级暗环的衍射角满足下式：

ｓｉｎ犤１＝ １．２２犧牆

爱里斑的半径 爲＝ １．２２犧牆牊

最小分辨角 犤Ｒ＝１．２２犧牆
最小分辨角的倒数称为光学仪器的分辨率。
．光栅衍射
单色光垂直入射时，明纹条件是

（牃＋ 牄）ｓｉｎ犤＝± 牑犧 （牑＝ ０，１，２，…）

缺级条件 牑＝ 牃＋ 牄牃 牑′ （牑′＝± １，± ２，± ３，…）

光栅的分辨本领 爲＝ 犧Δ犧＝牑爫

．Ｘ射线的衍射
布拉格公式 ２牆ｓｉｎ犤＝牑犧 （牑＝１，２，３，…）

第三部分 光 的 偏 振

．光的偏振状态
光有五种偏振状态：自然光、线偏振光、部分偏振光、椭圆偏振

光和圆偏振光。
．马吕斯定律

爤２＝ 爤１ｃｏｓ２犜

·２９３· 普通物理思考题与习题解答



自然光通过起偏器后，强度减为 １２爤０。

．布儒斯特定律

ｔａｎ牏Ｂ＝
牕２
牕１

当牏＝牏Ｂ时，反射光与折射光相互垂直。
．双折射现象
光射入晶体后分为两束：ｏ光和ｅ光。ｏ光和ｅ光都是线偏振

光。利用１燉４波片可从线偏振光得到椭圆偏振光或圆偏振光。１燉４
波片的厚度是

牆＝ 犧
４（牕ｏ－ 牕ｅ）

．偏振光的干涉
利用晶片（或人工双折射材料）和检偏器可以使偏振光分成振

动方向相同、相位差恒定的相干光而发生干涉。这两束相干光的相
位差是

Δ犗＝ ２π犧牆（牕ｏ－ 牕ｅ）＋ π

其中牆是晶片厚度。

思考题解答

第一部分 光 的 干 涉

【】 为什么两个独立的同频率的普通光源发出的光波叠
加时不能得到光的干涉图样？
答 要得到光的干涉图样，两列光波必须满足振动频率相同、

振动方向一致、相位差恒定的条件。普通光源发出的光是由光源中
各个分子或原子发出的波列组成的，而这些波列之间没有固定的
相位联系。因此，来自两个独立的普通光源的光波，即使频率相同，
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振动方向相同，它们的相位差也不可能保持恒定，因而得不到干涉
图样。

【】 试讨论两个相干点光源爳１和爳２在如下的观察屏上

产生的干涉条纹：（１）屏的位置垂直于爳１和爳２的连线；（２）屏的位

置垂直于爳１和爳２连线的中垂线。
答 （１）此时，屏上相位差相同的点分布在以屏和连线的交

点为圆心的圆周上。因此，干涉条纹是以交点为圆心的同心圆环，
离圆心越远，光程差变化越慢，所以条纹呈中间密、边缘疏的分布。
若屏恰好平分爳１和爳２的连线，则当爳１和爳２同相时，屏上光程差处

处为零，屏上亮度均匀，无干涉条纹出现；当爳１和爳２反相时，屏上
处处干涉相消，无光强分布。

（２）此时屏上的干涉条纹是如图１４１所示的双曲线。若设两
光源之间的距离为２牃，光源到屏的垂直距离为牎，波长为犧，分别过

爳１和爳２作屏的垂线，以爳１和爳２在屏上的垂足的连线为牨轴，连线

的中点为原点爭，在屏上建立直角坐标系爭牨牪，则可得第牑级明纹

满足牑犧＝ （牨＋牃）２＋牪２＋牎槡 ２－ （牨－牃）２＋牪２＋牎槡 ２，化简可知，此

图１４１

为双曲线方程 当牃＞牑犧２槏 槕时 ，据此作图可得到类似图１４１所示的
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干涉图样。
【】 在如图１４２所示的杨氏双缝实验中，试描述在下列

情况下干涉条纹如何变化：（１）当两缝的间距增大时；（２）当双缝的
宽度增大时；（３）当缝光源爳平行于双缝移动时；（４）当缝光源爳向
双缝屏移近时；（５）当缝光源爳逐渐增宽时。

图１４２

答 （１）根据杨氏双缝干涉明纹位置的表达式可知，此时条
纹向中间收缩，条纹间距变小。

（２）条纹的位置和间距不变，明纹亮度增加。
（３）爳移动会导致爳１和爳２产生相位差，使得条纹反向移动。
（４）干涉条纹没有变化。
（５）条纹位置不变，明纹亮度增加。
【】 在杨氏双缝实验中，如有一条狭缝稍稍加宽一些，屏

幕上的干涉条纹有什么变化？如把其中一条狭缝遮住，将发生什么
现象？
答 若将一条缝稍稍加宽，条纹的位置不变，明纹更亮，原暗

纹处的光强不再为零，明纹和暗纹的反差减小，条纹不如原来清
晰。如把其中一条缝遮住，干涉条纹消失，单缝衍射的中央极大占
满屏幕，光强基本上均匀分布。

【】 为什么刚吹起的肥皂泡（很小时）看不到有什么彩
色？当肥皂泡吹大到一定程度时，会看到有彩色，而且这些彩色随
着肥皂泡的增大而改变。试解释此现象。当肥皂泡大到将要破裂
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时，将呈现什么颜色？为什么？
答 在吹肥皂泡的过程中，肥皂膜的厚度逐渐减小。刚开始时

膜的厚度较大，当这个厚度使得膜的两个面上的反射光的光程差
大于光的相干长度时，两相应的波列不能重叠，因而无干涉发生，
看不到干涉条纹。当膜的厚度随肥皂泡的增大而减小到一定程度
时，就会出现干涉现象。因自然光中光的波长是连续分布的，各波
长的明纹连在一起，这样就出现了彩色。在肥皂泡变大时，其上各
点处的膜厚变小，该处的光程差变小，使得在该处出现的明纹的波
长相应地变小，所以可以观察到颜色的变化；当膜厚使得光程差小
于一个波长时，就观察不到干涉现象了。故在肥皂泡大到将要破裂
时将呈紫色，因为可见光中紫色的波长最短。

【】 为什么窗玻璃在日光照射下我们观察不到干涉条
纹？
答 因玻璃的厚度较大，使得入射光在上下两个表面处产生

的两束反射光的光程差大于相干长度，因而观察不到干涉条纹。
【】 在如图１４３所示的劈尖干涉实验中，如果把上面的

一块玻璃向上平移，干涉条纹将怎样变化？如果向右平移，干涉条
纹又怎样变化？如果将它绕接触线转动，使劈尖角增大，干涉条纹
又将怎样变化？

答 设第牑级明条纹处劈尖厚度为牉牑，则有２牉牑＋ 犧２＝牑犧。
当牑

一定时，此厚度牉牑确定不变。当上面一块玻璃向上平移时，厚度为

牉牑的位置向左移动，所以第牑级明条纹向左移动，即干涉条纹向左
平移。当上面的玻璃向右平移时，厚度为牉牑的位置也随之右移，所
以条纹向右平移。当上面的玻璃绕接触线转动，使劈尖角增大时，
厚度为牉牑的位置显然向左移动，故干涉条纹向左平移。由于相邻明

条纹之间的距离牓满足关系式牓ｓｉｎ犤＝ 犧２，
其中犤为劈尖角。所以，劈

尖角增大时，条纹变密。
【】 在牛顿环实验装置中，如果平玻璃由冕牌玻璃（牕＝
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图１４３

１．５０）和火石玻璃（牕＝１．７５）组成。透镜用冕牌玻璃制成，而透镜
与平玻璃间充满二硫化碳（牕＝１．６２），如图１４４所示。试说明在单
色光垂直照射下反射光的干涉图样是怎样的，并大致将其画出来。

图１４４ 图１４５

答 光在左半部分空气膜的上下表面反射时都有半波损失，
而在右半部分只在空气膜的上表面处反射时有半波损失。设左半
部分第牑级明纹处空气膜的厚度为牉牑，右半部分第牑级暗纹处膜厚

为牉′牑，则有２牉牑＝牑犧和２牉′牑＋ 犧２＝（２牑＋１）
犧
２，
可见，左边的第牑级明
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纹与右边的第牑级暗纹形成一个完整的圆。据此可大致画出干涉
图样，如图１４５所示。

【】 牛顿环和迈克耳孙干涉仪实验中的圆条纹均是从中
心向外由疏到密的明、暗相间的同心圆，试说明这两种干涉条纹不
同之处，若增加空气薄膜的厚度，这两种条纹将如何变化？为什么？
答 牛顿环是等厚干涉条纹，条纹半径越大，干涉级次越高。

迈克耳孙干涉仪实验中的圆条纹是等倾干涉条纹，条纹半径越大，
干涉级次越低。当空气膜的厚度增加时，前者向中心收缩，不断“陷
入”中心；后者向外扩展，不断从中心“冒出”。

【】 在加工透镜时，经常利用牛顿环快速检测其表面曲
率是否合格。将标准件（玻璃验规）Ｇ覆盖在待测工件Ｌ之上，如图

１４６所示。如果光圈（牛顿环的俗称）太多，工件不合格，需要进一
步研磨，究竟磨边缘还是磨中央，有经验的工人师傅只要将验规轻
轻下压，观察光圈的变化，试问他是怎样判断的。
答 若工件Ｌ的中央与标准件Ｇ接触不紧密，则其中会存在

空气膜，产生等厚干涉条纹。向下轻压验规时，膜变薄，圆条纹向中
心收缩，此时需要磨边缘；若工件的中央与标准件吻合，但接触面
太小，也不合格，此时向下轻压验规时，膜变薄，圆条纹向外扩展，
表明需要磨中央。

图１４６ 图１４７
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【】 用迈克耳孙干涉仪观测等厚条纹时，若使其中一平
面镜Ｍ２固定（图１４７），而另一平面镜Ｍ１绕垂直于纸面的轴线转

到Ｍ′１的位置，问在转动过程中将看到什么现象？如果将平面镜Ｍ１

换成半径为爲的球面镜（凸面镜或凹面镜），球心恰在光线Ⅰ上，球
面镜的像的顶点与Ｍ２接触，此时将观察到什么现象？
答 在Ｍ１转动到Ｍ′１位置的过程中，干涉条纹向右平移，且条

纹变密。将平面镜Ｍ１换成半径为爲的球面镜后，将形成类似牛顿
环的等厚干涉条纹，但中心点是明纹。

第二部分 光 的 衍 射

【】 （１）为什么无线电波能绕过建筑物，而光波却不能？
（２）为什么隔着山可以听到中波段的电台广播，而电视广播却很容
易被高大建筑物挡住？
答 （１）当障碍物的大小与波的波长相近时，波可以绕过障

碍物传播，即发生衍射。无线电波波长与建筑物相近，所以能绕过
建筑物。而光波波长远小于建筑物的尺寸，不能发生衍射。

（２）中波波长范围是２００～３０００ｍ，与山的尺度相近，所以绕
过山发生衍射。电视广播所用的波长在米波段，即１～１０ｍ的范
围，高大建筑物的尺寸比米波段的波长大得多，所以不能发生衍
射。

【】 一人持一狭缝屏紧贴眼睛，通过狭缝注视遥远处的
一平行于狭缝的线状白光光源，这人看到的衍射图样是菲涅耳衍
射还是夫琅禾费衍射？
答 由于光源在很远处，且其波阵面为以线状白光光源为轴

的圆柱面，所以入射光可视为平行光。又因为屏紧贴眼睛，观测屏
实际上就在视网膜上，晶状体起凸镜的作用，使得衍射光也是平行
光。所以，看到的是夫琅禾费衍射图样。

【】 在如图１４８所示的单缝夫琅禾费衍射实验中，试讨
论下列情况衍射图样的变化：（１）狭缝变窄；（２）入射光的波长增
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大；（３）单缝垂直于透镜光轴上下平移；（４）线光源爳垂直透射光轴
上下平移；（５）单缝沿透镜光轴向观察屏平移。

图１４８

答 （１）条纹变宽，且向上下两边移动。
（２）条纹变宽，且向上下两边移动。
（３）衍射图样不变化。
（４）线光源爳垂直透射光轴上下平移时，入射到单缝上的平

行光将是斜入射的，这会造成衍射图样作反向平移。参见习题１４
１７。

（５）衍射图样没有变化。
【】 在双缝实验中，怎样区分双缝干涉和双缝衍射？
答 当缝宽很小时，单缝衍射的中央明纹基本上占满观测屏，

两束单缝衍射光在屏上的叠加就是两个中央明纹的相干叠加，干
涉条纹近于等强度分布，这时可认为发生的是双缝干涉；当缝宽不
很小时，屏上将出现单缝衍射的多级明纹，这两套单缝衍射的明纹
在屏上相干叠加时形成的干涉条纹强度有明显变化，这时可认为
是双缝衍射。参见原教材图１４４６。

【】 光栅衍射图样的强度分布具有哪些特征？这些特征
分别与光栅的哪些参数有关？
答 光栅衍射图样由细窄而明亮且分得很开的主明纹和其间

由许多次明纹形成的相当弱的背景构成。增加缝数爫可使主明纹
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变细。次明纹很弱，强度仅为主明纹的４％左右。光栅衍射图样中
存在缺级现象，所缺级次由缝宽度牃和光栅常量牆决定。牆越小，光
谱散得越开，爫越大，分辨率越高。

【】 如果光栅中透光狭缝的宽度与不透光部分的宽度
相等，将出现怎样的衍射图样？

答 光栅衍射中存在缺级，所缺级数牑＝牃＋牄牃 牑′（牑′＝１，２，３，

…），当牃＝牄时，牑＝２牑′，故除中央明纹外，所有偶级数的主明纹都
不出现。

【】 光栅衍射光谱和棱镜光谱有何不同？
答 棱镜对白光的色散光谱是由于不同颜色的光在棱镜中的

传播速度不相等，也就是折射率不一样而形成的。波长越长，偏折越
小，偏向角也就越小，所以红光比紫光的偏向角小。光栅光谱则是由
于衍射造成的。对给定的级数，波长越短，衍射角越小，所以紫光比
红光的衍射角小，而且对零级无色散，级次越高，光谱展得越开。

图１４９

【】 图１４９所示的是单色光通过三种不同衍射屏在屏
幕上呈现的夫琅禾费衍射强度分布曲线。试指出这些图所对应的
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各是什么衍射屏？说明图１４１９（ａ）和（ｂ）所示两衍射屏的有关参数
的相对大小。
答 图１４９（ａ）中有次明纹出现，所以衍射屏是光栅。第３级

主明纹缺级，表明光栅常量与缝宽之比为３。图１４９（ｂ）中的图样所
对应的是双缝衍射屏，且缝间距是缝宽的２倍。图１４９（ｃ）所对应的
是单缝衍射屏。

第三部分 光 的 偏 振

【】 如图１４１０所示，Ｍ为起振偏器，Ｎ为检偏振器。今
以单色自然光垂直入射。若保持Ｍ不动，将Ｎ绕爭爭′轴转动３６０°，
转动过程中通过Ｎ的光强怎样变化？若保持Ｎ不动，将Ｍ绕爭爭′轴
转动３６０°，则转动过程中通过Ｎ的光强又怎样变化？试定性画出光
强对转动角度的关系曲线。

图１４１０ 图１４１１

答 通过Ｍ 的光为线偏振光，光强爤１不变，始终是入射的自
然光强度的一半。通过Ｎ的光也是线偏振光，设此光强为爤２，则由
马吕律定律有爤２＝爤１ｃｏｓ２犜，其中犜是爤１的偏振方向与Ｎ的偏振化方
向之间的夹角。对题中所给的两种情况，通过Ｎ的光强变化相同，
即光强经历由零到最大，再由最大到零的变化。设开始时光强为
零，则可得光强对转动角度犝的关系曲线大致如图１４１１所示。

【】 上题中，若使Ｍ 和Ｎ的偏振化方向相互垂直，则通
过Ｎ后的光强为零。若在Ｍ和Ｎ之间插入另一偏振片Ｃ，它的方向
和Ｍ及Ｎ均不相同，则通过Ｎ后的光强如何？若将偏振片Ｃ转动
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一周，试定性画出光强对转动角度的关系曲线。
答 若入射的自然光的光强为 爤０，则通过 Ｎ后的光强 爤＝

爤０
２ｃｏｓ

２犜ｓｉｎ２犜，其中犜是Ｃ和Ｍ的偏振化方向之间的夹角。设Ｃ开始

时与Ｍ的偏振化方向一致，则通过Ｎ的光强爤与转动角度犝的关
系为

爤＝ 爤０２ｃｏｓ
２犝ｓｉｎ２犝＝ 爤０８ｓｉｎ

２２犝

根据此式，当犝由０变到３６０°时，可得爤犝曲线如图１４１２所示。

图１４１２

图１４１３

【】 在如图１４１３所示的各种情况中，以非偏振光或偏
振光由空气入射到水面时，折射光和反射光各属于什么性质的光？
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在图１４１３中所示的折射光线和反射光线上用点和短线把振动方
向表示出来。把不存在的反射线或折射线划掉。图中牏０＝ａｒｃｔａｎ牕，
牕为水的折射率，牏≠牏０。
答 折射光线与反射光线的振动方向如图１４１４所示。

图１４１４

【】 若从一池静水的表面上反射出来的太阳光是完全
偏振的，那么太阳在地平线之上的仰角是多大？这种反射光的电矢
量的振动方向如何？
答 水的折射率为１．３３。当入射角为布儒斯特角时反射光是

完全偏振的。此时有

ｔａｎ牏Ｂ＝ １．３３燉１＝ １．３３
故牏Ｂ＝５３．０６°，即太阳在地平线之上的仰角是５３．０６°。反射光的电
矢量的振动方向与入射面垂直。

【】 据测金星表面反射的光是部分偏振光，这样可以推
测金星表面覆有一层具有镜面特性的物质，例如水或由水滴、冰晶
等组成的小云层。其根据是什么？
答 根据是，理论和实验观测指出，自然光在反射和折射时反

射光和折射光都将成为部分偏振光。
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【】 如图１４１５所示，一束自然光入射到方解石晶体上，
经折射后透射出晶体。对这晶体来说，试问：（１）哪一束是ｏ光？哪
一束是ｅ光？为什么？（２）牃、牄两束光处于什么偏振态？分别画出
它们的光矢量振动方向。（３）在入射光束中放一偏振片，并旋转此
偏振片，出射光强有何变化？
答 （１）图１４１５中的入射光与折射光均与光轴垂直，此时ｅ

光的折射率就是ｅ光的主折射率牕ｅ，而牕ｅ＝１．４８６４，ｏ光的折射率牕ｏ
＝１．６５８４。显然牕ｅ＜牕ｏ。若空气的折射率记为牕，则由折射定律有

牕ｓｉｎ牏＝牕０ｓｉｎ犞０和牕ｓｉｎ牏＝牕ｅｓｉｎ犞ｅ，故犞ｅ＞犞ｏ，说明ｅ光的折射角比ｏ光
的大，所以牃为ｏ光，牄为ｅ光。

图１４１５ 图１４１６

（２）牃、牄两光束都是线偏振光。牃光的振动方向垂直于它对应的
主平面；ｅ光的振动方向平行于它对应的主平面，如图１４１６所示。

（３）若在入射光中放一偏振片并旋转，则入射光成为偏振方
向不断变化的线偏振光，其偏振方向与光轴之间的夹角犜作３６０°的
变化。若设入射线偏振光的振幅爛，ｏ光的振幅爛ｏ和ｅ光的振幅爛ｅ，
则有如下关系：爛ｏ＝爛ｃｏｓ犜，爛ｅ＝爛ｓｉｎ犜。由此知，ｏ光和ｅ光的光强
作周期性变化，且当其中一个最大时，另一个就为零。

【】 一光束可能是（ａ）自然光；（ｂ）线偏振光；（ｃ）部分偏
振光。如何用实验来决定这束光是哪一种光。
答 可用检偏器来区分。通过检偏器观察这束光，当绕光的传

播方向转动检偏器时，（ａ）光强无变化者为自然光；（ｂ）光强有大小
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的变化，并且有消光（光强变为零）现象的是线偏振光；（ｃ）光强有
大小的变化，但无消光现象的是部分偏振光。

【】 如图１４１７所示的菲涅耳阿喇果实验。在杨氏双缝
干涉实验中，Ｓ为单色自然光源。（１）如果在Ｓ后放置偏振片Ｐ０（如
图１４１７，但没有Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３），干涉条纹有何变化？（２）如果在Ｓ１和Ｓ２
处再分别加偏振片Ｐ１和Ｐ２，它们的偏振化方向互相垂直，且都与Ｐ０
的偏振化方向成４５°角，屏上的光强分布如何？（３）在屏前再放偏振
片Ｐ３，其偏振化方向与Ｐ０平行，这时屏上的干涉条纹与（１）中的情
形有何不同？（４）在（３）中的布置，如将Ｐ０转过９０°而偏振化方向与

Ｐ３垂直，干涉条纹有何变化？（５）在（３）中的布置，将Ｐ０撤去，屏上
的光强分布情况如何？

图１４１７

答 （１）加上偏振片Ｐ０后，入射光光强减半，但由Ｓ１和Ｓ２发
出的光振动方向相同，仍为相干光。故条纹位置不变，明纹亮度减
小一半。

（２）此时由Ｓ１、Ｓ２发出来的光振动方向相互垂直，不再是相干
光，观测屏上干涉条纹消失，一片明亮。

（３）这时干涉条纹的位置与（１）中的相同，光强减为（１）中的
一半。

（４）此时通过Ｐ３的两个光矢量始终是与振动方向相反的，屏
上处处光强为零。

（５）条纹位置不变，光强增加一倍。
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习 题 解 答

第一部分 光 的 干 涉

【】 在双缝干涉实验中，两缝的间距为０．６ｍｍ，照亮狭
缝爳的光源是汞弧灯加上绿色滤光片。在２．５ｍ远处的屏幕上出
现干涉条纹，测得相邻两明条纹中心的距离为２．２ｍｍ。试计算入
射光的波长。
解 本题是利用双缝干涉测量光的波长的一个例子。
已知牆＝０．６ｍｍ＝０．６×１０－３ｍ，爟＝２．５ｍ，Δ牨＝２．２ｍｍ＝

２．２×１０－３ｍ。相邻两明条纹中心间距

Δ牨＝ 爟犧牆
因此入射光波长为

犧＝牆Δ牨爟 ＝ ０．６× １０
－３× ２．２× １０－３

２．５ ｍ

＝５．２８× １０－７ｍ＝ ５２８ｎｍ
【】 用很薄的云母片（牕＝１．５８）覆盖在双缝实验中的一

条缝上，这时屏幕上的零级明条纹移到原来的第七级明条纹的位
置上。如果入射光波长为５５０ｎｍ，试问此云母片的厚度为多少？
解 在未加云母片时零级明条纹处的光程差为零，在一条缝

上加云母片后该处光程差增加。零级明条纹每移动一个相邻条纹
间距的距离，原中心零级明纹处光程差就增加了一个波长。因此，
若设云母片厚度为牠，则在一条缝上覆盖该云母片后，由该缝发出
的光的光程将增加牕牠－牠＝（牕－１）牠。正是这一附加光程差使零级明
条纹移到原来的第七级明条纹处，故

（牕－ １）牠＝ ７犧
已知牕＝１．５８，犧＝５５０ｎｍ，云母片厚度为
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牠＝ ７犧
牕－ １＝

７× ５５０× １０－９

１．５８－ １ ｍ

＝６．６× １０－６ｍ＝ ６．６× １０－３ｍｍ
需要指出的是，全部干涉条纹均随零级明纹平移。

【】 用白光垂直入射到间距为牆＝０．２５ｍｍ的双缝上，
距离缝１．０ｍ处放置屏幕。求第二级干涉条纹中紫光和红光极大
点的间距（白光的波长范围是４００～７６０ｎｍ）。
解 对于波长为犧的光波，第二级明条纹的位置

牨＝ ２爟犧牆
因此，对于波长分别为犧１和犧２的光波，它们的第二级明条纹的间距

Δ牨＝ ２爟（犧２－ 犧１）牆
这里犧１＝４００ｎｍ＝４００×１０－９ｍ，犧２＝７６０ｎｍ＝７６０×１０－９ｍ，牆＝
０．２５ｍｍ＝０．２５×１０－３ｍ，爟＝１．０ｍ，故

Δ牨＝２× １．０× （７６０× １０
－９－ ４００× １０－９）

０．２５× １０－３ ｍ

＝２．８８× １０－３ｍ＝ ２．８８ｍｍ
【】 一射电望远镜的天线设在湖岸上，距湖面高度为牎

（图１４１８），对岸地平线上方有一恒星正在升起，恒星发出波长为犧
的电磁波。试求当天线测得第一级干涉极大时恒星所在的角位置

犤。（提示：作为洛埃德镜干涉分析。）

图１４１８ 图１４１９
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解 在本题中要注意电磁波在水面反射时有半波损失。
从图１４１９中可以看出，经湖面反射到达爞点的波与直接到达

爞点的波所走过的路程之差为

牜２－ 牜１＝ 爛爞－ 爜爞
其中

爛爞＝ 牎
ｓｉｎ犤， 爜爞＝ 爛爞ｃｏｓ２犤＝ 牎ｃｏｓ２犤ｓｉｎ犤

因此

牜２－ 牜１＝ 牎
ｓｉｎ犤－

牎ｃｏｓ２犤
ｓｉｎ犤 ＝

牎
ｓｉｎ犤（１－ ｃｏｓ２犤）＝ ２牎ｓｉｎ犤

因电磁波被湖水反射时的半波损失，反射波和直射波的波程差为

犠＝ 牜２－ 牜１＋ 犧燉２＝ ２牎ｓｉｎ犤＋ 犧燉２
两束波在爞点产生第一级干涉极大时，它们的波程差犠＝犧，即

２牎ｓｉｎ犤＋ 犧燉２＝ 犧， ４牎ｓｉｎ犤＝ 犧

ｓｉｎ犤＝ 犧
４牎

因为犤很小，近似有ｓｉｎ犤＝犤，于是得到

犤＝ 犧
４牎

【】 一平面单色光波垂直照射在厚度均匀的薄油膜上。
油膜覆盖在玻璃板上。所用单色光的波长可以连续变化，观察到

５００ｎｍ与７００ｎｍ这两个波长的光在反射中消失。油的折射率为

１．３０，玻璃的折射率为１．５０，试求油膜的厚度。
解 注意，由于油的折射率比空气的大，玻璃的折射率比油的

大，光在油膜的上下两个表面反射时都有半波损失，因此，从油膜
上下两个表面反射的两束光的光程差为犠＝２牕牉，其中牕和牉分别
是油膜的折射率和厚度。设入射光的波长为犧，则当犧满足下式时
反射光消失，

犠＝ ２牕牉＝ （２牑＋ １）犧２ （牑＝ ０，１，２，…）
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若犧１、犧２（犧２＞犧１）是使反射光消失的两个相邻的波长，则有

２牕牉＝ （２牑＋ １）犧１２ ①

２牕牉＝ ［２（牑－ １）＋ １］犧２２＝ （２牑－ １）
犧２
２ ②

由①、②两式可得

牉＝ 犧１犧２
２牕（犧２－ 犧１）＝

５００× ７００
２× １．３０× （７００－ ５００）ｎｍ＝ ６７３ｎｍ

【】 白光垂直照射在空气中厚度为 ０．４０μｍ的玻璃片
上。玻璃的折射率为 １．５０。试问在可见光范围内（犧＝４００～７００
ｎｍ），哪些波长的光在反射中增强？哪些波长的光在透射中增强？
解 注意透射光中一部分是直接透射的，一部分是经过两次

从玻璃到空气的界面反射后才透射的。更多次反射后才透射的光
很弱，不必考虑。
反射增强的光的波长犧满足

２牕牉＋ 犧
２＝ 牑犧 （牑＝ １，２，３，…）

于是 犧＝ ４牕牉
２牑－１＝

４×１．５０×０．４０×１０３

２牑－１ ｎｍ＝２．４×１０
３

２牑－１ ｎｍ

只有牑＝３使得犧在可见光范围内，即

犧＝ ２．４× １０
３

２× ３－ １ｎｍ＝ ４８０ｎｍ

透射中增强的光满足

２牕牉＝ 牑犧 （牑＝ １，２，３，…）

故 犧＝ ２牕牉牑 ＝
２× １．５０× ０．４０× １０３

牑 ｎｍ＝ １．２× １０
３

牑 ｎｍ

只有牑＝２或牑＝３时，犧才在可见光范围内，故

犧１＝ １．２× １０
３

２ ｎｍ＝ ６００ｎｍ， 犧２＝ １．２× １０
３

３ ｎｍ＝ ４００ｎｍ

【】 白光垂直照射到空气中一厚度为３８０ｎｍ的肥皂水
膜上。试问水膜表面呈现什么颜色？（肥皂水的折射率看作１．３３。）
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解 注意，入射光第一次发生反射时有半波损失，第二次在肥
皂水膜内部被反射回膜内时无半波损失，此反射光再透射出来与
第一次的反射光叠加。水膜表面呈现的颜色是反射光中相干加强
的各种波长（颜色）的光混合的结果。

从肥皂水膜两表面反射的两条光线的光程差犠＝２牕牉＋ 犧２。
当

２牕牉＋ 犧
２＝ 牑犧 （牑＝ １，２，３，…）

时反射光最强，由此可得相应波长

犧＝ ４牕牉
２牑－ １

已知牕＝１．３３，牉＝３８０ｎｍ。在白光波长范围内，牑只能取牑１＝２和牑２
＝３两个值，相应的波长为

犧１＝ ４× １．３３× ３８０２× ２－ １ ｎｍ＝ ６７４ｎｍ（红色）

犧２＝ ４× １．３３× ３８０２× ３－ １ ｎｍ＝ ４０４ｎｍ（紫色）

所以水膜表面呈现紫红色。

图１４２０

【】 彩色电视发射机常用三基色的分
光系统，如图１４２０所示，系用镀膜方法进行分
色。现要求红光的波长为６００ｎｍ，绿光的波长
为５２０ｎｍ。设基片玻璃的折射率牕＝１．５０，膜材
料的折射率牕′＝２．１２。试求膜的厚度。
解 光束射至薄膜表面被反射时有半波

损失，从薄膜射至与玻璃的分界面被反射时没
有半波损失。
设入射角为牏，膜的厚度为牉，两束反射光叠

加时的光程差

犠＝ ２牉 牕′２－ ｓｉｎ２槡 牏＋ 犧燉２
而牕′＝２．１２，牏＝４５°，故
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犠＝ ２牉 ２．１２２－ ｓｉｎ２槡 ４５°＋ 犧燉２＝ ４牉＋ 犧燉２
设反射光为红光的薄膜厚度为牉１，则

４牉１＋ 犧１燉２＝ 犧１
牉１＝ 犧１燉８＝ ６００燉８ｎｍ＝ ７５ｎｍ

设反射光为绿光的薄膜厚度为牉２，则

４牉２＋ 犧２燉２＝ 犧２

牉２＝ 犧２燉８＝ ５２０燉８ｎｍ＝ ６５ｎｍ
以上得出的是牉１和牉２的最小值，当

４牉＋ 犧
２＝ 牑犧

即 牉＝ 牑－槏 槕１２ 犧
４ （牑＝ １，２，３，…）

时，均能满足分光要求。膜的厚度的确定还要综合考虑其他因素。
【】 利用劈尖的等厚干涉条纹可以测量很小的角度。今在

很薄的劈尖玻璃板上，垂直地射入波长为５８９．３ｎｍ的钠光，相邻暗
条纹间距离为５．０ｍｍ，玻璃的折射率为１．５２，求此劈尖的夹角。
解 注意考虑半波损失。
设玻璃折射率为牕，在厚度为牉处，两束反射光叠加时的光程差

犠＝ ２牕牉＋ 犧
２

与第牑级暗条纹相应的厚度牉牑满足下式

２牕牉牑＋ 犧
２＝ （２牑＋ １）

犧
２

牉牑＝ 牑犧２牕

因此 牓ｓｉｎ犤＝牉牑＋１－牉牑＝ 犧２牕

ｓｉｎ犤＝ 犧
２牕牓＝

５８９．３× １０－９

２× １．５２× ５．０× １０－３＝ ３．８８× １０
－５

劈尖夹角 犤≈ｓｉｎ犤＝３．８８×１０－５ｒａｄ＝８″
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【】 一玻璃劈尖的末端的厚度为 ０．０５ｍｍ，折射率为

１．５０。今用波长为７００ｎｍ的平行单色光以３０°的入射角射到劈尖
的上表面，试求：（１）在玻璃劈尖的上表面所形成的干涉条纹数目；
（２）若以尺寸完全相同的由两玻璃片形成的空气劈尖代替上述的
玻璃劈尖，则所产生的条纹数目又为多少？
解 （１）当平行单色光以入射角牏射到劈尖表面上时，上下两

个表面的反射光的光程差为

犠＝ ２牉 牕２２－ 牕２１ｓｉｎ２槡 牏＋ 犧燉２

当 ２牉 牕２２－牕２１ｓｉｎ２槡 牏＋犧燉２＝牑犧 （牑＝１，２，３，…）
时，厚度为牉处出现明条纹。由此得

牉＝ （２牑－ １）犧

４ 牕２２－ 牕２１ｓｉｎ２槡 牏
又牕２＝１．５０，牕１＝１，牏＝３０°，犧＝７００ｎｍ，故

牉＝ （２牑－ １）× ７００
４ １．５０２－ ｓｉｎ２槡 ３０°

ｎｍ＝ １２３．７（２牑－ １）ｎｍ

相邻两明条纹对应的劈尖的厚度差

牉牑＋１－ 牉牑＝｛１２３．７［２（牑＋ １）－ １］－ １２３．７（２牑－ １）｝ｎｍ
＝２４７．４ｎｍ

设相邻两明条纹间距为牓，劈尖角度为犤，劈尖长度为爧，末端厚度为

牆，则

牉牑＋１－ 牉牑＝ 牓ｓｉｎ犤＝ 牓牆燉爧
劈尖表面上干涉条纹数

爫＝ 爧
牓＝

牆
牉牑＋１－ 牉牑

而牆＝０．０５ｍｍ＝５×１０４ｎｍ，故

爫＝ ５× １０
４

２４７．４＝ ２０２（
条）

（２）若为空气劈尖，则牕１＝１．５０，牕２＝１，明条纹处厚度
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牉＝ （２牑－ １）犧

４ 牕２２－ 牕２１ｓｉｎ２槡 牏
＝ （２牑－ １）× ７００
４ １－ １．５０２× ｓｉｎ２槡 ３０°

ｎｍ

＝２６４．６（２牑－ １）ｎｍ
牉牑＋１－ 牉牑＝ ｛２６４．６［２（牑＋ １）－ １］－ ２６４．６（２牑－ １）｝ｎｍ

＝ ５２９．２ｎｍ

爫＝ 牆
牉牑＋１－ 牉牑＝

５× １０４

５２９．２＝ ９４（
条）

【】 使用单色光来观察牛顿环，测得某一明环的直径为

３．００ｍｍ，在它外面第五个明环的直径为４．６０ｍｍ，所用平凸透镜
的曲率半径为１．０３ｍ，求此单色光的波长。
解 此题用到了牛顿环的明环半径公式

牜牑＝ （２牑－ １）爲犧槡 ２ （牑＝ １，２，３，…）

此处爲＝１．０３ｍ，牜牑＝３．００燉２ｍｍ＝１．５０ｍｍ，牜牑＋５＝４．６０燉２ｍｍ＝
２．３０ｍｍ，则

牜２牑＝ （２牑－ １）爲犧２ ， 牜２牑＋５＝ ［２（牑＋ ５）－ １］爲犧２
故 牜２牑＋５－ 牜２牑＝ ５爲犧

犧＝
牜２牑＋５－牜２牑
５爲 ＝（２．３０×１０

－３）２－（１．５０×１０－３）２

５×１．０３ ｍ＝５９０ｎｍ

图１４２１

【】 一柱面平凹透镜Ａ，曲率半径为爲，放在平玻璃片Ｂ
上，如图１４２１所示。现用波长为犧的
单色平行光自上方垂直往下照射，
观察Ａ和Ｂ间空气薄膜的反射光的
干涉条纹。如空气膜的最大厚度牆＝
２犧，（１）分析干涉条纹的特点（形状、
分布、级次高低），作图表示明条纹；
（２）求明条纹距中心线的距离牜；（３）
共能看到多少条明条纹？（４）若将玻
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璃片Ｂ向下平移，条纹如何移动？若玻璃片移动了犧燉４，问这时还能
看到几条明条纹？
解 这是一个等厚干涉问题，注意计入半波损失。
（１）在空气薄膜内，在平行于柱面平凹透镜棱边的同一直线

处，空气厚度相等，从膜的两个表面反射的光束的光程差相等，因
而干涉图样是平行于透镜棱边的明暗相间的条纹。图样的中心位
于空气膜最大厚度处，是一暗条纹，它的两侧对称地分布着同级的
明条纹或暗条纹，而在图样的边缘是两条暗条纹。由于中心处空气
膜厚度最大，故条纹的级别由中心向两侧逐次降低。干涉图样如图

１４２２（ａ）所示。

图１４２２

（２）如图１４２２（ｂ）所示，空气薄膜厚度为牉处（爮点）到中心线
的距离以牜表示，爛爟＝牆，则

牜２＝爲２－ 爞爜２＝ 爲２－ （爲－ 爛爜）２

＝爲２－ ［爲－ （爛爟－ 爜爟）］２＝ 爲２－ ［爲－ （牆－ 牉）］２

忽略（牆－牉）２项，则

牜２＝ ２爲（牆－ 牉）

由此解得 牉＝ 牆－ 牜２

２爲
在空气膜厚度为牉处，两束反射光的光程差
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犠＝ ２牉＋ 犧燉２＝ ２牆－ 牜２燉爲＋ 犧燉２
当 ２牆－牜２燉爲＋犧燉２＝牑犧
时出现明条纹，因此明条纹到中心线的距离为

槏 槕槡牜＝ ２爲牆－ 牑－ １燉２爲犧
（３）由于存在半波损失，在平凹透镜与平玻璃片接触处（牉＝

０）出现第零级暗条纹。在最大厚度处，牉＝牆＝２犧，光程差

槏 槕犠＝ ２牉＋ 犧燉２＝ ２× ２犧＋ 犧燉２＝ ４＋ １燉２犧
因此出现第４级暗条纹。相邻暗条纹之间存在一条明条纹，在中心
暗条纹两侧各有４条明条纹，共８条明条纹。

（４）将玻璃片下移，空气膜厚度增加，干涉条纹向两侧移动。
若玻璃片向下移动犧燉４，各处空气膜厚度都增加了犧燉４，光程差则增
加了犧燉２，原来的第牑级暗条纹处出现第（牑＋１）级明条纹。因此，在
边缘处是第１级明条纹，而在中心处是第５级明条纹，干涉图样上
一共有９条明条纹。

【】 如图１４２３所示，Ｇ１和Ｇ２是两块块规（块规是两个

图１４２３

端面经过磨平抛光，达到相互平行的钢质长方体），Ｇ１的长度是标

准的，Ｇ２是同规格待校准的复制品（两者的长度差在图中是夸大

的）。Ｇ１和Ｇ２放置在平台上，用一块样板平玻璃Ｔ压住。（１）设垂

直入射光的波长犧＝５８９．３ｎｍ，Ｇ１与Ｇ２相隔牆＝５ｃｍ，Ｔ与Ｇ１以及

Ｔ与Ｇ２间的干涉条纹的间隔都是０．５ｍｍ。试求Ｇ１与Ｇ２的长度
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差。（２）如何判断Ｇ１、Ｇ２哪一块比较长一些？（３）如果Ｔ与Ｇ１间的
干涉条纹的间距是０．５ｍｍ，而Ｔ与Ｇ２间的干涉条纹的间距是０．３
ｍｍ，则说明了什么问题？
解 Ｇ１和Ｇ２的上端面分别与Ｔ构成空气劈尖。
（１）若相邻明条纹间距为牓，则由公式

２牓ｓｉｎ犜＝ 犧

可得 ｓｉｎ犜＝ 犧２牓
设两块规长度差为Δ牎，则由图１４２３可知

ｔａｎ犜＝ Δ牎牆
因犜很小，ｔａｎ犜≈ｓｉｎ犜，可得

Δ牎
牆＝

犧
２牓

Δ牎＝犧牆２牓＝
５８９．３× １０－９× ５× １０－２

２× ０．５× １０－３ ｍ

＝２．９５× １０－５ｍ＝ ２．９５× １０－２ｍｍ
（２）在图１４２３中，如果和牃点、牅点相应的条纹是暗条纹，则

Ｇ２比较长一些；如果和牄点、牆点相应的条纹是暗条纹，则Ｇ２比较
短一些。如果在极偶然的情况下，和牃、牄、牅、牆四点相应的条纹都是
暗条纹，只需对两块规的距离稍作调整，即只会出现和牃、牅两点相
应的暗条纹，或和牄、牆两点相应的暗条纹。

（３）根据公式２牓ｓｉｎ犜＝犧知，如果Ｔ与Ｇ２间干涉条纹的间距小
于Ｔ与Ｇ１间干涉条纹的间距，即牓２＜牓１，则犜２＞犜１，说明Ｇ２的端面向
右下方倾斜。

【】 一实验装置如图１４２４所示，一块平玻璃片上放一
油滴。当油滴展开成油膜时，在单色光（波长犧＝６００ｎｍ）垂直照射
下，从反射光中观察油膜所形成的干涉条纹（用读数显微镜观察），
已知玻璃的折射率牕１＝１．５０，油膜的折射率牕２＝１．２０。（１）当油膜
中心最高点与玻璃片的上表面相距牎＝１．２μｍ时，描述所看到的
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图１４２４

条纹情况。可以看到几条明条纹？明条
纹所在处的油膜的厚度是多少？中心
点的明暗如何？（２）当油膜继续摊展
时，所看到的条纹情况将如何变化？中
心点的情况如何变化？
解 这是一个等厚干涉问题。
（１）入射光在油膜上下两表面反

射时都存在半波损失。在油膜厚度为牉
处，两反射光的光程差

犠＝ ２牕２牉
出现明暗条纹处的油膜厚度由下式决定

２牕２牉＝
牑犧 （牑＝ ０，１，２，…） 明条纹

（２牑＋ １）犧２ （牑＝ ０，１，２，…）
烅
烄

烆 暗条纹

由此可见，在油膜的边缘处（牉＝０）出现第零级明条纹。随着厚度增
加，出现级别依次提高的其他圆形明条纹，它们所在处的油膜厚度

牉＝ 牑犧
２牕２＝ 牑

６００
２× １．２ｎｍ＝ ２５０牑ｎｍ＝ ０．２５牑μｍ

由此可得各级明纹所对应的油膜厚度为 牉１＝０．２５μｍ，牉２＝０．５０

μｍ，牉３＝０．７５μｍ，牉４＝１．０μｍ。油膜最大厚度（即油膜中心处）牎＜
１．２５μｍ，因此可以看到五条明条纹。可以算出，第４级暗条纹对应
的油膜厚度为１．１２５μｍ，因此中心处不是最亮，也不是最暗，明暗
程度介于两者之间。

（２）油膜摊展时，最大厚度减小，明纹的最高级别降低，也就
是明条纹数减少，条纹间隔增大；中心点逐渐变暗，在 牎＝１．１２５
μｍ时最暗，以后逐渐变亮，在牎＝１μｍ时最亮，以后又逐渐变暗，
依此类推，直到油膜停止摊展，或在牎＜０．１２５μｍ后，中心点只变
亮，不再变暗。

【】 迈克耳孙干涉仪可用来测量单色光的波长，当Ｍ２
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移动距离牆＝０．３２２０ｍｍ时，测得某单色光的干涉条纹移过爫＝
１２０４条，试求该单色光的波长。
解 牆、爫和光波波长犧存在如下关系

牆＝ 爫犧燉２
由此可得波长

犧＝ ２牆爫 ＝
２× ０．３２２０
１２０４ ｍｍ＝ ５．３４９× １０－４ｍｍ＝ ５３４．９ｎｍ

第二部分 光 的 衍 射

【】 有一单缝，宽牃＝０．１０ｍｍ，在缝后放一焦距为 ５０

ｃｍ的会聚透镜。用平行绿光（犧＝５４６．０ｎｍ）垂直照射单缝，试求
位于透镜焦面处的屏幕上的中央明条纹及第二级明条纹的宽度。
解 中央明条纹的半角宽度

Δ犤０＝ 犧燉牃
屏幕上中央明条纹宽度为

Δ牨０＝２牊Δ犤０＝ ２牊犧牃 ＝
２× ５０× １０－２× ５４６．０× １０－９

０．１０× １０－３ ｍ

＝５４６．０× １０－５ｍ＝ ５．４６ｍｍ
第二级暗条纹满足 牃ｓｉｎ犤２＝２犧

犤２很小，近似有 犤２＝２犧牃
同理，第三级暗条纹的衍射角

犤３＝ ３犧牃
因此第二级明条纹的角宽度

Δ犤＝ 犤３－ 犤２＝ ３犧牃－
２犧
牃＝

犧
牃

屏幕上第二级明条纹的宽度为

Δ牨＝ 牊Δ犤＝ 牊犧牃＝
１
２Δ牨０＝

１
２× ５．４６ｍｍ＝ ２．７３ｍｍ
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【】 波长为犧的单色平行光沿着与单缝衍射屏成犜角的
方向入射到宽度为牃的单狭缝上，试求各级衍射极小的衍射角 犤
值。

图１４２５

解 如图１４２５所示，当平行光入射到
狭缝平面上时，它们的相位是不相同的，射
到爛点的光线１和射到爜点的光线２相位差
最大。用光程表示，光线１的光程比光线２的
光程多牃ｓｉｎ犜。因此，光线２和光线１的总的
光程差为

犠＝ 牃ｓｉｎ犤－ 牃ｓｉｎ犜
入射光还可以从上方斜射到单缝上，因此，
上式可改写为

犠＝ 牃ｓｉｎ犤 牃ｓｉｎ犜
当 牃ｓｉｎ犤牃ｓｉｎ犜＝牑犧 （牑＝±１，±２，±３，…）
时，屏幕上即出现暗条纹。由此可得各级衍射极小的衍射角为

犤＝ ａｒｃｓｉｎ牑犧牃槏 槕± ｓｉｎα （牑＝± １，± ２，± ３，…）

【】 用波长犧１＝４００ｎｍ和犧２＝７００ｎｍ的混合光垂直照
射单缝。在衍射图样中，犧１的第牑１级明条纹中心位置恰与犧２的第牑２
级暗条纹中心位置重合。求牑１和牑２。试问犧１的暗条纹中心位置能
否与犧２的暗条纹中心位置重合？
解 犧１的第牑１级明条纹满足

牃ｓｉｎ犤＝ （２牑１＋ １）
犧１
２

犧２的第牑２级暗条纹满足

牃ｓｉｎ犤＝ 牑２犧２

因此 （２牑１＋１）
犧１
２＝牑２犧２

２牑１＋ １
２牑２ ＝ 犧２犧１＝

７００
４００＝

７
４
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式中牑１、牑２都是正整数，由此解得牑１＝３，牑２＝２。虽然有更高的牑１和

牑２的值满足此方程，但高级别明条纹的亮度极弱，因而是没有什
么实际意义的。
设犧１的第牑１级暗条纹中心与犧２的第牑２级暗条纹中心重合，则

有

牃ｓｉｎ犤＝ 牑１犧１＝ 牑２犧２
牑１
牑２＝

犧２
犧１＝

７
４

即犧１的第７级暗条纹中心可与犧２的第４级暗条纹中心重合。
【】 一光栅，宽为２．０ｃｍ，共有６０００条缝。如用钠光

（５８９．３ｎｍ）垂直入射，在哪些角度出现光强极大？

解 光栅常量 牃＋牄＝２．０×１０
－２

６０００ ｍ＝３．３３×１０－６ｍ

由光栅方程

（牃＋ 牄）ｓｉｎ犤＝ 牑犧

得 ｓｉｎ犤＝ 牑犧
牃＋ 牄＝ 牑

５８９．３× １０－９

３．３３× １０－６ ＝ ０．１７７牑

各级主极大相应的角度如下：
牑＝０，ｓｉｎ犤＝０，犤＝０
牑＝±１，ｓｉｎ犤＝±０．１７７，犤＝±１０°１１′
牑＝±２，ｓｉｎ犤＝±０．１７７×２＝±０．３５４，犤＝±２０°４２′
牑＝±３，ｓｉｎ犤＝±０．１７７×３＝±０．５３１，犤＝±３２°２′
牑＝±４，ｓｉｎ犤＝±０．１７７×４＝±０．７０８，犤＝±４５°
牑＝±５，ｓｉｎ犤＝±０．１７７×５＝±０．８５５，犤＝±６２°８′
【】 已知一个每厘米刻有４０００条缝的光栅，利用这个

光栅可以产生多少个完整的可见光谱（犧＝４００～７６０ｎｍ）？
解 此光栅的光栅常量

牃＋ 牄＝ １
４０００ｃｍ＝ ２．５× １０

－６ｍ

依光栅方程 （牃＋牄）ｓｉｎ犤＝牑犧

·１２４·第十四章 波 动 光 学



知光谱线的最高级别 牑＜牃＋牄犧
它与波长成反比，因此，完整的可见光谱的最高级别

牑＜ 牃＋ 牄犧ｍａｘ

犧ｍａｘ＝７６０ｎｍ，所以

牑＜ ２．５× １０
－６

７６０× １０－９＝ ３．２９

取整数，牑＝３，故可以产生３级完整的可见光谱。
【】 波长６００ｎｍ的单色光垂直入射在一光栅上。第２级

明条纹分别出现在ｓｉｎ犤＝０．２０处。第４级缺级。试问：（１）光栅上相
邻两缝的间距牃＋牄有多大？（２）光栅上狭缝可能的最小宽度牃有多
大？（３）按上述选定的牃、牄值，试问在光屏上可能观察到的全部级
数是多少？
解 （１）按光栅方程 （牃＋牄）ｓｉｎ犤＝牑犧

对第２级明条纹 （牃＋牄）ｓｉｎ犤＝２犧

所以相邻两缝的间距 牃＋牄＝ ２犧
ｓｉｎ犤

已知犧＝６００ｎｍ，ｓｉｎ犤＝０．２０，所以

牃＋牄＝２×６００×１０
－９

０．２０ ｍ＝６×１０－６ｍ＝６×１０－４ｃｍ

（２）由第牑级缺级条件

牑＝ 牃＋ 牄牃 牑′

可得 牃＝牃＋牄牑 牑′

要求牃的最小值，可令牑′＝１，则

牃＝ 牃＋ 牄牑 ＝ ６× １０
－４

４ ｃｍ＝ １．５× １０－４ｃｍ

（３）方程

（牃＋ 牄）ｓｉｎ犤＝ 牑犧 （牑＝ ０，± １，± ２，…）
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中，牑的最大值

牑ｍ＜ 牃＋ 牄犧 ＝ ６× １０－６

６００× １０－９＝ １０， 牑ｍ ＝ ９

牑＝１０相应于犤＝９０°，第１０级明条纹出现在无穷远处，实际上不出
现；又考虑到缺级条件

牑＝ 牃＋ 牄牃 牑′＝ ６× １０－４

１．５× １０－４牑′＝ ４牑′

当牑′＝１，２时，牑＝４，８。即第４级和第８级缺级。故屏幕上可能观察
到的全部级数是

０，± １，± ２，± ３，± ５，± ６，± ７，± ９
共１５条明条纹。

【】 波长为５００ｎｍ的单色光，垂直入射到光栅上，如要
求第一级谱线的衍射角为３０°，问光栅每毫米应刻几条线？如果单
色光不纯，波长在０．５％范围内变化，则相应的衍射角变化范围Δ犤
如何？又如光栅上下移动而保持光源不动，衍射角犤有何变化？
解 当牑＝１时，光栅方程为

（牃＋ 牄）ｓｉｎ犤＝ 犧
由此得

牃＋ 牄＝ 犧
ｓｉｎ犤＝

５００× １０－９

ｓｉｎ３０° ｍ

＝ １．０× １０－６ｍ＝ １．０× １０－３ｍｍ
每毫米应刻的缝数为

１
牃＋ 牄＝

１
１．０× １０－３ｍｍ

－１＝ １０００ｍｍ－１

如果单色光不纯，与波长犧相差最大的波长为犧′。令犧′＝犧＋
Δ犧，则对第牑级主极大，其衍射角在犤→犤＋Δ犤范围内变化。

ｓｉｎ犤＝ 牑犧
牃＋ 牄， ｓｉｎ（犤＋ Δ犤）＝ 牑（犧＋ Δ犧）牃＋ 牄

可得 ｓｉｎ（犤＋ Δ犤）－ ｓｉｎ犤
ｓｉｎ犤 ＝ Δ犧犧
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又 ｓｉｎ（犤＋Δ犤）－ｓｉｎ犤
ｓｉｎ犤 ＝ｓｉｎ犤ｃｏｓΔ犤＋ｃｏｓ犤ｓｉｎΔ犤－ｓｉｎ犤ｓｉｎ犤

因Δ犤很小，ｃｏｓΔ犤≈１，ｓｉｎΔ犤≈Δ犤，
ｓｉｎ（犤＋ Δ犤）－ ｓｉｎ犤

ｓｉｎ犤 ＝ ｃｏｔ犤燈Δ犤

因此 ｃｏｔ犤·Δ犤＝Δ犧犧， Δ犤＝ｔａｎ犤·Δ犧犧

例如，犤＝３０°，Δ犧犧＝０．５％
时，

Δ犤＝ ｔａｎ３０°× ０．５％ ＝ ０．００２９ｒａｄ＝ ０．１７°
当光栅沿上下方向平移时，入射光仍是垂直射到光栅上的，衍

射角犤不会发生变化。
【】 爫根天线沿一水平直线等距离排列组成天线列阵，

每根天线发射同一波长犧的球面波，从第１根天线到第爫根天线，
相位依次落后π燉２，相邻天线间的距离牆＝犧燉２，如图 １４２６所示。
求：在什么方向（即与天线列阵法线的夹角犤为多少）上，天线列阵
发射的电磁波最强。

图１４２６ 图１４２７

解 如图１４２７所示，牃、牄是天线列阵中的两根相邻的天线，

它们沿犤角方向发射的电磁波在远处爮点叠加。已知犗牃０－犗牄０＝ π２。
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由图１４２７可知，波程差

牜牄－ 牜牃＝ 犠＝ 牆ｓｉｎ犤
因此，牃、牄两波源发出的波在爮点叠加时的相位差

Δ犗＝ 犗牄０－ 犗牃０－ ２π
牜牄－ 牜牃
犧 ＝－ π

２－ ２π
牆ｓｉｎ犤
犧

将牆＝犧燉２代入上式得

槏 槕Δ犗＝－ π燉２－ πｓｉｎ犤＝－ π１燉２＋ ｓｉｎ犤
当 －π槏 槕１燉２＋ｓｉｎ犤＝２牑π
时，爮点电磁波最强，由此解得

槏 槕ｓｉｎ犤＝－ ２牑＋ １燉２
显然，牑＝０是牑唯一可能的值，因此在犤＝－３０°方向上波源牃、牄发
射的电磁波最强。其他波源发出的波在爮点都是相互加强的，故整
个天线列阵在这一方向上发射的电磁波是最强的。

【】 在迎面驶来的汽车上，两盏前灯相距１．２ｍ。试问汽
车离人多远的地方，眼睛才可能分辨这两盏前灯？假设夜间人眼瞳
孔直径为５．０ｍｍ，而入射光波长犧＝５５０．０ｎｍ。
解 已知瞳孔直径牆＝５．０ｍｍ，犧＝５５０．０ｎｍ。人眼的最小分

辨角

犤Ｒ＝ １．２２犧燉牆
汽车两车灯间距牓＝１．２ｍ，当车与人相距爟时，两车灯对人眼的张
角（图１４２８）近似为

犤＝ 牓燉爟

图１４２８

当犤＝犤Ｒ时，眼睛恰可分辨这两盏灯。由

１．２２犧燉牆＝ 牓燉爟
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得恰可分辨两车灯的距离

爟＝ 牆牓
１．２２犧＝

５．０× １０－３× １．２
１．２２× ５５０．０× １０－９ｍ＝ ８．９４ｋｍ

【】 已知天空中两颗星相对于一望远镜的角距离为

４．８４×１０－６ｒａｄ，由它们发出的光波波长犧＝５５０ｎｍ。望远镜物镜的
口径至少要多大，才能分辨出这两颗星？
解 设望远镜的物镜的直径为牆，对于发出波长 犧的两点光

源，其最小分辨角

犤Ｒ＝ １．２２犧燉牆
由此可得最小口径应为

牆＝ １．２２犧犤Ｒ ＝ １．２２× ５５０× １０
－９

４．８４× １０－６ ｍ＝ ０．１３９ｍ

【】 一观察者通过缝宽为０．５ｍｍ的单缝，观察位于正
前方１ｋｍ远处发出波长为５００ｎｍ的单色光的两盏灯灯丝，两灯
丝都与单缝平行，它们所在的平面与观察方向垂直，则人眼能分辨
的两灯丝最短距离是多少？
解 按瑞利准则，当一灯丝的中央明条纹中心处与另一灯丝

的第１级暗条纹重合时，人眼恰能分辨出两灯丝。这时两中央明条
纹中心对单缝所张的角即是一条中央明条纹的半角宽度。因此，两
中央明条纹中心对单缝的张角为

Δ犤０＝ 犧燉牃

图１４２９

同时，这也是两灯丝对单缝的张角（图１４２９），因此又有

Δ犤０＝ 牆燉爟
由 牆燉爟＝犧燉牃
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可得两灯丝能被分辨的最短距离为

牆＝ 爟犧牃＝
１× １０３× ５００× １０－９

０．５× １０－３ ｍ＝ １ｍ

【】 已知地球到月球的距离是３．８４×１０８ｍ，设来自月球
的光的波长为６００ｎｍ，若在地球上用物镜直径为１ｍ的一天文望
远镜观察时，刚好将月球正面一环形山上的两点分辨开，则该两点
的距离为多少？
解 望远镜的最小分辨角为

犤Ｒ＝ １．２２犧燉牆
设环形山上能被分辨的两点的最小距离为牓，地球到月球的距离为

爟，则

犤Ｒ＝ 牓燉爟
由 牓燉爟＝ １．２２犧燉牆

得 牓＝ １．２２犧爟牆

＝ １．２２× ６００× １０
－９× ３．８４× １０８

１ ｍ＝ ２８１ｍ

【】 一直径为２ｍｍ的氦氖激光束射向月球表面，其波
长为６３２．８ｎｍ。已知月球和地面的距离为３．８４×１０５ｋｍ。试求：
（１）在月球上得到的光斑的直径有多大？（２）如果该激光束经扩束
器扩展成直径为２ｍ，则在月球表面上得到的光斑直径将为多大？
在激光测距仪中，通常采用激光扩束器，这是为什么？
解 （１）以爟１表示光斑的直径，爧表示月球到地球的距离，牆１

是激光束的直径，犧为波长，则

爟１
２＝ １．２２

犧
牆１爧

爟１＝ ２× １．２２犧爧牆１

＝ ２× １．２２× ６３２．８× １０
－９× ３．８４× １０８

２× １０－３ ｍ
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＝ ２．９６× １０５ｍ
（２）以牆２表示扩束器孔径，爟２表示扩束后的激光在月球表面

上的光斑直径。由（１）可知

爟２
爟１＝

牆１
牆２

因此 爟２＝
牆１爟１
牆２ ＝

２×１０－３×２．９６×１０５

２ ｍ＝２９６ｍ

由此可知，激光通过扩束后，其方向性大为改善，强度大大提高。
【】 用方解石分析Ｘ射线谱，已知方解石的晶面间距为

３．０２９×１０－１０ｍ，今在４３°２０′和４０°４２′的掠射方向上观察到两条主
最大谱线，求这两条谱线的波长。
解 根据布拉格公式

２牆ｓｉｎ犤＝ 牑犧
对于主最大（牑＝１）谱线，其波长为

犧＝ ２牆ｓｉｎ犤
对于犤１＝４３°２０′，相应的波长

犧１＝２× ３．０２９× １０－１０× ｓｉｎ４３°２０′ｍ

＝４．１５× １０－１０ｍ＝ ０．４１５ｎｍ
对于犤２＝４０°４２′，相应的波长

犧２＝２× ３．０２９× １０－１０× ｓｉｎ４０°４２′ｍ

＝３．９５× １０－１０ｍ＝ ０．３９５ｎｍ

第三部分 光 的 偏 振

【】 使自然光通过两个偏振化方向成６０°角的偏振片，
透射光强为爤１。今在这两个偏振片之间再插入另一偏振片，它的偏
振化方向与前两个偏振片均成３０°角，则透射光强为多少？
解 本题运用了马吕斯定律。
设通过第一个偏振片后光的强度为爤０，通过第二偏振片后光

的强度
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爤１＝ 爤０ｃｏｓ２犜＝ 爤０ｃｏｓ２６０°＝ １
４爤０

在两偏振片之间插入第三个偏振片后，则通过第三偏振片的光的
强度

爤′＝ 爤０ｃｏｓ２犜′＝ 爤０ｃｏｓ２３０°＝ ３
４爤０

再通过第二偏振片后光的强度为

爤２＝ 爤′ｃｏｓ２犜′＝ 爤′ｃｏｓ２３０°＝ ３
４爤′＝

９
１６爤０

因此

爤２
爤１＝

９
１６爤０

１
４爤０

＝ ９
４， 爤２＝ ９

４爤１＝ ２．２５爤１

【】 如果起偏振器和检偏振器的偏振化方向之间的夹
角为３０°，（１）假定偏振片是理想的，则非偏振光通过起偏振器和检
偏振器后，其出射光强与原来光强之比是多少？（２）如果起偏振器
和检偏振器分别吸收了１０％的可通过光线，则出射光强与原来光
强之比是多少？
解 （１）设入射光为自然光，强度为爤０。通过起偏振器后，光

的强度为 １
２爤０。
再通过检偏振器后，按马吕斯定律，其出射光强为

爤＝ １
２爤０ｃｏｓ

２３０°＝ ３
８爤０＝ ０．３７５爤０

因此，出射光强与原来光强之比是

爤∶爤０＝ ０．３７５

（２）在光线通过起偏振器时，若平行其偏振化方向的光线被
吸收１０％，则强度为爤０的入射光通过起偏振器后，强度变为

爤１＝ １
２爤０（１－ １０％）

通过检偏振器后的出射光强则为
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爤＝ 爤１ｃｏｓ２３０°（１－ １０％）＝ ３
８（１－ １０％）

２爤０＝ ０．３０４爤０

因此，出射光强和原来光强之比是

爤∶爤０＝ ０．３０４

【】 自然光和线偏振光的混合光束，通过一偏振片时，
随着偏振片以光的传播方向为轴的转动，透射光的强度也跟着改
变。如最强和最弱的光强之比为６∶１，那么入射光中自然光和线偏
振光的强度之比为多大？
解 设入射光中自然光强度为爤０１，线偏振光强度为爤０２。无论

偏振片的偏振化方向取向如何，自然光通过偏振片后，强度都是

爤１＝ １
２爤０１

线偏振光的透射强度与偏振片取向有关。当偏振片的偏振化方向
与线偏振光光振动方向平行时，透射的线偏振光强度最大，其值为

爤２ｍａｘ＝ 爤０２
当偏振片的偏振化方向与光振动方向垂直时，透射的线偏振光强
度最小，其值为

爤２ｍｉｎ＝ ０
透射光的最大强度

爤ｍａｘ＝ 爤１＋ 爤２ｍａｘ＝ １
２爤０１＋ 爤０２

透射光的最小强度

爤ｍｉｎ＝ 爤１＋ 爤２ｍｉｎ＝ １
２爤０１

按题意有 爤ｍａｘ
爤ｍｉｎ＝

１
２爤０１＋ 爤０２

１
２爤０１

＝ ６

由此解得 爤０１
爤０２＝

２
５

【】 水的折射率为１．３３，玻璃的折射率为１．５０。当光由
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水中射向玻璃而反射时，起偏振角为多少？当光由玻璃射向水面反
射时，起偏振角又为多少？
解 设水的折射率为牕１，玻璃的折射率为牕２。光由水射向玻璃

被反射时，按布儒斯特定律

ｔａｎ牏Ｂ＝
牕２
牕１

可得起偏振角为

牏Ｂ＝ ａｒｃｔａｎ
牕２
牕１＝ ａｒｃｔａｎ

１．５０
１．３３＝ ４８°２６′

如果光由玻璃射向水而被反射，则起偏振角为

牏′Ｂ＝ ａｒｃｔａｎ
牕１
牕２＝ ａｒｃｔａｎ

１．３３
１．５０＝ ４１°３４′

【】 如图１４３０所示，一块折射率牕＝１．５０的平面玻璃
浸在水中，已知一束光入射到水面上时反射光是完全偏振光。若要
使玻璃表面的反射光也是完全偏振光，则玻璃表面与水平面的夹
角犤应是多大？

图１４３０

解 设光束射到水面上的入射

角为牏Ｂ１。水的折射率牕′＝１．３３，则

牏Ｂ１＝ａｒｃｔａｎ牕′＝ａｒｃｔａｎ１．３３＝５３°４′
从水面上反射的光为完全偏振光

时，折射线与反射线垂直，折射角

牜＝ ９０°－ 牏Ｂ１
如果玻璃表面也是水平的，射到玻
璃上的光线的入射角也是牜。当玻璃
表面如图倾斜犤角时，入射角也增加犤，这时从玻璃表面的反射光
也是完全偏振光，因此

牏Ｂ２＝ 牜＋ 犤＝ ９０°－ 牏Ｂ１＋ 犤
由此得 犤＝ 牏Ｂ１＋ 牏Ｂ２－ ９０°

牏Ｂ２＝ ａｒｃｔａｎ牕牕′＝ ａｒｃｔａｎ
１．５０
１．３３＝ ４８°２６′
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因此 犤＝５３°４′＋４８°２６′－９０°＝１１°３０′
【】 偏振分束器可把入射的自然光分成两束传播方向

互相垂直的偏振光，其结构如图１４３１所示。两个等边直角玻璃棱
镜的斜面合在一起，两斜面间有一多层膜。多层膜是由高折射率材
料（硫化锌，牕Ｈ＝２．３８）和低反射率材料（冰晶石，牕Ｌ＝１．２５）交替镀
膜而成。如用氩离子激光（犧＝５１４．５ｎｍ）以４５°角入射到多层膜上。
（１）为使从膜层反射的光为线偏振光，玻璃棱镜的折射率牕应取多
少？（２）画出反射光和透射光的振动方向。（３）为使透射光的偏振
度最大，高折射率层和低折射率层的厚度的最小值是多少？

图１４３１

解 （１）设光从硫化锌到冰晶石被反射而获得线偏振光的布
儒斯特角为牏Ｂ，则

牏Ｂ＝ ａｒｃｔａｎ
牕Ｌ
牕Ｈ＝ ａｒｃｔａｎ

１．２５
２．３８＝ ２７．７°

因为不同介质的分界面都是平行的，以牜表示光从玻璃到硫化锌
的折射角，则牜＝牏Ｂ（图１４３２）。根据折射定律有

ｓｉｎ牏
ｓｉｎ牜＝

牕Ｈ
牕

牏＝４５°，是光从玻璃到硫化锌的入射角。由此可得

牕＝ 牕Ｈｓｉｎ牜ｓｉｎ牏＝
牕Ｈｓｉｎ牏Ｂ
ｓｉｎ牏 ＝

２．３８× ｓｉｎ２７．７°
ｓｉｎ４５° ＝ １．５６

（２）反射光和透射光的振动方向如图１４３２所示。

·２３４· 普通物理思考题与习题解答



图１４３２

（３）为使透射光的偏振度最大，不但要求反射光为线偏振光，
而且要求反射光强度最大。在这种情况下，透射光中平行于入射面
的振动的比例最大。因此，要求反射光干涉时相互加强。在图１４
３２中，反射线２和反射线１的光程差

犠１＝ ２牉Ｈ 牕２Ｈ－ 牕２ｓｉｎ２槡 牏＋ 犧燉２
反射线３和反射线２的光程差

犠２＝ 牕Ｌ（爛爜＋ 爜爞）－ 牕爠爡＋ 犧燉２

爛爜＝ 爜爞＝ 牉Ｌ
ｃｏｓ牏′Ｂ

爠爡＝ 爠爟ｓｉｎ牏＝ 爛爞ｓｉｎ牏＝ ２牉Ｌｔａｎ牏′Ｂｓｉｎ牏

因此 犠２＝２牕爧
牉Ｌ
ｃｏｓ牏′Ｂ

－２牕牉Ｌｔａｎ牏′爜ｓｉｎ牏＋ 犧２
考虑到折射定律有

牕ｓｉｎ牏＝ 牕Ｈｓｉｎ牜＝ 牕Ｈｓｉｎ牏Ｂ＝ 牕Ｌｓｉｎ牏′Ｂ
于是

犠２＝
２牕Ｌ牉Ｌ
ｃｏｓ牏′Ｂ

（１－ ｓｉｎ２牏′Ｂ）＋ 犧
２＝ ２牕Ｌ牉Ｌｃｏｓ牏′Ｂ＋

犧
２

＝２牉Ｌ 牕２Ｌ－ 牕２Ｌｓｉｎ２牏′槡 Ｂ＋ 犧
２＝ ２牉Ｌ 牕２Ｌ－ 牕２ｓｉｎ２槡 牏＋ 犧

２
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在其他反射线中，凡从硫化锌射到冰晶石被反射的光线，与前一反
射线的光程差都是犠１，而从冰晶石射到硫化锌被反射的光线，与前
一反射线的光程差都是犠２。欲使反射光线相互加强且硫化锌和冰
晶石的厚度最小，须同时满足

２牉Ｈ 牕２Ｈ－ 牕２ｓｉｎ２槡 牏＋ 犧
２＝ 犧， ２牉Ｌ 牕２Ｌ－ 牕２ｓｉｎ２槡 牏＋ 犧

２＝ 犧

因此，硫化锌和冰晶石的最小厚度分别为

牉Ｈ＝ 犧

４ 牕２Ｈ－ 牕２ｓｉｎ２槡 ４５°
＝ 犧

２ ２（２牕２Ｈ－ 牕２槡 ）

＝ ５１４．５
２ ２× （２× ２．３８２－ １．５６２槡 ）

ｎｍ＝ ６１ｎｍ

牉Ｌ＝ 犧

２ ２（２牕２Ｌ－ 牕２槡 ）

＝ ５１４．５
２ ２× （２× １．２５２－ １．５６２槡 ）

ｎｍ＝ ２１９ｎｍ

牉Ｌ＞牉Ｈ。为了画图方便，图１４３２中牉Ｈ＞牉Ｌ。
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第十五章 早期量子论和



量子力学基础

知 识 要 点

．黑体辐射实验定律

（１）斯特藩玻尔兹曼定律

爩０（爴）＝ 犲爴４， 犲＝ ５．６７× １０－８Ｗ燉（ｍ２燈Ｋ４）
（２）维恩位移定律

爴犧ｍ ＝ 牄， 牄＝ ２．８９７× １０－３ｍ燈Ｋ
．普朗克公式

爩犧０（爴）＝ ２π牎牅
２犧－５ １

ｅ牎牅燉（牑犧爴）－ １
牎＝ ６．６３× １０－３４Ｊ燈ｓ

．爱因斯坦光电效应方程

牎犩＝ １
２牔牤

２
ｍ＋ 爛

．光子的能量、质量和动量

犡＝ 牎犩

牔犺＝ 犡
牅２＝

牎犩
牅２

牘＝ 牔犺牅＝ 牎犩牅＝
牎
犧

．康普顿效应

Δ犧＝ ２牎
牔０牅ｓｉｎ

２ 犺
２＝ ２犧ｃｓｉｎ

２ 犺
２



犧ｃ＝ ２．４３× １０－１２ｍ

．氢原子光谱

波数公式 犩
～
＝爲 １

牑２－
１
牕槏 槕２

式中爲＝１．０９７×１０７ｍ－１；牑＝１，２，３，…；牕＝牑＋１，牑＋２，牑＋３，…

．玻尔的氢原子理论

定态假设 原子系统只能处于一系列不连续的能量状态，这

些状态称为定态。

频率条件 犩牑牕＝
燏爠牕－爠牑燏
牎

量子化条件 爧＝牕牎２π （牕＝１，２，３，…）

氢原子轨道半径和能量

牜牕＝ 牕２ 犡０牎
２

π牔牉槏 槕２ ＝ 牕２牜１， 爠牕＝－ １
牕２
牔牉４

８犡２０牎槏 槕２ ＝ 爠１牕２
．实物粒子的波粒二象性、德布罗意波

爠＝ 牔牅２＝ 牎犩

牘＝ 牔牤＝ 牎
犧

．不确定度关系

坐标和动量的不确定度关系

Δ牨Δ牘牨≥ 牎－
２， Δ牪Δ牘牪≥ 牎－

２， Δ牫Δ牘牫≥ 牎－
２

能量和时间的不确定度关系

Δ爠Δ牠≥ 牎－
２

．定态薛定谔方程

２犼＋ ２牔牎－２（爠－ 爺）犼＝ ０
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．一维无限深势阱中的粒子

定态波函数

犼ｅ（牨）＝０

犼ｉ（牨）＝ ２槡牃ｓｉｎ牕π牃
烅

烄

烆 牨 （牕＝１，２，３，…）

能量 爠牕＝牕
２π２牎－２

２牔牃２ （牕＝１，２，３，…）

．确定原子中电子状态的四个量子数
主量子数：牕＝１，２，３，…
副量子数：牓＝０，１，２，…，（牕－１）
磁量子数：牔牓＝０，±１，±２，…，±牓

自旋磁量子数：牔ｓ＝± １２

思考题解答

【】 两个相同的物体Ａ和Ｂ，具有相同的温度，如Ａ物体
周围的温度低于Ａ的温度，而Ｂ物体周围的温度高于Ｂ的温度。试
问：Ａ和Ｂ两物体在温度相同的那一瞬间，单位时间内辐射的能量
是否相等？单位时间内吸收的能量是否相等？
答 物体在单位时间内从其表面的单位面积上所发射的各种

波长的总辐射能，称为辐出度。由于辐出度仅是物体温度的函数，
故Ａ和Ｂ两物体在温度相同的那一瞬间，在单位时间内从单位表
面积上辐射的能量相等。物体温度相同时，其单色吸收比也相同。
但由于Ａ物体周围的温度较低，即Ａ周围其他物体的辐射小，故单
位时间内Ａ物体吸收的能量要少一些。

【】 绝对黑体和平常所说的黑色物体有何区别？绝对黑
体在任何温度下，是否都是黑色的？在同温度下，绝对黑体和一般
黑色物体的辐出度是否一样？
答 一般的黑色物体是指能全部吸收所有可见光的物体，而

绝对黑体指的是在任何温度下能全部吸收任何波长的电磁辐射的
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物体。绝对黑体本身也能向外辐射电磁波，并非在任何温度下都呈
黑色。在同温度下，绝对黑体的辐出度比一般黑色物体的大，因为
好的吸收体也是好的辐射体。绝对黑体是完全的吸收体，因此也是
理想的辐射体。

【】 你能否估计在人体热辐射的各种波长中，哪个波长
的单色辐出度最大？
答 根据维恩位移定律知，黑体的单色辐出度最大的波长犧ｍ

与黑体的温度爴之间的关系为

爴犧ｍ ＝ 牄 （牄＝ ２．８９７× １０－３ｍ燈Ｋ）
将人体视为黑体，取其温度爴＝（２７３＋３７）Ｋ＝３１０Ｋ，代入上式可

得犧ｍ＝２．８９７×１０
－３

３１０ ｍ＝９．３４５×１０－６ｍ，处于红外波段。

【】 有两个同样的物体，一个是黑色的，一个是白色的，
且温度也相同，把它们放在高温的环境中，哪一个物体温度升高较
快？如果把它们放在低温环境中，哪一个物体温度降得较快？
答 在高温环境中，吸收的辐射能大于发射的辐射能，而黑色

物体吸收能力大些，温度升高得快些；在低温环境中，发射的能量
大于吸收的能量，黑色物体辐射能力大些，温度下降得要快些。

【】 若一物体的温度（绝对温度数值）增加１倍，它的总
辐射能增加到多少倍？
答 参照斯特藩玻尔兹曼定律，物体的绝对温度增加１倍，

其总辐射能增加到原来的１６倍，因为总辐出度爩０（爴）∝爴４。
【】 在光电效应的实验中，如果：（１）入射光强度增加 １

倍；（２）入射光频率增加１倍。按光子理论，这两种情况的结果有何
不同？
答 （１）入射光强度增加 １倍，相当于入射的光子数增加 １

倍，因而光电子数翻倍，光电流增加１倍。
（２）入射光频率增加１倍，光电子的最大初动能也增加１倍。
【】 已知一些材料的逸出功如下：钽 ４．１２ｅＶ，钨
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４．５０ｅＶ，铝４．２０ｅＶ，钡２．５０ｅＶ，锂２．３０ｅＶ。试问，如果制造在可
见光下工作的光电管，应取哪种材料？
答 光子的红限犩０与逸出功的关系为

犩０＝ 爛牎＝
爛

６．６２６× １０－３４（Ｈｚ）

故钽、钨、铝、钡和锂的红限分别为９．９３×１０１４Ｈｚ、１０．８×１０１４Ｈｚ、
１０．１４×１０１４Ｈｚ、６．０３×１０１４Ｈｚ和５．５５×１０１４Ｈｚ。可见光的频率范
围在３．９５×１０１４～７．５０×１０１４Ｈｚ。所以，应选钡和锂。

【】 在彩色电视研制过程中，曾面临一个技术问题：用于
红色部分的显像管的设计技术要比绿、蓝部分困难，你能说明其原
因吗？
答 显像管利用的是光电效应。从思考题１５７的解答和原教

材上的表１５１可以看出，一般的金属的红限大于红光的频率（约

３．９５×１０１４Ｈｚ），而绿、蓝光的频率较高，比一些金属的红限大。所
以红色部分的显像管的材料比较难找。

【】 光子在哪些方面与其他粒子（譬如电子）相似？在哪
些方面不同？
答 光子与电子等实物粒子的相似之处在于，光子也具有能

量、动量和质量等粒子性；不同之处在于光子的静质量为零。
【】 用频率为犩１的单色光照射某光电管阴极时，测得饱

和电流为爤１；用频率为犩２的单色光以与犩１的单色光相等强度照射
时，测得饱和电流为爤２，若爤２＞爤１，犩１和犩２的关系如何？
答 爤２＞爤１表明用频率为犩２的光照射时，单位时间内有更多

的光电子到达了阳极。两种单色光强度相等，在单位时间内产生的
光电子数也就相等。因此，这说明用频率为犩２的光产生的光电子初
速度较大，而这就要求犩２＞犩１。故犩２比犩１要大。

【】 用频率为犩１的单色光照射某光电管阴极时，测得光
电子的最大动能为爠ｋ１；用频率为犩２的单色光照射时，测得光电子

的最大动能为爠ｋ２，若爠ｋ１＞爠ｋ２，犩１和犩２哪一个大？
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答 根据爱因斯坦光电效应方程，牎犩＝爠ｋ＋爛，其中爛为逸出
功。因爠ｋ１＞爠ｋ２，故犩１大些。

【】 用可见光能否观察到康普顿散射现象？
答 不能。因为可见光的波长远大于康普顿波长犧ｃ，此时康普

顿效应不太显著，不易观察到。犧ｃ与Ｘ光的波长相近，入射光为Ｘ
光时康普顿散射现象很明显。

【】 光电效应和康普顿效应都包含有电子与光子的相
互作用，这两过程有什么不同？
答 在光电效应中，光子是与束缚态的电子发生作用，因为入

射光一般用的是可见光或紫外光，光子能量只有几个电子伏特，与
原子中处于束缚态的电子的能量相差不大；而在康普顿效应中，入
射光的波长很短（一般在Ｘ光波段），光子的能量大大地超出电子
的束缚能，电子可以看作自由电子。故在康普顿效应中，是光子与
自由电子发生相互作用。

【】 在康普顿效应中，什么条件下才可以把散射物质中
的电子近似看成静止的自由电子？
答 当散射物质中的电子所受束缚较弱，入射光子的能量比

电子的束缚能大得多时，电子可近似视为自由电子。
【】 在康普顿效应中，反冲电子获得的能量总是小于入

射光子的能量，这是否意味着入射光的光子可分成两部分，其中的
一部分被电子吸收。这与光子的粒子性是否矛盾？
答 没有矛盾。电子吸收一个入射光子后，再放出一个散射光

子，而不是入射光子被分成了两部分。
【】 （１）氢原子光谱中，同一谱系的各相邻谱线的间隔

是否相等？（２）试根据氢原子的能级公式说明当量子数牕增大时能
级的变化情况以及能级间的间距变化情况。
答 （１）氢原子光谱的谱系可表示为

犩
～
＝爲 １

牑２－
１
牕槏 槕２ （牑＝１，２，３，…； 牕＝牑＋１，牑＋２，牑＋３，…）
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牑值相同者属同一谱系。相邻谱线之间间隔为

Δ犩
～
＝ 犩

～
牕＋１－ 犩

～
牕＝ 爲 １

牕２－
１

（牕＋ １）［ ］２ ＝ 爲（２牕＋ １）牕２（牕＋ １）２

可见，Δ犩
～
随牕增大而减小。故同一谱系的各相邻谱线的间隔不相

等。

（２）氢原子的能级为爠牕＝－１３．６牕２ ｅＶ（牕＝１，２，３，…），可见，量

子 数 牕越 大，能 级 的 能 量 越 高。而 且 Δ爠＝ 爠牕＋１－ 爠牕＝

１３．６ ２牕＋１
牕２（牕＋１）［ ］２ ｅＶ，说明能级间距随牕的增大越来越密，最后连

成一片，能量不再是量子化的。
【】 根据氢原子理论可知氢原子处于 牕＝４的激发态

时，可发射几种波长的光？
答 如图１５１所示，当氢原子处于牕＝４的激发态时，可发射６

种波长的光。

图１５１ 图１５２

【】 如图１５２所示，被激发的氢原子跃迁到低能级时，
可发射波长为犧１、犧２、犧３的辐射。问三个波长之间的关系如何？
答 跃迁时，两能级间的能量差越大波长越短，故犧３＜犧２＜犧１。

注意到牎犩３＝牎犩１＋牎犩２，且犩＝ 牅犧，
可得 １

犧３＝
１
犧１＋

１
犧２。

【】 设实物粒子的质量为牔，速度为牤。由德布罗意公式

牎犩＝牔牅２，犧＝ 牎
牔牤，
得犩犧＝牅２燉牤；根据犩犧＝牤，得牤＝牅。显然以上的结论

是错误的，试问错误的根源何在？
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答 错误在于犩犧＝牤中的牤并不是实物粒子的运动速度，只是
波的相速度，粒子的运动速度等于波的群速度。

【】 为什么说不确定度关系与实验技术或仪器的改进
无关？
答 不确定度关系直接源于微观粒子的波粒二象性，所以并

非测量仪器对粒子的干扰，也和仪器的误差无关。

习 题 解 答

【】 估测星球表面温度的方法之一是：将星球看成黑体，
测量它的辐射峰值波长犧ｍ，利用维恩位移定律便可估计其表面温
度。如果测得北极星和天狼星的犧ｍ分别为０．３５μｍ和０．２９μｍ，试
计算它们的表面温度。
解 根据维恩位移定律爴犧ｍ＝牄可得北极星表面温度

爴＝ 牄
犧ｍ ＝

２．８９７× １０－３

０．３５× １０－６ Ｋ＝ ８．２８× １０
３Ｋ

天狼星表面温度

爴＝ 牄
犧ｍ ＝

２．８９７× １０－３

０．２９× １０－６ Ｋ＝ ９．９９× １０
３Ｋ

【】 在加热黑体过程中，其单色辐出度的峰值波长由

０．６９μｍ变化到０．５０μｍ，求总辐出度变为原来的多少倍？
解 当犧ｍ１＝０．６９μｍ时，根据维恩位移定律，黑体的温度为

爴１＝ 牄
犧ｍ１＝

２．８９７× １０－３

０．６９× １０－６ Ｋ＝ ４．２０× １０
３Ｋ

根据斯特藩玻尔兹曼定律，黑体的总辐出度

爩０１＝犲爴４１＝ ５．６７× １０－８× （４．２０× １０３）４Ｗ燉ｍ２

＝１．７６× １０７Ｗ燉ｍ２

当犧ｍ２＝０．５０μｍ时，黑体的温度为

爴２＝ 牄
犧ｍ２＝

２．８９７× １０－３

０．５０× １０－６ Ｋ＝ ５．７９× １０
３Ｋ

·３４４·第十五章 早期量子论和量子力学基础



黑体的总辐出度

爩０２＝犲爴４２＝ ５．６７× １０－８× （５．７９× １０３）４Ｗ燉ｍ２

＝６．３７× １０７Ｗ燉ｍ２

爩０２

爩０１
＝ ６．３７× １０

７

１．７６× １０７＝ ３．６２

即 爩０２＝３．６２爩０１

【】 假设太阳表面温度为５８００Ｋ，太阳半径为 ６．９６×

１０８ｍ。如果认为太阳的辐射是稳定的，求太阳在１年内由于辐射它

的质量减小了多少？
解 太阳表面的总辐出度

爩０＝ 犲爴４

辐射功率 爮＝ 爩０爳＝ ４π犲爲２爴４

在１年内，辐射的总能量

爾 ＝ 爮牠＝ ４π犲爲２爴４牠

１年内由于辐射而减少的质量

Δ牔＝爾牅２＝
４π犲爲２爴４牠
牅２

＝４×３．１４×５．６７×１０
－８×（６．９６×１０８）２×５８００４×３．１５×１０７

（３×１０８）２ ｋｇ

＝１．３７×１０１７ｋｇ
【】 假定太阳和地球都可看成黑体，如太阳表面温度爴Ｓ

＝６０００Ｋ，地球表面各处温度相同，试求地球的表面温度（已知太

阳半径爲Ｓ＝６．９６×１０５ｋｍ，太阳到地球的距离牜＝１．４９６×１０８ｋｍ）。
解 根据斯特藩玻尔兹曼定律，太阳的总辐出度

爩０（爴Ｓ）＝ 犲爴４Ｓ
辐射功率 爮Ｓ＝ 爩０（爴Ｓ）燈４π爲２Ｓ＝ ４π犲爲２Ｓ爴４Ｓ
单位立体角内的辐射功率

爮Ｓ０＝
爮Ｓ
４π＝ 犲爲

２
Ｓ爴４Ｓ
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地球对太阳所张的立体角

犓＝ π爲
２
Ｅ

牜２

式中爲Ｅ为地球半径。因此地球吸收的功率

爮Ｅ＝ 爮Ｓ０犓＝ 犲爲２Ｓ爴４Ｓ
π爲２Ｅ
牜２

设地球的表面温度为爴Ｅ，它的总辐出度

爩０（爴Ｅ）＝ 犲爴４Ｅ
辐射功率 爮′Ｅ＝ 爩０（爴Ｅ）４π爲２Ｅ＝ ４π犲爲２Ｅ爴４Ｅ
在达到热平衡时有爮Ｅ＝爮′Ｅ，即

犲爲２Ｓ爴４Ｓ
π爲２Ｅ
牜２ ＝ ４π犲爲

２
Ｅ爴４Ｅ

由此得

爴Ｅ＝ 爲２Ｓ
４牜槏 槕２

１燉４

爴Ｓ＝ （６．９６× １０５）２

４× （１．４９６× １０８）［ ］２
１燉４

× ６０００Ｋ

＝２８９Ｋ

【】 钾的光电效应红限波长为犧０＝０．６２μｍ。求：（１）钾的

逸出功；（２）在波长犧＝３３０ｎｍ的紫外光照射下，钾的遏止电势差。
解 （１）钾的逸出功

爛＝牎犩０＝ 牎牅犧０＝
６．６３× １０－３４× ３× １０８

６．６２× １０－６ Ｊ

＝３．２× １０－１９Ｊ＝ ２．０ｅＶ

（２）设钾的遏止电势差为爺ａ，则

牉爺ａ＝ １２牔牤
２
ｍ＝ 牎犩－ 爛＝ 牎牅犧－ 爛

＝ ６．６３× １０－３４× ３× １０８

３３０× １０－９ － ３．２× １０槏 槕－１９ Ｊ

＝２．８３× １０－１９Ｊ＝ １．７７ｅＶ
故 爺ａ＝１．７７Ｖ
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【】 在光电效应实验中，有个学生测得某金属的遏止电
势差爺ａ和入射光波长犧有表１５１所示的对应关系。画出遏止电势
差与入射光频率的曲线，并求出：（１）普朗克常量牎；（２）该金属的逸
出功；（３）该金属的光电效应红限和频率。

表

犧燉ｎｍ 爺ａ燉Ｖ

２５３．６ ２．６０

２８３．０ ２．１１

３０３．９ １．８１

３３０．２ １．４７

３６６．３ １．１０

４３５．８ ０．５７

表

犩燉（１０１４Ｈｚ） 爺ａ燉Ｖ

１１．８ ２．６０

１０．６ ２．１１

９．８７ １．８１

９．０９ １．４７

８．１９ １．１０

６．８８ ０．５７

图１５３

解 由公式犩＝ 牅犧
可将表１５１变为表１５２。由表１５２中数据

可绘爺ａ犩曲线，如图１５３所
示。

（１）爺ａ犩曲线是一条直
线，其方程可表示为

爺ａ＝ 牑犩－ 爺０
因此 牉爺ａ＝牉牑犩－牉爺０
与爱因斯坦光电效应方程

１
２牔牤

２
ｍ＝ 牎犩－ 爛

比较可得普朗克常数

牎＝ 牉牑
由图可得
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牑＝Δ爺ａΔ犩＝
２．６０－ ０．５７

（１１．８－ ６．８８）× １０１４Ｊ燈ｓ燉Ｃ

＝４．１３× １０－１５Ｊ燈ｓ燉Ｃ
因此

牎＝牉牑＝ １．６× １０－１９× ４．１３× １０－１５Ｊ燈ｓ
＝６．６１× １０－３４Ｊ燈ｓ

（２）由图１５３可知，实验曲线的延长线与纵轴交于－２．３Ｖ，
即爺０＝２．３Ｖ。将直线方程与光电效应方程比较，可得该金属的脱
出功为

爛＝ 牉爺０＝ ２．３ｅＶ
（３）直线与横轴交于犩０＝５．５×１０１４Ｈｚ，这就是该金属光电效

应的遏止频率。红限波长即为

犧０＝ 牅
犩０ ＝

３× １０８

５．５× １０１４ｍ＝ ５．４５× １０
－７ｍ＝ ５４５ｎｍ

【】 铝的逸出功为４．２ｅＶ。今用波长为２００ｎｍ的紫外光
照射到铝表面上，发射的光电子的最大初动能为多少？遏止电势差
为多大？铝的红限波长是多大？

解 根据光电效应方程牎犩＝ １２牔牤
２
ｍ＋爛得光电子的最大初动

能

１
２牔牤

２
ｍ＝牎犩－ 爛＝ 牎牅犧－ 爛

＝ ６．６３× １０－３４× ３× １０８

２００× １０－９ － ４．２× １．６× １０槏 槕－１９ Ｊ

＝３．２× １０－１９Ｊ＝ ２．０ｅＶ
遏止电势差满足关系

牉爺ａ＝ １
２牔牤

２
ｍ

所以 爺ａ＝ １牉·
１
２牔牤

２
ｍ＝２．０ｅＶ牉 ＝２．０Ｖ

铝的遏止频率犩０满足关系牎犩０＝爛，故铝的红限波长
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犧０＝ 牅犩０ ＝
牎牅
爛＝

６．６３× １０－３４× ３× １０８

４．２× １．６× １０－１９ ｍ

＝２．９６× １０－７ｍ＝ ２９６ｎｍ
【】 能引起人眼视觉的最小光强约为１０－１２Ｗ燉ｍ２，如瞳

孔的面积约为０．５×１０－４ｍ２，计算每秒平均有几个光子进入瞳孔
到达视网膜上。设光的平均波长为５５０ｎｍ。
解 瞳孔接收的最小光功率为

爮＝ 爤爳＝ １０－１２× ０．５× １０－４Ｗ ＝ ５× １０－１７Ｗ
波长为犧的光子的能量为

牎犩＝ 牎牅犧＝
６．６３× １０－３４× ３× １０８

５５０× １０－９ Ｊ＝ ３．６２× １０－１９Ｊ

因而平均每秒进入瞳孔的光子数为

爫＝ 爮牎犩＝
５× １０－１７

３．６２× １０－１９＝ １３８（
个 燉ｓ）

【】 如果一个光子的能量等于一个电子的静止能量，问
该光子的频率、波长和动量各是多少？在电磁波谱中属于何种射
线？
解 该光子能量等于一个电子的静止能量，则其能量为 犡＝

牔ｅ牅２，又犡＝牎犩，因而频率

犩＝ 犡牎＝
牔ｅ牅２

牎 ＝ ９．１× １０
－３１× （３× １０８）２

６．６３× １０－３４ Ｈｚ

＝１．２４× １０２０Ｈｚ
光子的波长

犧＝ 牅
犩＝

３× １０８

１．２４× １０２０ｍ＝ ２．４× １０
－１２ｍ＝ ２．４× １０－３ｎｍ

属于低能γ射线。光子的动量

牘＝ 牎
犧＝

６．６３× １０－３４

２．４× １０－１２ ｋｇ燉ｍｓ＝ ２．７６× １０
－２２ｋｇ燉ｍｓ

【】 波长犧０＝０．０７０８ｎｍ的Ｘ射线在石蜡上受到康普
顿散射，在π燉２和π方向上所散射的Ｘ射线的波长以及反冲电子所
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获得的能量各是多少？
解 散射Ｘ射线波长犧与散射角犺的关系是

犧＝ 犧０＋ ２牎
牔０牅ｓｉｎ

２ 犺
２＝ 犧０＋ ２犧ｃｓｉｎ

２ 犺
２

当犺＝ π２
时，

犧＝犧０＋ ２犧ｃｓｉｎ２ π４

＝ ０．０７０８× １０－９＋ ２× ２．４３× １０－１２×槏 槕１２ ｍ

＝７．３２× １０－１１ｍ＝ ０．０７３２ｎｍ
根据能量守恒知，反冲电子获得的能量就是入射光子与散射

光子能量之差，所以

Δ犡＝牎牅犧０ －
牎牅
犧＝

牎牅
犧０犧Δ犧

＝６．６３× １０
－３４× ３× １０８× （７．３２× １０－１１－ ７．０８× １０－１１）

７．０８× １０－１１× ７．３２× １０－１１ Ｊ

＝９．２１× １０－１７Ｊ＝ ５７６ｅＶ
当犺＝π时，散射Ｘ射线的波长

犧＝犧０＋ ２犧ｃｓｉｎ２ π２＝ 犧０＋ ２犧ｃ

＝（０．０７０８× １０－９＋ ２× ２．４３× １０－１２）ｍ
＝７．５７× １０－１１ｍ＝ ０．０７５７ｎｍ

反冲电子获得的能量

Δ犡＝牎牅犧犧０Δ犧

＝６．６３× １０
－３４× ３× １０８× （７．５７× １０－１１－ ７．０８× １０－１１）

７．０８× １０－１１× ７．５７× １０－１１ Ｊ

＝１．８２× １０－１６Ｊ＝ １．１４× １０３ｅＶ

【】 已知Ｘ光的光子能量为０．６０ＭｅＶ，在康普顿散射
后波长改变了２０％，求反冲电子获得的能量和动量。
解 设入射Ｘ光光子波长为犧０，则散射后波长为
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犧＝ （１＋ ２０％）犧０＝ １．２犧０
Ｘ光光子散射后的能量即为

犡＝ 牎牅犧＝
牎牅
１．２犧０＝

犡０
１．２

因此反冲电子获得的能量为

犡０－ 犡＝犡０－
犡０
１．２＝ １－ １槏 槕１．２犡０

＝ １－ １槏 槕１．２× ０．６０ＭｅＶ＝ ０．１０ＭｅＶ

在康普顿散射中，散射角犺满足关系

Δ犧＝ ２犧ｃｓｉｎ２ 犺２
因此

ｓｉｎ犺２＝
Δ犧
２犧槡ｃ
＝ ０．２犧０

２犧槡 ｃ
＝ ０．１牎牅

犧ｃ犡槡 ０

＝ ０．１× ６．６３× １０－３４× ３× １０８

２．４３× １０－１２× ０．６０× １０６× １．６× １０槡 －１９＝ ０．２９２

犺＝ ２ａｒｃｓｉｎ０．２９２＝ ３３．９°
图１５４是Ｘ光光子散射前后的情况。由图可得动量守恒定律的两

图１５４

个分量式为

牘ｅｃｏｓ犤＋ 牎
犧ｃｏｓ犺＝

牎
犧０ ①

牘ｅｓｉｎ犤＝ 牎
犧ｓｉｎ犺 ②
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由此得反冲电子的动量大小为

牘ｅ＝ 牎
犧槏 槕０

２

＋ 牎槏 槕犧
２

－ ２牎
２

犧０犧槡 ｃｏｓ犺＝ 牎
犧０犧 犧２＋ 犧２０－ ２犧０槡 犧ｃｏｓ犺

＝ 牎
１．２犧０ １．２２槡 ＋ １－ ２× １．２× ｃｏｓ犺

＝ 犡０
１．２牅槡２．４４－ ２．４ｃｏｓ犺

＝０．６０× １０
６× １．６× １０－１９

１．２× ３× １０８
槡２．４４－ ２．４ｃｏｓ３３．９°ｋｇ燈ｍ燉ｓ

＝１．７８× １０－２２ｋｇ燈ｍ燉ｓ
由式②可得反冲电子动量方向与牨轴的夹角为

犤＝ ａｒｃｓｉｎ 牎
犧牘ｅ槏 槕ｓｉｎ犺＝ ａｒｃｓｉｎ 犡０

１．２牅牘ｅ槏 槕ｓｉｎ犺＝ ５６．６８°

【】 一光子与自由电子碰撞，电子可能获得的最大能量
为６０ｋｅＶ，求入射光子的波长和能量。
解 光子与自由电子碰撞后，电子获得的能量为

Δ犡＝ 牎牅犧０－
牎牅
犧＝

牎牅Δ犧
犧０（犧０＋ Δ犧）＝

牎牅
犧０ 犧０槏 槕燉Δ犧＋ １

式中犧０、犧分别是入射光子和散射光子的波长。由此式可知，当Δ犧
取最大值时，Δ犡有最大值。根据康普顿散射公式

Δ犧＝ ２犧ｃｓｉｎ２ 犺２
Δ犧的最大值为２犧ｃ，因此电子可能获得的最大能量

（Δ犡）ｍ＝ 牎牅

犧０
犧０
２犧ｃ槏 槕＋ １

由此得关于犧０的方程

犧２０＋ ２犧ｃ犧０－
２犧ｃ牎牅
（Δ犡）ｍ ＝ ０

即 犧２０＋２×２．４３×１０－１２犧０－［（２×２．４３×１０－１２

×６．６３×１０－３４×３×１０８）燉（６．０×１０３×１．６×１０－１９）］＝０
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犧２０＋ ４．８４× １０－１２犧０－ １．０１× １０－２２＝ ０
解此方程得

犧０＝７．８６×１０－１２ｍ＝７．８６×１０－３ｎｍ
入射光子的能量为

犡０＝牎牅犧０＝
６．６３× １０－３４× ３× １０８

７．８６× １０－１２ Ｊ

＝２．５３× １０－１４Ｊ＝ １５８ｋｅＶ
【】 以犧１＝４００ｎｍ的可见光和犧２＝０．０４ｎｍ的Ｘ光与自

由电子碰撞，在犤＝π燉２的方向上观察散射光。（１）计算两种情况
下，波长的相对改变量Δ犧燉犧之比和电子获得的动能之比；（２）欲获
得明显的康普顿效应，应如何选取入射光？
解 （１）根据康普顿散射公式知

Δ犧＝ ２犧ｃｓｉｎ２ 犤２

又犤＝ π２，
故Δ犧＝犧ｃ。因此

Δ犧
犧＝

犧ｃ
犧

Δ犧１
犧槏 槕１ Δ犧２

犧槏 槕２ ＝ 犧２犧１＝
０．０４
４００＝ １０

－４

在上题中已经得到，与光子碰撞后电子获得的动能为

Δ犡＝ 牎牅
槏 槕犧犧燉Δ犧＋ １

因此 Δ犡１
Δ犡２＝

犧２ 犧２燉Δ犧２槏 槕＋ １
犧１ 犧１燉Δ犧１槏 槕＋ １

因为犧２Δ犧２，犧１Δ犧１，所以可作近似

Δ犡１
Δ犡２＝

犧２
犧２
Δ犧２

犧１
犧１
Δ犧１

＝
犧２
Δ犧１
犧１

犧１
Δ犧２
犧２

＝ 犧２
犧槏 槕１

２

＝ （１０－４）２＝ １０－８

（２）根据上面的计算可以看出，与自由电子碰撞后，可见光波
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长的相对变化只是Ｘ光波长的相对变化的１０－４，反冲电子的动能

只是后者的１０－８。因此可见光的康普顿效应是很微弱的，要观察到
明显的康普顿效应，应当选取波长很短的入射光。

【】 在基态氢原子被外来单色光激发后发出的巴耳末
系中，仅观察到三条谱线，试求：（１）外来光的波长；（２）这三条谱
线的波长。
解 从高能级跃迁到牕＝２的能级形成的谱系为巴耳末系。
（１）氢光谱的巴耳末系中仅观察到三条谱线，说明基态氢原

子 被激发到 牕＝５的能级。在该能级上，氢原子能量 爠５＝

－０．５４ｅＶ，而基态氢原子能量为爠１＝－１３．５８ｅＶ。因此外来光子
能量

犡＝ 爠５－ 爠１＝ ［－ ０．５４－ （－ １３．５８）］ｅＶ＝ １３．０４ｅＶ
波长为

犧＝牎牅犡＝
６．６３× １０－３４× ３× １０８

１３．０４× １．６× １０－１９ ｍ

＝９．５３× １０－８ｍ＝ ９５．３ｎｍ
（２）这三条谱线的波数分别为

犩
～
１＝爲 １

２２－
１
３槏 槕２

＝１．０９７× １０７× １
４－槏 槕１９ ｍ－１＝ １．５２× １０６ｍ－１

犩
～
２＝爲 １

２２－
１
４槏 槕２

＝１．０９７× １０７× １
４－

１槏 槕１６ ｍ－１＝ ２．０６× １０６ｍ－１

犩
～
３＝爲 １

２２－
１
５槏 槕２

＝１．０９７× １０７× １
４－

１槏 槕２５ ｍ－１＝ ２．３０× １０６ｍ－１

相应的波长分别为
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犧１＝ １
犩
～
１
＝ １
１．５２× １０６ｍ＝ ６．５８× １０

－７ｍ＝ ６５８ｎｍ

犧２＝ １
犩
～
２
＝ １
２．０６× １０６ｍ＝ ４．８５× １０

－７ｍ＝ ４８５ｎｍ

犧３＝ １
犩
～
３
＝ １
２．３０× １０６ｍ＝ ４．３５× １０

－７ｍ＝ ４３５ｎｍ

【】 在气体放电管中，高速电子撞击原子发光。如高速
电子的能量为１２．２ｅＶ，轰击处于基态的氢原子，试求氢原子被激
发后所能发射的光谱线波长。
解 氢原子能级公式为

爠ｎ＝－ １
牕２
牔牉４

８犡２０牎槏 槕２
其中

牔牉４

８犡２０牎２
＝ ９．１× １０－３１× （１．６× １０－１９）４

８× （８．８５× １０－１２）２× （６．６３× １０－３４）２Ｊ

＝２．１７× １０－１８Ｊ
因此能级公式可表示为

爠ｎ＝ － ２．１７× １０
－１８

牕２ Ｊ

由此可算出基态（牕＝１）能量为

爠１＝－ ２．１７× １０－１８Ｊ＝－ １３．６ｅＶ
第一激发态（牕＝２）能量为

爠２＝ － ２．１７× １０
－１８

２２ Ｊ＝－ ５．４３× １０－１９Ｊ＝－ ３．３９ｅＶ

第二激发态（牕＝３）能量为

爠３＝ － ２．１７× １０
－１８

３２ Ｊ＝－ ２．４１× １０－１９Ｊ＝－ １．５１ｅＶ

第三激发态（牕＝４）能量为

爠４＝ － ２．１７× １０
－１８

４２ Ｊ＝－ １．３６× １０－１９Ｊ＝－ ０．８５ｅＶ

·４５４· 普通物理思考题与习题解答



爠３－ 爠１＝ ［－ １．５１－ （－ １３．６）］ｅＶ＝ １２．１ｅＶ
爠４－ 爠１＝ ［－ ０．８５－ （－ １３．６）］ｅＶ＝ １２．８ｅＶ

所以能量为１２．２ｅＶ的电子最多只能使氢原子从基态跃迁到第二
激发态，接着发生如图１５５所示的三种可能的跃迁。从牕＝３到牕＝
２的跃迁所发射的光子波长

图１５５

犧１＝ 牅犩１ ＝
牎牅
牎犩１＝

牎牅
爠３－ 爠２＝

６．６３× １０－３４× ３× １０８

５．４３× １０－１９－ ２．４１× １０－１９ｍ

＝６．５８× １０－７ｍ＝ ６５８ｎｍ
从牕＝２到牕＝１的跃迁所发射的光子波长

犧２＝ 牎牅
爠２－ 爠１＝

６．６３× １０－３４× ３× １０８

２．１７× １０－１８－ ５．４３× １０－１９ｍ

＝１．２２× １０－７ｍ＝ １２２ｎｍ
从牕＝３到牕＝１的跃迁所发射的光子波长

犧３＝ 牎牅
爠３－ 爠１＝

６．６３× １０－３４× ３× １０８

２．１７× １０－１８－ ２．４１× １０－１９ｍ

＝１．０３× １０－７ｍ＝ １０３ｎｍ
【】 试计算氢原子各线系的长波极限波长犧ｌｍ和短波极

限波长犧ｓｍ。
解 氢原子光谱各线系的谱线波数可表示为

犩
～
＝ １
犧＝ 爲

１
牑２－

１
牕槏 槕２
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波长可表示为 犧＝ １
爲

牑２牕２

牕２－ 牑２
对于莱曼系，牑＝１，牕＝２，３，４，…。因此牕＝２时，有

犧ｌｍ ＝ １爲
２２

２２－ １２＝
４

１．０９７× １０７× ３ｍ

＝１．２１５× １０－７ｍ＝ １２１．５ｎｍ
牕→∞时，有

犧ｓｍ ＝ １
爲＝

１
１．０９７× １０７ｍ＝ ９．１２× １０

－８ｍ＝ ９１．２ｎｍ

对于巴耳末系，牑＝２，牕＝３，４，５，…。牕＝３时，有

犧ｌｍ ＝ １爲
２２× ３２

３２－ ２２＝
４× ９

１．０９７× １０７× （９－ ４）ｍ

＝６．５６３× １０－７ｍ＝ ６５６．３ｎｍ
牕→∞时，有

犧ｓｍ ＝ ２
２

爲＝
４

１．０９７× １０７ｍ＝ ３．６４６× １０
－７ｍ＝ ３６４．６ｎｍ

对于帕邢系，牑＝３，牕＝４，５，６，…。牕＝４时，有

犧ｌｍ ＝ １爲
３２× ４２

４２－ ３２＝
９× １６

１．０９７× １０７× （１６－ ９）ｍ

＝１．８７５× １０－６ｍ＝ １．８７５μｍ
牕→∞时，有

犧ｓｍ ＝ ３
２

爲＝
９

１．０９７× １０７ｍ＝ ８．２０４× １０
－７ｍ＝ ８２０．４ｎｍ

对于布拉开系，牑＝４，牕＝５，６，７，…。牕＝５时，有

犧ｌｍ ＝ １爲
４２× ５２

５２－ ４２＝
１６× ２５

１．０９７× １０７× （２５－ １６）ｍ

＝４．０５１× １０－４ｍ＝ ４．０５１μｍ
牕→∞时，有

犧ｓｍ ＝ ４
２

爲＝
１６

１．０９７× １０７ｍ＝ １．４５９× １０
－６ｍ＝ １．４５９μｍ

对于普丰德系，牑＝５，牕＝６，７，８，…。牕＝６时，有
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犧ｌｍ ＝ １爲
５２× ６２

６２－ ５２＝
２５× ３６

１．０９７× １０７× （３６－ ２５）ｍ

＝７．４５８× １０－６ｍ＝ ７．４５８μｍ
牕→∞时，有

犧ｓｍ ＝ ５
２

爲＝
２５

１．０９７× １０７ｍ＝ ２．２７９× １０
－６ｍ＝ ２．２７９μｍ

对于哈弗莱系，牑＝６，牕＝７，８，９，…。牕＝７时，有

犧ｌｍ ＝ １爲
６２× ７２

７２－ ６２＝
３６× ４９

１．０９７× １０７× （４９－ ３６）ｍ

＝１．２３７× １０－５ｍ＝ １２．３７μｍ
牕→∞时，有

犧ｓｍ ＝ ６
２

爲＝
３６

１．０９７× １０７ｍ＝ ３．２８２× １０
－６ｍ＝ ３．２８２μｍ

【】 常温下的中子称为热中子，试计算爴＝３００Ｋ时热
中子的平均动能，由此估算其德布罗意波长。（中子的质量牔ｎ＝
１．６７×１０－２７ｋｇ。）
解 热中子的平均动能

犡ｋ＝ ３
２牑爴＝

３
２× １．３８× １０

－２３× ３００Ｊ＝ ６．２１× １０－２１Ｊ

热中子动量大小的平均值约为

牘＝ ２牔ｎ犡槡 ｋ＝ ２× １．６７× １０－２７× ６．２１× １０槡 －２１ｋｇ燈ｍ燉ｓ

＝４．５５× １０－２４ｋｇ燈ｍ燉ｓ
德布罗意波长则为

犧＝ 牎
牘＝

６．６３× １０－３４

４．５５× １０－２４ｍ＝ １．４６× １０
－１０ｍ＝ ０．１４６ｎｍ

【】 一束带电粒子经２０６Ｖ电压加速后，测得其德布罗
意波长为２．０×１０－３ｎｍ，已知该粒子所带的电荷量与电子电荷量
相等，求这粒子的质量。
解 已知加速电压爺＝２０６Ｖ，设带电粒子被加速后的速度为

牤，粒子质量为牔，则
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牉爺＝ １
２牔牤

２

牤＝ ２牉爺槡牔 ①

以此速度运动的粒子的德布罗意波长

犧＝ 牎
牔牤 ②

由式①和②可解得

牔＝ 牎２

２牉爺犧２

将犧＝２．０×１０－３ｎｍ＝２．０×１０－１２ｍ代入上式得

牔＝ （６．６３× １０－３４）２

２× １．６× １０－１９× ２０６× （２．０× １０－１２）２ｋｇ

＝１．６７× １０－２７ｋｇ
【】 设电子与光子的波长均为０．５０ｎｍ。试求两者的动

量之比以及动能之比。

解 电子动量 牘ｅ＝ 牎犧ｅ

光子动量 牘＝ 牎犧
犧ｅ＝犧，所以 牘ｅ∶牘＝１

光子动能即光子能量 犡＝牎犩＝牎牅犧

电子动能 犡ｋ＝
牘２ｅ
２牔ｅ＝

牎２

２牔ｅ犧２ｅ
犡ｋ
犡＝

牎２

２牔ｅ犧２ｅ
犧
牎牅＝

牎
２牔ｅ犧ｅ牅

＝ ６．６３× １０－３４

２× ９．１× １０－３１× ０．５０× １０－９× ３× １０８＝ ２．４× １０
－３

【】 若一个电子的动能等于它的静能，试求该电子的速
率和德布罗意波长。
解 电子的动能等于它的静能，则有
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牔牅２－ 牔０牅２＝ 牔０牅２

因此 牔＝ ２牔０，
牔０

１－ 牤２燉牅槡 ２
＝ ２牔０

故 牤＝
槡３
２ 牅＝０．８６６牅

电子动量为 牘＝
牔０牤
１－牤２燉牅槡 ２

它的德布罗意波长

犧＝ 牎牘＝
牎 １－ 牤２燉牅槡 ２

牔０牤 ＝ ６．６３× １０－３４ 槡× １－ ３燉４
９．１× １０－３１× ０．８６６× ３× １０８ｍ

＝１．４× １０－１２ｍ＝ １．４× １０－３ｎｍ
【】 设一电子被电势差爺加速后打在靶上，若电子的动

能全部转为一个光子的能量，求当这光子相应的光波波长为５００
ｎｍ（可见光）、０．１ｎｍ（Ｘ射线）和０．０００１ｎｍ（γ射线）时，加速电
子的电势差各是多少？
解 电子被加速后，其动能

犡ｋ＝ 牉爺
电子的动能全部转化为一个光子的能量，则

牎犩＝ 犡ｋ＝ 牉爺

即 牎牅
犧＝牉爺

所以 爺＝牎牅牉犧＝
６．６３×１０－３４×３×１０８

１．６×１０－１９犧 Ｖ＝１．２４×１０
－６

犧 Ｖ

若犧１＝５００ｎｍ＝５００×１０－９ｍ，则

爺１＝ １．２４× １０
－６

５００× １０－９ Ｖ＝ ２．４８Ｖ

若犧２＝０．１ｎｍ＝０．１×１０－９ｍ，则

爺２＝ １．２４× １０
－６

０．１× １０－９ Ｖ＝ １．２４× １０
４Ｖ

若犧３＝０．０００１ｎｍ＝１×１０－１３ｍ，则
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爺３＝ １．２４× １０
－６

１× １０－１３ Ｖ＝ １．２４× １０７Ｖ

【】 试证明带电粒子在均匀磁场中作圆轨道运动时，其
德布罗意波长与圆半径成反比。
证 质量为牔、电荷量为牚的带电粒子在磁感应强度为爜的均

匀磁场中以速率牤作圆周运动时，轨道半径

牜＝ 牔牤牚爜
动量 牘＝牔牤＝牚爜牜

其德布罗意波长 犧＝ 牎
牘＝

牎
牚爜牜

这表明德布罗意波长与圆半径成反比。
【】 在戴维孙革末实验中，已知晶格常量牆＝０．３ｎｍ，

电子经１００Ｖ电压加速，求各极大值所在的方向。
解 在戴维孙革末实验中，电子束散射极大的角度满足以下

条件

牆ｓｉｎ犤＝ 牑 牎
槡２牔牉爺

因此

ｓｉｎ犤＝牑 牎
槡牆 ２牔牉爺

＝牑 ６．６３× １０－３４

０．３× １０－９ ２× ９．１× １０－３１× １．６× １０－１９槡 × １００
＝０．４０９牑

当牑＝０时， 犤＝０
当牑＝±１时， 犤＝ａｒｃｓｉｎ（±０．４０９）＝±２４．１°
当牑＝±２时， 犤＝ａｒｃｓｉｎ（±０．４０９×２）＝ａｒｃｓｉｎ（±０．８１８）

＝±５４．８°
【】 设粒子在沿爭牨轴运动时，速率的不确定量为Δ牤＝

１ｃｍ燉ｓ，试估算下列情况下坐标的不确定量Δ牨：（１）电子；（２）质量
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为１０－１３ｋｇ的布朗粒子；（３）质量为１０－４ｋｇ的小弹丸。
解 在牨轴方向上，粒子坐标和动量的不确定度关系为

Δ牨Δ牘牨≥ 牎－
２

粒子沿牨轴方向运动，其动量为牘牨＝牔牤，动量的不确定度 Δ牘牨＝
牔Δ牤，代入上式可得坐标的不确定度

Δ牨≥ 牎－
２Δ牘牨＝

牎－
２牔Δ牤

（１）对于电子，牔＝９．１×１０－３１ｋｇ，代入后得

Δ牨≥ １．０５× １０－３４

２× ９．１× １０－３１× １× １０－２ｍ

＝５．８× １０－３ｍ＝ ５．８ｍｍ
（２）对于牔＝１０－１３ｋｇ的布朗粒子

Δ牨≥ １．０５× １０－３４

２× １０－１３× １× １０－２ｍ＝ ５．３× １０
－２０ｍ

（３）对于牔＝１０－４ｋｇ的小弹丸

Δ牨≥ １．０５× １０－３４

２× １０－４× １× １０－２ｍ＝ ５．３× １０
－２９ｍ

【】 作一维运动的电子，其动量不确定量是Δ牘牨＝１０－２５

ｋｇ·ｍ燉ｓ，能将这个电子约束在内的最小容器的大概尺寸是多少？
解 根据坐标和动量的不确定度关系

Δ牨Δ牘牨≥ 牎－ 燉２

可得 Δ牨≥ 牎－
２Δ牘牨＝

１．０５×１０－３４

２×１０－２５ ｍ＝５×１０－１０ｍ

因此，能将这个电子约束在内的容器的最小尺寸大约是 ５×
１０－１０ｍ。

【】 氦氖激光器所发出的红光波长为犧＝６３２．８ｎｍ，谱
线宽度Δ犧＝１０－９ｎｍ。试求该光子沿运动方向的位置不确定量（即
波列长度）。
解 取光子运动方向为牨轴方向，光子的动量
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牘牨＝ 牎燉犧＝ ２π牎－ 燉犧
光子动量的不确定度

Δ牘牨＝ ２π牎
－

犧２ Δ犧

根据粒子坐标与动量的不确定度关系

Δ牨Δ牘牨≥ 牎－ 燉２
可得光子位置不确定量为

Δ牨≥ 牎－
２Δ牘牨＝

牎－
２燈

犧２

２π牎－ Δ犧＝
犧２

４πΔ犧

＝ ６３２．８２

４× ３．１４× １０－９ｎｍ＝ ３．２× １０
１３ｎｍ＝ ３２ｋｍ

【】 如果钠原子所发出的黄色谱线（犧＝５８９ｎｍ）的自然
宽度为Δ犩燉犩＝１．６×１０－８，计算钠原子相应的波长态的平均寿命。
解 钠黄线光子的能量

犡＝ 牎犩
能量的不确定量

Δ犡＝牎Δ犩＝２π牎－Δ犩
这一不确定量与钠原子相应的波长态的平均寿命Δ牠满足能量和
时间的不确定度关系

Δ犡Δ牠≥ 牎－ 燉２
因此

Δ牠≥ 牎－
２Δ犡＝

牎－
４π牎－ Δ犩＝

１

４πΔ犩槏 槕犩 犩
＝ 犧

４π牅Δ犩槏 槕犩
＝ ５８９× １０－９

４× ３．１４× ３× １０８× １．６× １０－８ｓ

＝９．７７× １０－９ｓ
【】 如果某球形病毒的直径为５ｎｍ、密度为１．２ｇ燉ｃｍ３。

试估算病毒的最小速率。

解 病毒的体积 爼＝ ４３π
牆槏 槕２

３

＝ １６π牆
３
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病毒质量 牔＝犱爼＝ １６π牆
３犱

病毒动量 牘＝牔牤＝ １６π牆
３犱牤

取病毒坐标的不确定量Δ牨＝牆，动量的不确定量Δ牘牨＝牘。根据不确
定度关系

Δ牨Δ牘牨≥ 牎－ 燉２

可得 １
６π牆

４犱牤≥ 牎－
２

牤≥ ３牎－

π牆４犱＝
３× １．０５× １０－３４

３．１４× （５× １０－９）４× １．２× １０３ｍ燉ｓ

＝１．３× １０－４ｍ燉ｓ＝ ０．１３ｍｍ燉ｓ
最小速率牤ｍｉｎ＝０．１３ｍｍ燉ｓ。

【】 试计算在宽度为０．１ｎｍ的无限深势阱中牕＝１，２，
１０，１００，１０１各能态电子的能量。如果势阱宽为１．０ｃｍ又如何？
解 处于无限深势阱中的电子的能级公式是

爠牕＝ 牕２ 牎
２

８牔牃２＝ 牕
２爠１ （牕＝ １，２，３，…）

已知牃＝０．１ｎｍ＝１×１０－１０ｍ，当牕＝１时，

爠１＝ （６．６３× １０－３４）２

８× ９．１× １０－３１× （１× １０－１０）２Ｊ

＝６．０４× １０－１８Ｊ＝ ３７．７ｅＶ
当牕＝２时， 爠２＝２２爠１＝４×３７．７ｅＶ＝１５０．８ｅＶ
当牕＝１０时， 爠１０＝１０２爠１＝１００×３７．７ｅＶ＝３．７７×１０３ｅＶ
当牕＝１００时， 爠１００＝１００２爠１＝１００２×３７．７ｅＶ＝３．７７×１０５ｅＶ
当牕＝１０１时， 爠１０１＝１０１２爠１＝１０１２×３７．７ｅＶ＝３．８５×１０５ｅＶ
若牃′＝１．０ｃｍ＝１．０×１０－２ｍ，则当牕＝１时

爠′１＝ 牎２

８牔牃′２
＝ （６．６３× １０－３４）２

８× ９．１× １０－３１× （１．０× １０－２）２Ｊ

＝６．０４× １０－３４Ｊ＝ ３．７７× １０－１５ｅＶ＝ １０－１６爠１
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因此 爠′牕＝牕２爠′１＝１０－１６牕２爠１＝１０－１６爠牕
当牕＝２时， 爠′２＝１０－１６爠２＝１．５０８×１０－１４ｅＶ
当牕＝１０时， 爠′１０＝１０－１６爠１０＝３．７７×１０－１３ｅＶ
当牕＝１００时， 爠′１００＝１０－１６爠１００＝３．７７×１０－１１ｅＶ
当牕＝１０１时， 爠′１０１＝１０－１６爠１０１＝３．８５×１０－１１ｅＶ

【】 一维无限深势阱中粒子的定态波函数为 犼牕＝

２槡牃ｓｉｎ牕π牨牃。试求：（１）粒子处于基态时；（２）粒子处于牕＝２的状态
时，在牨＝０到牨＝ 牃３

之间找到粒子的概率。

解 （１）粒子处于基态时，牕＝１。所求概率为

∫
牃燉３

０
燏犼１（牨）燏２ｄ牨＝∫

牃燉３

０

２
牃ｓｉｎ

２π牨
牃ｄ牨＝

１
３－

槡３
４π ＝ ０．１９

（２）粒子处于牕＝２的状态时，所求概率为

∫
牃燉３

０
燏犼２（牨）燏２ｄ牨＝∫

牃燉３

０

２
牃ｓｉｎ

２２π牨
牃ｄ牨＝

１
３＋

槡３
８π ＝ ０．４０

【】 一维运动的粒子处于如下波函数所描述的状态：

犼（牨）＝
爛牨ｅ－犧牨 （牨≥ ０）｛０ （牨＜ ０）

式中犧＞０。（１）求波函数犼（牨）的归一化常数爛；（２）求粒子的概率分
布函数；（３）在何处发现粒子的概率最大？
解 （１）归一化条件为

∫
＋∞

－∞
燏犼（牨）燏２ｄ牨＝ １

因为牨＜０时，犼（牨）＝０，故

∫
∞

０
燏犼（牨）燏２ｄ牨＝ １

将波函数代入：

爛２∫
∞

０
牨２ｅ－２犧牨ｄ牨＝ 爛２ － １

２犧牨
２ｅ－２犧牨

∞

０ ＋
１
２犧∫

∞

０
２牨ｅ－２犧牨槏 槕ｄ牨
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＝ 爛
２

犧∫
∞

０
牨ｅ－２犧牨ｄ牨

＝ 爛
２

犧 －
１
２犧牨ｅ

－２犧牨 ∞

０ ＋
１
２犧∫

∞

０
ｅ－２犧牨槏 槕ｄ牨

＝ 爛
２

２犧２ －
１
２犧ｅ

－２犧牨槏 槕∞０ ＝ 爛
２

４犧３＝ １

所以 爛＝２犧
３
２

（２）设粒子坐标的概率分布函数为犽（牨），则

犽（牨）＝ 燏犼（牨）燏２＝
４犧３牨２ｅ－２犧牨 （牨≥ ０）｛０ （牨＜ ０）

（３）ｄ犽（牨）ｄ牨 ＝４犧３（２牨ｅ－２犧牨－２犧牨２ｅ－２犧牨）＝８犧３牨ｅ－２犧牨（１－犧牨）

令ｄ犽（牨）
ｄ牨 ＝０，则有牨１＝０，牨２→∞，牨３＝ １犧。

分别代入 犽（牨）中，得

犽（牨１）＝０，犽（牨２）＝０，犽（牨３）＝４犧ｅ２。
可见在牨＝ １犧

处发现粒子的概率

最大，最大概率密度为４犧ｅ２。

【】 一维无限深势阱中的粒子的波函数，在边界处为
零，这种定态物质波相当于两端固定的弦中的驻波，因而势阱宽度

牃必须等于德布罗意波长的整数倍。试利用这一条件导出能量量
子化公式

爠牕＝ 牎２

８牔牃２牕
２

解 粒子的能量 爠＝ 牘２

２牔

德布罗意波长 犧＝ 牎
牘＝

牎
槡２牔爠

该定态物质波相当于两端固定的弦中的驻波，则势阱宽度（相当于
弦长）必须等于德布罗意波半波长的整数倍。即

牃＝ 牕犧２＝
牕牎
槡２ ２牔爠
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由此得 爠＝ 牕２ 牎
２

８牔牃２

【】 一个质子在一维无限深势阱中，阱宽牃＝１０－１４ｍ。
（１）质子的零点能量有多大？（２）由牕＝２态跃迁到牕＝１态时，质子
放出多大能量的光子？
解 一个质子在一维无限深势阱中的能量为

爠牕＝ 牕２ 牎
２

８牔牃２＝ 牕
２爠１

（１）牕＝１时，质子的能量为零点能，大小为

爠１＝ 牎２

８牔牃２＝
（６．６３× １０－３４）２

８× １．６７× １０－２７× （１０－１４）２Ｊ＝ ３．２９× １０
－１３Ｊ

（２）质子所放出的光子能量是

犡＝爠２－ 爠１＝ ２２爠１－ 爠１＝ ３爠１
＝３× ３．２９× １０－１３Ｊ＝ ９．８７× １０－１３Ｊ

【】 假设氢原子处于牕＝３，牓＝１的激发态。则原子的轨
道角动量在空间有哪些可能取向？计算各可能取向的角动量与牫
轴之间的夹角。
解 牓＝１时，电子的轨道角动量

槡爧＝ 牓（牓＋ １）牎－ 槡＝ １× （１＋ １）牎－ 槡＝ ２牎－

电子的磁量子数牔牓＝０，±１。角动量在空间给定方向的投影为

爧牫＝ 牔牓牎－

即爧牫＝０，±牎－。相应的取向与牫轴间的夹角为

犤１＝ ａｒｃｃｏｓ
爧牫１
爧 ＝ ａｒｃｃｏｓ

牎－

槡２牎槏 槕－ ＝ ａｒｃｃｏｓ １
槡２

＝ ４５°

犤２＝ ａｒｃｃｏｓ
爧牫２
爧 ＝ ａｒｃｃｏｓ０＝ ９０°

犤３＝ ａｒｃｃｏｓ
爧牫３
爧 ＝ ａｒｃｃｏｓ

－ 牎－

槡２牎槏 槕－ ＝ ａｒｃｃｏｓ－ １
槡槏 槕２ ＝ １３５°

由以上计算可得电子轨道角动量的空间取向如图１５６所示。
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图１５６

【】 试说明钾原子中电子的排
列方式，并和钠元素的化学性质进行比
较。
解 钾原子共有１９个电子，排列方式

如下。
Ｋ壳层（牕＝１）：有２个ｓ电子。
Ｌ壳层（牕＝２）：

ｓ分层（牓＝０）有２个电子，
ｐ分层（牓＝１）有６个电子。

Ｍ壳层（牕＝３）：
ｓ分层有２个电子，
ｐ分层有６个电子。

Ｎ壳层（牕＝４）：
ｓ分层有１个电子。

综上所述，钾原子中电子排列方式是１ｓ２２ｓ２２ｐ６３ｓ２３ｐ６４ｓ１。因为３ｄ电
子比４ｓ电子能量高，根据能量最小原理，第１９个电子不是３ｄ电子
而是４ｓ电子。
钠原子共有１１个电子，其排列方式是１ｓ２２ｓ２２ｐ６３ｓ１。由于钾原

子和钠原子最外层都只有一个电子（即价电子），所以它们有相似
的化学性质，都是一价的活泼金属元素。
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第十六章 激光和固体的



量子理论

知 识 要 点

．产生激光的基本条件

（１）粒子数反转 处在高能态的原子数大于低能态的原子
数，这种原子分布与正常分布相反，称为粒子数反转。粒子数反转
可以在具有适当能级结构的工作物质中实现。

（２）光学谐振腔 在光学谐振腔中，某一方向和频率的光子
享有最优越的条件进行放大 ，而其他方向和频率的光子被抑止。
在光学谐振腔中，光放大的规律为

爤＝ 爤０ｅ爢牨

爢称为增益系数。
．固体的能带结构
大量原子形成固体，彼此间距很小。原子能级由于原子间的相

互作用发生分裂形成能带。填满电子的能带叫满带，满带中电子不
能参与导电；部分填充电子的能带叫导带，导带中电子参与导电；
没有电子的能带叫空带。能带与能带可能连接，可能重叠，也可能
有一定间隔，这个间隔叫禁带。

．导体和绝缘体
导体中的能带有导带。绝缘体的空带与满带间有较宽的禁带。
．半导体
有三种类型的半导体。
本征半导体 满带和空带间禁带宽度较小，有少量电子和空



穴参与导电。
ｎ型半导体 参与导电的载流子是从施主能级跃迁到导带中

的电子。
ｐ型半导体 参与导电的载流子是由于受主能级收容了从满

带中跃迁来的电子后，在满带中产生的空穴。
．ｐｎ结

ｐｎ结是在ｐ型半导体和ｎ型半导体接触面附近，由于电子从

ｎ型半导体向ｐ型半导体扩散而形成的电偶层，它具有单向导电
性。

思考题和习题解答

【】 比较受激辐射和自发辐射的特点。
答 自发辐射是发光物质中各个原子自发地、独立地进行辐

射，辐射的各个光子的相位、偏振态和传播方向之间没有确定的关
系，因此，即使辐射出同频率的光，也不是相干光。
受激辐射的光子在频率、相位、偏振态和传播方向上均与诱发

受激辐射的外来光子相同。在连续诱发的受激辐射中，各原子发出
的光的频率、相位、偏振态和传播方向都相同，因此受激辐射的光
是相干光。

【】 实现粒子数反转要求具备什么条件？
答 要实现粒子数反转，必须要有激活物质。在这种物质的能

级结构中，除了存在基态、激发态外，还须存在亚稳态能级。原子被
激发到激发态后，通过无辐射跃迁，达到相当稳定的亚稳态。于是
基态原子数不断减少，亚稳态原子数不断增多，从而实现亚稳态对
基态的粒子数反转。

【】 如果在激光的工作物质中，只有基态和另一个激发
态，能否实现粒子数反转？
答 在工作物质中，如果只有基态和另一个激发态，则由于原
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子在激发态的寿命极短，极容易通过自发辐射回到基态，使激发态
原子数远小于基态原子数，不能实现粒子数反转。

【】 谐振腔在激光的形成过程中起什么作用？
答 当激光的工作物质产生受激辐射时，由同一外来光子诱

发的连续发生的受激辐射的光子具有相同的频率、相位、偏振态和
传播方向。而初始诱发受激辐射的外来光子来源于自发辐射，因此
不同外来光子在频率、相位、偏振态和传播方向上是随机的，不同
外来光子诱发的受激辐射的光子在频率、相位、偏振态和传播方向
上也是随机的。谐振腔的作用就在于使某一方向和频率的光子享
有最优越的条件进行放大，而抑止其他频率和方向的光子。

【】 已知Ｎｅ原子的某一激发态和基态的能量差爠２－爠１
＝１６．７ｅＶ，试计算爴＝３００Ｋ时在热平衡条件下，处于两能级上的
原子数的比。
解 在热平衡状态下，工作物质中原子在能级上的分布服从

玻尔兹曼分布律，即

爫牏＝ 爛ｅ－爠牏燉（牑爴）

能量差为爠２－爠１的两个能级上原子数的比为

爫２

爫１
＝ ｅ－（爠２－爠１）燉（牑爴）

爠２－ 爠１
牑爴 ＝ １６．７× １．６× １０

－１９

１．３８× １０－２３× ３００＝ ６４５

因此 爫２

爫１
＝ｅ－６４５＝１．３１×１０－２８０

【】 计算氢原子第一激发态爠２（牕＝２）与基态爠１（牕＝１）之

间的能量差，用ｅＶ为单位。设火焰（温度为２７００Ｋ）中含有１０２０个
氢原子，如果火焰中氢原子能级按玻尔兹曼分布律分布，求氢原子
处于能级爠２的原子个数牕２。设火焰中每秒放射的光子数为１０８牕２，
求发光的功率。用Ｗ 为单位。
解 氢原子能级公式为
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爠牕＝－ １
牕２
牔牉４

８犡２０牎槏 槕２
氢原子第一激发态与基态之间的能量差

爠２－ 爠１＝ 牔牉
４

８犡２０牎２
１
１２－

１
２槏 槕２ ＝ ３牔牉４

３２犡２０牎２

＝ ３× ９．１× １０－３１× （１．６× １０－１９）４

３２× （８．８５× １０－１２）２× （６．６３× １０－３４）２Ｊ

＝１．６２× １０－１８Ｊ＝ １０．１ｅＶ
氢原子在爠２能态和爠１能态上的数目的比

牕２
牕１＝ ｅ

－（爠２－爠１）燉（牑爴）

爠２－ 爠１
牑爴 ＝ １．６２× １０－１８

１．３８× １０－２３× ２７００＝ ４４

因此 牕２
牕１＝ ｅ

－４４＝ １
１．２８× １０１９

牕２
牕１＋ 牕２＝

１
１．２８× １０１９＋ １≈

１
１．２８× １０１９

而 牕１＋ 牕２＝ １０２０

故 牕２＝ １０２０

１．２８× １０１９＝ ８

每个光子的能量

犡＝ 爠２－ 爠１＝ １．６２× １０－１８Ｊ
发光功率即为

爮＝ １０８牕２犡＝ １０８× ８× １．６２× １０－１８Ｗ ＝ １．３０× １０－９Ｗ
【】 氦氖激光为波长６３２．８ｎｍ的红光。它的谱线宽度Δ犧

约为１０－８ｎｍ，试计算它的相干长度。
解 相干长度犠ｍ与光的波长犧及谱线宽度Δ犧的关系为

犠ｍ ＝ 犧２

Δ犧
这里 犧＝６３２．８ｎｍ＝６３２．８×１０－９ｍ

Δ犧＝ １０－８ｎｍ＝ １０－１７ｍ
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所以 犠ｍ≈ （６３２．８× １０
－９）２

１０－１７ ｍ＝ ４× １０４ｍ＝ ４０ｋｍ

【】 如果光在增益介质中通过１ｍ后，光强增大至两倍，
若介质的增益系数爢可视为常数，试求爢。
解 光强在增益介质中按指数规律增长

爤＝ 爤０ｅ爢牨

由此得增益系数

爢＝ １
牨ｌｎ

爤
爤０＝

１
１× ｌｎ２ｍ

－１＝ ０．６９ｍ－１

【】 已知ＨｅＮｅ激光器的输出功率为４ｍＷ，输出端反射
镜的透射率为１％，毛细管直径为１ｍｍ，求腔内能量密度。
解 设激光器腔内能量密度为牥，毛细管横截面积为爳，则腔

内光功率为

爮＝ 牥牅爳
在谐振过程中，布儒斯特窗起起偏作用，输出的是完全偏振光。因
此输出功率

爮′＝ １
２燈１％ 燈爮＝

１
２燈１％ 燈牥牅爳

故

牥＝ ２爮′
０．０１牅爳

＝ ２× ４× １０－３

０．０１× ３× １０８× ３．１４× （０．５× １０－３）２Ｊ燉ｍ
３

＝３．４× １０－３Ｊ燉ｍ３

【】 从能带结构来看，导体、半导体和绝缘体有什么不
同？
答 若价带已被电子填满，成为满带，在满带和空带之间的禁

带宽度很大（３～６ｅＶ），以致在一般情况下，满带中很少有电子能
被激发到空带中去，在外电场作用下，参与导电的电子极少，显示
出很高的电阻率，这就是绝缘体。
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半导体中的价带也已填满，但禁带宽度较小（０．１～１．５ｅＶ），
满带中的电子在不很强的外界影响下即可进入空带，参与导电，同
时满带中留下的空穴也可参与导电。
导体的能带有两种类型：第一，价带未填满而成为导带；第二，

价带虽已填满，但禁带宽度为零，满带与导带部分重叠。
【】 半导体的导电机构是什么？适当掺入杂质和加热都

能使半导体的电导率增加，这两种处理本质上有无不同？
答 半导体存在两种导电机构。在有电场时，跃入导带中的电

子逆电场方向运动，而满带中空穴沿电场方向移动。在本征半导体
中，两种导电机构兼而有之。在ｎ型半导体中主要是电子导电，在ｐ
型半导体中主要是空穴导电。
对半导体加热，可以将更多的电子从满带激发到导带，同时在

满带中产生同样多的空穴，使两种载流子浓度都增高，从而增加半
导体的电导率。向半导体掺入杂质或者可以形成施主能级，向导带
提供大量电子，或者可以形成受主能级，使满带中产生大量空穴，
这都会使半导体载流子浓度增加，从而提高半导体的电导率。

【】 试由霍尔系数的定义和载流子所受洛伦兹力，粗略

地证明ｐ型半导体的霍尔系数爲Ｈ＝ １
牕ｐ牉，ｎ
型半导体的霍尔系数爲Ｈ

＝ １
牕ｎ牉，
式中牕ｐ和牕ｎ分别表示空穴或电子的浓度。

图１６１

解 设有如图１６１所示的ｐ型半
导体，磁场由前向后垂直于表面，电流
从左向右流过半导体，则上下表面分
别带有正电荷和负电荷，电势差

爺＝ 爲Ｈ爤爜牆
爲Ｈ即为霍尔系数，它可定义为

爲Ｈ＝ 爺牆爤爜 ①
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ｐ型半导体的载流子为带正电的空穴。在稳定情况下，它受到的
霍尔电场力与洛仑兹力平衡，即爡ｍ＝爡ｅ。

爡ｍ ＝ 牉牤爜， 爡ｅ＝ 牉爠Ｈ
由此可得 爠Ｈ＝牤爜
于是霍尔电势差

爺＝ 爠Ｈ牄＝ 牤爜牄 ②
设ｐ型半导体中空穴浓度为牕ｐ，则电流强度

爤＝ 牕ｐ牉牤牆牄 ③
将式②和式③代入式①，可得

爲Ｈ＝ １
牕ｐ牉

同理可证，ｎ型半导体的霍尔系数为

爲Ｈ＝ １
牕ｎ牉

【】 在室温下ｎ型锗的霍尔系数爲Ｈ＝１００ｃｍ３燉Ｃ，求载
流子浓度。
解 该ｎ型锗的载流子浓度为

牕ｎ＝ １
爲Ｈ牉＝

１
１００× １．６× １０－１９ｃｍ

－３＝ ６．２５× １０１６ｃｍ－３

【】 ｐ型半导体与ｎ型半导体接触后形成ｐｎ结，ｎ型的
电子能否无限地向ｐ型扩散？
答 当ｐ型半导体和ｎ型半导体接触时，ｐ型半导体中的空穴

浓度大大高于ｎ型半导体，而ｎ型半导体中的自由电子浓度大大
高于ｐ型半导体。这样，在接触面附近就出现电子从ｎ型半导体向

ｐ型半导体的扩散，使ｐ型半导体一侧具有过多的负电荷，因而电
势较低，ｎ型半导体一侧具有过多的正电荷，因而电势较高，在接
触面附近就出现从ｎ型半导体指向ｐ型半导体的电场，这种电场
抑制电子的扩散，因此扩散进行到一定程度就会停止。

【】 已知 ＣｄＳ和 ＰｂＳ的禁带宽度分别为 ２．４３ｅＶ和
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０．３ｅＶ，试计算它们的本征光电导的吸收限，并由此说明为什么

ＣｄＳ可用在可见光到Ｘ射线的短波方面，而ＰｂＳ却可有效地用在
红外线方面。
解 只有当照射到晶体上的光子的能量大于禁带宽度爠ｇ时

才能发生本征吸收，即光子频率需满足

牎犩≥ 爠ｇ

波长需满足 犧＝ 牅
犩≤

牎牅
爠ｇ

对ＣｄＳ：

犧≤ ６．６３× １０
－３４× ３× １０８

２．４３× １．６× １０－１９ ｍ＝ ５．１× １０－７ｍ＝ ５１０ｎｍ

所以从可见光中波长小于５１０ｎｍ的光，直到Ｘ射线才能使ＣｄＳ产
生本征光电吸收。
对ＰｂＳ：

犧≤牎牅爠ｇ＝
６．６３× １０－３４× ３× １０８

０．３× １．６× １０－１９ ｍ

＝４．１４× １０－４ｍ＝ ４１４０ｎｍ
由此可见，对ＰｂＳ，红外线已可使它发生本征吸收。
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