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前

言

　　 本书原来是根据原子核物理教材编审委员会于１９８５年７月在
青岛召开的会议上确定的加速器或束流物理专业的本科教学大纲

编写的教材（试用），１９９０年正式出版。１０多年来，我国在加速器领
域又有许多新的发展，为了适应新形势的需要，我们在修改和补充
的基础上，编写了这本第２版《加速器理论》。
自从自动稳相原理提出以来，各种共振高能加速器相继出现，

随着１９５２年强聚焦加速原理的提出，人们认识到，要建造性能良好
的加速装置，没有事先大量的理论计算和研究工作是不可想像的。
例如，在强聚焦加速器中，粒子自由振荡的稳定区是很狭小的，对于
不同的磁场参数（ｎ，Ｎ，Ｌ），必须保持诸参数之间一定的比例关系，
才能保持粒子稳定加速。又比如，在高能电子加速器中，必须事先
对同步辐射损失予以充分考虑，否则辐射损失将导致共振加速条件
的破坏，电子无法被加速到高能。
加速器理论除了研究理想场中带电粒子运动的稳定性外，还必

须讨论非理想场的影响，即无论事先进行的设计有多么周密，实际
制造出来的加速器绝不可能处处满足理想情况。理论工作者的任
务就是必须对各种可能的非理想场（如磁场不均匀分布、高频频率
不稳定等）进行计算，并对各种非理想场提出不同的公差要求。公
差要求过严，对加速器正常工作的增益不多，但会给制造及安装增
加困难。相反，公差要求过宽，又往往会使加速器处于低效率的工
作状态（如束流强度不高，或能量达不到设计指标等），甚至会造成
加速器本身局部返工。
近年来，为了适应物理研究的需要，人们常常提出这种或那种

新的加速器原理，这些新的想法也必须经过周密的理论计算才能判
断其实现的可能性和局限性。有些新想法，如强聚焦原理，粗略地
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看，似乎令人难以相信，因为在这个原理被提出以前，大家都认为，只有在

１＞ｎ＞０的磁场中粒子运动才是稳定的。但是，严格的理论计算证明：交变梯度
磁场能够保持粒子的稳定运动，而且这种磁场具有强的聚焦效果。这样，大家都
被这种新的加速方法吸引了。另外也有一些新的加速方法，看来好像是很有道
理的，譬如，为了克服回旋加速器中粒子因为质量随能量增加，不能维持共振加
速的缺点，有人曾建议将回旋加速器的加速盒不是做成Ｄ形，而是做成八卦形，
使粒子每次穿过加速缝时高频电场相位不变，这样，回旋加速器的能量不就可以
无限制地提高了吗？但是，通过理论计算却发现，粒子在这种电场中的运动是不
稳定的。相反，人们却发现了托马斯加速器原理，后来证明这是提高回旋加速器
能量的一个成功的想法。因此，无论是从事加速器设计和制造工作，还是从事新
的加速器原理探讨工作，加速器理论的训练都是十分重要的。当然，本课程不可
能讨论到有关理论的每个方面，只是希望使学生在不多的学时内，将最基本的理
论要领及处理问题的方法学到手，将来工作时，可以从这些基础知识和方法出
发，着手解决面临的具体问题。
本书内容共分１３章。第１、２章着重介绍在加速器中处理粒子运动的一般

方法，即从牛顿力学方程出发，将不同形式的电磁场代入，从而得到在环形加速
器中的粒子运动方程组，然后将运动分解为三个部分———平衡运动、自由振荡
（快变化）和相振荡（慢变化），通过对平衡运动的研究可以得出维持粒子平衡运
动的条件，从而确定加速器磁铁系统结构的特点。通过对相振荡的研究，得到粒
子在电场中运动的稳定条件，由此可以确定加速器基本参数（如轨道半径、磁场
强度及高频频率）之间的配合关系。第３章是研究周期场加速器，这种加速器的
稳定条件不像弱聚焦加速器那样简单，而且往往因具体结构不同，稳定条件也相
差很远，如有无直线节，聚焦节与散焦节的不同排列次序，都会使聚焦的条件发
生变化。另外，在周期场中相振荡又有许多不同于弱聚焦的特点。第４、５章是
研究非理想场对粒子运动的影响，非理想场对粒子运动的影响可以概括为两个
方面：一是外力引起的强迫振动；另一个是共振现象，即当外力的频率与粒子振
动的固有频率合拍时，粒子的固有振荡幅度不断被加强。前一种，即强迫振动的
研究，可作为对非理想场提出公差要求的依据；后一种，即共振的研究，则力求在
设计和调束时合理选择加速器的物理参数，避免共振发生。如在弱聚焦加速器
中磁场对数梯度ｎ一定要避开０．５，０．７５等数值。但在某些情况下，共振不能避
免，注定要发生，这时理论工作者的任务就是要力求减小其危害性。在这两章中
除讨论线性共振外，还提出了非线性共振问题。因为在这以前的研究中，我们都
是采用线性近似，即略去所有的高次项。这样处理问题在多数情况下，已经足够
准确地描述了粒子运动的规律。但是，当我们讨论各种共振发生的可能性的时
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候，必须考虑非线性项导致共振的可能。当然，这与以前线性近似处理问题的方
法并不矛盾，因为我们研究非线性共振的目的恰恰是要采取措施避开它。避开
了非线性共振后，非线性项就变得不那么重要了。非线性共振的研究在数学上
很复杂，我们这里只限于讨论其最基本的要领及发生的条件。第６章是哈密顿
表示法，尽管这种方法应用并不十分普遍，但在解决某些问题时是方便的，因此
我们也作了简要的介绍。第７、８章分别介绍了同步辐射对高能带电粒子运动的
影响。第９、１０章分别介绍了束流寿命和束流稳定问题。第１１章集中讨论了直
线型加速器的理论问题。第１２章针对近年来强流加速器的新发展，介绍了强流
加速器涉及的各种理论问题，以扩大本书的应用范围。第１３章专门讨论了束流
发射度，这是人们普遍关注的提高加速器束流品质的一个关键问题。
本书不是按每个加速器的系统叙述，而是把共同的问题提出来讨论。但在

谈到每个问题时，又是从具体加速器（或具体电磁场形态）的举例出发，以便于理
解。有些加速器不被提到，并非这里的分析方法不适用于这些加速器。应该具
体问题具体分析，学习要灵活运用。课程中涉及到的数学问题较多，必要的数学
工具学生应该细心掌握，不可轻视，对各种数学问题所表示的物理意义也必须给
以同样的注意。数学毕竟是工具，用什么工具，要从物理问题的需要提出。譬
如，粒子在磁场中的运动方程，准确的写法可以包含十几项，甚至更多，但如果不
分主次，单纯追求数学上的严格，那么就不能用数学分析法得出方程的解来，因
而也无法由此得到简明的物理结论。又比如，研究自由振荡时，外界微扰力可以
略去，但研究共振现象时，则必须考虑某些微扰力。因此，要求读者能做到：物理
问题能用合适的数学形式表达，从数学的运算中又能抓住物理要领。
由于篇幅所限，本书重点围绕环形、直线型及周期聚焦型的加速器展开讨

论，有些类型的加速器，如普通静电加速器并未涉及，有关对撞机的一些专门问
题也未涉及。
另外，为了便于读者学习和了解相关的知识，本书最后给出了一个索引。
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符 　
号 说

明

　　 本书所用的符号尽量做到一个符号只代表一个物理量，但有的
符号在不同的地方表示不同的物理量，也只好按一般习惯沿用下
来，请读者注意。现把本书中所用到的主要符号按字母顺序列出并
注明其物理意义。

Ａ　　　　　　　矢量磁位

Ａ 相振荡幅值

Ａ 轨道接受度

Ａ 常数

ａ 真空盒半宽度

ａ 束流半径

Ｂ 磁感应强度

Ｂｒ 径向磁感应强度

Ｂθ 辐向磁感应强度

Ｂｚ 轴向磁感应强度

Ｂｓ 平衡轨道上的磁感应强度

ｂ 真空盒半高度

Ｃ 粒子轨道周长

Ｃｓ 同步粒子轨道周长

ｃ 光速

ｄ 阴阳极间距

Ｅ 矢量电场强度

Ｅｒ 径向电场强度

Ｅθ 辐向电场强度

Ｅｚ 轴向电场强度
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Ｅ 粒子的总能量

Ｅ０ 粒子静止能量

Ｅｓ 同步粒子总能量

Ε 归一化电场强度

ｆ 电场频率

ｆｓ 谐振频率

ｆｘ，ｚ 边缘场聚焦常数

ｆｅ 空间电荷中和度

Ｇ 粒子轨道曲率

Ｇ 母函数

ｇ（θ，Ｅ） 束流密度分布函数

Ｈ 哈密顿函数

Ｈ 磁场强度

Ｈ 相振荡能量

Ｉ 电流

Ｉ 单元矩阵

Ｉｃ 临界电流

ｉｚ 轴向单位矢量

ｉｒ 径向单位矢量

ｉθ 辐向单位矢量

Ｊｉ 阻尼分配系数

Ｊ 电流密度

Ｋ 磁场聚焦函数

ｋ 倍频系数

ｋ 谐波系数

ｋ 电磁波在自由空间的传播常数

Ｌ 拉格朗日函数

Ｌ 磁铁元件排列周期长度、漂移室长度

ｌ 曲线坐标中轨道长度

Ｍ 轨道上束团数目

ｍ 偏转磁铁中的轨道弧长

ｍ 粒子的质量

ｍ０ 粒子的静止质量

Ｎ 轨道磁场周期数
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Ｎ 粒子数

ｎ 磁场对数梯度

ｎ 束团耦合模式

ｎ０ 单位体积内的气体分子数

Ｐγ 同步辐射功率

Ｐ 高频功率

Ｐ 几率

ｐ 残余气体压强

ｐ 粒子动量

ｐｓ 同步粒子动量

ｐ 粒子归一化动量

Ｑｘ，Ｑｒ 径向自由振荡频率

Ｑｚ 轴向自由振荡频率

Ｑ 广义坐标

ｑ 广义坐标

ｑ 过电压系数

Ｒ 平均轨道半径

Ｒ 束包络半径

Ｒｐ 漂移室半径

Ｒｃ 阴极半径

ｒ 粒子的轨道半径

ｒｓ 平衡轨道半径

ｒ０ 瞬时平衡轨道半径

Ｓ 束流截面

ｓ 轨道直线级长度

Ｔ 渡越时间因子

Ｔ 粒子运动周期

Ｔｆ 高频电场周期

Ｔ 相振荡周期

Ｕ（） 位能函数

Ｕ 位能

Ｕｓ 粒子每圈平均辐射能量

ｕ 量子辐射的能量、电子速率

ｕｅ 电子密度
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ｕｉ 离子密度

ｕｇ 中性气体分子密度

Ｖ 高频电压

Ｖ０ 高频电压幅值

ｖ 粒子运动的速度

Ｗ 粒子的动能

Ｗ 自由振荡能量

Ｘ 粒子的矢量半径

ｘ 粒子轨道的径向偏移

ｙ 粒子轨道的横向偏移

ｚ 粒子轨道的轴向偏移

Ｚ 原子序数

Ｚ 阻抗

α（ｌ） 横向振荡α函数

αｐ 轨道膨胀因子

αｉ 辐射阻尼系数

β 相对速度

β（ｌ） 横向振荡β函数

βｐ 基波的归一化相速度

γ 归一化能量

σｘ 自由振荡径向均方根偏差

σｚ 自由振荡轴向均方根偏差

σε 能量振荡均方根偏差

τｉ 辐射阻尼时间常数

τｃ 库仑散射寿命

τｑ 量子寿命

τＴ Ｔｏｕｓｃｈｅｋ寿命

τ 非同步粒子相对同步粒子的时间偏移

τ 加速周期

φ 高频电场相位

φｓ 平衡相位

Ψ 粒子轨道包围的总磁通

Ω 相振荡角频率、电子在磁场中的回旋频率

ω 粒子回旋角频率
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ωｆ 高频电场角频率

ωｘ，ωｒ 径向自由振荡角频率

ωｚ 轴向自由振荡角频率

ωｓ 同步粒子回旋角频率

ω０ 中心区或非同步粒子回旋角频率

γ（ｌ） 横向振荡γ函数

δ 趋肤深度

ε 某一微小量、介质常数

ε 粒子的能量偏移

ε 束流发射度

εｎ 归一化发射度

η 跳相因子

η（ｌ） 色散函数

ηＡ 电流修正因子

θ 辐角

Λ 束流发生扰动的角频率

λ 自由空间的波长

λ 某一常数

λ（θ） 线电流密度

Ψ 自由振荡相位

μ 磁导率

μ 每个磁场周期内自由振荡的角度

μ（ｌ） 轨道磁场μ函数

ν 粒子运动的圈数

ξ 色品

ξ０ 自然色品

ξｓ 附加色品

ζ 某一变量

ρ（ｌ） 轨道曲率半径

ρｓ 平衡轨道曲率半径

ρ 电荷密度

σ 常系数
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1
章
圆形加速器中带电粒子的运动

方程与横向运动［１，２］

１．１　带电粒子在电磁场中的运动

由于多数加速器中用圆柱坐标比较方便，所以本书也以这个坐标为主。设
柱坐标的单位矢量为ｉｒ，ｉθ，ｉｚ，带电粒子的质量为ｍ，其所携电荷为ｅ。

假定外界电磁场包含了三维空间的各个分量，即

电场强度　　Ｅ＝ｉｒＥｒ＋ｉθＥθ＋ｉｚＥｚ
磁场强度　　Ｂ＝ｉｒＢｒ＋ｉθＢθ＋ｉｚＢｚ
用Ｘ表示由坐标原点到粒子瞬时坐标位置Ａ 的矢径（见图１．１），则Ｘ＝

ｉｒｒ＋ｉｚｚ。

图１．１　圆柱坐标系中粒子位置的表示

根据牛顿第二运动定律，粒子的运动可以表示为：

ｄ
ｄｔ
ｍｄＸｄ（ ）ｔ ＝ｅｄＸｄｔ×（ ）Ｂ ＋ｅＥ （１．１）

　　Ｘ是矢量，它不仅反映数值大小随时间的变化，而且方向也随之变化，因而，

除ｒ，ｚ是时间的函数外，ｉｒ及ｉｚ也是时间的函数，即
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ｄｉｒ
ｄｔ＝

ｄｉｒ
ｄθ
·ｄθ
ｄｔ＝ｉθθ

·

ｄｉθ
ｄｔ＝

ｄｉθ
ｄθ
·ｄθ
ｄｔ＝－ｉｒθ

·

ｄｉｚ
ｄｔ＝

烍

烌

烎
０

（１．２）

其中θ
·
表示θ对时间的微分。

利用方程（１．２）可以把方程（１．１）的等号左端展开为：

ｄ
ｄｔ
ｍｄＸｄ（ ）ｔ ＝ｄｄｔ

ｍ ｄｄｔ
（ｉｒｒ＋ｉｚｚ［ ］）

＝ｄｄｔ ｍｉｒ
ｄｒ
ｄｔ＋ｒ

ｄｉｒ
ｄｔ＋ｉｚ

ｄｚ
ｄｔ＋ｚ

ｄｉｚ
ｄ（ ）［ ］ｔ

＝ｄｄｔｉｒ
（ｍｒ）＋ｉθ（ｍｒθ

·
）＋ｉｚ（ｍｚ［ ］）

＝ｉｒ ｄｄｔ
（ｍｒ）－ｍｒθ

·［ ］２ ＋ｉθ１ｒ ｄ
ｄｔ
（ｍｒ２θ

·［ ］）＋ｉｚ ｄｄｔ（ｍｚ）（１．３）
　　根据矢量积定则，有：

ｉｒ×ｉθ＝ｉｚ
ｉθ×ｉｚ ＝ｉｒ
ｉｒ×ｉｚ ＝－ｉθ
ｉｒ×ｉｒ ＝ｉθ×ｉθ＝ｉｚ×ｉｚ ＝

烍

烌

烎０

（１．４）

　　将方程（１．１）右端展开为：

Ｘ
·
×Ｂ＝

ｉｒ ｉθ ｉｚ

ｒ ｒθ
· ｚ

Ｂｒ Ｂθ Ｂｚ

　　　　　　　　　　　　　　　　　

＝ｉｒ（ｒθ
·

Ｂｚ－ｚＢθ）＋ｉθ（ｚＢｒ－ｒＢｚ）＋ｉｚ（ｒＢθ－ｒθ
·

Ｂｒ）

Ｅ＝ｉｒＥｒ＋ｉθＥθ＋ｉｚＥ
烍
烌

烎ｚ

（１．５）

　　令左端等于右端，则方程（１．１）可以写为：

ｉｒ ｄｄｔ
（ｍｒ）－ｍｒθ

·［ ］２ ＋ｉθ１ｒ ｄ
ｄｔ
（ｍｒ２θ

·［ ］）＋ｉｚ ｄｄｔ（ｍｚ）
＝ｉｒｅ（ｒθ

·

Ｂｚ－ｚＢθ）＋ｉθｅ（ｚＢｒ－ｒＢｚ）＋ｉｚｅ（ｒＢθ－ｒθ
·

Ｂｒ）＋
ｉｒｅＥｒ＋ｉθｅＥθ＋ｉｚｅＥｚ （１．６）

　　依矢量ｉｒ，ｉθ及ｉｚ 将方程（１．６）分解为三个方向的运动，于是便得到带电粒
子在电磁场中的运动方程（圆柱坐标）：
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径向： ｄ
ｄｔ
（ｍｒ）－ｍｒθ

·２＝ｅ（ｒθ
·

Ｂｚ－ｚＢθ）＋ｅＥｒ （１．７ａ）

辐向： １
ｒ
·ｄ
ｄｔ
（ｍｒ２θ

·
）＝ｅ（ｚＢｒ－ｒＢｚ）＋ｅＥθ （１．７ｂ）

轴向（垂直方向）：　ｄｄｔ
（ｍｚ）＝ｅ（ｒＢθ－ｒθ

·

Ｂｒ）＋ｅＥｚ （１．７ｃ）

其中ｍ满足以下关系：

ｍ＝ ｍ０

１－１ｃ２
（ｒ２＋ｒ２θ

·２＋ｚ２槡 ）
（１．７ｄ）

或将方程（１．７ａ）～（１．７ｄ）改写为更常见的形式：

ｄ
ｄｔ
Ｅ
ｃ２
（ ）ｒ －Ｅｃ２ｒθ

·２ ＝ｅ（ｒθ
·

Ｂｚ－ｚＢθ）＋ｅＥｒ （１．８ａ）

１
ｒ
·ｄ
ｄｔ
Ｅ
ｃ２ｒ

２θ（ ）· ＝ｅ（ｚＢｒ－ｒＢｚ）＋ｅＥθ （１．８ｂ）

ｄ
ｄｔ
Ｅ
ｃ２
（ ）ｚ ＝ｅ（ｒＢθ－ｒθ

·

Ｂｒ）＋ｅＥｚ （１．８ｃ）

Ｅ＝ Ｅ０

１－１ｃ２
（ｒ２＋ｒ２θ

·２＋ｚ２槡 ）
（１．８ｄ）

其中Ｅ０ 及Ｅ分别表示带电粒子的静止能量及总能量；ｒ及ｚ分别表示相应参
数对时间的微分。
目前，带电粒子在任意电磁场中的运动，都可以通过以上方程组表示。

１．２　带电粒子在磁场中的运动

１．２．１　带电粒子在均匀磁场中的运动

　　先从最简单的电磁场形式入手，即假定电场不存在，磁场为均匀直流磁场，
于是有：

Ｅｒ ＝Ｅθ＝Ｅｚ ＝０
Ｂ＝ｉｚＢｚ
Ｂθ＝Ｂｒ ＝０ （１．９

烍
烌

烎 ）

　　首先证明带电粒子在磁场中运动的第一个规律，即带电粒子在直流磁场中
运动的过程中，各个方向上的速度分量都可能随时间而异，但粒子总的能量一直
保持为常数。将方程（１．９）代入方程（１．８ａ）～（１．８ｄ），则可得到带电粒子在均匀
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磁场中的运动方程组：

ｄ
ｄｔ
Ｅ
ｃ２
（ ）ｒ －Ｅｃ２ｒθ

·２ ＝ｅｒθ
·

Ｂｚ （１．１０ａ）

１
ｒ
·ｄ
ｄｔ
Ｅ
ｃ２ｒ

２θ（ ）· ＝－ｅｒＢｚ （１．１０ｂ）

ｄ
ｄｔ
Ｅ
ｃ２
（ ）ｚ ＝０ （１．１０ｃ）

Ｅ＝ Ｅ０

１－１ｃ２
（ｒ２＋ｒ２θ

·２＋ｚ２槡 ）
（１．１０ｄ）

　　将方程（１．１０ａ），（１．１０ｂ），（１．１０ｃ）的两端分别乘以Ｅｃ２
ｒ，Ｅｃ２θ

·
及Ｅ
ｃ２
ｚ，并叠加起

来，便可得到：

１
２
·ｄ
ｄｔ
Ｅ２
ｃ４
（ｒ２＋ｒ２θ

·２＋ｚ２［ ］）＝０
又由式（１．８ｄ）知道：

１
ｃ２
（ｒ２＋ｒ２θ

·２＋ｚ２）＝１－ Ｅ０（ ）Ｅ
２

代入上式，便得到：

１
ｃ２
·ｄ
ｄｔＥ

２ １－Ｅ
２
０

Ｅ（ ）［ ］２ ＝０

由此得到要证明的结论：

ｄＥ
ｄｔ＝０

（１．１１）

　　其次证明带电粒子在均匀磁场中运动的第二个重要规律：当带电粒子以与
磁力线垂直的方向入射到均匀磁场中时，其轨迹是一个圆。由数学知识知道，质
点运动轨迹的曲率半径可用下式表示：

ρ＝
（ｒ２＋ｒ′２）３／２
ｒ２＋２ｒ′２－ｒｒ″

（１．１２）

其中，ｒ为由坐标中心到粒子轨迹上任意一点的距离；ｒ′为ｒ对辐角θ的导数；ｒ″
为ｒ对θ的二次导数。又由式（１．１０ａ）和式（１．１０ｂ），将对时间的导数换成对θ
的导数，得到：

Ｅ
ｃ２
（ｒ′θ̈＋θ

·２ｒ″）＝Ｅｃ２ｒθ
·２＋ｅｒθ

·

Ｂｚ

Ｅ
ｃ２
（ｒ２θ̈＋２ｒｒ′θ

·２）＝－ｅｒｒ′θ
·

Ｂｚ



　第１章　圆形加速器中带电粒子的运动方程与横向运动　 ５　　　　

将以上两式两端分别乘以ｒ２ 及ｒ′，消去θ̈项，于是得到：

Ｅ
ｃ２
（ｒ２＋２ｒ′２－ｒｒ″）θ

·

＝－ｅ（ｒ２＋ｒ′２）Ｂｚ （１．１３ａ）

又因运动局限于ｚ＝常数的平面内，故ｚ＝０。又由式（１．１０ｄ），令其中ｚ＝０，ｒ＝

ｒ′θ
·
，则得到：

θ
·

＝ βｃ
ｒ２＋ｒ′槡 ２

（１．１３ｂ）

其中β表示带电粒子的相对速度，β
２＝１ｃ２

（ｒ２＋ｚ２＋ｒ２θ
·２）。将θ

·
值代入式（１．１３），

则得到：
（ｒ２＋ｒ′２）３／２
ｒ２＋２ｒ′２－ｒｒ″＝－

Ｅβ
ｅｃＢｚ

代入式（１．１２）后，得到轨道曲率半径为：

ρ＝－
Ｅβ
ｅｃＢｚ

（１．１４）

因粒子处于均匀磁场之中，Ｂｚ＝常数，Ｅ＝常数，因而β也是常数，故在均匀磁场
中粒子轨道的曲率半径ρ处处相同。但是这并不等于说ｒ也同时是常数。如果
使ｒ也是常数，必须附加一个条件，即带电粒子入射到均匀磁场时，初始轨道半
径ｒ应满足：

ｒ＝－ ＥβｅｃＢｚ
（１．１５）

并且入射方向必须与ｒ垂直，如图１．２（ａ）所示。当上述条件不满足时，粒子轨
道仍是一个圆，只是这个圆的中心不在坐标原点，如图１．２（ｂ）所示。

图１．２　带电粒子在均匀磁场的运动轨迹

当方程（１．１５）满足后，因ｒ＝０，即ｒ′＝０，由方程（１．１３ｂ）可以得到：

θ
·

＝βｃｒ ＝－ｅｃ
２Ｂｚ
Ｅ

（１．１６）

方程（１．１５）及（１．１６）中右项前的负号意义如下：若按右手定则取单位矢量ｉｒ，ｉθ，

ｉｚ，则当带正电的粒子沿θ正方向运动时，Ｂｚ 必须是与ｉｚ异向的。



６　　　　 　加速器理论　

１．２．２　带电粒子在均匀磁场中运动的稳定性

前面讨论了带电粒子在均匀磁场中运动的轨迹，本节要进一步讨论粒子在
这种磁场中运动的稳定性。对于回旋式加速器，磁场不仅用来保持粒子做圆周
运动，以便实现重复加速，而且磁场的分布必须能保证当粒子由于任何原因偏离
理想轨道一个微量时，能自动恢复，不继续恶化。实际上，粒子在被加速过程中
许多因素会使粒子不能始终沿理想轨道运动，如气体散射、核散射、量子辐射等
都可能导致带电粒子离开预定轨道运动。寻找稳定运动的磁场分布是加速器理
论的课题之一。

在均匀磁场中，由方程（１．１０ｃ）知道，在轴向的运动不存在恢复力。将方程
（１．１０ｃ）的两端对时间积分便得到：

ｚ＝ 常数
或 ｚ′＝ 常数
即当粒子在垂直方向有一微小的速度分量时，这个速度分量将导致粒子轨道平
面连续沿ｚ轴垂直移动。由于加速器的真空室是有限的，这种连续轨道平面运
动将造成束流损失。例如，在电子回旋加速器中，如果不采取措施增加轴向聚
焦，束流很难完成多次加速并引出真空室。因此，可以认为完全均匀的磁场对粒
子垂直方向的运动是不稳定的。

其次研究径向运动。从前面的讨论中已经知道，不论粒子在注入时是否满

足ｒｉ＝－
Ｅβ
ｅｃＢｚ

，粒子运动轨迹总是一个圆周。因此，可以得出结论：在均匀磁场

中粒子的径向运动是稳定的，因为径向偏离理想轨迹，不会导致偏离量进一步
增加。

根据以上分析可以认为，在均匀磁场中粒子的轴向运动不稳定，而径向运动
是稳定的。但是以后会知道，在讨论了非理想场存在的影响后，发现径向运动也
是不稳定的，而这种非理想场（即磁场沿辐向的不均匀分量）实际上是难以避免
的。因此，一般说来，均匀形态磁场只能保证带电粒子做圆周运动，而不能保证
运动的稳定。

１．２．３　带电粒子在径向不均匀磁场中的运动

现在研究的径向不均匀磁场满足这样的条件：磁力线与ｚ＝０平面相交，磁
场对该平面上下对称，沿辐向均匀分布，这时该空间任一点的磁场都含有两个分量：

Ｂ＝ｉｒＢｒ＋ｉｚＢｚ （１．１７）
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其中，Ｂｚ（ｚ）＝Ｂｚ（－ｚ），Ｂｒ（ｚ）＝－Ｂｒ（ｚ）。在ｚ＝０平面上，Ｂｒ＝０。将方程
（１．１７）代入方程（１．８ａ）～（１．８ｄ），便得到径向不均匀磁场中粒子的运动方程组：

ｄ
ｄｔ
Ｅ
ｃ２
（ ）ｒ ＝Ｅｃ２ｒθ

·２＋ｅｒθ
·

Ｂｚ （１．１８ａ）

１
ｒ
·ｄ
ｄｔ
Ｅ
ｃ２ｒ

２θ（ ）· ＝ｅ（ｚＢｒ－ｒＢｚ） （１．１８ｂ）

ｄ
ｄｔ
Ｅ
ｃ２
（ ）ｚ ＝－ｅｒθ

·

Ｂｒ （１．１８ｃ）

Ｅ＝ Ｅ０

１－１ｃ２
（ｒ２＋ｒ２θ

·２＋ｚ２槡 ）
（１．１８ｄ）

　　从方程（１．１８ｃ）中可以看出，由于磁场径向分量的存在，在轴向运动中出现
了洛伦兹力，因此，只要恰当地选择Ｂｒ的分布形式，就有可能使垂直方向运动满
足稳定条件。

１．２．４　带电粒子在径向不均匀磁场中运动的稳定性

现在来讨论径向不均匀磁场中粒子运动的稳定问题。在这种磁场中，不难

证明当带电粒子入射到磁场中时，满足ｒｉ＝－
Ｅβ
ｅｃＢｚ

，并且速度方向与圆周轨道相

切，则粒子运动的轨迹仍然是一个圆周。换句话说，在径向不均匀磁场中总可以
找到这样一个轨道半径的圆周，一定能量的粒子沿这个圆周切线注入时，其感受
的惯性离心力与向心力相等，因此，粒子将一直沿这个圆周运动下去。这个圆周
称为平衡轨道?。
由于所研究的径向不均匀磁场对ｚ＝０平面上下对称，因此平衡轨道落在

ｚ＝０平面上（只有在这个平面上，轴向的洛伦兹力才为零）。平衡轨道的径向位
置由下式决定：

ｒｓ＝－
Ｅβ

ｅｃＢｚ（ｒｓ）
（１．１９）

其中ｒｓ表示平衡轨道半径。
平衡轨道不一定都是稳定的。判断平衡轨道是否稳定的方法是：假定由于

任何外界原因使粒子的轨道与平衡轨道有一个微小的偏差，如果磁场的洛伦兹
力能使这个偏差不再继续发展，便认为这个轨道是稳定的。反之，如果导致偏差
的进一步恶化，即粒子的实际轨道继续偏离平衡轨道，则这个平衡轨道是不稳定

 当有加速场存在时，平衡轨道的概念就不同了。那时，轨道半径可以是不变的，也可以是变化的。
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的。这就是判断轨道稳定的“微扰法”。

先讨论轨道的径向不稳定性。

假定在ｚ＝０平面上磁场的分布满足如下关系：

Ｂ＝Ｂｚ（ｒ）＝Ａ／ｒｎ （１．２０）

其中Ａ和ｎ都是常数。又假定粒子运动轨道的径向坐标ｒ偏离一个小量ｘ，即
轨道径向位置变为：

ｒ＝ｒｓ＋ｘ （１．２１）

其中ｘ是一个微小量，ｘｒｓ。根据以上假设，将方程（１．２０）围绕ｒｓ 展开，并略

去高次项，如ｘ２／ｒ２ｓ…，只取一级近似，则得到Ｂｚ（ｒ）的一级近似的表达式：

Ｂｚ（ｒ）＝Ａ／ｒｎ ＝Ａ／（ｒｓ＋ｘ）ｎ

＝Ａｒｎｓ
１－ｎｘｒｓ

＋ｎ
（ｎ＋１）
２！

ｘ
ｒ（ ）
ｓ

２

－［ ］…
≈Ａｒｎｓ

１－ｎｘｒ（ ）
ｓ
＝Ｂｚ（ｒｓ）１－

ｎｘ
ｒ（ ）
ｓ

　（１．２２）

又因粒子在磁场中运动时，其切线方向速度大于径向速度分量，即ｒθ
·

＞ｒ，ｒθ
·

＞

ｚ，因此ｒ２（ｒθ
·
）２，ｚ２（ｒθ

·
）２，则式（１．１８ｄ）可以取一级近似，变为：

Ｅ＝ Ｅ０

１－１ｃ２
（ｒ２θ

·２＋ｒ２＋ｚ２槡 ）
≈

Ｅ０

１－１ｃ２
（ｒθ

·
）槡 ２

又在平衡轨道上的粒子满足同样关系：

Ｅｓ＝ Ｅ０

１－１ｃ２
（ｒｓθ

·

ｓ）槡 ２

其中θ
·

ｓ表示在平衡轨道ｒｓ上的粒子角速度。

根据能量守恒的原理，Ｅ＝Ｅｓ，可以得到：

（ｒθ
·
）２ ≈ （ｒｓθ

·

ｓ）２

即 ｒθ
·

≈ｒｓθ
·

ｓ＝βｓｃ （１．２３）

由以上结果不难得到常用的如下关系式：

θ
·

ｓ＝βｓ
ｃ
ｒｓ
＝－
ｅｃ２Ｂｚ（ｒｓ）
Ｅｓ

（１．２４）

θ
·

≈θ
·

ｓ １－ｘｒ（ ）
ｓ

（１．２５）

　　现在将径向运动方程（１．１８ａ）围绕ｒｓ展开，先展开左端，由于能量不变，因而有：
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ｄ
ｄｔ
Ｅ
ｃ２
（ ）ｒ ＝Ｅｃ２̈ｘ

再展开右端：

Ｅ
ｃ２ｒθ

·２＋ｅｒθ
·

Ｂｚ（ｒ）＝Ｅｃ２
（ｒｓ＋ｘ）θ

·
２
ｓ １－ｘｒ（ ）

ｓ

２

＋

ｅ（ｒｓ＋ｘ）×θ
·

ｓ １－ｘｒ（ ）
ｓ
Ｂｚ（ｒｓ）１－

ｎｘ
ｒ（ ）
ｓ

＝Ｅｃ２ｒｓθ
·
２
ｓ １＋ｘｒ（ ）

ｓ
１－ｘｒ（ ）

ｓ

２

＋ｅｒｓθ
·

ｓ×

Ｂｚ（ｒｓ）１＋
ｘ
ｒ（ ）
ｓ
１－ｘｒ（ ）

ｓ
１－ｎｘｒ（ ）

ｓ

≈Ｅｃ２ｒｓθ
·
２
ｓ １－ｘｒ（ ）

ｓ
＋ｅｒｓθ

·

ｓＢｚ（ｒｓ）１－
ｎｘ
ｒ（ ）
ｓ

＝Ｅｃ２ｒｓθ
·
２
ｓ １－ｘｒ（ ）

ｓ
－Ｅｃ２ｒｓθ

·
２
ｓ １－ｎｘｒ（ ）

ｓ

＝－Ｅｃ２θ
·
２
ｓ（１－ｎ）ｘ

因为左右两端相等，于是得到：

Ｅ
ｃ２̈ｘ＝－

Ｅ
ｃ２θ

·
２
ｓ（１－ｎ）ｘ

或 ｘ̈＋（１－ｎ）θ
·
２
ｓｘ＝０ （１．２６）

如果用对辐角θ的微分代替对ｔ的微分，则上式变为：

ｘ″＋（１－ｎ）ｘ＝０ （１．２７）

ｘ′表示对辐角θ取导数。
由方程（１．２７）不难看出，径向运动稳定的条件是１－ｎ＞０。当１－ｎ＞０时，

径向运动为简谐运动，即任何偏离平衡轨道的微小量ｘ，由于磁场的作用，不会
继续无限制地扩张，因此运动是稳定的。相反，如果１－ｎ＜０，则方程（１．２７）的
解是双曲函数，ｘ将依指数增长，使粒子的轨道不断远离平衡轨道ｒｓ。因此，这
种情况是不稳定的。
综上所述，粒子径向运动的稳定条件是：

ｎ＜１ （１．２８）

　　在稳定运动条件满足以后，粒子的径向运动轨迹可以由解方程（１．２７）得
到，即

ｒ＝ｒｓ＋Ｃｃｏｓ １－槡 ｎθ＋Ｄｓｉｎ １－槡 ｎθ
初始运动条件是：
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ｒｉ＝ｒｓ＋ｘｉ
ｒ′ｉ ＝γｒｒｓ

其中γｒ为粒子初始运动方向与平衡轨道切线方向的夹角。将初始条件代入以
上ｒ的表达式，得到：

ｒ＝ｒｓ＋ｘｉｃｏｓ １－槡 ｎθ＋ γｒｒｓ
１－槡 ｎ

ｓｉｎ １－槡 ｎθ （１．２９）

这就是径向稳定运动的轨迹表示式，或称径向振荡的轨迹表达式。其振荡幅
值为：

ａｒ ＝ ｘ２ｉ＋γ
２
ｒｒ２ｓ
１－槡 ｎ

（１．３０）

振荡角频率为ωｒ，即

ωｒ ＝ １－槡 ｎθ
·

ｓ （１．３１）

或写作　ωｒ＝ １－槡 ｎωｓ，ωｓ为粒子沿平衡轨道运动的角频率。如果不是计算每
秒振荡的弧度，而是粒子每转动１圈时间内粒子振荡的周期数，这时振荡频率用

Ｑｒ表示：

Ｑｒ ＝ １－槡 ｎ （１．３２）

　　一般因０＜ｎ＜１，故Ｑｒ＜１，即粒子每运动１圈时间，振荡不到１次。
总之，由于注入条件或其他原因使粒子偏离平衡轨道时，粒子受磁场力的作

用，使其围绕ｒｓ做小幅度的简谐运动，简称其为自由振荡。又因为这种运动首
先是在电子感应加速器中研究的，所以又称之为电子感应加速器振荡。
现在讨论轴向（垂直）运动。为此，先要找出Ｂｒ分量的分布来。由于假定的

磁场在ｚ＝０平面上，Ｂｚ＝Ａ／ｒｎ，Ｂｒ＝０，只有在偏离ｚ＝０平面上，才有Ｂｒ 分量。
根据马克劳林公式，可以得到Ｂｒ分量沿ｚ方向的表示式为：

Ｂｒ（ｚ）＝Ｂｒ（０）＋
Ｂｒ
ｚ ｚ＝０

ｚ＋
２Ｂｒ
ｚ２ ｚ＝０

ｚ２
２！＋

…＋
ｎＢｒ
ｚｎ ｚ＝０

ｚｎ
ｎ！＋

…

取一级近似，略去ｚ２ 及其以上的高次项，并考虑到Ｂｒ（０）＝０，于是得到：

Ｂｒ（ｚ）＝
Ｂｒ
ｚ ｚ＝０

ｚ＝－ｎｒＢｚｚ
（１．３３）

　　如果仅限于研究ｒ＝ｒｓ 轨道附近的轴向运动，令上式中ｒ＝ｒｓ，则得到平衡
轨道附近的Ｂｒ分量为：

Ｂｒ（ｚ）＝－ｎｚｒｓ
Ｂｚ（ｒｓ） （１．３４）

　　设粒子偏离ｚ＝０平面一个微量ｚ，将方程（１．３４）中的Ｂｒ 代入轴向运动方
程（１．１８ｃ），则可以得到轴向粒子运动方程的微扰运动表示式：
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ｚ̈＋θ
·
２
ｓｎｚ＝０ （１．３５）

或取对θ的导数代替对时间的导数，又可得到更简单的运动方程：

ｚ″＋ｎｚ＝０ （１．３６）
因此轴向运动的稳定条件是：

ｎ＞０ （１．３７）

　　当ｎ＞０时，运动是简谐运动形式，轴向运动的轨迹可以用下式描写：

ｚ＝ｚｉｃｏｓ槡ｎθ＋γｚｒｓ
槡ｎ
ｓｉｎ槡ｎθ （１．３８）

其中ｚｉ为初始轴向（垂直）偏离ｚ＝０平面的大小，γｚ 为初始运动方向与ｚ＝０平
面的夹角。
轴向围绕ｚ＝０平面的简谐运动又称为轴向自由振荡，其振荡频率为：

ωｚ ＝槡ｎωｓ （１．３９）

每圈自由振荡次数为： Ｑｚ ＝槡ｎ （１．４０）
轴向自由振荡幅值为：

ａｚ ＝ ｚ２ｉ＋γ
２
ｚｒ２ｓ槡 ｎ

（１．４１）

　　从上边径向和轴向两个方向的运动稳定性研究中可以得出结论：为了同时
满足径向和轴向运动的稳定要求，磁场对数梯度ｎ值必须选择在以下范围：

０＜ｎ＜１ （１．４２）

　　同时，由方程（１．３０）和（１．４１）可以看出，ｎ值愈接近零，径向自由振荡幅值
愈小，轴向自由振荡幅值愈大，即径向聚焦力加强，而轴向聚焦力减弱。相反，如
果ｎ值愈接近１，径向自由振荡幅值增大，轴向自由振荡幅值减小，即径向聚焦
力减弱，轴向聚焦力加强。为了使两个方向上都保持一定的聚焦能力，ｎ值一般
不宜选择在ｎ＝０和ｎ＝１两个边值附近。

１．２．５　带电粒子在三维磁场中的运动

现在讨论三维磁场，即除含有Ｂｚ 和Ｂｒ 分量以外，还同时含有Ｂθ 分量的磁
场中粒子运动的规律。三维磁场可以表示为：

Ｂ＝ｉｒＢｒ＋ｉθＢθ＋ｉｚＢｚ （１．４３）

　　仍然限定在ｚ＝０平面上只有Ｂｚ 分量，在偏离这个平面的地方才有Ｂｒ 及
Ｂθ磁场分量存在。
由方程（１．８ａ）（１．８ｄ）可求得带电粒子在三维磁场中的运动方程为：

ｄ
ｄｔ
Ｅ
ｃ２
（ ）ｒ ＝Ｅｃ２ｒθ

·２＋ｅ（ｒθ
·

Ｂｚ－ｚＢθ） （１．４４ａ）
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１
ｒ
·ｄ
ｄｔ
Ｅ
ｃ２ｒ

２θ（ ）· ＝ｅ（ｚＢｒ－ｒＢｚ） （１．４４ｂ）

ｄ
ｄｔ
Ｅ
ｃ２
（ ）ｚ ＝ｅ（ｒＢθ－ｒθ

·

Ｂｒ） （１．４４ｃ）

Ｅ＝ Ｅ０

１－１ｃ２
（ｒ２＋ｒ２θ

·２＋ｚ２槡 ）
（１．４４ｄ）

　　如果用变量θ代替变量ｔ，则径向与轴向运动方程可以写为：

ｒ″－２ｒ′
２

ｒ －ｒ＝－ｅｍ
· ｒ′２＋ｒ２＋ｚ′槡 ２

ｖ
ｒＢｚ－ｚ′Ｂθ－ｚ′ｒ′ｒＢｒ＋

ｒ′２
ｒＢ（ ）ｚ
（１．４５ａ）

ｚ″－２ｒ′ｚ′ｒ ＝－ｅｍ
· ｒ′２＋ｒ２＋ｚ′槡 ２

ｖ
ｒ′Ｂθ－ｒＢｒ－ｚ′

２

ｒＢｒ＋
ｚ′ｒ′
ｒＢ（ ）ｚ

（１．４５ｂ）

　　假定在中心轨道平面上（即ｚ＝０平面）只有ｚ方向的磁场，其表达式［３］为：

Ｂｚ ＝Ｂ（ｒ）［１＋εｆ（ｒ，θ）］ （１．４６）

其中ε为一常量，ε＜１。ｆ（ｒ，θ）为随ｒ及θ变化的一个函数。

根据麦克斯韦方程，不难求出空间磁场的三个分量Ｂｚ，Ｂθ，Ｂｒ，代入方程
（１．４５ａ）和（１．４５ｂ），略去三级及三级以上小量后，得到径向与轴向微扰运动方程：

ｘ″＋ １＋ｎ＋εＲｆｒ＋
（２＋ｎ）ε［ ］ｆｘ＋

ｄ
Ｒ ＋

３
２Ｒ＋

２ｎ
Ｒ ＋

εｆ
Ｒ
３
２＋ｎ＋（ ）ｄ ＋ε（２＋ｎ）ｆｒ＋εＲ２·

２ｆ
ｒ［ ］２ ｘ２－

１
２Ｒ－

３
２Ｒε（ ）ｆｘ′２＋ ［１２ ｎ＋２ｄＲ （１＋εｆ）＋（１＋２ｎ）εｆｒ＋ε

Ｒ
２ｆ
ｒ２ ＋

ε
Ｒ
·

２ｆ
θ ］２ ｚ２－εＲ·ｆθｚｚ′＋ １２Ｒ（１＋εｆ）ｚ′２ ＝－εＲｆ （１．４７ａ）

ｚ″－ ｎ＋εｎｆ＋εＲｆ（ ）ｒｚ ［－ ２
Ｒ
（ｎ＋ｄ）＋２εＲ

（ｎ＋ｄ）ｆ＋２ε（１＋ｎ）ｆｒ＋

εＲ
２ｆ
ｒ ］２ ｚｘ＋εＲ·ｆθｚｘ′－ １

Ｒ－
εｆ（ ）Ｒ ｚ′ｘ′＝０ （１．４７ｂ）

其中　　　ｘ＝ｒ－Ｒ，

ｎ＝ Ｒ
Ｂ（ｚ）

·ｄＢ（ｒ）
ｄｒ ｒ＝Ｒ

，

ｄ＝ Ｒ２
２Ｂ（Ｒ）

ｄ２Ｂ（ｒ）
ｄｒ［ ］２

ｒ＝Ｒ
，
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ｆ，ｆｒ
，ｆ
θ
，…均得在ｒ＝Ｒ处取值。

在ｚ＝０平面上，由于磁场沿辐角方向分布不均匀，因此，平衡状态（即无自
由振荡）的粒子轨道必然不是一个圆，而是一个曲率半径不一样的闭合曲线。这
个闭合曲线可以视为是对平均轨道Ｒ的一个小的微扰。假定这个闭合曲线的
半径为ｒｓ，ｒｓ＝ｒｓ（θ），写成微扰形式，则为：

ｒｓ＝Ｒ＋ｘｓ（θ） （１．４８）

　　在一级近似的情况下，ｘｓ（θ）值不难由方程（１．４７ａ）求出，如果用ｘｓ代替ｘ，
并且略去二级及二级以上高次项，则方程（１．４７ａ）变为：

ｘ″ｓ＋ １＋ｎ＋εＲｆｒ＋
（２＋ｎ）ε［ ］ｆｘｓ＝－εＲｆ （１．４９）

令ｘ＝ｘ＋ｘｓ并代入方程（１．４７ａ）及（１．４７ｂ），则得到围绕平衡轨道ｒｓ的自由振
荡方程为：

ｘ″ ［＋ １＋ｎ＋εＲｆｒ＋（２＋ｎ）εｆ＋１Ｒ（３＋４ｎ＋２ｄ）ｘｓ＋
２εｆ
Ｒ

３
２＋ｎ＋（ ）ｄｘｓ＋２ε（２＋ｎ）ｆｒｘｓ＋εＲ

２ｆ
ｒ２
ｘ］ｓ ｘ－

１
Ｒ
（１－εｆ）ｘ′ｘ′ｓ ＝０ （１．５０ａ）

ｚ″ ［－ｎ＋εｎｆ＋εＲｆｒ＋２Ｒ（ｎ＋ｄ）ｘｓ＋２εＲ（ｎ＋ｄ）ｆｘｓ＋２ε（１＋ｎ）ｆｒｘｓ＋
εＲ

２ｆ
ｒ２
ｘｓ－εＲ

·ｆ
θ
ｘ′］ｓ ｚ－１Ｒ（１－εｆ）ｚ′ｘ′ｓ ＝０ （１．５０ｂ）

　　设方程（１．４６）中磁场系阿基米德螺旋线［３］，即

ｆ＝ｓｉｎ２πＲ２πλ－
Ｎ（ ）θ （１．５１）

其中２πλ代表螺旋线的跨距，Ｎ 代表螺旋线的根数。由方程（１．４９）可以求出
ｘｓ，即

ｘｓ＝ εＲ
Ｎ２－（１＋ｎ）

ｓｉｎ Ｒλ －
Ｎ（ ）θ － ε２Ｒ（２＋ｎ）

２［Ｎ２－（１＋ｎ）］（１＋ｎ）
（１．５２）

　　将式（１．５２）代入方程（１．５０ａ）和（１．５０ｂ），可以得到略去高次项和小量的阿
基米德螺旋线磁场中粒子的自由振荡方程，即

ｘ″ 烅
烄

烆
＋ １＋ｎ－ ε２Ｒ２

２λ２［Ｎ２－（１＋ｎ）］＋
εＲ
λ
ｃｏｓ Ｒλ －

Ｎ（ ）θ －ε２（２＋ｎ）２（１＋ｎ）×

３＋４ｎ＋２ｄ
Ｎ２－（１＋ｎ）＋ε

（２＋ｎ）ｓｉｎ Ｒλ －
Ｎ（ ）烍烌
烎

θ ｘ＝０ （１．５３ａ）
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ｚ″ 烅
烄

烆
＋ －ｎ＋ ε２

Ｎ２－（１＋ｎ）
Ｎ２
２ ＋

ｎ＋ｄ
ｎ＋（ ）１ ＋ ε２Ｒ２

２λ２［Ｎ２－（１＋ｎ）］－

εＲ
λ
ｃｏｓ Ｒλ －

Ｎ（ ）θ －εｎｓｉｎ Ｒλ －Ｎ（ ）θ 烍
烌

烎
ｚ ＝０ （１．５３ｂ）

　　如果用ξ变量代替θ，其中

２ξ＝
Ｒ
λ －

Ｎθ （１．５４）

则方程（１．５３）变为 Ｍａｔｈｉｅｕ方程，即

ｄ２ｘ
ｄξ
２ ＋（ａｒ＋２ｑｒｃｏｓ２ξ）ｘ＝０ （１．５５ａ）

ｄ２ｚ
ｄξ
２＋（ａｚ－２ｑｚｃｏｓ２ξ）ｚ＝０ （１．５５ｂ）

其中

ａｒ ＝ ４
Ｎ 烅
烄

烆
２ １＋ｎ－

ε２Ｒ２
２λ２［Ｎ２－（１＋ｎ）］－

ε２（２＋ｎ）
２（１＋ｎ）

· ３＋４ｎ＋２ｄ
［Ｎ２－（１＋ｎ 烍

烌

烎）］

（１．５６ａ）

ｑｒ ＝ ２
Ｎ２
·εＲ
λ

（１．５６ｂ）

ａｚ ＝ ４
Ｎ 烅
烄

烆
２ －ｎ＋

ε２
Ｎ２－（１＋ｎ）

Ｎ２
２ ＋

ｎ＋ｄ
ｎ＋（ ）１ ＋ ε２Ｒ２

２λ２［Ｎ２－（１＋ｎ 烍
烌

烎）］

（１．５６ｃ）

ｑｚ ＝ ２
Ｎ２
·εＲ
λ

（１．５６ｄ）

　　根据求解 Ｍａｔｈｉｅｕ方程的方法，可以得到自由振荡的主振荡频率［４］为：

Ｑｒ，ｚ ＝ Ｎ２μｒ，ｚ
（１．５７）

其中μ值可由下式决定（当ａ＞０时）：

ｃｏｓμπ＝ｃｏｓπ槡ａ－π
２

４
·ｓｉｎπ槡ａ
π槡ａ

· ｑ２
１－ａ

（１．５８）

方程（１．５８）可以给出相当精确的μ的解来。
当阿基米德螺旋线磁场表达式中的λ→∞时，磁场形态变为托马斯磁场，即

Ｂｚ ＝Ｂ（ｒ）（１－εｓｉｎＮθ） （１．５９）

ｆ＝－ｓｉｎＮθ （１．６０）
这时，自由振荡方程变为：
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ｘ″＋ １＋ｎ－ε
２（２＋ｎ）
２（１＋ｎ）

·３＋４ｎ＋２ｄ
Ｎ２－（１＋ｎ）－

（２＋ｎ）εｓｉｎＮ［ ］θｘ＝０
（１．６１ａ）

ｚ″＋ －ｎ＋ ε２
Ｎ２－（１＋ｎ）

Ｎ２
２ ＋

ｎ＋ｄ
ｎ＋（ ）１ ＋εｎｓｉｎＮ［ ］θｚ＝０ （１．６１ｂ）

同理，可以把方程（１．６１ａ）和（１．６１ｂ）变为如下形式：

ｘ″＋（ａｒ－２ｑｒｃｏｓ２ξ）ｘ＝０ （１．６２ａ）

ｚ″＋（ａｚ＋２ｑｚｃｏｓ２ξ）ｚ＝０ （１．６２ｂ）
其中

ａｒ ＝ ４
Ｎ２
１＋ｎ－ε

２（２＋ｎ）
２（１＋ｎ）

·３＋４ｎ＋２ｄ
Ｎ２－（１＋ｎ［ ］）

ｑｒ ＝ ２
Ｎ２
（２＋ｎ）ε

ａｚ ＝ ４
Ｎ２ －

ｎ＋ ε２
Ｎ２－（１＋ｎ）

Ｎ２
２ ＋

ｎ＋ｄ
ｎ＋（ ）［ ］１

ｑｚ ＝ ２
Ｎ２εｎ

２ξ＝
π
２－Ｎ

烍

烌

烎θ

（１．６３）

　　通过方程（１．６３），（１．５７）和（１．５８）可以求出托马斯磁场中粒子自由振荡的频率。
通过对三维磁场的分析，可以将带电粒子在这种磁场中的运动规律归纳为

以下几点：

① 带电粒子在三维磁场中运动，其平衡轨道不再是一个圆周，而是一个曲
率半径不相同的封闭曲线，即沿辐角θ，粒子平衡轨道半径ｒｓ不一样。

② 在三维磁场中带电粒子的自由振荡方程是 Ｍａｔｈｉｅｕ方程，其解不再是单
一的简谐运动，而是多种振荡频率的组合。这时把基频的振荡频率当做是粒子
的主自由振荡频率，即方程（１．５７）。这时的Ｑ值不仅与ｎ值有关，还取决于ε，

Ｎ，Ｒ，λ等值的大小。

③ Ｍａｔｈｉｅｕ方程存在稳定区（见图１．３），径向运动的稳定边界取决于

ａ≤１－ｑ－１８ｑ
２ （１．６４）

而轴向（垂直）运动的稳定边界取决于

ａ≥－１２ｑ
２ （１．６５）

　　上边界ａ≤１－ｑ－１８ｑ
２，当ｑ≤１时，可以近似地用ａ≤１－ｑ代替。这时将式

（１．５６）中的ａｒ及ｑｒ代入，可以得到螺旋线磁场的上稳定边界条件为：
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Ｅ
Ｅ０ ≤

Ｎ
２ １－２εＲλＮ２＋

２ε２Ｒ２

λ２Ｎ２［Ｎ２－（１＋ｎ）］＋
２ε２（２＋ｎ）
Ｎ２（１＋ｎ）

· ３＋４ｎ＋２ｄ
［Ｎ２－（１＋ｎ槡 ）］

（１．６６）
由此可见，粒子加速的能量受到上稳定边界的限制，一般讲，Ｎ 愈大，这个极限
能量愈高。

图１．３　Ｍａｔｈｉｅｕ方程的稳定区［４］

下边界ａ≥－１２ｑ
２，这时将方程（１．５６）中的ａｚ 及ｑｚ 代入，可以得到下稳定

边界条件为：

Ｅ
Ｅ０ ≤

１＋ ε２
Ｎ２－（１＋ｎ）

Ｎ２
２ ＋

ｎ＋ｄ
ｎ＋（ ）１ ＋ ε２Ｒ２

２λ２［Ｎ２－（１＋ｎ）］＋
ε２Ｒ２
２λ２Ｎ槡 ２

（１．６７）

但是讨论了下稳定边界条件以后发现，在三维磁场中粒子被加速的能量上限将
取决于ε，Ｒ，Ｎ 和λ等数值，而且比起上稳定边界来，对能量限制更严。一般讲，

ε愈大，这个极限能量愈高，但是由于实际工艺上的限制，ε的数值不可能太大。
对于托马斯型加速器，Ｍａｔｈｉｅｕ方程的上下稳定边界对粒子被加速能量分

别提出以下要求：

上边界条件：

Ｅ
Ｅ０ ≤

Ｎ
２ １＋２ε

２（２＋ｎ）
Ｎ２（１＋ｎ）

·３＋４ｎ＋２ｄ
Ｎ２－（１＋ｎ）－

２＋ｎ
Ｎ２槡 ε （１．６８）

　　下边界条件：

Ｅ
Ｅ０ ≤

１＋ ε２
Ｎ２－（１＋ｎ）

Ｎ２
２ ＋

ｎ＋ｄ
ｎ＋（ ）槡 １

（１．６９）
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　　④ 由方程（１．６８）看出，当Ｎ≤２时，ＥＥ０≤１
，因此，粒子不能被加速，即粒子

径向自由振荡将超出稳定区。实际上，三维磁场在等时性回旋加速器中，磁场沿
辐向的变化次数至少要大于或等于３，即

Ｎ ≥３
当Ｎ＝３时，通称为三叶草。

⑤ 通过对式（１．６７）的分析，不难看出，螺旋线式磁场（即λ≠∞）使粒子被加
速的能量极限增加了，如果把式（１．６７）中根号内的第二项（托马斯磁场的贡献）
与第四项（螺旋线磁场的贡献）相比较，并代入实际参量数值，那么螺旋线磁场对
极限能量增加的贡献是相当大的，即１０倍甚至几十倍于托马斯磁场的贡献。

⑥ 由于ａ，ｑ值在加速过程中是变化的，自由振荡的频率Ｑｒ，Ｑｚ 也随之变
化，因此如何避免非线性共振，就成为后面要研究的一个重要课题。在普通回旋
加速器中Ｑｒ＜１，而在等时性回旋加速器中Ｑｒ＞１，Ｑｚ 则一般小于１。

１．３　带电粒子在电磁场中的加速运动

首先写出电场存在时的运动方程。仍限于讨论径向不均匀的磁场，这时方
程（１．１８ａ）（１．１８ｄ）变为：

ｄ
ｄｔ
Ｅ
ｃ２
（ ）ｒ ＝Ｅｃ２ｒθ

·２＋ｅｒθ
·

Ｂｚ （１．７０ａ）

ｄ
ｄｔ
Ｅ
ｃ２ｒ

２θ（ ）· ＝ｅ（ｒｚＢｒ－ｒｒＢｚ）＋Ｑθ－ｅ２π·Ψｔ （１．７０ｂ）

ｄ
ｄｔ
Ｅ
ｃ２
（ ）ｚ ＝－ｅｒθ

·

Ｂｒ （１．７０ｃ）

Ｅ＝ Ｅ０

１－
ｒ２＋ｒ２θ

·２＋ｚ２
ｃ槡 ２

（１．７０ｄ）

其中Ｑθ代表高频电场施于带电粒子的力矩，而
ｅ
２π
·Ψ
ｔ
是由感应电场引起的力

矩，Ψ 表示粒子轨道所包围的磁通，即

Ψ ＝∫
ｒ

０
２πｒＢｚ（ｒ）ｄｒ （１．７１）

当磁通随时间变化时，感应电场对带电粒子所产生的力矩Ｌ为：

Ｌ＝ｅΕｒ＝ｅｒ － １
２πｒ
·Ψ
（ ）ｔ ＝－ｅ２π

·Ψ
ｔ

（１．７２）
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【注意：方程（１．７０ｂ）右端各项的量纲是力矩，左端是动量矩对时间的导数，与方
程（１．７０ａ）和（１．７０ｃ）的量纲不同】

如果在方程（１．７０ａ）（１．７０ｃ）的两端分别乘以Ｅｃ２
ｒ，Ｅｃ２θ

·
及Ｅ
ｃ２
ｚ，并叠加起来，再

借助于方程（１．７０ｄ），如前边所做过的一样，可以得到这样的结果：

ｄＥ
ｄｔ＝θ

·
Ｑθ－ｅ２π

·Ψ
（ ）ｔ （１．７３）

即方程（１．７０ｂ）中包含了粒子能量的变化，而且能量的变化仅与外电场的作用
有关。如果用对θ取导数代替对时间取导数，则上式变为：

ｄＥ
ｄθ＝

Ｑθ－ｅ２π
·Ψ
ｔ

（１．７４）

　　假定粒子在加速器中每圈受到一次加速，并且高频加速电场呈余弦变化形
式，即

Ｖ ＝Ｖ０ｃｏｓφ

其中φ＝∫
ｔ

０
ωｆｄｔ＋φ０。ωｆ为高频电场角频率，它可以是恒定的，也可以是随时间

变化的。

当高频电场角频率与粒子旋转角频率θ
·
相等时，每次粒子通过高频场的相

位相同；当ωｆ与θ
·
不相同时，每次粒子穿过高频场的相位也不一样。为了将ωｆ

与θ
·
联系起来，采用如下表示是可以的，即

φ
·
＝ωｆ－θ

·
（１．７５）

φ表示粒子通过高频缝时的电场相位，｜φ｜＜２π。譬如，当θ
·

＜ωｆ 时，相当于

Ｔ＞Ｔｆ，则φ要向增加的方向移动，即φ
·

＞０。可见上式的表示方法是正确的，于

是φ
·
实际上表示粒子在高频电场中所处的相位随时间的变化。当然，这里需要

说明：所谓φ对时间的导数是代表一个平均的概念，因为粒子在高频电场中相位
的变化是每圈之间的变化。

为了使方程（１．７５）更具有普遍意义，考虑到有些加速器采取倍频加速方法，

则方程（１．７５）可以写为：

φ
·
＝ωｆ－ｋθ

·
（１．７６）

其中ｋ为倍频系数，它是大于或等于１的正整数。当粒子转动１圈时，高频电场
变化ｋ次。

用φ
·
及ωｆ代替θ

·
，则方程（１．７０ｂ）可以写为：
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ｄ
ｄｔ
Ｅ
ｃ２ｒ

２ωｆ－φ
·

（ ）ｋ ＝ｅ（ｒｚＢｒ－ｒｒＢｚ）＋Ｑθ－ｅ２π
·Ψ
ｔ

（１．７７）

又因为Ｑθ＝
ｅＶ０
２πｃｏｓφ

，故有：

ｄＥ
ｄｔ＝θ

·ｅＶ０
２π
ｃｏｓφ－

ｅ
２π
·Ψ
（ ）ｔ （１．７８）

ｄＥ
ｄθ＝

ｅＶ０
２π
ｃｏｓφ－

ｅ
２π
·Ψ
ｔ

（１．７９）

同时，式（１．７７）变为：

ｄ
ｄｔ
Ｅ
ｃ２ｒ

２ωｆ－φ
·

（ ）ｋ ＝ｅ（ｒｚＢｒ－ｒｒＢｚ）＋ｅＶ０２π
ｃｏｓφ－

ｅ
２π
·Ψ
ｔ

（１．８０）

当运动局限于ｚ＝０平面且ｒ＝ｒｓ限于平衡轨道运动时，上式变为：

ｄ
ｄｔ
Ｅ
ｃ２ｒｓ

ωｆ－φ
·

（ ）ｋ ＝ｅＶ０２π
ｃｏｓφ－

ｅ
２π
·Ψ
ｔ

（１．８１）

这就是粒子在电场中的加速运动方程。

１．４　平 衡 运 动

这一节将根据１．３节得到的运动方程，定量地求出各种加速器中粒子平衡
运动的条件。这时，令方程（１．７０ａ）（１．７０ｄ）中诸参数等于平衡运动状态的数值，

即Ｅ＝Ｅｓ，ｒ＝ｒｓ，ｚ＝ｚｓ＝０，θ
·

＝θ
·

ｓ＝ωｓ，ωｓ＝
ωｆ
ｋ
，Ｂｚ＝Ｂｓ，Ｂｒ＝０，再忽略

ｄ
ｄｔ
Ｅ
ｃ２
（ ）ｒ 及ｒ２ｓ等微小量，便得到如下的平衡运动方程：

θ
·

ｓ＝ωｓ＝
ωｆ
ｋ ＝－

ｅｃ２Ｂｓ
Ｅｓ

（１．８２ａ）

ｚｓ＝０ （１．８２ｂ）

Ｅｓ＝ （ｅｃＢｓｒｓ）２＋Ｅ槡 ２
０ （１．８２ｃ）

由方程（１．７８）又可以得到：

ｄＥｓ
ｄｔ ＝θ

·

ｓ
ｅＶ０
２π
ｃｏｓφｓ－

ｅ
２π
·Ψｓ
（ ）ｔ （１．８２ｄ）

方程（１．８２ｄ）也可改写为：

ｃｏｓφｓ＝
２π
ｅＶ０

１
ωｓ
·ｄＥｓ
ｄｔ ＋

ｅ
２π
·Ψｓ
（ ）ｔ ＝－２πｅＶ０

ｒｓ
ｄ
ｄｔ
（ｒｓＢｓ）－

ｅ
２π
·Ψｓ
［ ］ｔ
（１．８２ｅ）
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　　为了维持粒子共振加速，就要保持φｓ不随时间变化（当然φｓ缓慢的变化有
时也是允许的）。由方程（１．８２ｅ）可以看出，要保持φｓ不变，可以通过不同的方
法实现，因而也就出现了各种不同的加速原理。下面分别加以叙述，首先略去感

应场Ψ
ｔ
。

１．４．１　恒定磁场共振加速（稳相加速器）

设在全部加速过程中Ｂｓ保持恒定，则由方程（１．８２ｅ）可以看出，这种加速器
的特点必须是ｒｓ不为常数。将Ｂｓ＝常数代入方程（１．８２ｅ），则得到：

ｃｏｓφｓ＝－
２π
ｅＶ０
Ｂｓｒｓｒｓ （１．８３）

因此，对于恒定磁场共振加速，ｒｓ必须随时间而不断增大，即磁铁必须采用实心
或中空的宽轨道结构。这是第一个特点。如果将ｒｓ转换为每圈ｒｓ的变化，则有：

ｄｒｓ
ｄν ＝－

ｅＶ０ｃｏｓφｓ
βｓＢｓ

（１．８４）

其中βｓ为粒子的相对速度，希腊字母ν代表圈数。当加速时，由于βｓ不断增加，
故粒子径向跨距（即每圈ｒｓ之增量）随ｒｓ之增加而减小。这是第二个特点。
由方程（１．８２ａ）看出，当Ｂｓ＝常数时，ωｓ随Ｅｓ的增加而减小。故要维持恒

定磁场共振加速，必须使高频加速电场的频率随Ｅｓ的增加而减小，即必须调频。
这是第三个特点。
由于恒定磁场多采用实心磁铁，就需要考虑这种加速器的经济问题。由方

程（１．８２ｃ）可以看出，当被加速粒子的动能Ｗ＜Ｅ０ 时，ｒｓ≈
２Ｅ０Ｗ槡 ｓ

２Ｂｓ
，即ｒｓ随Ｗｓ

的增加较缓慢；但是当Ｗ＞Ｅ０ 以后，ｒｓ≈
Ｗｓ

ｅＢｓ
，即ｒｓ随Ｗｓ直线增长，磁铁半径也

直线扩大，所以，从经济上考虑，恒定磁场共振加速方法对Ｗｓ＜Ｅ０ 的能量范围
比较合适。

１．４．２　恒定轨道共振加速（同步加速器）

鉴于恒定磁场加速方法在高能范围内表现出的缺点，人们自然会想到，能否
用环形磁铁代替实心磁铁，这时可保持粒子轨道恒定，即ｒｓ＝常数。
由方程（１．８２ｃ）可以看出，当ｒｓ不变时，要想使粒子的能量Ｅ增加，必须使

Ｂｓ也增加，即恒定轨道共振加速时，必须调磁场Ｂｓ。这是第一个特点。调场的
速度可由方程（１．８２ｅ）求出：

Ｂ
·

ｓ＝－ｅＶ０２πｒ２ｓ
ｃｏｓφｓ （１．８５）
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由方程（１．８５）看出，调场是线性的。调场的速度取决于Ｖ０，ｒｓ及φｓ，即与ｒ
２
ｓ 成

反比，而与Ｖ０ｃｏｓφｓ成正比。
由方程（１．８２ａ）与（１．８２ｃ）又可以得到：

ωｓ＝－ ｅｃ２Ｂｓ
（ｅｃＢｓｒｓ）２＋Ｅ槡 ２

０

（１．８６）

　　由上式看出，当ｒｓ保持不变时，由于Ｂｓ是变化的，ωｓ不可能保持恒定，即在
加速过程中，要维持共振加速，必须在调场的同时调频。这便是恒定轨道加速方
法的第二个特点。如果对方程（１．８６）的两端取对时间的导数，不难得到如下调
频的规律：

ωｓ
ωｓ ＝

（１－β
２
ｓ）Ｂ

·

ｓ

Ｂｓ
（１．８７）

　　由方程（１．８７）立刻可以发现，当βｓ≈１时，ω
·

ｓ→０，这就显示出用恒定轨道加
速方法加速高能电子的特殊优越性，即用高能（几个 ＭｅＶ）电子注入，采用恒定
轨道时，则可以用恒定频率的高频电场去加速电子，称为电子同步加速器。采用
恒定频率的加速电源时，其电压幅度可以做得很高，因此，束流脉冲频率很高（每
秒几十个脉冲）。对于重粒子，要达到β≈１，必须注入的能量很高，因此一般都
采用调频加速方式，称之为质子同步加速器。

１．４．３　恒定电场频率的加速方法（等时性回旋）

在普通回旋加速器中，电场的频率是恒定的，但不能称之为共振加速。要实
现共振加速，必须使粒子在加速过程中的旋转频率保持不变，即

ωｓ＝ ｅｃ２Ｂｓ
（ｅｃＢｓｒｓ）２＋Ｅ槡 ２

０

＝ 常数 （１．８８）

　　要保持ωｓ不变，必须使Ｂｓ 与ｒｓ 同时改变才行。因此，定频加速的第一个
特点是：ｒｓ是变化的。因此，一般要采用实心磁铁。
如果开始加速时ｒｓ＝０，Ｅｓ＝Ｅ０，Ｂｓ＝Ｂ０，则方程（１．８８）可以写为：

ωｓ＝－ｅｃ
２Ｂ０
Ｅ０ ＝－ ｅｃ２Ｂｓ

（ｅｃｒｓＢｓ）２＋Ｅ槡 ２
０

（１．８９）

　　由上式可以求出Ｂｓ的变化规律为：

Ｂｓ＝ Ｂ０

１－
ｅｃｒｓＢ０
Ｅ（ ）
０槡

２
（１．９０）

磁场沿ｒｓ依上式规律增加，这便是定频共振加速的第二个特点。
当然，由于磁场沿半径增加，会使轴向聚焦造成困难，但是当采取了螺旋线
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或托马斯磁场后，轴向聚焦在一定能量范围内是可以保证的。因此，恒定频率共
振加速必然伴随着采用三维磁场的加速结构，这是第三个特点。建造三维磁场
的最大难度是调变度ε的选择。
关于螺旋线磁场调变度ε，杜布诺联合核子研究所在世界上率先对螺旋线

回旋加速器进行过深入研究，在螺旋线磁场的计算中，重要的是选择合适的磁场
调变度ε。在中心区的磁场调变度总是从零开始逐渐增加的，ε是ｒ的函数，即

ε＝ε（ｒ）。计算磁场调变度是十分复杂的一件事。杜布诺联合核子研究所的科学
家提出了一个螺旋线磁场各次谐波的计算公式［３］：

ＢＮ（ｒ）＝ ［ＢｃＮ（ｒ）］２＋［ＢｓＮ（ｒ）］槡 ２ （１．９１）

其中 　ＢｃＮ（ｒ）＝ ４μδＮｈ１
πｒ ｒλ槡 Ｎ∫

θｋ

θｉ

１＋θ２

θ槡 ３ ｃｏｓＮθ －
ｄ
ｄｘＱＮ－

１
２
（ｘ［ ］）ｄθ；

ＢｓＮ（ｒ）＝ ４μδＮｈ１
πｒ ｒλ槡 Ｎ∫

θｋ

θｉ

１＋θ２

θ槡 ３ ｓｉｎＮθ －
ｄ
ｄｘＱＮ－

１
２
（ｘ［ ］）ｄθ；

ＱＮ－１２（ｘ）是勒让德函数；

ｘ＝ｈ
２
１＋ｒ２＋λ２Ｎ２θ２

２ｒλＮθ
；

ｈ１ 为螺旋线下端与中心平面的距离。
公式（１．９１）比较繁琐，使用起来很不方便。当时在该研究所工作的中国学

者推导出另一个简洁的计算公式［５］：

ＢＮ（ｒ）＝８μｓｉｎ
Ｎα
２ｅ

－
ｈ１
λ １＋ Ｎλ（ ）ｒ槡 ［２ １－ｅ－ｈ２－ｈ１λ １＋ Ｎλ（ ）ｒ槡 ］２ （１．９２）

其中ｈ１ 为螺旋线下端与粒子轨道平面的距离；ｈ２为螺旋线上端与粒子轨道平面
的距离；α为螺旋线的辐角；Ｎ 为螺旋线根数：μ为磁化系数。这就大大简化了
调变度ε的计算。

１．４．４　感应场加速的平衡运动

当Ｖ０＝０，而Ψｔ≠０
时，则得到感应场加速的一组方程：

ｄＥｓ
ｄｔ ＝ωｓ －

ｅ
２π
·Ψｓ
（ ）ｔ

ωｓ＝－ｅｃ
２Ｂｓ
Ｅｓ ＝－ ｅｃ２Ｂｓ

（ｅｃＢｓｒｓ）２＋Ｅ槡 ２
０

ｚｓ＝０

Ｅｓ＝ （ｅｃＢｓｒｓ）２＋Ｅ槡

烍

烌

烎２
０

（１．９３）
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　　一般在感应场加速时，应保持ｒｓ恒定。这时，由方程（１．９３）第四式看出，要
使Ｅｓ增加，必须使Ｂｓ增加，即一定要调场，这是感应加速的第一个特点。
又由方程（１．９３）第二式，在非相对论情况下，ωｓ不为常数，但在相对论情况

下，即Ｅ０Ｅｓ时，ωｓ＝常数，这是第二个特点。
由方程（１．９３）第四式，对时间取导数，得到：

ｄＥｓ
ｄｔ ＝－ｅｒ

２
ｓωｓＢｓｔ

它与方程（１．９３）第一式相等，于是又得到：

１
２
· １
πｒ２ｓ
·Ψｓ
ｔ ＝Ｂｓｔ

或写作 １
２
·〈Ｂｓ〉
ｔ ＝Ｂｓｔ

（１．９４）

其中〈Ｂｓ〉＝ １πｒ２ｓΨｓ
。〈Ｂｓ〉为ｒｓ 轨道内磁场的平均值。为了保持ｒｓ 恒定的平衡

运动，必须使〈Ｂｓ〉的增长２倍于轨道磁场Ｂｓ的增长，即满足２∶１的条件，这是
感应加速器的第三个特点。
当然，感应加速不是非要保持ｒｓ恒定不可，譬如，也可以使ｒｓ缓慢地由小到

大变化，或缓慢地由大到小变化，这时方程（１．９４）的条件不再必须满足，而代之

以 １
２πｒｓ

·Ψｓ
ｔ ＝


ｔ
（Ｂｓｒｓ），或

１
２
·〈Ｂｓ〉
ｔ ＝Ｂｓｔ －

〈Ｂ〉－Ｂｓ
ｒｓ

·ｒｓ
ｔ
。当

〈Ｂｓ〉
ｔ ＜

２Ｂｓｔ
时，ｒｓ增大；当

〈Ｂｓ〉
ｔ ＞２

Ｂｓ
ｔ
时，ｒｓ减小。

１．５　自由振荡（快振荡）

１．５．１　参数不变时的自由振荡

　　当参数不变时，即Ｅｓ，Ｂｓ，ｒｓ，ｎｓ 等参数不变时，对于径向不均匀磁场，粒子

自由振荡方程为：

ｘ̈＋ω２ｓ（１－ｎ）ｘ＝０ （１．９５ａ）

ｚ̈＋ω２ｓｎｚ＝０ （１．９５ｂ）
在满足稳定条件，即１＞ｎ＞０的情况下，以上方程的解是简谐振荡，这个振荡的
振幅与频率都是常量。
对于三维磁场，粒子自由振荡符合 Ｍａｔｈｉｅｕ方程，这个方程的稳定解是多种

频率振荡的组合。
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自由振荡的特点是：

① 振荡的频率只取决于振荡本身诸参数，如Ｅｓ，Ｂｓ，ｎｓ等，而与外界作用力
无关。

② 在无参数慢变化时，振荡的幅度只取决于初始运动状态。

１．５．２　考虑参数慢变化时的自由振荡

当考虑参数Ｅｓ，Ｂｓ，ｎｓ等的慢变化时，自由振荡方程可以写为如下形式（二
维磁场）：

ｄ
ｄｔ
（Ｅｓｘ）＋Ｅｓω２ｓ（１－ｎ）ｘ＝０ （１．９６ａ）

ｄ
ｄｔ
（Ｅｓｚ）＋Ｅｓω２ｓｎｚ＝０ （１．９６ｂ）

　　现在来求方程（１．９６ａ）和（１．９６ｂ）的解。由于Ｅｓ，ωｓ及ｎ也是时间的函数，
因此不能用求解常微分方程的方法。考虑参数慢变化，先将方程（１．９６ａ）变为如
下形式：

ｘ̈＋ω２ｓ（１－ｎ）ｘ＝－Ｅ
·

ｓ

Ｅｓ
ｘ （１．９７）

用变系数法解该方程。设方程（１．９７）的解为：

ｘ＝ａ（ｔ）ｃｏｓ∫
ｔ

ωｒｄｔ＋ｂ（ｔ）ｓｉｎ∫
ｔ

ωｒｄｔ （１．９８）

其中ωｒ＝ωｓ １－槡 ｎ。将式（１．９８）及其一、二阶导数代入方程（１．９７），并按正弦
和余弦分开，便得到：

ａ̈＋２ｂωｒ＋ｂωｒ＋
ａＥ
·

ｓ

Ｅｓ ＋
ｂωｒＥ

·

ｓ

Ｅ（ ）ｓ ｃｏｓ∫
ｔ

ωｒｄｔ＋

ｂ̈－２ａωｒ－ａωｒ＋
ｂＥ
·

ｓ

Ｅｓ －
ａωｒＥ

·

ｓ

Ｅ（ ）ｓ ｓｉｎ∫
ｔ

ωｒｄｔ＝０

　　由于参数是慢变化的，可以近似地认为，在每个自由振荡周期内，粒子仍做
简谐运动，这时，上式中正弦及余弦函数的系数分别等于零，即

ａ̈＋２ｂωｒ＋ｂωｒ＋
ａＥ
·

ｓ

Ｅｓ ＋
ｂωｒＥ

·

ｓ

Ｅｓ＝
０

ｂ̈－２ａωｒ－ａωｒ＋
ｂＥ
·

ｓ

Ｅｓ －
ａωｒＥ

·

ｓ

Ｅｓ＝
０

略去二级小量ａ̈，̈ｂ，
ａＥ
·

ｓ

Ｅｓ
，
ｂＥ
·

ｓ

Ｅｓ
，得到：
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２ａ
ａ ＋

ωｒ
ωｒ＋

Ｅ
·

ｓ

Ｅｓ＝
０

２ｂ
ｂ ＋

ωｒ
ωｒ＋

Ｅ
·

ｓ

Ｅｓ＝
０

再对以上两式分别取积分，然后叠加起来，最后得到：

ａ２ｒωｒＥｓ＝ 常数 　　（ａ２ｒ ＝ａ２＋ｂ２） （１．９９）
或改写为如下形式：

Ｗｒ

ωｒ ＝
常数 　　（Ｗｒ ＝ １２ｍω

２
ｒａ２ｒ） （１．１００）

Ｗｒ表示振荡能量。从方程（１．１００）可以看出，当振荡系统中的参数慢变化时，
其振荡能量与振荡角频率之比保持常数。
同理，可以得到轴向运动也满足如下规律：

ａ２ｚωｚＥｓ＝ 常数 （１．１０１）

Ｗｚ

ωｚ ＝
常数 （１．１０２）

　　方程（１．９９）与（１．１０１）还可以写成如下形式：

ａｒ ＝ａｒ０
１－ｎ０
１－ｎ（ ）ｓ

１／４ Ｂ０
Ｂ（ ）ｓ

１／２

（１．１０３）

ａｚ ＝ａｚ０
ｎ０
ｎ（ ）ｓ

１／４ Ｂ０
Ｂ（ ）ｓ

１／２

（１．１０４）

其中ａｒ０，ａｚ０分别为径向与轴向自由振荡的初始值。
参数慢变化的自由振荡有以下特点：

① 自由振荡的频率仍然只取决于振荡系统的诸参数，但不再是固定的数值；

② 自由振荡的幅值不仅取决于初始运动状态，还取决于诸参数的变化。
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习题与思考题

１．由基本运动方程（１．１）出发，导出轴对称径向不均匀磁场中粒子运动的
方程组，即

ｄ
ｄｔ
Ｅ
ｃ２
（ ）ｒ ＝Ｅｃ２ｒθ

·２＋ｅｒθ
·

Ｂｚ

ｄ
ｄｔ
Ｅ
ｃ２ｒ

２θ（ ）· ＝－ｅｒｒＢｚ＋ｅｒｚＢｒ
ｄ
ｄｔ
Ｅ
ｃ２
（ ）ｚ ＝－ｅｒθ

·

Ｂ

烍

烌

烎ｒ

解释方程中洛伦兹力前正负号的意义。

２．若希望粒子在轴对称径向不均匀磁场中的轨迹为圆周，粒子在入射时应
满足什么条件？如果不满足这个条件，轨迹也是圆周吗？

３．轨道半径与曲率半径有什么不同？在什么条件下二者合而为一？

４．轨道半径表示方程（１．１５）中为什么右端出现负号？

５．由垂直运动方程（１．１０ｃ）出发，导出粒子轴向微扰运动方程

ｚ″＋ｎｚ＝０
　　６．若回旋加速器的磁场沿半径方向分布如下：

Ｂｚ（ｒ）＝Ｂ０ １＋α ｒ（ ）Ｒ［ ］２
求粒子运动的稳定条件（垂直方向与径向）。

７．平衡相位的物理意义是什么？用什么方法调节平衡相位？（以电子同步
加速器为例）

８．为什么平衡相位是在０π２
之间？这个结论在什么条件下成立？若

ｎ＞１，情况如何？

９．同步加速器的最大轨道磁场为１．２Ｔ，若希望将电子加速到１０００ＭｅＶ，
求ｒｓ和调频范围。（设入射能量为Ｗｉ＝１００ＭｅＶ）

１０．用同步加速器将质子加速到１０００ＭｅＶ，求ｒｓ和调频范围。（设入射能
量Ｗｉ＝２ＭｅＶ）

１１．在同步加速器中，设磁场线性增加，当电子注入时，βｉ＝０９，是否还需要
调频？不调频会引起什么后果？在入射能量多大时，方可采用定频方法？
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章

圆形加速器中带电粒子

的纵向运动

２．１　感应加速器中电子轨道的收缩

电子感应加速器中初始平衡轨道ｒ０ｉ是由注入能量和注入位置的轨道磁场

所决定的。

ｒ０ｉ ＝－
Ｅｉβｉ
ｃｅＢｉ ＝

Ｅｉβｉ

ｃｅＢｓ．ｍ
ｒｓ
ｒ０（ ）
ｉ

ｎ

ｓｉｎ（２πｆｔｉ）
（２．１）

其中，Ｂｓ．ｍ为平衡轨道ｒｓ磁场的峰值；ｆ为磁场频率。所有大于电子枪所在半径
的电子都将与电子枪相碰而损失。所有ｒ０ｉ＜ｒｓ的电子，由于其自由振荡幅值大
于真空室半宽度，也很快损失掉。对于ｒ０ｉ＞ｒｓ的电子，其瞬时平衡轨道ｒ０ 将逐
渐向平衡轨道ｒｓ逼近。由方程（１．７３）可以求出电子在感应场中的运动方程组：

ｄＥ
ｄｔ＝－θ

·ｅ
２π
·Ψ
ｔ

θ
·

＝－
ｅｃ２Ｂ（ｒ０）
Ｅ

Ｅ ＝ ［ｅｃｒ０Ｂ（ｒ０）］２＋Ｅ槡

烍

烌

烎２０

（２．２）

其中Ψ 为瞬时平衡轨道内的总磁通。对方程（２．２）的第三式的两端求导数
得到：

ｄＥ
ｄｔ＝－ｅｒ

２
０θ
·

Ｂ（ｒ０）
Ｂ
·
（ｒ０）
Ｂ（ｒ０）

＋
ｒ０
ｒ［ ］
０

（２．３）

将式（２．３）代入方程（２．２）的第一式，消去ｄＥｄｔ
，得到：
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ｒ０
ｒ０
＝ １
Ｂ（ｒ０）

１
２πｒ２０

·Ψ
ｔ－

ｄＢ（ｒ０）
ｄ［ ］ｔ

（２．４）

如果式（２．４）的右边等于零，即

１
２πｒ２０

·Ψ
ｔ ＝

ｄＢ（ｒ０）
ｄｔ

（２．５）

称式（２．５）为２∶１条件。这时ｒ０＝０，ｒ０＝ｒｓ，瞬时平衡轨道不再随时间变化。
但在加速过程中，ｒ０≠ｒｓ，现在求ｒ０ 的变化规律。设ｒ０＝ｒｓ＋ｘ，则有：

Ψ ＝∫
ｒ０

０
２πｒＢｄｒ＝∫

ｒｓ

０
２πｒＢｄｒ＋∫

ｒ０

ｒｓ
２πｒＢｓ

ｒｓ
ｒ（ ）
０

ｎ

ｄｒ＝２πｒ２ｓＢｓ １＋ｘｒ（ ）
ｓ

Φ
［ ］ｔ ｒ０

＝２πｒ２ｓ １＋ｘｒ（ ）
ｓ
Ｂ
·

ｓ

ｄＢ（ｒ０）
ｄｔ ＝Ｂ

·

ｓ １－ｎｘｒ（ ）
ｓ
＋Ｂｓ －ｎｒ（ ）

ｓ

ｘ＋Ｂｓ －ｘｒ（ ）
ｓ

ｎ

将这三式代入式（２．４），得到：

ｄｘ
ｘ ＋

ｄＢｓ
Ｂｓ ＋

ｄ（１－ｎ）
１－ｎ ＝０ （２．６）

解方程（２．６），便得到如下关系：

ｘ（１－ｎ）Ｂｓ＝ 常数 （２．７）

　　由式（２７）可以阐明一个规律：在电子感应加速器的加速过程中，瞬时平衡
轨道随轨道磁场Ｂｓ的增加向平衡轨道收缩。这对电子的俘获很有好处，即由于
ｒ０ 的收缩，以及由于自由振荡的不断衰减，总有一部分电子可以躲过电子枪而
被俘获，这便是单电子俘获理论。应该指出，在强流范围内，空间电荷的集体效
应将起更主要作用。

２．２　圆形轨道加速器中的相振荡［１，２］

２．２．１　相振荡方程

　　这一章仍限于研究圆形轨道的纵向运动。这时，假定自由振荡不存在，而在
相空间中粒子运动不满足平衡运动的条件，即φｉ≠φｓ，或者Ｅｉ≠Ｅｓ。在相振荡
研究中，定义几个符号所代表的物理意义：ｒ０ 为瞬时平衡轨道，ｒ０＝ｒｓ＋ｘ０，ｘ０ 表
示由于相振荡所引起的粒子瞬时平衡轨道对平衡轨道ｒｓ 的偏移；φｓ 为平衡相
位；φ为瞬时相位；ω０ 为瞬时平衡轨道上粒子的旋转角频率；Ｅｓ 为平衡轨道ｒｓ
上的能量；Ｅ为瞬时能量；Ｅ０ 为静止能量。它们之间满足如下关系：

Ｅ＝ ［ｅｃＢ（ｒ０）ｒ０］２＋Ｅ槡 ２
０ （２．８）
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其中Ｂ（ｒ０）表示瞬时平衡轨道ｒ０ 上的磁场，而ΔＥ＝Ｅ－Ｅｓ。由方程（１．７７）可以
得到以下相振荡方程组（二维磁场）：

ｄ
ｄｔ

Ｅｓ
Ｋｓω２ｓ

·１
ｋ
·ｄφ
ｄ（ ）ｔ －ｅＶ０２πｃｏｓφ＝－ｅＶ０２πｃｏｓφｓ （２．９ａ）

ｘ０
ｒｓ
＝ １
ｋωｓ（１－ｎ）β

２
ｓＫｓ
·ｄφ
ｄｔ

（２．９ｂ）

Ｋｓ＝１＋ ｎ
１－ｎ

·１
β
２
ｓ

（２．９ｃ）

ｚ＝０ （２．９ｄ）

ω０ ＝
ωｆ－φ

·

ｋ ＝－
ｅｃ２Ｂ（ｒ０）
Ｅ

（２．９ｅ）

ΔＥ
Ｅｓ ＝

（１－ｎ）β
２
ｓ
ｘ０
ｒｓ

（２．９ｆ）

２．２．２　相振荡稳定条件

因方程（２．９ａ）中诸参数都是慢变化的，先假定参数Ｅｓ，ωｓ，Ｋｓ 在相振荡过

程中为常数，又假定ｃｏｓφｓ＞０，如果在方程（２．９ａ）的两端乘以φ
·
，并对时间积分，

就会得到一个类似摆的能量守恒方程：

１
２
· Ｅｓ
ｋω２ｓＫｓφ

·２＋ｅＶ０２π
（φｃｏｓφｓ－ｓｉｎφ）＝ 常数 （２．１０）

其中第一项只与φ
·２
有关，相当于动能；第二项只与φ有关，相当于位能；而常数

相当于振荡总能量，它只取决于运动的初始状态。
方程（２．１０）稳定与否，完全取决于位能函数的形状及初始条件。
图２．１表示的是当ｃｏｓφｓ＝０３时的位能函数曲线。Ｕ（φ）表示位能函数，即

Ｕ（φ）＝
ｅＶ０
２π
（φｃｏｓφｓ－ｓｉｎφ）。由位能函数曲线可以看出，只有当φｓ＞０时才是稳

定的。
粒子在相空间的运动可能有两种情况：一是当粒子的位能函数值超过临界

值时，粒子在高频场中所处的相位将向某一个方向滑动，最后坠入减速场；另一
种情况是粒子的最大位能小于临界值，这时粒子将围绕φｓ振荡。只有在第二种
情况时，粒子能被连续加速。因此，称位能函数小于临界值的相位区域为振荡稳
定区，其边界为φ２ｍ与－φｓ。φ２ｍ值由下面的关系决定：

Ｕ（φ２ｍ）＝Ｕ（－φｓ） （２．１１）

因此，为了使粒子的相振荡稳定，就要限制粒子的注入条件φｉ及φ
·

ｉ，使总的振荡
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图２．１　相运动方程的位能函数曲线

能量小于临界位能，即

１
２

Ｅｓ
ｋω２ｓＫｓφ

·２
ｉ＋ｅＶ０２π

（φｉｃｏｓφｓ－ｓｉｎφｉ）≤Ｕ（－φｓ） （２．１２）

对φ
·

ｉ的限制相当于对粒子注入能散度的限制，即对ΔＥ的限制，有时也是对注

入时间的限制。当φｉ＝φｓ时，位能最低，因此容许的φ
·

ｉ最大。由方程（２．１２）可

以求出φ
·

ｉ的最大值为：

φ
·

ｉｍ ＝± ２ｋω２ｓＫｓ
Ｅｓ

［Ｕ（－φｓ）－Ｕ（φｓ槡 ）］ （２．１３）

根据方程（２．９ｂ）与（２．９ｆ），又可以求出ΔＥ的最大值，即

ΔＥｍ ＝±Ｅｓ
２ｅＶ０（ｓｉｎφｓ－φｓｃｏｓφｓ）

πｋＫｓＥ槡 ｓ
（２．１４）

反映在瞬时平衡轨道中的最大偏移为：

ｘ０ｍ ＝±ｒｓ
１

（１－ｎ）β
２
ｓ
·ΔＥｍ
Ｅｓ ＝

ｒｓ
ｋωｓ（１－ｎ）β

２
ｓＫｓφ

·

ｍ （２．１５）

　　如果φ
·

ｉ＝０，则可以求出φｉ极限值的范围，即

－φｓ＜φｉ＜φ２ｍ （２．１６）

　　从以上分析看出，二维场中的相振荡有以下几个特点：

① 根据方程（２．１０）可以给出φ与φ
·
的关系曲线，如图２．２所示。当曲线封

闭时，说明运动是稳定的；当曲线不封闭时，φ只向一个方向移动，运动不稳定。

② 相振荡稳定区的大小与φｓ 取值有关，当φｓ＝０°时，稳定区最小；当
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图２．２　φ与φ
·
的关系曲线

φｓ＝９０°时，稳定区最大（注意：取Ｖ＝Ｖ０ｃｏｓφ）。因此，从容纳更多的粒子角度来
考虑，φｓ取值尽量大一点好，φｓ 愈大，图２．２中的临界闭合曲线愈宽。同时，相
稳定区的高度与Ｖ０ 有关，Ｖ０ 愈大，方程（２．１０）中的常数也愈大，因此可以容纳

更多的φ
·
不同的粒子。此外，稳定区的大小还与Ｅｓ，ωｓ和Ｋｓ等参数有关。

③ 由方程（２１０）看出，过大的φ
·
要引起瞬时平衡轨道对平衡轨道较大的偏

离，也就是说φ
·
愈大，占据的粒子轨道空间也愈大。为了得到大的相振荡容纳

度，又不使ｘ０ 过大，应选择较大的ｋ值。

④ 伴随相振荡，粒子能量分散性增加，由方程（２．１４）看出：Δ
Ｅｍ
Ｅｓ
与Ｖ１

／２
０ 成正

比；ｋ值愈大，ΔＥｍＥｓ
愈小；φｓ取值愈小，

ΔＥｍ
Ｅｓ
也愈小。

２．２．３　相振荡的周期与幅度

当粒子处于相空间的稳定区内时，它将围绕平衡相位φｓ做相振荡。可以从

相运动方程（２．１０）求出相振荡的周期。因为式（２．１０）不是简谐运动方程，故必
须用积分的方法求相振荡周期，即

Ｔφ ＝２
Ｅｓ

２ｋω２ｓＫ槡 ｓ∫
φｍａｘ

φｍｉｎ

ｄφ
Ｃ－Ｕ（φ槡 ）

（２．１７）

其中φｍａｘ及φｍｉｎ根据常数的选择而定，即Ｕ（φｍａｘ）＝Ｕ（φｍｉｎ）＝Ｃ，当Ｃ值选择为
稳定区的边界时，φｍｉｎ＝－φｓ，φｍａｘ＝φ２ｍ。在这个轨道上，粒子相振荡的周期为无
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穷大。因为当粒子的相位到达－φｓ时，φ
·
＝０，同时ΔＥ＝０，这时粒子拥有谐振能

量Ｅｓ及谐振角频率ωｓ。
由方程（２．１７）可以看出，相振荡周期首先与相振荡幅值大小有关，幅值愈

大，周期愈长。因此，不同振荡幅值的粒子，其振荡周期不尽相同；其次，相振荡
周期与φｓ取值有关，同样振幅，φｓ愈大，则振荡周期愈长。图２．３表示相振荡周
期与φｓ的关系。横坐标表示粒子相位振荡幅度与极限振荡幅度之比。当该比
值接近于１时，相振荡周期迅速增加；当这个比值较小时，振荡周期接近于常数。
因此，可以将小角度的相振荡看作是振荡周期不变的简谐运动。设Δφ＝φ－φｓ，
且Δφ１，代入式（２．９ａ），则得到小角度相振荡方程：

ｄ
ｄｔ

Ｅｓ
ｋω２ｓＫｓ

Δφ（ ）· ＋ｅＶ０２πｓｉｎφｓΔφ＝０ （２．１８）

图２．３　相振荡周期与振幅的关系曲线

　　当不考虑参数慢变化时，这个小角度相振荡的角频率为：

Ω＝ωｓ
ｅＶ０Ｋｓｋｓｉｎφｓ
２πＥ槡 ｓ

（２．１９）

　　由方程（２．１９）可以看出，当Ｋｓ＞０（即１＞ｎ＞０）时，只有当ｓｉｎφｓ＞０，即φｓ
为正值时，相振荡才是稳定的，否则Ω将是虚数，方程（２．１８）的解是扩张的。当

Ｋｓ＜０时，相振荡的稳定平衡相位为－φｓ。

小角度相振荡的角频率Ω为粒子旋转角频率ωｓ的
ｅＶ０ｋＫｓ
２πＥ槡 ｓ
倍。因此，一

般情况下，因ｅＶ０Ｅｓ，故Ωωｓ。而自由振荡角频率接近ωｓ，故在前面把相振
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荡看成是慢振荡，自由振荡看成是快振荡是完全合理的。
在不考虑Ｅｓ，ωｓ等参数的变化时，相振荡的幅度Ａ仅由φｍａｘ及φｍｉｎ决定，即

Ａ＝φｍａｘ－φｍｉｎ２

其中φｍａｘ及φｍｉｎ根据初始条件φｉ及φ
·

ｉ，由位能函数曲线算出。
当考虑参数的慢变化时，相振荡方程变为：

Ｅｓ
ｋω２ｓＫｓ

Δ̈φ＋
ｄ
ｄｔ

Ｅｓ
ｋω２ｓＫ（ ）

ｓ
Δφ＋

ｅＶ０
２πΔφ

ｓｉｎφｓ＝０ （２．２０）

　　如果模仿自由振荡参数慢变化方程的解法，便得到相振荡幅值与参数变化
的关系：

Ａ＝ 常数× ２πｋω２ｓＫｓ
ｅＶ０Ｅｓｓｉｎφ（ ）

ｓ

１
４

（２．２１）

如果采用绝热不变量的计算办法，亦可得到上述结果。
相振荡幅度与慢变化参数之间的关系可以根据以下两种极限情况而定：

一是超高能，即βｓ≈１，这时ωｓ＝ｃ／ｒｓ，Ｋｓ 及φｓ 几乎不变，这时，相振荡幅度

Ａ∝ １
ｒ２ｓＶ０Ｅ（ ）ｓ

１
４
；当ｒｓ不变时，Ａ∝

１
Ｅ（ ）ｓ

１
４
，故相振荡随Ｅｓ 增加而缓慢衰减。

而在非相对论情况下，即βｓ１，略去β
４
ｓ 及β

４
ｓ 以上诸项，则得到：

Ａ∝ ω２ｓＫｓ
Ｅ（ ）ｓ

１
４

∝
１
ｒ２ｓ
１－３ｎ－２２ｎ β

２（ ）［ ］ｓ

１
４

（２．２２）

　　当ｎ的选择满足３ｎ－２２ｎ ＜０，即ｎ＜２３
时，相振荡的幅度Ａ随βｓ增加而增长，

但βｓ增加到一定条件时，βｓ１的条件不再满足，Ａ 随βｓ 之增加反而减小。因
此，在圆形弱聚焦加速器中，开始相振荡幅度有所增加，但以后很快就转为阻尼
状态了。

２．２．４　相振荡引起粒子轨道和能量分散性的变化

由方程（２．９ｂ）及（２．１０）消去φ
·
，即可以得到相振荡引起的粒子轨道偏移为：

ｘ０
ｒｓ
＝ ２［Ｃ－Ｕ（φ）］

ｋ（１－ｎ）２β
４
ｓＫｓＥ槡 ｓ

（２．２３）

其中

Ｃ＝ １２
· Ｅｓ
ｋω２ｓＫｓφ

·２
ｉ＋ｅＶ０２π

（φｉｃｏｓφｓ－ｓｉｎφｉ） （２．２４）

Ｕ（φ）＝
ｅＶ０
２π
（φｃｏｓφｓ－ｓｉｎφ） （２．２５）
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　　这种轨道偏移是慢变化的，称为瞬时平衡轨道，它具有如下特性：

① 瞬时平衡轨道ｒ０＝ｒｓ＋ｘ０，ｘ０ 的数值大小是变化的，其变化周期与相振
荡周期相同。

② 当φ
·
极大时，ｘ０ 也是最大。而φ

·
最大相当于相振荡位能最低，即φ＝φｓ。

于是，可以得到这样的概念：在相振荡过程中，当粒子通过平衡相位φｓ时，瞬时
平衡轨道最大。

③ 当φ
·
最小时，ｘ０ 也最小；当φ

·
＝０，即φ＝φｍａｘ或φｍｉｎ时，ｘ０＝０，粒子处于平

衡轨道ｒｓ上，Ｅ＝Ｅｓ。于是，又得到另一个概念：在相振荡过程中，当粒子通过平
衡轨道ｒｓ时，相振荡角度最大。

④ｘ０ 的变化伴随着粒子能量的变化，ｘ０ 最大，ΔＥ也最大，因此，瞬时平衡
轨道的振荡与自由振荡有本质的不同。

相振荡引起能量振荡的大小可以由下式表示：

ΔＥ
Ｅｓ ＝

１
ｋωｓＫｓφ

·
＝ （１－ｎ）β

２
ｓ
ｘ０
ｒｓ

（２．２６）

　　能量振荡具有以下特点：

① 能量振荡的周期与相振荡周期相同。

② 当φ
·
极大，即φ＝φｓ时，ΔＥ最大。

③ 当φ
·
极小，即φ

·
＝０时，φ＝φｍａｘ或φｍｉｎ，ΔＥ＝０。

在考虑参数慢变化时，在φ
·
阻尼的同时，ｘ０

ｒｓ
与ΔＥ
Ｅｓ
也同时阻尼。但是，从绝

对值ΔＥ的变化来看，则ΔＥ将随着Ｅｓ的增加而缓慢增加，这时有：

ΔＥｍ ＝ Ｅｓ
ｋωｓＫｓφ

·

ｍ ≈
Ｅｓ
ｋωｓＫｓ

ＡΩ ∝
ω２ｓＥｓＶ０ｓｉｎφｓ

Ｋ（ ）
ｓ

１
４

（２．２７）

因此，在粒子加速过程中，ΔＥ随Ｅ
１
４ｓ 增大而增大。然而，ΔＥ的相对值，即ΔＥＥｓ

则

随Ｅｓ的增加而减小。

２．３　粒子在普通回旋加速器中的相运动

２．３．１　回旋加速器中心区粒子的聚相过程

　　早期人们只注意粒子离开中心区后的聚焦、相移和加速最大能量等问题，忽
视了研究中心区的相运动。１９５７年，前苏联科学家费德洛夫等发现了回旋加速



　第２章　圆形加速器中带电粒子的纵向运动　 ３５　　　

器中心区的聚相现象［３］。由于粒子离开离子源后的开始若干半圈主要是在加速
间隙中运动，不能等效为在一个窄缝中获得能量。特别是头半圈粒子几乎在全
部轨道上都经受交叉电磁场的作用。计算表明，粒子在这种电磁场的作用下，由
离子源出来不同初始相位的离子经过半圈后，大体上都将聚集在高频电场０°相
位附近，这对回旋加速器后来的加速十分有利。

粒子在中心区的运动满足基本运动方程 （１．１）。考虑到中心区交叉场的特
点，选用笛卡儿坐标，令坐标轴ｘ平行于高频Ｄ形盒边缘，坐标轴ｚ平行于主磁
场，即Ｘ＝ｉｘｘ＋ｉｙｙ，Ｅ＝ｉｘＥｘ＋ｉｙＥｙ，Ｂ＝ｉｚＢｚ，将以上各式代入运动方程 （１．１），

得到以下描写中心运动的联立方程组：

ｄｐｘ
ｄｔ ＝ｅＥｘ＋ｅｖｙＢｚ

（２．２８ａ）

ｄｐｙ
ｄｔ ＝ｅＥｙ－ｅｖｘＢｚ

（２．２８ｂ）

　　又设Ｄ形盒的高频电压为Ｖ＝Ｖ０ｃｏｓ（ωｆｔ＋φ０），则Ｅｙ＝
Ｖ０
２ｄｃｏｓ

（ωｆｔ＋φ０），

Ｅｘ＝０。２ｄ为Ｄ形盒的间距，ωｆ为高频电场频率，φ０ 为粒子注入相位，高频电场
的频率ωｆ等于粒子在磁场中的回旋频率ω 或等于其倍数ｋω，即ωｆ＝ｋω＝
ｋ（ｅＢｚ／ｍ）。不考虑相对论效应，ｍ＝ｍ０，于是联立方程组（２．２８ａ），（２．２８ｂ）变为：

ｘ̈＝ ｅｍ０

ｙＢｚ （２．２９ａ）

ｙ̈＝－ ｅｍ０

ｘＢｚ＋ ｅＶ０２ｄｍ０
ｃｏｓ（ωｔ＋φ０） （２．２９ｂ）

解以上方程组，设初始条件ｔ＝０时，ｘ０＝ｙ０＝ｙ０＝ｘ０＝０，于是求得方程的解为：

ｘ＝ ｅＶ０
４ω２ｄｍ０

［－２ｓｉｎφ０＋ｓｉｎ（ωｔ＋φ０）－ωｔｃｏｓ（ωｔ＋φ０）＋ｓｉｎφ０ｃｏｓωｔ］

（２．３０ａ）

ｙ＝ ｅＶ０
４ω２ｄｍ０

［－ｓｉｎφ０ｓｉｎωｔ＋ωｔｓｉｎ（ωｔ＋φ０）］ （２．３０ｂ）

当ωｔ＋φ０＝２π，即电场处于峰值时，不同初始的粒子转１圈后，全部集中在高频
电场的０°附近。粒子在开始进入Ｄ形盒时的相聚程度可由下式表示：

φ＝－
ｅＶ０

４ω２ｄ２ｍ０
ｓｉｎ２φ０ （２．３１）

　　以美国橡树岭实验室的回旋加速器为例，质子最大能量为２５ＭｅＶ，Ｖ０＝
４００ｋＶ，ｄ＝０．１ｍ。由式（２．３１）得到φ＝－８°ｓｉｎ

２
φ０。

然而，伴随相聚的另一个结果是粒子轨迹中心的分散，这将导致束流能散的
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增加。为了改善束流能散度，人们又不得不适当减弱相聚，为此，常在Ｄ形盒中
心点安装一个“触须”或采用其他措施来提高初始束流品质。

２．３．２　粒子在普通回旋加速器中的相移和最大能量

粒子在中心区获得不同程度的相聚，大体上讲，相聚发生在电场峰值附近。
其后，如果谐振加速条件能得到满足，粒子回旋频率等于加速电压频率，那么粒
子相对于加速电压的相位就不会变化，加速过程能一直维持下去。在回旋加速
器中，粒子回旋角频率ω为：

ω＝－ｅｃ
２Ｂ（ｒ）
Ｅ（ｒ）

（２．３２）

　　随着加速过程的进行，粒子能量Ｅ不断提高，而磁场强度沿半径略有减弱，
因此粒子回旋频率不断下降。而加速电压频率是维持不变的。因此，粒子在高
频电场中的相位不断移动。这种相移的持续进行就有可能导致粒子滑到减速
区，使加速过程中断，从而限制了粒子的能量增加。高频电压愈高，粒子可以得
到的能量愈大。
对于一台能量确定的回旋加速器，由于相移的存在，则对加速电压提出了最

低要求。譬如，一台回旋加速器的磁场沿径向平均下降率为１．２５％，若将氘核
加速到１８ＭｅＶ，粒子总能量平均增长０．５％，即粒子的旋转周期平均增加

１．７５％。根据相聚效应，设粒子初始相位在０°，可以算出，粒子每圈平均相移

６．３°。因为粒子相移不能超过９０°，所以粒子只能转动１４圈左右。假设粒子每圈
平均得到的能量为２ｅＶ０〈ｃｏｓφ〉，其中〈ｃｏｓφ〉为加速过程中ｃｏｓφ 的平均值，
〈ｃｏｓφ〉≈０７，则氘核加速到１８ＭｅＶ，必须Ｖ０≥９００ｋＶ。因此，把粒子加速到一
定能量的最低高频电压称为阈电压。
为了准确地计算回旋加速器的极限能量及所对应的加速阈电压与磁场分布

及相移之间的定量关系，下面推导相移方程。
仍以ωｆ及ω分别表示加速电场及粒子旋转频率，则粒子每转１圈相移（以

ν表示圈数）为：

ｄφ
ｄν＝

２π
ωｆ－ω
ω

（２．３３）

将ω依ω０ 展开为：

ω＝－ｅｃ
２Ｂ
Ｅ ＝－ ｅｃ２Ｂ０

Ｅ（ ）０

Ｂ／Ｂ０
Ｅ／Ｅ０ ＝ω０

Ｂ（ｒ）
Ｂ０

１＋ Ｗ
ｍ０ｃ２

（２．３４）

其中ω０ 表示粒子在磁场中心的旋转频率；Ｂ０ 表示中心的磁感应强度；Ｂ（ｒ）表示
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ｚ＝０平面上在任意半径上的磁感应强度；Ｗ 表示粒子的动能。将方程（２．３４）代
入式（２．３３），并略去二级小量，便得到：

ｄφ
ｄν＝

２π
ωｆ－ω０
ω０ ＋Ｂ０－Ｂ

（ｒ）
Ｂ０ ＋ＷＥ［ ］

０
（２．３５）

　　方程（２．３５）表示相移是由三个因素引起的：电场频率与粒子回旋频率的差
别，轨道磁场沿ｒ的降落以及粒子能量的增加。将方程（２．３５）积分，就可以得到
相移轨迹，并求出上述三因素对相移量的影响。为积分方便，对自变量ν进行
变换：

ｄφ
ｄν＝

ｄφ
ｄＷ
·ｄＷ
ｄν ＝

ｄφ
ｄＷ２ｅＶ０ｃｏｓφ

（２．３６）

其中Ｖ０ 表示Ｄ极之间的电位差的峰值。将方程（２．３６）代入式（２．３５）则得到：

ｄφ
ｄＷ２ｅＶ０ｃｏｓφ＝２π

ωｆ－ω０
ω０ ＋Ｂ０－Ｂ

（ｒ）
Ｂ０ ＋ＷＥ［ ］

０

两端取积分，得到：

ｓｉｎφｆ－ｓｉｎφｉ＝
π
ｅＶ０∫

Ｗ
ｆ

Ｗｉ

ωｆ－ω０
ω０ ＋Ｂ０－Ｂ

（ｒ）
Ｂ０ ＋ＷＥ［ ］

０
ｄＷ （２．３７）

其中Ｗｉ，φｉ和Ｗｆ
，φｆ分别为粒子能量和相位的初始值和最终值。有时在计算中

对ｒ积分显得更方便，这时可将Ｗ 换为ｒ的函数。将Ｅ＝ （ｅｃＢｒ）２＋Ｅ槡 ２
０在非相

对论范围内展开为：

２ＷＥ０ ≈ （ｅｃＢｒ）２

考虑到Ｂ沿ｒ的变化很小，故对上式两端微分可近似地表示为：

ｄＷ≈ １
２Ｅ０

（ｅｃ〈Ｂ〉）２ｄ（ｒ２）

≈ １Ｅ０
（ｅｃ〈Ｂ〉）２ｒｄｒ

其中〈Ｂ〉为沿径向从０ｒ之间的平均磁感应强度。将上式代入方程（２．３７）得到：

ｓｉｎφｆ－ｓｉｎφｉ＝
π（ｅｃ〈Ｂ〉）２
２ｅＥ０Ｖ０ 　∫

ｒ
ｆ

０
２ｒωｆ－ω０

ω０ ＋Ｂ０－Ｂ
（ｒ）

Ｂ０ ＋ｅ
２ｃ２Ｂ２（ｒ）ｒ２
２Ｅ［ ］２

０
ｄｒ

（２．３８）

其中ｒｆ为加速粒子轨迹的最终半径。
方程（２．３７）和（２．３８）是根据一个特定的Ｂ（ｒ）分布和ωｆ与ω０ 之差，计算粒

子随着能量的增长或磁场沿ｒ变化时相移轨迹的公式，简称为相移公式。
假设回旋加速器中有如下的关系：

Ｂ（ｒ）＝Ｂ０ １－λＷＥ（ ）０ ，　　ωｆ＝ω０（１－ε）
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λ，ε均为常数，代入式（２．３７），得到：

ｓｉｎφｆ－ｓｉｎφｉ＝
π
ｅＶ０∫

Ｗ
ｆ

Ｗｉ
－ε＋λＷＥ０＋

Ｗ
Ｅ（ ）０ ｄＷ （２．３９）

对上式积分，可得极限能量Ｗｆ的表达式：

Ｗｆ＝
εＥ０
１＋λ＋

Ｅ０ε
１＋（ ）λ

２

＋ ２ｅＶ０Ｅ０π（１＋λ）
（ｓｉｎφｆ－ｓｉｎφｉ槡 ） （２．４０）

　　从上式可知，只要知道起始相位φｉ、最终相位φｆ、高频电压Ｖ０ 以及常数ε和

λ，就可以求得回旋加速器极限能量。至此，还有一个常数ε需要确定。ε由反转
相位φ决定：

ε＝ ２ｅＶ０（１＋λ）
πＥ０

（ｓｉｎφｉ－ｓｉｎφ槡 ）

其中φ可根据相移路径的选择由设计者确定。

２．４　等时性回旋加速器中的相运动

等时性回旋加速器具有准确的谐振磁场，随着粒子能量的不断增加，磁场沿
半径也逐渐增加，严格保持粒子回旋频率不变，并与加速电场频率相等。因此，
如果初始加速相位等于设计值的话，则粒子就一直在这个相位上加速下去，没有
相移动。由于粒子回旋频率不随能量变化，因此，也不存在自动稳相过程，没有
相振荡。不过，实际上的等时性回旋加速器也有相运动。首先，在中心区，为满
足轴向聚焦的要求，中心区磁场有所下降，破坏了等时性条件，使粒子存在滑相；
其次，在加速区，由于不可避免地存在平均磁场分布的误差和加速电场频率的误
差，因而就引起了粒子相位的变化。下面分别加以叙述。

２．４．１　中心区滑相

设在中心区加速电压频率ωｆ等于谐振加速粒子回旋频率ω０，即

ωｆ＝ω０ ＝－
ｅｃ２Ｂ０
Ｅ０

在ｒ≠０处，忽略动能的影响，粒子回旋频率ω为：

ω≈－ｅｃ
２Ｂ（ｒ）
Ｅ０

在半径为ｒ的轨道上每圈粒子相移为：

Δφ
Δν＝

２π
ωｆ－ω
ω ＝－２πＢ０－Ｂ

（ｒ）
Ｂ（ｒ） ≈－２π

Ｂ０－Ｂ（ｒ）
Ｂ０

（２．４１）
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每圈粒子动能的增加（每圈加速２次）为：

ΔＷ
Δν ＝

２ｅＶ０ｃｏｓφ （２．４２）

把式（２．４２）代入式（２．４１），则得到：

Δφ
ΔＷ ＝－

２πＢ０－Ｂ
（ｒ）

Ｂ［ ］
０

１
２ｅＶ０ｃｏｓφ

（２．４３）

因为Δφ与ΔＷ 为小量，上式可表示成微分形式：

ｃｏｓφｄφ＝－
２π
２ｅＶ０

Ｂ０－Ｂ（ｒ）
Ｂ［ ］
０

ｄＷ （２．４４）

对上式取积分，得到：

ｓｉｎφ－ｓｉｎφｉ＝－
２π
２ｅＶ０∫

Ｗ

Ｗｉ

Ｂ０－Ｂ（ｒ）
Ｂ０

ｄＷ （２．４５）

而ｄＷ＝ １２Ｅ０
（ｅｃＢ）２ｄ（ｒ２），上式变为：

ｓｉｎφ－ｓｉｎφｉ＝－
πＥ０
２ｅＶ０

·ω
２

ｃ２∫
ｒ

ｒｉ

Ｂ０－Ｂ（ｒ）
Ｂ０

ｄ（ｒ２） （２．４６）

　　因此，在知道中心区磁场下降值
Ｂ０－Ｂ（ｒ）
Ｂ０
后，利用式（２．４６）就可求出具有

初始相位φｉ的粒子从ｒｉ运动到ｒ的相移量Δφ＝φ－φｉ。

２．４．２　平均磁场分布误差与加速电压频率误差所引起的相移

粒子离开中心区之后，如果平均磁场沿半径分布不等于谐振磁场值，或者加
速电压频率不等于设计值，总之，当等时性条件不能严格得到满足时，就会产生
相运动。如果这种相运动幅值比较大，粒子滑到减速区，则加速过程便受到破
坏。因此，对磁场分布误差及频率误差都要提出严格的要求。下面分别给出磁
场和频率误差与相移的定量关系。
如果等时磁场有误差，则引起的相移为：

ｓｉｎφ－ｓｉｎφｉ＝－
２π
２ｅＶ０∫

Ｗ

Ｗｉ

Δ〈Ｂ（ｒ）〉
〈Ｂｓ（ｒ）〉

Ｅ０
Ｅ０＋（ ）Ｗ

２

ｄＷ （２．４７）

　　其次，当加速电场频率不满足谐振条件时，存在误差Δｆ，也会引起相移：

ｓｉｎφ－ｓｉｎφｉ＝
２π
２ｅＶ０∫

Ｗ

Ｗｉ

Δｆ
ｆｓ
ｄＷ （２．４８）

由上式可以确定由于加速电压频率的误差Δｆ／ｆｓ而导致的相移量Δφ＝φ－φｉ。
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２．５　分离轨道等时性回旋加速器中的相运动［４，５］

１９３０年代，回旋加速器的能量只有１．２ＭｅＶ，１９８０年代瑞典ＰａｕｌＳｃｈｅｒｒｅｒ
研究所利用分离扇等时性回旋加速器把质子能量提高到５９０ＭｅＶ，平均流强达
到１ｍＡ。１９９０年代人们对进一步提高质子能量使其达到１ＧｅＶ和束流功率达
到１０ＭＷ 发生了极大兴趣。为此，要求加速器的造价合理、运行费用低、束流损
失非常小。由于强流质子直线加速器的造价昂贵，回旋加速器可能成为最佳选
择。现有回旋加速器还不能满足上述要求，必须注入新的技术。
普通等时性回旋加速器中平均磁场随能量增加，这不仅限制轴向聚焦，还使

径向自由振荡不可避免地穿越共振线，而相邻轨道的径向间隔愈来愈小，而不同
相位的粒子受到不同高频电场加速，使束流宽度不断增加，结果还造成引出的困
难，这是常规等时性回旋加速器的致命弱点，因此，分离轨道回旋加速器（ＳＯＣ）
应运而生。其中粒子的径向轨道为螺旋线，螺距远大于束流宽度，相邻轨道的径
向梯度可以自由选择，这样，径向自由振荡就可以避免穿越共振线。采用多个分
离轨道回旋加速器的串接，可以获得相当高的输出能量。粒子被分布在扇形磁
铁中间的高频腔加速，螺旋轨道按照以下原则设计：相邻轨道长度单调增长，粒
子平均速度也相应增长，使在加速场中保持同相。为此，每圈有效加速电压超过
一个最小值：

ΔＶ ＝
ｍ０ｃ２β

２γ３Δｒ０
ｅｒ０

（２．４９）

其中ｒ０ 为轨道平均半径；Δｒ０ 为每圈增量。若干圈内的旋转频率平均不变。由
于纵向的聚焦，局部旋转频率又呈周期性变化。旋转频率变化与粒子速度和径
向位置的关系为：

Δｆｒｅｖ
ｆｒｅｖ ＝

Δｖ
ｖ０ －

Δｒ
ｒ０

（２．５０）

ｖ０ 为沿设计轨道加速的同步粒子速度，这时Δｖ＝Δｒ＝０。如果中心粒子偏离同
步能量，Δｖ≠０，则导致整个束团能量振荡和相振荡，Δｒ≠０的粒子将围绕束中
心作同步加速器振荡。
综上所述，普通等时性回旋与分离轨道等时性回旋加速器的主要区别是：

对于前者，式（２．５０）的右端总是等于零，粒子在纵向是不定的；而后者在纵向也
有强的聚焦。但是，高频电压随着粒子能量的提高而不断增加，这使进一步提高
分离轨道等时性回旋加速器的能量遇到困难。超导磁体以及超导高频腔的发
展，给分离轨道等时性回旋加速器进一步提高能量带来了新的生机。１９９０年代
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德国率先进行１ＧｅＶ质子分离轨道等时性回旋加速器的设计［５］。第一个加速器
的注入能量为１０６ＭｅＶ，引出能量为３９３ＭｅＶ；第二个加速器的注入能量为

３９３ＭｅＶ，引出能量为１０００ＭｅＶ。同时，德国还建造了一台能量为７４ＭｅＶ的模
型装置作为前期的预研，该装置定名为“ＴＲＩＴＲＯＮ”。总之，分离轨道等时性回
旋加速器是一种很有发展前景的结构。
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习题与思考题

１．设电子感应加速器的轨道磁场均匀分布，即ｎ＝０，如果轨道磁场不变，而
中心磁通增加，电子的平衡轨道将如何移动？如果改变磁极间隙，平衡轨道又将
如何移动？

２．已知电子同步加速器的参数如下：最大能量１０００ＭｅＶ，入射能量

４５ＭｅＶ，轨道最大磁场１．１Ｔ，平衡轨道半径３ｍ，磁场对数梯度０．７，加速电压

２０ｋＶ，倍频系数为１，平衡相位３０°，求相振荡最大速度φ
·

ｍ，以及由此产生的最大
能量分散和瞬时平衡轨道宽度。然后，试分析粒子的最大能量分散和瞬时平衡
轨道宽度大小的利弊。

３．在回旋加速器中，磁场依ｒ２ 均匀下降，在引出半径上共降落１％，如果加
速氘核，最大能量为１５ＭｅＶ，若允许φ＝－３０°，则所需高频电压Ｖ０ 是多少？

４．如果回旋加速器中的磁场稳定度为１０－３，这对加速器的正常工作是否有
影响？为什么稳定度必须在１０－４数量级以上？

５．在等时性回旋加速器中，Ｖ０＝２００ｋＶ，高频电压的频率稳定度为１０－４，当
允许相位漂移为１０°时，氘核可加速到多大能量？
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3
章

粒子在理想周期

场中的运动

３．１　用矩阵法研究粒子横向运动的稳定性

３．１．１　周期场中粒子的横向运动方程［１］

　　所谓周期场是指加速器的磁场沿幅角或轨道呈周期性变化，这包括强聚焦
加速器的磁场和带有直线节的弱聚焦环形加速器等的磁场分布形态。

近代高能加速器往往采用具有交变梯度的强聚焦磁铁系统实现横向聚焦。

可以借助于如图３１所示的曲线坐标系来描述粒子的运动：ｌ表示参考点至粒
子位置Ｐ 在平衡轨道上的投影长度，ｘ和ｚ分别表示Ｐ 点偏离平衡轨道的水平
和垂直距离，ρ（ｌ）为平衡轨道的曲率半径。粒子的横向运动，是指垂直于ｌ轴的
运动，包括水平和垂直方向，也被称为自由振荡。

图３．１　曲线坐标系

如果对平衡轨道上的每个点都定义单位矢量ｉｌ，ｉｘ，ｉｚ，那么粒子的位置矢
量为：

Ｒ＝ｒｉｘ＋ｚｉｚ （３．１）
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这里ｒ＝ρ＋ｘ。假设粒子运动轨道上只有水平和垂直方向的磁场，那么运动方
程为：

ｄｐ
ｄｔ＝ｅｖ×Ｂ

（３．２）

同时有：

ｖ×Ｂ＝－ｖｌＢｚｉｘ＋ｖｌＢｘｉｚ＋（ｖｘＢｚ－ｖｚＢｘ）ｉｌ （３．３）

其中ｖｘ，ｖｚ，ｖｌ为粒子在ｘ，ｚ，ｌ方向的速度分量。如果忽略粒子能量的变化，由
式（３．２）可得：

Ｒ̈＝ｅｖ×Ｂγｍ０
（３．４）

这里γ为洛伦兹因子，ｍ０ 为粒子静止质量。对于曲线坐标系，单位矢量是随时
间变化的，即

ｄｉｘ／ｄｔ＝θ
·

ｉｌ，ｄｉｚ／ｄｔ＝０，ｄｉｌ／ｄｔ＝－θ
·

ｉｘ （３．５）

其中θ
·

＝ｖｌ／ｒ，于是有：

Ｒ̈＝ （̈ｒ－ｒθ
·
２）ｉｘ＋（２ｒθ

·

＋ｒθ）̈ｉｌ＋̈ｚｉｚ （３．６）

由式（３．３）和（３．６）可以得到水平方向的运动方程为：

ｒ̈－ｒθ
·２ ＝－ｅｖ

２
ｌＢｚ

γｍ０ｖｌ
（３．７）

　　由于ｖｘｖｌ，ｖｚｖｌ，所以可以近似认为ｐ≈γｍ０ｖｌ，因此得到：

ｒ̈－ｒθ
·２ ＝－ｅｖ

２
ｌＢｚ
ｐ

（３．８）

　　如果选择ｌ作为独立变量，则有：

ｄ
ｄｔ＝

ｄ
ｄｌ
·ｄｌ
ｄｔ

（３．９）

　　由图３２可以得到：

ｄｌ＝ρｄθ＝ｖｌｄｔρｒ
（３．１０）

　　假设ｄ２ｌ／ｄｔ２＝０，那么就有：

ｄ２

ｄｔ２ ＝
ｄｌ
ｄ（ ）ｔ

２ ｄ２

ｄｌ２ ＝
ｖｌρ（ ）ｒ

２ ｄ２

ｄｌ２
（３．１１）

　　利用ｒ＝ρ＋ｘ，最终得到水平方向的运动方程为：

ｄ２ｘ
ｄｌ２ －

ρ＋ｘ
ρ
２ ＝－ Ｂｚ

（Ｂρ）
１＋ｘ（ ）ρ

２
（３．１２）

其中（Ｂρ）＝ｐ／ｅ称为粒子的磁刚度。同样，可以得到垂直方向的运动方程为：
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图３．２　平衡轨道与瞬时平衡轨道长度的比例关系

ｄ２ｚ
ｄｌ２ ＝

Ｂｘ
（Ｂρ）

１＋ｘ（ ）ρ
２

（３．１３）

　　一般来讲，上述运动方程是非线性方程，本章只考虑依赖于ｘ，ｚ的准线性
场，因此可以把场按泰勒级数展开：

Ｂｘ ＝Ｂｘ（０，０）＋Ｂｘｚ
ｚ＋Ｂｘｘ

ｘ

Ｂｚ ＝Ｂｚ（０，０）＋Ｂｚｘ
ｘ＋Ｂｚｚ

烍

烌

烎
ｚ

（３．１４）

在平衡轨道附近，没有励磁电流，所以

Δ

×Ｂ＝０，这就给出了以下关系：

Ｂｚ
ｘ ＝

Ｂｘ
ｚ

（３．１５）

　　假设粒子只在水平面发生偏转，而且先不考虑水平和垂直方向运动的耦合，

那么，Ｂｘ（０，０）＝０，Ｂｚ／ｚ＝０，Ｂｘ／ｘ＝０，将式（３．１４）和 （３．１５）代入式（３．１２）
和 （３．１３），并只保留到ｘ，ｚ的最低阶项，运动方程为：

ｄ２ｘ
ｄｌ２ ＋

１
ρ
２＋

１
（Ｂρ）

·Ｂｚ（ｌ）
［ ］ｘ ｘ＝０ （３．１６）

ｄ２ｚ
ｄｌ２ －

１
（Ｂρ）

·Ｂｚ（ｌ）
ｘ

ｚ＝０ （３．１７）

那么，水平和垂直方向的运动方程可以写成统一的形式：

ｄ２ｙ
ｄｌ２ ＋Ｋｙ

（ｌ）ｙ＝０ （３．１８）

其中ｙ＝ｘ或ｚ为横向偏移，Ｋｘ＝１
ρ
２＋

１
（Ｂρ）

·Ｂｚ（ｌ）
ｘ

，Ｋｚ＝－ １
（Ｂρ）

·Ｂｚ（ｌ）
ｘ

。

假设强聚焦加速器由Ｎ 个相同的单元（超周期）组成，那么就有：

Ｋｙ（ｌ＋Ｌ）＝Ｋｙ（ｌ） （３．１９）
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这里Ｌ＝Ｃ／Ｎ，Ｃ为加速器周长。像式（３．１８）这种具有周期变化系数的微分方
程称为 Ｈｉｌｌ方程。

３．１．２　横向运动的稳定性判据［１，２，４］

对于线性二阶微分方程，包括 Ｈｉｌｌ方程，它的解为：

ｙ（ｌ）＝ａ（ｌ，ｌ０）ｙ（ｌ０）＋ｂ（ｌ，ｌ０）ｙ′（ｌ０）

ｙ′（ｌ）＝ｃ（ｌ，ｌ０）ｙ（ｌ０）＋ｄ（ｌ，ｌ０）ｙ′（ｌ０
烍
烌

烎）
（３．２０）

这里ｙ（ｌ０），ｙ′（ｌ０）为初始值，这可以写成如下的矩阵形式：

珘ｙ（ｌ）＝
ａ ｂ（ ）ｃ ｄ

珘ｙ（ｌ０）＝Ｍ（ｌ，ｌ０）珘ｙ（ｌ０） （３．２１）

其中珘ｙ（ｌ）＝
ｙ（ｌ）

ｙ′（ｌ（ ））；Ｍ（ｌ，ｌ０）是由ｌ０ 到ｌ的传输矩阵，与ｙ（ｌ０）和ｙ′（ｌ０）无关。
对于式（３．１８），若Ｋｙ 为正数，即对应聚焦磁铁，那么传输矩阵为：

Ｍ（ｌ，ｌ０）＝
ｃｏｓ Ｋ槡 ｙ（ｌ－ｌ０［ ］） １

Ｋ槡 ｙ

ｓｉｎ Ｋ槡 ｙ（ｌ－ｌ０［ ］）

－ Ｋ槡 ｙｓｉｎ Ｋ槡 ｙ（ｌ－ｌ０［ ］） ｃｏｓ Ｋ槡 ｙ（ｌ－ｌ０［ ］

烄

烆

烌

烎）
（３．２２）

若Ｋｙ 为负数，即对应散焦磁铁，则有：

Ｍ（ｌ，ｌ０）＝
ｃｏｓｈ ｜Ｋｙ槡 ｜（ｌ－ｌ０［ ］） １

｜Ｋｙ槡 ｜
ｓｉｎｈ ｜Ｋｙ槡 ｜（ｌ－ｌ０［ ］）

｜Ｋｙ槡 ｜ｓｉｎｈ ｜Ｋｙ槡 ｜（ｌ－ｌ０［ ］） ｃｏｓｈ ｜Ｋｙ槡 ｜（ｌ－ｌ０［ ］

烄

烆

烌

烎）
（３．２３）

若Ｋｙ 为零，即对应直线节，则有：

Ｍ（ｌ，ｌ０）＝
１ ｌ－ｌ０（ ）０ １

（３．２４）

　　对于均匀偏转磁铁，磁场梯度为零，在偏转平面内Ｋｙ＝
１
ρ
２，传输矩阵为：

Ｍ（ｌ，ｌ０）＝
ｃｏｓ［（ｌ－ｌ０）／ρ］ ρｓｉｎ［（ｌ－ｌ０）／ρ］

－１
ρ
ｓｉｎ［（ｌ－ｌ０）／ρ］ ｃｏｓ［（ｌ－ｌ０）／ρ

烄

烆

烌

烎
］

（３．２５）

　　在非偏转平面内，Ｋｙ＝０，其传输矩阵为式（３．２４）。如果考虑边缘磁场效
应，当偏转磁铁端面不与粒子中心轨道垂直，边缘磁场将产生聚焦效果。记偏转
磁铁端面的法线与粒子中心轨道的夹角为δ，并且定义当端面法线转向曲率中
心一侧时，δ为负值，反之为正值。假设边缘磁场作用满足薄透镜近似，即它只
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是使粒子发生了瞬时冲量改变，而粒子在边缘磁场中的横向偏移很小，可以忽略
不计，那么，在偏转平面，边缘磁场的传输矩阵为：

Ｍ（ｌ，ｌ０）＝
１ ０
１
ρ
ｔａｎδ

烄

烆

烌

烎
１

（３．２６）

非偏转平面的传输矩阵为：

Ｍ（ｌ，ｌ０）＝
１ ０

－１
ρ
ｔａｎδ

烄

烆

烌

烎
１

（３．２７）

　　根据上述传输矩阵，就可以得到由粒子轨道任意位置ｌ处回旋一圈的传输
矩阵Ｍ（ｌ＋Ｃ，ｌ），即

珘ｙ（ｌ＋Ｃ）＝Ｍｎ…Ｍ２Ｍ１珘ｙ（ｌ）＝Ｍ（ｌ＋Ｃ，ｌ）珘ｙ（ｌ）＝
Ｍ１１ Ｍ１２
Ｍ２１ Ｍ（ ）

２２

珘ｙ（ｌ）

（３．２８）

　　可以证明，一圈传输矩阵具有如下的性质：

① Ｍ（ｌ＋Ｃ，ｌ）是关于ｌ以Ｃ为周期的函数：Ｍ（ｌ＋Ｃ，ｌ）＝Ｍ（ｌ，ｌ－Ｃ）。

② 式（３．１８）不含一次微分项，所以Ｍ（ｌ＋Ｃ，ｌ）的行列式等于１（归一化），即
ｄｅｔ［Ｍ（ｌ＋Ｃ，ｌ）］＝１。

③ 由于互易矩阵的迹相同，所以Ｍ（ｌ＋Ｃ，ｌ）的迹不依赖于ｌ。
利用上述性质，可以把一圈的传输矩阵写为常数矩阵与迹为零的周期矩阵

相加的形式，即
Ｍ（ｌ＋Ｃ，ｌ）＝ＡＩ＋ＢＪ（ｌ） （３．２９）

其中

Ｉ＝
１ ０（ ）０ １

，Ｊ（ｌ）＝
α（ｌ） β（ｌ）

－γ（ｌ） －α（ｌ（ ）） （３．３０）

Ａ，Ｂ为常数，α（ｌ），β（ｌ），γ（ｌ）是以Ｃ为周期、以ｌ为变量的函数。根据Ｍ（ｌ＋Ｃ，
ｌ）的行列式为１得出：

Ａ２＋Ｂ２［－α２（ｌ）＋β（ｌ）γ（ｌ）］＝１ （３．３１）
因此Ｂ２ 的系数必须为常数，不妨取这个常数为１，即

－α２（ｌ）＋β（ｌ）γ（ｌ）＝１ （３．３２）
则

Ａ２＋Ｂ２ ＝１ （３．３３）
如果取Ａ＝ｃｏｓμ，Ｂ＝ｓｉｎμ（注意，μ为复数），那么一圈的传输矩阵变为：

Ｍ（ｌ＋Ｃ，ｌ）＝Ｉｃｏｓμ＋Ｊｓｉｎμ

＝
ｃｏｓμ＋α（ｌ）ｓｉｎμ β（ｌ）ｓｉｎμ
－γ（ｌ）ｓｉｎμ ｃｏｓμ－α（ｌ）ｓｉｎ（ ）μ

（３．３４）
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具有这种形式的传输矩阵称为Ｔｗｉｓｓ矩阵，α（ｌ），β（ｌ），γ（ｌ）称为Ｔｗｉｓｓ参数，或

ＣｏｕｒａｎｔＳｎｙｄｅｒ参数。由式（３．３０），可以得到：

Ｊ２（ｌ）＝
α（ｌ） β（ｌ）

－γ（ｌ） －α（ｌ（ ）） α（ｌ） β（ｌ）

－γ（ｌ） －α（ｌ（ ））＝ －１ ０
０ －（ ）１ ＝－Ｉ

（３．３５）

也就是Ｊ（ｌ）与ｉ（ 槡＝ －１）类似，可以证明：

Ｍ（ｌ＋Ｃ，ｌ）＝Ｉｃｏｓμ＋Ｊｓｉｎμ＝ｅｘｐ［Ｊ（ｌ）μ］ （３．３６）
粒子在加速器中回旋Ｎ 圈后，有：

珘ｙ（ｌ＋ＮＣ）＝Ｍ［ｌ＋ＮＣ，ｌ＋（Ｎ－１）Ｃ］…Ｍ（ｌ＋２Ｃ，ｌ＋Ｃ）×
Ｍ（ｌ＋Ｃ，ｌ）珘ｙ（ｌ）＝ＭＮ（ｌ＋Ｃ，ｌ）珘ｙ（ｌ） （３．３７）

横向运动的稳定性要求 Ｎ→∞时，ＭＮ（ｌ＋Ｃ，ｌ）的各元素为有限值。由式
（３．３６），有：

ＭＮ（ｌ＋Ｃ，ｌ）＝ｅｘｐ［Ｊ（ｌ）Ｎμ］＝ＩｃｏｓＮμ＋ＪｓｉｎＮμ （３．３８）
因此只有μ为实数，运动才是稳定的，这意味着以下关系：

ｔｒＭ（ｌ＋Ｃ，ｌ）＝ Ｍ１１＋Ｍ１２ ＝ ２ｃｏｓμ ≤２ （３．３９）
上式就是横向运动稳定性的判据。

３．１．３　ＦＯＤＯ结构的稳定性［３］

加速器中各种元件的排列方式称为磁聚焦结构，在高能加速器中，最简单的
磁聚焦结构为ＦＯＤＯ结构，它是由聚焦磁铁（Ｆ）、直线节（Ｏ）、散焦磁铁（Ｄ）、直
线节（Ｏ）交替排列所组成的。下面以这种结构为例，利用式（３．３９）来讨论它的
稳定性。
为了简化数学处理，假设聚焦和散焦磁铁都满足薄透镜近似，即磁铁长度

Δｌ→０，ＫΔｌ→１ｆ
，ｆ为有限值，代表磁铁的聚焦长度，正值对应聚焦磁铁，负值对

应散焦磁铁。它们的传输矩阵为：

ＭＦ，Ｄ ＝
１ ０

－１ｆ

烄

烆

烌

烎
１

（３．４０）

　　假设加速器由图３３所示的ｍ个ＦＯＤＯ结构组成，ＱＦ、ＱＤ的聚焦长度分
别为ｆ１／２、ｆ２／２，直线节的长度为Ｌ，那么这个ＦＯＤＯ单元的传输矩阵为：

Ｍ ＝
１ ０

－１ｆ１

烄

烆

烌

烎
１
１ Ｌ（ ）０ １

１ ０

－２ｆ２

烄

烆

烌

烎
１
１ Ｌ（ ）０ １

１ ０

－１ｆ１

烄

烆

烌

烎
１
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＝
１－２Ｌｆ

２Ｌ １－Ｌｆ（ ）２
－２ｆ

１－Ｌｆ（ ）１ １－２Ｌｆ
１ －２Ｌ

熿

燀

燄

燅ｆ

（３．４１）

其中１／ｆ＝１／ｆ１＋１／ｆ２－Ｌ／（ｆ１ｆ２）。稳定性判据要求

ｔｒＭ ＝ ２－４Ｌｆ ≤２ （３．４２）

即

０≤Ｌｆ ≤
１ （３．４３）

图３．３　ＦＯＤＯ磁聚焦结构（ＱＦ表示聚焦磁铁；ＱＤ表示散焦磁铁）

　　定义Ａ＝Ｌ／ｆ１，Ｂ＝Ｌ／ｆ２，上述稳定性条件可以写作：

０≤Ａ＋Ｂ－ＡＢ ≤１ （３．４４）

这要求｜Ａ｜＜１，｜Ｂ｜＜１，并且Ａ和Ｂ 异号，横向运动稳定区由下述方程所界定：

｜Ａ｜＝１，｜Ｂ｜＝ ｜Ａ｜
１－｜Ｂ｜

｜Ｂ｜＝１，｜Ａ｜＝ ｜Ｂ｜
１－｜Ｂ

烍

烌

烎｜

（３．４５）

　　图３４画出了稳定区的形状，它也被称为“领带图”。

图３．４　领带图
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如果不采用薄透镜近似，根据式（３．２２），（３．２３），（３．２４），可以得到ＦＯＤＯ
结构的稳定性条件为：

ｃｏｓμ＝ｃｏｓ Ｋ槡 １ｌ［ ］１ ｃｏｓｈ ｜Ｋ２槡 ｜ｌ［ ］２ －
Ｋ槡 １Ｌｓｉｎ Ｋ槡 １ｌ［ ］１ ｃｏｓｈ ｜Ｋ２槡 ｜ｌ［ ］２ ＋ Ｋ槡 ２Ｌｃｏｓ Ｋ槡 １ｌ［ ］１ ｓｉｎｈ ｜Ｋ２槡 ｜ｌ［ ］２ ＋
｜Ｋ２槡 ｜
Ｋ槡 １

－ Ｋ槡 １

｜Ｋ２槡 ｜
－ Ｋ槡 １ ｜Ｋ２槡 ｜Ｌ［ ］２ ｓｉｎ Ｋ槡 １ｌ［ ］１ ｓｉｎｈ ｜Ｋ２槡 ｜ｌ［ ］２

（３．４６）
当｜ｃｏｓμ｜≤１时，运动是稳定的。

３．２　粒子在周期场中的自由振荡［１，２］

３．２．１　Ｈｉｌｌ方程及其解

　　前面用矩阵方法讨论了粒子的自由振荡的稳定性，本节将从下列 Ｈｉｌｌ方程
ｄ２ｙ
ｄｌ２ ＋Ｋｙ

（ｌ）ｙ＝０

Ｋｙ（ｌ＋Ｌ）＝Ｋｙ（ｌ
烍
烌

烎）
（３．４７）

出发，讨论其他性质。

Ｈｉｌｌ方程在１９世纪得到了深入研究，弗洛克（Ｆｌｏｑｕｅ）定理给出其一般解具
有如下形式：

ｙ＝Ａｗ（ｌ）ｃｏｓ［Ψ（ｌ）＋δ］ （３．４８）
其中Ａ，δ为由初始条件确定的常数，ｗ（ｌ）为与Ｋｙ（ｌ）具有相同周期的函数。将
式（３．４８）代入式（３．４７）得：

ｙ″＋Ｋｙｙ＝－Ａ（２ｗ′Ψ′＋ｗΨ″）ｓｉｎ（Ψ＋δ）＋
Ａ（ｗ″－ｗΨ′２＋Ｋｙｗ）ｃｏｓ（Ψ＋δ）＝０ （３．４９）

　　由于δ是任意的，要使上式成立，正弦、余弦函数的系数都应为零。将正弦
函数的系数乘以ｗ得：

２ｗｗ′Ψ′＋ｗ２Ψ″＝ （ｗ２Ψ′）′＝０ （３．５０）
对上式积分得到：

ｗ２（ｌ）Ψ′＝ｋ （３．５１）
其中ｋ为常数。由式（３．４８），可以把ｋ合并到Ａ 中，而在上式中取ｋ＝１，则有：

Ψ′＝ １
ｗ２（ｌ）Ψ

（ｌ）＝Ψ（ｌ０）＋∫
ｌ

ｌ０

ｄｌ′
ｗ２（ｌ′）

（３．５２）

同样，把Ψ（ｌ０）合并到常数δ中，那么就有：
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Ψ（ｌ）＝∫
ｌ

ｌ０

ｄｌ′
ｗ２（ｌ′）

（３．５３）

利用式（３．５１），以及余弦函数的系数为零的条件，可以得到ｗ满足的方程为：

ｗ３（ｗ″＋Ｋｙｗ）＝１ （３．５４）

　　现在来推导 ｗ，Ψ 与 Ｔｗｉｓｓ参数的关系。由 Ｔｗｉｓｓ矩阵式（３．２８）和
（３．３４），可以得到：

ｙ（ｌ＋Ｃ）＝ｙ（ｌ）［ｃｏｓμ＋α（ｌ）ｓｉｎμ］＋ｙ′（ｌ）β（ｌ）ｓｉｎμ （３．５５）

Ｈｉｌｌ方程的解给出

ｙ（ｌ＋Ｃ）＝Ａｗ（ｌ＋Ｃ）ｃｏｓ［Ψ（ｌ＋Ｃ）＋δ］ （３．５６）
利用式（３．５３）及ｗ（ｌ）的周期性，就有：

Ψ（ｌ＋Ｃ）－Ψ（ｌ）＝∫
ｌ＋Ｃ

ｌ

ｄｌ′
ｗ２（ｌ′）＝∮

Ｃ

ｄｌ′
ｗ２（ｌ′）＝２πＱ

（３．５７）

其中Ｑ为常数，因此有：

ｙ（ｌ＋Ｃ）＝Ａｗ（ｌ）ｃｏｓ［Ψ（ｌ）＋２πＱ＋δ］

＝ｙ（ｌ）ｃｏｓ（２πＱ）－Ａｗ（ｌ）ｓｉｎ［Ψ（ｌ）＋δ］ｓｉｎ（２πＱ） （３．５８）
对式（３．４８）求导，得：

ｙ′（ｌ）＝ｙ（ｌ）ｗ′
（ｌ）

ｗ（ｌ）－
Ａ
ｗ（ｌ）ｓｉｎ

［Ψ（ｌ）＋δ］ （３．５９）

将式（３．５９）代入式（３．５８），整理得：

ｙ（ｌ＋Ｃ）＝ｙ（ｌ）［ｃｏｓ（２πＱ）－ｗｗ′ｓｉｎ（２πＱ）］＋ｙ′（ｌ）ｗ２ｓｉｎ（２πＱ）
（３．６０）

与式（３．５５）比较，得出：

β（ｌ）＝ｗ
２（ｌ），α（ｌ）＝－ｗ（ｌ）ｗ′（ｌ）＝－β′

（ｌ）
２
，μ＝２πＱ＝∮

Ｃ

ｄｌ
β（ｌ）

　

（３．６１）
所以，用Ｔｗｉｓｓ参数描述的粒子自由振荡方程为：

ｙ（ｌ）＝Ａ β（ｌ槡 ）ｃｏｓ［Ψ（ｌ）＋δ］ （３．６２）

　　由式（３．６２）可以看到，粒子横向运动振幅的包络是按 β（ｌ槡 ）变化的，同时

Ψ（ｌ）＝∫ｄｌ
β（ｌ）
为自由振荡相位。另外，式（３．５７）表明Ｑ为粒子回旋１圈自由振

荡的次数，即

Ｑ＝ １２π∮ｄｌ
β（ｌ）

（３．６３）

它也被称为自由振荡频率。

Ｔｗｉｓｓ参数是由加速器的磁聚焦结构确定的，由式（３．５４）可以得到β（ｌ）满
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足的微分方程为：

２ββ″－β′
２＋４β

２Ｋｙ ＝４ （３．６４）

　　对于给定的偏转、聚焦磁铁以及直线节等的排列方式，即Ｋｙ 的分布形式，
可以根据上式求解出β（ｌ）。但是更方便的途径是利用矩阵方法得到的传输矩
阵。假设从某个位置开始的一个重复周期（一个超周期或整圈）的传输矩阵为：

Ｍ ＝Ｍｎ…Ｍ１ ＝
ａ ｂ（ ）ｃ ｄ

（３．６５）

用Ｔｗｉｓｓ参数表示的传输矩阵为：

Ｍ ＝
ｃｏｓΔΨｃ＋αｓｉｎΔΨｃ βｓｉｎΔΨｃ
－γｓｉｎΔΨｃ ｃｏｓΔΨｃ－αｓｉｎΔΨ

烄

烆

烌

烎ｃ
（３．６６）

比较式（３．６５）与式（３．６６），可以得到：

ｃｏｓΔΨｃ ＝ １２
（ａ＋ｄ）＝ １２ｔｒＭ

（３．６７）

　　由ｃｏｓΔΨｃ可以得到ｓｉｎΔΨｃ的大小，而β应为正值，ｓｉｎΔΨｃ 与ｂ的符号相
同，因此有：

β＝
ｂ

ｓｉｎΔΨｃ
（３．６８）

α＝ ａ－ｄ
２ｓｉｎΔΨｃ

（３．６９）

　　通过选取起始位置，就可以得到磁聚焦结构内各点的Ｔｗｉｓｓ参数。利用式
（３．４８）和（３．５９），可以得到用Ｔｗｉｓｓ参数表示的任意两点之间的传输矩阵：

珘ｙ（ｌ２）＝Ｍ（ｌ２，ｌ１）珘ｙ（ｌ１）

Ｍ（ｌ２，ｌ１）＝

β２
β（ ）
１

１／２

（ｃｏｓΔΨ＋α１ｓｉｎΔΨ） （β１β２）
１／２ｓｉｎΔΨ

－
１＋α１α２
（β１β２）

１／２ｓｉｎΔΨ＋
α１－α２
（β１β２）

１／２ｃｏｓΔΨ β１
β（ ）
２

１／２

（ｃｏｓΔΨ－α２ｓｉｎΔΨ

烒

烓

烖

烗
）

（３．７０）

其中ΔΨ 是从ｌ１ 到ｌ２ 的自由振荡相位。相应的Ｔｗｉｓｓ参数满足：

β
α
烄

烆

烌

烎γ ２

＝Ｍｔ
β
α
烄

烆

烌

烎γ １

Ｍｔ ＝

ｍ２１１ －２ｍ１１ｍ１２ ｍ２１２
－ｍ１１ｍ１２ ｍ１１ｍ２２＋ｍ１２ｍ２１ －ｍ１２ｍ２２
ｍ２２１ －２ｍ２１ｍ２２ ｍ２２

烄

烆

烌

烎２

（３．７１）
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这里ｍｉｊ为Ｍ（ｌ２，ｌ１）的矩阵元。

３．２．２　发射度和接受度

由式（３．６２），自由振荡通常可以表示为：

ｙ（ｌ）＝Ａβ
１／２ｃｏｓ［Ψ（ｌ）＋δ］

ｙ′（ｌ）＝Ａβ－
１／烅
烄

烆
２ １
２β′ｃｏｓ

［Ψ（ｌ）＋δ］－ｓｉｎ［Ψ（ｌ）＋δ烍
烌

烎

烍

烌

烎
］

（３．７２）

因此有：

αｙ（ｌ）＋βｙ′（ｌ）＝－Ａβ－
１／２ｓｉｎ［Ψ（ｌ）＋δ］ （３．７３）

由式（３．７２）和（３．７３）消去ｓｉｎ及ｃｏｓ项，可以得到如下关系：

１
β
［ｙ２＋（αｙ＋βｙ′）

２］＝Ａ２ （３．７４）

利用式（３．３２），上式变为：

γｙ２＋２αｙｙ′＋βｙ′
２ ＝Ａ２ （３．７５）

通常称常数Ａ２ 为ＣｏｕｒａｎｔＳｎｙｄｅｒ不变量。若以ｙ及ｙ′为横、纵坐标，所形成的
二维空间称为横向相空间。在环形加速器中，粒子多次通过轨道上某点，它的横
向运动坐标（ｙ，ｙ′）描绘出相空间的一个椭圆，如图３５（ａ）所示，椭圆的形状和
大小由α，β，γ，Ａ所决定。在环的不同位置，由于α，β，γ都是ｌ的函数，因此椭圆
的形状也不同，如图３５（ｂ）所示。

　　（ａ）相同位置不同圈上的轨迹 （ｂ）相同圈不同位置上的轨迹

图３．５　相空间椭圆

由解析几何的知识可知，式（３．７５）所描述的椭圆在相空间的面积为

πＡ２

βγ－α槡 ２
＝πＡ２，所以它的面积在不同的位置是相等的。ε＝Ａ２ 称为粒子的发

射度。
对于由多个粒子组成的束流，如果粒子具有相同的发射度，那么在环上某个
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位置它们将分布在相同的相空间椭圆上，如图３６（ａ）所示。椭圆的形状随位置
的不同而变化。实际上，束流内的粒子具有不同的发射度，在环上某个位置，它
们在相空间的分布如图３６（ｂ）所示，每个点代表一个粒子。束流的均方根发射
度被定义为包含３９％粒子的椭圆的面积除以π，即为图中的小椭圆，外面的大椭
圆包含了９５％的粒子，它的面积除以π为９５％发射度。如果束流在相空间是方
差为〈ｙ２〉的高斯分布，那么就有：

〈ｙ２槡 〉＝ βε槡 ｒｍｓ

６〈ｙ２槡 〉＝ βε槡
烍
烌

烎９５％

（３．７６）

　　　　　（ａ）粒子具有相同发射度 （ｂ）粒子具有不同发射度

图３．６　束流相空间分布

其中εｒｍｓ表示均方根发射度。接受度是指能在加速器中无损失运动的束流的最

大发射度。由式（３．７２）知道粒子横向运动最大振幅为Ａ β（ｌ槡 ）。如果束流管道

的半径为ａ（ｌ），那么在某个位置ａ（ｌ）／ β（ｌ槡 ）必然存在最小值，因此接受度为：

（Ａ２）ｍｉｎ＝ ａ２（ｌ）
β（ｌ［ ］） ｍｉｎ

（３．７７）

　　前面讨论横向运动时，忽略了粒子加速的影响。考虑了加速引起的动量变
化后，粒子运动方程为：

ｙ″＋ｐ′ｐｙ
′＋Ｋｙｙ＝０ （３．７８）

其中ｐ为粒子的动量。如果粒子动量变化比较缓慢，自由振荡满足

ｙ＝Ａ０ ｐ０（ ）ｐ
１／２

β（ｌ槡 ）ｃｏｓ［Ψ（ｌ）＋δ］ （３．７９）

那么，自由振荡的振幅将随粒子动量的增加而减小，这被称为绝热阻尼。由于发
射度ε＝Ａ２，由上式可以看到，束流的发射度反比于束流的动量，为了便于比较，
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定义归一化发射度为：

εＮ ＝εγ（ ）ｖｃ （３．８０）

　　在理想条件下，归一化发射度在加速过程中保持不变。

３．２．３　动量色散

前面讨论的粒子在周期场中的运动，假设其具有理想动量，即无动量分散的
情况。实际上，在注入和加速过程中都会使粒子偏离理想动量，产生动量分散。
这些具有动量分散的粒子将围绕着一个新的闭合轨道作自由振荡，这个闭合轨
道称为瞬时平衡轨道，它与平衡轨道的偏差由动量色散函数来描述。
为求解瞬时平衡轨道，首先要得到具有动量偏差的粒子所满足的运动方程。

记理想粒子的动量为ｐｓ，其磁刚度为（Ｂρ）ｓ，在线性近似下，动量分散对垂直方
向的自由振荡没有影响。对于水平方向，由式（３．１２），可以得到动量为ｐ的粒
子满足：

ｄ２ｘ
ｄｌ２ －

ρ＋ｘ
ρ
２ ＝－ Ｂｚ

（Ｂρ）ｓ
１＋ｘ（ ）ρ

２ｐｓ
ｐ

（３．８１）

仍假设磁场随水平位置偏差ｘ呈线性变化，即
Ｂｚ ＝Ｂ０＋Ｂ′ｘ （３．８２）

将上式代入式（３．８１），忽略二阶以上项，得：

ｘ″＋ １
ρ
２·
２ｐｓ－ｐ
ｐ ＋ Ｂ′

（Ｂρ）ｓ
·ｐｓ［ ］ｐ ｘ＝ １ρ·

Δｐ
ｐ

（３．８３）

其中Δｐ＝ｐ－ｐｓ。上式的解可以写成：
ｘ＝ｘβ＋ｘｐ （３．８４）

这里ｘβ为自由振荡，是式（３．８３）的齐次解；ｘｐ 为瞬时平衡轨道与平衡轨道的偏
差，是式（３．８３）的特解，可以写成：

ｘｐ（ｌ）＝η（ｌ）
Δｐ
ｐｓ

（３．８５）

其中η（ｌ）称为动量色散函数。由式（３．８３）可以得到η（ｌ）满足：

η″＋Ｋｘ（ｌ）η＝
１
ρ
·Δｐ
ｐ

Ｋｘ（ｌ）＝ １
ρ
２·
２ｐｓ－ｐ
ｐ ＋ Ｂ′

（Ｂρ）ｓ
·ｐｓ
ｐ

（３．８６）

　　利用矩阵方法，η（ｌ）的解可以写作：

η（ｌ）

η′（ｌ）
烒

烓

烖

烗１
＝
ａ ｂ ｅ
ｃ ｄ ｆ
烒

烓

烖

烗０ ０ １

η（ｌ０）

η′（ｌ０）
烒

烓

烖

烗１
＝Ｍ（ｌ，ｌ０）

η（ｌ０）

η′（ｌ０）
烒

烓

烖

烗１

（３．８７）
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如果Ｋｘ（ｌ）和ρ（ｌ）为分段常数，那么式（３．８７）中的传输矩阵具有比较简单的形
式，即当Ｋｘ（ｌ）＜０时，有：

Ｍ（ｌ，ｌ０）＝

ｃｏｓｈθ １
｜Ｋｘ槡 ｜

ｓｉｎｈθ ｃｏｓｈθ－１
｜Ｋｘ｜ρ

｜Ｋｘ槡 ｜ｓｉｎｈθ ｃｏｓｈθ ｓｉｎｈθ
｜Ｋｘ槡 ｜ρ

烄

烆

烌

烎０ ０ １

（３．８８）

当Ｋｘ（ｌ）＞０时，有：

Ｍ（ｌ，ｌ０）＝

ｃｏｓθ １
Ｋ槡 ｘ

ｓｉｎθ １－ｃｏｓθ
Ｋｘρ

－ Ｋ槡 ｘｓｉｎθ ｃｏｓθ ｓｉｎθ
Ｋ槡 ｘρ

烄

烆

烌

烎０ ０ １

（３．８９）

其中θ＝ ｜Ｋｘ槡 ｜（ｌ－ｌ０）。
在直线节中则有：

Ｍ（ｌ，ｌ０）＝
１ ｌ－ｌ０ ０
０ １ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ １

（３．９０）

在磁场均匀分布的偏转磁铁中，有：

Ｍ（ｌ，ｌ０）＝

ｃｏｓｌ－ｌ０
ρ ρｓｉｎ

ｌ－ｌ０
ρ ρ１－ｃｏｓ

ｌ－ｌ０（ ）ρ

－１
ρ
ｓｉｎｌ－ｌ０

ρ
ｃｏｓｌ－ｌ０

ρ
ｓｉｎｌ－ｌ０

ρ

烄

烆

烌

烎０ ０ １

（３．９１）

　　当粒子回旋１圈时，整圈的传输矩阵为各元件的传输矩阵的乘积，即

η（ｌ＋Ｃ）

η′（ｌ＋Ｃ）
烄

烆

烌

烎１
＝Ｍ（ｌ＋Ｃ，ｌ）

η（ｌ）

η′（ｌ）
烄

烆

烌

烎１

（３．９２）

其中 Ｍ（ｌ＋Ｃ，ｌ）＝
ｃｏｓμ＋αｓｉｎμ βｓｉｎμ Ｄｘ（ｌ＋Ｃ，ｌ）

－γｓｉｎμ ｃｏｓμ－αｓｉｎμ Ｄ′ｘ（ｌ＋Ｃ，ｌ）
烒

烓

烖

烗０ ０ １

　　由于瞬时平衡轨道为闭合轨道，因此有：

η（ｌ＋Ｃ）＝η（ｌ） （３．９３）

所以就得到：
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η（ｌ）

η′（ｌ）
烒

烓

烖

烗１
＝Ｍ（ｌ＋Ｃ，ｌ）

η（ｌ）

η′（ｌ）
烒

烓

烖

烗１

（３．９４）

　　由式（３．９２）和 （３．９４），可以得到：

η（ｌ）＝
２Ｄｘｓｉｎ２μ２＋

（αＤｘ＋βＤ′ｘ）ｓｉｎμ

４ｓｉｎ２μ２

η′（ｌ）＝
２Ｄ′ｘｓｉｎ２μ２－

（αＤ′ｘ＋γＤｘ）ｓｉｎμ

４ｓｉｎ２μ

烍

烌

烎２

（３．９５）

根据上式，可以得到色散函数在轨道上各点的值。
当粒子的动量偏离理想粒子的动量时，瞬时平衡轨道的周长将与平衡轨道

的周长存在偏差。单位动量偏差Δｐ／ｐｓ 与它所引起粒子轨道周长的相对变化

ΔＣ／Ｃ之比，称为动量紧缩因子αｐ，有时也称为轨道膨胀因子，其定义为：

ΔＣ
Ｃ ＝αｐΔｐｐｓ

（３．９６）

其中Ｃ为理想粒子的轨道周长。

图３．７　理想粒子与具有动量偏差的粒子的运动轨道

根据图３７，可以计算具有动量偏差的粒子与理想粒子的轨道周长偏差

ΔＣ为：

ΔＣ＝∮ρ＋ηΔｐｐ（ ）ｓ ｄθ－∮（ρｄθ） （３．９７）
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因此有：

ΔＣ
Ｃ ＝ １Ｃ∮ηｄｌρ·

Δｐ
ｐｓ

（３．９８）

即

αｐ＝ １Ｃ∮ηｄｌρ （３．９９）

一般αｐ为小于１的正值。

设理想粒子的旋转周期为Ｔｓ，速度为ｖｓ，轨道周长为Ｃ，ｄＴ，ｄｖ，ｄＣ分别为
具有动量偏差的粒子与理想粒子的相应量的偏差，它们满足：

ｄＴ
Ｔｓ ＝

ｄＣ
Ｃ －

ｄｖ
ｖｓ

（３．１００）

又因为

ｄｖ
ｖｓ ＝

ｄβ
βｓ
＝ １γ２ｓ

·ｄｐ
ｐｓ

（３．１０１）

所以有：

ｄＴ
Ｔｓ ＝

ｄＣ／Ｃ
ｄｐ／ｐｓ－

１
γ［ ］２
ｓ

ｄｐ
ｐｓ ＝

αｐ－１γ［ ］２
ｓ

ｄｐ
ｐｓ ＝ηｃ

ｄｐ
ｐｓ

（３．１０２）

其中γｓ为理想粒子的相对论因子；ηｃ称为滑相因子（ｓｌｉｐｆａｃｔｏｒ），它描述了具有
动量偏差的粒子相对于理想粒子的回旋周期的变化。当β１时，有：

ηｃ≈αｐ－１＜０ （３．１０３）

因此当ｐ＞ｐｓ时，Ｔ＜Ｔｓ；当ｐ＜ｐｓ 时，Ｔ＞Ｔｓ。下节将看到，要保持纵向运动，

即相运动稳定，必须选择相运动的平衡相位φｓ＜０。当β≈１时，有：

ηｃ≈αｐ＞０ （３．１０４）

　　要保持相运动稳定，必须使相运动的平衡相位φｓ＞０。因此，在粒子加速过
程中，可能发生平衡相位的跃迁，由式（３．１０２）可以得到相位跃迁的条件是：

ηｃ＝０ （３．１０５）

如果用粒子能量表示，就有：

Ｅｔ＝ １
α槡ｐ
Ｅ０ （３．１０６）

其中Ｅｔ为跳相能量，Ｅ０ 为粒子的静止能量。对于相同的αｐ，质子的临界能量远
大于电子的临界能量。

对于由ＦＯＤＯ结构组成的环形加速器，如果一个周期的相移μ１，那么αｐ
可以用下式近似表示：

αｐ≈ １Ｑ２ｘ
（３．１０７）
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因此临界能量也可以用下式来估计：

Ｅｔ≈ＱｘＥ０ （３．１０８）

３．３　粒子在周期场中的相振荡

３．３．１　相运动方程

　　设高频加速电压为Ｖ０ｃｏｓφ，高频电场角频率为ωｆ，倍频系数为ｋ，对平衡态

的粒子，角频率为ωｓ，通过高频电场时每圈增加能量为：

ｄＥｓ
ｄｎ ＝ｅＶ０ｃｏｓφｓ

（３．１０９）

　　对非平衡态的粒子，其角频率为ω，通过高频电场时每圈增加能量为：

ｄＥ
ｄｎ＝ｅＶ０ｃｏｓφ

（３．１１０）

　　由式（３．１０９）及（３．１１０），可以得到以下关系：

ｄ
ｄｔΔＥ＝ωｓ

ｅＶ０
２π
（ｃｏｓφｓ－ｃｏｓφ） （３．１１１）

其中ΔＥ表示平衡态粒子与非平衡态粒子所携能量之差。
当粒子的旋转频率与高频电场的频率有差异时，将产生相位失谐。设φ代

表粒子通过高频电场的相位，则ωｆ，ω与φ
·
之间有如下关系：

ωｆ
ｋ－ω＝

φ
·

ｋ
（３．１１２）

又因ω＝βｃ／Ｒ，对其求导数，并取一级近似，可以得到：

Δω＝ １
γ２－α（ ）ｐ ωｓΔｐｐｓ ＝－ηｃωｓΔｐｐｓ （３．１１３）

将其代入式（３．１１２），则得到另一个方程：

φ
·
＝ηｃ

ωｓｋ
β
２
ｓ
·ΔＥ
Ｅｓ

（３．１１４）

或写为：

ΔＥ＝β
２
ｓＥｓ
ωｓｋηｃφ

·
（３．１１５）

对上式取时间微分，并代入式（３．１１１），则得到周期场中相运动方程为：

ｄ
ｄｔ
β
２
ｓＥｓ
ηｃｋωｓφ［ ］· ＋ｅＶ０２πωｓ（ｃｏｓφ－ｃｏｓφｓ）＝０ （３．１１６）

　　当不考虑βｓ，Ｅｓ，ωｓ等参数的变化时，上式又可简化为：



　第３章　粒子在理想周期场中的运动　 ５９　　　

φ
¨＋ｋω

２
ｓηｃ

Ｅｓβ
２
ｓ
·ｅＶ０
２π
（ｃｏｓφ－ｃｏｓφｓ）＝０ （３．１１７）

３．３．２　小角度振荡

当相振荡幅度很小，即φ－φｓ１时，令φ－φｓ＝Δφ，则φ
¨＝Δφ

¨，式（３．１１７）

变为：

Δφ
¨－ｋω

２
ｓηｃ

Ｅｓβ
２
ｓ
ｓｉｎφｓ·

ｅＶ０
２π
（Δφ）＝０ （３．１１８）

或写为：

Δφ
¨＋Ω２ｓ（Δφ）＝０ （３．１１９）

其中Ωｓ为小角度相振荡频率，即

Ωｓ＝ －ｋω
２
ｓηｃ

Ｅｓβ
２
ｓ
ｓｉｎφｓ·

ｅＶ０
２槡 π

（３．１２０）

　　由相振荡方程，可以得到如下结论：

① 要使相运动稳定，Ωｓ必须为实数。

② 在βｓ１时，ηｃ＝αｐ＋β
２
ｓ－１＜０，ｓｉｎφｓ也必须大于０才能稳定，即稳定相

位在０到π２
之间。

③ 在βｓ≈１时，ηｃ＝αｐ＋β
２
ｓ－１＞０，稳定相位在０到－π２

之间。

④ 当ηｃ＝αｐ＋β
２
ｓ－１＝０时，相振荡频率等于０，在一级近似下，失去相稳定。

因此当βｓ＝ １－α槡 ｐ，即粒子到达临界能量时，高频相位必须迅速由φｓ 转换为
－φｓ，以保证粒子继续稳定加速运动。

３．３．３　大角度振荡

当需要讨论相振荡最大容许范围时，必须研究大角度振荡。如果回到相运

动方程（３．１１７），并将其两端乘以φ
·
，然后积分，则可以得到φ与φ

·
２ 之间的方程：

１
２φ

·２＋ｋω
２
ｓηｃ

Ｅｓβ
２
ｓ
·ｅＶ０
２π
（ｓｉｎφ－φｃｏｓφｓ）＝ 常数 （３．１２１）

如果初始条件为φ＝φｉ，φ
·
＝φ

·

ｉ，则上式变为：

１
２φ

·２＋ｋω
２
ｓηｃ

Ｅｓβ
２
ｓ
·ｅＶ０
２π
（ｓｉｎφ－φｃｏｓφｓ）

＝ １２φ
·２
ｉ＋ｋω

２
ｓηｃ

Ｅｓβ
２
ｓ
·ｅＶ０
２π
（ｓｉｎφｉ－φｉｃｏｓφｓ） （３．１２２）
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　　如果将周期场的相运动方程与圆形加速器中的相运动方程相比较，可以看

出它们之间的差异只不过是Ｋｓ值不同而已。如果把式（３．１２２）中的ηｃ
β
２
ｓ
也用Ｋｓ

来表示，那么就有如下关系：

Ｋ
ｓ ＝ηｃ

β
２
ｓ

（周期场中）

Ｋｓ＝１＋ ｎ
１－ｎ

·１
β
２
ｓ
（圆形加速器中

烍

烌

烎
）

（３．１２３）

　　在周期场中相运动也有稳定边界。当位能函数为

Ｕ（φ２ｍ）＝Ｕ（－φｓ）＝
ｅＶ０
２π
（ｓｉｎφｓ－φｓｃｏｓφｓ） （３．１２４）

时，相振荡达到最大容许数值，即稳定区的边界。因此，最大容许φｉ为：

φｉｍ ＝±
２ｋω２ｓＫ

ｓ

Ｅｓ
·ｅＶ０
π
（φｓｃｏｓφｓ－ｓｉｎφｓ槡 ） （３．１２５）

将式（３１２５）代入式（３．１１５），即得到最大能散为：

ΔＥｍ
Ｅｓ ＝±

２ｅＶ０
π
·φｓｃｏｓφｓ－ｓｉｎφｓ

ｋＫ
ｓＥ槡 ｓ

（３．１２６）
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习题与思考题

１．对于磁刚度（Ｂρ）（单位：Ｔ·ｍ），试证明它与能量Ｅ（单位：ＧｅＶ）存在一
个简单的关系：

（Ｂρ）＝３３３５６Ｅ
如果加速器的二极磁铁的偏转半径为１５ｍ，电子能量为８ＧｅＶ，计算电子的磁刚
度（Ｂρ）和二极磁铁的强度。

２．证明稳定性条件与起始点的选择无关。

３．加速器由ｍ个相同的ＦＯＤＯ磁聚焦结构组成，其中聚焦、散焦磁铁的聚
焦长度分别为ｆ、－ｆ，漂移节长为Ｌ，试完成：

① 求一圈的传输矩阵；

② 确定横向运动的稳定性条件；
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③ 证明振幅函数β的最大和最小值为：

βｍａｘ＝２ｆ
１＋ｓｉｎ（μ／２）
１－ｓｉｎ（μ／２［ ］）

１／２

＝２Ｌ １＋ｓｉｎ
（μ／２）

ｓｉｎ［ ］μ

βｍｉｎ＝２ｆ
１－ｓｉｎ（μ／２）
１＋ｓｉｎ（μ／２［ ］）

１／２

＝２Ｌ １－ｓｉｎ
（μ／２）

ｓｉｎ［ ］μ
　　④ 若ｍ＝１０，Ｌ＝０５ｍ，ｆ＝０４５ｍ，计算μ，βｍａｘ，βｍｉｎ和Ｑ。

４．推导出式（３．７０）和式 （３．７１）。

５．试证明：对于由ＦＯＤＯ结构组成的环形加速器，如果超周期的相移

μ１，那么αｐ可以用下式近似表示：

αｐ≈ １Ｑ２ｘ
　　６．环形加速器周长为２００ｍ，由２０个ＦＯＤＯ磁聚焦结构组成，聚焦、散焦磁
铁近似为聚焦长度为４．５ｍ和－４．５ｍ的薄透镜，漂移节为磁场均匀分布的偏转
磁铁，假设偏转磁铁的长度和强度都相同，计算一个ＦＯＤＯ周期的色散函数。

７．为什么在强聚焦加速器中有高频相位的跃迁问题，而在弱聚焦加速器中
则不存在？

８．电子同步加速器的参数如下：能量２．５ＧｅＶ，加速腔频率为７１４ＭＨｚ，加
速电压为４．７ＭＶ，加速相位φｓ＝１５０°，谐波数ｋ＝１８００，滑相因子ηｃ＝０００９６，计
算同步振荡频率Ωｓ、能接受的最大能散以及相振荡的最大容许值。



第

4
章

加速器中粒子运动的共振

４．１　几种常见的共振形式

４．１．１　非理想场对粒子运动的影响

　　前三章讨论了带电粒子在理想场中的运动，并得到了不同情况下的稳定条
件。但这只是研究了理想情况，不能认为粒子运动的稳定问题都已经解决了，因
为实际加工出来的磁铁和高频部件的参数不可能严格满足理想值，所以还必须
研究各种非理想场对粒子运动的影响。
非理想场首先会引起粒子的强迫振荡。过大的强迫振荡将导致粒子与真空

室相碰撞而损失。因此，要对加速器中的二极铁的加工误差及安装精度提出严
格限制，使粒子的强迫振荡幅度限制在一个很小的数值以内。
非理想场对粒子运动的最大影响是共振现象的发生。当粒子的振荡周期与

非理想场的周期接近或成某种倍数关系时，将导致共振现象发生。共振使粒子
自由振荡或相振荡的振幅不断增加，使粒子在没有完成最后加速以前就打到真
空盒壁损失掉。研究共振的目的正是为了找出发生共振的条件，在选择加速器
的参数时，应尽量避免发生共振。有的高级共振实在无法避免时，也要采取措
施，限制其破坏作用。
加速器中的共振现象一般是有害的，但是也并非在一切情况下都是绝对不

好的。有时候，要人为地制造共振，如同步回旋加速器束流引出方法之一就是利
用共振将束流引出。这是因为在同步回旋加速器中粒子在引出半径处的径向跨
距很小，只有０．２ｍｍ左右，利用电偏转引出束流很困难。在同步加速器中也往
往利用共振引出束流。

４．１．２　强迫振荡

假定在ｚ＝０平面上，磁场分布如下：
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Ｂｚ ＝Ｂｓ（１－ｎｘｒｓ
＋ａｋｃｏｓｋθ） （４．１）

其中前两项为理想场的线性近似，第三项是由于加工制造的误差而产生的附加

磁场。ｋ表示磁场沿粒子轨道不均匀磁场的谐波数，ｘ＝ｒ－ｒｓ表示径向位移。

将式（４．１）代入运动方程（１．１０ａ）并略去高次项，就可以得到新的径向微扰运动
方程：

ｘ̈＋ω２ｓ（１－ｎ）ｘ＝－ａｋｒｓω２ｓｃｏｓｋθ （４．２）

再用对θ的微分代替对时间的微分，上式变为：

ｘ″＋（１－ｎ）ｘ＝－ａｋｒｓｃｏｓｋθ （４．３）

方程（４．３）的解由齐次解与非齐次解两部分组成，即自由振荡与强迫振荡：

ｘ自由 ＝ｘ０ｃｏｓ １－槡 ｎθ＋ｘ′０ｓｉｎ １－槡 ｎθ
１－槡 ｎ

（４．４ａ）

ｘ强迫 ＝
ａｋｒｓ

ｋ２－（１－ｎ）
ｃｏｓｋθ （４．４ｂ）

　　由式（４．４ａ）和式（４．４ｂ）可以看出，强迫振荡有以下特点：

① 强迫振荡的频率完全取决于外力的频率，与自由振荡频率无关。

② 强迫振荡的幅值与附加磁场相对值ａｋ的大小成正比，因此减小强迫振荡

幅值的办法之一就是减小附加磁场，或提高注入时刻的轨道磁场，使ａｋ尽量小；

强迫振荡的幅值还与自由振荡频率及外力频率的各自平方差成反比，在弱聚焦
加速器中，ｎ＜１，故一次谐波ｋ＝１的危害最大，其次是二次谐波ｋ＝２，因此，磁
场补偿主要是削减一、二次谐波，而在强聚焦加速器中则主要是削减与自由振荡
频率相近的外场谐波。

③ 强迫振荡是一种无法根除的现象，在设计真空室时，必须留出一定的空
间。通常加速器的尺寸愈大，强迫振荡的幅值也愈大。

④ 由式（４．４ｂ）可以看出，当１－ｎ与ｋ２ 接近时，强迫振荡的幅值将增至无
穷大，这便是共振现象。

４．１．３　普通共振

当自由振荡频率与外力的频率相等时，粒子的振荡幅值不断增加，引起束流

的损失，这种共振称为普通共振。若以Ｑｘ 表示径向自由振荡频率，则发生径向
普通共振的条件是：

Ｑｘ ＝ｋ　（ｋ＝１，２，３，…） （４．５）

当Ｑｘ＝ｋ时，方程（４．３）的解不再是式（４．４ｂ），而是
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ｘ共振 ＝
ａｋｒｓ
２ｋθｓｉｎｋθ

（４．６）

　　普通共振的特点有：

① 普通共振发生在Ｑｘ＝ｋ或Ｑｚ＝ｋ的条件下，即自由振荡的频率为整数
时。当Ｑｘ＝１时，粒子将与外场的一次谐波发生共振；当Ｑｘ＝２时，粒子将与外
场的二次谐波发生共振。在弱聚焦加速器中通常Ｑｘ＜１，故整数共振只有在
Ｑｘ＝１时发生，即ｎ＝０；而轴向普通共振则发生在Ｑｚ＝１，即ｎ＝１时。在强聚焦
加速器中，Ｑｘ，ｚ＞１，整数共振发生在自由振荡频率等于外场的高次谐波条件下。

② 普通共振的幅值增长是很快的。若以Ａｘ 表示其振幅，则由式（４．６）可以
得到：

ｄＡｘ
ｄθ ＝

ａｋｒｓ
２ｋ

（４．７）

或每圈振幅增长为：

ｄＡｘ
ｄｖ ＝π

ａｋｒｓ
ｋ

（４．８）

如果上式中ｋ＝１，ａｋ＝１０－３，ｒｓ＝２０ｃｍ，则每圈振幅增长２π×１０－２ｃｍ。在电子
感应加速器中，经过１００圈，振幅增长６．２８ｃｍ。一般电子感应加速器的真空室
半径只有５６ｃｍ，因此在发生整数共振时，束流很快全部损失掉。电子在加速器
中要走１００万圈，所以绝对不可以在整数共振状态下工作。
那么，是否只有在Ｑｘ，ｚ＝ｋ的条件下才能发生共振？不是，当自由振荡频率

等于半整数时，将有另一类共振发生，即参数共振。

４．１．４　参数共振

如果磁场对数梯度沿辐角不均匀，则在环形加速器中的磁场可表示为：

Ｂｚ ＝Ｂｓ １－ｎ（θ）ｘｒ［ ］
ｓ

（４．９）

　　假设磁场对数梯度ｎ（θ）中含有一次谐波，即
ｎ（θ）＝ 〈ｎ〉－ｂ１ｃｏｓθ （４．１０）

则式（４．９）变为：

Ｂｚ ＝Ｂｓ １－〈ｎ〉ｘｒｓ
＋ｂ１ｘｒｓ

ｃｏｓ［ ］θ （４．１１）

将式（４１１）代入方程 （１．１０ａ），则可以得到相应的径向微扰运动方程：

ｘ″＋（１－〈ｎ〉＋ｂ１ｃｏｓθ）ｘ＝０ （４．１２）
方程 （４．１２）是 Ｍａｔｈｉｅｕ方程，其准确解在第１章已有介绍，这里只限于取近似
解，找出发生共振的条件。由于ｂ１ 通常比１－〈ｎ〉小很多，因此可先略去ｂ１ｃｏｓθ
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项，求出ｘ的近似解来，再将这个ｘ的近似解代入到（ｂ１ｃｏｓθ）ｘ中。推导过程
如下：

假定方程 （４．１２）的近似解为ｘ１＝ Ａｃｏｓ（ １－〈ｎ槡 〉θ＋δ），代入（ｂ１ｃｏｓθ）ｘ
中，可以得到一个新的径向微扰运动方程：

ｘ″＋（１－〈ｎ〉）ｘ＋（ｂ１ｃｏｓθ）Ａｃｏｓ（１－〈ｎ槡 〉θ＋δ）＝０
上式还可以变为：

ｘ″＋（１－〈ｎ〉）ｘ＝－Ａｂ１２
［ｃｏｓ（１－〈ｎ槡 〉θ＋θ＋δ）＋

ｃｏｓ（１－〈ｎ槡 〉θ－θ＋δ）］
或写为：

ｘ″＋Ｑ２ｘｘ ＝－Ａｂ１ ｛２ ｃｏｓ［（Ｑｘ＋１）θ＋δ］＋ｃｏｓ［（Ｑｘ－１）θ＋δ ｝］ （４．１３）
其中Ｑｘ＝ １－〈ｎ槡 〉。

由方程 （４．１３）可以看出，当Ｑｘ＝±（Ｑｘ±１）时，将发生共振。这种共振发
生的条件为：

Ｑｘ ＝ １２
（４．１４）

这称为半整数共振。这种共振是因为磁场参数ｎ的分布不均匀引起的，故又称
为参数共振。
如果ｎ（θ）中不但含有一次谐波，而且还含有ｋ次谐波，则发生参数共振的

条件是：

Ｑｘ ＝ ｋ２
（ｋ＝１，２，３，…） （４．１５）

　　参数共振一旦发生，也将导致束流很快损失，因此应绝对避免。在弱聚焦加
速器中发生径向参数共振的条件为：

ｎ＝０．７５ （４．１６ａ）
发生轴向参数共振的条件为：

ｎ＝０．２５ （４．１６ｂ）

　　在弱聚焦加速器中，电子感应加速器的ｎ值大多选择小于０．７５。但是，在
电子注入到轨道的过程中，ｎ值有时要穿过ｎ＝０．７５，为此，还要测量和补偿注入
时刻的磁场对数梯度，以避免参数共振的发生。清华大学加速器实验室采用梯
形绕组补偿注入时刻磁场对数梯度的方法，取得了良好的效果［１］。在回旋加速
器中总是选择ｎ＜０．２５，以避免发生参数共振。
在强聚焦加速器中，参数共振主要是由于四极铁的制造误差引起的，因此，
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也必须在选择工作点时避开半整数。

４．１．５　线性耦合共振

耦合共振也是加速器中时常可能产生的现象。例如，环形加速器的磁中心
平面发生了畸变，就会发生径向与轴向自由振荡之间的耦合，当两个方向的自由
振荡频率满足一定关系时就会发生径向与轴向之间的耦合共振。
首先从最简单的情况入手。假定磁中心平面是一个圆锥面，它与几何中心

平面成α０ 夹角，如图４．１所示［２］。

图４．１　磁中心平面畸变示意图

现在寻找粒子的运动轨迹。由于磁中心平面 （即Ｂｒ＝０的平面）与几何中
心平面（即ｚ＝０的平面）不重合，在ｚ＝０的平面上，Ｂｒ 不再处处为０，Ｂｒ（ｒ，ｚ）
不能再用式（１．３４）表示。借助麦克斯韦方程求出接近ｚ＝０平面任意点Ｐ（ｒ，ｚ）
的轴向与径向磁场分量分别为：

Ｂｚ（ｒ，ｚ）＝Ｂｚ（ｒ，ｚ０）＋
Ｂｚ
ｚ ｚ＝ｚ０

（ｚ－ｚ０） （４．１７）

Ｂｒ（ｒ，ｚ）＝Ｂｒ（ｒ，ｚ０）＋
Ｂｒ
ｚ ｚ＝ｚ０

（ｚ－ｚ０） （４．１８）

其中ｚ０ 表示在ｒ处磁中心面至几何中心面ｚ＝０的轴向距离。ｚ０＝α０（ｒ－ｒｓ）＝

α０ｘ，又因

Δ

×Ｂ＝０，Ｂｚｒ－
Ｂｒ
ｚ＝０

，在磁中心面上Ｂｒ（ｒ，ｚ０）＝０，Ｂｚ（ｒ，ｚ０）＝

Ｂｓ
ｒｓ（ ）ｒ

ｎ

，Ｂｓ表示在平衡轨道ｒｓ上的磁场，因此式（４．１８）又可变为：

Ｂｒ（ｒ，ｚ）＝－ｎｒ
（ｚ－α０ｘ）Ｂｓ （４．１９）

同理可以得到：

Ｂｚ（ｒ，ｚ０）≈Ｂｓ １－
ｎｘ
ｒ（ ）
ｓ

（４．２０）

又根据

Δ

·Ｂ＝０，即Ｂｚｚ＋
ｒＢｒ
ｒｒ＝０

，于是便得到：
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Ｂｚ
ｚ ＝－

ｒ －ｎ（ ）ｒ （ｚ－α０ｘ）Ｂ［ ］ｓ
ｒｒ ≈－ｎα０ｒｓ

Ｂｓ

将上式及Ｂｚ（ｒ，ｚ０）＝Ｂｓ
ｒｓ（ ）ｒ

ｎ

代入式（４．１７），取一级近似，则得到：

Ｂｚ（ｒ，ｚ）≈Ｂｓ １－ｎｘｒｓ
－ｎα０ｚｒ（ ）

ｓ
（４．２１）

将式（４．１９），（４．２１）代入方程（１．１８ｃ）及（１．１８ａ），便得到线性耦合运动方程：

ｘ̈＋ω２ｓ［（１－ｎ）ｘ－α０ｎｚ］＝０ （４．２２）

ｚ̈＋ω２ｓ［ｎｚ－α０ｎｘ］＝０ （４．２３）

　　由于在径向运动中含有ｚ，在轴向运动中含有ｘ，所以两个方向的运动发生
耦合。这种耦合是由于磁中心平面畸变引起的。当两个方向的振荡频率相等
时，便发生耦合共振。这时，方程（４．２２）及（４．２３）的解可以写成如下形式：

ｘ＝Ｘｅｘｐ（ｉｑωｓｔ） （４．２４ａ）

ｚ＝Ｚｅｘｐ（ｉｑωｓｔ） （４．２４ｂ）

将以上两式代入原方程（４．２２）及 （４．２３），则得到：
［（１－ｎ）－ｑ２］Ｘ－α０ｎＺ＝０

α０ｎＸ－（ｎ－ｑ２）Ｚ＝
烍
烌

烎０
（４．２５）

因为方程组（４．２５）中，Ｘ与Ｚ不恒等于０，其系数行列式必然恒等于０，即
（１－ｎ）－ｑ２ －α０ｎ

α０ｎ －（ｎ－ｑ２）
＝０ （４．２６）

由上式可解出ｑ值来：

ｑ２ ＝ １２±
ｎ－（ ）１２

２

＋（α０ｎ）槡 ２ （４．２７）

ｑ共有４个解，将其代入式（４．２４ａ）及（４．２４ｂ），就能得到方程的解。现在讨论耦

合共振条件，当ｎ＝１２
时，有：

ｑ２ ＝ １２±
α０
２

（４．２８）

代入方程（４．２５），则得到：

Ｚ
Ｘ ＝±１

（４．２９）

即当发生线性耦合共振时，两个方向上的自由振荡幅值相等。实际上，两个方向
的振荡能量相互交换，振幅交替达到最大值。
在强聚焦加速器中，由于四极透镜加工或安装不对称，也会造成两个方向自
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由振荡的耦合。假如含有斜四极场分量，即

Ｂｒ ＝－Ｋ ｐ（ ）ｅ ｘ （４．３０）

Ｂｚ ＝Ｋ ｐ（ ）ｅ ｚ （４．３１）

那么，其效果与磁中心平面畸变产生的附加磁场完全相似。当两个方向的自由
振荡频率相等时，便发生线性耦合共振。在大型加速器中利用专门安装的斜四
极子造成某种程度的径向与轴向运动耦合，以调整轴向与径向的耦合度。

４．２　高次项与非线性共振

４．２．１　高次项对粒子运动的影响

　　在这一节以前，不论是理想场，还是非理想场，都是在线性近似的基础上研

究的，即认为运动方程中的高次项 （或称非线性项）可以忽略不计。一般情况下
这种近似是允许的，但有的时候非线性项有重要影响，需要加以考虑。非线性项
的影响大体上可以概括为两个方面：

（１）当运动系统发生线性共振时，非线性项能起到抑制作用，使振荡幅度不
至于无限增长。因为在共振发生之前，粒子的振荡幅度很小，方程中的高次项可
以略去不计。这时粒子的振荡频率只由线性项所决定。但是当共振发生后，振
荡幅值不断增大，原来可以忽略的高次项，逐渐可以与线性项的大小相比，这时
必须将有影响的高次项考虑进去，于是粒子运动方程变为非线性方程。系统的
振荡频率不再只取决于线性项，还与非线性项有关。也就是说，非线性项改变了
原来的振荡频率。这样，原来满足共振条件，现在就可能不再满足了。结果，振
荡幅度被限制在一定的范围内，不会无限增加。

下面以机械运动中的单摆为例，来观察非线性项对运动的影响。当不计阻
力时，单摆的运动可由以下方程来表示：

φ
¨＋ｇｌｓｉｎφ＝０

（４．３２）

其中ｌ表示摆长，ｇ表示重力加速度，φ表示摆偏离其平衡位置的角度。当φ很
小时，ｓｉｎφ≈φ，于是方程 （４．３２）可以略去高次项，简化为线性方程：

φ
¨＋ｇｌφ＝０

（４．３３）

这时单摆呈简谐运动，其摆动频率ω０为：
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ω０ ＝ ｇ槡ｌ ＝ 常数 （４．３４）

　　当有外力作用，并且外力作用频率ｋ与摆的固有振荡频率ω０相等时，就会
发生共振。摆的振荡幅度φ不断增大，当φ增加到一定程度后，ｓｉｎφ≈φ的假设
不再成立，这时，将ｓｉｎφ展开为：

ｓｉｎφ＝φ－φ
３

３！＋
φ
５

５！－
… （４．３５）

将式（４．３５）代入单摆运动方程（４．３２），就得到单摆运动的非线性方程：

φ̈＋ω
２
０ φ－φ

３

３！＋
φ
５

５！－（ ）… ＝０ （４．３６）

　　上述非线性方程的一次近似解的振荡频率ω１ 与线性方程的振荡频率ω０之
间有如下关系：

ω１
ω（ ）０

２

＝２Ｊ１
（ａ）
ａ

（４．３７）

其中ａ表示单摆的振幅 （ｒａｄ），Ｊ１（ａ）为贝塞尔函数。根据式（４．３７）可以求出不
同振幅时的振荡频率，结果列于表４．１中。

　　表　４．１

α／ｒａｄ ２Ｊ１（α） ω１／ω０

０１ ００９９８ ０９９９

０２ ０１９９ ０９９８

０５ ０４８５ ０９８５

１０ ０８８０ ０９３８

１５ １１１６ ０８６３

　　从以上的计算结果可以看出，当振荡幅度较小时，考虑非线性项后的振荡频
率与线性振荡频率相差很少，当振荡幅度增大到一定程度后，振荡频率明显偏离
共振频率，共振终止，从而使振荡幅度不至于无限增加。由于只有振荡幅度增加
到一定程度后，共振才能终止，因此靠非线性项避免线性共振的破坏作用是不可
能的。但是，如果束流穿过共振线，非线性项就可以起到抑制振荡幅度过分增长
的作用。

（２）高次项对粒子运动的另一个影响是非线性共振。先通过一个简单的例
子来说明什么是非线性共振。假定圆形轨道上的磁场为 Ｂｚ（ｒ）＝Ａ／ｒｎ＝
Ａ／（ｒｓ＋ｘ）ｎ，依泰勒级数展开为：

Ｂｚ（ｘ）＝Ｂｓ １－ｎｘｒｓ
＋ｄ２

ｘ
ｒ（ ）
ｓ

２

－［ ］… （４．３８）
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其中ｄ＝ｎ（ｎ＋１）。若ｄ沿辐角不均匀，含有幅度为ε的一次谐波，即ｄ＝〈ｄ〉＋
εｃｏｓθ，将其代入式（４．３８），则得到：

Ｂｚ（ｘ）＝Ｂｓ １－ｎｘｒｓ
＋
〈ｄ〉
２

ｘ
ｒ（ ）
ｓ

２

＋ε２
ｘ
ｒ（ ）
ｓ

２

ｃｏｓθ－［ ］… （４．３９）

因此轨道磁场中就含有高次项Ｂｓε２
ｘ
ｒ（ ）
ｓ

２

ｃｏｓθ，将其代入径向运动方程便得到：

ｘ″＋（１－ｎ）ｘ＝－ ε２ｒｓ
ｘ２ｃｏｓθ （４．４０）

　　求解方程（４．４０）的方法是：首先略去方程的右边项（因右边项含有小量ε），
得到方程的近似解：ｘ＝ｘ０ｃｏｓ（Ｑｒθ＋δ），再将其代入方程的右边项，得到：

ｘ″＋Ｑ２ｒｘ ＝－ ε８ｒｓ
ｘ２０［ｃｏｓ（θ＋２Ｑｒθ＋２δ）＋ｃｏｓ（θ－２Ｑｒθ－２δ）＋２ｃｏｓθ］

（４．４１）

　　由以上方程可以看出，当Ｑｒ＝１±２Ｑｒ时，运动系统将发生共振。发生共振
的条件为：

Ｑｒ ＝ １３
（４．４２）

这种共振是由于磁场的非线性项 （或称高次项）引起的，故称为非线性共振。下
面将深入讨论各种非线性共振发生的条件及可能造成的危害。

４．２．２　一维非线性共振

如果粒子的某一横向运动中含有各级非线性项，并有外力作用，则其一维运
动方程可以表示为：

ｘ̈＋ω２ｘｘ ＝εｆ（ωｔ，ｘ，ｘ） （４．４３）
其中，ｘ表示横向微扰，ωｘ 表示系统不含非线性项及外力时的振荡频率，

ｆ（ωｔ，ｘ，ｘ）表示非线性项及外力的总和，ω表示外力的频率，外力的周期为２π，ε
为小的正整数。将ｆ（ωｔ，ｘ，ｘ）展开为：

ｆ（ωｔ，ｘ，ｘ）＝ ∑
Ｎ

ｍ＝－Ｎ

（Ａｍｃｏｓｍωｔ＋Ｂｍｓｉｎｍωｔ）ｆｍ（ｘ，ｘ） （４．４４）

仍按照上面的方法，先取方程的线性解为：

ｘ＝ｘ０ｃｏｓ（ωｘｔ＋δ）
ｘ＝－ｘ０ωｘｓｉｎ（ωｘｔ＋δ）

将其代入式（４．４４）右边项，于是得到作用于该运动系统的诸如ｃｏｓ（ｍω＋ｌωｘ）ｔ
及ｓｉｎ（ｍω＋ｌωｘ）ｔ等各种复合频率的周期性外力。显然，如果这些外力中的任
何一项，其复合频率与系统的线性振荡频率相等，就会导致运动系统的共振，即
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ｍω＋ｌωｘ＝ωｘ 时发生共振，或写为：

ωｘ ＝ ｐｑω
（４．４５）

其中ｐ，ｑ为正整数，由作用于系统的外力所决定。
总之，非线性共振有如下特点：

① 非线性共振是在高次项与周期性外力共同作用下产生的。

② 一维非线性共振可能发生的条件是：

ωｘ ＝ １３ω
，ωｘ ＝ ２３ω

，ωｘ ＝ ３３ω
，ωｘ ＝ １４ω

，ωｘ ＝ ２４ω
，ωｘ ＝ ３４ω

，…

　　③ 称ｑ为非线性共振的级数。ｑ愈大，即共振级数愈高，在同样外力条件
下，其共振线的宽度也愈窄，共振愈不易维持。即当共振发生后，如果振幅稍有
增加，共振条件就被破坏，所以共振级数愈高，对粒子运动的危害程度愈小。但
是在大型加速器中，对束流品质的要求比较高，即使ｑ＝６，７的高级非线性共振
也要认真对待，尽可能避免。

４．２．３　横向非线性耦合共振

如果运动系统不限于一维空间，而是径向与轴向之间有耦合作用，这时含有
非理想场及非线性项的运动方程可以写作：

ｘ̈＋ω２ｘｘ ＝εｆｘ（ω，ｚ，ｚ，ｘ，ｘ）

ｚ̈＋ω２ｚｚ＝εｆｚ（ω，ｚ，ｚ，ｘ，ｘ
烍
烌

烎）
（４．４６）

如同上述的方法一样，由方程（４．４６）可以得到发生非线性耦合共振的条件是：

ｋｘωｘ＋ｋｚωｚ＋ｋ＝０ （４．４７）
其中，ｋｘ，ｋｚ，ｋ为可正可负的整数。二维横向非线性耦合共振又可分为差共振
与和共振。

（１）当ｋｘ 与ｋｚ 同号，即ｋｘ，ｋｚ 与ｋ同为正数时，称为和共振。这时有：

ｋｘωｘ＋ｋｚωｚ ＝ｋ （４．４８）

　　发生和共振时，径向与轴向的振荡幅度都不断增加，导致振幅增加到不允许
的范围，甚至束流损失掉。在加速器设计中绝对不允许工作点落在和共振附近。

（２）当式（４．４７）中的ｋｘ 与ｋｚ 异号时，称为差共振。这时有：

ｋｘωｘ－ｋｚωｚ ＝ｋ （４．４９）

　　这里ｋｘ 与ｋｚ 均为正整数。发生差共振时，径向与轴向的振荡幅度交替增
减，不会导致振荡幅度过分增加。有的加速器工作点落在差共振附近是允许的。
有的加速器则应尽量避开任何较低级的非线性耦合共振。

（３）ｋｘ 与ｋｚ 绝对值之和，代表非线性耦合共振的级数，共振的级数愈高，表
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示共振发生后的危害愈小。

｜ｋｘ｜＋｜ｋｚ｜＝ 共振级数 （４．５０）

４．２．４　ｎ＝０．２的横向非线性耦合共振

选择ｎ＝０．２耦合共振作为例子，它兼有非线性及耦合的双重特点，在回旋
加速器中是一个不能回避的理论问题。将轨道磁场沿径向展开，取二级近似，
则有：

Ｂｚ（ｒ）＝Ｂｓ １－
ｎｓｘ
ｒｓ
－ｄｎｄｒ ｓ

ｘ２
ｒｓ
＋ｎｓ

（ｎｓ＋１）
２ｒ２ｓ

ｘ［ ］２ （４．５１）

其中ｘ＝ｒ－ｒｓ，ｎｓ为平衡轨道ｒｓ上的磁场对数梯度。利用泰勒级数可以求出平
衡轨道附近空间任意点的磁场：

Ｂｒ（ｒ，ｚ）＝Ｂｒ（ｒ，０）＋
Ｂｒ
ｚ ｚ＝０

ｚ＋
２Ｂｒ
ｚ２ ｚ＝０

ｚ２
２！＋

… （４．５２）

又由

Δ

×Ｂ＝０知道：

Ｂｒ
ｚ ＝

Ｂｚ
ｒ ＝

Ｂｓ －
ｎｓ
ｒｓ
－ｄｎｄｒ ｓ

２ｘ
ｒｓ
＋ｎｓ

（ｎｓ＋１）
ｒ２ｓ［ ］ｘ

对上式求导数得：
２Ｂｒ
ｚ２

＝ｚ
Ｂｚ
（ ）ｒ ＝０。

在束流轨道上Ｂｒ（ｒ，０）＝０，将以上诸式代入式（４．５２），便得到平衡轨道附
近的径向磁场分量：

Ｂｒ（ｒ，ｚ）＝Ｂｓ －
ｎｓ
ｒｓ
－２ｄｎｄｒ ｓ

ｘ
ｒｓ
＋ｎｓ

（ｎｓ＋１）
ｒ２ｓ［ ］ｘｚ （４．５３）

　　用同样方法，借助

Δ

·Ｂ＝０的转换，可以得到平衡轨道附近的轴向磁场
分量：

Ｂｚ（ｒ，ｚ）＝Ｂｓ １－
ｎｓ
ｒｓ
ｘ－ｄｎｄｒ ｓ

ｘ２
ｒｓ
＋ｎｓ

（ｎｓ＋１）ｘ２

２ｒ２ｓ
＋
ｄｎ
ｄｒ ｓ

１
ｒｓ
－ｎ

２
ｓ

ｒ（ ）２
ｓ

ｚ２［ ］２
（４．５４）

将式（４．５３）及（４．５４）代入式（１．１８ｃ）及（１．１８ａ），便得到二级近似的运动方程组：

ｘ̈＋ω２ｓ（１－ｎ）ｘ＝ ２ｄｎｄｒ ｓ
－ｎｓ

（ｎｓ＋１）
ｒ［ ］
ｓ

ω２ｓ
２ｘ

２＋ ｎ２ｓ
ｒｓ
－２ｄｎｄｒ（ ）ｓ ω

２
ｓ

２ｚ
２

（４．５５）

ｚ̈＋ω２ｓｎｚ＝
ｎｓ（１＋ｎｓ）
ｒｓ

－２ｄｎｄｒ［ ］
ｓ
ω２ｓｘｚ （４．５６）

　　设方程（４．５５）及 （４．５６）的解为：

ｚ＝Ａｓｉｎω１ｔ （４．５７）
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ｘ＝Ｂｓｉｎ（ω２ｔ＋φ） （４．５８）

其中，Ａ与Ｂ 是慢变化函数，ω１ 和ω２ 的变化很小，可视为常量。对式（４．５７）取
两次导数得到：

ｚ̈＝Ａ
·
ω１ｃｏｓω１ｔ－Ａω２１ｓｉｎω１ｔ＋Ａ

·
ω１ｃｏｓω１ｔ＋Ａ

¨
ｓｉｎω１ｔ （４．５９）

将式（４．５７），（４．５８）及（４．５９）代入轴向运动方程（４．５６），并乘以ｃｏｓω１ｔ，则得到：

Ａ
¨
ｓｉｎω１ｔｃｏｓω１ｔ＋Ａ

·
ω１（１＋ｃｏｓ２ω１ｔ）＋Ａ（ｎｓω２ｓ－ω２１）ｓｉｎω１ｔｃｏｓω１ｔ＋

ＡＢＮ４ω
２
ｓ［ｃｏｓ（２ω１ｔ－ω２ｔ－φ）－ｃｏｓ（２ω１ｔ＋ω２ｔ＋φ）］＝０ （４．６０）

其中Ｎ１＝２ｄｎｄｒ ｓ
－ｎｓ

（ｎｓ＋１）
ｒｓ

。因为Ａ与Ｂ 是慢变化函数，可以认为其在一个

快振荡周期内数值不变。于是可以把上述方程中的快变化项与慢变化项分开。

所有慢变化项之和等于０。对于要研究的ｎ≈０．２的情况，２ω１≈ω２，所以

ｃｏｓ（２ω１ｔ－ω２ｔ－φ）也是慢变化项，故有：

Ａ
·
ω１＋ＡＢＮ１

４ω
２
ｓｃｏｓ（２ω１ｔ－ω２ｔ－φ）＝０ （４．６１）

　　采用同样方法，也可得到径向运动中的慢变化各项之和为０的结果：

Ｂ
·
ω２－Ａ２Ｎ２８ω

２
ｓｃｏｓ（２ω１ｔ－ω２ｔ－φ）＝０ （４．６２）

其中Ｎ２＝２ｄｎｄｒ ｓ
－ｎ

２
ｓ

ｒｓ
，近似取Ｎ１≈Ｎ２，于是由以上两个慢变化方程联立可以得

到以下结果：

Ａ２＋（２Ｂ）２ ＝ 常数 （４．６３）

　　方程（４．６３）表明，当在运动方程中考虑二级小量，并且径向与轴向振荡频率

之间满足一定关系时，就可能发生耦合共振。如在弱聚焦加速器中，当ｎ≈０．２
时便发生耦合共振。这种共振的特点是：

① 共振是由理想场的高次项引起的，与非理想场无关。

② 共振发生时，只是轴向与径向的振幅交替变化。轴向振幅增加时，径向

振幅减少；然后径向振幅增加，轴向振幅减少。不会导致振幅的无限增长。

③ 如果初始的径向振幅很大时，这种耦合共振将导致轴向振幅的相应增

加，由于通常轴向真空室的高度比径向小，可能造成束流在轴向碰壁而损失。因

此，在回旋加速器中要求避免ｎ≈０．２的耦合共振发生，通常的做法是在ｎ≈０．２
之前引出束流。
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４．３　用Ｂｏｇｏｌｙｕｂｏｖ法求解非线性方程

４．３．１　Ｂｏｇｏｌｙｕｂｏｖ逐次渐进法

　　在前两节中讨论共振多是用很近似的方法求出共振条件的，这种方法比较
简便，但是这种粗略分析往往限制了对共振现象更深入更全面的认识，如共振线
宽度的概念、摩擦力对共振的抑制作用以及更高级共振对束流运动影响等的研
究。为此，引入逐次渐进法求解具有各种外力作用以及含有高次项的运动方程。
但是这种方法很繁，从数学上一步一步证明，要花费过多的篇幅，因此这里只做
简要的介绍，详细的论证可参阅文献［３］。
任何有外力作用的系统，粒子运动方程都可以表示为：

ｘ̈＋ω２ｘ＝εｆ（νｔ，ｘ，ｘ） （４．６４）
其中ｘ表示任意方向的微扰量，ε表示一个小的正参量，希腊字母ν代表外力的
角频率，ν为整数，ｆ（νｔ，ｘ，ｘ）为外力及非线性项。ｆ（νｔ，ｘ，ｘ）又可展开为：

ｆ（νｔ，ｘ，ｘ）＝ ∑
Ｎ

ｎ＝－Ｎ
ｅｉｎνｔｆｎ（ｘ，ｘ） （４．６５）

　　当外力不存在时，ε＝０，方程为简谐运动，方程的解为：

ｘ＝ａｃｏｓ（ωｔ＋φ）

ｘ＝－ａωｓｉｎ（ωｔ＋φ
烍
烌

烎）
（４．６６）

其中ａ及φ为常数。
当ε≠０时，将式 （４．６６）代入方程 （４．６４）的右边项，方程必将出现含有

ｓｉｎ（ｎν＋ｍω）ｔ及ｃｏｓ（ｎν＋ｍω）ｔ等项，其中ｍ及ｎ均为整数。当右式中的振荡
频率（ｎν＋ｍω）与粒子的原有振荡频率ω相等时，都将发生共振。包括线性和
非线性共振发生的条件可以表示为：

ω＝ ｐｑν
（４．６７）

其中ｐ和ｑ均为整数。当ｐ＝ｑ＝１时为整数共振；当ｐ＝１，ｑ＝２时为半整数共
振；当ｐ＝１，ｑ＝３时为三级非线性共振；当ｐ＝１，ｑ＝４时为四级非线性共振；依
此类推。
当有外力存在及考虑高次项时，方程 （４．６４）的解可以写为以下形式：

ｘ＝ａｃｏｓΨ＋εｕ１（Ψ，ａ，νｔ）＋ε２ｕ２（Ψ，ａ，νｔ）＋… （４．６８）
其中ｕ１，ｕ２…都是周期性函数，如ｃｏｓ（ｎνｔ＋ｍΨ）、ｓｉｎ（ｎνｔ＋ｍΨ）等。同时，ａ
与Ψ 不再是常数。
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在非共振的情况下，假定ａ与Ψ 由下式决定：

ｄａ
ｄｔ＝εＡ１

（ａ）＋ε２Ａ２（ａ）＋…

ｄΨ
ｄｔ ＝ω＋εＢ１

（ａ）＋ε２Ｂ２（ａ）＋
烍

烌

烎
…

（４．６９）

将式（４．６８）与（４．６９）代入原方程（４．６４），再根据不同小量级的诸项都应分别满
足运动方程的原则，可以得到一系列求解ｕ，Ａ，Ｂ的方程组，从而求出在非共振
情况下ｕ１，Ａ１，Ｂ１ 的表达式，即

ｕ１（ａ，Ψ，νｔ）

＝ １
２π２

× ∑
ｎ，ｍ

ｎ２＋（ｍ２－１）≠０

ｃｏｓ（ｎνｔ＋ｍΨ）
ω２－（ｎν＋ｍω）２∫

２π

０∫
２π

０
ｆ０（ａ，Ψ，νｔ）ｃｏｓ（ｎνｔ＋ｍΨ）ｄνｔｄΨ＋

　 ｓｉｎ（ｎνｔ＋ｍΨ）
ω２－（ｎν＋ｍω）２∫

２π

０∫
２π

０
ｆ０（ａ，Ψ，νｔ）ｓｉｎ（ｎνｔ＋ｍΨ）ｄνｔｄΨ

（４．７０）

其中ｆ０（ａ，Ψ，νｔ）＝ｆ（νｔ，ｘ，ｘ）
ｘ＝ａｃｏｓΨ
ｘ＝－ａｓｉｎΨ为零级近似；

Ａ１（ａ）＝－１４π２ω∫
２π

０∫
２π

０
ｆ０（ａ，Ψ，νｔ）ｓｉｎΨｄνｔｄΨ （４．７１）

Ｂ１（ａ）＝ －１
４π２ωａ∫

２π

０∫
２π

０
ｆ０（ａ，Ψ，νｔ）ｃｏｓΨｄνｔｄΨ （４．７２）

根据ｕ１，Ａ１，Ｂ１ 的结果，可以求出ｆ（νｔ，ｘ，ｘ）的一级近似ｆ１（ａ，Ψ，νｔ）。由

ｆ１（ａ，Ψ，νｔ）又可求出ｕ２，Ａ２，Ｂ２，依此类推，可以求出更精确的非线性方程
的解。

当共振发生，即ω≈ｐｑν
时，设

ω２ ＝ ｐ
ｑ（ ）ν ２

＋εΔ （４．７３）

其中εΔ
ω２

１。将式（４．７３）代入方程（４．６４），则方程（４６４）变为：

ｘ̈＋ ｐ
ｑ（ ）ν ２

ｘ＝ε［ｆ（νｔ，ｘ，ｘ）－Δｘ］ （４．７４）

该方程的解也是式（４．６８）的形式，不同的是，ａ与Ψ 不仅是ａ的函数，同时也是

θ的函数。θ由下式决定：

θ＝Ψ－ｐｑν
ｔ （４．７５）

　　式（４７５）中的θ为系统自由振荡与外力的相位差。从物理上可以知道，这
个相位差对振荡有重要影响。共振发生时式（４．６８）中的ａ与Ψ 由下式决定：
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ｄａ
ｄｔ＝εＡ１

（ａ，θ）＋ε２Ａ２（ａ，θ）＋…

ｄΨ
ｄｔ ＝

ｐ
ｑν＋ε

Ｂ１（ａ，θ）＋ε２Ｂ２（ａ，θ）＋
烍

烌

烎
…

（４．７６）

如用θ代替Ψ，则上式变为：

ｄａ
ｄｔ＝εＡ１

（ａ，θ）＋ε２Ａ２（ａ，θ）＋…

ｄθ
ｄｔ＝εＢ１

（ａ，θ）＋ε２Ｂ２（ａ，θ）＋
烍

烌

烎
…

（４．７７）

　　仍按非共振的处理方法，同样可以得到共振附近的ｕ１，Ａ１，Ｂ１ 的值为：

ｕ１ ａ，νｔ，ｐｑν
ｔ＋（ ）θ ＝ ∑

ｎ，ｍ

ｎｑ＋（ｍ±１）ｐ≠０

ｆ０ｎｍ（ａ）ｅｉ［ｎνｔ＋ｍ（
ｐ
ｑνｔ＋θ）］

ｐ
ｑ（ ）ν ２

－ ｎν＋ｍｐｑ（ ）ν ２ （４．７８）

Ａ１（ａ，θ）＝ －ｑ
４π２νｐ∑σ ｅ

ｉｑσθ∫
２π

０∫
２π

０
ｆ０（ａ，θ，Ψ）ｅ－ｉｑσζｓｉｎΨｄθｄΨ （４．７９）

Ｂ１（ａ，θ）＝ｑΔ２ｐν－
ｑ

４π２ａνｐ∑σ ｅ
ｉｑσθ∫

２π

０∫
２π

０
ｆ０（ａ，θ，Ψ）ｅ－ｉｑσζｃｏｓΨｄθｄΨ

（４．８０）

其中ｆ０（ａ，Ψ，θ）＝ｆ（νｔ，ｘ，ｘ）
ｘ＝ａｃｏｓΨ
ｘ＝－ａｐｑνｓｉｎΨ

，ζ＝Ψ－
ｐ
ｑθ
。

σ为整数（由－∞到＋∞），实际上只有一小部分σ值代入式（４．７９）及
（４．８０）后，积分不为０，其余的积分均为０。同理可以求出ｆ１ 及ｕ２，Ａ２，Ｂ２。依
此类推，可以求出更精确的共振发生时的非线性方程解。

４．３．２　用逐次渐进法解半整数共振方程

当磁场梯度有误差时，可能发生半整数共振。其运动方程可写为：

ｘ̈＋ω２（１－ｈｃｏｓνｔ）ｘ＝０ （４．８１）

其中ω≈１２ν
。设一级近似解为：

ｘ＝ａｃｏｓΨ ＝ａｃｏｓ １２νｔ＋（ ）θ （４．８２）

并有：

ｄａ
ｄｔ＝εＡ１

（ａ，θ） （４．８３）

ｄθ
ｄｔ＝εＢ１

（ａ，θ） （４．８４）
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ｆ０ ＝（ω２ｃｏｓνｔ）ｘ＝ａω２ｃｏｓνｔｃｏｓΨ

ω２ ＝ １
２（ ）ν ２

＋εΔ

用上面介绍的逐次渐进法，可以求出Ａ１ 和Ｂ１，将其代入式（４．８３）和（４．８４），
得到：

ｄａ
ｄｔ＝

－ａｈω２
２ν

ｓｉｎ２θ （４．８５）

ｄθ
ｄｔ＝ ω－

ν（ ）２ －ｈω
２

２ν
ｃｏｓ２θ （４．８６）

　　联立求解方程（４．８５）和（４．８６），设

ｕ＝ａｃｏｓθ
ｇ＝ａｓｉｎ

烍
烌
烎θ

（４．８７）

由式（４．８７）对时间微分，得到：

ｄｕ
ｄｔ＝

ｄａ
ｄｔｃｏｓθ－ａ

ｄθ
ｄｔｓｉｎθ

ｄｇ
ｄｔ＝

ｄａ
ｄｔｓｉｎθ＋ａ

ｄθ
ｄｔｃｏｓθ

再将式（４．８５）与（４．８６）代入上式并化简，就可以得到：

ｄｕ
ｄｔ＝ －ｈω

２

２ν －
ω－ν（ ）［ ］２ ｇ

ｄｇ
ｄｔ＝ －ｈω

２

２ν ＋
ω－ν（ ）［ ］２

烍

烌

烎ｕ
（４．８８）

由于上式是线性联立方程，其解可以是如下形式：

ｕ＝ｃ１ｅλｔ

ｇ＝ｃ２ｅλ
烍
烌

烎ｔ
（４．８９）

代入原方程，则得到一组关于ｃ１ 与ｃ２ 的联立方程：

λｃ１＋ ｈω２
２ν ＋ω－

ν（ ）２ ｃ２ ＝０
ｈω２
２ν －ω＋

ν（ ）２ ｃ１＋λｃ２ ＝
烍

烌

烎０
（４．９０）

因为ｃ１ 与ｃ２ 不恒等于０，如果以上方程有解，必然ｃ１ 与ｃ２ 的系数行列式等于０，
即

λ ｈω２
２ν ＋

ω－ν（ ）２
ｈω２
２ν －

ω－ν（ ）２ λ
＝０ （４．９１）
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由式（４．９１）得到：

λ２－ｈ
２ω４
４ν２ ＋

ω－ν（ ）２
２

＝０

λ１，２ ＝± ｈ２ω４
４ν２ －

ω－ν（ ）２槡
２

（４．９２）

代入式（４．８９），得到：

ｕ＝ｃ１１ｅλｔ＋ｃ１２ｅ－λｔ

ｇ＝ｃ２１ｅλｔ＋ｃ２２ｅ－λ
烍
烌

烎ｔ
（４．９３）

其中

λ＝ ｈ２ω４
４ν２ －

ω－ν（ ）２槡
２

（４．９４）

只有当λ为虚数时，ｕ与ｇ才能是稳定解，即ａ是稳定解。当λ为实数时，ａ是不
稳定的，即振幅ａ随时间不断增加，因此运动的稳定条件为：

ｈ２ω４
４ν２ －

ω－ν（ ）２
２

＜０

又因ω≈ν２
，上式又可变为：

ω－ν２ ＞ ｈ４ω　　　　
（对应稳定区） （４．９５）

发生共振的条件为：

ω－ν２ ＜ ｈ４ω　　　　
（对应共振区） （４．９６）

４．３．３　共振线宽度

由上面的分析可以看出，半整数共振不仅发生在严格的ω＝ν２
条件下，而且

还发生在 ω－ν２ ＜ｈ４ω
的条件下，ｈ

４ω
称为半整数共振线宽度（见图４．２）。共

振线宽度与磁场梯度误差ｈ成正比。磁场梯度误差愈大，共振线宽度愈宽，对粒
子运动稳定的威胁也愈大。在加速器设计中，选择工作点不仅要避开共振线，还
要避免靠近共振线的宽度。
当方程（４．８１）中含有阻尼项时，该方程变为：

ｘ̈＋δｘ＋ω２（１－ｈｃｏｓνｔ）ｘ＝０ （４．９７）
相应的不稳定条件变为：

ω－ν２ ＜ｈω４ １－１６δ
２

ν２ｈ槡 ２ （４．９８）
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当ν＝１，ω≈１／２时，上式又可化简为：

ω－ν２ ＜ ｈ８ １－１６δ
２

ｈ槡 ２

当阻尼足够大，即δ＞ｈν４
时，共振线宽度将完全消失（见图４．３）。

图４．２　半整数共振区 图４．３　有摩擦力时的半整数共振区

　　考虑方程中的高次项，如ｘ３ 项，当共振发生后，它将会影响并改变粒子的振
荡频率，使共振条件破坏，粒子的振幅不至于无限增长，这对线性共振是有抑制
作用的。

４．４　相振荡中的共振

４．４．１　外力作用下的相振荡方程

　　当有外力，诸如高频电压和磁场中含有的某些周期性误差作用在相振荡上
时，相振荡就会感受到附加的强迫振荡。如果这个外力的频率与相振荡的频率
相等或成某种关系时，就可能发生相共振。假定高频电压、高频频率和轨道磁场
的误差分别为ΔＶ，Δωｆ和ΔＢ，在圆形轨道上忽略参数慢变化，这时的相振荡方程为：

ｄ２（Δφ）
ｄｔ２ ＋Ω２（Δφ）＝０ （４．９９）

其中，Δφ＝φ－φｓ，Ω＝ωｓ
ｅＶ０Ｋｓｋｓｉｎφｓ
２πＥ槡 ｓ

　［参见式（２．１９）］。

在考虑外力作用后，方程（４．９９）变为：

ｄ２（Δφ）
ｄｔ２ ＋Ω２ １＋ΔＶＶ（ ）０ （Δφ）

＝Ω２ΔＶＶ０
ｃｏｔφｓ＋ｋωｓ

ｄ
ｄｔ
Δωｆ
ωｆ
－ １
１－ｎ

·ΔＢ
Ｂ（ ）
ｓ

（４．１００）
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式（４．１００）的推导可参阅文献［４］。假定外力为如下形式：

ΔＶ
Ｖ０ ＝ε１

ｓｉｎΩ１ｔ

Δωｆ
ωｆ
＝ε２ｓｉｎΩ２ｔ

ΔＢ
Ｂｓ ＝ε３

ｓｉｎΩ３ｔ

将以上诸式代入式（４．１００），得到：

ｄ２（Δφ）
ｄｔ２ ＋Ω２ １＋ΔＶＶ（ ）０ Δφ＝Ω２ε１ｃｏｔφｓｓｉｎΩ１ｔ＋

ｋωｓε２Ω２ｃｏｓΩ２ｔ－ｋωｓε３Ω３ｃｏｓΩ３ｔ１－ｎ
（４．１０１）

４．４．２　相振荡中的强迫振荡和共振

在非共振的情况下，外力将引起附加的强迫振荡，其幅值分别为：

Ａ１ ＝
Ω２ε１ｃｏｔφｓ
Ω２－Ω２１

Ａ２ ＝ｋωｓε２Ω２Ω２－Ω２２

Ａ３ ＝－ｋωｓε３Ω３Ω２－Ω２３
· １
１－ｎ

　　当外力的频率与相振荡频率接近的时候，将要引起相振荡幅度的增长。由
于相振荡是慢变化过程，因此参数慢变化是不能忽略的。仍用文献［３］所介绍的
方法，这里不详细推演，只给出结果。当考虑参数慢变化时，相振荡共振只引起
振幅的增长，而不会无限增长。如果相振荡频率是慢变化的，那么振幅增长幅度
分别为：

Ａ１ ＝ π
２｜Ω

·槡 ｜
ε１Ωｃｏｔφｓ

Ａ２ ＝ π
２｜Ω

·槡 ｜
ε２ｋωｓ

Ａ３ ＝ π
２｜Ω

·槡 ｜
ε３ ｋωｓ１－ｎ

其中Ω
·
表示相振荡频率变化的速度。通常不希望相振荡幅度超过１ｒａｄ，由上面

的公式可以求出高频电压、高频频率及磁场的允许公差来。
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当然，在有些加速器中相振荡的频率是不变的，这时必须避免共振条件的
形成。

参考文献
［１］　清华大学电子感应加速器小组．动态磁场及磁场对数梯度的测量．清华大学工程物理

系科学报告集，１９６６
［２］　ＢｒｙａｎｔＰ．ＡＳｉｍｐｌｅＴｈｅｏｒｙｆｏｒＢｅｔａｔｒｏｎＣｏｕｐｌｉｎｇ．ＣＥＲＮＩＳＲＭＡ／７５２８，１９７５
［３］　ＢｏｇｏｌｙｕｂｏｖＮＮ，ＭｉｔｒｏｐｏｌｓｋｉｊＶＡ．ＡｓｙｍｐｔｏｔｉｃＭｅｔｈｏｄｓｏｆｔｈｅＴｈｅｏｒｙｏｆＮｏｎｌｉｎｅａｒ

Ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｓ．Ｐｈｙｓｍａｔｉｚｄａｔ，１９５８
［４］　刘乃泉．加速器理论讲义．清华大学工程物理系，１９８２

习题与思考题

１．写出引起轴向强迫振荡的非理想场的表示式，并求出其微扰运动方程及
非齐次解。

２．当加速器的轨道磁场为Ｂｚ＝Ｂｓ
ｒｓ（ ）ｒ

ｎ

［１－ａｃｏｓｋθ］时，可能发生什么

共振？

３．在弱聚焦加速器中，能同时发生整数和半整数共振吗？如有可能，则发
生共振的条件是什么？

４．求出线性耦合共振的方程解的最终形式（包括初始条件），并指出耦合振

荡的周期。在弱聚焦磁场中，如果ｎ≠１２
，是否可能发生轴向与径向的耦合？

５．在ｎ＝０２的非线性共振中，为什么轴向与径向的最大振幅不同？其物
理意义是什么？

６．用逐次渐近法求解ω＝ν的整数共振，并与式（４．６）的结果进行比较。
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章

周期场中非理想场与

非线性共振

　　前面假设加速器磁铁元件具有的电场和磁场与我们希望的理想场完全一致，
实际上，由于材料特性、加工和安装误差等因素，总会出现各种非理想场分量。

５．１　多 极 子 场［１，３］

对于大多数加速器磁铁元件，其长度远大于磁极间隙的横向尺寸，因此理想
的场只是分布在磁铁长度内，并且场沿纵向是不变的，即理想场忽略了边缘效应，
当然这对螺线管线圈、扭摆磁铁和波荡器等元件并不是很好的近似。在束流通过
的区域，由于没有电流，所以磁感应强度可以表示为磁场标量势φｍ 的梯度：Δ

×Ｈ＝０　

Δ

×Ｂ＝０　　Ｂ＝－

Δ

φｍ （５．１）
同时磁感应强度的散度为０，因此磁场标量势满足Ｌａｐｌａｃｅ方程，即Δ

２
φｍ ＝０ （５．２）

对于理想场，φｍ 只是ｘ，ｚ的函数，它的解的一般形式为：

φｍ（ｘ，ｚ）＝Ｒｅ∑
∞

ｎ＝０
Ｃｎ（ｘ＋ｉｚ）［ ］ｎ （５．３）

其中Ｃｎ 是由边界条件确定的复常数。由式（５．１）得：

Ｂｘ ＝－
φｍ
ｘ ＝－

Ｒｅ∑
∞

ｎ＝１
ｎＣｎ（ｘ＋ｉｚ）ｎ－［ ］１

Ｂｚ ＝－
φｍ
ｚ ＝－

Ｒｅ∑
∞

ｎ＝１
ｉｎＣｎ（ｘ＋ｉｚ）ｎ－［ ］

烍

烌

烎
１

（５．４）

上面两式可以组合为：

Ｂｚ＋ｉＢｘ ＝－∑
∞

ｎ＝１
ｉｎＣｎ（ｘ＋ｉｚ）ｎ－１ （５．５）
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这是在没有电流的区域二维磁场的多极子展开形式。在式（５．５）两边对ｘ求

ｎ－１次导数，并在轨道中心ｘ＝ｚ＝０处取值，得：

－ｉｎＣｎ ＝ １
（ｎ－１）！

ｎ－１Ｂｚ
ｘｎ－１ ｘ＝ｙ＝０

＋ｉ
ｎ－１Ｂｘ
ｘｎ－１ ｘ＝ｙ＝

［ ］
０

（５．６）

将上式代入式（５．５）得：

Ｂｚ＋ｉＢｘ ＝∑
∞

ｎ＝０

１
ｎ！Ｂ

（ｎ）＋ｉ珟Ｂ（ｎ（ ）） （ｘ＋ｉｚ）ｎ （５．７）

其中Ｂ（ｎ）＝
ｎＢｚ
ｘｎ ｘ＝ｚ＝０

；珟Ｂ（ｎ）＝
ｎＢｘ
ｘｎ ｘ＝ｚ＝０

。

对于每个ｎ，式（５．７）确定的场被称为２（ｎ＋１）极场。例如ｎ＝０对应二极场，

ｎ＝１对应四极场，ｎ＝２对应六极场……其中无波浪线的项表示正多极场，其磁极
不在中心平面上，如图５１所示。有波浪线的项表示斜多极场，如图５２所示。

图５．１　正多极场

图５．２　斜多极场
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表５１、５２给出了几个低阶多极子的场的表达式，其中ｈｘ，ｋ，ｍ，ｓ，ｈｚ，珘ｋ，珦ｍ，
︵ｓ为常数。

表５．１　正多极子场

Ｂｘ Ｂｚ

正二极场 ０ ｈｘ

正四极场 ｋｚ ｋｘ

正六极场 ｍｘｚ １
２ｍ
（ｘ２－ｚ２）

正八极场 １
６ｓ
（３ｘ２ｚ－ｚ３） １

６ｓ
（ｘ３－３ｘｚ２）

表５．２　斜多极子场

Ｂｘ Ｂｚ

斜二极场 －ｈｚ ０

斜四极场 －珘ｋｘ 珘ｋｚ

斜六极场 －１２
珦ｍ（ｘ２－ｚ２） 珦ｍｘｚ

斜八极场 －１６
︵ｓ（ｘ３－３ｘｚ２） １

６
︵ｓ（３ｘ２ｚ－ｚ３）

　　因此，如果在中心平面上测量磁场，根据其横向分布形状，可以辨认多极场
的成分及大小。假如磁场中含有三次曲线形状的成分，则必然含有八极场。
多极场对束流运动有这样一些影响：
（１）使粒子的自由振荡频率Ｑ值发生变化。
当自由振荡幅值或动量偏差不同时，Ｑ值也不相同，造成一个束团中的粒子

的Ｑ值不一样。这种Ｑ值的分散意味着束流的工作点在Ｑ 图中占有一块面积。
最严重的情况是工作点将不可避免地触及共振线。为此，必须设法增加校正多
极场的磁铁，使多极场降至允许的数值以下。

（２）使粒子发生非线性共振。
非线性的多极场将会在一定条件下激发非线性共振。如六极场可激发三极

非线性共振；八极场激发四极非线性共振……其共振线的宽度与多极场的强度
有关。

（３）如果大型加速器的轨道上完全不存在多极场，则常常故意增加某些多
极场磁铁，使束流的Ｑ值有一定的分散性，目的是降低束流不稳定性。

（４）在同步加速器中，常常采用非线性共振的原理使得束流慢引出，这时也
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需要有一定的多极场在引出束流时投入工作。

５．２　磁场偏差引起束流轨道的畸变与校正［２］

假设在长为ΔＬ的小区间内有一个磁场偏差ΔＢ（ｌ），那么，粒子的运动方
程为：

ｄ２ｙ
ｄｌ２ ＋Ｋｙ

（ｌ）ｙ＝ΔＢ
（ｌ）
Ｂ

· １
ρ（ｌ）

（５．８）

　　如果磁场偏差分布在很小的局域范围内，可以采用薄透镜近似：由于ΔＬ非
常小，粒子通过磁场偏差所在的区间时，只改变运动方向，而横向位置不变。积
分式（５．８）得：

Δｙ′＋Ｋｙ（ｌ）ｙΔＬ＝ΔＢ
（ｌ）ΔＬ
Ｂ

· １
ρ（ｌ）

＝Δ
（ＢＬ）
Ｂρ（ｌ）

（５．９）

对于薄透镜，ΔＬ→０，而Δ（ＢＬ）为有限值，由式（５．９）给出：

Δｙ′＝Δ
（ＢＬ）
Ｂρ（ｌ）

＝θ （５．１０）

因此，在薄透镜近似下，磁场偏差只是在偏差所在位置引起粒子运动方向改变θ
角度，这将使束流的闭合轨道发生变化。由于磁场偏差是以环的周长为周期的，

所以新的平衡轨道必然是封闭曲线。假设磁场偏差位于ｌ＝ｌｋ，那么封闭轨道
满足：

Ｍ（Ｃ＋ｌｋ，ｌｋ）
ｙ（ｌｋ）

ｙ′（ｌｋ（ ））＋ ０（）θ ＝
ｙ（Ｃ＋ｌｋ）

ｙ′（Ｃ＋ｌｋ（ ））＝ ｙ（ｌｋ）

ｙ′（ｌｋ（ ）） （５．１１）

其中Ｍ（Ｃ＋ｌｋ，ｌｋ）为ｌｋ 处不考虑磁场偏差的一圈的传输矩阵。由式（３．２８）和
（３．３４）可以得到磁场偏差处的闭合轨道畸变为：

ｙ（ｌｋ）

ｙ′（ｌｋ（ ））＝ （Ｉ－Ｍ）－１ ０（）θ ＝ θ
２ｓｉｎπＱ

βｋｃｏｓπＱ

ｓｉｎπＱ－αｋｃｏｓπ
烄

烆

烌

烎Ｑ
（５．１２）

其中αｋ，βｋ，Ｑ是没有考虑磁场偏差影响的自由振荡参数，下标ｋ表示在ｌｋ 处取
值。根据任意两点之间的传输矩阵式（３．７０），环上其他各处的闭合轨道畸变为：

ｙ（ｌ）＝θ β（ｌ）β（ｌｋ槡 ）
２ｓｉｎπＱ

ｃｏｓ［Ψ（ｌ）－Ψ（ｌｋ）－πＱ］ （５．１３）

其中Ψ（ｌ）＝∫
ｌ

０

ｄｌ
β
为自由振荡相位。

作为具体例子，考虑由于四极磁铁的位置偏离轨道中心δ，那么，在粒子平
衡轨道上就产生一个磁场误差，它引起的运动方向变化为：
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θ＝Δ
（ＢＬ）
（Ｂｓρ）

＝ Ｂ′δＬ（Ｂｓρ）
＝ δｆ

（５．１４）

其中ｆ为磁铁的聚焦长度。以Ｔｅｖａｔｒｏｎ为例，它的标准四极磁铁的聚焦长度为

２５ｍ，那么，０．５ｍｍ的位置偏差会导致θ＝２０μｒａｄ的角度变化。如果聚焦磁铁处

β＝１００ｍ，横向振荡频率Ｑ＝１９４，则由式（５．１３）可以得到最大的轨道畸变为：

Δ^ｙ＝
（２０μｒａｄ）（１００ｍ）
２ｓｉｎπ（１９４） ＝１（ｍｍ） （５．１５）

　　实际的加速器有不止一处磁场偏差，可以由叠加原理得到Ｎ 处磁场偏差引
起的轨道畸变：

ｙ（ｌ）＝ β（ｌ槡 ）
２ｓｉｎπＱ∑

Ｎ

ｋ＝１
θｋ β（ｌｋ槡 ）ｃｏｓ［Ψ（ｌ）－Ψ（ｌｋ）－πＱ］ （５．１６）

如果这Ｎ 处误差是互不相关的，而且在加速器上是随机分布的，那么轨道畸变
的均方根为：

〈ｙ（ｌ）〉槡 ２ ＝ β（ｌ槡 ）

槡２ ２ｓｉｎπＱ ∑
Ｎ

ｋ＝１
θ２ｋβ（ｌｋ槡 ）≈ 槡Ｎ β（ｌ）〈β（ｌｋ槡 ）〉

槡２ ２ｓｉｎπＱ
〈θ２槡 〉

（５．１７）
而畸变的最大值还要大３～４倍。
闭合轨道畸变将使真空盒的利用效率降低，特别是在大型加速器中，由式

（５．１７）可以看到，Ｎ 越大，轨道畸变就越大，例如Ｔｅｖａｔｒｏｎ，Ｎ 取１００，会产生大
约１０ｍｍ的畸变，因此必须进行闭合轨道校正。通常在高β的位置放校正二极
磁铁，根据束流位置监测器（ＢＰＭ）获得的束流位置信息，引入校正磁场分量，补
偿磁场误差引起的畸变。一般闭合轨道可以被校正到偏差在大约０．１ｍｍ的范
围内。
另外，由式（５．１３）可以看到，当自由振荡频率为整数时，将得不到闭合轨道。

这是典型的共振现象：由于振荡频率为整数，磁场误差每圈都在相同相位扰动粒
子的运动，使自由振荡振幅越来越大，直到粒子打在真空管壁上而丢失。

５．３　磁场梯度误差效应［１，２］

磁场梯度误差会改变聚焦函数Ｋｙ（ｌ），而Ｋｙ（ｌ）决定了加速器的参数β，η，

以及由它们导出的量，如相位Ψ 和振荡频率Ｑ，因此，磁场梯度误差将会引起这
些量的改变。
与磁场误差的处理类似，首先讨论局限在某点的梯度误差，然后研究具有一

定分布的梯度误差的影响。如果某点ｌ＝ｌｇ 的局域梯度误差可以用一个聚焦长
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度为ｆ的薄透镜来代表，其中１ｆ＝ΔＫｙＬ＝
Δ（Ｂ′Ｌ）
Ｂｓρ

，Ｌ为梯度误差在参考轨道的

分布长度，那么，包含梯度误差影响的ｌｇ处的一圈的传输矩阵为：

Ｍ（Ｃ＋ｌｇ，ｌｇ）＝
ｃｏｓμ＋α（ｌｇ）ｓｉｎμ β（ｌｇ）ｓｉｎμ
－γ（ｌｇ）ｓｉｎμ ｃｏｓμ－α（ｌｇ）ｓｉｎ（ ）μ

＝
１ ０

－Δ（ＫｙＬ）（ ）１ ｃｏｓμ０＋α０ｓｉｎμ０ β０ｓｉｎμ０
－γ０ｓｉｎμ０ ｃｏｓμ０－α０ｓｉｎμ

烄

烆

烌

烎０
（５．１８）

其中
ｃｏｓμ０＋α０ｓｉｎμ０ β０ｓｉｎμ０
－γ０ｓｉｎμ０ ｃｏｓμ０－α０ｓｉｎμ

烄

烆

烌

烎０
为没有梯度误差时，ｌｇ 处的１圈的传输

矩阵。
展开式（５．１８）并对两边的矩阵取迹，可以得到：

ｔｒＭ ＝２ｃｏｓμ＝２ｃｏｓμ０－Δ（ＫｙＬ）β０ｓｉｎμ０ （５．１９）
如果梯度误差产生的扰动足够小，即μ＝μ０＋Δμ，其中Δμ１，那么，ｃｏｓΔμ≈１，
ｓｉｎΔμ≈Δμ，式（５．１９）化简为：

ｃｏｓμ＝ｃｏｓμ０ｃｏｓΔμ－ｓｉｎμ０ｓｉｎΔμ＝ｃｏｓμ０－Δμｓｉｎμ０

＝ｃｏｓμ０－β
０Δ（ＫｙＬ）
２ ｓｉｎμ０ （５．２０）

由上式可以得到梯度误差引起的自由振荡频移为：

ΔＱ＝ １４πβ０
（ｌｇ）Δ（ＫｙＬ） （５．２１）

　　梯度误差引起的加速器工作点的变化，正比于误差的强度和分布长度，以及
误差所在位置的振幅函数。由于上述推导忽略了振幅函数β的变化，因而式
（５．２１）只是梯度误差的最低阶近似，而且假设扰动运动是稳定的，即

｜ｃｏｓ２πＱ｜＝ ｃｏｓ２πＱ０－β０
Δ（ＫｙＬ）
２ ｓｉｎ２πＱ０ ＜１ （５．２２）

如果未扰动的自由振荡频率Ｑ０ 在半整数ｎ／２附近的区间，有｜ｃｏｓ２πＱ０｜≈１，那
么，足 够 大 的 梯 度 误 差 扰 动 将 可 能 破 坏 稳 定 性 条 件，从 而 造 成

ｃｏｓ２πＱ０－β０
Δ（ＫｙＬ）
２ ｓｉｎ２πＱ０ ＞１，即运动不稳定。这种由于自由振荡频率接

近于半整数而导致的不稳定性运动称为半整数共振，相对应的取值范围称为半
整数禁带宽度。由梯度误差引起的禁带增宽为δＱ：

δＱ＝ １２πβ０Δ
（ＫｙＬ） （５．２３）

　　梯度误差还会引起振幅函数β的变化，对此也可以用扰动方法来讨论。考
虑了ｌｇ处的梯度误差后，在其他位置ｌ处的一圈传输矩阵为：
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Ｍ（ｌ＋Ｃ，ｌ）＝Ｍ０（ｌ＋Ｃ，ｌｇ）
１ ０

－Δ（ＫｙＬ）（ ）１ Ｍ０（ｌｇ，ｌ）
＝
ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ
烄

烆

烌

烎２２

１ ０
－Δ（ＫｙＬ）（ ）１ ｂ１１ ｂ１２

ｂ２１ ｂ
烄

烆

烌

烎２２

（５．２４）

其中Ｍ０（ｌ＋Ｃ，ｌｇ），Ｍ０（ｌｇ，ｌ）分别代表由ｌｇ到ｌ＋Ｃ、由ｌ到ｌｇ 的传输矩阵，由于
没有经过误差点，可以用未扰动的函数α０，β０，γ０ 表示。式（５．２４）右边给出：

ΔＭ１２ ＝－Δ（ＫｙＬ）ａ１２ｂ１２
ａ１２ ＝［β（ｌｇ）β（ｌ）］

１／２ｓｉｎ（Ψ－Ψｇ）

ｂ１２ ＝［β（ｌｇ）β（ｌ）］
１／２ｓｉｎ（２πＱ０－Ψ＋Ψｇ

烍

烌

烎）

（５．２５）

这里Ψｇ ＝∫
ｌｇ

０

ｄｌ
β
，Ψ ＝∫

ｌ

０

ｄｌ
β
。已经知道ｌ处一圈的传输矩阵的矩阵元Ｍ１２＝

β（ｌ）ｓｉｎΨ，对Ｍ１２取微分，则有：

ΔＭ１２ ＝Δβ（ｌ）ｓｉｎΨ＋ΔΨβ（ｌ）ｃｏｓΨ （５．２６）

其中Δβ（ｌ）是振幅函数的扰动。将式（５．２５）与（５．２６）联立，取一级近似，并考虑

到ΔＱ＝１４πβ０
（ｌｇ）Δ（ＫｙＬ），则有：

Δβ（ｌ）
β（ｌｇ）

＝－Δ
（ＫｙＬ）β（ｌｇ）
２ｓｉｎ２πＱ０

ｃｏｓ［２（Ψ－Ψｇ－πＱ０）］ （５．２７）

可以看到，当Ｑ０ 为半整数时，振幅函数将没有解，这就是半整数共振。

如果在ｌｉ不同的位置有许多处梯度误差Δ（ＫｙＬ）ｉ，那么，总的自由振荡频
移就变为：

ΔＱ＝ １４π∑
Ｎ

ｉ＝１
β０（ｌｉ）Δ（ＫｙＬ）ｉ （５．２８）

此时，禁带增宽不再是上述频移的２倍，还需要把各个误差之间的相对相位考虑
进来。若梯度误差在纵向位置分布范围较大，不能用薄透镜近似，则式（５．２８）可
以推广为：

ΔＱ＝ １４π∮
Ｃ

ｄｌβ０（ｌ）ΔＫｙ（ｌ） （５．２９）

５．４　色　　品［１］

束流在轨道上运动，感受到的四极透镜的聚焦强度为：

Ｋ ＝－ １
（Ｂｓρ）

·Ｂｚ
ｘ ＝

ｅ
ｐ
·Ｂｚ
ｘ

（５．３０）
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它与（Ｂｓρ）成反比，即与粒子的动量成反比。因此，当束流中的粒子的动量不同
时，聚焦强度Ｋ 就不同，从而相应的自由振荡频率Ｑ值也不一样。束流自由振
荡频率的相对变化ΔＱ／Ｑ对粒子动量分散的依赖关系可以用下式表示：

ΔＱ
Ｑ ＝ξ

Δｐ
ｐ

（５．３１）

其中ξ为常系数，通常称之为色品（ｃｈｒｏｍａｔｉｃｉｔｙ）。
束流中粒子的动量偏离理想值，它所感受到的聚焦强度与理想粒子就存在

一个偏差ΔＫ，即动量偏差造成一个磁场梯度误差，由式（５．２９）可以计算由此形
成的自由振荡频率Ｑ的变化：

ΔＱ＝ １４π∮
Ｃ
βΔＫｄｌ （５．３２）

由式（５．３０）可知，ΔＫＫ ＝－Δｐｐ
，代入上式后得到：

ΔＱ＝－１４π∮
Ｃ
βＫｄｌ

Δｐ
ｐ

（５．３３）

对比式（５．３１）与（５．３３），可以得到：

ξ０ ＝－
１
４πＱ∮

Ｃ
βＫｄｌ （５．３４）

这个色品是由于聚焦强度依赖于粒子的动量引起的，称为自然色品。水平和垂
直方向的自然色品通常为负值。无论从抑制束流头尾不稳定性还是从防止自由
振荡频移过大引起共振的角度考虑，都需要对自然色品进行补偿。
为了补偿自然色品，需要磁场梯度与动量偏差呈线性关系的元件，这可以通

过六极磁铁来实现。六极磁铁的磁场为：

Ｂｚ＝Ｂ″２
（ｘ２－ｚ２），Ｂｘ ＝Ｂ″ｘｚ （５．３５）

它具有依赖于位置的磁场梯度，即

Ｂｚ
ｘ ＝

Ｂ″ｘ＝Ｂｘｚ
（５．３６）

　　如果把六极磁铁放在色散区域，ｘ＝ηΔｐ／ｐ，那么，磁场梯度是依赖于动量
的，即

Ｂｚ
ｘ ＝

Ｂ″η
Δｐ
ｐ

（５．３７）

这就等效于引入了磁场梯度偏差，即

ΔＫ ＝ ｅｐ
·Ｂｚ
ｘ ＝

ｅ
ｐ
Ｂ″η

Δｐ
ｐ

（５．３８）

将式（５．３８）代入式（５．３２），得到：



９０　　　 　加速器理论　

ΔＱ＝ １４π∮
Ｃ

ｅ
ｐβ
Ｂ″ηｄｌ

Δｐ
ｐ

（５．３９）

或写为：

ΔＱ
Ｑ ＝ξｓ

Δｐ
ｐ

ξｓ＝
１
４πＱ∮

Ｃ

ｅ
ｐβ
Ｂ″ηｄ

烍

烌

烎
ｌ

（５．４０）

其中ξｓ称为附加色品。

六极磁铁所产生的附加色品有如下特点：

① 附加色品的数值与六极磁铁的强度Ｂ″成正比，而与粒子的动量ｐ成反
比，即对于同一个六极磁铁，其有效作用随ｐ的增加而减弱。

②ξｓ还与βη沿轨道的积分有关，为了充分发挥六极磁铁的作用，其位置应
放置于βη较大的地方。通常用来补偿水平方向色品的六极磁铁放在聚焦四极
透镜附近，因为该处βｘ 较大；补偿垂直方向色品的六极磁铁放在散焦四极透镜

附近，该处βｚ 较大；当然，还要选择η值大的地方。

③ 一块六极磁铁在一个方向提供正的附加色品，还会在另一个方向提供负
的附加色品。通常为了补偿ｘ与ｚ两个方向的色品，总是同时安装水平与垂直
两种校正六极磁铁。

④ 六极磁铁的非线性场不可避免地引入了非线性动力学问题。

５．５　非线性共振

在束流轨道上，由于加工和安装的精度、剩磁和涡流的扰动等因素的影响，

磁铁元件除了会产生偏转和聚焦分量误差外，还将产生非线性场分量。另外，非
线性场还被用来控制加速器的参数和束流的运行，例如色品补偿和束流共振引
出。随着对加速器性能要求的提高，这些非线性场对粒子动力学的影响也需要
仔细研究。

５．５．１　弗洛克变换［１，２］

首先，引入一个坐标变换，在新的坐标下，粒子的线性运动将是简谐运动。

由横向运动方程的解

ｙ＝ａ β（ｌ槡 ）ｃｏｓ［Ψ（ｌ）＋δ］ （５．４１）

定义两个新变量：
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ζ＝
ｙ
槡β

＝
Ψ（ｌ）
Ｑ ＝ １Ｑ∫ｄｌ

烍

烌

烎β

（５．４２）

那么就有：

ζ＝
ｙ
槡β
＝ａｃｏｓ（Ｑ＋δ）

ζ
·
＝ｄζｄ

＝－ａＱｓｉｎ（Ｑ＋δ
烍

烌

烎
）

（５．４３）

将横向振荡简化为简谐运动，粒子回旋１圈，增加２π，横向振荡完成Ｑ次。因
为ｙ＝ζβ

１／２，对其取ｌ的二次导数，并利用关系式

β′＝－２α，　α′＝βＫｙ－γ （５．４４）
可以得到ζ所满足的运动方程为：

ｄ２ζ
ｄ

２＋Ｑ２ζ＝０ （５．４５）

这个由（ｙ，ｌ）到（ζ，）的变换称为弗洛克（Ｆｌｏｑｕｅ）变换。
若考虑磁场误差，弗洛克变量所满足的方程为：

ｄ２ζ
ｄ

２＋Ｑ２ζ＝－Ｑ
２
β
３／２ΔＢ（ζ，）

Ｂｓρ
（５．４６）

其中ΔＢ代表线性和非线性磁场误差。在弗洛克坐标下，磁场误差项的影响类
似于简谐振子的强迫振荡。对于形式为Ａｅｘｐ（ｉν）的驱动力，则有：

ｄ２ζ
ｄ

２＋Ｑ２ζ＝Ａｅｘｐ（ｉν） （５．４７）

该方程的解为：

ζ（）＝ａｅｘｐ（ｉν） （５．４８）
代入式（５．４７）可以得到：

ａ＝ Ａ
Ｑ２－ν２

（５．４９）

　　如果驱动力的频率非常接近于简谐振子的自然频率，那么，强迫振荡的振幅

ａ将会非常大，这就是共振，共振条件为Ｑ＝±ν。这就是加速器中非线性共振
的基本思想，但是驱动力的形式要远比简谐函数复杂得多。

５．５．２　谐波分析［１］

对于弗洛克坐标下的运动方程，即
ｄ２ζ
ｄ

２＋Ｑ２ζ＝－Ｑ
２
β
３／２ΔＢ
Ｂｓρ
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如果考虑水平方向的运动（垂直方向处理方法相同），那么由５．１节，轨道平面
（ｚ＝０）上的非线性场的一般形式为：

ΔＢ（ｘ，ｌ）＝ｂｎ（ｌ）ｘｎ （５．５０）

其中ｂｎ 正比于场的ｎ阶导数，例如六极场，ｎ＝２，ｂ２＝Ｂ″２
。将式（５．５０）代入运动

方程，可以得到驱动力的形式为：

－Ｑ２β
３／２ｂｎｘｎ

Ｂｓρ
（５．５１）

　　假设驱动力对粒子的运动只是微扰，ζ偏离线性运动的结果不是很多，可以

近似认为ζ（）≈ａｃｏｓ（Ｑ），同时利用坐标变换关系ｘ＝ 槡ζβ，那么，驱动力可以
写成的函数：

－Ｑ２ β［ｌ（）］
（３＋ｎ）／２ｂｎ［ｌ（）］

Ｂｓ｛ ｝ρ
ａｎｃｏｓｎＱ （５．５２）

上式方括号内的项是以加速器周长Ｃ为周期的ｌ的函数，因此也是以２π为周期
的的函数，可以展开成傅里叶级数：

β［ｌ（）］
（３＋ｎ）／２ｂｎ［ｌ（）］

Ｂｓρ
＝ ∑

＋∞

ｍ＝－∞
Ｃｍ，ｎｅｘｐ［ｉｍ］ （５．５３）

其中

Ｃｍ，ｎ ＝ １
２πＱ∫

Ｃ

０
ｄｌ′β［ｌ（′）］

（１＋ｎ）／２ｂｎ［ｌ（′）］
Ｂｓρ

ｅｘｐ －ｉｍΨ
（ｌ′）［ ］Ｑ

（５．５４）

为ｍ 阶傅里叶系数，它描述了场误差沿环是如何分布的。如果加速器是由Ｎ
个相同的结构（超周期）重复排列而成，那么就有：

Ｃｍ，ｎ ＝
Ｎ
２πＱ∫

Ｃ／Ｎ

０
ｄｌ′β（ｌ′）

（１＋ｎ）／２ｂｎ（ｌ′）
Ｂｓρ

ｅｘｐ －ｉｍΨ
（ｌ′）［ ］Ｑ
对于ｍ ＝ｊＮ

０ 对于ｍ≠ｊ
烅
烄

烆 Ｎ
（５．５５）

这意味着如果场的误差是系统误差，即在每个超周期都重复出现，那么很多个谐
波分量都将不出现，从而避免了相应的共振的发生。

现在驱动力的形式为：

－Ｑ２∑
＋∞

ｍ＝－∞
Ｃｍ，ｎｅｘｐ［ｉｍ］ａ

ｎｃｏｓｎＱ （５．５６）

利用恒等式

ｃｏｓｎＱ＝
１
２ｎ∑

ｎ

ｋ＝－ｎ
Δｋ＝２

ｎ
ｎ－ｋ
烄

烆

烌

烎２
ｅｘｐ［ｉｋＱ］ （５．５７）
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其中
ｎ（ ）ｍ ＝ ｎ！

ｍ！（ｎ－ｍ！）
为二项式系数，那么，驱动力最终可以写成一系列谐波

函数的和的形式：

－Ｑ２ ａ（ ）２
ｎ

∑
ｎ

ｋ＝－ｎ
Δｋ＝２

ｎ
ｎ－ｋ
烄

烆

烌

烎２
∑
＋∞

ｍ＝－∞
Ｃｍ，ｎｅｘｐ［ｉ（ｍ＋Ｑｋ）］ （５．５８）

　　由上节的强迫振荡共振条件，发生共振须满足：

Ｑ（１ｋ）＝±ｍ，－∞ ≤ｍ≤＋∞，－ｎ≤ｋ≤ｎ，Δｋ＝２ （５．５９）

　　对于某一共振，对应着一对整数（ｍ，ｋ），驱动力的强度正比于

－ ａ（ ）２
ｎ ｎ
ｎ－ｋ
烄

烆

烌

烎２

Ｑ
２π∫

Ｃ

０
ｄｌ′β（ｌ′）

（１＋ｎ）／２ｂｎ（ｌ′）
Ｂｓρ

ｃｏｓ［Ψ（ｌ）－（１－ｋ）Ψ（ｌ′）］

（５．６０）
其中｜１－ｋ｜的值称为共振的阶。表５３给出了二极子、四极子、六极子和八极子
场误差可能引起的共振频率。

表５．３　低阶多极子场可能引起的共振

场误差类型 ｎ ｋ ｜１－ｋ｜
发生共振的自由振荡频率

Ｑｒｅｓ＝ ｍ
１－ｋ

，ｍ＝０，１，２，…

二极子 ０ ０ １ １，２，３，…

四极子 １ １ ０ ０（自由振荡频移）

四极子 １ －１ ２ １
２
，１，３２

，２，５２
，…

六极子 ２ ２ １ １，２，３，…

六极子 ２ ０ １ １，２，３，…

六极子 ２ －２ ３ １
３
，２
３
，１，４３

，…

八极子 ３ ３ ２ １
２
，１，３２

，２，５２
，…

八极子 ３ １ ０ ０（自由振荡频移）

八极子 ３ －１ ２ １
２
，１，３２

，２，５２
，…

八极子 ３ －３ ４ １
４
，２
４
，３
４
，１，５４

，…
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５．５．３　耦合共振［１，３］

粒子横向自由振荡包括水平和垂直两个方向的运动，由５．１节可知，多极场
中包含同时依赖于两个方向运动幅度的分量，这些项将引起水平和垂直方向运
动的耦合，甚至导致耦合共振。这些耦合项的一般形式为：

ΔＢ（ｘ，ｌ）＝ｂｎｒ（ｌ）ｘｎｚｒ （５．６１）
其中ｂｎｒ（ｌ）为场的强度，ｎ，ｒ为整数。将式（５．６１）代入式（５．４６）得：

ｄ２ζｘ
ｄ

２ ＋Ｑ２ｘζｘ ＝－Ｑ
２
ｘβ
３／２
ｘ
ｂｎｒｘｎｚｒ

Ｂｓρ
（５．６２）

　　假设方程右边的驱动力对粒子的运动只是微扰，近似认为ζｘ（）≈

ａｘｃｏｓ（Ｑｘ），ζｚ（）≈ａｚｃｏｓ（Ｑｚ），同时利用坐标变换关系ｘ＝ζｘ β槡ｘ，ｚ＝ζｚ

β槡ｚ，那么，驱动力可以写成：

－Ｑ２ｘ β
（３＋ｎ）／２
ｘ β

ｒ／２
ｚ
ｂｎｒ
Ｂｓ［ ］ρａｎｘａｒｚｃｏｓｎＱｘｃｏｓｒＱｚ （５．６３）

这里下标ｘ，ｚ分别代表水平和垂直方向自由振荡的参量。采用５．２节中的方
法，驱动力可以写成：

－Ｑ２ｘ
ａｘ（ ）２

ｎ ａｚ（ ）２
ｒ

∑
＋∞

ｍ＝－∞
∑
ｎ

ｋ＝－ｎ
Δｋ＝２

∑
ｒ

ｓ＝－ｒ
Δｓ＝２

Ｃｍ，ｎｒｅｘｐ［ｉ（ｍ＋Ｑｘｋ＋Ｑｚｓ）］ （５．６４）

其中Ｃｍ，ｎｒ为式（５．６３）方括号内的项的ｍ 阶傅里叶系数。由上式可以得到耦合
驱动力引起水平方向共振的条件，类似地可以得到垂直方向的耦合共振条件，这
两个共振条件可以一般地写为：

ｋｘＱｘ＋ｋｚＱｚ ＝ｍ （５．６５）
其中ｋｘ，ｋｚ 为整数，｜ｋｘ｜＋｜ｋｚ｜称为共振的阶，ｍ为正整数。如果ｋｘ 和ｋｚ 同号，
发生的共振称为和共振，它会导致粒子的不稳定性运动；如果ｋｘ 和ｋｚ 异号，发
生的共振称为差共振，它使两个方向的振荡能量相互交换，一般不会导致粒子丢
失。但是在一些加速器中，要求束流横向为扁平形状，差共振会使垂直方向尺寸
大大增加。
为了形象地描述共振问题，分别以水平、垂直自由振荡频率作为横、纵坐标，

形成所谓的工作图，如图５３所示，共振条件在工作图上为不同斜率的直线，加
速器设计的水平、垂直自由振荡频率为一个点，称为工作点。因此，可以在工作
图上根据距离共振线的远近选择工作点。

５．５．４　三阶共振［１，２］

５．５．２节采用扰动方法定性地讨论了共振发生的条件，现在以三阶共振为
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图５．３　包含一、二、三阶共振线的工作图

例，定量地讨论在非线性共振条件附近束流在相空间的运动。扰动近似下的运
动方程为：

ζ
¨
＋Ｑ２ζ＝－Ｑ

２∑
＋∞

ｍ＝－∞
Ｃｍ，ｎｅｘｐ［ｉｍ］ζ（）

ｎ （５．６６）

　　弗洛克变换下的相空间坐标为 ζ，ζ
·

（ ）Ｑ ，在极坐标下讨论相空间的运动，引

入振幅—相位变量：

ｒ２ ＝ζ
２＋ ζ

·

（ ）Ｑ
２

φ＝－ａｒｃｔａｎζ
·

Ｑ

烍

烌

烎ζ

（５．６７）

由式（５．４３）知道，在理想线性运动下，ζ
２＋ ζ

·

（ ）Ｑ
２

＝ａ２，因此ｒ是运动的守恒量，

而且

φ＝－ａｒｃｔａｎ
－ＱａｓｉｎＱ
ＱａｃｏｓＱ

＝Ｑ＝Ψ （５．６８）

为自由振荡的相位。
振幅—相位变量与弗洛克变量的转换关系为：

ζ＝ｒｃｏｓφ，　ζ
·
＝－Ｑｒｓｉｎφ （５．６９）

　　由式（５．６７），（５．６９）可以得到考虑非线性场误差后，振幅、相位应满足的
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方程：

ｄｒ２
ｄ
＝２Ｑｃｏｓｎφｓｉｎφｒ

ｎ＋１∑
＋∞

ｍ＝－∞
Ｃｍ，ｎｅｘｐ（ｉｍ）

ｄφ
ｄ
＝Ｑ １＋ｃｏｓｎ＋１φｒ

ｎ－１∑
＋∞

ｍ＝－∞
Ｃｍ，ｎｅｘｐ（ｉｍ［ ］

烍

烌

烎
）

（５．７０）

　　对于六极子场引起的三阶共振，ｎ＝２，运动方程为：

ｄｒ２
ｄ
＝２Ｑｒ３ｃｏｓ２φｓｉｎφ∑

＋∞

ｍ＝－∞
Ｃｍ，２ｅｘｐ（ｉｍ）

ｄφ
ｄ
＝Ｑ １＋ｃｏｓ３φ∑

＋∞

ｍ＝－∞
Ｃｍ，２ｅｘｐ（ｉｍ［ ］

烍

烌

烎
）

（５．７１）

　　对于某个共振，由式（５．５９）可以看到，只有｜ｍ｜为特定值的项对共振起主要
贡献，下面将忽略其他项的影响。这个主要贡献项为：

Ｃｍ，２ｅｘｐ（ｉｍ）＝
１
２πＱ∫

Ｃ

０
ｄｌ′β（ｌ′）

３／２ｂ２（ｌ′）
Ｂｓρ

ｅｘｐ［ｉｍ（－′）］ （５．７２）

组合＋｜ｍ｜和－｜ｍ｜项，式（５．７１）中的求和简化为：

Ｃｍ，２ｅｘｐ（ｉｍ）＋Ｃ－ｍ，２ｅｘｐ（－ｉｍ）＝
１
πＱ
（Ａｍ２ｃｏｓｍ＋Ｂｍ２ｓｉｎｍ）（５．７３）

其中

Ａｍ２ ＝∫
Ｃ

０
ｄｌ′β（ｌ′）

３／２ｂ２（ｌ′）
Ｂｓρ

ｃｏｓ ｍＱΨ
（ｌ′［ ］）

Ｂｍ２ ＝∫
Ｃ

０
ｄｌ′β（ｌ′）

３／２ｂ２（ｌ′）
Ｂｓρ

ｓｉｎ ｍＱΨ
（ｌ′［ ］

烍

烌

烎
）

（５．７４）

运动方程转变为：

ｄｒ２
ｄ
＝２π
ｒ３ｃｏｓ２φｓｉｎφ（Ａｍ２ｃｏｓｍ＋Ｂｍ２ｓｉｎｍ）

ｄφ
ｄ
＝Ｑ＋１π

ｒｃｏｓ３φ（Ａｍ２ｃｏｓｍ＋Ｂｍ２ｓｉｎｍ
烍

烌

烎
）

（５．７５）

　　展开式（５．７５）右边的三角函数乘积：

ｄｒ２
ｄ
＝ｒ

３

４π
Ａｍ２［ｓｉｎ（φ＋ｍ）＋ｓｉｎ（３φ＋ｍ）＋ｓｉｎ（φ－ｍ）＋ｓｉｎ（３φ－ｍ）］｛ －

Ｂｍ２［ｃｏｓ（φ＋ｍ）＋ｃｏｓ（３φ＋ｍ）－ｃｏｓ（φ－ｍ）－ｃｏｓ（３φ－ｍ ｝）］
（５．７６）

　　上式右边的不同项对应着不同的动力学效应：自变量为３φ－ｍ≈

３Ｑ－ｍ（ ）３ 的项引起三阶共振，Ｑ≈ｍ３；自变量为φ－ｍ≈（Ｑ－ｍ）的项引起一
阶共振，Ｑ≈ｍ，这与表５３是一致的。自变量为３φ＋ｍ，φ＋ｍ的项为快速振
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荡项，不会引起共振。如果只考虑三阶共振，可以忽略其他项的贡献，则有：

ｄｒ２
ｄ
≈ｒ

３

４π
［Ａｍ２ｓｉｎ（３φ－ｍ）＋Ｂｍ２ｃｏｓ（３φ－ｍ）］ （５．７７）

　　采用同样的处理方法，可以得到φ满足的方程：

ｄφ
ｄ
≈Ｑ＋ｒ８π

［Ａｍ２ｃｏｓ（３φ－ｍ）－Ｂｍ２ｓｉｎ（３φ－ｍ）］ （５．７８）

　　引入新的相位变量φ′＝φ－
ｍ
３
，式（５．７７）与（５．７８）简化为：

ｄｒ２
ｄ
＝ｒ

３

４π
［Ａｍ２ｓｉｎ３φ′＋Ｂｍ２ｃｏｓ３φ′］

ｄφ′
ｄ
＝ｄφｄ

－ｍ３ ＝Ｑ－
ｍ
３＋

ｒ
８π
［Ａｍ２ｃｏｓ３φ′－Ｂｍ２ｓｉｎ３φ′

烍

烌

烎
］

（５．７９）

　　由式（５．７９）可以得到粒子相空间轨迹所满足的微分方程：

ｄｒ２
ｄφ′

＝ｄｒ
２

ｄ
ｄφ′
ｄ（ ）

－１

＝

ｒ３
４π
［Ａｍ２ｓｉｎ３φ′＋Ｂｍ２ｃｏｓ３φ′］

Ｑ－ｍ３＋
ｒ
８π
［Ａｍ２ｃｏｓ３φ′－Ｂｍ２ｓｉｎ３φ′］

（５．８０）

对上述方程进行积分，可以得到三阶共振附近的相空间轨迹：

ａ２ ＝ｒ２＋ｒ３Ａｍ２ｃｏｓ３φ′－Ｂｍ２ｓｉｎ３φ′

１２πＱ－ｍ（ ）３
＝ｒ２＋ｒ３Ａｍ２ｃｏｓ

（３φ－ｍ）－Ｂｍ２ｓｉｎ（３φ－ｍ）

１２πＱ－ｍ（ ）３
（５．８１）

其中ａ为代表振幅的积分常数。为了更形象地理解，取Ｂｍ２＝０，并且在＝０处
观察，式（５．８１）简化为：

ａ２ ＝ｒ２＋ｒ３Ａｍ２ｃｏｓ３φ１２πδＱ
（５．８２）

其中δＱ＝Ｑ－ｍ３
。取δＱ＝０００１，Ａｍ２＝０００４，ａ＝０５４０，图５４给出了弗洛克

坐标相空间的几条运动轨迹。可以看到，在振幅比较小时，轨迹近似为圆形，与
线性运动的情况比较相似；随着振幅的增加，轨迹变形为三角形，这是三阶共振
的典型特征。图中的粗线三角形为分界线，在其内的轨迹，运动是稳定的；在其
外的轨迹，运动是不稳定的。因此，线性共振（例如磁场梯度误差引起的二阶共
振）与非线性共振有着本质的不同：对于前者，根据加速器和束流的参数，可以确
定束流整体是稳定的或不稳定的；对于后者，束流内的部分粒子是稳定的，部分
是不稳定的，依赖于它们的运动振幅的大小。
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图５．４　三阶共振附近的相空间轨迹

对于分界线，由式（５．８２）可以得到：

ａｓｅｐ＝ ８πδＱ
槡３Ａｍ２

（５．８３）

而ａ２ 对应着束流的发射度，因此用发射度ε表示的三阶共振带宽为：

２δＱ＝ ３槡εＡｍ２

４π ＝
３槡ε
４π∫

Ｃ

０
ｄｌ′β（ｌ′）

３／２ｂ２（ｌ′）
Ｂｓρ

ｃｏｓ［３Ψ（ｌ′）］ （５．８４）

如果Ｂｍ２≠０，上式应为：

２δＱ＝ ３槡ε Ａ２ｍ２＋Ｂ２ｍ槡 ２

４π
（５．８５）

　　可以通过调整六极磁铁在加速器上的分布来改变Ａｍ２，Ｂｍ２的值，从而控制
共振带宽和稳定运动相空间的大小。典型的应用是共振引出：通过逐渐增加引
起共振的非线性场的强度，使稳定运动的相空间逐渐趋于０，不稳定的粒子将沿
着分界线被引出。

５．６　动力学孔径

在储存环中的束流本身总会存在横向振荡，其振荡幅度不能超出真空室的
横向尺寸，否则就会造成粒子丢失。这个真空室尺寸的限制称为物理孔径。在
加速器的偏转和聚焦磁铁中，必然存在各种非线性场，这些场在束流振幅比较小
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时，对束流运动不会产生重要影响。但是，当束流振幅比较大时，这些非线性场
就会起重要作用，使振荡幅度继续扩大，最终导致运动不稳定而丢失。因此，束
流振荡幅度存在一个阈值，如果超过这个数值，在非线性场的作用下，粒子就会
丢失。这个振幅阈值称为动力学孔径。如果动力学孔径比物理孔径大，那么这
些非线性场的存在不会影响束流的运动。如果动力学孔径比物理孔径小，就必
须设法降低某些非线性场，使动力学孔径大于或等于物理孔径。六极磁铁是一
种非线性场很强的元件。在第三代同步辐射光源中，由于引入大量的六极磁铁，
对动力学孔径造成严重负面影响。此外，为提高光源性能而引入的插入元件破
坏了聚焦结构的对称性，加上磁铁的加工和安装误差等，这些因素都会使动力学
孔径减小。
动力学孔径主要根据束流模拟程序计算，将六极磁场及其他可能的非线性

场输入到模拟程序中去，经过若干圈（通常选择一个阻尼时间的圈数），通过观察
粒子运动是否稳定来确定动力学孔径。图５５给出了利用Ｓｉｘｔｒａｃｋ程序［４］对一
台能量为１．６ＧｅＶ的同步辐射光源的动力学孔径的计算结果。

图５．５　动力学孔径（Ｎｘ，Ｎｚ 分别表示ｘ，ｚ方向上的归一化动力学孔径；

ｄｐ／ｐ表示动量偏差）
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习题与思考题

１．利用式（３．７０）和（５．１２），证明式（５．１３）。

２．推导式（５．２７）。

３．自然色品为什么一般总是负值？ｘ与ｚ方向的自然色品是否相等？为
什么？

４．推导出运动方程（５．４６），并解释该方程的意义。

５．某加速器的Ｑｙ＝９５８８，距离工作点最近的共振为几阶？如果该加速器
的超周期为２，那么，磁铁元件的系统误差能引起最近的共振吗？

６．利用式（５．６７）和（５．６９）推导出式（５．７０）。

７．根据相空间轨迹方程（５．８１），如果Ｂｍ２＝０，并且在＝π／４处观察，取

ｍ＝１，δＱ＝０００１，Ａｍ２＝０００４，画出相空间几条典型粒子的运动轨迹。
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章
用哈密顿法研究粒子的运动

６．１　拉格朗日与哈密顿表示式

前面已经用二阶微分方程研究了粒子运动的各种问题，有人会提出这样的
问题：为什么还要引入哈密顿表示法？或者认为用哈密顿表示法研究粒子运动
是走弯路，没有必要。其实，这是一种误解。这里介绍哈密顿表示法的原因是，
哈密顿量是一种“能量”的函数形式，而能量是物理学家和工程师们十分熟悉的。
哈密顿方法对粒子的运动提供了十分清晰的物理图像，哈密顿法已经成功地应
用于经典力学的一些简单问题，对于更复杂的系统或在运动变量更具有抽象意
义时，哈密顿量的表示方法也是重要的。哈密顿表示法还可以使坐标转换十分
方便，通过寻找新的运动变量，就可以降低自由度的维数。哈密顿表示法还可以
使非线性运动简化。
本章将扼要地介绍一下哈密顿表示法及其在加速器理论中的应用，更多的

应用方面的问题，读者可在专门的文献［１３］中查阅。

６．１．１　拉格朗日与哈密顿表示式

任何一个运动系统的动力学行为总可以用一组广义坐标ｑｋ 和其对时间的
导数ｑｋ 来表示。对于这样一个运动系统，可以写出粒子的拉格朗日函
数Ｌ（ｑｋ，ｑｋ，ｔ）。
对于非相对论系统，粒子的拉格朗日函数为：

Ｌ（ｑｋ，ｑｋ，ｔ）＝Ｔ－Ｕ （６．１）
其中Ｔ与Ｕ 分别表示该运动系统的动能与位能。Ｔ与Ｕ 都是ｑｋ 与ｑｋ 的函数。
对于相对论系统，当存在磁场时，粒子的拉格朗日函数为：

Ｌ＝－ｍ０ｃ（ｃ２－瓫·瓫）１／２－ｅΦ＋ｅＡ·瓫 （６．２）
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其中瓫为粒子的速度，Ａ为矢量势，Φ为标量势。为了紧凑起见，方程（６．２）写成
矢量形式，实际上瓫含有ｑｋ 的诸分量，Φ与Ａ 是ｑｋ 和ｔ的函数。这个拉格朗日
函数不等于动能与位能之差。
对于保守力系统，拉格朗日函数满足以下方程：

ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｑ（ ）

ｋ
－Ｌｑｋ ＝

０　（ｋ＝１，２，３，…） （６．３）

实际上方程（６．３）是由ｋ个二阶微分方程组成的。
同样，任何一个运动系统的动力学行为也可以用一组广义坐标与广义动量

来描写，即哈密顿函数。哈密顿函数与拉格朗日函数之间有如下关系［１，２］：

Ｈ（ｑ，ｐ，ｔ）＝∑
ｋ
ｐｋｑｋ－Ｌ（ｑ，ｑ，ｔ） （６．４）

　　对于非相对论粒子，哈密顿函数为：

Ｈ（ｑ，ｐ，ｔ）＝Ｔ＋Ｕ （６．５）

　　对于相对论粒子，在笛卡儿坐标系中，广义坐标为ｘ，ｙ，ｚ，广义动量ｐｋ 为：

ｐｋ ＝ｍ０γｖｋ＋ｅＡｋ （６．６）

式（６６）与力学中不同的是增加了ｅＡｋ 项，有时称ｅＡｋ 为电磁动量，这时哈密顿
量为：

Ｈ（ｑ，ｐ，ｔ）＝ｃ［（ｐ－ｅＡ）２＋ｍ２０ｃ２］１／２＋ｅΦ （６．７）

　　由电动力学不难证明，哈密顿函数具有如下性质：

ｑｋ ＝Ｈｐｋ
（６．８）

ｐｋ ＝－Ｈｑｋ
（６．９）

ｄＨ
ｄｔ ＝

Ｈ
ｔ

（６．１０）

　　如果哈密顿函数Ｈ 中不含时间的显函数，那么在运动中，Ｈ 将保持恒定。

６．１．２　正则变换

由一个坐标系（ｑｋ，ｐｋ）转换为另一个坐标系（Ｑｋ，Ｐｋ），哈密顿方程的形式保
持不变，这种转换称为正则变换，正则变换的必要与充分条件是：

－∑
ｋ
ＰｋｄＱｋ＋Ｈ１（Ｑｋ，Ｐｋ，ｔ）ｄ［ ］ｔ＋ ∑

ｋ
ｐｋｄｑｋ－Ｈ（ｑｋ，ｐｋ，ｔ）ｄ［ ］ｔ ＝ｄＧ

（６．１１）

其中Ｈ１ 为坐标变换后的哈密顿量，Ｇ为母函数，ｄＧ为母函数的全微分。而Ｑｋ
与Ｐｋ 则是ｑｋ，ｐｋ 与ｔ的函数，即
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Ｑｋ ＝Ｑｋ（ｑ１，ｑ２，…，ｐ１，ｐ２，…，ｔ） （６．１２）

Ｐｋ ＝Ｐｋ（ｑ１，ｑ２，…，ｐ１，ｐ２，…，ｔ） （６．１３）

　　母函数Ｇ可能有４种形式：

Ｇ１（ｑ，Ｑ，ｔ）：ｐｋ ＝Ｇｑｋ
；Ｐｋ ＝－ＧＱｋ

（６．１４）

Ｇ２（ｑ，Ｐ，ｔ）：ｐｋ ＝Ｇｑｋ
；Ｑｋ ＝ ＧＰｋ

（６．１５）

Ｇ３（ｐ，Ｑ，ｔ）：ｑｋ ＝－Ｇｐｋ
；Ｐｋ ＝－ＧＱｋ

（６．１６）

Ｇ４（ｐ，Ｐ，ｔ）：ｑｋ ＝－Ｇｐｋ
；Ｑｋ ＝ ＧＰｋ

（６．１７）

　　对于以上４种形式中的任何一种母函数，新老两种坐标系的哈密顿量都满
足以下关系：

Ｈ１（Ｑｋ，Ｐｋ，ｔ）＝Ｈ（ｑｋ，ｐｋ，ｔ）＋Ｇｔ
（６．１８）

６．２　线 性 运 动

６．２．１　线性振荡

　　如果有一个谐振子，其运动能量可以用下式表示：

动能 ＝Ｔ＝ １２ｍ
ｑ２

位能 ＝Ｕ ＝ ｋ２ｑ
２　（ｋ为弹性常数

烍

烌

烎
）

（６．１９）

这时，拉格朗日函数可以写为：

Ｌ（ｑ，ｑ）＝Ｔ－Ｕ ＝ １２ｍ
ｑ２－ｋ２ｑ

２ （６．２０）

又因为 ｐ＝ｍｑ
故哈密顿量可写为：

Ｈ ＝Ｔ＋Ｕ ＝ｐ
２

２ｍ＋
ｋ
２ｑ

２ （６．２１）

哈密顿方程为：

ｑ＝Ｈｐ ＝
ｐ
ｍ

ｐ＝－Ｈｑ ＝－
ｋ
烍

烌

烎ｑ
（６．２２）
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上式又可用一个二阶微分方程表示：

ｑ̈＝－ｋｍｑ

或

ｑ̈＋ω２ｑ＝０ （６．２３）

其中

ω２ ＝ｋｍ

　　现在通过正则变换用另一个坐标系描写谐振子的运动，首先确定一个母函

数Ｇ为：

Ｇ（ｑ，Ｑ）＝ 槡ｋｍ２ ｑ２ｃｏｔＱ （６．２４）

利用方程（６．１４）得到：

ｐ＝Ｇｑ＝ 槡ｋｍｑｃｏｔＱ
（６．２５）

Ｐ＝－ＧＱ＝
槡ｋｍ
２ ｑ

２ｃｓｃ２Ｑ （６．２６）

　　新的哈密顿量Ｈ１（Ｑ，Ｐ）为：

Ｈ１（Ｑ，Ｐ）＝Ｈ（ｑ，ｐ）＋Ｇｔ
（６．２７）

因Ｇ不是ｔ的显函数，故有：

Ｇ
ｔ＝

０ （６．２８）

所以得到：

Ｈ１（Ｑ，Ｐ）＝Ｈ（ｑ，ｐ） （６．２９）

再把方程（６．２５）和（６．２６）代入式（６．２１），则得到Ｈ１（Ｑ，Ｐ）为：

Ｈ１（Ｑ，Ｐ）＝Ｐ槡ｋｍｃｏｓ２Ｑ＋Ｐ槡ｋｍｓｉｎ２Ｑ＝Ｐω （６．３０）

变换后的哈密顿方程为：

Ｐ
·
＝－Ｈ１Ｑ ＝０ （６．３１）

Ｑ
·
＝Ｈ１Ｐ ＝ω （６．３２）

由上式解出Ｐ和Ｑ 为：

Ｐ＝常数 （６．３３）
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Ｑ＝ωｔ＋φ （６．３４）

这样就使问题大大简化了。由方程（６．２６）可以求出：

ｑ＝ ２Ｐ
ｍ槡ωｓｉｎ（ωｔ＋φ） （６．３５）

这种正则变换对解决非线性问题很有用。

６．２．２　单摆

对于如图６１所示的单摆运动，其动能和位能分别为：

动能 　Ｔ＝ｍｖ
２

２ ＝ｍｌ
２θ
·２

２
位能 　Ｕ ＝ｍｇｌ（１－ｃｏｓθ

烍
烌

烎）
（６．３６）

图６．１　单摆运动

　　对应的拉格朗日函数为：

Ｌ（θ，θ
·
）＝Ｔ－Ｕ ＝ｍｌ

２θ
·２

２ －ｍｇｌ（１－ｃｏｓθ）

（６．３７）

　　广义动量为：

ｐ＝Ｌ
θ
·＝ｍｌ２θ

·
（６．３８）

故有： θ
·

＝ ｐ
ｍｌ２

（６．３９）

　　哈密顿量为：

Ｈ（θ，ｐ）＝Ｔ＋Ｕ ＝ ｐ２
２ｍｌ２＋ｍｇｌ

（１－ｃｏｓθ）

（６．４０）

由哈密顿方程求得：

ｐ＝－Ｈθ ＝－
ｍｇｌｓｉｎθ （６．４１）

θ
¨
＝ １
ｍｌ２
ｐ＝－ｇｌｓｉｎθ

（６．４２）

或有：

θ
¨
＋ω２ｓｉｎθ＝０ （６．４３）

ω＝ ｇ槡ｌ （６．４４）
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６．３　用哈密顿法研究非线性运动

６．３．１　曲线坐标系中的哈密顿方程

　　如果粒子运动的理想轨道为ｒｓ（ｌ），ｘ为法线方向的微量偏移，ｙ为垂直于理

想轨道的微量偏移，则粒子轨道的任意位置都可以表示为［３］：

ｒ（ｘ，ｙ，ｌ）＝ｒｓ（ｌ）＋ｎ（ｌ）ｘ＋ｂ（ｌ）ｙ （６．４５）
其中ｒｓ，ｎ，ｂ都是ｌ的函数，如图６．２所示。

图６．２　粒子的位置坐标

各矢量单位之间的关系为：

ｄｒｓ
ｄｌ ＝ｔ

（６．４６）

ｄｔ
ｄｌ＝

１
ρ
ｎ （６．４７）

ｄｎ
ｄｌ＝－

１
ρ
ｔ （６．４８）

ｄｂ
ｄｌ＝０

（６．４９）

其中ｔ，ｎ，ｂ分别表示切线、法线和轴线方向
的单位矢量。

现在假定母函数为如下形式：

Ｇ（ｒ，ｐ）＝ｐ·ｒ＝ｐ·［ｒｓ（ｌ）＋ｎ（ｌ）ｘ＋ｂ（ｌ）ｙ］ （６．５０）

于是得到：

ｐｋ ＝Ｇｒｋ
＝Ｐｋ （６．５１）

Ｑｋ ＝ ＧＰｋ ＝
ｒｋ （６．５２）

因为Ｇ
ｔ＝０

，故哈密顿量不变。

由方程（６．５１）可以求得ｐｋ 的各个分量为：

ｐｌ ＝Ｇｌ＝ｐ
· ｄｒｓ
ｄｌ＋ｘ

ｄｎ
ｄｌ＋ｙ

ｄｂ
ｄ（ ）ｌ ＝ｐ· １－１

ρ（ ）ｘｔ （６．５３）

ｐｘ ＝Ｇｘ＝ｐ
·ｒ
ｘ＝ｐ

·ｎ （６．５４）

ｐｙ ＝Ｇｙ＝ｐ
·ｒ
ｙ＝ｐ

·ｂ （６．５５）
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　　同理可以得到矢量势Ａ的变换，即设

Ｇ＝Ａ·ｒ （６．５６）

则有：

Ａｘ ＝Ａ·ｎ （６．５７）

Ａｙ ＝Ａ·ｂ （６．５８）

Ａｌ ＝Ａ·ｔ１－ｘ（ ）ρ （６．５９）

这里要指出，通常ｐｌ与Ａｌ并不表示粒子在理想轨道ｒｓ（ｌ）上的切线分量。

于是，可以用ｐ与Ａ 描写哈密顿函数，即

Ｈ（ｑｋ，ｐｋ，ｔ）＝ｃ （ｐｘ－ｅＡｘ）２＋（ｐｙ－ｅＡｙ）２＋ ｐｌ－ｅＡｌ
１－ｘ／（ ）ρ

２

＋ｍ２０ｃ［ ］２ １／２

（６．６０）

其中Ａ是时间与地点的函数，Φ＝０。
在环形加速器中，用弧长ｌ做独立变量代替时间变量ｔ更为方便，哈密顿原

理本来的表示式［４］为：

δ∫
ｔ２

ｔ１
Ｌｄｔ＝δ∫

ｔ２

ｔ１
∑
ｋ
ｐｋｑｋ－Ｈ（ｑｋ，ｐｋ，ｔ［ ］）ｄｔ＝０ （６．６１）

现在可以改写为：

δ∫
ｌ２

ｌ１
ｐｋｄｘｄｌ＋ｐｙ

ｄｙ
ｄｌ－Ｈ

ｄｔ
ｄｌ＋ｐ（ ）ｌ ｄｌ＝０ （６．６２）

　　假定新的哈密顿函数为：

－ｐｌ（ｘ，ｙ，ｔ，ｐｘ，ｐｙ，－Ｈ，ｌ）＝Ｆ （６．６３）

其中（ｔ，－Ｈ）是一组新的正交共轭变量。
由方程（６．６０）可以求得：

－ｐｌ ＝－ｅＡｌ－ １－ｘ（ ）ρ １
ｃ２
（Ｈ２－ｍ２０ｃ４）－（ｐｘ－ｅＡｘ）２－（ｐｙ－ｅＡｙ）［ ］２

１
２

（６．６４）

其中１
ｃ２
（Ｈ２－ｍ２０ｃ４）＝１ｃ２

（ｍ２ｃ４－ｍ２０ｃ４）＝ｍ２０ｃ２（γ２－１）。

哈密顿方程变为：

ｘ′＝ Ｆｐｘ
，ｙ′＝ Ｆｐｙ

，ｔ′＝－ＦＨ

ｐ′ｘ ＝－Ｆｘ
，ｐ′ｙ ＝－Ｆｙ

，Ｈ′＝Ｆ

烍

烌

烎ｔ

（６．６５）

以上各式中，ｑｋ＝ｘ，ｙ，ｔ；ｐｋ＝ｐｘ，ｐｙ，－Ｈ。
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６．３．２　１３
倍数共振

借助哈密顿法可以对非线性共振进行定量和精确的计算，现以１
３
倍数共振

为例进行讨论。
前面已经得到了相对论带电粒子的哈密顿量方程（６．６４），经过简化该方程

又可写为：

Ｈ（ｘ，ｙ，ｌ）＝－ｅＡｌ－ １－ｘ（ ）ρ ｍ０ｃ２（γ２－１）－（ｐｘ－ｅＡｘ）２－（ｐｙ－ｅＡｙ）［ ］２
１
２

如果略去磁铁端部效应和曲率，则哈密顿量可化简为：

Ｈ ＝－ｅＡｌ－（ｐ２ｓ－ｐ２ｘ－ｐ２ｙ）
１
２ （６．６６）

　　如果仅研究ｘ方向的运动，并假定ｐｘｐｓ，则有：

Ｈ ＝－ｅＡｌ－ｐｓ １－ｐ
２
ｘ

ｐ（ ）２
ｓ

１
２

≈－ｅＡｌ－ｐｓ＋ｐ
２
ｘ

２ｐｓ
（６．６７）

又考虑到 Ａｌ ＝－∫Ｂｙｄｘ＝－∑ｎ
Ｂ（ｎ－１）

ｎ！ｘ
ｎ （６．６８）

其中Ｂ（ｎ－１）表示磁场的ｎ－１阶导数，则有：

Ｈ ＝－ｐｓ＋∑
ｎ

ｅＢ（ｎ－１）

ｎ！ｘ
ｎ＋ｐ

２
ｘ

２ｐｓ
（６．６９）

取新的哈密顿量Ｈ１，令

Ｈ１ ＝Ｈ＋ｐｓｐｓ
（６．７０）

则有：

Ｈ１（ｘ，ｐｘ，ｌ）＝ １Ｂρ∑ｎ
Ｂ（ｎ－１）

ｎ！ｘ
ｎ＋ｐ

２
ｘ

２ｐ２ｓ
（６．７１）

上式等号右边第一项是多极场的贡献，当只考虑多极场中四极与六极子的贡献
时，Ｈ１ 变为：

Ｈ１（ｘ，ｐｘ，ｌ）＝ ｐ
２
ｘ

２ｐ２ｓ
＋Ｂ′

（ｌ）
２（Ｂρ）

ｘ２＋Ｂ″
（ｌ）

６（Ｂρ）
ｘ３ （６．７２）

　　但是，由这个哈密顿函数所写出的哈密顿方程并没有明显的解，所以，现在
要进行一系列的正则变换。令

ｖ＝ ２
槡β

ξ＝∫ｄｌＱβ
ｐｖ ＝ｄｖｄ

烍

烌

烎ξ

（６．７３）



　第６章　用哈密顿法研究粒子的运动　 １０９　　

经过变换，得到新的哈密顿量，即

Ｈ２（ｖ，ｐｖ，ξ）＝
ｐ２ｖ
２＋

Ｑ２ｖ２
２ ＋Ｑ２β

５／２ Ｂ″
３！（Ｂρ）

ｖ３ （６．７４）

　　由式（６．７４）可以看出，β对共振的影响程度取决于六极场的位置是否靠近β
的最大值，当采用校正多极磁铁时，希望分别将其位置放在βｘ 和βｙ 最大的地
方，这样可以独立地控制不同的共振线。
第二个转换的目的是把ｐｖ 转换为一个无畸变运动不变量Ｊ及其共轭值，以

及一个相角δ。
取下列母函数：

Ｆ１（ｐｖ，δ，ξ）＝
ｐ２ｖ
２Ｑｃｏｔδ

（６．７５）

于是有：

ｖ＝－Ｆ３ｐｖ ＝－
ｐｖ
Ｑｃｏｔδ

（６．７６）

Ｊ＝－Ｆ３δ ＝
ｐ２ｖ
２Ｑｃｓｃ

２δ （６．７７）

或写为：

ｖ＝－ ２Ｊ槡Ｑｃｏｓδ （６．７８）

ｐｖ ＝ ２槡ＱＪｓｉｎδ （６．７９）
因此，哈密顿函数变为：

Ｈ３（δ，Ｊ，ξ）＝ＱＪ－２Ｊ ２槡ＱＪβ５
／２ Ｂ″
３！（Ｂρ）

ｃｏｓ３δ （６．８０）

于是，无扰动情况下的哈密顿量变为一个常数项ＱＪ，这时δ与ξ具有如下简单
关系：

δ＝Ｑξ （６．８１）

　　现在用ξ的傅里叶级数代替方程（６．８０）中的最后一项，级数的系数为：

Ａｎ ＝ １
π（βρ）∫

２π

０
（Ｑ／２）１／２β

５／２（ξ）
Ｂ″（ξ）
３！ｃｏｓｎξｄξ

（６．８２）

　　当ｎ＝３Ｑ时，上述积分是驱动该共振的主要成分，于是Ｈ３ 变为：

Ｈ３ ＝ＱＪ－Ａｎｃｏｓｎξ（ｃｏｓ３δ＋３ｃｏｓδ）Ｊ
３／２

＝ＱＪ－Ｊ
３／２Ａｎ
２ ｃｏｓ（ｎξ＋３δ）－

Ｊ３／２Ａｎ
２ ｃｏｓ（ｎξ－３δ）－

３Ｊ３／２Ａｎ
２ ｃｏｓ（ｎξ＋δ）－

３Ｊ３／２Ａｎ
２ ｃｏｓ（ｎξ－δ） （６．８３）

　　考虑到δ＝Ｑξ的关系，上式中只有一项在ｎ≈３Ｑ情况下是慢变化的，略去
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快变化项后，哈密顿量Ｈ３ 简化为：

Ｈ３ ＝ＱＪ－Ｊ
３／２Ａｎ
２ ｃｏｓ（ｎξ－３δ） （６．８４）

再做一次正则变换，设新的母函数为：

Ｆ２（δ，Ｊ，ξ）＝Ｊ δ－
ｎξ（ ）３ （６．８５）

则有：

α＝Ｆ２
Ｊ ＝δ－

ｎξ
３

（６．８６）

Ｊ＝Ｆ２δ ＝
Ｊ （６．８７）

最后，哈密顿函数变为：

Ｈ４ ＝Ｊ Ｑ－ｎ（ ）３ －Ｊ
３／２Ａｎ
２ ｃｏｓ３α （６．８８）

这个哈密顿函数的运动方程是可解的，这组运动方程为：

α＝ Ｑ－ｎ（ ）３ －３４Ｊ
１／２Ａｎｃｏｓ３α （６．８９）

Ｊ
·
＝－３２Ｊ

３／２Ａｎｓｉｎ３α （６．９０）

　　当３α＝±ｋπ时，有：

Ｊ
·
＝０

α＝
烍
烌

烎０
（６．９１）

这相当于运动的静止点。

由α＝０立即可以求得共振线的宽度：

Ｑ－ｎ３ ＝
３
４ＡｎＪ

１／２ （６．９２）

　　当知道轨道磁场的排列和缺陷时，通过计算，将不难求出Ａｎ 的数值和共振
线宽度的大小。

上面这种变换，可以用于任何共振问题的研究［５］。

参考文献
［１］　周衍柏．理论力学教程．北京：人民教育出版社，１９７９
［２］　ＧｏｌｄｓｔｅｉｎＨ．ＣｌａｓｓｉｃａｌＭｅｃｈａｎｉｃｓ，１９５０
［３］　ＭｏｎｔａｇｕｅＢＷ．ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆＡｃｃｅｌｅｒａｔｏｒＳｃｈｏｏｌ，ＣＥＲＮ，７７１３，１９７７
［４］　ＳｃｈｎｉｚｅｒＢ．ＣＥＲＮ７０７，１９７０
［５］　ＨｅｌｍｕｔＷｉｅｄｅｍａｎｎ．ＰａｒｔｉｃｌｅＡｃｃｅｌｅｒａｔｏｒＰｈｙｓｉｃｓＩＩ．ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，１９９９
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习题与思考题

１．证明在相对论条件下的带电粒子，在忽略磁铁端部效应和曲率的二极场
中，ｘ方向运动的哈密顿量为：

Ｈ１ ＝ｐ
２
ｘ

２＋
１
Ｂρ∑

Ｂ（ｎ－１）

ｎ！ｘ
ｎ

　　２．导出上题的ｙ方向运动的哈密顿量。

３．举例计算ｎ３
共振线宽度，并与第５章中的方法作一比较。

４．用哈密顿表示法写出四极透镜中粒子的运动方程，并假定磁场中只含横
向分量，即Ａｘ＝Ａｙ＝０。
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7
章
同步辐射及其平均损失对粒子

运动的影响

　　早在１９世纪末，Ｌｉｅｎａｒｄ，Ｓｃｈｏｔｔ等人就指出过，电子在环形轨道上的运动
将是一种强的辐射源。１９４４年，Ｉｗａｎｅｎｋｏ等人又预言：这种电磁辐射将要限制
电子感应加速器中电子的最大能量。１９４６年，Ｂｌｅｗｅｔｔ在１００ＭｅＶ电子感应加
速器中首次验证了Ｉｗａｎｅｎｋｏ等人的预言，在实验中测量到由于这种电磁辐射
而引起电子轨道的收缩。１９４７年，Ｆ．Ｈａｂｅｒ第一次在一台７０ＭｅＶ的同步加速
器中观察到这种电磁辐射，因而人们把这种电磁辐射称为“同步辐射”。实际上，
不仅是在环形轨道上运动的电子能产生同步辐射，任何作加速运动的粒子都会
产生电磁辐射。不过，只有电子或正电子，才容易产生功率很强的电磁辐射。
在设计高能加速器或电子储存环时，考虑同步辐射损失极端重要。第一，同

步辐射将引起粒子振荡的阻尼，利用这种特性可以有效地改善束流品质并提高
注入流强；第二，在设计高频供电系统时，要考虑对同步辐射损失的补偿；第三，
在真空系统设计中必须考虑到由于同步辐射在真空盒壁上引起的放气效应和散

热问题；第四，当电子的能量很高时，其所产生的同步辐射中包含有很强的硬Ｘ
射线，它将穿透真空室的墙壁，对加速器的敏感元件、电子设备、电缆和线圈等起
破坏作用，因此必须加以屏蔽。本章先介绍同步辐射的基本特性，重点是讨论平
均辐射损失对粒子运动的影响，然后对插入件扭摆磁铁（ｗｉｇｇｌｅｒ）和波荡器
（ｕｎｄｕｌａｔｏｒ）的性能也做一简要介绍。

７．１　同 步 辐 射

７．１．１　同步辐射的平均能量损失

　　由电动力学可知，当单个电子沿曲率半径为ρ的轨道运动时，其瞬时辐射功
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率为［１］：

Ｐγ ＝ ２３
·ｅ

２ｃ
ρ
２β

４γ４ （７．１）

这里要特别指出，式（７．１）所用的是静电单位制。为了使本书统一于国际单位
制，可将式（７．１）变换为如下形式：

Ｐγ＝５９９１７×１０９ｅ
２ｃ
ρ
２β

４γ４ （７．２）

式中Ｐγ 的单位为 Ｗ。
但是，有些文献常常以ＧｅＶ／ｓ为功率的单位。当电子的速度接近光速时，

设β＝１，式（７．２）又可表示为：

Ｐγ ＝
ｃＣγ
２π
·Ｅ

４

ρ
２ （７．３）

其中

Ｃγ ＝８８４６０×１０－５ｍ／（ＧｅＶ）３

　　当轨道上同时有ｎｅ个电子运动时，其瞬时辐射功率为：

Ｐγ ＝
ｎｅｃＣγ
２π

·Ｅ
４

ρ
２ （７．４）

如果以ρ＝Ｅ／（ｅｃＢ）代入式（７．２），并设β＝１，又可得到：

Ｐγ ＝５９９１７×１０９ｅ
４ｃ３
Ｅ４０
Ｂ２Ｅ２ （７．５）

式中Ｅ０ 为电子的静止能量；Ｂ 为磁感应强度。若Ｐγ 以 ＧｅＶ／ｓ为单位，Ｅ 以

ＧｅＶ为单位，则式（７．５）又可表示为：

Ｐγ ＝Ｃ０Ｂ２Ｅ２ （７．６）

其中　Ｃ０＝３７９３４×１０２Ｔ－２（ＧｅＶ）－１ｓ－１。所以，电子的瞬时辐射功率与电子的
能量以及电子所在位置的磁感应强度的积的平方成正比。

在平衡轨道上运动的电子，能量为Ｅｓ，轨道曲率半径ρｓ＝１／Ｇｓ（ｌ），每转１
圈所辐射的能量可由式（７．３）求得：

Ｕｓ＝∫
Ｔｓ

０
Ｐγｄｔ＝

ＣγＥ４ｓ
２π∮Ｇ２ｓ（ｌ）ｄｌｓ （７．７）

式中Ｔｓ为电子的旋转周期，积分沿平衡轨道一周。设Ｇ２ｓ 的平均值用〈Ｇ２〉ｓ 表
示，则有：

〈Ｇ２〉ｓ＝ １Ｃｓ∮Ｇ２ｓ（ｌ）ｄｌｓ （７．８）

其中Ｃｓ为平衡轨道周长。将式（７．８）代入式（７．７），则有：

Ｕｓ＝ＣγＥ４ｓＲ〈Ｇ２〉ｓ （７．９）
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其中Ｒ为电子的平均轨道半径。
对于硬边界磁场，即在轨道的弯曲部分，Ｇｓ（ｌ）为一常数，即Ｇｓ（ｌ）＝Ｇｓ＝

１／ρｓ，而在轨道的其他部分Ｇｓ（ｌ）＝０，这时就有：

〈Ｇ２〉ｓ＝ＧｓＲ ＝
１
Ｒρｓ

（７．１０）

Ｕｓ＝ＣγＥ
４
ｓ

ρｓ
（７．１１）

　　对于一定的曲率半径，电子每圈辐射的能量与电子能量的４次方成正比。
一个能量为０．８ＧｅＶ 的电子，在１．２Ｔ 的磁场中运动，每圈辐射的能量为

１６．３ｋｅＶ。
对于一般磁场，电子的平均辐射功率为：

〈Ｐγ〉ｓ＝
Ｕｓ
Ｔｓ ＝

ｃＣγ
２π
Ｅ４ｓ〈Ｇ２〉ｓ （７．１２）

　　对于硬边界磁场，电子平均辐射功率为：

〈Ｐγ〉ｓ＝
ｃＣγ
２π
·Ｅ

４
ｓＧｓ
Ｒ ＝ｃＣγＥ

４
ｓ

Ｃｓρｓ
（７．１３）

７．１．２　同步辐射光的性质

在讨论同步辐射损失对粒子运动的影响之前，首先对同步辐射光的性质作
一介绍。这对于从事加速器理论研究，特别是从事同步辐射光源设计尤为重要。
许多加速器参数的选择都要考虑到其对辐射光性能的影响。
同步辐射的特性有６个方面：
（１）方向性
当带电粒子受到加速作用时，将会发出电磁辐射。在储存环中，电子受到向

心加速作用，也会发出电磁辐射，即同步辐射光。非相对论电子的辐射没有明显
的方向性，如图７．１（ａ）所示；随着电子能量的增加，辐射逐渐集中到沿束流运动

切线方向的一个窄的张角内，这个半张角的大小为１
γ
，如图７．１（ｂ）所示。

１
γ ＝

Ｅ０
Ｅ

（７．１４）

其中Ｅ０ 为粒子的静止能量。当电子能量为１ＧｅＶ时，由上式求得辐射张角为

０．５１×１０－３ｒａｄ。
（２）连续光谱和临界波长
单一能量的电子产生的同步辐射光是连续光谱，如图７．２所示。其中，对应

同步辐射总功率１／２的地方称为这个连续光谱的特征波长。
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图７．１　电子的同步辐射
（ａ）非相对论电子的同步辐射；（ｂ）相对论电子的同步辐射

图７．２　同步辐射光谱的特性（图上纵坐标中的ＢＷ 表示带宽）

电子能量愈高，光谱中含的高能光子愈多；电子能量愈低，光谱中含的高能
光子愈少。连续光谱的特征波长（单位：ｎｍ）由下式决定：

λｃ＝１８６Ｅ２Ｂ
（７．１５）

其中Ｅ为电子能量，ＧｅＶ；Ｂ为磁场强度，Ｔ。也可以用光谱的临界能量εｃ（单
位：ｋｅＶ）表示光谱的特性，即

εｃ＝０６６５Ｅ２Ｂ （７．１６）

　　（３）高辐射功率
对于硬边界的二极铁，每圈电子辐射的能量（括号内为单位，下同）为：



１１６　　 　加速器理论　

Ｕｓ（ｋｅＶ）＝８８５×Ｅ
４
ｓ（ＧｅＶ）
ρｓ（ｍ）

（７．１７）

　　储存环由Ｂ铁产生的同步辐射总功率为：

Ｐγ（ｋＷ）＝２６５Ｅ３（ＧｅＶ）Ｉ（Ａ）Ｂ（Ｔ） （７．１８）

　　（４）极化
由偏转磁铁产生的辐射在轨道平面上呈线性极化，在轨道平面以外为椭圆

极化；在波荡器和扭摆磁铁中，辐射是线性极化。对螺旋磁场的插入件，辐射为
椭圆极化。

（５）高的光谱通量
根据电动力学的理论，相对论电子在磁场中产生的同步辐射是一个连续谱，

单位立体角中光子通量是电子能量（γ）、光子能量或波长（λ）及垂直角分布（Ψ）
的函数，即

ｄＩｐｈ
ｄΩ ＝３γ

２α
４π２

·Ｉ
ｅ
·Δω
ω
ω
ω（ ）ｃ

２
（１＋γ２Ψ２）２［Ｋ２２／３（ξ）＋

γ２Ψ２
１＋γ２Ψ２

Ｋ２１／３（ξ）］

（７．１９）

其中Ｉｐｈ为光子通量，光子数／ｓ；

α＝１／１３７．０４，为常数；

ｅ＝１．６×１０－１９Ｃ；

Ｉ为电流，Ａ；

Ｋｍ／ｎ为ｍ／ｎ阶修正贝塞尔函数；

ξ＝（１＋γ
２Ψ２）３／２ω２ωｃ

。

在Ψ＝０方向上，单位立体角中的光通量为：

ｄ２Ｉｐｈ
ｄθｄΨ ＝

１３２５×１０１６Ｅ２Ｉλｃ（ ）λ
２

Ｋ２２／３ λｃ２（ ）［ ］λ
（Δω／ω） （７．２０）

其单位为光子数／［ｓ（１０－３ｒａｄ）２］电子能量Ｅ的单位为ＧｅＶ；电流Ｉ的单位为Ａ；

Ｉｐｈ表示光子通量；Ｋ２／３（ｘ）为２／３阶修正贝塞尔函数。
如果沿垂直方向积分，则可以得到单位水平方向夹角内光子的光谱通量为：

ｄＩｐｈ
ｄθ ＝２４５７×１０１６ＩＥ（Δω／ω）λｃλ∫

∞

λｃ／λ
Ｋ５／３（ｘ）ｄｘ （７．２１）

其单位是光子数／［ｓ（１０－３ｒａｄ）］；Ｋ５／３（ｘ）为５／３阶修正贝塞尔函数。

令Ｇ（ｘ１）＝∫
∞

λｃ／λ
Ｋ５／３（ｘ）ｄｘ，ｘ１ ＝λｃ／λ，由表７．１［７］可以得到不同波长下的

Ｇ（ｘ１）值。
由式（７．２１）可以计算出不同波长的光子通量。例如，某储存环的电子能量
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Ｅ＝４．５ＧｅＶ，流强Ｉ＝０．１Ａ，当光子能量等于临界能量，即 Ｅ＝Ｅｃ 时，由
式（７．２１）及表７．１可以求出其单位水平角内谱宽度为０．１％的光子通量为

７．２×１０１２光子数／［ｓ（１０－３ｒａｄ）］。

表７．１　计算同步辐射光通量的函数表

ｘ１ Ｇ（ｘ１） ｘ１ Ｇ（ｘ１）

０．００１ ２１３．６ １．００ ０．６５１４

０．００２ １３３．６ １．２５ ０．４３５９

０．００４ ８３．４９ １．５０ ０．３００４

０．００６ ６３．２９ １．７５ ０．２１１３

０．００８ ５１．９２ ２．００ ０．１５０８

０．０１０ ４４．５０ ２．２５ ０．１０８９

０．０２０ ２７．３６ ２．５０ ７．９２６×１０－２

０．０３０ ２０．４５ ２．７５ ５．８１１×１０－２

０．０４０ １６．５７ ３．００ ４．２８６×１０－２

０．０６０ １２．２２ ３．２５ ３．１７５×１０－２

０．０８０ ９．７７７ ３．５０ ２．３６２×１０－２

０．１００ ８．１８２ ３．７５ １．７６４×１０－２

０．１５０ ５．８３２ ４．００ １．３２１×１０－２

０．２００ ４．５１７ ４．２５ ９．９１５×１０－３

０．４００ ２．２２５ ４．５０ ７．４６１×１０－３

０．５００ １．７４２ ４．７５ ５．６２６×１０－３

０．７００ １．１２６ ６．００ １．４０４×１０－３

０．８００ ０．９２８ ８．００ １．６１１×１０－４

０．９００ ０．７７４ １０．００ １．９２２×１０－５

　　（６）高亮度
同步辐射的亮度对用户有重要意义，定义其为：

Ｂｐｈ＝
ｄ４Ｉｐｈ

ｄθｄφｄｘｄｙ
（７．２２）

式中θ，φ，ｘ，ｙ分别为水平与垂直方向的张角和坐标。亮度的单位为光子数
／［ｓ·ｍｍ２（１０－３ｒａｄ）２］。在线性光学元件传输过程中，光束的亮度守恒。
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如果忽略光斑的影响，并研究某一波长区间内Δλ／λ光的亮度，设Δλ／λ＝
０．１％，则光的亮度可表示为：

Ｂｐｈ＝
ｄ２Ｉｐｈ
ｄθｄΨ ＝

１３２５×１０１３Ｅ２Ｉλｃ（ ）λ
２

Ｋ２２／３ λｃ２（ ）［ ］λ
（７．２３）

Ｂｐｈ的单位为光子数／［ｓ（１０－３ｒａｄ）２１０－３ＢＷ］。
如果考虑光束中的光子在空间，张角呈高斯分布，那么，光的亮度应按下式

计算［８］：

Ｂｐｈ＝
Ｉｐｈ

４π２ΣｘΣ′ｘΣｚΣ′ｚ
（７．２４）

其中Σｘ，ｚ ＝ σ２ｘ，ｚ＋σ２槡 ｒ，Σ′ｘ，ｚ ＝ σ′２ｘ，ｚ＋σ′２槡 ｒ ；σｘ，σｚ为束流横向尺寸；σ′ｘ，σ′ｚ为束流
横向张角；σｒ，σ′ｒ为单电子辐射的延伸光源尺寸和张角［８］。
同步辐射使电子或离子在储存环中失去能量，需要由高频腔不断补充能量；

另一方面，在粒子注入到储存环后，往往能散度和发射度都比较大，由于辐射损
失使束流受到阻尼作用，使能散度和发射度减小，这对获得高的注入流强和好的
束流品质至关重要。本章第２，３，４节将分别讨论能量振荡阻尼和自由振荡阻尼
等问题。另外，在有些储存环中，要求产生更强的光通量和更短的波长，常常在
储存环的直线段安装扭摆磁铁和波荡器，为此，本章第５节将简要介绍插入件的
性能及其对粒子运动的影响。

７．２　能量振荡阻尼

７．２．１　考虑辐射损失时电子的能量振荡方程

　　设能量为Ｅｓ（或动量为ｐｓ）的同步电子的轨道周长为Ｃｓ，非同步电子与同
步电子的能量差为ε（或动量差为Δｐ），它们的轨道周长差为ΔＣ，则有：

ΔＣ
Ｃｓ ＝αｐ

Δｐ
ｐｓ

（７．２５）

其中αｐ为动量紧缩因子，或轨道膨胀因子。当电子的速度接近光速时，则式
（７．２５）又可写为：

ΔＣ
Ｃｓ ＝αｐ

ε
Ｅｓ

（７．２６）

这里ε代表粒子能量对平衡轨道能量Ｅｓ的偏移。由图７．３可知，对于任一在平
衡轨道附近运动的电子，其轨道弧元可表示为：

ｄｌ＝ １＋ｘε
ρ（ ）ｓ ｄｌｓ＝ （１＋Ｇｓｘε）ｄｌｓ （７．２７）
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图７．３　电子的运动轨道

其中Ｇｓ＝１／ρｓ为平衡轨道曲率。对于能散为ε的非同步电子，其轨道周长为：

Ｃ＝∮ｄｌ＝∮［１＋Ｇｓ（ｌ）ｘε（ｌ）］ｄｌｓ （７．２８）

上式中第一项积分刚好是同步轨道的周长Ｃｓ，第二项积分是 ΔＣ，其中ｘε＝

η
ε
Ｅｓ
，于是可以得到：

ΔＣ＝∮Ｇｓ（ｌ）ｘε（ｌ）ｄｌｓ
＝∮Ｇｓ（ｌ）η（ｌ）εＥｓｄｌｓ
＝εＥｓ∮Ｇｓ（ｌ）η（ｌ）ｄｌｓ （７．２９）

将其代入式（７．２５），则有：

αｐ＝ １Ｃｓ∮Ｇｓ（ｌ）η（ｌ）ｄｌｓ （７．３０）

因此动量紧缩因子αｐ是与轨道磁场有关的一个参数，它对研究能量振荡有重要
作用。
对于硬边界磁场，上式又可写为：

αｐ＝
Ｇｓ
Ｃｓ∫Ｂ

η（ｌ）ｄｌｓ （７．３１）

式中∫Ｂ
表示积分只取偏转磁铁部分。假定偏转磁铁的总长度为ｌＢ，则η（ｌ）在偏

转磁场中的平均值为：

〈η〉Ｂ ＝
１
ｌＢ∫Ｂ

η（ｌ）ｄｌｓ （７．３２）
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因此αｐ又可表示为：

αｐ＝
〈η〉Ｂ
Ｒ

（７．３３）

　　以上讨论了由于电子的能量不同所引起的电子轨道周长的变化。下面，将
进一步找出这个轨道变化所引起的电子在束团中纵向位置的变化。取同步电子
的瞬时位置ｌｓ（ｔ）作为束团中心，以此作为研究电子在束团中纵向振荡的参考
点，如图７．４所示。定义任一非同步电子的纵向位移为：

ｙ（ｔ）＝ｌ（ｔ）－ｌｓ（ｔ） （７．３４）

图７．４　电子在束团中的纵向坐标ｙ和τ

式中ｌ（ｔ）为非同步电子的瞬时位置。与此相应的时间位移为：

τ（ｔ）＝ｙ
（ｔ）
ｃ

（７．３５）

式中ｃ为光速。
观察非同步电子在回旋运动中时间位移的变化，如图７．５所示。电子Ａ在

某一时刻的时间位移为ｙ１，经过时间Ｔｓ，同步电子回旋１圈回到原方位角，而电
子Ａ由于轨道周长偏大，其纵向位置必然滞后，所以有如下关系：

ｙ２－ｙ１ ＝Δｙ＝－ΔＣ＝－αｐεＥｓ
Ｃｓ （７．３６）

而τ的变化为：

Δτ＝Δｙｃ ＝－αｐεＥｓ
·Ｃｓ
ｃ

（７．３７）

或

Δτ
Ｔｓ ＝－αｐ

ε
Ｅｓ

（７．３８）

写成微分形式，即

ｄτ
ｄｔ＝－αｐ

ε
Ｅｓ

（７．３９）
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图７．５　电子在束团中的纵向运动

　　再来看看电子能量的变化。一个电子回旋１圈从高频场中获得的能量为

ｅＶ（τ），同时又由于辐射而损失的能量为Ｕ（ε），故每圈电子能量变化为：

Δε＝ｅＶ（τ）－Ｕ（ε） （７．４０）
其中辐射能量损失一项又可以写为：

Ｕ（ε）＝Ｕｓ＋ ｄＵ
ｄ（ ）Ｅ ｓ

ε＝Ｕｓ＋Ｄε （７．４１）

Ｄ为阻尼系数。因为式（７．４０）表示电子每圈能量的变化，故又可以写成微分形
式，即

ｄε
ｄｔ＝

ｅＶ（τ）－Ｕ（ε）
Ｔｓ

（７．４２）

至此，方程（７．３９）与（７．４２）就共同决定了考虑辐射损失后电子的相振荡。
假定相振荡局限在高频电场的平衡相位附近，那么，上述方程就可以取线性

近似，即方程（７．４２）可写成：

ｄε
ｄｔ＝

１
Ｔｓ
［ｅＶ（τ）－Ｕｓ－Ｄε］ （７．４３）

　　高频场也可以围绕同步相位展开，取线性近似，则有：

ｅＶ（τ）＝ｅＶ
·

０τ＋Ｕｓ （７．４４）
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其中Ｖ
·

０ 为高频电压在平衡相位（即同步相位）随τ的变化梯度，如图７．６所示。

图７．６　高频电压曲线

将式（７．４４）代入方程（７．４３），则有：

ｄε
ｄｔ＝

１
Ｔｓ
（ｅＶ

·

０τ－Ｄε） （７．４５）

将方程（７．３９）与（７．４５）联立，可以得到含有辐射损失的电子能量振荡方程，即

ｄ２ε
ｄｔ２＋

Ｄ
Ｔｓ
·ｄε
ｄｔ＋Ω

２ε＝０ （７．４６）

其中

Ω２ ＝ｅＶ
·

０αｐ
ＴｓＥｓ

（７．４７）

７．２．２　能量振荡阻尼系数

由方程（７．４６）看出，当存在辐射时，ε是阻尼衰减的，阻尼衰减系数用αε 表

示，其数值为：

αε＝ １２
·Ｄ
Ｔｓ＝

１
２Ｔｓ

ｄＵ
ｄ（ ）ε ｓ

（７．４８）

　　为了最后求出阻尼系数αε，还必须求出
ｄＵ
ｄ（ ）ε ｓ

。已经知道，非同步电子所辐

射的能量与同步电子是不同的，原因有三点：①电子能量不同；②电子所经过的

磁场大小不同；③电子轨道路程长度不同。在一级近似条件下，电子做自由振荡
并不改变其平均辐射功率，因此，为了求出任意能量下的Ｕ（ε），沿非同步电子的
闭合轨道对Ｐγ 积分，即可得到：

Ｕ（ε）＝∮Ｐγｄｔ＝ １ｃ∮Ｐγｄｌ （７．４９）

式中ｄｌ为非同步轨道上的弧元。考虑到ｄｌ＝ １＋ｘε
ρ（ ）ｓ ｄｌｓ 以及ｘε＝ηεＥｓ，则式
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（７．４９）又可写为：

Ｕ（ε）＝ １ｃ∮１＋ηρｓ·
ε
Ｅ（ ）ｓ Ｐγｄｌｓ （７．５０）

对上式取能量的导数，则有：

ｄＵ（ε）
ｄ［ ］ε ｓ

＝ １ｃ∮ｄＰγ
ｄＥ ＋

ηＰγ
ρｓＥ（ ）ｓ ｄｌｓ （７．５１）

方程（７．５１）中的下标ｓ指对同步轨道取积分。由方程（７．６）可得：

ｄＰγ
ｄＥ ＝２

Ｐγ
Ｅ ＋２

Ｐγ
Ｂ
·ｄＢ
ｄＥ

又知道

ｄＢ
ｄＥ＝

ｄｘ
ｄＥ
·Ｂ
ｘ＝

η
Ｅｓ
·Ｂ
ｘ

将以上两个方程代入式（７．５１），即可得到：

ｄＵ（ε）
ｄ［ ］ε ｓ

＝ １ｃ∮ ２
Ｅｓ＋

η
Ｅｓ
·２
Ｂ
·Ｂ
ｘ＋

１
Ｅｓ
·η
ρ（ ）ｓ Ｐ［ ］γ

ｓ
ｄｌｓ （７．５２）

上式中右边三项被积函数即是前边所指出产生辐射能量变化的三个因素。第一
项为２Ｕｓ／Ｅｓ，所以方程（７．５２）又可化简为：

ｄＵ（ε）
ｄ［ ］ε ｓ

＝ＵｓＥ烅
烄

烆ｓ
２＋ １
ｃＵｓ∮ηＰγ １ρｓ＋

２
Ｂ
·Ｂ
（ ）［ ］ｘ ｓ

ｄｌ烍
烌

烎
ｓ （７．５３）

将上式代入式（７．４８），则能量阻尼系数可表示为：

αε＝
Ｕｓ
２ＴｓＥｓ

（２＋犇） （７．５４）

其中

犇＝ １
ｃＵｓ∮ηＰγ １ρｓ＋

２
Ｂ
·Ｂ
（ ）［ ］ｘ ｓ

ｄｌｓ （７．５５）

将式（７．３）中的Ｐγ 和式（７．７）中的Ｕｓ代入式（７．５５），则犇又可写为：

犇＝∮ηＧｓ（Ｇ
２
ｓ＋２Ｋ）ｄｌｓ

∮Ｇ２ｓｄｌｓ
（７．５６）

式中Ｋ＝ １
Ｂｓρｓ

Ｂ
（ ）ｘ ｓ

。积分式中被积函数Ｇ，Ｋ，η均为轨道磁场的函数，因此犇

也是轨道磁场结构特性的函数，其绝对值小于１。在许多大的储存环中，犇１，

这时式（７．５４）又可近似表示为：

αε≈
Ｕｓ
ＥｓＴｓ＝

〈Ｐγ〉
Ｅｓ

（７．５７）
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７．２．３　犇函数

下面分别研究不同轨道磁场下的犇函数值。
（１）有梯度的扇形偏转磁铁
令偏转磁铁的磁场对数梯度为：

ｎ＝－ρｓＢｓ
Ｂ
（ ）ｘ ｓ

则式（７．５５）变为：

犇＝ １
ｃＵｓ∮［ηＰγＧｓ（１－２ｎ）］ｄｌｓ （７．５８）

将式（７．３）和（７．７）代入式（７．５８），又可得到：

犇＝∮ηＧ
３
ｓ（１－２ｎ）ｄｌｓ

∮Ｇ２ｓｄｌｓ
（７．５９）

从式（７．５９）可以看出，犇是轨道磁场的函数，即与轨道磁场的Ｇｓ，ｎ和η有关。

对于硬边界磁场，则式（７．５９）变为：

犇＝Ｇ
２
ｓ

２π∫Ｂ
η（ｌ）（１－２ｎ）ｄｌｓ （７．６０）

　　（２）分离作用磁场结构

在分离作用磁场结构中，偏转磁铁的ｎ＝０，如果同时也是硬边界磁场，式
（７．６０）可变为：

犇＝Ｇ
２
ｓ

２π∫Ｂ
η（ｌ）ｄｌｓ＝

１
２πρ

２
ｓ∫Ｂ
η（ｌ）ｄｌｓ （７．６１）

如果取偏转磁铁中η（ｌ）的平均值，并用〈η〉Ｂ 表示，则有：

犇＝
〈η〉Ｂ
ρｓ

（７．６２）

根据式（７．３３），式（７．６２）又可以写为：

犇＝αｐＲ
ρｓ

（７．６３）

　　下面举例计算犇值：

日本ＵＶ－ＳＯＲ环［３］，αｐ＝００２６，ρｓ＝２２ｍ，Ｒ＝８４７ｍ，由式（７．６３）求
得犇＝０１。

中国ＱＨＲ－８００环［４］，其设计值为αｐ＝０１０８５，ρｓ＝２２ｍ，Ｒ＝４８ｍ，求得

犇＝０２３５３。
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（３）带有边缘聚焦的偏转磁铁
当偏转磁铁带有边缘聚焦时，电子入射方向与磁铁边缘的法线方向成θ角。

或者说，电子入射方向与磁铁边缘成９０°－θ角，如图７．７所示。这时对于ε＞０
的电子，弯曲轨道减小了一个︵ＢＢ′长度，由于在︵ＢＢ′轨道内不存在磁场，故电子的
辐射损失较垂直边界入射的少；对于ε＜０的电子，情况刚好相反，因而使犇值发
生变化。下面推导其表达式。

图７．７　带有边缘聚焦的偏转磁铁

近似取ＢＢ′为一直线段，并垂直于ＡＢ，则有：

Δｌ＝
︵ＢＢ′＝ｘεｔａｎθ＝ηｔａｎθ

ε
Ｅｓ

（７．６４）

电子在
︵ＢＢ′的轨迹内辐射能量的减少为：

δＵ ＝ＰγΔｌｃ ＝ １ｃηｔａｎθ
·ＰγεＥｓ

（７．６５）

　　电子转１圈后，辐射能量总减少又可写为：

ΔＵ ＝ ε
ｃＥｓ∑

２ｍ

ｊ＝１
Ｐγ（ｌｊ）η（ｌｊ）ｔａｎθ（ｌｊ） （７．６６）

其中ｌｊ为偏转磁铁的入口与出口边界的轨道坐标；ｍ表示偏转磁铁的总数；ｊ的
取值为１２ｍ，表示磁铁的入口与出口处θ值可以取不同的数值。
对式（７．６６）的两端取能量的导数并在平衡轨道上赋值，则有：

ｄΔＵ
ｄ（ ）ε ｓ

＝ １
ｃＥｓ∑

２ｍ

ｊ＝１
Ｐγｓ（ｌｊ）η（ｌｊ）ｔａｎθ（ｌｊ） （７．６７）

　　由式（７．４８）知道，αε＝
１
２Ｔｓ

ｄＵ
ｄ（ ）ε ｓ

，因此在带有边缘聚焦的偏转磁铁中，αε 将
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减少一个Δαε，即

Δαε＝ １２Ｔｓ
ｄΔＵ
ｄ（ ）ε ｓ

＝ １
２ＴｓｃＥｓ∑

２ｍ

ｊ＝１
Ｐγｓ（ｌｊ）η（ｌｊ）ｔａｎθ（ｌｊ）

＝ Ｕｓ
２ＥｓＴｓ

１
ｃＵｓ∑

２ｍ

ｊ＝１
Ｐγｓ（ｌｊ）η（ｌｊ）ｔａｎθ（ｌｊ［ ］） （７．６８）

与式（７．５４）比较，又可得到犇值的减少为：

Δ犇＝ １
ｃＵｓ∑

２ｍ

ｊ＝１
Ｐγｓ（ｌｊ）η（ｌｊ）ｔａｎθ（ｌｊ） （７．６９）

　　根据方程（７．５６），最后又可写出带有边缘聚焦偏转磁铁结构中的犇值为：

犇＝∮ηＧｓ（Ｇ
２
ｓ＋２Ｋ）ｄｌｓ

∮Ｇ２ｓｄｌｓ
－ １
ｃＵｓ∑

２ｍ

ｊ＝１
Ｐγｓ（ｌｊ）η（ｌｊ）ｔａｎθ（ｌｊ） （７．７０）

　　对于硬磁边界分离作用磁场结构，Ｇｓ＝１／ρｓ，Ｋ＝０。当设计选取θ（ｌｊ）＝θ＝
常数时，上式又可简化为：

犇＝ １
２πρｓ∮Ｇｓηｄｌｓ－ｔａｎθ∑

２ｍ

ｊ＝１
η（ｌｊ［ ］） （７．７１）

　　现在求η函数。在偏转磁铁中η满足以下方程：

η″＋Ｇ
２
ｓη＝Ｇｓ （７．７２）

解方程（７．７２）可得：

η＝ （ηｓ－ρｓ）ｃｏｓ
ｌ
ρｓ
＋ρｓη′ｓｓｉｎ

ｌ
ρｓ
＋ρｓ （７．７３）

将上式乘以Ｇｓ后沿弧ｌｓ取环积分，则有：

∮ηＧｓｄｌｓ＝∑
ｍ

ｊ＝１

（η０ｊ－ρｓ）ｓｉｎ
ｌｍｊ
ρｓ
＋ρｓη′０ｊ １－ｃｏｓ

ｌｍｊ
ρ（ ）ｓ ＋ｌｍ［ ］ｊ （７．７４）

其中ｌｍｊ为每块偏转磁铁的轨道弧长；ｍ为偏转磁铁总数量。将式（７．７４）代入式
（７．７１），并令偏转磁铁入口与出口之η函数值分别为η０ 和ηｋ，则式（７．７１）变为：

犇＝ １
２πρｓ∑

ｍ

ｊ＝１

（η０ｊ－ρｓ）ｓｉｎ
ｌｍｊ
ρｓ
＋η′０ｊρｓ １－ｃｏｓ

ｌｍｊ
ρ（ ）ｓ ＋ｌｍｊ－（η０ｊ＋ηｋｊ）ｔａｎ［ ］θ

（７．７５）
又由式（７．７３）可得到：

ηｋｊ ＝ （η０ｊ－ρｓ）ｃｏｓ
ｌｍｊ
ρｓ
＋ρｓη′０ｊｓｉｎ

ｌｍｊ
ρｓ
＋ρｓ （７．７６）

或

ρｓη′０ｊ ＝ （ηｋｊ－ρｓ）
１

ｓｉｎｌｍｊ
ρｓ

－（η０ｊ－ρｓ）ｃｏｔ
ｌｍｊ
ρｓ

（７．７７）
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　　将式（７．７７）代入式（７．７５）后并化简，则又可得到：

犇＝ １
２πρｓ∑

ｍ

ｊ＝１

（η０ｊ＋ηｋｊ）ｔａｎ
ｌｍｊ
２ρｓ
＋２ρｓ

ｌｍｊ
２ρｓ
－ｔａｎｌｍｊ２ρ（ ）ｓ －（η０ｊ＋ηｋｊ）ｔａｎ［ ］θ

（７．７８）

或

犇＝ １
２πρｓ∑

ｍ

ｊ＝１

（η０ｊ＋ηｋｊ）ｔａｎ
ｌｍｊ
２ρｓ
－ｔａｎ（ ）θ ＋２ρｓ ｌｍｊ２ρｓ－ｔａｎｌｍｊ２ρ（ ）［ ］

ｓ
（７．７９）

　　若每块偏转磁铁的轨道弧长都相同，即ｌｍｊ＝ｌｍ，则上式又可简化为：

犇＝ １－２ρｓｌｍ
ｔａｎｌｍ２ρ（ ）ｓ ＋ １

２πρｓ
ｔａｎｌｍ２ρｓ

－ｔａｎ（ ）θ ∑
ｍ

ｊ＝１

（η０ｊ＋ηｋｊ） （７．８０）

　　（４）矩形偏转磁铁
在高能电子储存环中，有时人们喜欢采用等磁场的矩形磁铁，这时式（７．８０）

中θ与ｌｍ 之间满足如下关系：

θ＝ １２
·ｌｍ
ρｓ

（７．８１）

将其代入式（７．８０），可求得矩形偏转磁铁结构的犇值：

犇＝１－ｔａｎθθ
（７．８２）

７．３　自由振荡阻尼

７．３．１　垂直方向的自由振荡阻尼

　　首先讨论垂直方向的自由振荡。电子自由振荡的位移ｚ和散角ｚ′可分别表
示为：

ｚ＝Ａｚ βｚ（ｌ槡 ）ｃｏｓφｚ，　φｚ ＝∫
ｌ

０

ｄｌ
βｚ（ｌ）

（７．８３）

ｚ′＝－ Ａｚ
βｚ（ｌ槡 ）

［αｚ（ｌ）ｃｏｓφｚ＋ｓｉｎφｚ］ （７．８４）

式中Ａｚ 是垂直方向幅度不变量；βｚ（ｌ）是垂直方向振荡β函数；φｚ 是垂直方向自

由振荡相移；αｚ（ｌ）＝－１２
·ｄβｚ

（ｌ）
ｄｌ
是垂直方向振荡α函数。在下面的讨论中，全

部βｚ（ｌ），φｚ，αｚ（ｌ）都略去角标ｚ并简写为β，φ，α。
能量为Ｅｓ的电子在任一弧元Δｌ上的辐射能量为δＥ，电子相应的动量ｐ的

变化为δｐ，如图７．８（ａ）所示。７１节曾指出ｐ与δｐ平行且方向相反，因此电子
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的辐射损失并不改变电子轨迹的位移和散角，所以自由振荡幅度Ａｚ 并不改变。
这里应当指出，在１圈内，电子能量会有微小的减少，因而有效聚焦力及β函数
都会发生变化，但这是一种二级效应。由于高频腔不断补充能量，电子能量平均
是不变的，因此这种二级效应可以忽略。
在高频腔里的情况则不同。高频场对电子的平均作用力平行于平衡轨道，

因为电子的动量δｐ不平行于ｐ［参看图７．８（ｂ）］，故导致振荡散角发生变化。

图７．８　能量变化对垂直方向振荡的影响
（ａ）辐射损失；（ｂ）高频加速

假设电子在进入高频腔之前与平衡轨道的夹角为ｚ′，ｚ′＝ｐ⊥ｐｓ，ｐ⊥表示动
量ｐ在垂直方向的分量。受电场加速后的散角变为ｚ′１：

ｚ′１ ＝
ｐ⊥

ｐｓ＋δｐ＝
ｐ⊥
ｐｓ
１－δｐｐ（ ）ｓ ＝ｚ′１－δｐｐ（ ）ｓ （７．８５）

　　散角的增量为：

δｚ′＝ｚ′１－ｚ′＝－ｚ′δｐｐｓ ＝－
ｚ′δＥＥｓ

（７．８６）

　　已经知道，幅度不变量Ａｚ 满足：

γｚ２＋２αｚｚ′＋βｚ′
２ ＝Ａ２ｚ （７．８７）

式中γ为横向振荡函数，γ＝（１＋α２）／β。从上式可求得Ａｚ 的变化为δＡｚ，它满
足以下关系：

ＡｚδＡｚ ＝ （γｚ＋αｚ′）δｚ＋（βｚ′＋αｚ）δｚ′ （７．８８）

　　将δｚ＝０及式（７．８６）代入式（７．８８），可得：

ＡｚδＡｚ ＝－δＥＥｓ
（βｚ′

２＋αｚｚ′） （７．８９）
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　　由于电子到达高频腔时的振荡相位是任意的，它可能是０２π之间的任意值，

因此，只能求δＡｚ 的平均值，即

Ａｚ〈δＡｚ〉＝－δＥＥｓ
（β〈ｚ′

２〉＋α〈ｚｚ′〉） （７．９０）

又由式（７．８３）和（７．８４）可求得：

〈ｚ′２〉＝１２π∫
２π

０

Ａ２ｚ
β
（αｃｏｓφ＋ｓｉｎφ）

２ｄφ＝
Ａ２ｚ
２β
（１＋α２）

〈ｚｚ′〉＝１２π∫
２π

０
－Ａ２ｚｃｏｓφ（αｃｏｓφ＋ｓｉｎφ）ｄφ＝－

Ａ２ｚ
２

烍

烌

烎α
（７．９１）

将以上两式代入式（７．９０），则可得到：

〈δＡｚ〉
Ａｚ ＝－１２

·δＥ
Ｅｓ

（７．９２）

　　假设电子回旋１圈振幅的改变为 ΔＡｚ，则由于辐射损失而造成Ａｚ 的衰
减为：

ΔＡｚ
Ａｚ ＝－

Ｕｓ
２Ｅｓ

（７．９３）

从上式可知，在回旋时间Ｔｓ里ΔＡｚ 与Ａｚ 成正比。因此，振幅随时间呈指数衰
减，即

１
Ａｚ
·ｄＡｚ
ｄｔ ＝ １Ａｚ

·ΔＡｚ
Ｔｓ ＝－

Ｕｓ
２ＥｓＴｓ

（７．９４）

由上式可以解出Ａｚ 的表达式来，即：

Ａｚ ＝Ａｚ０ｅ－αｚｔ （７．９５）

其中

αｚ ＝ Ｕｓ
２ＥｓＴｓ＝

〈Ｐγ〉
２Ｅｓ

（７．９６）

αｚ 称为垂直方向的阻尼系数。

从上面的结果可以看出，“辐射阻尼”并不发生在辐射过程中，而是发生在从
高频腔补充能量的过程中。

７．３．２　径向自由振荡的辐射阻尼

现在来考虑径向自由振荡的辐射阻尼。径向与垂直方向不同的是，能量振

荡的存在增加了问题的复杂性。电子总的径向位移ｘ是由能量振荡位移ｘε 和
自由振荡位移ｘβ组成的，即

ｘ＝ｘβ＋ｘε （７．９７）
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当电子能量变化δＥ时，相应的ｘε变化为：

δｘε＝η
δＥ
Ｅｓ

（７．９８）

　　与垂直方向相同，辐射引起的电子能量变化并不改变电子的总位移ｘ及散
角ｘ′，即

δｘ＝０，　δｘ′＝０ （７．９９）

于是，可以得到自由振荡位移的变化为：

δｘβ＝－δｘε＝－η
δＥ
Ｅｓ

（７．１００）

自由振荡散角的变化为：

δｘ′β ＝－δｘ′ε ＝－η′
δＥ
Ｅｓ

（７．１０１）

由此可知，由于辐射能量而引起闭合轨道的变化将导致自由振荡轨迹的变化，如
图７．９所示。

图７．９　能量变化对径向振荡位移的影响

由于轨道曲率的存在，自由振荡正半周电子走过的路程比负半周所走过的
路程长，于是在一个振荡周期内，两个半周所辐射的能量不同，因而振荡幅度也
就不一样。下面进行推导。

径向自由振荡可描述为：

ｘβ＝Ａｘ βｘ（ｌ槡 ）ｃｏｓφｘ （７．１０２）

ｘ′β ＝－
Ａｘ
βｘ（ｌ槡 ）

［αｘ（ｌ）ｃｏｓφｘ＋ｓｉｎφｘ］ （７．１０３）

式中Ａｘ 表示径向幅度不变量；βｘ 表示径向振荡β函数；αｘ（ｌ）表示径向振荡α函

数，即αｘ（ｌ）＝－１２
·ｄβｘ

（ｌ）
ｄｌ

；φｘ 表示径向自由振荡相移，即φｘ ＝∫
ｌ

０

ｄｌ
βｘ（ｌ）

。
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在下面的讨论中，全部βｘ（ｌ），φｘ，αｘ（ｌ）都略去角标ｘ，直接写为β，φ，α。

同样，可以应用幅度不变量方程求出Ａｘ 的变化：

Ａ２ｘ ＝γｘ２β＋２αｘβｘ′β＋βｘ′
２
β （７．１０４）

ＡｘδＡｘ ＝ （γｘβ＋αｘ′β）δｘβ＋（βｘ′β＋αｘβ）δｘ′β （７．１０５）

式中γ为横向振荡γ 函数，γ＝（１＋α２）／β。将式（７．１００）和式（７．１０１）代入式
（７．１０５），可得：

ＡｘδＡｘ ＝－δＥＥｓ
（ηγ＋η′α）ｘβ＋（ηα＋η′β）ｘ′［ ］β （７．１０６）

　　在弧元Δｌ上，电子能量的变化为：

δＥ＝－ＰγｃΔｌ
（７．１０７）

用Δｌ＝ １＋ｘβ
ρ（ ）ｓ Δｌｓ代入式（７．１０７），可以得到：

δＥ＝－ １＋ｘβ
ρ（ ）ｓ ＰγｃΔｌｓ （７．１０８）

式中Ｐγ 为对应于自由振荡轨迹上电子的瞬时辐射功率。现在求它在平衡轨道

附近的展开式。为此，利用方程（７．６）：

Ｐγ ＝Ｃ０Ｂ２Ｅ２

再利用平衡轨道附近磁感应强度的展开式：

Ｂ＝Ｂｓ １＋１Ｂｓ
Ｂ
（ ）ｘ ｓ

ｘ［ ］β （７．１０９）

代入式（７．６），只取一阶项，电子能量Ｅ＝Ｅｓ，则有：

Ｐγ ＝Ｐγｓ １＋２Ｂｓ
Ｂ
（ ）ｘ ｓ

ｘ［ ］β （７．１１０）

其中

Ｐγｓ＝Ｃ０Ｂ２ｓＥ２ｓ （７．１１１）

Ｐγｓ为电子在平衡轨道上运动时的瞬时辐射功率。把式（７．１１０）代入式（７．１０８），

化简后只保留一阶项，可得：

δＥ 烅
烄

烆
＝－ １＋ １

ρｓ
＋２Ｂｓ

Ｂ
（ ）ｘ［ ］

ｓ
ｘ烍
烌

烎
β
Ｐγｓ
ｃΔｌｓ

（７．１１２）

　　将式（７．１１２）代入式（７．１０６），得到：

ＡｘδＡｘ 烅
烄

烆
＝ Ｃ１ｘβ＋Ｃ２ｘ′β＋Ｃ１

１
ρｓ
＋２Ｂｓ

Ｂ
（ ）ｘ［ ］

ｓ
ｘ２β＋
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Ｃ２ １
ρｓ
＋２Ｂｓ

Ｂ
（ ）ｘ［ ］

ｓ
ｘβｘ′烍

烌

烎
β
Ｐγｓ
ｃＥｓΔ

ｌｓ （７．１１３）

式中Ｃ１＝ηγ＋η′α，Ｃ２＝ηα＋η′β，Ｃ１ 和Ｃ２ 均为自定参数，以便于推导。考虑到
电子辐射可能发生在０２π间的任意相位，因此要对φ取平均值，即

〈ｘβ〉＝０ 〈ｘ′β〉＝０

〈ｘ２β〉＝
１
２Ａ

２
ｘβ， 〈ｘβｘ′β〉＝－

Ａ２ｘ
２
烍
烌

烎α
（７．１１４）

　　考虑到Ｃ１β－Ｃ２α＝η，由式（７．１１３）可得：
〈δＡｘ〉
Ａｘ ＝ １

２ｃＥｓ
１
ρｓ
＋２Ｂｓ

Ｂ
（ ）ｘ［ ］

ｓ
ηＰγｓΔｌｓ （７．１１５）

　　电子回旋１圈Ａｘ 的改变量为ΔＡｘ，则有：

ΔＡｘ
Ａｘ ＝

１
２ｃＥｓ∮１

ρｓ
＋２Ｂｓ

Ｂ
（ ）ｘ［ ］

ｓ
ηＰγｓΔｌｓ （７．１１６）

因此，可以求得辐射对径向阻尼系数的贡献为：

αｘＲ ＝－ Ｕｓ
２ＥｓＴ烅

烄

烆ｓ
１
ｃＵｓ∮ηＰγｓ １ρｓ＋

２
Ｂ
·Ｂ
（ ）［ ］ｘ ｓ

ｄｌ烍
烌

烎
ｓ

或由式（７．５５），上式可简化为：

αｘＲ ＝－ Ｕｓ
２ＥｓＴｓ

犇 （７．１１７）

　　下面还要考虑高频加速场的作用。与垂直方向情况相同，高频场对电子总
径向位移和散角的扰动为：

δｘ＝０，　δｘ′＝－ｘ′δＥＥｓ
（７．１１８）

式中δＥ为电子从高频场得到的能量。由δｘ＝δｘβ＋δｘε，δｘ′＝δｘ′β＋δｘ′ε得到：

δｘβ＝－δｘε＝－η
δＥ
Ｅｓ

（７．１１９）

δｘ′β ＝－ｘ′
δＥ
Ｅｓ－η

′δＥＥｓ
（７．１２０）

　　由于只考虑电子的自由振荡，因此式（７．１２０）中ｘ′＝ｘ′β，于是得：

δｘ′β ＝－
δＥ
Ｅｓ
（ｘ′β＋η′） （７．１２１）

　　利用式（７．１１９）和（７．１２０）所给出的扰动条件，按照与垂直方向类似的推导
方法，可得到相应的结果，即高频场对径向阻尼系数的贡献为：

αｘＦ ＝ Ｕｓ
２ＥｓＴｓ

（７．１２２）
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将式（７．１１７）与（７．１２２）叠加，则可得到总的径向阻尼系数：

αｘ ＝αｘＲ＋αｘＦ ＝ Ｕｓ
２ＥｓＴｓ

（１－犇） （７．１２３）

其中

犇＝ １
ｃＵｓ∮ηＰγ １ρｓ＋

２
Ｂ
·Ｂ
（ ）ｘ［ ］

ｓ
ｄｌｓ

　　这里需要指出，以上的犇值只适用于磁铁边界处电子垂直入射（出射）的情
况。对于非垂直入射（出射），必须对犇值作修正，其结果与７．２节相同（读者可
自行证明）。

７．４　辐射阻尼的时间常数与衰减分配数

前面已经考虑了束团中任一电子的所有三个自由度的辐射阻尼效应。三种
振荡模式都是以自然指数形式衰减的，其阻尼系数可表示为如下的一般形式：

αｉ ＝Ｊｉα０，　　α０ ＝ Ｕｓ
２ＥｓＴｓ＝

〈Ｐγ〉
２Ｅｓ

（７．１２４）

此处的角标ｉ分别为ｘ，ｚ，ε，于是有：

Ｊｘ ＝１－犇，Ｊｚ ＝１，Ｊε＝２＋犇 （７．１２５）

　　阻尼时间常数被定义为：

τｉ ＝ １αｉ ＝
２ＥｓＴｓ
ＪｉＵｓ ＝

２Ｅｓ
Ｊｉ〈Ｐγ〉

（７．１２６）

　　对于硬边界磁场，〈Ｐγ〉可取式（７．１３），于是得：

τｉ ＝ ４πｃＣγ
·Ｒρｓ
ＪｉＥ３ｓ

（７．１２７）

　　从上式可以看出，对于一个给定的储存环，阻尼时间常数与能量的立方呈反
比变化。
在以上诸式中Ｊｉ称为衰减分配数，它们的和为一确定数值，即

∑Ｊｉ＝Ｊｘ＋Ｊｚ＋Ｊε＝４ （７．１２８）

文献［６］也给出了此式的证明。

７．５　扭摆磁铁与波荡器

７．５．１　插入件的特征参数Ｋ

　　为了获得性能更高的同步辐射光，人们常常采用插入件。扭摆磁铁是目前
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广泛采用的提高储存环同步辐射光子能量的一种经济有效的插入件。例如，我
国国家同步辐射实验室的储存环，电子束的能量为０．８ＧｅＶ，所产生的同步辐射
光的临界波长为２４ｎｍ，可使用短波长为０５ｎｍ，属于软Ｘ射线范畴，不能满足
硬Ｘ射线用户的需要。１９９８年，安装一台６万高斯（即６Ｔ）的超导扭摆磁铁后，

同步辐射的临界波长缩短到０５ｎｍ，可使用的短波长延伸到０１ｎｍ，这样可以
同时开展软、硬Ｘ射线的科学研究。

通常，扭摆磁铁是由磁场较强的三块磁铁组成的，其中中间的磁铁为主磁
极，两边的磁铁为辅助磁极，其磁场方向与主磁极相反，如图７．１０所示。三块磁
铁组成的磁场要满足束流动力学的要求，即束流通过扭摆磁铁时轨道发生剧烈
弯曲，从而产生短波长的Ｘ射线。

图７．１０　扭摆磁铁中的磁场分布和束流轨道

１—粒子轨道；２—主磁极；３—补偿磁极

假定每块磁铁中的磁场近似为正弦分布，取直角坐标，磁场方向为ｙ，束流
轨道水平偏移为ｘ，束流方向为ｚ，则每块磁铁的轨道磁场可以表示为：

Ｂｙ（ｚ）＝Ｂ０ｓｉｎ（２πｚ／λｗ） （７．１２９）

其中Ｂ０ 和λｗ 分别为磁场的幅值和周期。

当束流通过这个磁场时，其轨迹满足以下运动方程：

ｄｐｘ
ｄｔ ＝ｅｖｚＢｙ

（７．１３０）

或写为：

ｄ２ｘ
ｄｚ２ ＝

ｅＢｙ
ｍｖｚ ≈

ｅＢｙ
ｍｃ ＝

ｅｃＢｙ
Ｅ

（７．１３１）

　　对上式积分，得到束流通过扭摆磁铁时的轨道水平偏转角为：

ｄｘ
ｄｚ＝θｗ ＝

ｅｃ
Ｅ∫ｗ

Ｂｙｄｚ （７．１３２）

　　在主磁铁中的最大偏转角相当于在半个磁铁中的偏转角度，即
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θｗ．ｍａｘ＝ｅｃＥ∫
λｗ／４

０
Ｂ０ｓｉｎ２πｚλｗ

ｄｚ＝ｅｃＢ０λｗ２πＥ ＝Ｂ０λｗ２πＢρ
（７．１３３）

　　用归一化能量γ乘以最大偏转角，称为插入件的特征参数Ｋ。Ｋ 值由下式
决定：

Ｋ ＝γθｗ．ｍａｘ＝０９３４Ｂ０λｗ （７．１３４）
其中Ｂ０ 的单位为Ｔ；λｗ 的单位为ｃｍ。通常，扭摆磁铁的Ｋ 值 ＞１。如果插入
件的磁铁是由许多正负交替排列且场强较低的磁极所组成，这时Ｋ 值通常小于
１，这样的插入件称为波荡器。波荡器产生的同步辐射光与扭摆磁铁不同，是相
干光，其光谱是不连续的。

７．５．２　插入件中同步辐射光的特性

由波荡器产生的同步辐射光是含有各次谐波（ｎ）的相干光，当波荡器磁铁
的波长为λｕ 时，其辐射光的波长由下式求出：

λｎ ＝ λｕ
２ｎγ２

１＋Ｋ
２

２ ＋γ
２θ（ ）２ （７．１３５）

其中ｎ＝１，３，５，…，Ｋ＝０．９３４Ｂｕλｕ，Ｂｕ 为波荡器磁场的幅值，θ为观察角。各种
不同类型的波荡器（如螺旋形等）所产生的同步辐射光通量及亮度的计算公式可
参阅文献［８］。
在磁场为正弦分布的假设下，波荡器的辐射总功率Ｐγ（单位为ｋＷ）为：

Ｐγ ＝０６３２７Ｅ２ＩＢ２ｍａｘＬ （７．１３６）
其中Ｂｍａｘ为峰值磁场，Ｔ；Ｉ为电流，Ａ；Ｅ为束流能量，ＧｅＶ；Ｌ为其长度，ｍ。
在磁场为正弦分布的假设下，由３对线圈组成的扭摆磁铁，其总辐射功

率为：

Ｐγ ＝０３１６４Ｅ２ＩＢ２ｍａｘＬ （７．１３７）

　　例如，位于合肥的国家同步辐射实验室的６Ｔ扭摆磁铁，总长Ｌ＝０．３ｍ，电
流Ｉ＝０．３Ａ，则辐射的总功率Ｐγ＝０．６５６ｋＷ。考虑到扭摆磁铁产生的射线张角
很小，因此在单位角度内的射线强度要比转靶Ｘ射线机的连续谱大１０４倍以上。
由扭摆磁铁产生的同步辐射，对于多磁极的扭摆磁铁，单位辐角内的光子通

量为：

ｄＩｐｈ
ｄθ ＝２４５７×１０１６ＮＩＥ（Δω／ω）λｃλ∫

∞

λｃ／λ
Ｋ５／３（ｘ）ｄｘ （７．１３８）

单位为光子数／（ｓ·ｍｒａｄ）。其中Ｎ 为磁极的周期数。如果不考虑光斑的影响，
则中心光谱的亮度为：

ｄ２Ｉｐｈ
ｄθｄΨ ＝

１３２５×１０１６ＮＥ２Ｉλｃ（ ）λ
２

Ｋ２２／３ λｃ２（ ）［ ］λ
（Δω／ω） （７．１３９）
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７．５．３　插入件磁场对粒子运动的影响

在束流通过插入件（扭摆磁铁或波荡器）后，要求粒子轨道保持不变，这就必
须对插入件的磁场分布提出严格要求。以扭摆磁铁为例，要求有以下四个方面：

（１）束流通过扭摆磁铁后，要求水平方向不变，根据式（７．１３２），这就要求

ｄｘ
ｄｚ＝

ｅｃ
Ｅ∫ｗ

Ｂｙｄｚ＝０ （７．１４０）

其中Ｂｙ 为扭摆磁铁的轨道磁场。如果上式不等于０，则束流通过扭摆磁铁后将
产生一个水平偏转角，从而加大自由振荡幅值。

（２）束流通过扭摆磁铁后，要求水平位移也等于０，即二次积分等于０，对式
（７．１３２）再取积分，得到：

Δｘ＝ｅｃＥ∫ｗ∫ｚＢｙ（ｚ１）ｄｚｄｚ１ ＝０ （７．１４１）

如果上式不等于０，则束流通过扭摆磁铁后将产生一个水平位移，这也会加大自
由振荡幅度。

（３）超导扭摆磁铁安装到储存环上将会造成储存环的物理参数发生畸变，
特别是引起储存环工作点的变化。中国科技大学国家同步辐射实验室的储存环
安装了６万高斯（６Ｔ）的超导扭摆磁铁后，垂直方向的自由振荡频率发生明显的
偏离。插入件引起垂直方向的自由振荡频率的变化可按下式计算：

ΔＱｙ ＝βｙｗ４π
ｅｃ（ ）Ｅ

２

∫ｗ
Ｂ２ｙｄｚ （７．１４２）

其中βｙｗ为插入件处的β函数，积分只沿插入件的磁场进行。中国国家同步辐射
实验室在同步辐射装置中安装扭摆磁铁后，储存环工作点发生了明显的变化，采
用工作点预补偿法取得了良好的调机效果［９］。扭摆磁铁还会引起储存环β值的
变化，这将导致束流自由振荡幅值的增加，束流寿命下降。通过全环补偿［１０］，可
使β值下降到允许的范围，使束流寿命提高到接近原来的水平。

（４）扭摆磁铁的高次场对束流运动也有影响，因此也要进行一定的限制。

参考文献
［１］　Ｊ．Ｄ．杰克逊．经典电动力学（下）．北京：人民教育出版社，１９７９
［２］　ＳａｎｄｓＭ．ＳＬＡＣ１２１，１９７０
［３］　ＫａｓｕｇａＴ．ＢＮＬ５１９５９，１９８５．８３
［４］　ＬｉｕＮａｉｑｕａｎ．ＢＮＬ５１９５９，１９８５．１３３
［５］　ＨｅＤｕｈｕｉ．ＢＮＬ５１９５９，１９８５．１５５
［６］　ＫｏｃｈＥＥ．ＨａｎｄｂｏｏｋｏｎＳｙｎｃｈｒｏｔｒｏｎＲａｄｉａｔｉｏｎ．１９８３，１Ａ：１０４
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［７］　金玉明．电子储存环物理．合肥：中国科学技术大学出版社，２００１
［８］　ＭｕｒｐｈｙＪ．ＳｙｎｃｈｒｏｔｒｏｎＬｉｇｈｔＳｏｕｒｃｅＤａｔａＢｏｏｋ．ＢＮＬ４２３３３，１９９０
［９］　ＬｉｕＮａｉｑｕａｎｅｔｃ．ＮｕｃｌｅａｒＩｎｓｔｒｕｍｅｎｔｓａｎｄＭｅｔｈｏｄｓｉｎＰｈｙｓｉｃｓＲｅｓｅａｒｃｈＡ４３４，１９９９
［１０］　刘乃泉，张武，蒋迪奎等．国家同步辐射实验室的研究报告，１９９９

习题与思考题

１．试说明在一级近似条件下，电子作自由振荡的平均辐射功率与平衡轨道
上的辐射功率相同。

２．对于磁场对数梯度ｎ＝－ρｓＢｓ
Ｂ
（ ）ｘ ｓ

＝０５的等磁场，犇值有什么特点？

３．电子辐射能量对其运动的影响在径向与垂直方向有哪些异同？

４．某电子储存环的参数如下：Ｅｓ＝８００ＭｅＶ，Ｃｓ＝６６１３ｍ，ρｓ＝２２２ｍ，磁
铁系统为无边缘聚焦的分离函数磁铁，αｐ＝００１，求各个阻尼系数αｘ，αｚ，αε。

５．合肥国家同步辐射实验室的储存环安装１台超导扭摆磁铁，Ｂ＝６Ｔ，Ｎ＝
１，求在λ＝λｃ时的同步辐射光的通量与光亮度。
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8
章
量子辐射损失对粒子运动的影响

　　第７章主要讨论了同步辐射的平均损失过程，即认为同步辐射是一个连续
的过程。实际上同步辐射在时间上不是连续的过程，电子每次辐射的光子能量
也是不相同的，通常这些光子能量由可见光可以延续到Ｘ射线。
电子不连续辐射量子，引起电子本身能量的不连续变化，因此扰动了电子的

运动，多次扰动积累起来就会使电子振荡幅度增加。另一方面，这种量子激发最
终又被平均辐射阻尼效应所平衡。本章主要讨论的就是这种电子自由振荡与能
量振荡的量子激发与平衡的过程。

８．１　量子辐射引起的电子能量振荡

８．１．１　能量振荡

　　当电子在轨道上运动发射一个光子时，电子突然损失一定的能量，这种突然
的扰动将引起电子在相空间的一个微小的振荡，多次量子辐射，使电子在相空间
的振荡幅度不断增加。但是，由于有辐射阻尼的存在，这种相振荡的幅度增长到
一定数值便达到平衡，以后这种由于量子辐射所激发的相振荡（即电子能量振
荡）将围绕某一个平衡幅度变化。为了计算方便起见，不考虑每次量子辐射所引
起的电子能量变化的情况，而只是研究电子能量变化与平均值的均方根差。
在没有考虑量子辐射效应时，电子的小角度能量振荡方程为：

ｄ２ε
ｄｔ２＋Ω

２ε＝０ （８．１）

它的解为：

ε（ｔ）＝Ａ０ｅｉΩ（ｔ－ｔ０） （８．２）
其中Ω为相振荡角频率；Ａ０ 为振幅。
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现在假定在某一瞬时ｔｉ，电子发射一个光子，电子的能量突然减少了一个

ｕ，于是在ｔｉ时刻以后，电子的能量偏差变为：

ε（ｔ）＝Ａ０ｅｉΩ（ｔ－ｔ０）－ｕｅｉΩ（ｔ－ｔｉ） （８．３）
这个量子辐射引起电子能量振荡的变化过程如图８．１所示。

图８．１　量子辐射引起电子能量振荡的变化

ｔｉ时刻后，新的电子能量振荡可用下式描述：

ε（ｔ）＝Ａ１ｅｉΩ（ｔ－ｔ１） （８．４）

其中

Ａ２１ ＝Ａ２０＋ｕ２－２Ａ０ｕｃｏｓΩ（ｔｉ－ｔ０） （８．５）

而ｔ１ 则是一个无关紧要的时间位移，因为量子辐射而使电子能量振荡的幅值变
化到一个新的数值Ａ１，这只取决于初始时间与辐射时间之差以及Ａ０ 和ｕ的大
小。但是，由于量子辐射的随机特点，ｃｏｓΩ（ｔｉ－ｔ０）的期望值为０，这样由量子辐
射而引起的平均最可几幅值改变量为：

〈δＡ２〉＝ 〈Ａ２１－Ａ２０〉＝ｕ２ （８．６）

　　假定每秒内有Ｎ 个量子辐射，每次辐射使Ａ２ 值变化ｕ２，则单位时间内Ａ２

的变化量为Ｎｕ２，即

〈ｄＡ２ｄｔ〉＝Ｎｕ２ （８．７）

而Ａ２ 变化率的最可几幅值等于Ａ２ 最可几幅值的变化率，因而有：

〈ｄＡ２ｄｔ〉＝ｄ〈Ａ
２〉

ｄｔ ＝Ｎｕ２ （８．８）

　　由方程（８．８）可以看出，右边Ｎｕ２ 是一个正实数，这意味着由于发射光量子
而引起的能量振荡振幅是增加的，也就是说，即使在原来能量振荡幅度为０的情
况下，量子辐射也将会激发起电子的能量振荡。
现在要考虑平均辐射损失引起能量振荡的阻尼。第７章已经算出这个阻尼

衰减系数为αε，或衰减时间常数τε，因此振荡的衰减率为Ａ／τε，或振幅平方的衰
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减率为２Ａ２／τε。由于平均辐射阻尼，电子Ａ２ 最可几幅值的变化率为：

ｄ〈Ａ２〉
ｄｔ ＝－２

〈Ａ２〉
τε

（８．９）

　　在稳定状态下，量子激发的能量振荡增长应与辐射阻尼衰减的数值相平
衡，即

Ｎｕ２－２
〈Ａ２〉
τε

＝０ （８．１０）

上式又可写为：

〈Ａ２〉＝ １２τεＮｕ
２ （８．１１）

　　考虑到通常电子能量振荡ε为正弦型，这种振荡的均方值等于其振荡幅度
最可几幅值的１／２，即

σ２ε ＝ 〈ε２〉＝ 〈Ａ
２〉
２ ＝ １４τεＮｕ

２ （８．１２）

因此，能量振荡的均方值是由于平均能量为ｕ的量子随机辐射产生的。
现在假定量子辐射的能量不相同，设能量为ｕ＋ｄｕ与ｕ之间的量子数目为

ｎ（ｕ）Δｕ，则其对能量振幅变化的贡献是：

Δ ｄ
〈Ａ２〉
ｄ（ ）ｔ

＝ｕ２ｎ（ｕ）Δｕ （８．１３）

　　又因为各个量子的辐射是彼此无关的，不同能量的量子对Ａ２ 增长的贡献
是相互独立的，因此，其贡献的总和为：

ｄ〈Ａ２〉
ｄｔ ＝∫

∞

０
ｕ２ｎ（ｕ）ｄｕ （８．１４）

其中右式的ｕ２ 可用均方值代替，于是有：

ｄ〈Ａ２〉
ｄｔ ＝Ｎ〈ｕ２〉 （８．１５）

　　又因为发射的光子的能量ｕ只与储存环电子的能量和轨道的曲率半径有
关，所以可以把能量偏差的均方值用γ和ρ表示。下面进行推导

［１］。
考虑到能量振幅的变化比起电子在储存环中回旋的周期要慢得多，因此每

圈内 〈Ａ２〉的变化，可用一圈的平均值〈Ｎ〈ｕ２〉〉ｓ来代替，即方程（８．１５）变为：
ｄ〈Ａ２〉
ｄｔ ＝ 〈Ｎ〈ｕ２〉〉ｓ （８．１６）

定义

Ｑε＝ 〈Ｎ〈ｕ２〉〉ｓ＝ １
２πＲ∮Ｎ〈ｕ２〉ｄｌｓ （８．１７）
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这样，均方能量偏差可以表示为：

σ２ε ＝ １４τε〈Ｎ〈ｕ
２〉〉ｓ＝ １４τεＱε （８．１８）

　　现在来求Ｑε。在平均轨道上电子电能为Ｅｓ，轨道曲率为Ｇｓ，平均辐射损失
功率为：

〈Ｐγ〉ｓ＝ｃＣγ２πＥ
４
ｓ〈Ｇ２〉ｓ＝

Ｐγｓ〈Ｇ２〉ｓ
Ｇ２ｓ

（８．１９）

其中Ｃγ＝８８５×１０－５ｍ·（ＧｅＶ）－３。又由电动力学知道［２］，单位时间发射的光
量子数为：

Ｎ ＝ 槡１５ ３
８
·Ｐγ
ｕｃ

（８．２０）

其中ｕｃ为被发射光量子的临界能量，其大小可表示为：

ｕｃ＝ωｃ＝ ３２
·ｃγ

３

ρ
＝３ｃγ

３Ｇ
２

（８．２１）

　　量子能量的均方值为：

〈ｕ２〉＝１１２７ｕ
２
ｃ （８．２２）

故平衡轨道上的Ｑε值可表示为：

Ｑε＝ 〈Ｎ〈ｕ２〉〉ｓ＝ 〈５５槡２４ ３·３２ｃγ３ｓＧｓ〈Ｐγ〉Ｇ２ｓ〈Ｇ２〉ｓ 〉＝ ３２Ｃｕｃγ３ｓ〈Ｇ３〉〈Ｐγ〉ｓ〈Ｇ２〉ｓ
（８．２３）

其中 Ｃｕ ＝５５／（ 槡２４ ３） （８．２４）

又因为 τε＝
２Ｅｓ
Ｊε〈Ｐγ〉

将τε及式（８．２３）代入式（８．１８），便得到σ２ε 值：

σ２ε ＝
Ｃｑγ２ｓＥ２ｓ〈Ｇ３〉
Ｊε〈Ｇ２〉

（８．２５）

其中 Ｃｑ＝３Ｃｕ４ｍ０ｃ＝
３８３２×１０－１３（ｍ） （８．２６）

　　如果取相对能散度，则式（８．２５）可以改写为：

σε
Ｅ（ ）ｓ

２

＝
Ｃｑγ２ｓ〈Ｇ３〉
Ｊε〈Ｇ２〉

（８．２７）

　　在等磁场偏转磁铁的储存环中，上式又可简化为：
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σε
Ｅ（ ）ｓ

２

＝Ｃｑγ
２
ｓ

Ｊερｓ
（８．２８）

　　以中国科技大学国家同步辐射实验室的８００ＭｅＶ储存环为例，其中ρｓ＝
２．２２ｍ，γｓ＝１５６６，Ｊε＝１９８，由方程（８．２８）求得该环内的电子能散度为：

σε
Ｅｓ＝

４６×１０－４

８．１．２　束团长度

为了找出由于电子能散而造成电子束团的纵向伸长，先要求出能量偏差与
时间位移的关系。这里能量偏差与时间位移都是相对于同步粒子而言的。

（１）小能量振荡
小的时间位移和能量偏差的纵向运动，称为小能量振荡。求解方程（７．３９）

（７．４２），可得到如下方程：

ｄ２τ
ｄｔ２＋２αε

ｄτ
ｄｔ＋Ω

２τ＝０ （８．２９）

其中αε为能量阻尼系数；Ω为纵向振荡角频率，其表达式为：

Ω２ ＝ｅＶ
·

０αｐ
ＴｓＥｓ

（８．３０）

方程（８．２９）的解是：

τ（ｔ）＝珓τｅ－（αε－ｉΩ）ｔ （８．３１）
式中珓τ是一个复数常数。
能量偏差ε的运动方程已在式（７．４６）中给出，该方程的解为：

ε（ｔ）＝珓εｅ－（αε－ｉΩ）ｔ （８．３２）
因为时间位移与能量偏差之间有如下关系：

ｄτ
ｄｔ＝－αｐ

ε
Ｅｓ

（８．３３）

则由方程（８．３１）（８．３３）可求得：

珓ε＝－ｉΩＥｓαｐ
珓τ （８．３４）

或

εｍａｘ
τｍａｘ ＝

｜珓ε｜
｜珓τ｜

＝ΩＥｓαｐ
（８．３５）

　　（２）大能量振荡
当ε与τ的振荡幅度都比较大时，称之为大能量振荡。任何一个储存环一

般只能接受能散在一定范围内的电子，例如能散为百分之几到千分之几，超出这
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个范围的电子则被丢掉。根据对大能量振荡的研究，决定储存环的最大能散接
受度，也叫能量孔度，或纵向接受度。这时，对于时间位移τ的运动方程变为：

ｄ２τ
ｄｔ２＋２αε

ｄτ
ｄｔ＋

αｐ
ＥｓＴｓ

［ｅＶ（τ）－Ｕｓ］＝０ （８．３６）

　　为了求最大能散接受度，这里略去阻尼力，即令αε→０，于是方程（８．３６）
变为：

ｄ２τ
ｄｔ２＋

αｐ
ＥｓＴｓ

［ｅＶ（τ）－Ｕｓ］＝０ （８．３７）

将上式两端乘以ｄτ并积分，便可以得到：

１
２
ｄτ
ｄ（ ）ｔ

２

＝Φ０－Φ（τ） （８．３８）

其中

Φ（τ）＝ αｐ
ＥｓＴｓ∫

τ

０
［ｅＶ（τ）－Ｕｓ］ｄτ （８．３９）

式中Φ（τ）表示运动系统的位能；而１２
ｄτ
ｄ（ ）ｔ

２

为动能；Φ０ 为运动系统的总能量。

由方程（８．３３）与式（８．３８）可以求得：

ε（τ）
Ｅｓ ＝±

槡２
αｐ
［Φ０－Φ（τ）］

１
２ （８．４０）

　　如果能量振荡是在正弦高频电场中，则有：

［Φ０－Φ（τ）］ｍａｘ＝Φｍａｘ＝ αｐＵｓ２πｋＥｓ
Ｆ（ｑ） （８．４１）

其中

Ｆ（ｑ）＝２ ｑ２－槡 １－ａｒｃｃｏｓ １（ ）［ ］ｑ
（８．４２）

这样，能量孔度或储存环的能散接受度为：

εｍａｘ
Ｅ（ ）ｓ ＝ Ｕｓ

παｐｋＥｓ
Ｆ（ｑ槡 ） （８．４３）

　　如果将式（８．３５）与（８．２８）联立，便可求出在量子辐射情况下，束团在小能量
振荡条件下，时间位移στ的平方值为：

σ２τ ＝
Ｃｑγ２ｓα２ｐ
ＪερｓΩ

２ （８．４４）

或采用长度单位，即束团半长度为σ犾，σ犾＝ｃστ，于是有：

σ２犾 ＝Ｃｑγ
２
ｓα２ｐｃ２

ＪερｓΩ
２ （８．４５）

　　在极限情况下，即当能量振荡最大时，束团在时间上的位移刚好等于高频电
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场周期（Ｔｆ）的一半，因此束长极限为：

（σ犾）ｍａｘ＝ １２Ｔｆｃ
（８．４６）

８．２　量子辐射引起的电子自由振荡

同步辐射中量子效应不仅激发起电子能量的振荡，同时也激发起电子无规
则的自由振荡。当储存环的横向尺寸一定时，这种无规则的自由振荡可能造成
束流损失。本节将分别对水平与垂直两个方向上量子辐射所激发的无规则自由
振荡进行研究，并求出两个方向的束团尺寸来。

８．２．１　束团宽度

在第７章讨论电子辐射效应时，假定电子动量损失是与其运动方向相平行
的。现在仍采用这个假定，只是把第７章中的能量损失δＥ用现在的量子损失ｕ
来代替。量子辐射只改变电子的动量大小，而不改变其运动方向。当然，电子能
量的变化自然将伴随着自由振荡瞬时平衡轨道的变化，从而引起径向自由振荡
位移的变化：

δｘβ＝－η
ｕ
Ｅｓ

（８．４７）

δｘ′β ＝－η′
ｕ
Ｅｓ

（８．４８）

　　假定在ｌ２ 处发生量子辐射，那么，它引起ｌ１ 处的径向自由振荡位移为：

ｘβ（ｌ１，ｔｊ）＝ａ β槡１ｃｏｓφｊ （８．４９）

其中φｊ为在时间ｔｊ电子多次通过ｌ１ 的相位；β１为在ｌ１ 处的β函数值；ａ为一个
常量，其大小由下式决定：

ａ２ ＝ １
β２
ｘ２２＋ β２ｘ′２－

１
２β′２ｘ（ ）２［ ］２ （８．５０）

　　如果认为ｘ２，ｘ′２就是式（８．４７）与（８．４８）中的自由振荡变量，那么，在ｌ２ 处发
生量子辐射将引起自由振荡中常量ａ的变化为：

δａ２ ＝ｕ
２

Ｅ２ｓ
·１
β２ η

２
２＋ β２η′２－

１
２β′２η（ ）２［ ］２ （８．５１）

　　如果定义一个新函数

χ（ｌ）＝
１
β η

２＋ βη′－
１
２β′（ ）η［ ］２ （８．５２）
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那么，式（８．５１）就可以写为：

δａ２ ＝ｕ
２

Ｅ２ｓχ
（ｌ２） （８．５３）

　　以上结果是在假定原来自由振荡幅度为０的情况下得到的。如果本来已经
有一个自由振荡，然后发生量子辐射，这时情况又会怎样呢？由于初始振荡与量
子辐射之间没有确定的相位关系，故ａ２ 的最大可几值变化也就是上边所求出的

δａ２。因此，可以把由于ｌ２ 处发生一次量子辐射而引起ａ２ 的最大可几值的变化
写为：

δ〈ａ２〉＝ｕ
２

Ｅ２ｓχ
（ｌ２） （８．５４）

　　考虑到电子在ｌ２ 处走过Δｌ距离所需的时间为Δｔ＝Δｌ／ｃ，在这么长的距离

内量子辐射的几率是ＮΔｌ／ｃ。辐射量子能量的均方值为〈ｕ２〉，因此，在Δｌ距离
内引起ａ２ 最大可几幅值的变化为：

δ〈ａ２〉＝
［ＮΔｌ〈ｕ２〉χ（ｌ２）］ｓ

ｃＥ２ｓ
（８．５５）

　　由于量子辐射沿偏转轨道一周，处处都可能发生，那么，引起ａ２ 最大可几幅
值的变化为：

Δ〈ａ２〉＝ １
ｃＥ２ｓ∮（Ｎ〈ｕ２〉χ）ｓｄｌ （８．５６）

如果用Δｌ上δ〈ａ２〉的平均值与轨道周长２πＲ的乘积来表示，则有：

Δ〈ａ２〉＝２πＲ
〈Ｎ〈ｕ２〉χ〉ｓ
ｃＥ２ｓ

（８．５７）

上式中的Ｎ〈ｕ２〉值，又与电子的实际轨道有关。理想轨道上的电子辐射与非理
想轨道上的辐射略有差异，但从一级近似考虑，可以认为Ｎ〈ｕ２〉值是一样的。下
面的重点是研究多圈Δ〈ａ２〉的积累效率。
方程（８．５７）表示一圈内〈ａ２〉的变化量，因此又可以改写为微分形式：

ｄ〈ａ２〉
ｄｔ ＝

〈Ｎ〈ｕ２〉χ〉ｓ
Ｅ２ｓ

（８．５８）

　　在量子辐射的同时，电子的自由振荡还受一个平均的辐射阻尼的作用，它将

使〈ａ２〉也发生变化，即
ｄ〈ａ２〉
ｄｔ ＝－

２〈ａ２〉
τｘ

（８．５９）

　　在平衡情况下，以上两个方程之和应该等于０，即
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〈ａ２ｘ〉＝ １２τｘ
〈Ｎ〈ｕ２〉χ〉ｓ
Ｅ２ｓ

（８．６０）

　　由式（８．４９）可以求出径向自由振荡位移ｘβ的均方值为：

〈ｘ２β（ｌ１）〉＝σ２ｘβ（ｌ１）＝ １２〈ａ
２
ｘ〉β１ ＝ １４τｘβ１

〈Ｎ〈ｕ２〉χ〉ｓ
Ｅ２ｓ

（８．６１）

　　由于ｌ１ 是任意选取的，故上式又可写为：

σ２ｘβ（ｌ）＝
１
４τｘβ

（ｌ）
〈Ｎ〈ｕ２〉χ〉ｓ
Ｅ２ｓ

（８．６２）

　　由式（８．１９）（８．２２）可求得：

Ｎ〈ｕ２〉＝ ３２Ｃｕｃγ
３
ｓ
〈Ｐγ〉ｓＧ３ｓ
〈Ｇ２〉ｓ

（８．６３）

将其代入方程（８．６２）可以得到：

σ２ｘβ
β
＝ ３２Ｃｕｃγ

３
ｓ
１
４τｘ

〈Ｐγ〉ｓ〈Ｇ３χ〉ｓ
〈Ｇ２〉ｓＥ２ｓ

（８．６４）

其中Ｃｕ＝ ５５
槡２４ ３
。

又考虑到τｘ＝
２Ｅｓ

Ｊｘ〈Ｐγ〉ｓ
，式（８．６４）又可简化为：

σ２ｘβ
β
＝Ｃｑ

γ２ｓ〈Ｇ３χ〉ｓ
Ｊｘ〈Ｇ２〉ｓ

（８．６５）

其中Ｃｑ＝
３
４
Ｃｕ
ｍ０ｃ＝３８３２×１０

－１３（ｍ）。

对于等磁场，Ｇｓ＝１
ρｓ
或０，因此式（８．６５）可以再简化为：

σ２ｘβ
β
＝
Ｃｑγ２ｓ〈χ〉Ｂ
Ｊｘρｓ

（８．６６）

其中〈χ〉Ｂ 只取偏转磁铁中的平均值，即

〈χ〉Ｂ ＝ １
２πρｓ∫Ｂ

１
β η

２＋ βη′－
１
２β′（ ）η［ ］２ ｄｌ （８．６７）

　　将式（８．６６）与（８．２８）联立，求得：

σ２ｘβ
β
＝ 〈χ〉ＢＪεＪｘ

σε
Ｅ（ ）ｓ

２

（８．６８）

　　为了粗略估算束流径向尺寸，上式又可以作如下近似：令式（８６７）中的
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βη′－
１
２β′η＝０

，因为η可近似为：

η（ｌ）＝
αｐＲ
Ｑ（ ）ｘ

１
２

β
１
２（ｌ） （８．６９）

故得到： χ≈
αｐＲ
Ｑｘ

（８．７０）

于是方程（８．６６）变为：

σ２ｘβ
βｘ
≈
ＣｑαｐＲγ２ｓ
ＪｘρｓＱｘ

（８．７１）

或

σ２ｘβ
βｘ
≈
ＪεαｐＲ
ＪｘＱｘ

σε
Ｅ（ ）ｓ

２

（８．７２）

　　因为σ２ｘβ／βｘ 实际上代表了径向束流发射度，故式（８．７１）又可写为：

εｘ ＝σ
２
ｘβ

βｘ
≈
ＣｑαｐＲγ２ｓ
ＪｘρｓＱｘ

（８．７３）

　　上面只是考虑由于自由振荡引起的束团宽度，但束团的总径向尺寸还应考
虑由于能散引起的径向加宽，这个径向增宽尺寸的均方值为：

σ２ｘε ＝ 〈ｘ２ε〉＝η２
〈ε２〉
Ｅ２ｓ

＝η
２ σε
Ｅ（ ）ｓ

２

（８．７４）

因此，总径向位移的均方值为：

σ２ｘ ＝σ２ｘβ＋σ２ｘε （８．７５）

　　将式（８．６５）及（８．７４）代入上式，就得到束团径向尺寸的计算公式：

σ２ｘ（ｌ）＝
Ｃｑγ２ｓ〈Ｇ３χ〉ｓβ（ｌ）
Ｊｘ〈Ｇ２〉ｓ

＋η
２ σε
Ｅ（ ）ｓ

２

（８．７６）

　　对于等磁场，可以将式（８．２８）代入上式，则有：

σ２ｘ（ｌ）＝Ｃｑγ
２
ｓ

ρｓ
〈χ〉Ｂβ（ｌ）
Ｊｘ ＋η

２（ｌ）
Ｊ［ ］
ε

（８．７７）

　　再将式（８．６９）及（８．７０）两个近似公式代入上式后，可以得到σｘ 的近似表
达式：

σ２ｘ（ｌ）≈σ２ｘβ（ｌ）１＋
Ｊｘ
Ｊ（ ）
ε

（８．７８）

　　通常，当犇很小时，Ｊε≈２Ｊｘ，故有：

σ２ｘ（ｌ）≈１５σ２ｘβ（ｌ） （８．７９）

　　在有些储存环（如弱聚焦）中犇接近于１，这时就有：

σ２ｘ（ｌ）≈σ２ｘβ（ｌ） （８．８０）
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８．２．２　束团高度

在计算束团宽度时，假定量子辐射不改变电子的运动方向。实际上，这个假
定是不严格的，任何一个单独的量子发射，都将引起电子横向动量的微小变化。
当这个量子的动量为ｕ／ｃ时，它与电子动量方向成θγ 角，即量子带走数值为

θγｕ／ｃ的横向动量，根据动量守恒原理，电子势必也发生相应的横向动量的变化，
其大小为δｘ′Ｅｓ／ｃ，与θｘｕ／ｃ大小相等，于是得到以下关系：

δｘ′＝ ｕＥｓθｘ
（８．８１）

其中θｘ 为θγ 在水平面上的投影。因为θγ≈１／γ，故有θｘ＜１／γ，即

δｘ′＜ ｕ
γＥｓ

（８．８２）

　　上式与式（８．４８）相比，是一个小量，通常可以忽略。但是对于垂直方向的运
动，情况就不同了，如果电子轨道严格位于一个平面内，那么量子发射将不存在
一级效应（ηｚ＝η′ｚ＝０），因此必须考虑量子辐射引起的垂直方向电子动量的变
化。在量子辐射后，电子轨道变化为：

δｚ＝０

δｚ′＝ｕＥｓθ
烍
烌

烎ｚ
（８．８３）

其中θｚ 为量子的辐射角在垂直方向上的投影。
采用与径向运动相同的处理方法，可得到如下结果：

δａ２ｚ ＝ｕ
２

Ｅ２ｓ
θ２ｚβｚ （８．８４）

　　所有推导过程与径向运动情况一样，最后同样也可以得到垂直方向自由振
荡位移ｚβ的均方值：

〈ｚ２β（ｌ）〉＝ １２〈ａ
２
ｚ〉βｚ（ｌ）＝ １４τｚβｚ（ｌ）

〈Ｎ〈ｕ２θ２ｚ〉βｚ〉ｓ
Ｅ２ｓ

（８．８５）

如果写为束团垂直方向尺寸的有效值，则有：

σ２ｚβ ＝
１
４τｚβｚ

（ｌ）
〈Ｎ〈ｕ２θ２ｚ〉βｚ〉ｓ

Ｅ２ｓ
（８．８６）

　　如果精确地计算〈ｕ２θ２ｚ〉值，要从分析量子辐射能谱及其发射角入手，但作为
一级近似，作如下简化，即认为：

〈ｕ２θ２ｚ〉≈ 〈ｕ２〉〈θ２ｚ〉 （８．８７）

其中〈θ２ｚ〉又可以表示为：
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〈θ２ｚ〉≈ 〈θ２γ〉＝ １γ２ｓ （８．８８）

将其代入式（８．８６）后，得到：

σ２ｚβ ＝
１
４τｚβｚ

〈Ｎ〈ｕ２〉βｚ〉ｓ
Ｅ２ｓγ２ｓ

（８．８９）

再将方程（８．６３）代入上式，则有：

σ２ｚβ
βｚ
＝ １４τｚ

３
２Ｃｕｃγｓ

〈Ｐγ〉ｓ〈Ｇ３βｚ〉ｓ
Ｅ２ｓ〈Ｇ２〉ｓ

（８．９０）

　　又因为τｚ＝
２Ｅｓ
〈Ｐγ〉ｓＪｚ

，故上式又可写为：

σ２ｚβ
βｚ
＝Ｃｑ

〈Ｇ３βｚ〉ｓ
Ｊｚ〈Ｇ２〉ｓ

（８．９１）

　　对于等磁场的情况，上式变为：

σ２ｚβ
βｚ
＝Ｃｑ

〈βｚ（ｌ）〉Ｂ
Ｊｚρｓ

（８．９２）

其中〈βｚ（ｌ）〉Ｂ 表示在偏转磁铁轨道上βｚ 的平均值。
同理，也可以写出垂直方向的束流发射度的公式：

εｚ ＝Ｃｑ
〈Ｇ３βｚ〉ｓ
Ｊｚ〈Ｇ２〉ｓ

（８．９３）

　　因为垂直方向上一般η＝０，故不存在其他因素造成束团高度的增加。σ
２
ｚβ就

表示了垂直方向束团的有效高度，即

σｚ ＝σｚβ （８．９４）

　　又因为Ｊｚ＝１，通常〈βｚ〉Ｂ 又可以近似用ρｓ来表示，所以有：
σ２ｚ ≈Ｃｑβｚ（ｌ） （８．９５）

当βｚ（ｌ）＝１０ｍ时，则有：

σｚ ≈２×１０－６（ｍ）

　　注意：以上计算的σｘ 与σｚ 都未考虑耦合效应。

８．２．３　耦合作用下的束团横向尺寸

前边已经讨论了水平与垂直方向上的束团尺寸，这些公式都是彼此独立的。

这时，束团半高度σｚ 只有１０－６～１０－７ｍ的量级，与半宽度比较，σｘ 约为１０－３ｍ，
是一个很小的量。但是实际上，由于储存环的磁铁在加工与安装中有误差，以及
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磁铁材料本身有缺陷，水平与垂直方向上粒子运动的耦合是难以避免的，从而使
束团高度尺寸加大。
为了获得较高的光源亮度，一般希望这种耦合越小越好，但有时则希望通过

这种耦合来增加束团尺寸，比如说采用斜四极矩，或使储存环工作在差共振的条
件下，或两者同时使用，都可以实现水平与垂直方向上运动的耦合。下面就来具
体讨论这种耦合运动。
当存在耦合时，有：

ａ２ｚ ＝ｋ１ａ２ｘ （８．９６）
其中ｋ１ 为耦合系数，ｋ１ 的数值在０～１，通常在０．０１～０．１之间。
当考虑辐射的平均效应时，在束团稳定的情况下，有两个方程：

ｄ〈ａ２ｘ〉
ｄｔ ＝－

２〈ａ２ｘ〉
τｘ ＋

〈Ｎ〈ｕ２〉χ（ｌ）〉ｓ
Ｅ２ｓ

＝０

ｄ〈ａ２ｚ〉
ｄｔ ＝－

２〈ａ２ｚ〉
τｚ ＋

〈Ｎ〈ｕ２θ２ｚ〉βｚ〉ｓ
Ｅ２ｓ

＝

烍

烌

烎
０

（８．９７）

将式（８．９６）代入上式，消去ａ２ｚ，则有：

〈ａ２ｘ〉＝ Ｅｓ
〈Ｐγ〉（Ｊｘ＋ｋ１Ｊｚ）

〈Ｎ〈ｕ２〉χ（ｌ）〉ｓ
Ｅ２ｓ

＋
〈Ｎ〈ｕ２θ２ｚ〉βｚ〉ｓ

Ｅ［ ］２
ｓ

（８．９８）

　　对于等磁场的情况，则有：

〈ａ２ｘ〉＝ ２Ｃｑγ２ｓ
ρｓ（Ｊｘ＋ｋ１Ｊｚ）

〈χ（ｌ）〉Ｂ＋
〈βｚ〉Ｂ
γ［ ］２
ｓ

（８．９９）

　　通常上式中的第二项比第一项要小得多，因此式（８．９９）又可以简化为：

〈ａ２ｘ〉＝２Ｃｑγ
２
ｓ〈χ（ｌ）〉Ｂ

ρｓ（Ｊｘ＋ｋ１Ｊｚ）
（８．１００）

　　由式（８．９６），又可以得到：

〈ａ２ｚ〉＝ｋ１２Ｃｑγ
２
ｓ〈χ（ｌ）〉Ｂ

ρｓ（Ｊｘ＋ｋ１Ｊｚ）
（８．１０１）

这样，在考虑横向耦合的情况下，束团尺寸的计算公式为：

σ２ｘ ＝σ２ｘβ＋σ２ｘε ＝
Ｃｑγ２ｓ
ρｓ

〈χ〉Ｂβｘ（ｌ）
Ｊｘ＋ｋ１Ｊｚ＋

η
２（ｌ）
Ｊ［ ］
ε

（８．１０２）

σ２ｚ ＝ｋ１Ｃｑγ
２
ｓ

ρｓ
〈χ〉Ｂβｚ（ｌ）
Ｊｘ＋ｋ１Ｊ［ ］

ｚ

（８．１０３）

也可以写成发射度的形式：

εｘ ＝
Ｃｑγ２ｓ〈χ〉Ｂ

ρｓ（Ｊｘ＋ｋ１Ｊｚ）
（８．１０４）
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εｚ ＝ｋ１
Ｃｑγ２ｓ〈χ〉Ｂ

ρｓ（Ｊｘ＋ｋ１Ｊｚ）
（８．１０５）
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习题与思考题

１．某电子储存环的物理参数如下：
能量　　　　　　　 Ｅｓ＝８００ＭｅＶ 高频频率　　　 ｆＲＦ＝９８．９２ＭＨｚ
电流　 Ｉ＝１００ｍＡ 谐波数 ｋ＝１０
周长　 Ｌ＝３０．３ｍ 轨道膨胀因子 αｐ＝０１０８５
偏转磁铁的曲率半径ρｓ＝２．２２４ｍ 每圈辐射损失 Ｕｓ＝１６ｋｅＶ
偏转磁铁场强 Ｂ＝１．２Ｔ 辐射阻尼时间常数τｘ＝１２．９ｍｓ
自由振荡频率 Ｑｘ＝２．４２ τｚ＝９９ｍｓ

Ｑｚ＝１．４２ τε＝４４ｍｓ
试求束团的能散度、束长、束宽和无耦合情况下的束团高度。

２．求上述储存环的最小高频电压和高频容纳度（ＶＲＦ＝１００ｋＶ）。

３．试证明自由振荡幅度不变量公式，即

ａ２ ＝ １
β
ｘ２＋ βｘ′－

１
２β（ ）′ｘ［ ］２

　　４．试推导出横向束团尺寸的近似公式（８．７１），即

σ２ｘβ
βｘ
＝ＣｑαｐＲγ

２
ｓ

ＪｘρｓＱｘ
　　５．试推导出垂直方向束流高度尺寸的公式（８．８６），即

σ２ｚβ
βｚ
＝ １４τｚ

〈Ｎ〈ｕ２θ２ｚ〉βｚ〉ｓ
Ｅ２ｓ

　　６．当耦合系数为０．１时，求第１题中储存环束团的宽度和高度。
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章

束 流 寿 命

　　束流寿命是电子储存环的重要参数之一，在一般同步加速器中，电子束流由
注入到引出的时间很短，因此束流寿命的问题并不突出，但在储存环中人们总是
希望束流存在的时间愈长愈好，寿命问题便成为设计和运行中的一个需要专门
研究的课题。随着电子储存环应用技术的发展，目前许多国家十分注意储存环
的小型化，与此相关的低能注入问题和束流寿命问题，更是小型储存环能否建造
成功的关键。
束流寿命通常是由三个主要因素决定的，即量子效应、气体散射效应和

Ｔｏｕｓｃｈｅｋ效应。
储存环中的电子由于发射光量子使横向振荡能发生变化，当这个振荡能足

够大，其所引起的振荡幅度超过真空室的尺寸时，电子将与真空室壁碰撞而损失
掉。另外，光量子的发射还引起电子能量振荡的变化，当这个振荡足够大时，电
子将越出相稳定区而丢失。这两种情况所造成的束流损失统称为量子损失效应。
电子与真空室内的剩余气体的碰撞是另一种引起束流损失的效应。电子与

剩余气体的碰撞又可以分为三种作用机制，即卢瑟福散射或称弹性散射、轫致辐
射以及壳层电子对束流电子的非弹性碰撞。
束流内部电子之间的弹性散射使电子的纵向动量发生变化而导致电子越出

高频电场的相稳定区，这个过程称为Ｔｏｕｓｃｈｅｋ效应。
下面分别介绍以上三种束流损失机制以及这些机制所决定的束流寿命。

９．１　束流量子寿命［１］

９．１．１　横向振荡量子的寿命

　　在电子储存环中，由于量子辐射的能量和方向是随机的，通常可以用高斯分
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布函数来描写电子径向位移的分布，即

Ｐ（ｘ）＝ １
２槡πσｘ

ｅ
－ｘ
２

２σ２ｘ （９．１）

其中Ｐ（ｘ）表示径向位移分布函数；σｘ 为均方根偏差值。
用Ｐ（ｘ）这个分布函数来描写电子的径向分布只是一种近似，因为这种分

布可以延伸到正负无穷远处。而真空室的尺寸是有限的，如图９．１所示，但只要
真空室的孔径比σｘ 大得多，用高斯分布来表示束流的径向分布就是相当满
意的。

图９．１　电子束沿径向的高斯分布

如果真空室的孔径足够大，以致电子在阻尼时间内直接碰壁损失的几率很
小，那么由于量子辐射而损失的几率对所有电子都是一样的，即电子的损失率正
比于储存环中的电子总数Ｎ。因此，单位时间内每个电子的损失几率为：

１
τｑｘ
＝－１Ｎ

·ｄＮ
ｄｔ

（９．２）

其中的τｑｘ表示径向振荡的量子寿命。
假定束流在ｌ１ 处首先与径向障碍物相撞，则束流损失主要发生在ｌ１ 处，在

计算束流寿命时只考虑该处的损失过程就可以了。

由第８章知道，在ｌ１ 处径向自由振荡的包络值为ａ β槡１，定义这个包络值的
平方为“振荡能”Ｗ，即

Ｗ ＝ａ２β１ （９．３）
如果真空室没有任何限制（即真空室为无穷大），则电子的“振荡能”Ｗ 的分
布为：

ｈ（Ｗ）＝ Ｎ
〈Ｗ〉ｅ

－Ｗ／〈Ｗ〉 （９．４）

其中ｈ（Ｗ）表示振荡能在Ｗ 与Ｗ＋ｄＷ 之间的电子数目，如图９．２所示。〈Ｗ〉
为Ｗ 的平均值，它等于２σ２ｘ。
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图９．２　电子数目随振荡能量的分布

　　在真空室无壁的情况下，Ｗ 的分布呈动态平衡，即单位时间内由于光量子
辐射，导致Ｗ 增加的超过某一阈值Ｗ 的电子数量与单位时间内由于辐射阻尼

导致Ｗ 的减少低于同一阈值Ｗ 的电子数量相等。由第７章可以得到，由于电
子的辐射阻尼，Ｗ 的衰减速度为：

ｄＷ
ｄｔ ＝－

２Ｗ
τｘ

（９．５）

其中τｘ 为径向阻尼时间常数。由上式又可求出由于辐射阻尼使电子的“振荡
能”减少到小于Ｗ 的电子通量为：

ｈ（Ｗ ）ｄＷ
ｄｔ Ｗ

＝－２Ｗ
ｈ（Ｗ ）
τｘ

（９．６）

　　现在考虑真空室壁存在的情况。令Ｗ 为电子碰到真空室壁时的Ｗ 阈值，

即所有Ｗ≥Ｗ 的电子都要损失掉，因此在真空室壁上所损失的电子通量为：

－ｄＮｄｔ ＝
２Ｗ ｈ（Ｗ ）

τｘ
（９．７）

将方程（９．４）代入上式，则有：

－１Ｎ
·ｄＮ
ｄｔ ＝

２Ｗ 

τｘ〈Ｗ〉
ｅ－Ｗ

／〈Ｗ〉 （９．８）

又根据方程（９．２），可得到径向振荡量子寿命为［１］：

τｑｘ ＝τｘ
〈Ｗ〉
２Ｗ  ｅ

Ｗ／〈Ｗ〉 （９．９）

如果用〈Ｗ〉＝２σ２ｘ 和Ｗ ＝ｘ２ｍ 代入上式，其中ｘｍ 表示真空室半宽度，则有：

τｑｘ ＝τｘσ
２
ｘ

ｘ２ｍ
ｅｘ
２
ｍ／（２σ

２
ｘ） （９．１０）

　　由式（９．１０）可以得到两个结论：
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① 径向振荡量子寿命与阻尼时间常数成正比。

②τｑｘ随真空室宽度的平方呈指数规律变化，如果真空室的尺寸（或真空室
内障碍物）稍小一点，则束流寿命将灾难性地缩短；反之，如果稍大一点，则束流
寿命将以天文数字增加。

以中国科技大学的电子储存环为例，该环的τｘ＝０．０２ｓ，ｘｍ／σｘ 取不同的值，
得到的径向振荡的量子寿命如表９．１所示。

表９．１　径向振荡量子寿命与真空室尺寸的关系

ｘｍ／σｘ ４ ５ ６ ７ ８

τｑｘ ３．７ｓ ２１５ｓ １０．１ｈ ４９５２ｈ ６．８×１０６ｈ

　　通常取ｘｍ＝６σｘ，最大取ｘｍ＝１０σｘ，由此得到的径向振荡量子寿命已足够长了。
同样，垂直方向振荡的量子寿命也可以计算出来，即

τｑｚ ＝τｚ σｚ（ ）ｂ
２

ｅｂ
２／（２σ２ｚ） （９．１１）

其中ｂ为真空室的半高度；τｚ 为垂直方向的辐射阻尼时间常数。

９．１．２　纵向振荡量子的寿命

在第８章曾讨论过电子在高频电场中的相运动，如果以能量偏移ε为横坐
标，振荡位能Φ为纵坐标，则当电子的能量偏移超过某一阈值ε时，将脱离相稳
定区而不能同步加速。ε 表示位能函数Φ 的稳定边界所对应的ε值，如图

９．３（ａ）所示。

图９．３　相振荡位能函数与能量分布
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在相振荡过程中，不同电子的振荡能量各异，其能达到的最大ε值也不一
样，用ε１ 表示不同电子所能达到的最大能量偏移，在量子辐射与阻尼平衡的情
况下，ε１ 满足高斯分布，即

Ｐ（ε１）＝ １
２槡πσε１

ｅ－ε
２
１／（２σ

２
ε１
） （９．１２）

其中

σ２ε１ ＝∫
∞

－∞
ε２１Ｐ（ε１）ｄε１ （９．１３）

　　设Ｈ 表示“相振荡能量”，即

Ｈ ＝ε２１ （９．１４）

当不考虑相振荡稳定边界（即高频电压无穷大）时，电子随振荡能量Ｈ 的分布为

ｆ（Ｈ），如图９．３（ｂ）所示，ｆ（Ｈ）为：

ｆ（Ｈ）＝ Ｎ
〈Ｈ〉ｅ

－Ｈ／〈Ｈ〉 （９．１５）

其中 〈Ｈ〉＝２σ２ε１ （９．１６）

于是振荡能量在Ｈ 与Ｈ＋ｄＨ 之间的电子数为：

ｄＮ ＝ｆ（Ｈ）ｄＨ ＝ Ｎ
〈Ｈ〉ｅ

－Ｈ／〈Ｈ〉ｄＨ （９．１７）

　　如果考虑相振荡有稳定边界（即高频电压有限大），则振荡能量 Ｈ≥Ｈ的

电子，即ε１＞ε的电子都要损失掉，如径向运动一样。当量子辐射与能量阻尼
相平衡时，即有：

ｄＨ
ｄｔ Ｈ

＝－２Ｈ


τε
（９．１８）

于是纵向量子寿命可由下式求出：

１
τｑε
＝－１Ｎ

·ｄＮ
ｄｔ Ｈ＝Ｈ

（９．１９）

由式（９．１７）和（９．１８）得到：

τｑε ＝－τε
〈Ｈ〉
２Ｈｅ

Ｈ／〈Ｈ〉 （９．２０）

其中 Ｈ＝ε２ （９．２１）

　　为了保证纵向振荡量子寿命τｑε足够大，通常要选取

Ｈ／〈Ｈ〉≥１８ （９．２２）

或 ε／σε１ ≥６ （９．２３）

　　对于等磁场导向场和正弦电压的储存环，根据第８章的公式，可以导出相应
的Ｈ／〈Ｈ〉值来，即
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Ｈ／〈Ｈ〉＝ ＪεＥ０αｐｋＥ１
Ｆ（ｑ） （９．２４）

其中

Ｅ１ ＝３ｍ０ｃＣｑ２ｒｅ ＝１．０４×１０８（ｅＶ）

Ｆ（ｑ）＝２ ｑ２－槡 １－ａｒｃｃｏｓ１（ ）ｑ
式中的ｑ＝

ｅＶ０
Ｕ０
为过压系数。当ｑ值很大时，Ｆ（ｑ）＝２ｑ－π，纵向振荡量子寿命将

与高频电压呈指数变化关系。

９．２　束流散射寿命

９．２．１　库仑散射寿命［２，１２］

　　当电子与真空室中剩余气体的原子核发生弹性散射时，电子将受到一横向
力的作用，使其发生散射。当这个散射角足够大时，自由振荡的幅度增加到使电
子触及真空室壁，电子就损失掉了。假设这个散射角为θｉ，则由其导致的自由振
荡幅度将增加为：

Δｙ＝θｉ［β（ｓ）βｉ］
１／２ｓｉｎ［φ（ｓ）－φｉ］ （９．２５）

其中β（ｓ），βｉ分别表示在任意位置和发生散射位置上的β函数值；φ（ｓ），φｉ 分别
表示上述位置的自由振荡相位。散射引起的最大振荡幅值为：

（Δｙ）ｍａｘ＝θｉ（βｍａｘβｉ）
１／２ （９．２６）

　　当这个振荡幅值超过某个数值时，电子就会丢失，因此这个散射角θｉ 有一
个阈值θｃ，即

θｃ＝
（Δｙ）ｍａｘ
βｍａｘβ槡 ｉ

（９．２７）

　　如果发生散射的地点是任意的，取βｉ函数的平均值〈β〉，并以真空室的半高
度ｂ代替（Δｙ）ｍａｘ，则阈值θｃ又可表示为：

θｃ＝ ｂ
βｍａｘ〈β槡 〉

（９．２８）

由经典的卢瑟福（Ｒｕｔｈｅｒｆｏｒｄ）散射公式知道，电子与剩余气体原子核碰撞损失
微分截面为［２］：

ｄσ
ｄΩ＝

Ｚｒｅ
２（ ）γ

２ １

ｓｉｎ４θ２

（９．２９）
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其中Ｚ表示原子核的原子序数；Ω为立体角，ｄΩ＝ｓｉｎθｄθｄφ；ｒｅ＝２．８２×１０
－１５ｍ。

对上式积分，得到损失截面为：

σ＝πＺｒｅ（ ）γ

２

ｃｏｔ２ θｃ（ ）２ （９．３０）

　　通常阈值θｃ很小，因此近似取ｔａｎ（θｃ／２）≈θｃ／２，并将式（９．２８）代入上式，考
虑到垂直方向的损失几率大一些，取垂直的β函数，则最后得到的库仑弹性散射
截面，用σ１ 表示为：

σ１ ＝４πＺ
２ｒ２ｅ
γ２

·βｚ·ｍａｘ〈βｚ〉
ｂ２ｚ

（９．３１）

其中〈βｚ〉为βｚ 函数的平均值；ｂｚ 为真空盒的垂直半高度；Ｚ为剩余气体原子核
的原子序数；γ为电子的相对能量（以静止能量为单位）。
这种散射的束流寿命可由下式求出：

１
τ１ ＝σ１

ｃｎ （９．３２）

其中ｎ为单位体积剩余气体中所含的分子数（单位为１／ｃｍ３），按下式计算：

ｎ＝３．５×１０１６ｐ （９．３３）
式中ｐ表示剩余气体的压强（单位为Ｔｏｒｒ，１Ｔｏｒｒ＝１３３．３２Ｐａ）。将方程（９．３１）
和（９．３３）代入式（９．３２），则得到：

τ１ ＝０．９７×１０－９ ｂ２ｚγ２

ｐＺ２〈βｚ〉βｚ·ｍａｘ
（９．３４）

其中βｚ 以ｍ为单位；τ１ 以ｓ为单位；ｂｚ 以ｍｍ为单位。
以美国ＢＮＬ实验室的７５０ＭｅＶ储存环为例，剩余气体含量及其对电子散

射寿命的贡献如表９．２所示。

表９．２　ＢＮＬ实验室７５０ＭｅＶ储存环中残余气体含量及其散射寿命［３］

气体名称 部分压强／１０－９Ｔｏｒｒ 散射寿命／ｈ

Ｈｅ ２．２１ ３４８

ＣＨ４ ０．２３ １６７

Ｈ２Ｏ ０．６１ ３８

ＣＯ １．１３ １４

ＣＯ２ ０．５２ １８

　　由方程（９．３４）可以看出，电子与残余气体的库仑散射寿命τ１ 有如下性质：

① 真空室尺寸愈大，电子散射寿命愈长。

② 电子能量愈高，寿命也愈长，因此对低能注入的电子，库仑散射寿命大大
降低。
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③ 库仑散射寿命不仅与真空室内的真空度有关，还与剩余气体的成分有
关，例如当ＣＯ２ 及ＣＯ的含量较大时，寿命也要降低。

④β愈大，寿命愈低。

即使真空室表面经过严格清洁处理，仍有大量气体分子被吸附在真空室的

表面，在同步辐射光的作用下，这些气体分子被释放出来。束流愈强，所释放出
的气体分子也愈多；束流愈弱，所释放出的气体分子也愈少。因此，在真空抽速
不变的情况下，可以观察到在束流不断衰减过程中，真空度自动改善，束流寿命
也就有所增加。

９．２．２　轫致辐射损失

储存环中的电子通过剩余气体时，与核作用，轨道将发生偏转并辐射出能
量。当这个能量损失足够大时，电子在高频电场中失去同步而损失掉。如果在
碰撞地点轨道的色散系数不为０，轫致辐射将会激励一个自由振荡。当这个振
荡幅度足够大时，电子也将与真空室壁相碰而损失掉。

通常轫致辐射损失的微分截面由下式表示：

ｄσ＝４ｒ
２
ｅＺ２

１３７Ｆ
（Ｅ，Ｅｂ）ｄＥｂＥｂ

（９．３５）

其中ｒｅ＝２．８２×１０－１５ｍ；Ｅ为电子能量；Ｅｂ 为轫致辐射能量；函数Ｆ（Ｅ，Ｅｂ）与具
体条件有关，当电子能量较高时，由ＢｅｔｈｅＨｅｉｔｌｅｒ［４，２］给出的Ｆ为如下形式：

Ｆ（Ｅ，Ｅｂ）＝ ４
３ １－

Ｅｂ（ ）Ｅ ＋Ｅ
２
ｂ

Ｅ［ ］２ ｌｎ１８３Ｚ１／３＋１９ １－Ｅｂ（ ）Ｅ （９．３６）

　　对于一个能量为Ｅ的电子，当辐射能量大于ΔＥｍ 时，这个电子就损失掉，其
损失截面为：

σ２ ＝∫
Ｅ

ΔＥｍ
ｄσ＝４ｒ

２
ｅＺ２烅
烄

烆１３７
４
３ ｌｎ

Ｅ
ΔＥｍ －

５
８＋

ΔＥｍ（ ）Ｅ －ΔＥ
２
ｍ

２Ｅ［ ］２ ｌｎ１８３Ｚ１／３＋
１
９ ｌｎ

Ｅ
ΔＥｍ －

１＋ΔＥｍ（ ）烍烌
烎Ｅ

（９．３７）

其中ΔＥｍ 由以下两个因素之一决定。这两个因素分别为：
（１）相运动的粒子能散容纳度，即第８章的式（８．４３）：

ΔＥｍ ＝Ｅｓ ２Ｕｓ
παｐｋＥｓ

ｑ２－槡 １－ａｒｃｃｏｓ１（ ）槡 ｑ
（９．３８）

其中Ｕｓ为电子每圈所辐射的能量；ｑ＝
ｅＶ０
Ｕｓ
为过压系数。
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（２）瞬时平衡轨道的最大容纳度
当电子失去能量时，其瞬时平衡轨道要发生变化，与之相关联的是电子自由

振荡幅度的增大。当电子失去能量过多时，电子将与真空室壁碰撞而损失。由
此对ΔＥｍ 提出了一个阈值要求，即

ΔＥｍ ＝ｘｍ
η
Ｅｓ （９．３９）

其中ｘｍ 表示真空室半宽度；η为色散函数。方程（９．３７）中的 ΔＥｍ 值由式
（９３８）与（９３９）中最小的ΔＥｍ 所决定。

９．２．３　电子与剩余气体原子的壳层电子之间的弹性散射［２，６］

这种情况下的损失截面为：

σ３ ＝５×１０－２５Ｚγ
· Ｅ
ΔＥｍ

（ｃｍ２） （９．４０）

相应的束流寿命为：

τ３ ＝２×１０－３ γｐＺ
·ΔＥｍ
Ｅ

（ｓ） （９．４１）

　　通常，这项损失不占重要地位。

９．２．４　电子与剩余气体原子的壳层电子之间的非弹性散射［５］

这种情况下的损失截面为：

σ４ ＝４ｒ
２
ｅＺ｛１３７

４
３
ｌｎ Ｅ
ΔＥｍ －（ ）［ ］５

８ ｌｎ１１９４Ｚ２／３ ＋
１
９
ｌｎ Ｅ
ΔＥｍ －（ ）｝１ （９．４２）

９．２．５　电子与剩余气体的散射总寿命

总寿命可由各分寿命倒数之和求得，即

τｃ＝ １
１／τ１＋１／τ２＋１／τ３＋１／τ４

（９．４３）

９．２．６　束流散射寿命的修正公式

在以上计算束流散射寿命过程中都是假定束流位于真空室的中心，这样得
到的公式计算值要比实测值高，这是因为实际上束流在真空室内具有一定的空
间分布。偏离中心位置愈大的粒子，损失的几率也愈大。在注入过程中，束流截
面较大，所以实测寿命比前面的计算值要小很多。
文献［７］在计算束流散射损失时考虑了束流发射度的影响，将ａ２ｘ＋δａ２ｘ≥Ａ２ｘ
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作为散射损失条件，其中ａ２ｘ 为碰撞前的振荡幅度不变量，δａ２ｘ 为碰撞引起的振
荡幅度不变量的变化，Ａ２ｘ 为储存环的接受度，同时还考虑到径向与轴向的损失
条件不尽相同，从而导出了束流散射寿命的修正公式。下面简要地加以介绍。

假定储存环真空室的半宽度为ａ，切割板、冲击磁铁、探测元件以及平衡轨
道畸变等所占据的真空室半宽度为Δａ，则储存环的径向接受度为：

Ａ２ｘ 烅
烄

烆
＝

ａ－Δａ－η（ｌ）
ΔＥ［ ］Ｅ

２

βｘ（ｌ
烍
烌

烎
）

ｍｉｎ

（９．４４）

其中η（ｌ）为色散函数。

同理，轴向接受度为：

Ａ２ｙ ＝
（ｂ－Δｂ）２

βｙ（ｌ［ ］） ｍｉｎ
（９．４５）

其中ｂ为真空室的半高度；Δｂ为平衡轨道轴向畸变及其他元件所占据的半
高度。

电子自由振荡幅度不变量为：

ａ２ｘ ＝γｘ（ｌ）ｘ２＋２αｘ（ｌ）ｘｘ′＋βｘ（ｌ）ｘ
′２ （９．４６）

ａ２ｙ ＝γｙ（ｌ）ｙ２＋２αｙ（ｌ）ｙｙ′＋βｙ（ｌ）ｙ
′２ （９．４７）

　　当发生电子与剩余气体碰撞散射时，自由振荡幅度不变量增加，即

ａ２ｘ＋δａ２ｘ ＝γｘ（ｌ）ｘ２＋２αｘ（ｌ）ｘ（ｘ′＋ｔａｎθｘ）＋βｘ（ｌ）（ｘ′＋ｔａｎθｘ）
２ （９．４８）

ａ２ｙ＋δａ２ｙ ＝γｙ（ｌ）ｙ２＋２αｙ（ｌ）ｙ（ｙ′＋ｔａｎθｙ）＋βｙ（ｌ）（ｙ′＋ｔａｎθｙ）
２ （９．４９）

　　由库仑散射引起电子损失的条件为：

ａ２ｘ＋δａ２ｘ ≥Ａ２ｘ （９．５０）

ａ２ｙ＋δａ２ｙ ≥Ａ２ｙ （９．５１）

　　如果束流在真空室中的分布服从如下函数：

ｆ（ａ２ｘ）＝ １
〈ａ２ｘ〉
ｅｘｐ －

ａ２ｘ
〈ａ２ｘ（ ）〉Ｆ ａ２ｘ

〈ａ２ｘ〉
，Ａ

２
ｘ

〈ａ２ｘ（ ）〉 （９．５２）

其中

Ｆ ａ２ｘ
〈ａ２ｘ〉

，Ａ
２
ｘ

〈ａ２ｘ（ ）〉＝１－∑
∞

Ｋ＝１

ａ２ｘ
〈ａ２ｘ（ ）〉

Ｋ

Ｋ（Ｋ！）

∑
∞

Ｋ＝１

Ａ２ｘ
〈ａ２ｘ（ ）〉

Ｋ

Ｋ（Ｋ！）
（９．５３）

　　可以求得束流与剩余气体的库仑散射截面为：

σ１ ＝２πＺ
２ｒ２ｅ

γ２θ２ｃ
Ｃ（Ｋ２ｘ，Ｋ２ｙ） （９．５４）
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其中Ｃ（Ｋ２ｘ，Ｋ２ｙ）为Ｋ２ｘ 与Ｋ２
ｙ 的函数（参见文献［７］），Ｋ２ｘ 与Ｋ２

ｙ 按下式计算：

Ｋ２ｘ ＝ Ａ２ｘ
〈ａ２ｘ〉

（９．５５）

Ｋ２ｙ ＝
Ａ２ｙ
〈ａ２ｙ〉

（９．５６）

利用式（９．５４）修正后的公式计算出来的库仑损失截面比采用方程（９．３１）计算出
的结果更精确，也更接近实验数值。
同样，在计算轫致辐射损失截面时，考虑到束流本身有能量分散，通过相振

荡幅度不变量增长的计算，当其超出相振荡接受度时，部分束流便损失掉，这样，
公式（９．３７）将变为如下形式：

σ２ ＝ ４
１３７Ｚ

２ｒ２ｅ ４３
ｌｎ １

Ｈｆ／槡 ２
＋ σ

２
ε

２Ｈ（ ）ｆ ｌｎ１８３Ｚ１／３ （９．５７）

其中Ｈｆ＝２ Δ
Ｅｍ（ ）Ｅ

２

为相振荡接受度；σε为束流能散度。

对于电子束与剩余气体的核外电子的弹性散射损失截面，修正后的公式比
式（９．４０）表达的数值有所增加，即

σ３ ＝２πＺｒ
２
ｅ

γ
１
Ｈｆ／槡 ２

＋ σ
２
ε

Ｈ３／２（ ）ｆ
（９．５８）

９．３　Ｔｏｕｓｃｈｅｋ寿命

９．３．１　Ｔｏｕｓｃｈｅｋ效应

　　电子束团内部电子与电子之间的弹性散射使电子的纵向动量发生变化，从
而导致电子越出相稳定区的现象称为 Ｔｏｕｓｃｈｅｋ效应。这种现象是１９６３年由
一个法国和意大利学者参加的小组在意大利的一个２５０ＭｅＶ正负电子对撞机

ＡＤＡ中首先发现的。Ｔｏｕｓｃｈｅｋ对这种损失机制给出了科学的解释，因而
得名［８］。
下面推导Ｔｏｕｓｃｈｅｋ损失截面和Ｔｏｕｓｃｈｅｋ寿命的计算公式。
在第８章中得到了相振荡稳定区的公式（８．４３）：

εｍ
Ｅｓ＝

Ｕｓ
παｐｋＥｓ

Ｆ（ｑＲＦ［ ］）１／２

Ｆ（ｑＲＦ）＝２ ｑ２ＲＦ－槡 １－ａｒｃｃｏｓ１ｑ（ ）
ＲＦ

如果用动量代替能量，则上式变为：
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Δｐｍ
ｐｓ ＝

Ｕｓ
παｐｋＥｓ

Ｆ（ｑＲＦ［ ］）１／２

（９．５９）

其中ｐｓ代表电子的总动量；Δｐｍ 代表电子的最大动量偏差，其数值由高频电压
及过压系数所决定，即由高频场的容纳度所决定。因此，可用ΔｐＲＦ代替Δｐｍ，即
动量偏差大于ΔｐＲＦ的电子都将损失掉。考虑到

Ｕｓ＝ｅＶ０／ｑＲＦ
Ｆ（ｑ）≈２ｑＲＦ

　　　（当ｑＲＦ １时）

所以，方程（９．５９）又可变为：

ΔｐＲＦ
ｐｓ ≈

２ｅＶ０
παｐｋＥ槡 ｓ

（９．６０）

　　束团中的电子横向速度是非相对论的，假定束团中任意两个电子的径向速
度分量分别为ｖｉ和ｖｋ，则它们之间的相对速度为ｖ＝ｖｉ－ｖｋ。在这对电子所组
成的质心系中，每个电子的动量为ｑｊｍ０ｃ，这两个电子对质心的相对动量为：

ｑｊ ＝ ｖ２ｃ
（９．６１）

ｑｊ为无量纲的动量，像以前用γ表示无量纲的能量一样，ｑｊ 也称为质心系中的
归一化动量。如果这两个电子发生弹性碰撞（如图９．４所示），则碰撞后电子在
质心系中的纵向动量增加为ｑｊｃｏｓψ，对应在实验室坐标系中碰撞后纵向动量增
加为γｑｊｃｏｓψ，当

γ｜ｑｊｃｏｓψ｜＞ΔｐＲＦ
亦即

｜ｃｏｓψ｜＞
ΔｐＲＦ
γ｜ｑｊ｜

（９．６２）

时，这个电子就将越出相稳定区而损失掉。

图９．４　电子在质心系中的弹性碰撞
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由于横向运动是非相对论的，根据 Ｍｏｌｌｅｒ公式，在散射角θ上有效微分散
射截面为：

ｄσ
ｄΩ＝

４ｒ２ｅｃ４

ｖ４
４
ｓｉｎ４θ－

３
ｓｉｎ２（ ）θ （９．６３）

由图９．４可求得：

ｃｏｓθ＝ｓｉｎψｃｏｓφ
ｄΩ＝ｓｉｎψｄψｄ

烍
烌
烎φ

（９．６４）

将上式代入式（９．６３）并积分，便得到总的散射截面为：

σ＝４ｒ
２
ｅｃ４

ｖ４∫
ψｃ

０
（ｓｉｎψｄψ）×２∫

π

０

４
（１－ｓｉｎ２ψｃｏｓ

２
φ）

２－
３

１－ｓｉｎ２ψｃｏｓ
２［ ］φ ｄφ

（９．６５）

对上式积分运算后，得到：

ｖσ＝

πｒ２ｅｃ
ｑ３ｊ

１
μ
２－１＋ｌｎ（ ）μ 当ｑｊ＞

ΔｐＲＦ
γ（ ）时

０ 当ｑｊ≤
ΔｐＲＦ
γ（ ）

烅

烄

烆 时

（９．６６）

其中 μ＝
ΔｐＲＦ
｜ｑｊ｜γ

（９．６７）

　　如果束团中电子的横向动量具有高斯分布，其标准偏差为：

δｐｘ ＝ｐδｘβ
ｃ
ω（ ）ｘ

－１
（９．６８）

其中ｐ为电子总动量；δｘβ 为径向自由振荡的标准偏差；ωｘ 为径向自由振荡角
频率。

在质心系统中电子的动量ｑ也应满足高斯分布，ｑ值的标准偏差为：

δｑ＝ １
槡２
δｐｘ （９．６９）

故ｑ的分布几率为：

Ｐ（ｑ）＝ １
２槡πδｑ

ｅ
－ ｑ２

２（δｑ）２ ＝ １
槡πδｐｘ

ｅ
－ ｑ２

（δｐｘ）
２ （９．７０）

　　将方程（９．７０）与（９．６６）相乘并积分，就可以求得ｖσ的平均值：

〈ｖσ〉＝２∫
∞

ｑｃ
Ｐ（ｑ）ｖσｄｑ （９．７１）

其中ｑｃ为临界质心动量，即当ｑｊ≥ｑｃ时，电子就损失掉。

ｑｃ＝
ΔｐＲＦ
γ

（９．７２）



　第９章　束流寿命　 １６５　　

　　通过运算求得〈ｖσ〉值为：

〈ｖσ〉＝２πｒ
２
ｅｃ
槡π∫

∞

ｑｃ

１
ｑ
熿

燀
３

γｑ
Δｐ（ ）

ＲＦ

２

－１－１２ｌｎ
γｑ
Δｐ（ ）

ＲＦ

燄

燅

２

ｅ
－ ｑ２

（δｐｘ）
２ｄｑ （９．７３）

或 〈ｖσ〉＝ 槡πｒ２ｅｃγ２
δｐｘ（ΔｐＲＦ）２

Ｃ（ε） （９．７４）

其中

Ｃ（ε）＝ε∫
∞

ε

１
ｕ２
ｕ
ε －

１
２ｌｎ

ｕ
ε －（ ）１ｅ－ｕｄｕ （９．７５）

ε＝ ΔｐＲＦ
γδｐ（ ）

ｘ

２

（９．７６）

ｕ＝ ｑ
δｐ（ ）ｘ

２
（９．７７）

Ｃ（ε）的数值可以通过数字积分或绘制成的曲线求出，如图９．５所示。

图９．５　Ｃ（ε）函数的计算曲线

当ε≤１０－２时，可以将式（９．７５）展开，取零级近似，于是得到［９］：

Ｃ（ε）＝ｌｎ １
１．７８ε－

３
２

（９．７８）

９．３．２　Ｔｏｕｓｃｈｅｋ寿命

设在质心系中，一个体积元ｄＶ 含有ｄＮ 个电子，由于弹性散射而损失的几

率为：

ｄ（Ｎ）＝ｄｄＮｄ（ ）ｔ ＝ 〈ｖσ〉ρｄＮ
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又因为 ρ＝
ｄＮ
ｄＶ

故有 ｄ（Ｎ）＝ 〈ｖσ〉ρ
２ｄＶ

这样，整个束团中电子的损失几率为：

Ｎ ＝∫Ｖ〈ｖσ〉ρ２ｄＶ （９．７９）

　　束流寿命可以表示为：

τＴ ＝
Ｎ
Ｎ
＝ Ｎ
（〈ｖσ〉∫Ｖρ２ｄＶ）ｓ

　（质心系） （９．８０）

　　在实验室坐标中，束流Ｔｏｕｓｃｈｅｋ寿命为：

τＴ ＝ γＮ
（〈ｖσ〉∫Ｖρ２ｄＶ）ｓ

　（实验室系） （９．８１）

　　 下面求∫Ｖρ２ｄＶ。首先求实验室坐标系中的∫Ｖρ２ｄＶ，其中
（ρ）Ｌ ＝

Ｎ
（２π）３／２δｘδｚδｌ

ｅ
－

ｘ２

２δ２ｘ
＋ｚ
２

２δ２ｚ
＋ｌ
２

２δ２（ ）
ｌ （９．８２）

其中 δ２ｘ＝δ２ｘβ＋δ２ｘε。 （９．８３）

通过积分可以得到实验室坐标系中的∫Ｖρ２ｄＶ：

∫Ｖρ２ｄＶ ＝ Ｎ２
（４π）３／２δｘδｚδｌ

＝Ｎ
２

ＶＬ
（９．８４）

ＶＬ ＝ （４π）３／２δｘδｚδｌ （９．８５）

　　 由方程（９．８４）可以求得质心系中的∫Ｖρ２ｄＶ：

∫Ｖρ２ｄ（ ）Ｖ
ｓ
＝ １γ

·Ｎ
２

ＶＬ
（９．８６）

将上式代入方程（９．８１），便得到实验室坐标系中的Ｔｏｕｓｃｈｅｋ寿命为：

τＴ ＝
δｐｘ（ΔｐＲＦ）２ＶＬ

槡πｒ２ｅｃＮＣ（ε）
（９．８７）

这里ｒｅ＝２．８×１０－１５ｍ；ｃ＝３×１０８ｍ／ｓ；Ｃ（ε）按公式（９．７５）确定；Ｎ 为束团内的
电子数；δｐｘ 为径向动量偏差（归一化值）；ΔｐＲＦ为高频的最大动量接受度（归一
化值）；ＶＬ 为束团的有效体积，用式（９．８５）计算。

９．３．３　Ｔｏｕｓｃｈｅｋ多重散射

在能量高的储存环中依照方程（９．８７）计算出来的Ｔｏｕｓｃｈｅｋ寿命与实验值
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吻合程度尚好；在电子能量较低时，测量得到的寿命远大于计算值，这是因为储
存环电子能量较低时，碰撞引起电子之间动量的交换较少，不足以使电子越出相
稳定区而损失掉。但经过多次碰撞，激发了横向自由振荡和纵向振荡，使束团截
面增大，即ＶＬ 增加。由方程（９．８７）可以看出，ＶＬ 的增大导致τＴ 的增加。这种
经过多次碰撞才会造成电子损失的效应称为Ｔｏｕｓｃｈｅｋ多重散射。多重散射的
计算，此处不再赘述，读者可参阅文献［２，９］。这里只给出一组计算与实验曲线，
如图９．６所示，由此可以看出考虑与不考虑多重散射效应在低能区的明显差别。

图９．６　Ｔｏｕｓｃｈｅｋ寿命与多重散射效应
———为不考虑多重散射的Ｔｏｕｓｃｈｅｋ寿命；

为考虑多重散射的Ｔｏｕｓｃｈｅｋ寿命；

○－○为实验值

９．４　离子捕获损失

在储存环真空室中，剩余气体由于与电子碰撞，有一部分将被电离，或是被
同步辐射感生的光电子电离［１２］，这些带有正电荷的离子聚集在一起形成离子陷
阱，并被环流电子捕获。
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被捕获的离子总数远少于电子总数［１１］，在一个能量为１ＧｅＶ的储存环中，
如果束流强度为５００ｍＡ，则大约相当于１０１２个电子做环流运动，因此被捕获的
离子总数远小于１０１２。假定离子只有电子的１％，设电子束为高斯分布，其在储
存环中所占的体积为：

２（２π）２〈σｘ〉〈σｚ〉Ｒ （９．８８）

其中〈σｘ〉，〈σｚ〉为电子束的横向尺寸平均值；Ｒ为真空室的平均半径。代入相关
参数，通过计算可以得到该储存环中电子束的体积为１９０ｃｍ３。被捕获离子所产
生的气体压强为：

ｐ＝ ｎ
３．５×１０１６

其中ｎ为单位体积内的分子数。当离子总数为１０１０时，由上式可以得到被捕获
离子的压强ｐｉ＝１．５×１０－９Ｔｏｒｒ或２×１０－７Ｐａ。这个数值可以与真空室内中性
剩余气体的压强相比较，这些离子的存在将严重影响电子的寿命，因此必须设法
去除。通常的做法是在真空室内安装去离子电极，捕捉带正电的离子，或在注入
多束团时，少注入一部分束团，留出空间，让离子逃逸出束团。实验表明，这些都
是行之有效的措施。
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［３］　ＨａｌａｍａＨＪ．ＢＮＬ３４１７７，１９８４
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习题与思考题

１．为什么通常可以用高斯分布来描述电子的径向位移分布，而对质子或重
粒子则不是这样？

２．σｘ 与σｚ 的物理意义是什么？如何求得σｘ 与σｚ？

３．以中国科学院高能物理研究所的对撞机为例，试求该储存环中电子的量
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子寿命（所需参数可由文献查取）。

４．从保证一定的纵向量子寿命考虑，ｑ值选择在什么范围合适？ｋ值选取
范围又如何？

５．电子在真空室中与剩余气体发生库仑散射时，造成电子损失的散射角阈
值θｃ应如何确定？

６．试计算中国科学院高能物理研究所、中国科技大学和清华大学所设计的
储存环中电子的库仑散射寿命（储存环参数可以由文献查到），并提出增大库仑
散射寿命的相应措施。

７．库仑散射损失、轫致辐射损失以及电子与原子壳层电子的弹性与非弹性
碰撞损失，对于不同的储存环，哪个是主要的？（以中国４个储存环的参数为例）

８．用计算机求出函数Ｃ（ε）的曲线，当ε＝１０－２时，利用上述曲线求出的

Ｃ（ε）值与利用方程（９．７８）计算出的Ｃ（ε）值相差多少？

９．ＶＬ 的物理意义是什么？由此讨论在一个储存环中束流的Ｔｏｕｓｃｈｅｋ寿
命由注入到增能，直到储存期间，是如何变化的？

１０．Ｔｏｕｓｃｈｅｋ寿命随电子能量的变化为什么有一个最小值？（参见图９．６）

１１．在计算了以上各种束流寿命后，如何计算电子束的总寿命？请举例
计算。
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章

束流集体不稳定性

　　前面各章研究的带电粒子运动，主要限于单粒子，即粒子的运动规律完全由
外部电磁场所决定。在较低流强下，束流在加速器中的运动可以看作无相互作
用的带电粒子的集合在外部场，如加速、聚焦、导向等电磁场中的运动，因此可以
用单粒子图像来描述。然而，许多加速器都要求束流有较高的流强，随着流强增
加，束流自身产生的电磁场，特别是与周围环境相互作用而激发的电磁场，将叠
加在外部场上，从而扰动束流的运动。当扰动足够强时，束流的运动将变得不稳
定。为了研究这类动力学问题，必须采用多粒子图像。这种图像考虑了束流自
身场的影响，但是一般忽略单粒子图像中的非线性问题。
具体来说，高流强的束流在真空管道内运动时，与环境相互作用将产生电磁

场，即所谓尾场。它反作用在束流上，扰动了束流的运动。在一定条件下，这个
扰动会进一步增强尾场，从而最终导致束流运动的幅度以指数增长，即发生集体
不稳定性，它伴随着束流品质的降低和大量粒子的丢失，因此集体不稳定性是限
制现代加速器性能的一个重要因素。
本章首先引入描述束流与环境相互作用的尾场和阻抗的概念，以此为基础，

采用宏粒子模型，揭示几种集体不稳定性的物理图像，然后介绍一种不稳定性问
题的系统处理方法———Ｖｌａｓｏｖ方程法，最后对朗道阻尼的物理机制作简单介
绍。本章的很多内容选自文献［１］。

１０．１　尾场与阻抗［１３］

１０．１．１　尾场函数

　　当加速器的金属真空管道在几何尺寸上呈不连续光滑或者由非理想导体组
成时，束流通过后要在其后激励起电磁场，这个电磁场称为尾场，如图１０．１所
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示。较强的束流将激励出较强的尾场。如果尾场足够强，它对束流的扰动可能
使束流的运动变得不稳定。

图１０．１　束流通过真空管道的不连续处产生的尾场［１］

考虑激励尾场的束流具有电荷ｑ，沿着束流管道的轴线运动。一个检验电
荷ｅ跟随在激励束流之后。假设激励束流和检验电荷都以速度ｖ≈ｃ运动，二者
保持固定的间距ｚ。记Ｅ和Ｂ为检验电荷所感受到的尾场的电场和磁场分量，
那么检验电荷受到的尾场力为Ｆ＝ｅ（Ｅ＋瓫×Ｂ）。一般来说，尾场力都不会强到
使人们不能忽略它随时间的细节变化，因此令我们感兴趣的是尾场力对检验电
荷的平均作用效果，这可以用力沿轨道的积分来表示：

珚Ｆ＝∫
＋∞

－∞
Ｆｄｌ （１０．１）

式中珚Ｆ称为尾场势，它是激励束流与检验电荷的间距ｚ的函数，同时也依赖于
检验电荷的横向位置坐标（ｒ，θ）。由麦克斯韦方程，可以得到尾场势满足

ＰａｎｏｆｓｋｙＷｅｎｚｅｌ定理，即

Δ

⊥
珚Ｆ∥＝ ｚ

珚Ｆ⊥ （１０．２）

另有关系为：

Δ

⊥·珚Ｆ⊥＝０ （１０．３）

利用式（１０．２）和（１０．３），同时考虑到轴对称的边界条件，在柱坐标系下，尾场势
的一般表达式为［２］：

珚Ｆ⊥＝∑
ｍ

珚Ｆ⊥，ｍ

珚Ｆ∥＝∑
ｍ

珚Ｆ∥，ｍ

珚Ｆ⊥，ｍ ＝－ｅｍＷｍ（ｚ）ｒｍ－１［ｉｒ（ｑｍｃｏｓｍθ＋珘ｑｍｓｉｎｍθ）－ｉθ（ｑｍｓｉｎｍθ－珘ｑｍｃｏｓｍθ）］
珚Ｆ∥，ｍ ＝－ｅＷ′ｍ（ｚ）ｒｍ（ｑｍｃｏｓｍθ＋珘ｑｍｓｉｎｍθ

烍

烌

烎）
（１０．４）

这里“′”代表ｄ／ｄｚ，ｉｒ，ｉθ 为径向、角向的单位矢量。Ｗｍ（ｚ）称为横向尾场函数，

Ｗ′ｍ（ｚ）为纵向尾场函数。另外，
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ｑｍ ＝∫
２π

０
ｄθ′∫

∞

０
ｄｒ′ｒ′ｍ＋１ｃｏｓｍθ′ρ（ｒ′，θ′）

珘ｑｍ ＝∫
２π

０
ｄθ′∫

∞

０
ｄｒ′ｒ′ｍ＋１ｓｉｎｍθ′ρ（ｒ′，θ′

烍

烌

烎）
（１０．５）

是束流电荷分布ρ（ｒ，θ）对应的各极矩，其中ｑｍ，珘ｑｍ 分别为正、斜ｍ 极矩。如果
束流总电荷为ｑ，〈〉表示对束流横向分布取平均，那么就有：

ｑ０ ＝ｑ，ｑ１ ＝ｑ〈ｘ〉，　珘ｑ１ ＝ｑ〈ｙ〉 （１０．６）

在式（１０．４）的推导过程中，只是从麦克斯韦方程出发，除了轴对称边界条件的假
定，没有涉及束流环境的具体信息，就得到了尾场势对ｍ，ｒ，θ的依赖关系。惟
一待求的就是尾场函数，它是由束流经过的具体环境决定的。

尾场函数的量纲分别为［Ｗｍ］＝［Ω·ｓ－１·ｍ－２ｍ＋１］，［Ｗ′ｍ］＝［Ω·ｓ－１·

ｍ－２ｍ］。表１０．１给出了笛卡儿坐标下束流电荷分布的低阶正、斜矩对应的尾场
势，其中检验电荷跟在束流后面对应着ｚ＜０，ｉｘ 和ｉｙ 分别为水平和垂直方向的
单位矢量。

表１０．１　低阶束流分布矩对应的尾场势

ｍ 束流的分布矩 纵向尾场势 横向尾场势

０ ｑ －ｅｑＷ′０（ｚ） ０

１
　
ｑ〈ｘ〉

ｑ〈ｙ〉
－ｅｑ〈ｘ〉ｘＷ′１（ｚ）
－ｅｑ〈ｙ〉ｙＷ′１（ｚ）

－ｅｑ〈ｘ〉Ｗ１（ｚ）ｉｘ
－ｅｑ〈ｙ〉Ｗ１（ｚ）ｉｙ

２
　
ｑ〈ｘ２－ｙ２〉

ｑ〈２ｘｙ〉
－ｅｑ〈ｘ２－ｙ２〉（ｘ２－ｙ２）Ｗ′２（ｚ）
－ｅｑ〈２ｘｙ〉（２ｘｙ）Ｗ′２（ｚ）

－２ｅｑ〈ｘ２－ｙ２〉Ｗ２（ｚ）（ｘｉｘ－ｙｉｙ）
－２ｅｑ〈２ｘｙ〉Ｗ２（ｚ）（ｙｉｘ＋ｘｉｙ）

３ ｑ〈ｘ３－３ｘｙ２〉

ｑ〈３ｘ２ｙ－ｙ３〉

－ｅｑ〈ｘ３－３ｘｙ２〉×
　　（ｘ３－３ｘｙ２）Ｗ′３（ｚ）

－ｅｑ〈３ｘ２ｙ－ｙ３〉×
　　（３ｘ２ｙ－ｙ３）Ｗ′３（ｚ）

－３ｅｑ〈ｘ３－３ｘｙ２〉Ｗ３（ｚ）×
　　［（ｘ２－ｙ２）ｉｘ－２ｘｙｉｙ］

－３ｅｑ〈３ｘ２ｙ－ｙ３〉Ｗ３（ｚ）×
　　［２ｘｙｉｘ＋（ｘ２－ｙ２）ｉｙ］

　　对于尺寸与束流管道半径ｂ差不多的腔式结构，尾场函数存在一个粗略的
比例关系：Ｗｍ∝１／ｂ２ｍ－１，Ｗ′ｍ∝１／ｂ２ｍ。由表１０．１可知，横向尾场势粗略正比于
（ａ／ｂ）２ｍ－１，纵向尾场势粗略正比于（ａ／ｂ）２ｍ，其中ａ为束流横向尺寸。典型的

ａｂ，所以比较低阶的尾场函数占主导地位。一般地说，可以用Ｗ１ 代表横向尾

场函数，用Ｗ′０代表纵向尾场函数。
尾场函数还具有一些重要的性质：

① 根据因果律，如果ｚ＞０，则有Ｗｍ（ｚ）＝０，Ｗ′ｍ（ｚ）＝０。

② 如果ｚ→０－，则有Ｗｍ（ｚ）≤０，Ｗ′ｍ（ｚ）≥０。

③ 除空间电荷的尾场函数外，一般都有Ｗｍ（０）＝０。



　第１０章　束流集体不稳定性　 １７３　　

④ 由束流负载基本原理得到：Ｗ′ｍ（０）＝Ｗ′ｍ（０－）／２。

⑤ 对所有的ｚ，Ｗ′ｍ（０－）≥｜Ｗ′ｍ（ｚ）｜。

⑥∫
０

－∞
Ｗ′ｍ（ｚ）ｄｚ≥０。

１０．１．２　阻抗

阻抗是尾场函数在频域的对应，它与纯谐波电流分布产生的尾场相联系。

任何电流分布形式Ｉ（ｌ，ｔ）都可以通过傅里叶级数展开为多个电流谐波叠加的形

式。不妨取某个电流谐波为：

Ｉ０（ｌ，ｔ）＝Ｉ^０ｅｉｋｌ－ｉωｔ （１０．７）

下标０意味着电流分布与ｘ，ｙ无关，即ｍ＝０。定义纵向阻抗由下式给出：
珚Ｅｌ（ｌ，ｔ）＝－Ｉ０（ｌ，ｔ）ｚ∥０ （ω） （１０．８）

其中珚Ｅｌ（ｌ，ｔ）是电流Ｉ０（ｌ，ｔ）产生的尾场的纵向电场分量沿ｌ的积分，即电压。由

表１０．１和叠加原理，电荷元ｄｑ（ｍ＝０）产生的尾场势为：

ｄ珚Ｆｌ ＝ｅｄ珚Ｅｌ ＝－ｅＷ′０（ｚ）ｄｑ （１０．９）

对于纵向位置某点ｌ，时刻ｔ′通过该点的电荷元为ｄｑ＝Ｉ０（ｌ，ｔ′）ｄｔ′。在随后的时

刻ｔ，这个电流元在该点的尾场函数为Ｗ０（ｚ），其中ｚ为ｔ时刻该电流元的位置

与点ｌ的距离，ｚ＝ｃ（ｔ′－ｔ），因此有：

ｄ珚Ｅｌ ＝－Ｗ′０［ｃ（ｔ′－ｔ）］Ｉ０（ｌ，ｔ′）ｄｔ′ （１０．１０）

那么，总的电场积分是对所有ｔ以前的时间积分，即

珚Ｅｌ ＝－∫
ｔ

－∞
ｄｔ′Ｗ′０［ｃ（ｔ′－ｔ）］Ｉ０（ｌ，ｔ′）＝－∫

＋∞

－∞
ｄｔ′Ｗ′０［ｃ（ｔ′－ｔ）］Ｉ０（ｌ，ｔ′）

（１０．１１）

其中把积分延展到＋∞是因为对于ｚ＞０，Ｗ０（ｚ）＝０。改变上式的积分变量为

ｚ＝ｃ（ｔ′－ｔ），得：

珚Ｅｌ（ｌ，ｔ）＝－１ｃ∫
＋∞

－∞
ｄｚＷ′０（ｚ）Ｉ０ｌ，ｚｃ ＋（ ）ｔ （１０．１２）

将式（１０．７）代入到式（１０．１２），得：

珚Ｅｌ（ｌ，ｔ）＝－Ｉ０
（ｌ，ｔ）
ｃ∫

＋∞

－∞
ｄｚＷ′０（ｚ）ｅｘｐ －ｉωｚ（ ）ｃ （１０．１３）

　　与阻抗定义式（１０．８）相比，可以得到阻抗与尾场函数的关系为：

Ｚ∥０ （ω）＝ １ｃ∫
＋∞

－∞
ｄｚＷ′０（ｚ）ｅｘｐ －ｉωｚ（ ）ｃ （１０．１４）
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即阻抗是尾场函数的傅里叶变换。若ｍ＞０，也可以得到类似的关系：

Ｚ∥ｍ（ω）＝ １ｃ∫
＋∞

－∞
ｄｚＷ′ｍ（ｚ）ｅｘｐ －ｉωｚ（ ）ｃ （１０．１５）

　　同样，对于ｍ＞０，可以定义横向阻抗满足：
珚Ｆ⊥ （ｌ，ｔ）＝ｉｅＩｍ（ｌ，ｔ）ｍｒｍ－１（ｉｒｃｏｓｍθ－ｉθｓｉｎｍθ）Ｚ⊥ｍ（ω） （１０．１６）

其中Ｉｍ（ｌ，ｔ）是电流分布的ｍ阶矩。横向阻抗与横向尾场函数的关系为：

Ｚ⊥ｍ（ω）＝ ｉｃ∫
＋∞

－∞
ｄｚＷｍ（ｚ）ｅｘｐ －ｉωｚ（ ）ｃ （１０．１７）

　　如果知道了阻抗，也可以通过傅里叶逆变换得到尾场函数：

Ｗ′ｍ（ｚ）＝ １２π∫
＋∞

－∞
ｄωＺ∥

ｍ（ω）ｅｘｐｉωｚ（ ）ｃ
Ｗｍ（ｚ）＝－ ｉ２π∫

＋∞

－∞
ｄωＺ⊥

ｍ（ω）ｅｘｐｉωｚ（ ）
烍

烌

烎ｃ

（１０．１８）

　　阻抗的量纲为［Ｚ∥ｍ］＝［Ω·ｍ－２ｍ］，［Ｚ⊥ｍ］＝［Ω·ｍ－２ｍ＋１］。与尾场函数相对

应，最主要的纵向阻抗为Ｚ∥０ ，最主要的横向阻抗为Ｚ⊥１ 。

阻抗具有一些很重要的性质：

①ＰａｎｏｆｓｋｙＷｅｎｚｅｌ定理在频域可表示为：Ｚ∥ｍ（ω）＝ωｃＺ
⊥
ｍ（ω）。

② 尾场函数为实数，要求Ｚ∥ｍ （ω）＝Ｚ∥ｍ（－ω），Ｚ⊥ｍ （ω）＝－Ｚ⊥ｍ（－ω）。

③ 根据因果律，阻抗的实部与虚部不是相互独立的，它们之间满足 Ｈｉｌｂｅｒｔ
变换，即

Ｒｅ［Ｚ∥ｍ（ω）］＝ １π
Ｐ．Ｖ．∫

＋∞

－∞
ｄω′Ｉｍ

［Ｚ∥ｍ（ω′）］
ω′－ω

Ｉｍ［Ｚ∥ｍ（ω）］＝－１π
Ｐ．Ｖ．∫

＋∞

－∞
ｄω′Ｒｅ

［Ｚ∥ｍ（ω′）］
ω′－ω

其中Ｐ．Ｖ．表示取积分主值，对于横向阻抗也有类似关系式。因此，从原理上
讲，知道了阻抗的实部或虚部就可以求得整个阻抗。

④ Ｒｅ［Ｚ∥ｍ（ω）］≥０对全部ω都成立。

如果ω＞０，则Ｒｅ［Ｚ⊥ｍ（ω）］≥０；如果ω＜０，则Ｒｅ［Ｚ⊥ｍ（ω）］≤０。

１０．１．３　加速器中常见的阻抗［３］

为了计算特定束流管道结构的阻抗，需要求解激励束流在管道内产生的电

磁场。目前，人们提出了很多方法来计算阻抗，这包括：在恰当的边界条件下直

接解析求解麦克斯韦方程，这种方法只能应用于比较简单的情况；把结构划分为
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不同的子区域，在不同子区域用本征函数展开场，然后在子区域的交界面和边界

上用场匹配的方法确定展开系数；在时域用数值模拟方法对束流激励产生的场

积分，然后经过傅里叶变换得到阻抗；用脉冲电流模拟束流方法在实验平台上测

量单个真空部件的阻抗，或者测量加速器参数随流强的变化关系，据此估算加速

器的阻抗。

下面将忽略具体的求解和计算过程，给出加速器中常见的一些阻抗。

（１）空间电荷阻抗

半径为ａ的束流通过由理想金属构成的半径为ｂ、长为Ｌ的圆管道，空间电

荷的阻抗和尾场函数列于表１０．２。

表１０．２　空间电荷的阻抗和尾场函数

阻　　抗 尾 场 函 数

Ｚ∥０ ＝ｉ
Ｚ０Ｌω
４πｃγ２

１＋２ｌｎｂ（ ）ａ
Ｚ⊥ｍ≠０＝ｉ

Ｚ０Ｌ
２πγ２ｍ

１
ａ２ｍ－

１
ｂ２（ ）ｍ

Ｗ′０＝
Ｚ０ｃＬ
４πγ２

１＋２ｌｎｂ（ ）ａ δ′（ｚ）

Ｗｍ≠０＝
Ｚ０ｃＬ
２πγ２ｍ

１
ａ２ｍ－

１
ｂ２（ ）ｍ δ（ｚ）

其中Ｚ０≈３７７Ω为自由空间阻抗，δ′（ｚ）为δ函数的导数。
（２）电阻壁阻抗
由有限电导率为σｃ的金属构成的半径为ｂ、长为Ｌ的圆管道，其阻抗和尾场

函数列于表１０．３。

表１０．３　电阻壁的阻抗和尾场函数

阻　　抗 尾 场 函 数

Ｚ∥ｍ ＝ωｃＺ
⊥
ｍ

Ｚ∥ｍ ＝１－ｓｇｎ
（ω）ｉ

１＋δ０ｍ
· Ｌ
πσｃδｓｋｉｎｂ２ｍ＋１

Ｗｍ＝－ ｃ
πｂｍ＋１（１＋δｍ０）

Ｚ０
πσ槡ｃ
· Ｌ
｜ｚ｜１／２

Ｗ′ｍ＝－ ｃ
２πｂｍ＋１（１＋δｍ０）

Ｚ０
πσ槡ｃ
· Ｌ
｜ｚ｜３／２

其中δｓｋｉｎ＝ ２ｃ
｜ω｜Ｚ０σ槡 ｃ

为趋肤深度。如果ｍ＝０，则δｍ０＝１；如果ｍ≠０，则δｍ０＝０。

（３）谐振子阻抗模型
这是用电阻、电感、电容（ＲＬＣ）的并联回路等效复杂结构的阻抗模型，对应

的阻抗和尾场函数列于表１０．４，其中Ｒ（ｍ）
ｓ 为分流阻抗，Ｑ为品质因子，ωｒ 为谐

振频率，α＝ωｒ／（２Ｑ），珔ωｒ＝ ｜ω２ｒ－α２槡 ｜。
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表１０．４　谐振子模型的阻抗和尾场函数

阻　　抗 尾 场 函 数

Ｚ∥ｍ （ω）＝
Ｒ（ｍ）ｓ

１＋ｉＱ（ωｒ／ω－ω／ωｒ）

Ｚ⊥ｍ （ω）＝ｃωＺ
∥
ｍ （ω）

Ｗｍ（ｚ＜０）＝
Ｒ（ｍ）ｓ ｃωｒ
Ｑ珔ωｒ

ｅαｚ／ｃｓｉｎ
珔ωｒｚ
ｃ

Ｗ′ｍ（ｚ＜０）＝２αＲ（ｍ）ｓ ｅαｚ／ｃ ｃｏｓ
珔ωｒｚ
ｃ ＋

α
珔ωｒ
ｓｉｎ
珔ωｒｚ（ ）ｃ

　　（４）宽带阻抗模型

如果只对短程尾场感兴趣，对于尺寸与束流管道半径ｂ可比的类腔结构，在

频率ω≤ｃｂ
的范围内，它的阻抗可以用谐振子阻抗来等效，其具体参数为：

对Ｚ∥０ ：　Ｒ（０）
ｓ ≈６０Ω，Ｑ≈１，ωｒ≈ ｃｂ

对Ｚ⊥１ ：　Ｒ（１）
ｓ ≈ １ｂ２×６０Ω

，Ｑ≈１，ωｒ≈ ｃ
烍

烌

烎ｂ

（１０．１９）

１０．１．４　寄生损失

当束流通过时，束流会损失能量在真空管道的阻抗上，这个能量损失称为寄

生损失（ｐａｒａｓｉｔｉｃｌｏｓｓ）。如果束流总电荷量为Ｑ，归一化的纵向电荷分布为

ρ（ｌ），那么，在阻抗Ｚ∥０ 上的寄生损失为：

Δε＝－Ｑ２∫
＋∞

－∞
ｄｌ′ρ（ｌ′）∫

＋∞

ｚ′
ｄｌρ（ｌ）Ｗ′０（ｌ′－ｌ）

＝－Ｑ
２

２π∫
＋∞

－∞
ｄω｜^ρ（ω）｜

２Ｒｅ［Ｚ∥０ （ω）］

＝－Ｑ２κ∥ （１０．２０）

其中ρ^（ω）为纵向电荷分布的傅里叶变换：

ρ^（ω）＝∫
＋∞

－∞
ｄｌｅ－ｉωｌρ（ｌ）

ρ（ｌ）＝
１
２πｃ∫

＋∞

－∞
ｄωｅｉωｌ／ｃ^ρ（ω

烍

烌

烎
）

（１０．２１）

κ∥为损失因子，单位为Ｖ·（ｐＣ）－１。

κ∥＝ １２π∫
＋∞

－∞
ｄω｜^ρ（ω）｜

２Ｒｅ［Ｚ∥０ （ω）］ （１０．２２）

只有阻抗的实部才产生能量损失，因此纯感性和容性的阻抗，例如空间电荷阻

抗，不会使束流整体产生寄生损失。
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１０．２　宏粒子模型下的集体不稳定性

加速器中的各种阻抗源在束流的激励下产生的尾场力，将改变粒子的运动
轨迹，导致振荡频率的移动、光学函数的畸变甚至稳定运动条件的破坏，这都是
集体不稳定性的范畴。根据所考虑的束流的运动方向，集体不稳定性分为纵向与
横向；根据所研究的束流类型，又可分为单束团、多束团及连续束集体不稳定性。
由多粒子组成的束流系统是一个数目庞大的多体系统，其粒子数通常约在

１０１０左右，因此不可能也没有必要研究每个粒子的运动，而且人们感兴趣的是整
个束流的宏观行为，所以宏粒子模型常被用来研究束流不稳定性问题。所谓宏
粒子模型，就是用一个宏粒子代表一定数量的真实粒子，从而用相对真实粒子数
目少得多的宏粒子系统来描述整个束流系统的简化模型。在用解析方法研究束
流不稳定性问题时，一般采用单粒子或双粒子模型。在用计算机模拟方法时，根
据计算机的能力和问题的特征，一般采用几百到几万的宏粒子。
下面将采用单粒子和双粒子模型分析几个比较常见的集体不稳定性问题，

以便于简单、直观地研究不稳定性发生的机理和过程。然而，简化的宏粒子模型
必然存在一定的局限性，它只能给出比较粗略的定量结果，甚至对一些不稳定性
问题，不容易采用这种过于简化的宏粒子模型。

１０．２．１　直线加速器中的束流崩溃效应［１］

在直线加速器中，当粒子速度接近光速时，束流内粒子的相对纵向位置是基
本不变的。头部粒子的小的横向位置偏差激励的尾场，将总是作用于尾部的粒
子，使其发生横向位置偏移。如果束流足够强，这个偏移在整个加速器中累加的
结果，将使尾部粒子产生很大的偏移，打在真空管道上丢失；即使管道孔径足够
大，束流的横向发射度也会大大增加，降低加速器的性能，这个现象就称为束流
崩溃效应。

图１０．２　双粒子模型

采用如图１０．２所示的双粒子模型研究束流崩溃效应：两个宏粒子代表整个
束流，各包含Ｎ／２个粒子，纵向相距为｜ｚ｜（ｚ＜０），这个距离是不随时间改变的。
头部的宏粒子由于自由振荡而偏离中心位置，就会产生尾场力并作用于尾部宏
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粒子，只考虑ｍ＝１的尾场，由表１０．１给出的尾场力表达式，可以得到两个宏粒
子横向位置偏差ｙ１，ｙ２ 满足以下关系：

ｙ″１＋ｋ２β１ｙ１ ＝０ （１０．２３）

ｙ″２＋ｋ２β２ｙ２ ＝－
Ｎｅ２Ｗ１（ｚ）
２ＥＬ ｙ１（ｌ）＝－Ｎｒ０Ｗ１（ｚ）

２γＬ ｙ１０ｃｏｓ（ｋβ１ｌ） （１０．２４）

其中ｋβ１，２＝ωβ１，２／ｃ为自由振荡波数；Ｅ＝γｍ０ｃ
２ 为粒子能量；ｒ０＝ｅ２／（ｍ０ｃ２）为粒

子经典半径；Ｗ１（ｚ）是长度为Ｌ的加速腔的尾场函数；ｙ１（ｌ）＝ｙ１０ｃｏｓ（ｋβ１ｌ）为头
部粒子自由振荡的解［ｙ′１（ｌ＝０）＝０］，ｙ１０为初始位置偏差。假设ｋβ２与ｌ无关且

ｋβ２Ｌ１，这样，式（１０．２４）右边的尾场力可以用一个加速腔上的平均值来表示。
式（１０．２３）表明，头部宏粒子只是做自由振荡。假设尾部宏粒子初始条件为

ｙ２（ｌ＝０）＝ｙ１０，ｙ′２（ｌ＝０）＝０，那么，它的横向运动满足：

ｙ２（ｌ）＝ｙ１０ｃｏｓ（珔ｋβｌ）ｃｏｓ
Δｋβｌ
２ －ｙ１０ｓｉｎ（珔ｋβｌ）

Δｋβ
２ ＋Ｎｒ０Ｗ１（ｚ）

４ｋβγ［ ］Ｌ
ｓｉｎ（Δｋβｌ／２）
Δｋβ／［ ］２
（１０．２５）

其中珔ｋβ＝（ｋβ１＋ｋβ２）／２，Δｋβ＝ｋβ２－ｋβ１。如果ｋβ２≈ｋβ１＝ｋβ，那么，尾部粒子将被
头部粒子的尾场力共振激励，导致其运动振幅随纵向位置ｌ的变化而线性增长：

ｙ２（ｌ）＝ｙ１０ ｃｏｓ（ｋβｌ）－
Ｎｒ０Ｗ１（ｚ）
４ｋβγＬ

ｌｓｉｎ（ｋβｌ［ ］） （１０．２６）

这就是束流崩溃效应产生的原因。如果直线加速器总长为Ｌ０，那么在出口处，
尾部粒子的振幅增长系数为：

Λ＝－Ｎｒ０Ｗ１（ｚ）Ｌ０
４ｋβγＬ

（１０．２７）

　　上述讨论忽略了加速的影响，如果假设能量随纵向位置均匀增长，聚焦强度
随能量增加而线性增长，那么，加速器出口的振幅增长系数为：

Λ＝－Ｎｒ０Ｗ１（ｚ）Ｌ０
４ｋβγｆＬ

ｌｎγｆ
γｉ

（１０．２８）

由此可见，由于能量的增长，粒子抵抗尾场力的能力增强了，尾部粒子振幅的增
长也减小了，这就是绝热阻尼。
即使存在加速，束流崩溃效应也会很严重。为了减小它的影响，除了采用快

速加速、准确注入及轨道校正方法外，还可以采用由 Ｂａｌａｋｉｎ、Ｎｏｖｏｋｈａｔｓｋｙ、

Ｓｍｉｒｎｏｖ提出的ＢＮＳ阻尼来解决，这种方法使尾部粒子比头部粒子感受到更强
的聚焦力，那么头部和尾部粒子的自由振荡频率就会存在一定差别，从而尾场力
不会共振激励尾部粒子的运动，它的振幅也就不会随纵向位置线性增长，这由式
（１０．２５）也可以很清楚地看到。有不同的途径提供ＢＮＳ聚焦力：首先可以利用
强度随时间改变的射频四极磁铁，使头部和尾部的粒子感受到不同的四极磁铁
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强度；另外，考虑到色品的存在，能量不同的粒子在四极磁铁中感受到的聚焦强
度是不同的。因此，可以通过选择加速相位，使尾部相对头部粒子获得略小的能
量，从而获得更强的聚焦。

１０．２．２　强头尾不稳定性［１，４］

与直线加速器类似，在环形加速器中也存在束流崩溃效应，它被称为强头尾
不稳定性或者横向模式耦合不稳定性。与直线加速器情况不同的是，由于同步
振荡，粒子之间的纵向相对位置以同步振荡角频率Ω缓慢变化。
仍采用图１０．２给出的双粒子模型，假设两个宏粒子同步振荡的振幅相同，

相位相反。那么在同步振荡的前半个周期，宏粒子１在纵向位置上领先宏粒子

２，所以宏粒子２要感受到宏粒子１产生的尾场；在同步振荡的后半个周期，宏粒
子２的尾场要作用于宏粒子１。假设宏粒子的自由振荡频率相同，那么，它们将
满足下列运动方程：

ｙ″１＋ ωβ（ ）ｃ
２

ｙ１ ＝０

ｙ″２＋ ωβ（ ）ｃ
２

ｙ２ ＝Ｎｒ０Ｗ０

２γＣ ｙ
烍

烌

烎１
　（ｋＴｓ＜ｌ／ｃ＜ｋＴｓ＋Ｔｓ／２） （１０．２９）

ｙ″１＋ ωβ（ ）ｃ
２

ｙ１ ＝Ｎｒ０Ｗ０

２γＣ ｙ２

ｙ″２＋ ωβ（ ）ｃ
２

ｙ２ ＝
烍

烌

烎０
　（ｋＴｓ＋Ｔｓ／２＜ｌ／ｃ＜ｋＴｓ＋Ｔｓ）　

（１０．３０）

其中Ｔｓ为同步振荡周期，ｋ＝０，１，２，…。为了简单起见，假设沿全环积分的尾
场函数为：

Ｗ１（ｚ）＝
－Ｗ０ （对于０＞ｚ＞－｜束长｜）

０ （对于其他范围烅
烄

烆 ）
（１０．３１）

不包含尾场力扰动的运动方程的解为：

ｙ＝ｙ０ｃｏｓ（ωβｌ／ｃ）＋
ｃ
ωβ
ｙ′０ｓｉｎ（ωβｌ／ｃ）

ｙ′＝ｙ′０ｃｏｓ（ωβｌ／ｃ）－
ωβ
ｃｙ０ｓｉｎ

（ωβｌ／ｃ
烍

烌

烎
）

（１０．３２）

也可以写成比较简洁的形式：

珘ｙ＝ｙ＋ｉｃωβ
ｙ′＝珘ｙ（０）ｅ－ｉωβｌ／ｃ （１０．３３）

　　对于同步振荡的前半周期，宏粒子１的运动是如式（１０．３３）所示的自由振
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荡，将其代入式（１０．２９）可以得到宏粒子２的运动满足：

ｙ２ ＝珘ｙ２（０）ｅ－ｉωβｌ／ｃ＋ｉＮｒ０Ｗ０ｃ
４γＣωβ

ｃ
ωβ
珘ｙ
１ （０）ｓｉｎωβｌｃ ＋珘ｙ１（０）ｌｅ－ｉωβｌ／［ ］ｃ （１０．３４）

上式中，前两项描述了粒子的自由振荡，第三项为共振响应项。在ωβＴｓ／２１，
即ωβΩ的条件下，第二项远小于第三项，可以忽略，那么，可以把同步振荡前
半周期的解写成矩阵的形式，即

珘ｙ１
珘ｙ（ ）
２ ｔ＝ｋＴｓ＋Ｔｓ／２

＝ｅ－ｉωβＴｓ／２
１ ０
ｉＹ（ ）１ 珘ｙ１

珘ｙ（ ）
２ ｔ＝ｋＴｓ

（１０．３５）

其中定义了一个正的、无量纲的参数：

Ｙ ＝πＮｒ０Ｗ０ｃ２

４γＣωβΩ
（１０．３６）

　　在同步振荡的后半个周期，式（１０．３０）的解的形式与式（１０．３４）的相同，只是
要把下标１和２互换。因此，可以得到一个同步振荡周期的矩阵形式的解为：

珘ｙ１
珘ｙ（ ）
２ ｔ＝ｋＴｓ＋Ｔｓ

＝ｅ－ｉωβＴｓ
１ ｉＹ（ ）０ １

１ ０
ｉＹ（ ）１ 珘ｙ１

珘ｙ（ ）
２ ｔ＝ｋＴｓ

＝ｅ－ｉωβＴｓ
１－Ｙ２ ｉＹ
ｉＹ（ ）１ 珘ｙ１

珘ｙ（ ）
２ ｔ＝ｋＴｓ

（１０．３７）

　　经过多个同步振荡周期，如果粒子的运动是稳定的，那么，上述传输矩阵的
迹的绝对值必须小于２，即

｜２－Ｙ２｜≤２　　Ｙ ＝π
Ｎｒ０Ｗ０ｃ２

４γＣωβΩ
≤２ （１０．３８）

　　上述稳定性判据说明：对于低流强，束流是稳定的，这与直线加速器中尾部
粒子总是不稳定的情况不同，这是由于同步振荡使宏粒子１、２交替处于束流尾
部，在一定流强阈值之下，尾部粒子的振幅增长并不能累积，从而不会导致不稳
定性。只有流强超过这个阈值，振幅增长的累积效应才会出现，导致束流不稳定
性发生。式（１０．３８）中Ω出现在分母上也表明振荡角频率越高，阈值流强也越
高，这也说明同步振荡是有利于稳定束流的。

１０．２．３　头尾不稳定性［１］

前一节分析强头尾不稳定性时，假设同步振荡和自由振荡是没有耦合的，本
节将研究同步振荡与自由振荡的耦合所引起的不稳定性———头尾不稳定性。
环形加速器中粒子的自由振荡频率依赖于粒子的能量偏差δ＝ΔＥ／Ｅ，如果

理想粒子的角频率为ωβ，那么具有能量偏差的粒子的自由振荡角频率为：

ωβ（δ）＝ωβ（１＋ξδ） （１０．３９）
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其中ξ为色品。
在不考虑尾场时，自由振荡相位变化为：

Ψβ（ｌ）＝∫ωβ（δ）ｄｌｃ ＝ωβ ｌｃ ＋ξ∫δｄｌ（ ）ｃ ＝ωβ
ｌ
ｃ －

ξ
ｃηｃ
ｚ（ｌ［ ］） （１０．４０）

其中ηｃ为滑相因子。推导上式时用到了ｚ′＝－ηｃδ。假设束流由两个宏粒子组
成，它们的同步振荡满足：

ｚ１ ＝ｚ^ｓｉｎΩｌｃ
，　ｚ２ ＝－ｚ１ （１０．４１）

其中Ω为同步振荡角频率。两个粒子的自由振荡可以描述为：

ｙ１（ｌ）＝珘ｙ１ｅ－ｉΨβ１（ｌ）＝珘ｙ１ｅｘｐ －ｉωβ
ｌ
ｃ ＋ｉ

ξωβ
ｃηｃ
ｚ^ｓｉｎΩｌ（ ）ｃ

ｙ２（ｌ）＝珘ｙ２ｅ－ｉΨβ２（ｌ）＝珘ｙ２ｅｘｐ －ｉωβ
ｌ
ｃ －ｉ

ξωβ
ｃηｃ
ｚ^ｓｉｎΩｌ（ ）

烍

烌

烎ｃ

（１０．４２）

其中ξωβ^ｚ／（ｃηｃ）称为头尾相位。
在同步振荡的前半周期，粒子１在纵向处于领先位置，粒子２的运动要受到

粒子１的尾场的影响，假设尾场函数由式（１０．３１）给出，粒子２满足运动方程：

ｙ″２＋ ωβ（δ２）［ ］ｃ

２

ｙ２ ＝Ｎｒ０Ｗ０

２γＣ ｙ１

ωβ（δ２）＝ωβ １＋ξ
ωｓ^ｚ
ｃηｃ
ｃｏｓΩｌ（ ）

烍

烌

烎ｃ

（１０．４３）

上式中的ｙ１ 由式（１０．４２）确定。如果假设ｙ２ 也具有式（１０．４２）的形式，但它的
振幅珘ｙ２ 随时间慢变化，那么，由式（１０．４３）可以得到珘ｙ２ 满足的方程为：

珘ｙ′２（ｌ）≈ｉ
Ｎｒ０Ｗ０ｃ
４γＣωβ

珘ｙ１（０）ｅｘｐ２ｉξωβ^
ｚ

ｃηｃ
ｓｉｎΩｌ（ ）ｃ （１０．４４）

　　对于大多数情况，头尾相位远小于１，对上式的指数部分作泰勒级数展开，

珘ｙ２ 可以积分得到，即

珘ｙ２（ｌ）＝珘ｙ２（０）＋ｉＮｒ０Ｗ０ｃ
４γＣωβ

珘ｙ１（０）ｌ＋ｉ
２ξωβ^ｚ
ηｃΩ

１－ｃｏｓΩｌ（ ）［ ］ｃ
（１０．４５）

方括号内的第一项是共振响应项，对应着强头尾不稳定性；第二项正比于头尾相
位，是头尾不稳定性的来源。
也可以把前半周期的解写成矩阵的形式，即

珘ｙ１
珘ｙ（ ）
２ ｔ＝ｋＴｓ＋Ｔｓ／２

＝
１ ０
ｉＹ（ ）１ 珘ｙ１

珘ｙ（ ）
２ ｔ＝ｋＴｓ

（１０．４６）

其中

Ｙ ＝πＮｒ０Ｗ０ｃ２

４γＣωβωｓ
１＋ｉ４ξωβ^ｚπｃ［ ］η

（１０．４７）
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　　同样可以得到同步振荡后半个周期的矩阵形式的解为：

珘ｙ１
珘ｙ（ ）
２ ｔ＝ｋＴｓ＋Ｔｓ

＝
１ ｉＹ（ ）０ １

珘ｙ１
珘ｙ（ ）
２ ｔ＝ｋＴｓ＋Ｔｓ／２

（１０．４８）

最终可以得到一个同步振荡周期的传输矩阵：

１ ｉＹ（ ）０ １
１ ０
ｉＹ（ ）１ ＝ １－Ｙ２ ｉＹ

ｉＹ（ ）１ （１０．４９）

　　对于小流强，｜Ｙ｜１，可以求得上述矩阵的本征值为λ±≈ｅ±ｉＹ，分别对应于
“＋”、“－”模式。由式（１０．４７），Ｙ 的虚部给出了自由振荡的增长率，即

τ－１± ＝
Ｎｒ０Ｗ０ξｃ^ｚ
２πγηｃＣ

（１０．５０）

　　如果ξ／ηｃ＞０，“＋”模式是衰减的，“－”模式是增长的；如果ξ／ηｃ＜０，“＋”模
式是增长的，“－”模式是衰减的，因此，只有ξ＝０才能保证束流是稳定的。如果
采用更精确的分析方法，即 Ｖｌａｓｏｖ方程法，就会发现双粒子模型过高估计了
“－”模式的增长率。如果再考虑到其他阻尼机理（例如朗道阻尼、同步辐射阻
尼）的存在，一般对运行在临界能量之上的加速器，要求色品略大于０；在临界能
量之下，色品略小于０。所以，要引入六极磁铁来校正色品。

１０．２．４　纵向Ｒｏｂｉｎｓｏｎ不稳定性［１］

当束团通过高频腔时，由于纵向位置的不同，粒子将以不同的相位与腔中电
磁场相互作用，从而造成不同的能量交换关系，引起纵向运动的不稳定性。这首
先是由美国伯克利实验室（ＬＢＬ）的Ｒｏｂｉｎｓｏｎ提出的，因而称为Ｒｏｂｉｎｓｏｎ不稳
定性。
为了保证同步加速，环形加速器高频腔的基模的角频率ωＲ 要调整为回旋

角频率ωｓ的近似整数倍，即ωＲ≈ｋωｓ，ｋ为谐波系数。这意味着束流在腔中激励
的尾场将主要包含ωＲ≈ｋωｓ 的频率分量，或者说，Ｚ∥０ 在ωＲ≈ｋωｓ 有一个峰值。
采用单粒子模型研究粒子的纵向运动，记ｚｎ 为第ｎ圈粒子与理想粒子在高频腔
处的纵向位置偏差，正的ｚｎ 意味着比理想粒子提前到达高频腔。δｎ＝ΔＥ／Ｅ为
第ｎ圈粒子的相对能量偏差，那么，用ｚｎ，δｎ 描述的小振幅近似下的纵向运动方
程为：

ｄ
ｄｎｚｎ ＝－ηｃＣδｎ

（１０．５１）

ｄ
ｄｎδｎ ＝

（２πνｓ）２

ηｃＣ
ｚｎ （１０．５２）

其中Ｃ为加速器周长，νｓ＝Ω／ωｓ为同步振荡频数，典型情况下，νｓ１，即粒子要
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回旋很多圈才完成一次同步振荡。
式（１０．５２）只有在非常弱的流强下才成立。对于强流，需要考虑尾场导致的

能量变化，因此有：

ｄ
ｄｎδｎ＝

（２πνｓ）２

ηｃＣ
ｚｎ＋ｅＶ

（ｚｎ）
Ｅ

＝
（２πνｓ）２

ηｃＣ
ｚｎ－Ｎｒ０γ ∑

ｎ

ｍ＝－∞
Ｗ′０（ｍＣ－ｎＣ＋ｚｎ－ｚｍ） （１０．５３）

其中Ｗ′０为加速器整圈的纵向尾场函数。对ｍ的求和是对束流在第ｎ圈之前各
圈激励的尾场的累加；ｍＣ－ｎＣ＋ｚｎ－ｚｍ 是粒子在第ｎ圈和第ｍ 圈的纵向位置
差。组合式（１０．５１）和（１０．５３）就有：

ｄ２ｚｎ
ｄｎ２ ＋

（２πνｓ）２ｚｎ ＝Ｎｒ０ηｃＣγ ∑
ｎ

ｍ＝－∞
Ｗ′０（ｍＣ－ｎＣ＋ｚｎ－ｚｍ） （１０．５４）

　　假设束团同步振荡的振幅远小于高频腔基模的波长，可以按泰勒级数展开
尾场函数，保留到线性项：

Ｗ′０（ｍＣ－ｎＣ＋ｚｎ－ｚｍ）≈Ｗ′０（ｍＣ－ｎＣ）＋（ｚｎ－ｚｍ）Ｗ″０（ｍＣ－ｎＣ）
（１０．５５）

上式第一项为静态项，它对应着寄生损失，引起粒子纵向位置改变常数值，这里
将不考虑这一项；第二项包含ｚｎ－ｚｍ，它是不同圈的纵向位置的差，类似于

ｄｚ／ｄｎ，这对于式（１０．５４）将可能意味着不稳定性，因为二次微分方程中的一次
导数项对应着解以指数形式增长或衰减。把式（１０．５５）带入式（１０．５４）得到ｚｎ
满足的线性微分方程，下面将在频域求解方程以简化数学处理。在频域，有：

ｚｎ ∝ｅ－ｉｎωＴｓ （１０．５６）
这里Ｔｓ＝Ｃ／ｃ＝２π／ωｓ 为回旋周期，ω 为待求的束流集体振荡频率，组合式
（１０５４）（１０．５６）就有：

ω２－Ω２ ＝－Ｎｒ０ηｃｃγＴｓ ∑
＋∞

ｍ＝－∞

（１－ｅ－ｉｍωＴｓ）Ｗ″０（ｍＣ） （１０．５７）

其中Ω为同步振荡角频率，同时可以利用尾场函数的因果特性把对ｍ的求和扩
展到＋∞。利用傅里叶变换的恒等式，即

∑
＋∞

ｍ＝－∞
Ｆ（ｍＣ）＝ １Ｃ∑

＋∞

ｐ＝－∞

珟Ｆ ２πｐ（ ）Ｃ
（１０．５８）

得到：

ω２－Ω２ ＝－ｉＮｒ０ηｃγＴ２ｓ ∑
＋∞

ｐ＝－∞

［ｐωｓＺ∥０ （ｐωｓ）－（ｐωｓ＋ω）Ｚ∥０ （ｐωｓ＋ω）］

（１０．５９）

　　对于给定的阻抗，原则上根据上式可以解出ω。这里采用扰动方法，认为ω
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偏离Ω 不太多，那么，上式右边的ω都可以用Ω 代替，这样就可以得到ω的近似
表达式，其中同步振荡频移为：

Δω＝Ｒｅ（ω－Ω）

＝ Ｎｒ０ηｃ
２γＴ２ｓΩ∑

＋∞

ｐ＝－∞

｛ｐωｓＩｍ［Ｚ∥０ （ｐωｓ）］－（ｐωｓ＋Ω）Ｉｍ［Ｚ∥０ （ｐωｓ＋Ω）］｝

（１０．６０）

不稳定性增长率为：

τ－１＝Ｉｍ（ω－Ω）

＝ Ｎｒ０ηｃ
２γＴ２ｓΩ∑

＋∞

ｐ＝－∞

｛（ｐωｓ＋Ω）Ｒｅ［Ｚ∥０ （ｐωｓ＋Ω）］｝ （１０．６１）

可以看到，阻抗的虚部对集体振荡频移有贡献，实部对增长率有贡献。
高频腔的基模阻抗可以用表１０．４给出的谐振子阻抗来描述，即

Ｚ∥０ （ω）＝ Ｒｓ
１＋ｉＱ（ωＲ／ω－ω／ωＲ）

（１０．６２）

　　一般来说，阻抗峰值宽度ωＲ／（２Ｑ）和同步振荡频率Ω都远小于ωｓ，因此式
（１０．６１）中的求和式只有两项，即ｐ＝±ｋ对增长率起主要贡献，这就给出：

τ－１ ≈
Ｎｒ０ηｃｋωｓ
２γＴ２ｓωｓ

｛Ｒｅ［Ｚ∥０ （ｋωｓ＋Ω）］－Ｒｅ［Ｚ∥０ （ｋωｓ－Ω）］｝ （１０．６３）

　　束团稳定性要求τ－１≤０，如果ηｃ＞０（临界能量之上），就必须使频率ｋωｓ＋Ω
处的阻抗小于频率ｋωｓ－Ω处的阻抗；如果ηｃ＜０（临界能量之下），则反之。因
而，这个稳定性条件给出了Ｒｏｂｉｎｓｏｎ判据：临界能量之上，基模频率ωＲ 应该略
低于ｋωｓ；临界能量之下，ωＲ 应该略高于ｋωｓ，如图１０．３所示。如果不满足这个
判据，那么，同步振荡将发生Ｒｏｂｉｎｓｏｎ不稳定性。

图１０．３　Ｒｏｂｉｎｓｏｎ判据的选择
（ａ）ωＲ 略低于ｋωｓ；（ｂ）ωＲ 略高于ｋωｓ
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上面考虑的是高频腔的基模，显然，束团与高频腔的高阶模相互作用，也会
产生Ｒｏｂｉｎｓｏｎ不稳定性。

１０．３　应用Ｖｌａｓｏｖ方程的扰动分析法［１，５］

用少数的宏粒子代表整个束流，即所谓的粒子表象，在研究包含高阶模式的
束流不稳定性运动时，往往无能为力。原理上这可以通过增加宏粒子的数目来
解决，但是这会使分析方法复杂得无法处理。当然，也可以采用计算机模拟方
法，利用几百到几万或更多的宏粒子来描述束流的运动，然而受计算机能力的限
制，也不可能采用与真实粒子相同数目（约１０１０）的宏粒子来研究束流的全部运
动模式。
为了解决这个问题，假设束流内的粒子数目为无穷大，束流的运动是由各种

运动模式组成的，掌握了每个模式的运动规律，对整个束流的运动就清楚了，这
被称为模式表象。束流运动的模式表象和粒子表象是等同的，应该给出相同的
物理结论。在具体处理方法上，粒子表象一般在时域上处理比较简单，而模式表
象一般在频域上处理更方便。
模式分析的方法，提供了一种途径，因而有可能系统地处理包括高次模式在

内的束流不稳定性问题。这种方法的基本数学工具就是Ｖｌａｓｏｖ方程。

１０．３．１　Ｖｌａｓｏｖ方程

Ｖｌａｓｏｖ方程描述的是由大量粒子组成的束流系统所满足的运动规律。假
设单粒子的运动方程为：

ｑ＝ｆ（ｐ，ｑ，ｔ）
ｐ＝ｇ（ｐ，ｑ，ｔ ｝） （１０．６４）

其中ｑ，ｐ为粒子的广义坐标和动量。粒子的运动由它在相空间的代表点（ｑ，ｐ）
的运动来描述，束流被认为是相空间具有连续密度分布ψ（ｑ，ｐ，ｔ）的“液体”，它
在相空间的运动可以看作“液体”的流动。其中ψ满足归一化条件：

∫
＋∞

－∞
ｄｑ∫

＋∞

－∞
ｄｐψ（ｑ，ｐ，ｔ）＝１ （１０．６５）

　　如果系统不受任何外部的阻尼或扩散效应的影响，那么系统为保守系统，于
是有：

ｆ＝Ｈｐ
，　ｇ＝－Ｈｑ

（１０．６６）

这里Ｈ 为系统的哈密顿量。对于保守系统，由刘维尔（Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ）定理可知，相
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空间内代表束流的“液体”是不可压缩的，这意味着如果随着某个粒子一起运
动，那么，它附近小区域的相空间密度不随时间改变，即

ｄψ（ｑ，ｐ，ｔ）
ｄｔ ＝０ （１０．６７）

考虑到式（１０．６４），上式可以展开为：

ψ
ｔ＋ｆ

ψ
ｑ＋ｇ

ψ
ｐ＝

０ （１０．６８）

上式就是Ｖｌａｓｏｖ方程，利用式（１０．６６），它也可以写成如下的形式：

ψ
ｔ＋

ψ
ｑ
·Ｈ
ｐ－

ψ
ｐ
·Ｈ
ｑ ＝

ψ
ｔ＋

｛ψ，Ｈ｝＝０ （１０．６９）

其中｛　｝为泊松括号，｛Ａ，Ｂ｝＝Ａｑ
·Ｂ
ｐ－

Ａ
ｐ
·Ｂ
ｑ
。如果系统的哈密顿量不显

含时间ｔ，那么，由式（１０．６９），可以得到Ｖｌａｓｏｖ方程的静态解为：

ψ０（ｑ，ｐ）＝ｆ（Ｈ） （１０．７０）

　　在得到Ｖｌａｓｏｖ方程的过程中，假定系统中没有阻尼和扩散效应，这对质子
束是一个很好的近似。但是对于电子束，同步辐射对这两方面都有贡献，需要采
用包含了同步辐射效应的ＦｏｋｋｅｒＰｌａｎｃｋ方程。然而，在不稳定性的增长时间
比阻尼和扩散时间短得多的情况下，基于Ｖｌａｓｏｖ方程的处理方法也可以用于电
子束。
另外，严格地讲，式（１０．６８）中的ｆ，ｇ由外力来确定，但是，如果一个粒子与

其他粒子总的集体场的相互作用比它与邻近的粒子的作用强得多，那么，就可以
把集体场等效为外力，应用Ｖｌａｓｏｖ方程来研究束流集体不稳定性问题。

１０．３．２　势阱扰动

下面将首先应用Ｖｌａｓｏｖ方程，研究纵向尾场对束团纵向平衡分布的扰动，
这是静态效应，并不引起束团的集体振荡。
假设束团为没有横向尺寸的细丝，沿着环形加速器真空管道的轴线运动，它

只激励ｍ＝０的纵向尾场。在不考虑尾场效应时，环形加速器中单粒子的同步
振荡，可以认为是一个简谐振动，描述它的动力学变量为粒子与理想粒子的相对
位置偏差ｚ和相对能量偏差δ，于是有：

ｚ＝－ｃ（ｔ－ｔ０），　δ＝ΔＥＥ
（１０．７１）

ｚ，δ与广义坐标ｑ，ｐ的关系为：

ｑ＝ｚ，　ｐ＝－ηｃｃΩδ
（１０．７２）
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单粒子的同步振荡满足以下方程：

ｚ′＝－ηｃδ，　δ′＝
１
ηｃ
２πνｓ（ ）Ｃ ｚ （１０．７３）

其中“′”表示对纵向位置ｌ的微分；νｓ为同步振荡频数，νｓ＝ －ｋηｃｅＶＲＦｃｏｓφｓ２πＥ槡 ０
，这

里ｋ，ＶＲＦ，φｓ为高频腔谐波数、加速电压和同步相位；Ｅ０ 为理想粒子能量；Ｃ为
加速器周长。与上述运动方程对应的Ｖｌａｓｏｖ方程为：

ψ
ｌ－ηｃδ

ψ
ｚ＋

１
ηｃ
２πνｓ（ ）Ｃ ｚψ

δ＝
０ （１０．７４）

　　由式（１０．６４），（１０．６６），（１０．７２）和（１０．７３）可以得到没有尾场扰动的哈密顿
量Ｈ０ 为：

Ｈ０ ＝η
２
ｃｃ２

２Ωδ
２＋Ω２ｚ

２ （１０．７５）

因此，高频腔电场形成的抛物线形式的势阱，将使粒子作简谐振动。由于考虑的
是静态效应，所以ψ／ｌ＝０。静态解的一般形式为：

ψ０ ＝ψ０（Ｈ０） （１０．７６）

　　记加速器整圈的纵向尾场函数为Ｗ′０（ｚ），同时假设它在一个回旋周期内衰
减为０，那么，考虑尾场效应后，单粒子的运动满足以下关系：

ｚ′＝－ηｃδ，　δ′＝
Ω２

ηｃｃ
２ｚ－

Ｎｒ０
γＣ∫

∞

ｚ
ｄｚ′ρ（ｚ′）Ｗ′０（ｚ－ｚ′） （１０．７７）

其中的积分项是纵向位置偏差ｚ处的粒子感受到的它前面的所有粒子对它的尾
场力，Ｎ 为束流内的粒子数目，ρ（ｚ）为束团纵向密度，满足

∫
＋∞

－∞
ｄｚρ（ｚ）＝１ （１０．７８）

式（１０．７７）对应的哈密顿量为：

Ｈ ＝η
２
ｃｃ２

２Ωδ
２＋Ω２ｚ

２－Ｎηｃｃ
２ｒ０

ΩγＣ∫
ｚ

０
ｄｚ″∫

∞

ｚ″
ｄｚ′ρ（ｚ′）Ｗ′０（ｚ″－ｚ′） （１０．７９）

静态解满足下式：

ψ０ ＝ψ０（Ｈ） （１０．８０）

　　对于电子束，由于量子激发和辐射阻尼的共同作用，静态分布在δ方向应为
高斯分布，即

ψ０（ｚ，δ）＝
１
２槡πσε

ｅｘｐ －δ
２

２σ２（ ）ε ρ（ｚ） （１０．８１）

其中σε为均方根相对能散。ψ０（ｚ，δ）需要满足式（１０．８０），所以ψ０（ｚ，δ）与哈密
顿量的关系为：
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ψ０（ｚ，δ）∝ｅｘｐ －
Ω

η
２
ｃｃ２σ２ε（ ）Ｈ （１０．８２）

把式（１０．７９）代入式（１０．８２），可以得到ρ（ｚ）满足的超越方程为：

ρ（ｚ）＝ρ（０）ｅｘｐ －
１
２
ｚ
σ（ ）ｚ

２

＋ Ｎｒ０
ηｃσ

２
εγＣ∫

ｚ

０
ｄｚ″∫

∞

ｚ″
ｄｚ′ρ（ｚ′）Ｗ′０（ｚ″－ｚ′［ ］）

（１０．８３）
其中均方根束长σｚ＝ηｃｃσε／Ω。上式就称为 Ｈａｉｓｓｉｎｓｋｉ方程。
在零流强的极限下，哈密顿量Ｈ 转化为Ｈ０，束团分布为双高斯分布。随着

流强的增加，束团的尾场会扰动高频电场形成的抛物线形式的势阱，束团纵向分
布逐渐偏离高斯分布，这是不稳定性发生前造成束团长度拉伸的主要原因。如
果Ｗ′０（ｚ），σε等参数确定了，可以通过数值求解式（１０．８３）得到ρ（ｚ）。
势阱扰动还将使单粒子的同步振荡频率发生变化，这可以从包含了尾场扰

动的哈密顿量的式（１０．７９）求出。将哈密顿量按泰勒级数展开到ｚ的二阶，就可
以得到非相干同步振荡频移ΔΩ：

ΔΩ≈－
Ｎηｃｃ

２ｒ０
２ΩγＣ∫

∞

０
ｄｚ′ρ（ｚ′）Ｗ″０（－ｚ′） （１０．８４）

其中Ｗ″０是Ｗ０ 的二阶导数。用阻抗表示，则有：

ΔΩ≈－ｉ
Ｎηｃｃ

２ｒ０
４πΩγＣ∫

＋∞

－∞
ｄω珓ρ（ω）

ω
ｃＺ

∥
０ （ω） （１０．８５）

　　当ΔΩ＞０时，束团由于感受到更强的聚焦而缩短；当ΔΩ＜０时，束长拉长。
由式（１０．８５）可知，ΔΩ 的正负是由束团感受的阻抗是电容性还是电感性来决
定的。

１０．３．３　线性化Ｖｌａｓｏｖ方程

现在应用Ｖｌａｓｏｖ方程研究束流的集体运动，对于大多数问题，可以用扰动
方法对方程作线性化处理，然后用正交完备函数系展开扰动模式的束流分布函
数，将Ｖｌａｓｏｖ方程转化为矩阵方程求解。下面以束团的纵向集体运动为例，介
绍这个方法。
为了使表达式简洁，引入归一化的运动变量ｐ，ｑ，ｓ，它们分别代表粒子的能

散－（Ｅ－Ｅ０）／（Ｅ０σε）≈－δ／σε，位置偏差ｚ／σｚ 和同步振荡相位ｔΩ。由式
（１０．７７），用新参量表示的运动方程为：

ｄｑ
ｄｓ＝ｐ

（１０．８６）

ｄｐ
ｄｓ＝－ｑ＋

Ｎｒ０ｃ
γＣσεΩ∫

∞

ｑ
ｄｑ′ρ（ｑ′，ｓ）Ｗ ∥ （ｑ－ｑ′） （１０．８７）
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其中ρ（ｑ，ｓ），Ｗ ∥（ｑ）分别为关于ｑ的纵向分布、纵向尾场函数，记

Ｉｋ ＝ Ｎｒ０ｃ
γＣσεΩ

（１０．８８）

Ｖ（ｑ，ｓ）＝Ｉｋ∫
∞

ｑ
ｄｑ′ρ（ｑ′，ｓ）Ｗ ∥ （ｑ－ｑ′） （１０．８９）

那么，式（１０．８７）可以写成：

ｄｐ
ｄｓ＝－ｑ＋Ｖ

（ｑ，ｓ） （１０．９０）

　　由哈密顿方程

ｄｑ
ｄｓ＝

Ｈ
ｐ
，　ｄｐｄｓ＝－

Ｈ
ｑ

（１０．９１）

以及式（１０．８６）和（１０．９０），可以得到系统哈密顿量为：

Ｈ（ｑ，ｐ，ｓ）＝ｐ
２

２＋
ｑ２
２－∫

ｑ

０
Ｖ（ｑ′，ｓ）ｄｑ′ （１０．９２）

相应的Ｖｌａｓｏｖ方程为：

ψ
ｓ＋ｐ

ψ
ｑ＋

［－ｑ＋Ｖ（ｑ，ｓ）］ψｐ＝
０ （１０．９３）

　　假设束流分布为静态分布ψ０ 上叠加一个小扰动ψ１，并且ψ１ψ０，于是有：

ψ（ｑ，ｐ，ｓ）＝ψ０（ｑ，ｐ）＋ψ１（ｑ，ｐ，ｓ） （１０．９４）

将上式代入式（１０．９３），保留到ψ１ 的一阶项，可以得到ψ０，ψ１ 分别满足的方
程为：

ｐψ０ｑ＋
［－ｑ＋Ｖ０（ｑ）］ψ０ｐ ＝

｛ψ０，Ｈ０｝＝０ （１０．９５）

ψ１
ｓ＋ｐ

ψ１
ｑ＋

［－ｑ＋Ｖ０（ｑ，ｓ）］ψ１ｐ＋
Ｖ１（ｑ，ｓ）ψ０ｐ ＝

０ （１０．９６）

其中

Ｖ０（ｑ）＝Ｉｋψ０（ｑ′，ｐ′）Ｗ ∥（ｑ－ｑ′）ｄｑ′ｄｐ′ （１０．９７）

Ｖ１（ｑ，ｓ）＝Ｉｋψ１（ｑ′，ｐ′，ｓ）Ｗ ∥（ｑ－ｑ′）ｄｑ′ｄｐ′ （１０．９８）

Ｈ０（ｑ，ｐ）＝ｐ
２

２＋
ｑ２
２－∫

ｑ

０
Ｖ０（ｑ′）ｄｑ′＝ｐ

２

２＋Ｕ
（ｑ） （１０．９９）

满足式（１０．９５）的静态分布只是Ｈ０ 的函数，ψ０＝ψ０（Ｈ０），它包含了势阱扰动的
影响，关于ｑ不再是高斯分布。
下面将在作用量角度变量（Ｊ，）下展开扰动分布满足的方程（１０．９６）。由

式（１０．９９），可以定义作用量Ｊ为：
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Ｊ＝ １２π∮ ２［Ｈ－Ｕ（ｑ槡 ）］ｄｑ （１０．１００）

其中∮是对（ｑ，ｐ）相空间一个运动周期的积分。那么，哈密顿量只是Ｊ的函数，相
应的哈密顿方程为：

ｄＪ
ｄｓ＝－

Ｈ（Ｊ）


＝０，　ｄｄｓ＝ω
（Ｊ）＝Ｈ

（Ｊ）
Ｊ

（１０．１０１）

其中ω（Ｊ）为用Ω归一化的单粒子在相空间运动的角频率。因此有：

Ｈ（Ｊ）＝∫
Ｊ

０
ω（Ｊ′）ｄＪ′ （１０．１０２）

角度变量满足

＝－ω（Ｊ）∫
ｑ

ｑｍｉｎ（Ｊ）
ｄｑ／ ２［Ｈ－Ｕ（ｑ槡 ）］ （１０．１０３）

这里ｑｍｉｎ（Ｊ）是作用量为Ｊ的粒子的最小ｑ 值。在不考虑势阱扰动效应时，
（Ｊ，）和（ｑ，ｐ）具有简单的对应关系：

ｑ＝ ２槡Ｊｃｏｓ，ｐ＝ ２槡Ｊｓｉｎ （１０．１０４）
考虑了尾场后，一般没有解析形式的对应关系，只能得到数值解。由式（１０８６），
（１０．９０）和（１０．１０１）得到：

ｐ＝ｄｑ
（Ｊ，）
ｄｓ ＝ｑ

·ｄ
ｄｓ＋

ｑ
Ｊ
·ｄＪ
ｄｓ＝ω

（Ｊ）ｑ


［－ｑ＋Ｖ（ｑ，ｓ）］＝ｄｐ
（Ｊ，）
ｄｓ ＝ｐ

·ｄ
ｄｓ＋

ｐ
Ｊ
·ｄＪ
ｄｓ＝ω

（Ｊ）ｐ


烍

烌

烎
（１０．１０５）

同时有：

ψ０
ｐ ＝

ψ０
Ｈ０

·Ｈ０
ｐ ＝ｐψ０Ｈ０ ＝ｐψ

′０ （１０．１０６）

代入式（１０．９６），得：

ψ１
ｓ＋ω

（Ｊ）ψ１

＋ｐＶ１（ｑ，ｓ）ψ′０＝０ （１０．１０７）

由ｐ＝ω（Ｊ）ｑ
可得：

ｐＶ１［ｑ，ｐ，ｓ］＝Ｉｋω（Ｊ）ψ１（ｑ′，ｐ′，ｓ）Ｗ ∥（ｑ－ｑ′）ｑ
ｄｑ′ｄｐ′

＝Ｉｋω（Ｊ）ψ１（Ｊ′，′，ｓ）Ｆ［ｑ（Ｊ，）－ｑ′（Ｊ′，′）］ｄＪ′ｄ′　　　　　（１０．１０８）

其中Ｆ（ｑ）为Ｗ ∥（ｑ）的原函数，即ｄＦ（ｑ）／ｄｑ＝Ｗ ∥（ｑ）。式（１０．１０７）和（１０．１０８）
是展开扰动分布的出发点。
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假设由于扰动，束团内部激发起一个频率为κ（用Ω归一化）的耦合振荡模
式，那么，扰动分布为：

ψ１（Ｊ，，ｓ）＝Φ（Ｊ，）ｅ－
ｉκｓ （１０．１０９）

式中的模式频率κ和模式分布Φ 不是任意的：分布Φ首先产生尾场，这个尾场
将扰动束流分布，作为振荡模式，附加扰动必须与起源的Φ具有相同的形式，因
此，Φ，κ必须满足特定的自洽条件，这确定了特定的κ值和相对应的Φ。
由于Φ（Ｊ，）是以２π为周期的的周期函数，在方向将Φ（Ｊ，）用三角函

数展开就得到：

Φ（Ｊ，）＝∑
∞

ｍ＝１

［Ｃｍ（Ｊ）ｃｏｓｍ＋Ｓｍ（Ｊ）ｓｉｎｍ］ （１０．１１０）

其中ｍ代表不同的角向模式。将式（１０．１０９）和 （１０．１１０）代入式（１０．１０７），同时
利用式（１０．１０８），得到：

－ｉκ∑
ｍ

［Ｃｍ（Ｊ）ｃｏｓｍ＋Ｓｍ（Ｊ）ｓｉｎｍ］＋

ω（Ｊ）∑
ｍ
ｍ［－Ｃｍ（Ｊ）ｓｉｎｍ＋Ｓｍ（Ｊ）ｃｏｓｍ］＋Ｉｋψ′０ω（Ｊ）×

　∑
ｍ［Ｃｍ（Ｊ′）ｃｏｓｍ′＋Ｓｍ（Ｊ′）ｓｉｎｍ′］Ｆ［ｑ（Ｊ，）－ｑ′（Ｊ′，′）］ｄＪ′ｄ′＝０

（１０．１１１）

分别对式（１０．１１１）乘以ｃｏｓｍ′π
和ｓｉｎｍ′

π
，并对从－π到π积分，考虑到ｐ（Ｊ，

）为的奇函数，ｑ（Ｊ，）为的偶函数，以及三角函数的正交性，可得：

－ｉκＣｍ′（Ｊ）＋ｍ′ω（Ｊ）Ｓｍ′（Ｊ）＝０ （１０．１１２）

－ｉκＳｍ′（Ｊ）－ｍ′ω（Ｊ）Ｃｍ′（Ｊ）－Ｉｋψ′０
（Ｊ）ω（Ｊ）
π ×

　∑
ｍｍ′Ｃｍ（Ｊ′）ｃｏｓｍ′ｃｏｓｍ′Ｆ［ｑ′（Ｊ′，′）－ｑ（Ｊ，）］ｄｄＪ′ｄ′＝０

（１０．１１３）
联立式（１０．１１２）和（１０．１１３），得：

κ２Ｃｍ′（Ｊ）＝ｍ′２ω２（Ｊ）Ｃｍ′（Ｊ）＋Ｉｋψ′０
（Ｊ）ｍ′２ω２（Ｊ）
π ×

　∑
ｍＣｍ（Ｊ′）ｃｏｓｍ′ｃｏｓｍ′Ｆ［ｑ′（Ｊ′，′）－ｑ（Ｊ，）］ｄｄＪ′ｄ′＝０

（１０．１１４）

　　对于电子束，若不考虑势阱扰动，静态分布正比于ｅｘｐ（－常数×Ｊ）。在研
究包含势阱扰动的集体不稳定性时，如果在阈值附近势阱扰动的影响不是太大，
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那么，采用拉盖尔（Ｌａｇｕｅｒｒｅ）多项式Ｌｍｎ（ｘ），即

Ｌｍｎ（ｘ）＝ ｎ！
（ｎ＋ｍ）槡 ！

· ｅｘ

ｎ！ｘｍ
·ｄ

ｎ

ｄｘｎ
ｘｎ＋ｍ
ｅ［ ］ｘ

＝ ｎ！
（ｎ＋ｍ）槡 ！∑

ｎ

ｋ＝０

（－１）ｋ
ｎ＋ｍ
ｎ－
烄
烆

烌
烎ｋ
ｘｋ
ｋ！

（１０．１１５）

∫
＋∞

０
ｅ－ｘｘｍＬｍｎ（ｘ）Ｌｍｎ′（ｘ）ｄｘ＝δｎｎ′ （１０．１１６）

展开Ｃｍ′（Ｊ）是合适的选择，于是有：

Ｃｍ′（Ｊ）＝∑
ｎ″
Ｃｍ′ｎ″ｅ－Ｊ／２Ｊｍ′／２Ｌｍ′ｎ″（Ｊ） （１０．１１７）

这里ｎ″代表不同的径向模式，Ｓｍ（Ｊ）也可用类似的关系式展开。把式（１０．１１７）

代入式（１０．１１４），在方程两端乘以ｅ－Ｊ／２Ｊｍ′／２Ｌｍ′ｎ′（Ｊ），并对Ｊ积分得：

κ２Ｃｍ′ｎ′ ＝∑
ｍ″ｎ″
Ｍｍ′ｎ′ｍ″ｎ″Ｃｍ″ｎ″

Ｍｍ′ｎ′ｍ″ｎ″ ＝ｍ′２δｍ′ｍ″ωｍ′ｍ″ｎ′ｎ″ ＋
Ｉｋ
π
ｍ′２ｄＪｄｄＪ′ｄ′｛Ｆ［ｑ（Ｊ，）－ｑ′（Ｊ′，′）］×

ω２（Ｊ）ψ′０（Ｊ）ｅ－
Ｊ／２Ｊｍ′／２Ｌｍ′ｎ′（Ｊ）ｃｏｓｍ′×

ｅ－Ｊ′／２Ｊ′ｍ″／２Ｌｍ″ｎ″（Ｊ′）ｃｏｓｍ″′｝ （１０．１１８）

其中ωｍ′ｍ″ｎ′ｎ″ ＝∫ｄＪω２（Ｊ）ｅ－ＪＪ（ｍ′＋ｍ″）／２Ｌｍ′ｎ′（Ｊ）Ｌｍ″ｎ″（Ｊ）。

这样，线性化的Ｖｌａｓｏｖ方程（１０．１０７）被转换为无穷维的矩阵方程。为了数

学上可以求解，将式（１０．１１８）在有限阶截断，可以利用计算机进行数值求解。如

果κ出现虚部，那么意味着扰动分布ψ１ 的振幅将以指数增长，束团出现不稳定性。

利用上述方法，采用共振子阻抗，可以得到纵向微波不稳定性发生的基本图

像，图１０．４给出了ｍ＝１的角向模内的两个径向模耦合产生不稳定性的过程：

在流强为０时，束团相干振荡模式为分立的谱线，频率为同步振荡的整数倍，此

时不同径向模是简并的；随着流强的增加，势阱扰动也增大，简并的径向模式开

始劈裂，形成一个连续的窄带。随着频移逐渐增大，当两个径向模频率交叉时，

模式耦合导致不稳定性发生。

在得到式（１０．１１８）的过程中，关于ψ１ 做了线性化处理，阻抗和流强并不要

求为小量。另外，由于ψ１ 是叠加在ψ０ 上的小扰动，ψ１ 是否随时间增长，只能确

定具有ψ０ 分布的束流是否稳定，并不能说明具有其他形式分布的束流是否

稳定。
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图１０．４　径向模耦合产生不稳定性
（ａ）耦合振荡频移；（ｂ）耦合振荡增长率

采用基本相同的过程，利用线性化Ｖｌａｓｏｖ方程的方法也可以用来研究横向
以及纵向与横向耦合在一起的束流集体运动。这种方法的局限性是它仅适用于
束流不稳定性刚刚开始发生时的情况，一旦不稳定性扰动开始增长，这种处理方
法就不适用了。

１０．４　多束团不稳定性［１，７］

各种类型的阻抗，无论是窄带还是宽带，都会影响单束团束流的动力学。而
对于多束团束流，尾场至少要在下一个束团到来时还存在，才产生束团之间的影
响，因此只有窄带阻抗才会造成多束团不稳定性（ｍｕｌｔｉｂｕｎｃｈｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｉｅｓ），也
称为耦合束团不稳定性（ｃｏｕｐｌｅｄｂｕｎｃｈｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｉｅｓ）。
如果周长为Ｃ的加速器上等间隔地分布着Ｍ 个电荷量都为Ｎｅ的束团，忽

略束团的内部运动，那么每个束团都可以用一个宏粒子代表。假设ｍ＝１的横
向尾场被激励起来，记ｙｎ（ｌ）（ｎ＝０，１，…，Ｍ－１）为每个束团的横向位置偏移，那
么束团的运动满足：

ｙ″ｎ（ｌ）＋ ωβ（ ）ｃ
２

ｙｎ（ｌ）＝－Ｎｒ０γＣ∑ｊ ∑
Ｍ－１

ｍ＝０
Ｗ１ －ｊＣ－ｍ－ｎＭ（ ）Ｃｙｍ ｌ－ｊＣ－ｍ－ｎＭ（ ）Ｃ

（１０．１１９）

其中ｊ是对以前各圈激励的尾场的累加，ｍ 是对不同束团激励的尾场的累加。
如果多束团耦合振荡的频率为ωｃｂ，且有：

ｙｎ（ｌ）＝珘ｙｎｅｘｐ（－ｉωｃｂｌ／ｃ） （１０．１２０）

就会得到：
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（ωｃｂ－ωβ）珘ｙｎ

＝ Ｎｒ０ｃ
２

２γＣωβ∑
Ｍ－１

ｍ＝０
珘ｙｍ∑

ｊ
ｅｘｐｉωβ ｊ＋

ｍ－ｎ（ ）Ｍ［ ］Ｃｃ Ｗ１ －ｊＣ－ｍ－ｎＭ（ ）Ｃ
＝－ｉＮｒ０ｃ

３

２γＣ２ωβ∑
Ｍ－１

ｍ＝０
珘ｙｍ∑

ｐ
Ｚ１（ｐωｓ＋ωβ）ｅｘｐ －ｉ２πｐ

ｍ－ｎ（ ）Ｍ
（１０．１２１）

对于Ｍ 个束团组成的束流，其振荡模式有Ｍ 个，每个耦合振荡模式的振幅满足
以下关系：

珘ｙ（λ）ｎ ∝ｅｘｐ（ｉ２πλｎ／Ｍ） （１０．１２２）
其中λ＝０，１，…，Ｍ－１。图１０５给出了 Ｍ＝３时的耦合振荡模式。将式
（１０１２２）代入式（１０１２１），就可以得到耦合束团振荡模式的频移和增长率：

ωλｃｂ－ωβ＝－ｉ
ＭＮｒ０ｃ３

２γＣ２ωβ∑
＋∞

ｐ＝－∞
Ｚ１［ωβ＋（ｐＭ ＋λ）ωｓ］ （１０．１２３）

图１０．５　由３个束团组成的束流的耦合振荡模式

　　电阻壁阻抗随频率按ω－１／２变化，低频部分的值比较大，所以使－（ＰＭ＋λ）

接近于νβ＝ωβ／ωｓ的振荡模式λ受尾场的影响更严重。记νβ＝Ｎβ＋Δβ，其中Ｎβ
是最接近νβ的整数，Δβ是－０．５与０．５之间的数。只保留式（１０．１２３）求和的主
要贡献项，那么，这个模式的增长率为：

１
τ（λ）＝－

ＭＮｒ０ｃ３

ｂ３γＣωβ ２πσω槡 ｓ

·ｓｇｎ（Δβ）

｜Δβ槡 ｜
（１０．１２４）

因此，这个模式是阻尼还是增长由Δβ 的符号来决定，而其他模式基本不受电阻
壁阻抗的影响。

如果考虑每个束团的内部运动，就要利用基于Ｖｌａｓｏｖ方程的方法研究多束
团不稳定性，这与１０．３节的处理方法类似，只是激励的尾场要考虑到多个束团
多圈累加的结果。

１０．５　朗道阻尼［１，４］

前面分析了不同类型的集体运动不稳定性，它们给出了严格甚至相互抵触
的稳定条件，但大多数加速器在强流条件下仍然能够稳定工作，其中原因之一是
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朗道阻尼的作用。如果束流中粒子的自由振荡、同步振荡频率或回旋频率具有
小的分散，那么，这就会对束流集体不稳定性运动产生自然的阻尼作用，这就是
朗道阻尼。
束流的频率分散有很多来源：由于色品的存在，束流能散会造成自由振荡频

率的分散；聚焦系统的非线性效应使得自由振荡频率依赖于振幅，即不同振幅的
粒子具有不同的振荡频率；高频场的非线性会形成同步振荡频率的分散；对于连
续束流，能量的不同使粒子回旋频率也不同。所以，束流都可以用关于某个自然
频率（自由振荡频率、同步振荡频率或回旋频率）并具有一定频谱宽度的频谱分
布来描述。
束流内每个粒子的运动都可以用一个谐振子来代表，因此首先考虑本征频

率为ω的简谐振子被频率为ωｅ的简谐力驱动的运动：

ｘ̈＋ω２ｘ＝Ａｃｏｓωｅｔ （１０．１２５）

这里“·”代表对时间的导数，Ａ为力的振幅。上式的通解为：

ｘ（ｔ）＝ｘ０ｃｏｓωｔ＋ｘ０ｓｉｎωｔω ＋ Ａ
ω２－ω２ｅ

（ｃｏｓωｅｔ－ｃｏｓωｔ） （１０．１２６）

其中ｘ０，ｘ０ 为粒子的初始位移和速度。由于主要考虑简谐力的影响，所以不妨
假设ｘ０＝ｘ０＝０。对于分布为ρ（ω）的大量粒子，质心的偏移为：

〈ｘ（ｔ）〉＝Ａ∫
＋∞

－∞

ρ（ω）
ω２－ω２ｅ

（ｃｏｓωｅｔ－ｃｏｓωｔ）ｄω （１０．１２７）

　　对于加速器的束流，一般都分布在中心频率为ω０ 的很窄的带宽内。假设分
布函数只有ω０ 一个峰值，同时为了实现共振驱动，谐波力的频率必须与中心频
率相差不多，即ωｅ≈ω０。利用这些条件，式（１０．１２７）可以近似处理为：

〈ｘ（ｔ）〉＝Ａｓｉｎω０ｔω０∫
＋∞

－∞
ρ（ω）

ｓｉｎ
（ω－ωｅ）ｔ
２

ω－ωｅ
ｄω （１０．１２８）

因此，对频率为ω的粒子，它振荡的幅值为：

振幅 ＝ Ａω０
·
ｓｉｎ
（ω－ωｅ）ｔ
２

ω－ωｅ
（１０．１２９）

　　这意味着所有具有频率ω的粒子在ｔ＝０被激励；在ｔ≈π／（ω－ωｅ）达到振幅
最大值：Ａ／［ω０（ω－ωｅ）］；在ｔ≈２π／（ω－ωｅ）振幅又减小到０。因此，粒子以拍的
形式与系统交换能量：首先获得能量，然后又返还给系统，如图１０．６所示。如果

ω越接近于ωｅ，那么受激振幅值就越大，粒子把能量返还给系统的时间就越晚。
频率等于ωｅ的粒子是共振激励的，它的振幅随时间线性增长，能量是一直增加
的。对于束流系统，频率偏离ωｅ 比较大的粒子受激励后，很快就把能量返还给
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频率更接近ωｅ的粒子，因为它还处于吸收能量的阶段。随着时间的增加，越来
越少的粒子处于吸收能量的阶段。当ｔ→∞时，只有频率为ωｅ 的非常少的粒子
继续获得能量。这就是朗道阻尼的物理机制。

图１０．６　不同频率的粒子对激励的响应
（实线：ω＝ωｅ；虚线：ω＝０．９ωｅ）

在上面受激振荡的讨论中，假设驱动力的幅值是不变的。在束流集体不稳
定性运动时，驱动力为束流与环境相互作用产生的尾场力，它一般正比于束流质
心的位置偏差〈ｘ（ｔ）〉。由于某种对束流位置的扰动产生的尾场力以频率ωｅ 激
励束流内粒子的运动，束流的各频率分量将按式（１０．１２９）响应尾场力的激励。
随着时间的增长，大多数粒子逐渐把能量传递给频率与ωｅ 非常接近的粒子，束
流的位置偏差也逐渐减小，从而尾场力也减弱。最终，这个扰动被阻尼。从束流
内朗道阻尼的发生过程可以看到，由于不存在外力，整个过程能量也是守恒的，
所发生的不过是能量在束流内不同频率分量的重新分布。
如果束流频率分布的带宽为Δω，那么阻尼过程开始发生的时间，也就是出

现粒子振幅开始减小的时间为ｔｄ≈π／Δω。如果Δω比较小，ｔｄ将非常大，在这之
前，束流的所有频率分量将获得能量，〈ｘ（ｔ）〉以及尾场力都持续增长，最终导致
不稳定性的发生。
产生朗道阻尼的频率分散可以通过八极子来提供，它使粒子的自由振荡发

生频移，不同振幅的粒子的频移大小不相同，对于整个束流，其振荡频率将会产
生一个分散，即ΔＱ。ΔＱ愈大，朗道阻尼愈强。但是，ΔＱ过大将使加速器的工
作点过分靠近共振线，过小的ΔＱ又会导致束流集体运动不稳定，因此，在许多
加速器中要人为地采用多极子场造成合适大小的ΔＱ。由于动量分散，六极子
也可以在束流内产生ΔＱ，但是由于同步振荡周期与集体不稳定性增长时间相
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当，而在一个同步振荡周期内，每个粒子的平均动量是相同的，六极子产生的

ΔＱ在一个相振荡周期内平均为０，因此，用八极子比用六极子更为有效。八极
子带来的问题是可能引起四阶非线性共振，必须设法避免发生。
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习题与思考题

１．试证明１０．２．２节阻抗的性质。

２．对于高斯分布的束团，即

ρ（ｚ）＝
ｑ
２槡πσｚ

ｅ－ｚ
２／（２σ２ｚ）

试计算电阻壁阻抗下的寄生损失。

３．推导出式（１０．２８）。

４．某环形电子加速器，能量为１４．５ＧｅＶ，回旋频率ω０＝８．６×１０５Ｈｚ，自由
振荡和同步振荡频率分别为ωβ／ω０＝１８．１９，ωｓ／ω０＝０．０４４，测量得到强头尾不稳

定性的阈值为Ｎｔｈ＝６．４×１０１１，试估算尾场函数。假设同步振荡幅值ｚ^＝３ｃｍ，

色品ξ＝０．２，滑相因子η＝０．００３，试估算流强为强头尾不稳定性阈值时的头尾
不稳定性增长率。

５．考虑Ｒｏｂｉｎｓｏｎ判据，若阻抗为谐振子阻抗，即Ｚ∥０ （ω）＝
Ｒｓ

１＋ｉＱ（ωＲ／ω－ω／ωＲ）
，

阻抗峰值宽度ωＲ／（２Ｑ）远小于回旋频率ω０，同时同步振荡频率ωｓ和Δω＝ωＲ－
ｋω０ 都远小于ωＲ／Ｑ，试证明：

τ－１ ≈
４Ｎｒ０ηｃＲｓＱ

２Δω
πγＴ０ｋ
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ΔΩ≈－
１２Ｎｒ０ηｃＲｓＱ

３νｓΔω
πγＴ０ｋ２

如果ηｃ＝０．００３，Ｎ＝１０
１１，Ｅ＝１ＧｅＶ，ω０＝９．４×１０６Ｈｚ，νｓ＝０．０１，ｋ＝２４０，Ｒｓ＝

１ＭΩ，Ｑ＝２０００，Δω／（２π）＝－１０ｋＨｚ，试计算Ｒｏｂｉｎｓｏｎ阻尼率和频移。

６．对于纯电子阻抗Ｚ∥０ ＝Ｒ／ｃ，其尾场函数为Ｗ′０（ｚ）＝Ｒδ（ｚ），若束团分布
为如式（１０．８２）所示的高斯形式，证明包含势阱扰动的束团纵向分布为：

ρ（ｚ）＝
２／槡 πｅ－ｚ

２／（２σ２ｚ）

ασｚ｛ｃｏｔｈ（αＮ／２）－ｅｒｆ［ｚ／（槡２σｚ）］｝

其中ｅｒｆ（ｘ）＝（２／槡π）∫
ｘ

０
ｅ
－ｔ２

ｄｔ为误差函数，α＝ｒ０Ｒ／（ηｃσ
２
εγＣ），ｒ０为电子经典半

径，σε为ｒｍｓ相对能散，ηｃ为滑相因子，γ为电子洛伦兹因子，Ｃ为加速器周长。
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章

带电粒子在射频直线

加速器中的运动

１１．１　概　　述

１１．１．１　射频直线加速器

　　这里所讨论的直线加速器是指利用时变电磁场按直线轨道将各种不同带电
粒子加速到更高能量的装置。该时变电磁场的工作频率一般为０．１ＧＨｚ到几十

ＧＨｚ，因此也常称之为射频直线加速器。
与利用直流电压加速的机制不同，射频直线加速器的加速电场是随时间交

变的。如果加速结构没有特殊的安排，带电粒子在直线轨道上有可能被加速，也
有可能被场减速，而不能得到有效的加速。为使粒子在整个行进过程中得到有
效的加速，必须实现和射频电场“同步”，以达到“谐振加速”的目的。
原则上射频直线加速器可加速的带电粒子是“全粒子”，即包括电子、质子、

氘粒及所有其他的离子。由于不同粒子的质量会有数千倍的差别，不同粒子获
得相同能量增益时，相应的速度变化差别是很大的。相同能量的粒子，其对应的
速度也有很大的差别。为适应加速不同粒子的要求，经过７０余年的发展，人们
研制出了各种类型的直线加速器。
按照加速方式划分，加速器可分为行波加速方式和驻波加速方式；
按照加速粒子对应的平均速度划分，加速器可分为低β、中β、高β加速

结构；
按照加速粒子种类划分，加速器可分为电子、质子、离子、重离子直线加

速器；
按照加速结构划分，加速器可分为盘荷波导结构、边耦合驻波结构、轴耦合
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驻波结构、Ｗｉｄｅｒｅ结构、Ａｌｖａｒｅｚ结构、ＲＦＱ结构等；
按照加速结构几何特征划分，加速器可分为单周期、双周期、三周期等；
按照加速器的工作频率划分，加速器可分为Ｌ，Ｓ，Ｘ，Ｗ 等波段，可以从约

１００ＭＨｚ覆盖到几十ＧＨｚ。
上述各种分类不是孤立的，而是相互有关联的。一般而言，不同的加速方

式，不同的结构分别对应加速不同速度的粒子。
高β结构（β≥０．８），一般有盘荷波导加速结构，采用行波加速方式更适合加

速电子；边耦合（包括轴耦合）结构也可做成高β结构，采用驻波加速方式可适合
加速电子，也可加速质子。
中β结构（０．３≤β≤０．８），一般有边耦合（轴耦合）加速结构，采用驻波加速

方式，适合加速质子和轻核；中β的盘荷波导行波加速方式可以用于加速电子，
但效率较低，多用于聚束段。
低β结构（β≤０．３），一般采用驻波加速方式，相应的加速结构有 Ｗｉｄｅｒｅ、

Ａｌｖａｒｅｚ、ＲＦＱ结构等，适合于加速质子和离子、重离子。目前还没找到一种适
合于低β的行波加速结构（已有低β的盘荷波导行波加速结构，加速效率较低）。
目前通常的做法是：在不同的β区域，采用不同的加速结构来加速，以保持

在不同β区域都有较高的加速效率。
当然，处理如此众多的直线加速器的粒子运动问题，必然会有不同的处理方

法，不同的处理方法也会有不同的特点。本章首先给出这些处理方法的共通之
处，然后再针对几种主要的直线加速器，讨论处理它们各自的粒子纵向运动和横
向运动问题。

１１．１．２　射频直线加速器电磁场分布的一般表达式

射频直线加速器的加速腔链（加速结构），无论是加速电子，还是加速质子、
离子，绝大多数都采用轴对称结构，而且都用该场的轴向分量Ｅｚ 来加速带电粒
子，因此电磁场应为ＴＭ模。采用圆柱坐标系表示其电磁场是比较方便的。
射频直线加速器的加速腔，相互之间按直线耦合在一起，为周期结构，或准

周期结构，场分布满足弗洛克定理。为满足周期性边界条件，加速结构中必然有
无限多个空间谐波，不同空间谐波有相同工作频率及群速度，但它们的相速度或
波数各不相同。
为了同步加速粒子，射频直线加速器的加速结构为慢波结构，一般用其基波

加速，因此要求基波的相速小于或等于光速（即ｖｐ≤ｃ）。
下面首先从麦克斯韦方程出发，导出射频直线加速器电磁场（ＴＭ 模）分布

的一般表达式。
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（１）行波场的一般表达式
根据麦克斯韦方程，电场的纵向分量满足：

１
ｒ
·
ｒ
ｒＥｚ
（ ）ｒ ＋

２Ｅｚ
ｚ２ －

１
ｃ２
·Ｅｚ
ｔ ＝

０ （１１．１）

　　利用分离变量法，令Ｅｚ（ｒ，ｚ，ｔ）＝Ｒ（ｒ）Ｚ（ｚ）Ｔ（ｔ），考虑周期性边界条件和弗

洛克定理，可求得近轴区的Ｅｚ 表达式。考虑到正反两个方向传播的全部空间

谐波，Ｅｚ 可表示为：

Ｅｚ（ｒ，ｚ，ｔ）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
Ｅ１ｎＩ０（ｋｒｎｒ）ｅｊ（ωｔ－ｋｚｎｚ）＋∑

∞

ｎ＝－∞
Ｅ２ｎＩ０（ｋｒｎｒ）ｅｊ（ωｔ＋ｋｚｎｚ） （１１．２）

式中Ｉ０ 为０阶虚变量贝塞尔函数。上式右边第一项表示正向传播的行波，第二

项表示反向传播的行波。Ｅ１ｎ和Ｅ２ｎ分别为各项正向及反向空间谐波场的幅值，

其值由腔型边界条件决定。ｋｚｎ和ｋｒｎ分别表示各项空间谐波ｚ向及ｒ向的传播
常数，它们分别为：

ｋｚｎ ＝ｋｚ＋２πＤｎ
（１１．３）

ｋｒｎ ＝ ｋ２ｚｎ －ｋ２槡 ｚ （１１．４）

式中ｎ为空间谐波的项数，ｎ＝０，±１，±２，±３，…；ｋｚ＝ｋ
βｐ
为基波传播常数；βｐ＝

ｖｐ
ｃ
为基波的归一化相速；ｋ＝２πλ

为波数，也称为自由空间传播常数；ω为工作角

频率。

第ｎ次空间谐波的相速度为ｖｚｎ＝ωｋｚｎ
，其归一化值βｐｎ为：

βｐｎ ＝
ｖｚｎ
ｃ ＝ βｐ

１＋λＤβｐｎ
（１１．５）

式中Ｄ为结构周期。

如果结构只传播正向行波，Ｅｎ 的表达式（１１．２）可简化为：

Ｅｚ（ｒ，ｚ，ｔ）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
ＥｎＩ０（ｋｒｎｒ）ｅｊ（ωｔ－ｋｚｎｚ） （１１．６）

为取实部时表示的方便，上式常乘以（－ｊ），而表示成：

Ｅｚ（ｒ，ｚ，ｔ）＝－ｊ∑
∞

ｎ＝－∞
ＥｎＩ０（ｋｒｎｒ）ｅ

ｊ（ωｔ－ｋｚｎｚ） （１１．７）

从式（１１．７）出发，利用

Δ

·Ｅ＝０和

Δ

×Ｂ＝１ｃ２
·Ｅ
ｔ
，可求得ＴＭ模的Ｅｒ和Ｂθ：
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Ｅｒ（ｒ，ｚ，ｔ）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
Ｅｎｋｚｎｋｒｎ

Ｉ１（ｋｒｎｒ）ｅｊ（ωｔ－ｋｚｎｚ） （１１．８）

Ｂθ（ｒ，ｚ，ｔ）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
Ｅｎ ｋｃｋｒｎ

Ｉ１（ｋｒｎｒ）ｅｊ（ωｔ－ｋｚｎｚ） （１１．９）

还有 Ｅθ＝Ｂｒ ＝Ｂｚ ＝０ （１１．１０）

　　式（１１．７）～（１１．１０）为行波场的表达式。在射频直线加速器中相当多的情
况是利用驻波场加速带电粒子。

（２）驻波场的一般表达式
在周期结构两端的适当距离上设置短路面，可以形成驻波场，这种场的一般

表达式可从式（１１．２）出发求得。设Ｅ１ｎ＝Ｅ２ｎ＝１２Ｅｎ
，则有：

Ｅｚ（ｒ，ｚ，ｔ）＝ｃｏｓωｔ∑
∞

ｎ＝－∞
ＥｎＩ０（ｋｒｎｒ）ｅｊｋｚｎｚ （１１．１１）

也可表示为：

Ｅｚ（ｒ，ｚ，ｔ）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
ＥｎＩ０（ｋｒｎｒ）ｃｏｓ（ｋｚｎｚ）ｅｊωｔ （１１．１２）

　　根据ｋｚｎ的定义式（１１．３），考虑利用π模加速，即代入同步条件Ｄ＝１２βｐλ
，

上式也可表示为：

Ｅｚ（ｒ，ｚ，ｔ）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
ＥｎＩ０（ｋｒｎｒ）ｃｏｓ２ｎ＋１Ｄ π（ ）ｚｃｏｓωｔ （１１．１３ａ）

同理可得Ｅｒ及Ｂθ，它们分别为：

Ｅｒ（ｒ，ｚ，ｔ）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞

ｋｚｎ
ｋｒｎ
ＥｎＩ１（ｋｒｎｒ）ｓｉｎ２ｎ＋１Ｄ π（ ）ｚｃｏｓωｔ （１１．１４ａ）

Ｂθ（ｒ，ｚ，ｔ）＝－∑
∞

ｎ＝－∞

ω
ｃ２ｋｒｎ

ＥｎＩ１（ｋｒｎｒ）ｃｏｓ２ｎ＋１Ｄ π（ ）ｚｓｉｎωｔ （１１．１５ａ）

及 Ｅθ＝Ｂｒ ＝Ｂｚ ＝０ （１１．１６ａ）
同样，Ｅｎ 由腔型边界条件决定。
驻波加速器中的场分布式（１１．１３ａ）、（１１．１４ａ）、（１１．１５ａ）和（１１．１６ａ）也可表

示成下列形式：

Ｅｚ ＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
ＥｎＩ０（ｋｒｎｒ）ｓｉｎ（ｋｚｎｚ）ｓｉｎωｔ （１１．１３ｂ）

Ｅｒ ＝－∑
∞

ｎ＝－∞

ｋｚｎ
ｋｒｎ
ＥｎＩ１（ｋｒｎｒ）ｃｏｓ（ｋｚｎｚ）ｓｉｎωｔ （１１．１４ｂ）

Ｂθ＝ ∑
∞

ｎ＝－∞

ω
ｃ２ｋｒｎ

ＥｎＩ１（ｋｒｎｒ）ｓｉｎ（ｋｚｎｚ）ｃｏｓωｔ （１１．１５ｂ）
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Ｅθ＝Ｂｒ ＝Ｂｚ ＝０ （１１．１６ｂ）

式中ｋｚｎ由同步条件决定。

１１．１．３　同步加速条件

在各种射频直线加速器中，带电粒子要能获得持续加速，都必须满足各自相
对应的同步加速条件。

（１）行波加速的同步条件
在行波加速结构中，譬如在加速电子的盘荷波导加速器中，要求其中加速场

的相速度ｖｐ（ｚ）与电子前进速度ｖｅ（ｚ）同步，即

ｖｐ（ｚ）＝ｖｅ（ｚ） （１１．１７）

上述同步加速条件也可以换一种表述方法。当盘荷波导工作于π
２
模时，要求每

个加速腔的长度Ｄ为１４
导波波长（βλ），即电子渡越一个腔的距离时，射频场变

化了１
４
周期（即９０°）。此时，同步加速条件可表示为：

Ｄ＝ １４βλ
（１１．１８ａ）

　　同样，工作于２π３
模时，同步条件为：

Ｄ＝ １３βλ
（１１．１８ｂ）

　　由于电子质量很小，静止能量只有０．５１１ＭｅＶ，动能稍有增加，其速度就接
近光速，如动能为２ＭｅＶ的电子，其速度已达９７．８％光速，因此，常用行波加速
方式加速电子。然而，质子的质量较大，静止能量为９３８ＭｅＶ，获得很大的动能，
其速度还远小于光速，如动能为２０ＭｅＶ时，速度仅为光速的２０３％，即β＝
０２０３。而低β的行波加速结构功率效率是很低的，因此，一般不采用行波加速
方式加速质子及其他离子。

（２）驻波加速同步条件
驻波加速结构可以用于加速质子、离子，也可用于加速电子。在驻波加速方

式中，一般有两种可供选择的工作模式：一种是粒子渡越相邻两个加速缝的时间

Ｔ为一个ＴＲＦ射频周期（加速缝间距为Ｄ），即

Ｔ＝Ｄｖ ＝ＴＲＦ ＝
λ
ｃ

（１１．１９）

或表示为： Ｄ＝βλ （１１．２０）
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　　此工作模式称为０模。例如，加速质子或离子的 Ａｌｖａｒｅｚ直线加速器就工
作于０模；还有一种工作模式，粒子渡越相邻两个加速缝的时间Ｔ 等于半个射

频周期
ＴＲＦ（ ）２ ，即

Ｄ＝ １２βλ
（１１．２１）

　　这种工作模式称为π模。例如，加速质子或离子的 Ｗｉｄｅｒｅ直线加速器就
工作于π模。

１１．２　直线加速器中的纵向运动

１１．２．１　直线加速器中电子的纵向运动

　　（１）同步相位
直线加速器中的纵向运动也就是相运动。粒子能达到稳定相振荡的相位，

即同步相位（也称平衡相位）φｓ，无论对电子直线加速器，还是质子、离子直线加
速器而言，都应位于波峰之前，即加速电场正处于随时间上升的时刻。如
图１１１所示，早通过加速缝的粒子遇到的是数值比较小的场，从而相对同步粒
子而言有可能慢下来，在其后通过加速缝时，向同步相位φｓ靠拢；晚通过加速缝
的粒子遇到的场数值大，获得更多的加速，有可能在通过其后的加速缝时，赶上

同步相位φｓ。同步相位φｓ应选在－
π
２０
之间，即－π２＜φｓ＜０

。

图１１．１　直线加速器的同步相位
（同步相位φｓ；φ１表示相位早；φ２表示相位晚）
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（２）纵向运动方程
根据牛顿运动方程，即式（１．７ｃ），ＴＭ 模的直线加速器结构中Ｂｒ＝０，则

（１．７ｃ）式可改写为：

ｄ
ｄｔ
（ｍｚ）＝ｅＥｚ＋ｅｒＢθ （１１．２２）

　　对应行波加速方式或驻波加速方式，分别将式（１１．７），（１１．９）或（１１．１３），
（１１．１５）代入上式，即可求解纵向运动。
无论是行波加速方式还是驻波加速方式，人们感兴趣的是近轴问题，式

（１１２２）中右边的第二项是二级小量项，ｅｒＢθｅＥｚ，因此可以忽略。此外，Ｅｚ 式
中包含有无穷多个空间谐波，但一般带电粒子只和基波同步，其他所有空间谐波
对粒子运动可视为微扰，积分效果可不考虑。在讨论纵向运动时，常常忽略它们
的作用，只保留基波项，因而对行波加速表达式（１１７），方程可表示为：

Ｅｚ（ｒ≈０，ｚ，ｔ）＝Ｅ０Ｉ０（ｋｒ０ｒ）ｓｉｎ（ωｔ－ｋｚ０ｚ） （１１．２３）

再考虑近轴近似，Ｉ０（ｋｒ０ｒ）≈１及加速结构为准周期结构，Ｅ０＝Ｅ０（ｚ），ｋｚ０＝ｋｚ（ｚ）＝
ω

ｖｐ（ｚ）
，于是纵向运动方程（１１．２３）变为：

ｄ
ｄｔ
（ｍｚ）＝ｅＥ０（ｚ）ｓｉｎωｔ－∫

ｚ

０
ｋｚ（ｚ）ｄ［ ］ｚ ＝ｅＥ０（ｚ）ｓｉｎωｔ－∫

ｚ

０

ω
ｖｐ（ｚ）

ｄ［ ］ｚ
（１１．２４）

　　还有一点必须指出，尽管空间谐波对粒子纵向运动的积分效果为０，但是它
们携带射频功率。馈入加速腔链的射频功率，有不少的部分（约占１５％～３０％）
用以激励产生空间谐波，以满足边界条件的要求。因此，不同结构尺寸，不同工

作模式 如π
２
模，２π
３（ ）模等 的选择影响到空间谐波幅值，也必然会影响基波场强

的幅值Ｅ０（ｚ）。
与之类似，对于驻波加速方式，考虑驻波场的表达式（１１．１２）及近轴近似

（ｒ≈０），式（１１．２２）可表示为：

ｄ
ｄｔ
（ｍｚ）＝ ∑

∞

ｎ＝－∞
Ｅｎｃｏｓ（ｋｚｎｚ）ｃｏｓωｔ （１１．２５ａ）

也可由式（１１．１３ｂ），得到：

ｄ
ｄｔ
（ｍｚ）＝ ∑

∞

ｎ＝－∞
Ｅｎｓｉｎ（ｋｚｎｚ）ｓｉｎωｔ （１１．２５ｂ）

　　（３）电子直线加速器及质子（离子）直线加速器粒子动力学问题处理方法的
差异

由于电子质量很小，静止质量比质子及其他离子小２０００倍甚至更多，因此



２０６　　 　加速器理论　

在粒子动力学问题处理上，电子和其他离子有很大的差别。
在电子直线加速结构中，一般其加速梯度为１０ＭｅＶ／ｍ～５０ＭｅＶ／ｍ，电子

可以在０．１ｍ～０．２ｍ距离内加速到接近光速，因此，在讨论加速的初始阶段，如
讨论聚束过程时，不能视电子速度为常数。相反地，在加速的主要过程，即能量
大于２ＭｅＶ之后，可将电子速度按光速处理。也由于这样的特点，电子在相聚
过程中，一般相振荡是不充分的，在０．１ｍ～０．５ｍ距离内，就完成相振荡。电子
能量超过２ＭｅＶ之后，只存在电子相对于射频场的缓慢滑相。此外，在整个动
力学处理过程中，电子质量不能视为常数。而质子或其他离子直线加速器的情
况则完全不同，其加速梯度一般为１ＭｅＶ／ｍ～３ＭｅＶ／ｍ，而质子的静止能量为

９３８ＭｅＶ，因此，在动力学处理中，常将质子的速度和质量视为常数。其他离子
更是如此，其相振荡过程相当充分，在２０ｍ～３０ｍ加速过程中，都存在相振荡。
因此，在其后的动力学讨论中，只能将电子和质子（离子）分别处理。

１１．２．２　电子在行波电子直线加速器中的纵向运动

（１）仅考虑在射频基波场中的纵向运动

从式（１１．２４）出发，视∫
ｚ

０

ω
ｖｐ（ｚ）

ｄｚ－ωｔ为电子相对射频场的相位，记为φ，即

φ＝∫
ｚ

０

ω
ｖｐ（ｚ）

ｄｚ－ωｔ （１１．２６）

则纵向运动方程为?：

ｄ
ｄｔ
（ｍｚ）＝－ｅＥ０（ｚ）ｓｉｎφ （１１．２７）

　　为计算方便，把对ｔ求导变为对ｚ求导；ｍ 用γ表示（ｍ＝ｍ０γ），并用ｍ０ｃ２

对Ｅ０（ｚ）进行归一化处理，即

Ｅ
０ （ｚ）＝ｅＥ０（ｚ）／（ｍ０ｃ２）

则方程（１１．２７）最后可表示为：

ｄγ
ｄｚ＝－Ｅ


０ （ｚ）ｓｉｎφ（ｚ） （１１．２８）

式中Ｅ
０ （ｚ）是单位长度上归一化能量增益的最大值。
式（１１．２８）的物理意义是显而易见的，即单位距离上电子的能量增加，取决

于基波场强及电子相对于基波的相位。
为确定电子沿行波加速结构（如盘荷波导）能量变化的过程，利用式（１１．２８）

 注：在射频直线加速器的动力学计算中，关于加速相位常常有两种约定：一种约定是“－ｓｉｎφ”；另
一种是“ｃｏｓφ”，这两种约定是等价的。同时，电子电荷符号ｅ亦视为正值。
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求解，还必须导出一个描写φ沿ｚ变化规律的方程。为此，可将式（１１．２６）两边
对ｚ求导，得到：

ｄφ
ｄｚ＝

ω
ｖｐ（ｚ）

－ ω
ｄｚ／ｄｔ＝

２π
λ

１
βｐ（ｚ）

－ １
βｅ（ｚ［ ］）

即 ｄφ
ｄｚ＝ｋ

１
βｐ（ｚ）

－ γ
γ２－槡［ ］１ （１１．２９）

　　方程（１１．２８）和（１１．２９）就是描写电子在行波电子直线加速器中纵向运动的
方程组。
在设计电子直线加速器时，要选择行波电场的基波幅值沿加速管的分布规

律Ｅ
０ （ｚ）并设定基波相速度沿加速管的增长规律βｐ（ｚ），然后将其代入方程组

（１１．２８）和（１１．２９），借助于数值计算的方法（如龙格库塔法）就可以求得电子
能量及相位沿ｚ的变化γ（ｚ）和φ（ｚ），并用此结果讨论相聚（聚束）、俘获、能量增
益等问题。图１１．２给出了国产ＢＦ５辐照用电子直线加速器的相振荡曲线，图

１１．３给出了相应的能谱计算值，相应的能谱宽度约为８％。

图１１．２　国产ＢＦ５辐照电子直线加速器聚束段相振荡曲线
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图１１．３　国产ＢＦ５辐照电子直线加速器的能谱计算值

　　在一些特殊情况下，方程（１１．２８）和（１１．２９）有解析解。
例如，在基波场强和相速都等于常数的盘荷波导加速管中，Ｅ

０ （ｚ）＝常数，

βｐ（ｚ）＝常数，将方程（１１．２８）和（１１．２９）联立可得：

ｋ
１
βｐ
－ γ
γ２－槡（ ）１ ｄγ＝Ｅ

０ｓｉｎφｄφ

对两边积分，得：

ｃｏｓφ＝
ｋ
Ｅ
０

（ｐ２＋１）
１
２

βｐ
－ｐ［ ］ ＋Ａ （１１．３０）

式中ｐ＝ｍｖｍ０ｃ
为归一化动量；积分常数Ａ 由初始条件（初始归一化动量ｐ０ 和

初始相位φｍ）决定，即

Ａ＝ｃｏｓφｍ －
ｋ
Ｅ
０

（ｐ２０ ＋１）
１
２

βｐ
－ｐ［ ］０ （１１．３１）

当电子初速度βｅ０等于βｐ 时，积分常数Ａ为：

Ａ＝ｃｏｓφｍ －
ｋ（１－β

２
ｐ）

１
２

Ｅ
０βｐ

（１１．３２）

　　图１１．４给出在βｅ０＝βｐ＜１情况下，在不同相位φ注入的电子在等场强、等
相速加速器中运动时的ｐ－φ关系图。

（２）同时考虑高次谐波、空间电荷及束流负载效应的纵向运动
上述纵向运动方程（１１．２２）中的Ｅｚ 项，原则上应包含粒子所感受到的各种

电场。如果稍微详尽地研究这个问题，Ｅｚ 还应包含射频加速结构中激励产生的
高次空间谐波、空间电荷效应的纵向作用力和束流感生电场引起的束流负载效
应，因此总场强Ｅｚ 应表示为：

Ｅｚ ＝ＥＲＦ＋Ｅｚ，ｓｃ＋Ｅｂｍ （１１．３３）
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图１１．４　电子在等场强、等相速加速器中运动时的

归一化动量与粒子相位关系图

其中ＥＲＦ为包括基波在内的各次空间谐波的电场，Ｅｚ，ｓｃ为空间电荷效应的纵向
电场，Ｅｂｍ为束流负载场。

式（１１．２７）是仅考虑射频场中基波分量的纵向运动方程。如果要求同时考
虑高次空间谐波的贡献，则式（１１．３３）中的ＥＲＦ应该用式（１１．７）来描述，当讨论
近轴运动时，取ｒ≌０，则由式（１１．７）可得：

ＥＲＦ ＝ ∑
∞

ｎ＝－∞

（－ｊ）Ｅｎ（ｚ）ｅｊ（ωｔ－ｋｚｎｚ） （１１．３４ａ）

　　再根据式（１１．３）关于ｋｚｎ的描述及式（１１．２６）的处理方法，同样定义所讨论

的电子相对于基波的相位为φｉ，则电子所感受到的基波（ｎ＝０）及高次空间谐波
（ｎ≠０）的射频电场可表示为：

ＥＲＦ ＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
Ｅｎ（ｚ）ｓｉｎφｉ＋

２π
Ｄ（ ）ｎｚ （１１．３４ｂ）

　　在过去几十年里，人们在描述空间电荷自身场方面，已经提出了许多模型。

其中最简单的模型是无限长圆柱模型，在此模型中没有纵向电场存在；此外常用
的椭球模型，考虑的也是横向空间作用力；而重点考虑纵向空间电荷作用力的束
团模型则有刚性盘片模型、变盘（片）模型和环电荷模型。在刚性盘片模型中，将
一微脉冲束流（在一个射频周期内）沿纵向分成若干个电荷盘片，每一个盘片视
为刚性的，其携带的电荷量相同，纵向尺寸和横向尺寸不变，但电荷可以相互渗

透。如将３６０°的束团切成Ｎ 个盘片，每一个盘片携带的电流量为１Ｎ
，需要研究
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的是第ｊ个盘片对第ｉ个盘片的纵向运动（当然也可以包括横向运动）的影响。
变盘（片）模型仍认为每一个盘片纵向尺寸不畸变，保持刚性特征，但径向可以伸
缩。如果考虑得更精确一些，那就采用环电荷模型，即将３６０°的束团先按纵向
分成等长度电荷盘，然后再将每个电荷盘按径向分成等高度的同心电荷环，电荷
在圆环之间可以相互渗透，从而可以研究各电荷环在外电磁场和各电荷环空间
电荷场的联合作用下的纵向和横向运动。在上述各种模型中，原则上还可以考
虑金属壁存在的镜像电流对束流运动的影响。
下面简略介绍利用变盘（片）模型求空间电荷纵向场的一种方法。
首先求出在静止电荷坐标系中电荷在光滑波导中的格林函数，然后对格林

函数进行积分求出电位，再对电位求偏导数，得第ｉ盘片上各点的电场Ｅｚ。最
后对盘片ｉ上的各点Ｅｚ 平均，求得各ｊ盘电荷在光滑波导中对某一个盘片ｉ作
用的平均场。实际上，盘片ｊ相对于实验室坐标系沿ｚ轴以接近光速ｃ的速度ｖ
运动，因此在实验室坐标系中讨论粒子的动力学问题时，需要进行相对论变换。
譬如第ｊ个盘片以γｊ能量沿ｚ轴运动，则在静止坐标系中ｚ变量应按相对论变
换成γｊｚ。
根据此模型，设波导管等效半径（金属圆筒半径）为ｂ，在ｚ＝０，ｒ＝ａ，θ＝θ０

处放置一单位静止的点电荷，其格林函数为：

Ｇ（ｒ，θ，ｚ）＝ １
２πｂ２ε０∑

∞

ｎ＝１
∑
∞

ｓ＝０

（２－δｓ０）ｅ－μｎ｜ｚ｜Ｊｓ
（μｎａ）Ｊｓ（μｎｒ）

μｎ［Ｊｓ＋１（μｎｂ）］
２ｃｏｓ（θ－θ０）

（１１．３５）
其中μｎ 满足Ｊｓ（μｎｂ）＝０，μｎｂ表示ｓ阶贝塞尔函数的第ｎ个根，ε０ 为介电常数，

δｓ０为δ函数。
假设在波导管内有两个电荷盘片ｉ和ｊ，它们的半径分别为ｒｉ和ｒｊ，两盘片

之间的距离为ｚ，对格林函数进行积分，可以求出盘片ｊ在ｉ盘片处空间位置
（ｒ，θ）点处的电位（见图１１．５）为：

Ｖ（ｒ，θ，ｚ）＝∫
ｒｊ

０∫
２π

０∫
ｚ＋Δｚ

ｚ
ｑＧ（ａ，θ′，ｚ）ａｄａｄθ′ｄｚ （１１．３６）

其中ｑ为盘片电荷密度，Δｚ为盘片ｊ的厚度。
在ｉ盘上各点的电场为：

Ｅｚ（ｒ，θ，ｚ）＝－Ｖ
（ｒ，θ，ｚ）
ｚ

ｊ盘片的电荷作用在半径为ｒｉ的第ｉ盘片上平均电场的纵向分量珚Ｅｚ 为：

珚Ｅｚ ＝∫
ｒｉ

０∫
２π

０
Ｅｚｒｄｒｄθ

∫
ｒｉ

０∫
２π

０
ｒｄｒｄθ
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图１１．５　半径为ｂ的金属圆筒内两电荷盘片相对位置关系示意图

其值为：

珚Ｅｚ ＝２ｑΔｚｒｊｒｉε０ ∑
∞

ｎ＝１

Ｊ１ μ０ｎ
ｒｉ（ ）ｂ Ｊ１ μ０ｎ

ｒｊ（ ）ｂ
［μ０ｎＪ１（μ０ｎ）］

２ ｅ
－μ０ｎ｜ｚ｜／ｂｓｇｎ（ｚ） （１１．３７）

其中μ０ｎ＝μｎｂ，而Ｊ０（μ０ｎ）＝０，ｓｇｎ（ｚ）按下式处理：

ｓｇｎ（ｚ）＝
１ （ｚ＞０）

０ （ｚ＝０）

－１ （ｚ＜０
烅
烄

烆 ）
（１１．３８）

　　将珚Ｅｚ 变换到实验室坐标系时，式（１１．３７）中的ｚ用γｊｚ代替。如果对束流
强度为Ｉ的束流，在一个高频周期内将电子束等分为Ｎ 个盘片，则每个盘片的
电量ｑ为：

ｑ＝ Ｉλ
πｒ２ｊΔｚＮｃ

（１１．３９）

　　第ｉ和第ｊ个盘片之间的距离为：

｜ｚ｜＝｜ｚｉ－ｚｊ｜＝βｐλ｜φｉ－φｊ｜／２π
　　把式（１１．３８）和（１１．３９）代入式（１１．３７）中，得到除第ｉ个盘片之外，其他所
有Ｎ－１个盘片对第ｉ个盘片的空间电荷的平均纵向电场为：

Ｅｚ，ｓｃ，ｉ ＝２ＩλＺ０πｂ２
·１
Ｎ∑

Ｎ

ｊ＝１
∑
∞

ｎ＝１

Ｊ１ μ０ｎ
ｒｉ（ ）ｂ Ｊ１ μ０ｎ

ｒｊ（ ）ｂ
ｒｉ
ｂ
［μ０ｎＪ１（μ０ｎ）］

２ｒｊ
ｂ

ｅ
－μ０ｎγｊβｐλ
２πｂ ｜φｉ－φｊ｜ｓｇｎ（φｉ－φｊ）

（１１．４０）

式中Ｚ０＝ μ０
ε槡０
。

为了简化运算，可以认为束团的半径沿ｚ轴不变，即ｒｉ＝ｒｊ＝Ｒ，则式
（１１４０）可以简化为：
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Ｅｚ，ｓｃ，ｉ ＝２ＩλＺ０πｂ２
·１
Ｎ∑

Ｎ

ｊ＝１
∑
∞

ｎ＝１

Ｊ１ μ０ｎ（ ）Ｒｂ
Ｒ（ ）ｂ

２

μ０ｎＪ１（μ０ｎ

熿

燀

燄

燅
）

２

ｅ
－μ０ｎγｊβｐλ
２πｂ ｜φｉ－φｊ｜ｓｇｎ（φｉ－φｊ）

（１１．４１）

　　电子在波导加速管中，除了射频场、空间电荷场之外，还应感受到束流在波
导加速管中自身激励起的束流负载场，它对自身而言，正好是反相的。从能量守
恒的观点很好理解，束流作为负载，吸收微波功率，从而使束流感受的场降低。

在填充时间或称建成时间（ｔＦ）以内的束流负载效应称为瞬态束流负载效应。脉

冲宽度大于填充时间（ｔＦ）的束流负载效应已达稳定，束流所感受的等效束流负
载场不随时间变化。

强度为Ｉ的束流在波导中激发的场，可以表示为：

Ｅｂｍ（ｚ，ｔ）＝
－ＩＲｓ（１－ｅ－αｖｇｔ） ［ｚ＞ｖｇｔ］

－ＩＲｓ（１－ｅ－αｚ） ［ｚ≤ｖｇｔ
烅
烄

烆 ］
（１１．４２）

式中α为电压衰减系数，Ｒｓ为分流阻抗，ｖｇ 为群速度。式（１１．４２）的上式表示瞬
态负载效应，下式表示稳态束流负载效应。

仍采用圆盘模型，把在一个射频周期内的束流也分成Ｎ 份，形成Ｎ 个分束
流，每份分束流都可以作傅里叶级数分解，其中的一次谐波才能激发起与外加射

频场叠加的束流负载场。式（１１．４２）中的Ｅｂｍ就是第ｉ份分束流对自身盘片的作
用，刚好是反相的，表现为“－”号。而其他的分束流，如第ｊ份分束流所产生的
场对第ｉ份盘片的作用就存在相位差（φｉ－φｊ），因此，第ｉ份分束流所受到的束
流负载感生场，应该是各份分束流作用的总和，即

Ｅｂｍ，ｉ ＝
－ＩＲｓＮ∑

Ｎ

ｊ＝１
ｃｏｓ（φｉ－φｊ）（１－ｅ－α

ｖｇｔ） ［ｚ＞ｖｇｔ］

－ＩＲｓＮ∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｏｓ（φｉ－φｊ）（１－ｅ－α

ｚ） ［ｚ≤ｖｇｔ
烅

烄

烆
］

（１１．４３）

　　最后可以得到同时考虑ＥＲＦ，Ｅｚ，ｓｃ和Ｅｂｍ的纵向运动方程（１１．４４）和（１１．４５）。

ｄγｉ
ｄｚ ＝ＡＲＦ，ｉ

（φｉ，ｚ）＋Ａｚ，ｓｃ，ｉ（φｉ，φｊ）＋Ａｂｍ，ｉ（φｉ，φｊ） （１１．４４）

ｄφｉ
ｄｚ ＝

２π
λ

１
βｐ（ｚ）

－ γｉ
γ２ｉ －槡［ ］１ （１１．４５）

式中

ＡＲＦ，ｉ ＝ －ｅ
ｍ０ｃ２∑

＋∞

ｎ＝－∞
Ｅｎ（ｚ）ｓｉｎφｉ＋

２π
Ｄ（ ）ｎｚ （１１．４６ａ）
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Ａｚ，ｓｃ，ｉ ＝ ｅ
ｍ０ｃ２

·２Ｉλｚ０
πｂ２

·１
Ｎ∑

Ｎ

ｊ＝１
∑
∞

ｎ＝１

Ｊ１ μ０ｎ（ ）Ｒｂ
μ０ｎＪ１（μ０ｎ）

Ｒ

熿

燀

燄

燅ｂ

２

ｅ
－
μ０ｎｒｊβｐλ

（φｉ－φｊ
）

２πｂ ｓｇｎ（φｉ－φｊ）

（１１．４６ｂ）

Ａｂｍ，ｉ ＝
－ＩＲｓＮ∑

Ｎ

ｊ＝１
ｃｏｓ（φｉ－φｊ）（１－ｅ－α

ｖｇｔ）

－ＩＲｓＮ∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｏｓ（φｉ－φｊ）（１－ｅ－α

ｚ

烅

烄

烆
）

（１１．４６ｃ）

　　解方程（１１．４４），（１１．４５）可以得到Ｎ 份中每一份束流的能量γｉ（ｚ）和相位

φｉ（ｚ）随ｚ的变化过程。显然，用方程（１１．４４）和（１１．４５）求解束流纵向运动是非
常繁杂的，在精细计算中才有意义，对于一般工程上的设计计算，应用式（１１．２８）
和（１１．２９）就足够了。

１１．２．３　电子在驻波电子直线加速器中的纵向运动

驻波电子直线加速器的加速管是一系列以一定方式耦合起来的谐振腔链。

加速腔工作于类ＴＭ０１０模。对双周期加速结构而言，工作于π模，即相邻两加速
腔的场相位相差１８０°。
谐振腔链内电磁场由式（１１．１３ｂ），（１１．１４ｂ），（１１．１５ｂ）表示。为方便起见，

它们也可以简化为：

Ｅｚ（ｒ，ｚ，ｔ）＝Ｅｚ（ｒ，ｚ）ｓｉｎωｔ （１１．４７ａ）

Ｅｒ（ｒ，ｚ，ｔ）＝－Ｅｒ（ｒ，ｚ）ｓｉｎωｔ （１１．４７ｂ）

Ｂθ（ｒ，ｚ，ｔ）＝Ｂθ（ｒ，ｚ）ｃｏｓωｔ （１１．４７ｃ）
以上各式中的Ｅｚ（ｒ，ｚ），Ｅｒ（ｒ，ｚ），Ｂθ（ｒ，ｚ）分别相当于：

Ｅｚ（ｒ，ｚ）＝ ∑
＋∞

ｎ＝－∞
ＥｎＩ０（ｋｒｎｒ）ｓｉｎ（ｋｚｎｚ） （１１．４８ａ）

Ｅｒ（ｒ，ｚ）＝ ∑
＋∞

ｎ＝－∞

ｋｚｎ
ｋｒｎ
ＥｎＩ１（ｋｒｎｒ）ｃｏｓ（ｋｚｎｚ） （１１．４８ｂ）

Ｂθ（ｒ，ｚ）＝ ∑
＋∞

ｎ＝－∞

ω
ｃ２ｋｒｎ

ＥｎＩ１（ｋｍｒ）ｓｉｎ（ｋｚｎｚ） （１１．４８ｃ）

它们的具体数值可以用“ＳＣ２”［１］或ＳＵＰＥＲＦＩＳＨ等程序求出。此外，对π模有

ｋｚｎ＝２ｎ＋１Ｄ π，对０模有ｋｚｎ＝２ｎＤπ
。

在讨论纵向运动时，可用近轴近似，即设ｒ＝０。图１１．６给出了利用“ＳＣ２”
程序求得的一种国产医用驻波加速器主加速腔的Ｅｚ（０，ｚ）分布曲线。
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对图１１．６中的Ｅｚ（０，ｚ）曲线进行谐波分解，可求得各次空间谐波的幅值。
当然，在纵向粒子动力学计算中也可以直接利用Ｅｚ（０，ｚ）值。

图１１．６　驻波加速腔中Ｅｚ（０，ｚ）的分布计算值

在研究驻波电子直线加速器的纵向运动时，最直观的处理办法是用积分的
方法。对方程（１１．４７ａ）进行积分，可得近轴电子沿加速管的能量增益为：

γ＝γｉ＋∫
ｚ

０

ｅＥｚ（０，ｚ）
ｍ０ｃ２

ｓｉｎ（ωｔ＋φ０）ｄｚ （１１．４９ａ）

其中 ｚ＝∫
ｔ

０
ｖｚ（ｚ）ｄｔ （１１．４９ｂ）

而γｉ为电子注入时初始归一化全能量，ｔ是从电子注入到腔入口处开始算起的
时间。

积分上式就可得到不同相位φ０ 时注入电子沿加速管的能量增益。
为了数值计算方便，令ｄφ＝ωｄｔ，方程（１１．４９ａ）和（１１．４９ｂ）可改写成：

β＝
ｖｅ
ｃ ＝ １－ １

γｉ＋∫
ｚ

０

ｅＥｚ（０，ｚ）
ｍ０ｃ２

ｓｉｎ（ωｔ＋φ０）ｄ［ ］ｚ槡
２ （１１．５０ａ）

ｚ＝ λ２π∫
φ

０
βｄφ （１１．５０ｂ）

　　这时，积分增量不是时间，而是射频相位。这种改变非常便于数值计算。譬
如，初速为βｉ的电子注入加速管时的初始相位为φ０，经过Δｔ时间，射频相位的
增量为Δφ＝ωΔｔ，代入式（１１．５０ｂ）中，就可求出Δｚ，再利用从数值程序或实验测
量得到的Ｅｓ（０，ｚ）代入式（１１．５０ａ），即可求得经Δｚ的电子速度增值，得到新的

β，然后再代入式（１１．５０ｂ），周而复始，就可求出不同相位注入的电子在每一个加



　第１１章　带电粒子在射频直线加速器中的运动　 ２１５　　

速腔出口的能量及在加速管出口的最终能量，而且还可以确定整个相振荡过程
（有一点还需指出，在电子进入下一个腔的时候，需减π）。图１１．７给出了一国
产４ＭｅＶ轴耦合电子直线加速管各驻波腔末端电子能量与注入相位的关系曲
线，图１１．８给出了加速管出口的电子能谱。

图１１．７　一国产４ＭｅＶ轴耦合驻波电子直线加速管各驻波

加速腔末端电子能量与注入相位的关系

图１１．８　一国产４ＭｅＶ轴耦合驻波电子直线

加速管出口能谱的计算值
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驻波电子直线加速器的纵向运动可以用方程（１１．５０ａ）及 （１１．５０ｂ）的积分
形式求解，也可以将方程（１１．４９ａ）及 （１１．４９ｂ）改写成微分方程组的形式：

ｄγ
ｄｚ＝

ｅＥｚ（０，ｚ）
ｍ０ｃ２

ｓｉｎ（ωｔ＋φ０） （１１．５１ａ）

ｄφ
ｄｚ＝

２π
λ
·１
β
＝２πλ

· γ
γ２－槡 １

（１１．５１ｂ）

式中φ＝ωｔ。这两个方程可以用龙格库塔法求解。
利用式（１１．５１ａ）及 （１１．５１ｂ）可以求得γ—φ，φ—ｚ关系及能谱分布关系，这

些关系也可以表示成如图１１．７和图１１．８所示的形式，结果是一样的。

图１１．９　漂移管型质子直线加速器的结构剖面

１１．２．４　粒子在漂移管型直线加速器中的纵向运动

图１１．９给出了漂移管型直线加速器加速结构的示意图。用于加速的是类

ＴＭ０１０型模的射频电磁场，工作于０模，即相邻两个加速缝隙的电场相位相差

３６０°。当加速缝处的场处于正半周时，粒子通过加速缝。当场处于负半周时，粒
子进入漂移管。当场随时间变化了半个周期，下一个加速缝变成加速相位时，粒
子飞出漂移管，经受下一次加速，这就是漂移管型直线加速器（ＤＴＬ）。由于其
原理是由Ａｌｖａｒｅｚ提出的，又可称之为Ａｌｖａｒｅｚ直线加速器。其同步加速条件由
式（１１．２０）给出。由于粒子在渡越加速缝的过程中速度是变化的，因此，同步加
速条件严格地应写成：

Ｄ＝∫
Ｔｆ
２

－
Ｔｆ
２

ｖ（ｚ）ｄｚ＝βλ （１１．５２）

式中Ｔｆ为射频电场变化的周期。上式中粒子速度β应是ｚ的函数，因此该式中
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的β为平均值。随着加速过程的进行，Ｄ是不断增长的。
漂移管型加速结构中的电磁场可用ＳＵＰＥＲＦＩＳＨ等程序计算，图１１．１０给

出了等Ｄ结构中Ｅｚ 分量沿轴分布的示意图。

图１１．１０　漂移管型加速腔Ｅｚ 分量

沿轴的分布

由式（１１．１２），轴上的电场可表
示为：

Ｅｚ（０，ｚ，ｔ）＝Ｅｚ（０，ｚ）ｃｏｓ（ωｔ＋φ０）
（１１．５３）

式中Ｅｚ（０，ｚ）如式（１１．１３ｂ）所示，
可视为由一系列空间谐波组成。但

在轴上（ｒ＝０），对０模 ｋｚｎ＝２ｎπ（ ）Ｄ
，

它可展开成为：

Ｅｚ（０，ｚ）＝ ∑
＋∞

ｎ＝－∞
Ｅｎｃｏｓ２ｎπＤｚ

（１１．５４）

　　与式（１１．５１）相类似，若令γ＝
Ｗ＋ｍ０ｃ２（即记Ｗ 为粒子动能），则
粒子在漂移管型直线加速器中的纵

向运动方程可表示为：

ｄＷ
ｄｚ ＝ｅＥｚ

（０，ｚ）ｃｏｓ（ωｔ＋φ０）

（１１．５５）
式中φ０ 为粒子初始相位，ω为射频场圆频率。
假设利用基波加速，且加速单元的电中心与单元的几何中心重合，则同步粒

子在一个加速单元中的能量增益为：

ΔＷｓ＝ｅ∫
Ｄ
２

－Ｄ２
Ｅ２（０，ｚ）ｃｏｓ（ωｔ＋φｓ）ｄｚ＝ｅＥ０ＤＴｃｏｓφｓ （１１．５６）

其中，Ｔ＝ １
〈Ｅｚ〉Ｄ∫

Ｄ
２

－Ｄ２
Ｅｚ（０，ｚ）ｃｏｓ２πＤ（ ）ｚ ｄｚ称为渡越时间因子；

〈Ｅｚ〉＝ １Ｄ∫
Ｄ
２

－Ｄ２
Ｅｚ（０，ｚ）ｄｚ为一个加速单元的平均电场强度。

对于式（１１．５４）表示的电场分布，有：
〈Ｅｚ〉＝Ｅ０ （１１．５７）

因此得到式（１１．５６）。
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在上述推导中，讨论的是同步粒子，因此采用了下列同步条件：

ωｔ＝２πＤｚ
（１１．５８）

而异步粒子通过一个加速单元的能量增益为：

ΔＷｐ ＝ｅＥ０ＤＴｃｏｓφ （１１．５９）

　　式（１１．５６）及（１１．５９）中的φｓ和φ分别表示同步及异步粒子通过加速间隙
中心时，所对应的射频场相位。
在单位时间内，异步粒子与同步粒子能量增益之差的变化率为：

ｄ（ΔＷ）
ｄｔ ＝ΔＷｐ

Ｔｐ
－ΔＷｓ

Ｔｓ
（１１．６０）

其中Ｔｓ为同步粒子通过一个加速单元所需的时间，Ｔｓ＝ＴＲＦ，即高频场周期；而

Ｔｐ＝ΔＴ＋Ｔｓ 表示异步粒子通过一个加速单元所需的时间。实际上，ΔＴ／Ｔｓ
１，故方程（１１．６０）可写成：

ｄ（ΔＷ）
ｄｔ ≈Δ

Ｗｐ－ΔＷｓ

Ｔｓ ＝ｅＥ０ＴＤ２π／ω
（ｃｏｓφ－ｃｏｓφｓ） （１１．６１）

　　由于能量增益不同，粒子的速度也就不同，异步粒子从一个加速间隙的电中
心到达下一个加速间隙的电中心的相位就不等于２π，而变成２π－Δφ。如果用

ｚｓ和ｚ分别表示同步与异步粒子沿轴向的坐标，则有：

Δφ
２π－

ｚ－ｚｓ（ ）Ｄ ＝－ ｚ－ｚｓ
βｓ（ ）λ

所以得到： ｄ
ｄｔ
Δφ
２（ ）π ＝－β－βｓ

βｓＴｓ
＝－ Δβ
βｓＴｓ

（１１．６２）

　　利用ΔＷ＝ｍ０ｃ２βｓγ
３
ｓ（Δβ）关系式，方程（１１．６１）和（１１．６２）可以整理成一纵

向运动方程组，即

ｄ（ΔＷ）
ｄｔ ＝ｅＥ０Ｔｖｓ（ｃｏｓφ－ｃｏｓφｓ） （１１．６３）

ｄ（Δφ）
ｄｔ ＝－ ω

ｍ０ｃ２β
２
ｓγ３ｓ
ΔＷ （１１．６４）

　　若将式（１１．６４）对ｔ求导，并考虑到ｄｄｔ＝βｓｃ
ｄ
ｄｚ
，再将方程（１１．６３）代入式

（１１６４）中，整理后可得到：

１
β
３
ｓγ３ｓ
·ｄ
ｄｚβ

３
ｓγ３ｓ ｄｄｚΔ［ ］φ ＋ｋ２ｓ ｃｏｓφ－ｃｏｓφｓｓｉｎ｜φｓ（ ）｜ ＝０ （１１．６５）

其中 ｋｓ＝
２πｅＥ０Ｔｓｉｎ｜φｓ｜
ｍ０ｃ２β

３
ｓγ３ｓ（ ）λ

１
２

（１１．６６）

式（１１．６５）就是粒子在漂移管型质子直线加速器中运动的相运动方程。



　第１１章　带电粒子在射频直线加速器中的运动　 ２１９　　

求解式（１１．６３）和（１１．６４），或求解方程（１１．６５），就可以获得质子或其他离
子在直线加速器中纵向运动的清晰图像。

１１．３　直线加速器中的横向运动

１１．３．１　直线加速器中电子的横向运动

　　讨论直线加速器中的横向运动，仍可以从牛顿方程（１．１）出发，即

ｄｐ
ｄｔ＝ｅ瓫×Ｂ＋ｅＥ

（１１．６７）

　　对于横向（ｒ方向），有：

ｄｐｒ
ｄｔ ＝ｅＥｒ－ｅｖｚＢθ

（１１．６８）

上式中的Ｅｒ及Ｂθ，可以由各种不同的场提供，这包括ＲＦ场，粒子束流自身的场
（空间电荷场）以及束流与环境（加速管道）相互作用产生的尾场（ｗａｋｅｆｉｅｌｄｓ）。
各种不同的直线加速器（结构）的横向运动有各自不同的特点。在讨论各自

不同特点之前，同样先描述它们的共通之处。
（１）横向聚焦与纵向聚束的不可兼容性
在１１．２节已指出，在各种射频直线加速器中，为保证纵向运动稳定，要求同

步相位φｓ处于波峰之前，即要求同步粒子所感受到的纵向电场随时间处于上升

阶段，一般记为－π２＜φｓ＜０
。如转换到ｚ轴，这就意味着粒子所处的场沿ｚ是

下降的，即Ｅｚ／ｚ＜０。当粒子跑到同步粒子前面时，Ｅｚ 较小，让它获得能量少，
使它相对而言慢下来，相位向后移；相反，当粒子落在同步粒子后面时，Ｅｚ 较大，
让它获得能量多，使它相位向前移，所以纵向运动是稳定的。

同时，若要求横向运动稳定，则应要求Ｅｘ
ｘ＜０
及Ｅｙ
ｙ＜０

，即粒子偏离开轴

线，Ｅｘ，Ｅｙ（或Ｅｒ）能提供指向轴线的力。但在同步粒子的静止坐标系中，根据真
空中电场强度的散度等于０，应该有：

Δ

·Ｅ＝Ｅｘｘ ＋
Ｅｙ
ｙ ＋

Ｅｚ
ｚ ＝

０ （１１．６９）

　　如果要求纵向和横向运动兼容，则要求：

Δ

·Ｅ＝Ｅｘｘ ＋
Ｅｙ
ｙ ＋

Ｅｚ
ｚ ＜

０ （１１．７０）

　　这意味着所有力线都指向同步粒子所在的那一点，而电场强度的散度应等



２２０　　 　加速器理论　

于０，由此可断言所有的力线都是连续的，而不会收敛于空间任一点。

综上所述，根据纵向运动稳定，已要求Ｅｚ
ｚ＜０

，由式（１１．６９），只能有Ｅｘｘ＋

Ｅｙ
ｙ＞０

，即不可与横向运动稳定兼容。

不过，还必须指出，横向聚焦与纵向聚束的不可兼容性是对同一点（同一位
置）而言，即在同一位置不能同时获得纵向聚束和横向聚焦，但并不排除采用某
些方法，使粒子能在聚束过程中，也能从ＲＦ场获得横向聚焦。在历史上，人们
采用过许多办法，包括：①在加速圆筒缝隙的下端入口处垂直于轴安放一片对
快粒子是透明的薄金属箔，改变电力线的形状，使粒子免于受发散电力线的影
响；②采用交变相位聚焦；③在漂移管质子直线加速器的漂移管中人为地引入
四极透镜组；④在电子直线加速器的轴线上外加聚焦线圈或四极透镜组。采用

２０世纪８０年代发明的射频四极加速结构（俗称ＲＦＱ，将在下两节讨论）也是一
种办法。

（２）射频场的方位角磁场分量Ｂθ可部分抵消射频场的径向分量Ｅｒ 的散焦
作用

无论是行波加速结构，还是驻波加速结构，射频直线加速器中的电磁场的场
型都是类ＴＭ０１型模，它不但存在Ｅｒ分量，还存在Ｂθ分量。Ｂθ和粒子的纵向运
动速度叉乘产生的洛伦兹力是可以部分抵消Ｅｒ的散焦作用的。

下面以行波加速结构为例进行讨论。重写Ｅｒ和Ｂθ的表达式，令βｐ＝βｓ，则
由式（１１．８）和（１１．９）出发，取基波项，分别得到：

Ｅｒ（ｒ，ｚ，ｔ）＝－γｓＥ０Ｉ１（ｋｒ０ｒ）ｓｉｎ（ωｔ－ｋｚ０ｚ） （１１．７１）

Ｂθ（ｒ，ｚ，ｔ）＝－γｓβｓｃＥ０Ｉ１
（ｋｒ０ｒ）ｓｉｎ（ωｔ－ｋｚ０ｚ） （１１．７２）

　　将式（１１．７２）代入式（１１．６８）右边的第二项，得到Ｂθ 产生的洛伦兹力，并令

βｐ＝βｓ，得：

－ｅｖ２Ｂθ＝β
２
ｓ［γｓＥ０Ｉ１（ｋｒ０ｒ）ｓｉｎ（ωｔ－ｋｚ０ｚ）］ （１１．７３）

　　上式右边项比式（１１．７１）右边所示的ＲＦ场径向力Ｅｒ 小β
２
ｓ 倍，符号相反，

因此可部分抵消Ｅｒ的散焦作用。当βｓ→１时，两者趋于相等。在极端相对论的
情况下，ＲＦ场对粒子横向运动不起作用。
上述结论对驻波加速结构也是成立的。
（３）电子和离子渡越加速缝时受到的径向力
图１１．１１形象地给出加速缝处电力线及磁力线的分布，从图中可以看出，偏

轴的粒子除了感受ＲＦ场的纵向力（ｅＥｚ）外，还受到电场径向作用力ｅＥｒ 及磁场
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径向作用力ｅｖｚＢθ的作用。
图１１．６曾给出一国产医用驻波加速器主加速腔沿轴的纵向电场分布

Ｅｚ（０，ｚ）。Ｅｚ（０，ｚ，ｔ）分布可表示为：

　图１１．１１　加速缝中ＲＦ场电力线和

磁力线的分布

Ｅｚ（０，ｚ，ｔ）＝Ｅｚ（０，ｚ）ｃｏｓ（ωｔ＋φ）
（１１．７４）

　　根据麦克斯韦方程，可由式
（１１．７４）导出Ｅｒ 和Ｂθ 的近轴表示
式，即

Ｅｒ ＝－１２
·Ｅｚ
ｚ
ｒ　（１１．７５）

Ｂθ＝ １
２ｃ２
·Ｅｚ
ｔ
ｒ　（１１．７６）

　　图１１．１２（ｃ），（ｄ）给出了与图

１１．６相同的驻波加速腔的Ｅｒ和Ｂθ
分布。为了讨论方便，图１１．１２也给出与图１１．６相同的Ｅｚ（０，ｚ）的分布［见图

１１．１２（ｂ）］及相应的驻波腔型［见图１１．１２（ａ）］。

图１１．１２　一驻波加速腔型及Ｅｚ，Ｅｒ，Ｂθ 沿方向分布示意图

在质子和离子直线加速器的加速缝中，Ｅｚ，Ｅｒ，Ｂθ也有类似的分布。
在讨论带电粒子渡越加速缝所受的径向作用时，必须考虑下面三种效应：

① 带电粒子渡越加速缝时，场随时间变化所带来的影响。
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为了纵向运动稳定，平衡相位φｓ 选在－
π
２＜φｓ＜０

，即粒子通过加速缝时，

场是随时间上升的，从Ｅｒ看，缝后半部的散焦力要比前半部的聚焦力大，导致一
个净的散焦力。对于质子和离子直线加速器而言，这个效应是主要的。对电子

直线加速器而言，它也起一定的作用。

② 带电粒子在渡越加速缝时，所感受的径向力（Ｅｒ 和ｅｖｚＢθ）依赖于粒子的
径向位置ｒ，而ｒ值是不断变化的。从式（１１．７５）和（１１．７６）可见，Ｅｒ 和Ｂθ 的值
与ｒ成正比。

③ 带电粒子在渡越加速缝的过程中，其速度是增加的。也就是说，粒子在

渡越加速缝前半部所需的时间比后半部所需的时间长，因而Ｅｒ 和Ｂθ 作用在粒
子上的时间，在缝的前后半部是不同的。

第②和第③个效应对电子是主要的；对于离子，由于其ｒ和ｖｚ 可视为基本
不变，因此对径向运动有较小的效应。

第②和第③个效应引起粒子的净聚焦效应，与静电透镜相当，可称其作用为
“静电聚焦”（ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃｆｏｃｕｓｉｎｇ）。为了说明这种由于粒子通过加速缝前后

位置和速度变化而产生的效应，可以用一个简单的模型来加以说明。

考虑非相对论情况，忽略磁场作用力，径向动量的冲量为：

Δｐｒ ＝ｅ∫
Ｄ
２

－Ｄ２
Ｅｒｄｚ
βｃ
＝－ｅ２∫

Ｄ
２

－Ｄ２

ｒ
βｃ
·Ｅｚ
ｚ
ｄｚ （１１．７７）

　　为了处理方便，用一个方波场来表示Ｅｚ（０，ｚ），定义为：

Ｅｚ（０，ｚ）＝
Ｅｇｃｏｓ（ωｔ＋φ） （｜ｚ｜＜ｇ／２）

０ （｜ｚ｜≥ｇ／２
烅
烄

烆 ）
（１１．７８）

式中ｇ为小于Ｄ 的任意值。因此有：

Ｅｚ
ｚ ＝

Ｅｇ δｚ＋ｇ（ ）２ －δｚ－ｇ（ ）［ ］２ ｃｏｓ（ωｔ＋φ） （１１．７９）

式中δ为δ函数。
将式（１１．７９）代入式（１１．７７），有：

Δｐｒ ＝－ｅ２Ｅｇ∫
Ｄ
２

－Ｄ２

ｒ
βｃ
δｚ＋ｇ（ ）２ －δｚ－ｇ（ ）［ ］２ ｃｏｓ２πｚ

βλ
＋（ ）φ ｄｚ　　（１１．８０）

因而得到：

Δ（γβｒ′）＝－
ｅ

２ｍ０ｃ２
ＥｇＤ

ｒ１
β１
ｃｏｓπｇ
βλ
－（ ）φ －ｒ２β２ｃｏｓπｇβλ＋（ ）［ ］φ （１１．８１）

　　上式中下标１，２分别表示加速缝入口和出口平面上的值。从上式可以看
出，有三个竞争的效应决定横向聚焦项Δ（γβｒ′）的符号：①由于加速，β２＞β１；
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②由于入口侧的聚焦作用，ｒ２＜ｒ１；③由于纵向聚束的需要，φ＜０，但φ靠近波

峰，接近零值，所以ｃｏｓπｇ
βλ
＋（ ）φ 与ｃｏｓπｇβλ－（ ）φ 相差很小，主要由前两个效应起

作用，可见横向是聚焦的，这个作用与静电透镜的作用极为相似。
下面分别讨论各种直线加速器中的横向运动情况。

１１．３．２　电子在行波电子直线加速器中的横向运动

讨论盘荷波导加速管的电子横向运动，仍可从牛顿方程（１８ａ）出发，式
（１８ａ）可表示为：

ｄ
ｄｔ
（ｍｒ）＝ｍｒθ

·
２＋ｅｒθ

·
Ｂｚ－ｅｚＢθ＋ｅＥｒ （１１．８２）

　　先不讨论存在纵向聚焦磁场的情况，即设Ｂｚ＝０，并不考虑电子的方位角运

动，设θ
·

＝０，则横向运动方程为：

ｄ
ｄｔ
（ｍｒ）＝ｅＥｒ－ｅｚＢθ （１１．８３）

　　对于式（１１．８）和（１１．９），只考虑基波时的Ｅｒ和Ｂθ分别为：

Ｅｒ ＝Ｅ０ｋｚｋｒ０
Ｉ１（ｋｒ０ｒ）ｅｊ（ωｔ－ｋｚｚ） （１１．８４）

Ｂθ＝Ｅ０ ｋｃｋｒ０
Ｉ１（ｋｒ０ｒ）ｅｊ（ωｔ－ｋｚｚ） （１１．８５）

　　同样，定义φ为电子相对射频场的相位，φ＝ｋｚｚ－ωｔ，取线性近似，Ｉ１（ｋｒ０ｒ）≈
１
２ｋｒ０ｒ

。对式（１１．８４）和式（１１．８５）取实部，从行波场角度有：

Ｅｒ ＝ １２Ｅ０ｋｚｒｃｏｓφ
（１１．８６）

Ｂθ＝ １２Ｅ０
ｋ
ｃｒｃｏｓφ

（１１．８７）

　　将式（１１．８６）和（１１．８７）代入方程（１１．８３），并考虑到Ｅ０ 随ｚ的变化对Ｅｒ的
贡献，做一定变换后，得到：

ｄｐｒ
ｄｚ ＝ｋＥ


０ｒ
２

１
ββｐ

－（ ）１ｃｏｓφ＋１２β·ｄＥ

０

ｄｚｒｓｉｎφ
（１１．８８）

式中ｐｒ ＝βγｒ′称为归一化横向动量，Ｅ
０ ＝
ｅＥ０
ｍ０ｃ２

。

由式（１１．８８）可具体看到在盘荷波导加速管中对横向运动起作用的三个效

应。右边第一项ｋＥ

０ｒ
２
·１
ββｐ
表示射频电场Ｅｒ的作用力；右边的第二项

ｋＥ
０ｒ
２ ｃｏｓφ
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表示射频磁场Ｂθ的作用力，当β＝１，βｐ＝１时，两者相互抵消；ｃｏｓφ项表示横向

运动稳定性和纵向运动稳定性不兼容，因为要保证纵向运动，－π２≤φ≤０
，所以

ｃｏｓφ＞０，导致
ｄｐｒ
ｄｚ ＞０

，横向运动不稳定，出现散焦。为此，常常需要外加磁场聚

焦。ｄＥ

０

ｄｚ
项的效应很小。

一般而言，行波电子直线加速器在低能部分都是采用螺线管线圈的磁场来
聚焦，它不仅可以抵消高频场的散焦作用，而且还可以克服束流空间电荷效应，
克服因各种效应导致的束流横向发射度增长而引起的束流半径过分增加，甚至
还可以抑制束流爆破（ＢＢＵ）效应。
当外加螺线管线圈时，在轴上产生纵向磁场，由于洛伦兹力的作用，使粒子

做辐向运动。这时，在描述粒子径向运动的微分方程（１１．８２）中，θ
·
，Ｂｚ 不再为

０，出现辐向运动。下面讨论考虑辐向运动时的横向运动。

为了求得θ
·
，可借助于描述辐向运动的微分方程（１．８ｂ）。对ＴＭ０１类型波，

行波电场无辐向分量，即Ｅθ＝０，此时式（１．８ｂ）可表示为：

ｄ
ｄｔ
（ｍｒ２θ

·
）＝－ｅｒｄｒｄｔＢｚ＋ｅｒ

ｄｚ
ｄｔＢｒ

（１１．８９）

即 ２πｄ ｍｅｒ
２θ（ ）· ＝－２πｒ（Ｂｚｄｒ－Ｂｒｄｚ）＝－ｄΨ

式中Ψ＝∫
ｒ

０
２πｒＢｚ（ｒ，ｚ）ｄｒ表示在ｚ处，电子轨道绕一周所包围的面积上的总磁通。

对上式进行积分，亦利用θ
·

０＝０的初始条件，得到：

θ
·

＝－ｅｍ
· １
２πｒ２

（Ψ－Ψ０） （１１．９０）

其中Ψ０ 为初始的磁通值。这就是布什定理。它的物理意义是：如果在电子运

动轨道上存在一个磁通Ψ 的变化，则电子的辐向运动速度θ
·
也会发生变化。相

应的角速度θ
·
由方程（１１．９０）决定，其值正比于Ψ－Ψ０。Ψ０ 为阴极表面处磁通。

若阴极半径为ｒｋ，阴极表面处磁场为Ｂｚｋ，则Ψ０＝Ｂｚｋπｒ２ｋ。如果阴极表面存在磁
场，Ψ０≠０，则式（１１．９０）可表示为：

θ
·

＝－ ｅ
２ｍ０γ

Ｂｚ－Ｂｚｋｒ
２
ｋ

ｒ（ ）２ （１１．９１ａ）

　　如果初始磁场为０，Ｂｚ 又与ｒ无关，则上式简化为：

θ
·

＝－ ｅ
２ｍ０γ

Ｂｚ （１１．９１ｂ）
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外加螺线管聚焦线圈所产生的磁聚焦力，即式（１１．８２）右边第二项为：

ｅｒθ
·
Ｂｚ ＝ｅｒＢｚ － ｅ

２ｍ０γ
Ｂ（ ）ｚ ＝－ ｅ２

２ｍ０γ
ｒＢ２ｚ （１１．９２）

　　从上式可以看出，随着电子能量提高，螺线管磁场的聚焦作用将削弱，所以
只能在低能电子直线加速管上采用这种措施。当电子能量达到几十 ＭｅＶ以上
时，一般应采用磁四极透镜组来聚焦。
把方程（１１．９１ｂ）代入式（１１．８２）中，并利用式（１１．８８），电子横向运动方程

（１１．８２）变成：

ｄｐｒ
ｄｚ ＝ｋＥ


０ｒ
２

１
ββｐ

－（ ）１ｃｏｓφ＋１２β·ｄＥ

０

ｄｚｒｓｉｎφ－
Ｂ２
ｚ

４βγ
ｒ

式中Ｂ
ｚ ＝
ｅＢｚ
ｍ０ｃ
称为归一化磁感应强度。

若考虑空间电荷效应，并采用无限长圆柱模型，则上式还需添加一项，上式
成为：

ｄｐｒ
ｄｚ ＝ｋＥ


０ｒ
２

１
ββｐ

－（ ）１ｃｏｓφ＋１２β·ｄＥ

０

ｄｚｒｓｉｎφ－
Ｂ２
ｚ

４βγ
ｒ＋ ｅＩ

（１－β
２）ｒ

２πＲ２ｓβ
２ｃ３ｍ０ε０
（１１．９３）

式中Ｉ为束流强度；Ｒｓ为束团半径；ε０ 为真空介电常数。
从方程（１１．９３）可以看出，方程右边所表示的各项力都与径向偏离ｒ成正

比，因此式（１１．９３）又可改写为：

ｄｐｒ
ｄｚ ＋Ｎ

（ｚ）ｒ＝０ （１１．９４）

其中

Ｎ（ｚ）＝Ｂ
２
ｚ

４βγ
－ｋＥ


０

２
１
ββｐ

－（ ）１ｃｏｓφ－１２β·ｄＥ

０

ｄｚｓｉｎφ－
ｅＩ（１－β

２）
２πＲ２ｓβ

２ｃ３ｍ０ε０
（１１．９５）

　　方程（１１．９４）是单电子在射频场和纵向磁场中的横向运动方程。但是，由电
子枪发射出来的电子，具有不同的初始值ｐｒ （０）和ｒ（０）。初始值ｐｒ （０）和ｒ（０）
不同的电子，其运动轨迹也不一样。如果想获得有关电子枪发射出来的整个束
团的横向运动信息，获得束流包络，就必须进行大量粒子轨迹计算。但这种方法
计算的工作量过于庞大，这里就不讨论了。
下面介绍一种从方程（１１．９４）出发，计算简便，直接求得束流包络的方法［３］。

已经知道，束团中每一个电子的运动状态（ｒｉ，ｐｒｉ）都可以在相空间（如

ｒ－ｐｒ 平面）中找到对应的位置（见图１１．１３），而且总可以找到一个椭圆把相空
间中大多数的电子都包围起来，该椭圆称为相空间椭圆，其面积记为Ａ，并定义
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ε＝ Ａπ
（１１．９６）

为束团的发射度，单位为ｍｍ·ｍｒａｄ。

图１１．１３　束团的相空间椭圆

引入相空间椭圆的概念来研究束流横向运动，就是研究束团在加速过程中
相应的相空间椭圆形状的变化。人们感兴趣的是束团的最大半径ｒｍａｘ（通常称
为束包络）沿ｚ轴的变化，该值在相空间中记为Ｒ（ｚ）。因为

ｄｐｒ
ｄｚ ＝ ｄｄｚ

（βγｒ′）＝
ｄ（βγ）
ｄｚ ｒ′＋βγｒ″

所以，方程（１１．９４）又可写成：

ｒ″＋
（βγ′）
βγ
ｒ′＋Ｎ

（ｚ）
βγ
ｒ＝０ （１１．９７）

因而求束团的包络，就是求解方程（１１．９７）所确定的ｒ的最大值。
方程（１１．９７）是二阶线性齐次微分方程，其解ｒ（ｚ）总可以写成两个线性无

关解ｃ（ｚ）和ｓ（ｚ）的组合，即

ｒ（ｚ）＝ｒ（０）ｃ（ｚ）＋ｐｒ （０）ｓ（ｚ） （１１．９８）

其中ｒ（０）和ｐｒ 表示初始值。

知道ｒ（ｚ）后，将ｒ（ｚ）对ｚ求导，并利用关系式ｐｒ ＝βγｒ′，就可得到：

ｐｒ （ｚ）＝ｒ（０）βγｃ′（ｚ）＋ｐｒ （０）βγｓ′（ｚ） （１１．９９）

　　也可以把式（１１．９８）和（１１．９９）写成矩阵形式：

ｒ（ｚ）

ｐｒ （ｚ
烄

烆

烌

烎）
＝

ｃ（ｚ） ｓ（ｚ）

βγｃ′（ｚ）βγｓ′（ｚ（ ）） ｒ（０）

ｐｒ （０
烄

烆

烌

烎）
（１１．１００）

　　将式（１１．１００）的系数行列式对ｚ求导，得到：

ｄ
ｄｚ

ｃ（ｚ） ｓ（ｚ）

βγｃ′（ｚ）βγｓ′（ｚ）
＝

ｃ′（ｚ） ｓ′（ｚ）

βγｃ′（ｚ）βγｓ′（ｚ）
＋

ｃ（ｚ） ｓ（ｚ）
［βγｃ′（ｚ）］′ ［βγｓ′（ｚ）］′



　第１１章　带电粒子在射频直线加速器中的运动　 ２２７　　

　　利用式（１１．９８）和（１１．９９），可得：
［βγｃ′（ｚ）］′＝－Ｎ（ｚ）ｃ（ｚ）
［βγｓ′（ｚ）］′＝－Ｎ（ｚ）ｓ（ｚ）

因此上式变成：

ｄ
ｄｚ

ｃ（ｚ） ｓ（ｚ）

βγｃ′（ｚ）βγｓ′（ｚ）
＝０ （１１．１０１）

这表明式（１１．１００）的系数行列式是不随ｚ变化的，即在加速过程中是不变化的，
其值决定于初始值。假定的初始条件为：

ｃ（０）＝βγｓ′（０）＝１ （１１．１０２ａ）

ｓ（０）＝βγｃ′（０）＝０ （１１．１０２ｂ）

因此有：
ｃ（ｚ） ｓ（ｚ）

βγｃ′（ｚ）βγｓ′（ｚ）
＝１ （１１．１０３）

　　如上所述，若在相空间中用一个椭圆来描写束流的横向运动状态，则束流的
初始状态ｒ（０），ｐｒ （０）对应的椭圆边界可用如下的一个椭圆方程来表示，即

λ０ｒ２（０）＋２μ０ｒ（０）ｐｒ （０）＋γ０［ｐｒ （０）］
２ ＝ε （１１．１０４）

其中λ０，μ０，γ０ 为椭圆形状参数。上式也可以写成矩阵形式：

（ｒ（０）ｐｒ （０））
λ０ μ０

μ０ γ
烄

烆

烌

烎０

ｒ（０）

ｐｒ （０
烄

烆

烌

烎）
＝ε （１１．１０５）

　　根据二次曲线的性质，λ０γ０－μ
２
０ 为不变量。因为

λ０γ０－μ
２
０ ＝１ （１１．１０６）

故相应的椭圆面积为 Ａ＝πε （１１．１０７）

　　又利用方程（１１．１０３），可得到方程（１１．１００）的逆矩阵为：

ｒ（０）

ｐｒ （０
烄

烆

烌

烎）
＝ βγｓ′ －ｓ
－βγ（ ）ｃ′ ｃ

ｒ（ｚ）

ｐｒ （ｚ
烄

烆

烌

烎）
（１１．１０８）

或 （ｒ（０）　ｐｒ （０））＝ （ｒ（ｚ）　ｐｒ （ｚ））β
γｓ′ －βγｃ′
－（ ）ｓ ｃ

　　将以上两式代入方程（１１．１０５），则得到：

（ｒ（ｚ）　ｐｒ （ｚ））β
γｓ′ －βγｃ′
－（ ）ｓ ｃ

λ０ μ０

μ０ γ
烄

烆

烌

烎０
βγｓ′ －ｓ
－βγ（ ）ｃ′ ｃ

ｒ（ｚ）

ｐｒ （ｚ
烄

烆

烌

烎）
＝ε

即 （ｒ（ｚ）　ｐｒ （ｚ））
λ μ
μ（ ）γ ｒ（ｚ）

ｐｒ （ｚ
烄

烆

烌

烎）
＝ε （１１．１０９）

或 λｒ２（ｚ）＋２μｒ（ｚ）ｐｒ （ｚ）＋γｐ２
ｒ （ｚ）＝ε （１１．１１０）

这就是在任意ｚ处的束流相空间椭圆方程。其中
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λ μ
μ（ ）γ ＝ βγｓ′ －βγｃ′

－（ ）ｓ ｃ
λ０ μ０

μ０ γ
烄

烆

烌

烎０
βγｓ′ －ｓ
－βγ（ ）ｃ′ ｃ

（１１．１１１）

因上式右边三个矩阵的行列式都分别等于１，故有：

γλ－μ
２ ＝１ （１１．１１２）

这表示在任何位置ｚ处，束流相椭圆面积保持不变，即

Ａ＝πε＝ 常数 （１１．１１３）

　　方程（１１．１１０）和（１１．１１２）表明，在运动过程中，电子束的横向运动状态仍可
以用一个相空间椭圆来描述，而且椭圆面积守恒。只不过在运动过程中，相应的
椭圆绕坐标中心作一旋转。这时，尽管椭圆形状也变化，但其面积守恒。

只要求得λ，μ，γ沿行波电子直线加速器各ｚ点的变化规律，就可以得到任
何ｚ点处的相空间椭圆的形状，从而求得最大束流半径的变化Ｒ（ｚ）。
下面推导束流包络线方程Ｒ（ｚ）。

束流包络等于束团的最大半径，即对应相空间 ｄｒ
ｄｐｒ

＝０的点。将方程

（１１１１０）对ｐｒ 求导，得：

２λｒ ｄｒｄｐｒ
＋２μｒ＋２μｐ

ｒ
ｄｒ
ｄｐｒ

＋２γｐ
ｒ ＝０

即 ｄｒ
ｄｐｒ

＝－μｒ＋γｐ

ｒ

λｒ＋μｐ
ｒ

由条件 ｄｒ
ｄｐｒ

＝０，得知ｐｒ 满足

ｐｒ ＝－μγ
ｒ （１１．１１４）

时，ｒ出现最大值。将式（１１．１１４）代入原方程（１１．１１０），得：

λｒ２＋２μｒ －μγ（ ）ｒ ＋γ －μγ（ ）ｒ ２

＝ε

　　利用λγ－μ
２＝１，即有：

ｒ＝ 槡γε
这就是最大束流半径的关系式。为了区别于一般束流半径，可以用Ｒ来表示束
流最大半径，即

Ｒ２ ＝γε （１１．１１５）

　　又利用式（１１．１１１），得到：

γ＝ｃ２（ｚ）γ０－２ｃ（ｚ）ｓ（ｚ）μ０＋ｓ
２（ｚ）λ０

求导后，对以上算式两边同乘－βγ２
，得到：
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μ＝－β
γ
２γ′

（１１．１１６）

　　又由方程（１１．１１５），对ｚ求导后，得：

Ｒ′＝ １２
·ε
Ｒγ′

代入方程（１１．１１６），则有：

μ＝－β
γ
ε
ＲＲ′ （１１．１１７）

　　再利用λγ－μ
２＝１的关系，并代入方程（１１．１１４）和（１１．１１６），得：

λ＝ εＲ２＋
（βγ）

２

ε
Ｒ′２ （１１．１１８）

　　将方程（１１．１１５），（１１．１１７）和（１１．１１８）中的γ，μ，λ值代入相空间椭圆方程
（１１．１１０），便得到一个相空间椭圆形状的表达式：

（βγＲ′ｒ－Ｒｐ
ｒ ）２＋ε

２

Ｒ２ｒ
２ ＝ε２ （１１．１１９）

　　利用上式对ｚ求导，再利用定义ｐｒ ＝βγｒ′及方程（１１．９７）消去ｒ″，ｒ′，最后得
到的束流包络线方程为：

Ｒ″＋
（βγ）′
βγ

Ｒ′＋Ｎ
（ｚ）
βγ
Ｒ－ ε２

（βγ）
２Ｒ３ ＝０

（１１．１２０）

式中Ｎ（ｚ）由式（１１．９５）决定，它是电子相对于波的相位的函数。
如果能知道βγ，（βγ）′，Ｎ（ｚ）等函数表达式，就可以通过解析的方法求得

Ｒ（ｚ）的函数关系。若只知道这些函数的数值，那就要借助于电子计算机求解方
程（１１．１２０）。
在给定初始发射度的情况下，在不同相位入射的电子，会有不同的束流包络

方程；不同的Ｒ（ｚ）值，也就必然有不同的包络线。因此，实际的束流包络应是不
同入射相位电子束流包络的包络。图１１．１４表示一国产低能行波电子直线加速
器的束流包络线的计算结果。

图１１．１４　一国产低能行波电子直线加速器的束流包络计算曲线
（图中不同的包络线对应不同的入射相位）
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在线性力的作用下，不同相位注入的电子的发射度在加速过程中的归一化
发射度是守恒的。但在加速过程中，不同相位注入的电子所感受的射频场力不
同，导致发射度相椭圆的取向在加速器出口是不同的。因此，整个电子束团在加
速器出口所占的相空间面积要增加，从而引起发射度增长，这就是射频场相位效
应而导致的发射度增长。在所有射频直线加速器中都存在这种效应。

１１．３．３　电子在驻波电子直线加速器中的横向运动

关于束流在驻波电子直线加速器中的横向运动，也可以用两种方法讨论：一
种是以计算单电子的运动为基础，计算不同相位的电子以不同半径和夹角注入
到驻波加速管时，电子的轨迹，把全部不同条件注入的电子的横向运动行为综合
起来，就可以得到束流横向运动的图像。这种方法甚至还可以考虑射频场非线
性力的效应，纵向和横向运动的耦合，但为求得束流的包络需要计算大量粒子的
轨迹；另一种方法是计算束流的包络，它以束流的包络线方程为基础，计算不同
相位的电子以某一发射度注入到加速结构后的束流包络，再把不同相位注入的
电子束流包络综合起来，就可求得整个束流的总包络。后一种方法的优点是可
以直接求得束流包络，比较直观，但未能考虑横向和纵向的耦合。由于对场做了
线性化近似，离轴较远时，第二种方法稍有误差。

（１）单电子轨迹法
与行波加速时的讨论相类似，将驻波加速腔中的场Ｅｒ 和Ｂθ 的表达式

（１１４８ｂ）和（１１．４８ｃ）代入径向运动方程（１１．８３），原则上就可以求得单电子横向
运动的轨迹方程。
下面介绍一种稍有不同的处理方法，它考虑到横向运动和纵向运动的耦合。
仍从最基本的向量运动方程（１．１）出发。

ｄ
ｄｔ
ｍｄＸｄ（ ）ｔ ＝Ｆ （１１．１２１）

式中 Ｆ＝ｅｄＸｄｔ×［ ］Ｂ ＋ｅＥ
其中Ｘ表示从坐标原点（指加速管轴线上的起点）到电子所在位置的向量。
考虑到相对论情况就有：

ｄ
ｄ
熿

燀ｔ
ｍ０

１－ ｖ（ ）ｃ槡
２
·ｄＸ
ｄ
燄

燅ｔ
＝Ｆ （１１．１２２）

　　把方程（１１．１２１）展开，并认为电子总能
ｍ０ｃ２

１－ ｖ（ ）ｃ槡
２
随时间的变化等于外
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力做功的功率，则方程（１１．１２２）变成：

Ｘ̈＝ １－β槡 ２

ｍ０ｃ２
［Ｆ－（Ｆ·Ｘ）Ｘ］ （１１．１２３）

其中符号上方的“·”表示对ｃｔ的导数。此外，电子在驻波场中的相位φ＝ωｔ＋

φ０，所以有：
φ＝ｋ （１１．１２４）

其中ｋ＝ω／ｃ。
利用方程（１１．１２３）和（１１．１２４）就可以研究单电子在驻波加速结构中的横向

运动。然而，在实际计算中希望把对ｔ的导数换成对ｚ的导数，为此就要对方程
（１１．１２３）进行变换。
因为

Ｘ＝ １ｃ
·ｄＸ
ｄｚ
·ｄｚ
ｄｔ＝βｚＸ′

（１１．１２５）

Ｘ̈＝Ｘ′̈ｚ＋β
２
ｘＸ″ （１１．１２６）

又因为式（１１．１２３）在ｚ方向的投影为：

ｚ̈＝ １－β槡 ２

ｍ０ｃ２
［Ｆｚ－（Ｆ·Ｘ）βｚ］ （１１．１２７）

把方程（１１．１２３），（１１．１２５）和（１１．１２７）代入方程（１１．１２６），整理后得到：

Ｘ″＝ １－β槡 ２

ｍ０ｃ２βｚ
［Ｆ－ＦｚＸ′］ （１１．１２８）

此外，单位距离上总能量的增加ｄＥ／ｄｚ应等于单位距离上场对电子所做的功

Ｆ·ｄＸｄｚ
，即

Ｅ′＝Ｆ·Ｘ′ （１１．１２９）

　　方程（１１．１２４）也可变成对ｚ的导数：

φ′＝
ｋ
βｚ

（１１．１３０）

　　如果注入的电子θ
·

＝０，又无外加纵向聚焦磁场，即Ｂｚ＝０，射频场分量Ｅθ＝
０，Ｂｒ＝Ｂｚ＝０，Ｆθ＝０，电子只在ｒ－ｚ平面上运动。此时，描写电子横向运动的方
程（１１．１２８），（１１．１２９）和（１１．１３０）可进一步表示为：

ｒ″＝
（１＋ｒ′２）
Ｅ

［Ｆｒ－Ｆｚｒ′］ （１１．１３１）

Ｅ′＝Ｆｚ＋Ｆｒｒ′ （１１．１３２）

φ′＝
ｋ
β

１＋ｒ′槡 ２ （１１．１３３）
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其中Ｅ＝ｍ０ｃ２／ １－β槡 ２为电子总能量；β＝βｚ（１＋ｒ′
２）１／２；Ｆｒ 和Ｆｚ 分别为径向与

轴向力的分量。
在电磁场中电子所受到的力为：

Ｆ＝ｅＥ＋ｅ瓫×Ｂ
把上式展开，得Ｆｒ和Ｆｚ 值，它们分别为：

Ｆｒ ＝ｅＥｒ－ ｅβｃＢθ
１＋ｒ′槡 ２

（１１．１３４）

Ｆｚ ＝ｅＥｚ＋ ｒ′βｃＢθ
１＋ｒ′槡 ２

（１１．１３５）

　　利用式（１１．１３１）～（１１．１３５）及数值计算获得的场Ｂθ，Ｅｒ，Ｅｚ，就可以计算出
单电子在驻波加速结构中的运动轨迹。
如果考虑空间电荷的散焦力Ｆｒｓ，则应在方程（１１．１３４）中添加一项Ｆｒｓ，若束

团仍采用圆柱模型，则它等于：

Ｆｒｓ ＝ ｅＩ
ε０βｚｃ（Δφ）ａ

２ １－β
２槡 ｚ （１１．１３６）

式中Ｉ为脉冲束流强度；Δφ为束团占据的相位宽度；ａ为束团半径。
这种处理方法的优点是可以考虑横向运动和纵向运动的耦合。欲获得在不

同相位注入的整个束团的横向运动信息，同样需要进行大量的粒子轨迹的计算，
工作量很大。

（２）束流包络法
与行波工作状态相似，驻波电子直线加速器的横向运动，也可以用束流包络

法来研究。用束流包络法研究束流的横向运动，必须对场进行线性处理，并忽略
横向运动和纵向运动的耦合，且认为β＝βｚ。这些处理方法在讨论行波电子直线
加速器时都已采用过。
仍从单电子运动方程（１１．６８）出发，利用推导方程（１１．８８）时所用过的变换，

可得横向运动方程：

ｄｐｒ
ｄｚ ＝ １

β
·ｅＥｒ
ｍ０ｃ２

－ｅＢθｍ０ｃ
（１１．１３７）

　　由式（１１．４８）可知，对Ｅｒ和Ｂθ的线性处理，会有很好的近似性。用单位径
向距离，如ｒ＝１ｍｍ处的值Ｅｒ（１，ｚ）和Ｂθ（１，ｚ）作为归一化单位，则在近轴区场
可得到：

Ｅｒ（ｒ，ｚ）＝Ｅｒ（ｚ）ｒ （１１．１３８）

Ｂθ（ｒ，ｚ）＝Ｂθ（ｚ）ｒ （１１．１３９）
其中Ｅｒ（ｚ）＝Ｅｒ（１，ｚ）；　Ｂθ（ｚ）＝Ｂθ（１，ｚ）。考虑到相位因素，根据描写驻波场
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的式（１１．１４ｂ）和（１１．１５ｂ），场值应写成：

Ｅｒ（ｒ，ｚ，ｔ）＝－Ｅｒ（ｚ）ｒｓｉｎ（φ＋φ０） （１１．１４０）

Ｂθ（ｒ，ｚ，ｔ）＝Ｂθ（ｚ）ｒｃｏｓ（φ＋φ０） （１１．１４１）

注意此时Ｅｒ（ｚ）具有ｃｏｓ函数特征，Ｂθ（ｚ）具有ｓｉｎ函数特征。
又由于电子速度ｖ不是常数，则电子相对于波的相位沿ｚ轴的变化应表

示为：

φ＝ω∫
ｚ

０

ｄｚ
ｖ（ｚ）

（１１．１４２）

把方程（１１．１４０）和（１１．１４１）代入式（１１．１３７）中，得到：

ｄｐｒ
ｄｚ ＝－ １

β
·ｅＥｒ（ｚ）
ｍ０ｃ２

ｓｉｎ（φ＋φ０）＋
ｅＢθ（ｚ）
ｍ０ｃ

ｃｏｓ（φ＋φ０［ ］）ｒ（１１．１４３）
　　同样，利用式（１１．９７）的处理方法，单电子横向运动方程（１１．１４３）可表示为：

ｄ２ｒ
ｄｚ２＋

（βγ）′
βγ

·ｄｒ
ｄｚ＋

Ｎ（ｚ）
βγ
ｒ＝０ （１１．１４４）

这时有： Ｎ（ｚ）＝ １
β
·ｅＥｒ（ｚ）
ｍ０ｃ２

ｓｉｎ（φ＋φ０）＋
ｅＢθ
ｍ０ｃ
ｃｏｓ（φ＋φ０） （１１．１４５）

　　如果考虑束团的空间电荷效应，则式（１１．１４５）还应加上反映空间电荷力项，
若采用均匀带电的轴对称椭球模型（椭球纵向半轴长为ａｚ，径向半轴长为Ｒｓ），
则电子所受到的空间电荷力Ｆｒｓ为：

Ｆｒｓ ＝ ３ｅＩＴ
４πε０γ２Ｒ２ｓａｚμｒ

ｒ （１１．１４６）

其中Ｔ为束团中心之间的飞行时间；Ｉ为脉冲束流强度；μｒ 为椭球形状因子，μｒ
按下式计算：

μｒ＝
Ｒ２ｓａｚγ
２∫

∞

０

ｄτ
（Ｒ２ｓ＋τ） ａ２ｚγ２＋槡 τ

＝ ａ２ｚγ２

２（ａ２ｚγ２－Ｒ２ｓ）
＋ Ｒ２ｓａｚγ
４（ａ２ｚγ２－Ｒ２ｓ）

３
２
ｌｎａｚγ－ ａ２ｚγ２－Ｒ槡 ２

ｓ

ａｚγ＋ ａ２ｚγ２－Ｒ槡 ２
ｓ

（１１．１４７）

如果将Ｆｒｓ并入式（１１．１４５），需除以ｍ０ｃ２β因子。
考虑空间电荷效应后的单电子横向运动方程中的系数 Ｎ（ｚ）的表达式

（１１１４５）变成为：

Ｎ（ｚ）＝ １
β
·ｅＥｒ（ｚ）
ｍ０ｃ２

ｓｉｎ（φ＋φ０）＋
ｅＢθ
ｍ０ｃ
ｃｏｓ（φ＋φ０）＋

３ｅＩＴμｒ
４πε０ｍ０ｃ２βγ

２Ｒ２ｓａｚ
（１１．１４８）

　　从方程（１１．１４４）出发，经过类似的推导，可以得到完全与式（１１．１２０）相类似
的束流在驻波电子直线加速器中横向运动的包络线方程，即
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ｄ２Ｒ
ｄｚ２ ＋

（βγ）′
βγ

·ｄＲ
ｄｚ＋

Ｎ（ｚ）
βγ
Ｒ－ ε２

（βγ）
２Ｒ３ ＝０

（１１．１４９）

式中ε为电子束流的初始发射度，Ｎ（ｚ）由（１１．１４８）式给出。
采用数值方法求解式（１１．１４９），可以求得不同相位注入的束流的包络半径

Ｒ随ｚ的变化规律。将不同相位注入，把求得的Ｒ（ｚ）综合在一起就可以得到总
包络。
束流在传输过程中所受到的横向作用力由Ｎ（ｚ）规定［见式（１１．１４８）］，它

包含了驻波加速结构中的电磁场作用力和束流自身的空间电荷力，还可以包含
聚焦磁场的聚焦力。
下面以一台国产４ＭｅＶ 驻波加速器为例，介绍应用束流包络法计算的

结果。
图１１．１５给出该加速器首腔不同半径处Ｈθ和Ｅｒ的分布曲线。

图１１．１５　在β＝０．６驻波腔中Ｈθ 和Ｅｒ 的分布曲线

图中Ｈθ和Ｅｒ的场值是以０．１ＭＷ功率激励时相应的数值。从图中可以看
到，电场力显著大于磁场力。例如在ｒ＝１ｍｍ处，Ｈθ 的最大值为２２００Ａ／ｍ，设
电子归一化速度βｅ＝０．６，则磁场等效电场的作用力βｃμ０Ｈθ 为５．０ｋＶ／ｃｍ，而该
处电场Ｅｒ的最大值约为２５ｋＶ／ｃｍ，因此，电场力起支配作用。从图１１．１５（ｂ）可以
看到在腔的前部Ｅｒ的作用是聚焦时，在腔的后部Ｅｒ 的作用就是散焦的。由电
子在腔后部速度β加快，作用时间变短以及径向距离ｒ减小等因素可知，驻波加
速管起到静电透镜作用［式（１１．８１）对此已给予说明］。再加上以电子束负角注
入，短的驻波加速管完全可以不用外加聚焦磁场，也可得到相当好的聚焦束。图

１１．１６给出一４ＭｅＶ驻波加速器在不同初始相位束流包络线沿加速管变化的曲
线。计算中考虑到了空间电荷效应。
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图１１．１６　一国产４ＭｅＶ驻波加速器束流包络沿加速管的分布计算曲线
（图中不同的包络线对应不同的入射相位）

为解决驻波电子直线加速器中横向聚焦的问题，常常还采用交变相位聚焦
技术，让电子获得一定的相聚效果之后，将其相对波的相位移至φ＞０区（纵向运
动不稳定性），以获得射频场的横向聚焦力。
然而，对于较长的驻波加速腔链，如能量在９ＭｅＶ以上，长度１ｍ以上的驻

波加速管还常需外加纵向聚焦磁场。
在存在外加聚焦磁场时，径向运动方程仍可用式（１１．８２）描述。
根据布什定理，当Ｂｚ（ｚ＝０）＝０时，由式（１１．９１ｂ）得到：

θ
·

＝－ｅＢｚ２ｍ０γ
式中Ｂｚ 为外加聚焦线圈所提供的磁感应强度。
考虑外加聚焦磁场后，单电子横向运动方程（１１．１４４）和（１１．１４８）可综合写成：

ｄｐｒ
ｄｚ ［＋ １

β
·ｅＥｒ（ｚ）
ｍ０ｃ２

ｓｉｎ（φ＋φ０）＋
ｅＢθ
ｍ０ｃ
ｃｏｓ（φ＋φ０）＋

３ｅＩＴμｒ
４πε０ｍ０ｃ２βγ

２Ｒ２ｓａｚ
＋ １
４βγ

ｅＢｚ
ｍ０（ ）ｃ ］２ ｒ＝０ （１１．１５０）

　　再利用前述的方法，可以导出形式和式（１１．１４９）完全相同的考虑纵向聚焦
磁场的束流包络线方程，只不过这时的Ｎ（ｚ）由下式决定：

Ｎ（ｚ）＝１
β
·ｅＥｒ（ｚ）
ｍ０ｃ２

ｓｉｎ（φ＋φ０）＋
ｅＢθ
ｍ０ｃ
ｃｏｓ（φ＋φ０）＋

３ｅＩＴμｒ
４πε０ｍ０ｃ２βγ

２Ｒ２ｓａｚ
＋ １
４βγ

ｅＢｚ
ｍ０（ ）ｃ

２

（１１．１５１）

１１．３．４　电子在直线加速器中纵向与横向运动的耦合

在上述讨论中，对纵向运动和横向运动是独立进行分析的，一般忽略了纵向
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运动与横向运动的耦合。在讨论行波电子直线加速器的纵向运动的空间电荷效
应时，假设束流径向尺寸ｒ不变，恒为Ｒ值。在讨论其射频场的纵向电场时，认
为电子基本上沿轴线运动，ｒ＝０，并没有考虑射频场纵向分量沿半径是有分布的

［从而忽略二级小量，即忽略Ｉ０（ｘ）≈１＋１４ｘ
２ 中的ｘ２ 项］，认为Ｅｚ 和半径无关。

此外，在讨论横向运动时，忽略了纵向运动的影响，实际上，在加速过程中束团不
断被纵向压缩（聚束），束团纵向尺寸在减小，从而对空间电荷力的大小会有影
响。在上述讨论中，并没有考虑电子枪阴极表面存在磁场，若存在磁场，根据布
什定理，电子会有初始辐角速度，它的存在也会影响横向运动。

下面以行波电子直线加速器为例，讨论纵向运动和横向运动耦合的问题。

首先，仍用上节采用过的变盘模型，计算空间电荷场的平均横向作用力。

仍将一射频周期内的束流分成Ｎ份，首先求出每一份束流盘片对其他Ｎ－１
份束流盘片的横向作用力。仍用格林函数法，求出半径为ｒｊ 的第ｊ个电荷盘片

在观察点（ｒｉ，ｚ）所产生的电位，它可表示为：

Ｖ（ｒ，ｚ）＝ ｑ
πε０ｒｊ∑

∞

ｎ＝１

Ｊ１ μ０ｎ
ｒｊ（ ）ｂ Ｊ０ μ０ｎ

ｒｉ（ ）ｂ
μ
２
０ｎＪ２１（μ０ｎ）

ｅ
－μ０ｎ｜ｚ｜／ｂ （１１．１５２）

式中ｑ为半径为ｒｊ的盘片的电荷量；｜ｚ｜为第ｊ个盘片至观察点的ｚ方向距离。

所以，在（ｒｉ，ｚ）观察点上感受到的半径为ｒｊ 第ｊ个电荷盘片产生的空间电荷径
向力为：

Ｆｒｉ ＝－ｅ
Ｖ（ｚ）
ｒ ＝ｅＥｒｉ

于是得到：

Ｅｒｉ ＝
ｅｑ
πε０ｒｊ∑

∞

ｎ＝１

Ｊ１ μ０ｎ
ｒｊ（ ）ｂ Ｊ１ μ０ｎ

ｒｉ（ ）ｂ
ｂμ０ｎＪ

２
１（μ０ｎ）

ｅ
－μ０ｎ｜ｚ｜／ｂ （１１．１５３）

　　对于变盘模型，半径为ｒｉ的电荷盘片感受到另一个半径为ｒｊ的电荷盘片的

空间电荷平均径向电场珚Ｅｒ，在考虑到ｑ＝ＩλｃＮ
情况下，该电场可以表示为：

珚Ｅｒｉ＝
∫

ｒｉ

０∫
２π

０
Ｅｒｒｄｒｄθ

∫
ｒｉ

０∫
２π

０
ｒｄｒｄθ

＝ ２ｒ２ｉ
· ｑ
πε０ｒｊ∑

∞

ｎ＝１

Ｊ１ μ０ｎ
ｒｊ（ ）ｂ

ｂμ０ｎＪ
２
１（μ０ｎ）∫

ｒｉ

０
Ｊ１ μ０ｎ（ ）ｒｂ ｅ

－μ０ｎ｜ｚ｜／ｂｒｄｒ
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＝２Ｉλｚ０
πｂ２Ｎ∑

∞

ｎ＝１

Ｊ１ μ０ｎ
ｒｊ（ ）ｂ

ｒｊ（ ）ｂ μ０ｎＪ２１（μ０ｎ
熿

燀）
１
ｒｉ（ ）ｂ

２∫
ｒｉ
ｂ

０
Ｊ１ μ０ｎ（ ）ｒｂ ｒ（ ）ｂ ｄ ｒ（ ）燄

燅ｂ ｅ
－μ０ｎ｜ｚ｜／ｂ

（１１．１５４）

　　第ｉ个盘片感受到的其他Ｎ－１个盘片的平均径向电场珚Ｅｒｉ，应该是对Ｎ－１
个ｊ盘片的场求和，再考虑到距离ｚ的相对论变换，即

珚Ｅｒ，ｉ ＝
２Ｉλｚ０
πｂ２Ｎ∑

∞

ｊ＝１
∑
∞

ｎ＝１

Ｊ１ μ０
ｒｊ（ ）ｂ

ｒｊ（ ）ｂ μ０ｎＪ２１（μ０ｎ）
熿

燀

×

１
ｒｉ（ ）ｂ

２∫
ｒｉ／ｂ

０
Ｊ１ μ０ｎ（ ）ｒｂ ｒ（ ）ｂ ｄ ｒ（ ）燄

燅ｂ ｅ
－μ０ｎ

｜ｚ｜
ｂγｊ （１１．１５５）

　　其次，不能忽略在电子枪阴极表面存在磁场Ｂｚｋ的情况，当存在Ｂｚｋ时，就要

考虑它对辐角运动，甚至径向运动的影响。θ
·
要由式（１１．９１ａ）表示，即

ｄθ
ｄｔ＝－

ｅ
２ｍ０γ

Ｂｚ－Ｂｚｋｒ
２
ｋ

ｒ（ ）２ （１１．１５６）

式中ｒｋ 为阴极半径。

由于Ｂｚｋ项的存在，描述径向运动的方程（１１．９３）可用来表示第ｉ个盘片的
径向运动，即

ｄｒ２ｉ
ｄξ
２＋
（γｉβｉ）′
γｉβｉ

·ｄｒｉ
ｄξ
＋λ

２

βｉγｉ
Ｂ２
ｚ

４βｉγｉ
－πＥ


ｚ

λ
１
βｐβｉ

－（ ）１ｃｏｓφｉ－ １
２βｉλ

·ｄＥ

ｚ

ｄξ
ｓｉｎφ［ ］ｉｒ－

λ２

βｉγｉ
·Ｂ

２
ｚｋ

４βｉγｉ
·ｒ

４
ｋ

ｒ３ｉ
＝０ （１１．１５７）

式中

ξ＝
ｚ
λ
，Ｂ

ｚ ＝ Ｂｚｍ０ｃ
，Ｂ

ｚｋ ＝ Ｂｚｋｍ０ｃ
，Ｅ

ｚ ＝ Ｅｚ
ｍ０ｃ２

　　将考虑空间电荷径向电场的式（１１．１５５）并入，还应乘以一个系数：－λ２／
（γβ

２ｍ０ｃ２），于是有：

－λ２

γｉβ
２
ｉ
Ｅ
ｒｓ，ｉ ＝－λ

２

γｉβ
２
ｉ
·
珚Ｅｒ，ｉ
ｍ０ｃ２

（１１．１５８）

　　最后由式（１１．４４）（１１．４６）以及式（１１．１５６）（１１．１５８），可以综合得到采用盘
片模型，考虑横向和径向耦合的三维运动方程组：

ｄγｉ
ｄξ
＝Ｅ

ＲＦ，ｉ＋Ｅ
ｚｓ，ｉ＋Ｅ

ｂｍ，ｉ （１１．１５９）
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ｄｉ
ｄξ
＝２π

１
βｐ（ξ）

－ γｉ
γ２ｉ －槡［ ］１ （１１．１６０）

ｄ２ｒｉ
ｄξ

２ ＋
（γｉβｉ）′
γｉβｉ

·ｄｒｉ
ｄξ
＋λ

２

βｉγ
熿

燀ｉ
Ｂ２
ｚ

４βｉγｉ
－πＥ


ＲＦ，ｉ

λ
１
βｐβｉ

－（ ）１ｃｏｓφｉ－　　　　
　　 １

２βｉλ
·ｄＥ


ＲＦ，ｉ

ｄξ
ｓｉｎφ

燄

燅
ｉｒ－λ

２

βｉγｉ
·Ｂ

２
ｚｋ

４βｉγｉ
·ｒ

４
ｋ

ｒ３ｉ
－ λ

２

β
２
ｉγｉ
Ｅ
ｒｓ，ｉ ＝０ （１１．１６１）

ｄθ
ｄξ
＝ λ
２βγ

Ｂ
ｚ －ｒ

２
ｋ

ｒ２Ｂ
（ ）ｚｋ （１１．１６２）

由以上表达式及式（１１．４６ｂ），（１１．４６ｃ）可得：Ｅ
ｚｓ，ｉ＝Ａｚ，ｓｃ，ｉλ；Ｅ

ｂｍ，ｉ＝Ａｂｍ，ｉλ。

至于式中Ｅ
ＲＦ，ｉ可参照式（１１．４６ａ），并考虑到式（１１．６）中ｒ≠０的情况，因

而有：

Ｅ
ＲＦ，ｉ ＝－ ｅλｍ０ｃ２∑

∞

ｍ＝－∞
Ｅｍ（ｚ）Ｉ０（ｋｒｍｒ）ｓｉｎφｉ＋

２π
Ｄ（ ）ｍｚ （１１．１６３）

　　显然，利用式（１１．１５９）（１１．１６２）给出的纵向和横向运动耦合的方程组来求

解粒子运动是非常繁琐的。为此也可以采用类似于上述横向运动包络线方程的

办法，经过一定简化后发展一套考虑纵向与横向耦合效应的束流包络线方程组。

由于这涉及专门的计算技巧，这里不再赘述。

１１．３．５　漂移管型质子（离子）直线加速器中的横向运动

讨论漂移管型质子直线加速器横向粒子动力学的处理与讨论电子直线加速

器（无论是“驻波”，还是“行波”）的处理方法有不同的特点。二者处理的不同，主

要源于加速缝隙的纵向长度只占结构周期一个小的部分，质子或离子渡越加速

缝时的速度变化和径向位移变化可以忽略不计，射频场相位的散焦作用（由于上

述“不兼容性原理”导致）起主要作用，因此横向运动的方程可以用一个结构周期

的平均效应来处理，而聚焦问题主要靠在漂移管中嵌入磁四极透镜来解决。

在漂移管型质子（离子）直线加速器中粒子所感受的Ｅｒ 和Ｂθ 场，用类似式
（１１．７１）和（１１．７２）给出的方法，可等效表示为：

Ｅｒ（ｚ，ｒ，ｔ）＝－ｒπ
βλ
Ｅｚ（０，ｚ）ｓｉｎ（ωｔ＋φ０） （１１．１６４）

Ｂθ（ｚ，ｒ，ｔ）＝－ｒπｃλ
Ｅｚ（０，ｚ）ｓｉｎ（ωｔ＋φ０） （１１．１６５）

式中Ｅｚ（０，ｚ）为ｒ＝０纵向电场沿ｚ的分布，如图１１．１０所示。对“０”模而言，其
值由式（１１．５４）决定，它由一系列空间谐波组成，结构周期为Ｄ。随着加速的持
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续，粒子速度的提高，Ｄ 是ｚ的函数，Ｄ＝β（ｚ）λ，Ｄ 越来越长。φ０ 为粒子注入时
的不同相位。

综合式（１１．１６４）和（１１．１６５），可得粒子所受到的射频场的径向力为：

Ｆｒ ＝ｅＥｒ－ｅｖｚＢθ＝－ｒ（１－β
２）ｅπ
βλ
Ｅｚ（０，ｚ）ｓｉｎ（ωｔ＋φ０） （１１．１６６）

　　在一个加速单元（结构周期）范围内，当粒子所受到的射频场径向力是由与
粒子同步的ｎ＝１次谐波提供时，Ｆｒ可等效（即在一个加速单元上平均）为：

Ｆｒ ＝－ｒ（１－β
２）ｅπ
βλ
〈Ｅｚ〉Ｔｓｉｎφ０ （１１．１６７）

式中〈Ｅｚ〉＝１Ｄ∫
Ｄ
２

－Ｄ２
Ｅｚ（０，ｚ）ｄｚ为一个加速单元的平均电场强度，Ｔ为渡越时间因

子。因为

ｄｐｒ
ｄｔ ＝ｅＥｒ－ｅｖｚＢθ

而 ｄｐｒ
ｄｔ ＝ｍ０ｃ

２
β
ｄ
ｄｚβγ

ｄｒ
ｄ（ ）ｚ

最后可得到在射频场作用下的径向运动方程为：

１
βｓγｓ

·ｄ
ｄｚβｓγｓ

ｄｒ
ｄ（ ）ｚ ＋πｅ〈Ｅｚ〉Ｔｓｉｎφ０ｍ０ｃ２β

３
ｓγ３ｓλ

ｒ＝０ （１１．１６８）

　　由方程（１１．１６８）可知，径向力的大小和方向与粒子通过加速缝隙电场中心

时的相位φ０ 有关。当粒子处于相运动稳定区，即－
π
２＜φ０＜０

时，ｓｉｎφ０＜０，径

向力Ｆｒ＞０，这是散焦的。也就是说，径向运动方程（１１．１６８）的解是发散的。这
正是对本节一开始所提及的直线加速器中横向聚焦和纵向聚束不可兼容性的进

一步诠释，这个效应在质子（离子）直线加速器的横向运动中是主要的。

为了保持径向运动的稳定，必须采用一定的措施。目前一般都采用在漂移
管中安放磁四极透镜的方法。磁四极透镜的聚焦结构大体可分为ＦＤ，ＦＦＤＤ，

ＦＯＤＯ等三种排列。“Ｆ”和“Ｄ”分别代表在漂移管内安装的磁四极透镜在水平
方向上“聚焦”和“散焦”，“Ｏ”代表漂移空间，其中无磁场，粒子自由漂移。磁四
极透镜在ｘ（水平）、ｙ（垂直）方向上提供的横向力分别为：

Ｆｘ ＝－ｅβｓｃＧｍｘ （１１．１６９）

Ｆｙ ＝ｅβｓｃＧｍｙ （１１．１７０）

其中Ｇｍ 为磁四极透镜的磁场梯度；ｘ，ｙ分别为离轴在水平和垂直方向的距离；

βｓ为粒子的归一化速度。
采用类似的方法，考虑交变聚焦磁四极透镜后的横向运动方程为：
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１
βｓγｓ

·ｄ
ｄｚβｓγｓ

ｄｒ
ｄ（ ）ｚ ＋ ｅＧｍ

ｍ０ｃβｓγｓ
＋ｅπ

〈Ｅｚ〉Ｔ
ｍ０ｃβ

３
ｓγ３ｓλ
ｓｉｎφ［ ］０ ｒ＝０ （１１．１７１）

式中Ｇｍ 的值可取正、负或０，分别代表聚焦、散焦透镜及无场漂移区。

令 ｕ＝ （βｓγｓ）
１
２ｒ （１１．１７２）

并设 Ω（ｚ）＝
ｅＧｍ

ｍ０ｃβｓγｓ
＋ｅπ

〈Ｅｚ〉Ｔ
ｍ０ｃ２β

３
ｓγ３ｓλ
ｓｉｎφ［ ］０ （１１．１７３）

则式（１１．１７１）可简化为：

ｄ２ｕ
ｄｚ２＋Ω

（ｚ）ｕ＝０ （１１．１７４）

　　因为Ω（ｚ）是准周期函数，式（１１．１７４）可视为 Ｈｉｌｌ方程，可以采用在第３章
中已介绍过的讨论 Ｈｉｌｌ方程稳定区的方法来研究系统参数的选择。只要选择
合适的参数使其落入 Ｈｉｌｌ方程的稳定区，就可以找到满足径向运动的稳定条
件。换言之，针对漂移管型加速管的纵向结构系数，可以选择出合适的交变磁四
极透镜系统，使整个加速管系统在满足纵向运动稳定要求的条件下，也能同时满
足横向运动稳定的要求。
此外，在讨论质子（离子）直线加速器束流横向运动时，也可以引入发射度的

概念，研究束流包络沿加速管的变化。换言之，可以用加速器的接受度的概念，
来设计漂移管型直线加速器的束流传输系统———磁聚焦结构的参数。
图１１．１７给出了一台质子直线加速器束流ｘ方向及ｙ方向包络沿加速管轴

向变化的设计计算曲线。该设计的例子由６段漂移管型加速腔相连而成，腔间
已采用了束流匹配措施，因此腔间束流包络的过渡很光滑。

图１１．１７　质子直线加速器束流包络沿加速管轴向的分布

１１．４　粒子在射频四极场加速结构中的运动

射频四极场加速结构（ＲＦＱ）是一种利用射频四极电场同时实现聚焦、聚束
和加速的新型低β加速结构，它工作于ＴＭ２１０模。它可以直接把从离子源引出
的低能量（约５０ｋｅＶ）束流加速到１ＭｅＶ～７ＭｅＶ。它广泛用作漂移管型质子直
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线加速器的注入器，也可以单独使用。
由于粒子在其中运动有一些新特点，因此其内容单独成节介绍。

１１．４．１　纵向运动

ＲＦＱ加速结构如图１１．１８所示，在这种结构中纵向的交变电场是靠极头形
状沿加速轴线方向（ｚ方向）调变以及相邻的两对极头的极尖与极谷交替排列产
生的。图１１．１９给出了垂直方向的一对极头形状。水平方向的另一极头用小圆
圈表示，图中箭头标明在某一时刻电场的方向。设极头几何尺寸的调变度为ｍ，
记从Ａ到Ｂ 点区间为一个加速单元，相邻两加速单元之间高频场相位差１８０°，
如果在ＲＦＱ结构中粒子从Ａ 点渡越到Ｂ 点所需的时间正好是高频场周期的

１
２
，即ＴＲＦ
２
，则粒子能维持同步加速，即同步加速的条件为：

Ｌ
ｖ ＝

ＴＲＦ
２

即

Ｌ＝ １２βλ
（１１．１７５）

图１１．１８　ＲＦＱ加速结构示意图

图１１．１９　ＲＦＱ结构中电极形状剖面示意图
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　　从图１１．１９可以看到，纵向加速电场是由水平方向极头到垂直方向极头的
电力线在ｚ轴方向的分量提供的，极头几何尺寸调变度ｍ 增加，则电力线在ｚ
轴方向的分量就增加，即加速力就增加。根据两个方向极头的几何参数，可以求
出其中射频场各分量Ｅｚ，Ｅｒ和Ｅθ的分布。
在ＲＦＱ加速结构中的近轴区，高频场可近似地表示为：

Ｅｚ（ｒ，ｚ，ｔ）＝ｋｚＡＶ０２ Ｉ０（ｋ２ｒ）ｃｏｓ（ｋｚｚ）ｃｏｓ（ωｔ＋φ０）

Ｅｒ（ｒ，ｚ，ｔ）＝
ＦＶ０
ａ２ｒｃｏｓ２θ＋

ｋｚＡＶ０
２ Ｉ１（ｋｚｒ）ｓｉｎ（ｋｚｚ［ ］）ｃｏｓ（ωｔ＋φ０）

Ｅθ（ｒ，ｚ，ｔ）＝－
ＦＶ０
ａ２ｒｓｉｎ２θｃｏｓ

（ωｔ＋φ０

烍

烌

烎
）

（１１．１７６）
其中　Ｖ０———相邻两电极间的电位差；

ａ———极尖到轴线最小距离；

ｍ———极尖调变度；

ｍａ———极谷到轴线的最小距离；

Ｉ０，Ｉ１———零阶及一阶虚变量贝塞尔函数；

ｋｚ＝２π／（βλ）；

Ａ＝（ｍ２－１）／［ｍ２Ｉ０（ｋｚａ）＋Ｉ０（ｍｋｚａ）］为纵向加速作用参数；

Ｆ＝１－ＡＩ０（ｋｚａ）为横向加速作用参数。

ＲＦＱ加速结构的一个很重要的特点是：在电极之间的区域，磁场各分量为

０，磁场集中在电极之外的区域。
同步粒子在此射频电场的作用下，在一个加速单元中所获得的能量为：

ΔＷｃ，ｓ ＝ｅ∫
Ｌ
２

－Ｌ２
Ｅｚ（ｒ，ｚ，ｔ）ｄｚ＝ｅ∫

Ｌ
２

－Ｌ２

ｋｚＡＶ０
２ Ｉ０（ｋｚｒ）ｃｏｓ（ｋｚｚ）ｃｏｓ（ωｔ＋φｓ）ｄｚ

（１１．１７７）

　　由于讨论的同步运动是在轴线上进行的，即ｒ＝０，所以，Ｉ０（ｋｚｒ）≈１。利用
同步加速条件ωｔ＝ｋｚｚ，则式（１１．１７７）的积分结果为：

ΔＷｃ，ｓ ＝ｅ〈Ｅｚ〉ＴＬｃｏｓφｓ （１１．１７８）

其中Ｔ＝
∫

Ｌ
２

－Ｌ２

ｋｚＡＶ０
２ ｃｏｓ（ｋｚｚ）ｃｏｓωｔｄｚ

∫
Ｌ
２

－Ｌ２

ｋｚＡＶ０
２ ｃｏｓ（ｋｚｚ）ｄｚ

为渡越时间因子；

〈Ｅｚ〉＝ １Ｌ∫
Ｌ
２

－Ｌ２

ｋｚＡＶ０
２ ｃｏｓ（ｋｚｚ）ｄｚ为轴上平均电场强度。
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要研究在ＲＦＱ加速结构中不同相位φ注入的粒子的聚束过程以及异步粒
子的相运动情况，就要建立纵向运动方程。利用以上两节介绍的方法，可以导出
形式与方程（１１．６３）和（１１．６４）完全相同的方程组，为计算方便，也可将其改
写为：

ｄ（ΔＷ）
ｄｚ ＝ｅ〈Ｅｚ〉Ｔ（ｃｏｓφ－ｃｏｓφｓ） （１１．１７９）

ｄ（Δφ）
ｄｚ ＝－ ２π

ｍ０ｃ２β
３
ｓγ３ｓλ

ΔＷ （１１．１８０）

其中ΔＷ＝ΔＷｃ－ΔＷｃ，ｓ，Δφ＝φ－φｓ。
借助电子计算机解方程（１１．１７９）及（１１．１８０），就可以求得异步粒子相对同

步粒子运动的整个图像，从而了解整个俘获过程。对方程（１１．１８０）求导，再把式
（１１．１７９）代入，同样可以得到形式与方程（１１．６５）完全相同的振荡方程，即

１
β
３
ｓγ３ｓ
·ｄ
ｄｚβ

３
ｓγ３ｓ ｄｄｚΔ（ ）φ ＋ｋ２ｓ ｃｏｓφ－ｃｏｓφｓｓｉｎ｜φｓ（ ）｜ ＝０ （１１．１８１）

其中 ｋｓ＝
２πｅ〈Ｅｚ〉Ｔｓｉｎ｜φｓ｜
ｍ０ｃ２β

３
ｓγ３ｓ（ ）λ

１
２

（１１．１８２）

　　在ＲＦＱ加速器中，为了提高俘获效率，应使调变度ｍ（ｚ）沿ｚ轴非常缓慢地
增长，从而使纵向加速作用参数Ａ 和平均轴向电场强度由０非常缓慢地上升。
同时，如果在聚束段的初始阶段选择同步相位φｚ＝－９０°，而后再缓慢地上升至
－３０°～－４０°，则可以对来自离子源的大部分连续束流实现准绝热聚束，使俘获
效率高达９６％以上；同时，在ＲＦＱ的主加速段又能保持相当高的加速效率。正
是由于具有这些优点，ＲＦＱ结构才得到了广泛的应用。

１１．４．２　横向运动

ＲＦＱ结构的很重要的特点就是能在实现聚束、加速的同时，实现对束流的
聚焦。在ＲＦＱ结构中，垂直的一对电极所带的电压极性始终与水平的一对电
极的极性相反（见图１１．２０）。因此粒子总是感受到一个电四极场的作用，这个
场的极性是随时间交变的。如果粒子的前进速度ｖ和电场极性的变化频率配合
合适，比如粒子走了距离Ｌ时，电场相位变化π，则粒子所感受的电四极场极性
正好换了一个方向，这个条件正好就是同步加速条件。因此，一个满足同步加速
条件的粒子在这个随时间交变的电场作用下，在横向实际上所感受的就是一个
交变电四极透镜的作用力，因此能得到良好的聚焦。由于在ＲＦＱ加速结构中，
粒子运动区域不存在磁场分量，因此其横向运动方程可从下式出发，即

ｄｐｒ
ｄｔ ＝ｅＥｒ

（１１．１８３）
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图１１．２０　ＲＦＱ结构各电极间的电位分布

　　把方程（１１．１７６）代入式（１１．１８３），并利用

ｄ
ｄｔ
ｍｄｒｄ（ ）ｔ ＝ｍ０ｃ２β

ｄ
ｄｚγβ

ｄｒ
ｄ（ ）ｚ

及β≈常数，对同步粒子可得：

ｄ２ｒ
ｄｚ２ ＝

ｅ
ｍ０ｃ２β

２
ＦＶ０
ａ２ｒｃｏｓ２θｃｏｓωｔ＋

ｋｚＡＶ０
２ Ｉ１（ｋｚｒ）ｓｉｎ（ｋｚｚ）ｃｏｓ（ωｔ＋φｓ［ ］）

（１１．１８４）
式中，右边第一项表示射频电四极场的聚焦力；第二项表示射频散焦力。由于第
二项的值既随位置变化，又随时间变化，对它取一个加速单元的平均值，考虑到
同步条件ωｔ＝ｋｚｚ以及ｓｉｎｋｚｚｃｏｓ（ωｔ＋φｓ）项的作用相当于－ｓｉｎφｓ，在横向任取

一平面，如ｘ平面，即θ＝９０°，并利用近轴近似，Ｉ１（ｋｚｒ）≈１２ｋｚｒ
，方程（１１．１８４）可

简化为：

ｄ２ｘ
ｄｚ２＋

１
β
２λ２
·ｅπ

２ＡＶ０
２ｍ０ｃ２β

２ｓｉｎφｓ＋
１
β
２·
ｅＦＶ０
ｍ０ｃ２ａ２

ｃｏｓω［ ］ｔｘ＝０ （１１．１８５）

这就是 Ｍａｔｈｉｅｕ方程。如果 ＲＦＱ加速结构的参数和加速器工作状态选得合
适，横向运动的解会落入 Ｍａｔｈｅｉｕ方程的稳定区，这就可以保证横向运动的
稳定。
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习题与思考题

１．试用不同于本书介绍的方法导出电子在行波电子直线加速器中的纵向
运动方程（１１．２８）及（１１．２９）。

２．用图１１．４给出的表示方法，试画出粒子在相速等于光速的等场强、等相
速加速管中运动的ｐ－φ关系图。

３．试用行波的观点讨论电子在驻波直线加速器中的纵向运动，导出纵向运
动方程组。

４．试讨论粒子在电子驻波直线加速器与质子直线加速器中运动的相同点
和不同点。

５．束流包络法能否考虑非线性效应？

６．自编一个计算机模拟程序进行电子在行波电子直线加速器盘荷波导加
速管中的纵向粒子动力学计算，设入口微波脉冲功率为４．０ＭＷ，加速束流能量
为９ＭｅＶ１０ＭｅＶ，脉冲束流强度≥１６０ｍＡ，加速管长度≤２３０ｃｍ。请设计加速场
强Ｅｚ（ｚ）和相速βｐ（ｚ）的分布规律，以使加速束流能谱宽度小于±５％，俘获系数
优于７０％。

７．为什么ＲＦＱ结构能对粒子同时实现加速、聚束及聚焦？为什么ＲＦＱ是
一种低β加速结构，而不适用于加速高β粒子？
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章
强流相对论电子束物理基础

１２．１　概　　述

强流相对论电子束ＩＲＥＢ（ｉｎｔｅｎｓｉｖｅｒｅｌａｔｉｖｉｓｔｉｃｅｌｅｃｔｒｏｎｂｅａｍ）是指束流功
率（束能／束流脉冲持续时间）大于１００ＭＷ１００ＴＷ 量级、束电子动能在１００ｋｅＶ
１００ＭｅＶ量级、束流强度大于ｋＡ量级的脉冲电子束，其脉冲宽度一般在纳秒到
微秒量级，多数在１０ｎｓ１００ｎｓ范围内。强流相对论电子束在核辐射效应模拟、材
料响应实验、Ｘ射线闪光照相、磁约束和惯性约束聚变、高功率微波产生、强激光
泵浦和集团离子加速等领域均得到了广泛的应用。近年来，强流相对论电子束
在材料辐照改性、电子束杀菌、三废处理和环境净化等方面的应用也得到了越来
越多的重视。
强流相对论电子束是强流带电粒子束的一种，另外一种是强流离子束。由

于篇幅所限，本章只对强流相对论电子束物理进行简要介绍。
强流相对论电子束一般是由脉冲功率源驱动强流电子束二极管和电子枪产

生的，其技术基础是高功率脉冲技术。高功率脉冲技术通常是指利用较长时间
储能，在较短时间放能，从低功率电源获得高功率（高电压、大电流）电脉冲的技
术。高功率脉冲的产生过程就是一个能量压缩过程：在时间上的压缩提高脉冲
功率，在空间上的压缩提高功率密度和能量密度。脉冲峰值功率、脉冲宽度和脉
冲重复频率等是脉冲功率源系统的几个最主要参数。
为了产生大电流，要求高功率脉冲系统输出阻抗比较低，一般在１Ω１００Ω之

间。目前高功率脉冲源的功率已达到１００ＴＷ水平。
常见的几种强流相对论电子束脉冲加速器系统主要构成如图１２．１所示。

主要有三种类型，分别是电容储能型、电感储能型和直线感应型脉冲功率系统。
电容储能型脉冲加速器系统［见图１２．１（ａ）］主要有两种类型：一种是 Ｍａｒｘ发生
器型，它主要由 Ｍａｒｘ发生器、介质同轴线（通常包括脉冲形成线、主开关、传输
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线、预脉冲开关和输出线）和二极管等组成。高电压主要由 Ｍａｒｘ发生器产生。

Ｍａｒｘ发生器由Ｎ 级每个电压为Ｖ 的电容器和一定数量的开关通过并联充电、
串联放电获取高电压，其理论最高输出电压可达ＮＶ。一般来讲，该类型脉冲功
率源只能运行在单次或低重复频率状态，重复频率不超过１０Ｈｚ。工作时，Ｍａｒｘ
发生器产生的微秒级高压脉冲首先对系统的第二级储能单元———脉冲形成线谐
振充电，当脉冲形成线上的电压达到主开关导通电压时，主开关导通形成所需要
的纳秒级高压短脉冲，并通过传输线、预脉冲开关和输出线，把能量传输给二极
管，二极管把入射的电磁能转换成电子束能量，最终获得所需要的电子束。为了
获得大的电子束能量输出，必须提高系统的能量传输效率；同时为了使二极管在
几十纳秒时间内把电磁能有效地转换成电子束能量，在保证系统在高电压下的
绝缘安全可靠的前提下，必须尽量减小系统电感。

图１２．１　常见的几种强流相对论电子束脉冲加速器系统

另一种电容储能型脉冲功率源系统是Ｔｅｓｌａ变压器型或其他变压器（如线
性变压器）型，该种系统电压提升主要由Ｔｅｓｌａ变压器或其他高压变压器完成。
一般来讲，该种系统可以在较高重复频率下运行，并且具有较好重复性和稳定
性，但其输出脉冲功率要比 Ｍａｒｘ发生器型的低。电容储能型脉冲功率系统是
当前使用最多也是较成熟的一种，涉及的关键技术有储能技术、绝缘技术、脉冲
形成技术和高功率闭合开关技术等。
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电感储能型脉冲功率系统［见图１２．１（ｂ）］主要利用磁储能特性。由于磁储
能密度可以比静电储能密度高１～２个量级，所以理论上可以利用磁储能技术研
制更紧凑型脉冲功率系统。这种系统的高电压仅仅出现在负载上，所以储能元
件受到电击穿的限制较小，可以制成小型器件。尽管有这些优点，但由于以下两
个主要原因，这种脉冲功率系统还没有得到广泛应用：一是负载上的电压波形

ＬｄＩｄ（ ）ｔ 是类三角形波；二是大功率断路开关技术还不十分成熟。早期的大功率
断路开关主要是等离子体断路开关（ｐｌａｓｍａｏｐｅｎｉｎｇｓｗｉｔｃｈ，ＰＯＳ）和爆炸丝开
关，２０世纪９０年代中期俄罗斯学者研制成功了半导体断路开关（ｓｅｍｉ
ｃｏｎｄｕｃｔｏｒｏｐｅｎｉｎｇｓｗｉｔｃｈ，ＳＯＳ），大大地推进了电感储能脉冲功率源技术的发
展［６，７］。例如，使用这种开关的“Ｓ５Ｎ”脉冲加速器系统可以输出脉冲电压约

６００ｋＶ、脉冲电流约为３ｋＡ、脉冲宽约为５０ｎｓ、重复频率５００Ｈｚ的高功率电脉冲
和相应的强流相对论电子束，系统质量仅有约２０００ｋｇ，具有体积小、质量轻、高
重频、工作稳定、寿命长等特点。
直线感应电子加速器［见图１２．１（ｃ）］的主要优点是把所要求的加速器电压

分配到Ｎ 个脉冲形成子系统，从而使全部电压只加到电子束或产生电子束的阴
极上。直线感应加速器工作起来好像Ｎ 个串在一起的脉冲变压器，每个变压器
由一束电子束或者由称为电压加法器的固体阴极串接起来。每个变压器在阴极
或电子束上产生一个电压增量Ｖ，从而使峰值电压ＮＶ产生在阴极末端或电子
束引出端。使电压累加的关键元件是每个加速腔中的磁芯（通常为铁氧体）。这
些磁芯给来自传输线的高压电脉冲提供一个很高的感应阻抗，以便使所加的脉
冲电压在加速间隙中形成一个电场。这种系统基本上是模块式的，增加加速腔
数量可以获得更高的电压输出或提高束电子能量。该系统可以产生数十 ＭｅＶ
电子能量、数ｋＡ的强流相对论电子束。
当前，脉冲功率源技术的主要研究方向是紧凑轻型化、高重复频率和长寿

命，同时追求高峰值功率和高平均功率。
在强流相对论电子束的产生过程中，另外一个重要的部件就是强流相对论

电子束二极管或电子枪。一般来讲，强流情况均用二极管，电流相对低时用电子
枪。二极管又分为有箔二极管和无箔二极管。对于有箔二极管产生的电子束，
可以通过阳极箔引入到应用实验区（如漂移管、高功率微波产生腔和强激光产生
腔等），也可以直接打靶（即阳极作为靶）产生Ｘ射线等。有关二极管物理，即强
流相对论电子束产生物理将在１２．２节中重点叙述。１２．３节和１２．４节将分别
介绍强流相对论电子束的自电磁场限制电流和在中性气体中传输的物理过程。
强流相对论电子束物理最主要的特点是其自电磁场在其产生和传输中起主
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导作用。其自电磁场不但不能忽略，而且必须作为主要影响因素研究。本章将
用比较短的篇幅和简要的物理推导介绍强流相对论电子束主要物理问题并给出

一些常用的公式。

１２．２　强流相对论电子束的产生

在强流相对论电子束加速器中，二极管是将脉冲功率系统所形成的高功率
电脉冲转换为所需要的强流相对论电子束的部件。强流脉冲相对论电子束二极
管根据阻抗特性一般可分为高阻二极管（二极管阻抗大于１０Ω）和低阻二极管
（二极管阻抗小于１０Ω）；根据二极管结构形式可分为有箔二极管和无箔二极管
以及平板型和同轴型二极管等；根据二极管工作状态可分为单脉冲工作和重复
频率脉冲工作二极管；根据绝缘形式可以分为径向绝缘和轴向绝缘二极管。
二极管电流电压关系，即二极管产生的电流与工作电压和结构参数的函数

关系，是二极管最基本和最重要的物理特性，也是强流电子束物理的主要研究内
容之一。对于一个外加电压为Ｖ０ 的二极管，所能产生的电流受到以下几个方
面的限制：①外电路所能供给的电流值限制，即驱动源的功率限制；②阴极发
射能力限制，如热阴极在一定的温度下所能发射的电流密度有一个上限，并且存
在一个最大可工作温度；③在阴极发射能力和功率源都没有限制的情况下，二
极管产生的电流受束流空间电荷限制，即空间电荷限制电流。
本节主要以平板有箔二极管为例，讨论在阴极发射能力和功率源都没有限

制的条件下，二极管产生的电流与二极管电压和结构参数的关系。
在电子束的产生过程中，发射电子的阴极是最关键的部件，它决定着产生电

子束的品质、脉宽和流强等参数。当前广泛使用和正在发展的阴极有：场致爆炸
发射阴极、热阴极、光致发射阴极、等离子体阴极、二次电子发射阴极和场致发射
阴极以及铁电介质阴极等，它们都具有各自的优缺点［９１４］。强流电子束的产生
主要是采用场致爆炸发射阴极，它属于冷阴极，一般认为是利用阴极表面一些场
增强微点的场致爆炸电离形成的等离子体（密度１０１８ｃｍ－３～１０２０ｃｍ－３）的近似无
限发射能力发射电子。粗略地讲，场致爆炸发射阴极等离子体的形成过程如下：
在电场增强点的场致发射→发射点的焦耳加热→吸附气体的解吸和阴极表面杂
质的汽化以及电离→电子的发射和正离子向阴极表面的运动→在阴极表面附近
的空间电荷的中和和阴极表面附近电场的进一步的增强以及离子轰击阴极表面

加热→增强的场致发射→微点爆炸汽化、电离形成等离子体。这些局部的阴极
等离子体膨胀合并使实际的电子发射能力显著增加，最后形成一个覆盖在整个
阴极表面的阴极等离子体电子发射面。此时阴极发射电流将不受阴极发射能力
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限制，而主要受空间电荷场限制和外电路功率的限制，它是当前能够产生大于

１ｋＡ／ｃｍ２ 电流密度的惟一一种强流阴极。
除了二极管的结构参数外，另外几个对二极管电流电压关系具有重要影响

的因素是：①二极管产生电子束的自电场；②电子束的自磁场；③外加磁场；

④阴极发射电子的初始能量。粗略地讲，电子束自磁场的大小将决定电子束是
否箍缩，电子束自电场的大小将决定二极管产生的最大电流值即空间电荷限制
电流（阴极表面上电场为零时的电子束流），而自磁场与自电场的比值由二极管
结构参数决定。当电子束边缘电子的拉莫尔半径小于等于阴阳极间隙时的二极
管电流为自箍缩的临界电流值，即此时电子束将发生强自箍缩，可以导出自箍缩
临界电流为：

Ｉｃ＝８．５β０γ０
Ｒｃ
ｄ

（１２．１）

式中，Ｉｃ的单位为ｋＡ；Ｒｃ为阴极半径，单位为ｃｍ；ｄ为阴阳极间距，单位为ｃｍ；

γ０ 为相对论因子，γ０＝１＋
ｅＶ０
ｍ０ｃ２

；β０ 为相对论速度因子，β０＝ １－１／γ槡 ２
０；Ｖ０ 为加

在二极管上的电压，单位为Ｖ；ｅ，ｍ０和ｃ分别为电子电荷、静止质量和光速。
按束电子的运动轨迹状态考虑，电子束二极管中存在两种类型的电子流：束

电子基本平行于电场方向运动的空间电荷限制电流和自磁场引起的自箍缩电

流。下面首先讨论在不考虑自磁场影响的条件下（即二极管产生的电流小于自
箍缩临界电流值或无穷大外加磁场条件下）二极管产生的空间电荷限制电流，然
后再对自磁场、外加磁场和阴极发射电子的初始能量等对二极管电流电压关系
的影响以及二维修正因子进行简单的讨论。

１２．２．１　阴极发射电子初始能量可以忽略时的理想无限大平板
二极管的空间电荷限制电流

　　当阴阳极间隙ｄ远远小于阴极半径Ｒｃ时，二极管可视为无限大平板二极
管。忽略自磁场的影响，阴极发射的电子沿与阴阳极垂直的直线运动到阳极。
在稳态情况下，阴阳极之间的电位满足泊松方程：

ｄ２
ｄｚ２ ＝－

ｅｎｅ
ε０

（１２．２）

由于是求稳态解，所以

Δ

·ｊ＝０，从而可得：

ｊ＝－ｅｎｅｕ＝ 常数 （１２．３）
电子速度满足：

ｍ０ｄｕｄｔ＝－ｅＥｚ ＝ｅ
ｄ
ｄｚ

（１２．４）
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式中，ｍ０ 为电子静止质量；ｅ为电子的电荷量；ｎｅ为电子密度；ε０ 为真空介电
常数；ｕ是电子沿纵向ｚ的速度；ｊ为电流密度。ｕ按下式计算：

ｕ＝βｃ＝
γ２－槡 １
γ

ｃ （１２．５）

　　根据能量守恒，相对论因子γ＝１＋ｅｍ０ｃ２
。将式（１２．２），（１２．３）和（１２．５）合

并，消去ｎｅ，得到：
ｄ２
ｄｚ２ ＝

ｊ
ε０ｃ
· γ
γ２－槡 １

（１２．６）

用ｙ代替ｄｄｚ
作为自变量，即令ｙ＝ｄｄｚ

，可以得到：

ｙｄｙｄγ＝
Ｋ γ
γ２－槡 １

（１２．７）

其中，Ｋ＝ｊｍ０ｃｅε０
。对式（１２．７）进行积分，可得：

ｙ２ ＝２Ｋ γ２－槡 １＋Ｃ （１２．８）

　　在阴极具有无限大电子发射能力的条件下，二极管产生的电流将主要受自
电场限制；在阴极发射电子的初始能量为０的情况下，当在阴极表面上的电场为

０时，二极管产生的电流为最大，即在ｚ＝０处，边界条件满足ｙ＝ｄγｄｚ＝
ｄ
ｄｚ＝０

。

由边界条件得到常数Ｃ＝０。对式（１２．８）两侧分别开平方得：

ｄγ（γ２－１）－１／４ ＝ ２槡Ｋｄｚ （１２．９）

　　下面分别对非相对论、超相对论和相对论条件下的近似解进行讨论。
（１）非相对论近似解
将式（１２．９）中（γ２－１）－１／４项在γ＝１处展开并对式（１２．９）积分，再将Ｋ 代

入，整理得到：

ｊ＝ 槡４ ２
９
·ε０（ｅ／ｍ０）

１／２Ｖ３／２０
ｄ

熿

燀
２ １－３５６

·ｅＶ０
ｍ０ｃ２

＋

∑
∞

ｎ＝２

（－１）ｎ
∏
ｎ

ｉ＝１

（４ｉ－３）

（４ｎ＋３）８ｎｎ！
ｅＶ０
ｍ０ｃ（ ）２ 燄

燅

ｎ ２

（１２．１０）

　　在非相对论近似
ｅＶ０
ｍ０ｃ２＜

１，即Ｖ０＜５００ｋＶ条件下，式（１２．１０）中级数只取第

一项，由此得到：

ｊｃ１ ＝ 槡４ ２
９
·ε０（ｅ／ｍ０）

１／２Ｖ３／２０
ｄ２

（１２．１１）



２５２　　 　加速器理论　

这就得到了著名的柴尔德朗谬尔（ＣｈｉｌｄＬａｎｇｍｕｉｒ）公式［１，２，１４，１５］。
（２）相对论条件下的近似解
将式（１２．９）中（γ２－１）－１／４项在γ→∞处展开，得到：

（γ２－１）－１／４ ＝γ－１／２ １＋１４
·１
γ２＋

５
３２
·１
γ［ ４＋

∑
∞

ｎ＝３

∏
ｎ

ｉ＝１

（４ｉ－３）

４ｎｎ！
·１
γ２
燄

燅ｎ
（１２．１２）

然后对式（１２．９）积分并将Ｋ 代入，得到：

ｊ＝２ε０ｍ０ｃ
３

ｅｄ 烅
烄

烆
２ 槡γ１－１１２·

１
γ２－

５
２２４
·１
γ４［ －

∑
∞

ｎ＝３

∏
ｎ

ｉ＝１

（４ｉ－３）

（４ｎ－１）４ｎｎ！
·１
γ２
燄

燅
ｎ ＋ 烍

烌

烎
Ｃ

２

（１２．１３）

式中，常数Ｃ应满足条件γ＝１时ｊ＝０，由此得到Ｃ＝－０．８４７。将常数代入，并
采用ｋＡ和ｃｍ单位，得到：

ｊ＝２．７１２
［槡γ（１－８．３３３×１０－２γ－２－２．２３２×１０－２γ－４－１．０６５×１０－２γ－６－…）－０．８４７］２

ｄ２

（１２．１４）

式（１２．１３）中级数收敛很快，只取级数的第一项并利用条件ｅＶ０ｍ０ｃ２
１，可以得到

超相对论解为：

ｊｕｒ＝２ε０ｃＶ０ｄ２
（１２．１５）

　　将常数代入，Ｖ０，ｊ和ｄ的单位分别采用 ＭＶ，ｋＡ／ｃｍ２，ｃｍ，得到：

ｊｕｒ＝５．３１Ｖ０ｄ２
（１２．１６）

　　在相对论条件下，取级数的第一项并保留常数Ｃ，得到相对论近似解为［１，１６，１７］：

ｊｒｅ＝２ε０ｍ０ｃ
３

ｅｄ２
（γ槡０－０．８４７）２ （１２．１７）

　　将常数代入，Ｖ０，ｊ和ｄ的单位同上，于是得到：

ｊｒｅ＝２．７１２
（１＋Ｖ０／０．槡 ５１１－０．８４７）２

ｄ２
（１２．１８）

　　（３）精确解表达式
直接对式（１２．９）积分，得到：
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∫
γ

１
（γ２－１）－１／４ｄγ＝－１２Ｂ

１
γ２
，－１４

，（ ）３４ －２Γ
２（３／４）

槡π
（１２．１９）

其中，Ｂ和Γ分别为不完全Ｂｅｔａ函数和Ｇａｍｍａ函数，即

Ｂ（ｚ，ａ，ｂ）＝∫
ｚ

０
ｔａ－１（１－ｔ）ｂ－１ｄｔ （１２．２０）

Γ（ｚ）＝∫
∞

０
ｔｚ－１ｅ－ｔｄｔ （１２．２１）

再利用边界条件ｚ＝０处，γ＝１，得到平板型二极管电流密度与电压关系的精确
解为：

ｊ＝ε０ｍ０ｃ
３

８ｅｄ２
Ｂ １γ２０

，－１４
，（ ）３４ ＋４Γ

２（３／４）

槡［ ］π

２

（１２．２２）

　　将式（１２．１０）和（１２．１４）中级数分别取前几项，与精确解式（１２．２２）进行比
较，分析数据即可得到各近似解在指定误差限下的适用范围，见表１２．１。

表１２．１　平板二极管电流密度与电压关系近似解的适用范围

近 似 公 式
误 差 限

２０％ １０％ ５％

ｊ＝ 槡４ ２
９
·ε０（ｅ／ｍ０）

１／２Ｖ３／２０
ｄ２

０～１ＭＶ ０～５００ｋＶ ０～２５０ｋＶ

ｊ＝ 槡４ ２
９
·ε０（ｅ／ｍ０）

１／２Ｖ３／２０
ｄ２ １－３５６

·ｅＶ０
ｍ０ｃ（ ）２ ２

０～２ＭＶ ０～１．４ＭＶ０～９００ｋＶ

ｊ＝
２ε０ｍ０ｃ３

ｅｄ２
（γ槡０－０．８４７）２ ≥３６０ｋＶ ≥６００ｋＶ ≥９００ｋＶ

ｊ＝
２ε０ｍ０ｃ３

ｅｄ２ γ槡０ １－
１
１２
·１
γ（ ）２０ －０．［ ］８４７

２

≥１２０ｋＶ ≥１７０ｋＶ ≥２５０ｋＶ

ｊ＝
２ε０ｍ０ｃ３

ｅｄ２ γ槡０ １－
１
１２
·１
γ２０
－ ５２２４

·１
γ（ ）４０ －０．［ ］８４７

２

≥７５ｋＶ ≥１１０ｋＶ ≥１５０ｋＶ

１２．２．２　阴极发射电子具有初始能量时的理想无限大平板
二极管空间电荷限制电流［１８］

　　对于阴极发射电子的初始能量为０的情况，无限大平板二极管的空间电荷
限制电流是通过假设阴极表面处电场Ｅｚ 等于０的边界条件得到的。当阴极发
射电子具有一定初始能量时，将在距阴极表面一定距离处产生一个势阱，其电势
低于阴极电势，如图１２．２所示。对最小电势求极值得到的结果表明，在势阱处

Ｅｚ 电场为０，而不是阴极表面，因此阴极表面电场为０的条件不再适用。显然，
当发射电子带有初始能量时，二极管空间电荷电流将增大。
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在两个无限大平板之间的电位满足的泊松方程为：

ｄ２
ｄｚ２ ＝－

ｅｎｅ
ε０

（１２．２３）

　　由于是求稳态解，所以

Δ

·ｊ＝０，从而可得：

ｊ＝－ｅｎｅｕ＝常数 （１２．２４）

图１２．２　阴极发射电子具有初始能量时的无限大平行板

二极管内的电位分布

电子速度满足：

ｍ０ｄｕｄｔ＝－ｅＥｚ ＝ｅ
ｄ
ｄｚ

（１２．２５）

式中，ｍ０ 为电子静止质量；ｅ为电子电荷量；ｎｅ为电子密度；ｕ为电子速率。
由式（１２．２５）微分可得：

ｄ
ｄｚ
ｕｄｕｄ（ ）ｚ ＝ ｅｍ０

·ｄ
２

ｄｚ２ ＝

ｅｊ
ｍ０ε０ｕ

（１２．２６）

将上式两边乘以２ｕｄｕｄｚ
，然后积分得：

ｕｄｕｄ（ ）ｚ
２

－ ｕ１ｄｕｄ（ ）ｚ
２

ｚ＝ｚ１
＝Ｋ１ｊ（ｕ－ｕ１） （１２．２７）

这里，Ｋ１＝ ２ｅ
ε０ｍ０

；ｕ１ 是在两平板之间电子速度最小值，设其位置为ｚ１（见图

１２２），ｄｕｄｚ ｚ＝ｚ１
＝０，于是得：

ｕｄｕｄ（ ）ｚ
２

＝Ｋ１ｊ（ｕ－ｕ１） （１２．２８）

　　对方程（１２．２８）积分可得：

２
３
（ｕ－ｕ１）３／２＋２ｕ１（ｕ－ｕ１）１／２ ＝±（Ｋ１ｊ）１／２（ｚ－ｚ１） （１２．２９）
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设ｘ＝ｚ－ｚ１，可得：

ｊ＝

２
３
（ｕ－ｕ１）３／２＋２ｕ１（ｕ－ｕ１）１／［ ］２ ２

Ｋ１ｘ２
（１２．３０）

在式（１２．３０）中，ｕ１ 和ｚ１ 还是未知数，但是二者相关。
为了求得最大可能电流密度，将二极管分成两个部分：一部分是在最小速率

点（即ｚ＝ｚ１）的左边区域，电子在这个区域被减速；另一部分为ｚ１ 的右边区域，
电子在这个区域被加速。在这两个区域内的电流是相等的。用ｄ，ｕ０ 和０，ｕｉｎ代
入式（１２．２９），并且消掉ｚ１，得：

（Ｋ１ｊ）１／２ｄ＝２３
（ｕｉｎ－ｕ１）３／２＋２ｕ１（ｕｉｎ－ｕ１）１／２＋

２
３
（ｕ０－ｕ１）３／２＋２ｕ１（ｕ０－ｕ１）１／２ （１２．３１）

　　为了求得最大稳态电流，将式（１２．３１）右边对ｕ１ 微分，并令其等于０，得：

ｕ２ｉｎｕ０－ｕ２ｉｎｕ１ ＝ｕ２０ｕｉｎ－ｕ２０ｕ１ （１２．３２）
由此得最小速率值ｕ１ 为：

ｕ１ ＝ ｕｉｎｕ０
ｕｉｎ＋ｕ０

（１２．３３）

　　由式（１２．３２）和（１２．３３）可得：

ｕｉｎ－ｕ１ ＝ ｕ２ｉｎ
ｕｉｎ＋ｕ０

，　ｕ０－ｕ１ ＝ ｕ２０
ｕｉｎ＋ｕ０

（１２．３４）

　　将式（１２．３４）代入式（１２．３１）可得：

ｊ＝ ４９
ε０ｍ０
２（ ）ｅ （ｕ０＋ｕｉｎ）３

ｄ２
（１２．３５）

　　电子初始速率等效能量Ｅｉｎ为：

Ｅｉｎ＝ １２ｍ０ｕ
２
ｉｎ （１２．３６）

　　电子到达阳极的速率ｕ０ 为：

ｕ０ ＝ ２（ｅＶ０＋Ｅｉｎ）
ｍ槡 ０

（１２．３７）

　　将式（１２．３６）和（１２．３７）代入式（１２．３５）可得：

ｊ＝４ε０９
２ｅ
ｍ槡０

［ Ｅｉｎ／槡 ｅ＋ Ｅｉｎ／ｅ＋Ｖ槡 ０ ］３

ｄ２
（１２．３８）

设Ｒｋ＝
Ｅｉｎ
ｅＶ０

，得：

ｊ＝ｊｃ１（ Ｒ槡 ｋ＋ １＋Ｒ槡 ｋ）３ ＝ｊｃ１ηＥ （１２．３９）
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　　式（１２．３９）是电子在具有初始能量发射情况下的电流密度与电压关系表达
式。当阴极发射电子初始能量等于０（即Ｅｉｎ＝０）时，式（１２．３９）就是柴尔德朗

谬尔公式，ｊｃ１＝ 槡４ ２
９
·ε０（ｅ／ｍ０）

１／２Ｖ３／２０
ｄ２

。

阴极发射电子初始能量对电流密度的修正因子为：

ηＥ ＝ （ Ｒ槡 ｋ＋ １＋Ｒ槡 ｋ）３ （１２．４０）

１２．２．３　平板型二极管空间电荷限制电流二维修正因子［１８］

定义比值ｄ／Ｒｃ为平板型二极管的纵横比。前面给出了在稳态条件下的空
间电荷限制电流，它们都是在阴阳极间隙ｄ远远小于阴极半径Ｒｃ，即ｄ／Ｒｃ１
的无限大平板二极管假设条件下得到的。
但是，多数实际情况并不满足这一条件，此时需要分析的是一个二维问题。

用解析方法求解二维空间电荷限制电流是非常困难的。常用的方法是用ＰＩＣ
（ｐａｒｔｉｃｌｅｉｎｃｅｌｌ）数值模拟技术对不同纵横比条件下的空间电荷限制电流进行研
究，利用这种方法，可以得到二维效应电流修正因子ηＡ 随纵横比ｄ／Ｒｃ的变化，
见图１２．３。

图１２．３　二维电流修正因子ηＡ 随纵横比变化的数值模拟结果

进行拟合处理，可近似得到二维电流修正因子ηＡ 满足下述关系：

ηＡ ＝１＋０．４７
ｄ
Ｒｃ＋

０．０３１４ ｄＲ（ ）ｃ
２

（１２．４１）

这样，在非相对论条件（Ｖ０＜５００ｋＶ）下，二极管的空间电荷限制电流（单位：ｋＡ）可
以近似表示为：
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Ｉｃｌ＝２．３３Ｖ
３／２
０

ｄ２ηＡπＲ
２
ｃ （１２．４２）

　　在相对论条件下，二极管的空间电荷限制电流（单位：ｋＡ）可以近似表示为：

Ｉｒｅ＝２．７１
（γ槡０－０．８４７）２

ｄ２ ηＡπＲ
２
ｃ （１２．４３）

式中，ｄ为阴阳极间隙，单位为ｃｍ；Ｒｃ 为阴极半径，单位为ｃｍ；Ｖ０ 为二极管电

压，单位为 ＭＶ；γ０ 为相对论因子，γ０＝１＋
ｅＶ０
ｍ０ｃ２

。

１２．２．４　球头形阴极和针状阴极二极管的空间电荷限制电流［１９］

在强流电子束产生过程中，球头形阴极二极管被广泛采用，但是对其空间电
荷限制电流进行解析求解是困难的。可以采用ＰＩＣ粒子模拟方法，在对广泛的
参数进行研究的基础上得出球状阴极二极管的空间电荷限制电流。在非相对论
条件（Ｖ＜５００ｋＶ）下，球头形阴极二极管的空间电荷限制电流Ｉｓ可表示为：

Ｉｓ＝７．３１０．９＋０．９
Ｒｃ（ ）ｄ

２

Ｖ３／２０ （１２．４４）

式中，Ｖ０ 为加在二极管上的电压，单位为 ＭＶ；电流Ｉｓ的单位为ｋＡ。该式在阴
阳极间隙ｄ大于阴极半径Ｒｃ并且没有箍缩发生的条件下成立。

式（１２．４４）表明，当ｄＲｃ 时，其产生的空间电荷限制电流近似与ｄ和Ｒｃ
无关，只取决于电压，此时的空间电荷限制电流Ｉｓｎ可以表示为：

Ｉｓｎ＝５．９Ｖ３／２０ （１２．４５）

该式是在ｄＲｃ的条件下成立的，可以认为是针状阴极二极管的空间电荷限制
电流。这说明针状阴极二极管的空间电荷限制电流只取决于电压，而与电极几
何参数近似无关。

下面，应用以上得到的结果讨论针阵列阴极二极管的空间电荷限制电流，求
出在针均匀分布的情况下最佳的针间距Ｌ。
对大面积阴极，当外加电压小于５００ｋＶ时，其产生的空间电荷限制电流密

度可以用柴尔德朗谬尔定律近似描述为：

ｊｃ１ ＝２．３３Ｖ
３／２
０

ｄ２
（１２．４６）

从式（１２．４５）和（１２．４６）可得到最大的针间距为：

Ｌ＝１．６ｄ （１２．４７）
这里Ｌ是能够达到空间电荷限制电流的最大针间距，是一个上限。实际上，为
了产生均匀电子束，实际针间距应略小于该值。但是，若针间距过小，由于屏蔽
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效应，也将导致电子束的不均匀。发射点的屏蔽半径ｒｓ为［２０］：

ｒ＝０．５ Ｉ槡ｓｎｄＶ－３／４
０ （１２．４８）

式中，Ｖ０ 的单位为 ＭＶ，Ｉｓｎ的单位为ｋＡ。将式（１２．４５）代入式（１２．４８）得：

ｒ＝１．２ｄ （１２．４９）

ｒ为单针阴极发射时产生的屏蔽半径。由于各种因素，针阵列中的针的电子发
射初始时间将存在一定差别，因此先发射的针产生的电子束对其周围的针产生

的屏蔽效应致使这些针上的电场降低而不能形成阴极等离子体，即当针间距太

小时，屏蔽效应导致针阵列中某些针上不发射电子。因此，为了用针阵列阴极产

生均匀电子束，应该选取针间距在１．２ｄ～１．６ｄ范围内，即

Ｌ＝ （１．２～１．６）ｄ （１２．５０）

１２．２．５　自箍缩条件下的饱和顺位电流

当二极管产生的束流大于箍缩临界电流值Ｉｃ 时，电子束可能发生显著箍

缩。此时，其产生电流值可以用饱和顺位电流Ｉｂ近似估算，即

Ｉｂ＝８．５γ０ｌｎ［γ０＋（γ２０－１）１／２］Ｒｃｄ
（１２．５１）

式中Ｉｂ的单位为ｋＡ。

１２．２．６　外加磁场对二极管阻抗的影响［２１］

在许多应用场合，为了抑制自箍缩，获得大面积均匀强流相对论电子束，需

要在二极管间隙上外加纵向磁场。外加纵向磁场不但对电子束的均匀性有影

响，而且对低阻抗二极管的阻抗也有影响。一般认为，当外加纵向磁场值大于

Ｂｚ０时即可抑制自箍缩，Ｂｚ０可以表示为：

Ｂｚ０ ＝γ０ｖ
·Ｒｃ
２ｄＢθＭ

（１２．５２）

ｖ＝ Ｉｂ
１７０００βＬ

（１２．５３）

ＢθＭ为电子束产生的最大自磁场，βＬ 为束电子的纵向相对论速度因子。

ＢθＭ ＝μ０
Ｉｂ

２πＲｃ
（１２．５４）

Ｂｚ０ ≈
０．１７γ０βＬ
ｄ

（１２．５５）

其中，阴阳极间隙ｄ的单位为ｃｍ，Ｂｚ０的单位为Ｔ。
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假设可以完全抑制自箍缩的外加纵向磁场为Ｂｚｃ，其值近似等于电子束的最
大自磁场ＢθＭ，Ｂｚｃ可以表达为ＢθＭ，即

Ｂｚｃ≈ＢθＭ ＝μ０
Ｉｂ

２πＲｃ＝
２×１０－２Ｉｂ／Ｒｃ （１２．５６）

其中，阴极半径Ｒｃ的单位为ｃｍ，束流强度Ｉｂ的单位为ｋＡ；Ｂｚｃ的单位为Ｔ。
由数值模拟结果可知，低阻抗二极管的阻抗随磁场的增大而减小，见图１２．４。

图１２．４　二极管的阻抗随外加磁场的变化曲线
（阴阳极间隙为１ｃｍ，阴极半径为９ｃｍ，输出线输出电压为１．０ＭＶ）

从图１２．４中可以得知，阻抗曲线存在两个转折点：一个约在０．３Ｔ处，从该
点开始，随着磁场增大，阻抗显著减小。这一磁场值大约对应抑制自箍缩需要的
最低外加纵向磁场值Ｂｚ０；另一个转折点约在２．０Ｔ处，当外加磁场大于此值时，

阻抗基本不变，该值近似等于Ｂｚｃ。当外加磁场大于Ｂｚｃ时，电流可以用相对论条
件下的空间电荷限制电流近似估算，即

Ｉｂ＝２．７１Ａｄ２
（γ槡０－０．８４７）２ηＡ （１２．５７）

式中，Ｉｂ的单位为ｋＡ；Ａ为阴极发射面积，单位为ｃｍ２；ｄ为阴阳极间距，单位为

ｃｍ；γ０ 为相对论因子，γ０＝１＋
ｅＶ０
ｍ０ｃ２

；ηＡ 为二维修正因子
［１８］。

对于外加磁场小于０．２Ｔ的情况，其电流值可以用顺位电流近似估算，即

Ｉｂ＝８．５γ０ｌｎ［γ０＋（γ２０－１）１／２］Ｒｃｄ
（１２．５８）

　　这些结果说明，外加磁场对低阻抗二极管的阻抗特性具有较大影响，这是由
于外加磁场改变了二极管束电子的运动轨迹。当没有外加磁场或外加磁场较小
时，对于低阻抗二极管，电子束发生自箍缩，此时二极管产生的电流是自箍缩电
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流；当外加磁场足够强时，电子束的自箍缩被抑制，二极管产生的电流是没有箍

缩时的空间电荷限制电流；当外加磁场处于两者之间时，二极管处于自箍缩被部

分抑制的状态，其电流值也处于中间值。

当二极管的电流Ｉｂ 小于自箍缩临界电流Ｉｃ时，二极管的阻抗将不随外加
磁场的变化而变化。自箍缩发生的条件为：

Ｒｃ
ｄ ≥０．８２β０γ０（γ槡０－０．８４７）－２ （１２．５９）

　　当二极管电压约为１ＭＶ时，由式（１２．５９）可知，当Ｒｃ／ｄ约大于３．４时，二

极管电流将发生自箍缩；反过来讲，当Ｒｃ／ｄ小于３．４时，二极管的阻抗将不随

外加磁场的变化而变化。

１２．２．７　二极管产生的强流相对论电子束能谱［２１］

二极管产生的强流相对论电子束的能谱分布是一个重要参数，在材料响应

和结构响应模拟以及γ射线产生等应用中，都需对此有一个了解。影响强流相
对论电子束能谱分布的因素主要有两个：一是加到二极管上的电压随时间的变

化；二是由于强自电磁场的存在和动态特性，即使加在二极管上的电压恒定，产

生的电子束也将具有一定的能谱分布。由于电子束流太强，直接测量电子束能

谱几乎是不可能的，若截取电子束中一小部分来进行能谱分布测量，对于低阻抗

二极管，由于电子束具有较大的横向动量，其能谱是随径向变化的，因此取样没

有代表性，测量结果也不能说明问题。用ＰＩＣ方法模拟得到的结果表明，即使

加在二极管上的电压为恒定值，其产生的电子束也有一定的能谱分布。对于阴

极半径为９ｃｍ、阴阳极间隙为１ｃｍ、外加电压为１．０ＭＶ的二极管，在外加磁场为

２．０Ｔ时，产生束流为５７０ｋＡ，其能谱分布见图１２．５，其能谱半高宽为０．３ＭＶ，

束电子平均能量为０．８ＭｅＶ，能谱半高宽约为束电子平均能量的３７％。电子束

的能量分散主要是由电子束自磁场和空间电荷限制电流随时间的振荡特性所引

起的。在外加磁场较弱时，电子束能量分散主要由自电磁场使束电子偏转造成；

在外加磁场较强时，电子束的能量分散主要是由二极管间隙内电场随时间振荡

引起的。

１２．２．８　二极管的阳极物理过程

当电子打到阳极膜上时，一方面电子与阳极膜相互作用，使阳极的温度升

高，使吸附在阳极中的气体解吸和阳极材料汽化，并且使部分气体分子或原子电
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图１２．５　外加磁场为２．０Ｔ，电流为５７０ｋＡ，能量为１ＭｅＶ时，

二极管产生束电子的能谱分布

离形成阳极等离子体；阳极等离子体将以大约１ｃｍ／μｓ的速度向阴极运动，这将

加剧二极管阴阳极间隙的闭合；当电子束在阳极膜内沉积的能量足够大时，阳极

膜将被破坏。另一方面，当电子通过阳极膜时，电子将损失能量并且使其横向动

量增大，因此阳极等离子体对二极管的电流产生显著影响。阳极对电子的散射

使经过阳极的束电子的角分布近似是以θｒ为期望值的正态分布，即

ｆ（θ，ｒ）＝ １
槡πθｓＡ０

ｅｘｐ － θ－θｒ
θ（ ）ｓ

［ ］２

Ａ０ ＝
熿

燀

１
２ ｅｒｆ

π
２－θｒ

θｓ ＋ｅｒｆ

π
２＋θｒ

θｓ

燄

燅

烍

烌

烎

（１２．６０）

其中θｓ为：

θｓ＝０．０１９３６
β
２
０γ０

ρＤＺ
２

槡Ａ （１２．６１）

这里，θｓ的单位为ｒａｄ；ρ是阳极膜的体密度，单位是ｇ／ｃｍ
３；Ｄ 是等效阳极膜厚

度，单位是μｍ。ｅｒｆ（ｘ）为误差函数；Ｚ和Ａ 分别为阳极材料的原子序数和核
子数。

对于以θ０ 入射的电子，等效阳极膜厚度为：

Ｄ＝Ｄ０／ｃｏｓθ０ （１２．６２）

Ｄ０ 是阳极膜厚度。
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对于化合物，可用下式等效：

〈ρＺ２Ａ 〉
ｅｆｆ

＝
∑ｎｉＡｉ ρｉ

Ｚ２ｉ
Ａ（ ）ｉ

∑ｎｉＡｉ
（１２．６３）

式中，ｎｉ是第ｉ种原子化合物中的原子数，很明显θｒ和θｓ都是束流强度、束电子
能量和电子所在半径的函数。
在电流比较大的情况下，通常要采用带阳极膜的二极管，即低阻抗有箔二极

管，此时阳极膜的存在将限制二极管的重复频率运行和电子束的脉冲长度。另
外，无箔二极管一般只适用于高阻抗和电流相对较小的情况，不存在阳极膜，所
以上述问题不显著。

１２．２．９　二极管空间电荷限制电流电压关系随时间的变化

前几节是在稳态条件下讨论二极管电流电压关系，实际上，二极管电流电压
关系是随时间变化的。主要原因是：首先，场致发射电子最初在某些电场增强因
子大、功函数小的点开始并形成局部等离子体，这些局部等离子体膨胀扩大，最
后形成覆盖在整个阴极表面、具有无限电子发射能力的阴极等离子体。这样，阴
极的发射能力是随时间变化的，也就是说，阴极有效发射面积是随时间变化的，
即Ａ＝Ａ（ｔ）。
其次，阴极等离子体总是向阳极膨胀漂移运动的。当二极管产生的电子束

在阳极上的能量沉积达到一定值时，将引起阳极材料汽化并电离，形成阳极等离
子体并向阴极膨胀漂移。阳极等离子体向阴极的膨胀漂移与阴极等离子体向阳
极的膨胀漂移一起对阴阳极间隙的减小共同起作用。随时间变化的阴阳极间隙

ｄ（ｔ）可以表示为：

ｄ（ｔ）＝ｄ０－ｕｃ（ｔ）ｔ－ｕａ（ｔ－ｔ０） （１２．６４）
其中，ｄ０ 为初始阴阳极间隙，ｕｃ，ｕａ 为阴极和阳极等离子体漂移速度，ｔ０ 是阳极
等离子体形成时间。这里定义脉冲电压加到阴阳极间隙的时刻为ｔ＝０。一般
来讲，阴极等离子体向阳极膨胀漂移的速度ｕｃ大约为２ｃｍ／μｓ～３ｃｍ／μｓ，阳极等
离子体向阴极的膨胀漂移速度ｕａ大约为１ｃｍ／μｓ。
再次，一般说来，加到二极管阴阳极间隙的电压是随时间变化的。另外，二

极管是一个具有分布电感电容的部件，其等效电路如图１２．６所示。这样，即使
阴极发射电子能力不随时间变化，二极管的电流电压关系在电压脉冲加到二极
管的初始一段时间也是随时间变化的。
从理论上讲，在忽略二极管的分布参数电容和电感影响的条件下，用随时间

变化的阴阳极间隙ｄ（ｔ）和阴极有效发射面积Ａ（ｔ）代替稳态条件下二极管电流
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图１２．６　二极管等效电路示意图

电压关系中的阴阳极间隙ｄ０ 和阴极发射面积Ａ０ 是可行的。例如，对于非相对
论无限大平板二极管，其电流电压关系式可以写为：

Ｉ（ｔ）＝２．３３ηＡ
Ａ（ｔ）Ｖ３／２０ （ｔ）
ｄ２（ｔ）

（１２．６５）

　　在实际情况下，脉冲初始一段时间内二极管的电感电容对电流电压的影响
不能忽略，但在一定时间之后，在某些特定条件下（如二极管电感足够小或二极
管电流对时间的微分值足够小），确实可以忽略二极管的电感电容对电流电压关
系的影响。
强流相对论电子束二极管的工作要经历如下过程：在电脉冲加到二极管的

初始时刻，阴极等离子体尚未形成，阴极发射电流能力很弱，二极管电阻值基本
上可以认为是无穷大，这时二极管对外电路的响应呈现出电容特性；随着阴极等
离子体的形成和发展，可以将二极管等效成一个变化的电阻Ｒｄ（ｔ）与一个电感

Ｌｄ（ｔ）的串联电路。二极管电容Ｃｄ 和电感Ｌｄ 实际上随着阴极发射状态的改变
而略有变化，由于改变量并不大，为了使问题简化，可以假设其为常数，其数值可
以由理论计算或测量得到。
有效发射面积Ａ（ｔ）随时间变化主要体现在三个特征段：第１段是阴极场

致电子发射到局部阴极等离子体形成阶段；第２段是局部阴极等离子体膨胀
扩展阶段；第３段是阴极等离子体稳定发射阶段。１、２段过程时间的长短取
决于外加阴极表面上电场值、电场随时间变化值和阴极材料及阴极表面状态。
外加阴极表面上的电场值和电压随时间变化值越大，１、２段过程时间就越短。
在一定时间内，阴极有效发射面积随时间的增大而增大。阴极有效发射面积
近似达到１．０的时间（即阴极等离子体膨胀扩展达到覆盖整个阴极的时间）随
阴阳极内电场的增加而减小，随阴阳极内电场的减小而增大；当二极管阴阳极
之间的平均电场约为１００ｋＶ／ｃｍ左右时，阴极有效发射面积近似达到１．０的
时间约为２０ｎｓ。
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１２．２．１０　无箔二极管

采用无箔二极管，避免了有箔二极管的阳极箔对电子束散射和阳极等离子
体形成以及阳极寿命对重复频率运行限制等问题，它可以在长脉冲和重复频率
下运行，适用于将电子束引入到真空中，尤其适用于产生环形空心电子束和一些
高功率微波应用的场合。但是，由于取消了阳极箔，因此必须外加强引导磁场来
抑制电子束的横向膨胀，并阻止电子打到漂移管壁上。由于无箔二极管的电流
电压关系取决于二极管的详细结构，因此较难得到与实际较为相符的无箔二极
管电流电压关系。当前比较普遍使用的 ＯＡＬ模型是在比较极端情况下得到
的，此种模型假设无箔二极管是一“直角二极管”，即阴极成为漂移管的一个端
面，阴极电位始终保持为－Ｖ０，如图１２．７所示。假设电子发射产生在整个阴极
表面，求解满足空间电荷限制发射判据的电流（单位：ｋＡ）自洽解，可得：

ＩＯＡＬ ＝１７
（γ０－１）（ｒｂ／δ）
ｌｎ（８δ／Δ） 　（非相对论情况） （１２．６６）

ＩＯＡＬ ＝１７
（γ２／３０ －１）３／２（ｒｂ／δ）
ｌｎ（８δ／Δ） 　（相对论情况） （１２．６７）

式中，γ０＝１＋ｅＶ０／（ｍｃ２）是相对论因子；Ｖ０ 是阴阳极电势差；ｒｂ＝（ｒ１＋ｒ２）／２；

δ＝Ｒ－ｒ２；Δ＝ｒ２－ｒ１。当阴极与阳极相距为Ｌ（ｃｍ）时，经验修正公式为：

Ｉ′ＯＡＬ＝１７（１－０．３Ｌ）
（γ２／３０ －１）３／２（ｒｂ／δ）
ｌｎ（８δ／Δ） 　 （１２．６８）

图１２．７　理想无箔二极管的模型

　　另外，无箔二极管产生的电子束必然受到漂移管能传导的空间电荷限制电
流的限制。对于无箔二极管来讲，阴极等离子体的膨胀运动和阴阳极间隙闭合
也是一个不可避免的问题。阴极等离子体的膨胀运动将沿着磁场和横穿磁场两
个方向；等离子体沿磁场方向的膨胀速度大约比横穿磁场方向的膨胀快一个数
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量级。除了二极管阴阳极间隙闭合外，发射电子的阴极等离子体的径向膨胀还将
引起其产生电子束半径向外扩展。减小阴极等离子体扩散的运动速度，增加电子
束脉冲宽度，无论对于无箔二极管还是有箔二极管，都是一个值得研究的课题。

１２．３　强流相对论电子束的自电磁场限制电流

当强流相对论电子束在真空漂移管中传输时，其自电磁场将在其传输过程
中起主要作用。有两个主要特性：一是由于强流相对论电子束径向自电场的作
用，其在真空中的传输是发散的；二是由于强流相对论电子束的轴向自电场作
用，其在真空中的传输存在一个最大限值，即空间电荷限制电流。强流相对论电
子束的径向电场使其发散，角向磁场使其聚焦，在漂移管端板（如阳极箔）附近，
径向电场较小，所以，强流相对论电子束在通过阳极箔进入真空漂移管之后首先
经历一个聚焦过程，但一般来讲这个聚焦过程比较短，有时在宏观上体现不出
来；由于在离开阳极箔一定距离之后径向电场的排斥力总是大于角向磁场的聚
焦力，强流相对论电子束在真空中将发散传输。总的来讲，强流相对论电子束在
真空中的传输是发散的。强流相对论电子束产生的轴向电场使束电子沿轴线方
向运动的速度逐渐减小，当强流相对论电子束产生的轴向电场足够大（也就是当
电子束产生的静电势阱大于束电子的动能对应的电势值）时，束电子沿轴线ｚ方
向运动的速度在离阳极一定距离时将降到０，部分束电子开始被反方向加速并
且被反射到注入面，即由于强流相对论电子束产生的轴向电场作用，电流大于某
一值的强流相对论电子束不能在真空漂移管中传输，这一电流值就是空间电荷
限制电流值。为了传输强流相对论电子束，必须采取措施使其空间电荷中和，但
当电荷中和度ｆｅ大于一定值时，径向电场产生的排斥力开始小于角向磁场产生
的聚焦力；当角向磁场产生的聚焦力与径向电场产生的排斥力相比足够强时，束
电子在角向磁场产生的聚焦力作用下将被反转。这是限制强流相对论电子束传
输的另一因素，即自磁场限制电流。为了有效地传输强流相对论电子束，必须采
取措施使其空间电荷和电流中和，将其自电场和自磁场的影响减小到一定程度，
并且在多数情况下需要外加引导磁场。强流相对论电子束的空间电荷和电流中
和问题将在下一节讨论。因篇幅所限，本节主要介绍强流相对论电子束在圆柱
真空漂移管中的自电磁场限制电流。

１２．３．１　强流相对论电子束在封闭圆柱形金属腔内产生的
自电磁场

　　为了更好地了解电子束在封闭金属腔内产生的自电磁场及其对二次电子的
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运动和空间电荷中和过程的影响，首先讨论在一些理想条件下电子束在封闭金
属腔内产生的自电磁场的表达式及其量级。在开始讨论之前，假设：①电子束
是径向均匀分布的；②所考虑的系统是轴对称的；③电磁场是似稳的，即忽略
位移电流，这个假设在光传输两倍最大漂移室尺寸所用的时间远远小于电子束
流上升时间的情况下成立。在上述假设下可得［２２，２７］：

Ｅｒ ＝ｆ（ｚ） ２λ
４πε０ａ２

ｒ　（ｒ≤ａ）

Ｅｒ ＝ｆ（ｚ） ２λ４πε０ｒ　
（ｒ＞ａ

烍

烌

烎
）

（１２．６９）

式中，ａ为束半径；λ为单位长度内束电荷量，它们是时间和位置的函数。λ的表
达式为：

λ＝Ｉｂ
（１－ｆｅ）
βＬｃ

（１２．７０）

式中，Ｉｂ是束流强度；ｆｅ 是空间电荷中和度；βＬ 是束电子的轴向相对论速度因
子；ｆ（ｚ）是漂移室端板效应函数，其表达式如下：
当Ｌ≤Ｒｐ时，有：

ｆ（ｚ）≈４ｚ（Ｌ－ｚ）／Ｌ２ （１２．７１）

　　当Ｌ＞Ｒｐ时，有：

ｆ（ｚ）≈

１－ｅｘｐ －２．４ｚＲ（ ）ｐ

１－ｅ－２
ｚ≤

２Ｒｐ
２．（ ）４

１ ２Ｒｐ
２．４＜ｚ≤Ｌ－

２Ｒｐ
２．（ ）４

１－ｅｘｐ －２．４
（Ｌ－ｚ）
Ｒ［ ］
ｐ

１－ｅ－２
Ｌ－２Ｒｐ２．４＜ｚ≤（ ）

烅

烄

烆
Ｌ

（１２．７２）

式中，Ｌ是漂移室长度；Ｒｐ是漂移室半径。
自磁场的表达式为：

Ｂθ＝

μ０Ｉｂｒ
２πａ２

（ｒ＜ａ）

μ０Ｉｂ
２πｒ

（ｒ≥ａ
烅

烄

烆
）

（１２．７３）

　　由方程

Δ

×Ｅ＝－Ｂｔ
，在上述假设下得到Ｅｚ 为：

Ｅｚ ＝－∫
Ｒ

ｒ

Ｅｒ（ｒ′，ｚ，ｔ）
ｚ

ｄｒ′－∫
Ｒ

ｒ

Ｂθ（ｒ′，ｚ，ｔ）
ｔ

ｄｒ′ （１２．７４）

将式（１２．６９）和（１２．７３）代入式（１２．７４）得：
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Ｅｚ ＝ １
４πε０ －

λ
ｚｆ

（ｚ）１－ｒ
２

ａ２＋２ｌｎ
Ｒｐ（ ）

烉烇 烋

ａ

１

＋ｆ（ｚ）２λａ
·ａ
ｚ
１－ｒ

２

ａ（ ）
烉烇 烋

２

２

｛ －

λｆ
（ｚ）
ｚ

１－ｒ
２

ａ２＋２ｌｎ
Ｒｐ（ ）

烉烇 烋

ａ

３

－１ｃ２
·Ｉｂ
ｔ
１－ｒ

２

ａ２＋２ｌｎ
Ｒｐ（ ）

烉烇 烋

ａ

４

＋２Ｉｂｃ２ａ
·ａ
ｔ
１－ｒ

２

ａ（ ）
烉烇 烋

２ ｝
５

（１２．７５）

上式右边各项的物理意义如下：

项１是电子束电荷线密度随ｚ变化产生的ｚ方向静电场（带有端板效应）；
项２是电子束随ｚ变化产生的ｚ方向静电场（带有端板效应）；
项３是端板上感应的面电荷产生的ｚ方向静电场；
项４是电流变化所致磁通量变化而产生的ｚ方向感应电场（ＬｄＩ／ｄｔ）；
项５是电子束半径随时间变化产生的ｚ方向感应电场（ＩｄＬ／ｄｔ）。
式（１２．７５）比较完整地描述了电子束在封闭金属腔内产生的纵向电场分量，

但此式是一个近似表达式，在空间电荷中和之前，前三项起主要作用；在空间电
荷中和之后，后两项起主要作用，此时前三项近似为０。下面讨论各电磁场分量
的量级。

当ｒ≤ａ时，由式（１２．６０）和（１２．７０）得：

Ｅｒ≈－６０
βＬ
·ｒ
ａ２Ｉｂ

（１－ｆｅ）ｆ（ｚ）　 （１２．７６）

其中Ｅｒ（单位：ｋＶ／ｃｍ）的方向是指向轴心的，即电子向半径方向加速。在βＬ＝
０．９，ａ＝７ｃｍ，ｆｅ＝０，Ｉｂ＝４０ｋＡ的条件下得Ｅｒ，ｍａｘ≈３８０ｋＶ／ｃｍ。
由式（１２．７５）可得在端板附近在电荷中和之前的纵向电场表达式为：

Ｅｚ ≈
３０Ｉｂ
βＬ
·４（Ｌ－２ｚ）

Ｌ２
１－ｒ

２

ａ２＋２ｌｎ
Ｒｐ（ ）ａ （１－ｆｅ） （１２．７７）

　　在Ｌ＝３０ｃｍ，Ｒｐ＝１５ｃｍ，ａ＝７ｃｍ，βＬ＝０．９，ｆｅ＝０，Ｉｂ＝４０ｋＡ的条件下，得
到在端板附近在电荷中和之前的最大纵向电场Ｅｚｍａｘ≈３１０ｋＶ／ｃｍ。由上式可
知，在ｚ很小（即靠近阳极）时，Ｅｚ 是ｚ方向的，即电子向阳极加速。在ｚ≈Ｌ（即
靠近靶板）时，Ｅｚ 是－ｚ方向的，即电子向靶板加速。这样，端板效应是加速二
次电子的逃逸，有利于空间电荷中和。上边讨论的是空间电荷没有中和的情况，
对于有空间电荷中和并且忽略端板效应和束半径随时间的变化条件下可得到：

Ｅｚ ≈ λ
ｓ
（１－β

２
Ｌ－ｆｅ）－λｆｅ［ ］ｓ １－ｒ

２

ａ２＋２ｌｎ
Ｒｐ［ ］ａ （１２．７８）

式中，ｓ表示距束头的距离，ｓ＝βＬｃｔ－ｚ。

上式适用于在长漂移室情况下在区域２Ｒｐ／２．４≤ｚ≤Ｌ－２Ｒｐ／２．４内纵向电
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场的计算。从式（１２．７８）得知，当λｆｅｓ＝
λ
ｓ
（１－β

２
Ｌ－ｆｅ）时，Ｅｚ＝０，即在此时Ｅｚ

从负值转为正值，即电子由向前加速转为减速。在假设λ和ｆｅ都是ｕ的线性函

数的情况下，当ｆｅ≈ １２γ２
时，电子束产生的纵向电场是使电子向前加速的（忽略

端板效应）；当ｆｅ＞ １２γ２
时，在束流上升沿束产生的纵向电场是使电子向负ｚ方

向加速的，在电子束脉冲后沿是使电子向ｚ方向加速的。

１２．３．２　强流相对论电子束的自电场限制电流———空间电荷
限制电流

　　为了简化问题，假设强流相对论电子束在无限强的外加纵向引导磁场中传
输，即强流相对论电子束没有径向运动，电子束半径在传输过程中不变，下面主要
讨论在这种条件下强流相对论电子束在圆柱真空漂移管中的空间电荷限制电流。
考虑半径为ｒｂ的薄环形电子束在半径为Ｒ的圆柱对称真空漂移管中的传

输，假设束的厚度比半径小得多，也比束到漂移管壁的距离小得多，在这种情况
下，电子束横断面上静电势基本上是常数，电子速度几乎相同，问题可以简化为：

１
ｒ
·
ｒ
ｒ
（ ）ｒ ＝０ （１２．７９）

边界条件为：

（Ｒｐ）＝０，　

ｒ ｒ＝ｒｂ

＝ Ｉ
２πε０ｒｂｕｂ

（１２．８０）

求解可得到：

（ｒ）＝
－ Ｉ
２πε０ｕｂ

ｌｎＲｐｒ
（ｒｂ＜ｒ＜Ｒｐ）

－ Ｉ
２πε０ｕｂ

ｌｎＲｐｒｂ
（ｒ≤ｒｂ

烅

烄

烆
）

（１２．８１）

其中，ｕｂ＝ｃ １－γ槡 －２，γ为相对论因子。
在ｒ＝ｒｂ处，令＝ｂ，则得到：

Ｉ＝２πε０ｃｂ

ｌｎＲｐｒｂ

１－ γ０＋ｅｂｍ０ｃ（ ）２ －［ ］２ １／２

（１２．８２）

分析上式可以得到最大电流值为：

ＩＬ ＝２πε０ｍ０ｃ
３

ｅ
·（γ

２／３
０ －１）３／２

ｌｎ（Ｒｐ／ｒｂ）
（１２．８３）

这就是无限薄环形电子束在无限长圆柱漂移空间内传播的空间电荷限制电流。
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上式是在束的厚度比半径小得多，也比束到漂移管壁的距离小得多的假设条件
下得到的。对于一般的环形电子束，空间电荷限制电流（单位：ｋＡ）为：

ＩＬ ＝ １７（γ２／３０ －１）３／２

１－２ａ２１（ａ２２－ａ２１）－１ｌｎ（ａ２／ａ１）＋２ｌｎ（Ｒｐ／ａ２）
（１２．８４）

这里，ａ１ 和ａ２ 分别是电子束的内半径和外半径。在电子束的厚度可以忽略的
条件下，上式可以简化为：

ＩＢＲＬ ＝１７（γ２／３０ －１）３／２／Ｇ （１２．８５）
式中，Ｇ＝１＋２ｌｎ（Ｒｐ／ｒｂ），Ｒｐ 和ｒｂ 分别是漂移管半径和电子束半径，上式成立
的条件是漂移管足够长，即Ｌ／Ｒｐ≥２．５８（ｒｂ／Ｒｐ）０．１３３，Ｌ是漂移管长度。漂移管
长度对空间电荷限制电流有影响，漂移管越短，可传输的空间电荷限制电流
越大［１］。
需要注意的是，上述空间电荷限制电流均是在假设外加无限大引导磁场条

件下得到的，即电子束半径不变。但在多数情况下，电子束半径是随着向前传输
膨胀扩张的，这一因素将使实际的空间电荷限制电流比上述值要大。

１２．３．３　强流相对论电子束的自磁场限制电流

在空间电荷完全中和（即ｆｅ＝１）和没有考虑电流中和并且没有外加磁场的
条件下，由Ａｌｆｖｅｎ推导得到的自磁场限制电流ＩＡ（单位：ｋＡ）的表达式为：

ＩＡ ＝１７γ０β０ （１２．８６）

　　为了传输流强大于ＩＡ 的强流相对论电子束，必须使其达到一定程度的空间
电流中和。有关空间电流中和的物理过程将在下面介绍。在没有外加磁场的条
件下，如果存在部分空间电荷中和及部分空间电流中和，自磁场限制电流（单位：

ｋＡ）可以表示为：

ＩＡＨ ＝ １７γ０β
３
０

β
２
０（１－ｆｍ）－（１－ｆｅ）

（１２．８７）

式中，ｆｍ＝１－Ｉｎ／Ｉｂ是空间电流中和因子，Ｉｎ 和Ｉｂ 分别是净电流和注入的电子
束流；γ０ 为束电子的相对论因子；β０ 为束电子的相对论速度因子。在有外加磁
场的条件下，同时存在部分空间电荷中和及部分空间电流中和，可以推导得到自
磁场限制电流表达式为［２６］：

ＩＡＭ ＝
（１７β

３
０γ０＋７０．７ａＢｚβ

２
０）／槡２

β
２
０（１－ｆｍ）／槡２－（１－ｆｅ）

（１２．８８）

在ｆｅ＝１，ｆｍ＝０的情况下，可得：

ＩＡＭ ＝１７β０γ０＋７０．７ａＢｚ （１２．８９）
式中，Ｂｚ 是外加磁场强度，单位为Ｔ；ａ是电子束半径，单位为ｃｍ。
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外加磁场虽然可以使自磁场限制电流增大，但为了高效传输强流相对论电
子束，必须使其达到一定程度的电流中和。

１２．４　强流相对论电子束在中性气体中
传输的物理过程

　　从前一节的讨论可知，为了传输大于自磁场限制电流的强流相对论电子束，
必须采取措施使其空间电荷与空间电流中和，将自电场和自磁场减小到一定程
度。一般来讲，为了达到电子束空间电荷和空间电流中和，可以在其传输的漂移
管内充以一定压强的中性气体或一定密度的等离子体。下面将以强流相对论电
子束在中性气体中的传输为例，讨论强流相对论电子束空间电荷与空间电流中
和的物理过程。
当强流相对论电子束从二极管中通过阳极膜引出到充有中性气体的漂移室

中时，电子束中的电子（以下简称为束电子）与中性气体分子碰撞使气体分子电
离，电离产生的二次电子在束自身电磁场的作用下多数以径向逃逸为主（在阳极
膜附近二次电子以纵向逃逸为主），留下离子在束中，结果使电子束的空间电荷
中和度提高。电子束的空间电荷中和度ｆｅ定义为：

ｆｅ＝ （ｎｉ－ｎｅ）／ｎｂ （１２．９０）
其中，ｎｉ 和ｎｅ 分别为留在电子束中的离子和二次电子的密度，ｎｂ 为束电子密
度。在一定时间ｔＮ 后，电子束达到完全空间电荷中和，即ｆｅ≈１．０，在此之后电
子束产生的电场以轴向电场为主。二次电子在电场Ｅｚ 的作用下与气体分子发
生电离碰撞导致电子雪崩，使气体迅速电离击穿，在此期间也伴随着复合、吸附
和原子离子形成等过程的发生。当电子束产生的等离子体电导率达到足够大
时，二次电子在电场Ｅｚ 的作用下朝着束电子运动的相反方向运动，使电流达到
中和。当电子束产生的等离子体电导率足够大时，使在等离子体中的磁扩散时
间τｄ＝４πσａ２／ｃ远远大于电子束脉宽，此时净电流Ｉｎ可以近似表示为：

Ｉｎ≈Ｉｂ（ｔｂ） （１２．９１）
其中，ａ为电子束半径，σ为电子束产生的等离子体电导率，ｔｂ 为气体击穿时
间，净电流Ｉｎ＝Ｉｂ＋Ｉｐ，Ｉｐ为等离子体电流。一般来讲，束流能量传输效率随净
电流的减小而增大，为了使净电流尽可能地减小，要求：①电子束产生的等离子
体电导率σ应尽可能高；②气体击穿应尽可能早，即ｔｂ 尽可能小。电子束产生
的等离子体电导率随气体压强的增加而降低，而ｔｂ 随气体压强的增加而降低，
因此存在一个最佳的气体压强值，使净电流达到最小。这个“最佳气体压强”实
际上与气体种类和束流参数（强度、脉冲宽度、上升前沿等）有关。
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强流相对论电子束在中性气体中的传输过程见图１２．８。电子束包络是随
时间变化的，在无外加磁场情况下，当相对论电子束注入到中性气体中时，束流
头部的空间电荷没有中和（ｆｅ≈０）；由于电子束空间电荷效应和束流横向发射度
的作用，束流是径向扩张的；在束头后面由于电离数的增加，束流达到一定的空
间电荷中和度，即随着ｓ的增大，ｆｅ也增大，这里ｓ＝βｃｔ－ｚ是距束头的距离。随
着空间电荷中和度的增加，束流将由扩张转为箍缩，最强的箍缩点在ｆｅ≈１的ｓ
值处。在此之后，由于空间电流中和度的增加，束半径将扩大，在空间电流中和
因子ｆｍ≈１之后，束流将以近似恒定的束半径传输。因此，从电子束箍缩点向
前和向后看，电子束包络都是喇叭形的。图１２．８表述的是束头在某一位置时的
电子束包络情况，随着束流向前运动，由于电子束流头部的扩张将导致离化速率
的下降，结果导致箍缩点向后移动，这样随着传输距离的增加，束流头部的损失
也将增加。上述讨论都是针对无外加磁场的情况，对于有外加强磁场的情况，外
加强磁场将控制电子束的径向扩张和箍缩，电子束半径变化较小。

图１２．８　束流传输前沿动力学示意图

可以将强流相对论电子束在中性气体中的传输过程分为空间电荷中和与空

间电流中和两个阶段，但实际上不存在两个明显分开的阶段，当空间电荷中和达
到一定程度之后，空间电荷中和与空间电流中和过程同时发生。下面先讨论空
间电荷中和过程，然后再讨论空间电流中和过程。

１２．４．１　无外加磁场时的空间电荷中和［２２，２３］

当强流相对论电子束在中性气体中传输时，其空间电荷中和主要涉及两个
物理过程：一是束电子与气体分子的碰撞离化过程，二是碰撞离化产生的二次电
子逃逸过程。

在空间电荷中和阶段主要离化因素是束电子与气体分子的碰撞电离，在此
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阶段束内等离子体电子和离子的密度为：

ｎｅ（ｔ）＝Ａｃ∫
ｔ

０
［ｎｂ（ｔ′）－ｎｂ（ｔ′－ｔｅｓｃ）］ｄｔ′ （１２．９２）

ｎｉ（ｔ）＝Ａｃ∫
ｔ

０
ｎｂ（ｔ′）ｄｔ′ （１２．９３）

Ａｃ ＝ｎｇσｂｕｂ （１２．９４）

其中，ｎｇ为中性气体分子密度；ｎｂ为束电子密度；σｂ 为束电子与气体分子碰撞
离化截面；ｕｂ为束电子速度。
在空间电荷中和阶段，当中性气体的压强在几十Ｔｏｒｒ（１Ｔｏｒｒ＝１３３．３２Ｐａ）

以内时，可以用没有碰撞的运动来描述二次电子的运动，并且长漂移室非端板效
应区在空间电荷中和之前的径向电场大于纵向电场近两个数量级，因此可忽略
纵向电场的贡献，可以得到下列运动方程：

ｄ（γｕｒ）
ｄｔ ＝－ｅｍ０

（Ｅｒ－ｕｚＢθ） （１２．９５）

ｄ（γｕｒ）
ｄｔ ＝－ｅｍ０

ｕｒＢθ （１２．９６）

ｄγ
ｄｔ＝－

ｅ
ｍ０ｃ２

Ｅｒｕｒ （１２．９７）

　　设二次电子产生时的能量近似为０，即γ１≈１．０，ｕｚ１≈０，ｕｒ１≈０，解上述方
程得到：

γ＝１＋Ｉｂ
（１－ｆｅ）
βＬＩ０

Ｆ（ｒ） （１２．９８）

γｕｚ
ｃ ＝ＩｂＩ０

Ｆ（ｒ） （１２．９９）

γｕｒ（ ）ｃ

２

＝２
（１－ｆｅ）Ｉｂ
βＬＩ０

Ｆ（ｒ）＋
［（１－ｆｅ）２－β

２
Ｌ］Ｉ２ｂＦ２（ｒ）

β
２
ＬＩ２０

（１２．１００）

式中，Ｉ０＝１７ｋＡ；βＬ 为束电子的纵向相对论速度因子，一般情况下βＬ 近似等于
电子束的相对论速度因子β０。

Ｆ（ｒ）是一个与束流径向分布相关的函数，对于径向均匀分布的束流，Ｆ（ｒ）
的表达式为：

Ｆ（ｒ）＝

ｒ２
ａ２－

ｒ２ｉ
ａ２

（ｒ≤ａ）

１－ｒ
２
ｉ

ａ２＋２ｌｎ
ｒ
ａ

（ｒ＞ａ
烅

烄

烆
）

（１２．１０１）

式中，ｒｉ是二次电子产生位置的半径。
为了讨论二次电子的逃逸情况，人们感兴趣的是二次电子所能达到的最大
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半径ｒＴ，当ｒＴ 大于漂移室半径时，二次电子就被认为从束中逃逸出去了。ｒＴ 就
是使ｕｒ＝０时的ｒ值，由式（１２．１００）得：

Ｆ（ｒＴ）＝ ２（１－ｆｅ）βＬＩ０
［β
２
Ｌ－（１－ｆｅ）２］Ｉｂ

（１２．１０２）

　　由上式可知，当ｆｅ≤１－βＬ 时，方程无解，这是因为此时电子径向逃逸到无
穷远，ｒＴ 不存在。当空间电荷中和度达到一定值后，二次电子就不再径向逃逸
出束区，而是作径向振荡纵向漂移运动。在此种情况下必须考虑纵向电场对二
次电子运动的影响。在此之后的空间电荷中和将是伴随空间电流中和同时进行
的。上述推导和计算是在忽略端板效应条件下进行的，即考虑的是长漂移室非
端板效应区。对于短漂移室情况，由于端板效应束产生的纵向电场较强，这样就
使二次电子迅速向端板运动而逃逸出束区，所以，短漂移室空间电荷中和将不存
在障碍。可以推导近似得到二次电子径向逃逸时间为：

ｔｅｓｃ≈ ２ａ
ｕｒｍａｘ ＝

２ａ β
２
Ｌ＋（１－ｆｅ）槡 ２

（１－ｆｅ）ｃ
（１２．１０３）

由上式可知，ｆｅ值越大，二次电子径向逃逸时间越长。
通过上面得到的公式可以解得空间电荷中和度ｆｅ，为了讨论方便，可以进

一步假设二次电子逃逸时间为常数，束流脉冲是线性上升的，于是得：

ｆｅ（ｔ）＝
０ （ｔ≤ｔｅｓｃ）

Ａｃｔ
２ －Ａｃｔｅｓｃ＋

Ａｃ
２
·ｔ

２
ｅｓｃ

ｔ
（ｔ＞ｔｅｓｃ

烅
烄

烆
）

（１２．１０４）

由上式可以计算得到使空间电荷中和度ｆｅ近似为１的时间ｔＮ 为：

ｔＮ ≈ｔｅｓｃ＋１Ａｃ＋
２ｔｅｓｃ
Ａｃ ＋

１
Ａ２槡 ｃ

（１２．１０５）

参数Ａｃ见式（１２．９４）。这里给出的只是空间电荷中和时间的近似表达式，实际
情况下，二次电子的逃逸在有些条件下是以径向逃逸为主，有些条件下则以纵向
逃逸为主。同时在空间电荷中和度ｆｅ足够大时，空间电荷中和过程也将伴随着
空间电流中和。

１２．４．２　有外加磁场时的空间电荷中和［２４，２９］

在有外加磁场的系统中，外加磁场将限制二次电子的径向运动，强的外加磁
场会阻止空间电荷中和过程的发生。在有外加磁场的情况下推导得到的二次电
子运动参量表达式为：

γ＝１＋
（１－ｆｅ）ＩｂＦ（ｒ）

βＬＩ０
（１２．１０６）
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γｕθ
ｃ ＝－ＩＢＣＩ０

ｒ
ａ －

ｒｉ（ ）ａ （１２．１０７）

γｕｚ
ｃ ＝－ＩｂＩ０

Ｆ（ｒ） （１２．１０８）

γｕｒ（ ）ｃ

２

＝２
（１－ｆｅ）Ｉ０
βＬＩ０

Ｆ（ｒ）＋
［（１－ｆｅ）２－β

２
Ｌ］Ｉ２ｂ

β
２
ＬＩ２０

Ｆ２（ｒ）－Ｉ
２
ＢＣ

Ｉ２０ａ２
（ｒ－ｒｉ）２

（１２．１０９）
式中，ＩＢＣ是与外加磁场强度相关的参数，ＩＢＣ＝４πＢｚａ／μ０。
由式（１２．１０９）可得，二次电子运动可达最大半径ｒＴ 由下式确定：

２（１－ｆｅ）Ｉｂ
βＬＩ０

Ｆ（ｒＴ）＝
［β
２－（１－ｆｅ）２］Ｉ２ｂ

β
２
ＬＩ２０

Ｆ２（ｒＴ）＋Ｉ
２
ＢＣ

Ｉ２０ａ２
（ｒＴ－ｒｉ）｛ ｝２

（１２．１１０）

　　由上式可知，Ｂｚ 增大会使ｒＴ 减小，这说明Ｂｚ 的存在使二次电子的径向逃
逸更困难。在短漂移室情况（Ｌ≤２Ｒ）下，由于二次电子基本上是纵向逃逸的，外
加纵向磁场基本上不改变空间电荷中和过程，此时的空间电荷中和时间可以用
式（１２．１０５）计算，ｔｅｓｃ为：

ｔｅｓｃ≈
２ａ
ｕｒｍａｘ

，Ｌ
ｕｚ（ ）ｍａｘ ｍｉｎ

（１２．１１１）

　　但是，对于长漂移室，即ＬＲ时，太强的外加磁场将阻止空间电荷中和过
程的进行，这样就存在一个可以使电子束达到空间电荷中和的磁场上限。由于
当ｆｅ≈１／（２γ２０）时电子束产生的纵向电场使二次电子从向前加速转为使二次电
子向后加速，当束产生的纵向电场是使二次电子向束电子运动的相反方向运动
时，二次电子就能从纵向逃逸出去，所以，使电子束达到空间电荷中和的磁场上
限是使二次电子在ｆｅ＝１／（２γ２０）之前能够径向逃出电子束区的磁场值。对于均

匀径向分布的电子束，将ｆｅ＝１／（２γ２０）代入式（１２．１１０）并且设ｒｉ＝ａ／槡２，由此得
到的最大外加磁感应强度为：

Ｂｚｍａｘ＝１０
－２

烅
烄

烆ａ

１１．７１－ １２γ（ ）２０ ＩｂＩ０
βＬ

－
２．９β

２
Ｌ－ １－ １２γ（ ）［ ］２

０
Ｉ２ｂ

β
２ 烍

烌

烎Ｌ

１
２

（１２．１１２）
式中，Ｉｂ 是在ｆｅ＝１／（２γ２）时的束流强度，单位是ｋＡ；为了有效地传输，要求
Ｉｂ≤ＩＬ；ａ是束半径，单位是ｃｍ；βＬｃ是束前电子运动速度；γ０ 是束电子相对论
因子。
对于不满足ＬＲ的情况，最大允许外加磁感应强度值比上式所表达的要

大一些。对于短漂移室（Ｌ≤２Ｒ），外加磁感应强度的大小对空间电荷中和没有
太大影响。
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１２．４．３　强流相对论电子束在传输过程中的电流中和

当电子束在中性气体中传输达到空间电荷中和后，电离产生的二次电子在
束产生纵向电场的作用下与气体分子发生碰撞，导致二次电子雪崩电离，在此期
间也伴随着复合、原子离子形成等过程的发生。当电离产生的等离子体密度足
够高时，气体发生击穿，达到空间电流中和。
当电子束在有外加磁场的漂移室中传输且外加磁场强度满足下式时，电子

束传输过程中的电流中和过程将受阻［２８］：

ａ２

λ２Ｅ １＋Ω
２

ω２（ ）
ｐ

≤１ （１２．１１３）

式中，ωｐ是等离子体电子频率（单位：１／ｓ），按下式计算：

ωｐ＝５．６３６×１０４ｎ１／２ｅ （１２．１１４）

ｎｅ是等离子体电子密度，单位是ｃｍ－３。Ω是电子在磁场中的回旋频率（单位也
是１／ｓ），表达式为：

Ω＝ｅＢｚ／ｍ０ ＝１．７６×１０１１Ｂｚ （１２．１１５）

Ｂｚ 的单位是Ｔ。λＥ 是等离子体的电磁趋肤深度（单位：ｃｍ），表达式为：

λＥ ＝ｃ／ωｐ＝５．３２×１０５ｎ－１／２ｅ （１２．１１６）

　　外加磁场不阻碍电子束电流中和过程发生的条件是：

ａ２

λ２Ｅ １＋Ω
２

ω２（ ）
ｐ

＞１ （１２．１１７）

　　对所讨论的一般情况，等离子体电子密度大于１０１３ｃｍ－３，这样λＥ 远远小于
束半径，因此，只要Ω／ωｐ≤１就可以确保上式得到满足，这样要求Ｂｚｃ（单位：Ｔ）
满足下式：

Ｂｚｃ ＝３．２０×１０－７ｎ１／２ｅ （１２．１１８）

　　当外加磁场满足上式时，电流中和过程与无外加磁场时基本相同。
（１）电子束与中性气体碰撞的离化方程
等离子体电子产生的因素主要有束电子与气体分子的碰撞离化、二次电子

与气体分子的碰撞离化（即二次电子雪崩）、二次电子与离子的复合等。等离子
体电子产生速率方程为：

ｎｅ
ｔ ＝

ｎｂ（ｔ）ｎｇ（ｔ）σｂｕ
烉烇 烋

ｂ

１

＋αＴｖｄｎｅ（ｔ
烉烇 烋）
２

－αｒ１ｎｅ（ｔ）ｎｉ１（ｔ
烉烇 烋）
３

－

αｒ２ｎｅ（ｔ）ｎｉ２（ｔ
烉烇 烋）
４

－αａｎｇ（ｔ）ｎｅ（ｔ
烉烇 烋）
５

（１２．１１９）
式中，ｎｇ（ｔ）是中性气体分子的密度，单位是ｃｍ－３；σｂ 是束电子与气体分子的碰
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撞离化截面，单位是ｃｍ２，其值见表１２．２；ｕｂ是束电子速度，单位是ｃｍ／ｓ；αＴ 是
一阶Ｔｏｗｎｓｅｎｄ离化系数；ｖｄ是等离子体电子在电场作用下的漂移速度；αｒ１是
等离子体电子与离子Ａ＋的复合系数，Ａ是中性气体原子；αｒ２是等离子体电子与
离子Ａ＋

２ 的复合系数。
表１２．２　σｂ数据表

气体种类 σｂ
氮气 ２．１６

氢气 ０．２

氖气 ０．４

氩气 ０．９

氦气 ０．２

　　σｂ的单位是１０－１８ｃｍ２。

　

式（１２．１１９）中第１项是束电子与气体分
子碰撞离化对产生等离子体电子的贡献，这
一项在电子束达到空间电荷中和之前起主要

作用；第２项是二次电子在电子束产生电场
作用下与气体分子碰撞离化对产生等离子体

电子的贡献，这一项在电子束达到空间电荷
中和之后一直起主要作用；第３项和第４项
是由于等离子体电子与离子复合成中性气体

分子而使等离子体电子减少的速率，这一项在等离子体电子密度达到足够高之
后起作用；第５项是等离子体电子与中性气体分子碰撞吸附使等离子体电子减
少的速率，对于氮气和惰性气体，此项的作用可以忽略不计。
等离子体离子Ａ＋的产生速率方程为：

ｎｉ１
ｔ ＝

ｎｂ（ｔ）ｎｇ（ｔ）σｂｕ
烉烇 烋

ｂ

１

＋αＴｖｄｎｅ（ｔ
烉烇 烋）
２

－αｒ１ｎｅ（ｔ）ｎｉ１（ｔ
烉烇 烋）
３

－ｋｄｎｉ１（ｔ）ｎ２ｇ（ｔ
烉烇 烋）
４

（１２．１２０）
式中，ｎｉ１是等离子体离子Ａ＋的密度。此方程与式（１２．１１９）相比少了第４和第

５项，此方程中第４项中的ｋｄ是等离子体离子Ａ＋与中性气体反应产生离子Ａ＋

的速率系数，用反应方程表示为：

Ａ＋＋２Ａ
ｋ

ｄ
Ａ＋２ ＋Ａ （１２．１２１）

等离子体离子Ａ＋
２ 的产生速率方程为：

ｎｉ２
ｔ ＝

ｋｄｎｉ１（ｔ）ｎ２ｇ（ｔ）－αｒ２ｎｅ（ｔ）ｎｉ２（ｔ） （１２．１２２）

式中，ｎｉ２是等离子体离子Ａ＋
２ 的密度。负离子Ａ－的产生速率方程为：

ｎ－ｉ
ｔ ＝αａ

ｎｇ（ｔ）ｎｅ（ｔ） （１２．１２３）

　　利用上述方程可以近似求得电子束等离子体的参量，各方程中的反应系数
需用实验得到的各种气体反应参数来代入，这些参数都是气压和电场强度的
函数。

（２）电流中和方程
由麦克斯韦方程组可以得到净电流与电场的关系为：
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１
ｒ
·
ｒ
ｒＥｚ
（ ）ｒ ＝μ０

Ｊｎｚ
ｔ


ｒ
１
ｒ
·
ｒ
（ｒＥθ［ ］）＝μ０Ｊｎθ

烅

烄

烆 ｔ

（１２．１２４）

式中，Ｊｎｚ是纵向净电流密度，Ｊｎｚ＝Ｊｂｚ＋Ｊｐｚ；Ｊｎθ是角向净电流密度，Ｊｎθ＝Ｊｂθ＋
Ｊｐθ，Ｊｂ和Ｊｐ分别代表束电流密度和等离子体电流密度。
由于在通常所涉及的范围内等离子体密度都很高（ｎｅ≥１０１３ｃｍ－３），因此，等

离子体的电磁趋肤深度小于０．１６ｃｍ，而束半径约为５ｃｍ～１０ｃｍ，这样净电流就
主要在一个厚度近似为等离子体的电磁趋肤深度的薄环内流动。由于等离子体
的电磁趋肤深度与束半径相比很小，所以可以近似地认为在电子束内纵向电场
是均匀的并且角向磁场近似为０。在这种情况下近似得到Ｅｚ 和Ｅθ（单位均为
Ｖ／ｍ）与Ｉｎｚ和Ｉｎθ的关系式为：

Ｅｚ ＝－ １＋２ｌｎＲ（ ）ａ ×１０３ｄＩｎｚｄｔ

Ｅθ＝－２π×１０３ｒ
ｄＩｎθ
ｄ

烅

烄

烆 ｔ

（１２．１２５）

式中，Ｉｎｚ 和Ｉｎθ分别是纵向和角向净电流，单位为ｋＡ；时间ｔ的单位为ｎｓ；半径ｒ

的单位为ｃｍ。Ｊｎθ＝Ｊｂθ＋Ｊｐθ，Ｊｎｚ＝Ｊｂｚ＋Ｊｐｚ，Ｉｐｚ＝∫
ａ

０
Ｊｐｚ２πｄｒ，Ｉｂｚ＝∫

ａ

０
Ｊｂｚ２πｄｒ，

Ｉｐθ＝∫
ａ

０
Ｊｐθｄｒ，Ｉｂθ＝∫

ａ

０
Ｊｂθｄｒ。

由广义欧姆定律得［２９］：

ｍ０
ｎｅｅ２

·Ｊｐｚ
ｔ ＝Ｅｚ－１σＨ

Ｊｐｚ

ｍ０
ｎｅｅ２

·Ｊｐθ
ｔ ＝Ｅθ－ σ⊥

σ２⊥＋σ２Ｈ
Ｊｐ

烅

烄

烆 θ

（１２．１２６）

式中，σ⊥为横向电导率，按下式计算：

σ⊥＝ ω２
４πνｅ

· １

１＋Ω
２

ν２ｅ

（１２．１２７）

σＨ 为 Ｈａｌｌ电导率，按下式计算：

σＨ ＝ω
２
ｐ

４π
· Ω
ν２ｅ＋Ω２

（１２．１２８）

νｅ为电子与中性分子的碰撞频率，按下式计算：

νｅ＝ ｅＥ
ｍ０ｕｄ

（１２．１２９）

径向净电流Ｊｎｒ为：
Ｊｎｒ ＝σ⊥Ｅｒ－ＥθσＨ （１２．１３０）
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　　在实际应用中，由于有外加强磁场的存在，径向净电流近似为０，因而有：

Ｅｒ
Ｅθ ≈

σＨ
σ⊥
＝Ωνｅ

（１２．１３１）

νｅ约为１０９ 量级，而Ω为１０１１量级，这样σ⊥σＨ，ＥｒＥθ，这说明在有外加强磁
场的情况下，角向电流主要由径向电场驱动，σＨ 是纵向电导率，其表达式为：

１
σＨ ＝

１
σｐ
＋１σｅｅ＋

１
σｉａ＋

１
σｗ

（１２．１３２）

式中，σｐ 为经典碰撞电导率；σｅｅ为两流不稳定性等效电导率；σｉａ为离子声波等
效电导率；σｗ 为电磁波与电子相互作用等效电导率。

（３）强流相对论电子束在中性气体中的传输
用上面给出的方程进行数值计算可以得出在不同气体压强及束流参数下的

电流中和度、等离子体电子和离子密度、束流内电场分布以及等离子体电导率等
参数随时间变化的曲线。对于同一种气体和固定的束流参数，存在一个使净电
流和轴向电场值为最小的气体压强，即最佳传输气体压强，同时存在一个使净电
流小于自磁场限制电流的气压范围，即传输气压窗。最佳传输气压随电子束束
流密度的增大而增大，传输气压窗随电子束束流密度的增加而变窄，最小净电流
值随电子束束流密度的减小而减小。电子束脉冲上升前沿越小，则最佳传输气
压越高，净电流越大。
气体种类对传输也有影响，氖气和氩气的电子束传输窗均大于氮气，在这三

种气体中，氖气略优于其他两种气体。

１２．４．４　束流传输过程中的不稳定性［１］

当强流相对论电子束达到空间电荷和空间电流中和后，影响强流相对论电
子束强流传输的主要因素将是各种不稳定性。相对论电子束在等离子体中传输
时，产生的主要不稳定性可以分为横向（宏观）不稳定性和纵向（微观）不稳定性。
纵向不稳定性主要影响电子束的传输效率。有效抑制纵向不稳定性的方法是选
择合适的等离子体参数，对于在中性气体中传输的情形，就是要选择合适的气体
压强。横向不稳定性主要影响电子束的均匀性和束斑位置，通过外加适当强度
的磁场可以抑制横向不稳定性。

１２．５　结　束　语

本章对强流相对论电子束的产生和传输物理过程进行了简单介绍，并给出
了一些物理关系式，但这些关系式多数是在近似条件下得到的，准确实用的物理
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参数关系一般需用全电磁ＰＩＣ数值模拟程序（如 ＭＡＧＩＣ和 ＫＡＲＡＴ）计算
得到［３０］。
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习题与思考题

１．试推导得到理想大平板二极管的自箍缩临界电流值（单位：ｋＡ）的表达

式：Ｉｃ＝８５β０γ０
Ｒｃ
ｄ
（ｋＡ）。其中，Ｒｃ为阴极半径，单位为ｃｍ；ｄ为阴阳极间距，单

位为ｃｍ；γ０ 为相对论因子，γ０＝１＋
Ｖ０
０．５１１

；β０ 为相对论速度因子，β０＝ １－γ－２槡 ０ 。

２．试在ｅＶ０／（ｍ０ｃ２）１的条件下直接推导得到理想大平板二极管的空间

电荷限制电流表达式，即柴尔德朗谬尔公式：ｊ＝ 槡４ ２
９
·ε０（ｅ／ｍ０）

１／２Ｖ３／２０
ｄ２

。

３．假设二极管由两个半径分别为ｒｃ和ｒＡ 的同心球组成，阴极在外，阳极在
内，ｒｃ＞ｒＡ，试推导在ｅＶ／（ｍ０ｃ２）１的条件下的空间电荷限制电流表达式。

４．假设二极管由两个半径分别为ｒｃ，ｒＡ 的同轴对称圆柱组成，阴极在外，
阳极在内，即ｒｃ＞ｒＡ，试推导在超相对论（γ１）条件下的空间电荷限制电流表
达式。

５．假设电子束在两个半径分别为ｒ１，ｒ２ 的同轴对称圆柱真空漂移管之间，
电子束通过外边的圆柱面注入，沿径向向内传输，试推导在其中传输的空间电荷
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限制电流表达式。

６．假设当二极管产生的电流大于真空漂移管中的空间电荷限制电流时可
以形成虚阴极振荡并产生微波，二极管的阴阳极间隙、阴极半径和二极管电压分
别为Ｒｃ，ｄ和Ｖ０，二极管产生电子束的半径等于阴极半径，漂移管的半径为Ｒｐ，
试推导得到形成虚阴极振荡并产生微波的条件。

７．试推导强流相对论电子束自电场排斥力小于自磁场聚焦力时，空间电荷
中和因子应满足的条件以及两力平衡时空间电荷中和因子与空间电流中和因子

所满足的条件，并进行讨论。
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章

束流发射度

　　在加速器中，束流的参数除去能量、流强外，还有一个衡量束流品质的重要
参数就是束流发射度。随着加速器的发展，某些特殊用户或研究领域，如用于高
分辨率无损检测、自由电子激光以及正负电子对撞机的电子直线加速器，第三代
高亮度同步辐射储存环等，都对加速器的束流发射度提出了更高的要求。一般
来讲，发射度愈小，束流的品质愈好，当然还要看其所携带的流强大小。在同等
束流强度下，发射度愈小，束流的品质愈好，也就是束流的亮度愈高。获得高亮
度的束流，不是很容易的事。如何从源头上得到高亮度的束流，而且还要面临在
加速和传输过程中发射度增长的复杂问题，这已成为当前加速器理论研究中被
广泛关注的一个专门课题。

１３．１　束流发射度的定义

１３．１．１　束流发射度

　　发射的束流从电子枪或离子源产生到传输过程中，每个粒子的位置和动量
都在不断变化，每个粒子的运动状态在直角坐标系中可以用ｘ，ｐｘ，ｙ，ｐｙ，ｚ，ｐｚ
的六维相空间来表示。根据刘维尔（Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ）定理，在没有外力作用下，束流在
传输过程中相空间体积不变。
如果研究某一个纵向位置ｚ处的束流相空间状态，这时束流中各个粒子的

状态就可以用ｘ，ｐｘ，ｙ，ｐｙ 的四维相空间来表示。通常束流是圆形对称的，这
时，各个粒子状态又可以用ｘ，ｐｘ 的二维相空间来表示。以ｘ为横坐标，ｐｘ 为纵
坐标，就可以勾画出一个包含所有粒子的相面积，称为束流在某个纵向位置上的

二维相图。或是用粒子横坐标ｘ与其散角ｘ′来表示，ｘ′＝ｐｘｐｚ
，通常ｐｘｐｚ，又可
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近似为ｘ′＝ｐｘｐ
，ｐ＝（ｐ２ｘ＋ｐ２ｚ）１／２。用（ｘ，ｘ′）表示的相图称为迹空间相图，见图

１３．１。所有的粒子运动状态（ｘ，ｘ′）都包含在这个椭圆之中。当这个椭圆的面积
为Ａ时，束流的发射度定义为Ａ／π。发射度用字母ε表示，其单位为ｍｍ·ｍｒａｄ。

图１３．１　束流在某个纵向位置上的二维相图

ε＝Ａ／π （１３．１）
也有的文献用椭圆的面积表示束流发射度，这时通常在其单位上增加一个

π值，即πｍｍ·ｍｒａｄ。
在无外力作用的传输过程中，各个方向之间无耦合，则束流发射度一直保持

某个恒定数值。例如，在线性聚焦系统传输中，相图的形状不断变化，但是相图
的面积保持不变，满足刘维尔定理，如图１３．２所示。

图１３．２　在线性系统传输中不同位置ｚ处的相图



２８４　　 　加速器理论　

在粒子数相同的情况下，发射度愈小，表示束流品质愈高。随着粒子对撞

机、自由电子激光、第三代同步辐射光源的发展，人们对束流品质的要求不断提

高，即要求更高的流强和更低的发射度。

对于椭圆形状的相图，在已知ＣｏｕｒａｎｔＳｎｙｄｅｒ参数时，可以由下式计算其

发射度：

ε＝γｘ２＋２αｘｘ′＋βｘ′
２ （１３．２）

１３．１．２　均方根发射度［１］

对于任意形状的相图，又可用均方根值衡量其发射度大小，这样的发射度称

为均方根（ＲＭＳ或ｒｍｓ）发射度。它对于粒子跟踪和测量数据的处理十分方便。

在已知ｘ，ｘ′的数据时，其均方根发射度为：

εＲＭＳ＝ （ｘ２ｘ′２－ｘｘ′２）１／２ （１３．３）

　　由形状为椭圆相图定义的发射度与ＲＭＳ发射度之间有如下关系：

ε＝ＤεＲＭＳ （１３．４）

式中的系数Ｄ取决于束流的分布。对理想束流分布，即相密度均匀的椭圆，

Ｄ＝４。对于分布函数的相图，Ｄ＞４。例如，对于高斯分布，Ｄ 值更大。但是这
种分布函数的尾巴通常含有的粒子很少，在束流总粒子中所占比例很小，因此

有人建议在一般情况下都可以用Ｄ＝４代表束流总的发射度进行计算和相互
比较。

１３．１．３　有效发射度

任意形状的相图，都有一个外接椭圆，这个外接椭圆面积除以π所代表的发

射度就称为有效发射度。

１３．１．４　归一化束流发射度

在加速过程中，由于动量ｐ增加，而ｐｘ 没有变化，则ｘ′＝ｐｘｐ
减小，因此发

射度不再守恒。但是，如果在ｘ′＝ｐｘｐ
上乘以βγ，则βγｘ′＝βγ

ｐｘ
ｐ＝

ｐｘ
ｐ０
为不变量。

于是，可以引入一个新的不变量εｎ，称为归一化束流发射度，其定义式为：

εｎ ＝βγε （１３．５）

在理想的加速和传输过程中，束流的归一化束流发射度保持恒定。
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１３．２　直线加速器中束流发射度的增长

１３．２．１　理想加速器中的束流发射度

　　电子加速器的电子源有热发射、冷发射、光发射以及爆炸发射等。发射的每
个电子的初始横向位置和运动方向各不相同，因而形成束流一定的发射度，这个
初始束流归一化发射度可按以下公式计算［１］［其中ｋ为玻耳兹曼常数（８．６×
１０－５ｅＶ／Ｋ），ｍ０ｃ２ 的单位为ｅＶ］：

εｃｎ ＝２ｒｃ ｋＴｃ
ｍ０ｃ槡 ２ （１３．６）

式中ｒｃ为阴极半径，ｃｍ；εｃｎ的单位为ｃｍ·ｒａｄ。
电子离开阴极后，在到达阳极过程中得到加速，在线性聚焦加速过程中，束

流的归一化发射度不变；而发射度随着粒子能量的增加而不断减小。实际上，在
束流传输和加速过程中，由于各种非线性因素、尾场以及不稳定性的影响，造成
束流发射度有所增加。加速过程使发射度减小，非理想场又使发射度增加。因
此，最终的归一化发射度εｃｎ总是增加的，而发射度ε是增加还是减少要由具体
情况而定。通常，在初始发射度相同的条件下，能量愈高的束流，其发射度愈小，

即束流的品质愈好。在应用时，真正有实际意义的是发射度ε而不是归一化发
射度εｎ。

１３．２．２　非理想传输系统中束流发射度的增长［１］

束流在加速与传输过程中不可避免地要通过某些非线性元件或受到非理想

场的干扰，从而导致束流相图增长或变形，结果都将导致有效发射度增大。这些
因素主要有：

① 束流从电子枪或离子源出来进入聚焦元件之前就不是一个理想的稳定
均匀束。如电子或离子在束流中的分布不均匀；束流中心与后边的聚焦元件几
何中心不匹配。从热力学角度来讲，这种不均匀不稳定的束流与均匀稳定束流
相比，含有一种多余的能量，称为自由能，通过非线性的空间电荷力、不稳定性等
热交换作用，达到一个相对比较均匀稳定的束流，结果就导致束流发射度的增大；

② 束流由电子枪或离子源出来，通过引出电极和聚焦元件所造成的各类
像差；

③ 束流在加速过程中受到各种非线性力的作用；
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④ 聚焦或加速元件安装的误差；

⑤ 各种不稳定性作用；

⑥ 束流在加速或传输过程中与剩余气体碰撞，或是在引出时与引出窗发生
相互的作用；

⑦ 非线性共振或横向与纵向耦合共振；

⑧ 对撞机中束与束的相互作用；

⑨ 高频噪音或磁铁受振动等影响。
这里不准备对所有导致发射度增大的因素进行研究，只举两个例子来说明。
［例１］　清华大学对热阴极电子枪发射度测量的结果表明，束流由阴极发

射出来本身就不是稳定的均匀束，由于非线性空间电荷力及透镜像差的影响，束
流到达电子枪的阳极时发射度增加了５倍以上［２］。为了获得较低的束流发射
度，研究人员研制了发射电流密度较高的六硼化镧阴极电子枪，在同样流强下束
流发射度大约降低了一个数量级。

［例２］　束流在电子直线加速器传输过程中，由于场的非线性及像差的存
在，束流相图不再是椭圆形状，见图１３．３。虽然这个相图面积仍然保持不变，但
是由于相图形状畸变，使包围它的新的椭圆面积增大了，即有效发射度增大了。
在有限的管道中加速或传输时，就可能由于振幅过大而损失部分束流。

图１３．３　束流通过非线性元件后的畸变相图（实线）

１３．２．３　高能直线加速器中发射度的增长［７］

高能直线加速器的主要问题之一是横向尾场引起的束流不稳定性。这种不
稳定性是由于束流轨道偏离轨道中心引起的。横向尾场作用在单束团内或是束
团之间，结果都将导致发射度增大。
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在高能直线加速器中，希望最终得到高亮度的束流，这就要求获得高流强和
低发射度。例如，在直线对撞机中，两束无扰动并呈高斯分布的束流发生对头碰
时，其耀度（ｌｕｍｉｎｏｓｉｔｙ）为：

Ｌ＝ Ｎ２ｆｃ
４πσｘσｙ

（１３．７）

其中Ｎ 为每个束团的粒子数；ｆｃ 为碰撞频率；σ为束流横向尺寸。为了获得足
够高的耀度，要求直线对撞机的归一化束流发射度达到１ｍｍ·ｍｒａｄ，甚至

００１ｍｍ·ｍｒａｄ。这不仅要求电子枪出口的发射度低，还必须严格限制加速及
传输过程中发射度不会明显增长。
对单束团不稳定性研究的结果表明，在正负电子对撞机的设计中，只要开始

注入束流的轨道有１０μｍ的偏离，在加速到５００ＧｅＶ时，在均匀的ＦＯＤＯ聚焦系
统中发射度将增大２０％；如果ＦＯＤＯ聚焦参数β随能量增加，终端发射度的增
加将达到１００％以上。为了避免发射度如此大幅度增长，必须控制束流轨道偏
离中心由１０μｍ降低到１μｍ。
对多束团束流，只要某一个束团偏离中心轨道，就会在加速腔中激起横向偏

转模式，后边的束团即使未偏离中心轨道也要受到这个尾场力的作用，从而造成
发射度增加。这个发射度增长造成束流尺寸的增加必须限制在小于原来的束流
尺寸。如果设计要求最终归一化发射度为１ｍｍ·ｍｒａｄ，则注入束流偏离中心轨
道必须小于１μｍ。
为了防止发射度的过分增长，有人建议采取一种“失谐”结构，即在整个加速

腔的各个加速段之间制造不同的高模频率；或是在每个腔之间控制高模频率不
同，这样尾场的作用受到抑制，不会造成发射度明显增长。当然，这个频率的差
别是很小的，腔的数量又多，这会给加工带来较大的麻烦。

１３．３　同步辐射光源装置的束流发射度

１３．３．１　储存环的束流发射度［３］

　　与直线加速器或一般的环形加速器不同，由于有同步辐射的阻尼，束流的最
终发射度基本上与束流的初始状态无关，而只决定于储存环的聚焦结构、束流能
量以及各种机械安装误差和束流内部的各种不稳定因素。这里只着重探讨储存
环的聚焦结构与发射度的关系。
由第８章的讨论知道，考虑了量子辐射效应后，储存环的束流发射度由下式

决定：
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ε＝Ｃｑγ
２
ｓ〈Ｇ３χ〉ｓ
Ｊｘ〈Ｇ２〉ｓ

Ｃｑ＝３．８３２×１０－１３（ｍ）

　　由上式知道，考虑同步辐射后的束流径向发射度，除与束流能量有关外，还
与偏转磁铁中的结构参数χ有关，因为只有偏转磁铁中的Ｇ不等于零。现在假
设每个偏转磁铁中的磁铁参数都一样，因此只要计算出一块偏转磁铁中χ的平
均值，就可以确定全环χ的平均值。

〈χ〉＝
１
ｌＢ∫

ｌＢ

０
χ（ｌ）ｄｌ （１３．８）

其中ｌＢ 为每块偏转磁铁的长度。在一级近似下，偏转磁铁形成均匀磁场，无聚
焦作用，可看做是漂移段。如果在偏转磁铁入口处的Ｔｗｉｓｓ参数为βｉ，αｉ，γｉ，色
散函数为ηｉ，η′ｉ，则在偏转磁铁内任意位置的相关值可通过传输矩阵求出，即

β（ｌ）＝βｉ－２αｉｌ＋γｉｌ
２

α（ｌ）＝αｉ－γｉｌ
γ（ｌ）＝γｉ

η（ｌ）＝ηｉ＋η′ｉｌ＋ρ（１－ｃｏｓθ）

η′（ｌ）＝η′ｉ＋ｓｉｎθ
θ＝ｌ／ρ

　　在许多储存环的设计中都满足ηｉ＝η′ｉ＝０，利用以上关系可以得到χ的平均
值为：

〈χ〉＝βｉＢ＋αｉＡρ＋γｉρ
２Ｃ （１３．９）

其中对小角度及等磁场的偏转磁铁，θ０＝ｌＢ／ρ１，以上诸系数可简化为：

Ａ≈－（θ３０／４）（１－５θ２０／１８）

Ｂ≈ （１－θ２０／５）θ２０／３
Ｃ≈ （１－５θ２０／１４）θ４０／２０

于是得到发射度的近似公式：

σ２ｘβ
β
＝Ｃｑγ

２
ｓ〈Ｇ３χ〉ｓ
Ｊｘ〈Ｇ２〉ｓ ≈

Ｃｑγ２θ３０ βｉ３ｌＢ－
αｉ
４＋

γｉｌＢ（ ）２０
（１３．１０）

　　由式（１３．１０）看出，束流发射度与偏转磁铁所占据角度的三次方成正比。

根据式（１３．１０），如果取
〈χ〉
αｉ ＝０

，〈χ〉
βｉ

＝０，仍假定在偏转磁铁入口处满足

ηｉ＝η′ｉ＝０，略去高次项后，求得储存环的最小可能的发射度为：

σ２ｘβ
β
＝Ｃｑ γ２ｓ

Ｊｘ 槡４ １５
θ３０ （１３．１１）

　　如果采用实用单位，并令Ｊｘ≈１，则有：
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εｍｉｎ＝５．０３６×１０－１３Ｅ２θ３０ （１３．１２）

式中ε的单位为ｒａｄ·ｍ；Ｅ的单位为ＧｅＶ；θ０ 的单位为角度（°）。
实际上，影响发射度的因素有很多，磁铁聚焦参数的选择还受到投资和束流

不稳定性的限制，因此，很难得到理想的最小发射度。再者，过小的发射度将导
致动力学孔径的下降，限制束流的强度和寿命，所以，储存环参数的选择必须综
合考虑，力求得到最佳方案。

１３．３．２　ＤＢＡ聚焦结构的束流发射度［４，５］

ＤｏｕｂｌｅＢｅｎｄＡｃｈｒｏｍａｔ（ＤＢＡ）聚焦结构是由Ｃｈａｓｍａｎ和Ｇｒｅｅｎ首先提出
来的，并已成功地应用于ＮＳＬＳ同步辐射光源的设计中。它是在两块偏转磁铁
中间加一块聚焦磁铁。直线段安装有四极磁铁，可以调节β函数。调节两块偏
转磁铁中间的聚焦磁铁参数，可以使直线段的色散函数ηｘ 为零。ＤＢＡ聚焦结
构比较紧凑，节省磁铁数量，而且利用短的偏转磁铁和减小两块偏转磁铁之间的
距离，使偏转磁铁中的色散函数比较小，从而得到低的束流发射度。这在不少设
计中已被广泛应用，除美国的ＮＳＬＳ外，还有瑞典的 ＭＡＸ环，日本广岛大学的

ＨＩＳＯＲ以及巴西的ＬＮＬＳ（见图１３．４）等。考虑到需要有足够的空间安置六极
磁铁，后来又出现了被称为扩展的ＤＢＡ聚焦结构，主要是在两块偏转磁铁中间
用三到四个四极磁铁代替一块，提高了色散函数，降低了六极磁铁的需求，改善
了动力学孔径，并为束测元件的安置提供了更多的空间。对Ｘ射线的储存环，

采用扩展的ＤＢＡ聚焦结构尤为适宜，例如法国的ＥＳＲＦ，德国的ＢＥＳＳＹＩＩ，瑞
典的 ＭＡＸＩＩ等。

图１３．４　巴西ＬＮＬＳ储存环的聚焦结构
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由于这种结构包含的偏转磁铁都是一样的，因此ＤＢＡ结构的最小可能的

发射度可由式（１３．１１）决定（θ０ 单位为弧度）：

εＤＢＡ，ｘ ＝σ
２
ｘβ

β
＝Ｃｑ γ２ｓ

Ｊｘ 槡４ １５
θ３０

１３．３．３　ＴＢＡ聚焦结构的束流发射度

ＴｒｉｐｌｅＢｅｎｄＡｃｈｒｏｍａｔ（ＴＢＡ）磁铁聚焦结构的每个单元包括三块偏转磁铁

和若干块聚焦磁铁，仍然保持单元外的直线节为消色散段。这种结构可使储存

环的周长减小，适合小型装置采用，如ＢＥＳＳＹ、ＮＳＲＬ、ＳＲＲＣ、ＡＬＳ等。图１３．５为

中国（合肥）国家同步辐射实验室储存环所采用的聚焦结构。

图１３．５　国家同步辐射实验室储存环的ＴＢＡ聚焦结构

ＴＢＡ聚焦结构中两种偏转磁铁的积分Ｉ＝∫
ｌＢ

０
χ（ｌ）ｄｌ是不同的，通过对每个

消色散段内偏转磁铁的χ值取积分，则不难得到其发射度公式：

εｘ ＝Ｃｑγ
２

Ｊｘ
·Ｉ１／ρ

３
１＋２Ｉ０／ρ

３
０

θ１／ρ１＋２θ０／ρ０
（１３．１３）

其中下标０是指外偏转磁铁，下标１是指中间的偏转磁铁。

如果三块偏转磁铁的偏转角相等，则可求得 ＴＢＡ 结构的最小束流发射

度为［５］：

εＴＢＡ，ｘ ＝Ｃｑγ
２

Ｊｘ
· ７

槡３６ １５
θ３０ （１３．１４）

　　当然，在 ＴＢＡ结构中要获得低发射度，必须降低中间偏转磁铁的色散函
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数，这就要使六极磁铁的强度比ＤＢＡ结构增加两三倍，同时还会导致动力学孔

径减小，因此，在高能储存环中已很少采用ＴＢＡ结构。

１３．３．４　ＦＯＤＯ聚焦结构的束流发射度［５］

ＦｏｃｕｓｉｎｇＤｒｉｆｔＤｅｆｏｃｕｓｉｎｇＤｒｉｆｔ（ＦＯＤＯ）是一种最简单的聚焦结构。日本

的ＰｈｏｔｏｎＦａｃｔｏｒｙ，英国的Ｄａｒｅｓｂｕｒｙ的ＳＲＳ就采用了这种结构，见图１３．６。

ＦＯＤＯ结构的优点是容易调节工作点。但是近年来，在第三代同步辐射光源中

则很少采用，原因主要是这种结构难以获得低的束流发射度，而且缺乏足够的空

间在偏转磁铁上安装较多的辐射光的引出管道。然而，这种结构在高能加速器

中仍得到一定的应用。

图１３．６　ＦＯＤＯ聚焦结构
（Ｂ表示偏转磁铁，ＱＦ表示聚焦四极磁铁，ＱＤ表示散焦四极磁铁）

ＦＯＤＯ聚焦结构的束流发射度的计算比较复杂，根据公式（１３．８），每块偏
转磁铁中的χ的积分值取二级近似后得到

［６］：

Ｉ＝∫
ｌＢ

０
（η′

２
β＋２αη′η＋η

２γ）ｄｌ

＝ （η′
２
０β０＋２η′０η０α０＋η

２
０γ０）ｌＢ＋（η０α０＋η′０β０）

ｌ２Ｂ
ρ
－

　（η０γ０＋η′０α０）
ｌ３Ｂ
３ρ
＋ β０

ｌＢ
３－α０

ｌ２Ｂ
４＋γ０

ｌ３Ｂ（ ）２０ｌ
２
Ｂ

ρ
２ （１３．１５）

其中下标０是指偏转磁铁入口处的数值。

通常的ＦＯＤＯ聚焦磁铁结构是由两种偏转磁铁组成的，设每个消色散区中
间部分含有ｎ块偏转磁铁Ｂ１，在边缘部分有两块偏转磁铁Ｂ２，见图１３．６。θ１，θ２
分别代表Ｂ１，Ｂ２ 所占的角度，这时，由其产生的束流发射度为：

εｘ ＝Ｃｑγ
２

Ｊｘ
·

ｎＩ１＋２Ｉ２
ρ
２

ｎθ１＋２θ２
（１３．１６）
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其中Ｉ１，Ｉ２ 分别表示Ｂ１，Ｂ２ 中的Ｉ值。Ｗｉｅｄｅｍａｎｎ［３］给出了ＦＯＤＯ结构最小发
射度的近似计算公式：

εＦＯＤＯ．ｘ ≈１０－１１Ｅ２θ３０ （１３．１７）

　　将式（１３．１７）与ＤＢＡ结构最小发射度公式（１３．１２）相比，在同样的偏转磁
铁块数条件下，ＦＯＤＯ的发射度要大。

１３．４　高能直线加速器及储存环中降低束流
发射度的方法

１３．４．１　电子束冷却

　　在重粒子储存环中，为了获得低发射度的离子流，可充以等速度的电子束，
与环中的重离子流平行运动。由于它们之间的库仑碰撞，导致能量交换。温度
高的重离子束把能量传给温度低的电子束，结果，电子束的发射度增加，而离子
束的发射度降低。通常电子束的密度要比离子束高。电子束冷却原理如图

１３７所示，这时刘维尔定理不再适用。

图１３．７　电子束冷却示意图

１３．４．２　随机冷却

在储存环中电磁场不能压缩束流的相面积，但是可以通过冲击磁铁的反复
作用，使粒子的横向动量逐渐减小，从而缩小束流相面积，见图１３．８。随机冷却
能够使粒子在相空间重新排列，边缘的粒子充实到中间去。

１３．４．３　辐射阻尼冷却

对于直线加速器产生的束流，由于其束流发射度不够低，无法满足某些高能
物理实验或自由电子激光的需要，因而人们研究出了辐射阻尼冷却方法，即在高
能电子束注入到对撞机或自由电子激光装置之前，先将其注入到一个阻尼环中，
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图１３．８　随机冷却示意图

通过辐射阻尼，得到极低的束流发射度，再注入到对撞机或自由电子激光装置
中。在这种专用的阻尼环中，常常安装若干个长的扭摆磁铁以提高阻尼效果。
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　　水平方向阻尼系数αｘ １３２
阻抗 １７３
作用量角度变量 １８９
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