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００１　　　　

前　 　言 ◎

　　不久以前，笔者到复旦大学聆听著名数学家吴文俊先生作学术报告．在报
告行将结束之际，吴先生感叹平面几何“难得要死”，而他提出的数学机械化方
法，可以让计算机在微秒级的时间内完成一道几何题的证明．其实，从吴先生
的传记看，他从小也是位几何爱好者．正因为有这样的经历，他才能有这番肺
腑之言，才让几何问题的机器证明首先成为数学机械化的一块试金石．数学机
械化真正要做的是高等数学中的诸如解方程之类的算法设计问题，这已在很
多领域取得了成就．
自从１９９７年“更深的蓝”击败国际象棋世界冠军卡斯帕罗夫后，有人感到

机器开始向人类的智慧挑战．尽管就目前来看这是一种多虑，但至少国际象棋
的魅力受到了一定影响．不过，几何机械化是绝对不会影响传统几何证明的．
因为从“复杂度”来看，几何比象棋要高一个层次，因为后者完全可以转化为算
法，而前者证明过程的重要性不亚于结果（当然数论、拓扑学之类具有更高的
复杂度）；其次，数学机械化其实从笛卡儿时代就开始了，如今的新方法也不是
凭空出世的，而是与传统方法有着密切联系．或许正是因为吴先生曾是个几何
爱好者，所以平面几何的机械化成为数学机械化工作中的一个“偶然事件”．
（只可惜几次与吴先生交谈，都出于敬仰而使客套话几乎占据了一切，“偶然事
件”大概永远成为笔者的一个猜测了．）真正懂得几何的人都知道，几何中的不
少结果十分精致漂亮，与数论、不等式不一样，它更具有“上帝”心思的味道，也
就是说更为“天然”，人为的痕迹要少些．在数论、不等式中，提出一个问题往往
远比解决一个问题来得容易，但在几何中并非如此．因此，几何的机械化工作
在发现几何命题方面是超越历史的，但寻求一个简洁的传统证明，也是不无意
义的（至少在奥数培训方面）．
在所有的传统方法中，纯几何方法无疑是最最困难的，“几何几何，想破脑

壳”，苦尽甘来，唯有自知．但笔者也不欣赏一味地“蛮算”，这样不仅抹杀了几
何的美感，更重要的是不易看透问题的本质、意义以及与其他问题的联系，也
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很难留下较深刻的印象，这对于今后的学习都是不利的；更何况很多几何难题
的计算量会大到令人望而却步（总不能像费马那样写道，“我已经找到了一个
绝妙的证明，只可惜这里地方太小，写不下”）的程度；当然，既然是“竞赛”而不
是“研究”，那么花几个星期添十几条辅助线也是不足取的．笔者还是认为折中
的方案比较好，尤其是三角方法特别受到青睐．这是因为三角方法比解析法灵
活，可以简化证明，少添辅助线，且仍能做到有章可循．
单墫教授有一句话给笔者留下了深刻的印象．数年前，笔者曾向他感叹数

学之难，单教授的回答意味深长：“弱水三千，只取一瓢．做点普及工作，不算虚
度一生．”因此，本书收集了很多题目，有一部分是全新的，笔者希望读者不要
错过思考这些问题的机会．在写作上常采用分析法，这有助于理清思路（尤其
是较复杂的问题）．特别要指出的是，本书第１单元的例１、例７，习题２的第１８
题，第５单元的例１４、例１５，以及第６单元的例７是笔者的师友、杰出的平面
几何专家叶中豪先生的成果（有的已经找到了漂亮的纯几何证明），还有一些
是笔者自己的成果．对于中豪大量深入的发现来说，这几道题目也真算得上是
“弱水三千，只取一瓢”了．

作者

２００４．６．２７
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三角比及三角函数的提出，是数学史上一次巨大的进步．它在数学的大
多数分支中都极为有用，并常常起到本质的作用．对于平面几何来说，三角
比对其核心内容———直角、面积及勾股定理等———给出了一种更为清晰的
理解方式．
本单元用到的工具是三角比的定义、基本性质（如增减性、诱导公式等）和

常见的特殊角（如４５°、６０°等）的三角函数值．
例１　已知等腰△ＡＢＣ，ＡＢ＝ＡＣ，一半圆以ＢＣ的中点为圆心，且与两

腰ＡＢ、ＡＣ分别相切于点Ｄ、Ｇ，ＥＦ与半圆相切，交ＡＢ于点Ｅ，交ＡＣ于点
Ｆ．过Ｅ作ＡＢ的垂线，过Ｆ作ＡＣ的垂线，两垂线相交于Ｐ，作ＰＱ⊥ＢＣ，Ｑ

为垂足．求证：ＰＱ＝ ＥＦ
２ｓｉｎθ

，此处θ＝∠Ｂ．

图１１

证明　如图１１，设ＢＣ＝ａ，ＡＢ ＝ＡＣ＝ｌ＝
ａ
２ｃｏｓθ

，又设ＢＥ＝ｍ，ＣＦ＝ｎ，ＢＱ＝ｓ，ＣＱ＝ｔ，借

助于线段ＡＰ、ＢＰ、ＣＰ，利用勾股定理，有

ＡＥ２＋ＢＱ２＋ＣＦ２＝ＢＥ２＋ＡＦ２＋ＣＱ２，

即 （ｌ－ｍ）２＋ｓ２＋ｎ２＝ｍ２＋（ｌ－ｎ）２＋ｔ２，

所以 ｓ２－ｔ２＝２ｌ（ｍ－ｎ）＝ ａ
ｃｏｓθ

（ｍ－ｎ），

又ｓ＋ｔ＝ａ，故 ｓ－ｔ＝ｍ－ｎｃｏｓθ
，

于是 ｓ＝ａ２＋
ｍ－ｎ
２ｃｏｓθ．

易知
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ＢＤ ＝ＣＧ＝ａ２ｃｏｓθ
，

ＥＦ＝ＤＥ＋ＦＧ
＝ＢＥ＋ＣＦ－（ＤＢ＋ＣＧ）

＝ｍ＋ｎ－ａｃｏｓθ．

现作ＱＫ ⊥ＡＢ，则∠ＰＱＫ ＝∠Ｂ＝θ．
于是由ＢＫ＋ＫＥ＝ＢＥ，得

ｓｃｏｓθ＋ＰＱｓｉｎθ＝ｍ，

所以 ＰＱ＝ｍ－ｓｃｏｓθｓｉｎθ

＝
ｍ－ ａ

２＋
ｍ－ｎ
２ｃｏｓ（ ）θｃｏｓθ
ｓｉｎθ

＝

ｍ＋ｎ
２ －ａ２ｃｏｓθ
ｓｉｎθ

＝ｍ＋ｎ－ａｃｏｓθ２ｓｉｎθ ＝ ＥＦ
２ｓｉｎθ．

评注　这个漂亮的结果是叶中豪先生告诉笔者的．此证明对几何综合素
质有一定的要求．三角比的引入给证明带来不少便利．
例２　设四边形ＡＢＣＤ的对角线交于点Ｏ，点Ｍ、Ｎ分别是ＡＤ、ＢＣ的

中点，点Ｈ１、Ｈ２（不重合）分别是△ＡＯＢ与△ＣＯＤ的垂心，求证：

Ｈ１Ｈ２⊥ＭＮ．

图１２

证明　如图１２，不妨设 ∠ＡＯＢ （＝
θ）＜９０°（其余情形请读者自己讨论），并不
妨设ＢＨ１与ＣＨ２的延长线交于点Ｐ．
取ＡＢ 中点Ｑ，连接 ＭＱ、ＮＱ．易见

ＭＱ∥ＢＤ，从而 ＭＱ ⊥ Ｈ２Ｐ，同理可得
ＮＱ⊥Ｈ１Ｐ，于是 ∠Ｐ ＝ ∠ＭＱＮ．对于

△ＰＨ１Ｈ２与△ＱＮＭ来说，对应角已有一组
相等，对应边已有两组垂直，如能证明它们
是（顺向）相似的，则立得第三组对应边垂
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直，即ＭＮ ⊥Ｈ１Ｈ２．
于是，问题归结为求证

ＱＭ
ＱＮ ＝

ＰＨ２

ＰＨ１
或ＰＨ１

ＰＨ２
＝ＡＣＢＤ．

设∠ＰＣＯ＝α（＝９０°－θ）＝∠ＰＢＯ，于是

ＫＲ
ＰＨ２

＝ｃｏｓα，

此处点Ｋ和Ｒ分别为点Ｂ及点Ｄ 在ＡＣ上的垂足．
又ＫＲ＝ＢＤｃｏｓθ，故

ＰＨ２＝ＢＤｃｏｓθｃｏｓα＝ＢＤｃｏｔθ
，

同理 ＰＨ１＝ＡＣｃｏｔθ，

即得 ＰＨ１

ＰＨ２
＝ＡＣＢＤ．

评注　此题有对称性，求出一个值后另一值同理可求，这确实省了不少
事．由此可得一著名的结论：完全四边形的垂心线与牛顿线垂直．
例３　已知平行四边形ＡＢＣＤ，点Ｅ是点Ｂ在ＡＤ上的垂足，点Ｆ在ＣＤ

上，∠ＡＦＢ＝９０°，ＥＧ∥ＡＢ，点Ｇ在ＢＦ上，点Ｈ是ＡＦ与ＢＥ的交点，又
ＤＨ延长后与ＣＢ的延长线交于点Ｉ，求证：ＦＩ⊥ＧＨ．

图１３

证明　如图１３，作ＩＫ ⊥ ＨＦ，对于

△ＦＫＩ与△ＨＦＧ来说，ＫＦ ⊥ＦＧ，ＫＩ⊥
ＨＦ，而∠ＨＦＧ＝９０°＝∠ＦＫＩ，如果能证明
两三角形（顺向）相似，那么第三组对应边ＦＩ
与ＨＧ就垂直了，于是只需证明

ＫＦ
ＦＧ ＝

ＫＩ
ＨＦ
或ＫＦ
ＫＩ ＝

ＦＧ
ＨＦ．

事实上设ＡＦ、ＢＣ延长后交于点Ｊ，且设

∠Ｊ＝θ，则易知

ＫＦ＝ＢＩｃｏｓθ，
ＫＩ＝ＩＪｓｉｎθ，
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于是

ＫＦ
ＫＩ ＝

ＢＩ
ＩＪｃｏｔθ＝

ＤＥ
ＡＤｃｏｔθ＝

ＦＧ
ＦＢｃｏｔθ

，

又ＨＢ⊥ＢＪ，故∠ＨＢＦ＝θ，于是

ＦＢｔａｎθ＝ＨＦ，

代入上式，即得

ＫＦ
ＫＩ ＝

ＦＧ
ＨＦ．

评注　这道题目值得我们去回味的是：凡是直角多的题不妨多考虑三
角比．
例４　已知正三角形ＡＢＣ内有一点Ｐ，在三边ＢＣ、ＣＡ、ＡＢ上的垂足分

别为点Ｄ、Ｅ、Ｆ，连接ＰＡ、ＰＢ、ＰＣ，求证：

Ｓ△ＰＡＦ＋Ｓ△ＰＢＤ ＋Ｓ△ＰＣＥ ＝Ｓ△ＰＢＦ＋Ｓ△ＰＡＥ＋Ｓ△ＰＣＤ．

图１４

证明　此题比想象的略难一些．计算是必要
的，关键在于如何设置既少又好的自由参数，使论
证最简捷．
下面介绍一种方法．如图１４，过点 Ｐ 作

ＭＮ ∥ＢＣ，点Ｍ、Ｎ分别在ＡＢ、ＡＣ上，设ＰＭ＝
ａ，ＰＮ ＝ｂ，ＰＤ ＝ｈ．下面我们来计算．
先看Ｓ△ＰＡＦ，由于

　　　　　　ＰＦ＝ａｓｉｎ６０°＝槡３２ａ
，

　　　　　　ＡＦ＝ＡＭ－ＭＦ＝（ａ＋ｂ）－ａｃｏｓ６０°＝１２ａ＋ｂ
，

故 Ｓ△ＰＡＦ ＝１２ＡＦ
·ＰＦ＝槡３８ａ

２＋槡３４ａｂ．

其次，看Ｓ△ＰＢＤ，由于

ＢＤ ＝ａ＋ｈｃｏｔ６０°＝ａ＋ｈ
槡３
，
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故 Ｓ△ＰＢＤ ＝１２ＢＤ
·ＰＤ ＝１２ａｈ＋

１
槡２３
ｈ２．

最后看Ｓ△ＰＣＥ，由于

ＰＥ＝ｂｓｉｎ６０°＝槡３２ｂ
，

ＣＥ＝ＥＮ＋ＣＮ

＝ｂｃｏｓ６０°＋ ｈ
ｓｉｎ６０°

＝ｂ２＋
２
槡３
ｈ，

故 Ｓ△ＰＣＥ ＝１２ＣＥ
·ＰＥ＝槡３８ｂ

２＋１２ｂｈ．

这样便有

　Ｓ△ＰＡＦ＋Ｓ△ＰＢＤ ＋Ｓ△ＰＣＥ

＝槡３８ａ
２＋槡３４ａｂ＋

１
２ａｈ＋

１
槡２３
ｈ２＋槡３８ｂ

２＋１２ｂｈ

＝槡３８ａ
２＋槡３８ｂ

２＋ １
槡２３
ｈ２＋槡３４ａｂ＋

１
２ａｈ＋

１
２ｂｈ

＝槡３８
ａ＋ｂ＋２

槡３（ ）ｈ ２

＝槡３８ＢＣ
２

＝１２Ｓ△ＡＢＣ
，

显然可知 Ｓ△ＰＢＦ＋Ｓ△ＰＡＥ＋Ｓ△ＰＣＤ ＝１２Ｓ△ＡＢＣ．

由此知结论成立．
例５　已知△ＡＢＣ，其中ＢＣ上有一点Ｍ，且△ＡＢＭ与△ＡＣＭ的内切圆

大小相等，求证：

ＡＭ ＝ ｐ（ｐ－ａ槡 ），

此处ｐ＝１２
（ａ＋ｂ＋ｃ），ａ、ｂ、ｃ分别为△ＡＢＣ对应三边之长．
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图１５

证明　设ＡＭ ＝ｘ，两圆半径均为ｒ，易知

ｒ（ａ＋ｂ＋ｃ＋２ｘ）＝２Ｓ△ＡＢＣ．

如图１５，设两圆与ＢＣ分别切于点Ｅ、Ｆ，则

ＢＥ＝ｒｃｏｔ∠Ｂ２ ＝１２
（ＡＢ＋ＢＭ－ｘ），

ＣＦ＝ｒｃｏｔ∠Ｃ２ ＝１２
（ＡＣ＋ＣＭ－ｘ），

两式相加，得

ｒｃｏｔ∠Ｂ２ ＋ｃｏｔ∠Ｃ（ ）２ ＝１２
（ａ＋ｂ＋ｃ－２ｘ），

于是，有

Ｓ△ＡＢＣ ｃｏｔ∠Ｂ２ ＋ｃｏｔ∠Ｃ（ ）２ ＝１４
（ａ＋ｂ＋ｃ）２－ｘ２．

又设△ＡＢＣ的内切圆半径为ｒ′，易知

　Ｓ△ＡＢＣ ｃｏｔ∠Ａ２ ＋ｃｏｔ∠Ｂ２ ＋ｃｏｔ∠Ｃ（ ）２
＝１２ｒ′ｃｏｔ

∠Ａ
２ ＋ｒ′ｃｏｔ∠Ｂ２ ＋ｒ′ｃｏｔ∠Ｃ（ ）２ ·（ａ＋ｂ＋ｃ）

＝１２
ｂ＋ｃ－ａ
２ ＋ａ＋ｃ－ｂ２ ＋ａ＋ｂ－ｃ（ ）２

（ａ＋ｂ＋ｃ）

＝１４
（ａ＋ｂ＋ｃ）２．

于是 ｘ２＝Ｓ△ＡＢＣ·ｃｏｔ∠Ａ２ 　　　　　

＝１２ｒ′
（ａ＋ｂ＋ｃ）·ｂ＋ｃ－ａ２ｒ′

＝１４
（ｂ＋ｃ＋ａ）（ｂ＋ｃ－ａ）

＝ｐ（ｐ－ａ）．

评注　此题看似不难，但计算不当却极易陷入“泥潭”．
例６　已知凸五边形ＡＢＣＤＥ，其中∠ＡＢＣ＝∠ＡＥＤ＝９０°，∠ＢＡＣ＝

∠ＥＡＤ，ＢＤ与ＣＥ交于点Ｏ，求证：
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ＡＯ⊥ＢＥ．

证明　由于Ｏ点的位置不易刻画，考虑用同一法，先作ＡＨ ⊥ＢＥ，Ｈ 为
垂足．再延长ＡＨ后分别交ＣＥ、ＢＤ于点Ｏ′和点Ｏ″，如能证明ＨＯ′＝ＨＯ″，
则有Ｏ′与Ｏ″重合于点Ｏ，问题即解决．

图１６

如图１６，设 ∠ＢＡＣ＝ ∠ＥＡＤ ＝θ．作
ＣＭ ⊥ＢＥ，则

ＨＯ′
ＭＣ ＝

ＨＥ
ＭＥ
，

ＭＣ＝ＢＣｓｉｎ∠ＥＢＣ
＝ＢＣｃｏｓ∠ＡＢＥ
＝ＢＣｓｉｎ∠ＢＡＨ

＝ＢＣ·ＢＨＡＢ ＝ＢＨｔａｎθ
，

而 ＭＥ＝ＢＥ－ＢＭ　　　
＝ＢＥ－ＢＣｃｏｓ∠ＣＢＥ

＝ＢＥ－ＢＣ·ＡＨＡＢ
＝ＢＥ－ＡＨｔａｎθ，

于是 ＨＯ′＝ＭＣ·ＨＥＭＥ　　　

＝ＨＢ·ＨＥ·ｔａｎθＢＥ－ＡＨｔａｎθ
，

注意这个式子是对称的，同理有

ＨＯ″＝ＨＢ·ＨＥ·ｔａｎθＢＥ－ＡＨｔａｎθ．

评注　这类题目用三角比来证是十分合适的．
例７　如图１７，ＥＦ是锐角△ＡＢＣ的中位线，Ｐ是ＢＣ上一动点，点Ｑ在

ＡＥ 上，满足ＱＢ＝ＱＰ，点Ｒ在ＣＦ上，满足ＲＣ＝ＲＰ，ＱＲ与ＥＦ交于Ｍ，求

证：ＥＭ－１２ＢＰ
是定值（即不依赖于动点Ｐ）．

证明　延长ＰＲ，交ＥＦ延长线于点Ｓ．
由于 ∠ＳＴＰ＝∠ＱＰＢ＝∠Ｂ，
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图１７

∠Ｓ＝∠ＲＰＣ＝∠Ｃ，

易知△ＴＰＳ与以△ＡＢＣ的中位线为边的三角
形全等（事实上设ＢＣ上的高为ＡＤ，则ＥＤ ∥
ＴＰ，ＦＤ ∥ＰＳ）．

于是 ＴＳ＝ＥＦ＝１２ＢＣ
，

故 ＥＴ＝ＦＳ．

由梅涅劳斯定理，有

ＰＱ
ＱＴ
·ＴＭ
ＭＳ
·ＳＲ
ＲＰ ＝１

，

而 ＰＱ
ＱＴ ＝

ＢＰ
ＥＴ
，ＳＲ
ＲＰ ＝

ＦＳ
ＰＣ
，

代入前式，得

ＭＳ
ＴＭ ＝

ＢＰ
ＰＣ
，

即

ＴＳ
ＴＭ ＝

ＢＣ
ＰＣ
，

所以 ＴＭ ＝ＴＳ·ＰＣＢＣ＝
１
２ＰＣ

，

又由于

ＥＴ
ＢＰ ＝

ＥＱ
ＱＢ ＝１－

ＢＥ
ＱＢ
，

所以 ＥＴ＝ＢＰ－ＢＥ·ＢＰＱＢ　　　

＝ＢＰ－１２ＡＢ
·２ｃｏｓＢ

＝ＢＰ－ＡＢｃｏｓＢ，

所以 ＥＭ ＝ＥＴ＋ＴＭ　　　　　

＝ＢＰ－ＡＢｃｏｓＢ＋１２ＰＣ
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◎

＝１２ＢＰ－ＡＢｃｏｓＢ＋
１
２
（ＢＰ＋ＰＣ）

＝１２ＢＰ－ＡＢｃｏｓＢ＋
１
２ＢＣ

，

于是，ＥＭ－１２ＢＰ＝
１
２ＢＣ－ＡＢｃｏｓＢ

为定值．

例８　已知等腰梯形ＡＢＣＤ，Ｇ是对角线ＢＤ 与ＡＣ 的交点，过点Ｇ作
ＥＦ与上、下底平行，点Ｅ、Ｆ分别在ＡＢ和ＣＤ 上，求证：∠ＡＦＢ＝９０°的充
要条件是ＡＤ＋ＢＣ＝ＣＤ．

证明　如图１８，不妨设ＡＤ ＝ａ，ＢＣ＝ｂ，易知ＧＦ＝ ａｂ
ａ＋ｂ．

图１８

充分性比较容易，注意到

ＤＦ
ＣＤ ＝

ＧＦ
ＢＣ
，

即 ＤＦ
ａ＋ｂ＝

ａｂ
（ａ＋ｂ）ｂ

，

故 ＤＦ＝ａ，

这样一来就有 ＡＤ ＝ＤＦ，

于是 ∠ＤＦＡ＝∠ＤＡＦ＝∠ＡＦＥ，

同理 ∠ＧＦＢ＝∠ＣＦＢ，

于是 ∠ＡＦＢ＝９０°．

必要性就不那么容易了，考虑用面积（或正弦定理），设ＧＤ与ＡＦ交于点
Ｍ，有

ＡＤ
ＧＦ ＝

ＭＤ
ＭＧ ＝

Ｓ△ＭＤＦ
Ｓ△ＭＧＦ ＝

ＤＦ
ＧＦ
·ｓｉｎ∠ＤＦＡ
ｓｉｎ∠ＡＦＥ

，

于是 ｓｉｎ∠ＤＦＡ
ｓｉｎ∠ＡＦＥ ＝

ＡＤ
ＤＦ ＝

ＡＤ
ＣＤ
·ＢＣ
ＧＦ
，

同理 ｓｉｎ∠ＣＦＢ
ｓｉｎ∠ＥＦＢ＝

ｓｉｎ∠ＣＦＢ
ｓｉｎ∠ＦＢＣ＝

ＢＣ
ＣＦ ＝

ＡＤ
ＣＤ
·ＢＣ
ＧＦ．

考虑到∠ＣＦＢ＝９０°－∠ＤＦＡ，∠ＥＦＢ＝９０°－∠ＡＦＥ，故
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ｓｉｎ∠ＣＦＢ
ｓｉｎ∠ＥＦＢ＝

ｃｏｓ∠ＤＦＡ
ｃｏｓ∠ＡＦＥ

，

于是 ｓｉｎ∠ＤＦＡ
ｓｉｎ∠ＡＦＥ ＝

ｃｏｓ∠ＤＦＡ
ｃｏｓ∠ＡＦＥ

，

即 ｔａｎ∠ＤＦＡ＝ｔａｎ∠ＡＦＥ，

于是 ∠ＤＦＡ＝∠ＡＦＥ＝∠ＦＡＤ，

所以 ＡＤ ＝ＤＦ，

同理 ＢＣ＝ＣＦ，

因此 ＡＤ＋ＢＣ＝ＣＤ．

　　　　　习　题　１

１ 设△ＡＢＣ外接圆Ｏ半径为１，内心是Ｉ，∠Ｂ＝６０°，∠Ａ＜∠Ｃ．∠Ａ的

外角平分线交圆Ｏ于点Ｅ，求证：ＩＯ＝ＡＥ；２＜ＩＯ＋ＩＡ＋ＩＣ＜１＋槡３．
２ 延长锐角三角形ＡＢＣ的三条高ＡＤ、ＢＥ、ＣＦ，分别交其外接圆于点Ｌ、

Ｍ和Ｎ，求证：ＢＣＨＡ＋
ＡＣ
ＨＢ＋

ＡＢ
ＨＣ＝

ＢＣ
ＨＬ＋

ＡＣ
ＨＭ＋

ＡＢ
ＨＮ

，其中Ｈ为△ＡＢＣ

的垂心．
３ 点Ｍ、Ｎ分别是△ＡＢＣ的边ＡＣ、ＡＢ的中点，设△ＡＮＣ和△ＡＭＢ的外
接圆交于点Ａ和Ｐ，△ＡＭＮ的外接圆交ＡＰ于点Ｔ，求ＡＴ∶ＡＰ的值．

４ Ｈ和Ｏ分别是锐角三角形ＡＢＣ的垂心和外心，且ＡＨ ＝ＡＯ，求∠Ａ的
所有可能值．

５ 在锐角△ＡＢＣ中，ＢＣ最短，∠Ａ的内角平分线交ＢＣ于点Ｄ，∠Ｂ和∠Ｃ
的外角平分线分别交射线ＡＣ、ＡＢ于点Ｅ、Ｆ，过点Ｄ、Ｅ、Ｆ分别作ＢＣ、
ＡＣ、ＡＢ的垂线，求证：若这三条垂线共点，则ＡＢ＝ＡＣ．

６ 设ＡＢ是⊙Ｏ直径，过点Ａ、Ｂ的切线分别为ｌＡ 与ｌＢ，Ｃ是圆周上一点，

ＢＣ延长后交ｌＡ 于点Ｋ，∠ＣＡＫ的平分线交ＣＫ于点Ｈ．设Ｍ 为弧
︵ＣＡＢ

的中点，ＨＭ与⊙Ｏ又另交于一点Ｓ，过Ｍ的⊙Ｏ的切线交ｌＢ 于点Ｔ，求
证：Ｓ、Ｔ、Ｋ三点共线．

７ 设△ＡＢＣ中，ＢＭ是中线，且∠ＡＢＭ ＝∠Ａ＋∠Ｃ，求证：ｔａｎ∠ＡＢＭ ＝



０１１　　　

三角比的基本性质和初步应用
◎

３ｔａｎＡ．
８ △ＡＢＣ中，ＢＤ、ＣＥ 是角平分线，求证：ＤＥ 必定与△ＡＢＣ的内切圆
相交．

９ 求证：若一双心四边形ＡＢＣＤ的外接圆半径为Ｒ，内切圆半径为ｒ，两圆

圆心距为ｄ，则 １
（Ｒ＋ｄ）２＋

１
（Ｒ－ｄ）２＝

１
ｒ２．

１０ 设ＡＢ是⊙Ｏ的直径，ｌ为过点Ａ的切线，点Ｃ、Ｍ、Ｄ为ｌ上在Ａ同侧依
次排列的三个点，且ＣＭ ＝ＤＭ．又设直线ＢＣ、ＢＤ分别交⊙Ｏ于点Ｐ、
Ｑ，求证：可以在直线ＢＭ上找到一点Ｒ，使ＲＰ和ＲＱ均与⊙Ｏ相切．

１１ 已知圆内接四边形ＡＢＣＤ，Ｃ是︵ＢＤ中点，Ｐ是︵ＡＤ上任一点，ＢＰ、ＣＰ分
别交ＡＣ、ＡＤ于点Ｍ、Ｎ，求证：ＭＮ ∥ＢＤ．

１２ 已知平行四边形ＡＢＣＤ，ＣＮ、ＣＭ 分别垂直于ＡＢ、ＡＤ，且点Ｎ、Ｍ 在
ＡＢ、ＡＤ上．延长ＮＭ，与ＢＤ的延长线交于点Ｐ，求证：ＰＣ⊥ＡＣ．
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余弦定理与正弦定理（关于正弦定理，见本丛书中一本讲面积的书）一样
基本，其应用也同样广泛（只是不如正弦定理“轻巧”）．需要注意的是，余弦定
理既是勾股定理的推广，又是勾股定理的推论，因此不能用余弦定理来证明勾
股定理；其次是，需知道公式ｃｏｓ（１８０°－θ）＝－ｃｏｓθ，这样判断三角形某内角
是锐角、直角还是钝角，只需研究三边平方之间的关系．最后需要说明的是，本
单元不是只谈余弦定理的，而是综合前一单元的方法及正弦定理，后面的单元
也有类似情况，不再赘述．
例１　已知△ＡＢＣ中，∠ＡＢＣ ＝９０°，延长ＡＣ到点Ｄ，连接ＢＤ，若

∠ＣＢＤ＝３０°且ＡＢ＝ＣＤ＝１，求ＡＣ之长．

图２１

解　如图２１，设ＡＣ＝ｘ，ＢＤ ＝ｙ．

则 ｘ＝ＡＣＣＤ ＝
Ｓ△ＡＢＣ
Ｓ△ＢＣＤ

＝

１
２ＡＢ

·ＢＣ

１
２ＢＣ

·ＢＤ·ｓｉｎ３０°

＝ ２
ＢＤ ＝

２
ｙ．

又由余弦定理，

ＡＤ２＝ＡＢ２＋ＢＤ２－２ＡＢ·ＢＤ·ｃｏｓ１２０°，

此即 （１＋ｘ）２＝１＋ ２（ ）ｘ
２

＋２ｘ．

化简并整理，得

（ｘ＋２）（ｘ３－２）＝０，
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◎

ｘ１＝－２（舍），ｘ２＝
３
槡２．

所以 ＡＣ＝ｘ＝
３
槡２．

评注　此题用一次面积比，用一次余弦定理，等于列出两个变量的方程
组，在方法上是比较讲究的．如果方法上不讲究，或试图用纯几何的办法，将要
陷入一个“死胡同”的．
例２　ＡＰ、ＡＱ、ＡＲ、ＡＳ是同一个圆中的四条弦，已知 ∠ＰＡＱ ＝

∠ＱＡＲ＝∠ＲＡＳ，求证：ＡＲ（ＡＰ＋ＡＲ）＝ＡＱ（ＡＱ＋ＡＳ）．

图２２

证明　如图２２，设ＰＱ＝ＱＲ＝ＲＳ＝ｄ．

∠ＰＡＱ＝∠ＱＡＲ＝∠ＲＡＳ＝θ．

由余弦定理，

ｄ２＝ＡＰ２＋ＡＱ２－２ＡＰ·ＡＱｃｏｓθ， ①
ｄ２＝ＡＱ２＋ＡＲ２－２ＡＱ·ＡＲｃｏｓθ， ②
ｄ２＝ＡＲ２＋ＡＳ２－２ＡＲ·ＡＳｃｏｓθ． ③

①－②，得

ＡＲ２－ＡＰ２＝２ＡＱ（ＡＲ－ＡＰ）ｃｏｓθ． ④

②－③，得

ＡＳ２－ＡＱ２＝２ＡＲ（ＡＳ－ＡＱ）ｃｏｓθ． ⑤

如果ＡＲ ＝ＡＰ，则ＡＱ是直径；而ＡＱ ＝ＡＳ的充要条件也是ＡＲ 是
直径．
如果ＡＱ、ＡＲ都不是直径，则由④、⑤两式可分别得到

ＡＲ＋ＡＰ＝２ＡＱｃｏｓθ，ＡＳ＋ＡＱ＝２ＡＲｃｏｓθ．

两式相除，再作整理，即有

ＡＲ（ＡＲ＋ＡＰ）＝ＡＱ（ＡＱ＋ＡＳ）．

若ＡＱ、ＡＲ之一为直径，不妨设ＡＱ是直径，那么⑤式仍可化简为

ＡＳ＋ＡＱ＝２ＡＲｃｏｓθ．

至于④式，亦可化为

ＡＲ＋ＡＰ＝２ＡＱｃｏｓθ．
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这是因为ＡＲ＝ＡＰ＝ＡＱｃｏｓθ．
综上所述，结论成立．
评注　此题想到用余弦定理还是比较自然的，在计算顺序上有些讲究，读

者要认真体会．
例３　证明所谓的“射影定理”，设ａ、ｂ、ｃ是△ＡＢＣ对应的边长，则有

ａｃｏｓＢ＋ｂｃｏｓＡ＝ｃ，ａｃｏｓＣ＋ｃｃｏｓＡ＝ｂ，ｃｃｏｓＢ＋ｂｃｏｓＣ＝ａ．
说明　其实这用“ｃｏｓ”的定义就可得出，但要知道ｃｏｓ（１８０°－θ）＝

－ｃｏｓθ，当然它也可由余弦定理推出，反之，这个定理亦可推出余弦定理．
“射影定理”也有点用处．
例４　△ＡＢＣ三边长分别为ａ、ｂ、ｃ，其中ｂ＜ｃ，ＡＤ是角平分线．若

ＡＢ、ＡＣ上分别存在一点Ｅ、Ｆ（非端点），满足ＢＥ＝ＣＦ，∠ＢＤＥ＝∠ＣＤＦ，
试用ａ、ｂ、ｃ表示ＢＥ的长．

图２３

证明　如图２３，由于点Ｄ至ＢＥ、ＣＦ距离相等，
又ＢＥ＝ＣＦ，故

Ｓ△ＢＤＥ ＝Ｓ△ＣＤＦ．

于是有

ＢＤ·ＤＥ＝ＤＣ·ＤＦ． ①

又由余弦定理，有

　ＢＤ２＋ＤＥ２－２ＢＤ·ＤＥｃｏｓ∠ＥＤＢ
＝ＢＥ２＝ＣＦ２

＝ＣＤ２＋ＤＦ２－２ＣＤ·ＤＦｃｏｓ∠ＦＤＣ．

因为∠ＥＤＢ＝∠ＦＤＣ，故

ＢＤ２＋ＤＥ２＝ＣＤ２＋ＤＦ２．

于是与①式合并可得

ＢＤ＋ＤＥ＝ＣＤ＋ＤＦ． ②

由此可知下列两种情况成立：

ＢＤ ＝ＣＤ，
ＤＥ＝ＤＦ｛ ；　

ＢＤ ＝ＤＦ，
ＤＥ＝ＣＤ｛ ．

若ＢＤ＝ＣＤ，则ＡＢ＝ＡＣ，与题设矛盾，因此只可能是后一种情况成立．
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◎

这样一来，△ＢＤＥ≌△ＦＤＣ，

于是 ∠ＤＦＣ＝∠Ｂ，Ａ、Ｂ、Ｄ、Ｆ四点共圆，

于是 ＣＦ·ＣＡ＝ＣＤ·ＣＢ，

而 ＣＡ＝ｂ，ＣＢ＝ａ，ＣＤ＝ ａｂ
ｂ＋ｃ

，

所以 ＣＦ（＝ＢＥ）＝ ａ２
ｂ＋ｃ．

例５　（“四边形的余弦定理”之一）设凸四边形ＡＢＣＤ之对角线交于点
Ｐ，∠ＡＰＢ＝θ，求证：

ｃｏｓθ＝ＡＤ
２＋ＢＣ２－ＡＢ２－ＣＤ２
２ＡＣ·ＢＤ ．

图２４

证明　如图２４，不妨设ＰＡ、ＰＢ、ＰＣ、ＰＤ的
长分别为ａ、ｂ、ｃ、ｄ，则有

ＡＤ２＝ａ２＋ｄ２＋２ａｄｃｏｓθ，

ＢＣ２＝ｂ２＋ｃ２＋２ｂｃｃｏｓθ，

ＡＢ２＝ａ２＋ｂ２－２ａｂｃｏｓθ，

ＣＤ２＝ｃ２＋ｄ２－２ｃｄｃｏｓθ．

前两式之和减去后两式之和，得

　ＡＤ２＋ＢＣ２－ＡＢ２－ＣＤ２

＝２（ａｄ＋ｂｃ＋ａｂ＋ｃｄ）ｃｏｓθ
＝２ＡＣ·ＢＤｃｏｓθ．

评注　当四边形四边固定时，整个四边形一般仍能变形，这个定理却说
明：尽管对角线的某夹角大小在变，但其锐角、直角或钝角的性质保持不变．例
如ＡＤ２＋ＢＣ２＝ＡＢ２＋ＣＤ２时，θ恒为９０°．
例６　（“四边形的余弦定理”之二）求证：对于一凸四边形ＡＢＣＤ，有

ＣＤ２＝ＡＢ２＋ＡＤ２＋ＢＣ２－２ＡＤ·ＡＢｃｏｓＡ－２ＡＢ·ＢＣｃｏｓＢ＋２ＡＤ·ＢＣ
（ｃｏｓＡｃｏｓＢ－ｓｉｎＡｓｉｎＢ）．
证明　如图２５，过点Ｃ、Ｄ作直线ＡＢ的垂线，垂足分别为点Ｆ、Ｅ，则

ＥＦ＝ＡＢ－ＡＤｃｏｓＡ－ＢＣｃｏｓＢ，
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图２５

又　ＤＥ＝ＡＤｓｉｎＡ，ＣＦ＝ＢＣｓｉｎＢ，故

ＣＤ２＝（ＣＦ－ＤＥ）２＋ＥＦ２

＝（ＢＣｓｉｎＢ－ＡＤｓｉｎＡ）２＋（ＡＢ－
ＡＤｃｏｓＡ－ＢＣｃｏｓＢ）２

＝ＡＢ２＋ＡＤ２＋ＢＣ２－２ＡＢ·ＡＤｃｏｓＡ－
２ＡＢ·ＢＣｃｏｓＢ＋２ＡＤ·ＢＣ（ｃｏｓＡｃｏｓＢ－
ｓｉｎＡｓｉｎＢ）．

我们知道，ｃｏｓＡｃｏｓＢ－ｓｉｎＡｓｉｎＢ＝ｃｏｓ（Ａ＋Ｂ），因此上述公式还可简
化．
例７　（“四边形的余弦定理”之三）已知凸四边形ＡＢＣＤ，记ＡＢ ＝ａ，

ＢＣ＝ｂ，ＣＤ＝ｃ，ＤＡ＝ｄ，对角线ＡＣ＝ｍ，ＢＤ＝ｎ，求证：ｍ２ｎ２＝ａ２ｃ２＋
ｂ２ｄ２－２ａｂｃｄｃｏｓ（Ａ＋Ｃ）．

图２６

证明　如图２６，向外作△ＡＰＢ∽△ＣＤＡ，
其中　　　　　　　∠ＢＡＰ＝∠ＡＣＤ，

∠ＰＢＡ＝∠ＣＡＤ，
于是有

ＰＡ
ＣＤ ＝

ＡＢ
ＣＡ

或 ＰＡ＝ａｃｍ．

同理，作△ＤＡＱ∽△ＡＣＢ，其中

∠ＤＡＱ＝∠ＢＣＡ，

∠ＡＤＱ＝∠ＣＡＢ，

于是 ＡＱ
ＢＣ ＝

ＡＤ
ＡＣ
，

即 ＡＱ＝ｂｄｍ．

对于△ＰＡＱ，用余弦定理，有

ＰＱ２＝ＰＡ２＋ＱＡ２－２ＰＡ·ＱＡｃｏｓ∠ＰＡＱ，

即 ＰＱ２＝ ａｃ（ ）ｍ
２

＋ ｂｄ（ ）ｍ
２

－２ａｂｃｄｍ２ ｃｏｓ
（Ａ＋Ｃ），



０１７　　　

余弦定理
◎

显然接下去只要证明ＰＱ＝ｎ＝ＢＤ即可．

由于 ＢＰ
ＡＤ ＝

ＡＢ
ＡＣ
，故ＢＰ＝ａｄｍ

，

又 ＤＱ
ＡＢ ＝

ＡＤ
ＡＣ
，即ＤＱ＝ａｄｍ

，

故 ＢＰ＝ＤＱ，

又 　∠ＰＢＤ＋∠ＱＤＢ
＝∠ＡＢＤ＋∠ＢＤＡ＋∠ＰＢＡ＋∠ＱＤＡ
＝∠ＡＢＤ＋∠ＢＤＡ＋∠ＣＡＤ＋∠ＣＡＢ
＝１８０°，

故 ＰＢ∥ＤＱ，

于是四边形ＢＰＱＤ为平行四边形．
ＰＱ＝ＢＤ．
评注　这个结论可以推出托勒密定理和托勒密不等式，并且这个证法与

托氏定理及不等式的直接证法也相类似．当然，托氏定理用余弦定理（ｃｏｓＡ＋
ｃｏｓＣ＝ｃｏｓＢ＋ｃｏｓＤ＝０）证明最快（即分别算出两条对角线的长）．
例８　设不等边锐角△ＡＢＣ，⊙Ｉ是内切圆，切ＢＣ于点Ｋ，ＡＤ是高，点

Ｍ为ＡＤ 中点，延长ＫＭ，交⊙Ｉ于点Ｎ，求证：过点Ｂ、Ｎ、Ｃ的圆与⊙Ｉ
内切．

图２７

证明　如图２７，不妨设ＡＣ ＞ＡＢ，并且设

ＢＣ＝ａ，ＡＢ＝ｃ，ＡＣ＝ｂ，ｐ＝１２
（ａ＋ｂ＋ｃ）．ｒ为

⊙Ｉ半径．
作ＢＣ中垂线ＥＦ，点Ｅ为ＢＣ中点，点Ｆ为直

线ＭＫ 与直线ＯＥ之交点，点Ｏ为△ＮＢＣ外接圆圆
心．连接ＮＯ．
易知ＢＫ ＝ｐ－ｂ，故

ＤＫ ＝ｐ－ｂ－ｃｃｏｓＢ

＝ａ＋ｃ－ｂ２ －ａ
２＋ｃ２－ｂ２
２ａ

＝
（ｂ－ｃ）（ｂ＋ｃ－ａ）

２ａ ＝ｂ－ｃａ
（ｐ－ａ），
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而 ＫＥ＝ａ２－
ａ＋ｃ－ｂ
２ ＝１２

（ｂ－ｃ）．

设∠ＮＫＢ＝∠ＥＫＦ＝θ，则

ＮＫ ＝２ｒｓｉｎ∠ＮＩＫ２ ＝２ｒｓｉｎθ，

ＫＦ＝ ＫＥｃｏｓθ
，

于是 ＮＫ·ＫＦ＝ｒ（ｂ－ｃ）ｔａｎθ　　　

＝ｒ（ｂ－ｃ） ＡＤ·ａ
２（ｂ－ｃ）（ｐ－ａ）

＝ｒＳ△ＡＢＣｐ－ａ

＝ Ｓ２△ＡＢＣ
ｐ（ｐ－ａ）＝

（ｐ－ｂ）（ｐ－ｃ）

＝ＢＫ·ＫＣ．

所以点Ｆ亦在⊙Ｏ上．
这样一来，△ＮＫＩ与△ＮＦＯ成了两个位似的等腰三角形，于是点Ｎ、Ｉ、

Ｏ共线，即⊙Ｉ与⊙Ｏ内切．
评注　此题中用到了三角形面积的海伦公式．这是一道不错的预选题，关

键是思路要清晰．本题的思路是寻找什么途径来证明两圆相切．一旦目标明
确，计算是顺理成章的事情．
例９　证明斯图沃特定理：设△ＡＢＣ对应边长为ａ、ｂ、ｃ，ＢＣ上有一点

Ｄ，ＢＤ ＝ｕ，ＣＤ＝ｖ，ＡＤ ＝ｘ，则

ｘ２＝ｃ
２ｖ＋ｂ２ｕ
ａ －ｕｖ．

图２８

证明　如图２８，∠ＡＤＢ＋∠ＡＤＣ＝１８０°，故
ｃｏｓ∠ＡＤＢ＋ｃｏｓ∠ＡＤＣ＝０．

用余弦定理代入，有

ｕ２＋ｘ２－ｃ２
２ｕｘ ＋ｖ

２＋ｘ２－ｂ２
２ｖｘ ＝０，

移项整理便得斯图沃特定理．
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　　评注　斯图沃特定理也算是初等数学中的一条大定理，不用余弦定理还
不那么好处理．由这个定理，我们可以得出不少重要推论，最有名的便是中线
长公式：

△ＡＢＣ的边ＢＣ上的中线长

ｍａ＝１２ ２ｂ２＋２ｃ２－ａ槡 ２．

角平分线长与高长也可推出，但计算更繁琐，有兴趣的读者可自行
推导．
例１０　在△ＡＢＣ中，点Ｅ、Ｆ分别是ＡＣ、ＡＢ的中点，点Ｇ是重心，对

∠ＢＡＣ的每一个值，有多少互不相似的△ＡＢＣ，满足点Ａ、Ｆ、Ｇ、Ｅ
共圆？

图２９

解　如图２９，由Ａ、Ｆ、Ｇ、Ｅ共圆，得

ＣＧ·ＣＦ＝ＣＥ·ＣＡ．

若设△ＡＢＣ对应边为ａ、ｂ、ｃ，对应中线为
ｍａ、ｍｂ、ｍｃ，则上式变为

２
３ｍ

２
ｃ ＝１２ｂ

２．

又由中线长公式知

ｍ２ｃ ＝１４
（２ａ２＋２ｂ２－ｃ２），

消去ｍｃ，得 ｂ２＋ｃ２＝２ａ２．

又由余弦定理， ｂ２＋ｃ２－２ｂｃｃｏｓＡ＝ａ２，

再将ａ抵消，得 ｂ２－４ｂｃｃｏｓＡ＋ｃ２＝０．

若设λ＝ｂ／ｃ，则 λ２－４λｃｏｓＡ＋１＝０，

这个方程的Δ＝４（４ｃｏｓ２Ａ－１），于是当｜ｃｏｓＡ｜＜ １２
时，方程无解；又当

∠Ａ＞９０°时，两边之比为负数，也不符合要求．
除了以上两种情况，剩下来的便是∠Ａ≤６０°时，此时有互为倒数或相同

的解，因此合乎要求的三角形恰有一个．
例１１　△ＡＢＣ中，∠ＡＣＢ＝２∠ＡＢＣ，ＢＣ上有一点Ｄ，ＣＤ＝２ＢＤ，延
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长ＡＤ到点Ｅ，使ＡＤ ＝ＤＥ，求证：∠ＥＣＢ＋１８０°＝２∠ＥＢＣ．
证明　我们首先来研究一下证明上式的途径，比如从边入手．

图２１０

如图２１０，如果我们延长ＣＢ至点Ｆ，
连接ＥＦ，使ＥＦ ＝ＥＢ，则２∠ＥＢＣ －
１８０°＝∠ＦＥＢ，这样，问题就归结为求证

∠ＦＥＢ＝∠ＥＣＢ，

又这两个角相等的充要条件是 △ＦＥＢ ∽
△ＦＣＥ，
即 ＥＦ２＝ＦＣ·ＦＢ
或 ＢＥ２＝ＢＦ（ＢＦ＋ＢＣ）．
从严格意义上讲，除了证明上式以外，

还必须证明∠ＥＢＣ＞９０°，否则Ｆ点怎能

作出．下面就来证明这两点．
先证∠ＥＢＣ＞９０°，取ＣＤ中点Ｋ，再作ＡＨ ⊥ＢＣ，点Ｈ 是垂足，易知

∠ＥＢＣ＝∠ＡＫＢ＝１８０°－∠ＡＫＣ，于是目标变为证明∠ＡＫＣ＜９０°．
事实上，若 ∠ＡＣＢ ≥９０°，则 ∠ＡＫＣ ＜１８０°－∠ＡＣＢ ≤９０°；下面设

∠ＡＣＢ ＜９０°，于是 Ｈ 在ＢＣ 内，这样，只需证明ＣＨ ＜ＣＫ，便可得

∠ＡＫＣ＜９０°．若ＣＨ ≥ＣＫ，我们设法推出矛盾．
设△ＡＢＣ三对应边分别为ａ、ｂ、ｃ，则

ＣＨ ＝ＡＣｃｏｓ∠ＡＣＢ＝ａ
２＋ｂ２－ｃ２
２ａ

，

而ＫＣ＝１３ａ
，于是

１
３ａ

２＋ｂ２≥ｃ２．

又延长ＡＣ至点Ｇ，使ＢＣ＝ＣＧ，则

∠Ｇ＝１２∠ＡＣＢ＝∠ＡＢＣ
，

故△ＡＢＣ∽△ＡＧＢ，

ｃ２＝ＡＣ·ＡＧ＝ｂ（ａ＋ｂ），代入上式，得
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１
３ａ≥ｂ

，

即 ＣＫ ≥ＡＣ，

而显然有ＡＣ＞ＣＨ，于是ＣＫ ＞ＣＨ，矛盾．
最后我们来证明

ＢＥ２＝ＢＦ（ＢＦ＋ＢＣ）．

先来计算ＢＦ，由中心对称，知

ＢＦ＝２ＫＨ　　　　　
＝２（ＫＣ－ＨＣ）

＝２ １３ａ－
ａ２＋ｂ２－ｂ（ａ＋ｂ）

２（ ）ａ

＝２３ａ－
（ａ－ｂ）

＝ｂ－１３ａ
，

于是 　ＢＦ（ＢＦ＋ＢＣ）

＝ ｂ－１３（ ）ａ ｂ＋２３（ ）ａ
＝ｂ２＋１３ａｂ－

２
９ａ

２．

又设ＢＥ＝ＡＫ ＝ｘ，由余弦定理（或斯图沃特定理），得

ｘ２＝
２
３ｂ

２ａ＋１３ｃ
２ａ

ａ －２９ａ
２

＝２３ｂ
２＋１３ｂ

（ａ＋ｂ）－２９ａ
２

＝ｂ２＋１３ａｂ－
２
９ａ

２．

于是结论成立．
评注　这道题目对综合能力的要求较高，首先是目标的明确性和可行性，

其次是计算的步骤．
例１２　设∠Ａ是△ＡＢＣ的最大内角，点Ｄ、Ｅ分别在ＣＡ、ＢＡ的延长线

上，ＢＤ、ＣＥ分别为△ＡＢＣ内角∠Ｂ、∠Ｃ的外角平分线，且ＢＤ＝ＣＥ，求证：
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ＡＢ＝ＡＣ．

图２１１

证明　如图２１１，设△ＡＢＣ对应边为ａ、ｂ、
ｃ，根据外角平分线性质，知

ＡＤ
ｃ ＝ＣＤａ ＝ＡＤ＋ｂａ

，

此即 ＡＤ ＝ ｂｃ
ａ－ｃ．

又根据余弦定理，有

ＢＤ２＝ＡＤ２＋ＡＢ２－２ＡＤ·ＡＢ·ｃｏｓ∠ＤＡＢ
＝ＡＤ２＋ｃ２＋２ＡＤ·ｃｃｏｓ∠ＢＡＣ

＝ ｂｃ
ａ－（ ）ｃ

２

＋ｃ２＋２ｂｃａ－ｃ
·ｃ·ｂ

２＋ｃ２－ａ２
２ｂｃ

＝ｂ
２ｃ２＋ｃ２（ａ－ｃ）２＋ｃ（ａ－ｃ）（ｂ２＋ｃ２－ａ２）

（ａ－ｃ）２

＝ ａｂ２ｃ
（ａ－ｃ）２－

ａｃ，

同理 ＣＥ２＝ ａｂｃ２
（ａ－ｂ）２－

ａｂ．

由ＢＤ ＝ＣＥ，得

ｂｃ ｂ
（ａ－ｃ）２－

ｃ
（ａ－ｂ）［ ］２ ＝ｃ－ｂ．

令ａ－ｂ＝ｘ，ａ－ｃ＝ｙ，显然问题归结为证明ｘ＝ｙ．
此时原式变为

（ａ－ｘ）（ａ－ｙ）ａ－ｘｙ２ －ａ－ｙｘ（ ）２ ＝ｘ－ｙ

或 （ａ－ｘ）（ａ－ｙ）ａ（ｘ２－ｙ２）－（ｘ３－ｙ３［ ］）＝ｘ２ｙ２（ｘ－ｙ）．

若ｘ≠ｙ，则有

（ａ－ｘ）（ａ－ｙ）ａ－ｘ
２＋ｘｙ＋ｙ２
ｘ＋（ ）ｙ ＝ｘ

２ｙ２
ｘ＋ｙ

，

但由于ｂ＋ｃ＞ａ，故ａ＞ｘ＋ｙ，故上述左式
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＞ｘｙｘ＋ｙ－ｘ
２＋ｘｙ＋ｙ２
ｘ＋（ ）ｙ

＝ｘ
２ｙ２
ｘ＋ｙ＝

右式，矛盾．

因此　ＡＢ＝ＡＣ．

评注　注意此题的计算思路，弄不好会陷入困境．当∠Ａ不是最大内角
时，ＡＢ未必等于ＡＣ．
例１３　已知ＢＣ⊥ＣＤ，点Ａ为ＢＤ中点，点Ｑ在ＢＣ上，ＡＣ＝ＣＱ，又

在ＢＱ上找一点Ｒ，使ＢＲ ＝２ＲＱ，ＣＱ 上找一点Ｓ，使ＱＳ ＝ＲＱ，求证：

∠ＡＳＢ＝２∠ＤＲＣ．

图２１２

证明　本题错综复杂，因此在计算之
前，目标一定要明确．
如图 ２１２，先计算 ｃｏｓ ∠ＡＳＢ，设

ＡＢ＝ＡＣ＝ＡＤ ＝ａ，∠Ｂ＝θ，则

ＢＱ＝ＢＣ－ＣＱ
＝２ａｃｏｓθ－ａ，

于是 ＱＳ＝ＲＱ＝１３ＢＱ

＝２３ａｃｏｓθ－
１
３ａ．

所以 ＢＳ＝ＢＱ＋ＱＳ

＝８３ａｃｏｓθ－
４
３ａ
，

ＳＣ＝ＢＣ－ＢＳ

＝４３ａ－
２
３ａｃｏｓθ．

由ｃｏｓ∠ＡＳＢ＋ｃｏｓ∠ＡＳＣ＝０，得

ＡＢ２－ＡＳ２＝ＢＳ·ＳＣ，

而 　ＡＢ２－ＢＳ·ＳＣ　　　　　　　　　

＝ａ２－ ８
３ａｃｏｓθ－

４
３（ ）ａ ４

３ａ－
２
３ａｃｏｓ（ ）θ

＝２５９ａ
２－４０９ａ

２ｃｏｓθ＋１６９ａ
２ｃｏｓ２θ
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＝ ５
３ａ－

４
３ａｃｏｓ（ ）θ ２

，

于是 ＡＳ＝５３ａ－
４
３ａｃｏｓθ

，

ｃｏｓ∠ＡＳＢ＝ＡＳ
２＋ＢＳ２－ＡＢ２
２ＡＳ·ＢＳ 　　

＝ＢＳ
２－ＢＳ·ＣＳ
２ＡＳ·ＢＳ

＝ＢＳ－ＣＳ２ＡＳ

＝

１０
３ａｃｏｓθ－

８
３ａ

１０
３ａ－

８
３ａｃｏｓθ

＝５ｃｏｓθ－４５－４ｃｏｓθ．

又作ＲＤ中垂线，交ＢＣ直线于点Ｔ，则

∠ＤＴＣ＝２∠ＤＲＣ，

注意，若点Ｔ在ＢＣ延长线上时，把ＴＣ看成负数（即∠ＤＴＣ＝１８０°－∠ＤＴＢ）．

于是
ＲＴ＋ＴＣ＝ＲＣ，

ＴＣ２＋ＣＤ２＝ＲＴ｛ ２

或 ＲＴ－ＴＣ＝ＣＤ
２

ＲＣ
，

于是 ＴＣ＝１２ ＲＣ－
ＣＤ２（ ）ＲＣ

，

ＲＴ＝１２ ＲＣ＋
ＣＤ２（ ）ＲＣ

，

ｃｏｓ∠ＤＴＣ＝ＴＣＲＴ　　

＝ＲＣ
２－ＣＤ２

ＲＣ２＋ＣＤ２
．

下面计算ＣＤ与ＲＣ．易见

ＣＤ＝２ａｓｉｎθ，　　　　　
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ＲＣ＝ＢＣ－ＢＲ

＝２ａｃｏｓθ－ ４
３ａｃｏｓθ－

２
３（ ）ａ

＝２３ａｃｏｓθ＋
２
３ａ
，

ＲＣ２＋ＣＤ２＝ａ２ ４０９－
３２
９ｃｏｓ

２θ＋８９ｃｏｓ（ ）θ
＝８９ａ

２ ５－４ｃｏｓ（ ）θ １＋ｃｏｓ（ ）θ ，

而 ＲＣ２－ＣＤ２＝ａ２ ４０９ｃｏｓ
２θ＋８９ｃｏｓθ－

３２（ ）９
＝８９ａ

２ ５ｃｏｓθ－（ ）４ １＋ｃｏｓ（ ）θ ，

于是 ｃｏｓ∠ＤＴＣ＝５ｃｏｓθ－４５－４ｃｏｓθ＝ｃｏｓ∠ＡＳＢ
，

故而 ∠ＡＳＢ＝∠ＤＴＣ＝２∠ＤＲＣ．

评注　此题在计算过程中务必仔细．另外需要注意的是，本题在证明过程
中用到一个结论：
设点Ｄ为等腰△ＡＢＣ底边ＢＣ所在直线上一点，则如图２１３，

图２１３

（１）ＡＢ２－ＡＤ２＝ＢＤ·ＣＤ
（当点Ｄ在ＢＣ上时）；
（２）ＡＤ２－ＡＢ２＝ＢＤ·ＣＤ
（当点Ｄ在ＢＣ延长线上时）．
点Ｄ在ＢＣ 上时，我们可以用ｃｏｓ∠ＡＤＢ＋

ｃｏｓ∠ＡＤＣ＝０推得；而点Ｄ在ＢＣ延长线上，则
变成了ｃｏｓ∠ＡＤＢ＝ｃｏｓ∠ＡＤＣ．
之所以还要再强调一遍，是因为这个结论应用非常之广，在记忆上也不麻

烦．因此，尽管在试卷上我们不能将它直接当作一个定理使用，但在记忆上应
该是一个不折不扣的定理．
例１４　两圆外切于点Ａ，且内切于另一大圆Ｏ于点Ｂ、Ｃ．记两小圆外公

切线割圆Ｏ的弦ＭＮ 的中点为Ｄ，ＢＣ与ＭＮ 交于点Ｐ，求证：ＤＢＤＣ ＝
ＰＢ
ＰＣ．

证明　如图２１４，过点Ｂ作切线ＢＥ，
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图２１４

则 ∠ＥＢＮ ＝∠ＢＡＦ＝∠ＢＭＮ，

此处点Ｆ为ＢＮ 与小圆交点．

又 ∠ＢＦＡ＝∠ＢＡＭ，

故 ∠ＮＢＡ＝∠ＭＢＡ，

同理，ＣＡ平分∠ＭＣＮ．
这样一来，就有

ＢＭ
ＢＮ ＝

ＭＡ
ＮＡ ＝

ＭＣ
ＮＣ．

又由中线长公式，

ＢＤ２
ＣＤ２ ＝

２（ＢＭ２＋ＢＮ２）－ＭＮ２
２（ＣＭ２＋ＣＮ２）－ＭＮ２

，

若设 ＢＭ ＝ａ，ＢＮ ＝ｂ，ＣＮ ＝ｃ，ＣＭ ＝ｄ，ＭＮ ＝ｘ，

则只需求证

２（ａ２＋ｂ２）－ｘ２
２（ｃ２＋ｄ２）－ｘ２＝

ＢＰ２
ＣＰ２ ＝

Ｓ２△ＢＭＮ
Ｓ２△ＣＭＮ

＝ ｂａ（ ）ｃｄ
２

． ①

由题有 ａｃ＝ｂｄ，

又由余弦定理，得 ｃｏｓ∠ＭＢＮ＋ｃｏｓ∠ＭＣＮ ＝０，

即 ａ２＋ｂ２－ｘ２
ａｂ ＋ｃ

２＋ｄ２－ｘ２
ｃｄ ＝０，

ｘ２＝ａ
２ｃｄ＋ｂ２ｃｄ＋ａｂｃ２＋ａｂｄ２

ａｂ＋ｃｄ

＝２ａｃ
（ａｄ＋ｂｃ）
ａｂ＋ｃｄ ．

若ａｂ＝ｃｄ，则由ａｃ＝ｂｄ可得

ａ＝ｄ，ｂ＝ｃ，

于是四边形ＭＢＮＣ为筝形，ＭＮ将ＢＣ垂直平分，这样便有

ＢＤ
ＣＤ ＝１＝

ＢＰ
ＣＰ
，这显然是成立的．
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余弦定理
◎

下面假定 ａｂ≠ｃｄ．

由式①解出

ｘ２＝２
（ａ２ｂ２ｃ２＋ａ２ｂ２ｄ２－ａ２ｃ２ｄ２－ｂ２ｃ２ｄ２）

ａ２ｂ２－ｃ２ｄ２

＝２ａ
２ｃ２（ｂ２＋ａ２－ｄ２－ｃ２）
ａ２ｂ２－ｃ２ｄ２

，

于是只需证明

ａｄ＋ｂｃ
ａｂ＋ｃｄ＝

ａｃ（ａ２＋ｂ２－ｃ２－ｄ２）
ａ２ｂ２－ｃ２ｄ２

或 ａｃ（ａ２＋ｂ２－ｃ２－ｄ２）＝（ａｄ＋ｂｃ）（ａｂ－ｃｄ）．

展开为 　ａ３ｃ＋ａｂ２ｃ－ａｃ３－ａｃｄ２

＝ａ２ｂｄ＋ａｂ２ｃ－ａｃｄ２－ｂｃ２ｄ，

由ａ３ｃ＝ａ２ｂｄ及ａｃ３＝ｂｃ２ｄ知上式成立，于是命题得证．
评注　如果你还能看出点Ａ是△ＢＣＤ的内心，那么仅用正弦定理也能

说得清楚．

由于Ｓ△ＢＭＰ
Ｓ△ＢＮＰ ＝

ＭＰ
ＰＮ ＝

ａｄ
ｂｃ＝

ａ２
ｂ２
，

由此可推出ＢＰ关于ＢＡ的对称直线过ＭＮ 中点．
同理可证ＣＡ平分∠ＢＣＤ，于是点Ａ就成为△ＢＣＤ的内心．
数学题就是这样，有时要求更多反而容易．

　　　　　习　题　２

１ 已知△ＡＢＣ对应边为ａ、ｂ、ｃ，求证：

（ｂ－ｃ）２ｃｏｓ２∠Ａ２ ＋（ｂ＋ｃ）２ｓｉｎ２∠Ａ２ ＝ａ２．

２ 在平行四边形ＡＢＣＤ中，∠Ａ为锐角，且ＡＣ２·ＢＤ２＝ＡＢ４＋ＡＤ４，求

∠Ａ的取值范围．
３ 已知锐角三角形ＡＢＣ，外心Ｏ到三边距离分别为ｄ１、ｄ２、ｄ３，求证：ｄ１＋
ｄ２＋ｄ３＝Ｒ＋ｒ，其中Ｒ、ｒ分别为△ＡＢＣ外接圆与内切圆半径．
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４ 过锐角三角形ＡＢＣ的顶点Ａ、Ｂ作该三角形的外接圆的切线，它们分别
与过点Ｃ的该三角形的外接圆的切线交于点Ｄ、Ｅ，直线ＡＥ交ＢＣ于点
Ｐ，直线ＢＤ交ＡＣ于点Ｒ，设点Ｑ、Ｓ分别为ＡＰ和ＢＲ的中点，求证：

∠ＡＢＱ＝∠ＢＡＳ．

５ 已知△ＡＢＣ的外心和内心分别为点Ｏ和Ｉ，求证：ＯＩ＝ Ｒ２－２槡 Ｒｒ，这
里Ｒ、ｒ分别为△ＡＢＣ外接圆与内切圆半径．

６ 直角△ＡＢＣ中，∠Ｃ＝９０°，ＡＣ、ＢＣ边上的中线所夹的锐角为θ，求证：

Ｓ△ＡＢＣ ＝１３ｃ
２ｔａｎθ，其中ｃ＝ＡＢ．

７ 设点Ｐ是正方形ＡＢＣＤ内一点，且满足：（１）ＰＡ、ＰＢ、ＰＣ成等差数列
（公差大于０）；（２）ＰＢ、ＰＤ、ＰＣ成等比数列（公比大于１），求证：这样的
点Ｐ是惟一存在的．

８ 设△ＡＢＣ中有一点Ｐ，满足 ∠ＰＡＢ ＝ ∠ＰＢＣ ＝ ∠ＰＣＡ ＝θ，求证：
ｃｏｔθ＝ｃｏｔＡ＋ｃｏｔＢ＋ｃｏｔＣ．

９ 设△ＡＢＣ内心为Ｉ，Ｃ１、Ｂ１分别为ＡＢ、ＡＣ的中点，直线ＡＣ与Ｃ１Ｉ交于
点Ｂ２，直线ＡＢ与Ｂ１Ｉ交于点Ｃ２，若Ｓ△ＡＢ２Ｃ２ ＝Ｓ△ＡＢＣ，试求∠ＣＡＢ的
度数．

１０ 已知△ＡＢＣ，∠Ａ＝６０°．过△ＡＢＣ的内心Ｉ作ＡＣ的平行线，交ＡＢ于
点Ｅ，点Ｐ在ＢＣ上，且３ＢＰ＝ＢＣ，求证：∠Ｂ＝２∠ＢＥＰ．

１１ 有一个半径为Ｒ的正ｎ边形Ａ１Ａ２…Ａｎ的外接圆，点Ｐ是距圆心为ａ的
平面上任一点，则ＰＡ２１＋ＰＡ２２＋…＋ＰＡ２ｎ为定值，并求此定值．

１２在锐角△ＡＢＣ中，ＢＣ＜ＡＣ＜ＡＢ，点Ｄ、Ｅ分别在ＡＢ、ＡＣ上，且满足
ＢＤ ＝ＢＣ＝ＣＥ，求证：△ＡＤＥ的外接圆半径等于△ＡＢＣ的内心到外心
的距离．

１３ 设点Ｐ 为正方形ＡＢＣＤ 的内切圆Ｏ上任一点，求证：ｔａｎ２∠ＡＰＣ＋
ｔａｎ２∠ＢＰＤ ＝８．

１４ 已知有六个小圆在一个大圆内，且均与大圆相切，而每两个相邻小圆外
切，若六个小圆与大圆的切点依次为Ａ１、Ａ２、Ａ３、Ａ４、Ａ５、Ａ６，求证：
Ａ１Ａ２·Ａ３Ａ４·Ａ５Ａ６＝Ａ２Ａ３·Ａ４Ａ５·Ａ６Ａ１．

１５ 设△ＡＢＣ的ＢＣ边上的中线延长后交△ＡＢＣ的外接圆于点Ａ１，又过点
Ａ作射线与ＡＡ１关于∠ＢＡＣ的平分线对称，并交外接圆于点Ａ２，若设外
心为点Ｏ，△ＡＢＣ的对应边长为ａ、ｂ、ｃ且Ａ１、Ｏ、Ａ２ 三点共线，求证

ｂ２＋ｃ２＋ ４ｂ
２ｃ２

ｂ２＋ｃ２＝
ａ２．
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１６ 求证：凸四边形四边平方和减去对角线平方和，等于对角线中点连线平方
的４倍，从而可得，一凸四边形是平行四边形的充要条件是：四边平方和
等于对角线平方和．

１７ 锐角△ＡＢＣ，三个对应边上的旁切圆为⊙ＩＡ、⊙ＩＢ、⊙ＩＣ，已知⊙ＩＣ、

⊙ＩＢ 与ＢＣ直线的切点分别为Ｍ、Ｎ，⊙ＩＡ 与ＡＢ、ＡＣ直线的切点分别
为Ｐ、Ｑ，延长ＭＰ、ＮＱ交于点Ｓ，求证：ＡＳ⊥ＢＣ．

１８ △ＡＢＣ中，ＢＣ＞ＣＡ＞ＡＢ，内外心之间的距离为ｄ．在ＢＡ和ＣＡ延长
线上分别取点Ｄ、Ｅ，使ＢＤ ＝ＣＥ＝ＢＣ；在ＣＢ上和ＡＢ延长线上分别
取点Ｆ和Ｇ，使ＣＦ＝ＡＧ＝ＣＡ；又在ＡＣ和ＢＣ上分别取点Ｈ 和Ｋ，使
ＡＨ ＝ＢＫ ＝ＡＢ，求证：
（１）△ＡＤＥ、△ＢＦＧ、△ＣＨＫ的外接圆半径都等于ｄ；
（２）ＥＤ ∥ＧＦ∥ＨＫ．
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　　两角和与差的三角函数的展开，正弦、余弦函数的积化和差与和差化积，
以及各种推论，如倍角公式、三倍角公式、半角公式等，是三角函数的核心内
容．不难想象它们在几何问题中也会有用．在这本书中有一半以上的内容是涉
及这一方面的．但笔者坚持认为，做几何题，应该突出几何意义，这类公式可以
不用就尽量别用，至少尽量少用．
例１　已知△ＡＢＣ，求证：

ｃｏｓ２Ａ＋ｃｏｓ２Ｂ＋ｃｏｓ２Ｃ＋２ｃｏｓＡｃｏｓＢｃｏｓＣ＝１．

证明

　ｃｏｓ２Ａ＋ｃｏｓ２Ｂ＋ｃｏｓ２Ｃ　　　　　　　　　

＝３２＋
１
２ ｃｏｓ２∠Ａ＋ｃｏｓ２∠Ｂ＋ｃｏｓ２∠
（ ）Ｃ

＝３２＋
１
２ ２ｃｏｓ

（∠Ａ＋∠Ｂ）ｃｏｓ（∠Ａ－∠Ｂ）＋ｃｏｓ２（∠Ａ＋∠Ｂ［ ］）

＝１＋ｃｏｓ（∠Ａ＋∠Ｂ）ｃｏｓ（∠Ａ－∠Ｂ）＋ｃｏｓ２（∠Ａ＋∠Ｂ）

＝１－２ｃｏｓＡｃｏｓＢｃｏｓＣ．

评注　例１被称作“三角形中的恒等式”，是数量极为繁多的三角恒等式
的一部分．本书不会过多涉及这方面的内容，不过一些最基本的三角形恒等式
还是知道点较好（三角形不等式的情形也类似）．除了例１，还有几个比较有名
的三角形恒等式，如

ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＢ＋ｓｉｎＣ＝４ｃｏｓ∠Ａ２ｃｏｓ
∠Ｂ
２ｃｏｓ

∠Ｃ
２
；

ｔａｎＡ＋ｔａｎＢ＋ｔａｎＣ＝ｔａｎＡｔａｎＢｔａｎＣ；

ｔａｎ ∠Ａ２ｔａｎ
∠Ｂ
２ ＋ｔａｎ ∠Ｂ２ｔａｎ

∠Ｃ
２ ＋ｔａｎ ∠Ｃ２ｔａｎ

∠Ａ
２ ＝１．
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等等，读者可自行推导．
例２　已知△ＡＢＣ的外接圆及内切圆半径分别为Ｒ和ｒ，求证：

ｒ
Ｒ ＝４ｓｉｎ

∠Ａ
２ｓｉｎ

∠Ｂ
２ｓｉｎ

∠Ｃ
２ ．

证明　设△ＡＢＣ三边为ａ、ｂ、ｃ，则

１
２
（ａ＋ｂ＋ｃ）ｒ＝Ｓ△ＡＢＣ ＝ａｂｃ４Ｒ．

用ａ＝２ＲｓｉｎＡ，ｂ＝２ＲｓｉｎＢ，ｃ＝２ＲｓｉｎＣ代入，
得

Ｒｒ（ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＢ＋ｓｉｎＣ）＝２Ｒ２ｓｉｎＡｓｉｎＢｓｉｎＣ，

于是

　ｒＲ
·４ｃｏｓ∠Ａ２ｃｏｓ

∠Ｂ
２ｃｏｓ

∠Ｃ
２

＝１６ｓｉｎ∠Ａ２ｃｏｓ
∠Ａ
２ｓｉｎ

∠Ｂ
２ｃｏｓ

∠Ｂ
２ｓｉｎ

∠Ｃ
２ｃｏｓ

∠Ｃ
２
，

再化简就得证．
说明　上述结果可以使我们较快证明熟知的结论：若锐角三角形ＡＢＣ

外心至三边距离为ｄ１、ｄ２、ｄ３，则ｄ１＋ｄ２＋ｄ３＝Ｒ＋ｒ．
这是因为

　　ｄ１＋ｄ２＋ｄ３　　　　　　　　　　　　　　　　　
＝Ｒ（ｃｏｓＡ＋ｃｏｓＢ＋ｃｏｓＣ）

＝Ｒ２ｃｏｓ∠Ａ＋∠Ｂ２ ｃｏｓ∠Ａ－∠Ｂ２ －ｃｏｓ（∠Ａ＋∠Ｂ［ ］）
＝Ｒ２ｃｏｓ∠Ａ＋∠Ｂ２ ｃｏｓ∠Ａ－∠Ｂ２ －ｃｏｓ∠Ａ＋∠Ｂ（ ）２ ＋［ ］１
＝Ｒ４ｓｉｎ ∠Ａ２ｓｉｎ

∠Ｂ
２ｓｉｎ

∠Ｃ
２ ＋（ ）１

＝Ｒ ｒＲ ＋（ ）１ ＝Ｒ＋ｒ．
评注　这些题目的共同模式是：
几何条件→三角运算→几何结论．
例３　设点Ｐ为△ＡＢＣ内一点，α＝ ∠ＡＰＣ－∠ＡＢＣ，β＝ ∠ＡＰＢ－
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∠ＡＣＢ，求证：
（１）ＰＡ·ＢＣ＝ＡＢ·ＰＣｃｏｓα＋ＡＣ·ＰＢｃｏｓβ；
（２）ＰＡ·ＢＣｃｏｓ（α－β）＝ＡＣ·ＰＢｃｏｓα＋ＡＢ·ＰＣｃｏｓβ．

图３１

证明　先把（１）改为

ＢＣ＝ＡＢ·ＰＣＰＡ ｃｏｓα＋ＡＣ·ＰＢＰＡ ｃｏｓβ．

如图３１，作点Ｑ，使∠ＱＢＣ＝α，∠ＱＣＢ＝β．
若能证明

ＢＱ＝ＡＢ·ＰＣＰＡ
， ①

ＣＱ＝ＡＣ·ＰＢＰＡ
， ②

问题就解决了．
但从严格意义上，还要求α＋β＜１８０°，否则Ｑ的

位置有问题．
先证α＋β＜１８０°，这是因为延长ＰＡ可以看出 ∠ＡＰＢ＋∠ＡＰＣ ＜

３６０°－∠ＢＡＣ，故

α＋β＜３６０°－∠ＢＡＣ－∠ＡＢＣ－∠ＡＣＢ
＝１８０°．

然后证明①式．
直接证明有麻烦，不如作ＡＱ′，使

∠ＢＡＱ′＝∠ＰＡＣ且△ＢＡＱ′∽△ＰＡＣ，

于是 ＢＱ′
ＰＣ ＝ＡＢＡＰ

，

故 ＢＱ′＝ＡＢ·ＰＣＰＡ
，

又易见△ＡＢＰ∽△ＡＱ′Ｃ，

同理有 ＣＱ′＝ＡＣ·ＰＢＰＡ ．

又∠Ｑ′ＢＣ＝α，∠Ｑ′ＣＢ＝β，Ｑ与Ｑ′重合．于是结论（１）成立．
下面处理（２）．
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由（１）知，要（２）成立，只需

ＡＣ·ＰＢ ｃｏｓ（α－β）ｃｏｓβ－ｃｏｓ（ ）α ＝ＡＢ·ＰＣ ｃｏｓβ－ｃｏｓαｃｏｓ（α－β（ ）），

化简，知只需证

ＡＣ·ＰＢｓｉｎβ＝ＡＢ·ＰＣｓｉｎα．

这是肯定成立的，因为由正弦定理，

ｓｉｎα
ｓｉｎβ

＝ＣＱＢＱ ＝
ＡＣ·ＰＢ
ＡＢ·ＰＣ．

例４　已知正三角形ＡＢＣ内有一条动线段，长为ａ，它在△ＡＢＣ三边上

图３２

的射影长分别为ｌ、ｍ、ｎ，求证：ｌ２＋ｍ２＋ｎ２ ＝
３
２ａ

２．

证明　如图３２，设动线段为ＰＱ（长为ａ），延
长ＰＱ两端，知必与△ＡＢＣ的某两边及第三边的
延长线相交（特殊情况可视为极限，不影响结论）．
不妨设与ＡＢ、ＡＣ相交，与ＢＣ延长线相交，

若设ＰＱ与ＢＣ夹角为θ，则ＰＱ与ＡＣ夹角便为
６０°－θ，而ＰＱ与ＡＢ夹角即为６０°＋θ．

于是　　　ｌ２＋ｍ２＋ｎ２

＝ａ２ ｃｏｓ２θ＋ｃｏｓ２（６０°－θ）＋ｃｏｓ２（６０°＋θ（ ））

＝ａ２ ３２＋
１
２
（ｃｏｓ２θ＋ｃｏｓ（１２０°－２θ）＋ｃｏｓ（１２０°＋２θ［ ］）

＝ａ２ ３２＋
１
２
（ｃｏｓ２θ＋２ｃｏｓ１２０°ｃｏｓ２θ［ ］）

＝３２ａ
２．

评注　此题用和角公式可以简化证明，一开始的分析十分必要．
例５　已知一凸四边形的边长依次为ａ、ｂ、ｃ、ｄ，外接圆半径为Ｒ，如果

ａ２＋ｂ２＋ｃ２＋ｄ２＝８Ｒ２，问对此四边形有何要求？
解　首先，该四边形一定包含圆心Ｏ，若不然，如图３３，

由于 ∠ＢＡＤ＞９０°，

∠ＢＤＣ＞９０°，
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图３３

ＡＢ２＋ＡＤ２＋ＣＤ２＜ＢＤ２＋ＣＤ２＜ＢＣ２＜４Ｒ２，

于是四边形ＡＢＣＤ的四边平方和＜８Ｒ２，矛盾．
如图３４，连接ＯＡ、ＯＢ、ＯＣ、ＯＤ，设 ∠ＡＯＢ ＝

２α，∠ＢＯＣ＝２β，∠ＣＯＤ＝２γ，∠ＤＯＡ＝２θ，则由
题设，有

　　８Ｒ２＝ＡＢ２＋ＢＣ２＋ＣＤ２＋ＤＡ２

＝４Ｒ２（ｓｉｎ２α＋ｓｉｎ２β＋ｓｉｎ２γ＋ｓｉｎ２θ），

图３４

故 ｓｉｎ２α＋ｓｉｎ２β＋ｓｉｎ２γ＋ｓｉｎ２θ＝２．

于是　２－ｃｏｓ２α－ｃｏｓ２β２ ＋２－ｃｏｓ２γ－ｃｏｓ２θ２ ＝２

或 ｃｏｓ２α＋ｃｏｓ２β＋ｃｏｓ２γ＋ｃｏｓ２θ＝０，

此即　ｃｏｓ（α＋β）ｃｏｓ（α－β）＝－ｃｏｓ（γ＋θ）ｃｏｓ（γ－θ），

由于α＋β＋γ＋θ＝１８０°，故

ｃｏｓ（α＋β）＝－ｃｏｓ（γ＋θ），

若该式为０，只能有 α＋β＝γ＋θ＝９０°，

此时ＡＣ即为直径．
若ｃｏｓ（α＋β）≠０，则

ｃｏｓ（α－β）＝ｃｏｓ（γ－θ）．

对ｃｏｓ（α－β）－ｃｏｓ（γ－θ）和差化积，得

ｓｉｎα＋γ－β－θ２ ｓｉｎα＋θ－β－γ２ ＝０．

由于 ｜α＋γ－β－θ｜＜３６０°，｜α＋θ－β－γ｜＜３６０°，

故只能有 α＋γ＝β＋θ

或 α＋θ＝β＋γ．

后者即 ∠ＢＣＤ ＝∠ＢＡＤ＝９０°，
此时ＢＤ是直径．
前者表明，若设ＢＤ，ＡＣ交于点Ｐ，则

∠ＢＰＣ＝∠ＢＤＣ＋∠ＡＣＤ
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＝β＋θ＝９０°，

即ＢＤ ⊥ＡＣ．
评注　综上所述，满足条件的圆内接四边形的要求为：对角线垂直或至少

有一条对角线长是直径．
例６　已知△ＡＢＣ，∠Ｂ＝９０°，内切圆分别切ＢＣ、ＣＡ、ＡＢ于点Ｄ、Ｅ、

Ｆ，又ＡＤ交内切圆于另一点Ｐ，ＰＦ⊥ＰＣ，求△ＡＢＣ三边之比．
解　如图３５，连接ＦＤ、ＰＥ、ＥＤ，易知△ＦＢＤ是等腰直角三角形．

图３５

由弦切角知，

∠ＦＰＤ＝∠ＦＤＢ＝４５°，

于是 ∠ＤＰＣ＝４５°，

又∠ＰＤＣ＝∠ＰＦＤ，故

△ＰＦＤ∽△ＰＤＣ，

所以 ＰＦ
ＦＤ ＝

ＰＤ
ＣＤ
，

又由于△ＡＰＦ∽△ＡＦＤ，△ＡＰＥ∽△ＡＥＤ，

故 ＰＥ
ＤＥ ＝

ＡＰ
ＡＥ ＝

ＡＰ
ＡＦ ＝

ＰＦ
ＦＤ
，

于是 ＰＥ
ＤＥ ＝

ＰＤ
ＣＤ
，

又 ∠ＥＰＤ ＝∠ＥＤＣ，故

△ＥＰＤ ∽△ＥＤＣ，

于是△ＥＰＤ也是等腰三角形，

所以 ∠ＰＥＤ＝∠ＥＰＤ ＝∠ＥＤＣ，

所以 ＰＥ∥ＢＣ，

于是 ＡＥ
ＡＣ ＝

ＰＥ
ＣＤ ＝

ＰＥ
ＥＤ
·ＥＤ
ＣＤ

＝ ＥＤ（ ）ＣＤ
２

＝４ｓｉｎ２∠Ｃ２
＝２（１－ｃｏｓＣ）

＝２１－ＢＣ（ ）ＡＣ
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＝２ＡＣ－ＢＣＡＣ ．

又 ＡＥ
ＡＣ ＝

１
２
（ＡＢ＋ＡＣ－ＢＣ）

ＡＣ
，

故 ＡＢ＋ＡＣ－ＢＣ＝４（ＡＣ－ＢＣ），
ＡＢ＝３（ＡＣ－ＢＣ），

两边平方，得

ＡＢ２＝９（ＡＣ－ＢＣ）２＝ＡＣ２－ＢＣ２，

此即 ９（ＡＣ－ＢＣ）＝ＡＣ＋ＢＣ，

所以 ＢＣ
ＡＣ ＝

４
５
，

所以 ＡＢ∶ＢＣ∶ＡＣ＝３∶４∶５．

评注　这是一道好题，对运算和推理都有较高的要求．
例７　如图３６，设点Ｈ是锐角△ＡＢＣ的垂心，∠Ａ、∠Ｂ、∠Ｃ是它的三

个内角，点Ｐ是平面上任一点，求证：

　（ＡＰ２－ＡＨ２）ｔａｎＡ＋（ＢＰ２－ＢＨ２）ｔａｎＢ＋（ＣＰ２－ＣＨ２）ｔａｎＣ
＝ＰＨ２ｔａｎＡｔａｎＢｔａｎＣ．

图３６

证明　首先，我们有

　ｔａｎＡ＋ｔａｎＢ＋ｔａｎＣ
＝ｔａｎＡｔａｎＢｔａｎＣ，

这只要由

ｔａｎＣ＝－ｔａｎ（∠Ａ＋∠Ｂ）＝ｔａｎＡ＋ｔａｎＢｔａｎＡｔａｎＢ－１
得

到．
于是，待证等式转化为

（ＰＨ２＋ＡＨ２－ＡＰ２）ｔａｎＡ＋（ＰＨ２＋ＢＨ２－ＢＰ２）ｔａｎＢ
＋（ＰＨ２＋ＣＨ２－ＣＰ２）ｔａｎＣ＝０．

又由余弦定理，有
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ＰＨ２＋ＡＨ２－ＡＰ２＝２ＡＨ·ＰＨｃｏｓ∠ＡＨＰ，

上式可化为求证

　ＡＨｔａｎＡｃｏｓ∠ＡＨＰ＋ＢＨｔａｎＢｃｏｓ∠ＢＨＰ＋ＣＨｔａｎＣｃｏｓ∠ＣＨＰ＝０．

这个等式还可简化，只要考虑到

ＡＨｓｉｎＣ＝ＡＥ＝ＡＢｃｏｓＡ，

ＡＨ ＝ ＡＢｓｉｎＣｃｏｓＡ＝
ＢＣ
ｓｉｎＡｃｏｓＡ＝

ＢＣ
ｔａｎＡ

，

另外还有两个，于是欲证等式还可化为

ＢＣｃｏｓ∠ＡＨＰ＋ＡＣｃｏｓ∠ＢＨＰ＋ＡＢｃｏｓ∠ＣＨＰ＝０．

不妨设直线ＰＨ与ＡＢ、ＡＣ相交，于是点Ａ在ＰＨ 一侧，点Ｂ、点Ｃ在
ＰＨ 另一侧．
如图３６，今作ＡＡ′、ＢＢ′、ＣＣ′分别垂直于ＰＨ 直线，易见

ｃｏｓ∠ＡＨＰ＝ｃｏｓ∠Ｂ′ＢＣ＝ＢＢ′－ＣＣ′ＢＣ
，

而 ｃｏｓ∠ＢＨＰ＝ｃｏｓ∠Ａ′ＡＥ＝ＡＡ′＋ＣＣ′ＡＣ
，

ｃｏｓ∠ＣＨＰ＝－ｃｏｓ∠ＢＡＡ′＝－ＡＡ′＋ＢＢ′ＡＢ
，

于是 　ＢＣｃｏｓ∠ＡＨＰ＋ＡＣｃｏｓ∠ＢＨＰ＋ＡＢｃｏｓ∠ＣＨＰ
＝ＢＢ′－ＣＣ′＋ＡＡ′＋ＣＣ′－ＡＡ′－ＢＢ′
＝０．

评注　当Ｐ的位置有变动时，ｃｏｓ∠ＡＨＰ，ｃｏｓ∠ＢＨＰ及ｃｏｓ∠ＣＨＰ的
表达式形式上稍有不同，因此其余情形请读者讨论．
对于这样复杂的等式，纯几何方法真的难以奏效．
例８　设圆内接四边形ＡＢＣＤ，ＡＢ＋ＣＤ ＝ｍ，ＢＣ＋ＤＡ ＝ｎ，ＡＣ＋

ＢＤ ＝ｌ，△ＢＣＤ、△ＣＤＡ、△ＤＡＢ、△ＡＢＣ的内切圆直径各为ｄ１、ｄ２、ｄ３、

ｄ４，求证：ｄ１ｄ３＋ｄ２ｄ４＝（ｌ－ｍ）（ｌ－ｎ）．
证明　如图３７，由内切圆的性质，知

　　　ｄ１＝（ＢＣ＋ＣＤ－ＢＤ）ｔａｎＣ２
，
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图３７

　　　ｄ２＝（ＡＤ＋ＣＤ－ＡＣ）ｔａｎＤ２
，

　　　ｄ３＝（ＡＢ＋ＡＤ－ＢＤ）ｔａｎＡ２
，

　　　ｄ４＝（ＡＢ＋ＢＣ－ＡＣ）ｔａｎＢ２．

由于∠Ａ＋∠Ｃ＝１８０°，

　　∠Ｂ＋∠Ｄ＝１８０°，故

ｔａｎＡ２ｔａｎ
Ｃ
２＝１

，ｔａｎＢ２ｔａｎ
Ｄ
２＝１

，

于是　ｄ１ｄ３＋ｄ２ｄ４
＝（ＢＣ＋ＣＤ－ＢＤ）（ＡＢ＋ＡＤ－ＢＤ）

＋（ＣＤ＋ＡＤ－ＡＣ）（ＡＢ＋ＢＣ－ＡＣ）

＝（ＢＣ＋ＣＤ）（ＡＢ＋ＡＤ）－ＢＤ（ＡＢ＋ＢＣ＋ＣＤ＋ＤＡ）＋ＢＤ２

＋（ＣＤ＋ＡＤ）（ＡＢ＋ＢＣ）－ＡＣ（ＡＢ＋ＢＣ＋ＣＤ＋ＤＡ）＋ＡＣ２

＝（ＢＣ＋ＣＤ）（ＡＢ＋ＡＤ）＋（ＣＤ＋ＡＤ）（ＡＢ＋ＢＣ）－ｌ（ｍ＋ｎ）＋ＢＤ２

＋ＡＣ２，

此式若等于（ｌ－ｍ）（ｌ－ｎ），仅当

　　（ＢＣ＋ＣＤ）（ＡＢ＋ＡＤ）＋（ＣＤ＋ＡＤ）（ＡＢ＋ＢＣ）＋ＢＤ２＋ＡＣ２

　＝ｌ２＋ｍｎ

或　　　　（ＢＣ＋ＣＤ）（ＡＢ＋ＡＤ）＋（ＣＤ＋ＡＤ）（ＡＢ＋ＢＣ）

　　　＝２ＡＣ·ＢＤ＋（ＡＤ＋ＢＣ）（ＡＢ＋ＣＤ），

展开，即 ＡＤ·ＢＣ＋ＡＢ·ＣＤ＝ＡＣ·ＢＤ．

这是托勒密定理，于是命题得证．
此类题目除了计算，也没什么其他好办法．
评注　此题好像未用和角公式，其实这公式正是用在托勒密定理之上，今

试用此法论证如下：
如图３８，设圆内接四边形ＡＢＣＤ，外接圆半径为Ｒ，∠ＡＢＤ ＝α，

∠ＣＢＤ＝β，∠ＡＣＢ＝θ，

则　　　　ＡＤ ＝２Ｒｓｉｎα，
ＢＣ＝２Ｒｓｉｎ（α＋β＋θ），
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图３８

ＡＢ＝２Ｒｓｉｎθ，
ＣＤ＝２Ｒｓｉｎβ．

而ＡＣ＝２Ｒｓｉｎ（α＋β），ＢＤ＝２Ｒｓｉｎ（α＋θ），问题就
变为求证

　ｓｉｎαｓｉｎ（α＋β＋θ）＋ｓｉｎθｓｉｎβ
＝ｓｉｎ（α＋β）ｓｉｎ（α＋θ），

积化和差，并去除系数１／２，得

左式＝ｃｏｓ（β＋θ）－ｃｏｓ（２α＋β＋θ）＋ｃｏｓ（β－θ）－ｃｏｓ（β＋θ）

　　＝ｃｏｓ（β－θ）－ｃｏｓ（２α＋β＋θ）

　　＝右式．

例９　已知正方形ＡＢＣＤ，ＡＢ、ＢＣ上各有一点Ｓ、Ｐ，且ＤＳ、ＤＰ交ＡＣ
于点Ｒ、Ｑ，求Ｂ、Ｐ、Ｑ、Ｒ、Ｓ五点共圆的充要条件（即点Ｓ、Ｐ满足什么位置
关系）．

图３９

解　如图３９，不妨设正方形边长为１，ＡＳ＝ａ，
ＣＰ＝ｂ，下面证明，充要条件是

ＢＳ·ＢＰ＝２ＡＳ·ＣＰ．

先证充分性．
设∠ＡＳＤ＝α，∠ＤＰＣ＝β，则

　　ｔａｎ（α＋β）＝
ｔａｎα＋ｔａｎβ
１－ｔａｎαｔａｎβ

＝

１
ａ＋

１
ｂ

１－１ａｂ
＝ａ＋ｂａｂ－１．

由于（１－ａ）（１－ｂ）＝２ａｂ，故

ｔａｎ（α＋β）＝－１，

α＋β＝１３５°．
连接ＢＤ、ＢＲ，易知△ＢＲＣ≌△ＤＲＣ，故

∠ＲＢＣ＝∠ＲＤＣ＝∠ＡＳＤ＝α．

而∠ＲＱＰ＝β＋４５°，故
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∠ＲＢＣ＋∠ＲＱＰ＝α＋β＋４５°
＝１８０°，

即点Ｂ、Ｒ、Ｑ、Ｐ共圆．
同理，点Ｂ、Ｓ、Ｒ、Ｑ共圆．
所以Ｂ、Ｓ、Ｒ、Ｑ、Ｐ五点共圆．
反之，若Ｂ、Ｓ、Ｒ、Ｑ、Ｐ五点共圆，可得

α＋β＝∠ＲＱＤ＋β＝１３５°，

于是 ＢＳ·ＢＰ＝２ＡＳ·ＣＰ．
综上所述，充要条件为

ＢＳ·ＢＰ＝２ＡＳ·ＣＰ．
评注　容易看出，五点所共圆的直径即为ＳＰ，另外，还有∠ＳＤＰ＝４５°，

ＳＱ、ＰＲ是△ＳＰＤ的高等．
例１０　证明拿破仑定理：△ＡＢＣ，向外作正三角形ＢＣＡ１、ＣＡＢ１、ＡＢＣ１，

设它们的中心为Ｐ１、Ｑ１、Ｒ１，则△Ｐ１Ｑ１Ｒ１为正三角形（称为外拿破仑正三角
形），又向△ＡＢＣ各边内侧作正三角形ＢＣＡ２、ＣＡＢ２、ＡＢＣ２，设其中心分别
为Ｐ２、Ｑ２、Ｒ２，则△Ｐ２Ｑ２Ｒ２亦为正三角形（称为内拿破仑正三角形）．
并进而求证：Ｓ△Ｐ１Ｑ１Ｒ１ －Ｓ△Ｐ２Ｑ２Ｒ２ ＝Ｓ△ＡＢＣ，并试用△ＡＢＣ各边表示

Ｓ△Ｐ１Ｑ１Ｒ１＋Ｓ△Ｐ２Ｑ２Ｒ２；最后证明：ＡＰ１、ＢＱ１、ＣＲ１的中点是一个正三角形的顶
点，对于ＡＰ２、ＢＱ２、ＣＲ２，也有类似结论．

图３１０

证明　这是一组庞大的结论，我
们必须有条不紊地进行论证．
尽管拿破仑定理有十分漂亮的纯

几何证明，但三角证法也有简捷的优
点，符合我们的要求．
如图３１０，设△ＡＢＣ的对应边为

ａ、ｂ、ｃ，易知

Ｐ１Ｃ＝ａ
槡３
，Ｑ１Ｃ＝ｂ

槡３
，

∠Ｐ１ＣＱ１＝∠Ｃ＋６０°，

于是
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　　Ｐ１Ｑ２１＝Ｐ１Ｃ２＋Ｑ１Ｃ２－２Ｐ１Ｃ·Ｑ１Ｃｃｏｓ（∠Ｃ＋６０°）

＝ａ
２

３＋
ｂ２
３－

２ａｂ
３
（ｃｏｓＣｃｏｓ６０°－ｓｉｎＣｓｉｎ６０°）

＝ａ
２

３＋
ｂ２
３－

ａｂ
３
·ａ

２＋ｂ２－ｃ２
２ａｂ ＋槡３３ａｂｓｉｎＣ

＝１６
（ａ２＋ｂ２＋ｃ２）＋ 槡２３

３Ｓ△ＡＢＣ．

这是一个对称式，同理可证Ｑ１Ｒ２１、Ｒ１Ｐ２１也是此式，故△Ｐ１Ｑ１Ｒ１是正三
角形．
至于内拿破仑正三角形的证明，三角运算的优势更加明显，因为图往往画

不清楚．

易知此时有 Ｐ２Ｃ＝ａ
槡３
，Ｑ２Ｃ＝ｂ

槡３
，

∠Ｐ２ＣＱ２＝｜∠Ｃ－６０°｜，

于是 Ｐ２Ｑ２２＝Ｐ２Ｃ２＋Ｑ２Ｃ２－２Ｐ２Ｃ·Ｑ２Ｃｃｏｓ（∠Ｃ－６０°）

＝ａ
２

３＋
ｂ２
３－

２ａｂ
３
（ｃｏｓＣｃｏｓ６０°＋ｓｉｎＣｓｉｎ６０°）

＝１６
（ａ２＋ｂ２＋ｃ２）－ 槡２３

３Ｓ△ＡＢＣ．

这也是对称式，于是△Ｐ２Ｑ２Ｒ２为正三角形（有趣的是，我们还附带证明

了ａ２＋ｂ２＋ｃ２≥ 槡４３Ｓ△ＡＢＣ ）．

易知 Ｓ△Ｐ１Ｑ１Ｒ１ ＝
槡３
４Ｐ１Ｑ

２
１　　　　　

＝槡３２４
（ａ２＋ｂ２＋ｃ２）＋１２Ｓ△ＡＢＣ

，

Ｓ△Ｐ２Ｑ２Ｒ２ ＝
槡３
４Ｐ２Ｑ

２
２　　　　　

＝槡３２４
（ａ２＋ｂ２＋ｃ２）－１２Ｓ△ＡＢＣ

，

于是 Ｓ△Ｐ１Ｑ１Ｒ１＋Ｓ△Ｐ２Ｑ２Ｒ２ ＝
槡３
１２
（ａ２＋ｂ２＋ｃ２），

Ｓ△Ｐ１Ｑ１Ｒ１－Ｓ△Ｐ２Ｑ２Ｒ２ ＝Ｓ△ＡＢＣ．
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最后，设ＡＰ１、ＢＱ１、ＣＲ１中点分别为Ｐ′、Ｑ′、Ｒ′，我们来证明：△Ｐ′Ｑ′Ｒ′
是正三角形．
显然，只要算出Ｐ′Ｑ′是一个对称式即可．
由习题２知，点Ｐ′、Ｑ′是四边形ＡＰ１、ＢＱ１之中点，则有

４Ｐ′Ｑ′２＝ＡＢ２＋ＢＰ２１＋Ｐ１Ｑ２１＋Ｑ１Ａ２－ＡＰ２１－ＢＱ２１

＝ｃ２＋ａ
２

３＋
ｂ２
３－ＡＰ

２
１－ＢＱ２１＋Ｐ１Ｑ２１，

ＡＰ２１＝ＡＣ２＋Ｐ１Ｃ２－２ＡＣ·Ｐ１Ｃｃｏｓ（∠Ｃ＋３０°）

＝ｂ２＋ａ
２

３－
２ａｂ
槡３
（ｃｏｓＣｃｏｓ３０°－ｓｉｎＣｓｉｎ３０°）

＝ｂ２＋ａ
２

３－
ａ２＋ｂ２－ｃ２

２ ＋２
槡３
Ｓ△ＡＢＣ

＝ｂ
２

２－
ａ２
６＋

ｃ２
２＋

２
槡３
Ｓ△ＡＢＣ，

同理 ＢＱ２１＝ａ
２＋ｃ２
２ －ｂ

２

６＋
２
槡３
Ｓ△ＡＢＣ，

于是 ４Ｐ′Ｑ′２＝Ｐ１Ｑ２１－４
槡３
Ｓ△ＡＢＣ．

前面已经证过Ｐ１Ｑ１是对称式，故Ｐ′Ｑ′也是，于是△Ｐ′Ｑ′Ｒ′为正三角形．
关于ＡＰ２、ＢＱ２、ＣＲ２的中点也有类似结论．
评注　用计算对付这类题目是十分有效的．

图３１１

例１１　设锐角三角形ＡＢＣ内有Ｐ、Ｑ两点，使得 ∠ＡＣＰ ＝ ∠ＢＣＱ，

∠ＣＡＰ＝∠ＢＡＱ，过点Ｐ作ＢＣ、ＣＡ、ＡＢ的垂线，垂足分别为点Ｄ、Ｅ、Ｆ，
求证：∠ＤＥＦ＝９０°当且仅当点Ｑ是△ＢＤＦ的垂心．
证明　如图３１１，若 ∠ＦＥＤ ＝９０°，由于

点Ａ、Ｆ、Ｐ、Ｅ共圆，点Ｐ、Ｅ、Ｃ、Ｄ共圆，故

　　　　　　　∠ＢＡＰ＝∠ＦＥＰ
＝９０°－∠ＰＥＤ
＝９０°－∠ＰＣＤ，

于是易见

△ＡＰＦ∽△ＰＣＤ．

又易知　∠ＱＡＣ＝∠ＦＡＰ，
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　∠ＱＣＡ＝∠ＰＣＤ，

所以 △ＡＰＦ∽△ＡＣＱ∽△ＰＣＤ，

由于这是顺相似，

故有 △ＡＦＱ∽△ＡＰＣ∽△ＱＤＣ，

于是 ＱＤ
ＣＤ ＝

ＡＰ
ＣＰ
，

ＱＤ ＝ＣＤＣＰＡＰ＝ＡＰｃｏｓ∠ＰＣＤ

＝ＡＰｃｏｓ∠ＡＰＦ
＝ＦＰ．

同理 ＦＱ＝ＰＤ，

于是四边形ＦＱＤＰ是平行四边形．

这样，便有ＦＱ∥ＰＤ，ＤＱ∥ＰＦ，
于是ＦＱ⊥ＢＤ，ＤＱ⊥ＢＦ，即点Ｑ为△ＦＢＤ之垂心．
反之，若点Ｑ为△ＦＢＤ之垂心，则问题不那么好处理．
我们从平行四边形ＰＤＱＦ入手．
易知，若能证得∠ＡＱＣ＝９０°，则

∠ＦＥＤ＝∠ＦＥＰ＋∠ＤＥＰ
＝∠ＦＡＰ＋∠ＤＣＰ
＝∠ＱＡＥ＋∠ＱＣＥ
＝１８０°－∠ＡＱＣ＝９０°．

下设∠ＱＤＰ＝θ（＝∠Ｂ），ＦＰ＝ａ，ＰＤ ＝ｂ，

∠ＱＡＢ＝α，∠ＰＡＢ＝β，

于是 ∠ＢＡＣ＝α＋β．

我们的目标是

ＡＱ
ＡＣ ＝ｃｏｓβ

（这样ＡＱ⊥ＱＣ了）．

由于 ｔａｎβ＝
ＦＰ
ＡＦ＝

ＦＰ
ＡＭ－ＦＭ
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＝ ａ
ｂｃｏｓθｃｏｔα－ｂｓｉｎθ

，

而 ＡＢ＝ＡＭ＋ＢＭ 　　　　　
＝ｂｃｏｓθｃｏｔα＋ＭＤｃｏｔθ
＝ｂｃｏｓθｃｏｔα＋（ａ＋ｂｃｏｓθ）ｃｏｔθ

＝ｂｃｏｓθｓｉｎ
（α＋θ）

ｓｉｎαｓｉｎθ＋ａｃｏｔθ

＝ｂｃｏｔθｓｉｎ
（α＋θ）
ｓｉｎα ＋ａｃｏｔθ，

所以 ＡＣ＝ＡＢ ｓｉｎθ
ｓｉｎ（θ＋α＋β）

　　　　　

＝ ｂｃｏｔθｓｉｎ
（α＋θ）
ｓｉｎα ＋ａｃｏｔ（ ）θ ｓｉｎθ

ｓｉｎ（θ＋α＋β）

＝ ｂｓｉｎ（α＋θ）ｓｉｎα ＋（ ）ａ ｃｏｓθ
ｓｉｎ（θ＋α＋β）

．

又 ＡＱ＝ｂｃｏｓθｓｉｎα
，

于是，问题就变成求证：

ｂｃｏｓθ
ｓｉｎα ＝

ｂｓｉｎ（α＋θ）
ｓｉｎα ＋（ ）ａ ｃｏｓθｃｏｓβ

ｓｉｎ（θ＋α＋β）
，

即 ｓｉｎ（α＋θ）
ｃｏｓθ ＋ａｂ

ｓｉｎα
ｃｏｓ（ ）θ ｃｏｓθｃｏｓβ

ｓｉｎ（θ＋α＋β）
＝１

或 ｃｏｓβ＋
ａ
ｂ
ｓｉｎαｃｏｓβ
ｓｉｎ（α＋θ）＝

ｓｉｎ（θ＋α＋β）
ｓｉｎ（α＋θ）

，

右式＝ｓｉｎβｃｏｔ（α＋θ）＋ｃｏｓβ，
这样，两边消去ｃｏｓβ，即知只须证

ａ
ｂ
ｓｉｎαｃｏｓβ
ｓｉｎ（α＋θ）＝ｓｉｎβｃｏｔ

（α＋θ）．

由ｔａｎβ的表达式，上式进一步化为

ｓｉｎα＝ １
ｃｏｓθｃｏｔα－ｓｉｎθｃｏｓ

（α＋θ），

此时，右式＝ ｓｉｎα
ｃｏｓθｃｏｓα－ｓｉｎθｓｉｎαｃｏｓ

（α＋θ）＝ｓｉｎα＝左式．
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于是结论成立．
评注　上述证明是依赖于图的，读者请考虑，点Ｐ、Ｑ是否还有其他类型

的位置．
此题难度适中，也可用同一法，借助三角函数进行证明，但必须做到目标

明确，计算仔细．
例１２　已知点Ａ０是ＢＣ中点，点Ａ′是△ＡＢＣ内切圆与ＢＣ的切点．以点

Ａ０为圆心、Ａ０Ａ′为半径作⊙Ａ０，同理，定义点Ｂ０、Ｂ′及⊙Ｂ０ 和点Ｃ０，Ｃ′及

⊙Ｃ０．证明：若⊙Ａ０与△ＡＢＣ外接圆的
︵ＢＣ弧（不含点Ａ）相内切，则另外两个

圆中的一个也与△ＡＢＣ的外接圆在相应弧段相内切．

图３１２

证明　如图３１２，不妨设ＡＢ＞ＡＣ，设⊙Ａ０、⊙Ｂ０
和⊙Ｃ０的半径分别为ｒ１、ｒ２、ｒ３，ａ、ｂ、ｃ分别为△ＡＢＣ
的对应边的长度．
由于⊙Ａ０与⊙Ｏ（外接圆）相切，故有

ＯＡ０＝Ｒ－ｒ１（Ｒ为⊙Ｏ半径），

又 ∠Ａ０ＯＣ＝１２∠ＢＯＣ＝∠Ａ
，

因此 Ｒ－Ａ０Ａ′＝Ｒ－ ａ
２－

ａ＋ｂ－ｃ（ ）２

＝ＲｃｏｓＡ，

故有 Ｒ（１－ｃｏｓＡ）＝ｃ－ｂ２
，

由正弦定理知即 １－ｃｏｓＡ＝ｓｉｎ∠ＢＣＡ－ｓｉｎＢ，

即 ２ｓｉｎ２∠Ａ２ ＝２ｓｉｎ ∠ＢＣＡ－∠Ｂ２ ｃｏｓ∠ＢＣＡ＋∠Ｂ２

或 ｓｉｎ ∠Ａ２ ＝ｓｉｎ ∠ＢＣＡ－∠Ｂ２
，

对ｓｉｎ ∠Ａ２ －ｓｉｎ ∠ＢＣＡ－∠Ｂ２
进行和差化积，得

ｓｉｎ ∠Ａ－∠ＢＣＡ＋∠Ｂ４ ｃｏｓ∠Ａ－∠Ｂ＋∠ＢＣＡ４ ＝０，

此即 ｓｉｎ４５°－∠ＢＣＡ（ ）２ ｃｏｓ４５°－∠Ｂ（ ）２ ＝０，
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只能是∠ＢＣＡ＝９０°．
与之对应的是直角边ＡＣ上的⊙Ｂ０与⊙Ｏ内切，当且仅当

１－ｃｏｓＢ＝ｓｉｎ∠ＢＣＡ－ｓｉｎＡ．

这显然成立，故命题得证．
评注　此题的命题方式很别致，让人一下子觉得没有方向，只好一步步地

推导下去，这里三角计算的威力就体现出来了，得到 ∠ＢＣＡ ＝９０°是关键
一步．
例１３　已知锐角三角形ＡＢＣ，ＣＤ是高，点Ｍ 是ＡＢ中点．过点Ｍ 的直

线分别交射线ＣＡ、ＣＢ于点Ｋ、Ｌ，且ＣＫ＝ＣＬ．求证：若△ＣＫＬ的外心为点
Ｓ，则ＳＤ ＝ＳＭ．
证明　如图３１３，不妨设ＡＣ≥ＢＣ，易知此时点Ｋ在ＡＣ上，点Ｌ在ＣＢ

延长线上．

图３１３

由正弦定理，知　　ＡＫＡＭ ＝
ｓｉｎ∠ＡＭＫ
ｓｉｎ∠ＡＫＭ

，

ＢＬ
ＢＭ ＝

ｓｉｎ∠ＢＭＬ
ｓｉｎ∠ＢＬＭ

，

由对顶角相等及∠ＡＫＭ＋∠ＢＬＭ ＝１８０°，得

ＡＫ
ＡＭ ＝

ＢＬ
ＢＭ
，即ＡＫ ＝ＢＬ．

这样一来，便有　ＣＫ ＝ＣＬ＝ＡＣ＋ＢＣ２
，

ＣＳ＝ ＣＫ
２ｃｏｓ∠ＡＣＢ２

＝ ＡＣ＋ＢＣ
４ｃｏｓ∠ＡＣＢ２

，

延长ＣＳ交△ＡＢＣ外接圆︵ＡＢ于点Ｅ，则点Ｅ为︵ＡＢ中点．
若设△ＡＢＣ外接圆半径为Ｒ，则

ＣＥ＝２Ｒｓｉｎ ∠Ａ＋∠ＡＣＢ（ ）２
，

于是 ＣＥ
ＣＳ ＝２Ｒｓｉｎ ∠Ａ＋

∠ＡＣＢ（ ）２

２ｃｏｓ∠ＡＣＢ２
Ｒ（ｓｉｎＢ＋ｓｉｎＡ）

＝
４ｓｉｎ ∠Ａ＋∠ＡＣＢ（ ）２ ｃｏｓ∠ＡＣＢ２

ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＢ
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＝２ｓｉｎ
（∠Ａ＋∠ＡＣＢ）＋ｓｉｎ（ ）Ａ
ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＢ

＝２
（ｓｉｎＢ＋ｓｉｎＡ）
ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＢ

＝２．

这表明，点Ｓ为ＣＥ中点．
又因为ＭＥ⊥ＡＢ，ＣＤ⊥ＡＢ，故点Ｓ在ＭＤ的中垂线上．
故ＳＤ ＝ＳＭ．
评注　此题也属于用三角公式来求解特快的一种题型．
例１４　在半圆的直径ＡＢ上取点Ｋ、Ｌ．在半圆弧上取点Ｍ、Ｎ，使四边

形ＫＬＭＮ成为一个正方形，它的面积等于△ＡＢＣ的面积，点Ｃ在半圆弧上，
求证：△ＡＢＣ的内切圆圆心即正方形的一条边与连结顶点Ｍ（或Ｎ）和顶点Ａ
（或Ｂ）的直线的交点．
证明　如图３１４，不妨设点Ｃ在ＭＮ 右侧，于是我们的目标变为，证明

ＢＮ与ＭＬ的交点Ｐ为△ＡＢＣ的内心．

图３１４

我们来论证两点：
（１）∠ＣＢＮ ＝∠ＡＢＮ；

（２）ＢＬ＝１２
（ＡＢ＋ＢＣ－ＡＣ）．

由（１），（２）可知点Ｐ为△ＡＢＣ内心．
先证（１）．设ＡＯ＝ＢＯ ＝１（Ｏ是ＡＢ 中点），

∠ＮＯＡ＝θ，则ＮＫ ＝ｓｉｎθ，ＭＮ ＝２ｃｏｓθ，于是

ｔａｎθ＝２，

ｓｉｎθ＝ ２
槡５
，ｃｏｓθ＝ １

槡５
．

又Ｓ△ＡＢＣ ＝ＳＫＬＭＮ，故

１
２×２×ＣＨ ＝ｓｉｎ

２θ＝４５
，

故 ＣＨ ＝４５
，

这样便有 ｓｉｎ∠ＣＯＢ＝４５　　　
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＝２×２
槡５
×１
槡５

＝２ｓｉｎθｃｏｓθ
＝ｓｉｎ２θ，

由于 ∠ＣＯＢ＜∠ＭＯＢ＝θ，故

∠ＣＯＢ＝１８０°－２θ，

即 ∠ＡＯＣ＝２θ，

故 ∠ＣＢＡ＝θ，

又由于 ∠ＡＢＮ ＝θ２
，

故 ∠ＣＢＮ ＝∠ＡＢＮ．

下证（２）．

ＢＬ＝１－ｃｏｓθ＝１－１
槡５
．

ＡＢ＝２，ＢＣ＝２ｃｏｓθ＝ ２
槡５
，

ＡＣ＝２ｓｉｎθ＝ ４
槡５
，

于是 　１２
（ＡＢ＋ＢＣ－ＡＣ）

＝１２
２－２
槡（ ）５

＝ＢＬ．

此即（２）得证，故Ｐ为△ＡＢＣ内心．
评注　这是一道定值问题，不用三角函数也不是不可以，但三角法确确实

实帮助我们理清了思绪．
例１５　（四边形的“面积公式”）设凸四边形ＡＢＣＤ中，ＡＢ＝ａ，ＢＣ＝ｂ，

ＣＤ＝ｃ，∠ＡＢＣ＝α，∠ＢＣＤ ＝β，直线ＡＢ、ＣＤ的交角为θ，则ＳＡＢＣＤ ＝
１
２ａｂｓｉｎα＋

１
２ｂｃｓｉｎβ－

１
２ａｃｓｉｎ

（α＋β）．

证明　作ＡＥ⊥ＢＣ，ＤＦ⊥ＢＣ，点Ｅ、Ｆ可在ＢＣ上或其延长线上．如图
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图３１５

３１５所示．

ＳＡＢＣＤ ＝ＳＡＥＦＤ －Ｓ△ＡＢＥ－Ｓ△ＣＤＦ

＝１２
（ａｓｉｎα＋ｃｓｉｎβ）（ｂ－ａｃｏｓα－ｃｃｏｓβ）

＋１２ａ
２ｓｉｎαｃｏｓα＋１２ｃ

２ｓｉｎβｃｏｓβ

＝１２ａｂｓｉｎα＋
１
２ｂｃｓｉｎβ－

１
２ａｃｃｏｓαｓｉｎβ

－１２ａｃｓｉｎαｃｏｓβ

＝１２ａｂｓｉｎα＋
１
２ｂｃｓｉｎβ－

１
２ａｃｓｉｎ

（α＋β）．

评注　这里的Ｓ△ＡＢＥ与Ｓ△ＣＤＦ可正可负．
正如四边形有“余弦定理”，它也有“面积公式”，对角线之积乘以它们夹角

正弦的一半就是一个，这个也算．
本题结论在后面会用到．

　　　　　习　题　３

１ 已知有一个定圆Ｏ与一直线ｌ，两者不相交或相切，在ｌ上取动点Ｍ、Ｎ，
使以ＭＮ为直径的圆Ｏ′与圆Ｏ外切，求证：平面中存在一定点Ａ，使

∠ＭＡＮ为定角．
２ 设△ＡＢＣ为正三角形，边长为定值ａ，点Ｃ为ＢＤ中点．过点Ｄ任作一直

线交ＡＢ、ＡＣ于点Ｆ、Ｅ，求证：１ＢＦ＋
１
２ＣＥ ＝

槡３
２ａｃｏｔＤ．

３ 设钝角△ＡＢＣ的周长等于其内切圆直径与外接圆直径之和，求证：
ｃｏｓ２∠Ａ＋ｃｏｓ２∠Ｂ＋ｃｏｓ２∠Ｃ＝２ｃｏｓＡ＋２ｃｏｓＢ＋２ｃｏｓＣ．

４ 用三角函数证明：若一个三角形有两条相等的内角平分线，则此三角形是
等腰三角形．

５ 过△ＡＢＣ的外心Ｏ作ＤＥ∥ＢＣ，分别交ＡＢ、ＡＣ于点Ｄ、Ｅ．Ｐ为ＤＥ

上一点，且Ｓ△ＰＢＣ ＝１３Ｓ△ＡＢＣ
，求ｔａｎＢ·ｔａｎＣ的取值范围．

６ △ＡＢＣ中，ＡＢ＝ＡＣ，点Ｅ、Ｆ为底边ＢＣ上两点（Ｅ在ＢＦ上），求证：
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∠ＥＡＦ＝１２∠Ａ
（即∠ＢＡＣ）当且仅当ＥＦ２＝ＢＥ２＋ＦＣ２＋２ＢＥ·ＦＣｃｏｓθ．

７ 设点Ｏ是△ＡＢＣ外心，延长ＡＯ、ＢＯ、ＣＯ，分别交对边于点Ｄ、Ｅ、Ｆ，求

证：１
ＡＤ＋

１
ＢＥ＋

１
ＣＦ＝

２
Ｒ
，此处Ｒ是外接圆半径．

８ 设△ＡＢＣ中，重心、外心、内心、垂心分别为点Ｇ、Ｏ、Ｉ、Ｈ，三条对应边分

别为ａ、ｂ、ｃ，ｐ＝１２
（ａ＋ｂ＋ｃ），外接圆、内切圆半径分别为Ｒ、ｒ，则

（１）ＯＨ２＝９Ｒ２－（ａ２＋ｂ２＋ｃ２）；

（２）ＧＩ２＝２９
（ａ２＋ｂ２＋ｃ２）＋ｒ２－１３ｐ

２；

（３）ＨＩ２＝４Ｒ２＋２ｒ２－１２
（ａ２＋ｂ２＋ｃ２）．

９ 已知△ＡＢＣ的三边分别为ａ、ｂ、ｃ，△ＸＹＺ三边分别为ｘ、ｙ、ｚ，则有

ｘ２ｂｃｃｏｓＡ＋ｙ２ａｃｃｏｓＢ＋ｚ２ａｂｃｏｓＣ＝８Ｓ△ＡＢＣ·Ｓ△ＸＹＺ ＋（ｂｚ－ｙｃ）２＋

４ｂｃｙｚｓｉｎ２∠Ａ－∠Ｘ２ ．　

１０ 设⊙Ｏ半径为ｒ，ＡＭ、ＡＮ是切线，Ｌ是劣弧︵ＭＮ上异于Ｍ、Ｎ的一点，过
点Ａ且平行于ＭＮ的直线分别交直线ＭＬ、ＮＬ于点Ｐ、Ｑ，求证：ｒ２＝
ＯＰ·ＯＱ·ｃｏｓ∠ＰＯＱ．

１１ 设Ｍ、Ｎ 分别是锐角△ＡＢＣ的边ＡＣ、ＢＣ上的点，Ｋ 是ＭＮ 中点，

△ＣＡＮ和△ＢＣＭ的外接圆的第二个交点为Ｄ，证明：ＣＤ经过△ＡＢＣ外
心的充要条件是ＡＢ的中垂线经过点Ｋ．

１２ 证明：存在惟一的三边长为连续整数且有一个内角为另一内角两倍的三
角形．

１３ 已知点Ｏ、Ｉ分别为锐角△ＡＢＣ的外心和内心，ＡＤ是高，若点Ｉ在线段
ＯＤ上，则△ＡＢＣ外接圆的半径等于ＢＣ边上的旁切圆半径．

１４ 以△ＡＢＣ的ＢＣ边为直径作半圆，与ＡＢ、ＡＣ分别交于定点Ｄ、Ｅ，过点

Ｄ、Ｅ分别作ＢＣ的垂线ＤＦ、ＥＧ，点Ｆ、Ｇ在ＢＣ上，又设ＤＧ与ＥＦ交于
点Ｍ，求证：ＡＭ ⊥ＢＣ．

１５ 设Ｒ、ｒ分别是△ＡＢＣ的外接圆及内切圆半径，Ｒ′、ｒ′分别是△Ａ′Ｂ′Ｃ′的
外接圆及内切圆半径，求证：若 ∠Ｃ＝ ∠Ｃ′，Ｒｒ′＝Ｒ′ｒ，则 △ＡＢＣ ∽
△Ａ′Ｂ′Ｃ′．

１６ 证明：双心四边形（既有外接圆，又有内切圆）的内心、外心与对角线交点
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共线．
１７△ＡＢＣ中，∠Ｃ＝３０°，点Ｏ为外心，点Ｉ为内心，在ＡＣ、ＢＣ上分别取点
Ｄ、Ｅ，使ＡＤ ＝ＢＥ＝ＡＢ，求证：ＯＩ⊥ＤＥ．

１８ 设正方形ＡＢＣＤ边长为ａ，ＡＢ、ＢＣ、ＣＤ、ＤＡ上分别有点Ｅ、Ｇ、Ｈ、Ｆ，
且ＥＦ∥ＧＨ，ＥＦ与ＧＨ 距离为ａ，设△ＡＥＦ与△ＧＨＣ的周长分别为
ｃ１、ｃ２，求ｃ１＋ｃ２（用ａ表示）．

１９ 两圆⊙Ｏ１、⊙Ｏ２相交于Ｐ、Ｑ两点，且离点Ｐ近的公切线分别与⊙Ｏ１、

⊙Ｏ２切于点Ａ、Ｂ．过点Ｐ作⊙Ｏ１的切线，与⊙Ｏ２交于点Ｃ，又ＡＰ延长
后与ＢＣ交于点Ｒ，证明：△ＰＱＲ的外接圆与直线ＢＰ、ＢＲ相切．

２０ 已知一凸四边形ＡＢＣＤ 外切于⊙Ｏ，求证：ＯＡ·ＯＣ＋ＯＢ·ＯＤ ＝

ＡＢ·ＢＣ·ＣＤ·槡 ＤＡ．

２１ 已知△ＡＢＣ中，ｓｉｎＢ、ｓｉｎＡ、ｓｉｎＣ成等差数列，求证：ｔａｎ ∠Ａ＋∠Ｂ２
、

ｔａｎ ∠Ｂ＋∠Ｃ２
、ｔａｎ ∠Ｃ＋∠Ａ２

亦成等差数列．
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◎　　
三角与几何

　　在所有的几何问题中，特殊角问题是显示三角方法无比优越性的最典型
的一类问题．有了三角公式，原来很难逾越的鸿沟突然可以轻易地跨过去了，
下面就举几个例子．
例１　已知△ＡＢＣ，点Ｅ是形内一点，ＢＥ延长后交ＡＣ 于点Ｄ，已知

∠ＤＣＥ＝１０°，∠ＤＢＣ＝３０°，∠ＥＣＢ＝２０°，∠ＡＢＤ＝４０°，求∠ＢＡＥ．
解　如图４１，具体作法如下：

图４１

由于∠ＢＤＡ＝６０°，我们的目标是证明

ＡＢ２＝ＢＥ·ＢＤ．

不妨设ＢＣ＝１，则ＢＤ ＝ １
槡３
，

而又由正弦定理，

ＢＥ
ＢＣ ＝

ｓｉｎ２０°
ｓｉｎ１３０°

，

即 ＢＥ＝ｓｉｎ２０°ｓｉｎ５０°
，

又 ＡＢ
ＢＣ ＝

ｓｉｎ３０°
ｓｉｎ８０°

，

问题就归结为证明 ｓｉｎ２３０°
ｓｉｎ２８０°＝

１
槡３
ｓｉｎ２０°
ｓｉｎ５０°

或证明 ｓｉｎ２０°ｓｉｎ２８０°＝槡３４ｓｉｎ５０°

或 １＋ｃｏｓ２０°
２ ｓｉｎ２０°＝槡３４ｓｉｎ５０°

，
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这等价于 ２ｓｉｎ２０°＋ｓｉｎ４０°＝槡３ｓｉｎ５０°，

此式是容易证明的，因为

　槡３２ｓｉｎ５０°－
１
２ｓｉｎ４０°

＝ｓｉｎ５０°ｃｏｓ３０°－ｃｏｓ５０°ｓｉｎ３０°
＝ｓｉｎ２０°．

所以ＡＢ２＝ＢＥ·ＢＤ 　即ＡＢＢＤ ＝
ＢＥ
ＡＢ．

故△ＡＢＥ∽△ＤＢＡ，从而∠ＢＡＥ＝６０°　
评注　此题也可以用纯几何方法，作者本人曾经找到过，但作辅助线较伤

脑筋．
例２　△ＡＢＣ中，∠ＢＡＣ＝４０°，∠ＡＢＣ＝６０°，点Ｄ、Ｅ分别是ＡＣ、

ＡＢ上的点，∠ＣＢＤ＝４０°，∠ＢＣＥ＝７０°，点Ｆ是直线ＢＤ和ＣＥ的交点，证
明：直线ＡＦ和ＢＣ垂直．

图４２

证明　如图４２，

ｓｉｎ８０°＝２ｓｉｎ４０°ｃｏｓ４０°
＝２ｓｉｎ４０°ｃｏｓ（６０°－２０°）

＝２ｓｉｎ４０°（ｃｏｓ６０°ｃｏｓ２０°＋ｓｉｎ６０°ｓｉｎ２０°）

＝ｓｉｎ４０°（ｃｏｓ２０°＋槡３ｓｉｎ２０°），

所以 ｓｉｎ８０°－ｓｉｎ４０°ｃｏｓ２０°
ｓｉｎ４０°ｓｉｎ２０° ＝槡３．

设△ＡＢＣ外接圆半径为Ｒ，

则　　ＢＣ＝２Ｒｓｉｎ４０°，ＡＢ＝２Ｒｓｉｎ８０°，

易知∠ＢＦＣ＝７０°＝∠ＢＣＦ，故

ＢＦ＝ＢＣ＝２Ｒｓｉｎ４０°．

今作ＧＦ⊥ＡＢ，点Ｇ为垂足，则

ＢＧ＝２Ｒｓｉｎ４０°ｃｏｓ２０°，
ＧＦ＝２Ｒｓｉｎ４０°ｓｉｎ２０°，
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此即 ＡＧ
ＧＦ ＝

ＡＢ－ＢＧ
ＧＦ ＝槡３，

所以 ∠ＢＡＦ＝３０°，

故 ＡＦ⊥ＢＣ．

例３　已知△ＡＢＣ，∠Ａ＝１００°，ＡＢ＝ＡＣ，延长ＡＢ至点Ｄ，使ＡＤ＝
ＢＣ，求∠ＢＣＤ．
解　如图４３，在ＡＢ上找一点Ｅ，使∠ＡＣＥ＝３０°．

图４３

易知 ＡＥ
ＡＣ ＝

ｓｉｎ３０°
ｓｉｎ５０°

，

ＡＤ
ＡＣ ＝

ＢＣ
ＡＣ ＝２ｃｏｓ４０°

，

两式相乘，得

ＡＥ·ＡＤ
ＡＣ２ ＝２ｓｉｎ３０°ｃｏｓ４０°ｓｉｎ５０° ＝１，

于是 ＡＣ２＝ＡＥ·ＡＤ，

故 △ＡＣＥ∽△ＡＤＣ，

∠Ｄ＝∠ＡＣＥ＝３０°，

所以　 ∠ＢＣＤ ＝４０°－∠Ｄ
＝１０°．

评注　真是太漂亮了，有一个有名的纯几何证明，比这种方法难许多．不
过，如果猜不出角度，还是挺难的，因此这类题目的图一定要画好，一旦猜出角
度，辅助线就不过是为其“量身定做”了，接下去的任务就是三角运算．

图４４

例４　△ＡＢＣ中，ＡＤ 是角平分线，ＣＥ为ＡＢ 边上的高，若 ∠ＣＤＡ ＝
４５°，求∠ＢＥＤ．
解　如图４４，设△ＡＢＣ 的内角对应为

∠Ａ、∠Ｂ、∠Ｃ．不妨设ＡＣ＝１，由于∠Ａ是锐
角，故

ＣＥ＝ｓｉｎＡ，

ＣＦ＝ＣＥ－ＥＦ

＝ｓｉｎＡ－ｃｏｓＡｔａｎ ∠Ａ２
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＝ｓｉｎＡ－ｃｏｓＡ· ｓｉｎＡ
１＋ｃｏｓＡ

＝ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＡｃｏｓＡ－ｃｏｓＡｓｉｎＡｃｏｓＡ＋１

＝ｔａｎ ∠Ａ２
，

又　 ＣＤ
ＡＣ＝

ｓｉｎ ∠Ａ２
ｓｉｎ４５°　　　　

＝槡２ｓｉｎ ∠Ａ２
，

于是 ＣＥ·ＣＦ＝ｓｉｎＡ·ｔａｎ ∠Ａ２ 　　　

＝２ｓｉｎ ∠Ａ２ｃｏｓ
∠Ａ
２

ｓｉｎ ∠Ａ２
ｃｏｓ∠Ａ２

＝２ｓｉｎ２∠Ａ２
＝ＣＤ２．

故 △ＣＤＦ∽△ＣＥＤ，

∠ＤＥＣ＝∠ＡＤＣ＝４５°，

因此 ∠ＢＥＤ＝１８０°－１３５°
＝４５°．

评注　此题也是需要先猜出∠ＢＥＤ，由于这个三角形形状并不固定，故
可让△ＡＢＣ处于一个特殊形状以便于猜测．一旦确信，接下去用三角函数可
谓志在必得，不用添线，论证轻松、干脆，做完后感觉颇好．
例５　已知△ＡＢＣ，点Ｐ 是其内部一点，∠ＰＢＣ ＝ ∠ＰＣＢ ＝２４°，

∠ＡＢＰ＝３０°，∠ＡＣＰ＝５４°，求∠ＢＡＰ的大小．
解　如图４５，延长ＢＰ交ＡＣ于点Ｅ，由于∠ＢＡＣ＝４８°，故∠ＢＥＣ＝

４８°＋３０°＝７８°＝∠ＢＣＥ．
于是ＢＥ＝ＢＣ．不妨设ＢＥ＝ＢＣ＝１．

由正弦定理， ＰＥ
ＣＥ ＝

ｓｉｎ５４°
ｓｉｎ４８°

，
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图４５

故 ＰＥ＝２ｓｉｎ５４°ｓｉｎ１２°ｓｉｎ４８°
，

又 ＡＣ＝ｓｉｎ５４°ｓｉｎ４８°
，

于是 ＡＥ＝ＡＣ－ＣＥ

＝ｓｉｎ５４°ｓｉｎ４８°－２ｓｉｎ１２°．

由于 　ｓｉｎ５４°－２ｓｉｎ１２°ｓｉｎ４８°
＝ｓｉｎ５４°－ｃｏｓ３６°＋ｃｏｓ６０°

＝１２
，

故有 ＡＥ２＝ １
４ｓｉｎ２４８°

，

而 ＰＥ·ＢＥ＝２ｓｉｎ５４°ｓｉｎ１２°ｓｉｎ４８°
，

如果二者相等，则 △ＡＰＥ ∽ △ＢＡＥ，于是 ∠ＰＡＥ ＝ ∠ＡＢＥ ＝３０°，得

∠ＢＡＰ＝４８°－３０°＝１８°．
下证此等式，即证

ｓｉｎ１２°ｓｉｎ４８°ｓｉｎ５４°＝１８．

这是因为

左式＝１２
（ｃｏｓ３６°－ｃｏｓ６０°）ｓｉｎ５４°

＝１２ ｃｏｓ
２３６°－１２ｃｏｓ（ ）３６°

＝１４
（１＋ｃｏｓ７２°－ｃｏｓ３６°）

＝１４
（１－２ｓｉｎ５４°ｓｉｎ１８°）

＝１４
（１－２ｃｏｓ３６°ｃｏｓ７２°）

＝１４ １－
２ｓｉｎ３６°ｃｏｓ３６°ｃｏｓ７２°

ｓｉｎ（ ）３６°
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＝１４ １－
ｓｉｎ１４４°（ ）２ｓｉｎ３６°

＝１８．

例６　已知等腰△ＡＢＣ，底角 ∠ＡＢＣ＝ ∠ＡＣＢ＝５０°，点Ｄ、Ｅ分别在
ＢＣ、ＡＣ上，ＡＤ、ＢＥ交于点Ｐ，∠ＡＢＥ ＝３０°，∠ＢＡＤ ＝５０°，连接ＥＤ，
求∠ＢＥＤ．

图４６

解　如图４６，不妨设ＡＢ ＝ＡＣ ＝１，则

ＢＣ＝２ｃｏｓ５０°．而ＡＤ ＝ＢＤ ＝ １
２ｃｏｓ５０°．

由面积知

ＰＤ
ＡＰ ＝

ＢＤｓｉｎ２０°
ＡＢｓｉｎ３０°

＝ｓｉｎ２０°ｃｏｓ５０°
，

又由正弦定理，得

ＰＥ
ＡＰ ＝

ｓｉｎ３０°
ｓｉｎ７０°．

若能证明这两个比值相等，则就有ＰＤ ＝ＰＥ，又 ∠ＡＰＥ ＝８０°，即得

∠ＢＥＤ＝４０°，于是我们的任务变成证明

ｃｏｓ５０°ｓｉｎ３０°＝ｓｉｎ２０°ｓｉｎ７０°

或 ｃｏｓ５０°＝２ｓｉｎ２０°ｓｉｎ７０°，

积化和差，右式＝ｃｏｓ５０°－ｃｏｓ９０°
＝左式，故结论成立．

例７　已知如图４７，凸四边形ＡＢＣＤ中，∠Ｂ＝９０°，∠ＤＡＢ＝∠Ｄ＝
９６°，∠ＢＣＤ ＝７８°，且ＤＡ＝２ＡＢ，求∠ＣＡＢ．

图４７

解　不妨设ＡＢ ＝１，ＡＤ ＝２，若延长ＤＡ、
ＣＢ交于点Ｆ（图中未画出），则∠Ｆ＝６°．

易知 ＡＦ＝ １
ｓｉｎ６°

，

ＢＦ＝ｃｏｔ６°，
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故 ＤＦ＝ １
ｓｉｎ６°＋２

，

由正弦定理，得 ＢＣ＋ｃｏｔ６°
ＤＦ ＝ｓｉｎ９６°ｓｉｎ７８°

，

于是 ＢＣ＝ｓｉｎ９６°
（２ｓｉｎ６°＋１）

ｓｉｎ７８°ｓｉｎ６° －ｃｏｔ６°．

尽管我们现在还不知道∠ＣＡＢ究竟等于几度，但既然可求，一定是可以
将上式化简为某个角的正切的形式，只是在化简的过程中有一定盲目性而已．

　ｓｉｎ９６°
（２ｓｉｎ６°＋１）

ｓｉｎ７８°ｓｉｎ６° －ｃｏｔ６°

＝２ｓｉｎ９６°（ｓｉｎ６°＋ｓｉｎ３０°）ｓｉｎ７８°ｓｉｎ６° －ｃｏｔ６°

＝４ｓｉｎ９６°ｓｉｎ１８°ｃｏｓ１２°ｓｉｎ７８°ｓｉｎ６° －ｃｏｔ６°

＝４ｓｉｎ９６°ｓｉｎ１８°－ｃｏｓ６°ｓｉｎ６°
＝（４ｓｉｎ１８°－１）ｃｏｔ６°

＝ ２ｓｉｎ３６°－ｃｏｓ１８°
ｃｏｓ（ ）１８° ｃｏｔ６°

＝ｃｏｓ５４°＋ｃｏｓ５４°－ｃｏｓ１８°ｃｏｓ１８° ｃｏｔ６°

＝ｃｏｓ５４°（１－２ｃｏｓ７２°）ｃｏｓ１８° ｃｏｔ６°

＝４ｃｏｓ５４°ｓｉｎ６°ｓｉｎ６６°ｃｏｓ１８° ｃｏｔ６°

＝４ｃｏｓ６°ｃｏｓ５４°ｓｉｎ６６°ｃｏｓ１８°

＝４ｃｏｓ６°ｃｏｓ５４°ｃｏｓ６６°ｃｏｓ１８° ｔａｎ６６°

＝ｔａｎ６６°．

因此∠ＣＡＢ＝６６°．
评注　这道题目比前几道难度大一些，三角计算况且如此，纯几何证明难

度就更大．另外，我们在计算过程中，使用了一个小有名气的公式：

ｃｏｓθｃｏｓ（６０°－θ）ｃｏｓ（６０°＋θ）＝１４ｃｏｓ３θ
；
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　　另外两个是

ｓｉｎθｓｉｎ（６０°－θ）ｓｉｎ（６０°＋θ）＝１４ｓｉｎ３θ
，

ｔａｎθｔａｎ（６０°－θ）ｔａｎ（６０°＋θ）＝ｔａｎ３θ．

这些恒等式不难证明，并且知道它们后，可能会对解题带来一些便利．
例８　已知△ＡＢＣ，∠Ａ＝８０°，ＡＢ ＝ＡＣ，Ｐ为△ＡＢＣ内部一点，求

∠ＰＣＡ，若：
（１）∠ＰＡＢ＝２０°，∠ＡＢＰ＝１０°；
（２）∠ＰＡＢ＝１０°，∠ＰＢＡ＝１０°；
（３）∠ＰＡＢ＝１０°，∠ＰＢＡ＝２０°．

图４８

解　（１）如图４８，延长ＡＰ至ＢＣ于点Ｑ．
不妨设ＡＢ＝１，由正弦定理得

ＢＰ
ＡＢ ＝

ｓｉｎ２０°
ｓｉｎ１５０°

，

故 ＢＰ＝２ｓｉｎ２０°，

而 ＢＱ
ＡＢ ＝

ｓｉｎ２０°
ｓｉｎ１１０°

，

ＢＣ＝２ｃｏｓ５０°，

如能证明 ２ｓｉｎ２０°＝ｃｏｓ５０°ｓｉｎ７０°
，

则有　ＢＰ２＝ＢＱ·ＢＣ，于是由∠ＢＰＱ＝３０°，

得 ∠ＰＣＢ＝３０°，

故 ∠ＰＣＡ＝２０°．

因为 ２ｓｉｎ２０°ｓｉｎ７０°＝ｃｏｓ５０°－ｃｏｓ９０°
＝ｃｏｓ５０°．

故结论成立．
（２）如图４９，延长ＡＰ至ＢＣ于点Ｑ，设ＡＢ＝１，则

ＢＰ＝ １
２ｃｏｓ１０°

，　　　　　

ＢＱ＝ ｓｉｎ１０°ｓｉｎ１２０°
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图４９

＝ ２
槡３
ｓｉｎ１０°，

ＢＣ＝２ｃｏｓ５０°．

由于 　ｃｏｓ２１０°ｓｉｎ１０°ｃｏｓ５０°

＝１２ｃｏｓ１０°ｓｉｎ２０°ｃｏｓ５０°

＝１２ｓｉｎ２０°ｓｉｎ４０°ｓｉｎ８０°

＝１８ｓｉｎ６０°

＝槡３１６
，

故 ＢＰ２＝ＢＱ·ＢＣ，
于是 ∠ＰＣＢ＝∠ＢＰＱ＝２０°，

∠ＡＣＰ＝３０°．

图４１０

（３）如图４１０，作ＣＱ与直线ＡＰ垂直，不妨
设ＡＢ＝ＡＣ＝１．
则 ＡＱ＝ｃｏｓ７０°，

又由正弦定理，

ＡＰ
ＡＢ ＝

ｓｉｎ２０°
ｓｉｎ１５０°

，

易知 ＡＰ＝２ＡＱ，

即 ＡＱ＝ＰＱ，

原来ＣＱ是ＡＰ中垂线．

所以 ＡＣ＝ＰＣ，

∠ＡＣＰ＝１８０°－１４０°＝４０°．

例９　如图４１１，已知四边形ＡＢＣＤ，∠ＢＡＣ ＝３０°，∠ＡＢＤ ＝２６°，

∠ＤＢＣ＝５１°，∠ＡＣＤ ＝１３°，求∠ＣＡＤ．
解　设∠ＡＤＣ＝θ，则由正弦定理，有

ＡＣ
ＣＤ ＝

ｓｉｎθ
ｓｉｎ（θ＋１３°）

，
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图４１１

又 ＡＣ
ＢＣ ＝

ｓｉｎ７７°
ｓｉｎ３０°

，

ＢＣ
ＣＤ ＝

ｓｉｎ４３°
ｓｉｎ５１°

，

于是有

ｓｉｎθ
ｓｉｎ（θ＋１３°）＝

２ｓｉｎ７７°ｓｉｎ４３°
ｓｉｎ５１°

＝２ｃｏｓ１３°ｃｏｓ４７°ｃｏｓ７３°ｓｉｎ５１°ｃｏｓ７３°

＝ ｃｏｓ３９°
２ｓｉｎ５１°ｃｏｓ７３°

＝ １
２ｃｏｓ７３°

，

于是 ｃｏｓ１３°＋ｃｏｔθｓｉｎ１３°＝２ｃｏｓ７３°，

ｃｏｔθ＝２ｃｏｓ７３°－ｃｏｓ１３°ｓｉｎ１３°

＝２ｃｏｓ
（６０°＋１３°）－ｃｏｓ１３°

ｓｉｎ１３°

＝－２ｓｉｎ６０°ｓｉｎ１３°ｓｉｎ１３°

＝－槡３，

于是θ＝１５０°，故∠ＣＡＤ＝１８０°－１５０°－１３°＝１７°．
评注　这么“可怕”的问题，用了三角函数就不再“可怕”，但此题仍属不

易，有如下认识：首先，一旦Ｂ、Ｃ定，则Ａ、Ｄ也定，∠ＣＡＤ或∠ＡＤＣ之类固
然依赖于ＡＤ，但ＡＤ须通过余弦定理才能表示，太繁，故想方设法回避掉，结
果就找到ＡＣ与ＣＤ 之比；其次我们再度运用了伟大公式ｃｏｓθｃｏｓ（６０°－

θ）ｃｏｓ（６０°＋θ）＝１４ｃｏｓ３θ
，可见其威力．

例１０　如图４１２，凸四边形ＡＢＣＤ中，ＡＣ、ＢＤ交于点Ｐ，∠ＤＢＣ ＝
６０°，∠ＡＣＢ＝５０°，∠ＡＢＤ＝２０°，∠ＡＣＤ ＝３０°，求∠ＡＤＢ．
解　据说这是一道“名题”，从奥数角度来说，用三角函数解决起来毫不拖

泥带水．

　　　　　　ＡＰＡＣ ＝
Ｓ△ＡＢＰ
Ｓ△ＡＢＣ
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图４１２

＝ＢＰｓｉｎ２０°ＢＣｓｉｎ８０°

＝ｓｉｎ２０°ｓｉｎ５０°ｓｉｎ７０°ｓｉｎ８０°
，

而 ＤＰ
ＣＤ ＝

ｓｉｎ３０°
ｓｉｎ７０°

，

由于 　ｓｉｎ２０°ｓｉｎ５０°ｓｉｎ７０°ｓｉｎ８０°

＝２ｃｏｓ１０°ｓｉｎ１０°ｓｉｎ５０°ｓｉｎ７０°ｓｉｎ８０°

＝２４ｓｉｎ３０°

＝１４
，

于是 ＡＰ
ＡＣ ＝

ｓｉｎ２０°ｓｉｎ５０°
ｓｉｎ７０°ｓｉｎ８０°

＝ ｓｉｎ３０°
ｓｉｎ（ ）７０°

２

＝ＤＰ
２

ＣＤ２．

现作ＰＭ ∥ＣＤ，点Ｍ在ＡＤ上．于是

ＡＰ
ＡＣ ＝

ＭＰ
ＣＤ
，

这样一来便有

ＤＰ２＝ＭＰ·ＣＤ，

又 ∠ＭＰＤ＝∠ＰＤＣ，

故 △ＭＰＤ∽△ＰＤＣ，

因此 ∠ＡＤＢ＝∠ＰＣＤ ＝３０°．

另外一种方案与例９类似．
设∠ＡＤＢ＝θ，则

ｓｉｎ（θ＋２０°）
ｓｉｎθ ＝ＢＤＡＢ　　　　　

＝ＢＤＢＣ
·ＢＣ
ＡＢ
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＝ｓｉｎ８０°ｓｉｎ４０°
，

此即 ｃｏｓ２０°＋ｃｏｔθｓｉｎ２０°＝２ｃｏｓ４０°

ｃｏｔθ＝２ｃｏｓ４０°－ｃｏｓ２０°ｓｉｎ２０°

＝２ｃｏｓ
（６０°－２０°）－ｃｏｓ２０°

ｓｉｎ２０°

＝２ｓｉｎ６０°ｓｉｎ２０°ｓｉｎ２０°

＝槡３．

于是，θ＝３０°．
评注　看来这套方法已经掌握熟练了．

　　　　　习　题　４

１ 求证：正五边形一条对角线被另一条对角线黄金分割，如果它们没有共同
端点的话．

２ 设点Ｐ为△ＡＢＣ内一点，∠ＰＢＡ＝１０°，∠ＢＡＰ＝２０°，∠ＰＣＢ＝３０°，

∠ＣＢＰ＝４０°，求证：△ＡＢＣ是等腰三角形．
３ 已知△ＡＢＣ中，∠Ａ＝１０８°，ＡＢ＝ＡＣ，延长ＡＣ至点Ｄ，设点Ｊ是ＢＤ
的中点，求证：当且仅当ＡＤ ＝ＢＣ时ＡＪ⊥ＪＣ．

４ 设△ＡＢＣ内有一点Ｍ，∠ＭＢＡ＝３０°，∠ＭＡＢ＝１０°，又∠ＡＣＢ＝８０°，
ＡＣ＝ＢＣ，求∠ＡＭＣ．

５ 已知△ＡＢＣ中，∠Ａ∶∠Ｂ∶∠Ｃ＝１∶２∶４，求证 １ＢＣ＝
１
ＡＢ＋

１
ＡＣ．

６ 不等边△ＡＢＣ中，三内角∠Ａ、∠Ｂ、∠Ｃ成等差数列，公差为θ，且
ｃｓｃ２Ａ、ｃｓｃ２Ｂ、ｃｓｃ２Ｃ也成等差数列，求ｔａｎθ．

７ 已知△ＡＢＣ中，∠Ａ＝４８°，∠Ｂ＝５４°，∠Ｃ＝７８°，求证：ＢＣ２＋ＡＣ２－
ＡＢ２＝Ｒ２，Ｒ为外接圆半径．

８ 半径为１的圆⊙Ｏ上依次有６点Ａ１，Ａ２，Ａ３，…，Ａ６，且 ∠Ａ１ＯＡ２ ＝

∠Ａ２ＯＡ３＝…＝∠Ａ５ＯＡ６＝π７
，求Ａ１Ａ６＋Ａ３Ａ４－Ａ２Ａ５．

９ 一个边长为１的正五边形，Ｄ是这样的点集，Ｄ中每一点到所有顶点的距
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离都不大于１，求Ｄ的面积．
１０ △ＡＢＣ中，∠Ｂ＝７０°，∠Ａ＝８０°，点Ｐ为△ＡＢＣ内一点，∠ＣＢＰ ＝
∠ＢＣＰ＝１０°，求∠ＢＡＰ．

１１ △ＡＢＣ中，∠Ａ＝１００°，ＡＢ ＝ＡＣ，点Ｐ为△ＡＢＣ内一点，∠ＰＡＣ＝
∠ＡＣＰ＝２０°，求∠ＰＢＡ．

１２ △ＡＢＣ中，∠Ａ＝１００°，ＡＢ ＝ＡＣ，点Ｐ为△ＡＢＣ内一点，∠ＡＣＰ ＝
１０°，∠ＰＡＣ＝２０°，求∠ＰＢＡ．

１３ △ＡＢＣ中，∠Ａ＝３０°，∠Ｂ＝５０°，点Ｐ为△ＡＢＣ内一点，∠ＰＡＢ ＝
２０°，∠ＰＣＡ＝４０°，求∠ＰＢＡ．

１４ △ＡＢＣ中，∠Ａ＝８０°，∠Ｂ＝６０°，点Ｐ为△ＡＢＣ内一点，∠ＰＡＣ＝
∠ＰＣＡ＝１０°，求∠ＰＢＡ．

１５ △ＡＢＣ中，∠Ａ＝８０°，∠Ｂ＝６０°，点Ｐ为△ＡＢＣ内一点，∠ＢＡＰ ＝
１０°，∠ＡＢＰ＝２０°，求∠ＡＣＰ．

１６ 已知等腰△ＡＢＣ，顶角∠Ａ＜π３
，Ｄ在ＡＣ上，若ＡＤ＝ＢＣ＝１，ＢＤ＝

槡２，求∠Ａ．
１７ △ＡＢＣ中，∠Ｂ与∠Ｃ的平分线分别与ＣＡ、ＡＢ交于点Ｄ、Ｅ，∠ＢＤＥ＝
２４°，∠ＣＥＤ＝１８°，试求△ＡＢＣ的三个内角．
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◎

这一单元其实是第３单元的延续，列举一些比较复杂的问题．有人可能
以为，用三角（或解析几何）计算，几何就再无困难，其实不然．对此，读者要
好好体会．
例１　设四边形ＡＢＣＤ内接于圆，ＢＡ、ＣＤ延长后交于点Ｒ，ＡＤ、ＢＣ延

长后交于点Ｐ，∠Ａ、∠Ｂ、∠Ｃ指的都是△ＡＢＣ的内角，求证：若ＡＣ与ＢＤ
交于点Ｑ，则

ｃｏｓＡ
ＡＰ ＋ｃｏｓＣＣＲ ＝ｃｏｓＢＢＱ ．

证明　如图５１，设∠ＡＢＤ＝θ，

图５１

则 ∠Ｒ＝∠ＢＤＣ－θ
＝∠Ａ－θ，

∠ＢＱＣ＝∠Ａ＋θ，

∠Ｐ＝∠Ｃ－∠ＣＡＤ
＝∠Ｃ－∠ＤＢＣ
＝∠Ｃ－（∠Ｂ－θ）

＝∠Ｃ－∠Ｂ＋θ．

现在△ＡＢＰ，△ＡＢＱ和△ＢＣＲ中分别运用正弦定理，有

ＡＰ
ｓｉｎＢ＝

ＡＢ
ｓｉｎ（∠Ｃ－∠Ｂ＋θ）

，

ＢＱ
ｓｉｎＡ＝

ＡＢ
ｓｉｎ（∠Ａ＋θ）

，

ＣＲ
ｓｉｎＢ＝

ＢＣ
ｓｉｎ（∠Ａ－θ）

，
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所以　　　　　　ｃｏｓＡＡＰ ＋ｃｏｓＣＣＲ －ｃｏｓＢＢＱ

＝ｃｏｓＡｓｉｎ
（∠Ｃ－∠Ｂ＋θ）
ＡＢｓｉｎＢ ＋ｃｏｓＣｓｉｎ

（∠Ａ－θ）
ＢＣｓｉｎＢ －

ｃｏｓＢｓｉｎ（∠Ａ＋θ）
ＡＢｓｉｎＡ ．

欲证此式为０，先乘以ＡＢ，知由正弦定理，只需证下式：

　ｃｏｓＡｓｉｎ
（∠Ｃ－∠Ｂ＋θ）
ｓｉｎＢ ＋ｃｏｓＣｓｉｎ

（∠Ａ－θ）ｓｉｎＣ
ｓｉｎＡｓｉｎＢ

＝ｃｏｓＢｓｉｎ
（∠Ａ＋θ）

ｓｉｎＡ
，

即 ｓｉｎ２∠Ａｓｉｎ（∠Ｃ－∠Ｂ＋θ）＋ｓｉｎ２∠Ｃｓｉｎ（∠Ａ－θ）

－ｓｉｎ２∠Ｂｓｉｎ（∠Ａ＋θ）＝０．

用和角公式按θ展开后，ｓｉｎθ的系数为

　　　　　　ｓｉｎ２∠Ａｃｏｓ（∠Ｃ－∠Ｂ）－ｓｉｎ２∠ＣｃｏｓＡ－ｓｉｎ２∠ＢｃｏｓＡ

＝１２
［ｓｉｎ（２∠Ａ＋∠Ｃ－∠Ｂ）＋ｓｉｎ（２∠Ａ＋∠Ｂ－∠Ｃ）

－ｓｉｎ（２∠Ｃ＋∠Ａ）－ｓｉｎ（２∠Ｃ－∠Ａ）－ｓｉｎ（２∠Ｂ＋∠Ａ）

－ｓｉｎ（２∠Ｂ－∠Ａ）］

＝１２
｛ｓｉｎ（２∠Ａ＋∠Ｃ－∠Ｂ）－ｓｉｎ（２∠Ｂ－∠Ａ［ ］）

－ ｓｉｎ（２∠Ｃ＋∠Ａ）＋ｓｉｎ（２∠Ｂ＋∠Ａ［ ］）

＋ ｓｉｎ（２∠Ａ＋∠Ｂ－∠Ｃ）－ｓｉｎ（２∠Ｃ－∠Ａ［ ］）｝．

考虑到∠Ａ＋∠Ｂ＋∠Ｃ＝１８０°，上面三对的每一对都为０；
又ｃｏｓθ的系数为

　　　　ｓｉｎ２∠Ａｓｉｎ（∠Ｃ－∠Ｂ）＋ｓｉｎ２∠ＣｓｉｎＡ－ｓｉｎ２∠ＢｓｉｎＡ

＝ｓｉｎ２∠Ａｓｉｎ（∠Ｃ－∠Ｂ）＋（ｓｉｎ２∠Ｃ－ｓｉｎ２∠Ｂ）ｓｉｎＡ

＝ｓｉｎ２∠Ａｓｉｎ（∠Ｃ－∠Ｂ）＋２ｓｉｎ（∠Ｃ－∠Ｂ）ｃｏｓ（∠Ｃ＋∠Ｂ）ｓｉｎＡ

＝ｓｉｎ（∠Ｃ－∠Ｂ）（ｓｉｎ２∠Ａ－２ｃｏｓＡｓｉｎＡ）

＝０．

于是结论成立．
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◎

评注　此题计算务必仔细，而且在计算过程中也比较讲究顺序，适当减少
计算量．
例２　有三个两两外切的等圆⊙Ａ、⊙Ｂ、⊙Ｃ，另有一小圆⊙Ｏ与它们都

外切．在⊙Ｏ上任找一点Ｐ作⊙Ａ、⊙Ｂ、⊙Ｃ的切线，求证：
三条切线中有两条之和等于第三条切线之长．

图５２

证明　如图５２，连接ＯＡ、ＯＢ、ＯＣ不妨设点Ｐ
在∠ＡＯＣ内，且∠ＡＯＰ＝θ，∠ＰＯＢ＝１２０°＋θ（其
实也可能是２４０°－θ，但由于后面作的是余弦，不影
响），∠ＰＯＣ＝１２０°－θ．
设小圆半径为１，大圆半径为ｘ，则由ＡＢ ＝

槡３ＡＯ，得

２ｘ＝（ｘ＋１）槡３，

　ｘ＝ 槡２３＋３．

由余弦定理，

ＰＡ２＝ＯＡ２＋ＯＰ２－２ＯＡ·ＯＰｃｏｓθ

＝（槡２３＋４）２＋１－２（槡２３＋４）ｃｏｓθ．

于是点Ｐ至⊙Ａ的切线长

ｌＡ ＝ ＰＡ２－（槡２３＋３）槡 ２

＝ 槡４３＋７＋１－２（槡２３＋４）ｃｏｓ槡 θ

＝ １６＋ 槡槡 ８３ｓｉｎθ２．

同理 ｌＢ ＝ １６＋ 槡槡 ８３ｓｉｎ１２０°＋θ２

＝ １６＋ 槡槡 ８３ｓｉｎ６０°＋θ（ ）２ ，

ｌＣ ＝ １６＋ 槡槡 ８３ｓｉｎ１２０°－θ２

＝ １６＋ 槡槡 ８３ｓｉｎ６０°－θ（ ）２ ．

为证ｌＡ＋ｌＣ ＝ｌＢ，只需证明
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ｓｉｎθ２＋ｓｉｎ６０°－
θ（ ）２ ＝ｓｉｎ６０°＋θ（ ）２ ，

由于左式＝ｓｉｎθ２＋ｓｉｎ６０°ｃｏｓ
θ
２－ｃｏｓ６０°ｓｉｎ

θ
２

＝ｓｉｎ６０°ｃｏｓθ２＋ｃｏｓ６０°ｓｉｎ
θ
２

＝ｓｉｎ６０°＋θ（ ）２ ，

故结论成立．
评注　此题不用三角函数法，恐怕不好解决．
例３　在△ＡＢＣ外作三个等边三角形△Ａ１ＢＣ、△ＡＣＢ１、△ＡＢＣ１．又作

△Ａ１Ｂ１Ｃ１的外接圆Ｏ，延长Ａ１Ａ、Ｂ１Ｂ、Ｃ１Ｃ，分别与⊙Ｏ交于点Ａ２、Ｂ２、Ｃ２，
求证：Ａ２Ａ＋Ｂ２Ｂ＋Ｃ２Ｃ＝ＡＡ１．

图５３

证明　如图５３，我们先证明ＡＡ１、ＢＢ１、ＣＣ１
交于一点．不妨设ＡＡ１与ＢＣ交于点Ｐ，ＢＢ１与ＡＣ
交于点Ｑ，ＣＣ１与ＡＢ交于点Ｒ，令△ＡＢＣ的三个
内角对应为∠Ａ、∠Ｂ、∠Ｃ．于是

　　　　　ＢＰＰＣ
·ＣＱ
ＱＡ
·ＡＲ
ＲＢ

＝
Ｓ△ＡＢＡ１
Ｓ△ＡＣＡ１

·Ｓ△ＢＣＢ１
Ｓ△ＡＢＢ１

·Ｓ△ＡＣＣ１
Ｓ△ＣＢＣ１

＝ＡＢ
·ＢＡ１ｓｉｎ（∠Ｂ＋６０°）

ＡＣ·ＣＡ１ｓｉｎ（∠Ｃ＋６０°）
·ＢＣ·Ｂ１Ｃ·ｓｉｎ（∠Ｃ＋６０°）
ＡＢ·ＡＢ１ｓｉｎ（∠Ａ＋６０°）

·ＣＡ·ＡＣ１ｓｉｎ（∠Ａ＋６０°）
ＢＣ·ＢＣ１ｓｉｎ（∠Ｂ＋６０°）＝１

，

故由塞瓦逆定理，知ＡＡ１、ＢＢ１、ＣＣ１共点于Ｆ（其实就是费马点）．
下面证明：

∠ＡＦＣ１、∠Ｃ１ＦＢ、∠ＢＦＡ１、∠Ａ１ＦＣ、∠ＣＦＢ１、∠Ｂ１ＦＡ均为６０°．
由对称性知只要证明∠ＡＦＣ１＝６０°即可．

这是因为 ＡＢ＝ＢＣ１，

Ａ１Ｂ＝ＢＣ，

∠Ｃ１ＢＣ＝６０°＋∠Ｂ＝∠ＡＢＡ１，

故 △Ｃ１ＢＣ≌△ＡＢＡ１，
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这样就有∠ＢＣ１Ｆ＝∠ＢＡＦ，
于是点Ａ、Ｃ１、Ｂ、Ｆ四点共圆，于是

∠ＡＦＣ１＝∠ＡＢＣ１＝６０°．

同理，点Ｂ、Ａ１、Ｃ、Ｆ也四点共圆，由托勒密定理

ＢＦ·Ａ１Ｃ＋ＣＦ·ＢＡ１＝ＦＡ１·ＢＣ，

故而 ＢＦ＋ＣＦ＝ＦＡ１．
这意味着由对称性有

ＡＡ１＝ＢＢ１＝ＣＣ１＝ＦＡ＋ＦＢ＋ＦＣ．

欲证 Ａ２Ａ＋Ｂ２Ｂ＋Ｃ２Ｃ＝ＡＡ１，

只需证 （ＦＡ２＋ＦＢ２＋ＦＣ２）－（ＦＡ＋ＦＢ＋ＦＣ）＝ＡＡ１

即 ＦＡ２＋ＦＢ２＋ＦＣ２＝２ＡＡ１．

又 ＦＡ１＋ＦＢ１＋ＦＣ１＝３ＡＡ１－（ＦＡ＋ＦＢ＋ＦＣ）＝２ＡＡ１，
故我们只需证明

ＦＡ１＋ＦＢ１＋ＦＣ１＝ＦＡ２＋ＦＢ２＋ＦＣ２．

注意此式已不含点Ａ、Ｂ、Ｃ．而Ａ１、Ａ２、Ｂ１、Ｂ２、Ｃ１、Ｃ２又六点共圆．我
们可以把命题理解为⊙Ｏ中三条交于一点Ｆ的弦Ａ１Ａ２、Ｂ１Ｂ２、Ｃ１Ｃ２两两夹
角为６０°，则

ＦＡ１＋ＦＢ１＋ＦＣ１＝ＦＡ２＋ＦＢ２＋ＦＣ２，　　　　　　

图５４

如图５４所示．
证明如下：
不妨设⊙Ｏ 半径为ｒ，ＯＦ ＝ｄ，点 Ｏ 在

∠Ｃ２ＦＡ１内，∠Ｃ２ＦＯ＝θ，则由垂径定理，知

　　ＦＣ２＝ ｒ２－ｄ２ｓｉｎ２槡 θ＋ｄｃｏｓθ，

　　ＦＣ１＝ ｒ２－ｄ２ｓｉｎ２槡 θ－ｄｃｏｓθ，

　　ＦＢ１＝ ｒ２－ｄ２ｓｉｎ２（６０°＋θ槡 ）＋ｄｃｏｓ（６０°＋θ），

　　ＦＢ２＝ ｒ２－ｄ２ｓｉｎ２（６０°＋θ槡 ）－ｄｃｏｓ（６０°＋θ），
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ＦＡ１＝ ｒ２－ｄ２ｓｉｎ２（６０°－θ槡 ）＋ｄｃｏｓ（６０°－θ），

ＦＡ２＝ ｒ２－ｄ２ｓｉｎ２（６０°－θ槡 ）－ｄｃｏｓ（６０°－θ）．

这样一来，欲证等式变成

　ｃｏｓ（６０°－θ）＋ｃｏｓ（６０°＋θ）－ｃｏｓθ
＝－ｃｏｓ（６０°－θ）－ｃｏｓ（６０°＋θ）＋ｃｏｓθ，

也即 ｃｏｓ（６０°－θ）＋ｃｏｓ（６０°＋θ）＝ｃｏｓθ，

这显然成立，于是命题证毕．
评注　应该说这是一道非常好的题目，先找出△ＡＢＣ中的一些相等关

系，然后去掉△ＡＢＣ，看出问题最终被简化为一个六点共圆的问题，而结合垂
径定理及三角函数，又看出此问题即为一个三角恒等式，整个解题过程虽不简
单，但思路清晰，干脆利索，令人回味．
例４　如图５５，已知⊙Ｏ１ 与⊙Ｏ２ 分别以Ｒ，ｒ为半径（Ｒ≥槡２ｒ），且

Ｏ１Ｏ２＝ Ｒ２＋ｒ２－ｒ ４Ｒ２＋ｒ槡槡 ２，点Ａ是⊙Ｏ１上一点，ＡＢ、ＡＣ分别切⊙Ｏ２
于点Ｂ、Ｃ，并分别延长后交⊙Ｏ１于点Ｄ、Ｅ，求证：ＢＤ·ＣＥ＝ｒ２．

图５５

证明　首先确定两圆内含，即Ｏ１Ｏ２＜Ｒ－ｒ．
由于　（Ｒ－ｒ）２－Ｏ１Ｏ２２

＝（Ｒ－ｒ）２－（Ｒ２＋ｒ２－ｒ ４Ｒ２＋ｒ槡 ２）

＝ｒ ４Ｒ２＋ｒ槡 ２－２Ｒｒ

＝ｒ（４Ｒ２＋ｒ槡 ２－２Ｒ）＞０．
故两圆确实内含．
连接Ｏ２Ａ、Ｏ１Ａ、Ｏ１Ｅ、Ｏ２Ｂ、Ｏ２Ｃ，设ＡＯ２ ＝

ｄ，∠Ｏ２ＡＥ＝α，∠Ｏ１ＡＯ２＝β．
于是 　ＡＥ＝２Ｒｃｏｓ（α＋β），

　ＣＥ＝２Ｒｃｏｓ（α＋β）－ ｄ２－ｒ槡 ２．

又∠ＢＡＯ１＝｜α－β｜，故有

ＢＤ ＝２Ｒｃｏｓ（α－β）－ ｄ２－ｒ槡 ２．

接下来的任务就是证明

２Ｒｃｏｓ（α＋β）－ ｄ２－ｒ槡（ ）２ ２Ｒｃｏｓ（α－β）－ ｄ２－ｒ槡（ ）２ ＝ｒ２，
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展开，即

４Ｒ２ｃｏｓ（α＋β）ｃｏｓ（α－β）－２Ｒ ｄ２－ｒ槡 ２（ｃｏｓ（α＋β）＋
ｃｏｓ（α－β））＋ｄ２－ｒ２＝ｒ２， ①

由于有 ｃｏｓβ＝
Ｒ２＋ｄ２－Ｏ１Ｏ２２

２Ｒｄ
，

ｓｉｎα＝ｒｄ
，ｃｏｓα＝ ｄ２－ｒ槡 ２

ｄ
，

又　　　　 　ｃｏｓ（α＋β）ｃｏｓ（α－β）　　　

＝１２
（ｃｏｓ２α＋ｃｏｓ２β）

＝１２
（２ｃｏｓ２β－１＋１－２ｓｉｎ２α）

＝ｃｏｓ２β－ｓｉｎ２α，

ｃｏｓ（α＋β）＋ｃｏｓ（α－β）＝２ｃｏｓαｃｏｓβ，

于是，欲证①式左端为

　　　　　４Ｒ２（ｃｏｓ２β－ｓｉｎ２α）－４Ｒ ｄ２－ｒ槡 ２ｃｏｓαｃｏｓβ＋ｄ２－ｒ２

＝４Ｒ２ Ｒ２＋ｄ２－Ｏ１Ｏ２２
２（ ）Ｒｄ

２

－ｒ
２

ｄ［ ］２ －４Ｒ（ｄ２－ｒ２）Ｒ２＋ｄ２－Ｏ１Ｏ２２２Ｒｄ２ ＋

ｄ２－ｒ２

＝ １ｄ２
［（Ｒ２＋ｄ２－Ｏ１Ｏ２２）２－４Ｒ２ｒ２－２（ｄ２－ｒ２）（Ｒ２＋ｄ２－Ｏ１Ｏ２２）＋

ｄ４－ｄ２ｒ２］

＝ １ｄ２
［（Ｒ２＋ｄ２－Ｏ１Ｏ２２）２－２（ｄ２－ｒ２）（Ｒ２＋ｄ２－Ｏ１Ｏ２２）＋（ｄ２－ｒ２）２－

４Ｒ２ｒ２－ｒ４＋ｄ２ｒ２］

＝ １ｄ２
［（Ｒ２＋ｄ２－Ｏ１Ｏ２２－ｄ２＋ｒ２）２－ｒ４－４Ｒ２ｒ２＋ｄ２ｒ２］

＝ １ｄ２ｒ
２（４Ｒ２＋ｒ２）－ｒ４－４Ｒ２ｒ２＋ｄ２ｒ［ ］２

＝ｒ２．

于是命题得证．
评注　这类问题如不用三角计算，可能会颇费心思．
例５　如图５６，设△ＡＢＣ中，∠Ｃ＝９０°，∠Ｂ＞∠Ａ，ＡＢ中点为Ｏ，点
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Ｉ是△ＡＢＣ内心，求证：ＯＩ⊥ＢＩ的充要条件是ＢＣ∶ＣＡ∶ＡＢ＝３∶４∶５．
证明　先证必要性．
设ＯＩ⊥ＢＩ，作ＩＭ ⊥ＯＢ，则有ＩＭ２＝ＯＭ·ＢＭ．

图５６

今设ＡＢ、ＢＣ、ＣＡ分别为ｃ、ａ、ｂ，则有

ＢＭ ＝１２
（ａ＋ｃ－ｂ），

ＯＭ ＝ｃ２－
ａ＋ｃ－ｂ
２

＝ｂ－ａ２ ．

又ＩＭ是内切圆半径，故

１
２ＩＭ

（ａ＋ｂ＋ｃ）＝１２ａｂ
，

即 ＩＭ ＝ ａｂ
ａ＋ｂ＋ ａ２＋ｂ槡 ２

＝１２
（ａ＋ｂ－ｃ），

于是有 （ａ＋ｂ－ｃ）２＝（ｂ－ａ）（ａ＋ｃ－ｂ），

整理，得 ２ａ２＋２ｂ２＋ｃ２＝３ｂｃ＋ａｃ，

令∠ＡＢＣ＝θ，则
ａ＝ｃｃｏｓθ，ｂ＝ｃｓｉｎθ，代入，有

３ｃ２＝３ｂｃ＋ａｃ即

３ｃ＝３ｂ＋ａ，
３＝３ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ，

于是 （３－ｃｏｓθ）２＝９ｓｉｎ２θ，

１０ｃｏｓ２θ－６ｃｏｓθ＝０，

ｃｏｓθ＝３５
，

故ＢＣ∶ＣＡ∶ＡＢ＝３∶４∶５．

反之， ｃｏｓθ＝３５
，
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ｃｏｓθ２＝
１＋ｃｏｓθ槡 ２ ＝ ２

槡５
，

ＢＭ ＝１２
（ａ＋ｃ－ｂ）

＝１２
３
５ｃ＋ｃ－

４
５（ ）ｃ

＝２５ｃ＜
１
２ｃ
，

ＯＭ ＝１２ｃ－
２
５ｃ＝

１
１０ｃ
，

ＢＭ·ＯＭ ＝ １２５ｃ
２，

而 ＩＭ ＝ＢＭｔａｎθ２

＝２５ｃ
·１
槡５
·槡５
２

＝１５ｃ
，

故 ＩＭ２＝ＢＭ·ＯＭ，

此即 ＯＭ
ＩＭ ＝ＩＭＢＭ

，

又 ∠ＯＭＩ＝９０°＝∠ＢＭＩ，
于是 △ＯＭＩ∽△ＩＭＢ，

∠ＯＩＢ＝∠ＯＩＭ＋∠ＭＩＢ
＝∠ＩＢＯ＋∠ＭＩＢ
＝９０°．

例６　如图５７，已知圆内接四边形ＡＢＣＤ，圆心Ｏ在△ＡＢＣ内，Ｑ、Ｐ分
别是ＡＢ，ＢＣ上的点，Ｏ在△ＤＱＰ内，且 ∠ＰＤＣ＝ ∠ＯＡＢ＝α，∠ＡＤＱ＝
∠ＯＣＢ＝β，若ＣＯ与ＰＱ延长后交于点Ｍ，ＡＯ与ＱＰ延长后交于点Ｎ，求

证：ＭＤ
ＮＤ
·ＯＰ
ＱＯ ＝

ＰＤ
ＱＤ
·ＯＭ
ＯＮ．

证明　圆中相等角度甚多，又此题欲证结论、图形都错综复杂，故可考虑
用三角函数．
不妨设∠Ａ＝∠ＢＡＣ，∠Ｃ＝∠ＡＣＢ．
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图５７

设∠ＡＣＤ ＝θ，∠ＣＡＤ＝γ．圆半径为Ｒ．
由正弦定理易知，∠ＯＣＢ＝９０°－∠ＢＡＣ，

即 ∠Ａ＋β＝９０°，

ＱＤ
ＡＤ ＝

ＱＤ
２Ｒｓｉｎθ＝

ｓｉｎ（∠Ａ＋γ）
ｓｉｎ（∠Ａ＋γ＋β）

＝ｓｉｎ
（∠Ａ＋γ）
ｃｏｓγ

，

故 ＱＤ ＝２Ｒｓｉｎθｓｉｎ
（∠Ａ＋γ）

ｃｏｓγ
，

同理 ＰＤ ＝２Ｒｓｉｎγｓｉｎ
（Ｃ＋θ）

ｃｏｓθ
，

由于∠Ｃ＋∠Ａ＋θ＋γ＝１８０°，故

ＱＤ
ＰＤ ＝

ｓｉｎθｃｏｓθ
ｓｉｎγｃｏｓγ＝

ｓｉｎ２θ
ｓｉｎ２γ

，

又　　　　　∠ＤＱＰ＋∠ＤＰＱ＝１８０°－（１８０°－∠Ｂ－α－β）

＝∠Ｂ＋α＋β
＝∠Ｂ＋９０°－∠Ｃ＋９０°－∠Ａ
＝２∠Ｂ，

θ＋γ＝１８０°－（１８０°－∠Ｂ）＝∠Ｂ，

所以 ２θ＋２γ＝２∠Ｂ，

于是由正弦定理， ｓｉｎ∠ＱＰＤ
ｓｉｎ∠ＤＱＰ ＝

ｓｉｎ２θ
ｓｉｎ２γ

，

即 ｓｉｎ（２∠Ｂ－∠ＤＱＰ）
ｓｉｎ∠ＤＱＰ ＝ｓｉｎ

（２∠Ｂ－２γ）
ｓｉｎ２γ

，

展开即 　ｓｉｎ２∠Ｂｃｏｔ∠ＤＱＰ－ｃｏｓ２∠Ｂ
＝ｓｉｎ２∠Ｂｃｏｔ２γ－ｃｏｓ２∠Ｂ，

由于点Ｏ在△ＡＢＣ内，∠Ｂ＜９０°，ｓｉｎ２∠Ｂ≠０，

于是 ｃｏｔ∠ＤＱＰ＝ｃｏｔ２γ，

所以 ∠ＤＱＰ＝２γ，

∠ＤＰＱ＝２θ，
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于是 ∠ＭＱＤ＝１８０°－∠ＤＱＰ
＝１８０°－２γ
＝１８０°－∠ＤＯＣ
＝∠ＭＯＤ，

故点Ｍ、Ｑ、Ｏ、Ｄ四点共圆．
同理，点Ｎ、Ｐ、Ｏ、Ｄ亦四点共圆．

于是 ＭＤ
ＮＤ
·ＯＰ
ＯＱ ＝

ＭＤ
ＯＱ
·ＯＰ
ＮＤ　　　　　

＝ ｓｉｎ２γ
ｓｉｎ∠ＯＤＱ

·ｓｉｎ∠ＯＤＰ
ｓｉｎ２θ

，

而 ＰＤ
ＱＤ
·ＯＭ
ＯＮ ＝

ｓｉｎ２γ
ｓｉｎ２θ

·ｓｉｎ∠ＯＮＭ
ｓｉｎ∠ＯＭＮ　

＝ｓｉｎ２γｓｉｎ２θ
·ｓｉｎ∠ＯＤＰ
ｓｉｎ∠ＯＤＱ．

于是结论成立．
评注　这道题目是有一定难度的，关键是看出两组四点共圆，这动用了多

种三角方法．此题是典型的奥数试题．
例７　设圆内接四边形ＡＢＣＤ，圆心Ｏ在该四边形内部，圆的直径为２５，

若点Ｐ、Ｑ分别为ＡＤ、ＣＤ的中点，且ＡＢ、ＢＣ、ＣＤ、ＤＡ、ＯＰ、ＯＱ是６个
两两不等的正整数，求四边形周长的所有可能值．
解　如图５８，易知ＯＰ、ＯＱ分别垂直平分ＡＤ、ＣＤ．

图５８

于是，有

ＯＱ２＋ １
２（ ）ＣＤ

２

＝ＤＯ２，

即 ＣＤ２＋４ＯＱ２＝４ＤＯ２＝６２５．
下面考虑不定方程

ｘ２＋４ｙ２＝６２５，

由此可见，ｘ一定是奇数，故ｘ２≡１（ｍｏｄ８），
又６２５≡１（ｍｏｄ８），于是ｙ为偶数．
由４ｙ２＜６２５，得ｙ≤１２；将ｙ＝２、４、６、８、１０、１２分别代入，惟有当

ｙ＝１０时，ｘ＝１５，或当ｙ＝１２时，ｘ＝７，其余情况不定方程均无解．
于是，有
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ＡＤ ＝７，ＣＤ＝１５，ＯＰ＝１２，ＯＱ＝１０

或 ＡＤ ＝１５，ＣＤ＝７，ＯＰ＝１０，ＯＱ＝１２．

先考虑第１种情况．
今设∠ＣＤＯ＝α，∠ＡＤＯ＝β，则有

ｓｉｎα＝ＯＱＤＯ ＝
４
５
，ｃｏｓα＝３５

；

ｓｉｎβ＝
ＯＰ
ＤＯ＝

２４
２５
，ｃｏｓβ＝

７
２５
；

于是 ｃｏｓ（α＋β）＝ｃｏｓαｃｏｓβ－ｓｉｎαｓｉｎβ

＝ ２１１２５－
９６
１２５

＝－３５
，

故 ｓｉｎ（α＋β）＝
４
５．

由正弦定理，

ＡＣ＝２５ｓｉｎ（α＋β）＝２０．

今设ＡＢ＝ａ，ＢＣ＝ｂ，由于ｃｏｓＢ＝３５
，

故 ａ２＋ｂ２－６５ａｂ＝４００．

于是ａ、ｂ至少有一个是５的倍数．
由对称性，先设ａ＝５ａ１，则

２５ａ２１＋ｂ２－６ａ１ｂ＝４００，

即 （ｂ－３ａ１）２＋１６ａ２１＝４００．

于是，ａ１≤５，让ａ１＝１、２、３、４、５代入，得
当ａ１＝３时，｜ｂ－３ａ１｜＝１６，ｂ＝２５，ａ＝１５；
当ａ１＝４时，｜ｂ－３ａ１｜＝１２，ｂ＝２４，ａ＝２０；
当ａ１＝５时，｜ｂ－３ａ１｜＝０，ｂ＝１５，ａ＝２５．
由于解必须两两不同，因此解只能为
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◎

ＡＤ ＝７，
ＣＤ＝１５，
ＡＢ＝２４，
ＢＣ＝

烅

烄

烆 ２０

或

ＡＤ ＝７，
ＣＤ＝１５，
ＡＢ＝２０，
ＢＣ＝２４

烅

烄

烆 ．
周长为６６．
再考虑第二种情况，这时整个图形作了对称操作，因此仍有｛ＡＢ，ＢＣ｝＝

｛２０，２４｝．
综上所述，四边形ＡＢＣＤ的周长为６６．
评注　此题的新颖之处在于将其和整数、不定方程联系在一起．运用几何

与三角函数能准确、快捷地列出方程．题型虽不灵活，无需很大技巧，但讲究章
法与步骤，需要坚持．
例８　△ＡＢＣ中，ＢＤ、ＣＥ是角平分线，点Ｄ、Ｅ分别在ＡＣ、ＡＢ上．点Ｉ

是内心，点Ｉ到ＤＥ的垂线交ＤＥ于点Ｍ，ＭＩ延长后交ＢＣ于点Ｎ，若ＩＮ ＝
２ＩＭ，求∠Ａ．
解　设△ＡＢＣ三对应边分别为ａ、ｂ、ｃ，三对应角为∠Ａ、∠Ｂ、∠Ｃ．
又设∠ＩＥＤ＝α，∠ＩＤＥ＝β，如图５９．

图５９

对于△ＩＮＣ，有正弦定理

ＩＮ
ｓｉｎ ∠Ｃ２

＝ ＩＣ
ｓｉｎ∠ＩＮＣ

＝ ＩＣ
ｓｉｎ ∠ＮＩＣ＋∠Ｃ（ ）２

＝ ＩＣ
ｓｉｎ９０°－α＋∠Ｃ（ ）２

，

又由角平分线性质，知

ＥＩ
ＩＣ ＝

ＡＥ
ＡＣ ＝

ＢＥ
ＢＣ ＝

ＡＢ
ＡＣ＋ＢＣ＝

ｃ
ａ＋ｂ

，

又ＩＮ ＝２ＩＭ ＝２ＥＩｓｉｎα，于是

ｓｉｎ ∠Ｃ２
ｓｉｎ９０°－α＋∠Ｃ（ ）２

＝ＩＮＩＣ ＝
２ＥＩｓｉｎα
ＩＣ
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◎　　
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＝２ｓｉｎα ｓｉｎＣ
ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＢ

＝２ｓｉｎα
ｓｉｎ ∠Ｃ２ｃｏｓ

∠Ｃ
２

ｓｉｎ ∠Ａ＋∠Ｂ２ ｃｏｓ∠Ａ－∠Ｂ２

，

由于ｓｉｎ ∠Ａ＋∠Ｂ２ ＝ｃｏｓ∠Ｃ２
，故而上式可化为

２ｓｉｎαｓｉｎ９０°－α＋∠Ｃ（ ）２ ＝ｃｏｓ∠Ａ－∠Ｂ２
，

积化和差，即

ｃｏｓ９０°－２α＋∠Ｃ（ ）２ －ｃｏｓ９０°＋∠Ｃ（ ）２ ＝ｃｏｓ∠Ａ－∠Ｂ２
，

即 ｓｉｎ２α－∠Ｃ（ ）２ ＝ｃｏｓ∠Ａ－∠Ｂ２ －ｓｉｎ ∠Ｃ２

＝ｃｏｓ∠Ａ－∠Ｂ２ －ｃｏｓ∠Ａ＋∠Ｂ２

＝２ｓｉｎ ∠Ａ２ｓｉｎ
∠Ｂ
２
， ①

同理 ｓｉｎ２β－
∠Ｂ（ ）２ ＝２ｓｉｎ ∠Ａ２ｓｉｎ

∠Ｃ
２
， ②

由于 α＋β＝９０°－
１
２∠Ａ＝

１
２
（∠Ｂ＋∠Ｃ），

①＋②并和差化积，得

　ｓｉｎα＋β－
∠Ｂ＋∠Ｃ（ ）４ ｃｏｓα－β＋

∠Ｂ－∠Ｃ（ ）４

＝２ｓｉｎ ∠Ａ２ｓｉｎ
∠Ｂ＋∠Ｃ
４ ｃｏｓ∠Ｂ－∠Ｃ４

，

化简，得

ｃｏｓα－β＋
∠Ｂ－∠Ｃ（ ）４ ＝２ｓｉｎ ∠Ａ２ｃｏｓ

∠Ｂ－∠Ｃ
４ ． ③

又①－②并和差化积，得
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◎

　ｓｉｎα－β＋
∠Ｂ－∠Ｃ（ ）４ ｃｏｓα＋β－

∠Ｂ＋∠Ｃ（ ）４

＝２ｓｉｎ ∠Ａ２ｓｉｎ
∠Ｂ－∠Ｃ
４ ｃｏｓ∠Ｂ＋∠Ｃ４

，

化简得

ｓｉｎα－β＋
∠Ｂ－∠Ｃ（ ）４ ＝２ｓｉｎ ∠Ａ２ｓｉｎ

∠Ｂ－∠Ｃ
４ ． ④

③２＋④２，得 １＝４ｓｉｎ２∠Ａ２
，

故 ｓｉｎ ∠Ａ２ ＝１２
，

∠Ａ＝６０°．

评注　这是一道相当不错的竞赛题，逆命题是比较容易证明的，即

∠Ａ＝６０°，有ＩＮ＝ＩＥ＝ＩＤ＝２ＩＭ，此时由于Ａ、Ｅ、Ｉ、Ｄ共圆，有许多性
质可以用．但此命题就比较麻烦，信息发生了“阻断”，此时谁都知道用代数与
三角方法比较明智，但如何入手仍比较棘手，直接计算ＩＭ（用余弦定理），似
乎是一件可怕的事；而引进α、β，好像较为可取，因为一开始我们并不清楚推
理将我们引向何方，至少由于对称性，能对α立一个方程，就可相应地对β立
一个方程．最后，如果运道比较好，方程不算太复杂的话，就要坚定地做下去，
否则趁早改弦易辙，另谋他路．
例９　在△ＡＢＣ中，三个内角分别为∠Ａ、∠Ｂ、∠Ｃ，其中∠Ｃ＝２∠Ｂ，

点Ｐ为△ＡＢＣ内一点，满足ＡＰ＝ＡＣ及ＰＢ＝ＰＣ，求证：∠ＰＡＢ＝１３∠Ａ．

证明　如图５１０，设∠ＰＢＣ＝∠ＰＣＢ＝θ，

图５１０

于是 ∠ＡＢＰ＝∠ＡＢＣ－θ，

∠ＡＣＰ＝∠Ｃ－θ
＝２∠Ｂ－θ，

故　　　　　∠ＰＡＢ
　＝∠Ａ－∠ＰＡＣ
　＝∠Ａ－（１８０°－２∠ＡＣＰ）

　＝（１８０°－３∠Ｂ）－（１８０°－４∠Ｂ＋２θ）
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　＝∠Ｂ－２θ．

若要证明∠Ｂ－２θ＝１３∠Ａ
，由于∠Ａ＋３∠Ｂ＝１８０°，故

２θ＝∠Ｂ－（６０°－∠Ｂ）＝２∠Ｂ－６０°，

即∠Ｂ－θ＝３０°，于是问题变为证明∠ＡＢＰ＝３０°．
设△ＡＢＣ对应边为ａ、ｂ、ｃ，由正弦定理

ＡＢ＝ｓｉｎＣｓｉｎＢ
·ＡＣ，

即 ｃ＝２ｂｃｏｓＢ．

又对于△ＡＰＢ，由于

∠ＡＰＢ＝３６０°－（∠ＢＰＣ＋∠ＡＰＣ）

＝３６０°－（１８０°－２θ）－（２∠Ｂ－θ）

＝１８０°－（２∠Ｂ－３θ）．

由正弦定理， ｃ
ｂ ＝

ＡＢ
ＡＰ ＝

ｓｉｎ∠ＡＰＢ
ｓｉｎ∠ＡＢＰ

＝ｓｉｎ
（２∠Ｂ－３θ）
ｓｉｎ（∠Ｂ－θ）

，

于是 ｓｉｎ（２∠Ｂ－３θ）＝２ｓｉｎ（∠Ｂ－θ）ｃｏｓＢ．

记∠Ｂ－θ＝α，则

ｓｉｎ（３α－∠Ｂ）＝２ｓｉｎαｃｏｓＢ，

即 ｓｉｎ（３α－∠Ｂ）－ｓｉｎ（α＋∠Ｂ）＝ｓｉｎ（α－∠Ｂ），

和差化积，得

２ｓｉｎ（α－∠Ｂ）ｃｏｓ２α＝ｓｉｎ（α－∠Ｂ），

由于 α－∠Ｂ＝－θ≠０，故
２ｃｏｓ２α＝１，

α＝３０°．

评注　凡是这类题目，用正弦定理建立方程是经常想到的方法，但如何寻
找一条比较好的途径，使计算量降低，仍少不了一番思索．
例１０　在直角△ＡＢＣ中，直角∠Ａ的ｎ等分线与斜边ＢＣ 依次相交于
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◎

Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ－１，求证：

１
ＡＰ１＋

１
ＡＰ２＋

…＋ １
ＡＰｎ－１ ＝

ｂ＋ｃ
２ｂｃ ｃｏｔπ４ｎ－（ ）１ ．

此处ｂ＝ＡＣ，ｃ＝ＡＢ．

图５１１

证明　如图５１１，不妨设Ｐ１靠近Ｂ，

则 ∠ＰｉＡＢ＝πｉ２ｎ
，

由 Ｓ△ＡＰｉＣ＋Ｓ△ＢＰｉＡ ＝Ｓ△ＡＢＣ

得　１２ｂ
·ＡＰｉｃｏｓπｉ２ｎ＋

１
２ｃ
·ＡＰｉｓｉｎπｉ２ｎ＝

１
２ｂｃ

，

此即 １
ＡＰｉ＝

１
ｂｓｉｎ

πｉ
２ｎ＋

１
ｃｃｏｓ

πｉ
２ｎ
，

于是 １
ＡＰ１＋

１
ＡＰ２＋

…＋ １
ＡＰｎ－１

＝１ｂ
ｎ－１

ｉ＝１
ｓｉｎｉα＋１ｃ

ｎ－１

ｉ＝１
ｃｏｓｉα，

此处 α＝ π２ｎ．

根据三角级数中的公式，即得

　　　　　　 １
ＡＰ１＋

１
ＡＰ２＋

…＋ １
ＡＰｎ－１

＝１ｂ

ｓｉｎｎ－１２ αｓｉｎｎ２α

ｓｉｎα２
＋１ｃ

ｓｉｎｎ－１２ αｃｏｓ
ｎ
２α

ｓｉｎα２

＝
ｓｉｎｎ－１２ α

ｓｉｎα２

１
ｂｓｉｎ

π
４＋

１
ｃｃｏｓ

π（ ）４

＝槡２
（ｂ＋ｃ）
２ｂｃ

ｓｉｎ π４－
α（ ）２

ｓｉｎα２
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＝槡２
（ｂ＋ｃ）
２ｂｃ ｓｉｎπ４ｃｏｔ

α
２－ｃｏｓ

π（ ）４
＝ｂ＋ｃ２ｂｃ ｃｏｔπ４ｎ－（ ）１ ．

说明　此题用到了三角级数，三角级数除了以上几个可通过乘以ｓｉｎα２
积化和差以外，还往往与复数、单位根及韦达定理有着十分密切的关系．读者
可试求下列三式的值（此处ｎ为正整数）．

（１）ｃｏｓ ２π
２ｎ＋１＋ｃｏｓ

４π
２ｎ＋１＋

…＋ｃｏｓ ２ｎπ
２ｎ＋１

；

（２）ｃｏｓ π
２ｎ＋１ｃｏｓ

２π
２ｎ＋１

…ｃｏｓ ｎπ
２ｎ＋１

；

（３）ｓｉｎπｎｓｉｎ
２π
ｎ
…ｓｉｎｎ－１ｎ π．

例１１　如图５１２，设有一固定的矩形ＡＢＣＤ，有一动圆弧︵ＡＣ整个在矩形

ＡＢＣＤ内，将矩形分成两部分．今作⊙Ｏ１与ＡＢ、ＢＣ、
︵ＡＣ相切，又作⊙Ｏ２与

ＡＤ、ＣＤ、︵ＡＣ相切，求证：ｒ１＋ｒ２为定值，此处ｒ１、ｒ２分别为⊙Ｏ１、⊙Ｏ２的半
径．

图５１２

证明　设
︵ＡＣ所在圆记为⊙Ｏ，当︵ＡＣ为ＡＣ 时

（即⊙Ｏ无穷大），此时ｒ１＋ｒ２＝２ｒ１＝ＡＢ＋ＢＣ－
ＡＣ，于是我们的目标就是对一般情况证明ｒ１＋ｒ２＝
ＡＢ＋ＢＣ－ＡＣ．
不妨设⊙Ｏ半径为１，且Ｏ在坐标原点（图５１２

中未画出），Ａ（ｃｏｓα，ｓｉｎα），Ｃ（ｃｏｓθ，ｓｉｎθ）．︵ＡＣ全在
矩形中，可认为矩形在第一象限，α、θ均为锐角，

α＞θ．　

（ｃｏｓα＋ｒ１）２＋（ｓｉｎθ＋ｒ１）２＝（１－ｒ１）２，
（ｃｏｓθ－ｒ２）２＋（ｓｉｎα－ｒ２）２＝（１＋ｒ２）２，

这都是相切得出的勾股方程．
由此解得

ｒ１＝槡２ （１＋ｃｏｓα）（１＋ｓｉｎθ槡 ）－１－ｃｏｓα－ｓｉｎθ，

ｒ２＝１＋ｃｏｓθ＋ｓｉｎα－槡２ （１＋ｃｏｓθ）（１＋ｓｉｎα槡 ），
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◎

由于 （１＋ｃｏｓα）（１＋ｓｉｎθ槡 ）＝ ２ｃｏｓ２α２ ｓｉｎ
θ
２＋ｃｏｓ

θ（ ）２槡
２

＝槡２ｃｏｓα２ ｓｉｎ
θ
２＋ｃｏｓ

θ（ ）２ ，

同理 （１＋ｃｏｓθ）（１＋ｓｉｎα槡 ）＝槡２ｃｏｓθ２ ｓｉｎ
α
２＋ｃｏｓ

α（ ）２ ，

于是

　ｒ１＋ｒ２＝（ｃｏｓθ－ｃｏｓα）＋（ｓｉｎα－ｓｉｎθ）＋２ｃｏｓα２ ｓｉｎ
θ
２＋ｃｏｓ

θ（ ）２ －

２ｃｏｓθ２ ｓｉｎ
α
２＋ｃｏｓ

α（ ）２
＝（ｃｏｓθ－ｃｏｓα）＋（ｓｉｎα－ｓｉｎθ）＋２ｓｉｎθ２ｃｏｓ

α
２（ －

ｃｏｓθ２ｓｉｎ
α）２

＝（ｃｏｓθ－ｃｏｓα）＋（ｓｉｎα－ｓｉｎθ）－２ｓｉｎα－θ２
＝ＢＣ＋ＡＢ－ＡＣ．

说明　笔者曾经尝试过纯几何或纯代数计算的证明，但感觉困难不小，最
终找到了这个三角证明．读者要是有兴趣的话，可以尝试找个纯几何证明．
例１２　如图５１３，设四边形ＡＢＣＤ内接于⊙Ｏ，ＡＣ ＞ＢＤ，延长ＡＢ、

ＤＣ交于点Ｅ，延长ＡＤ、ＢＣ交于点Ｆ，又设Ｍ、Ｎ 分别为ＡＣ、ＢＤ中点，
求证：

ＭＮ
ＥＦ ＝

１
２
ＡＣ
ＢＤ－

ＢＤ（ ）ＡＣ ．

图５１３

证明　ＡＣ与ＢＤ 还好，可ＭＮ 与
ＥＦ似乎联系不起来，给解题带来实质
性的困难．我们的回答是，即使有难度，
还是要想方设法联系起来！

不妨设 ∠ＢＡＤ ＝ ∠Ａ，∠ＡＢＣ＝
∠Ｂ，则欲证右式为
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　　　　　　１２
ｓｉｎＢ
ｓｉｎＡ－

ｓｉｎＡ
ｓｉｎ（ ）Ｂ

＝１２
ｓｉｎ２Ｂ－ｓｉｎ２Ａ
ｓｉｎＡｓｉｎＢ

＝１４
ｃｏｓ２∠Ａ－ｃｏｓ２∠Ｂ

ｓｉｎＡｓｉｎＢ

＝－１２
ｓｉｎ（∠Ａ＋∠Ｂ）ｓｉｎ（∠Ａ－∠Ｂ）

ｓｉｎＡｓｉｎＢ

＝１２
ｓｉｎ（１８０°－∠Ａ－∠Ｂ）ｓｉｎ（∠ＥＤＦ－∠Ａ）

ｓｉｎＡｓｉｎＢ

＝ｓｉｎ∠１ｓｉｎ∠２２ｓｉｎＡｓｉｎＢ ． ①

其中∠１＝∠ＡＥＤ，∠２＝∠ＡＦＢ，又设α＝∠ＢＤＥ，β＝∠ＡＤＢ．
下面来考虑左式的变形．
先过点Ｂ作圆的切线，设交ＥＦ于点Ｘ，则

ＥＸ
ＦＸ ＝

Ｓ△ＢＥＸ
Ｓ△ＢＦＸ ＝

ＢＥｓｉｎ∠ＥＢＸ
ＢＦｓｉｎ∠ＦＢＸ ＝

ＢＥｓｉｎβ
ＢＦｓｉｎα

＝ ＢＥｓｉｎα
·ｓｉｎβ
ＢＦ ＝ ＢＤ

ｓｉｎ∠１
·ｓｉｎ∠２
ＢＤ ＝ｓｉｎ∠２ｓｉｎ∠１．

同理，若设过点Ｄ的切线ＤＸ′交ＥＦ于点Ｘ′，仍有

ＥＸ′
Ｘ′Ｆ＝

ｓｉｎ∠２
ｓｉｎ∠１．

故而点Ｘ与Ｘ′重合，于是ＯＮＸ垂直平分ＢＤ．
不妨设圆心Ｏ在ＢＤ、ＡＣ“上方”，且ＯＭ 的延长线交ＥＦ的延长线于点

Ｆ右侧的点Ｙ，同理可证ＣＹ、ＡＹ亦为圆之切线，并有

ＥＹ
ＦＹ＝

ｓｉｎ∠２
ｓｉｎ∠１＝

ＥＸ
ＦＸ
，

原来Ｅ、Ｘ、Ｆ、Ｙ是调和点列！
设圆的半径为ｒ，则由切线性质知

ＯＸ·ＯＮ ＝ｒ２＝ＯＹ·ＯＭ．

于是△ＯＭＮ ∽△ＯＸＹ，并有

ＭＮ
ＸＹ ＝

ＯＭ
ＯＸ ＝

ＯＭ·ＯＮ
ｒ２

，
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易知 ＯＭ ＝ｒｃｏｓＢ，
ＯＮ ＝ｒｃｏｓＡ，

于是 ＭＮ
ＸＹ ＝ｃｏｓＡｃｏｓＢ．

我们再来计算ＸＹ
ＥＦ．

由 ＥＸ
ＦＸ ＝

ｓｉｎ∠２
ｓｉｎ∠１

，得

ＦＸ
ＥＦ ＝

ｓｉｎ∠１
ｓｉｎ∠１＋ｓｉｎ∠２

， ②

又由 ＥＹ
ＦＹ＝

ｓｉｎ∠２
ｓｉｎ∠１

，得

ＦＹ
ＥＦ＝

ｓｉｎ∠１
ｓｉｎ∠２－ｓｉｎ∠１

， ③

②＋③，得

ＸＹ
ＥＦ ＝

ｓｉｎ∠１
ｓｉｎ∠２＋ｓｉｎ∠１＋

ｓｉｎ∠１
ｓｉｎ∠２－ｓｉｎ∠１

＝ ２ｓｉｎ∠１ｓｉｎ∠２
ｓｉｎ２∠２－ｓｉｎ２∠１

＝ ２ｓｉｎ∠１ｓｉｎ∠２
ｓｉｎ（∠２＋∠１）ｓｉｎ（∠２－∠１）

＝ ２ｓｉｎ∠１ｓｉｎ∠２
ｓｉｎ（∠ＥＣＦ－∠Ａ）ｓｉｎ （∠２＋∠ＤＣＦ）－（∠１＋∠ＢＣＥ［ ］）

＝ ２ｓｉｎ∠１ｓｉｎ∠２
ｓｉｎ２Ａｓｉｎ（１８０°－∠Ｂ－∠Ｂ）

＝ ｓｉｎ∠１ｓｉｎ∠２
２ｓｉｎＡｃｏｓＡｓｉｎＢｃｏｓＢ

， ④

于是 ＭＮ
ＥＦ ＝

ＭＮ
ＸＹ
·ＸＹ
ＥＦ

＝ｓｉｎ∠１ｓｉｎ∠２２ｓｉｎＡｓｉｎＢ
，

由①知结论成立．
评注　此题乃经典之作，推导过程较长却十分有序，并且其中许多中间结

论也是很有意思的．这里所谓的“序”，就是引进中间量ＸＹ后以此展开的一系
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列运算．“中间结论”中最有意思的是经过Ｂ、Ｄ的切线之交点在ＥＦ上，这不
是别的，正是帕斯卡定理！不过其中两条边退化成点而已．
最后不得不指出的是，从严格意义上我们并没有做完，比如当Ｏ在四边

形ＡＢＣＤ外，当Ｏ在ＢＤ或ＡＣ之“下”，Ｘ在ＥＦ之外，还有Ｙ在Ｘ 左侧等情
形没有说明，尽管有充足理由说“同理可证”，这里还是限于篇幅留给读者细细
讨论吧！

例１３　已知ＡＤ是锐角△ＡＢＣ的一条高，Ｐ是ＡＤ 上某一点，延长ＢＰ
交ＡＣ于点Ｍ，延长ＣＰ交ＡＢ于点Ｎ，又ＭＮ与ＡＰ交于点Ｑ，过点Ｑ作任
一直线交ＰＮ 于点Ｅ，交ＡＭ于点Ｆ，求证：

∠ＥＤＡ＝∠ＦＤＡ．

图５１４

证明　如图５１４，连接ＤＭ、ＤＮ．

由前知，∠ＮＤＡ＝∠ＭＤＡ．

如果我们能证明

ｓｉｎ∠ＭＤＦ
ｓｉｎ∠ＡＤＦ ＝

ｓｉｎ∠ＮＤＥ
ｓｉｎ∠ＡＤＥ

， ①

则此题结论成立．

这是因为若设　∠ＡＤＭ ＝∠ＡＤＮ ＝θ，

∠ＡＤＦ＝α，∠ＡＤＥ＝β，

上式变为 ｓｉｎ（θ－α）
ｓｉｎα ＝ｓｉｎ

（θ－β）
ｓｉｎβ

，

即 ｓｉｎθｃｏｔα＝ｓｉｎθｃｏｔβ．

由于ｓｉｎθ≠０，故ｃｏｔα＝ｃｏｔβ，得α＝β．
下面就来证明①式．

由于 ＤＭｓｉｎ∠ＭＤＦ
ＡＤｓｉｎ∠ＡＤＦ ＝

Ｓ△ＭＤＦ
Ｓ△ＡＤＦ ＝

ＦＭ
ＡＦ
，

故 ｓｉｎ∠ＭＤＦ
ｓｉｎ∠ＡＤＦ ＝

ＡＤ·ＦＭ
ＤＭ·ＡＦ

，

同理 ｓｉｎ∠ＮＤＥ
ｓｉｎ∠ＡＤＥ ＝

ＰＤ·ＮＥ
ＰＥ·ＮＤ

，

于是问题又变成证明
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◎

ＡＤ·ＦＭ
ＡＦ·ＤＭ ＝

ＰＤ·ＮＥ
ＰＥ·ＮＤ

或 ＦＭ·ＰＥ
ＡＦ·ＮＥ ＝

ＤＭ·ＰＤ
ＡＤ·ＮＤ． ②

这样分离的好处是右式完全不依赖于动线段ＥＱＦ．下证之．

　　　　　ＦＭ·ＰＥＡＦ·ＮＥ ＝
Ｓ△ＱＦＭ
Ｓ△ＡＱＦ

·Ｓ△ＱＰＥ
Ｓ△ＱＮＥ

＝ＱＭ·ｓｉｎ∠ＦＱＭＡＱ·ｓｉｎ∠ＡＱＦ
·ＰＱｓｉｎ∠ＥＱＰ
ＮＱｓｉｎ∠ＮＱＥ

，

考虑对顶角相等，上式即为

ＱＭ·ＰＱ
ＡＱ·ＮＱ

，

于是由②及ＤＱ平分∠ＭＤＮ得

ＤＭ
ＤＮ ＝

ＱＭ
ＱＮ
，

所以最后只须证明 ＰＤ
ＡＤ ＝

ＰＱ
ＡＱ．

由梅氏定理知 ＰＱ
ＡＱ ＝

ＰＭ
ＢＭ
·ＢＮ
ＡＮ

＝Ｓ△ＡＰＣＳ△ＡＢＣ
·Ｓ△ＢＰＣ
Ｓ△ＡＰＣ

＝Ｓ△ＢＰＣＳ△ＡＢＣ ＝
ＰＤ
ＡＤ．

评注　命题就这样证完了．本题对面积及三角方法的应用可谓淋漓尽
致，与其说是需要聪明的头脑，还不如说是要求对面积及三角法有比较深的
理解．
例１４　设⊙Ｏ１与⊙Ｏ２交于Ｐ、Ｑ两点，过点Ｐ任作两条直线ＡＰＢ 和

ＣＰＤ，其中点Ａ、Ｃ在⊙Ｏ１上，点Ｂ、Ｄ在⊙Ｏ２上．Ｍ、Ｎ分别是ＡＤ、ＢＣ中
点，Ｏ为Ｏ１Ｏ２中点，∠ＡＰＣ＝θ为锐角，设ｈ为点Ｏ至ＭＮ 的距离，Ｋ为ＰＱ
中点，求证：ｈ＝ＯＫ·ｃｏｓθ．
证明　设Ｏ１Ｏ２＝ｄ，并不妨设ｒ２≥ｒ１，ＣＡ、ＢＤ延长后交于点Ｘ．
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图５１５

　　又设ＡＢ中点为Ｓ，连接
ＭＳ、ＮＳ、ＮＯ、ＭＯ、Ｏ１Ａ、
Ｏ１Ｃ、Ｏ２Ｂ、Ｏ２Ｄ、ＱＣ、ＱＤ、
Ｏ１Ｐ、Ｏ２Ｐ．如图５１５所示．

易 知 ＭＳ ＝ １
２ＢＤ ＝

ｒ２ｓｉｎθ，ＮＳ＝１２ＡＣ＝ｒ１ｓｉｎθ
，

又∠ＭＳＮ ＝１８０°－∠Ｘ．
由于∠ＸＣＱ＝∠ＱＰＢ＝

∠ＱＤＢ，故
Ｘ、Ｃ、Ｑ、Ｄ四点共圆．

于是 ∠Ｘ＝１８０°－∠ＣＱＤ　　
＝∠ＰＣＱ＋∠ＰＤＱ
＝∠ＰＯ１Ｏ２＋∠ＰＯ２Ｏ１
＝１８０°－∠Ｏ１ＰＯ２，

于是 ∠ＭＳＮ ＝∠Ｏ１ＰＯ２，

因此 △ＭＳＮ ∽△Ｏ１ＰＯ２，

故 ＭＮ
Ｏ１Ｏ２＝

ＭＳ
ＰＯ２＝ｓｉｎθ

，

即 ＭＮ ＝ｄｓｉｎθ．

接下来我们的想法是，如果能用ｄ、ｒ１、ｒ２、θ这些“基本元素”表示ＯＭ、

ＯＮ，那么Ｏ到ＭＮ 的距离也就不难求出了．
首先建立这样一个结论：Ｓ、Ｔ分别是凸四边形ＡＢＣＤ 的边ＡＤ、ＢＣ的

中点，ＡＢ＝ｘ，ＣＤ＝ｙ，且ＢＡ、ＣＤ经延长后交角为φ，

于是有 ＳＴ２＝ ｘ（ ）２
２

＋ ｙ（ ）２
２

＋ｘｙ２ｃｏｓφ．

证明显然，如图５１６所示．
下面就用这一结论分别计算ＯＭ２与ＯＮ２．
由于ＡＯ１与ＤＯ２的交角为３６０°－２（９０°＋θ）－∠Ｘ＝１８０°－２θ－∠Ｘ．
因此
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◎

图５１６

ＯＭ２＝ｒ
２
１

４＋
ｒ２２
４－
ｒ１ｒ２
２ｃｏｓ

（２θ＋∠Ｘ）．

又由于ＣＯ１与ＢＯ２的交角为３６０°－２（９０°－θ）－
∠Ｘ＝１８０°＋２θ－∠Ｘ，

故　ＯＮ２＝ｒ
２
１

４＋
ｒ２２
４－
ｒ１ｒ２
２ｃｏｓ

（２θ－∠Ｘ）．

今作ＯＪ⊥ＭＮ（图中未画出），Ｊ在ＭＮ 或其延
长线上，设ＭＪ＝ｘ，ＮＪ＝ｙ，注意此处ｘ、ｙ可负．

于是有
ｘ＋ｙ＝ｄｓｉｎθ，

ｘ２－ｙ２＝ＯＭ２－ＯＮ２｛ ．

由于 ＯＭ２－ＯＮ２＝ｒ１ｒ２２ ｃｏｓ（∠Ｘ－２θ）－ｃｏｓ（∠Ｘ＋２θ［ ］）

＝ｒ１ｒ２ｓｉｎＸｓｉｎ２θ，

因此
ｘ＋ｙ＝ｄｓｉｎθ，

ｘ－ｙ＝２ｒ１ｒ２ｄ ｓｉｎＸｃｏｓθ
烅
烄

烆 ，

由此解得 ｘ＝ｄ２ｓｉｎθ＋
ｒ１ｒ２
ｄｓｉｎＸｃｏｓθ

＝ｄ２ｓｉｎθ＋
２Ｓ△ＰＯ１Ｏ２
ｄ ｃｏｓθ

＝ｄ２ｓｉｎθ＋
ＰＱ
２ｃｏｓθ

，

于是 ｘ２＝ｄ
２

４ｓｉｎ
２θ＋ＰＱ

２

４ｃｏｓ
２θ＋ｄ·ＰＱ２ ｓｉｎθｃｏｓθ

＝ｄ
２

４ｓｉｎ
２θ＋ＰＱ

２

４ｃｏｓ
２θ＋１２ｒ１ｒ２ｓｉｎＸｓｉｎ２θ．

又 ＯＭ２＝ｒ
２
１

４＋
ｒ２２
４－
ｒ１ｒ２
２ｃｏｓ２θｃｏｓＸ＋

ｒ１ｒ２
２ｓｉｎ２θｓｉｎＸ

，

于是　　　　ｈ２＝ＯＭ２－ｘ２

＝ｒ
２
１

４＋
ｒ２２
４－
ｒ１ｒ２
２ｃｏｓ２θｃｏｓＸ－

ｄ２
４ｓｉｎ

２θ－ＰＱ
２

４ｃｏｓ
２θ．

又由于 ∠Ｘ＝１８０°－∠Ｏ１ＰＯ２，
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故有 ｃｏｓＸ＝ｄ
２－ｒ２１－ｒ２２
２ｒ１ｒ２

，

这样一来，

ｈ２＝ｒ
２
１＋ｒ２２
４ ＋ｒ

２
１＋ｒ２２－ｄ２
４ ｃｏｓ２θ－ｄ

２

４ｓｉｎ
２θ－ＰＱ

２

４ｃｏｓ
２θ

＝ｒ
２
１＋ｒ２２
２ ｃｏｓ２θ－ｄ

２

２ｃｏｓ
２θ＋ｄ

２

４－
ｄ２
４ｓｉｎ

２θ－ＰＱ
２

４ｃｏｓ
２θ

＝ ｒ２１＋ｒ２２
２ －ｄ

２＋ＰＱ２（ ）４ ｃｏｓ２θ，

＝ ｒ２１－ＰＱ
２

４
２ ＋

ｒ２２－ＰＱ
２

４
２ －ｄ

２
烄

烆

烌

烎４
ｃｏｓ２θ

＝ Ｏ１Ｋ２＋Ｏ２Ｋ２
２ －

（Ｏ１Ｋ＋Ｏ２Ｋ）２［ ］４ ｃｏｓ２θ

＝Ｏ１Ｋ
２＋Ｏ２Ｋ２－２Ｏ１Ｋ·Ｏ２Ｋ

４ ｃｏｓ２θ

＝ Ｏ２Ｋ－Ｏ１Ｋ（ ）２
２

ｃｏｓ２θ

＝ ＯＫ＋ｄ２－
ｄ
２－（ ）ＯＫ熿

燀

燄

燅２

２

ｃｏｓ２θ

＝ＯＫ２ｃｏｓ２θ．

于是 ｈ＝ＯＫ·ｃｏｓθ．

说明　当θ＝９０°时，Ｏ、Ｍ、Ｎ三点共线，又当θ＞９０°时，结论如何？请
读者自己思考．
另一个有意思的结论：当两圆为等圆时，点Ｏ与点Ｋ 重合，仍有Ｏ、Ｍ、

Ｎ三点共线．
本题综合程度很高，必须做到目标明确，计算仔细，对几何、对三角都要有

一定的修养．
本题是叶中豪先生发现的命题，中豪已找到了极其漂亮的纯几何证明．
例１５　如图５１７，已知△ＡＢＣ三对应边为ａ、ｂ、ｃ，另有一三角形

△Ａ′Ｂ′Ｃ′，使得Ａ、Ｂ、Ｃ分别落在Ａ′Ｂ′、Ｂ′Ｃ′、Ｃ′Ａ′上，并满足ＡＡ′∶ＢＢ′∶
ＣＣ′＝ｂ２ｃ∶ｃ２ａ∶ａ２ｂ，求证：△Ａ′Ｂ′Ｃ′∽△ＡＢＣ．
证明　此题可以用反证法加上同一法进行论证．设△ＡＢＣ对应内角为
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图５１７

∠Ａ、∠Ｂ、∠Ｃ．现作△ＡＢＣ的外接三角形△Ａ″Ｂ″Ｃ″，
使Ａ″、Ｂ″分别在射线ＡＡ′与ＡＢ′上，且∠Ａ″、∠Ｂ″、

∠Ｃ″分别等于∠Ａ、∠Ｂ、∠Ｃ．
此时有ＡＡ″∶ＢＢ″∶ＣＣ″＝ｂ２ｃ∶ｃ２ａ∶ａ２ｂ．
下面的任务已经很清楚，证明△Ａ″Ｂ″Ｃ″与

△Ａ′Ｂ′Ｃ′重合，即点Ａ″、Ｂ″、Ｃ″分别与点Ａ′、Ｂ′、
Ｃ′重合，用反证法，并分几种情况讨论．
设 ∠Ａ″≥ ∠Ｂ″≥ ∠Ｃ″（即 ∠Ａ ≥ ∠Ｂ ≥

∠Ｃ）， ①
于是∠Ｂ″、∠Ｃ″为锐角．
现当然有

ＡＡ′
ＡＡ″＝

ＢＢ′
ＢＢ″＝

ＣＣ′
ＣＣ″． ②

若设∠Ｂ″ＡＢ＝θ，
则 ∠ＣＢＣ″＝∠ＡＢＣ″－∠Ｂ

＝θ＋∠Ｂ″－∠Ｂ
＝θ．

同理∠ＡＣＡ″＝θ．
第１种情况：点Ａ′在线段ＡＡ″内，于是由②，ＡＡ′＜ＡＡ″，ＢＢ′＜ＢＢ″，

ＣＣ′＜ＣＣ″．　 ③
此时点Ｂ′不可能在ＡＢ″延长线上，因为∠Ｂ″是锐角，这样会导致ＢＢ′＞

ＢＢ″，与③矛盾，故Ｂ′也在线段ＡＢ″内．

图５１８

如图５１８，延长Ｂ″Ｂ、Ａ″Ｃ 所得到的点Ｃ″必位于

△ＢＣＣ′内，设ＢＣ″经延长后交ＣＣ′于点Ｇ．
由于∠ＣＣ″Ｂ＜９０°，故∠ＣＣ″Ｇ＞９０°，故有
ＣＣ′＞ＣＧ＞ＣＣ″，与③矛盾．
第２种情况：点Ａ′在ＡＡ″延长线上，点Ｂ′在ＡＢ″延长

线上．如图５１９．
现在射线ＡＡ′及射线ＡＢ′上分别找到点Ａ″、Ｂ″，使

∠ＡＡ″Ｃ＝∠Ａ，∠ＡＢ″Ｂ＝∠Ｂ，则Ｂ″Ｂ与Ａ″Ｃ经延长
后交于点Ｃ″，∠ＢＣ″Ｃ＝∠Ｃ，此时△Ａ″Ｂ″Ｃ″∽△ＡＢＣ．
设△Ａ″Ｂ″Ｃ″对应内角为∠Ａ″、∠Ｂ″、∠Ｃ″．
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于是由②知，ＡＡ′＞ＡＡ″，ＢＢ′＞ＢＢ″，ＣＣ′＞ＣＣ″．

图５１９

如图５１９，易见点Ｃ′在△ＣＢＣ″内，延长ＣＣ′交
ＢＣ″于点Ｇ，由于 ∠ＣＧＣ″＞ ∠Ｂ″≥ ∠Ｃ″，故ＣＣ″
＞ＣＧ＞ＣＣ′，矛盾．
第３种情况：点Ａ′在ＡＡ″延长线上，点Ｂ′仍在

线段ＡＢ″上．
注意此时仍有

ＡＡ′＞ＡＡ″，ＢＢ′＞ＢＢ″，ＣＣ′＞ＣＣ″． ④

易知，此时有 ∠Ｂ″Ｂ′Ｂ ＜ ∠Ｂ″，即点Ｂ′比较
“靠近”点Ａ．
如图５２０，设 ∠ＢＡＢ″＝ ∠ＣＢＣ″＝ ∠ＡＣＡ″＝θ．又设 ∠Ｂ″ＢＢ′＝

∠Ｃ′ＢＣ″＝Ｘ，∠Ｃ′ＣＣ″＝∠Ａ′ＣＡ″＝Ｙ．

图５２０

我们有（正弦定理）

１＜ＢＢ′ＢＢ″＝
ｓｉｎＢ″

ｓｉｎ（∠Ｂ″＋Ｘ）＝
ＡＡ′
ＡＡ″

＝ＡＡ′ＡＣ
·ＡＣ
ＡＡ″

＝ ｓｉｎ（θ＋Ｙ）
ｓｉｎ（∠Ａ″－Ｙ）

·ｓｉｎＡ″
ｓｉｎθ

＝ＣＣ′ＣＣ″＝
ＣＣ′
ＢＣ
·ＢＣ
ＣＣ″

＝ ｓｉｎ（θ＋Ｘ）
ｓｉｎ（Ｙ＋∠Ｃ″－Ｘ）

·ｓｉｎＣ″
ｓｉｎθ

，

因此，上式化简后有

ｓｉｎＢ″
ｓｉｎ（∠Ｂ″＋Ｘ）＝

ｓｉｎ（θ＋Ｙ）
ｓｉｎ（∠Ａ″－Ｙ）

·ｓｉｎＡ″
ｓｉｎθ

＝ ｓｉｎ（θ＋Ｘ）
ｓｉｎ（Ｙ＋∠Ｃ″－Ｘ）

·ｓｉｎＣ″
ｓｉｎθ． ⑤

下面证明一结论：

ｓｉｎ（θ＋Ｘ）
ｓｉｎθ ≥ ｓｉｎＢ″

ｓｉｎ（∠Ｂ″＋Ｘ）． ⑥

证明方法就是化为证明
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◎

ｓｉｎ（θ＋Ｘ）ｓｉｎ（∠Ｂ″＋Ｘ）≥ｓｉｎθｓｉｎＢ″

或ｃｏｓ（∠Ｂ″－θ）－ｃｏｓ（θ＋∠Ｂ″＋２Ｘ）≥ｃｏｓ（∠Ｂ″－θ）－ｃｏｓ（θ＋∠Ｂ″）

或证明 ｃｏｓ（∠Ｂ″＋θ）－ｃｏｓ（θ＋∠Ｂ″＋２Ｘ）≥０

或 ｓｉｎ（∠Ｂ″＋θ＋Ｘ）ｓｉｎＸ≥０．

由于 ∠Ｂ″＋θ＋Ｘ＝１８０°－∠ＡＢＢ′＜１８０°，

故上式成立，结论证毕．
由⑥及⑤，立得

ｓｉｎＣ″≤ｓｉｎ（Ｙ＋∠Ｃ″－Ｘ）＝ｓｉｎＣ′，

由于∠Ｃ″是锐角，故 ∠Ｃ″≤∠Ｃ′，

此即 Ｘ≤Ｙ．

下面再证明一个结论：

当Ｙ＜∠Ａ″时，ｓｉｎ
（θ＋Ｙ）

ｓｉｎ（∠Ａ″－Ｙ）
是Ｙ的增函数．

这是因为图５２０中所示，有

ｓｉｎ（θ＋Ｙ）
ｓｉｎ（∠Ａ″－Ｙ）＝

ＡＡ′
ＡＣ
，

ＡＣ固定而ＡＡ′随Ｙ的增加而增大．
于是有

ｓｉｎ（θ＋Ｘ）
ｓｉｎ（∠Ａ″－Ｘ）≤

ｓｉｎ（θ＋Ｙ）
ｓｉｎ（∠Ａ″－Ｙ）

，

再考虑⑤，有

ｓｉｎ（θ＋Ｘ）
ｓｉｎ（∠Ａ″－Ｘ）

·ｓｉｎＡ″
ｓｉｎθ ≤

ｓｉｎＢ″
ｓｉｎ（∠Ｂ″＋Ｘ）

或 ｓｉｎ（θ＋Ｘ）ｓｉｎ（∠Ｂ″＋Ｘ）≤ｓｉｎＢ″ｓｉｎθｓｉｎ
（∠Ａ″－Ｘ）

ｓｉｎＡ″

或 ｃｏｓ（∠Ｂ″－θ）－ｃｏｓ（∠Ｂ″＋θ＋２Ｘ）≤２ｓｉｎ
（∠Ａ″－Ｘ）
ｓｉｎ∠Ａ″ ｓｉｎＢ″ｓｉｎθ．

由⑥的推导过程知

ｃｏｓ（∠Ｂ″＋θ＋２Ｘ）≤ｃｏｓ（∠Ｂ″＋θ），
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代入前式，得

ｃｏｓ（∠Ｂ″－θ）－ｃｏｓ（∠Ｂ″＋θ）≤２ｓｉｎ
（∠Ａ″－Ｘ）
ｓｉｎＡ″ ｓｉｎＢ″ｓｉｎθ，

左式和差化积，得 ｓｉｎＡ″≤ｓｉｎ（∠Ａ″－Ｘ），

这样一来∠Ａ″只能是钝角，于是由

ｓｉｎ（１８０°－∠Ａ″）≤ｓｉｎ（∠Ａ″－Ｘ）可知

１８０°－∠Ａ″≤∠Ａ″－Ｘ，

即 ∠Ａ″≥９０°＋Ｘ２
，

又因为 ∠Ｂ″≥∠ＢＢ′Ｂ″，故

Ｘ
２≥９０°－∠Ｂ″．

于是 ∠Ａ″＋∠Ｂ″≥９０°＋Ｘ２＋９０°－
Ｘ
２＝１８０°

，

此与∠Ａ″＋∠Ｂ″＝１８０°－∠Ｃ″＜１８０°矛盾，故第３种情况得证．
事情至此还未完结，还有∠Ａ″≥∠Ｃ″≥∠Ｂ″（也即∠Ａ≥∠Ｃ≥∠Ｂ）

这个情况．
注意此时∠Ｃ″（∠Ｃ）＜９０°，第１种情况和第３种情况都畅行无阻，因为

两种情形都只用到∠Ｃ″与∠Ｂ″是锐角这一事实．
下面看第２种情况．
于是（仍用图５１９），设 ∠Ｂ′ＢＢ″＝Ｘ，∠Ａ″ＣＡ′＝Ｙ．∠Ｂ′ＡＢ ＝θ＝

∠ＣＢＣ″＝∠Ａ″ＣＡ．

ＡＡ′
ＡＡ″＝

ＢＢ′
ＢＢ″＝

ＣＣ′
ＣＣ″＞１

，

即 ｓｉｎ（θ＋Ｙ）
ｓｉｎ（∠Ａ－Ｙ）

·ｓｉｎＡ
ｓｉｎθ＝

ｓｉｎＢ
ｓｉｎ（∠Ｂ－Ｘ）＝

ｓｉｎ（θ－Ｘ）
ｓｉｎ（∠Ｃ＋Ｘ＋Ｙ）

·ｓｉｎＣ
ｓｉｎθ．⑦

首先，有Ｙ＞１８０°－２∠Ｃ．
这是因为ＣＧ＞ＣＣ′＞ＣＣ″，

故∠ＣＧＣ″＜∠Ｃ″，于是
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◎

Ｙ＝１８０°－∠ＣＧＣ″－∠Ｃ″＞１８０°－２∠Ｃ″＝１８０°－２∠Ｃ．

又因为 Ｙ＋θ＋∠Ｃ＝∠ＢＣＡ′＜１８０°，

故 １８０°－２∠Ｃ＋θ＋∠Ｃ＜１８０°，即θ＜∠Ｃ（θ为锐角）， ⑧

而 ∠Ｃ＋Ｘ＋Ｙ＞∠Ｃ＋Ｘ＋１８０°－２∠Ｃ＝１８０°－∠Ｃ＋Ｘ＞９０°，

于是，由于 ∠Ａ＋∠Ｃ＋Ｘ＝１８０°－∠Ｂ＋Ｘ＜１８０°，

即 ∠Ａ－Ｙ＜１８０°－∠Ｃ－Ｘ－Ｙ＜９０°，

这样就有 ｓｉｎ（∠Ａ－Ｙ）＜ｓｉｎ（∠Ｃ＋Ｘ＋Ｙ），

又由⑦知 ｓｉｎＡ≥ｓｉｎＣ，故

ｓｉｎ（θ＋Ｙ）＜ｓｉｎ（θ－Ｘ），

此即 ｓｉｎＸ＋Ｙ２ ｃｏｓＹ－Ｘ２ ＋（ ）θ ＜０，
由于Ｘ＋Ｙ＜∠ＢＣ′Ｃ＜１８０°，故

Ｙ－Ｘ
２ ＋θ＞９０°，

即 （θ－Ｘ）＞１８０°－（Ｙ＋θ）

或 ∠ＣＢＣ′＞∠ＡＣＧ＞∠ＡＣＢ，

故延长Ｃ′Ｂ′，ＣＡ后相交，此即

∠Ｂ′＋∠Ｂ′ＡＣ＞１８０°，

而 ∠Ｂ′＜∠Ｂ，∠Ｂ′ＡＣ＝∠Ａ＋θ，

故 ∠Ｂ＋θ＋∠Ａ＞１８０°，

θ＞１８０°－∠Ａ－∠Ｂ＝∠Ｃ，与⑧矛盾．

于是命题全部证完．
说明　这也是叶中豪先生提出的命题．笔者完成这一证明后有如下感触：

首先是严密性，一定要所有情形都讨论到，不懂严密性就不懂数学；其次是证
明的曲折性，方法是现成的，但如何使用很讲究．许多尝试是行不通的，有的尝
试即使有可能走通，也是复杂得无法想象．由此可见，要沿着正确途径绕出来
真是很不简单（不过尚有化简余地，这留给读者．）．
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　　　　　习　题　５

１ 证明Ｍｏｒｌｅｙ定理：设△ＡＢＣ内有三点Ｄ、Ｅ、Ｆ，∠ＤＢＣ＝ ∠ＦＢＡ ＝
１
３∠ＡＢＣ

，∠ＦＡＢ ＝ ∠ＥＡＣ ＝ １
３∠ＢＡＣ

，∠ＥＣＡ ＝ ∠ＤＣＢ ＝

１
３∠ＡＣＢ

，则△ＤＥＦ是正三角形．

２ 有一凸六边形ＡＢＣＤＥＦ，向内作３个不相交的正三角形△ＡＢＰ、

△ＣＤＱ、△ＥＦＲ，求证：若△ＰＱＲ也是正三角形，则△ＸＹＺ是正三角形，
此处Ｘ、Ｙ、Ｚ分别为ＡＦ、ＢＣ、ＤＥ之中点．

３ 设锐角△ＡＢＣ的垂心为Ｈ，今在ＡＨ、ＢＨ、ＣＨ 上分别取点Ｐ、Ｑ、Ｔ，

使ＡＰ＝ＢＱ＝ＣＴ＝ｘ，求证：Ｓ△ＰＱＴ ＝１２
（ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＢ＋ｓｉｎＣ）（ｘ２－

２Ｒｘ＋２Ｒｒ）．此处Ｒ、ｒ分别是△ＡＢＣ的外接圆、内切圆半径，∠Ａ、

∠Ｂ、∠Ｃ分别为△ＡＢＣ的对应内角．
４ 已知锐角△ＡＢＣ，外心、内心分别为Ｏ、Ｉ，延长ＢＯ交外接圆于Ｋ，延长

ＡＢ至点Ｎ，延长ＣＢ至点Ｍ，使ＡＮ ＝ＣＭ ＝ △ＡＢＣ 半周长，求证：

ＭＮ ⊥ＩＫ．　
５ △ＡＢＣ中，ＢＣ＞ＡＣ＞ＡＢ，外接于圆Ｏ，三条角平分线分别交ＢＣ、ＣＡ
与ＡＢ于点Ｄ、Ｅ、Ｆ，过Ｂ作弦ＢＱ，使ＢＱ∥ＥＦ，又在⊙Ｏ上找一点Ｐ，
使ＱＰ∥ＡＣ，求证：ＰＣ＝ＰＡ＋ＰＢ．

６ 在△ＡＢＣ中作ＡＢ、ＡＣ的中垂线，分别交直线ＢＣ于点Ｘ、Ｙ，ＸＹ ＝
ＢＣ，求ｔａｎＢ·ｔａｎＣ的所有可能值．

７ 锐角△ＡＢＣ的内切圆Ｉ切ＢＣ于点Ｋ，ＡＤ为△ＡＢＣ的高，Ｍ 为ＡＤ中
点，直线ＫＭ交⊙Ｉ于另一点Ｎ，求证：△ＢＣＮ的外接圆与⊙Ｉ切于点Ｎ．

８ 给定一△ＡＢＣ，Ａ′是点Ａ关于直线ＢＣ的对称点，Ｂ′是点Ｂ关于直线ＣＡ
的对称点，Ｃ′是点Ｃ关于直线ＡＢ的对称点，若△Ａ′Ｂ′Ｃ′是正三角形，求

△ＡＢＣ的充要条件．
９ 设有一定直线ｌ与一定圆⊙Ｏ不相交，ＯＥ ⊥ｌ，Ｅ为垂足，动点Ｍ 在ｌ
上，ＭＡ、ＭＢ是两条切线，点Ｅ在ＭＡ、ＭＢ直线上的垂足分别是Ｐ、Ｑ，
直线ＰＱ与ＯＥ交于点Ｒ，求证：Ｒ不依赖于点Ｍ的变化而变化．
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◎

１０ 对△ＡＢＣ，设点Ｘ在ＡＢ上，ＡＸＢＸ＝
４
５
，点Ｙ在ＣＸ上，使ＣＹ＝２ＸＹ，点

Ｚ在ＣＡ 延长线上，使 ∠ＣＸＺ ＝１８０°－∠ＡＢＣ．用∑表示所有满足

∠ＸＹＺ＝４５°的△ＡＢＣ的集合，证明：∑中所有的三角形都相似．
１１ 设正２ｎ＋１边形外接圆半径为ｒ，求所有以正２ｎ＋１边形的顶点为顶点且
内部包含圆心的三角形面积之和．

１２ △ＡＢＣ外心是Ｏ，ＡＨ、ＢＫ、ＣＬ是３条高，ＡＯ、ＢＯ、ＣＯ 分别是ＡＨ、
ＢＫ、ＣＬ的中点，内切圆Ｉ分别切ＢＣ、ＣＡ、ＡＢ于点Ｄ、Ｅ、Ｆ，证明：线
段ＡＯＤ、ＢＯＥ、ＣＯＦ、ＯＩ共点．
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几何不等式与几何极值的内容极端丰富，各写一本书也决无问题．这里所
谓的几何不等式，一般是指有一定几何意义且与三角有关的几何不等式，不是
关于ｓｉｎＡ、ｓｉｎＢ、ｓｉｎＣ的非常复杂的纯三角不等式，也不是诸如关于三角
形边长与中线之比的四次方之类的几何意义不甚明显的几何不等式．
除了一些最基本的几何不等式之外，还有几个不等式值得一提：
（１）在△ＡＢＣ及△Ａ′Ｂ′Ｃ′中，ＡＢ＝Ａ′Ｂ′，ＢＣ＝Ｂ′Ｃ′，∠Ｂ＜∠Ｂ′，则

ＡＣ＜Ａ′Ｃ′；此题运用余弦的递减性可快速证得．
（２）设△ＡＢＣ，ｐ、ｑ、ｒ是３个正数，则

ｐｃｏｓＡ＋ｑｃｏｓＢ＋ｒｃｏｓＣ≤１２ｐｑｒ
１
ｐ２＋

１
ｑ２＋

１
ｒ（ ）２ ．

此式其实是ｘ２＋ｙ２＋ｚ２≥２ｘｙｃｏｓＡ＋２ｙｚｃｏｓＢ＋２ｚｘｃｏｓＣ的另一种形
式与特殊情况，至于ｘ、ｙ、ｚ的不等式可用二次函数ｆ（ｘ）的判别式≤０得到．

（３）３４≤ｃｏｓ
２Ａ＋ｃｏｓ２Ｂ＋ｃｏｓ２Ｃ．

这里∠Ａ、∠Ｂ、∠Ｃ是△ＡＢＣ的三内角，等号当且仅当△ＡＢＣ是正三
角形时成立，这个不等式也很强．
前面说过，此书不涉及非常复杂的纯三角不等式，但一些基本的三角不等

式对解题有用．
三角不等式有几点需要注意：
首先，有界性与单调性，比如｜ｓｉｎｘ｜≤１之类；其次，运用和角公式等进

行转化，比如 “∠Ａ＋∠Ｂ＝ 常数”时，ｃｏｓＡ＋ｃｏｓＢ＝２ｃｏｓ∠Ａ＋∠Ｂ２

ｃｏｓ∠Ａ－∠Ｂ２
，于是只要研究单一变化的ｃｏｓ∠Ａ－∠Ｂ２

；ｃｏｓＡｃｏｓＢ也类似

处理．所以在证明不等式之前，往往先要列出有用的等式；最后，三角形中很多
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◎

对称不等式通常是∠Ａ＝∠Ｂ＝∠Ｃ＝６０°，需要加以注意．
最后再列举一个非常有用的结果：

（４）｜ａｃｏｓｘ＋ｂｓｉｎｘ｜≤ ａ２＋ｂ槡 ２．
例１　已知△ＡＢＣ的边ＢＣ、ＣＡ、ＡＢ上分别有点Ｄ、Ｅ、Ｆ，把△ＡＢＣ的

周长三等分，求证：

（１）ＤＥ＋ＥＦ＋ＦＤ ≥１２
（ＡＢ＋ＢＣ＋ＣＡ）；

（２）ＤＥ２＋ＥＦ２＋ＦＤ２≥ １１２
（ＡＢ＋ＢＣ＋ＣＡ）２．

证明　（１）如图６１，不妨设△ＡＢＣ对应边为ａ、ｂ、ｃ，对应角为∠Ａ、

∠Ｂ、∠Ｃ，ｐ＝１２
（ａ＋ｂ＋ｃ）．

图６１

作ＦＦ′、ＥＥ′分别与ＢＣ垂直，Ｆ′、Ｅ′是垂足，则
易知

ＥＦ≥Ｅ′Ｆ′＝ＡＦｃｏｓＢ＋ＡＥｃｏｓＣ；

同理　　　　ＦＤ ≥ＢＤｃｏｓＣ＋ＢＦｃｏｓＡ；
ＤＥ≥ＣＤｃｏｓＢ＋ＣＥｃｏｓＡ．

加之，得

　ＤＥ＋ＥＦ＋ＦＤ ≥（ＢＦ＋ＣＥ）ｃｏｓＡ＋（ＡＦ＋ＣＤ）ｃｏｓＢ＋
（ＡＥ＋ＢＤ）ｃｏｓＣ

＝ ｂ＋ｃ－２３（ ）ｐｃｏｓＡ＋ ａ＋ｃ－２３（ ）ｐｃｏｓＢ＋
ａ＋ｂ－２３（ ）ｐｃｏｓＣ

＝ （ｂｃｏｓＡ ＋ａｃｏｓＢ）＋ （ｃｃｏｓＡ ＋ａｃｏｓＣ）＋

（ｃｃｏｓＢ＋ｂｃｏｓＣ）－２３ｐ
（ｃｏｓＡ＋ｃｏｓＢ＋ｃｏｓＣ）

＝２ｐ－２３ｐ
（ｃｏｓＡ＋ｃｏｓＢ＋ｃｏｓＣ）

≥ｐ．

在以上推导过程中，△ＡＢＣ是否为钝角三角形不是必要条件．
（２）在知道（１）后，（２）可由其推出，否则，由余弦定理，

ＤＥ２＝ＣＥ２＋ＣＤ２－２ＣＥ·ＣＤｃｏｓＣ
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≥１２
（ＣＥ＋ＣＤ）２－１２

（ＣＥ＋ＣＤ）２ｃｏｓＣ

＝２９ｐ
２（１－ｃｏｓＣ），

同理 ＥＦ２≥２９ｐ
２（１－ｃｏｓＡ），

ＦＤ２≥２９ｐ
２（１－ｃｏｓＢ），

加之，得 　ＤＥ２＋ＥＦ２＋ＦＤ２　　　　

≥２９ｐ
２（３－ｃｏｓＡ－ｃｏｓＢ－ｃｏｓＣ）

≥１３ｐ
２，

于是，（２）就得证．

最后我们证明 ｃｏｓＡ＋ｃｏｓＢ＋ｃｏｓＣ≤３２．

这是因为 　ｃｏｓＡ＋ｃｏｓＢ＋ｃｏｓＣ　　　　

＝２ｃｏｓ∠Ａ＋∠Ｂ２ ｃｏｓ∠Ａ－∠Ｂ２ ＋１－２ｓｉｎ２∠Ｃ２

≤２ｓｉｎ∠Ｃ２ ＋１－２ｓｉｎ２∠Ｃ２

＝３２－２ｓｉｎ
∠Ｃ
２ －１（ ）２

２

≤３２．

评注　这种题目不用三角函数做真是难以想象．

图６２

例２　设Ｐ是△ＡＢＣ内一点，点Ｐ至ＢＣ、ＣＡ、
ＡＢ的垂线分别为ＰＤ、ＰＥ、ＰＦ（Ｄ、Ｅ、Ｆ是垂足），
求证：ＰＡ·ＰＢ·ＰＣ≥ （ＰＤ＋ＰＥ）·（ＰＥ＋ＰＦ）·
（ＰＦ＋ＰＤ），并讨论等号成立之条件．
证明　如图６２，不妨设△ＡＢＣ对应角为∠Ａ、

∠Ｂ、∠Ｃ．无论∠Ｃ是否钝角，有

　ＰＥ＋ＰＤ ＝ＰＣ（ｓｉｎ∠ＰＣＢ＋ｓｉｎ∠ＰＣＡ）
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＝２ＰＣｓｉｎ∠Ｃ２ｃｏｓ
∠ＰＣＢ－∠ＰＣＡ

２

≤２ＰＣｓｉｎ∠Ｃ２
， ①

同理，有

ＰＥ＋ＰＦ≤２ＡＰｓｉｎ∠Ａ２
， ②

ＰＦ＋ＰＤ ≤２ＢＰｓｉｎ ∠Ｂ２
， ③

于是 　（ＰＤ＋ＰＥ）（ＰＥ＋ＰＦ）（ＰＦ＋ＰＤ）

≤８ＡＰ·ＰＢ·ＰＣ·ｓｉｎ ∠Ａ２ｓｉｎ
∠Ｂ
２ｓｉｎ

∠Ｃ
２ ．

余下来的任务就是要证明

ｓｉｎ ∠Ａ２ｓｉｎ
∠Ｂ
２ｓｉｎ

∠Ｃ
２ ≤１８

，

并确定等号成立之条件．

这是因为 　ｓｉｎ ∠Ａ２ｓｉｎ
∠Ｂ
２ｓｉｎ

∠Ｃ
２ 　　　　　

＝１２ ｃｏｓ
∠Ａ－∠Ｂ
２ －ｃｏｓ∠Ａ＋∠Ｂ（ ）２ ｓｉｎ ∠Ｃ２

≤１２ １－ｓｉｎ
∠Ｃ（ ）２ ｓｉｎ ∠Ｃ２

≤１８．

等号成立的条件是ｓｉｎ ∠Ｃ２ ＝ １２
及 ∠Ａ＝ ∠Ｂ，也即△ＡＢＣ是正三

角形．
又只有当①、②和③式也成为等式时，原命题才变为等式．①式成为等式

的条件为

∠ＰＣＢ＝∠ＰＣＡ，

即ＣＰ平分∠ＡＣＢ，同理ＢＰ平分∠ＡＢＣ，Ｐ为正三角形△ＡＢＣ的中心．
这个不等式颇像有名的ＥｒｄｓＭｏｒｄｅｌｌ不等式（留作习题），我们还可用

之做下列习题（仍用图６２），求证：
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ＢＰ·ＰＣ
ＰＤ ＋ＰＣ·ＰＡＰＥ ＋ＰＡ·ＰＢＰＦ ≥２（ＰＡ＋ＰＢ＋ＰＣ），

以及（ＰＡ·ＰＢ·ＰＣ）２≥ＰＤ·ＰＥ·ＰＦ（ＰＡ＋ＰＢ）（ＰＢ＋ＰＣ）（ＰＣ＋ＰＡ）．
例３　已知圆内接四边形ＡＢＣＤ，求证：

｜ＡＢ－ＣＤ｜＋｜ＡＤ－ＢＣ｜≥２｜ＡＣ－ＢＤ｜．

图６３

证明　此题分两种情况讨论．
第一种情况，圆心Ｏ在四边形ＡＢＣＤ 内，如图６

３所示．
设∠ＡＯＢ、∠ＢＯＣ、∠ＣＯＤ、∠ＤＯＡ分别为２α、

２β、２γ、２θ，则

α＋β＋γ＋θ＝１８０°，且⊙Ｏ的半径为１．
不妨设α≥γ，β≥θ，则
ＡＢ＝２ｓｉｎα，ＢＣ＝２ｓｉｎβ，ＣＤ＝２ｓｉｎγ，ＤＡ＝

２ｓｉｎθ，所以有

｜ＡＢ－ＣＤ｜＝２｜ｓｉｎα－ｓｉｎγ｜　　　　

＝４ｓｉｎα－γ２ ｃｏｓ
α＋γ
２

＝４ｓｉｎα－γ２ ｓｉｎ
β＋θ
２

，

同理 ｜ＡＤ－ＢＣ｜＝４ｓｉｎβ－θ２ ｓｉｎ
α＋γ
２

，

｜ＡＣ－ＢＤ｜＝４ｓｉｎβ－θ２ ｓｉｎ
α－γ
２ ．

由于β≥θ，故

　｜ＡＢ－ＣＤ｜－｜ＡＣ－ＢＤ｜　　　　

＝４ｓｉｎα－γ２ ｓｉｎβ＋θ２ － ｓｉｎβ－θ（ ）２

＝４ｓｉｎα－γ２ ｓｉｎβ＋θ２ －ｓｉｎβ－θ（ ）２

＝８ｓｉｎα－γ２ ｓｉｎθ２ｃｏｓ
β
２
，

由于０＜θ２≤
β
２≤９０°

，故
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ｓｉｎθ２ｃｏｓ
β
２≥０

，

此即意味着 ｜ＡＢ－ＣＤ｜≥｜ＡＣ－ＢＤ｜，

同理 ｜ＡＤ－ＢＣ｜≥｜ＡＣ－ＢＤ｜，

两式一加即完成证明．
等号成立，仅当α＝γ，β＝θ时，此时四边形ＡＢＣＤ是矩形．

图６４

第二种情况．四边形ＡＢＣＤ在点Ｏ 的一侧，不
妨设四边中ＢＣ最“靠近”点Ｏ，如图６４所示．
仍用前面的符号，此时有　α＋γ＋θ＝β≤９０°．

于是

｜ＡＢ－ＣＤ｜＝４ｓｉｎα－γ２ ｃｏｓ
α＋γ
２

，

＝４ｓｉｎα－γ２ ｃｏｓβ－θ２
，

｜ＡＤ－ＢＣ｜＝４ｓｉｎβ－θ２ ｃｏｓβ＋θ２
，

｜ＡＣ－ＢＤ｜＝４ｓｉｎα－γ２ ｃｏｓθ＋α＋γ（ ）２
，

由于β＝θ＋α＋γ，故

０＜β－θ＜２θ＋α＋γ＜１８０°，

即 ｃｏｓβ－θ２ ＞ｃｏｓθ＋α＋γ（ ）２
，

此即 ｜ＡＢ－ＣＤ｜≥｜ＡＣ－ＢＤ｜，又

β＋θ
２ ＝θ＋α＋γ２

，ｃｏｓβ＋θ２ ＝ｃｏｓθ＋α＋γ（ ）２
，

而 α－γ
２ ＜α＋γ２ ＝β－θ２ ＜９０°，

即 ｓｉｎβ－θ２ ＞ ｓｉｎα－γ２
，

于是 ｜ＡＤ－ＢＣ｜＞｜ＡＣ－ＢＤ｜，余下类推．
例４　如图６５，已知凸四边形ＡＢＣＤ，ＡＢ ＝ａ，ＢＣ ＝ｂ，ＣＤ ＝ｃ，
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ＤＡ＝ｄ，求其面积的最值（或确界）．

图６５

解　设四边形面积为Ｓ，则有

Ｓ＝１２ａｄｓｉｎＡ＋
１
２ｂｃｓｉｎＣ

，

又 　ａ２＋ｄ２－２ａｄｃｏｓＡ＝ＢＤ２

＝ｂ２＋ｃ２－２ｂｃｃｏｓＣ，

此二式化为

ａｄｓｉｎＡ＋ｂｃｓｉｎＣ＝２Ｓ，

ａｄｃｏｓＡ－ｂｃｃｏｓＣ＝１２
（ａ２＋ｄ２－ｂ２－ｃ２

烅
烄

烆 ），

将两式平方后相加（惯用手法！），得

ａ２ｄ２＋ｂ２ｃ２－２ａｂｃｄｃｏｓ（Ａ＋Ｃ）＝

４Ｓ２＋１４
（ａ２＋ｄ２－ｂ２－ｃ２）２，

所以

４Ｓ２＝ａ２ｄ２＋ｂ２ｃ２－１４
（ａ２＋ｄ２－ｂ２－ｃ２）２－２ａｂｃｄｃｏｓ（Ａ＋Ｃ）．

显然，当∠Ａ＋∠Ｃ＝１８０°时，四边形ＡＢＣＤ面积最大，此时有

Ｓｍａｘ＝ （ｐ－ａ）（ｐ－ｂ）（ｐ－ｃ）（ｐ－ｄ槡 ），

此处ｐ＝１２
（ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ）．

求最小值，就比较麻烦．我们知道，最小值希望∠Ａ＋∠Ｃ越大或越小，这
样四边形ＡＢＣＤ的内角中会出现平角，也就是说，最小值是取不到的，只能求
下确界．
不妨设ｂ＋ｃ≥ａ＋ｄ，ａ＋ｂ≥ｃ＋ｄ，则Ｓ的下确界为当∠Ａ→１８０°和当

∠Ｄ→１８０°时的较小者．
对于前者来说，

　　　　　　　ｃｏｓ（∠Ａ＋∠Ｃ）→ｃｏｓ（１８０°＋∠Ｃ）

＝－ｃｏｓＣ

＝
（ａ＋ｄ）２－ｂ２－ｃ２

２ｂｃ ．
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对于后者来说，

　　　　　　　ｃｏｓ（Ｂ＋Ｄ）→ｃｏｓ（１８０°＋Ｂ）

＝－ｃｏｓＢ

＝
（ｃ＋ｄ）２－ａ２－ｂ２

２ａｂ ．

两个下确界分别为

Ｓ１＝ａ２ｄ２＋ｂ２ｃ２－１４
（ａ２＋ｄ２－ｂ２－ｃ２）２＋ａｄ［ｂ２＋ｃ２－（ａ＋ｄ）２］；

Ｓ２＝ａ２ｂ２＋ｃ２ｄ２－１４
（ａ２＋ｂ２－ｃ２－ｄ２）２＋ｃｄ［ａ２＋ｂ２－（ｃ＋ｄ）２］；

Ｓ１－Ｓ２＝（ａ２ｄ２＋ｂ２ｃ２－ａ２ｂ２－ｃ２ｄ２）＋１４
［（ａ２＋ｂ２－ｃ２－ｄ２）２

－（ａ２＋ｄ２－ｂ２－ｃ２）２］＋ａｄ［ｂ２＋ｃ２－（ａ＋ｄ）２］

－ｃｄ［ａ２＋ｂ２－（ｃ＋ｄ）２］

＝（ｃ２－ａ２）（ｂ２－ｄ２）＋（ａ２－ｃ２）（ｂ２－ｄ２）＋ａｄ［ｂ２＋ｃ２

－（ａ＋ｄ）２］－ｃｄ［ａ２＋ｂ２－（ｃ＋ｄ）２］．

于是问题变为在ｂ＋ｃ≥ａ＋ｄ，ａ＋ｂ≥ｃ＋ｄ的前提下，比较ａ［ｂ２＋ｃ２－
（ａ＋ｄ）２］与ｃ［ａ２＋ｂ２－（ｃ＋ｄ）２］的大小．
先把前提改为

ｄ－ｂ≤ｃ－ａ≤ｂ－ｄ，这个条件可以加强为
０≤ｃ－ａ≤ｂ－ｄ， ①

此时有

Ｓ１－Ｓ２
ｄ ＝ａ［ｂ２＋ｃ２－（ａ＋ｄ）２］－ｃ［ａ２＋ｂ２－（ｃ＋ｄ）２］

＝ａｂ２＋ａｃ２－ａ３－２ａ２ｄ－ａｄ２－ａ２ｃ－ｂ２ｃ＋ｃ３＋ｃｄ２＋２ｃ２ｄ
＝（ｃ－ａ）（ａ２＋ｃ２＋ｄ２＋２ａｄ＋２ｃｄ＋２ａｃ－ｂ２）

＝（ｃ－ａ）［（ａ＋ｃ＋ｄ）２－ｂ２］

≥０，

因此，在①这个前提下，Ｓ的下确界为

ｉｎｆＳ＝ Ｓ槡 ２

２ ．
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评注　此题又让我们想起“打好基础”这样的老话，因式分解就是整个初
等数学乃至整个数学的一个重要的基本功．
至于给定四边形的四边，则一定能调到四点共圆，这留给读者自己考虑．
例５　已知圆外切四边形ＡＢＣＤ，切点依次为Ｐ、Ｑ、Ｒ、Ｓ，如图６６所

示．设四边形ＡＢＣＤ的面积和周长分别为Ｓ１、Ｐ１，四边形ＰＱＲＳ的面积和周
长分别为Ｓ２、Ｐ２，求证：

图６６

Ｓ１
Ｓ２≤

Ｐ１
Ｐ（ ）
２

２

．

证明　设 ∠Ａ ＝２α，∠Ｂ ＝２β，∠Ｃ＝２γ，

∠Ｄ＝２θ．内切圆的半径为ｒ．

Ｓ１＝１２ｒＰ１．

又∠ＳＯＲ＝１８０°－２α，故

Ｓ△ＳＯＲ ＝１２ｒ
２ｓｉｎ（１８０°－２α）

＝ｒ２ｓｉｎαｃｏｓα．

由此可知Ｓ２＝ｒ２（ｓｉｎαｃｏｓα＋ｓｉｎβｃｏｓβ＋ｓｉｎγｃｏｓγ＋ｓｉｎθｃｏｓθ）．

又 ＳＲ＝２ｒｃｏｓα，故

Ｐ２＝２ｒ（ｃｏｓα＋ｃｏｓβ＋ｃｏｓγ＋ｃｏｓθ）．

欲证不等式即为 Ｓ１·Ｐ２２≤Ｓ２·Ｐ２１

或 ｒＰ２２≤２Ｓ２·Ｐ１．

而 Ｐ１＝２ｒ（ｃｏｔα＋ｃｏｔβ＋ｃｏｔγ＋ｃｏｔθ）．

理由是ＡＢ＝ｒ（ｃｏｔα＋ｃｏｔβ），
此即　　　　　　　４ｒ３（ｃｏｓα＋ｃｏｓβ＋ｃｏｓγ＋ｃｏｓθ）２

≤４ｒ３（ｓｉｎαｃｏｓα＋ｓｉｎβｃｏｓβ＋ｓｉｎγｃｏｓγ＋
ｓｉｎθｃｏｓθ）（ｃｏｔα＋ｃｏｔβ＋ｃｏｔγ＋ｃｏｔθ），

这个结论由柯西不等式保证成立．
等号成立的条件是四边形ＡＢＣＤ为正方形．
例６　已知ＡＤ是△ＡＢＣ的高，且ＢＣ＋ＡＤ＝ＡＢ＋ＡＣ，求∠ＢＡＣ的取

值范围．
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图６７

解　不妨设△ＡＢＣ 的对应角为∠Ａ、∠Ｂ、

∠Ｃ，外接圆半径为Ｒ，则如图６７，
有 ＡＤ ＝ＡＢｓｉｎＢ

＝２ＲｓｉｎＢｓｉｎＣ．

于是条件就变为

２ＲｓｉｎＢｓｉｎＣ＋２ＲｓｉｎＡ＝２ＲｓｉｎＢ＋２ＲｓｉｎＣ

或　　　ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＢｓｉｎＣ＝ｓｉｎＢ＋ｓｉｎＣ，

　　　　ｓｉｎＢｓｉｎＣ＝ｓｉｎＢ＋ｓｉｎＣ－ｓｉｎＡ

＝２ｓｉｎ∠Ｂ＋∠Ｃ２ ｃｏｓ∠Ｂ－∠Ｃ２

－２ｓｉｎ∠Ｂ＋∠Ｃ２ ｃｏｓ∠Ｂ＋∠Ｃ２

＝２ｓｉｎ∠Ｂ＋∠Ｃ２
·２ｓｉｎ∠Ｂ２ｓｉｎ

∠Ｃ
２
，

再对左式用倍角公式，得　　　ｃｏｓ∠Ａ２ ＝ｃｏｓ∠Ｂ２ｃｏｓ
∠Ｃ
２

或 ２ｃｏｓ∠Ａ２ ＝２ｃｏｓ∠Ｂ２ｃｏｓ
∠Ｃ
２ 　　　

＝ｃｏｓ∠Ｂ－∠Ｃ２ ＋ｃｏｓ∠Ｂ＋∠Ｃ２
，

此即 ２ｃｏｓ∠Ａ２ －ｓｉｎ∠Ａ２ ＝ｃｏｓ∠Ｂ－∠Ｃ２ ．

我们想，一旦∠Ａ被固定后， ∠Ｂ－∠Ｃ２
的最小值为０，而最大值趋向

于π
２－

∠Ａ
２
，并且是连续变化的，于是

ｓｉｎ∠Ａ２ ＜ｃｏｓ∠Ｂ－∠Ｃ２ ≤１．

由余弦函数的连续性知，欲求∠Ａ范围，只要解出如下不等式即可．

ｓｉｎ∠Ａ２ ＜２ｃｏｓ∠Ａ２ －ｓｉｎ∠Ａ２ ≤１．

对于左边，即 ｔａｎ∠Ａ２ ＜１，
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故 ∠Ａ＜π２
，

右式经移项后平方，得

４ｃｏｓ２∠Ａ２ ≤１＋２ｓｉｎ∠Ａ２ ＋ｓｉｎ２∠Ａ２
，

此即 ５ｓｉｎ∠Ａ２ －（ ）３ ｓｉｎ∠Ａ２ ＋（ ）１ ≥０，
于是 ｓｉｎ∠Ａ２ ≥３５

，

∠Ａ≥２ａｒｃｓｉｎ３５．

综上所述，∠Ａ的取值范围是 ２ａｒｃｓｉｎ３５
，π［ ）２ ．

评注　此题也有其他解法，但正确地“运用”三角法是最快捷的．
例７　已知凸四边形ＡＢＣＤ，ＡＤ ＝ａ，ＡＢ＝ｂ，ＢＣ＝ｃ，ＡＣ、ＢＤ的交

点是Ｐ，∠ＡＰＤ＝θ（＜９０°），ａ、ｂ、ｃ，θ都是固定的，问第四边ＣＤ＝ｘ为何
值时，四边形ＡＢＣＤ的面积达到最大？

图６８

解　如图６８，由前面例题知

ｃｏｓθ＝ｂ
２＋ｘ２－ａ２－ｃ２
２ＡＣ·ＢＤ

，

由于　　　Ｓ四边形ＡＢＣＤ ＝１２ＡＣ
·ＢＤ·ｓｉｎθ．

要使其面积大，只要ＡＣ·ＢＤ 尽量大，即ｘ尽
量大．
由托勒密不等式

ｂ２＋ｘ２－ａ２－ｃ２＝２ＡＣ·ＢＤ·ｃｏｓθ
≤２（ａｃ＋ｂｘ）ｃｏｓθ，

此即 ｂ２＋ｘ２－２ｂｘｃｏｓθ≤ａ２＋ｃ２＋２ａｃｃｏｓθ，

也即 （ｘ－ｂｃｏｓθ）２≤ａ２＋ｃ２＋２ａｃｃｏｓθ－ｂ２ｓｉｎ２θ，

ｘ≤ ａ２＋ｃ２＋２ａｃｃｏｓθ－ｂ２ｓｉｎ２槡 θ＋ｂｃｏｓθ．

现在的问题是，根号内的值是否不小于零？ｘ能否取到上述数值？
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第一个问题显然．由θ＜９０°知

ａ≥ＡＰｓｉｎθ，
ｃ≥ＢＰｓｉｎθ，

于是 　ａ２＋ｃ２＋２ａｃｃｏｓθ　　　　　
≥（ＡＰ２＋ＢＰ２＋２ＡＰ·ＢＰｃｏｓθ）ｓｉｎ２θ
＝ｂ２ｓｉｎ２θ．

此时设ＡＰ＝ｍ，ＢＰ＝ｎ，且让Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ四点共圆，看看这个解是否
存在．

ｍ２＋ｎ２＋２ｍｎｃｏｓθ＝ｂ２，
ｍ
ｎ ＝

ａ
ｃ
，

解得 ｍ＝ ａｂ
ａ２＋ｃ２＋２ａｃｃｏｓ槡 θ

，

ｎ＝ ｂｃ
ａ２＋ｃ２＋２ａｃｃｏｓ槡 θ

．

于是我们从构造△ＡＢＰ 开始，逐步扩展直至构造出整个四边形
ＡＢＣＤ来．
这很容易，先作线段ＰＡ、ＰＢ，使之分别为ｍ、ｎ，夹角为１８０°－θ，于是

ＡＢ＝ｂ．
为能构造出ＡＤ，只须ｍｓｉｎθ≤ａ，即

ｂ２ｓｉｎ２θ≤ａ２＋ｃ２＋２ａｃｃｏｓθ，

这是由前面保证的．于是我们作出ＡＤ，并使∠ＡＤＢ＝∠ＡＣＢ≤９０°．这样由
相似知ＢＣ＝ｃ，此时，有

　　　　　ＰＤ ＝ｍｃｏｓθ＋ ａ２－ｍ２ｓｉｎ２槡 θ，

ｘ＝ＰＤｍ
·ｂ

＝ｂｃｏｓθ＋ ａ（ ）ｍ
２

－ｓｉｎ２槡（ ）θ
＝ｂｃｏｓθ＋ ａ２＋ｃ２＋２ａｃｃｏｓθ

ｂ２ －ｓｉｎ２槡（ ）θ
＝ ａ２＋ｃ２＋２ａｃｃｏｓθ－ｂ２ｓｉｎ２槡 θ＋ｂｃｏｓθ．
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这说明ｘ确实能取到此值．
此时最大面积为

１
２ＡＣ

·ＢＤ·ｓｉｎθ＝１２
（ａｃ＋ｂｘ）ｓｉｎθ．

说明　θ＝９０°时，ｘ＝ ａ２＋ｃ２－ｂ槡 ２是常数．
最大面积仍是在Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ四点共圆时取到．这个最大值为

１
２ＡＣ

·ＢＤ ＝１２
（ｂｘ＋ａｃ）　　　　

＝１２
（ｂ ａ２＋ｃ２－ｂ槡 ２＋ａｃ）．

图６９

如图６９，θ＞９０°时，此时ｃｏｓθ＜０，有

ｂ２＋ｘ２－ａ２－ｃ２＝２ＡＣ·ＢＤｃｏｓθ
≥２（ａｃ＋ｂｘ）ｃｏｓθ．

为使ＡＣ·ＢＤ尽量大，易见只要ｘ越小越好．
下面求ｘ的最小值．
由上述不等式，得

（ｘ－ｂｃｏｓθ）２≥ａ２＋ｃ２＋２ａｃｃｏｓθ－ｂ２ｓｉｎ２θ，

即　　ｘ≥ｂｃｏｓθ＋ ａ２＋ｃ２＋２ａｃｃｏｓθ－ｂ２ｓｉｎ２槡 θ

或　　ｘ≤ｂｃｏｓθ－ ａ２＋ｃ２＋２ａｃｃｏｓθ－ｂ２ｓｉｎ２槡 θ．

后一式子因为右边是负数故不可能成立，于是似乎是ｘ＝ｂｃｏｓθ＋

ａ２＋ｃ２＋２ａｃｃｏｓθ－ｂ２ｓｉｎ２槡 θ时四边形面积最大．
但这里有一个前提是

ａ２＋ｃ２＋２ａｃｃｏｓθ≥ｂ２ｓｉｎ２θ，

更进一步由ｘ＞０得

ａ２＋ｃ２＋２ａｃｃｏｓθ－ｂ２ｓｉｎ２槡 θ＞－ｂｃｏｓθ，

即 ａ２＋ｃ２＋２ａｃｃｏｓθ＞ｂ２． ①

现在，先设条件①满足，于是仍先构造△ＡＢＰ，使
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ｍ＝ＡＰ＝ ａｂ
ａ２＋ｃ２＋２ａｃｃｏｓ槡 θ

，

ｎ＝ＢＰ＝ ｂｃ
ａ２＋ｃ２＋２ａｃｃｏｓ槡 θ

，

且∠ＡＰＢ＝１８０°－θ，此时ＡＢ＝ｂ．
如今要分别在ＢＰ、ＡＰ延长线上找到Ｄ、Ｃ两点，使ＡＤ ＝ａ，ＢＣ＝ｃ，

故条件仅为

ＡＰ＜ａ，ＢＰ＜ｃ．

而这就是①．
此时Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ 共圆（读者请考虑，为何 ∠ＡＰＤ ＝ ∠ＢＰＣ ＞９０°，

ＡＤ
ＡＰ ＝

ＢＣ
ＢＰ
，就能得出△ＡＰＤ∽△ＢＰＣ），有

　　　　　　ｘｂ ＝
ＰＤ
ｍ

＝ ａ２－ｍ２ｓｉｎ２槡 θ＋ｍｃｏｓθ
ｍ

＝ ａ２＋ｃ２＋２ａｃｃｏｓθ－ｂ２ｓｉｎ２槡 θ＋ｂｃｏｓθ．

但是，若ａ２＋ｃ２＋２ａｃｃｏｓθ≤ｂ２，又怎么办呢？这个问题留给读者自己考
虑．
本题十分讲究推理的严密性，托勒密不等式是关键一步．先用不等式定出

界，然后举例说明这个界是可以达到的，此乃极值问题的一贯解法．
例８　如图６１０，△ＡＢＣ中，ａ、ｂ、ｃ是对应边，且ａ≥ｃ≥ｂ，Ｍ、Ｎ、Ｐ

分别是ＢＣ、ＣＡ、ＡＢ的中点，点Ｍ１、Ｎ１、Ｐ１，满足ＭＭ１、ＮＮ１、ＰＰ１分别平
分△ＡＢＣ的周长．证明：（１）ＭＭ１、ＮＮ１、ＰＰ１交于同一点；（２）设此点为Ｋ，

则ＫＡ
ＢＣ
、ＫＢ
ＡＣ
、ＫＣ
ＡＢ
中至少有一个不小于１

槡３
．

图６１０

证明　（１）ＢＭ１＝１２
（ａ＋ｂ＋ｃ）－ａ２

＝１２
（ｂ＋ｃ），

易知，有 ｃ
２＜ＢＭ１≤ｃ

，
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因此Ｍ１在线段ＡＰ内．

于是有 ＰＭ１＝ｂ２＝ＰＭ
，

于是易推出 ＭＭ２ 平分∠ＰＭＮ，同理ＰＰ２、ＮＮ２ 分别平分∠ＭＰＮ 和

∠ＭＮＰ，故三线确实交于一点Ｋ，Ｋ为△ＭＮＰ之内心．
（２）由中线长公式

ＰＫ ＝１２ ２（ＡＫ２＋ＢＫ２）－ＡＢ槡 ２，

记△ＡＢＣ内切圆半径为ｒ，则

ＰＫ ＝ ｒ
２ｓｉｎ∠Ｃ２

，

于是 ２（ＡＫ２＋ＢＫ２）＝ＡＢ２＋４ＰＫ２　　　

＝ＡＢ２＋ ｒ２

ｓｉｎ２∠Ｃ２

＝ｃ２＋ｒ２＋１４
（ａ＋ｂ－ｃ）２，

同理 ２（ＢＫ２＋ＣＫ２）＝ＢＣ２＋４ＭＫ２　　

＝ａ２＋ｒ２＋１４
（ｂ＋ｃ－ａ）２，

２（ＣＫ２＋ＡＫ２）＝ｂ２＋ｒ２＋１４
（ａ＋ｃ－ｂ）２，

加之，得

３ｒ２＋ａ２＋ｂ２＋ｃ２＋１４
（ａ＋ｂ－ｃ）２＋１４

（ｂ＋ｃ－ａ）２

＋１４
（ｃ＋ａ－ｂ）２＝４（ＡＫ２＋ＢＫ２＋ＣＫ２）．

若结论不成立，则

ＡＫ ＜ １
槡３
ＢＣ，ＢＫ ＜ １

槡３
ＣＡ，ＣＫ ＜ １

槡３
ＡＢ，代入上式，有

５（ａ２＋ｂ２＋ｃ２）＋３６ｒ２＜６（ａｂ＋ｂｃ＋ｃａ）． ①
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如果这个不等式不成立，则结论得证．由于ａ＝ｒｃｏｔ∠Ｂ２ ＋ｃｏｔ∠Ｃ（ ）２ ，

ｂ＝ｒｃｏｔ∠Ａ２ ＋ｃｏｔ∠Ｃ（ ）２ ，ｃ＝ｒｃｏｔ∠Ａ２ ＋ｃｏｔ∠Ｂ（ ）２ ，因此我们只需证明

　８ ｃｏｔ∠Ｂ２ ＋ｃｏｔ∠Ｃ（ ）２
２

＋ ｃｏｔ∠Ａ２ ＋ｃｏｔ∠Ｃ（ ）２
２［ ＋

　 ｃｏｔ∠Ａ２ ＋ｃｏｔ∠Ｂ（ ）２ ］２ ＋３６
≥１２ｃｏｔ∠Ａ２ ＋ｃｏｔ∠Ｂ２ ＋ｃｏｔ∠Ｃ（ ）２

２
，

上式可简化为

　ｃｏｔ２∠Ａ２ ＋ｃｏｔ２∠Ｂ２ ＋ｃｏｔ２∠Ｃ２ ＋９

≥２ｃｏｔ∠Ａ２ｃｏｔ
∠Ｂ
２ ＋ｃｏｔ∠Ｂ２ｃｏｔ

∠Ｃ
２ ＋ｃｏｔ∠Ｃ２ｃｏｔ

∠Ａ（ ）２ ，

记ｔａｎ ∠Ａ２ ＝ｘ，ｔａｎ ∠Ｂ２ ＝ｙ，ｔａｎ ∠Ｃ２ ＝ｚ，由于

１－ｔａｎ ∠Ａ２ｔａｎ
∠Ｂ
２

ｔａｎ ∠Ａ２ ＋ｔａｎ ∠Ｂ２
＝ｃｏｔ∠Ａ＋∠Ｂ２ ＝ｔａｎ ∠Ｃ２

，

故 ｘｙ＋ｙｚ＋ｚｘ＝１，ｘ、ｙ、ｚ＞０．

于是我们就在这个前提下设法证明

１
ｘ２＋

１
ｙ２＋

１
ｚ２＋９≥２

１
ｘｙ＋

１
ｙｚ＋

１（ ）ｚｘ
，

此式即 １
ｚ－

１
ｘ－

１（ ）ｙ
２

≥ ４ｘｙ－９

或 ｘ＋ｙ
１－ｘｙ－

ｘ＋ｙ
ｘ（ ）ｙ

２

≥ ４ｘｙ－９
，

左式＝（ｘ＋ｙ）２ １
１－ｘｙ－

１
ｘ（ ）ｙ

２

　　≥４ｘｙ １
１－ｘｙ－

１
ｘ（ ）ｙ

２
，
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令ｘｙ＝ｋ，０＜ｋ＜１，如能证明下式即可：

４ｋ １
１－ｋ－

１（ ）ｋ
２

≥４ｋ－９

或 ２ｋ－１
ｋ－（ ）１

２

≥１－９４ｋ
，

此即 ４（２ｋ－１）２≥４（ｋ－１）２－９ｋ（ｋ－１）２，

即证 ９ｋ（ｋ－１）２≥４［（ｋ－１）２－（２ｋ－１）２］＝４ｋ（２－３ｋ）

或 　９（ｋ－１）２－４（２－３ｋ）

＝９ｋ２－６ｋ＋１＝（３ｋ－１）２≥０．

等号成立仅当ｋ＝１３
，追溯至前，有ｘ＝ｙ＝ｚ＝ １

槡３
，此时△ＡＢＣ为正

三角形．
评注　这是道非常不错的题目，熔几何、三角、不等式于一炉．不仅对运算

有一定要求，而且对知识要求也较高，比如你必须知道中线长公式和三角形中
半角正切两两乘积之和为１这个事实，并且在恒等变形的过程中计算得过硬；
至于对不等式，要求无疑更高，把欲证结论放宽为①本身就冒风险，因为不等
式一旦“放过头”可导致前功尽弃，每个奥数选手必深有体会，相比之下，后面
在“收拾残局”的过程中将（ｘ＋ｙ）２降为４ｘｙ，风险较小，而且双变量不等式变
成了单变量不等式，也是合乎情理的做法．
请研究当Ｋ为三角形内任一点时（２）是否仍成立．
例９　已知凸六边形Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４Ａ５Ａ６的６条边长均相等，求证：

Ｓ△Ａ１Ａ３Ａ５＋Ｓ△Ａ２Ａ４Ａ６ ≥Ｓ，

这里的Ｓ即六边形面积．
证明　先证明一个结论．
结论１　凸四边形ＡＢＣＤ中，ＡＢ＝ＣＤ，且∠ＡＢＣ＋∠ＢＣＤ＜１８０°，则

ＡＤ ＜ＢＣ．
这是因为如图６１１，连接ＢＤ．
由于∠ＡＢＣ＋∠ＢＣＤ＜１８０°，故延长ＢＡ、ＣＤ后相交，故有∠ＢＤＣ＞

∠ＡＢＤ，这样一来，对于△ＡＢＤ与△ＢＤＣ来说，两组对应边相等，夹角不等，
于是ＡＤ ＜ＢＣ．
下面不妨设六边形Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４Ａ５Ａ６边长为１．
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图６１１
　　

图６１２

当Ａ２Ａ３∥Ａ５Ａ６时，容易证明Ａ１Ａ２∥Ａ４Ａ５，Ａ１Ａ６∥Ａ３Ａ４亦同时成
立，此时欲证不等式的等号成立．
下面，不妨设Ａ３Ａ２、Ａ５Ａ６经延长后相交于Ｂ，如图６１２，于是由结论１，

有Ａ３Ａ５＞Ａ２Ａ６，也即

∠Ａ３Ａ５Ａ４＜∠Ａ１Ａ２Ａ６，

又 ∠Ａ３Ａ２Ａ６＋∠Ａ２Ａ６Ａ５
＝１８０°＋∠Ｂ＞１８０°－∠Ｂ
＝∠Ａ２Ａ３Ａ５＋∠Ａ３Ａ５Ａ６，

由于∠Ａ３Ａ２Ａ６＞∠Ａ３Ａ５Ａ６与∠Ａ２Ａ６Ａ５＞∠Ａ２Ａ３Ａ５中，至少有一个成立，
故不妨设

∠Ａ３Ａ２Ａ６＞∠Ａ３Ａ５Ａ６，

于是 ∠Ａ１Ａ２Ａ３＝∠Ａ１Ａ２Ａ６＋∠Ａ３Ａ２Ａ６
＞∠Ａ３Ａ５Ａ４＋∠Ａ３Ａ５Ａ６
＝∠Ａ４Ａ５Ａ６．

于是 Ａ１Ａ３＞Ａ４Ａ６．

由结论１知，Ａ３Ａ４、Ａ１Ａ６延长后相交于一点，设为点Ｃ．又延长Ａ６Ａ１、
Ａ６Ａ５分别交Ａ３Ｂ、Ａ３Ｃ于点Ｅ、Ｆ（设∠Ａ３ＥＣ＝∠Ｅ，∠Ａ３ＦＢ＝∠Ｆ），易
见

∠Ａ１Ａ６Ａ５＝∠ＢＡ６Ｃ＞∠Ａ２Ａ３Ａ４，

又 ∠Ａ１Ａ６Ａ５＋∠Ｆ＝１８０°＋∠Ｃ＞１８０°－∠Ｃ
＝∠Ａ２Ａ３Ａ４＋∠Ｅ；
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∠Ａ１Ａ６Ａ５＋∠Ｅ＝１８０°＋∠Ｂ＞１８０°－∠Ｂ
＝∠Ａ２Ａ３Ａ４＋∠Ｆ，

于是 ∠Ｅ－∠Ｆ，∠Ｆ－∠Ｅ＜∠Ａ１Ａ６Ａ５－∠Ａ２Ａ３Ａ４，

即 １
２｜∠Ｅ－∠Ｆ｜＜

１
２
（∠Ａ１Ａ６Ａ５－∠Ａ２Ａ３Ａ４）＜９０°，

于是便有 ｃｏｓ∠Ｅ－∠Ｆ２ ＞ｃｏｓ∠Ａ１Ａ６Ａ５－∠Ａ２Ａ３Ａ４２
， ①

又 １
２
（∠Ｅ＋∠Ｆ）＋１２

（∠Ａ１Ａ６Ａ５＋∠Ａ２Ａ３Ａ４）＝１８０°，

于是 ｓｉｎ ∠Ｅ＋∠Ｆ２ ＝ｓｉｎ ∠Ａ１Ａ６Ａ５＋∠Ａ２Ａ３Ａ４２
， ②

①×②，得

　ｓｉｎＥ＋ｓｉｎＦ

＝２ｓｉｎ ∠Ｅ＋∠Ｆ２ ｃｏｓ∠Ｅ－∠Ｆ２

＞２ｓｉｎ ∠Ａ１Ａ６Ａ５＋∠Ａ２Ａ３Ａ４２ ｃｏｓ∠Ａ１Ａ６Ａ５－∠Ａ２Ａ３Ａ４２
＝ｓｉｎ∠Ａ１Ａ６Ａ５＋ｓｉｎ∠Ａ２Ａ３Ａ４．

　
　
　
　
　
③

由第３单元例１５知

Ｓ四边形Ａ１Ａ２Ａ３Ａ６－Ｓ△Ａ６Ａ１Ａ２－Ｓ△Ａ１Ａ２Ａ３ ＝
１
２ｓｉｎＥ

，

Ｓ四边形Ａ３Ａ４Ａ５Ａ６－Ｓ△Ａ３Ａ４Ａ５－Ｓ△Ａ４Ａ５Ａ６ ＝
１
２ｓｉｎＦ

，

于是由③及上二式，得

　Ｓ△Ａ１Ａ３Ａ５＋Ｓ△Ａ２Ａ４Ａ６－Ｓ

＝Ｓ－Ｓ△Ａ６Ａ１Ａ２－Ｓ△Ａ１Ａ２Ａ３－Ｓ△Ａ２Ａ３Ａ４－

　　Ｓ△Ａ３Ａ４Ａ５－Ｓ△Ａ４Ａ５Ａ６－Ｓ△Ａ５Ａ６Ａ１

＝１２ｓｉｎＥ＋
１
２ｓｉｎＦ－Ｓ△Ａ２Ａ３Ａ４－Ｓ△Ａ５Ａ６Ａ１

＝１２
（ｓｉｎＥ＋ｓｉｎＦ）－（ｓｉｎ∠Ａ１Ａ６Ａ５＋ｓｉｎ∠Ａ２Ａ３Ａ４［ ］）

＞０．
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因此结论得证，等号成立，仅当 ∠Ｂ＝ ∠Ｃ＝０，此时有Ａ２Ａ３∥Ａ５Ａ６，
Ａ１Ａ２∥Ａ４Ａ５，Ａ１Ａ６∥Ａ３Ａ４．
评注　此题若不使用三角函数，恐怕也是难以下手的．另外，把“中间”三

角形转化为“周边”三角形这一思路也是很常见的．

　　　　　习　题　６

１ △ＡＢＣ中，求证：ｃｏｓＡ＋ｃｏｓＢ＋ｃｏｓＣ＞１，并说明下界１不可改进．

２ 设Ｒ、ｒ为△ＡＢＣ的外接圆及内切圆半径，则９ｒ
２

Ｒ２ ≤ｓｉｎ
２Ａ＋ｓｉｎ２Ｂ＋

ｓｉｎ２Ｃ≤９４．

３ △ＡＢＣ中，求证：ｔａｎ２ ∠Ａ２ ＋ｔａｎ２ ∠Ｂ２ ＋ｔａｎ２ ∠Ｃ２ ≥２－８ｓｉｎ ∠Ａ
２

ｓｉｎ ∠Ｂ２ｓｉｎ
∠Ｃ
２ ．

４ 对△ＡＢＣ及正数ｘ、ｙ、ｚ，有ｘｃｏｓ２∠Ａ＋ｙｃｏｓ２∠Ｂ＋ｚｃｏｓ２∠Ｃ≥

－１２
ｘｙ
ｚ ＋

ｙｚ
ｘ ＋

ｚｘ（ ）ｙ ．　

５ 已知△ＡＢＣ，求证：

ｓｉｎＡｓｉｎ槡 Ｂ
ｓｉｎ ∠Ｃ２

＋ ｓｉｎＢｓｉｎ槡 Ｃ
ｓｉｎ ∠Ａ２

＋ ｓｉｎＣｓｉｎ槡 Ａ
ｓｉｎ ∠Ｂ２

≥３槡３．

６ 已知α、β、γ都是锐角，且满足ｓｉｎ２α＋ｓｉｎ２β＋ｓｉｎ２γ＝１，求证：９０°≤α＋

β＋γ≤１３５°．

７ 在△ＡＢＣ中，求证：ｓｉｎ３∠Ａ＋ｓｉｎ３∠Ｂ＋ｓｉｎ３∠Ｃ≤３槡３２
，并求取等号

时的条件．

８ 锐角△ＡＢＣ中，求证：ｃｏｓＡｃｏｓＢ＋ｃｏｓＢｃｏｓＣ＋ｃｏｓＣｃｏｓＡ ≤ １２＋

２ｃｏｓＡｃｏｓＢｃｏｓＣ．
９ 空间有从一点Ｐ 出发的３条射线ＰＡ、ＰＢ、ＰＣ，若设 ∠ＡＰＢ ＝α，

∠ＢＰＣ＝β，∠ＣＰＡ＝γ，求证：１＋２ｃｏｓαｃｏｓβｃｏｓγ≥ｃｏｓ２α＋ｃｏｓ２β＋
ｃｏｓ２γ．
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１０ 已知∠ＡＰＢ内有一定点Ｑ，∠ＡＰＱ＝α，∠ＢＰＱ＝β，ＰＱ＝ｄ，今有一
动直线过点Ｑ，且与ＰＡ、ＰＢ射线交于点Ｍ、Ｎ，用α、β、ｄ表示：
（１）ＰＭ·ＰＮ的最小值；
（２）ｋ１ＰＭ＋ｋ２ＰＮ 的最小值（ｋ１、ｋ２是两给定正数）；
（３）ＭＱ·ＮＱ之最小值．

１１ 设△ＡＢＣ中，ＡＢ＝ＡＣ，过点Ｃ作ＣＤ⊥ＡＢ于Ｄ，设ＣＤ中点为Ｍ，过
点Ａ作ＡＥ⊥ＢＭ 于点Ｅ，又过点Ａ作ＡＦ⊥ＣＥ于点Ｆ，求证：ＡＦ≤
１
３ＡＢ．

１２ 设给定ａ∈（槡２，２），单位圆内接四边形ＡＢＣＤ满足：圆心在四边形内

部；最大边长是ａ，最小边长是 ４－ａ槡 ２，过点Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ作４条切线围
成一四边形Ａ′Ｂ′Ｃ′Ｄ′，其中点Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ分别在边Ｄ′Ａ′、Ａ′Ｂ′、Ｂ′Ｃ′

和Ｃ′Ｄ′上，求Ｓ四边形Ａ′Ｂ′Ｃ′Ｄ′Ｓ四边形ＡＢＣＤ
的最大值与最小值（用ａ表示）．

１３ 设ａ、ｂ、ｃ、Ｒ、ｒ分别表示△ＡＢＣ的三边、外接圆半径及内切圆半径，ａ′、
ｂ′、ｃ′、Ｒ′、ｒ′则为△Ａ′Ｂ′Ｃ′的三边、外接圆半径及内切圆半径，求证：
３６ｒｒ′≤ａａ′＋ｂｂ′＋ｃｃ′≤９ＲＲ′．

１４ 设点Ｉ是△ＡＢＣ的内心，ＡＩ、ＢＩ、ＣＩ延长后，分别交△ＡＢＣ的外接圆于
点Ａ１、Ｂ１、Ｃ１，求证：ＩＡ１＋ＩＢ１＋ＩＣ１≥ＩＡ＋ＩＢ＋ＩＣ；ＩＡ１·ＩＢ１·ＩＣ１
≥ＩＡ·ＩＢ·ＩＣ．

１５ （１）设０≤ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ≤π，则
１
ｎ
（ｓｉｎｘ１＋ｓｉｎｘ２＋…＋ｓｉｎｘｎ）≤ｓｉｎ１ｎ

（ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ）；

（２）设－π２≤ｘ１
，ｘ２，…，ｘｎ≤π２

，则

１
ｎ
（ｃｏｓｘ１＋ｃｏｓｘ２＋…＋ｃｏｓｘｎ）≤ｃｏｓ１ｎ

（ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ）；

（３）设０≤ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ＜π２
，则

１
ｎ
（ｔａｎｘ１＋ｔａｎｘ２＋…＋ｔａｎｘｎ）≥ｔａｎ１ｎ

（ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ）；

（４）设０＜ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ≤π２
，则

１
ｎ
（ｃｏｔｘ１＋ｃｏｔｘ２＋…＋ｃｏｔｘｎ）≥ｃｏｔ１ｎ

（ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ）．
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１６ 证明ＥｒｄｓＭｏｒｄｅｌｌ不等式：△ＡＢＣ内有一点Ｐ，点Ｐ至ＢＣ、ＣＡ、ＡＢ
的距离分别为ＰＤ ＝ｐ，ＰＥ ＝ｑ，ＰＦ ＝ｒ，又记ＰＡ ＝ｘ，ＰＢ ＝ｙ，

ＰＣ＝ｚ，则ｘ＋ｙ＋ｚ≥２（ｐ＋ｑ＋ｒ）．

１７ 设０≤ｘ＜π２
，求证：ｓｉｎｘ≤ｘ≤ｔａｎｘ．

１８ △ＡＢＣ中，设外接圆、内切圆半径分别是Ｒ、ｒ，求证：

３ｒ
２Ｒ≤ｓｉｎ

∠Ａ
２ ＋ｓｉｎ∠Ｂ２ ＋ｓｉｎ∠Ｃ２ －ｓｉｎ

２∠Ａ
２ －ｓｉｎ２∠Ｂ２ －ｓｉｎ２∠Ｃ２ ≤

３
４．

１９ △ＡＢＣ中，Ｒ、ｒ分别为外接圆、内切圆半径，求证：

３槡３ｒ２
２Ｒ２ ≤ｓｉｎＡｓｉｎＢｓｉｎＣ≤

３槡３ｒ
４Ｒ ≤３槡３８ ．

２０ △ＡＢＣ中，求证：

ｃｏｓＡｃｏｓＢｃｏｓＣ≤１２４
（ｃｏｓ２（∠Ａ－∠Ｂ）＋ｃｏｓ２（∠Ｂ－∠Ｃ）＋ｃｏｓ２（∠Ｃ－

∠Ａ））≤１８．

２１ △ＡＢＣ中，ａ、ｂ、ｃ为对应边，ａ≤ｂ≤ｃ，则

２ｃｏｓ２∠Ｃ２ ≤ ａ
ｂ＋ｃ＋

ｂ
ｃ＋ａ＋

ｃ
ａ＋ｂ≤２ｃｏｓ

２∠Ａ
２ ．

２２ 设△ＡＢＣ对应边长为ａ、ｂ、ｃ，Ｒ、ｒ分别是△ＡＢＣ的外接圆及内切圆半
径，则４ｒ（１６Ｒ－５ｒ）≤（ａ＋ｂ＋ｃ）２≤１６Ｒ２＋１６Ｒｒ＋１２ｒ２．

２３ 设△ＡＢＣ的边ＢＣ、ＣＡ、ＡＢ上分别有点Ｄ、Ｅ、Ｆ，记Ｃ（△）为三角形周
长，则Ｃ（△ＤＥＦ）≥ｍｉｎ（Ｃ（△ＡＥＦ），Ｃ（△ＢＦＤ），Ｃ（△ＣＤＥ））．

２４ 设Ｐ为△ＡＢＣ内一点，ＡＰ、ＢＰ、ＣＰ与对边交于点Ｄ、Ｅ、Ｆ，则ＡＤ·
ＢＥ·ＣＦ≥２·Ｓ△ＤＥＦ·（ＡＢ＋ＢＣ＋ＣＡ）．并求等号成立之条件．

２５ 一个△ＡＢＣ为锐角、直角或钝角三角形，下述论断分别各有一个成立：
（１）ａ＋ｂ＋ｃ＞４Ｒ＋２ｒ；ａ＋ｂ＋ｃ＝４Ｒ＋２ｒ；ａ＋ｂ＋ｃ＜４Ｒ＋２ｒ．
（２）ｓｉｎ２Ａ＋ｓｉｎ２Ｂ＋ｓｉｎ２Ｃ＞２；ｓｉｎ２Ａ＋ｓｉｎ２Ｂ＋ｓｉｎ２Ｃ＝２；ｓｉｎ２Ａ＋
ｓｉｎ２Ｂ＋ｓｉｎ２Ｃ＜２．

２６ 设锐角△ＡＢＣ的三条高分别为ｈａ、ｈｂ、ｈｃ，则ｍｉｎ（ｈａ，ｈｂ，ｈｃ）≤Ｒ＋ｒ≤
ｍａｘ（ｈａ，ｈｂ，ｈｃ）．这里Ｒ、ｒ分别是△ＡＢＣ外接圆与内切圆半径．

２７ 设ｘ、ｙ、ｚ是正数，有△ＡＢＣ，求证：
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ｘｔａｎ ∠Ａ２ ＋ｙｔａｎ ∠Ｂ２ ＋ｚｔａｎ ∠Ｃ２ ≤Ｒ
２

４Ｓ
·（ｘｙ＋ｙｚ＋ｚｘ）

２

ｘｙｚ
，

其中Ｒ为△ＡＢＣ外接圆半径，Ｓ是△ＡＢＣ面积．
２８ 设ａ、ｂ、ｃ是一三角形的三边，则对任意实数ｘ、ｙ、ｚ，求证：ａ（ｘ－ｙ）（ｘ－
ｚ）＋ｂ（ｙ－ｚ）（ｙ－ｘ）＋ｃ（ｚ－ｘ）（ｚ－ｙ）≥０，等号成立仅当ｘ＝ｙ＝ｚ．

２９ 求证：设△ＡＢＣ，则

ｃｏｓ∠Ａ２ｃｏｓ
∠Ｂ
２

ｃｏｓ∠Ｃ２
＋
ｃｏｓ∠Ｂ２ｃｏｓ

∠Ｃ
２

ｃｏｓ∠Ａ２
＋
ｃｏｓ∠Ｃ２ｃｏｓ

∠Ａ
２

ｃｏｓ∠Ｂ２
＞５２．

（第３０题）

３０ 如图，正方形ＡＢＣＤ边长为１，ＥＦ、ＧＨ把其分
割成４个矩形，且交于点Ｏ，四边形ＰＱＲＳ的对
角线也交于点Ｏ，且点Ｐ、Ｑ在矩形ＥＢＨＯ内，
点Ｒ、Ｓ在矩形ＯＦＤＧ内，求证：

Ｓ四边形ＰＱＲＳ ≤１２．

３１ 求证：任意４个正数中，一定可以选出其中两个
正数ｘ、ｙ，使下面的不等式成立．

０≤ ｘ－ｙ
１＋ｘ＋ｙ＋２ｘｙ＜２－槡３．

３２ 已知锐角△ＡＢＣ，ＢＣ、ＣＡ、ＡＢ上各有点Ｄ、Ｅ、Ｆ，求证：ＤＥ＋ＥＦ＋
ＦＤ ≥４ＲｓｉｎＡｓｉｎＢｓｉｎＣ，这里Ｒ为外接圆半径．

３３ 设锐角△ＡＢＣ，内有一点Ｐ，延长ＡＰ、ＢＰ、ＣＰ，与对边分别交于点Ｄ、
Ｅ、Ｆ，设Ｓ△ＤＥＦ ＝ＳＰ，求证：ＳＨ ≤Ｓ′≤ＳＩ≤ＳＧ．其中点Ｈ、Ｉ、Ｇ分别
是△ＡＢＣ的垂心、内心和重心，Ｓ′是以△ＡＢＣ内切圆在三边切点为顶点
的三角形之面积．

３４ △ＡＢＣ中，ｔａ是∠Ａ的平分线，同理定义ｔｂ、ｔｃ，又Ｒ、ｒ分别是△ＡＢＣ的
外接圆、内切圆半径，求证：

１＋ｃｏｓＡ
ｔ２ａ ＋１＋ｃｏｓＢｔ２ｂ ＋１＋ｃｏｓＣｔ２ｃ ≥ １Ｒｒ．

３５ 对于△ＡＢＣ，ｒ为内切圆半径，ｃ为周长，设ｒｃ ＝ｆ
（△ＡＢＣ）．今有一等边

△ＡＢＣ，Ａ１在其内部，而Ａ２在△Ａ１ＢＣ内部，求证：
ｆ（△Ａ２ＢＣ）＜ｆ（△Ａ１ＢＣ）．

３６ 有一三角形纸片，边长为３２
、槡５
２
、槡２，沿垂直于长度为３２

的边的方向折
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叠，求重合部分面积的最大值．
３７ 已知△ＡＢＣ内有一点Ｆ，∠ＡＦＢ＝∠ＢＦＣ＝∠ＣＦＡ＝１２０°，延长ＢＦ、
ＣＦ、ＡＦ，分别交ＡＣ、ＡＢ、ＢＣ于点Ｄ、Ｅ、Ｇ求证：ＡＢ＋ＡＣ＋ＢＣ≥
２（ＤＥ＋ＥＧ＋ＧＤ）．

３８ 已知△ＡＢＣ，ＰＡ＝ａ，ＰＢ＝ｂ，ＰＣ＝ｃ为固定，求Ｓ△ＡＢＣ达到最大时点Ｐ
在△ＡＢＣ中的位置．

３９ 一等腰△ＡＢＣ底角为θ，腰长ＡＢ＝ＡＣ为ａ，△ＡＢＣ的每一个内接三角
形（即△ＡＢＣ各边上寻找一点作为顶点）都有一条最大边，求这些最大边
的最小值，此时这个内接三角形是何形状？

４０ 已知边长为１４
的正△ＫＬＭ在边长为１的正△ＡＢＣ内部（或边界上），求

点Ａ到直线ＫＬ、ＬＭ、ＭＫ的距离和达到最大时△ＫＬＭ的位置．
４１ 平面上３个已知圆Ｏｉ（ｉ＝１、２、３），其中⊙Ｏ１直径ＡＢ ＝１，⊙Ｏ２ 与

⊙Ｏ１同心，且直径为ｋ（固定值），１＜ｋ＜３．⊙Ｏ３以Ａ为圆心，直径为

２ｋ．考虑所有线段ＸＹ，点Ｘ在⊙Ｏ２上，点Ｙ在⊙Ｏ３上，并通过点Ｂ，问

ＸＢ
ＢＹ
为何值时，ＸＹ的长度最小？

４２ 设锐角△ＡＢＣ外心为Ｏ，延长ＡＯ交△ＢＯＣ外接圆于点Ａ′，同样得到点

Ｂ′、Ｃ′，求证：ＯＡ′·ＯＢ′·ＯＣ′≥８Ｒ３，这里Ｒ为△ＡＢＣ外接圆半径．
４３ 设定点Ａ、Ｂ在定直线ｌ两侧，ＡＣ⊥ｌ于点Ｃ，ＢＤ⊥ｌ于点Ｄ，Ｍ是ＣＤ
内的动点，ｐ、ｑ是两固定正数，证明：当ｐ·ＡＭ＋ｑ·ＢＭ 达到最小时，有

ｐｓｉｎ∠ＣＡＭ ＝ｑｓｉｎ∠ＤＢＭ．

４４ ⊙Ｏ的内接四边形ＡＢＣＤ，ＡＢ是直径且为２，ＢＣ∶ＣＤ∶ＤＡ＝１∶槡７∶４，
试在不含点Ｃ、Ｄ的弧︵ＡＢ上找一点Ｍ，使点Ｍ 到ＢＣ、ＣＤ、ＤＡ的距离
之和最大．

４５ 已知平面上有点Ｏ、Ａ１、Ａ２、Ａ３、Ａ４，已知对任意１≤ｉ＜ｊ≤４，均有

Ｓ△ＯＡｉＡｊ ≥１，求证：存在１≤ｉ＜ｊ≤４，有Ｓ△ＯＡｉＡｊ ≥槡２．
４６ 已知△ＡＢＣ中，ＡＢ＜ＡＣ，延长ＣＢ到点Ｍ，延长ＢＣ到点Ｎ，△ＡＭＢ、

△ＡＢＣ和△ＡＣＮ 的内切圆半径相等，求证：ＭＢ ＜ＣＮ，∠ＣＡＮ ＜
∠ＢＡＭ．

４７ 设Ｍ为△ＡＢＣ内一点，点Ｍ 在ＢＣ、ＣＡ、ＡＢ上的射影分别为点Ａ′、

Ｂ′、Ｃ′，定义ｆ（Ｍ）为ＭＡ′
·ＭＢ′·ＭＣ′

ＭＡ·ＭＢ·ＭＣ
，求ｆ（Ｍ）的最大值，△ＡＢＣ为固



１２２　　　　　

◎　　
三角与几何

定的．
４８ 已知一凸四边形内接于一个单位圆，求证：四边形周长与对角线长度之和
的差＜２．

４９ 证明：在△ＡＢＣ中，ａ３ｃｏｓＡ＋ｂ３ｃｏｓＢ＋ｃ３ｃｏｓＣ≤３２ａｂｃ
，这里ａ、ｂ、ｃ是

对应边长．
５０ 过点Ｃ、Ｂ作锐角△ＡＢＣ外接圆切线，且交于点Ｒ，ＡＲ交ＢＣ于点Ｐ，ＡＰ
中点是Ｑ，求∠ＡＢＱ的最大值（△ＡＢＣ不固定）．

５１ 设凸四边形ＡＢＣＤ，ＲＡ、ＲＢ、ＲＣ、ＲＤ 分别为△ＤＡＢ、△ＡＢＣ、△ＢＣＤ、

△ＣＤＡ的外接圆半径，求证：ＲＡ＋ＲＣ ＞ＲＢ＋ＲＤ 的充要条件是 ∠Ａ＋
∠Ｃ＞∠Ｂ＋∠Ｄ（这里的∠Ａ即∠ＤＡＢ，其余类推）．

５２ 设凸四边形ＡＢＣＤ的内切圆Ｉ分别与ＤＡ、ＡＢ、ＢＣ和ＣＤ切于点Ｋ、
Ｌ、Ｍ、Ｎ，设⊙ＩＡ、⊙ＩＢ、⊙ＩＣ、⊙ＩＤ 分别是△ＡＫＬ、△ＢＬＭ、△ＣＭＮ
和△ＤＮＫ的内切圆，找到⊙ＩＡ 与⊙ＩＢ 的不同于ＡＢ的外公切线ｌＡＢ，同
理找到ｌＢＣ、ｌＣＤ、ｌＡＤ，这４条外公切线围成一个凸四边形．若设这个四边

形的面积为Ｓ，求证：Ｓ≤（１２－８槡２）ｒ２，此处ｒ为⊙Ｉ的半径．
５３ 设Ｄ、Ｅ、Ｆ分别为△ＡＢＣ的边ＢＣ、ＣＡ、ＡＢ上的点，求证Ｓ２△ＤＥＦ不小于
Ｓ△ＡＥＦ、Ｓ△ＢＦＤ、Ｓ△ＣＤＥ中两个较小者的积．

５４ 设单位正方形ＡＢＣＤ内或边界上有一点Ｐ，求ＰＡ·ＰＢ·ＰＣ·ＰＤ的最
大值．
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◎

本章是全书的最后一单元．
一看到“杂题”，大家的印象就是形式多样，方法隐蔽．当然，此处的杂题还

具备一个特点，那就是和三角函数都有关系，不管题目在叙述上是否提到三角
函数．
例１　已知一凸ｎ边形所有边长及对角线长均是有理数，今连接所有的

对角线，并考察任一条对角线，它与某些对角线相交的交点将其分成若干段，
求证：每一段的长度也是有理数．
证明　我们先来看ｎ＝４的情况，然后再处理一般情形．

图７１

如图７１，设四边形ＡＢＣＤ四边及对角线长均为
有理数，又设对角线交于Ｏ点，则ＡＯ、ＢＯ、ＣＯ、ＤＯ
之长也是有理数．
由对称性，只需证 ＡＯ 长是有理数．不妨设

∠ＡＤＢ＝α，∠ＣＤＢ＝β，于是有

ＡＯ
ＣＯ ＝

ＡＤｓｉｎα
ＣＤｓｉｎβ

，

ｓｉｎα
ｓｉｎβ

＝ｃｏｓαｃｏｓβ－ｃｏｓ
（α＋β）

ｓｉｎ２β
．

由条件及余弦定理，知ｃｏｓα，ｃｏｓβ，ｃｏｓ（α＋β），ｓｉｎ２β（＝１－ｃｏｓ２β）均为
有理数，ＡＤ／ＣＤ也是有理数，于是ＡＯ／ＣＯ为有理数，而ＡＯ＋ＣＯ本来就是
有理数，易知ＡＯ为有理数．
接下来处理一般情形．设某条对角线为ＭＮ，中间一段为ＰＱ．易知，点Ｐ

除了在ＭＮ 上，还在另一对角线上．现特地注意这两条对角线，它们显然是一
个边长、对角线长均为有理数的四边形（即ｎ边形的“子图”）的对角线，于是由
前知，ＰＮ是有理数．同理，ＱＮ也是有理数，故而ＰＱ为有理数．
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评注　此题不用三角函数恐怕不易解决．
例２　如图７２，Ｘ星球是一个奇怪的星球，它的表面铺满了三角形．每个

三角形都代表一个国家．这些三角形的所有边均满足：除端点外，边上没有其
他点能成为另一个三角形的顶点．现将所有三角形顶点染成红、黄、蓝三色之
一（注意是任意着色）．在太空中观察，凡是顶点正好三色的三角形中，红、黄、
蓝逆时针的，是正义国；红、黄、蓝顺时针的，是邪恶国．其他非三色三角形都是
不好不坏国．求证：无论怎样涂色，正义国与邪恶国总是一样多的（包括０个）．

图７２

证明　这道题目的精髓是给每一个三角形配一
个“特征数”Ｓ，使Ｓ（正义国）与Ｓ（邪恶国）互为相反
数，而Ｓ（不好不坏国）＝０，再用另一种算法表明所有
的特征数之和为０．
比如，我们给红、黄、蓝点分别赋值１、０、－１．对

任一三角形，三顶点按逆时针排列，赋值依次为Ｘ、Ｙ、
Ｚ，则定义其特征数为

ｓｉｎ（Ｘ－Ｙ）＋ｓｉｎ（Ｙ－Ｚ）＋ｓｉｎ（Ｚ－Ｘ）．

易知，此时只要Ｘ，Ｙ，Ｚ中有两数相等，该值即为０，于是Ｓ（不好不坏
国）＝０．

图７３

又Ｓ（正义国）＝２ｓｉｎ１－ｓｉｎ２≠０，Ｓ（邪恶
国）＝ｓｉｎ２－２ｓｉｎ１，确为相反数．
由题设知，三角形的每一条边恰好属于两个三

角形，如图７３，在计算左、右两个三角形的特征数
时，分别出现ｓｉｎ（Ｚ－Ｘ）与ｓｉｎ（Ｘ－Ｚ），两者刚好抵
消！因此所有国的特征数之和为０．
今设正义国有ｍ个，邪恶国有ｎ个，于是

ｍ（２ｓｉｎ１－ｓｉｎ２）＋ｎ（ｓｉｎ２－２ｓｉｎ１）＝０，

（ｍ－ｎ）（２ｓｉｎ１－ｓｉｎ２）＝０，

ｍ＝ｎ．
于是，正义国与邪恶国一样多．
说明　易知特征数有无穷多个，比如（ｘ－ｙ）３＋（ｙ－ｚ）３＋（ｚ－ｘ）３等．
例３　设Ｅ为凸四边形ＡＢＣＤ内一点，Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ五点中任意两点

间有个距离，设这些距离中最大者与最小者之比为ｋ，求证：
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ｍｉｎｋ＝２ｓｉｎ７０°．
说明　先证明两个引理．

引理１　在△ＡＢＣ中，有 ＢＣ
ｍｉｎ（ＡＢ，ＡＣ）≥２ｓｉｎ

∠Ａ
２ ．
为证明此式，作

∠Ａ平分线ＡＴ，过Ｂ、Ｃ分别作ＡＴ垂线，垂足分别为Ｄ、Ｅ．
则　　　　　　　　ＢＣ＝ＢＴ＋ＣＴ

≥ＢＤ＋ＣＥ

＝ＡＢｓｉｎ ∠Ａ２ ＋ＡＣｓｉｎ ∠Ａ２

≥２ｍｉｎ（ＡＢ，ＡＣ）ｓｉｎ ∠Ａ２ ．

引理２　设Ｄ为△ＡＢＣ内一点，则

ＢＣ
ｍｉｎ（ＡＤ，ＢＤ，ＣＤ）≥

２ｓｉｎＡ，　Ａ＜９０°时，
２，　　　Ａ≥９０°时｛ ．

证明　当Ａ＜９０°且△ＡＢＣ为锐角三角形时，此时，外心Ｏ在△ＡＢＣ内
部．连接ＡＯ、ＢＯ、ＣＯ，△ＡＢＣ被分成三个等腰三角形．
不妨设Ｄ在△ＡＯＣ内部或边界上（在另两个三角形内作类似处理），

于是

ｍｉｎ（ＡＤ，ＢＤ，ＣＤ）≤ｍｉｎ（ＡＤ，ＣＤ）

≤ＡＤ＋ＣＤ２ ≤ＡＯ＋ＣＯ２

＝Ｒ＝ ＢＣ
２ｓｉｎＡ．

而当 ∠Ａ ＜９０°而∠Ｂ、∠Ｃ 之一不小于９０°时，△ＡＢＯ，△ＢＯＣ，

△ＡＯＣ仍“覆盖”△ＡＢＣ（还有重叠），剩下同理可证．引理前半部分得证．
接下来讨论∠Ａ≥９０°的情况．此时，设ＢＣ中点为Ｍ，连接ＡＭ，易知

ＡＭ ≤ＢＣ／２．不妨设Ｄ在△ＡＢＭ内或边界上，于是有

ｍｉｎ（ＡＤ，ＢＤ，ＣＤ）≤ｍｉｎ（ＡＤ，ＢＤ）

≤ＡＤ＋ＢＤ２ ≤ＡＭ＋ＢＭ２ ≤ＢＣ２．

至此引理得证．
如图７４，今设ＡＣ与ＢＤ交于Ｆ，Ｅ在△ＦＡＢ内（或边界上）．
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图７４

由引理知，若∠ＡＥＣ≥１４０°，

则　ｋ≥ ＡＣ
ｍｉｎ（ＡＥ，ＣＥ）≥２ｓｉｎ

１４０°
２ ＝２ｓｉｎ７０°．

于是 ∠ＡＥＣ ＜１４０°，同理 ∠ＡＥＢ ＜１４０°，
故∠ＢＥＣ＞８０°，同理∠ＡＥＤ＞８０°．
又由引理知，若∠ＡＢＣ≥７０°，则

ｋ≥ ＡＣ
ｍｉｎ（ＡＥ，ＢＥ，ＣＥ）≥２ｓｉｎ７０°

，

故 ∠ＡＢＣ＜７０°，

同理 ∠ＢＡＤ＜７０°，

于是ｍａｘ（∠ＡＤＣ，∠ＢＣＤ）＞１１０°，不妨设∠ＢＣＤ ＞１１０°．
不妨设最小距离为１，于是由引理有

ＢＣ≥ ＢＣ
ｍｉｎ（ＣＥ，ＢＥ）≥２ｓｉｎ

∠ＣＥＢ
２

≥２ｓｉｎ４０°，
于是，有

ｋ≥ＢＤ ＝ ＤＣ２＋ＢＣ２－２ＢＣ·ＤＣｃｏｓ∠槡 ＢＣＤ

＞ ＤＣ２＋ＢＣ２－２ＢＣ·ＤＣｃｏｓ槡 １１０°

＝ ＤＣ２＋ＢＣ２＋２ＢＣ·ＤＣｃｏｓ槡 ７０°

≥ １＋４ｓｉｎ２４０°＋４ｓｉｎ４０°ｃｏｓ槡 ７０°
＝２ｓｉｎ７０°．

由于当△ＤＣＥ为正三角形，且ＡＥ＝ＢＥ＝ＣＥ，∠ＤＥＡ＝∠ＣＥＢ＝８０°
时，ｋ＝２ｓｉｎ７０°，
故ｍｉｎｋ＝２ｓｉｎ７０°．
说明　此题是１９９２年９月１６日发现的．
例４　已知△ＡＢＣ，∠Ａ≤ ∠Ｃ≤ ∠Ｂ，一小偷（动点Ｔ），两警察（Ｐ１，

Ｐ２）在△ＡＢＣ及三条中位线上移动，其中ＢＣ，ＣＡ，ＡＢ的中点依次为Ｄ、Ｅ、
Ｆ，注意：小偷和警察不能从一条边“跳到”另一条边上，两警察每时每刻均能
看见小偷并可随意控制自己的速度，今设小偷及两个警察的最大速度分别为

ｖＴ（＝１）、ｖＰ１、ｖＰ２，求证：
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当ｖＰ１＝
ｓｉｎＡ

２ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＢ
，ｖＰ２＝ε（即任意小的正数）时，小偷必可被抓住．

图７５

证明　先让Ｐ１在Ｆ处，Ｐ２
在Ｅ处，若Ｔ在ＡＦ或ＡＥ、ＥＦ
上，自然只好束手待擒．于是Ｔ
在ＥＦ“下”方．
如图７５，延长ＢＣ至点Ｇ，

使ＣＧ＝ＣＥ，连接ＧＥ且延长
与ＡＦ 交于点Ｋ，连接 ＫＤ、
ＫＣ，分别与ＥＦ交于点Ｍ、Ｎ．
现考虑ＦＭ，Ｐ′１是其上一

动点，Ｔ′、Ｔ″分别在ＢＤ、ＦＤ
上，满 足 Ｋ、Ｐ′１、Ｔ′共 线，
Ｐ′１Ｔ″∥ＭＤ，
又Ｐ″１是ＭＮ上一点，点Ｔ在ＣＤ 上，Ｋ、Ｐ″１、Ｔ共线．
最后，点Ｐ１在ＮＥ上，点Ｔ″″在ＣＥ上，Ｐ１Ｔ″″∥ＣＮ．

易知，当Ｔ′、Ｔ″、Ｔ、Ｔ″″速度分别为１时，Ｐ′１的速度为ＦＭＢＤ ＝
ＥＦ
ＢＧ ＝

ＢＣ
２ＢＣ＋２ＣＧ＝

ｓｉｎＡ
２ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＢ

（针对点Ｔ′），Ｐ′１速度为ＦＭＦＤ ＝
ＦＭ
ＢＤ
·ＢＤ
ＦＤ ＝

ＦＭ
ＢＤ
·ＢＣ
ＡＣ ＝

ＦＭ
ＢＤ
·ｓｉｎＡ
ｓｉｎＢ＜

ｓｉｎＡ
２ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＢ

（针对点Ｔ″）．而Ｐ″１的速度亦为

ｓｉｎＡ
２ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＢ

，Ｐ１的速度为ＮＥＣＥ ＝
ＮＥ
ＣＧ ＝

ＥＦ
ＢＧ＝

ｓｉｎＡ
２ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＢ．

有了上述结果，策划方案如下：

Ｐ１先在点Ｆ处，Ｐ２在点Ｅ处．先让点Ｐ１在ＥＦ上来回移动，点Ｐ２暂且
不动．
易知，当点Ｐ１从点Ｆ移向点Ｅ 时，经点Ｐ′１、Ｐ″１到Ｐ１，点Ｔ′１、Ｔ″、

Ｔ、Ｔ″″分别“扫过”ＢＤ、ＦＤ、ＤＣ和ＣＥ，Ｐ１总会碰到小偷Ｔ（除非Ｔ在ＤＥ
上），于是Ｐ１可这样“控制”小偷Ｔ：

（１）点Ｔ在ＢＦ上，点Ｐ１在Ｆ处；
（２）Ｔ＝Ｔ′，Ｐ１＝Ｐ′１；
（３）Ｔ＝Ｔ″，Ｐ１＝Ｐ′１；
（４）点Ｔ在ＤＥ上，点Ｐ１在Ｍ处不动；
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（５）Ｔ＝Ｔ，Ｐ１＝Ｐ″１；
（６）Ｔ＝Ｔ″″，Ｐ１＝Ｐ１．
一旦小偷被“控制住”，他就始终在△ＢＤＦ或△ＥＤＣ的边上移动，此时

Ｐ２可大摇大摆地从点Ｅ走向点Ｄ．一到点Ｄ后，发现小偷Ｔ在△ＢＤＦ边上，
则Ｐ１以最快速度跑向点Ｆ，若小偷Ｔ在△ＥＤＣ边上，则Ｐ１以最快速度跑向
点Ｅ，最终小偷将无路可逃．
例５　已知一凸六边形，每边长至少为１，求证：一定有一条对角线长不小

于槡６＋槡２
２

，并且这个下界不可改进．

图７６

证明　我们先叙述一个四边形的“余弦定理”
（具体见第２单元例６）：
如图７６，设四边形 ＡＢＣＤ 中，ＤＡ ＝ａ，

ＡＢ＝ｂ，ＢＣ ＝ｃ，ＣＤ ＝ ｄ，∠ＤＡＢ ＝ α，

∠ＡＢＣ＝β，则有ｄ２＝ａ２＋ｂ２＋ｃ２－２ａｂｃｏｓα－
２ｂｃｃｏｓβ＋２ａｃｃｏｓ（α＋β）．
另外一个结果即本单元例３的引理１，于是有如下推论：

在△ＡＢＣ中，若∠Ａ≥１５０°，则 ＢＣ
ｍｉｎ（ＡＢ，ＡＣ）≥２ｓｉｎ７５°＝

槡６＋槡２
２ ．

现设六边形为ＡＢＣＤＥＦ，由于 （∠Ａ＋∠Ｂ）＋（∠Ｃ＋∠Ｄ）＋（∠Ｅ＋
∠Ｆ）＝７２０°，故总有一对和不小于２４０°，不妨设 ∠Ａ＋∠Ｂ≥２４０°，又设

∠ＦＡＢ＝α，∠ＡＢＣ＝β，若α、β之一不小于１５０°，则结论成立．若α、β＜
１５０°，有α、β＞９０°．
设ｘ＝ｍｉｎ（ＦＡ，ＡＢ，ＢＣ）≥１，于是有

　　　　　ＦＣ２＝ＦＡ２＋ＡＢ２＋ＢＣ２－２ＦＡ·ＡＢｃｏｓα
－２ＡＢ·ＢＣｃｏｓβ＋２ＦＡ·ＢＣｃｏｓ（α＋β）

＝（ＦＡ－ＢＣ）２＋ＡＢ２－２ＦＡ·ＡＢｃｏｓα
－２ＡＢ·ＢＣｃｏｓβ＋２ＦＡ·ＢＣ（１＋ｃｏｓ（α＋β））．

注意有－ｃｏｓα＞０，－ｃｏｓβ＞０，故有
上式≥ｘ２－２ｘ２ｃｏｓα－２ｘ２ｃｏｓβ＋２ｘ２（１＋ｃｏｓ（α＋β））

＝ｘ２（３－２ｃｏｓα－２ｃｏｓβ＋２ｃｏｓ（α＋β））

＝ｘ２ ３－４ｃｏｓα＋β２ ｃｏｓ
α－β
２ ＋２ｃｏｓ（α＋β（ ））．
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由于１２０°≤α＋β２ ＜１８０°，故－ｃｏｓα＋β２ ＞０，当α＋β固定时，α与β之

差越大，ｃｏｓα－β２
越小，不妨设α≥β，则当β→９０°时，上式达到最小，于是

ＦＣ２＞ｘ２（３－２ｃｏｓα＋２ｃｏｓ（α＋９０°））

＝ｘ２（３－ 槡２２ｓｉｎ（α＋４５°））

≥ｘ２（３－ 槡２２ｓｉｎ１９５°）

≥３＋ 槡２２ｓｉｎ１５°

＝２＋槡３，

即　　ＦＣ≥ ２＋槡槡 ３＝槡６＋槡２２ ．

容易知道取到下界时当且仅当该六边形每边长为１，每相邻两角之和为

２４０°，且有三个内角是直角．
例６　已知平面上有六个点，任两点之间有一距离，记最大距离与最小距

离之比为λ６，则

ｍｉｎλ６＝２ｓｉｎ７２°．

证明　在证明此题之前，先建立如下几个结论，具体见本单元例３．
结论一：若六个点中有三点组成一内角≥１４４°的三角形，则λ６≥２ｓｉｎ７２°．
结论二：若六点中，有三点组成一三角形有一内角≥７２°，且此三角形内还

至少有一点，则λ６≥２ｓｉｎ７２°．
接下来用凸包来进行讨论．
（１）当六点的凸包为△ＡＢＣ，其余三点Ｄ、Ｅ、Ｆ在其内部或边界上，此

时有λ６≥２．
先证一个引理：设△ＡＢＣ 内部或边界上有两点Ｍ、Ｎ，则 ＭＮ ≤

ｍａｘ（ＡＢ，ＢＣ，ＣＡ）．

图７７

证明如图７７，点Ｍ、Ｎ一定在边界上，否则可
以延长，若两点在同一边上当然成立，下不妨设点

Ｍ、Ｎ分别在ＡＢ、ＡＣ上．
由∠ＡＭＮ＋∠ＢＭＮ＝１８０°得ｍａｘ（∠ＡＭＮ，

∠ＢＭＮ）≥９０°，故

ＭＮ ≤ｍａｘ（ＡＮ，ＢＮ）
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≤ｍａｘ（ＡＣ，ＢＮ）．

同理ＢＮ ≤ｍａｘ（ＡＢ，ＢＣ），于是有

ＭＮ ≤ｍａｘ（ＡＢ，ＢＣ，ＣＡ），

引理得证．
下讨论情形１．设ＢＣ、ＣＡ、ＡＢ中点分别为Ｐ、Ｑ、Ｒ．连接ＰＱ、ＱＲ、

ＲＰ，如图７８．

图７８

若点Ｄ在△ＡＲＱ内，则

ＡＤ ≤ｍａｘ（ＡＲ，ＲＱ，ＱＡ）

＝１２ｍａｘ
（ＡＢ，ＢＣ，ＣＡ）．

结论已经成立，当点Ｄ在△ＢＲＰ和△ＰＱＣ内
时，同理可证．
于是点Ｄ在△ＰＱＲ内．同理，点Ｅ也在其内．

但这样一来，又有

ＤＥ≤ｍａｘ（ＰＱ，ＱＲ，ＲＰ）

＝１２ｍａｘ
（ＡＢ，ＢＣ，ＣＡ）．

其实凸包是三角形时，内部两点就足够了．
（２）当凸包为四边形ＡＢＣＤ，点Ｅ、Ｆ在其内时．
不妨设∠Ａ≥９０°，由本章例３引理２，知若Ｅ在△ＡＢＤ内，则λ６≥２，于

是Ｅ 在△ＢＣＤ 内，同理Ｆ 也在△ＢＣＤ 内，但由（１）的讨论知，此时仍有

λ６≥２．　
（３）当凸包为五边形ＡＢＣＤＥ，Ｆ在其内部．称凸五边形相邻两边及一对

角线组成的三角形为“周边三角形”，共有５个．
第一种情况，若Ｆ在一个周边三角形内，不妨设是△ＡＢＥ，于是由结论二

知，若∠Ａ≥７２°时，λ６≥２ｓｉｎ７２°，故只需考虑∠Ａ＜７２°．
接下来证明一个结论：
若一三角形有一内角≤１８°，则最大边与最小边之比≥２ｓｉｎ７２°．
可以这样来证明：不妨设∠Ｃ≤∠Ｂ≤∠Ａ，∠Ｃ≤１８°，若∠Ａ≥１４４°，

则由结论一知成立．于是再考虑∠Ａ＜１４４°．
但是２∠Ａ≥∠Ａ＋∠Ｂ＝１８０°－∠Ｃ≥１６２°，知∠Ａ≥８１°．既然∠Ａ

在８１°与１４４°之间，仍有
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ｓｉｎＡ≥ｓｉｎ１４４°＝ｓｉｎ３６°，

于是　
ＢＣ
ＡＢ ＝

ｓｉｎＡ
ｓｉｎＣ≥

ｓｉｎ３６°
ｓｉｎ１８°

＝２ｓｉｎ７２°．结论成立．

现回到第一种情况，∠ＢＡＥ＜７２°，内有三条线ＡＣ、ＡＤ、ＡＦ，分出４个
角，必有一者小于１８°，由前知有λ６≥２ｓｉｎ７２°．
第二种情况，Ｆ不在任一周边三角形内，于是一定在五条对角线围成的中

图７９

间的小五边形内．
如图７９．易知此时有

　∠ＡＦＣ＋∠ＢＦＤ＋∠ＣＦＥ＋∠ＤＦＡ＋∠ＥＦＢ
＝２（∠ＡＦＢ＋∠ＢＦＣ＋∠ＣＦＤ＋∠ＤＦＥ
＋∠ＥＦＡ）

＝７２０°，

于是

ｍａｘ（∠ＡＦＣ，∠ＢＦＤ，∠ＣＦＥ，∠ＤＦＡ，∠ＥＦＢ）≥１４４°．
由结论一，知仍有λ６≥２ｓｉｎ７２°．
（４）当凸包为六边形ＡＢＣＤＥＦ时，由本章例５知，有λ６ ≥２ｓｉｎ７５°＞

２ｓｉｎ７２°．　
由于凸包为正五边形，当另一点为其中心时恰好有λ６ ＝２ｓｉｎ７２°，故

ｍｉｎλ６＝２ｓｉｎ７２°．　
说明　易知ｍｉｎλ５＝２ｓｉｎ５４°是一道常见的赛题．ｍｉｎλ７与ｍｉｎλ８也已

求出，但十分繁难．尽管如此，这些结果的证明还是大大地依赖于三角函数，没
有这个工具是不可想象的．
例７　设直径为１的凸ｎ边形的最大周长为ｃｎ，则有

ｃｎ≤２ｎｓｉｎ π２ｎ． ①

并且，当ｎ不是２的幂时，有ｃｎ＝２ｎｓｉｎπ２ｎ
，而且此时凸ｎ边形的各条边

长都相等．（凸多边形的直径指所有边及对角线中的最长者．）
证明　定义１　对于一平面点集中任意一点，如果以此点为端点的直径

共有ｎ条（ｎ可以为∞），则称该点的直径度为ｎ．
定义２　若一直径的两端点的直径度均为１，则称此直径为“孤立直径”．
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引理１　用局部调整，可以使得凸ｎ边形Ａ１Ａ２…Ａｎ 的每个顶点的直径
度都至少为１，而且此时周长尽可能大．此时还有：若ＡｐＡｑ（ｐ＜ｑ）是孤立直
径，必有Ａｐ＋１Ａｑ＋１也是直径．
不妨设Ａ１的直径度为零，今以Ａ２，Ａ３，…，Ａｎ 为圆心，以１为半径作

圆，易知点Ａ１均位于这些圆的内部．在凸ｎ边形中，离点Ａ１最远的点一定是
凸ｎ边形的端点，不妨设为点Ａｍ，延长ＡｍＡ１，不妨设射线首先和某一个圆相
交于点Ｂ１这一点，易知，原凸ｎ边形和点Ｂ１构成的凸包的直径也是１，但周
长增加了．
凸包的顶点不包括点Ａ１，特别注意，顶点数≤ｎ．若顶点数＜ｎ（设为ｌ），则

可用第二数学归纳法，先证ｃ３≤３（明显），又由ｆ（ｘ）＝ｘｓｉｎπｘ
（ｘ≥２）的递

增性，可知：

原周长≤调整后的周长≤２ｌｓｉｎπ２ｌ≤２ｎｓｉｎ
π
２ｎ
，

因此，可以假定顶点数依然为ｎ，此时凸ｎ边形变为Ｂ１Ａ２Ａ３…Ａｎ，Ｂ１的直径
度≥１．
如果Ａ２的直径度为零，我们可以依上法继续调整，最后由归纳假设，我

们只需研究调整后的凸ｎ边形Ｂ１Ｂ２…Ｂｎ，这个凸ｎ边形的周长增加了（至少
不减），直径为１，且每一顶点的直径度至少为１．
下面证明：若ＢｐＢｑ（ｐ＜ｑ）是孤立直径，必有Ｂｐ＋１Ｂｑ＋１也是直径．事实

上，若Ｂｐ＋１Ｂｑ＋１不是直径，由于Ｂｐ＋１的直径度至少为１，不妨设Ｂｐ＋１Ｂｒ＝１．
当ｒ＜ｑ时，易知

１≥１２
（ＢｐＢｒ＋Ｂｐ＋１Ｂｑ）＞１２

（ＢｐＢｑ＋Ｂｐ＋１Ｂｒ）＝１，

这与直径定义矛盾．
当ｒ＞ｑ＋１时，不妨设Ｂｑ＋１Ｂｔ ＝１，若ｔ＞ｐ＋１，易知 ｍａｘ（ＢｔＢｒ，

Ｂｐ＋１Ｂｑ＋１）＞１，若ｔ＜ｐ，则ｍａｘ（ＢｔＢｑ，ＢｐＢｑ＋１）＞１，又因为ＢｐＢｑ是孤立直
径，ｔ＝ｐ＋１，于是Ｂｐ＋１Ｂｑ＋１＝１，得证．
上述的推导过程中并未画图，所谓的“＞”和“＜”最好是用“两侧”来理解，

因为比如当ｐ＝１时，ｔ＝ｎ时，我们也认为ｔ＜ｐ．同时，我们也知道，此时
Ｂｐ－１Ｂｑ－１也是直径．
下面再调整，把孤立直径“取掉”．
引理２　设Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｎ是平面上ｎ个点，ＥＦ是一条线段，点Ｂｉ（１≤
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ｉ≤ｎ）不在直线ＥＦ上（其实在直线ＥＦ上也没有关系，我们可以用极限的观
点处理），则当Ｄ是ＥＦ内点时，有


ｎ

ｉ＝１
ＢｉＤ ＜ （ｍａｘ

ｎ

ｉ＝１
ＢｉＥ，

ｎ

ｉ＝１
Ｂｉ ）Ｆ ．

证明　设Ｂｉ（ｘｉ，ｙｉ），１≤ｉ≤ｎ，并不妨设Ｅ（０，０），Ｆ（１，０），Ｄ（ｘ，０），
０＜ｘ＜１，

ｆ（ｘ）＝
ｎ

ｉ＝１
ＢｉＤ ＝

ｎ

ｉ＝１
（ｘ－ｘｉ）２＋ｙ２槡 ｉ，

ｆ′（ｘ）＝
ｎ

ｉ＝１

ｘ－ｘｉ
（ｘ－ｘｉ）２＋ｙ２槡 ｉ

，

ｆ″（ｘ）＝
ｎ

ｉ＝１

ｙ２ｉ
［（ｘ－ｘｉ）２＋ｙ２ｉ］

３
２
＞０．

这说明ｆ（ｘ）是一个下凸函数．ｆ（ｘ）要么是单调的；要么有惟一驻点，驻
点左侧为减函数，右侧为增函数，无论哪一种情况，ｆ（ｘ）在任一闭区间上的最
大值必定在边界上取到，于是有

ｍａｘ
０≤ｘ≤１
ｆ（ｘ）＝ｍａｘ（ｆ（０），ｆ（１）），

这等于证明了引理２．
由引理２易得如下结论：
设点Ｂｐ、Ｃｐ、Ｂｑ、Ｃｑ在直线ＡｐＡｑ上，点Ｂｐ、Ｃｑ在线段ＡｐＡｑ外（点Ｂｐ

在点Ａｐ一侧，点Ｃｑ在点Ａｑ一侧），点Ｃｐ、Ｂｑ在线段ＡｐＡｑ内，且有ＡｐＡｑ＝
ＢｐＢｑ＝ＣｐＣｑ，Ａｐ－１、Ａｐ＋１、Ａｑ－１、Ａｑ＋１是平面上四点，则有

　　ＡｐＡｐ－１＋ＡｐＡｐ＋１＋ＡｑＡｑ－１＋ＡｑＡｑ＋１
　 ＜ ｍａｘ（ＢｐＡｐ－１＋ＢｐＡｐ＋１＋ＢｑＡｑ－１＋ＢｑＡｑ＋１，ＣｐＡｐ－１＋ＣｐＡｐ＋１＋

ＣｑＡｑ－１＋ＣｑＡｑ＋１）．

证明只要将点Ａｑ平移至Ａｐ、Ｂｑ、Ｃｑ、Ａｑ－１、Ａｑ＋１（按和Ａｑ一样的距离
和方向平移），用引理２立得．
于是我们现在可以去除“孤立直径”以增加凸ｎ边形周长了．
定义３　将线段ＡＢ两端延长分别得到的射线称为Ａ 侧射线和Ｂ 侧

射线．
今设ＡｐＡｑ为孤立直径，设Ａｐ－１Ａｐ＋１交于点Ｍ，ＡｐＡｑ和Ａｑ－１Ａｑ＋１交于点
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Ｎ．现在我们在ＡｐＡｑ直线上平移线段ＡｐＡｑ．
Ａｐ侧射线上有一定点Ｒ，使得ＲＮ ＝１，又设直线Ａｐ＋２Ａｐ＋１以及Ａｐ－２

Ａｐ－１交Ａｐ侧射线两点中比较靠近点Ａｐ的那一点为Ｓ，Ｒ和Ｓ中比较靠近点
Ａｐ的那一点为Ｔ；同样在Ａｑ侧射线上得到类似的一点Ｘ．除了Ａｐ、Ａｑ，以其
余的点分别为圆心，１为半径作圆，这些圆和Ａｐ侧射线有一些交点，记这些交
点中最靠近Ａｐ的那点为Ｙ；同样得到最靠近点Ａｑ的一点Ｚ．
记Ｔ、Ｙ中靠近点Ａｐ的那点为Ｅ，Ｘ、Ｚ中靠近点Ａｑ的那点为Ｆ．我们

在线段ＡｐＡｑ内找到两点Ｃ、Ｄ，使得ＥＣ＝ＦＤ＝ＡｐＡｑ＝１．易知将ＡｐＡｑ调
至ＥＣ或ＦＤ 时，凸ｎ边形的其他边长不变，而四条边长

　　　ＡｐＡｐ－１＋ＡｐＡｐ＋１＋ＡｑＡｑ－１＋ＡｑＡｑ＋１
　　＜ｍａｘ（ＥＡｐ－１＋ＥＡｐ＋１＋ＣＡｑ－１＋ＣＡｑ＋１，ＤＡｐ－１＋ＤＡｐ＋１＋ＦＡｑ－１＋

ＦＡｑ＋１），

说明周长还有增加的余地，不妨设把ＡｐＡｑ调至ＥＣ周长增加了，ＥＣ显然不应是
孤立直径，否则凸ｎ边形的边数会减少，由刚才的归纳假设，结论已经成立了．
下面我们引进“相邻直径”的概念．
定义４　凸ｎ边形中，若ＡｐＡｑ－１、ＡｐＡｑ（即一端点公共，另一端点为相邻

顶点）同为直径，则称其为第一类相邻直径，而若ＡｐＡｑ＋１和Ａｐ＋１Ａｑ均非直径，
ＡｐＡｑ、Ａｐ＋１Ａｑ＋１是直径，则称它们为第二类相邻直径．
引理３　设ＡｐＡｑ、Ａｐ＋１Ａｑ＋１为第二类相邻直径，长为１，交于点Ｏ，

∠ＡｐＯＡｐ＋１＝θ，则存在α，β≥０，满足α＋β＝θ，且

ＡｐＡｐ＋１＋ＡｑＡｑ＋１≤２ｓｉｎα２＋ｓｉｎ
β（ ）２ ≤４ｓｉｎα＋β４ ＝４ｓｉｎθ４．

我们完全可以仿效上面的方法证明，在直线ＡｐＡｑ上移动线段ＡｐＡｑ，由
上面知一定有一个位置使得ＡｐＡｐ＋１＋ＡｑＡｑ＋１增加，且Ａｐ＋１Ａｑ或ＡｐＡｑ＋１等于
１．不妨设ＡｐＡｑ＋１＝１，此时设 ∠ＡｐＡｑ＋１Ａｐ＋１＝α，∠ＡｑＡｐＡｑ＋１＝β，则α＋

β＝θ，ＡｐＡｐ＋１＝２ｓｉｎ
α
２
，ＡｑＡｑ＋１＝２ｓｉｎβ２

，又由正弦函数的上凸性即得引

理３．　
现在，我们把调整好的凸ｎ边形放入直角坐标系，使其中的一条直径（记

为ｌ１）和ｘ轴平行，并按与ｘ轴的倾角的大小，从小到大将这些直径记为ｌ１，
ｌ２，…，ｌｋ．容易验证，ｌｉ和ｌｉ＋１是相邻直径．
如果是第一类相邻直径，比如ＡｐＡｑ、ＡｐＡｑ＋１是直径，它们之间的夹角为
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α，则有一条边被这两条直径“所管”，即ＡｑＡｑ＋１＝２ｓｉｎα２．

如果是第二类相邻直径，比如ＡｐＡｑ、Ａｐ＋１Ａｑ＋１是直径，它们之间的夹角
为β，则有二条边被这两条直径“所管”，即

ＡｐＡｐ＋１＋ＡｑＡｑ＋１≤４ｓｉｎβ４．

用同前面一样的方法，可知凸ｎ边形的每条边都被确定的两条直径所管．
又易知αｉ＋βｉ＝π，由Ｊｅｎｓｅｎ不等式，立得

周长ｃｎ＝ＡｉＡｉ＋１≤２ｓｉｎαｉ２＋４ｓｉｎβ
ｉ

４

≤２ｎｓｉｎ
 αｉ

２＋
βｉ（ ）２

ｎ ＝２ｎｓｉｎπ２ｎ．

当ｎ不是２的幂时，①式是可以取到等号的，设ｍ是ｎ的奇数因子，作

Ｒｅｕｌｅａｕｘｍ边形，将每一段弧ｎｍ
等分，依次连结所有顶点（包括等分点和

Ｒｅｕｌｅａｕｘｍ边形的顶点）即可．

评注　那么，为什么ｎ为２的幂时，ｃｎ取不到２ｎｓｉｎπ２ｎ
呢？由上面的讨论

知道，要使得周长尽量大，必须尽量消灭第二类相邻直径，且所有的直径都是

“连通”的，而要求ｃｎ取到２ｎｓｉｎπ２ｎ
，还需要这些直径是“闭连通”的，这在ｎ不

是２的幂时可以做到，但当ｎ为２的幂时，只能是“开连通”的，即存在一条直
径ＡｐＡｑ，而ＡｐＡｑ－１和ＡｐＡｑ＋１中至少有一条不是直径，Ａｑ的直径度为１．
以上讨论虽然不能求出当ｎ为２的幂时ｃｎ的最大值，但也给出了一个很

强的必要条件，所有直径必须连通．如今ｃ４已求出，下一个待解的就是ｃ８了．
例８　是否存在一个三角形，它的每条边长都是正整数，且每个内角均可

用圆规、直尺三等分？
证明　这样的三角形是存在的，下面举的例子是一个直角三角形．

取角α＜１５°，且ｔａｎα是有理数（比如ｔａｎα＝１４
），于是

ｔａｎ２α＝ ２ｔａｎα
１－ｔａｎ２α

，ｔａｎ３α＝ｔａｎ２α＋ｔａｎα１－ｔａｎαｔａｎ２α
，

ｃｏｓ２α＝１－ｔａｎ
２α

１＋ｔａｎ２α
，ｓｉｎ２α＝ ２ｔａｎα

１＋ｔａｎ２α
，
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ｃｏｓ６α＝１－ｔａｎ
２３α

１＋ｔａｎ２３α
，ｓｉｎ６α＝ ２ｔａｎ３α

１＋ｔａｎ２３α
．

以上六个三角函数值均为有理数．
现构造一直角三角形Ａ１Ｂ１Ｃ１，使 ∠Ｃ１ ＝９０°，∠Ａ１ ＝６α，Ａ１Ｂ１ ＝１，

Ａ１Ｃ１＝ｃｏｓ６α，Ｂ１Ｃ１＝ｓｉｎ６α，各边长均为有理数，可相似地放大为整数边长

的三角形，如ｔａｎα＝ １４
时，该直角三角形的三边之长可以分别为ＡＢ ＝

４９１３，ＡＣ＝４９５，ＢＣ＝４８８８．

另外，由于α可尺规作图完成，故 １３∠Ａ１＝２α
也可尺规作图，∠Ｂ１＝

９０°－６α，１３∠Ｂ１＝３０°－２α
可尺规作图，又９０°的三分之一３０°也可尺规作图

完成，因此这样的三角形是存在的．
例９　求证：对于任何一个周长为１的封闭凸形Ｃ，总存在一个周长不小

于３槡３
２π
的内接三角形（假定存在最大周长的内接三角形）．

证明　显然这是最好的估计，因为当Ｃ是圆周时，正好达到此值（内接三
角形为正三角形时）．但对一般的凸形，似乎不易下手．
对一般凸形，一个十分有效的工具是“支撑线”，即与凸形仅在边界有公共

点（可能不止一个）的直线，当凸形是光滑的时，支撑线就是切线．为方便起见，
凡是支撑线与凸形的公共点均称为切点，而凸形的ｎ条（ｎ显然≥３）支撑线围
成的凸ｎ边形则称作该凸形的外切ｎ边形．如图７１０中是ｎ＝６的情形．

图７１０

接下去我们建立一个关键性结论，由于任何两条
不同支撑线，当一条固定时，另一条与它所夹的内角
（包含凸形的那个）可以取（０，π）中的任意值．因此，
对任意的ｎ≥３，存在凸形的外切等角ｎ边形，于是

此ｎ边形的任何两条邻边所夹的外角为２πｎ．

现作凸形Ｃ的外切等角６ｎ（ｎ≥４）边形Ａ１Ａ２…
Ａ６ｎ，ＡｉＡｉ＋１边上的切点记为Ｂｉ（１≤ｉ≤６ｎ），此处

Ａ６ｎ＋１＝Ａ１（切点不唯一，就找公共点集之中点）．
现考虑２ｎ个三角形△ＢｉＢ２ｎ＋ｉＢ４ｎ＋ｉ（１≤ｉ≤２ｎ），它们都是凸形Ｃ的内接

三角形．
现考虑 ＢｉＢ２ｎ＋ｉ，它在直线 Ａｎ＋ｉＡｎ＋ｉ＋１上有投影 Ｂ′ｉＢ′２ｎ＋ｉ，于是有
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ＢｉＢ２ｎ＋ｉ≥Ｂ′ｉＢ′２ｎ＋ｉ．

但是易知Ｂ′ｉＢ′２ｎ＋ｉ ＝Ａｎ＋ｉＡｎ＋ｉ＋１＋（Ａｎ＋ｉ－１Ａｎ＋ｉ＋Ａｎ＋ｉ＋１Ａｎ＋ｉ＋２）ｃｏｓ π３ｎ＋

（Ａｎ＋ｉ－２Ａｎ＋ｉ－１＋Ａｎ＋ｉ＋２Ａｎ＋ｉ＋３）ｃｏｓ２π３ｎ＋
…＋（Ａｉ＋１Ａｉ＋２＋Ａ２ｎ＋ｉ－１Ａ２ｎ＋ｉ）ｃｏｓ

（ｎ－１）π
３ｎ

＋（ＢｉＡｉ＋１＋Ａ２ｎ＋ｉＢ２ｎ＋ｉ）ｃｏｓπ３．

这样一来，便有

　　△ＢｉＢ２ｎ＋ｉＢ４ｎ＋ｉ的周长　　　　　　　

≥Ｂ′ｉＢ′２ｎ＋ｉ＋Ｂ′２ｎ＋ｉＢ′４ｎ＋ｉ＋Ｂ′４ｎ＋ｉＢ′ｉ

＝ｄ０＋
ｎ－１

ｊ＝１
ｄｊｃｏｓｊπ３ｎ＋ｄｎｃｏｓ

π
３．

其中ｄ０是类似于Ａｎ＋ｉＡｎ＋ｉ＋１这样的３条边长之和，ｄｊ是对应的６条边长
之和，ｄｎ是分别包含点Ｂｉ、Ｂ２ｎ＋ｉ、Ｂ４ｎ＋ｉ的３条边长之和．
记Ｓ为所有的△ＢｉＢ２ｎ＋ｉＢ４ｎ＋ｉ的周长之和，于是有

Ｓ≥ ｄ０＋
ｎ－１

ｊ＝１
ｄｊｃｏｓｊπ３ｎ＋ｄｎｃｏｓ

π（ ）３ ． ①

我们现在来计算右式，考虑Ａ１Ａ２…Ａ６ｎ的任一条边ＡｉＡｉ＋１（Ａ６ｎ＋１＝Ａ１），看
其在上述右式中出现了几次．显然，与之有关的线段是Ｂｉ－２ｎＢｉ、Ｂｉ－２ｎ＋１Ｂｉ＋１、…、

ＢｉＢｉ＋２ｎ，共２ｎ＋１条．其中，凡下标大于６ｎ或小于１者，以ｍｏｄ６ｎ处理．在这
些线段的估计中，ＡｉＡｉ＋１曾单独出现过一次，Ｂｉ－２ｎＢｉ 与ＢｉＢｉ＋２ｎ“合作”得

ＡｉＡｉ＋１ｃｏｓπ３
，其余则为２ＡｉＡｉ＋１

ｎ－１

ｊ＝１
ｃｏｓｊπ３ｎ＝

ｓｉｎ２ｎ－１６ｎ π

ｓｉｎ π６ｎ
－

烄

烆

烌

烎

１ＡｉＡｉ＋１．

于是，①式右端为

１＋
ｓｉｎ２ｎ－１６ｎ π

ｓｉｎ π６ｎ
－

烄

烆

烌

烎

１＋ｃｏｓπ
熿

燀

燄

燅
３ Ｃ６ｎ

，

这里Ｃ６ｎ是Ａ１Ａ２Ａ３…Ａ６ｎ的周长，显然Ｃ６ｎ≥１．
记△ＢｉＢ２ｎ＋ｉＢ４ｎ＋ｉ（１≤ｉ≤２ｎ）中最大周长为ｂｎ，凸形Ｃ的最大内接三角形

周长为Ｌ，则
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Ｌ≥ｂｎ≥
ｓｉｎ２ｎ－１６ｎ π

２ｎｓｉｎ π６ｎ
＋１４

烄

烆

烌

烎
ｎＣ６ｎ

，

＞
ｓｉｎ２ｎ－１６ｎ π

２ｎｓｉｎ π６ｎ

．

最后，令ｎ→＋∞，得

Ｌ≥ｌｉｍ
ｎ→＋∞

ｓｉｎ２ｎ－１６ｎ π

２ｎｓｉｎ π６ｎ
＝
ｓｉｎπ３
π
３

＝３槡３２π．

评注　此题构思巧妙，令人回味无穷，尽管用到了三角级数、抽屉原则与
极限，但思路并不以此为主，一个简单的好的主意就是用外切多边形进行估
计．这样无规的凸形就被驾驭了．
需要注意的是，如果不假定最大周长的内接三角形之存在，还要费点口

舌，甚至会用到数学分析中连续函数的性质．
至于内接三角形乃至内接ｎ边形最大面积的最佳估计也已彻底解决，不

过困难程度要明显地增加，因此读者不必花费心思．

　　　　　习　题　７

１ 已知：单位圆中有一内接凸ｎ边形，求证：其各边的平方和≤９．

（第２题）

２ 如图，台球Ｐ（看成一点）在矩形球桌内无摩擦无外
力地以初速运动，碰到边界按光路反射（遇到矩形顶

点时原路返回），求证：当ｔａｎα
ｔａｎθ
是无理数时，Ｐ的轨迹

在矩形中是“稠密”的（即矩形中任意处放置一无论

多小的圆，Ｐ终将穿过此圆），而当ｔａｎαｔａｎθ
是有理数ｍ

ｎ
（ｍ、ｎ为互质正整数）或无穷大时，Ｐ的轨迹是循环
的，并求循环节ｋ＝ｆ（ｍ，ｎ）（即Ｐ在反射ｋ次后又回到了原来的出发点
和出发方向）．
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３ 设有一三角形△ＡＢＣ，有一点Ｕ满足存在实数α、β、γ、θ不全为零，使得
对平面上所有点Ｐ，αＰＬ２＋βＰＭ２＋γＰＮ２－θＵＰ２为常数，这里Ｌ、Ｍ、Ｎ
分别为点Ｐ到ＢＣ、ＣＡ、ＡＢ的垂线的垂足，试确定Ｕ的集合．

４ ｍ为正整数，Ｇ为单位圆内接正２ｍ＋１边形Ｖ１Ｖ２…Ｖ２ｍ＋１，求证：存在与
ｍ无关的正常数Ａ满足对Ｇ内任一点Ｐ，有Ｇ的两个不同顶点Ｖｉ、Ｖｊ适

合｜ＰＶｉ－ＰＶｊ｜＜１ｍ－
Ａ
ｍ３
，其中｜Ａ－Ｂ｜表示点Ａ与点Ｂ之间的距离．

５ 设双心ｎ边形的外接圆、内切圆半径分别为Ｒ、ｒ，则Ｒ≥ｒｓｅｃπｎ
，等号仅

在ｎ边形为正ｎ边形时成立．
６ Ａ１Ａ２…Ａ２ｎ为单位圆Ｏ的内接２ｎ边形，求证：


ｎ

ｉ＝１
Ａ２ｉ－１Ａ２→

ｉ ≤２ｓｉｎ １２
ｎ

ｉ＝１
∠Ａ２ｉ－１ＯＡ２（ ）ｉ ．

７ 在正２ｎ 边形 Ａ１Ａ２…Ａ２ｎ的内切圆的圆周上任取一点 Ａ，求证：
ｔａｎ２∠Ａ１ＡＡｎ＋１＋ｔａｎ２∠Ａ２ＡＡｎ＋２＋…＋ｔａｎ２∠ＡｎＡＡ２ｎ不依赖于点Ａ的
位置．

８ 求证：对任一周长为Ｃ的闭凸形，一定有一个周长为Ｃｎ的内接凸ｎ边形，

满足Ｃｎ
Ｃ ≥

ｎ
πｓｉｎ

π
ｎ
，也一定存在一个周长为Ｃ′ｎ的外切凸ｎ边形，满足

Ｃ′ｎ
Ｃ ≤ｎπｔａｎ

π
ｎ．

９ 设一个矩形的长和宽分别是ａ、ｂ，另一个矩形的长和宽分别是ｃ、ｄ，且
ａ＜ｃ＜ｄ＜ｂ，ａｂ＜ｃｄ，证明：其中一个矩形可被放入另一矩形内部的充
要条件是（ａ２－ｂ２）２≤（ｂｄ－ａｃ）２＋（ｂｃ－ａｄ）２．

１０ 设Ｓ是一个平面点集，由ｎ个点组成．Ｓ中任意两点之间距离至少为１，求

证：存在Ｓ的一个子集Ｔ，Ｔ至少由ｎ７
个点组成，并且Ｔ中任意两点之间

的距离≥槡３．
１１ 设ｎ≥３，⊙Ｏ１，⊙Ｏ２，…，⊙Ｏｎ为平面上ｎ个半径为１的圆，假设任一

直线至多与两个圆相交或相切，证明：
１≤ｉ＜ｊ≤ｎ

１
ＯｉＯｊ≤

（ｎ－１）π
４ ．

１２ 平面上有７个点，凸包是三角形．这７点中每两点之间有一个距离，试估
计最大距离与最小距离之比的下界．

１３ 两个单位半径的圆覆盖了一个凸集，求这凸集面积的最大值．
１４ 第８题的前半题中ｎ＝２是什么意思？
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习　题　１

１．取︵ＡＣ中点Ｍ，先证 △ＡＥＯ ≌ △ＩＭＯ，又取
︵ＢＣ中点Ｆ，通过ＥＦ＜

ＦＡ＋ＡＥ证明左边不等式；再证明Ａ、Ｏ、Ｉ、Ｃ四点共圆，由此计算出ＯＩ与
ＩＡ、ＩＣ的关系（托勒密定理），消去一个再进行分析，得右不等式等价于

（槡３－１）·ＣＩ＋ＯＩ＜１，由于△ＩＦＣ是正三角形，故可由ＩＣｓｉｎ６０°＋ＯＩ＜１
得出上式．

２．设△ＡＢＣ对应角为∠Ａ、∠Ｂ、∠Ｃ，设法证明ＢＣＨＡ＝ｔａｎＡ
等，ＢＣ
ＨＬ＝

１
２
（ｔａｎＢ＋ｔａｎＣ）等．

第３题图

３．作ＰＳ ∥ＮＴ，点Ｓ在ＢＮ
上，由点Ａ、Ｎ、Ｐ、Ｃ共圆及点Ａ、
Ｎ、Ｔ、Ｍ 四点共圆知 ∠ＮＰＳ ＝
∠ＴＮＰ ＝ ∠ＭＮＣ，又再证 Ｎ、Ｇ
（△ＡＢＣ的重心）、Ｐ、Ｂ共圆，故知

∠ＳＰＢ＝∠ＮＭＢ，再用面积之比和
正弦定理证明 ＮＳ ＝ＳＢ，即可得
ＡＴ∶ＡＰ＝２∶３．
４．先证明ＡＨ ＝２ＲｃｏｓＡ，这里

Ｒ是△ＡＢＣ外接圆半径．
５．不妨设这三条垂线交于点Ｑ，过点Ｄ分别作ＤＧ⊥ＦＱ，ＤＨ⊥ＥＱ，点

Ｇ、Ｈ分别在ＦＱ、ＥＱ上．不妨设ＡＢ＞ＡＣ，由外角平分线性质，有ＡＢＡＦ＝１－

ＢＣ
ＡＣ
，ＡＣ
ＡＥ ＝１－

ＢＣ
ＡＢ
，由此可知ＡＦ＞ＡＥ，并进而得到ＤＧ＞ＤＨ（只要过点
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◎

Ｄ作ＡＢ、ＡＣ的垂线即可）．于是由正弦定义及∠ＤＱＧ、∠ＤＱＨ ＜９０°的事
实，得∠ＤＱＧ＞∠ＤＱＨ，又易知∠ＤＱＧ＝∠ＡＢＣ，∠ＤＱＨ ＝∠ＡＣＢ，于
是∠ＡＢＣ＞∠ＡＣＢ，ＡＣ＞ＡＢ，矛盾；同理ＡＣ＞ＡＢ也不可能．

第６题图

６．先设法证明ＨＢ＝ＡＢ，再由角平分线及割

线性质，得ＨＫ ＝ＫＢ·ＨＣＡＢ
，ＨＳ＝ＨＣ·ＨＢＨＭ

，又

由 ＭＴ ∥ ＫＢ，Ｓ△ＡＢＴ ＝ Ｓ△ＫＢＴ ＝ Ｓ△ＫＢＭ， 及

∠ＭＨＢ＝∠ＭＳＢ－∠ＣＢＳ ＝ ∠ＭＢＳ，得ＡＢ·

ＢＴ＝ＨＭ·ＫＢｓｉｎ∠ＭＨＢ＝ＨＭ·ＫＢ·ＳＭＡＢ
，故

ＭＴ
ＳＭ ＝

ＢＴ
ＳＭ ＝

ＫＢ
ＡＢ
·ＨＭ
ＡＢ ＝ＫＢＡＢ

·ＨＭ
ＨＢ ＝

ＨＫ
ＨＳ
，又

∠ＳＭＴ＝∠ＳＨＫ，于是△ＳＭＴ∽△ＳＨＫ，于是

∠ＴＳＭ ＝∠ＫＳＨ．
７．作ＭＤ ⊥ＡＢ，垂足为点Ｄ，并延长ＭＤ交

ＣＢ 延长线于点Ｑ，点Ｄ 及点Ｑ 一定存在，因为

∠ＡＢＭ ＝∠ＡＢＱ，ＢＤ垂直平分ＱＭ，于是由梅涅
劳斯定理，知ＢＣ＝２ＱＢ，又由梅氏定理，知ＡＤ ＝３ＢＤ．
８．设△ＡＢＣ内心为点Ｉ，△ＡＢＣ对应角分别为∠Ａ、∠Ｂ、∠Ｃ．由于

∠ＢＥＣ＋∠ＢＤＣ＝２∠Ａ＋１２
（∠Ｂ＋∠Ｃ）＞ １２

（∠Ｂ＋∠Ｃ）＝ ∠ＣＥＤ＋

∠ＢＤＥ，于是∠ＢＥＣ＞∠ＣＥＤ 和∠ＢＤＣ＞∠ＢＤＥ之中至少有一个成立，
不妨设∠ＢＥＣ＞∠ＤＥＣ，又１８０°－∠ＤＥＣ＞∠ＢＥＣ，于是Ｉ至ＤＥ的距离
ＥＩｓｉｎ∠ＤＥＣ＜ＥＩｓｉｎ∠ＢＥＣ＝ｒ，此处ｒ为内切圆半径，又ｒ≤ＥＩ，ｒ≤ＤＩ，

∠ＥＩＤ＞９０°，故内切圆与ＤＥ相交．
９．设外心为点Ｏ，内心为点Ｉ，ＡＩ、ＣＩ经延长后分别交外接圆于点Ｅ、

Ｆ，易知ＥＦ为直径．于是由中线性质，ＩＥ２＋ＩＦ２ ＝２（Ｒ２＋ｄ２），而ＡＩ＝
ｒ

ｓｉｎ ∠Ａ２

，ＣＩ＝ ｒ
ｓｉｎ ∠Ｃ２

，故由ＩＥ·ＩＡ ＝Ｒ２－ｄ２，可得ＩＥ ＝Ｒ
２－ｄ２
ｒ

ｓｉｎ ∠Ａ２
，同理ＩＦ＝Ｒ

２－ｄ２
ｒ ｓｉｎ ∠Ｃ２

，又∠Ａ＋∠Ｃ＝１８０°，故 Ｒ
２－ｄ２（ ）ｒ

２

＝２（Ｒ２＋ｄ２）．
１０．设过点Ｐ的⊙Ｏ切线交ＢＭ 于点Ｒ，延长ＲＰ交ＡＣ于点Ｅ，易知点

Ｅ为ＡＣ 中点，又设 ∠ＡＣＢ ＝θ，∠ＡＤＢ ＝φ，ＡＢ ＝１，则ＡＣ ＝ｃｏｔθ，
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第１０题图

ＡＤ ＝ｃｏｔφ，ＥＭ＝
１
２ｃｏｔφ

，ＥＣ＝１２ｃｏｔθ
，ＣＰ
ＰＢ＝ｃｏｔ

２θ．

又由梅涅劳斯定理，ＢＲ
ＲＭ ＝ｔａｎφｔａｎθ．

同理若设过点Ｑ

的切线交ＢＭ于点Ｒ′，延长ＱＲ′交ＡＤ 于点Ｆ，则Ｆ为

ＡＤ 中点，ＤＦ＝１２ｃｏｔφ
，ＭＦ＝１２ｃｏｔθ

，ＢＱ
ＱＤ ＝ｔａｎ

２φ．

于是ＢＲ′
Ｒ′Ｍ ＝ｔａｎ

２φ·
ｃｏｔφ
ｃｏｔθ＝ｔａｎφ

·ｔａｎθ＝ＢＲＲＭ
，即点Ｒ

与Ｒ′重合．
１１．只需证明ＭＢｓｉｎ∠ＰＢＤ＝ＮＤｓｉｎ∠ＡＤＢ，这

也即ＢＭ
ＡＢ ＝

ＮＤ
ＰＤ
，此由△ＡＢＭ ∽△ＰＤＮ 来保证的．

１２．设ＢＣ＝ＡＤ＝ｘ，ＡＢ＝ＣＤ＝ｙ，∠ＡＢＣ＝α，则由梅氏定理ＢＰＰＤ
·

ＭＤ
ＡＭ

·ＡＮ
ＢＮ ＝１

，又延长ＰＣ交ＡＢ延长线于点Ｑ，有ＢＰＰＤ ＝
ＢＱ
ＣＤ
，于是ＢＱ

ＣＤ ＝

ＡＭ
ＭＤ
·ＢＮ
ＡＮ＝

ｘ
ｙ
·ＡＭ
ＡＮ
，于是ＢＱ＝ｘ

（ｘ－ｙｃｏｓα）
ｙ－ｘｃｏｓα

，于是ＱＮ＝ＢＱ＋ｘｃｏｓα＝

ｘ２ｓｉｎ２α
ｙ－ｘｃｏｓα

，又ＡＮ ＝ｙ－ｘｃｏｓα，于是，ＱＮ·ＡＮ ＝ｘ２ｓｉｎ２α＝ＣＮ２，此即

△ＡＮＣ∽△ＣＮＱ，于是ＰＱ⊥ＡＣ．

习　题　２

１．不妨设ｂ≥ｃ，在ＡＣ上取一点Ｅ，使ＡＥ ＝ＡＢ，延长ＢＥ，作ＣＤ ⊥

ＢＤ，Ｄ为垂足，于是ＣＤ＝（ｂ－ｃ）ｃｏｓ∠Ａ２
，ＢＤ ＝（ｂ＋ｃ）ｓｉｎ∠Ａ２ ．

２．用余弦定理分别计算对角线的长度．
３．易知ｄ１、ｄ２、ｄ３分别为ＲｃｏｓＡ、ＲｃｏｓＢ、ＲｃｏｓＣ，由三个“射影定理”

（即ｂｃｏｓＣ＋ｃｃｏｓＢ＝ａ等），并注意Ｓ△ＡＢＣ ＝１２
（ａ＋ｂ＋ｃ）ｒ＝１２

（ａｃｏｓＡ＋

ｂｃｏｓＢ＋ｃｃｏｓＣ）Ｒ．

４．设△ＡＢＣ三边为ａ、ｂ、ｃ，易证ＢＰＣＰ＝
ｃ２
ｂ２
，故ＢＰ＝ ａｃ２

ｃ２＋ｂ２
，由余弦定

理及三角形面积、中线长定理，得ｃｏｔ∠ＡＢＱ＝ｃ
２＋ＢＱ２－ＡＱ２
４Ｓ△ＡＢＱ

，ＡＱ＝ＡＰ２
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可用斯图沃特定理算出，ＢＱ可用中线长公式算出，Ｓ△ＡＢＱ ＝ ｃ２
２（ｃ２＋ｂ２）

Ｓ△ＡＢＣ，

由此可得ｃｏｔ∠ＡＢＱ＝ａ
２＋ｂ２＋３ｃ２
４Ｓ△ＡＢＣ

，同理ｃｏｔ∠ＢＡＳ也是此值．

５．延长ＡＩ至外接圆于点Ｄ，易知ＩＤ ＝２Ｒｓｉｎ∠Ａ２
，故ＡＩ·ＩＤ＝２Ｒｒ，

又由余弦定理，ｃｏｓ∠ＡＩＯ＋ｃｏｓ∠ＤＩＯ＝０，代入，得ＯＩ２＝Ｒ２－ＡＩ·ＩＤ．
６．设中线为ＡＤ、ＢＥ，则有ＥＤ２＋ＡＢ２－ＡＥ２－ＢＤ２ ＝２ＡＤ·ＢＥ·

ｃｏｓθ＝４Ｓ四边形ＡＢＤＥ·ｃｏｔθ，即１４ｃ
２＋ｃ２－１４ｃ

２＝３Ｓ△ＡＢＣ·ｃｏｔθ．

７．设ＰＡ＝ａ，ＰＢ＝ｂ，ＰＣ＝ｃ，ＰＤ＝ｄ，则ａ２＋ｃ２＝ｂ２＋ｄ２，又ａ＋

ｃ＝２ｂ，ｄ２＝ｂｃ，得ｂ＝２ａ，ｃ＝３ａ，ｄ＝槡６ａ，然后通过旋转得∠ＡＰＢ＝

１３５°，由余弦定理得ａ＝ ５＋ 槡槡（ ）２２
－１ＡＢ，故点Ｐ是惟一存在．

８．设ＰＡ＝ｘ，ＰＢ＝ｙ，ＰＣ＝ｚ，且令△ＡＢＣ的对应边分别为ａ、ｂ、ｃ．
则对三个小三角形分别用余弦定理，并加之，得２（ｂｚ＋ｃｘ＋ａｙ）ｃｏｓθ＝ａ２＋

ｂ２＋ｃ２，又ｂｚｓｉｎθ＋ｃｘｓｉｎθ＋ａｙｓｉｎθ＝２Ｓ△ＡＢＣ，故ｃｏｔθ＝ａ
２＋ｂ２＋ｃ２
４Ｓ△ＡＢＣ

，又对

△ＡＢＣ用三次余弦定理，得ａ２＋ｂ２＋ｃ２＝２ａｂｃｏｓＣ＋２ｂｃｃｏｓＡ＋２ｃａｃｏｓＢ，
代入上式分子展开即可．

９．设△ＡＢＣ的对应边分别为ａ、ｂ、ｃ，ＡＣ２＝ｂ′，ＡＢ２＝ｃ′，ｐ＝１２
（ａ＋

ｂ＋ｃ），内切圆半径为ｒ．易知Ｓ△ＡＣ１Ｂ２＝
ｃ′ｒｐ
２ｂ
，由于Ｓ△ＡＩＣ１＝

ｃｒ
４
，Ｓ△ＡＩＢ２＝

ｃ′ｒ
２
，

于是ｃ′ｒ
２ ＋

ｃｒ
４ ＝

ｃ′ｒｐ
２ｂ
，即２ｃ′（ｐ－ｂ）＝ｂｃ，故ｃ′（ａ－ｂ＋ｃ）＝ｂｃ，同理

ｂ′（ａ＋ｂ－ｃ）＝ｂｃ，又由条件知ｂ′ｃ′＝ｂｃ，故（ａ－ｂ＋ｃ）（ａ＋ｂ－ｃ）＝ｂｃ，或
ａ２＝ｂ２＋ｃ２－ｂｃ，由余弦定理知∠ＣＡＢ＝６０°．

第１０题图

１０．设ＥＩ延长后交ＢＣ 于点Ｇ，易知点Ｐ在
ＢＧ上．设ＢＥ ＝ｘ，ＢＧ＝ｙ，ＧＥ ＝ｚ，则ＧＣ ＝

ＩＧ＝ ｙｚ
ｘ＋ｙ

，设ＢＰ＝ａ，则ａ＝１３ ｙ＋
ｙｚ
ｘ＋（ ）ｙ ＝

ｙ（ｘ＋ｙ＋ｚ）
３（ｘ＋ｙ）

，ｙ－ａ＝ｙ
（２ｘ＋２ｙ－ｚ）
３（ｘ＋ｙ） ．欲证结论，

只需证∠ＩＢＥ＝∠ＢＥＰ，今作ＭＰ∥ＥＧ，又作正
三角形ＮＥＩ，点Ｎ在ＢＥ 上，则 ∠ＥＭＰ ＝１２０°＝



１４４　　　　　

◎　　
三角与几何

∠ＢＮＩ，于是只要证明 △ＢＮＩ∽ △ＥＭＰ 或ＭＰＭＥ ＝
ＮＩ
ＢＮ．
由于ＭＰ ＝ａｚｙ

，

ＭＥ＝
（ｙ－ａ）ｘ
ｙ

，故 ＭＰ
ＭＥ ＝ ａｚ

（ｙ－ａ）ｘ ＝
（ｘ＋ｙ＋ｚ）ｚ
（２ｘ＋２ｙ－ｚ）ｘ

；而 ＮＩ
ＢＮ ＝

ＥＩ
ＢＥ－ＥＩ＝

ｚ
ｘ＋ｙ－ｚ

，故有（ｘ＋ｙ＋ｚ）（ｘ＋ｙ－ｚ）＝（２ｘ＋２ｙ－ｚ）ｘ，此即

ｙ２＝ｘ２＋ｚ２－ｘｚ，这由∠ＢＥＧ＝∠ＢＡＣ＝６０°来保证．
１１．反复利用余弦定理，结果为ｎ（Ｒ２＋ａ２）．
１２．设△ＡＢＣ的内心为点Ｉ，外心为点Ｏ．△ＡＢＣ的对应边的长度为ａ、

ｂ、ｃ，则ＡＤ ＝ｃ－ａ，ＡＥ＝ｂ－ａ，则ＤＥ２＝（ｃ－ａ）２＋（ｂ－ａ）２－２（ｃ－ａ）

（ｂ－ａ）ｃｏｓＡ，欲证结论，即只需证ＤＥ＝２ＯＩｓｉｎＡ＝ａ １－２ｒ槡 Ｒ
，由于ｒ＝

２Ｓ△ＡＢＣ
ａ＋ｂ＋ｃ

，Ｒ＝ ａｂｃ
４Ｓ△ＡＢＣ

，故２ｒ
Ｒ ＝

１６Ｓ２△ＡＢＣ
ａｂｃ（ａ＋ｂ＋ｃ）

，又对Ｓ△ＡＢＣ使用海伦公式，

ｃｏｓＡ＝ｂ
２＋ｃ２－ａ２
２ｂｃ
代入并展开，便得等式．

１３．不妨设 ∠ＰＯＡ ＝θ，⊙Ｏ 的半径为１，由余弦定理易知：ＰＡ２＋

ＰＣ２＝６．又在△ＡＰＣ中，由面积知ｓｉｎ∠ＡＰＣ＝２槡２ｓｉｎθＰＡ·ＰＣ
，而ｃｏｓ∠ＡＰＣ＝

－ １
ＰＡ·ＰＣ

，故ｔａｎ２∠ＡＰＣ＝８ｓｉｎ２θ，同理，ｔａｎ２∠ＢＰＤ＝８ｓｉｎ２（９０°－θ）＝

８ｃｏｓ２θ．
１４．不妨设大圆半径为１，６个小圆的半径依次为ｒｉ（１≤ｉ≤６），若

∠Ａ１ＯＡ２＝α，则Ａ１Ａ２＝ ２－２ｃｏｓ槡 α＝ ２－
（１－ｒ１）２＋（１－ｒ２）２－（ｒ１＋ｒ２）２

（１－ｒ１）（１－ｒ２槡 ） ＝

２ ｒ１ｒ２
（１－ｒ１）（１－ｒ２槡 ），同理得到另外５个式子．

１５．易知∠Ａ１ＡＡ２＝９０°，又不妨设∠ＢＡＡ２＝∠ＣＡＡ１＝θ＜９０°，ｂ≥

ｃ．∠ＢＡＣ＝９０°＋２θ，于是ｂｓｉｎθ＝ｃｓｉｎ（９０°＋θ）＝ｃｃｏｓθ，ｔａｎθ＝ｃｂ．
又易

知２θ为锐角，构作直角三角形ＰＱＲ，∠Ｒ＝９０°，∠ＰＱＲ ＝２θ，ＰＱ ＝１，
ＰＲ＝ｈ，延长ＲＱ 至点Ｓ，使ＱＳ ＝ＱＰ，于是ｓｉｎ２θ＝ｈ，而ｔａｎθ＝

ｈ
１＋ １－ｈ槡 ２

，由此得ｓｉｎ２θ＝ ２ｔａｎθ
１＋ｔａｎ２θ

，于是此处有ｃｏｓ∠ＢＡＣ＝－ｓｉｎ２θ

＝－ ２ｂｃ
ｂ２＋ｃ２

，由此便可推出结论．



１４５　　

习题解答
◎

１６．连续多次使用中线长公式．
１７．过点Ａ作ＢＣ的垂线，设ＭＰ、ＮＱ延长后分别与之交于点Ｓ１、Ｓ２，
于是只要证明点Ｓ１与点Ｓ２重合即可．设ＡＳ２与ＢＣ交于点Ｋ，易知只要证明
ＡＳ１
Ｓ１Ｋ＝

ＡＳ２
Ｓ２Ｋ

，设△ＡＢＣ对应边的边长为ａ、ｂ、ｃ，ｐ＝１２
（ａ＋ｂ＋ｃ），由梅氏

定理ＡＳ２
Ｓ２Ｋ＝

ＣＮ
ＫＮ
·ＡＱ
ＣＱ
，由于ＡＱ＝ｐ，故只须证明ＫＮ

·ＣＱ
ＣＮ
关于ｂ、ｃ对称．

这里有：ＫＮ ＝ｂｃｏｓｃ＋ｐ－ａ＝
（ｂ＋ｃ）（ａ＋ｂ－ｃ）

２ａ
，ＣＱ ＝ｐ－ｂ，ＣＮ ＝

ｐ－ａ，于是ＫＮ
·ＣＱ
ＣＮ ＝

（ｂ＋ｃ）（ｐ－ｃ）（ｐ－ｂ）
ａ（ｐ－ａ）

，关于ｂ、ｃ对称．

１８．（１）设ａ、ｂ、ｃ是△ＡＢＣ对应边长，Ｒ、ｒ分别是其外接圆、内切圆半

径．先用余弦定理算出ＤＥ，并运用公式ｄ＝ Ｒ（Ｒ－２ｒ槡 ）．（２）对△ＡＤＥ、

△ＢＦＧ、△ＣＨＫ分别使用正弦定理，利用（１）的结论，可得∠ＥＤＢ＝∠ＤＧＦ
等．

习　题　３

１．过点Ｏ作ｌ的垂线ＯＮ，设ＯＮ＝ｄ，⊙Ｏ半径为ｒ，则点Ａ在射线ＮＯ
上，且ＮＡ＝ ｄ２－ｒ槡 ２．
２．用正弦定理与和角公式．
３．先证明ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＢ＋ｓｉｎＣ＝ｃｏｓＡ＋ｃｏｓＢ＋ｃｏｓＣ，然后平方再移项
用三角公式变形．

４．设△ＡＢＣ，角平分线ＡＤ、ＢＥ相等，则这等价于ｓｉｎＡｓｉｎ ∠Ａ２ ＋∠（ ）Ｂ ＝
ｓｉｎＢｓｉｎＢ２＋（ ）Ａ ，然后再用三角公式．

５．易得ｃｏｓＡ＝２３ｓｉｎＢｓｉｎＣ
，故ｔａｎＢ·ｔａｎＣ＝３．

６．只需将两边两个三角形往中间翻折．

７．先证明ＡＤ ＝２Ｒ· １
１＋ｃｏｔＢｃｏｔＣ

等．

８．充分利用点Ｏ、Ｈ、Ｇ、Ｉ之性质及斯图沃特定理．
９．左式＝（ｙ２＋ｚ２－２ｙｚｃｏｓＸ）ｂｃｃｏｓＡ＋ｙ２（ｃ２－ｂｃｃｏｓＡ）＋ｚ２（ｂ２－

ｂｃｃｏｓＡ）＝ｂ２ｚ２ ＋ｙ２ｃ２ －２ｂｙｃｚｃｏｓＡｃｏｓＸ ＝ （ｂｚ－ｃｙ）２ ＋２ｂｙｃｚ（１－
ｃｏｓ（∠Ａ－∠Ｘ））＋８Ｓ△ＡＢＣ·Ｓ△ＸＹＺ ＝右式．此式可推出有名的匹多不等式．



１４６　　　　　

◎　　
三角与几何

１０．连接ＯＡ、ＯＭ，设 ∠ＡＯＰ ＝α，∠ＡＯＱ ＝β，易知ＡＭ ＝ＡＮ，
ＡＯ⊥ＭＮ．由ＰＱ∥ＭＮ 知ＡＯ ⊥ＰＱ．由于ｃｏｓ∠ＰＯＱ ＝ｃｏｓ（α＋β）＝

ｃｏｓαｃｏｓβ－ｓｉｎαｓｉｎβ＝
ＯＡ２－ＡＰ·ＡＱ
ＯＰ·ＯＱ

，又由弦切角及内错角，知△ＡＭＰ∽

△ＡＱＮ，故ＡＰ·ＡＱ＝ＡＭ·ＡＮ ＝ＡＭ２，于是ＯＡ２－ＡＰ·ＡＱ＝ＯＡ２－
ＡＭ２＝ｒ２．
１１．易知，若Ｏ是锐角三角形ＡＢＣ的外心，现设ＣＤ与ＡＢ 交于点Ｐ，

ＣＤ过点Ｏ等价于ＡＰＢＰ ＝
ｓｉｎ２∠Ｂ
ｓｉｎ２∠Ａ

；又过点Ｍ、Ｎ分别作ＡＢ的垂线ＭＭ１、

ＮＮ１，于是ＡＢ的中垂线过点Ｋ 等价于ＡＭ１＝ＢＮ１，即ＡＭＢＮ ＝
ｃｏｓＢ
ｃｏｓＡ．
下证

两者等价．易知△ＡＭＤ∽△ＮＢＤ，故ＡＭＢＮ ＝
ＭＤ
ＢＤ ＝

ｓｉｎ∠ＡＣＤ
ｓｉｎ∠ＢＣＤ

，从而ＡＰ
ＢＰ＝

ＡＭｓｉｎＢ
ＢＮｓｉｎＡ＝

ｃｏｓＢｓｉｎＢ
ｓｉｎＡｃｏｓＡ＝

ｓｉｎ２∠Ｂ
ｓｉｎ２∠Ａ．

１２．设三边为ｎ－１、ｎ、ｎ＋１，三角为θ、２θ、１８０°－３θ，展开ｓｉｎ３θ并运
用正弦定理讨论几种情况，得惟一解（４，５，６）．
１３．设△ＡＢＣ对应角为∠Ａ、∠Ｂ、∠Ｃ，外接圆半径为Ｒ，内切圆半径为

ｒ．易知有著名结果ｒＲ ＝４ｓｉｎ
∠Ａ
２ｓｉｎ

∠Ｂ
２ｓｉｎ

∠Ｃ
２
；今延长ＡＩ交外接圆于点

Ｋ，连接ＯＫ，则ＡＤ∥ＯＫ，故ＡＤＯＫ＝
ＡＩ
ＩＫ
，易知ＡＤ＝２ＲｓｉｎＢｓｉｎＣ，ＯＫ＝Ｒ，

ＡＩ＝ ｒ
ｓｉｎ∠Ａ２

，ＩＫ ＝２Ｒｓｉｎ ∠Ａ２
，于是ｓｉｎＢｓｉｎＣ＝

ｓｉｎ ∠Ｂ２ｓｉｎ
∠Ｃ
２

ｓｉｎ ∠Ａ２

，即

４ｓｉｎ ∠Ａ２ｃｏｓ
∠Ｂ
２ｃｏｓ

∠Ｃ
２ ＝１，再由ｒａＲ ＝４ｓｉｎ

∠Ａ
２ｃｏｓ

∠Ｂ
２ｃｏｓ

∠Ｃ
２
可知结

论，ｒａ是ＢＣ边上旁切圆的半径．
１４．设ＢＣ＝ａ，ＡＣ＝ｂ，ＡＢ＝ｃ，对应角为∠Ａ、∠Ｂ、∠Ｃ，则ＣＧ＝

ａｃｏｓ２Ｃ，ＥＧ＝ａｃｏｓＣｓｉｎＣ；同理ＢＦ＝ａｃｏｓ２Ｂ，ＤＦ＝ａｃｏｓＢｓｉｎＢ．故若作

ＭＮ ⊥ＦＧ，点Ｎ在ＦＧ上，必有ＮＧＦＧ ＝
ＥＧ

ＥＧ＋ＤＦ＝
ｓｉｎ２∠Ｃ

ｓｉｎ２∠Ｂ＋ｓｉｎ２∠Ｃ
，故

ＮＧ＝ａ（１－ｃｏｓ２Ｂ－ｃｏｓ２Ｃ） ｓｉｎ２∠Ｃ
ｓｉｎ２∠Ｂ＋ｓｉｎ２∠Ｃ＝

１
２ａｓｉｎ２∠ＣｃｏｔＡ

，于是

ＮＧ
ＣＧ ＝

ｃｏｔＡ
ｃｏｔＣ＝

ＡＥ
ＣＥ．



１４７　　

习题解答
◎

１５．先证明ｃｏｔ∠Ａ２ ＋ｃｏｔ
∠Ｂ
２ ＝ｃｏｔ∠Ａ′２ ＋ｃｏｔ∠Ｂ′２

，故ｓｉｎ∠Ａ２ｓｉｎ
∠Ｂ
２ ＝

ｓｉｎ∠Ａ′２ｓｉｎ
∠Ｂ′
２
或ｃｏｓ∠Ａ－∠Ｂ２ ＝ｃｏｓ∠Ａ′－∠Ｂ′２

，再进行讨论．

１６．不妨设双心四边形为ＡＢＣＤ，外心Ｏ，内心Ｉ，对角线交点Ｅ，我们设

法证明Ｓ△ＯＢＤ
Ｓ△ＩＢＤ ＝

Ｓ△ＯＡＣ
Ｓ△ＩＡＣ
即可．易知Ｓ△ＯＢＤＳ△ＯＡＣ ＝

ｓｉｎ２∠Ｃ
ｓｉｎ２∠Ｂ

，又Ｓ△ＩＢＤ ＝ １２ＩＢ
·

ＩＤ·ｓｉｎ∠ＢＩＤ＝ｒ２ｃｏｓＣｓｉｎＢ
，Ｓ△ＩＡＣ ＝ｒ２ｃｏｓＢｓｉｎＣ

，此处ｒ为内切圆半径．∠Ｂ、∠Ｃ

为四边形内角（注意如大于９０°需作讨论）．
１７．记△ＡＢＣ的三个内角分别为∠Ａ、∠Ｂ、∠Ｃ．延长ＢＩ交外接圆⊙Ｏ

于点Ｇ，易知ＡＧ＝
ＡＢｓｉｎ ∠Ｂ２
ｓｉｎ３０°

，ＡＥ ＝ ＡＢｓｉｎＢ
ｓｉｎ９０°－∠Ｂ（ ）２

，于是ＡＧ＝ＧＩ＝

ＡＥ，然后设法证明△ＤＡＥ≌△ＯＧＩ，并且有ＡＥ⊥ＢＧ．
１８．设∠ＡＥＦ＝α，ＡＥ＝ｘ，则可用α、ｘ、ａ表示六条边，最终得ｃ１＋

ｃ２＝２ａ．不计算的方法是平移．

第１９题图

１９．先证ＢＰ＝ＢＲ，又作ＢＯ⊥
ＡＰ，点Ｏ在连心线上，易知点Ｏ为

△ＰＱＲ的外心．今设 ∠ＰＡＢ ＝α，

∠ＡＢＰ＝β，∠ＡＯ１Ｄ＝ ∠ＢＯ２Ｅ＝
γ，点Ｄ、Ｅ 分别是点Ａ、Ｂ 在直线
Ｏ１Ｏ２上的射影．又设⊙Ｏ１、⊙Ｏ２的半
径分别为ｒ１、ｒ２，不妨设ｒ１≥ｒ２．我们

要证明的是ＯＰ ⊥ＢＰ，即 ＢＰＢＯ ＝

ｃｏｓ∠ＰＢＯ，又易知 ∠ＢＯＥ＝γ－α，

故ＢＰ＝２ｒ２ｓｉｎβ，ＢＯ＝
ｒ２ｓｉｎγ
ｓｉｎ（γ－α）

，于是问题变为证明２ｓｉｎβｓｉｎ（γ－α）
ｓｉｎγ ＝

ｓｉｎ（α＋β）或ｃｏｔα－ｃｏｔβ＝２ｃｏｔγ．易知
ｒ１
ｒ２＝

ｓｉｎ２β
ｓｉｎ２α

，又由∠ＰＯ１Ｏ２＝γ－２α，

∠ＰＯ２Ｏ１ ＝１８０°－γ－２β，得
ｓｉｎ（γ－２α）
ｓｉｎ（γ＋２β）

＝ｒ２ｒ１ ＝
ｓｉｎ２α
ｓｉｎ２β

，解得ｃｏｔγ＝

ｃｏｓ２αｓｉｎ２β－ｓｉｎ２αｃｏｓ２β
ｓｉｎ２αｓｉｎ２β＋ｓｉｎ２βｓｉｎ２α

＝ ｓｉｎ２β－ｓｉｎ２α
２ｓｉｎαｓｉｎβｓｉｎ（α＋β）

＝１２
（ｃｏｔα－ｃｏｔβ）．　
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２０．不妨设∠ＢＡＤ ＝２α，∠ＡＢＣ＝２β，∠ＢＣＤ ＝２γ，∠ＣＤＡ ＝２θ，

α＋β＋γ＋θ＝１８０°，又不妨设⊙Ｏ半径为１，用上述角及其组合的三角函数表
示欲证等式中的各线段长度，然后证明三角等式．

２１．对ｓｉｎＢ－ｓｉｎＡ＝ｓｉｎＡ－ｓｉｎＣ进行和差化积；或用ｔａｎ∠Ａ＋∠Ｂ２ ＝

ｃｏｔ∠Ｃ２
等，考虑ｔａｎ∠Ａ２ ＝ ｒ

ｐ－ａ
等，此处ａ、ｂ、ｃ是对应边长，ｐ＝１２

（ａ＋

ｂ＋ｃ），ｒ＝Ｓ△ＡＢＣｐ
是内切圆半径．

习　题　４

１．此题就是要证明ｓｉｎ７２°ｓｉｎ３６°＝
１＋槡５
２
，或ｃｏｓ３６°＝槡５＋１４ ．设３６°＝θ，则

ｃｏｓ２θ＋ｃｏｓ３θ＝０；又设ｃｏｓθ＝ｘ，则４ｘ３＋２ｘ２－３ｘ－１＝０，因式分解得

（ｘ＋１）（４ｘ２－２ｘ－１）＝０，故ｘ＝１＋槡５４
（负根舍去）；另外还有ｓｉｎ１８°＝

槡５－１
４ ．

２．只需证明ＢＣＡＢ ＝２ｃｏｓ５０°
，又ＢＣ
ＢＰ ＝

ｓｉｎ１１０°
ｓｉｎ３０°＝２ｓｉｎ７０°

，而ＢＰ
ＡＢ ＝

ｓｉｎ２０°
ｓｉｎ１５０°＝２ｓｉｎ２０°

，余下的任务是证明２ｓｉｎ２０°ｓｉｎ７０°＝ｃｏｓ５０°．

３．取ＢＣ中点Ｍ，ＡＣ中点Ｋ，连接ＭＫ、ＭＪ、ＫＪ，易证∠ＫＭＪ＝７２°，

ＭＫ ＝１２ＡＢ
，ＭＪ＝１２ＣＤ

，则ＡＪ⊥ＪＣ仅当ＫＪ＝１２ＡＣ
，不妨设ＡＢ＝１，

则ＢＣ ＝２ｃｏｓ３６°，设ＣＤ ＝ｘ，则ＫＪ ＝ １２ＡＣＭＫ ＝ＫＪ
ＭＪ
ＭＫ ＝

２ｃｏｓ７２°ｘ＝２ｃｏｓ７２°，最后变成证明１＋２ｃｏｓ７２°＝２ｃｏｓ３６°．
４．证明ＡＭ ＝ＡＣ．
５．用正弦定理转化为证明一个三角恒等式．

６．ｔａｎθ＝ ５槡３．
７．转换成三角恒等式．

８．易知Ａ１Ａ６＝２ｓｉｎ５π１４
，Ａ２Ａ５＝２ｓｉｎ３π１４

，Ａ３Ａ４＝２ｓｉｎπ１４
，然后证明
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◎

ｓｉｎ５π１４－ｓｉｎ
３π
１４＋ｓｉｎ

π
１４＝

１
２．

９．先计算周边五块相等的面积．
１０．∠ＢＡＰ＝６０°．
１１．∠ＰＢＡ＝３０°．
１２．∠ＰＢＡ＝２０°．
１３．∠ＰＢＡ＝３０°．
１４．∠ＰＢＡ＝４０°．
１５．∠ＡＣＰ＝３０°．

１６．∠Ａ＝π７．

１７．记△ＡＢＣ的三个内角分别为∠Ａ、∠Ｂ、∠Ｃ．设内心为Ｉ，内切圆半

径 为 ｒ，则 ＥＩｓｉｎ４２°＋∠Ｂ（ ）２ ＝ ｒ ＝ ＤＩｓｉｎ４２°＋∠Ｃ（ ）２ ， 于 是 有

ｓｉｎ４２°＋∠Ｂ（ ）２
ｓｉｎ４２°＋∠Ｃ（ ）２

＝ＤＩＥＩ＝
ｓｉｎ１８°
ｓｉｎ２４°

，又∠Ｂ＋∠Ｃ＝８４°，故设４２°＋∠Ｂ２ ＝α，

则４２°＋∠Ｃ２ ＝１２６°－α，于是ｓｉｎ
（５４°＋α）
ｓｉｎα ＝ｓｉｎ２４°ｓｉｎ１８°

，即ｃｏｔα＋ｃｏｔ５４°＝

ｓｉｎ２４°
ｓｉｎ１８°ｓｉｎ５４°＝４ｓｉｎ２４°

，然后再证明α＝４８°．

习　题　５

１．不妨设△ＡＢＣ对应角为∠Ａ、∠Ｂ、∠Ｃ，Ｒ为△ＡＢＣ外接圆半径．

先证ＡＦ＝８Ｒｓｉｎ６０°＋∠Ｃ（ ）３ ｓｉｎ∠Ｂ３ｓｉｎ
∠Ｃ
３
，ＡＥ＝８Ｒｓｉｎ６０°＋∠Ｂ（ ）３ ｓｉｎ∠Ｂ３

ｓｉｎ∠Ｃ３
，于是ＥＦ２＝ＡＥ２＋ＡＦ２－２ＡＥ·ＡＦｃｏｓ ∠Ａ

３ ＝６４Ｒ２ｓｉｎ２ ∠Ａ３

ｓｉｎ２∠Ｂ３ｓｉｎ
２∠Ｃ
３
，于是ＥＦ＝８Ｒｓｉｎ∠Ａ３ｓｉｎ

∠Ｂ
３ｓｉｎ

∠Ｃ
３
，同理ＦＤ、ＤＥ也是

此值．
２．取ＰＣ、ＰＦ中点Ｍ、Ｎ，若能证明△ＭＮＺ是正三角形，则由旋转知

△ＸＮＺ≌△ＹＭＺ，可知△ＸＹＺ为正三角形．接下去证明ＭＮ ＝ＭＺ＝ＮＺ，
最好用点复数，这样来得快些．
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３．由第３单元例１５知，Ｓ四边形ＢＣＴＱ ＝ １
２ａｘｃｏｓＣ ＋

１
２ａｘｃｏｓＢ －

１
２ｘ

２ｓｉｎ（１８０°－∠Ａ），同理有另外两个表达式，这里ａ、ｂ、ｃ是△ＡＢＣ对应边

长．于是Ｓ△ＰＱＴ ＝Ｓ△ＡＢＣ －１２ａｘ
（ｃｏｓＢ＋ｃｏｓＣ）－１２ｂｘ

（ｃｏｓＡ＋ｃｏｓＣ）－

１
２ｃｘ

（ｃｏｓＡ＋ｃｏｓＢ）＋１２ｘ
２（ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＢ＋ｓｉｎＣ）＝ １２

（ａ＋ｂ＋ｃ）ｒ－

Ｒｘ［ｓｉｎ（∠Ａ＋∠Ｂ）＋ｓｉｎ（∠Ａ＋∠Ｃ）＋ｓｉｎ（∠Ｂ＋∠Ａ）］＋１２ｘ
２（ｓｉｎＡ＋

ｓｉｎＢ＋ｓｉｎＣ）＝１２
（ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＢ＋ｓｉｎＣ）（２Ｒｒ－２Ｒｘ＋ｘ２）．　

４．易知只需证明∠ＮＭＢ＝∠ＩＫＣ．今设△ＡＢＣ对应边为ａ、ｂ、ｃ，对应
角为∠Ａ、∠Ｂ、∠Ｃ，设 ∠ＮＭＢ ＝α，∠ＩＫＣ ＝β，易知 ∠ＫＣＩ＝９０°－

１
２∠Ｃ

，于是
ｓｉｎ９０°－１２∠Ｃ＋（ ）β

ｓｉｎβ
＝ＫＣＩＣ ＝

２ＲｃｏｓＡ
ｒ ｓｉｎ∠Ｃ２

，这里Ｒ、ｒ分别

是△ＡＢＣ的外接圆与内切圆半径．整理得ｃｏｔβ＝
ｃｏｓＡ

２ｓｉｎ ∠Ａ２ｓｉｎ
∠Ｂ
２ｃｏｓ

∠Ｃ
２

－ｔａｎ ∠Ｃ２
，此处用到了ｒ

Ｒ ＝４ｓｉｎ
∠Ａ
２ｓｉｎ

∠Ｂ
２ｓｉｎ

∠Ｃ
２ ．
又容易推得ＢＮ＝

４Ｒｓｉｎ ∠Ａ
２ ｓｉｎ ∠Ｂ２ｃｏｓ

∠Ｃ
２
，ＢＭ ＝４Ｒｓｉｎ ∠Ｂ２ｓｉｎ

∠Ｃ
２ｃｏｓ

∠Ａ
２
，于是

ｓｉｎ（α＋∠Ｂ）
ｓｉｎα ＝ＢＭＢＮｓｉｎＢｃｏｔα＋ｃｏｓＢ＝ｔａｎ

Ｃ
２
·ｃｏｔＡ２．

问题最后变成

证明 ｃｏｓＡ
２ｓｉｎ ∠Ａ２ｓｉｎ

∠Ｂ
２ｃｏｓ

∠Ｃ
２

－ｔａｎ ∠Ｃ２ ＝
ｔａｎ ∠Ｃ２

ｔａｎ ∠Ａ２ｓｉｎＢ
－ｃｏｔＢ，整理得

ｃｏｓＡｃｏｓ∠Ｂ２ －ｓｉｎ ∠Ｃ２ｃｏｓ
∠Ａ
２

ｓｉｎ ∠Ａ２ｃｏｓ
∠Ｃ
２ｓｉｎＢ

＝ｔａｎ ∠Ｃ２ －ｃｏｔＢ或

ｃｏｓＡｃｏｓ∠Ｂ２ －ｓｉｎ ∠Ｃ２ｃｏｓ
∠Ａ
２

ｓｉｎ ∠Ａ２
＝－ｃｏｓ ∠Ｂ＋∠Ｃ（ ）２ 或证明
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◎

ｓｉｎ ∠Ｃ２ ｓｉｎ ∠Ｂ＋∠Ｃ２ ＋ｃｏｓ（∠Ｂ ＋ ∠Ｃ）ｃｏｓ∠Ｂ２ ＝ｃｏｓ ∠Ｂ＋∠Ｃ（ ）２
ｃｏｓ∠Ｂ＋∠Ｃ２

，左式＝１２ ｃｏｓ
∠Ｂ
２ －ｃｏｓ ∠Ｃ＋∠Ｂ（ ）２ ＋ｃｏｓ ∠Ｃ＋∠Ｂ（ ）２［ ＋

ｃｏｓ ∠Ｃ＋３２∠（ ）］Ｂ ＝１２ ｃｏｓ
∠Ｂ
２（ ＋ｃｏｓ ∠Ｃ＋３２∠（ ））Ｂ ＝右式．　

５．先证明 ∠ＡＦＥ ＝ ∠ＰＢＣ，又进一步证明 △ＡＦＥ ∽ △ＰＢＣ．又设

△ＡＢＣ对应边为ａ、ｂ、ｃ，用其表示ＡＥ、ＡＦ，并对四边形ＰＡＢＣ使用托勒密

定理，然后将ＰＢ
ＰＣ＝

ａ＋ｃ
ａ＋ｂ
代入．

６．通过计算知有ｓｉｎＣｃｏｓＢ＋
ｓｉｎＢ
ｃｏｓＣ＝０

或４ｓｉｎＡ，由此得ｔａｎＢ·ｔａｎＣ＝３

或－１．
７．设△ＮＢＣ外心为Ｏ，只需证明Ｏ、Ｉ、Ｎ三点共线．然后将问题转化为
证明ＮＫ 平分∠ＢＮＣ．不妨设△ＡＢＣ对应边为ａ、ｂ、ｃ，且ｃ＜ｂ．又设

∠ＭＫＤ＝φ，△ＡＢＣ的外接圆、内切圆半径分别为Ｒ、ｒ．问题变为证明
ＢＮ
ＣＮ ＝

ＢＫ
ＫＣ．
在△ＢＮＫ 与△ＣＮＫ 中分别使用余弦定理，可知上式转化为

（ＣＫ－ＢＫ）ＮＫ ＝２ＢＫ·ＣＫ·ｃｏｓφ，又ｓｉｎφ＝
ＮＫ
２ｒ
，于是只需证ｒ（ＣＫ－

ＢＫ）ｔａｎφ＝ＢＫ·ＣＫ．又ｔａｎφ＝
ＡＤ
２ＤＫ ＝

ｃｓｉｎＢ
ａ＋ｃ－ｂ－２ｃｃｏｓＢ

，又ＢＫ ＝

ｒｃｏｔ∠Ｂ２
，ＣＫ ＝ｒｃｏｔ∠Ｃ２

，由正弦定理及ａ＝ｃｃｏｓＢ＋ｂｃｏｓＣ，最后问题变

为证明ｓｉｎＢｓｉｎＣｃｏｔ∠Ｃ２ －ｃｏｔ∠Ｂ（ ）２ ＝ｃｏｔ∠Ｂ２ｃｏｔ
∠Ｃ
２
［ｓｉｎＣ－ｓｉｎＢ＋

ｓｉｎ（∠Ｂ－∠Ｃ）］．
８．设△ＡＢＣ三对应角为∠Ａ、∠Ｂ、∠Ｃ，先用余弦定理及三角公式得出

ｓｉｎ（∠Ｂ－∠Ａ）（１－８ｓｉｎＡｓｉｎＢｃｏｓＣ）＝０，同理有ｓｉｎ（∠Ｂ－∠Ｃ）（１－
８ｓｉｎＢｓｉｎＣｃｏｓＡ）＝０，由进一步讨论知，△ＡＢＣ或为等边三角形，或为顶角
为３０°的等腰三角形，或为顶角为１５０°的等腰三角形．

９．用三角法结合坐标系可得ＥＲ＝ＯＥ
２－ｒ２
２ＯＥ

，此处ｒ是⊙Ｏ半径．或设

ＡＢ与ＯＥ交于Ｓ，证明Ｒ是ＥＳ中点，为此过Ｏ、Ａ、Ｍ、Ｅ、Ｂ五点作圆，ＰＱ
是西摩松线．
１０．记△ＡＢＣ的三个内角分别为∠Ａ、∠Ｂ、∠Ｃ．先证明４ｃｏｔ∠ＡＣＸ＝
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９ｃｏｔＣ＋５ｃｏｔＡ，ｃｏｔ∠ＡＣＸ －２ｃｏｔ∠ＣＸＺ ＝３ｃｏｔ∠ＸＹＺ ＝３，考虑到

∠ＣＸＺ＝１８０°－∠Ｂ，故５ｃｏｔＡ＋８ｃｏｔＢ＋９ｃｏｔＣ＝１２，又ｃｏｔＡｃｏｔＢ＋

ｃｏｔＢｃｏｔＣ＋ｃｏｔＣｃｏｔＡ＝１，解得ｃｏｔＡ＝１，ｃｏｔＢ＝１２
，ｃｏｔＣ＝１３．

１１．面积之和Ｓ＝２ｎ＋１２ ｒ２∑
ｎ

ｉ＝１
ｉｓｉｎ ２πｉ

２ｎ＋１＝
（２ｎ＋１）２ｒ２

８ ｃｓｃ π
２ｎ＋１．

１２．此题可用解析法，ＡＨ在ｙ轴上，Ｈ为原点，注意其中ＯＩ的方程不必
将点Ｏ、Ｉ求出，在ＯＩ中任一点作ＡＢ、ＢＣ、ＣＡ的垂线，分成６条线段，其中
相间的三条之和等于另相间的三条之和，反之，满足这种性质的点的轨迹是直
线ＯＩ（在△ＡＢＣ外的点如何解释？）．故而只要对点Ａ、Ｂ、Ｃ的位置设好即
可，比如ＡＨ ＝１，Ｂ（－ｃｏｔＢ，０），Ｃ（ｃｏｔＣ，０）．

习　题　６

１．证明ｃｏｓＡ＋ｃｏｓＢ＋ｃｏｓＣ＝１＋４ｓｉｎ ∠Ａ２ｓｉｎ
∠Ｂ
２ｓｉｎ

∠Ｃ
２ ．

２．左式可代数化，右式可三角恒等变形．
３．利用ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ≥２ｘｙｃｏｓＣ＋２ｙｚｃｏｓＡ＋２ｚｘｃｏｓＢ，其中ｘ＝

ｔａｎ ∠Ａ２
，ｙ＝ｔａｎ ∠Ｂ２

，ｚ＝ｔａｎ ∠Ｃ２ ．

４．方法与上题类似．

５．先证明 ｓｉｎＡｓｉｎ槡 Ｂ
ｓｉｎ ∠Ｃ２

≥３槡３ｔａｎ ∠Ａ２ｔａｎ
∠Ｂ
２ ．

６．由ｓｉｎ２α＝ｃｏｓ２β－ｓｉｎ２γ＝ｃｏｓ（β＋γ）ｃｏｓ（β－γ）≥０得β＋γ≤９０°，
同理α＋β≤９０°，α＋γ≤９０°．又由ｓｉｎ２α＝ｃｏｓ（β＋γ）ｃｏｓ（β－γ）≥ｃｏｓ２（β＋
γ）＝ｓｉｎ２（９０°－β－γ）得α＋β＋γ≥９０°．

７．不妨设∠Ａ≤∠Ｂ≤∠Ｃ，则∠Ａ＋∠Ｂ≤１２０°，∠Ｃ≥６０°，左式＝

２ｓｉｎ ３２
（∠Ａ＋∠Ｂ）ｃｏｓ３２

（∠Ａ＋∠Ｂ）＋ｃｏｓ３２
（∠Ａ－∠Ｂ［ ］） ≤２ｓｉｎθ

（ｃｏｓθ＋１）＝２ （１－ｃｏｓθ）（１＋ｃｏｓθ）槡 ３≤３２槡３
，这里θ＝３２

（∠Ａ＋∠Ｂ）

≤１８０°，最后一步是算术几何平均不等式．等号成立当且仅当ｃｏｓθ＝ １２
，

∠Ａ＝∠Ｂ＝２０°，∠Ｃ＝１４０°．　

８．不妨设∠Ｃ≥６０°，由（ｃｏｓＡ＋ｃｏｓＢ）ｃｏｓＣ≤２ｓｉｎ∠Ｃ２ｃｏｓＣ
，及ｃｏｓＡ
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◎

ｃｏｓＢ（１－２ｃｏｓＣ）≤１２
（１－ｃｏｓＣ）（１－２ｃｏｓＣ）可得．

９．设 ＰＡ ＝ａ，ＰＢ ＝ｂ，ＰＣ ＝ｃ，则四面体 ＰＡＢＣ 的体积为
ａｂｃ
６ １－ｃｏｓ２α－ｃｏｓ２β－ｃｏｓ２γ＋２ｃｏｓαｃｏｓβｃｏｓ槡 γ．　

１０．首先建立ｓｉｎαＰＮ ＋
ｓｉｎβ
ＰＭ ＝

ｓｉｎ（α＋β）
ｄ ．　对于（１），用算术几何平均不

等式；对于（２），用柯西不等式；对于（３），则设 ∠ＭＱＰ ＝θ，有ＭＱ·ＮＱ ＝

ｄ２ ｓｉｎαｓｉｎβ
ｓｉｎ（θ＋α）ｓｉｎ（θ－β）

，然后对分母积化和差，知极值在线段 ＭＱＮ 与

∠ＡＰＢ平分线垂直时取到．
１１．设 ∠ＢＡＣ ＝２α，∠ＡＢＥ ＝β，ＢＤ ＝１，ＣＤ ＝２ｔ，则ｓｉｎα＝
１
１＋４ｔ槡 ２

，ｓｉｎβ＝
ｔ
１＋ｔ槡 ２

，ＡＦ ＝ＡＥｓｉｎα＝ＡＢｓｉｎαｓｉｎβ．等式成立在

ＣＤ＝槡２时．
１２．设圆心为Ｏ，∠ＡＯＢ ＝２θ１，∠ＢＯＣ ＝２θ２，∠ＣＯＤ ＝２θ３，

∠ＤＯＡ＝２θ４，故θ１、θ２、θ３、θ４均为锐角且θ１＋θ２＋θ３＋θ４＝１８０°，易知　
Ｓ四边形Ａ′Ｂ′Ｃ′Ｄ′
Ｓ四边形ＡＢＣＤ ＝

２（ｔａｎθ１＋ｔａｎθ２＋ｔａｎθ３＋ｔａｎθ４）
ｓｉｎ２θ１＋ｓｉｎ２θ２＋ｓｉｎ２θ３＋ｓｉｎ２θ４

，　由上述表达式的对称性

知不妨设ＡＤ ＝ａ，ＣＤ ＝ ４－ａ槡 ２，则θ３＋θ４ ＝θ１＋θ２ ＝９０°，ｔａｎθ３＋

ｔａｎθ４＝ ４
ａ ４－ａ槡 ２

，ｔａｎθ１＋ｔａｎθ２＝ ２
ｓｉｎ２θ１

，ｓｉｎ２θ３＋ｓｉｎ２θ４＝２ｓｉｎ２θ３＝

ａ ４－ａ槡 ２，ｓｉｎ２θ１＋ｓｉｎ２θ２＝２ｓｉｎ２θ１．于是比值变成θ１的单变量函数，由函
数增减性不难求出最值．
１３．由柯西不等式及第２道习题，有 （ａａ′＋ｂｂ′＋ｃｃ′）２ ≤ （ａ２＋ｂ２＋

ｃ２）（ａ′２＋ｂ′２＋ｃ′２）＝１６Ｒ２Ｒ′２（ｓｉｎ２Ａ＋ｓｉｎ２Ｂ＋ｓｉｎ２Ｃ）（ｓｉｎ２Ａ′＋ｓｉｎ２Ｂ′＋

ｓｉｎ２Ｃ′）≤８１Ｒ２Ｒ′２．又ａａ′＋ｂｂ′＋ｃｃ′≥３
３
槡ａｂｃａ′ｂ′ｃ′．接下去先证明ａｂｃ≥

槡２４３ｒ３或Ｒ·Ｓ△ＡＢＣ ≥ 槡６３ｒ３，由ｒ＝４Ｒｓｉｎ∠Ａ２ｓｉｎ
∠Ｂ
２ｓｉｎ

∠Ｃ
２
，Ｓ△ＡＢＣ ＝

ｒ２ｃｏｔ∠Ａ２ｃｏｔ
∠Ｂ
２ ｃｏｔ

∠Ｃ
２
，及ｓｉｎ∠Ａ２ｓｉｎ

∠Ｂ
２ｓｉｎ

∠Ｃ
２ ≤１８

，ｔａｎ∠Ａ２ ｔａｎ
∠Ｂ
２

ｔａｎ∠Ｃ２ ≤槡３９
可得结论．

１４．设外接圆半径为 Ｒ，则先证明ＩＡ１ ＝ ２Ｒｓｉｎ ∠Ａ２
，而ＩＡ ＝
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４Ｒｓｉｎ ∠Ｂ２ｓｉｎ
∠Ｃ
２
，如此等等．

１５．这是Ｊｅｎｓｅｎ不等式的特例，Ｊｅｎｓｅｎ不等式是说（可用归纳法证明）：

若对于一区间上的任两个实数ｘ、ｙ，有１２
［ｆ（ｘ）＋ｆ（ｙ）］≥ｆｘ＋ｙ（ ）２

，（ｆ足

够光滑时也可用ｆ″（ｘ）≥０），则对该区间上的任ｎ个实数ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，有

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）≥ｆ １ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ（ ）ｉ ．

１６．先证明ＤＥ≥ｐｓｉｎＢ＋ｑｓｉｎＡ，于是ｚ≥ｐｓｉｎＢｓｉｎＣ＋ｑ
ｓｉｎＡ
ｓｉｎＣ

，同样得另

两个不等式，加之即得．等号成立当且仅当△ＡＢＣ是正三角形且Ｐ 是△ＡＢＣ
中心．
１７．注意这里的ｘ是弧度制．本题可用面积证，属于证明不难但却是极其
重要的数学结果之一．这个不等式取等式当且仅当ｘ＝０．

１８．先证明 ｒ２Ｒ≤ｓｉｎ
∠Ａ
２ １－ｓｉｎ ∠Ａ（ ）２ ≤１４．

１９．设Ｉ是△ＡＢＣ内心，ＢＣ＝ａ，ＡＣ＝ｂ，ＡＢ＝ｃ，先证ＡＩ
２

ｂｃ ＋
ＢＩ２
ａｃ＋

ＣＩ２
ａｂ ＝１

，然后用算术几何平均不等式，并考虑ＡＩ ＝ ｒ
ｓｉｎ ∠Ａ２

等，以及

ｓｉｎ ∠Ａ２ｓｉｎ
∠Ｂ
２ｓｉｎ

∠Ｃ
２ ＝ ｒ４Ｒ

，可得左式；右式用三角变换做，先用倍角公式

消去Ｒ和ｒ．当然左式也可用倍角公式．
２０．先证明８ｃｏｓＡｃｏｓＢｃｏｓＣ≤ｃｏｓ２（∠Ａ－∠Ｂ）．

２１． 先 证 ２
１＋ｔａｎ ∠Ｂ２ｔａｎ

∠Ｃ
２

≤ ａ
ｂ＋ｃ ＋ ｂ

ｃ＋ａ ＋ ｃ
ａ＋ｂ ≤

２
１＋ｔａｎ ∠Ａ２ｔａｎ

∠Ｂ
２

．

２２．分别计算ＨＩ与ＧＩ，其中Ｈ、Ｇ、Ｉ分别为△ＡＢＣ的垂心、重心和内

心，有ＩＨ２＝２ｒ２－４Ｒ２ｃｏｓＡｃｏｓＢｃｏｓＣ＝４Ｒ２＋４Ｒｒ＋３ｒ２－１４
（ａ＋ｂ＋ｃ）２；

而ＧＩ２＝ｒ２－１１２
（ａ＋ｂ＋ｃ）２＋２９

（ａ２＋ｂ２＋ｃ２），并考虑到（ａ＋ｂ＋ｃ）２＝

２（ａ２＋ｂ２＋ｃ２）＋４ｒ（４Ｒ＋ｒ）．
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◎

２３．定义△ＤＥＦ与△ＡＢＣ对应边的夹角，然后用局部调整把△ＤＥＦ调
到一个合适的位置，并利用正弦定理与积化和差．
２４．过点Ｐ作三边垂线，用这三条垂线之长及△ＡＢＣ内角及面积表示

△ＤＥＦ的面积，最后用算术几何平均不等式．
２５．完全转换成三角函数运算．
２６．左式用抽屉原则容易证明，右式用三角函数转换．

２７．先证明ｘａ２＋ｙｂ２＋ｚｃ２ ≤
（ｘｙ＋ｙｚ＋ｚｘ）２

ｘｙｚ Ｒ２，再证明ａ２ ≥

４Ｓｔａｎ ∠Ａ２
等．前式可参考第４题．其中ａ、ｂ、ｃ是△ＡＢＣ对应三边长．

２８．设槡ａ＝ｐ，槡ｂ＝ｑ，槡ｃ＝ｒ，则ｐ、ｑ、ｒ能组成三角形，代入欲证不等
式，等式变形并由余弦定理配方为 ［ｐ（ｘ－ｙ）＋ｒ（ｙ－ｚ）ｃｏｓＱ］２＋ｒ２（ｙ－
ｚ）２ｓｉｎ２Ｑ≥０．

２９．先证明
ｃｏｓ∠Ａ２ｃｏｓ

∠Ｂ
２

ｃｏｓ∠Ｃ２
＝ １
ｔａｎ ∠Ａ２ ＋ｔａｎ ∠Ｂ２

等，然后令ｔａｎ∠Ａ２

＝ｘ＞０，ｔａｎ∠Ｂ２ ＝ｙ＞０，ｔａｎ∠Ｃ２ ＝ｚ＞０，在ｘｙ＋ｙｚ＋ｚｘ＝１的条件

下，证明代数不等式．

３０．设∠ＥＯＰ＝α，∠ＨＯＱ＝β，∠ＰＯＱ＝θ，则ＰＲ≤
１
ｃｏｓα

，ＳＱ≤

１
ｃｏｓβ

，ｓｉｎθ＝ｃｏｓ（α＋β），而Ｓ四边形ＰＱＲＳ ＝
１
２
·ＰＲ·ＳＱ·ｓｉｎθ．

３１．因为 ｘ－ｙ
１＋ｘ＋ｙ＋２ｘｙ＝

１＋１（ ）ｙ － １＋１（ ）ｘ
１＋ １＋１（ ）ｙ １＋１（ ）ｘ

．　于是对４个正数

ａ、ｂ、ｃ、ｄ，构造ｔａｎα＝１＋１ａ
，ｔａｎβ＝１＋

１
ｂ
，ｔａｎγ＝１＋１ｃ

，ｔａｎθ＝１＋

１
ｄ
，α、β、γ、θ∈

π
４
，π（ ）２ ．然后用抽屉原则并注意到ｔａｎ π１２＝２－槡３．

３２．找到外心Ｏ，连接ＯＤ、ＯＥ、ＯＦ，先证明Ｓ四边形ＡＦＯＥ≤１２Ｒ
·ＥＦ，同理

有Ｓ四边形ＦＢＤＯ ≤１２Ｒ
·ＦＤ，Ｓ四边形ＯＤＣＥ ≤１２Ｒ

·ＤＥ，然后相加．
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３３．由这些“心”的性质，易得 ＳＧＳ△ＡＢＣ ＝
１
４
，ＳＨ
Ｓ△ＡＢＣ ＝

２ｃｏｓＡｃｏｓＢｃｏｓＣ，　

ＳＩ
Ｓ△ＡＢＣ ＝

２ａｂｃ
（ａ＋ｂ）（ｂ＋ｃ）（ｃ＋ａ）

，　而Ｓ′＝ １２ｒ
２（ｓｉｎＡ＋ｓｉｎＢ＋ｓｉｎＣ）＝

ｒ２
４Ｒ
（ａ＋ｂ＋ｃ）＝ ｒ２ＲＳ△ＡＢＣ

，　故 Ｓ′
Ｓ△ＡＢＣ ＝

２ｓｉｎ∠Ａ２ｓｉｎ
∠Ｂ
２ ｓｉｎ

∠Ｃ
２ ．　
此处

ａ、ｂ、ｃ为△ＡＢＣ的对应边，Ｒ、ｒ分别是外接圆、内切圆半径．　由ｃｏｓＡｃｏｓＢ

＝１２
（ｃｏｓ（∠Ａ＋∠Ｂ）＋ｃｏｓ（∠Ａ－∠Ｂ））≤ １２

（ｃｏｓ（∠Ａ＋∠Ｂ）＋１）＝

１
２
（１－ｃｏｓＣ）＝ｓｉｎ２∠Ｃ２

，及另外两个类似的不等式，得ＳＨ ≤Ｓ′．又 ａ
ｂ＋ｃ＝

ｓｉｎＡ
ｓｉｎＢ＋ｓｉｎＣ ＝

２ｓｉｎ ∠Ａ２ｃｏｓ
∠Ａ
２

２ｓｉｎ ∠Ｂ＋∠Ｃ２ ｃｏｓ∠Ｂ－∠Ｃ２

＝
ｓｉｎ ∠Ａ２

ｃｏｓ∠Ｂ－∠Ｃ２
≥

ｓｉｎ ∠Ａ２
，及另外两个不等式，得Ｓ′≤ＳＩ．显然ＳＩ≤ＳＧ．

３４．可先证明
ｃｏｓ∠Ａ２
ｔａ ＋

ｃｏｓ∠Ｂ２
ｔｂ ＋

ｃｏｓ∠Ｃ２
ｔｃ ＝１ａ＋

１
ｂ＋

１
ｃ．

３５．先证明：对任意△ＡＢＣ，有ｆ（△ＡＢＣ）＝１２ｔａｎ
∠Ａ
２ｔａｎ

∠Ｂ
２ｔａｎ

∠Ｃ
２
，

今延长ＢＡ２ 至ＣＡ１ 于点Ａ′，设法证明ｆ（△Ａ２ＢＣ）＜ｆ（△Ａ′ＢＣ）＜
ｆ（△Ａ１ＢＣ）．

３６．用解析法分类讨论，其中算出折叠前后若干线段夹角的三角函数值．
３７．先证ＡＢ＋ＡＣ≥４ＤＥ．设ＡＦ、ＢＦ、ＣＦ分别为ｘ、ｙ、ｚ，易由面积得

ＤＦ＝ ｘｚ
ｘ＋ｚ

，同理ＥＦ＝ ｘｙ
ｘ＋ｙ

，欲证不等式变为代数不等式（用ｘ、ｙ、ｚ表示

ＡＢ、ＡＣ、ＤＥ，方法用到余弦定理）．
３８．设∠ＡＰＢ＝α，∠ＡＰＣ＝β，∠ＢＰＣ＝θ，先固定θ，于是４（Ｓ△ＡＰＢ＋

Ｓ△ＡＰＣ）２＝ （ａｂｓｉｎα＋ａｃｓｉｎβ）２ ≤ （ａｂｓｉｎα＋ａｃｓｉｎβ）２＋ （ａｂｃｏｓα－
ａｃｃｏｓβ）２＝ａ２ｂ２＋ａ２ｃ２－２ａ２ｂｃｃｏｓθ为定值，于是为使Ｓ△ＡＢＣ大，尽量有

ａ
ｃｏｓθ＝

ｂ
ｃｏｓβ

＝ ｃ
ｃｏｓα

，要是能取到，Ｐ为△ＡＢＣ之垂心，但是否能取到，ａ、ｂ、

ｃ有何限制，须进一步讨论，比如转而研究“ｔａｎ”．首先可以排除一些特殊情况，
如点Ｐ在△ＡＢＣ外等．
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◎

３９．先将内接三角形调到等腰三角形，然后再调到有一边与底边ＢＣ平
行，然后用ａ及θ的三角函数值表示这个值．
４０．先把点Ｌ、Ｋ分别调到ＢＣ、ＡＢ上，记 ∠ＢＬＫ ＝ ∠ＡＫＭ ＝α．当

６０°≤α≤１２０°时，点Ａ 位于∠ＫＬＭ 内部，距离和为８（Ｓ△ＡＫＬ ＋Ｓ△ＡＬＭ ＋
Ｓ△ＡＫＭ）＝８（Ｓ△ＫＬＭ ＋２Ｓ△ＡＫＭ），于是变成求适当的α，使Ｓ△ＡＫＭ最大，也即

ＡＫ·ｓｉｎα最大，易知ＢＫ ＝ｓｉｎα
槡２３
，故ＡＫｓｉｎα＝ １－ｓｉｎα

槡（ ）２３
ｓｉｎα，仍在α＝

９０°时最大．当０°≤α＜６０°时，作点 Ｋ 关于ＬＭ 的对称点Ｎ，此时

△ＭＮＬ≌△ＫＭＬ，且点Ｎ在△ＡＢＣ内部，然后再调整，归结到前一种情形．

４１．设∠ＡＢＸ＝α，则ＸＹ＝１２
（３ ｋ２－ｓｉｎ２槡 α－ １－ｓｉｎ２槡 α），求导求极

值．最后得ＸＢＢＹ ＝１．

４２．先算出ＯＡ′＝Ｒｃｏｓ
（∠Ｂ－∠Ｃ）
ｃｏｓＡ

等．为证明

ｃｏｓ（∠Ａ－∠Ｂ）ｃｏｓ（∠Ｂ－∠Ｃ）ｃｏｓ（∠Ｃ－∠Ａ）
ｃｏｓＣｃｏｓＡｃｏｓＢ ≥８，考虑到ｃｏｓ

（∠Ａ－∠Ｂ）
ｃｏｓＣ ＝

１＋ｃｏｔＡｃｏｔＢ
１－ｃｏｔＡｃｏｔＢ＝

１＋ｘ
１－ｘ

，此处ｘ＝ｃｏｔＡｃｏｔＢ，同理ｙ＝ｃｏｔＢｃｏｔＣ，ｚ＝

ｃｏｔＣｃｏｔＡ，则ｘ、ｙ、ｚ＞０且ｘ＋ｙ＋ｚ＝１，求证
（１＋ｘ）（１＋ｙ）（１＋ｚ）
（１－ｘ）（１－ｙ）（１－ｚ）≥８．

４３．此题可用求导数或调整处理．此题的背景是光的折射定律．

４４．设ＢＣ＝ａ，ＣＤ ＝槡７ａ，ＡＤ ＝４ａ，先证明ＡＢ３－（ＢＣ２＋ＣＤ２＋

ＤＡ２）·ＡＢ＝２ＢＣ·ＣＤ·ＤＡ，然后得８－４８ａ２＝ 槡８ ７ａ３，或槡７ａ３＋６ａ２－

１＝０，由此解得ａ＝１
槡７
．今延长ＣＢ至点Ｐ，使ＣＰ＝１，在ＡＤ上取点Ｑ，使

ＤＱ＝１，然后证明Ｑ、Ｏ、Ｐ 三点共线，由此得距离之和 ＝２（Ｓ△ＱＭＰ ＋
Ｓ四边形ＱＰＣＤ），为Ｓ△ＱＭＰ最大，只须ＭＯ⊥ＱＰ．

４５．设ＯＡ１ ＝ａ，ＯＡ２ ＝ｂ，ＯＡ３ ＝ｃ，ＯＡ４ ＝ｄ，∠Ａ１ＯＡ２ ＝α，

∠Ａ２ＯＡ３＝β，∠Ａ３ＯＡ４＝γ，易知Ｓ△ＯＡ１Ａ２ ＝
１
２ａｂ｜ｓｉｎα｜＝Ｓ１

，Ｓ△ＯＡ１Ａ３ ＝

１
２ａｃ｜ｓｉｎ

（α＋β）｜＝Ｓ２，Ｓ△ＯＡ１Ａ４＝
１
２ａｄ｜ｓｉｎ

（α＋β＋γ）｜＝Ｓ３，Ｓ△ＯＡ２Ａ３＝

１
２ｂｃ｜ｓｉｎβ｜＝Ｓ４

，Ｓ△ＯＡ２Ａ４ ＝
１
２ｂｄ｜ｓｉｎ

（β＋γ）｜＝Ｓ５，Ｓ△ＯＡ３Ａ４ ＝
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１
２ｃｄ｜ｓｉｎγ｜＝Ｓ６．

由此可知Ｓ１Ｓ６±Ｓ２Ｓ５±Ｓ３Ｓ４＝０，且不能同时取正．

４６．由面积及余弦定理，并设△ＡＢＣ 对应边为ａ、ｂ、ｃ，有ＢＭ ＝
ａ（ａ２＋２ｂｃ＋３ｃ２－ｂ２）

（ｂ＋ｃ）２－ａ２
，ＣＮ ＝ ａ

（ａ２＋２ｂｃ＋３ｂ２－ｃ２）
（ｂ＋ｃ）２－ａ２

．为证 ∠ＣＡＮ ＜

∠ＢＡＭ，只须证ｔａｎ１２∠ＣＡＮ ＜ｔａｎ
１
２∠ＢＡＭ．

４７．易知ＭＢ′·ＭＣ′ＭＡ２ ＝ｓｉｎ∠ＭＡＢ·ｓｉｎ∠ＭＡＣ ＝ １２
［ｃｏｓ（∠ＭＡＢ－

∠ＭＡＣ）－ｃｏｓ（∠ＭＡＢ＋∠ＭＡＣ）］≤ｓｉｎ２∠Ａ２
，同理得另外两个不等式，故

等式成立仅当Ｍ为内心，最大值为ｓｉｎ∠Ａ２ｓｉｎ
∠Ｂ
２ｓｉｎ

∠Ｃ
２ ．

４８．设圆内接四边形ＡＢＣＤ，ＡＢ＝２ｓｉｎα，ＢＣ＝２ｓｉｎβ，ＣＤ ＝２ｓｉｎθ，
ＤＡ＝２ｓｉｎ（α＋β＋θ），ＡＣ＝２ｓｉｎ（α＋β），ＢＤ＝２ｓｉｎ（β＋θ）．于是问题变为：
若α＋β＋θ＜１８０°，则１＋ｓｉｎ（α＋β）＋ｓｉｎ（β＋θ）＞ｓｉｎα＋ｓｉｎβ＋ｓｉｎθ＋
ｓｉｎ（α＋β＋θ）．其实，可证更强的不等式ｓｉｎ（α＋θ）＋ｓｉｎ（α＋β）＋ｓｉｎ（β＋θ）＞
ｓｉｎα＋ｓｉｎβ＋ｓｉｎθ＋ｓｉｎ（α＋β＋θ）．

４９．由余弦定理得ａ３ｃｏｓＡ＋ｂ３ｃｏｓＢ＋ｃ３ｃｏｓＣ＝３２ａｂｃ－
１
２ａｂｃ

［ａ２（ａ２－

ｂ２）（ａ２－ｃ２）＋ｂ２（ｂ２－ｃ２）（ｂ２－ａ２）＋ｃ２（ｃ２－ａ２）（ｃ２－ｂ２）］≤３２ａｂｃ
，最后一

步的依据见第２８题．
５０．不妨设△ＡＢＣ 对应边为ａ、ｂ、ｃ，对应角为∠Ａ、∠Ｂ、∠Ｃ，

∠ＡＢＱ＝θ，则先推出ＢＰＣＰ ＝
ｃ２
ｂ２
，得ＢＰ ＝ ｃ２ａ

ｂ２＋ｃ２
，故由ＡＱ ＝ＱＰ 知

ｃｓｉｎθ＝ＢＰｓｉｎ（Ｂ－θ），即ｂ
２＋ｃ２
ａｃ ＝ｓｉｎＢｃｏｔθ－ｃｏｓＢ，于是ｃｏｔθ＝

ｂ２＋ｃ２
ａｃｓｉｎＢ＋ｃｏｔＢ＝

ａ２＋２ｃ２
ａｃｓｉｎＢ－ｃｏｔＢ≥

２槡２－ｃｏｓＢ
ｓｉｎＢ ≥槡７，于是ｔａｎθ≤槡７７

，当

θ＝ａｒｃｔａｎ槡７７
时，ｃｏｓＢ＝槡２４

，ａ∶ｂ∶ｃ＝槡２∶槡２∶１．

５１．充分性是由 ∠Ｂ＋∠Ｄ＜１８０°，点Ｄ在△ＡＢＣ外接圆外部，于是

∠ＢＡＣ ＞ ∠ＢＤＣ，∠ＡＣＢ ＞ ∠ＡＤＢ，∠ＤＡＣ ＞ ∠ＤＢＣ，∠ＤＣＡ ＞
∠ＤＢＡ．然后利用正弦定理．
５２．设ＡＢＣＤ的内切圆为⊙Ｉ，则⊙Ｉ过点ＩＡ、ＩＢ、ＩＣ、ＩＤ，易证ｌＡＢ ∥
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习题解答
◎

ＫＭ，由此可算出，ｌＡＢ与ＭＫ 的距离为ｒ（ｃｏｓα＋ｃｏｓβ－ｃｏｓ（α＋β）－１），ｌＣＤ与

ＭＫ的距离为ｒ（ｃｏｓγ＋ｃｏｓδ－ｃｏｓ（γ＋δ）－１），此处∠ＫＩＬ＝２α，∠ＬＩＭ＝
２β，∠ＭＩＮ＝２γ，∠ＮＩＫ＝２δ，则α＋β＋γ＋δ＝１８０°，于是ｌＡＢ ∥ｌＣＤ，且
距离为ｒ（ｃｏｓα＋ｃｏｓβ＋ｃｏｓγ＋ｃｏｓδ－２），同理ｌＢＣ ∥ｌＤＡ 且相距也是此值，
于是所研究的四边形是菱形．今设 ＫＭ 与ＬＮ 夹角为θ，则 Ｓ ＝
ｒ２（ｃｏｓα＋ｃｏｓβ＋ｃｏｓγ＋ｃｏｓδ－２）２

ｓｉｎθ ＝ｒ
２（ｃｏｓα＋ｃｏｓβ＋ｃｏｓγ＋ｃｏｓδ－２）２

ｓｉｎ（α＋γ） ．

又ｃｏｓα＋ｃｏｓγ≤２ｃｏｓα＋γ２
，ｃｏｓβ＋ｃｏｓδ≤２ｃｏｓβ

＋δ
２ ＝２ｓｉｎα＋γ２

，令

α＋γ
２ ＝ψ，若Ｓ≤

４ｒ２（ｃｏｓψ＋ｓｉｎψ－１）２
ｓｉｎ２ψ

＝８ｒ
２（１－ｃｏｓψ－ｓｉｎψ）

ｓｉｎ２ψ
＋４ｒ２≤

（１２－ 槡８２）ｒ２．只需证ｓｉｎψ＋ｃｏｓψ－１ｓｉｎ２ψ
≥槡２－１，注意ψ＜９０°，等式变形，即

证１＋ｓｉｎ２ψ≥１＋２（槡２－１）ｓｉｎ２ψ＋（槡２－１）２ｓｉｎ２２ψ，此即１≥ 槡２２－２＋
（槡２－１）

２
ｓｉｎ２ψ，或３－ 槡２２≥（槡２－１）２ｓｉｎ２ψ，最后一式显然成立．

５３．设Ｓ１、Ｓ２、Ｓ３、Ｓ分别是△ＡＥＦ、△ＢＦＤ、△ＣＤＥ和△ＤＥＦ的面

积，设法证明更强之结论： １
Ｓ１Ｓ２＋

１
Ｓ２Ｓ３＋

１
Ｓ３Ｓ１≥

３
Ｓ２．

５４．不妨设ＡＣ、ＢＤ交于点Ｏ，点Ｐ在△ＡＯＤ内，∠ＰＯＤ＝θ，ＯＰ＝ｘ，
用ｘ、θ（余弦定理）表示ＰＡ２、ＰＢ２、ＰＣ２和ＰＤ２，然后作等式变形．

习　题　７

１．设ｎ边形为Ａ１Ａ２…Ａｎ，ｎ≥４时总有内角≥９０°，比如∠Ａｎ－１ＡｎＡ１≥
９０°，于是由余弦定理知Ａｎ－１Ａ２１≥Ａｎ－１Ａ２ｎ＋ＡｎＡ２１，也即凸Ａ１Ａ２…Ａｎ－１各边平
方和增大（至少不减）．不断进行这个过程，问题归结为：已知Ａ、Ｂ、Ｃ是单位
圆上三点，求证ＡＢ２＋ＢＣ２＋ＣＡ２≤９，这可用三角函数证明．
２．对矩形不断翻折，让点Ｐ的轨迹展开成一条直线．
３．Ｕ只能是△ＡＢＣ的垂心．此题用坐标法，把点Ａ、Ｂ、Ｃ看成在单位
圆上．　

４．先证明必有两个距离之差的绝对值≤１ｍｃｏｓ
π

２（２ｍ＋１）
，再证明存在

常数Ａ＞０，满足ｃｏｓ π
２（２ｍ＋１）＜１－

Ａ
ｍ２．

５．用Ｒ与三角函数（ｓｉｎ）及ｒ与三角函数（ｔａｎ）两种方式表示ｎ边形的周
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◎　　
三角与几何

长，再使用三角函数的凸性，即Ｊｅｎｓｅｎ不等式．
６．设Ｏ在坐标原点，先证明ｎ＝２时结论成立，再利用数学归纳法，去掉

Ａ１Ａ２…Ａ２ｋ中几个处于特殊位置的点，再寻找一个Ｂ１Ｂ２…Ｂ２ｋ－２边形，其中几

乎所有顶点都是Ａ１Ａ２…Ａ２ｋ的顶点，只有最靠近∑
ｋ

ｉ＝１
Ａ２ｉ－１Ａ２→

ｉ的ｎ个点被去

除，满 足 ∑
ｋ

ｉ＝１
Ａ２ｉ－１Ａ２→

ｉ ≤ ∑
ｋ－１

ｉ＝１
Ｂ２ｉ－１Ｂ２→

ｉ ≤ ２ｓｉｎ １２∑
ｋ－１

ｉ＝１
∠Ｂ２ｉ－１ＯＢ２（ ）ｉ ＝

２ｓｉｎ １２∑
ｋ

ｉ＝１
∠Ａ２ｉ－１ＯＡ２（ ）ｉ ．

７．设外接圆圆心为Ｏ，半径为Ｒ，内切圆半径为ｒ，则ｔａｎ２∠ＡｉＡＡｉ＋ｎ ＝
１

ｃｏｓ２∠ＡｉＡＡｉ＋ｎ －
１ ＝ ４Ｒ２ｒ２

（Ｒ２－ｒ２）２
ｓｉｎ２θｉ，这 里 θｉ ＝ ∠ＡＯＡｉ．于 是

∑
ｎ

ｉ＝１
ｔａｎ２∠ＡｉＡＡｉ＋ｎ ＝ ２Ｒ２ｒ２

（Ｒ２－ｒ２）２∑
ｎ

ｉ＝１
（１－ｃｏｓ２θｉ）＝ ２Ｒ２ｒ２ｎ

（Ｒ２－ｒ２）２
．

８．方法同本单元例９．
９．设一矩形放入另一矩形内，且长为ｂ的边与长为ｃ的边的夹角为

θ（＜９０°），于是条件变成
ｂｃｏｓθ＋ａｓｉｎθ≤ｃ，
ｂｓｉｎθ＋ａｃｏｓθ≤ｄ｛ ．

然后再求θ存在的条件．

１０．先用余弦定理证明一个结果：若△ＡＢＣ每条边均介于１与槡３之间，
则其内角≥３０°．今考虑ｎ个点的凸包，设Ａ１为其中一个顶点，则Ｓ中至多有

６个点与点Ａ１的距离小于槡３，把这些点全部去掉（包含点Ａ１），得到一个余子
集，重复上述过程，得点Ａ２，……，最后的Ｔ＝｛Ａ１，Ａ２，…，Ａｋ｝即满足要求．

此处ｋ＝「ｎ７
?（“「ｘ?”表示不少于ｘ的最小整数）．

１１．考虑这些圆心组成的点集Ａ，今找其中任三点Ｏｉ、Ｏｊ、Ｏｋ，以其为顶
点的三角形有这样一个特点：每条高大于２，于是若设 ∠ＯｉＯｊＯｋ ＝θ，则

ＯｉＯｊｓｉｎθ＞２，于是 １
ＯｉＯｊ＜

ｓｉｎθ
２ ＜θ２．

然后把Ａ分成凸包和内点，θ是某一

点出发的所有相邻边的夹角，但对于内点还不够，还应该包括其他点关于这个
内点对称点之间连接的“虚边”，然后按相邻夹角所对边进行估计．

１２．此题是开放题，下界越大越好（比如５２
），但若下界不大于２，则不

合格．　
１３．先证明这个凸集面积要大，一定是过两圆交点的两条“长弦”及它们
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习题解答
◎

之间的两段圆弧围成，然后调节每一条长弦的位置，由于对称性，只需调一条
即可．最后求导数．
１４．定义一有限点集的直径是点集中任两点间的最大距离，则闭凸形的

直径≥
闭凸形周长

π ．
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