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工程技术人员参考。
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出 版 说 明

自动化技术是一门集控制、系统、信号处理、电子和计算机技术于一体的综合技术，广

泛用于工业、农业、交通运输、国防、科学研究以及商业、医疗、服务和家庭等各个方面。

自动化水平的高低是衡量一个国家或社会现代化水平的重要标志之一，建设一个现代化的国

家需要大批从事自动化事业的人才。高等院校的自动化专业是培养国家所需要的专业面宽、

适应性强，具有明显的跨学科特点的自动化专门人才的摇篮。

为了适应新时期对高等教育人才培养工作的需要，以及科学技术发展的新趋势和新特

点，并结合最新颁布实施的高等院校自动化专业教学大纲，我们邀请清华大学、南开大学、

上海交通大学、西安交通大学、东北大学、华中科技大学、山东大学、北京科技大学等名校

的知名教师、专家和学者，成立了教材编写委员会，共同策划了这套面向高校自动化专业的

教材。

本套教材定位于普通高等院校自动化类专业本科层面。按照教育部颁发的《普通高等院

校本科专业介绍》中所提出的培养目标和培养要求，适合作为广大高校相关专业的教材，反

映了当前教学与技术发展的主流和趋势。

本套教材的特色：

１作者队伍强。本套教材的作者都是全国各院校从事一线教学的知名教师和相关专业
领域的学术带头人，具有很高的知名度和权威性，保证了本套教材的水平和质量。

２观念新。本套教材适应教学改革的需要和市场经济对人才培养的要求。

３内容新。近２０年，自动化技术发展迅速，与其他学科的联系越来越紧密。这套教材
力求反映学科发展的最新内容，以适应２１世纪自动化人才培养的要求。

４体系新。在以前教材的基础上重构和重组，补充新的教学内容，各门课程及内容的
组成、顺序、比例更加优化，避免了遗漏和不必要的重复。根据基础课教材的特点，本套教

材的理论深度适中，并注意与专业教材的衔接。

５教学配套的手段多样化。本套教材大力推进电子讲稿和多媒体课件的建设工作。本
着方便教学的原则，一些教材配有习题解答和实验指导书，以及配套学习指导用书。

机械工业出版社
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前 言

现代控制理论自２０世纪５０年代末产生以来，至今已经历了近半个世纪，在此期间从理
论到实践都得到了长足的发展，为人们提供了可以很好地研究动态系统并获得理想性能的方

法。由于动态系统的广泛存在，现代控制理论的思想和方法已经应用于工业、农业、国防、

航天、交通运输、经济、管理、生物、医学等领域。因此，有人提出，自然科学和社会科学

工作者，都应具备一定的现代控制理论知识，这对拓展思路、提高工作水平是大有裨益的。

本书介绍了现代控制理论的基本理论和方法，包括控制系统基础，线性系统理论，最优

控制，卡尔曼滤波与线性二次型高斯问题四部分，共１０章。线性系统部分详细讲述了定常
线性系统的能控性、能观测性和标准分解，然后介绍了反馈控制系统的设计、观测器的设计

和鲁棒控制。最优控制部分介绍了连续时间系统的变分法和最大值原理，离散时间系统的变

分法和最大值原理及动态规划。考虑到卡尔曼滤波与线性二次型高斯问题在诸多领域内的广

泛应用，在第１０章对卡尔曼滤波与线性二次型高斯问题作了简单的介绍。每章后面均有一
定数量的习题，以帮助读者掌握所学内容。本书内容涵盖了现代控制理论的基本内容，曾在

南开大学自动化系讲过多遍，并经过多次修改。

本书的编写宗旨是：

１基本理论讲解清楚，为进一步深入学习和应用打下了一个扎实的基础。

２．现代控制理论的思想和方法已经广泛应用于多种领域，本书通过实例，介绍了现代
控制理论在工程、航天、经济、管理和医学等领域中的应用。

３．ＭＡＴＬＡＢ软件为控制系统的分析与设计提供了一个强有力的工具，本书涉及的主要
算法都给出了相应的ＭＡＴＬＡＢ函数和调用格式，以方便读者应用。这可以使读者把学习本
书的主要精力放在掌握现代控制理论的思想、方法和对控制系统作进一步的分析和研究上，

而不是花很多时间进行矩阵的运算和解微分方程。

为了帮助读者掌握本书所讲的分析和设计方法，本书还提供了一些设计方法，以及应用

这些方法解例题的ＭＡＴＬＡＢ程序，所有这些程序都是由黄兴博开发的。他的工作给读者学
习本书带来很大的方便，在此向他表示深切的谢意。在本书的编写过程中，得到了卢桂章教

授、袁著祉教授、辛运帏教授的大力支持和帮助，在此一并表示感谢。

本书最后定稿是在美国完成的，网上丰富的技术资料和通过图书馆网络借阅新书的方

便，使我收集到了很多很新的资料，为保证本书的先进性创造了条件。

由于本人水平所限，错误和不当之处在所难免，衷心欢迎读者提出批评和建议。

王 翼
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第１章 控制系统导论

１１ 现代控制理论引论

控制理论是系统理论的一个分支，随着现代科学技术的发展，对控制的精度要求也越来

越高，人们遇到的系统越来越复杂，各个领域的控制系统的复杂程度在不断提高。控制任务

越来越复杂的主要原因是：需要处理多输入、多输出的问题、时变的问题和非线性的问题。

研究这种控制系统的方法，通常是基于状态空间的方法。基于状态空间法的控制理论称为现

代控制理论。而始于２０世纪３０年代，基于传递函数和频域技术，主要处理单输入、单输出
的定常线性系统的问题的控制理论，则称之为经典控制理论。现代控制理论是在２０世纪５０
年代末、６０年代初发展起来的。现代控制理论采用状态空间描述，不仅可以刻画系统的输
入输出关系，而且还揭示了系统内部的特性，如能控性、能观测性等。经典控制理论，通常

只反映了系统的输入输出关系，因而有它的局限性。在研究多变量系统时，虽然也采用描述

输入输出关系的传递函数阵，但它只能反映系统的输入输出之间的外部关系，而不能确定系

统的内部结构。具有完全相同的传递函数阵的系统可以有完全不同的内部结构，这说明传递

函数阵没有完全揭示系统内部的动态特性。

除了上面讨论的处理时变线性系统和非线性系统的问题以外，状态空间法的另一个重要

特点是，它提供了对控制系统进行分析与设计的系统化的方法，可以方便地使用向量矩阵
等有力的数学工具，并可使用计算机处理问题，对设计者的经验依赖较少。因此，现代控制

理论不仅广泛应用于解决工程上提出的越来越复杂的的自动控制系统的分析与设计问题，还

广泛应用于经济、生态、医学、交通等领域的一系列复杂问题的分析与控制（或决策），成

为研究动态系统的重要工具。

对于某些很复杂的系统，可能很难建立它的状态方程，但有时可借助于系统的输入输出

信号的测量，采用系统辨识的方法得到系统的传递函数，从而可以用经典的方法设计控制系

统。也可以通过系统辨识得到近似的状态空间模型，用状态空间的方法进行分析与设

计。

现代控制理论和经典控制理论的划分是历史上形成的，已沿用多年。现今基于状态空间

的方法和基于传递函数的方法都有很大的发展，两者在发展的过程中互相补充、互相促进。

本书仅限于向读者介绍基于状态空间法的主要成果。

在５０年代末６０年代初，科学家对现代控制理论的贡献主要有以下三个方面：

１）由卡尔曼（ＲＥＫａｌｍａｎ）提出的线性控制系统的状态空间方法及能控性和能观测性
的概念，奠定了现代线性控制系统理论的基础，并提出了卡尔曼滤波，它在随机系统的分析

与控制中得到了广泛的应用。

２）由庞特里亚金等人提出的最大值原理，深入地研究了最优控制问题。

３）由贝尔曼（ＲＢｅｌｌｍａｎ）提出的动态规划，它广泛应用于各类最优控制问题。
从２０世纪５０年代末到现在已经过去了近半个世纪，在此期间现代控制理论得到了很大
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的发展，并广泛应用于各种领域。尽管如此，现代控制理论的最重要的基础仍然是上面提到

的三个方面。本书主要讲解这三个方面的基本内容，及其在多个领域中的应用。

控制理论在以上基础上的进一步发展是多种多样的，特别值得提出的是以下三个方

面。

１）鲁棒控制。最优控制和卡尔曼滤波需要精确的数学模型和外部干扰的统计特征。一
些实际系统有时不具备这些条件，鲁棒控制就是研究当模型有误差和有未知外部干扰时的控

制问题。这方面的研究在实际应用中很重要。

２）复杂系统的控制。生物和医学系统的控制具有内在的复杂性，它们常常由若干互相
关联的子系统构成。当通过对个子系统的模型的分析和各个子系统之间的关联关系不能很好

地分析整个系统的行为时，将面临复杂系统的控制问题。

３）人机系统。很多控制系统中存在人和机器的相互作用，当设计这样的系统时必须用
一致的术语描述人和机器的行为，再对系统的控制进行研究。

一般地说，控制是影响动态系统的行为以达到预期目标的过程，或者说，控制是为实现

一定目的进行的调节、操纵、管理指挥等活动，而控制系统则是能调节一个过程或装置完成

一个控制任务的有组织的系统，它以某种要求的方式对能量流、信息流、货币流或其它量进

行调节或控制。控制理论则是研究控制系统的分析与设计的有关问题。因此，控制系统广泛

存在于各类动态系统之中，控制理论有极其广泛的应用。宋健教授在《自动化》杂志的发刊

词中写了这样一段话来描述控制理论应用的广泛性：“凡是能用定量方法描述的自然现象和

社会现象，只要可能由人进行控制的，都可以用控制论的方法进行研究，并能得到人们预想

不到的结果。”由于上述原因，现代控制理论不仅是自动化学科的基础，也是很多其他学科

的基础。

本章以下的内容介绍了控制系统的状态和状态方程的基本知识，并讨论定常线性系统的

状态方程与传递函数阵的关系。书中给出了常见于微分方程教材中的定常线性系统的动态响

应，以及单位阶跃响应的ＭＡＴＬＡＢ程序。最后介绍了几个最常见的控制系统的实例，包括
宇航方面的、工程方面的、医学方面的、管理方面的和经济方面的实例。读者通过这些实例

可以看到现代控制理论应用的广泛性。

１２ 控制系统的状态空间描述

１２１ 控制系统的状态变量和状态方程
现代控制理论在研究实际控制系统时，首先要建立它的数学模型———状态方程和输出方

程。下面先介绍状态的概念。

动态系统的状态是最小的一组变量，只要知道了这组变量在ｔ＝ｔ０时刻的值和ｔ≥ｔ０时

刻的输入，就能完全确定系统在任何未来时刻ｔ≥ｔ０的行为。这最小的一组变量称为该动态

系统的状态。换句话说，系统的状态是为与ｔ０时刻以后的输入一起决定系统在ｔ≥ｔ０时刻

的未来行为需要知道的ｔ０时刻的最少的信息。如果系统的状态包含ｎ个变量ｘ１，ｘ２，⋯，

ｘｎ则称该动态系统是ｎ维系统。这ｎ个变量写成列向量［ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ］Ｔ，称为该动态
系统的状态向量。由ｎ维状态向量ｘ构成的向量空间称为该系统的状态空间。
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在动态控制系统中，除状态变量以外还包含另外两种变量：输入变量和输出变量。动态

控制系统所遵循的内在规律的数学描述是这个系统的数学模型，它常常是描述状态变量、输

入变量和输出变量之间的内在关系的数学方程式。连续系统的数学模型常常是一个或一组一

阶微分方程，它们称为动态控制系统的状态方程。

在动态控制系统中输入变量包含能对系统起调节控制作用的控制变量和外界干扰变量。

【例１１】 ＲＣＬ网络系统 如图１１所示的ＲＣＬ网络，图中ｖｃ（ｔ）是电容两端的电压，

ｉＬ（ｔ）是通过电感的电流，ｙ（ｔ）是电阻两端的电压，ｕ（ｔ）是加在网络上的电流。为建立这个
网络的数学模型，依据电学中的基尔霍夫（ＧＲＫｉｒｃｈｈｏｆｆ）定律，先写出下列方程：

ｉｃ＝Ｃｖｃ＝ｕ（ｔ）－ｉＬ
ＬｉＬ＝ｖｃ－ＲｉＬ

令ｘ１＝ｖｃ，ｘ２＝ｉＬ，则上面两个方程化为：

ｘ１＝－１Ｃｘ２＋
１
Ｃｕ

ｘ２＝１Ｌｘ１－
Ｒ
Ｌｘ

烍

烌

烎２
（１１）

系统的输出是电阻两端的电压

ｙ（ｔ）＝Ｒｘ２ （１２）

图１１ ＲＣＬ网络系统

利用微分方程组（１１）和变量ｘ１（ｔ），ｘ２
（ｔ）的初始值ｘ１（ｔ０）＝ｘ１０，ｘ２（ｔ０）＝ｘ２０，
可以惟一确定系统未来的行为ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）
和系统的输出ｙ（ｔ）。也就是说，如果已知ｖｃ
和ｉＬ在ｔ０时刻的值，又知道ｕ（ｔ），ｔ≥ｔ０，那

么，对任意ｔ≥ｔ０时刻，ｖｃ（ｔ）和ｉＬ（ｔ）都被惟一确定了，因此ｘ１＝ｖｃ，ｘ２＝ｉＬ是ＲＣＬ
网络系统的两个状态变量，ｘ＝［ｘ１ ｘ２］Ｔ是该系统的状态向量，微分方程（组）（１１）是
该网络系统的状态方程（组），电阻两端的电压ｙ（ｔ），是可以测量的，称为该系统的输出
变量，方程（１２）为该网络系统的输出方程。电压ｕ（ｔ）可以对状态变量ｘ１＝ｖｃ，ｘ２＝

ｉＬ起到控制作用，为该网络系统的控制变量。
（１１）和（１２）写成向量矩阵的形式为：

ｘ＝
０ －１?Ｃ
１?Ｌ －Ｒ?
［ ］

Ｌ
ｘ＋

１?Ｃ［ ］
０

ｕ （１３）

ｙ＝ ０［ ］Ｒｘ （１４）
一般电路网络的状态变量的个数是储能元件的个数（如电容、电感等），电路系统的状

态变量常选为电容两端的电压和通过电感的电流。本例也可以选取电容两端的电压和电感两

端的电压作为该系统的两个状态变量。

【例１２】 升降机系统 升降机系统是生产和生活中常见的一类系统，工业生产中的
提升机和高层建筑的电梯都是这类系统。图１２是升降机系统的示意图。设升降机的质量为

ｍ，质心到地面的距离为ｘ（ｔ），升降机受牵引力ｕ和重力ｍｇ的作用。依据牛顿第二定
律，描述该系统的数学模型为
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图１２ 升降机系统

ｍ̈ｘ＝ｕ－ｍｇ
这样，一个动力学系统的状态完全由升降机的位置ｘ和速度
ｘ决定。令ｘ１＝ｘ（ｔ），ｘ２＝ｘ，则上述二阶微分方程可转化
为如下的包含两个一阶微分方程的方程组：

ｘ１＝ｘ２

ｘ２＝ １ｍｕ－
烅
烄

烆 ｇ
（１５）

升降机的位置ｘ１＝ｘ（ｔ）和速度ｘ２＝ｘ（ｔ）是该系统的状
态变量，式（１５）是该系统的状态方程。系统的输出方程为

ｙ＝ｘ１ （１６）
状态方程（１５）和输出方程（１６）构成了升降机系统的一种状态空间描述。

１２２ 控制系统的状态流图模型
动态控制系统的一种常见的状态空间描述是状态流图。对系统建立状态流图是很有益

的，利用它可以将状态变量与传递函数联系起来。如果我们已经知道了控制系统的状态方

程，就可以画出该系统的状态流图。下面通过例１１中的ＲＣＬ网络系统来讲解如何由状态
方程（１１）和输出方程（１２）画出描述该系统的状态流图。
设Ｕ（ｓ）和Ｙ（ｓ）分别为ｕ（ｔ）和ｙ（ｔ）的拉普拉斯变换，由状态方程可以直接

画出状态流图，见图１３。

图１３ ＲＣＬ电路的状态流图

在图１３中，１?ｓ表示积分算子，出现在它的箭头后面的变量是出现在它的箭头前面的
变量的时间导数。

依此方法可以画出对应于系统的状态方程的状态流图。如果通过简便的方法可以得到系

统的传递函数，可以应用第２章中讲的方法先由系统的传递函数得到系统的一个状态空间表
现，再由状态方程画出对应于系统的的状态流图。

１２３ 线性控制系统和非线性控制系统的线性化
用微分方程描述的控制系统的一般形式为

ｘ＝ｆ（ｘ，ｕ，ｔ） ｘ（ｔ０）＝ｘ０
ｙ＝ｇ（ｘ，ｕ，ｔ）

式中，ｘ是ｎ维状态向量；ｕ是ｍ 维控制向量；ｙ是ｒ维输出向量。当ｆ和ｇ都是ｘ和ｕ的
线性函数时，称为线性控制系统，否则称为非线性控制系统。线性控制系统的一般形式是

ｘ＝Ａ（ｔ）ｘ＋Ｂ（ｔ）ｕ （１７）

ｙ＝Ｃ（ｔ）ｘ＋Ｄ（ｔ）ｕ （１８）
式中，Ａ（ｔ），Ｂ（ｔ），Ｃ（ｔ），Ｄ（ｔ）分别是ｎ×ｎ，ｎ×ｍ，ｒ×ｎ和ｒ×ｍ 矩阵。线性
控制系统具有很多优点，比较容易处理，因此，可以在一定精度范围内用线性模型近似时，
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尽量采用近似的线性模型。

实际上，任何控制系统都具有一定的非线性成分，只是有不少系统的非线性影响不大，

在一定的条件下可以近似地看作线性系统。一些非线性的影响较大，不能近似看作线性的系

统，在一定的条件下也可以线性化。例如技术上可以将一个非线性系统在它的均衡点附近线

性化。为了叙述简单，仅以二维非线性动态系统为例，并略去控制变量。设非线性系统
ｘ＝ｆ（ｘ，ｙ）
ｙ＝ｇ（ｘ，ｙ）

在点（ｘ０，ｙ０）处，ｆ（ｘ０，ｙ０）＝０，ｇ（ｘ０，ｙ０）＝０成立，则称（ｘ０，ｙ０）是该系统的均
衡状态。设函数ｆ（ｘ，ｙ）和ｇ（ｘ，ｙ）有连续的一阶偏导数，则在均衡状态（ｘ０，ｙ０）附
近线性化的方法是：在均衡状态（ｘ０，ｙ０）附近做Ｔａｙｌｏｒ展开，取到一阶项，得到近似式

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｘ０，ｙ０）＋ｆｘ（ｘ０，ｙ０）（ｘ－ｘ０）＋ｆｙ（ｘ０，ｙ０）（ｙ－ｙ０）

＝ｆｘ（ｘ０，ｙ０）（ｘ－ｘ０）＋ｆｙ（ｘ０，ｙ０）（ｙ－ｙ０）

ｇ（ｘ，ｙ）＝ｇ（ｘ０，ｙ０）＋ｇｘ（ｘ０，ｙ０）（ｘ－ｘ０）＋ｇｙ（ｘ０，ｙ０）（ｙ－ｙ０）

＝ｇｘ（ｘ０，ｙ０）（ｘ－ｘ０）＋ｇｙ（ｘ０，ｙ０）（ｙ－ｙ０）
由此得到近似的线性微分方程组

ｘ＝ｆｘ（ｘ０，ｙ０）（ｘ－ｘ０）＋ｆｙ（ｘ０，ｙ０）（ｙ－ｙ０）
ｙ＝ｇｘ（ｘ０，ｙ０）（ｘ－ｘ０）＋ｇｙ（ｘ０，ｙ０）（ｙ－ｙ０）

在研究这个二维非线性动态系统在它的均衡状态附近的行为时，便可以用其近似的线性

微分方程组代替，这样可以使问题的难度降低很多，研究的结果在工程上也容易应用。由于

这一原因，线性系统的研究在控制理论及应用中占有非常重要的地位。下一节，将给出关于

线性系统的动态响应的一些结果。

１３ 线性控制系统的动态响应

１３１ 连续时间线性控制系统的动态响应
线性控制系统的动态响应在线性控制系统的分析与设计中非常重要，本节涉及的很多内

容可以在一般微分方程的著作中找到，读者可参看文献［１］、［２］，这些内容本节不再推证。
由式（１７）、（１８）描述的连续时间线性控制系统，如果初始状态ｘ（ｔ０）已给定，则

对应输入ｕ（ｔ）的动态响应ｙ（ｔ），可将微分方程式（１７）的解代入式（１８）算出。
初值问题

ｘ＝Ａ（ｔ）ｘ＋Ｂ（ｔ）ｕ
ｘ（ｔ０）＝ｘ
烅
烄
烆 ０

（１９）

的解为

ｘ（ｔ）＝Φ（ｔ，ｔ０）ｘ０＋∫
ｔ

ｔ０
Φ（ｔ，τ）Ｂ（τ）ｕ（τ）ｄτ （１１０）

式中 Φ（ｔ，ｔ０）是式（１９）的状态转移矩阵，它是下列矩阵微分方程组的初值问题的
解：

Φ（ｔ，ｔ０）＝Ａ（ｔ）Φ（ｔ，ｔ０）

Φ（ｔ０，ｔ０）＝
烅
烄

烆 Ｉ
（１１１）
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状态转移矩阵Φ（ｔ，ｔ０）具有如下性质：
（１）可分离性 设Φ（ｔ）是式（１９）对应的齐次方程

ｘ＝Ａ（ｔ）ｘ （１１２）
的一个基本解，即Φ（ｔ）是以式（１１２）的ｎ个线性无关解向量构成的矩阵，则

Φ（ｔ，ｔ０）＝Φ（ｔ）Φ－１（ｔ０） （１１３）
（２）惟一性 式（１９）的状态转移矩阵是唯一的。
（３）传递性 对任意的ｔ１，ｔ２，ｔ３成立

Φ（ｔ１，ｔ２）Φ（ｔ２，ｔ３）＝Φ（ｔ１，ｔ３） （１１４）
（４）可逆性Φ（ｔ，ｔ０）可逆，并有

Φ－１（ｔ，ｔ０）＝Φ（ｔ０，ｔ） （１１５）
由解式（１１０），得到线性控制系统（１７）、（１８）的输出响应为：

ｙ（ｔ）＝Ｃ（ｔ）Φ（ｔ，ｔ０）ｘ０＋Ｃ（ｔ）∫
ｔ

ｔ０
Φ（ｔ，τ）Ｂ（τ）ｕ（τ）ｄτ＋Ｄ（ｔ）ｕ（ｔ） （１１６）

在线性控制系统（１７）、（１８）中，当输入为零并且Ｄ＝０时，解式（１１０）化为

ｘ（ｔ）＝Φ（ｔ，ｔ０）ｘ０ （１１７）
那么 ｙ＝Ｃ（ｔ）ｘ（ｔ）＝Ｃ（ｔ）Φ（ｔ，ｔ０）ｘ０ （１１８）
称为系统的初始条件响应或零输入响应。

当线性控制系统（１７）、（１８）中的矩阵Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ均为常数矩阵时，称为定常线
性控制系统或非时变线性控制系统，其一般形式为

ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ （１１９）

ｙ＝Ｃｘ＋Ｄｕ （１２０）
由定常线性系统（１１９）、（１２０），可得

ｘ（ｔ）＝ｅＡ
（ｔ－ｔ０）ｘ０＋∫

ｔ

ｔ０
ｅＡ（ｔ－τ）Ｂｕ（τ）ｄτ （１２１）

ｙ（ｔ）＝ＣｅＡ
（ｔ－ｔ０）ｘ０＋∫

ｔ

ｔ０
ＣｅＡ（ｔ－τ）Ｂｕ（τ）ｄτ＋Ｄｕ（ｔ） （１２２）

式中 ｅＡｔ是矩阵指数。

１３２ 连续时间线性控制系统的离散化
当应用数字计算机对线性控制系统进行控制时，控制ｕ（ｔ）是由计算机产生的，经数

模转换后送到实际系统实施控制。计算机控制系统的框图见图１４。

图１４ 计算机控制系统

设计算机控制系统的采样周期为Ｔ，那么在第ｋ个时间周期内控制ｕ（ｔ）取常值，即
在时间区间［ｋｔ，（ｋ＋１）Ｔ］上，控制ｕ（ｔ）＝ｕ（ｋＴ）。简记为ｕ（ｋＴ）＝ｕ（ｋ），

ｘ（ｋＴ）＝ｘ（ｋ），对ｔ＝ｔｋ＋１＝（ｋ＋１）Ｔ和ｔ０＝ｔｋ＝ｋＴ应用解式（１１０）可得
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第２章 控制系统的结构性质

控制系统的稳定性、能控性与能观测性是控制系统的结构本身固有的，称为控制系统的

结构性质。稳定性、能控性与能观测性是控制系统三个非常重要的概念，它们在现代控制理

论的很多论题的研究中起着重要的作用。稳定性是设计控制系统的基本要求，能控性与能观

测性描述了控制系统的输入与状态的关系和输出与状态的关系。对于由矩阵组（Ａ，Ｂ，Ｃ，

Ｄ）代表的定常线性系统，如式（１１９）、式（１２０），矩阵对（Ｃ，Ａ）描述了系统的输入
为０时，系统的输出与状态的关系，矩阵对（Ａ，Ｂ）描述了系统的输入与状态的关系。对
于定常线性系统，简单地说，系统的稳定性研究当系统偏离均衡状态时，是否能随着时间的

演化返回均衡状态的问题；系统的能控性研究是否存在一个控制ｕ，将任意初始状态在有限
时间内转移到所希望的状态的问题，即状态能否被输入控制的问题。系统的能观测性是研究

是否可由一段有限时间的输出决定系统的初始状态的问题，即初始状态能否被输出观测的问

题。

２１ 动态系统的稳定性

２１１ 稳定性的基本概念
控制系统的稳定性分析是很重要的。由微分方程描述的系统的稳定性在微分方程的教材

中有详细的论述，本节介绍本书将用到的基本概念和结果。这里讨论的稳定性是李雅普诺夫

意义下的稳定性，下面给出它的定义。

设珔ｘ是动态系统
ｘ＝ｆ（ｘ）

的均衡状态，即ｆ（珔ｘ）＝０。如果从珔ｘ临近的任一点ｘ０出发的轨线总保持在珔ｘ的临近，则称
均衡状态是稳定的，否则称均衡状态是不稳定的。具体地说，一点ｘ０从珔ｘ临近出发是指ｘ０
位于以珔ｘ为中心、半径为δ的小球Ｓ（δ）内，轨线总保持在珔ｘ的临近是指轨线总保持在珔ｘ为
中心半径为ε的小球Ｓ（ε）内，这里ε＞δ，如图２１所示。

图２１ 二维情况下的稳定性和渐近稳定性

注意这里没有要求系统的状态趋向均衡状态珔ｘ。如果均衡状态是稳定的，并且当ｔ→∞
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时ｘ（ｔ）→珔ｘ，则称均衡状态珔ｘ是渐近稳定的。由于本章主要研究定常线性系统，下面对定
常线性系统进行较详细的讨论。

２１２ 定常线性动态系统的稳定性分析
考虑定常线性系统

ｘ＝Ａｘ （２１）
以φ（ｔ；ｘ０，０）表示初始时刻为０，初始状态为ｘ０的状态轨线，如果

ｌｉｍ
ｔ→∞
‖φ（ｔ；ｘ０，０）‖＝∞

则称初始状态ｘ０是不稳定的。当系统（２１）没有不稳定的初始状态时，称该系统是稳定
的，特别是当

ｌｉｍ
ｔ→∞
‖φ（ｔ；ｘ０，０）‖＝０

对任意ｘ０∈Ｒｎ成立时，称系统（２１）是渐近稳定的。由于对实际系统重要的是渐近稳定
性，因此系统渐近稳定常简称系统稳定，或简称Ａ为稳定矩阵。
关于定常线性系统有如下著名的定理。

定理２１ 在定常线性系统（２１）中，如果Ａ的特征值都有负实部，则该系统是渐近
稳定的；如果Ａ有实部为正的特征值，则该系统是不稳定的；如果Ａ的所有特征值都有非
正实部，而且实部为０的特征值都不是Ａ 的最小多项式的重根，则该系统是稳定的，但不
是渐近稳定的；如果Ａ有实部为０的特征值，并且它是Ａ的最小多项式的ｋ重根（ｋ＞１），
则该系统是不稳定的（见文献［２］）。
对非线性系统的稳定性，可用李雅普诺夫方法处理。李雅普诺夫方法需引进李雅普诺夫

函数。设ｘ（ｔ）是系统的轨线，如果存在对ｘ有连续一阶偏导数的函数Ｖ（ｘ）满足：
（１）Ｖ（珔ｘ）＝０
（２）对所有ｘ≠珔ｘ，Ｖ（ｘ）＞０
（３）沿轨线

·
Ｖ≤０

则称Ｖ（ｘ）是该系统的一个李雅普诺夫函数。
应用李雅普诺夫函数分析系统稳定性的方法称为李雅普诺夫第二方法。该方法可以直接

进行稳定性分析，不需要求出微分方程的解，因此又称为直接方法。这个方法适用于一般系

统，本节仅给出以下几个定理，其证明可在微分方程的教材中找到。

定理２２ 设ｘ＝０是系统的均衡状态，如果对该系统存在李雅普诺夫函数，则均衡状态

ｘ＝０是稳定的。
定理２３ 设ｘ＝０是系统的均衡状态，如果对该系统存在李雅普诺夫函数Ｖ（ｘ），并且

沿轨线·Ｖ＜０，则系统的均衡状态ｘ＝０是渐近稳定的。
定理２４ 设ｘ＝０是系统的均衡状态，如果存在有连续一阶导数的函数Ｖ（ｘ），Ｖ（０）＝

０，当ｘ≠０时，Ｖ（ｘ）＞０，
·
Ｖ（ｘ）≤０，并且沿从原点以外出发的解

·
Ｖ（ｘ）不恒等于０，则系统的

均衡状态ｘ＝０是渐近稳定的。
定理２５ 设ｘ＝０是系统的均衡状态，如果存在有连续一阶导数的函数Ｖ（ｘ），Ｖ（０）＝

０，并且对ｘ＝０的任一领域都存在ｘ≠０使Ｖ（ｘ）＜０，沿非零轨线
·
Ｖ≤０，则系统的均衡状

态ｘ＝０不是渐近稳定的。如果沿非零轨线
·
Ｖ＜０，那么均衡状态ｘ＝０是不稳定的。

李雅普诺夫第二方法也可以用于线性系统（２１），这时可得到如下定理。
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定理２６ 定常线性系统（２１）渐近稳定的充分必要条件是对任一已给的对称正定矩阵

Ｑ，矩阵方程

ＡＴＰ＋ＰＡ＝－Ｑ （２２）
有惟一解，并且解Ｐ也是正定的。方程（２２）称为李雅普诺夫方程。
证 充分性 设对任一对称正定矩阵Ｑ，式（２２）存在惟一正定解Ｐ。令Ｖ（ｘ）＝ｘＴＰｘ，

显然Ｖ（ｘ）是正定函数，并且
·
Ｖ ＝ｘＴＰｘ＋ｘＴＰｘ＝ｘＴＡＴＰｘ＋ｘＴＰＡｘ＝ｘＴ（ＡＴＰ＋ＰＡ）ｘ＝ｘＴ（－Ｑ）ｘ＜０

由定理２３可知，系统（２１）的平衡状态ｘ＝０是渐近稳定的，即系统（２１）渐近稳定。
必要性 设系统（２１）渐近稳定，则Ａ的特征值均有负实部，对Ａ的任意两个特征值λｉ，

λｊ，λｉ＋λｊ≠０。这恰是矩阵方程（２２）有惟一解的充分必要条件（见［１０］定理５２６）。又由于

ＡＴＰＴ＋ＰＴＡ＝（ＰＡ）Ｔ＋（ＡＴＰ）Ｔ＝（ＡＴＰ＋ＰＡ）Ｔ＝－ＱＴ＝－Ｑ
因此ＰＴ也是式（２２）的解。由解的惟一性知ＰＴ＝Ｐ，即式（２２）有惟一对称矩阵解Ｐ。下面
证明对任意Ｑ＞０，Ｐ必为正定矩阵。令Ｖ（ｘ）＝ｘＴＰｘ，则有

·
Ｖ ＝ｘＴ（ＡＴＰ＋ＰＡ）ｘ＝－ｘＴＱｘ＜０

先证明Ｐ是半正定的。如果Ｐ不是半正定的，即Ｖ（ｘ）不是半正定的，则存在ｘ≠０，使得
Ｖ（ｘ）＝ｘＴＰｘ＜０，由定理２５知，系统（２１）不是渐近稳定的，与假设矛盾，因此Ｐ必是半
正定的。再进一步证明Ｐ是正定矩阵，如果Ｐ不是正定的，即Ｖ（ｘ）不是正定的，因此在ｘ＝
０的任意邻域内存在ｘ≠０，使得Ｖ（ｘ）＝ｘＴＰｘ＝０。以ｘ为初始状态的系统（２１）的轨
线设为ｘ（ｔ），那么存在ｔ′，使对０≤ｔ≤ｔ′，ｘ（ｔ）≠０，因此有

·
Ｖ ＝－ｘＴＱｘ＜０

于是Ｖ（ｘ）＜Ｖ（ｘ）＝０，这与Ｖ（ｘ）半正定矛盾，这就证明了Ｐ为正定矩阵。至此，我们证
明了李雅普诺夫方程（２２）有惟一正定解，定理证完。
有时不仅要求系统稳定，还要求Ａ的特征值的实部都小于－σ（σ为正数）。应用定理２

６，可直接推出如下定理：
定理２７ 定常线性系统（２１）的极点的实部都小于－σ（σ为正数）的充分必要条件是对

某个正定矩阵Ｑ，矩阵方程

ＡＴＰ＋ＰＡ＋２Δσ Ｐ＝－Ｑ （２３）
存在惟一正定解。

矩阵Ａ的特征值的实部都小于－σ等价于矩阵Ａ＋σＩ的特征值都有负实部，因此定理

２７是定理２６的直接结果。
解李雅普诺夫方程（２２）的ＭＡＴＬＡＢ函数是ｌｙａｐ，其调用格式为

Ｐ＝ｌｙａｐ（Ａ，Ｑ）
对于离散时间定常线性系统

ｘ（ｋ＋１）＝Ａｘ（ｋ）
定理２１的叙述改变为：
定理２１′ 离散定常线性系统中，如果Ａ 的所有特征值的模都小于１，则该系统是渐近

稳定的。如果Ａ有模大于１的特征值，则该系统是不稳定的；如果Ａ的所有特征值的模都小
于等于１，并且模为１的特征值是Ａ的最小多项式的单根，则系统稳定，但不是渐近稳定的；如
果有模为１的特征值是Ａ的最小多项式的重根，则系统是不稳定的。
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对离散系统也可以定义李雅普诺夫函数，只是·Ｖ＜０的条件需代之以

ΔＶ（ｘ）＝Ｖ（ｘ（ｋ＋１））－Ｖ（ｘ（ｋ））＜０
这时定理２６的叙述改变为：
定理２６′ 离散时间定常线性系统渐近稳定的充分必要条件是对任一已给的正定矩阵

Ｑ，矩阵方程

ＡＴＰＡ－Ｐ＝－Ｑ （２２）′
存在惟一正定解。

式（２２）′称为离散时间定常线性系统的李雅普诺夫方程。
解李雅普诺夫方程（２２）′的ＭＡＴＬＡＢ函数是ｄｌｙａｐ，其调用格式为

Ｐ＝ｄｌｙａｐ（Ａ，Ｑ）

２１３ 非线性系统在均衡点附近的稳定性
在第一章中曾讲过非线性系统在均衡状态附近可以线性化，如果线性化以后的系统是渐

近稳定的，则有如下定理。

定理２８ 假设系统的数学模型是非线性微分方程
ｘ＝ｆ（ｘ）

如果函数ｆ（ｘ）连续可微，那么在某均衡状态珔ｘ的邻近可以做Ｔａｙｌｏｒ展开，得到线性化的微分
方程

ｘ＝ｆ′（珔ｘ）（ｘ－珔ｘ）
如果该线性系统是渐近稳定的，则原非线性系统的均衡状态是渐近稳定的。

这个定理的证明可以在一般的微分方程教材中找到。

２２ 定常线性系统的能控性

２２１ 能控性的定义
在给出能控性的定义之前，先用一个实例说明有的控制系统实际上是不能控制的。

图２２ 例２１的电路系统

【例２１】 如图２２所示电路的数学模型为

ｘ＝
－２ １
１ －
［ ］

２
ｘ＋［ ］１

１
ｕ

ｙ＝［０ １］ｘ
式中 ｘ＝［ｘ１，ｘ２］Ｔ，ｘ１，ｘ２是图中两个电容器两端的
电压，ｘ（０）＝ｘ０已给。下面分析是否存在ｔ１和ｕ（ｔ），
使得在ｕ（ｔ）的作用下，将ｘ（０）＝ｘ０控制到原点，即

ｘ（ｔ１）＝ｅ
Ａｔ１ｘ０＋∫

ｔ１

０
ｅＡ
（ｔ１－τ）［ ］１

１
ｕ（τ）ｄτ＝０ Ａ＝

－２ １
１ －
［ ］

２
上式等价于

ｘ０＝－∫
ｔ１

０
ｅ－Ａτ［ ］１

１
ｕ（τ）ｄτ

可计算
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ｅ－Ａｔ＝ １２
ｅｔ＋ｅ３ｔ ｅｔ－ｅ３ｔ

ｅｔ－ｅ３ｔ ｅｔ＋ｅ

熿

燀

燄

燅３ｔ

代入上式得到

ｘ０＝ １２∫
ｔ１

０

ｅτ＋ｅ３τ ｅτ－ｅ３τ

ｅτ－ｅ３τ ｅτ＋ｅ３
熿

燀

燄

燅τ
［ ］１
１
ｕ（τ）ｄτ＝－［ ］１

１∫
ｔ１

０
ｅτｕ（τ）ｄτ

这表明只当ｘ０位于ｘ１，ｘ２平面的直线ｘ１＝ｘ２上时，才可能存在ｕ（ｔ）将ｘ０＝［ｘ１０ ｘ２０］Ｔ控
制到原点。换句话说，ｘ１，ｘ２平面的直线ｘ１＝ｘ２以外的点不能控制到原点。这涉及能控性问
题，下面给出能控性的定义。

定义２１ 设ｘ０是控制系统在ｔ０时刻的状态，如果存在一个有限时刻ｔ１＞ｔ０和ｕ（ｔ）
（ｔ０≤ｔ≤ｔ１），使在ｕ（ｔ）的作用下将系统的状态ｘ０在ｔ１时刻转移到原点，则称状态ｘ０是能控
的（或可控的）。

对定常线性系统
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ （２４）

如果它的任一状态都是能控的，则称该系统是完全能控的，简称（Ａ，Ｂ）能控。

２２２ 定常线性系统的能控性
研究能控性的一个重要问题是探求能控性的判据。下面的定理给出了几种等价的判据，

同时也进一步揭示了能控系统的某些特征。在给出关于能控性的定理以前，先证明一个有用

的引理。

引理２１ 对定常线性系统
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ

完全能控的充分必要条件是对任意ｘ０存在ｔ１和ｕ（ｔ）（０≤ｔ≤ｔ１），使得

ｘ０＝－∫
ｔ１

０
ｅ－ＡτＢｕ（τ）ｄτ （２５）

证明 假设（Ａ，Ｂ）能控，由定义，对任意初始状态ｘ０，存在ｔ１＞０和ｕ（ｔ）（０≤ｔ≤ｔ１），使
得

０＝ｘ（ｔ１）＝ｅ
Ａｔ１ｘ０＋∫

ｔ１

０
ｅ－Ａ
（ｔ１－τ）Ｂｕ（τ）ｄτ

即 ｘ０＝－∫
ｔ１

０
ｅ－ＡτＢｕ（τ）ｄτ

反之，由（２５）也可以证明（Ａ，Ｂ）能控，请读者自己完成。
定理２９ ｎ维定常线性系统（２４）完全能控的充分必要条件是满足下列互相等价的任

何一个条件：

（１）能控性矩阵

Ｕ＝［Ｂ … ＡＢ … Ａ２Ｂ … ⋯ … Ａｎ－１Ｂ］
秩为ｎ。
（２）ｅ－ＡｔＢ的所有行在［０，∞）上线性无关。
（３）对任ｔ１＞ｔ０，能控性克莱姆矩阵

Ｗ（ｔ０，ｔ１）＝∫
ｔ１

ｔ０
ｅ－ＡτＢＢＴｅ－Ａ

Ｔτｄτ
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非奇异。

证明［４］［２５］

由（Ａ，Ｂ）能控导出条件（１） 假设（Ａ，Ｂ）能控，由引理２１，对任意初始状态ｘ０，存在ｔ１
＞０和ｕ（ｔ）（０≤ｔ≤ｔ１），使得

ｘ０＝－∫
ｔ１

０
ｅ－ＡτＢｕ（τ）ｄτ

由于ｅＡｔ可以表现为有限形式［２］［４］

ｅＡｔ＝α０（ｔ）Ｉ＋α１（ｔ）Ａ＋⋯＋αｎ－１（ｔ）Ａｎ－１ （２６）
式（２５）化为

ｘ０＝∑
ｎ－１

ｋ＝０
ＡｋＢ∫

ｔ１

０
（－１）ｋ＋１αｋ（τ）ｕ（τ）ｄτ＝∑

ｎ－１

ｋ＝０
ＡｋＢ珘ｕｋ＝［Ｂ … ＡＢ … ⋯ … Ａｎ－１Ｂ］珘ｕ

即 ［Ｂ … ＡＢ … ⋯ … Ａｎ－１Ｂ］珘ｕ＝ｘ０ （２７）

式中 珘ｕｋ＝（－１）ｋ＋１∫
ｔ１

０
αｋ（τ）ｕ（τ）ｄτ ｋ＝０，１，⋯，ｎ－１

珘ｕ＝［珘ｕＴ０，珘ｕＴ１，⋯，珘ｕＴｎ－１］Ｔ

由于式（２７）作为一个线性代数方程组对任意ｘ０有解，因此
［Ｂ … ＡＢ … ⋯ … Ａｎ－１Ｂ］

秩为ｎ。
由条件（１）导出条件（２） 反设（１）成立（２）不成立，ｅ－ＡｔＢ的行在［０，∞）上线性相关，则存

在ｔ１＞ｔ０及非零常矢量α，使得在［ｔ０，ｔ１］上成立

αＴｅ－ＡｔＢ≡０
对上式逐次求导数得到

αＴｅ－ＡｔＡＢ≡０
αＴｅ－ＡｔＡ２Ｂ≡０
…

αＴｅ－ＡｔＡｎ－１Ｂ≡０
于是有 αＴ｛ｅ－Ａｔ［Ｂ … ＡＢ … ⋯ … Ａｎ－１Ｂ］｝≡０
上式中花括号内的矩阵将非零矢量化为０，因此

ｒａｎｋ｛ｅ－Ａｔ［Ｂ … ＡＢ … ⋯ … Ａｎ－１Ｂ］｝＜ｎ
由于ｅ－Ａｔ可逆，因此由上式得到

ｒａｎｋ［Ｂ … ＡＢ … ⋯ … Ａｎ－１Ｂ］＜ｎ
与（１）矛盾。
由条件（２）导出条件（３） 反设（２）成立（３）不成立，存在ｔ１＞ｔ０使｜Ｗ（ｔ０，ｔ１）｜＝０，因此存

在非零矢量α，使得Ｗ（ｔ０，ｔ１）α＝０，因而αＴＷ（ｔ０，ｔ１）α＝０，即

αＴＷ（ｔ０，ｔ１）α＝∫
ｔ１

ｔ０

（αＴｅ－ＡτＢ）（αＴｅ－ＡτＢ）Ｔｄτ＝０

由此可得 αＴｅ－ＡτＢ≡０ ｔ０≤τ≤ｔ１
这表明ｅ－ＡｔＢ的行线性相关，与（２）矛盾。
由条件（３）推出（Ａ，Ｂ）能控 设（３）成立，对任ｔ１＞ｔ０，Ｗ（ｔ０，ｔ１）非奇异，即 Ｗ（ｔ０，ｔ１）可
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逆，对任意ｘ０，控制矢量

ｕ（ｔ）＝－ＢＴｅ－Ａ
Ｔτ［Ｗ－１（ｔ０，ｔ１）ｅ

－Ａｔ０ｘ０］，ｔ０≤ｔ≤ｔ１
将ｘ（ｔ０）＝ｘ０在ｔ１时刻转移到原点。事实上

ｘ（ｔ１）＝ｅ
Ａ（ｔ１－ｔ０）ｘ０＋∫

ｔ１

ｔ０
ｅＡ
（ｔ１－τ）Ｂｕ（τ）ｄτ

＝ｅＡ
（ｔ１－ｔ０）ｘ０－∫

ｔ１

ｔ０
ｅＡｔ１ｅ－ＡτＢＢＴｅ－Ａ

ＴτｄτＷ－１（ｔ０，ｔ１）ｅ
－Ａｔ０ｘ０

＝ｅＡ
（ｔ１－ｔ０）ｘ０－ｅ

Ａ（ｔ１－ｔ０）ｘ０＝０
这样就证明了（１），（２），（３）都是（Ａ，Ｂ）能控的充分必要条件，定理证完。

２２３ 离散时间定常线性系统的能控性与能达性
类似地，可以定义离散时间系统的能控性：

定义２２ 设ｘ（ｋ０）是控制系统在ｋ０时刻的状态，如果存在一个有限时刻ｋ１＞ｋ０和

ｕ（ｋ）（ｋ０≤ｋ≤ｋ１），使在ｕ（ｋ）的作用下将系统的状态ｘ０在ｋ１时刻转移到原点，则称状态ｘ０
是能控的（或可控的）。

从这个定义出发，可以导出关于离散时间定常线性系统的能控性的一系列与连续时间定

常线性系统类似的结果 ，这里不再详述。

离散时间定常线性系统的能控性与连续时间定常线性系统的能控性还有重要的不同点，

下面着重讨论它们的不同点。

考虑定常线形系统

ｘ（ｋ＋１）＝Ａｘ（ｋ）＋Ｂｕ（ｋ） （２８）
在它的解式（１４０）中令ｋ０＝０，ｋ＝ｎ，ｘ（０）＝ｘ０，得到

ｘ（ｎ）＝Ａｎｘ０＋∑
ｎ－１

ｊ＝０
Ａｎ－ｊ－１Ｂｕ（ｊ）

＝Ａｎｘ０＋［Ｂ … ＡＢ … ⋯ … Ａｎ－１Ｂ］［ｕＴ（ｎ－１），⋯，ｕＴ（０）］Ｔ

现考虑将ｘ０转移到原点的控制序列ｕ（０），⋯，ｕ（ｎ－１），令ｘ（ｎ）＝０，上式化为：

０＝Ａｎｘ０＋［Ｂ … ＡＢ … ⋯ … Ａｎ－１Ｂ］［ｕＴ（ｎ－１），⋯，ｕＴ（０）］Ｔ

或 ［Ｂ … ＡＢ … ⋯ … Ａｎ－１Ｂ］［ｕＴ（ｎ－１），⋯，ｕＴ（０）］Ｔ＝－Ａｎｘ０
对任ｘ０有解，如果Ａ可逆，上式化为

ｘ０＝－（Ａ－１）ｎ［Ｂ … ＡＢ … ⋯ … Ａｎ－１Ｂ］［ｕＴ（ｎ－１），⋯，ｕＴ（０）］Ｔ

对任ｘ０存在ｕ（０），⋯，ｕ（ｎ－１）使ｘ（ｎ）为０的充分必要条件为矩阵

Ｕ＝［Ｂ … ＡＢ … ⋯ … Ａｎ－１Ｂ］
的秩等于ｎ。如果Ａ不可逆，则ｒａｎｋＵ＝ｎ只是系统（２８）能控的充分条件，而不是必要条
件。因为如果Ａｎ＝０，对任何ｘ０，控制序列ｕ（０）＝０，⋯，ｕ（ｎ－１）＝０总可将它经ｎ步转移到
原点。

关于离散系统（２８）的能控性我们有如下定理［３］。
定理２１０ 定常线性系统（２８）完全能控的充分必要条件是对某个正整数ｋ

Ｓｐａｎ［Ｂ … ＡＢ … ⋯ … Ａｋ－１Ｂ］Ｓｐａｎ［Ａｋ］
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式中 Ｓｐａｎ［］表示方括号中的列矢量所生成的矢量空间。
进一步的讨论需对离散系统引进能达性的概念。

定义２３ 已给定常线性系统（２８），如果对系统的状态ｘ１，存在一个有限时刻ｋ１和控制
序列ｕ（０），ｕ（１），⋯，ｕ（ｋ１－１），使得在这一控制序列作用下，系统的状态由原点转移到ｘ
（ｋ１）＝ｘ１，则称ｘ１是能达的。如果系统的任意状态都是能达的，则称该系统是完全能达的，简
称（Ａ，Ｂ）能达。
对连续时间系统也可以定义能达性，并且对于连续时间定常线性系统能控性与能达性是

等价的，读者可以根据定义直接证明，也可参看文献［５］。
为分析离散时间定常线性系统（２８）的能达性我们考虑下式

ｘ（ｎ）＝［Ｂ … ＡＢ … ⋯ … Ａｎ－１Ｂ］［ｕＴ（ｎ－１），⋯，ｕＴ（０）］Ｔ

它显然意味着如下定理。

定理２１１ 系统（２８）完全能达的充分必要条件是矩阵

Ｕ＝［Ｂ … ＡＢ … ⋯ … Ａｎ－１Ｂ］
的秩为ｎ。
因为对连续系统和离散系统ｒａｎｋＵ＝ｎ都等价于系统（Ａ，Ｂ）的能达性，因此有人称矩阵

Ｕ为能达性矩阵。也有人称能控性为点态达原点的能控性，称能达性为点态离原点的能控
性。

２２４ 连续系统离散化对能控性的影响
定常线性系统（２４）经离散化得到离散控制系统

ｘ（ｋ＋１）＝Ｆｘ（ｋ）＋Ｇｕ（ｋ）
式中 Ｆ和Ｇ由（１２５）和（１２６）给出，由于Ｆ＝ｅＡＴ总是可逆的，因此对由连续系统离散化得
到的离散时间定常线性系统能控性与能达性是等价的，都等价于能控性矩阵的秩为ｎ。
如果定常线性系统完全能控，那么经由式（１２５）和式（１２６）离散化得到的离散系统是否

还保持能控性呢？答案是不一定。关于这个问题有如下定理。

定理２１２ 假设定常线性系统（２１）完全能控，λ１，⋯，λｓ是Ａ 的全部不同的特征值，控
制矢量ｕ（ｔ）在每个采样周期内为常数，采样周期为Ｔ，如果Ｔ满足如下条件：当Ｒｅ（λｉ－λｊ）

＝０（ｉ≠ｊ）时，

Ｉｍ（λｉ－λｊ）≠
２ｋπ
Ｔ ｋ＝±１，±２，⋯

则由式（１２５）和（１２６）离散化得到的离散系统仍是完全能控的。
这个定理的证明可参看文献［５］、［２５］。

２２５ 关于能控性定义的说明
前面已经讲到，对于连续时间定常线性系统，能控性与能达性是等价的。由于这个原因，

有的书对定常线性系统的能控性采用如下的定义：如果对定常线性系统在ｔ０时刻的任一初始
状态ｘ０和任意状态ｘ１，都存在有限时刻ｔ１＞ｔ０和ｕ（ｔ），（ｔ０≤ｔ≤ｔ１），使在ｕ（ｔ）的作用下将
系统的状态ｘ０在ｔ１时刻转移到ｘ１，则称该定常线性系统是完全能控的。
对连续的定常线性系统，这两个定义是等价的。可以证明按定义２１能控的系统，对任意

给定的ｔ１＞ｔ０，以及任意两个状态ｘ０，ｘ１，都存在控制矢量ｕ（ｔ），（ｔ０≤ｔ≤ｔ１），使在ｕ（ｔ）的作
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用下，系统的状态由ｘ（ｔ０）＝ｘ０转移到ｘ（ｔ１）＝ｘ１。实现这一状态转移的控制矢量是：

ｕ（ｔ）＝ＢＴｅ－Ａ
Ｔｔ｛Ｗ－１（ｔ０，ｔ１）［ｅ

－Ａｔ１ｘ１－ｅ
－Ａｔ０ｘ０］｝

２３ 定常线性系统的能观测性

２３１ 能观测性的定义
在给出能观测性的定义之前我们先看下面的例。

图２３ 例２２的电路系统

【例２２】 考虑图２３的网络，它的状态方程为

ｘ＝
－２ １
１ －
［ ］

２
ｘ＋［ ］１

０
ｕ

输出方程为

ｙ＝［１，－１］ｘ
式中 ｘ＝［ｘ１，ｘ２］Ｔ，ｘ１和ｘ２是图中标出的电路的电
流。对这个网络的系统矩阵Ａ，

ｅＡｔ＝１２
ｅ－ｔ＋ｅ－３ｔ ｅ－ｔ－ｅ－３ｔ

ｅ－ｔ－ｅ－３ｔ ｅ－ｔ＋ｅ－３
熿

燀

燄

燅ｔ

于是当ｕ＝０时可算出

ｙ（ｔ）＝［１，－１］１２
ｅ－ｔ＋ｅ－３ｔ ｅ－ｔ－ｅ－３ｔ

ｅ－ｔ－ｅ－３ｔ ｅ－ｔ＋ｅ－３
熿

燀

燄

燅ｔ
ｘ１０
ｘ
［ ］

２０
＝（ｘ１０－ｘ２０）ｅ

－３ｔ

在本章开始时曾指出，能观测性是由一段有限时间的输出惟一决定系统的初始状态的问

题。对这个系统，只要ｘ１０＝ｘ２０，我们就得到输出ｙ（ｔ）＝０。因此，从一段时间的输出ｙ＝０并
不能确定ｘ１０和ｘ２０的值。在ｘ１，ｘ２平面的ｘ１＝ｘ２直线上的初始状态不能通过一段时间的输
出，惟一确定。

下面讨论系统

ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ ｙ＝Ｃｘ （２９）

的能观测性，将给出系统（２９）能观测的定义，并研究它能观测的判据。
定义２４ 设系统（２９）的输入为零，如果对系统的任意给定的初始状态ｘ０，都存在有限

时刻ｔ１＞ｔ０，使得通过在时间区间［ｔ０，ｔ１］上的输出ｙ（ｔ）能惟一确定初始状态ｘ０，则称该系统
是完全能观测的，简记为（Ｃ，Ａ）能观测。
例２２给出的系统，显然不是完全能观测的，因为ｘ１＝ｘ２子空间上的状态都不能由输出

惟一确定。

２３２ 定常线性系统能观测性的判据
关于定常线性系统（２９）我们有如下定理。
定理２１３ ｎ维定常线性系统（２９）完全能观测的充分必要条件是下列互相等价的任何

一个条件满足：

（１）能观测性矩阵

６２



Ｖ＝

Ｃ
ＣＡ
…

ＣＡｎ－

熿

燀

燄

燅１

秩为ｎ。
（２）ＣｅＡｔ的所在列在［０，∞）上线性无关。
（３）对任意ｔ１＞ｔ０，能观测性克来姆矩阵

Ｗ（ｔ０，ｔ１）＝∫
ｔ１

ｔ０
ｅＡτＣＴＣｅＡτｄτ

非奇异。

证明 由（Ｃ，Ａ）能观测得到条件（１）用反证法，设（Ｃ，Ａ）能观测，能观测性矩阵的秩＜
ｎ。则必存在ｎ维非０矢量ｘ０使得Ｖｘ０＝０，即

Ｖｘ０＝

Ｃｘ０
ＣＡｘ０
…

ＣＡｎ－１ｘ

熿

燀

燄

燅０

＝０ 或ＣＡｉｘ０＝０ ｉ＝０，１，⋯，ｎ－１

在状态方程中令ｕ（ｔ）＝０则，ｙ（ｔ）＝ＣｅＡｔｘ０，由式（２６）给出的ｅ
Ａｔ的有限形式

ｙ（ｔ）＝∑
ｎ－１

ｋ＝０
αｋ（ｔ）ＣＡｋｘ０＝０

这表明ｘ０不能由输出ｙ（ｔ）决定，与（Ｃ，Ａ）能观测矛盾。
由条件（１）导出条件（２）设Ｖ的秩为ｎ，反设（２）不成立，即存在非０常矢量α０和ｔ１＞ｔ０，

使得在［ｔ０，ｔ１］上

ＣｅＡｔα０≡０
上式两端逐次求导数，得到

ＣＡｅＡｔα０≡０
ＣＡ２ｅＡｔα０≡０
…

ＣＡｎ－１ｅＡｔα０≡０

即

Ｃ
ＣＡ
…

ＣＡｎ－

熿

燀

燄

燅１

ｅＡｔα０≡０

因此矩阵Ｖ的秩小于ｎ，与（１）矛盾。
由条件（２）导出条件（３）设（２）成立，反设（３）不成立，即假设存在ｔ１＞ｔ０，使｜Ｗ（ｔ０，ｔ１）｜＝

０，或存在非零常矢量α，使得αＴＷ（ｔ０，ｔ１）＝０，因而有

αＴＷ（ｔ０，ｔ１）α＝０

或 ∫
ｔ１

ｔ０
αＴｅＡ

ＴτＣＴＣｅＡταｄτ＝∫
ｔ１

ｔ０

（ＣｅＡτα）Ｔ（ＣｅＡτα）ｄτ＝０
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由此得到在［ｔ０，ｔ１］上

ＣｅＡｔα≡０
与（２）矛盾
由条件（３）推得（Ｃ，Ａ）能观测设（３）成立，对任ｔ１＞ｔ０，Ｗ－１（ｔ０，ｔ１）存在。当ｕ（ｔ）≡０时

有

ｙ（ｔ）＝ＣｅＡ
（ｔ－ｔ０）ｘ（ｔ０）＝Ｃｅ

Ａ（ｔ－ｔ０）ｘ０

上式两端左乘ｅＡ
ＴｔＣＴ得到

ｅＡ
ＴｔＣＴｙ（ｔ）＝ｅＡ

ＴｔＣＴＣｅＡ
（ｔ－ｔ０）ｘ０

积分得

∫
ｔ１

ｔ０
ｅＡ

ＴｔＣＴｙ（ｔ）ｄｔ＝∫
ｔ１

ｔ０
ｅＡ

ＴｔＣＴＣｅＡ
（ｔ－ｔ０）ｘ０ｄｔ＝Ｗ（ｔ０，ｔ１）ｅ

－Ａｔ０ｘ０

由此得到

ｘ０＝ｅ
Ａｔ０Ｗ－１（ｔ０，ｔ１）∫

ｔ１

ｔ０
ｅＡ

ＴｔＣＴｙ（ｔ）ｄｔ

即ｘ０由ｙ（ｔ）惟一确定，（Ｃ，Ａ）能观测。
这样我们就证明了（１），（２），（３）都是（Ｃ，Ａ）能观测的充分必要条件。
类似地可以定义离散时间定常线性系统的能观测性，并且可以证明如下定理：

定理２１４ ｎ维离散时间定常线性系统

ｘ（ｋ＋１）＝Ａｘ（ｋ）＋Ｂｕ（ｋ）

ｙ（ｋ）＝Ｃｘ（ｋ）
完全能观测的充分必要条件是能观测性矩阵

Ｖ＝

Ｃ
ＣＡ
…

ＣＡｎ－

熿

燀

燄

燅１

的秩为ｎ。
定理的证明可参看文献［３］。

２３３ 应用ＭＡＴＬＡＢ判断能控性与能观测性

ＭＡＴＬＡＢ函数ｃｔｒｂ产生能控性矩阵，再用ＭＡＴＬＡＢ函数ｒａｎｋ计算它的秩，即可判断系
统的能控性。调用格式是

Ｕ ＝ｃｔｒｂ（Ａ，Ｂ）
类似的方法可以应用 ＭＡＴＬＡＢ判断定常线性系统的能观测性，产生能控性矩阵的

ＭＡＴＬＡＢ函数是ｏｂｓｖ。

１判断能控性的ＭＴＬＡＢ程序：

Ａ＝［］；

Ｂ＝［］；
［ｍ，ｎ］＝ｓｉｚｅ（Ａ）；

ｔｅｍｐ＝ｅｙｅ（ｓｉｚｅ（Ａ））；
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ｆｏｒｉ＝１：ｍ
ｔｅｍｐ０（：，ｉ）＝ｔｅｍｐＢ；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐＡ；

ｅｎｄ
ｒ＝ｒａｎｋ（ｔｅｍｐ０）；

ｆｐｒｉｎｔｆ（′＼ｎ′）；

ｉｆ（ｒ＝＝ｍ）

ｄｉｓｐ（′（Ａ，Ｂ）能控′）；

ｅｌｓｅ
ｄｉｓｐ（′（Ａ，Ｂ）不完全能控′）；

ｅｎｄ
ｆｐｒｉｎｔｆ（′＼ｎ′）；

２判断能观测性的ＭＡＴＬＡＢ程序：

Ａ＝［］；

Ｃ＝［］；
［ｍ，ｎ］＝ｓｉｚｅ（Ａ）；

ｔｅｍｐ＝ｅｙｅ（ｓｉｚｅ（Ａ））；

ｆｏｒｉ＝１：ｍ
ｔｅｍｐ０（ｉ，：）＝Ｃｔｅｍｐ；

ｔｅｍｐ＝Ａｔｅｍｐ；

ｅｎｄ
ｒ＝ｒａｎｋ（ｔｅｍｐ０）；

ｆｐｒｉｎｔｆ（′＼ｎ′）；

ｉｆ（ｒ＝＝ｍ）

ｄｉｓｐ（′（Ｃ，Ａ）能观测′）；

ｅｌｓｅ
ｄｉｓｐ（′（Ｃ，Ａ）不完全能观测′）；

ｅｎｄ
ｆｐｒｉｎｔｆ（′＼ｎ′）；

２４ 能控性与能观测性的对偶性

由前两节的内容可以看出，能控性与能观测性的定理及其证明非常相似，实际上能控性与

能观测性之间存在着很紧密的对偶关系。这个对偶关系在理论上和应用上都是很重要的。

对连续时间定常线性系统

Ｓ：
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ
ｙ＝｛ Ｃｘ

定义它的对偶系统

９２



ＳＴ：
ｘ＝ＡＴｘ＋ＣＴｕ
ｙ＝ＢＴ

烅
烄
烆 ｘ

关于对偶关系有如下定理

定理２１５ 若系统Ｓ完全能控则对偶系统ＳＴ完全能观测，若系统Ｓ完全能观测则对偶系
统ＳＴ完全能控，反之亦成立。
设Ｕ和ＵＴ分别为系统Ｓ和对偶系统ＳＴ的能控性矩阵，Ｖ和ＶＴ分别为Ｓ和ＳＴ的能观测

性矩阵，于是成立关系：

ＵＴ＝ＶＴ ＶＴ＝ＵＴ

由定理２１和定理２５，Ｓ能控ｒａｎｋＵ＝ｎｒａｎｋＵＴ＝ｎｒａｎｋＶＴ＝ｎＳＴ能观测。类似地

Ｓ能观测ｒａｎｋＶ＝ｎｒａｎｋＶＴ＝ｎｒａｎｋＵＴ＝ｎＳＴ能控。
能控性与能观测性之间存在着如此紧密的对偶关系，是定常线性系统的重要性质，应用它

可以容易地由关于能控性的结果推得能观测性的相应结果，而不需另外的证明。

对离散时间定常线性系统，由于（Ａ，Ｂ）能达对应于矩阵
［Ｂ … ＡＢ … ⋯ … Ａｎ－１Ｂ］

秩为ｎ。因此定理应改为：
定理２１６ 若离散时间定常线性系统Ｓ完全能达，则它的对偶系统ＳＴ完全能观测，若系

统Ｓ完全能观测则对偶系统ＳＴ完全能达，反之亦成立。
对于离散时间定常线性系统能控性对偶于能构造性。系统的能构造性定义如下：

定义２５ 如果系统的在ｔｆ时刻的状态ｘ（ｔｆ），可以由系统在时间区间［ｔ０，ｔｆ］的输出决
定，则称该系统是能构造的（ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｂｉｌｉｔｙ）。
与能观测性不同，能构造性是由ｔｆ时刻前的一段时间的输出决定ｔｆ时刻的状态。若离散

时间定常线性系统Ｓ能控，则它的对偶系统ＳＴ能构造，若系统Ｓ能构造则对偶系统ＳＴ能控，
反之亦成立，见文献［４０］。
如果系统矩阵Ａ可逆，则离散时间定常线性系统的能控性同样对偶于能观测性。

２５ 系统的能控结构形式与能观测结构形式

本节讨论系统按能控性和能观测性进行分解的问题，方法是对状态空间进行分解，为此先

引进线性系统的坐标变换。

２５１ 线性系统的坐标变换及其特性
设ｎ维线性系统在基组｛ｅ１，ｅ２，⋯，ｅｎ｝下的状态方程和输出方程为

ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ
ｙ＝Ｃｘ

在另一个基组｛ｅ′１，ｅ′２，⋯，ｅ′ｎ｝下的状态记为ｘ′＝［ｘ′１，ｘ′２，⋯，ｘ′ｎ］Ｔ，如果在基组｛ｅ１，ｅ２，⋯，ｅｎ｝下

ｅ′ｉ＝ｔ１ｉｅ１＋ｔ２ｉｅ２＋⋯＋ｔｎｉｅｎ ｉ＝１，２，⋯，ｎ

并记 Ｔ＝

ｔ１１ ｔ１２ ⋯ ｔ１ｎ
ｔ２１ ｔ２２ ⋯ ｔ２ｎ
… … … …

ｔｎ１ ｔｎ２ ⋯ ｔ

熿

燀

燄

燅ｎｎ
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则 ［ｅ′１，ｅ′２，⋯，ｅ′ｎ］＝［ｅ１，ｅ２，⋯，ｅｎ］Ｔ
显然Ｔ是非奇异矩阵。在状态空间中，不同基组下的同一状态成立

［ｅ′１，ｅ′２，⋯，ｅ′ｎ］

ｘ′１
ｘ′２
…

ｘ′

熿

燀

燄

燅ｎ

＝［ｅ１，ｅ２，⋯，ｅｎ］

ｘ１
ｘ２
…

ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ
另一方面

［ｅ′１，ｅ′２，⋯，ｅ′ｎ］

ｘ′１
ｘ′２
…

ｘ′

熿

燀

燄

燅ｎ

＝［ｅ１，ｅ２，⋯，ｅｎ］Ｔ

ｘ′１
ｘ′２
…

ｘ′

熿

燀

燄

燅ｎ

于是得到 ［ｅ１，ｅ２，⋯，ｅｎ］

ｘ１
ｘ２
…

ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ

＝［ｅ１，ｅ２，⋯，ｅｎ］Ｔ

ｘ′１
ｘ′２
…

ｘ′

熿

燀

燄

燅ｎ
由此得到新旧坐标系下的状态之间的关系为

ｘ＝Ｔｘ′
这是状态之间的非奇异线性变换，在此变换之下，原线性系统化为

ｘ′＝Ｔ－１ＡＴｘ′＋Ｔ－１Ｂｕ＝Ａ′ｘ′＋Ｂ′ｕ
ｙ＝ＣＴｘ′＝Ｃ′ｘ′

式中 Ａ′＝Ｔ－１ＡＴ Ｂ′＝Ｔ－１Ｂ Ｃ′＝ＣＴ
下面讨论坐标变换的一些特性。

（１）非异线性变换不改变定常线性系统的能控性和能观测性
新系统的能控性矩阵为

Ｕ′＝［Ｂ′…Ａ′Ｂ′…⋯…Ａ′ｎ－１Ｂ′］＝［Ｔ－１Ｂ…Ｔ－１ＡＢ…⋯…Ｔ－１Ａｎ－１Ｂ］＝Ｔ－１Ｕ
类似地能观测性矩阵为Ｖ′＝ＴＶ。因此，经坐标变换（非异线性变换）不改变定常线性系统的
能控性和能观测性。

（２）非异线性变换不改变定常线性系统的特征值
新系统的特征方程为

｜ｓＩ－Ａ′｜＝｜ｓＩ－Ｔ－１ＡＴ｜＝｜Ｔ－１（ｓＩ－Ａ）Ｔ｜＝｜Ｔ－１｜｜ｓＩ－Ａ｜｜Ｔ｜＝０
因此经坐标变换（非异线性变换）不改变定常线性系统的特征值。

（３）非异线性变换不改变定常线性系统的传递函数阵
新系统的传递函数阵为

Ｃ′（ｓＩ－Ａ′）－１Ｂ′＝ＣＴ（ｓＩ－Ｔ－１ＡＴ）Ｔ－１Ｂ＝Ｃ（ｓＩ－Ａ）－１Ｂ
因此经坐标变换（非异线性变换）不改变定常线性系统的传递函数阵。

坐标变换的其他特性以后遇到时再讲。

ＭＡＴＬＡＢ函数ｓｓ２ｓｓ实现变换ｘ′＝Ｐｘ，调用格式为
［ａｂ，ｂｂ，ｃｂ，ｄｂ］＝ｓｓ２ｓｓ（ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｐ）
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下面讨论对不完全能控的系统按能控性进行分解的问题，在进行分解之前需先定义能控

子空间。

２５２ 能控子空间
由引理２１知，状态ｘ０能控的充分必要条件是存在ｔ１和ｕ（ｔ），（０≤ｔ≤ｔ１）使得

ｘ０＝－∫
ｔ１

０
ｅ－ＡτＢｕ（τ）ｄτ

由此能导出如下引理。

引理２２ 所有能控的状态构成状态空间的一个子空间。
证明 设ｘ１，ｘ２是任意两个能控的状态，α、β为任意两个实数，那么存在ｔ１、ｕ１（ｔ）和ｔ２、

ｕ２（ｔ）使得：

ｘ１＝－∫
ｔ１

０
ｅ－ＡτＢｕ１（τ）ｄτ

ｘ２＝－∫
ｔ２

０
ｅ－ＡτＢｕ２（τ）ｄτ

不失一般性设ｔ２＞ｔ１，令

珘ｕ１＝
ｕ１（τ），τ≤ｔ１时

０，τ＞ｔ１
烅
烄

烆 时

则 ｘ１＝－∫
ｔ２

０
ｅ－ＡτＢ珘ｕ１（τ）ｄτ

于是 αｘ１＋βｘ２＝－∫
ｔ２

０
ｅ－ＡτＢ［α珘ｕ１（τ）＋βｕ２（τ）］ｄτ＝－∫

ｔ２

０
ｅ－ＡτＢｕ（τ）ｄτ

式中 ｕ（τ）＝α珘ｕ１（τ）＋βｕ２（τ）。上式表明αｘ１＋βｘ２也是能控的，所以全部能控的状态构成
状态空间的一个子空间，称为能控子空间，记为Ｘｃ。
定理２１７ 能控子空间Ｘｃ是由Ｂ，ＡＢ，⋯，Ａｎ－１Ｂ的列所张成的子空间，记为

Ｘｃ＝Ｓｐａｎ｛Ｂ…ＡＢ…⋯…Ａｎ－１Ｂ｝ （２１０）
证明 对任ｘ０∈Ｘｃ，存在ｔ１，ｕ（ｔ）（０≤ｔ≤ｔ１），使

ｘ０＝－∫
ｔ１

０
ｅＡτＢｕ（τ）ｄτ

由于矩阵指数可写为有限形式

ｅＡτ＝α０（ｔ）Ｉ＋α１（ｔ）Ａ＋⋯＋αｎ－１（ｔ）Ａｎ－１

因此 ｅ－Ａτ＝α０（ｔ）Ｉ＋α１（ｔ）（－Ａ）＋⋯＋αｎ－１（ｔ）（－Ａ）ｎ－１

于是 ｘ０＝－∫
ｔ１

０

ｎ－１

ｋ＝０
αｋ（τ）（－Ａ）［ ］ｋＢｕ（τ）ｄτ＝Ｂ珘ｕ０＋ＡＢ珘ｕ１＋⋯＋Ａｎ－１Ｂ珘ｕｎ－１

式中 珘ｕｋ＝（－１）ｋ＋１∫
ｔ１

０
αｋ（τ）ｕ（τ）ｄτ，ｋ＝０，１，⋯，ｎ－１

所以 ｘ０∈Ｓｐａｎ｛Ｂ…ＡＢ…⋯…Ａｎ－１Ｂ｝
即 ＸｃＳｐａｎ｛Ｂ…ＡＢ…⋯…Ａｎ－１Ｂ｝ （２１１）
下面再证明Ｘｃ的维数等于Ｓｐａｎ｛Ｂ…ＡＢ…⋯…Ａｎ－１Ｂ｝的维数。设Ｘｃ的维数ｎ１≤ｎ，

若ｎ１＝ｎ即Ｘｃ＝Ｘ，于是Ｘｃ＝Ｓｐａｎ｛Ｂ…ＡＢ…⋯…Ａｎ－１Ｂ｝＝Ｘ，若ｎ１＜ｎ，令ｎ０＝ｎ－ｎ１，那
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么在Ｘ中有ｎ０个线性无关矢量ｑ１，ｑ２，⋯，ｑｎ０，使对任ｘ０∈Ｘｃ有

ｑＴｉｘ０＝０ ｉ＝１，２，⋯，ｎ０
因为对任意的ｔ１＞０和ｕ（ｔ），

－∫
ｔ１

０
ｅ－ＡτＢｕ（τ）ｄτ＝ｘ０∈Ｘｃ

因此，对任意的ｔ１和ｕ（ｔ）成立

ｑＴｉｘ０＝－∫
ｔ１

０
ｑＴｉｅ

－ＡτＢｕ（τ）ｄτ＝０

由此得到 ｑＴｉｅ
－ＡτＢ≡０

上式两端关于τ逐次求导数得到

ｑＴｉｅ
－ＡτＢ≡０

ｑＴｉＡｅ
－ＡτＢ≡０
…

ｑＴｉＡｎ－１ｅ
－ＡτＢ≡０

令τ＝０，得到

ｑＴｉＢ＝０，ｑＴｉＡＢ＝０，⋯，ｑＴｉＡｎ－１Ｂ＝０
即 ｑＴｉ［Ｂ…ＡＢ…⋯…Ａｎ－１Ｂ］＝０ ｉ＝１，２，⋯，ｎ０
所以，Ｓｐａｎ｛Ｂ…ＡＢ…⋯…Ａｎ－１Ｂ｝的维数不大于ｎ－ｎ０＝ｎ１。再由Ｘｃ的维数为ｎ１及已证的
式（２１１），即得到Ｓｐａｎ｛Ｂ…ＡＢ…⋯…Ａｎ－１Ｂ｝的维数也是ｎ１。因而

Ｘｃ＝Ｓｐａｎ｛Ｂ…ＡＢ…⋯…Ａｎ－１Ｂ｝
定理２１８ 能控子空间是Ａ的不变子空间。
证明 由式Ｘｃ＝Ｓｐａｎ｛Ｂ…ＡＢ…⋯…Ａｎ－１Ｂ｝可导出

ＡＸｃ＝ＡＳｐａｎ｛Ｂ…ＡＢ…⋯…Ａｎ－１Ｂ｝＝Ｓｐａｎ｛ＡＢ…Ａ２Ｂ…⋯…ＡｎＢ｝
由凯莱—哈密顿定理，如果｜ｓＩ－Ａ｜＝ｓｎ＋ａｎ－１ｓｎ－１＋⋯＋ａ１ｓ＋ａ０，则

Ａｎ＝－（ａｎ－１Ａｎ－１＋⋯＋ａ１Ａ＋ａ０Ｉ）
于是

ＡＸｃ＝Ｓｐａｎ｛ＡＢ…Ａ２Ｂ…⋯…Ａｎ－１Ｂ…－（ａｎ－１Ａｎ－１＋⋯＋ａ１Ａ＋ａ０Ｉ）Ｂ｝

Ｓｐａｎ｛Ｂ…ＡＢ…⋯…Ａｎ－１Ｂ｝＝Ｘｃ
即能控子空间是Ａ的不变子空间。

２５３ 定常线性系统的能控结构形式———能控部分的分离
考虑定常线性系统（２９）

ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ
ｙ＝Ｃｘ

上节已经讲了经非异变换

ｘ＝Ｔｘ′
ｘ′＝Ａ′ｘ′＋Ｂ′ｕ

（２１２）

化为 ｙ＝Ｃ′ｘ′ （２１３）

式中 Ａ′＝Ｔ－１ＡＴ Ｂ′＝Ｔ－１Ｂ Ｃ′＝ＣＴ （２１４）
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并且已经分析了经非异线性变换不改变定常线性系统的能控性。

下面我们求一个非异线性变换将一个不完全能控的系统（２１３）化为能控结构形式，明显
地将系统的能控部分分离出来。

设能控子空间ＸＣ的维数为ｎｃ＜ｎ，在Ｘｃ中取一个基组ｅ′１，ｅ′２，⋯，ｅ′ｎ。设它们在坐标系

∑＝｛ｅ１，⋯，ｅｎ｝下的坐标为：

ｅ′１＝

ｔ１１
ｔ２１
…

ｔ

熿

燀

燄

燅ｎ１

，ｅ′２＝

ｔ１２
ｔ２２
…

ｔ

熿

燀

燄

燅ｎ２

，⋯，ｅ′ｎｃ＝

ｔ１ｎｃ
ｔ２ｎｃ
…

ｔｎｎ

熿

燀

燄

燅ｃ
选Ｘ的任一个子空间，使得

Ｘ＝ＸｃＸｎｃ
在Ｘｎｃ中任选一个基组ｅ′ｎｃ＋１，⋯，ｅ′ｎ，设它们在∑下的坐标为：

ｅ′ｎｃ＋１＝

ｔ１ｎｃ＋１

ｔ２ｎｃ＋１
…

ｔｎｎｃ＋

熿

燀

燄

燅１

，⋯，ｅ′ｎ＝

ｔ１ｎ
ｔ２ｎ
…

ｔ

熿

燀

燄

燅ｎｎ
显然ｅ′１，ｅ′２，⋯，ｅ′ｎｃ，ｅ′ｎｃ＋１，⋯，ｅ′ｎ构成Ｘ的一个新基组，记为

∑ｃ＝｛ｅ′１，ｅ′２，⋯，ｅ′ｎｃ，ｅ′ｎｃ＋１，⋯，ｅ′ｎ｝

以∑ｃ作为新的坐标系，由原坐标系到新坐标系的坐标变换为：

ｘ＝Ｔｘ′ Ｔ＝

ｔ１１ ｔ１２ ⋯ ｔ１ｎ
ｔ２１ ｔ２２ ⋯ ｔ２ｎ
⋯ ⋯ ⋯ ⋯

ｔｎ１ ｔｎ２ ⋯ ｔ

熿

燀

燄

燅ｎｎ

对任ｘ∈Ｘ，在∑ｃ下的坐标可记为：

ｘ′＝
ｘ′ｃ
ｘ′
［ ］

ｎｃ

式中

ｘ′ｃ＝

ｘ′１
…

ｘ′ｎ

熿

燀

燄

燅ｃ

ｘ′ＮＣ＝

ｘ′ｎｃ＋１
…

ｘ′

熿

燀

燄

燅ｎ
设原系统在∑Ｃ下的坐标表示为：

·ｘ′ｃ
·ｘ′
［ ］

ｎｃ
＝
Ａ１ Ａ１２
Ａ２１ Ａ
［ ］

２

ｘ′ｃ
ｘ′
［ ］

ｎｃ
＋
Ｂ１
Ｂ
［ ］

２
ｕ

ｙ＝［Ｃ１ Ｃ２］
ｘ′ｃ
ｘ′
［ ］

ｎｃ
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则可证明如下定理。

定理２１９ 定常线性系统（２９）在∑Ｃ下的坐标表示有如下形式：
·ｘ′ｃ
·ｘ′
［ ］

ｎｃ
＝
Ａ１ Ａ１２
０ Ａ
［ ］

２

ｘ′ｃ
ｘ′
［ ］

ｎｃ
＋
Ｂ１［ ］
０
ｕ （２１５）

ｙ＝［Ｃ１ Ｃ２］
ｘ′ｃ
ｘ′
［ ］

ｎｃ

（２１６）

并且（Ａ１，Ｂ１）能控。
证明 记Ｔ１＝［ｅ′１，⋯，ｅ′ｎｃ］，Ｔ２＝［ｅ′ｎｃ＋１，⋯，ｅ′ｎ］则有Ｔ＝［Ｔ１，Ｔ２］，再设

Ｔ－１＝
Ｑ１
Ｑ
［ ］

２

于是 Ａ′＝Ｔ－１ＡＴ＝
Ｑ１
Ｑ
［ ］

２
Ａ［Ｔ１Ｔ２］＝

Ｑ１ＡＴ１ Ｑ１ＡＴ２
Ｑ２ＡＴ１ Ｑ２ＡＴ
［ ］

２

Ｂ′＝Ｔ－１Ｂ＝
Ｑ１
Ｑ
［ ］

２
Ｂ＝

Ｑ１Ｂ
Ｑ２
［ ］
Ｂ

由于

Ｔ－１Ｔ＝
Ｑ１
Ｑ
［ ］

２

［Ｔ１ Ｔ２］＝
Ｑ１Ｔ１ Ｑ１Ｔ２
Ｑ２Ｔ１ Ｑ２Ｔ
［ ］

２
＝
Ｉｎｃ ０

０ Ｉｎ－ｎ

熿

燀

燄

燅ｃ
因此必成立Ｑ２Ｔ１＝０。由于Ｔ１是由Ｘｃ的基底作为列构成的，因此Ｑ２Ｔ１＝０意味着对任ｘ∈
Ｘｃ有ｘ＝Ｔ１α，于是Ｑ２ｘ＝Ｑ２Ｔ１α＝０。由于Ｘｃ是Ａ的不变子空间，所以ＡＴ１的列属于Ｘｃ，
于是Ｑ２ｘ＝０又意味着Ｑ２ＡＴ１＝０，亦即Ａ２＝０。又因为Ｂ的列属于Ｘｃ，因此Ｑ２Ｂ＝０成立，
即Ｂ２＝０成立。
这样就证明了在∑Ｃ下状态方程化为能控结构形式，如式（２１５）、式（２１６）所示。
下面证明（Ａ１Ｂ１）能控。

系统（２１４）的能控性矩阵

Ｕ′＝
Ｂ１ Ａ１Ｂ１ ⋯ Ａｎ－１１ Ｂ１
０ ０ ⋯
［ ］

０
由定理２１７，ｒａｎｋＵ′＝Ｘｃ的维数＝ｎｃ，所以ｒａｎｋ［Ｂ１…Ａ１Ｂ１…⋯…Ａ１ｎ－１Ｂ１］＝ｎｃ，即

ｒａｎｋ［Ｂ１…Ａ１Ｂ１…⋯…Ａ１ｎｃ－１Ｂ１］＝ｎｃ
因此（Ａ１，Ｂ１）能控。定理证完。
式Ｘ＝ＸｃＸｎｃ意味着状态空间可以分解为能控子空间Ｘｃ和子空间Ｘｎｃ。于是系统（２

９）分解为能控子系统

ＳＣ∶·ｘ′ｃ＝Ａ１ｘ′ｃ＋Ｂ１ｕ＋Ａ１２ｘ′ｎｃ （２１７）
和不能控子系统

ＳＮＣ∶·ｘ′ｎｃ＝Ａ２ｘ′ｎｃ （２１８）
两个子系统通过Ａ１２耦合在一起。
系统ＳＣ能控是由于在定理２１９中已证明系统
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·ｘ′ｃ＝Ａ１ｘ′ｃ＋Ｂ１ｕ
能控，令ｆ（ｔ）＝Ａ１２ｘ′ｎｃ（ｔ）应用２．８习题中的第５题的结果即可得到系统

·ｘ′ｃ＝Ａ１ｘ′ｃ＋Ｂ１ｕ＋Ａ１２ｘ′ｎｃ
能控。

由式（２１５），原系统的极点集为σ（Ａ１）∪σ（Ａ２）。σ（Ａ１）称为能控极点集，Ａ１的极点称

为能控极点。σ（Ａ２）称为不能控极点集，Ａ２的极点称为不能控极点。
下面用实例说明将一个系统化为能控结构形式的具体步骤。

【例２３】 已给系统

·ｘ＝

－２ ０ １ －１
－４ －２ ４ －４
－４ ０ ３ －３

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

ｘ＋

熿

燀

燄

燅

２
１
２
０

ｕ

ｙ＝［１ １ －１ ２］ｘ
求一个非异线性变换将它化为能控结构形式。

解 第１步 求能控子空间Ｘｃ。

Ｘｃ＝Ｓｐａｎ｛Ｂ…ＡＢ…Ａ２Ｂ…Ａ３Ｂ｝＝Ｓｐａｎ

熿

燀

燄

燅

２
１
２
０

－２
－２
－２

熿

燀

燄

燅０

熿

燀

燄

燅

２
４
２
０

－２
－８
－２

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆

烍

烌

烎０

＝Ｓｐａｎ

熿

燀

燄

燅

１
０
１
０

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆

烍

烌

烎

０
１
０
０

取ｅ′１＝

熿

燀

燄

燅

１
０
１
０

，ｅ′２＝

熿

燀

燄

燅

０
１
０
０

为Ｘｃ的基底。

第２步 求Ｘｎｃ，使得Ｘ＝ＸｃＸｎｃ。为此我们在４维矢量中再选两个矢量ｅ′３，ｅ′４，使ｅ′１，

ｅ′２，ｅ′３，ｅ′４线性无关。显然可取

ｅ′３＝

熿

燀

燄

燅

１
０
０
０

ｅ′４＝

熿

燀

燄

燅

０
０
０
１

于是

Ｘｎｃ＝Ｓｐａｎ

熿

燀

燄

燅

１
０
０
０

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆

烍

烌

烎

０
０
０
１

并取ｅ′３，ｅ′４，为Ｘｎｃ的基底。
第３步 坐标变换

取新坐标系为∑Ｃ＝｛ｅ′１，ｅ′２，ｅ′３，ｅ′４｝，那么原坐标系到新坐标系的坐标变换为：
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ｘ＝

１ ０ １ ０
０ １ ０ ０
１ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

ｘ′

在此变换下，原系统化为：

·ｘ′＝

－１ ０ … －４ －３
０ －２ … －４ －４
⋯ ⋯ … ⋯ ⋯

０ ０ … ２ ２
０ ０ …

熿

燀

燄

燅０ １

ｘ′＋

２
１
⋯

熿

燀

燄

燅
０
０

ｕ

ｙ＝［０ １ １ ２］ｘ′

这就是所求的能控结构形式，容易验证 －１ ０［ ］
０ －２

，［ ］（ ）２１ 能控。
应用ＭＡＴＬＡＢ求系统的能控结构形式的方法是对能控性矩阵Ｕ进行ＱＲ分解。即将Ｕ

分解为Ｕ＝ＱＲ，式中Ｑ是正交矩阵，Ｒ是上三角矩阵。设ｒａｎｋＵ＝ｎｃ＜ｎ，则ＱＲ分解得到

的Ｑ就是定理中的Ｔ１。如果通过随机数生成器逐个增广能控性矩阵Ｕ 的列，对增广后的矩
阵Ｕ进行ＱＲ分解，直到对增广后的矩阵Ｕ 进行ＱＲ分解得到ｎ个正交基矢量为止。这时
矩阵Ｑ的前ｎｃ列构成定理中的Ｔ１，后ｎ－ｎｃ列构成定理中的Ｔ２。
对矩阵Ｍ 实现ＱＲ分解的ＭＡＴＬＡＢ函数是ｑｒ，其调用格式为

［ｑ，ｒ］＝ｑｒ（Ｍ）
【例２４】 系统的状态方程为

·ｘ＝
－７ －２ ６
２ －３ －２
－２ －

熿

燀

燄

燅２ １
ｘ＋

１ １
１ －１
熿

燀

燄

燅１ ０
ｕ

它的能控性矩阵为

Ｕ＝
１ １ －３ －５ ９ ２５
１ －１ －３ ５ ９ －２５
１ ０ －

熿

燀

燄

燅３ ０ ９ ０
应用ＱＲ分解得到

Ｕ＝
０．５７７３５ ０．７０７１０７
０．５７７３５ －０．７０７１０７
熿

燀

燄

燅０．５７７３５ ０
×

１．７３２ ０ －５．１９６１５ ０ １５．５８８ ０
０ １．４１４２ ０ －
［ ］

７．０７１０７ ０ ３５．３５５

Ｔ１＝
０．５７７３５ ０．７０７１０７
０．５７７３５ －０．７０７１０７
熿

燀

燄

燅０．５７７３５ ０
用随机数生成器增广能控性矩阵Ｕ 的列再用ＱＲ分解得到
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Ｔ２＝
－０．４０８２５
－０．４０８２５
－

熿

燀

燄

燅０．８１６５０
变换矩阵取为

Ｔ＝［Ｔ１ Ｔ２］
经变换 ｘ＝Ｔｘ′
系统的状态方程化为

·ｘ′＝
－３ ０ ５．６５６９
０ －５ ６．９２８２
０ ０ －

熿

燀

燄

燅１
ｘ′＋

１．７３２０５ ０
０ １．４１４２

熿

燀

燄

燅０ ０
ｕ

ＭＡＴＬＡＢ函数ｃｔｒｂｆ直接将系统（Ａ，Ｂ，Ｃ）化为能控结构形式，调用格式为
［Ａｂ，Ｂｂ，Ｃｂ，Ｔ］＝ｃｔｒｂｆ（Ａ，Ｂ，Ｃ）

Ｔ是变换矩阵，得到的标准型的形式略有不同

Ａｂ＝
ＡＮＣ ０
Ａ２１ Ａ
［ ］

Ｃ
Ｂｂ＝

０
Ｂ［ ］Ｃ

（ＡＣ，ＢＣ）能控。应用于例２５，当Ｃ＝［１ １ １］时得到

Ａｂ＝
－１ ０ ０
６．９２８２ －５ ０
５．６５６９ ０ －

熿

燀

燄

燅３
Ｂｂ＝

０ ０
０ １．４１４２

－

熿

燀

燄

燅１．７３２１ ０
Ｃｂ＝［０ ０ －１．７３２１］

下面讨论对不完全能观测系统按能观测性进行分解的问题。在进行分解之前需先定义不

能观测子空间。

２．５．４ 不能观测子空间
当ｕ（ｔ）≡０，初始状态为ｘ０时，设ｘ（ｔ）是对应于初始状态为ｘ０的状态轨线，如果与之对

应的输出ｙ（ｔ）＝Ｃｘ（ｔ）≡０，则由输出ｙ不能惟一确定初始状态ｘ０（除零状态以外），这时称ｘ０
为不能观测的状态。

引理２３ 所有不能观测的状态构成状态空间的一个子空间。
证明 设ｕ（ｔ）≡０；ｘ１０、ｘ２０是状态空间中任意两个不能观测的状态，以它们为初值的状态

轨线分别为

ｘ１（ｔ）＝ｅＡｔｘ１０ ｘ２（ｔ）＝ｅＡｔｘ２０
它们对应的输出为

ｙ１（ｔ）＝ＣｅＡｔｘ１０≡０ ｙ２（ｔ）＝ＣｅＡｔｘ２０≡０
设α，β为两个实数，则以αｘ

１
０＋βｘ

２
０为初始状态的轨线为

ｘ（ｔ）＝ｅＡｔ（αｘ１０＋βｘ
２
０）＝αｅＡｔｘ１０＋βｅ

Ａｔｘ２０＝αｘ１（ｔ）＋βｘ
２（ｔ）

它对应的输出为

ｙ（ｔ）＝Ｃｘ（ｔ）＝αＣｘ１（ｔ）＋βＣｘ
２（ｔ）＝αｙ１（ｔ）＋βｙ

２（ｔ）≡０
所以αｘ１０＋βｘ

２
０为不能观测的状态。这就证明了所有不能观测的状态构成状态空间的一个子

空间。这个子空间称为不能观测子空间，记为Ｘｎｏ。
关于不能观测子空间的构成我们有如下定理。
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定理２２０ 不能观测子空间是Ｃ，ＣＡ，⋯，ＣＡｎ－１的核空间的交，即

Ｘｎｏ＝∩
ｎ－１

ｉ＝１
ＫｅｒＣＡｉ （２１９）

证明 由核空间的定义，对任意ｘ０∈∩
ｎ－１

ｉ＝０
ＫｅｒＣＡｉ，成立

Ｃｘ０＝ＣＡｘ０＝⋯＝ＣＡｎ－１ｘ０＝０
以ｘ０为初值的状态ｘ（ｔ）＝ｅＡｔｘ０，对应的输出为：

ｙ（ｔ）＝ＣｅＡｔｘ０＝Ｃ ∑
ｎ＝１

ｉ－０
ａｉ（ｔ）Ａ［ ］ｉｘ０＝∑

ｎ－１

ｉ－０
ａｉ（ｔ）ＣＡｉｘ０≡０

所以ｘ０∈Ｘｎｏ。这就证明了

∩
ｎ－１

ｉ＝０
ＫｅｒＣＡｉＸｎｏ

如果ｘ０∈Ｘｎｏ，则ｙ（ｔ）＝ＣｅＡｔｘ０≡０，该式两端求直到ｎ－１次导数，得到

ＣＡｅＡｔｘ０≡０
…

ＣＡｎ－１ｅＡｔｘ０≡０
令ｔ＝０，得到Ｃｘ０＝ＣＡｘ０＝⋯＝ＣＡｎ－１ｘ０＝０，即

ｘ０∈∩
ｎ－１

ｉ＝０
ＫｅｒＣＡｉ

Ｘｎｏ∩
ｎ－１

ｉ＝０
ＫｅｒＣＡｉ

这就完成了Ｘｎｏ＝∩
ｎ－１

ｉ＝０
ＫｅｒＣＡｉ的证明。

定理２２１ 定常线性系统（２９）完全能观测的充分必要条件是Ｘｎｏ＝｛０｝。
证明 （Ｃ，Ａ）能观测的充分必要条件是能观测性矩阵秩为ｎ，这又等价于线性方程组

Ｃ
ＣＡ
…

ＣＡｎ－

熿

燀

燄

燅１

ｘ＝０

有惟一零解，即Ｘｎｏ＝｛０｝。
由定理２２１，我们也可以将Ｘｎｏ＝｛０｝作为（Ｃ，Ａ）能观测的定义。

２．５．５ 定常线性系统的能观测结构形式———能观测部分的分离
定理２２２ 定常线性系统（２９）的不能观测子空间Ｘｎｏ是Ａ的不变子空间。
证明 由式（２１９），如果ｘ∈Ｘｎｏ，则

Ｃｘ＝ＣＡｘ＝⋯＝ＣＡｎ－１ｘ＝０
在Ａ变换下，ｘ的象为Ａｘ，我们要证明Ａｘ∈Ｘｎｏ，只需证明Ｃ（Ａｘ）＝０，ＣＡ（Ａｘ）＝０，⋯，

ＣＡｎ－１（Ａｘ）＝０同时成立。因此只需再证明ＣＡｎｘ＝０。由凯莱—哈密顿定理，我们有ＣＡｎｘ
＝Ｃ（－ａｎ－１Ａｎ－１－⋯－ａ１Ａ－ａ０Ｉ）ｘ＝－ａｎ－１ＣＡｎ－１ｘ－⋯－ａ１ＣＡｘ－ａ０Ｃｘ＝０。这就完成了

Ａｘ∈Ｘｎｏ的证明。
下面类似于能控结构形式的推导，选择一个坐标系，使得系统转化为能观测结构形式。将
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系统的能观测部分和不能观测部分明显地分开。

设不能观测子空间Ｘｎｏ的维数为ｎ１，在Ｘｎｏ中选取基组

ｅ′１＝

ｔ１１
ｔ２１
…

ｔ

熿

燀

燄

燅ｎ１

ｅ′２＝

ｔ１２
ｔ２２
…

ｔ

熿

燀

燄

燅ｎ２

⋯ ｅ′ｎ１＝

ｔ１ｎ１
ｔ２ｎ１
…

ｔｎｎ

熿

燀

燄

燅１
选取Ｘｏ使得Ｘ＝ＸｎｏＸｏ，在Ｘｏ中选一基组

ｅ′ｎ１＋１＝

ｔ１ｎ１＋１

ｔ２ｎ１＋１
…

ｔｎｎ１＋

熿

燀

燄

燅１

⋯ ｅ′ｎ＝

ｔ１ｎ
ｔ２ｎ
…

ｔ

熿

燀

燄

燅ｎｎ

以｛ｅ′１，ｅ′２，⋯，ｅ′ｎ１，ｅ′ｎ１＋１，⋯，ｅ′ｎ｝为Ｘ的基组构造坐标系∑Ｏ。在此坐标系下，任一状态ｘ∈Ｘ

的坐标可表示为

ｘ′＝
ｘｎｏ
ｘ
［ ］

ｏ
式中

ｘｎｏ＝

ｘ′１
ｘ′２
…
ｘ′ｎ

熿

燀

燄

燅１

ｘｏ＝

ｘ′ｎ１＋１
ｘ′ｎ１＋２

ｘ′

熿

燀

燄

燅ｎ
由原坐标系到新坐标系∑Ｏ的坐标变换为：

ｘ＝Ｔｘ′ Ｔ＝［ｔｉｊ］ ｜Ｔ｜≠０
原系统经坐标变换得到

·ｘ′＝
·ｘｎｏ
·ｘ
［ ］

ｏ
＝
Ａ１ Ａ１２
Ａ２１ Ａ
［ ］

２

ｘｎｏ
ｘ
［ ］

ｏ
＋
Ｂ１
Ｂ
［ ］

２
ｕ

ｙ＝［Ｃ１ Ｃ２］
ｘｎｏ
ｘ
［ ］

ｏ

可以证明如下定理。

定理２２３ 定常线性系统（２９）在∑Ｏ下的坐标表示为如下形式：

·ｘ′＝
·ｘｎｏ
·ｘ
［ ］

ｏ
＝
Ａ１ Ａ１２
０ Ａ
［ ］

２

ｘｎｏ
ｘ
［ ］

ｏ
＋
Ｂ１
Ｂ
［ ］

２
ｕ

ｙ＝［０ Ｃ２］
ｘｎｏ
ｘ
［ ］

ｏ

并且（Ｃ２，Ａ２）能观测。
定理２２３的证明与定理２１９类似，留给读者自己完成。
类似于能控性分解，可以通过非异变换将定常线性系统（２６）分解为能观测子系统
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Ｓｏ∶
·ｘｏ＝Ａ２ｘｏ＋Ｂ２ｕ
ｙ＝Ｃ２ｘ
烅
烄

烆 ｏ

和不能观测子系统
·ｘｎｏ＝Ａ１ｘｎｏ＋Ａ１２ｘｏ＋Ｂ１ｕ

两个子系统由Ａ１２耦合起来，并且Ａ２的极点称为能观测极点，Ａ１的极点称为不能观测极点。
下面用具体的例来说明将系统化为能观测结构形式的步骤。

【例２５】 将例２３中的系统化为能观测结构形式
第１步 求Ｘｎｏ的基组。

由式（２１９），ｘ∈Ｘｎｏ应满足

Ｃｘ＝［１ １ －１ ２］ｘ＝０
ＣＡｘ＝［－２ －２ ２ ０］ｘ＝０
ＣＡ２ｘ＝［４ ４ －４ ４］ｘ＝０

ＣＡ３ｘ＝［－８ －８ ８ －４］ｘ＝０
以上４式等价于

［０ ０ ０ １］ｘ＝０
［１ １ －１ ０］ｘ＝｛ ０

这个代数方程组有线性无关解［１ －１ ０ ０］Ｔ和［１ ０ １ ０］Ｔ。因而可选取

ｅ′１＝

１
－１
熿

燀

燄

燅
０
０

ｅ′２＝

熿

燀

燄

燅

１
０
１
０

为Ｘ的不能观测子空间Ｘｎｏ的基组。

第２步 选取Ｘｏ的基组使得Ｘ＝ＸｎｏＸｏ
显然可选

ｅ′３＝

熿

燀

燄

燅

０
１
０
０

ｅ′４＝

熿

燀

燄

燅

０
０
０
１

为Ｘｏ的基组。
第３步 变换矩阵取为

Ｔ＝

１ １ ０ ０
－１ ０ １ ０
０ １ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １
经变换ｘ＝Ｔｘ′原系统化为

·ｘ′＝Ｔ－１ＡＴｘ′＋Ｔ－１Ｂｕ＝Ａ′ｘ′＋Ｂ′ｕ
ｙ＝ＣＴｘ′＝Ｃ′ｘ′
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Ａ′＝Ｔ－１ＡＴ＝

２ ０ … ０ ２
－４ －１ … ０ ３
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

０ ０ … －２ －２
０ ０ …

熿

燀

燄

燅０ １

Ｂ′＝Ｔ－１Ｂ＝

０
２
⋯

熿

燀

燄

燅
１
０

Ｃ′＝ＣＴ＝［０ ０ … １ ２］

可验证 ［１ ２］，
－２ －２［ ］（ ）０ １

能观测。

ＭＡＴＬＡＢ函数ｏｂｓｖｆ直接将系统（Ａ，Ｂ，Ｃ）化为能控结构形式，调用格式为
［Ａｂ，Ｂｂ，Ｃｂ，Ｔ］＝ｏｂｓｖｆ（Ａ，Ｂ，Ｃ）

Ｔ是变换矩阵。

２．５．６ 能控性与能观测性的ＰＢＨ判据
有了定常线性系统的能控性结构形式和能观测性结构形式，可以得出能控性与能观测性

的ＰＢＨ判据，是以提出判据的三位作者的名字的字头命名的，他们是Ｐｏｐｏｖ，Ｂｅｌｅｖｉｔｃｈ和

Ｈａｕｔｕｓ。ＰＢＨ判据是非常有用并富有启发性的判据。
定理２２４ （Ａ，Ｂ）能控的充分必要条件是不存在Ａ的左特征矢量正交于Ｂ的所有列。
证明 必要性 如果（Ａ，Ｂ）能控，证明不存在Ａ 的左特征矢量正交于Ｂ的所有列。用

反证法，设存在Ａ的左特征矢量ｑ正交于Ｂ的所有列ｂ１，⋯，ｂｍ，即

ｑＡ＝ｑλ ｑｂｉ＝０，ｉ＝１，⋯，ｍ
那么 ｑＡｂｉ＝ｑλｂｉ＝λｑｂｉ＝０ ｉ＝１，⋯，ｍ

ｑＡ２ｂｉ＝ｑλＡｂｉ＝λｑＡｂｉ＝λ２ｑｂｉ＝０ ｉ＝１，⋯，ｍ
类似地可导出

ｑＡｋｂｉ＝λｋｑｂｉ＝０ ｉ＝１，⋯，ｍ ｋ＝１，⋯，ｎ
由此得出 ｑ［Ａ ＡＢ ⋯ Ａｎ－１Ｂ］＝０ （２２０）
由于特征矢量ｑ≠０，式（２２０）意味着ｒａｎｋ［Ａ ＡＢ ⋯ Ａｎ－１Ｂ］＜ｎ，这与（Ａ，Ｂ）能控矛
盾，必要性证完。

充分性 由不存在Ａ的左特征矢量正交于Ｂ的所有列，证明（Ａ，Ｂ）能控。用反证法，设
（Ａ，Ｂ）不能控，不失一般性，假设系统已化为能控结构形式（Ａ′，Ｂ′）

Ａ′＝
Ａ１ Ａ１２
０ Ａ
［ ］

２
Ｂ′＝

Ｂ１［ ］
０

设ｑ２是矩阵Ａ２的左特征矢量，那么ｑ＝［０ｑ２］是Ａ′的左特征矢量，因为

ｑＡ′＝［０ｑ２］Ａ′＝［０ｑ２Ａ２］＝［０ｑ２λ］＝［０ｑ２］λ＝ｑλ

但 ｑＢ＝ｑ
Ｂ１［ ］
０
＝［０ｑ２］

Ｂ１［ ］
０
＝０

与不存在Ａ的左特征矢量正交于Ｂ的所有列的假设矛盾，充分性证完。
定理２２５ （Ａ，Ｂ）能控的充分必要条件是对Ａ的每个特征值λ（因而对任意λ）矩阵［λＩ

－Ａ…Ｂ］秩为ｎ。
证明 λＩ－Ａ对除Ａ的特征值以外的所有复数非奇异，因此［λＩ－Ａ…Ｂ］对除Ａ的特征

２４



值以外的复数秩为ｎ。因此对Ａ的每个特征值λ，矩阵［λＩ－Ａ…Ｂ］秩为ｎ等价于对所有的
复数λ矩阵［λＩ－Ａ…Ｂ］的秩为ｎ。
对所有的复数λ，矩阵［λＩ－Ａ…Ｂ］的秩等于ｎ等价于：不存在行矢量ｑ使得ｑ［λＩ－Ａ…

Ｂ］＝０，即不存在行矢量ｑ使得ｑ（λＩ－Ａ）＝０，ｑＢ＝０，这就是说不存在Ａ的左特征矢量ｑ正
交于Ｂ的所有列。按定理２２４，这等价于（Ａ，Ｂ）能控。定理证完。
令λ＝０得到该定理的一个推论：
推论：如果ｒａｎｋ［ＢＡ］≠ｎ则系统不是完全能控的。
定理２２６ （Ｃ，Ａ）能观测的充分必要条件是不存在Ａ 的右特征矢量正交于Ｃ的所有

行。

定理２２７ （Ｃ，Ａ）能观测的充分必要条件是对Ａ 的每个特征值λ，矩阵
λＩ－Ａ［ ］
Ｃ
秩为

ｎ。
定理２２６和定理２２７的证明可以应用能控性与能观测性的对偶性由定理２２４和定理

２２５得到，请读者自己完成。

２．５．７ 求控制系统的能控结构形式与能观测结构形式的ＭＡＴＬＡＢ程序
前面已经指出，可以应用ＱＲ分解求变换矩阵，将不能控系统转化为能控结构形式，并给

出了直接转化能控结构形式与能观测结构形式的ＭＡＴＬＡＢ函数。本小节给出例２３中解法
的ＭＡＴＬＡＢ程序。

１．化能控结构形式
例２３中已给系统

·ｘ＝

－２ ０ １ －１
－４ －２ ４ －４
－４ ０ ３ －３

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

ｘ＋

熿

燀

燄

燅

２
１
２
０

ｕ

ｙ＝［１ １ －１ ２］ｘ
求一个非异线性变换将它化为能控结构形式的ＭＡＴＬＡＢ程序如下：

Ａ＝［－２０１－１；

－４－２４－４；

－４０３－３；

０００１］；

Ｂ＝［２；１；２；０］；

Ｃ＝［１１－１２］；
［ｍ，ｎ］＝ｓｉｚｅ（Ａ）；

ｔｅｍｐ＝ｅｙｅ（ｓｉｚｅ（Ａ））；

ｆｏｒｉ＝１：ｍ
ｔｅｍｐ０（：，ｉ）＝ｔｅｍｐＢ；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐＡ；

ｅｎｄ
ｒ＝ｒａｎｋ（ｔｅｍｐ０）；

３４



ｔｅｍｐ２（：，１）＝ｔｅｍｐ０（：，１）；

ｆｏｒｉ＝１：ｒ
ｆｏｒｊ＝１：ｍ

ｔｅｍｐ２（：，ｉ）＝ｔｅｍｐ０（：，ｊ）；

ｉｆｒａｎｋ（ｔｅｍｐ２）＝＝ｉ
ｂｒｅａｋ

ｅｎｄ
ｅｎｄ

ｅｎｄ

ｔｅｍｐ１＝ｅｙｅ（ｓｉｚｅ（Ａ））；

ｆｏｒｉ＝ｒ＋１：ｍ
ｆｏｒｊ＝１：ｍ

ｔｅｍｐ２（：，ｉ）＝ｔｅｍｐ１（：，ｊ）；

ｉｆｒａｎｋ（ｔｅｍｐ２）＝＝ｉ
ｂｒｅａｋ

ｅｎｄ
ｅｎｄ

ｅｎｄ
ｔ＝ｔｅｍｐ２
ｔ１＝ｉｎｖ（ｔ）；

Ａ＝ｔ１Ａｔ
Ｂ＝ｔ１Ｂ
Ｃ＝Ｃｔ

得到结果：

ｔ＝
２ －２ １ ０
１ －２ ０ ０
２ －２ ０ ０
０ ０ ０ １

ａ＝

０ －２．００００ ０ １．００００
１．００００ －３．００００ ２．００００ ２．５０００
０ ０ ２．００００ ２．００００
０ ０ ０ １．００００

ｂ＝
１
０

４４



０
０

ｃ＝
１ －２ １ ２

２．化能观测结构形式
同样考虑例２３中的系统，求一个非异线性变换将它化为能观测结构形式的ＭＡＴＬＡＢ程

序如下：

Ａ＝［－２０１－１；

－４－２４－４；

－４０３－３；

０００１］；

Ｂ＝［２；１；２；０］；

Ｃ＝［１１－１２］；
［ｍ，ｎ］＝ｓｉｚｅ（Ａ）；

ｔｅｍｐ＝ｅｙｅ（ｓｉｚｅ（Ａ））；

ｆｏｒｉ＝１：ｍ
ｔｅｍｐ０（ｉ，：）＝Ｃｔｅｍｐ；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐＡ；

ｅｎｄ
ｔｅｍｐ０＝ｎｕｌｌ（ｔｅｍｐ０）；

ｒ＝ｒａｎｋ（ｔｅｍｐ０）；

ｔｅｍｐ＝ｅｙｅ（ｓｉｚｅ（Ａ））；

ｆｏｒｉ＝ｒ＋１：ｍ
ｆｏｒｊ＝１：ｍ

ｔｅｍｐ０（：，ｉ）＝ｔｅｍｐ（：，ｊ）；

ｉｆｒａｎｋ（ｔｅｍｐ０）＝＝ｉ
ｂｒｅａｋ

ｅｎｄ
ｅｎｄ

ｅｎｄ
Ｔ＝ｔｅｍｐ０
ｔ１＝ｉｎｖ（Ｔ）；

Ａ＝ｔ１ＡＴ
Ｂ＝ｔ１Ｂ
Ｃ＝ＣＴ

得到结果：

Ｔ＝
－０．８１６５ －０．００１２ １．００００ ０
０．４０７２ ０．７０７７ ０ ０
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－０．４０９３ ０．７０６５ ０ ０
－０．００００ ０．００００ ０ １．００００
Ａ＝

－１．５０１７ －０．８７２０ ０．００８４ －１．２１７４
２．０１４８ ２．５０１７ －５．６５６８－４．９５１６
０．００００ ０．００００ －２．００００－２．００００
－０．００００ －０．００００ ０．００００ １．００００
Ｂ＝
－１．２２７９
２．１１９５
１．００００
－０．００００

Ｃ＝
－０．００００ ０．００００ １．００００ ２．００００

２．６ 定常线性系统的标准分解

本节讨论定常线性系统的标准分解问题。对于一个不是完全能控、完全能观测的定常线

性系统，可以经过非奇异线性变换将它的完全能控、完全能观测的部分分解出来。事实上，一

个一般的定常线性系统可以分解为能控能观测、能控不能观测、不能控能观测和不能控不能观

测四个子系统，称为系统的标准分解。定常线性系统的标准分解是现代控制论的一个重要基

础。在对定常线性系统进行理论分析和一些应用中经常用到。

２．６．１ 卡尔曼标准分解定理
考虑ｎ维定常线性系统（２９），我们对它的状态空间Ｘ做如下分解：
令Ｘ１＝Ｘｃ∩Ｘｎｏ，选取Ｘ２，使Ｘｃ＝Ｘ１Ｘ２，选取Ｘ３使Ｘｎｏ＝Ｘ１Ｘ３，选取Ｘ４使得

Ｘ＝Ｘ１Ｘ２Ｘ３Ｘ４
记Ｘｉ的维数为ｎｉ，ｉ＝１，２，３，４，显然ｎ１＋ｎ２＋ｎ３＋ｎ４＝ｎ。
在Ｘ１中选取基组｛ｅ′１，⋯，ｅ′ｎ１｝，在Ｘ２中选取基组｛ｅ′ｎ１＋１，⋯，ｅ′ｎ１＋ｎ２｝，在Ｘ３中选取基组

｛ｅ′ｎ１＋ｎ２＋１，⋯，ｅ′ｎ１＋ｎ２＋ｎ３｝，在Ｘ４中选取基组｛ｅ′ｎ１＋ｎ２＋ｎ３＋１，⋯，ｅ′ｎ｝。引进新的坐标系

∑ＣＯ＝｛ｅ′１，⋯，ｅ′ｎ１，ｅ′ｎ１＋１，⋯，ｅ′ｎ１＋ｎ２，ｅ′ｎ１＋ｎ２＋１，⋯，ｅ′ｎ１＋ｎ２＋ｎ３，ｅ′ｎ１＋ｎ２＋ｎ３＋１，⋯，ｅ′ｎ｝

对任一ｘ∈Ｘ，在∑ＣＯ下记为ｘ′，ｘ′由四个分量ｘ′１，ｘ′２，ｘ′３，ｘ′４组成

ｘ′１＝［ｘ′１，⋯，ｘ′ｎ１］
Ｔ ｘ′２＝［ｘ′ｎ１＋１，⋯，ｘ′ｎ１＋ｎ２］

Ｔ ｘ′３＝［ｘ′ｎ１＋ｎ２＋１，⋯，ｘ′ｎ１＋ｎ２＋ｎ３］
Ｔ

ｘ′４＝［ｘ′ｎ１＋ｎ２＋ｎ３＋１，⋯，ｘ′ｎ］
Ｔ

由原坐标系∑到新坐标系∑ＣＯ的坐标变换为

ｘ＝Ｔｘ′
变换矩阵Ｔ的第ｉ列为ｅ′ｉ在原坐标系∑下的坐标，显然Ｔ是非奇异矩阵，经此变换原系统化
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为

·ｘ′＝

·ｘ′１
·ｘ′２
·ｘ′３
·ｘ′

熿

燀

燄

燅４

＝

Ａ１１ Ａ１２ Ａ１３ Ａ１４
Ａ２１ Ａ２２ Ａ２３ Ａ２４
Ａ３１ Ａ３２ Ａ３３ Ａ３４
Ａ４１ Ａ４２ Ａ４３ Ａ

熿

燀

燄

燅４４

ｘ′＋

Ｂ１
Ｂ２
Ｂ３
Ｂ

熿

燀

燄

燅４

ｕ

ｙ＝［Ｃ１ Ｃ２ Ｃ３ Ｃ４］ｘ′
下面的定理指出，在这一特定的变换下，原系统将化为标准型。

定理２２８ 卡尔曼标准分解定理 定常线性系统（２９）在∑ＣＯ坐标下化为如下标准型：

·ｘ′＝

Ａ１１ Ａ１２ Ａ１３ Ａ１４
０ Ａ２２ ０ Ａ２４
０ ０ Ａ３３ Ａ３４
０ ０ ０ Ａ

熿

燀

燄

燅４４

ｘ′＋

Ｂ１
Ｂ２
熿

燀

燄

燅
０
０

ｕ （２２１）

ｙ＝［０ Ｃ２ ０ Ｃ４］ｘ′ （２２２）
并且原系统分解为如下四个子系统：

Ｓ１∶
·ｘ′１＝Ａ１１ｘ′１＋Ｂ１ｕ＋ｆ１
ｙ１＝０ｘ′１＝
烅
烄

烆 ０
式中 ｆ１＝Ａ１２ｘ′２＋Ａ１３ｘ′３＋Ａ１４ｘ′４

Ｓ２∶
·ｘ′２＝Ａ２２ｘ′２＋Ｂ２ｕ＋ｆ２
ｙ２＝Ｃ２ｘ′
烅
烄

烆 ２

式中 ｆ２＝Ａ２４ｘ′４

Ｓ３∶
·ｘ′３＝Ａ３３ｘ′３＋ｆ３
ｙ３＝０ｘ′３＝
烅
烄

烆 ０
式中 ｆ３＝Ａ３４ｘ′４

Ｓ４∶
·ｘ′４＝Ａ４４ｘ′４
ｙ４＝Ｃ４ｘ′
烅
烄

烆 ４

子系统Ｓ１没有观测输出，子系统Ｓ２完全能控完全能观测，子系统Ｓ３不受任何控制变量的影
响，也没有输出，子系统Ｓ４不受任何控制变量的影响。
证明 需证明Ａ２１＝Ａ２３＝Ａ３１＝Ａ３２＝Ａ４１＝Ａ４２＝Ａ４３＝Ｂ３＝Ｂ４＝Ｃ１＝Ｃ３＝０
首先由Ｘ＝Ｘ１Ｘ２Ｘ３Ｘ４及Ｘｃ＝Ｘ１Ｘ２有

Ｘ＝ＸｃＸｎｃ Ｘｎｃ＝Ｘ３Ｘ４
由定理２１９直接得到Ａ３１＝Ａ３２＝Ａ４１＝Ａ４２＝０，Ｂ３＝Ｂ４＝０。
由于Ｘｎｏ＝Ｘ１Ｘ３，Ｘ又可分解为Ｘ＝ＸｎｏＸｏ，Ｘｏ＝Ｘ２Ｘ４。由定理２２３系统化为

·ｘ′１
·ｘ′３
·ｘ′２
·ｘ′

熿

燀

燄

燅４

＝

Ａ１１ Ａ１３ Ａ１２ Ａ１４
Ａ３１ Ａ３３ Ａ３２ Ａ３４
０ ０ Ａ２２ Ａ２４
０ ０ Ａ４２ Ａ

熿

燀

燄

燅４４

ｘ′１
ｘ′３
ｘ′２
ｘ′

熿

燀

燄

燅４

＋

Ｂ１
Ｂ３
Ｂ２
Ｂ

熿

燀

燄

燅４

ｕ

７４



ｙ＝［０ ０ Ｃ２ Ｃ４］

ｘ′１
ｘ′３
ｘ′２
ｘ′

熿

燀

燄

燅４
即证明了Ａ２１＝Ａ２３＝Ａ４１＝Ａ４３＝０和Ｃ１＝Ｃ３＝０。这就完成了式（２２１）、式（２２２）的证明。
下面验证子系统Ｓ２能控能观测。由２８习题中的第５题，只需验证（Ａ２２，Ｂ２）能控，（Ｃ２，

Ａ２２）能观测。

由定理２－１８知
Ａ１１ Ａ１２
０ Ａ
［ ］

２２

，
Ｂ１
Ｂ
［ ］烄

烆

烌

烎２
能控，因此相应的能控性矩阵

ｎ１行

ｎ２行
Ｂ１ Ａ１１Ｂ１＋Ａ１２Ｂ２ Ａ１１（Ａ１１Ｂ１＋Ａ１２Ｂ２）＋Ａ１２Ａ２２Ｂ２ ⋯

Ｂ２ Ａ２２Ｂ２ Ａ２２２Ｂ２

熿

燀

燄

燅⋯
秩为ｎ１＋ｎ２，于是它的后ｎ２行必有ｎ２个线性无关列。否则，设它的后ｎ２行线性无关的列数
为ｎ＜ｎ２，则经初等变换，能控性矩阵可化为

ｎ１ 烅
烄

烆
列

ｎ２ 烅
烄

烆
列

× ⋯ ⋯ × × ⋯ ×
… … … …

× ⋯ ⋯ × … …

０ ⋯ ⋯ ０ … …

… … … …

０ ⋯ ⋯ ０ × ⋯

熿

燀

燄

燅
烐烏 烑
×

ｎ列

这与它的秩为ｎ１＋ｎ２矛盾。因此矩阵［Ｂ２ Ａ２２Ｂ２ ⋯ Ａｎ１＋ｎ２－１
２２

Ｂ２］秩为ｎ２，因此

ｒａｎｋ［Ｂ２ Ａ２２Ｂ２⋯Ａｎ２－１２２
Ｂ２］＝ｎ２，

即（Ａ２２，Ｂ２）能控。
类似地可以证明（Ｃ２，Ａ２２）能观测。
注意，系统Ｓ１有控制输入，但并不保证（Ａ１１，Ｂ１）能控。系统Ｓ４有观测输出，但并不保证

（Ｃ４，Ａ４４）能观测。例如，系统

·ｘ＝

１ １ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ２

ｘ＋

熿

燀

燄

燅

０
１
０
０

ｕ ｙ＝［０ １ ０ １］ｘ

显然已经是标准形式，并且 １ １［ ］
０ １
，［ ］（ ）０１ 能控，但系统Ｓ１：·ｘ１＝ｘ１＋ｘ２显然是不能控的。但

在很多著作中还是简单地说Ｓ１是能控不能观测子系统，Ｓ３是不能控不能观测子系统，Ｓ４是
不能控能观测子系统。

将定常线性系统化为式（２２１）、式（２２２）的形式称为标准分解。式（２２１）、式（２２２）称为
定常线性系统的标准结构形式。

图２４是定理２２３中分解的４个子系统之间的关系的示意图。
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系统化为标准结构形式，为研究定常线性系统的某些性质提供了方便，这一点在下面的讨

论中可以看到。

图２４ 系统的标准分解

【例２６】 将例２３中的系统做标准分解。
解 在例２３和例２５中已分别求出了它的

能控子空间和不能观测子空间，它们分别是：

Ｘｃ＝Ｓｐａｎ

熿

燀

燄

燅

１
０
１
０

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆

烍

烌

烎

０
１
０
０

Ｘｎｏ＝Ｓｐａｎ

１
－１
熿

燀

燄

燅
０
０

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆

烍

烌

烎

１
０
１
０

于是 Ｘ１＝Ｘｃ∩Ｘｎｏ＝ｓｐａｎ

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆

烍

烌

烎

１
０
１
０

先选取ｅ１′＝［１ ０ １ ０］Ｔ作为Ｘ１的基组；由Ｘｃ＝Ｘ１Ｘ２，可选取ｅ２′＝［０ １ ０ ０］Ｔ；由

Ｘｎｏ＝Ｘ１Ｘ３，可选取ｅ３′＝［１ －１ ０ ０］Ｔ；由Ｘ＝Ｘ１Ｘ２Ｘ３Ｘ４，可选取ｅ４′＝［０ ０ ０

１］Ｔ。于是新坐标系为ΣＣＯ＝｛ｅ１′ ｅ２′ ｅ３′ ｅ４′｝。经坐标变换，得

ｘ＝Ｔｘ′ Ｔ＝

１ ０ １ ０

０ １ －１ ０

１ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １
原系统化为：

·
ｘ′＝

－１ ０ －４ －３

０ －２ ０ －３

０ ０ ２ ２

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

ｘ′＋

熿

燀

燄

燅

２

１

０

０

ｕ

ｙ＝［０ １ ０ ２］ｘ′
这就是所求的标准型。

２．６．２ 系统的零点极点相消问题的讨论
在传递函数阵中，各元素的分母同被消去一个公因式的现象，称为传递函数阵中的零极相

消现象。下面通过对定常线性系统进行标准分解研究零极相消现象，这是标准分解的一个典

型应用。先证明以下定理：

定理２２９ 定常线性系统的传递函数阵等于它的能控能观测子系统的传递函数阵。
证明 由于经非异线性变换定常线性系统的传递函数阵不变。因此定常线性系统的传递

函数阵就是它的标准分解形式（２２１）、（２２２）的传递函数阵。于是

Ｇ（ｓ）＝Ｃ（ｓＩ－Ａ）－１）Ｂ
９４



＝［０ Ｃ２ ０ Ｃ４］

ｓＩ－Ａ１１ －Ａ１２ －Ａ１３ －Ａ１４

０ ｓＩ－Ａ２２ ０ －Ａ２４

０ ０ ｓＩ－Ａ３３ －Ａ３４

０ ０ ０ ｓＩ－Ａ

熿

燀

燄

燅４４

－１ Ｂ１

Ｂ２

熿

燀

燄

燅
０

０

＝［０ Ｃ２ ０ Ｃ４］

（ｓＩ－Ａ１１）－１   

０ （ｓＩ－Ａ２２）－１  

（ｓＩ－Ａ３３）－１ 

（ｓＩ－Ａ４４）－

熿

燀

燄

燅１

Ｂ１

Ｂ２

熿

燀

燄

燅
０

０

＝Ｃ２（ｓＩ－Ａ２２）－１Ｂ２
定理证完。

由定理２２９可以看出，传递函数阵只描述了系统的能控能观测部分。
原来系统的极点集为：σ（Ａ１１）∪σ（Ａ２２）∪σ（Ａ３３）∪σ（Ａ４４），σ（Ａ２２）称为能控能观测极点

集。Λ＝σ（Ａ１１）∪σ（Ａ３３）∪σ（Ａ４４）称为该系统的固定模。
由定理２２９可知，系统的传递函数阵为

Ｇ（ｓ）＝Ｃ２（ｓＩ－Ａ２２）－１Ｂ２＝
Ｃ２Ａｄｊ（ｓＩ－Ａ２２）Ｂ２
｜ｓＩ－Ａ２２｜

因此，得到下式

Ｇ（ｓ）＝ＣＡｄｊ
（ｓＩ－Ａ）Ｂ

∏
４

ｉ＝１
｜ｓＩ－Ａｉｉ｜

＝
Ｃ２Ａｄｊ（ｓＩ－Ａ２２）Ｂ２
｜ｓＩ－Ａ２２｜

（２２３）

如果系统不是完全能控、完全能观测的，则必有ｎ２＜ｎ。所以传递函数阵中必有零点和极
点相消的现象。消去的极点是全部固定模Λ。
对单输入单输出定常线性系统

·
ｘ＝Ａｘ＋ｂｕ ｙ＝ｃｘ （２２４）

传递函数

Ｇ（ｓ）＝ｃ（ｓＩ－Ａ）－１ｂ＝ｃＡｄｊ
（ｓＩ－Ａ）ｂ

ｄｅｔ（ｓＩ－Ａ） ＝
ｂｎ－１ｓｎ－１＋⋯＋ｂ１ｓ＋ｂ０

ｓｎ＋ａｎ－１ｓｎ－１＋⋯＋ａ１ｓ＋ａ０
若上式中分子和分母有公因式相消，则称该单输入单输出系统有零极相消。关于系统（２２４）
有如下定理：

定理２３０ 单输入单输出的定常线性系统（２２４），存在零极相消的充分必要条件是它不
是完全能控完全能观测的，并且消去的极点是系统的全部固定模。

定理２３０的充分性是式（２２３）的直接结果，必要性的证明略去。定理２３０对多输入多
输出系统是否也成立呢？前面已经讲了，如果多输入多输出系统不是完全能控完全能观测的，

则必有零极点相消，并且消去的极点是系统的全部固定模。那么，如果系统完全能控完全能观

测，传递函数阵中还会不会有零极相消的现象呢？这个问题的回答依赖于对零极相消的定义。

首先看下面的例子：

【例２７】 考虑定常线性系统
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·
ｘ＝

１ ３ ２
０ ４ ２
熿

燀

燄

燅０ ０ １
ｘ＋

０ １
０ ０
熿

燀

燄

燅１ ０
ｕ

ｙ＝
１ ０ ０［ ］
０ ０ １

ｘ

容易验证这个系统是完全能控完全能观测的，由于系统矩阵为上三角形矩阵，因此它的特

征多项式为｜ｓＩ－Ａ｜＝（ｓ－１）２（ｓ－４），易知

Ａｄｊ（ｓＩ－Ａ）＝

（ｓ－１）（ｓ－４） ３（ｓ－１） ２（ｓ－１）

０ （ｓ－１）２ ２（ｓ－１）

０ ０ （ｓ－１）（ｓ－４

熿

燀

燄

燅）
于是

Ｇ（ｓ）＝ＣＡｄｊ
（ｓＩ－Ａ）Ｂ

｜ｓＩ－Ａ｜ ＝

２（ｓ－１） （ｓ－１）（ｓ－４）
（ｓ－１）（ｓ－４）
［ ］

０
（ｓ－１）２（ｓ－４）

＝
１

（ｓ－１）（ｓ－４）
２ ｓ－４
ｓ－
［ ］

４ ０
这个例子表明，当系统完全能控、完全能观测时，传递函数阵中仍可能有零极相消现象。

传递函数阵中的元素都是真分式，消去的零点是真分式分子的零点，这样的零点称为初等零

点。此外，对定常线性系统还可以定义几种其他类型的零点，这里不再介绍，读者可参看文献

［３６］。
例２７中，传递函数阵的元素的分子分母同消去了一个因子（ｓ－１），但经过对消以后的传

递函数阵仍保留了ｓ＝１和ｓ＝４两个极点。这样的对消现象对研究多变量系统意义不大。因
此在文献［６］中对零极相消的定义排除了这种情况，在那里如果传递函数阵

Ｇ（ｓ）＝ＣＡｄｊ
（ｓＩ－Ａ）Ｂ

｜ｓＩ－Ａ｜
的分母的零点没有因与分子相消而消失，而只是因相消而降低了重数，就称传递函数阵没有零

极相消，在这样的定义下［６］证明了多变量系统的如下定理：
定理２３１ 如果定常线性系统是完全能控、完全能观测的，则它的传递函数阵没有零极

相消。

零极相消现象在研究系统的稳定性时是值得注意的，下面的例可以说明这一点。

【例２８】 考虑定常线性系统

·
ｘ＝

０ １
２ －
［ ］

１
ｘ＋

１
－
［ ］
２
ｕ

ｙ＝［１ ０］ｘ
它的传递函数为

Ｇ（ｓ）＝ｃ（ｓＩ－Ａ）－１ｂ＝［１ ０］
ｓ －１
－２ ｓ＋
［ ］

１

－１

［ ］１
２
＝

ｓ－１
（ｓ＋２）（ｓ－１）

＝
１
ｓ＋２

从输入输出关系来研究Ｇ（ｓ）＝１?（ｓ＋２），系统是稳定的，但从状态方程来研究系统的极

１５



点为ｓ＝－２和ｓ＝１，系统是不稳定的。因此，我们称该系统是输入输出稳定的，但不是状态
稳定的。这一现象在研究系统的稳定性时值得注意。

２．７ 最小实现问题

控制系统以传递函数阵的形式给出输入－输出关系时，由传递函数阵求描述该系统的状
态方程的问题称为实现问题。已知控制系统的传递函数阵为Ｇ（ｓ），如果存在状态方程

·
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ
ｙ＝Ｃｘ＋Ｄｕ

使得Ｇ（ｓ）＝Ｃ（ｓＩ－Ａ）－１Ｂ＋Ｄ。则称Ｇ（ｓ）是可实现的，并称（Ｃ，Ａ，Ｂ，Ｄ）为Ｇ（ｓ）的一个
实现。当Ｄ为零矩阵时，称（Ｃ，Ａ，Ｂ）为Ｇ（ｓ）的一个实现。
研究实现问题的重要性在于，很多分析方法和设计方法是按状态方程开发的，为了应用这

些方法，对于由传递函数描述的系统必须求出它的状态方程实现。例如，对于由传递函数描述

的系统计算它的阶跃响应，用ＭＡＴＬＡＢ是先求出它的状态方程实现，再计算它的阶跃响应。
定理２２４指出，定常线性系统的传递函数阵等于它的能控能观测部分的传递函数阵，这

表明（Ｃ，Ａ，Ｂ）的能控能观测部分（Ｃ２，Ａ２，Ｂ２）与（Ｃ，Ａ，Ｂ）有相同的传递函数阵，即对于一个
传递函数阵可以有不同维数的实现。传递函数阵的维数最小的实现称为它的最小实现。

本节讨论最小实现的性质和如何求传递函数阵的最小实现。由于传递函数阵的最小实现

是传递函数阵的维数最小的实现，求最小实现的方法是先求出传递函数阵的一个具体的实现，

再进一步求它的最小实现。

为了讨论简单，在本节中假设传递函数阵的每个元素都是ｓ的真有理分式，如果不是这种
情况，经过简单的处理可以化成这种情况。

２．７．１ 单输入单输出系统的传递函数的实现

１．单输入单输出系统的传递函数为真有理分式的情况
设单输入单输出系统的传递函数为

Ｇ（ｓ）＝ １
ｓｎ＋ａｎ－１ｓｎ－１＋⋯＋ａ１ｓ＋ａ０

（２２５）

则输入ｕ的拉普拉斯变换Ｕ（ｓ）和输出ｙ的拉普拉斯变换Ｙ（ｓ）满足

Ｙ（ｓ）＝Ｇ（ｓ）Ｕ（ｓ）＝ １
ｓｎ＋ａｎ－１ｓｎ－１＋⋯＋ａ１ｓ＋ａ０

Ｕ（ｓ）

即

Ｙ（ｓ）［ｓｎ＋ａｎ－１ｓｎ－１＋⋯＋ａ１ｓ＋ａ０］＝Ｕ（ｓ）
经逆拉普拉斯变换可以得出输入ｕ和输出ｙ满足微分方程：

ｄｎｙ
ｄｔｎ＋ａｎ－１

ｄｎ－１ｙ
ｄｔｎ－１＋
⋯＋ａ１ｄｙｄｔ＋ａ０ｙ＝ｕ

（２２６）

引入状态变量

ｘ１＝ｙ，ｘ２＝ｄｙｄｔ
，⋯，ｘｎ－１＝

ｄｎ－２ｙ
ｄｔｎ－２ ＝

ｄｘｎ－２
ｄｔ
，ｘｎ＝ｄ

ｎ－１ｙ
ｄｔｎ－１ ＝

ｄｘｎ－１
ｄｔ

则ｎ阶微分方程（２２６）化为

２５



·
ｘ１＝ｘ２
…
·
ｘｎ－１＝ｘｎ

·
ｘｎ＝－ａ０ｘ１－ａ１ｘ２－⋯－ａｎ－１ｘｎ＋ｕ

系统的输出方程为

ｙ＝ｘ１
写成矩阵的形式为

·
ｘ＝

０ １ ０ ⋯ ０
０ ０ １ ⋯ ０
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

０ ０ ⋯ ０ １
－ａ０ －ａ１ ⋯ －ａｎ－２ －ａｎ－

熿

燀

燄

燅１

ｘ＋

０
０
…

熿

燀

燄

燅
０
１

ｕ （２２７）

ｙ＝［１ ０ ０ ⋯ ０］ｘ （２２８）
式（２２７）、式（２２８）是传递函数（２２５）的一个实现。容易验证式（２２７）是完全能控的，因

此，这一实现称为传递函数（２２５）的能控标准型实现。

２传递函数有零点的情况
设单输入单输出系统的传递函数为

Ｇ（ｓ）＝
ｂｍｓｍ＋ｂｍ－１ｓｍ－１＋⋯＋ｂ１ｓ＋ｂ０
ｓｎ＋ａｎ－１ｓｎ－１＋⋯＋ａ１ｓ＋ａ０

，ｍ ＜ｎ （２２９）

为应用前面已经导出的结果，令

Ｇ０（ｓ）＝ １
ｓｎ＋ａｎ－１ｓｎ－１＋⋯＋ａ１ｓ＋ａ０

＝
Ｙ０（ｓ）
Ｕ（ｓ）

那么，由１的结果，式（２２７）和ｙ０＝ｘ１是Ｇ０（ｓ）的一个实现。由式（２２９）有

Ｙ（ｓ）＝Ｇ（ｓ）Ｕ（ｓ）＝（ｂｍｓｍ＋⋯＋ｂ１ｓ＋ｂ０）Ｇ０（ｓ）Ｕ（ｓ）

＝（ｂｍｓｍ＋⋯＋ｂ１ｓ＋ｂ０）Ｙ０（ｓ）

即 ｙ（ｔ）＝ｂｍ
ｄｍｙ０
ｄｔｍ ＋
⋯＋ｂ１

ｄｙ０
ｄｔ＋ｂ０ｙ０＝ｂ０ｘ１＋ｂ１

ｄｘ１
ｄｔ＋
⋯＋ｂｍ

ｄｍｘ１
ｄｔｍ

或者

ｙ（ｔ）＝ｂ０ｘ１＋ｂ１ｘ２＋⋯＋ｂｍｘｍ＋１＝［ｂ０ ｂ１ ⋯ ｂｍ ０ ⋯ ０］ｘ （２３０）

即式（２２７）、式（２３０）为传递函数（２２９）的能控标准型实现。

【例２９】 传递函数

Ｇ（ｓ）＝
ｂｎ－１ｓｎ－１＋⋯＋ｂ１ｓ＋ｂ０

ｓｎ＋ａｎ－１ｓｎ－１＋⋯＋ａ１ｓ＋ａ０
的能控标准型实现式（２２７）、式（２３０）能观测的充分必要条件是ｃａｄｊ（ｓＩ－Ａｃ）ｂ和ｄｅｔ（ｓＩ－

Ａｃ）没有公共因子相消，式中

３５



Ａｃ＝

０ １ ０ ⋯ ０
０ ０ １ ⋯ ０
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

０ ０ ⋯ ０ １
－ａ０ －ａ１ ⋯ －ａｎ－２ －ａｎ－

熿

燀

燄

燅１

ｂ＝

０
０
…

熿

燀

燄

燅
０
１

ｃ＝［ｂ０ ｂ１ ⋯ ｂｎ－１］

证明 在代数中Ａｃ称为伴随矩阵，如果它的特征值为ｓ，容易验证ｓ对应的右特征矢量
为

ｖ＝［１ ｓ ⋯ ｓｎ－１］Ｔ

由ＰＢＨ检验，（ｃ，Ａｃ）能观测的充分必要条件是没有Ａｃ的右特征矢量与ｃ正交。对于该例Ａｃ
的右特征矢量与ｃ正交，又等价于

ｃｖ＝ｂｎ－１ｓｎ－１＋⋯＋ｂ１ｓ＋ｂ０＝ｃａｄｊ（ｓＩ－Ａｃ）ｂ＝０
由定义 ｄｅｔ（ｓＩ－Ａｃ）＝０
即ｃａｄｊ（ｓＩ－Ａｃ）ｂ和ｄｅｔ（ｓＩ－Ａｃ）有公共因子相消。而没有Ａｃ的右特征矢量与ｃ正交，

则

ｃｖ＝ｂｎ－１ｓｎ－１＋⋯＋ｂ１ｓ＋ｂ０＝ｃａｄｊ（ｓＩ－Ａｃ）ｂ≠０
即ｃａｄｊ（ｓＩ－Ａｃ）ｂ和ｄｅｔ（ｓＩ－Ａｃ）没有公共因子相消。这就证明了本例的命题。

如果 Ｇ（ｓ）＝
ｓ＋５

ｓ３＋８ｓ２＋１７ｓ＋１０

则 Ａｃ＝
０ １ ０
０ ０ １

熿

燀

燄

燅－１０ －１７ －８
ｂ＝
熿

燀

燄

燅

０
０
１

ｃ＝［５ １ ０］

显然 ｄｅｔ（ｓＩ－Ａｃ）＝（ｓ＋１）（ｓ＋２）（ｓ＋５） ｃａｄｊ（ｓＩ－Ａｃ）ｂ＝ｓ＋５
有公因子ｓ＋５，因此这个能控标准型不完全能观测。容易验证它的能观测性矩阵

Ｖ＝
５ １ ０
０ ５ １
－１０ －１７ －

熿

燀

燄

燅３
行列式为０。
由关于能控性与能观测性的对偶定理，式（２２７）、式（２３０）的对偶系统

·
ｘ＝

０ ０ ０ ⋯ ０ －ａ０
１ ０ ０ ⋯ ０ －ａ１
０ １ ０ ⋯ ０ －ａ２
０ ０ １ ⋯ … …
… … … ⋯ ０ －ａｎ－２
０ ０ ０ ⋯ １ －ａｎ－

熿

燀

燄

燅１

ｘ＋

ｂ０
…

ｂｍ
０
…

熿

燀

燄

燅０

ｕ （２３１）

ｙ＝［０ ⋯ ０ １］ｘ （２３２）
是能观测的，并且与式（２２７）、式（２３０）有相同的传递函数，称式（２３１）、式（２３２）为传递函数
（２２９）的能观测标准型实现。
上面已经讲了传递函数的能控标准型实现和能观测标准型实现，还可以求出其他形式的

４５



实现，这里不再讨论。

２．７．２ 多输入多输出系统的传递函数阵的实现
考虑ｍ 个输入ｒ个输出的系统。描述其输入输出关系的是一个ｒ行ｍ 列的矩阵，记为

Ｇ（ｓ）。设Ｇ（ｓ）为严格真有理分式阵，即它的每个元素都是真有理分式，以ｇ（ｓ）表示Ｇ（ｓ）的
元素的分母的首项系数为１的最小公倍式，记为

ｇ（ｓ）＝ｓｑ＋ａｑ－１ｓｑ－１＋⋯＋ａ１ｓ＋ａ０
于是传递函数阵可改写为

Ｇ（ｓ）＝Ｎ（ｓ）（ｇ（ｓ））－１＝Ｎ（ｓ）（ｇ（ｓ）Ｉ）－１

式中 Ｎ（ｓ）＝Ｎ０＋Ｎ１ｓ＋⋯＋Ｎｑ－１ｓｑ－１

Ｎ０，Ｎ１，⋯，Ｎｑ－１是ｒ行ｍ 列的常数矩阵。
【例２１０】 当

Ｇ（ｓ）＝

１
ｓ＋１

１
ｓ－１

０ １

熿

燀

燄

燅ｓ
时，Ｇ（ｓ）的元素的分母的首项系数为１的最小公倍式ｇ（ｓ）＝ｓ（ｓ＋１）（ｓ－１），于是Ｇ（ｓ）可以
改写为

Ｇ（ｓ）＝

ｓ（ｓ－１）
ｇ（ｓ）

ｓ（ｓ＋１）
ｇ（ｓ）

０
（ｓ＋１）（ｓ－１）

ｇ（ｓ

熿

燀

燄

燅）

＝
ｓ（ｓ－１） ｓ（ｓ＋１）

０ （ｓ＋１）（ｓ－１
［ ］

）

１
ｇ（ｓ） ０

０ １
ｇ（ｓ

熿

燀

燄

燅）

＝
ｓ２－ｓ ｓ２＋ｓ

０ ｓ２－

熿

燀

燄

燅１
（ｇ（ｓ）Ｉ）－１＝

０ ０

０ －
［ ］

１
＋
－１ １［ ］
０ ０

ｓ＋
１ １［ ］
０ １

ｓ烅
烄
烆

烍
烌
烎
２（ｇ（ｓ）Ｉ）－１

＝（Ｎ０＋Ｎ１ｓ＋Ｎ２ｓ２）（ｇ（ｓ）Ｉ）－１

式中 Ｎ０＝
０ ０

０ －
［ ］

１
Ｎ１＝

－１ １［ ］
０ ０

Ｎ２＝
１ １［ ］
０ １

求得Ｎ０，Ｎ１，⋯，Ｎｑ－１后，输入输出关系可表示为

Ｙ（ｓ）＝Ｇ（ｓ）Ｕ（ｓ）＝Ｎ（ｓ）（ｇ（ｓ）Ｉ）－１Ｕ（ｓ）

为利用前面导出的关于真有理分式的实现的结果，将上式改写为

Ｙ（ｓ）＝Ｎ（ｓ）Ｙ０（ｓ）＝Ｎ０Ｙ０（ｓ）＋Ｎ１ｓＹ０（ｓ）＋⋯＋Ｎｑ－１ｓｑ－１Ｙ０（ｓ） （２３３）

式中

Ｙ０（ｓ）＝（ｇ（ｓ）Ｉ）－１Ｕ（ｓ）＝

１
ｇ（ｓ）



１
ｇ（ｓ

熿

燀

燄

燅）

ｕ１（ｓ）

…

ｕｍ（ｓ

熿

燀

燄

燅）
＝

ｕ１（ｓ）
ｇ（ｓ）

…

ｕｍ（ｓ）

ｇ（ｓ

熿

燀

燄

燅）

由于１?ｇ（ｓ）的实现为
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·
ｘ＝

０ １ ０ ⋯ ０

０ ０ １ ⋯ ０
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

０ ０ ⋯ ０ １

－ａ０ －ａ１ ⋯ －ａｑ－２ －ａｑ－

熿

燀

燄

燅１

ｘ＋

０

０
…

熿

燀

燄

燅
０

１

ｕ

将ｍ 个这样的系统叠到一起，即得到

·
ｘ＝

０ Ｉ ０ ⋯ ０

０ ０ Ｉ ⋯ ０
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

０ ０ ⋯ ０ Ｉ

－ａ０Ｉ －ａ１Ｉ ⋯ －ａｑ－２Ｉ －ａｑ－１

熿

燀

燄

燅Ｉ

ｘ＋

０

０
…

０

熿

燀

燄

燅Ｉ

ｕ （２３４）

ｙ０＝［Ｉ ０ ⋯ ０］ｘ＝ｘ１

这里Ｉ是ｍ 阶单位矩阵，ｘ是ｍ×ｎ维状态矢量，ｘ１是ｍ 维分状态矢量。由式（２３３）经逆拉
普拉斯变换可以得出输出ｙ为

ｙ（ｔ）＝Ｎ０ｘ１＋Ｎ１
ｄｘ１
ｄｔ＋
⋯＋Ｎｑ－１

ｄｑ－１ｘ１
ｄｔｑ－１ ＝Ｎ０ｘ１＋Ｎ１ｘ２＋

⋯＋Ｎｑ－１ｘｑ

或者 ｙ（ｔ）＝［Ｎ０，Ｎ１，⋯，Ｎｑ－１］ｘ （２３５）

则式（２３４）、式（２３５）就是传递函数阵Ｇ（ｓ）的一个实现。容易验证它是完全能控的，因而是

Ｇ（ｓ）的能控实现。利用对偶关系还可以得到Ｇ（ｓ）的能观测实现。
可以直接验证系统（２３４）（２３５）是传递函数阵Ｇ（ｓ）的一个实现［４３］，记

Ａｃ＝

０ Ｉ ０ ⋯ ０

０ ０ Ｉ ⋯ ０
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

０ ０ ⋯ ０ Ｉ

－ａ０Ｉ －ａ１Ｉ ⋯ －ａｑ－２Ｉ －ａｑ－１

熿

燀

燄

燅Ｉ

Ｂｃ＝

０

０
…

０

熿

燀

燄

燅Ｉ

Ｃｃ＝［Ｎ０，Ｎ１，⋯，Ｎｑ－１］

下面验证 Ｃｃ（ｓＩ－Ａｃ）－１Ｂｃ＝Ｎ（ｓ）（ｇ（ｓ）Ｉ）－１＝Ｇ（ｓ）

首先注意到（ｓＩ－Ａｃ）－１Ｂｃ是矩阵方程（ｓＩ－Ａｃ）Ｘ＝Ｂｃ的解，式中

Ｘ＝

Ｘ１
…

Ｘ

熿

燀

燄

燅ｑ

于是上面的矩阵方程又可以改写为
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ｓＸ１

ｓＸ２
…

ｓＸｑ－１

ｓＸ

熿

燀

燄

燅ｑ

－

０ Ｉ ０ ⋯ ０

０ ０ Ｉ ⋯ ０
… … … … …

０ ０ ⋯ ０ Ｉ

－ａ０ －ａ１ ⋯ －ａｑ－２ －ａｑ－

熿

燀

燄

燅１

Ｘ１

Ｘ２
…

Ｘｑ－１

Ｘ

熿

燀

燄

燅ｑ

＝

０

０
…

０

熿

燀

燄

燅Ｉ

由这个方程得到

ｓＸｉ－Ｘｉ＋１＝０ ｉ＝１，２，⋯，ｑ－１ （２３６）

ｓＸｑ＋ａ０Ｘ１＋ａ１Ｘ２＋⋯＋ａｑ－１Ｘｑ＝Ｉ （２３７）

由式（２３６）得到

Ｘ２＝ｓＸ１，Ｘ３＝ｓＸ２＝ｓ２Ｘ１，⋯，Ｘｑ＝ｓＸｑ－１＝ｓｑ－１Ｘ１
将这些关系代入式（２３７）得到

（ｓｑ＋ａｑ－１ｓｑ－１＋⋯＋ａ１ｓ＋ａ０）Ｘ１＝ｇ（ｓ）Ｘ１＝Ｉ

于是 Ｘ１＝ １
ｇ（ｓ）Ｉ Ｘ２＝ ｓ

ｇ（ｓ）Ｉ
⋯ Ｘｑ＝

ｓｑ－１

ｇ（ｓ）Ｉ

因此Ｃｃ（ｓＩ－Ａｃ）－１Ｂｃ＝ＣｃＸ＝［Ｎ０ Ｎ１ ⋯ Ｎｑ－１］
１
ｇ（ｓ）

Ｉ

ｓＩ
…

ｓｑ－１

熿

燀

燄

燅Ｉ

＝Ｎ（ｓ）（ｇ（ｓ）Ｉ）－１

这就验证了 Ｃｃ（ｓＩ－Ａｃ）－１Ｂｃ＝Ｎ（ｓ）（ｇ（ｓ）Ｉ）－１＝Ｇ（ｓ）

【例２１１】 求传递函数阵

Ｇ（ｓ）＝
１?（ｓ＋１）２（ｓ＋２） －１?（ｓ＋１）（ｓ＋２）

０ １?（ｓ＋１）
熿

燀

燄

燅２

的能控实现。

先求出Ｇ（ｓ）的分母的最小公倍式

ｇ（ｓ）＝（ｓ＋１）２（ｓ＋２）＝ｓ３＋４ｓ２＋５ｓ＋２
于是

Ｇ（ｓ）＝
１ －（ｓ＋１）

０ ｓ＋
［ ］

２
（ｇ（ｓ）Ｉ）－１，Ｎ（ｓ）＝

１ －１［ ］
０ ２

＋
０ －１［ ］
０ １

ｓ＋
０ ０［ ］
０ ０

ｓ２

Ｇ（ｓ）的能控实现为

·
ｘ＝

０ Ｉ ０

０ ０ Ｉ

－２Ｉ －５Ｉ －４

熿

燀

燄

燅Ｉ

ｘ＋

０

０
熿

燀

燄

燅Ｉ

ｕ

ｙ＝
１ －１ ０ －１ ０ ０［ ］
０ ２ ０ １ ０ ０

ｘ
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２．７．３ 最小实现
上节已经讲了如何求传递函数阵Ｇ（ｓ）的一个能控实现，本节再证明Ｇ（ｓ）的实现是最小

实现的充分必要条件是它是能控能观测的。那么从它的能控实现中分解出能观测部分就是所

求的最小实现。

定理２３２ Ｇ（ｓ）的实现是最小实现的充分必要条件是它是完全能控完全能观测的。
证明 必要性 反设Ｇ（ｓ）的最小实现（Ｃ，Ａ，Ｂ）不是完全能控完全能观测的，将它化为

标准结构形式，则由定理２２９，子系统（Ｃ２，Ａ２２，Ｂ２）也是Ｇ（ｓ）的实现，但由于（Ｃ，Ａ，Ｂ）不是
完全能控完全能观测的，子系统（Ｃ２，Ａ２２，Ｂ２）的维数ｎ２小于实现（Ｃ，Ａ，Ｂ）的维数，这与（Ｃ，

Ａ，Ｂ）是Ｇ（ｓ）的最小实现矛盾。
充分性 设（Ｃ，Ａ，Ｂ）是Ｇ（ｓ）的完全能控完全能观测的实现，其维数为ｎ，再设Ｇ（ｓ）有

一个实现（Ｃ^，Ａ^，Ｂ^）的维数ｎ′＜ｎ，则有

Ｇ（ｓ）＝Ｃ^（ｓＩ－Ａ^）－１Ｂ^＝Ｃ（ｓＩ－Ａ）－１Ｂ

经逆拉普拉斯变换可以得出Ｌ－１（ｓＩ－Ａ）＝ｅＡｔ，上式经逆拉普拉斯变换化为

Ｃ^ｅＡｔＢ^＝ＣｅＡｔＢ

即 ∑
∞

ｉ＝０
Ｃ^Ａ^

ｉ

ｉ！Ｂ^ｔ
ｉ＝∑

∞

ｉ＝０
ＣＡ

ｉ

ｉ！Ｂｔ
ｉ

因而 Ｃ^Ｂ^＝ＣＢ，Ｃ^Ａ^Ｂ^＝ＣＡＢ，⋯，Ｃ^Ａ^ｎ－１Ｂ^＝ＣＡｎ－１Ｂ，Ｃ^Ａ^ｎＢ^＝ＣＡｎＢ
于是能控性矩阵与能观测性矩的积

ＶＵ＝

Ｃ

ＣＡ
…

ＣＡｎ－

熿

燀

燄

燅１

［Ｂ ＡＢ ⋯ Ａｎ－１Ｂ］＝

ＣＢ ＣＡＢ ⋯ ＣＡｎ－１Ｂ

ＣＡＢ ＣＡ２Ｂ ⋯ ＣＡｎＢ
… … … …

ＣＡｎ－１Ｂ ＣＡｎＢ ⋯ ＣＡ２ｎ－２

熿

燀

燄

燅Ｂ

＝

Ｃ^Ｂ^ Ｃ^Ａ^Ｂ^ ⋯ Ｃ^Ａ^ｎ－１Ｂ^

Ｃ^Ａ^Ｂ^ Ｃ^Ａ^２Ｂ^ ⋯ Ｃ^Ａ^ｎＢ^
… … … …

Ｃ^Ａ^ｎ－１Ｂ^ Ｃ^Ａ^ｎＢ^ ⋯ Ｃ^Ａ^２ｎ－２Ｂ

熿

燀

燄

燅^

＝

Ｃ^

Ｃ^Ａ^
…

Ｃ^Ａ^ｎ－

熿

燀

燄

燅１

［Ｂ^ Ａ^Ｂ^ ⋯ Ａ^ｎ－１Ｂ^］＝ Ｖ^^Ｕ
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应用关于矩阵秩的Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ不等式

ｒａｎｋ（Ｖ）＋ｒａｎｋ（Ｕ）－ｎ≤ｒａｎｋ（ＶＵ）≤ｍｉｎ（ｒａｎｋ（Ｖ），ｒａｎｋ（Ｕ））
及ｒａｎｋ（Ｕ）＝ｒａｎｋ（Ｖ）＝ｎ，得到ｒａｎｋ（ＶＵ）＝ｎ，类似地得到ｒａｎｋ（^Ｖ^Ｕ）＝ｎ′＜ｎ，这与ＶＵ
＝^Ｖ^Ｕ 矛盾，定理证完。
由这个定理我们得到如下的求最小实现的方法：

第一步 求Ｇ（ｓ）的一个实现
第二步 化为标准结构形式，其能控能观测子系统就是Ｇ（ｓ）的一个最小实现。
如果按照上面的做法第一步求出的是Ｇ（ｓ）的能控实现，则第二步只需将它化为能观测

结构形式，由此得到的能观测子系统就是Ｇ（ｓ）的一个最小实现。
在第一步得到一个实现以后，第二步由一个实现求最小实现可以由 ＭＡＴＬＡＢ函数

ｍｉｎｒｅａｌ完成，其调用格式为
［ａｍ，ｂｍ，ｃｍ，ｄｍ］＝ｍｉｎｒｅａｌ（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）

【例２１２】 已给传递函数阵

Ｇ（ｓ）＝

１
ｓ

１
ｓ

１
ｓ

１
ｓ

熿

燀

燄

燅２

求它的最小实现。

传递函数阵分母的最小公倍式为ｇ（ｓ）＝ｓ２，于是Ｇ（ｓ）可以改写为

Ｇ（ｓ）＝
ｓ ｓ

ｓ
［ ］

１

ｓ２ ０

０ ｓ

熿

燀

燄

燅２

－１

＝
０ ０［ ］
０ １

＋
１ １［ ］
１ ０

烅
烄

烆
烍
烌

烎
ｓ

１
ｓ２ ０

０ １
ｓ

熿

燀

燄

燅２

那么Ｇ（ｓ）的一个实现为

·
ｘ＝

０ Ｉ［ ］
０ ０

ｘ＋
０［ ］
Ｉ
ｕ

ｙ＝
０ ０ １ １［ ］
０ １ １ ０

ｘ

这是Ｇ（ｓ）的一个能控实现。从这个系统中分离出能观测部分，就得到了Ｇ（ｓ）的最小实现。
实际上这个实现展开写应该是

·
ｘ＝

０ ０ １ ０

０ ０ ０ １

０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

ｘ＋

０ ０

０ ０

１ ０

熿

燀

燄

燅０ １

ｕ

ｙ＝
０ ０ １ １［ ］
０ １ １ ０

ｘ

这个系统已经是能观测结构形式，其能观测部分为
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·
ｘ＝

０ ０ １

０ ０ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ０

ｘ＋

０ ０

１ ０
熿

燀

燄

燅０ １

ｕ

ｙ＝
０ １ １［ ］
１ １ ０

ｘ

这个系统是在能控实现中分离出的能观测部分，因而它是能控能观测的，因此它是Ｇ（ｓ）
的能控能观测的实现，由定理２３２知，它就是Ｇ（ｓ）的最小实现。
以上是标准的做法，适用于求一切元素为真有理分式的传递函数阵的最小实现。对本例

给出的传递函数阵也可以用如下较简单的方法求出它的最小实现。

首先设Ｙ（ｓ）＝［Ｙ１（ｓ） Ｙ２（ｓ）］Ｔ是输出ｙ（ｔ）的拉普拉斯变换，Ｕ（ｓ）＝［Ｕ１（ｓ）

Ｕ２（ｓ）］Ｔ是输入ｕ（ｔ）的拉普拉斯变换。于是

Ｙ（ｓ）＝
Ｙ１（ｓ）

Ｙ２（ｓ

熿

燀

燄

燅）
＝

１
ｓ

１
ｓ

１
ｓ

１
ｓ

熿

燀

燄

燅２
Ｕ（ｓ）＝

１
ｓ

１
ｓ

１
ｓ

１
ｓ

熿

燀

燄

燅２

Ｕ１（ｓ）

Ｕ２（ｓ

熿

燀

燄

燅）

由此得到

Ｙ１（ｓ）＝１ｓＵ１
（ｓ）＋１ｓＵ２

（ｓ） Ｙ２（ｓ）＝１ｓＵ１
（ｓ）＋１ｓ２Ｕ２

（ｓ）

由上述两式得到该两输入两输出系统的框图如下：

图２５ 例２１３的框图

依据这个框图可直接写出系统状态方程和输出方程如下：
·
ｘ１＝ｕ１
·
ｘ２＝ｘ３
·
ｘ３＝ｕ２

ｙ１＝ｘ１＋ｘ３

ｙ２＝ｘ１＋ｘ２
容易验证这个系统是完全能控完全能观测的，因此是最小实现。

２．８ 习题

１判断下列系统的能控性
０６



（１）

·
ｘ＝

１ －１ １

０ －１ ０
熿

燀

燄

燅２ １ ３

ｘ＋
熿

燀

燄

燅

１

０

１

ｕ

（２）

·
ｘ＝

１ １ ０

１ －１ ０
熿

燀

燄

燅０ １ ３

ｘ＋
熿

燀

燄

燅

１

０

０

ｕ

（３）

·
ｘ＝

１ １ ０ ０

０ ２ ０ ０

１ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ １ ０ ０

ｘ＋

１ ２

１ ０

０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０

ｕ

２已给系统

·
ｘ＝

１ －１

１－
［ ］

ａ ａ
ｘ＋

１［ ］
ｂ
ｕ

试问ａ，ｂ满足什么条件时，系统完全能控。

３设Ａ为ｎ阶方阵，试证明对任ｋ≥ｎ成立［Ａ ＡＢ ⋯ Ａｎ－１Ｂ］的秩与［Ｂ ＡＢ ⋯

Ａｋ－１Ｂ］的秩相等。

４判断下列系统的能观测性
（１）

·
ｘ＝

１ ０ －１

－１ －２ ０
熿

燀

燄

燅３ ０ １

ｘ＋

１ ０

０ １
熿

燀

燄

燅０ １

ｕ

ｙ＝
１ ０ ０

０ －
［ ］

１ ０
ｘ

（２）

·
ｘ＝

－２ １ ０ ０

０ －２ ０ ０

０ ０ －３ １

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ３

ｘ＋

１ ２

０ １

０ ０

熿

燀

燄

燅０ １

ｕ

ｙ＝
１ ０ ０ ０

０ ０ －
［ ］

１ ０
ｘ

５已知定常线性系统
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·
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ
ｙ＝Ｃｘ

完全能控、完全能观测，试证明对任意连续函数ｆ（ｔ），系统
·
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ＋ｆ（ｔ）

ｙ＝Ｃｘ
也是完全能控、完全能观测的。

６画出传递函数

Ｇ（ｓ）＝ ｓ－７
ｓ２＋５ｓ＋４＝

－８?３
ｓ＋１＋

１１?３
ｓ＋４

的并联实现框图，并写出它的状态方程和输出方程。

７画出传递函数

Ｇ（ｓ）＝ ｓ－７
ｓ２＋５ｓ＋４＝

ｓ－７
ｓ＋４
· １
ｓ＋１＝ １－ １１

ｓ＋（ ）４· １ｓ＋１
的串连实现框图，并写出它的状态方程和输出方程。

８将下列系统化为能控结构形式
（１）

·
ｘ＝

０ －１
１ －
［ ］

２
ｘ＋［ ］１

１
ｕ ｙ＝［ ］１ ０ｘ

（２）

·
ｘ＝

１ ２ －１
０ １ ０
１ －

熿

燀

燄

燅４ ３
ｘ＋
熿

燀

燄

燅

０
０
１
ｕ ｙ＝［１ ０ １］ｘ

９将下列系统化为能观测结构形式
（１）

·
ｘ＝

０ ２ －１
３ ０ １
熿

燀

燄

燅０ ０ ２
ｘ＋
熿

燀

燄

燅

１
０
１
ｕ ｙ＝［０ －２ １］ｘ

（２）

·
ｘ＝

２ ０ －２
１ ２ －１
熿

燀

燄

燅０ ０ １
ｘ＋
熿

燀

燄

燅

０
０
１
ｕ ｙ＝［１ ０ ０］ｘ

（３）

·
ｘ＝－ｘ＋ｕ ｙ＝

１ １［ ］
１ １

ｘ

１０将下列系统化为标准结构形式，并求出其传递函数阵
（１）

·
ｘ＝

－５ －１ －１ ３
３ ５ ５ －３
６ ４ ２ －６
０ ４ ０ －

熿

燀

燄

燅２

ｘ＋

２
０
－

熿

燀

燄

燅
１
１

ｕ
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ｙ＝［０ －１ ０ １］ｘ
（２）

·
ｘ＝

０ ２ －１
３ ０ １
熿

燀

燄

燅０ ０ ２
ｘ＋
熿

燀

燄

燅

１
０
０
ｕ

ｙ＝［０ －２ １］ｘ
１１已给系统

·
ｘ＝

－１ ０ －４ －３
０ －２ ０ －３
０ ０ ２ ２

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

ｘ＋

熿

燀

燄

燅

２
１
０
０

ｕ

ｙ＝［０ １ ０ ２］ｘ
试问该系统是否稳定，如果不稳定能否设计一个状态反馈，使得到的闭环系统稳定？

１２设传递函数阵Ｇ（ｓ）＝Ｇ０（ｓ）＋Ｄ 中，Ｄ 为常数矩阵，Ｇ０（ｓ）是严格真有理分式阵。
若系统

·
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ ｙ＝Ｃｘ

是Ｇ０（ｓ）的一个最小实现，试证明系统
·
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ ｙ＝Ｃｘ＋Ｄｕ

是Ｇ（ｓ）的一个最小实现。

１３求下列传递函数阵的最小实现
（１）

Ｇ（ｓ）＝

１
ｓ＋１

１
ｓ＋１

１
ｓ＋１

－１
ｓ＋

熿

燀

燄

燅２
（２）

Ｇ（ｓ）＝

ｓ＋２
ｓ＋１

１
ｓ＋３

１
ｓ＋１

ｓ＋２

熿

燀

燄

燅ｓ
（３）

Ｇ（ｓ）＝

１
ｓ＋１ ０

１
ｓ－１

１

熿

燀

燄

燅ｓ
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第３章 反馈控制系统的设计

３１ 引言

反馈是现代控制理论的一个重要概念，人们常应用反馈改善系统的性能，以达到预期的目

标。开环系统不带反馈，输入信号直接产生输出响应。闭环系统则将输出的测量值与期望的

输出值进行比较，依据它们的差确定控制信号，对受控对象进行控制。

对于定常线性系统
·
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ （３１）

ｙ＝Ｃｘ （３２）
设ｒ（ｔ）是系统的参考输入，在状态反馈

ｕ（ｔ）＝ｒ（ｔ）－Ｋｘ（ｔ） （３３）
的作用下得到闭环系统

·
ｘ＝（Ａ－ＢＫ）ｘ＋Ｂｒ （３４）

Ｋ称为反馈增益矩阵。
当输入为

ｕ（ｔ）＝ｒ（ｔ）－Ｋｙ（ｔ） （３５）
时，则得到一个输出反馈控制系统。应用输出反馈（３５）得到的闭环系统的状态方程为：

·
ｘ＝（Ａ－ＢＫＣ）ｘ＋Ｂｒ （３６）

输出反馈常在系统的某些状态不能用做反馈时使用。

系统（３１）的能控性是由矩阵对（Ａ，Ｂ）决定的性质。应用能控性的充要条件可以证明关
于能控性的如下定理：

定理３１ 状态反馈不影响系统的能控性，即（Ａ，Ｂ）能控等价于（Ａ－ＢＫ，Ｂ）能控。
证 应用关系式

［λＩ－（Ａ－ＢＫ）…Ｂ］＝［λＩ－Ａ…Ｂ］
Ｉｎ ０
Ｋ Ｉ
［ ］

ｍ

以及对任意ｍ 行ｎ列矩阵Ｋ，矩阵

Ｉｎ ０
Ｋ Ｉ
［ ］

ｍ

总是满秩矩阵，而满秩矩阵乘任意矩阵其秩不变，因此

ｒａｎｋ［λＩ－（Ａ－ＢＫ）…Ｂ］＝ｒａｎｋ［λＩ－Ａ…Ｂ］
对所有λ成立。由能控的ＰＢＨ判据立即得到：（Ａ，Ｂ）能控等价于（Ａ－ＢＫ，Ｂ）能控，定理证
完。

类似地可证明

定理３２ 输出反馈不影响系统地能观测性。
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定理３２的证明请读者完成（３６习题中的第２题）。
【例３１】 考虑系统

·
ｘ＝

０ １［ ］
－３ －４

ｘ＋［ ］０
１
ｕ

ｙ＝［１ －１］ｘ
这个系统是能控标准型，因而它是能控的，容易验证它也是能观测的。经状态反馈：

ｕ＝ｒ－［ｋ１ ｋ２］ｘ
得到闭环系统

·
ｘ＝

０ １
－３－ｋ１ －４－ｋ［ ］

２
ｘ＋［ ］０

１
ｒ

ｙ＝［１ －１］ｘ
它的能控性矩阵和能观测性矩阵分别为

Ｕ＝
０ １
１ －４－ｋ［ ］

２
Ｖ＝

１ －１
３＋ｋ１ ５＋ｋ
［ ］

２

显然对任意ｋ１，ｋ２，Ｕ的秩均为２，因此对任意ｋ１，ｋ２闭环系统都是完全能控的。但是

Ｖ ＝８＋ｋ１＋ｋ２
仅当ｋ１，ｋ２满足ｋ１＋ｋ２≠－８时，Ｖ的秩为２，闭环系统才是完全能观测的，这表明状态反馈
将影响系统的能观测性。

一个能控能观测的系统，经状态反馈能控性不变，经状态反馈仍然能观测的充分必要条件

是：经反馈得到的闭环系统的特征值没有与系统的零点相消。对单输入单输出系统，这是定理

２３０的直接结果。对于多输入多输出系统，这是定理２３１的直接结果，这时需注意定理２３１
前面关于多输入多输出系统的零点与极点相消的定义的说明。

３２ 应用李雅普诺夫第二方法设计反馈控制系统

３２１ 设计方法
考虑定常线性系统

·
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ

要求设计一个反馈控制

ｕ＝ｒ－Ｋｘ
使闭环系统渐近稳定。

在考虑稳定性时可设参考输入ｒ＝０，并略去负号。考虑反馈控制

ｕ＝Ｋｘ
这时闭环系统为

·
ｘ＝（Ａ＋ＢＫ）ｘ

由定理２６该闭环系统渐近稳定的充分必要条件是：对任一正定矩阵Ｑ李雅普诺夫方程
（Ａ＋ＢＫ）ＴＰ＋Ｐ（Ａ＋ＢＫ）＝－Ｑ

有惟一正定解。设Ｐ＝Ｑ＝Ｉ，则李雅普诺夫方程化为
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（Ａ＋ＢＫ）Ｔ＋（Ａ＋ＢＫ）＝－Ｉ
因此，可以由以上矩阵方程解出矩阵Ｋ，以它作为反馈增益矩阵，得到的闭环系统就是渐近稳
定的。这样就可以用李雅普诺夫第二方法设计反馈控制系统。

３２２ 设计实例
【例３２】 考虑系统

·
ｘ＝

０ １［ ］
２ ２

ｘ＋
１ １［ ］
－２ １

ｕ

求反馈ｕ＝Ｋｘ使闭环系统稳定。

解 取Ｐ＝Ｑ＝Ｉ及Ｋ＝
ｋ１１ ｋ１２
ｋ２１ ｋ
［ ］

２２

，李雅普诺夫方程化为

ｋ１１＋ｋ２１ １＋ｋ１２＋ｋ２２
２－２ｋ１１＋ｋ２１ ２－２ｋ１２＋ｋ
［ ］

２２

Ｔ

＋
ｋ１１＋ｋ２１ １＋ｋ１２＋ｋ２２

２－２ｋ１１＋ｋ２１ ２－２ｋ１２＋ｋ
［ ］

２２
＝－

１ ０［ ］
０ １

由此得到

２ｋ１１＋２ｋ２１＝－１
３－２ｋ１１＋ｋ１２＋ｋ２１＋ｋ２２＝０
４－４ｋ１２＋２ｋ２２

烅
烄

烆 ＝－１

令ｋ１１＝１得到解：ｋ２１＝－３２
，ｋ１２＝１，ｋ２２＝－１２

，所求的反馈增益矩阵为

Ｋ＝
１ １

－３２ －

熿

燀

燄

燅
１
２

可以验证，当用它作为反馈增益矩阵时，得到的闭环系统的极点（Ａ＋ＢＫ 的特征值）实部为

－０５，闭环系统渐近稳定。

如果选取Ｐ＝１１０Ｉ
，Ｑ＝Ｉ解李雅普诺夫方程，可得到另一个反馈增益矩阵，这时得到的闭

环系统的极点向左移动了，其实部为－５（３６习题中的第５题）。
如果为了保证闭环系统的响应速度，要求设计一个反馈ｕ＝Ｋｘ，使闭环极点的实部小于

－σ（σ为正数），可应用定理３８，用下面的例说明具体做法。
【例３３】 对例３２给出的系统设计反馈ｕ＝Ｋｘ，使闭环极点的实部小于－３。
解 取Ｐ＝Ｑ＝Ｉ，σ＝３，对闭环系统，式（２３）化为

（Ａ＋ＢＫ）Ｔ＋（Ａ＋ＢＫ）＋６Ｉ＝－Ｉ
对例中给出的矩阵Ａ，Ｂ，上式化为

ｋ１１＋ｋ２１ １＋ｋ１２＋ｋ２２
２－２ｋ１１＋ｋ２１ ２－２ｋ１２＋ｋ
［ ］

２２

Ｔ

＋
ｋ１１＋ｋ２１ １＋ｋ１２＋ｋ２２

２－２ｋ１１＋ｋ２１ ２－２ｋ１２＋ｋ
［ ］

２２
＋
６ ０［ ］
０ ６

＝－
１ ０［ ］
０ １

由此得到关于ｋ１１，ｋ１２，ｋ２１，ｋ２２的代数方程组：

２ｋ１１＋２ｋ２１＝－７

－２ｋ１１＋ｋ１２＋ｋ２１＋ｋ２２＝－３

－４ｋ１２＋２ｋ２２＝－１１
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令ｋ１１＝１，解得ｋ１２＝３，ｋ２１＝－９２
，ｋ２２＝１２
，于是

Ｋ＝
１ ３

－９２

熿

燀

燄

燅
１
２

可以验证闭环系统极点的实部为－３５。
应用李雅普诺夫方程设计反馈系统，实质的运算是解代数方程组，应用起来比较方便。当

然并不是所有定常线性系统都能设计一个反馈使闭环系统稳定，这一点将在下一节进行分析。

３２３ 对于离散系统的相应结果
李雅普诺夫方法也可以应用于离散系统，对于离散时间定常线性系统

ｘ（ｋ＋１）＝Ａｘ（ｋ） （３７）
设计反馈ｕ（ｋ）＝Ｋｘ（ｋ），使得闭环系统

ｘ（ｋ＋１）＝（Ａ＋ＢＫ）ｘ（ｋ）
渐近稳定。应用定理２６’中离散时间系统的李雅普诺夫方程

ＡＴ＝ＰＡ－Ｐ＝－Ｑ （３８）
可以类似地设计使闭环稳定的反馈系统。方法同样是在离散时间系统的李雅普诺夫方程中，

令Ｐ＝Ｑ＝Ｉ则化为（Ａ＋ＢＫ）Ｔ（Ａ＋ＢＫ）＝０，如果能由此解出Ｋ设计就完成了。

３３ 极点配置问题

由前面的分析已看到状态反馈将会影响闭环系统的极点。对某些开环不稳定的系统可以

设计一个反馈控制，使得到的闭环系统稳定。关于定常线性系统的稳定性的定理说明了定常

线性系统的极点决定了它的稳定性。除此之外，还有系统的其他性质也决定于系统的极点的

位置，例如，系统的动态特性也在很大程度上依赖于闭环系统极点的位置。本节讨论如何设计

反馈系统，使闭环系统有事先给定的极点的问题，称为极点配置问题。

关于极点配置需要解决以下问题：

（１）什么样的系统能任意配置极点。
（２）如何配置极点。
（３）如何根据对系统性能的要求确定闭环极点的位置。
下面就开始讨论这些问题。

３３１ 应用状态反馈配置极点
首先，讨论什么样的系统可以应用状态反馈任意配置极点的问题。由于极点的位置决定

着系统的重要性质，能任意配置极点意味着可以通过反馈任意改变系统的某些重要性质，因此

任意配置极点的问题应与系统的能控性紧密相关。这使我们考虑到从系统的能控结构形式出

发讨论极点配置问题。

设定常线性系统已经过非奇异线性变换化为能控结构形式
·
ｘｃ
·
ｘ
［ ］

ｎｃ
＝
Ａ１ Ａ１２
０ Ａ
［ ］

２

ｘｃ
ｘ
［ ］

ｎｃ
＋
Ｂ１［ ］
０
ｕ （３９）

ｙ＝［Ｃ１ Ｃ２］
ｘｃ
ｘ
［ ］

ｎｃ

（３１０）
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（Ａ１，Ｂ１）能控。显然该系统的极点集合为σ（Ａ１）∪σ（Ａ２）。
记－Ｋ＝［Ｋｃ Ｋｎｃ］，经反馈

ｕ＝ｒ－Ｋｘ＝ｒ＋［Ｋｃ Ｋｎｃ］
ｘｃ
ｘ
［ ］

ｎｃ

得到闭环系统
·
ｘｃ
·
ｘ
［ ］

ｎｃ
＝
Ａ１＋Ｂ１Ｋｃ Ａ１２＋Ｂ１ＫＮＣ

０ Ａ
［ ］

２

ｘｃ
ｘ
［ ］

ｎｃ
＋
Ｂ１［ ］
０
ｒ

它的极点为σ（Ａ１＋Ｂ１Ｋｃ）∪σ（Ａ２）。
由以上分析得知σ（Ａ２）经反馈不能改变，因此如果系统（３９）不是完全能控的，则不能经

过反馈任意配置它的所有极点。由于经非异线性变换不改变系统的能控性和系统的极点，这

一结论对一般定常线性系统也成立。那么如果一个定常线性系统是完全能控的，是否它的所

有极点都能任意配置呢？答案是肯定的，后面将具体给出配置极点的方法，于是我们有如下重

要定理。

定理３３ 系统（Ａ，Ｂ）通过状态反馈能任意配置极点的充分必要条件是（Ａ，Ｂ）完全能
控。

下面给出能控系统配置闭环极点的方法。

首先考虑单输入能控系统的极点配置方法，从能控标准型入手，考虑单输入能控系统

·
ｘ＝

０ １ ０ ０ ⋯ ０
０ ０ １ ０ ⋯ ０
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

０ ０ ⋯ ⋯ ０ １
－ａ０ －ａ１ ⋯ ⋯ ⋯ －ａ

熿

燀

燄

燅ｎ－１

ｘ＋

０
…
熿

燀

燄

燅
０
１

ｕ

该系统在反馈ｕ＝ｋｘ＋ｒ＝［ｋ１ ｋ２ ⋯ ｋｎ］ｘ＋ｒ作用下，得到闭环系统

·
ｘ＝

０ １ ０ ０ ⋯ ０
０ ０ １ ０ ⋯ ０
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

０ ０ ⋯ ⋯ ０ １
－ａ０＋ｋ１ －ａ１＋ｋ２ ⋯ －ａｎ－１＋ｋ

熿

燀

燄

燅ｎ

ｘ＋

０
０
…

熿

燀

燄

燅
０
１

ｒ （３１１）

容易计算该闭环系统的特征多项式为

ｓｎ＋（αｎ－１－ｋｎ）ｓｎ－１＋⋯＋（α１－ｋ２）ｓ＋（α０－ｋ１） （３１２）
假设要求将系统的极点配置到复平面上事先给定的ｎ个点：λ１，λ２，⋯，λｎ，这ｎ个极点中如有
复数必成共轭对出现。由此可以计算要求的闭环系统的特征多项式：

（ｓ－λ１）（ｓ－λ２）⋯（ｓ－λｎ）＝ｓｎ＋αｎ－１ｓｎ－１＋⋯＋α１ｓ＋α０ （３１３）
对比式（３１２）和（３１３）知为实现要求的闭环极点，只需取ｋ１，⋯，ｋｎ使得

α０＝ａ０－ｋ１ α１＝ａ１－ｋ２ ⋯ αｎ－１＝ａｎ－１－ｋｎ
由此解出 ｋ１＝ａ０－α０ ｋ２＝ａ１－α１⋯ｋｎ＝ａｎ－１－αｎ－１
于是 ｋ＝［ａ０－α０，ａ１－α１，⋯，ａｎ－１－αｎ－１］ （３１４）
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即所求。

对一般的单输入能控系统
·
ｘ＝Ａｘ＋ｂｕ

先将它变换为能控标准型，然后再配置极点，为此作变换

ｘ＝Ｔｘ′

Ｔ＝

ｑ
ｑＡ
…

ｑＡ

熿

燀

燄

燅ｎ－１

－１

式中 ｑ＝［０ ⋯ ０ １］Ｕ－１，Ｕ＝［ｂ Ａｂ ⋯ Ａｎ－１ｂ］。经过上述变换原系统化为
·
ｘ′＝Ｔ－１ＡＴｘ′＋Ｔ－１ｂｕ

由于ｑＵ＝［０ ⋯ ０ １］Ｕ－１Ｕ＝［０ ⋯ ０ １］，及ｑＵ＝［ｑｂ…ｑＡｂ…⋯…ｑＡｎ－１ｂ］，因此

ｑｂ＝０ ｑＡｂ＝０ ⋯ ｑＡｎ－２ｂ＝０ ｑＡｎ－１ｂ＝１
这意味着

Ｔ－１ｂ＝

ｑｂ
ｑＡｂ
…

ｑＡｎ－１

熿

燀

燄

燅ｂ

＝

０
…
熿

燀

燄

燅
０
１

下面再证明Ｔ－１ＡＴ为自然标准型矩阵，即

Ｔ－１ＡＴ＝

０ １ ０ ⋯ ⋯ ０
０ ０ １ ０ ⋯ ０
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

０ ⋯ ⋯ ⋯ ０ １
－ａ０ －ａ１ ⋯ ⋯ ⋯ －ａ

熿

燀

燄

燅ｎ－１

（３１５）

设Ａ的特征多项式为 ｓＩ－Ａ ＝ｓｎ＋ａｎ－１ｓｎ－１＋⋯＋ａ１ｓ＋ａ０，那么

０ １ ０ ⋯ ⋯ ０
０ ０ １ ０ ⋯ ０
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

０ ⋯ ⋯ ⋯ ０ １
－ａ０ －ａ１ ⋯ ⋯ ⋯ －ａ

熿

燀

燄

燅ｎ－１

Ｔ－１＝

０ １ ０ ⋯ ⋯ ０
０ ０ １ ０ ⋯ ０
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

０ ⋯ ⋯ ⋯ ０ １
－ａ０ －ａ１ ⋯ ⋯ ⋯ －ａ

熿

燀

燄

燅ｎ－１

ｑ
ｑＡ
…

ｑＡ

熿

燀

燄

燅ｎ－１

式（３１５）得证。这样就把单输入能控系统化成了能控标准型，因而可按式（３１４）任意配置极
点。在上式中我们用到了等式

Ａｎ＝－ａ０Ｉ－ａ１Ａ－⋯－ａｎ－１Ａｎ－１

这是凯莱—哈密顿定理给出的。

由（３１４）得到的反馈ｕ＝ｋｘ′＋ｒ，再返回原坐标ｘ得到

ｕ＝ｋＴ－１ｘ＋ｒ＝珘ｋｘ＋ｒ （３１６）
即所求，其中珘ｋ＝ｋＴ－１。
【例３４】 已给系统
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·
ｘ＝

１ １ ０
１ －１ ０
熿

燀

燄

燅０ １ ３
ｘ＋
熿

燀

燄

燅

１
０
０
ｕ

求状态反馈使闭环极点为－１，－２＋３ｊ，－２－３ｊ。
解 首先计算系统的特征多项式

ｓＩ－Ａ ＝ｓ３－３ｓ－２ｓ＋６
第二步计算要求的特征多项式

（ｓ＋１）（ｓ＋２－３ｊ）（ｓ＋２＋３ｊ）＝ｓ３＋５ｓ２＋１７ｓ＋１３
由式（３１７）得出

ｋ＝［ａ０－α０ ａ１－α１ ａ２－α２］＝［－７ －１９ －８］
为返回原坐标，计算

Ｕ＝
１ １ ２
０ １ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １
ｑ＝［０ ０ １］Ｕ－１＝［０ ０ １］

Ｔ－１＝

ｑ
ｑＡ
…

ｑＡ

熿

燀

燄

燅２

＝
０ ０ １
０ １ ３
熿

燀

燄

燅１ ２ ９

于是 ｕ＝ｋＴ－１ｘ＋ｒ＝［－８ －３５ －１３６］ｘ＋ｒ
即所求。

ＭＡＴＬＡＢ函数ｐｌａｃｅ用来计算单输入系统状态反馈配置极点的反馈增益矢量，调用格式
是

ｋ＝ｐｌａｃｅ（ａ，ｂ，ｐ）

ｐ的输入形式是将要求配置的极点写成一个行矢量。对本例ｐ＝［－１ －２＋３ｊ －２－３ｊ］。
下面讨论多输入系统的极点配置问题，考虑多输入能控系统

·
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ （３１７）

先求出一个状态反馈，将多输入能控系统化为对一个输入变量是能控的，然后再按单输入

系统配置极点的方法配置极点。具体做法如下：

设Ｂ＝［ｂ１ ｂ２ ⋯ ｂｍ］，由于假设了多输入系统（３１７）能控，因此它的能控性矩阵Ｕ＝
［Ｂ … ＡＢ … ⋯ … Ａｎ－１Ｂ］的秩为ｎ。将Ｕ的列矢量按如下方式重新排列：

ｂ１Ａｂ１⋯Ａｎ－１ｂ１；ｂ２Ａｂ２⋯Ａｎ－１ｂ２；⋯；ｂｍＡｂｍ⋯Ａｎ－１ｂ｛ ｝ｍ
从这ｍ×ｎ列中自左至右选取线性无关组，得到矩阵：

Ｑ＝［ｂ１Ａｂ１⋯Ａμ１－１ｂ１；ｂ２Ａｂ２⋯Ａμ２－１ｂ２；⋯；ｂｍＡｂｍ⋯Ａμｍ－１ｂｍ］ （３１８）

Ａμ１ｂ１，Ａμ２ｂ２，⋯，Ａμｍｂｍ均是Ｑ中它左面的列的线性组合，因而不再出现在矩阵Ｑ中。令

Ｓ＝［０ ⋯ ０ ｅ２；０ ⋯ ０ ｅ３； ⋯ ｅｍ；０ ⋯ ０］

↑
第μ１列

↑
第μ１＋μ２列

↑
第μ１＋⋯＋μｍ－１列

↑
第ｎ列

（３１９）

式中 ｅｉ是ｍ 阶单位矩阵的第ｉ列。
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可以证明，应用上面的矩阵Ｑ和Ｓ构造的矩阵Ｋ^＝ＳＱ－１将原系统化为单输入能控的。

引理３１ 设ｂ１≠０，在反馈ｕ＝Ｋ^ｘ＋ｖ＝ＳＱ－１ｘ＋ｖ作用下，闭环系统

·
ｘ＝（Ａ＋ＢＫ^）ｘ＋ｂ１ｖ１

能控，其中ｖ１是ｖ的第一个分量。

证明 由 Ｋ^的定义有Ｋ^Ｑ＝Ｓ，即

Ｋ^ ｂ１Ａｂ１⋯Ａμ１－１ｂ１；ｂ２Ａｂ２⋯Ａμ２－１ｂ２；⋯；ｂｍＡｂｍ⋯Ａμｍ－１ｂ［ ］ｍ

＝ ０⋯０ｅ２；０⋯０ｅ３；⋯；０⋯０ｅｍ；０⋯［ ］０
由此得到下面一系列的等式：

Ｋ^ｂ１＝０，Ｋ^Ａｂ１＝０，⋯，Ｋ^Ａμ１－２ｂ１＝０，Ｋ^Ａμ１－１ｂ１＝ｅ２

Ｋ^ｂ２＝０，Ｋ^Ａｂ２＝０，⋯，Ｋ^Ａμ２－２ｂ２＝０，Ｋ^Ａμ２－１ｂ２＝ｅ３

Ｋ^ｂｍ－１＝０，Ｋ^Ａｂｍ－１＝０，⋯，Ｋ^Ａμｍ－１－２ｂｍ－１＝０，Ｋ^Ａμｍ－１－１ｂｍ－１＝ｅｍ

Ｋ^ｂｍ＝０，Ｋ^Ａｂｍ＝０，⋯，Ｋ^Ａμｍ－２ｂｍ＝０，Ｋ^Ａμｍ－１ｂｍ＝０

记珚Ａ＝Ａ＋ＢＫ^，下面证明（珚Ａ，ｂ１）能控。为此逐次计算（珚Ａ，ｂ１）的能控性矩阵的列：

珚Ａｂ１＝（Ａ＋ＢＫ^）ｂ１＝Ａｂ１＋ＢＫ^ｂ１＝Ａｂ１

珚Ａ２ｂ１＝珚Ａ（Ａｂ１）＝（Ａ＋ＢＫ^）Ａｂ１＝Ａ２ｂ１
…

珚Ａμ１－１ｂ１＝珚Ａ（Ａμ１－２ｂ１）＝（Ａ＋ＢＫ^）Ａμ１－２ｂ１＝Ａμ１－１ｂ１

珚Ａμ１ｂ１＝珚Ａ（Ａμ１－１ｂ１）＝（Ａ＋ＢＫ^）Ａμ１－１ｂ１＝Ａμ１ｂ１＋ＢＫ^Ａμ１－１ｂ１
由Ｑ的构造方法Ａμ１ｂ１是ｂ２左边的列的线性组合，用ｂ

︷
２表示。于是上式化为

珚Ａμ１ｂ１＝ｂ
︷
２＋Ｂｅ２＝ｂ

︷
２＋ｂ２

珚Ａμ１＋１ｂ１＝（Ａ＋ＢＫ^）（ｂ
︷
２＋ｂ２）＝Ａｂ２＋ＢＫ^ｂ

︷
２＋Ａｂ
︷
２＋ＢＫ^ｂ２

式中 ＢＫ^ｂ２＝０，通过具体分析不难得出ＢＫ^ｂ２和Ａｂ
︷
２都是Ｑ中Ａｂ２左边的列的线性组合，

用Ａｂ
︷

２表示，于是

珚Ａμ１＋１ｂ１＝Ａｂ２＋Ａｂ
︷

２

由上面的分析可以看出，Ｓ中相应的列放一个ｅｉ是为了在珚Ａμ１＋
⋯＋μｉｂｉ项转换为ｂｉ＋１。类似于

上面的推倒可以得到

珚Ａμ１＋μ２ｂ１＝ｂ
︷
３＋ｂ３
…

珚Ａｎ－１ｂ１＝Ａμｍ－１ｂｍ＋Ａμｍ－１ｂ
烉烇 烋

ｍ

于是 ｒａｎｋ［［ｂ１ 珚Ａｂ１⋯珚Ａｎ－１ｂ１］］＝
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ｒａｎｋ［ｂ１Ａｂ１⋯Ａμ１－１ｂ１；ｂ２＋ｂ
︷
２⋯Ａμ１－１ｂ２＋Ａμ１－１ｂ

烉烇 烋
２；⋯；ｂｍ＋ｂ

︷
ｍ⋯Ａμｍ－１ｂｍ＋Ａμｍ－１ｂ

烉烇 烋
ｍ］

＝ｒａｎｋＱ＝ｎ
所以（珚Ａ，ｂ１）能控。引理证完。

利用引理３１的结果，可以先求Ｋ^将系统化为单输入能控的，再按单输入能控系统配置极
点的方法配置极点。

设
槇
Ｋ是所求反馈增益矩阵，它使单输入系统（珚Ａ，ｂ１）有要求的极点，即珚Ａ＋ｂ１

槇
Ｋ有事先给

定的极点λ１，λ２，⋯，λｎ。那么

Ａ＋Ｂ Ｋ^＋
槇
ｋ熿

燀

燄

燅
烅
烄

烆
烍
烌

烎０
＝Ａ＋ＢＫ^＋ｂ１

槇
ｋ＝珚Ａ＋ｂ１

槇
ｋ

因此 σ Ａ＋Ｂ Ｋ^＋
槇
ｋ熿

燀

燄

燅
烅
烄

烆
烍
烌

烎

烄

烆

烌

烎０
＝σ（珚Ａ＋ｂ１

槇
ｋ）＝ λ１，λ２，⋯，λ｛ ｝ｎ

这表明 Ｋ＝Ｋ^＋
槇
ｋ熿

燀

燄

燅０
（３２０）

将系统（Ａ，Ｂ）的极点配置到λ１，λ２，⋯，λｎ。因此Ｋ即所求反馈增益矩阵。
多输入能控系统极点配置的计算步骤：

第１步 按式（３１８）、式（３１９）构造矩阵Ｑ和Ｓ，并计算Ｋ^＝ＳＱ－１。

第２步 计算珚Ａ＝Ａ＋ＢＫ^和它的特征多项式

ｓＩ－珚Ａ ＝ｓｎ＋ａｎ－１ｓｎ－１＋⋯＋ａ１ｓ＋ａ０
第３步 对给定的ｎ个极点λ１，λ２，⋯，λｎ，计算多项式

（ｓ－λ１）（ｓ－λ２）⋯（ｓ－λｎ）＝ｓｎ＋αｎ－１ｓｎ－１＋⋯＋α１ｓ＋α０
并计算

ｋ＝［ａ０－α０ ａ１－α１ ⋯ ａｎ－１－αｎ－１］

第４步 计算
槇
ｋ＝ｋＴ－１，式中

Ｔ－１＝

ｑ
ｑＡ
…

ｑＡ

熿

燀

燄

燅ｎ－１

ｑ是（珚Ａ，ｂ１）的能控性矩阵Ｕ的逆矩阵的最后一行。
第５步 计算

Ｋ＝Ｋ^＋
槇
ｋ熿

燀

燄

燅０
Ｋ即所求的反馈增益矩阵。
至此对完全能控的定常性线性系统，给出了经过状态反馈任意配置闭环系统的全部极点
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的方法，从而完成了定理３３的证明。
【例３５】 已给系统

·
ｘ＝

１ １ ０ ０
０ ２ ０ ０
１ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ １ ０ ０

ｘ＋

１ ２
１ ０
０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０

ｕ

求反馈增益矩阵Ｋ，使得到的闭环系统的极点为－１，－１，－２，－２。
解 第１步 构造矩阵

Ｑ＝

１ ２ ２ ２
１ ２ ０ ０
０ １ ０ ２

熿

燀

燄

燅０ １ ０ ０

Ｓ＝
０ ０ ０ ０［ ］
０ １ ０ ０

计算反馈矩阵

Ｋ^＝ＳＱ－１＝
０ ０ ０ ０［ ］
０ １ ０ ０

０ １ ０ －２
０ ０ ０ １
０５ －０５ －０５ ０５

熿

燀

燄

燅０ ０ ０５ －０５

＝
０ ０ ０ ０［ ］
０ ０ ０ １

第２步 计算

珚Ａ＝Ａ＋ＢＫ^＝

１ １ ０ ２
０ ２ ０ ０
１ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ １ ０ ０
和特征多项式 ｓＩ－珚Ａ ＝ｓ４－３ｓ３＋２ｓ２。
第３步 计算要求的多项式

（ｓ＋１）（ｓ＋１）（ｓ＋２）（ｓ＋２）＝ｓ４＋６ｓ３＋１３ｓ２＋１２ｓ＋４
于是 ｋ＝［－４ －１２ －１１ －９］
第４步 计算

ｑ＝［０ ⋯ ０ １］［ｂ１ 珚Ａｂ１ ⋯ 珚Ａｎ－１ｂ１］－１＝［０ ０ ０５ －０５］

Ｔ－１＝

ｑ
ｑ珚Ａ
ｑ珚Ａ２

ｑ珚Ａ

熿

燀

燄

燅３

＝

０ ０ ０５ －０５
０５ －０５ ０ ０
０５ －０５ ０ １

熿

燀

燄

燅０５ ０５ ０ １

及
槇
ｋ＝ｋＴ－１＝［－１６ ７ －２ －１８］

第５步 计算

Ｋ＝Ｋ^＋
槇
ｋ熿

燀

燄

燅０
＝
０ ０ ０ ０［ ］
０ ０ ０ １

＋
－１６ ７ －２ －１８［ ］
０ ０ ０ ０

＝
－１６ ７ －２ －１８［ ］
０ ０ ０ １

以上论证的过程中能控性的条件主要是用到矩阵Ｕ＝［Ｂ ＡＢ ⋯ Ａｎ－１Ｂ］秩为ｎ。
然而，对于离散时间定常线性系统
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ｘ（ｋ＋１）＝Ａｘ（ｋ）＋Ｂｕ（ｋ）
这一条件等价于系统完全能达，因此对离散系统有如下定理

定理３４ 离散时间定常性线性系统（Ａ，Ｂ）通过状态反馈能任意配置极点的充分必要条
件是（Ａ，Ｂ）完全能达。
以上讲的配置极点的算法及下面给出的简化算法，同样适用于离散时间定常线性系统，这

里不再详述。下面介绍一种简化的极点配置算法，可以减少计算量和对存储单元的需求。

３３２ 极点配置算法的改进
上一节中极点配置算法的第４步，需要计算（珚Ａ，ｂ１）的能控性矩阵的最后一行ｑ，在例３５

中我们发现ｑ恰等于Ｑ－１的最后一行。这并不是在这个例子中的巧合，而是一个普遍规律，可

以证明如下引理。

引理３２ 系统（珚Ａ，ｂ１）的能控性矩阵Ｕ的逆矩阵的最后一行等于按式（３１８）构造的矩
阵Ｑ的逆矩阵的最后一行。
引理的证明方法是证明Ｕ和Ｑ的行列式相等，并且相应的第ｉ行第ｎ列的代数余子式也

相等，证明见文献［７］。
应用这个引理及文献［８］中的推导，可以给出极点配置问题的如下的简化算法：
极点配置的简化算法

第１步 按（３１８）和（３１９）构造矩阵Ｑ和Ｓ，计算Ｋ^＝ＳＱ－１并记Ｑ－１的最后一行为ｑ。
第２步 设要求配置的ｎ个极点为λ１，λ２，⋯，λｈ，ａ１±ｂ１ｊ，ａ２±ｂ２ｊ，⋯，ａｌ±ｂｌｊ，并且ｈ＋

２ｌ＝ｎ，计算
槇
ｋ＝－ｑ（珚Ａ－λ１Ｉ）⋯（珚Ａ－λｈＩ）［珚Ａ２－２ａ１珚Ａ＋（ａ２１＋ｂ２１）Ｉ］⋯［珚Ａ２－２ａｌ珚Ａ＋（ａ２ｌ＋ｂ２ｌ）Ｉ］
第３步

Ｋ＝Ｋ^＋
槇
ｋ熿

燀

燄

燅０
即所求。

该简化算法显然比前面的算法减少了很多运算量，它们是：求能控性矩阵的逆，求珚Ａ 的特
征多项式和要求的特征多项式。当ｎ比较大时减少的运算量是很可观的。
【例３６】 仍考虑例３５中的极点配置问题，其计算步骤可简化为：
第１步 同例３５的第１步，得到

Ｋ^＝
０ ０ ０ ０［ ］
０ ０ ０ １

并得到 ｑ＝ ０ ０ １
２ －［ ］１２

第２步 计算
槇
ｋ＝－ ０ ０ １

２ －［ ］１２ （珚Ａ＋Ｉ）（珚Ａ＋Ｉ）（珚Ａ＋２Ｉ）（珚Ａ＋２Ｉ）＝［－１６ ７ －２ －１８］

第３步 计算

Ｋ＝珡Ｋ＋
槇
ｋ熿

燀

燄

燅０
＝
－１６ ７ －２ －１８［ ］
０ ０ ０ １
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与例３５的计算相比较，可以看出简化算法节省了相当的计算量。
由极点配置的计算方法可知，单输入系统的极点配置问题的解是惟一的。但对于多输入

系统，极点配置问题的解则不惟一。这里介绍的多输入系统的极点配置问题的算法给出了问

题的一个解，除此之外还可以有其他解。我们看下面的例子。

设控制系统的状态方程为：

·
ｘ＝

０ １［ ］
１ ０

ｘ＋
１ ０［ ］
０ １

ｕ

求一个状态反馈使闭环极点为－２，－３。按前面的算法可以得到

Ｋ１＝
－５ －７［ ］
０ ０

可以用另一种方法求反馈矩阵，设

Ｋ２＝
ｋ１１ ｋ１２
ｋ２１ ｋ
［ ］

２２

则闭环矩阵为

Ａ＋ＢＫ２＝
ｋ１１ １＋ｋ１２
１＋ｋ２１ ｋ
［ ］

２２

它的特征多项式为

ｓＩ－（Ａ＋ＢＫ２）＝
ｓ－ｋ１１ －（１＋ｋ１２）

－（１＋ｋ２１） ｓ－ｋ２２
＝ｓ２－（ｋ１１＋ｋ２２）ｓ＋ｋ１１ｋ２２＋（１＋ｋ１２）（１＋ｋ２１）

而要求的特征多项式为（ｓ＋２）（ｓ＋３）＝ｓ２＋５ｓ＋６，于是得到

－ｋ１１－ｋ２２＝５

ｋ１１ｋ２２＋（１＋ｋ１２）（１＋ｋ２１）＝６
令ｋ１１＝－５，ｋ１２＝－７得到ｋ２１＝ｋ２２＝０，就是前面已经得到的解，令ｋ１１＝－１，ｋ１２＝－２则得

到ｋ２１＝１，ｋ２２＝－４于是得到

Ｋ２＝
－１ －２［ ］
１ －４

两个反馈矩阵都将闭环极点配置在－２，－３，但它们有所不同。对于第一个反馈矩阵，当第一
条反馈线路断开时，这相当于使ｋ１１＝０，于是反馈矩阵化为

Ｋ１＝
０ －７［ ］
０ ０

这时

Ａ＋ＢＫ１＝
０ －６［ ］
１ ０

闭环系统的特征多项式为ｓ２＋６，两个特征值为 槡＋６ｊ， 槡－６ｊ闭环系统不再是渐近稳定的。而
对于第二个反馈矩阵当第一条反馈线路断开时，反馈矩阵化为

Ｋ２＝
０ －２［ ］
１ －４
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Ａ＋ＢＫ２＝
０ －１［ ］
２ －４

它的特征方程为ｓ２＋３ｓ＋２，两个闭环极点为－１，－２。闭环系统仍然是渐近稳定的。因此后
者的可靠性比较好。

３３３ 极点位置的确定
前面已经讨论了什么样的系统能任意配置极点及如何配置极点的问题，下面讨论如何根

据对系统性能的要求确定闭环极点位置的问题，即如何将期望的闭环系统的性能指标转换为

要求的极点位置。一种方法是认为高阶系统的性能主要由它的一对主极点决定，远极点对系

统仅有极微小的影响。据此，可以先根据期望的闭环系统的性能指标决定一对主极点的位置，

再将其他极点配置在距这对主极点甚左的位置上。该方法是根据阶跃响应的性能指标决定一

对复共轭主极点。

具有主极点λ１，λ２的二阶传递函数设为

Ｇ（ｓ）＝ ω２ｎ
ｓ２＋２ξωｎｓ＋ω

２
ｎ

式中 ωｎ是无阻尼自振频率，ξ为阻尼比。λ１，λ２与ξ，ωｎ有如下关系：

λ１ ＝ λ２ ＝ωｎ
θ＝ｃｏｓ－１ξ

系统的超调量为

σ＝ ｅ－ξπ

１－ξ槡 ２

系统的调整时间（输出与稳态值之差的绝对值小于等于稳态值的Δ％所需的时间）

ｔｓ＝４?ξωｎ（Δ＝２）

ｔｓ＝３?ξωｎ（Δ＝５）

０＜ξ＜０９时，可根据上二式由σ，ｔｓ决定λ１，λ２。
【例３７】 设对系统的技术要求为：调整时间ｔｓ＝２秒，阻尼系数ξ＝０５，Δ＝２，则由ｔｓ＝

４
ξωｎ
＝２，以ξ＝０５代入，解得ωｎ＝４，二阶系统的传递函数为

Ｇ（ｓ）＝ １６
ｓ２＋４ｓ＋１６

二阶系统的特征方程为

ｓ２＋４ｓ＋１６
得到的一对主极点为

λ１ 槡＝－２＋２３ｊ λ２ 槡＝－２－２３ｊ
设原系统是四维的，可以将另外两个极点配置在λ３＝λ４＝－１０。
当对系统的技术要求为：调整时间ｔｓ≤１５秒，超调百分比≤５％时，可以得到主极点对允

许的区域，见图３１。

当上面的Δ＝２时，由ｔｓ＝４?ξωｎ≤１５，得到ξωｎ≥２６６，再由超调百分比＝１００ｅ
－πξ? １－槡 ξ

≤１５％，得到ξ≥０６９。于是在图３１中，ｓｉｎθ＝０６９，θ＝ｓｉｎ
－１０６９。由于
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（ｓ－λ）（ｓ－珔λ）＝ｓ２＋２ξωｎｓ＋ω
２
ｎ

得到λ＋珔λ＝２ξωｎ，由此得到图３１中的ＯＡ＝ξωｎ。一对主极点应取在图３１中由实线围成
的开区域内。

图３１ 主极点对的位置

以上分析了系统的一对主极点应取在图

３１中由实线围成的开区域内，由以上分析可
以看出，当系统的调整时间ｔｓ越小时，ξωｎ越
大，从而这对主极点越靠复平面的左边，即闭

环极点与开环极点离的越远，这将导致反馈增

益矩阵的元素增大，从而使控制的成本增加，

参见文献［４０］。因此，在选择闭环极点的位置
时应兼顾控制成本，不要一味地追求调整时间短。

当然，实际问题还要更复杂，选定两个主极点之后，再加上其他的极点和零点对系统的特

性产生的影响，复极点的位置需要适当的改变，有时需反复几次才能最后选好极点。

本节设计的反馈系统是全部状态变量的反馈，但在实际系统中不一定所有的状态都能用

作反馈。当系统有不能用作反馈的状态时，需要设计状态观测器估计系统的状态，再用得到的

状态的估计代替状态进行反馈。观测器的设计将在下一章介绍。

３３４ 应用极点配置设计倒摆控制系统的ＭＡＴＬＡＢ程序
前面已经建立了倒摆控制系统的数学模型，式（１５６），下面给出求该系统的反馈增益矩阵

Ｋ的ＭＡＴＬＡＢ程序。
首先，根据技术要求选择期望的闭环极点的位置，如果要求调整时间为ｔｓ＝２ｓ，阻尼ξ＝

０５，这正是例３７的情况，由例３７知四个极点可以选为λ１ 槡＝－２＋３ｉ，λ２ 槡＝－２－２３ｉ，λ３＝
－１０，λ４＝－１０。
以下是求反馈增益矩阵Ｋ使闭环极点为所选的四个极点的ＭＡＴＬＡＢ程序。
先输入系统的参数和闭环极点

Ａ＝［０１００；２０６０１０００；０００１；－０４９０５０００］；

Ｂ＝［０；－１；０；０５］；

Ｃ＝［１０００；００１０］；

Ｄ＝［０；０］；

ｊ＝［－２＋２ｓｑｒｔ（３）ｉ－２－２ｓｑｒｔ（３）ｉ－１０－１０］；

％将极点写成对角阵形式

Ｊ＝ｄｉａｇ（ｊ）；
按照多输入控制系统极点配置的计算步骤进行极点配置：

第１步 按式（３２０）、式（３２１）构造矩阵Ｑ和Ｓ，并计算Ｋ^＝ＳＱ－１

［ｍ，ｎ］＝ｓｉｚｅ（Ａ）；

ｕ（ｍ）＝０；

ｕ＝ｕ＋１；

ｘ＝１；

ｔｅｍｐ＝ｅｙｅ（ｍ）；
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Ｑ＝ｚｅｒｏｓ（ｍ）；

ｆｏｒｉ＝１：ｍ
Ｑ（：，ｉ）＝ｔｅｍｐＢ（：，ｘ）；

ｉｆｒａｎｋ（Ｑ）～＝ｉ
ｕ（ｘ）＝ｕ（ｘ）－１；

ｘ＝ｘ＋１；

Ｑ（：，ｉ）＝Ｂ（：，ｘ）；

ｔｅｍｐ＝Ａ；

ｅｌｓｅ
ｕ（ｘ）＝ｕ（ｘ）＋１；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐＡ；

ｅｎｄ
ｅｎｄ
ｙ＝０；ｚ＝２；

Ｓ＝ｚｅｒｏｓ（ｓｉｚｅ（Ｂ′））；

ｔ＝ｅｙｅ（ｓｉｚｅ（Ｂ′））；

ｆｏｒｊ＝１：ｍ
ｙ＝ｙ＋ｕ（ｊ）；

ｉｆ（ｙ＜ｍ）

Ｓ（：，ｙ）＝ｔ（：，ｚ）；

ｚ＝ｚ＋１；

ｅｎｄ
ｅｎｄ
Ｋ１＝Ｓｉｎｖ（Ｑ）

％运行结果

Ｋ１＝
０ ０ ０ ０

第２步 计算珚Ａ＝Ａ＋ＢＫ^和它的特征多项式

ｓＩ－Ａ ＝ｓｎ＋ａｎ－１ｓｎ－１＋⋯＋ａ１ｓ＋ａ０
第３步 对给定的ｎ个极点λ１，λ２，⋯，λｎ，计算多项式

（ｓ－λ１）（ｓ－λ２）⋯（ｓ－λｎ）＝ｓｎ＋αｎ－１ｓｎ－１＋⋯＋α１ｓ＋α０
并计算 ｋ＝［ａ０－α０ ａ１－α１ ⋯ ａｎ－１－αｎ－１］

ａ１＝Ａ＋ＢＫ１；

ｊ＝ｐｏｌｙ（ａ１）；

ｊｊ＝ｐｏｌｙ（Ｊ）；

ｆｏｒｉ＝１：ｍ
ｋ（：，ｉ）＝ｊ（ｍ＋２－ｉ）－ｊｊ（ｍ＋２－ｉ）；

ｅｎｄ
８７



％得到：

ｋ＝
１０ｅ＋００３
－１６０００ －０７２００ －０２１６６ －００２４０
第４步 计算珘ｋ＝ｋＴ－１，其中

Ｔ－１＝

ｑ
ｑＡ
…

ｑＡ

熿

燀

燄

燅ｎ－１

ｑ是（珚Ａ，ｂ１）的能控性矩阵Ｕ的逆矩阵的最后一行。

％计算ｑ
ｔｅｍｐ＝ｅｙｅ（ｍ）；

ｔｅｍｐ１（ｍ）＝１；

ｆｏｒｉ＝１：ｍ
ｔｅｍｐ２（：，ｉ）＝ｔｅｍｐＢ（：，１）；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐａ１；

ｅｎｄ
ｔｅｍｐ１
ｉｎｖ（ｔｅｍｐ２）

ｑ＝ｔｅｍｐ１ｉｎｖ（ｔｅｍｐ２）

％得到ｑ
ｑ＝
－００５１０ ０ －０１０１９ ０

％计算ｔ１
ｔｅｍｐ＝ｅｙｅ（ｍ）；

ｆｏｒｉ＝１：ｍ
ｔ１（：，ｉ）＝（ｑｔｅｍｐ）′；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐａ１；

ｅｎｄ
ｔ１＝ｔ１′
％得到ｔ１
ｔ１＝
－００５１０ ０ －０１０１９ ０

０ －００５１０ ０ －０１０１９
－１００００ ０ ０ ０

０ －１００００ ０ ０
第５步 计算反馈增益矩阵

Ｋ＝Ｋ^＋
槇
ｋ熿

燀

燄

燅０
９７



％计算ｋ１，Ｋ
ｋ１＝ｋｔ１；

ｔｅｍｐ３＝ｚｅｒｏｓ（ｓｉｚｅ（Ｂ））；

ｔｅｍｐ３（：，１）＝（ｋ１）′；

Ｋ＝Ｋ１＋ｔｅｍｐ３′
％得到Ｋ
Ｋ＝
２９８１５０４ ６０６９７２ １６３０９８９ ７３３９４５
ｕ＝Ｋｘ＝２９８１５０４ｘ１＋６０．６９７２ｘ２＋１６３．０９８９ｘ３＋７３．３９４５ｘ４

即所求的反馈控制。

采用完全相同的方法，可以编制出用极点配置设计磁盘驱动读取控制系统的 ＭＡＴＬＡＢ
程序，这里不再赘述。

３３５ 其他极点配置方法简介

１解李雅普诺夫方程配置极点［２５］

该方法有一定的限制，配置的极点位置不能包含Ａ 的特征值，但这对实际应用并不构成
影响。其计算步骤如下：

第１步 选取一个ｎ×ｎ矩阵Ｆ使有要求的特征值（不包含Ａ的特征值）；
第２步 选取任意矩阵珡Ｋ 使（Ｆ，珡Ｋ）能观测；
第３步 求李雅普诺夫方程ＡＰ－ＰＦ＝Ｂ珡Ｋ 的惟一解；
第４步 如果Ｐ是奇异矩阵，返回第２步选取不同的珡Ｋ 再进行第３步；如果Ｐ是非奇异

矩阵，计算反馈增益矩阵Ｋ＝珡ＫＰ－１。
在文献［２５］中证明了当Ｆ和Ａ 没有共同的特征值时，对单输入系统，（Ａ，Ｂ）能控，（Ｆ，

珡Ｋ）能观测是李雅普诺夫方程ＡＰ－ＰＦ＝Ｂ珡Ｋ 的惟一解非奇异的充分必要条件，因此对单输入
系统，第４步不需要检验Ｐ的奇异性。但对多输入系统，（Ａ，Ｂ）能控，（Ｆ，珡Ｋ）能观测仅是李
雅普诺夫方程ＡＰ－ＰＦ＝Ｂ珡Ｋ 的惟一解非奇异的必要条件，因此在第４步需要检验Ｐ的奇异
性。

应用该方法时，Ｆ有无限多种，可考虑选择能观测伴随矩阵

Ｆ＝

０ ０ ⋯ ０ －α０
１ ０ ⋯ ０ －α１
０ １ ⋯ … －α２
… … ⋯ ０ …

０ ０ ⋯ １ －α

熿

燀

燄

燅ｎ－１

矩阵中的α０，α１，⋯，αｎ－１是要求的特征多项式的系数。对这样的Ｆ可选择
珔ｋ＝［０，⋯，０，１］

２应用能控性的ＰＢＨ判据配置极点［３４］

设（Ａ，Ｂ）能控，求反馈增益矩阵Ｋ 使得闭环极点为λ１，λ２，⋯，λｎ。设ψｉ是闭环系统矩阵
的相应于特征值λｉ的特征向量，即

（λｉＩ－（Ａ＋ＢＫ））ψｉ＝０
０８



以上方程可改写为

［λｉＩ－Ａ…Ｂ］
ψｉ
Ｋψ
［ ］

ｉ
＝０

式中 ψｉ和Ｋψｉ都是未知的，定义新的未知向量

ξｉ＝
ψｉ
Ｋψ
［ ］

ｉ

则ξｉ满足
［λｉＩ－Ａ…Ｂ］ξｉ＝０

由于（Ａ，Ｂ）能控，按ＰＢＨ判据，矩阵［λｉＩ－Ａ…Ｂ］ｎ×（ｎ＋ｍ）有满秩ｎ，因此上方程组对每个λｉ一
定存在ｍ 个线性无关解，由这ｍ 个线性无关解构成（ｎ＋ｍ）×ｍ 矩阵Ｕ（λｉ），它的ｎ＋ｍ 个
分量构成矩阵［λｉＩ－Ａ…Ｂ］的化零空间的基组。它的每个向量的前ｎ个元素构成闭环特征
向量。剩下的ｍ 个元素为这个特征向量乘尚属未知的矩阵Ｋ。于是可以将Ｕ（λｉ）分部表示
如下：

Ｕ（λｉ）＝
ψ１ ψ２ ⋯ ψｍ
ｆ１ ｆ２ ⋯ ｆ
［ ］

ｍ
＝
ψ（λｉ）

Ｆ（λｉ
［ ］） ，ｆｉ＝Ｋψｉ

对于λ１⋯，λｎ有

Ｋ［ψ（λ１） ψ（λ２） ⋯ ψ（λｎ）］＝［Ｆ（λ１） Ｆ（λ２） ⋯ Ｆ（λｎ）］
在每一个ψ（λｉ）块中选一个列构成ｎ个线性无关列，记为矩阵Ｇ，上式右端相应的列构成的矩
阵记为珚Ｇ，则

Ｋ＝珚ＧＧ－１

即所求反馈增益矩阵。

３３６ 装置有噪声时的极点配置问题［４２］

前面讲极点配置时，假设系统没有干扰或噪声，这样设计的反馈应用到存在不可忽略的干

扰或噪声的系统时会出现问题。现在讨论装置有噪声时的极点配置问题，设系统的状态方程

为
·
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ＋Ｆｗ（ｔ）

式中 ｗ（ｔ）是系统的干扰或噪声，设计反馈控制

ｕ（ｔ）＝Ｋｘ（ｔ）＋Ｋｗｗ（ｔ）
在它的作用下得到闭环系统

·
ｘ＝（Ａ＋ＢＫ）ｘ＋（Ｆ＋ＢＫｗ）ｗ（ｔ）

式中的矩阵Ｋ用极点配制的方法求得，然后再确定Ｋｗ使ｗ（ｔ）对闭环系统的影响最小。最
好的情况当然是能求出Ｋｗ使（Ｆ＋ＢＫｗ）＝０，这样就消除了ｗ（ｔ）对闭环系统的影响，但这并
不是总可以作到的。设ｗ是ｑ维向量，则Ｆ为ｎ行ｑ列的矩阵，这时方程

（Ｆ＋ＢＫｗ）＝０ （３２１）
有ｎｑ个方程，而Ｋｗ有ｍｑ个未知数，ｎ、ｍ 分别是状态向量ｘ的维数和控制向量ｕ的维数。
当ｍ＝ｎ并且矩阵Ｂ可逆时，存在惟一的Ｋｗ使式（３２１）成立，这时

Ｋｗ＝－Ｂ－１Ｆ
１８



除此情况以外，其他情况就不一定能求得Ｋｗ满足式（３２１）了，这时需要做具体分析。
【例３８】 考虑系统

·
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ＋Ｆｗ（ｔ）

式中 Ａ＝
－１７ ５０ ２６０
０２２ －１４ －３２
熿

燀

燄

燅０ ０ －１２

，Ｂ＝
－２７２
０

熿

燀

燄

燅１４

，Ｆ＝
００２ ０１
－０００３５ ０００４
熿

燀

燄

燅０ ０
该例ｍ＝１，ｑ＝２，因此Ｋｗ＝［ｋｗ１，ｋｗ２］，于是

Ｆ＋ＢＫｗ＝
００２－２７２ｋｗ１ ０１－２７２ｋｗ２
－０００３５ ０００４
１４ｋｗ１ １４ｋ

熿

燀

燄

燅ｗ２

显然不能选择Ｋｗ满足式（３２１）。这时可以考虑选择ｋｗ１，ｋｗ２使得（Ｆ＋ＢＫｗ）的最大的元素为

０。对该例可以选择ｋｗ１，ｋｗ２使得

００２－２７２ｋｗ１＝０ ０１－２７２ｋｗ２＝０

解得 ｋｗ１＝００２２７２
，ｋｗ２＝０１２７２

这时

Ｆ＋ＢＫｗ＝
０ ０

－０００３５ ０００４
熿

燀

燄

燅０００１０３ ０００５１５
这样选择的Ｋｗ使得噪声对闭环系统的影响比较小。

３４ 镇定问题

当定常线性系统开环不稳定时，即当Ａ不是稳定矩阵时，如果能求矩阵Ｋ使经反馈ｕ（ｔ）

＝ｒ（ｔ）－Ｋｘ（ｔ）得到一个渐近稳定的闭环系统，则称该系统是能稳的。不失一般性，设系统已
化为能控结构形式，由于经状态反馈不能改变σ（Ａ２），而Ａ的其他极点可以任意配置，于是有
如下定理

定理３５ 系统（Ａ，Ｂ）是能稳的充分必要条件是σ（Ａ２）都具有负实部。
还可以换一个角度说，系统（Ａ，Ｂ）是能稳的充分必要条件是它的所有不稳定（有非负实

部的）极点都是能控的。

求反馈增益矩阵Ｋ使闭环系统稳定的问题称为镇定问题。镇定问题又可以简述为：求矩
阵Ｋ使Ａ＋ＢＫ为稳定矩阵。镇定问题广泛应用于工程控制和经济系统中。

３５ 应用状态反馈的解耦控制

本节介绍应用中常见的解耦控制，这是在控制理论的应用中越来越受到人们重视的一个

分支。本节的重点在于应用，仅介绍解耦控制的基本思想和设计方法，而略去繁复的证明，对

此感兴趣的读者可参看有关的引文。

２８



３５１ 应用状态反馈解耦
本节讨论在多输入多输出系统中，应用状态反馈使闭环系统实现解耦的问题，即通过状态

反馈使闭环系统的每个输入仅影响一个输出，或者说闭环系统的每个输出仅受一个输入影响。

通过状态反馈实现解耦，也就是将一个ｍ 输入ｍ 输出的多输入多输出系统化为ｍ 个单输入
单输出系统，从而使控制系统大大简化。因为ｍ 个单输入单输出系统处理起来要简单得多，
因此状态反馈解耦在实际应用中非常重要。

考虑系统
·
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ
ｙ＝Ｃｘ

通过状态反馈实现解耦的问题是应用状态反馈

ｕ＝Ｋ１ｘ＋Ｋ２ｖ （３２２）
使得闭环系统的传递函数阵

珚Ｇ（ｓ）＝Ｃ（ｓＩ－Ａ－ＢＫ１）－１ＢＫ２ （３２３）
为非奇异对角阵。即

珚Ｇ（ｓ）＝ｄｉａｇｇ１１（ｓ），ｇ２２（ｓ），⋯，ｇｍｍ（ｓ｛ ｝）

本节将给出存在Ｋ１，Ｋ２使得珚Ｇ（ｓ）为非奇异对角阵的充分必要条件及求矩阵Ｋ１，Ｋ２的
方法。

３５２ 能用状态反馈实现解耦的充分必要条件
为给出系统能通过状态反馈解耦的充分必要条件，先引入记号σｉ

σｉ＝
ｍｉｎ｛ｊ?ｃｉＡｊ－１Ｂ≠０｝

ｎ－１ ｃｉＡｊ－１Ｂ＝０，对任何
烅
烄

烆 ｊ
（３２４）

式中 ｃｉ是Ｃ的第ｉ行。
关于状态反馈解耦有如下定理［３７］［４４］：

定理３６ ｍ 输入ｍ 输出定常线性系统
·
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ
ｙ＝Ｃｘ

存在反馈控制

ｕ＝Ｋ１ｘ＋Ｋ２ｖ
使闭环系统解耦的充分必要条件是矩阵

Ｅ＝
ｃ１Ａσ１－１Ｂ
…

ｃｍＡσｍ－１

熿

燀

燄

燅Ｂ

（３２５）

为非奇异矩阵，并且实现状态反馈解耦的增益矩阵可由下式计算

Ｋ１＝－Ｅ－１Ｌ，Ｋ２＝Ｅ－１ （３２６）

式中 Ｌ＝

ｃ１Ａσ１

ｃ２Ａσ２
…

ｃｍＡσ

熿

燀

燄

燅ｍ

（３２７）

３８



得到的闭环系统的传递函数阵为

Ｇ（ｓ）＝ｄｉａｇ １
ｓσ１
，１
ｓσ２
，⋯，１
ｓσ｛ ｝ｍ

定理３６的证明见文献［４４］，根据这个定理，为解输入－输出解耦问题，首先需按式（３
２４）求σｉ，然后按式（３２５）构造矩阵Ｅ，如果Ｅ是奇异矩阵，则该系统不能用状态变量反馈按
式（３２２）解耦。如果Ｅ不是奇异矩阵，则该系统能用状态变量反馈解耦，反馈增益矩阵由式
（３２６）计算。
【例３９】 对于定常线性系统

·
ｘ＝

０ ０ ０
０ ０ １

熿

燀

燄

燅－１ －２ －３
ｘ＋

１ ０
０ ０
熿

燀

燄

燅０ １
ｕ

ｙ＝
１ １ ０［ ］
０ ０ １

ｘ

传递函数阵

Ｇ（ｓ）＝Ｃ（ｓＩ－Ａ）－１Ｂ＝

ｓ２＋３ｓ＋１
ｓ（ｓ＋１）（ｓ＋２）

１
（ｓ＋１）（ｓ＋２）

１
（ｓ＋１）（ｓ＋２）

ｓ
（ｓ＋１）（ｓ＋２

熿

燀

燄

燅）

ｃ１Ｂ＝［１ ０］σ１＝１
ｃ２Ｂ＝［０ １］σ２＝１

Ｅ＝
ｃ１Ｂ
ｃ２
［ ］
Ｂ
＝
１ ０［ ］
０ １

非奇异，该系统能用状态变量反馈按式（３２２）解耦，

Ｌ＝
ｃ１Ａ
ｃ２
［ ］
Ａ
＝

０ ０ １［ ］
－１ －２ －３

于是

Ｋ１＝－Ｅ－１Ｌ＝
０ ０ －１［ ］
１ ２ ３

Ｋ２＝Ｅ－１＝
１ ０［ ］
０ １

所求的反馈是

ｕ＝
０ ０ －１［ ］
１ ２ ３

ｘ＋ｖ

在它的作用下得到闭环系统

ｘ̈＝
０ ０ ０
０ ０ １

熿

燀

燄

燅－１ －２ －３
＋
１ ０
０ ０
熿

燀

燄

燅０ １

０ ０ －１［ ］烅
烄

烆
烍
烌

烎１ ２ ３
ｘ＋

１ ０
０ ０
熿

燀

燄

燅０ １

１ ０［ ］
０ １

ｖ

即 ｘ̈＝
０ ０ －１
０ ０ １
熿

燀

燄

燅０ ０ ０
ｘ＋

１ ０
０ ０
熿

燀

燄

燅０ １
ｖ，ｙ＝

１ １ ０［ ］
０ ０ １

ｘ

其传递函数为
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Ｇ（ｓ）＝
１ １ ０［ ］
０ ０ １

ｓ ０ １
０ ｓ －１
０ ０

熿

燀

燄

燅ｓ

－１ １ ０
０ ０
熿

燀

燄

燅０ １
＝

１
ｓ ０

０ １

熿

燀

燄

燅ｓ
原系统已通过状态反馈解耦。

【例３１０】 对于定常线性系统

·
ｘ＝

１ ２［ ］
２ ３

ｘ＋
１ ４［ ］
１ ４

ｕ

ｙ＝
１ ０［ ］
－１ １

ｘ

先按式（３２７）确定σｉ：

ｃ１Ａ０Ｂ＝［１ ０］
１ ４［ ］
１ ４

＝［１ ４］≠０

ｃ２Ａ０Ｂ＝［－１ １］
１ ４［ ］
１ ４

＝［０ ０］＝０

ｃ２ＡＢ＝［－１ １］
１ ２［ ］
２ ３

１ ４［ ］
１ ４

＝［２ ８］≠０

所以σ１＝１，σ２＝２，于是

Ｅ＝
ｃ１Ｂ
ｃ２
［ ］
ＡＢ

＝
１ ４［ ］
２ ８

为奇异矩阵，该系统不能用状态变量反馈按式（３２２）解耦。

３６ 习题

１设系统
·
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ ｙ＝Ｃｘ＋Ｄｕ

中输入为ｕ＝ｒ－Ｋｙ，导出闭环系统的状态方程和输出方程，并画出该反馈系统的框图。

２试证明输出反馈不改变定常线性系统的能观测性。

３已给系统

·
ｘ＝

０ １［ ］
１ －２

ｘ＋
１ ０［ ］
０ １

ｕ

利用李雅普诺夫方程求一个状态反馈，使闭环系统稳定。

４已给系统

·
ｘ＝

０ ２［ ］
－２ ０

ｘ＋
１ ２［ ］
０ １

ｕ

利用李雅普诺夫方程求一个状态反馈，使闭环系统的极点的实部小于－２。

５令Ｐ＝１１０Ｉ
，Ｑ＝Ｉ解例３２，并求出所得到的闭环系统的极点。

６已给系统

５８



·
ｘ＝

０ １［ ］
－１ ０

ｘ＋［ ］１
０
ｕ

求ｋ使在ｕ＝ｋｘ作用下闭环系统极点为－１，－２。

７已给离散时间系统

ｘ（ｋ＋１）＝
ｑ ０
ｒ
［ ］

１
ｘ（ｋ）＋

１－ｑ
１－
［ ］

ｒ
ｕ（ｋ）

求ｋ使在ｕ＝ｋｘ作用下闭环系统极点为λ１＝λ２＝０。

８已给系统

·
ｘ＝

０ １ ０
０ －１ １
熿

燀

燄

燅０ ０ －５
ｘ＋
熿

燀

燄

燅

０
０
５
ｕ

求ｋ使在ｕ＝ｋｘ作用下闭环系统极点为－１０，－１±２ｉ。

９已给系统

·
ｘ＝

１ １ ０
０ １ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ２
ｘ＋

０ ０
１ ０
熿

燀

燄

燅０ －１
ｕ

求状态反馈ｕ＝Ｋｘ，使闭环极点为－２，－１±２ｉ。

１０已给系统

·
ｘ＝

１ １ ０ ０
０ ２ ０ ０
１ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ １ ０ ０

ｘ＋

１ ２
１ ０
０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０

ｕ

应用改进的极点配置算法，求状态反馈ｕ＝Ｋｘ使闭环极点为－１，－１，－２，－２。

１１判断系统

·
ｘ＝

１ ０ －１
０ －２ ０
熿

燀

燄

燅１ ０ ２
ｘ＋
熿

燀

燄

燅

０
０
１
ｕ

是否能稳，如果能稳求状态反馈ｕ＝ｋｘ，使闭环系统稳定。
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第缘章 鲁 棒 控 制

本书前面讨论的关于线性系统的内容，都是完全确定的系统，假设系统的数学模型是已给

的、确定的。但是在很多控制系统中，存在着不同程度的不确定因素，包括模型的误差和外部

干扰的影响。一个控制系统在存在不确定性的情况下，如果能使系统仍保持预期的性能，使模

型的不精确性和外干扰造成的系统的性能改变是可以接受的，则称该控制系统是稳健的，有很

强适应能力的，又常简单地称这个控制系统为鲁棒（则燥遭怎泽贼）控制系统。鲁棒控制是在控制中越
来越受到人们重视的一个分支。由于重点在于应用，本章仅介绍鲁棒控制的基本思想和设计

方法，而略去繁复的证明，对此感兴趣的读者可参看文献［员圆］～［员源］。

缘郾员 鲁棒控制器

考虑系统
·曾越粤曾垣月怎垣耘憎
赠越悦曾垣阅怎垣云憎
藻越赠原赠

}
则

（缘鄄员）

式中 曾，怎，赠，憎，赠则分别是 灶维状态矢量、皂维控制矢量、则维输出矢量、责维干扰矢量和则
维参考输入矢量。

参考输入 赠则满足如下状态方程：
觶扎则越粤则扎则
赠越悦则扎}

则

（缘鄄圆）

干扰 憎满足如下状态方程：
觶扎憎 越粤憎扎憎
憎越悦憎扎}

憎

（缘鄄猿）

控制问题是对于按以上状态方程决定的参考输入 赠则和干扰 憎，设计控制器，使达到输出
调节，即造蚤皂

贼→肄
藻（贼）越园。当实际模型的矩阵 粤，月，悦，阅，耘，云与模型中的相应矩阵有一定误差

时，称模型存在一定的扰动。如果在模型存在一定的扰动时系统仍能达到输出调节，则该系统

称为鲁棒（伺服）控制系统。

缘郾圆 鲁棒控制器存在的条件

本节讨论鲁棒控制器存在的条件。有如下定理：

定理缘鄄员 对于上节提出的控制问题，鲁棒控制器存在的充分必要条件是
员）（粤，月）可镇定
圆）（悦，粤）可检测

员园员



猿）皂≥则
源）对 粤则或 粤憎的任一特征值λ

则葬灶噪
粤原λ陨 月[ ]悦 阅

越灶垣则 （缘鄄源）

定理的证明见文献［猿员］，条件员）、圆）意味着系统中不稳定的部分是能控能观测的，因而可
通过动态输出反馈镇定。条件源）则表明 粤则或 粤憎的任一特征值λ都不是系统的传递零点，这
里不再详述。

如果以 凿则（泽）和 凿憎（泽）分别表示 粤则和 粤憎的最小多项式，以

凿（泽）越泽择垣凿员泽择原员垣⋯垣凿择原员泽垣凿择
表示 凿则（泽）和 凿憎（泽）的最小公倍式，并定义 择阶方阵

Ω 越

园 员 园 ⋯ 园
园 园 员 ⋯ 园

…

园 ⋯ 园 园 员
原凿择 原凿择原员 ⋯ 原凿圆 原凿















员

（缘鄄缘）

则Ω的特征值即是粤则或 粤憎的特征值，因此定理中的条件源）对Ω的所有特征值成立。

缘郾猿 鲁棒控制器的一般结构

下面介绍阅葬增蚤泽燥灶提出的一般鲁棒控制器的结构，它由伺服补偿器和镇定补偿器构成。伺
服补偿器的作用是克服干扰 憎，实现输出调节，使系统输出跟踪参考输入，没有稳态误差，它的
输出记为ξ。镇定补偿器的作用是使整个闭环系统稳定，它以ξ，怎，赠为输入，它的输出记为

η。
在整个控制系统中作用于被控对象的控制矢量为

怎越运员ξ垣运圆η （缘鄄远）
式中 运员，运圆是需要设计的反馈矩阵。
上述的鲁棒控制器的结构如图缘鄄员所示。

图缘鄄员 鲁棒伺服控制器的一般结构

圆园员



缘郾源 鲁棒控制器的设计

缘郾源郾员 伺服补偿器的设计
伺服补偿器的状态方程为：

·
ξ 越Ωξ垣θ藻 （缘鄄苑）

式中

Ω 越栽凿蚤葬早（Ω，Ω，⋯，Ω）栽原员 （对角线矩阵中的Ω共则个） （缘鄄愿）

θ 越栽θ （缘鄄怨）
是任 则择阶非奇异方阵，θ是使（Ω，θ）能控的 则责伊则矩阵。为了简单可以取

栽越陨则责 （缘鄄员园）

θ 越凿蚤葬早（φ，φ，⋯φ）， （缘鄄员员）
式中 φ越［园，⋯，园，员］

栽是 则维列矢量，这时（Ω，θ）必是能控的。
由以上伺服补偿器的设计可以看出，伺服补偿器只由干扰矢量 憎和参考输入赠则的动态

（粤则或 粤憎的特征值）决定而与被控对象无关。前面已经说过，Ω的特征值即是粤则或 粤憎的特
征值，因此称在伺服补偿器中包含了外部环境的模型。这说明欲克服外干扰，实现输出调节需

在控制器内引入一个外部动态的模型。在调节器的设计中这一事实称为内模原理。

包含伺服补偿器的增广系统为：
·曾
·[ ]
ξ
越
粤 园
园 Ω

[ ] 曾[ ]
ξ
垣
月[ ]园 怎垣

耘[ ]园 憎垣
园

θ
[ ] 藻 （缘鄄员圆）

赠[ ]
ξ
越
悦 园
园 陨[ ]
则择

曾[ ]
ξ
垣
阅[ ]园 怎垣

云[ ]园 憎 （缘鄄员猿）

以 藻越赠原赠则代入，得到
·曾
·[ ]
ξ
越
粤 园

θ悦 Ω
[ ] 曾[ ]

ξ
垣
月

θ
[ ]阅 怎垣

耘

θ
[ ]云憎垣

园
原θ

[ ] 赠则 （缘鄄员源）

赠[ ]
ξ
越
悦 园
园 陨[ ]
则择

曾[ ]
ξ
垣
阅[ ]园 怎垣

云[ ]园 憎 （缘鄄员缘）

由于（Ω，θ）能控，（粤，月）可镇定，（悦，粤）可检测，容易证明：
粤 园

θ悦 Ω
[ ] ， 月θ[ ]( )阅 可镇定， 悦 园园 陨[ ]

则择
，
粤 园

θ悦 Ω
[ ]( )

，可检测，因而可设计动态输出反

馈控制器使整个闭环系统稳定，它就可以作为鲁棒控制器的镇定补偿器。

下面我们介绍一种最简单的镇定补偿器———互补控制器。

缘郾源郾圆 互补控制器的设计
前面已经讲到，一般的镇定补偿器以ξ，怎，赠为输入，互补控制器比较简单，它仅以 怎作

为输入，当被控对象开环稳定时，互补控制器可取为
·
η 越粤η 垣月怎 （缘鄄员远）

系统（缘鄄员远）恰是第四章讲过的不考虑干扰 憎时的一个开环状态观测器，它完全模拟了被
控对象的动态特性与被控对象互为补充，因此称为互补控制器。余下的设计任务就是求 运员，

猿园员



运圆，使整个系统在控制（缘鄄远）作用下闭环稳定。
下面讨论反馈矩阵 运员，运圆的求法。将式（缘鄄远）代入式（缘鄄员）、式（缘鄄苑）和式（缘鄄员远）得到

·曾越粤曾垣月运员ξ垣月运圆η 垣耘憎
·
ξ越Ωξ垣θ（悦曾垣阅怎垣云憎）原θ赠则
越θ悦曾垣（Ω 垣θ阅运员）ξ垣θ阅运圆η 垣θ云憎原θ赠则
·
η越月运员ξ垣（粤垣月运圆）η
赠越悦曾垣阅运员ξ垣阅运圆η 垣云憎

以上四个方程写成矩阵形式为

·曾
·
ξ
·









η

越

粤 月运员 月运圆

θ悦 Ω 垣θ阅运员 θ阅运圆
园 月运员 粤垣月运









圆

曾









ξ
η

垣
耘 园

θ云 原θ








园 园

憎
赠[ ]
则

（缘鄄员苑）

赠越［悦 阅运员 阅运圆］
曾










ξ
η

垣［云 园］
憎
赠[ ]
则

（缘鄄员愿）

为了找出求 运员，运圆的方法，对式（缘鄄员苑）、式（缘鄄员愿）做变换

曾

ξ
η原









曾
越

陨灶 园 园
园 陨则择 园
原陨灶 园 陨









灶

曾









ξ
η

得到
·曾
·
ξ
·
η 原·









曾
越

粤垣月运圆 月运员 月运圆

θ（悦垣阅运圆） Ω 垣θ阅运员 θ阅运圆
园 园









粤

曾









ξ
η

垣
耘 园

θ云 原θ

原耘









园

憎
赠[ ]
则

（缘鄄员怨）

赠越［悦垣阅运圆 阅运员 阅运圆］
曾

ξ
η 原









曾
垣［云 园］

憎
赠[ ]
则

（缘鄄圆园）

由此可知闭环极点由 粤的极点和
粤垣月运圆 月运员

θ（悦垣阅运圆） Ω 垣θ阅运[ ]
员

的极点构成。由此我们可以得出如下结论：

员）由于闭环极点中包含了开环极点，因此这种以开环观测器为基础的互补控制器仅能用
于开环稳定的系统。

源园员



圆）由于
粤垣月运圆 月运员

θ（悦垣阅运圆） Ω 垣θ阅运[ ]
员

越
粤 园

θ悦 Ω
[ ] 垣 月θ[ ]阅［运圆 运员］

因此，第二部分极点是增广系统（缘鄄员源）在不考虑 憎和赠则的作用时得到的系统
·曾
·[ ]
ξ
越
粤 园

θ悦 Ω
[ ] 曾[ ]

ξ
垣
月

θ
[ ]阅 怎

在 怎越运员ξ垣运圆曾作用下的闭环极点，而当达到稳态时η越曾，这时以上反馈等价于
怎越运员ξ垣运圆η

由于（粤，月）可镇定时，
粤 园

θ悦 Ω
[ ] ， 月θ[ ]( )阅 可镇定，因此可以求出 运员，运圆使闭环系统稳

定。

由于互补控制器仅能用于开环稳定的系统，对开环不稳定的系统需设计一个第四章中讲

的动态补偿器作为鲁棒控制器中的镇定补偿器。

缘郾缘 习题

员郾已给系统

·曾越
原圆 员[ ]园 原圆

曾垣
园 员[ ]员 园怎垣[ ]园员憎

赠越［员 园］曾
藻越赠原赠则

设 赠则和 憎都是阶跃信号，构造伺服补偿器（缘鄄苑）并验证包含伺服补偿器的增广系统（缘鄄员源）完
全能控。

圆郾对上题的增广系统，不考虑 赠则和 憎的作用，设计反馈

怎越运员曾垣运圆ξ
使得它的闭环极点为原员，原员垣躁，原员原躁。
猿郾对第员题中的系统设计一个关于第二个状态变量 曾圆的互补控制器，并画出由员～猿题

得到的鲁棒控制器的结构图。

源郾已给系统

·曾越
园 员[ ]原圆 原猿

曾垣[ ]园员怎
赠越［员 园］曾垣憎
藻越赠原赠则

设 赠则和 憎都是阶跃信号，设计该系统的鲁棒控制器，并画出它的结构图。

缘园员



第远章 最 优 控 制

远郾员 最优控制问题的提法

在前几章中已经讨论了设计反馈控制，使得到的闭环系统具有要求的性能的方法。从这

些讨论中可以看出，反馈是现代控制理论的一个重要的概念。本章讲的最优控制是现代控制

理论的另一个重要概念。虽然在经典控制理论中也有过以过渡时间最短为指标的控制原理和方

法，但真正形成控制系统以性能最优为目标的理论———最优控制理论，却是圆园世纪缘园年代末。
一般说来，控制问题可以概括为：选取控制信号使得系统的行为尽可能的好。那么“尽可

能的好”的含义是什么呢？如果可以给出一个数学的判据来定量地描述系统的行为，那么就可

以用完全系统化的方法设计控制系统，将一个控制系统设计的问题化为一个解数学最优化的

问题。使数学的判据最大或最小设计的控制称为最优控制。例如，有的系统对控制精度要求

特别高，可以设计出控制偏差最小的系统。这类问题在军事上和空间科学中经常遇到。由于

这些领域拥有最先进的计算机，使最优控制有条件首先在这些领域得到应用和发展。但是近

圆园年来，随着计算机性能不断提高，小型化和价格大幅度下降，最优控制已广泛应用于工业过
程、交通运输、经济管理、生态环境、生物医学等领域，并得到了很大的发展。

本书将介绍两类求最优控制的方法：变分法与最大值原理和动态规划。本章介绍变分法

与最大值原理，第苑章讲解用变分法与最大值原理解线性二次型最优控制问题，第愿章讲解离
散的变分法与最大值原理，第怨章讲解动态规划法。
变分法是数学的一个古老的分支，它的发生与发展可以追溯到员苑世纪。无约束的最优控

制问题可以用变分法求解。最大值原理是变分法的近代发展，是前苏联数学家庞特里雅金

（Л郾С郾Понриягин）在圆园世纪缘园年代末提出的，它可以求解控制变量有约束的最优控制问题。
动态规划是贝尔曼（砸郾月藻造造皂葬灶）于员怨缘苑年提出的，它是一种多阶过程的最优决策方法，可

用于求最优控制策略。

本章针对连续时间系统介绍最优控制问题的一般提法和解最优控制问题的变分法与最大

值原理。

远郾员郾员 最优控制问题的一般提法
最优控制问题，简单地说就是求一个控制规律，使控制系统的性能在某种意义上是最优

的。一般来说，要使一个系统达到某种预期的目标，控制方案是多种多样的。最优控制问题是

在诸方案中求出在某种意义下最优的控制方案。最优控制问题的一般提法是：

已给系统的状态方程
·曾越枣（曾，怎，贼），曾（贼园）越曾园

和目标函数

允（怎）越∫
贼枣

贼园
蕴（曾，怎，贼）凿贼垣θ（曾（贼枣），贼枣）

求最优控制 怎（贼）∈哉使允（怎）最小（或最大）。
远园员



状态方程是描述被控对象动态行为的动力学模型，它可以是一个常微分方程组或是一个

偏微分方程组。状态方程是常微分方程组的系统称为集中参数系统，状态方程是偏微分方程

组的系统称为分布参数系统。本书只考虑集中参数系统，对于离散时间系统考虑由差分方程

组描述的系统。

目标函数是判别控制系统性能优劣的标准，它依赖于控制函数 怎（贼），因而也称为目标泛
函。目标函数 允（怎）中的 曾（贼）是状态方程对应于控制函数 怎（贼）的解。
怎（贼）∈哉是对控制的约束，其中 哉是砸皂的子集，可以是开集也可以是闭集。这个约束

条件体现了 怎（贼）作为实际变量取值受到的限制，例如升降机的向上向下的拉力均小于常数 酝
时，控制力 怎（贼）服从于约束渣怎（贼）渣≤酝。
远郾员郾圆 实现最优控制的必备条件
要实现最优控制有三个最基本的条件必须具备。

（员）具有适当精度的数学模型：
·曾越枣（曾，怎，贼） 曾（贼园）越曾园

模型的精度太差，所求的结果不能适用于实际系统，精度要求过高导致模型过于复杂，可能使

最优控制的计算引入较大的误差，结果反而不一定精确。

（圆）有明确的控制约束：怎（贼）∈哉，哉是允许控制集合。
（猿）有明确的目标函数

允（怎）越∫
贼枣

贼园

蕴（曾，怎，贼）凿贼垣θ（曾（贼枣），贼枣）

其大小的确能反映所设计的控制系统的优劣。

当具备这三个条件时，就可以应用本书中的设计方法设计最优控制系统。

远郾员郾猿 几种典型的最优控制问题
员郾最小时间问题
最小时间问题要求将系统的状态由初始状态 曾园转移到指定的状态 曾枣所用的时间最短，

即求 怎（贼）使在它的作用下 曾（贼枣）越曾枣，并使

允（怎）越∫
贼枣

贼园
凿贼越贼枣原贼园

最小。

圆郾最小能量问题
最小能量问题要求将系统的状态由初始状态 曾园转移到指定的状态 曾枣所用的能量最小，

即求 怎（贼）使在它的作用下 曾（贼枣）越曾枣，并使

允（怎）越∫
贼枣

贼园
怎栽怎凿贼

最小。

更一般的最小能量问题，目标函数可改为控制变量 怎蚤的加权平方和的积分，即

允（怎）越∫
贼枣

贼园
怎栽砸怎凿贼

以体现对不同的控制变量所耗能量不同的重视程度。

猿郾最省燃料问题
苑园员



由于飞行体推力有限，节省了燃料就可以多载货物或乘客。超音速飞机的燃料消耗正比

于推力 怎（贼）的绝对值，因此最省燃料问题的目标函数取为

允（怎）越∫
贼枣

贼园
渣怎（贼）渣凿贼

源郾状态调节器问题
当系统的状态 曾（贼）偏离平衡状态 曾糟越园时，可用状态变量的平方和的积分衡量误差的积

累。状态调节器问题的目标函数可取为

允（怎）越∫
贼枣

贼园
曾栽（贼）曾（贼）凿贼

更一般的取为状态变量的加权平方和的积分：

允（怎）越∫
贼枣

贼园
曾栽匝曾凿贼

当特别重视终点的偏差时，目标函数取为

允（怎）越 员圆曾
栽（贼枣）云曾（贼枣）垣

员
圆∫
贼枣

贼园
曾栽匝曾凿贼

这时控制 怎（贼）要有约束，不然最优解将需要无穷大的能量。去掉对控制能量的约束可考
虑目标函数：

允（怎）越 员圆曾
栽（贼枣）云曾（贼枣）垣

员
圆∫
贼枣

贼园

（曾栽匝曾垣怎栽砸怎）凿贼

式中 云、匝、砸是加权矩阵。
缘郾跟踪问题
当要求状态轨线 曾（贼）跟踪某给定的轨线 曾凿（贼）时，目标函数取为

允（怎）越 员圆［曾（贼枣）原曾凿（贼枣）］
栽云［曾（贼枣）原曾凿（贼枣）］

垣员圆∫
贼枣

贼园

｛［曾（贼）原曾凿（贼）］栽匝［曾（贼）原曾凿（贼）］垣怎栽砸怎｝凿贼

以上列举了五种最常见的最优控制问题，由于对控制系统的要求是多种多样的，这里不可

能都列举出来，在以后的例中再进行讨论。

远郾圆 解无约束最优控制问题的变分法

变分法是数学的一个古老分支。员远猿园年由伽利略提出的“最速降线”问题是最早出现的
变分问题，远园年后伯努利解决了这个问题。到 员苑世纪末变分法逐渐发展成为一个独立的数
学分支。变分法研究泛函的极值问题，在自然科学和社会科学的很多学科中得到了非常广泛

的应用。最优控制的目标函数 允（怎）的取值，依赖于定义在区间［贼园，贼枣］上的输入函数 怎（贼），即
最优控制的目标函数是函数 怎（贼）的函数，在数学上称为泛函。最优控制问题是求控制策略，
使目标泛函最大或最小，因此是一个泛函极值问题，它可以用变分法求解。本节讲述解无约束

最优控制问题的变分法，从最简单的变分问题入手，然后再讨论如何用变分法解无约束最优控

制问题。

愿园员



远郾圆郾员 最简单的变分问题
最简单的变分问题是求一个函数 曾（贼），贼园≤贼≤贼枣，使

曾（贼园）越曾园 曾（贼枣）越曾枣
并使目标泛函

图远鄄员ε邻域

允（曾）越∫
贼枣

贼园
枣（曾，·曾，贼）凿贼

取极小（或极大）值。

以下讨论“相对”极小（极大）问题，即在“容许函

数类”中，求一个函数 曾（贼），使得对这个函数的“邻
域”中的一切函数而言，曾（贼）使泛函 允（曾）取极小（极
大）值。这里需要说明“容许函数”和“邻域”的含义。

容许函数 具备下列条件的一切函数构成容许函数类：

员）曾（贼）在［贼园，贼枣］上二次连续可微，

圆）曾（贼）满足边界条件 曾（贼园）越曾园，曾（贼枣）越曾枣
函数的ε邻域 适合不等式渣珋曾（贼）原曾（贼）渣约ε（贼园≤贼≤贼枣）的一切容许函数的集合称为函

数 曾（贼）的ε邻域，见图远鄄员。
远郾圆郾圆 欧拉鄄拉格朗日方程
设 枣（曾，·曾，贼）关于所有变量二次连续可微，曾（贼）在［贼园，贼枣］上二次连续可微，满足边界条件

曾（贼园）越曾园，曾（贼枣）越曾枣，并且使

允（曾）越∫
贼枣

贼园
枣（曾，·曾，贼）凿贼

达极小值，推导 曾（贼）必须满足的条件。由于 曾（贼）使 允（曾）达极小值，因此对任一容许函数

珋曾（贼）越曾（贼）垣εδ曾（贼） δ曾（贼园）越园 δ曾（贼枣）越园

允（曾垣εδ曾）越∫
贼枣

贼园
枣（曾垣εδ曾，·曾垣εδ·曾，贼）凿贼

在ε越园达到它的极值。因此
凿允
凿ε ε越园
越园

应用泰勒定理

允（曾垣εδ曾）越∫
贼枣

贼园
枣（曾垣εδ曾，·曾垣εδ·曾，贼）凿贼

越∫
贼枣

贼园

枣（曾，·曾，贼）垣枣曾εδ
曾垣枣
·曾
εδ·曾垣韵（ε圆{ }）凿贼

于是 凿允
凿ε ε越园
越∫
贼枣

贼园

枣（曾，·曾，贼）
曾 δ曾垣

枣（曾，·曾，贼）
·曾

δ·[ ]曾凿贼越园 （远鄄员）

对式（远鄄员）的第二项应用分部积分，得到

枣
·曾
δ[ ]曾贼枣
贼园

垣∫
贼枣

贼园

枣
曾原
凿
凿贼
枣
·( )[ ]曾 δ曾凿贼越园 （远鄄圆）

怨园员



由于δ曾（贼园）越园，δ曾（贼枣）越园，上式化为

∫
贼枣

贼园

枣
曾原
凿
凿贼
枣
·( )[ ]曾 δ曾凿贼越园 （远鄄猿）

式（远鄄猿）对任意二次连续可微并且满足边界条件δ曾（贼园）越δ曾（贼枣）越园的δ曾成立。为得到进一
步的结果，先证明下面的引理

引理远鄄员 设η（贼）在［贼园，贼枣］上二次连续可微，并且η（贼园）越园，η（贼枣）越园，早（贼）在［贼园，贼枣］上
连续，如果对满足以上条件的一切η（贼）有

∫
贼枣

贼园
早（贼）η（贼）凿贼越园

则在［贼园，贼枣］上 早（贼）≡园。
证明 反设 早（贼）在点ξ∈［贼园，贼枣］上不为园，不妨设 早（ξ）跃园，则由 早（贼）的连续性，存在包

含ξ的区间［贼员，贼圆］，使对 贼员≤贼≤贼圆有 早（贼）跃园。另一方面，函数

η员（贼）越
园
（贼原贼员）源（贼原贼圆）源{
园

当 贼园≤贼≤贼员时
当 贼员≤贼≤贼圆时
当 贼圆≤贼≤贼枣时

在［贼园，贼枣］上二次连续可微，具有引理对η（贼）要求的性质，而

∫
贼枣

贼园
早（贼）η员（贼）凿贼越∫

贼圆

贼员
早（贼）（贼原贼员）源（贼原贼圆）源凿贼跃园

得到矛盾。引理证完。

引理远鄄员常称为变分法的基本引理，由于式（远鄄猿）对任意δ曾成立，应用引理远鄄员得到 曾（贼）
满足的必要条件

枣
曾原
凿
凿贼
枣
·( )曾 越园

曾（贼园）越曾园，曾（贼枣）越曾
{

枣

（远鄄源）

方程

枣
曾
原凿凿贼

枣
·( )曾 越园

称为欧拉方程或欧拉鄄拉格朗日方程。它的展开式一般是非线性二阶常微分方程

圆枣
·曾圆
咬曾垣

圆枣
·曾曾
·曾垣

圆枣
·曾贼
原枣
曾
越园

在 曾上的泛函与在曾垣εδ曾上的泛函的差为

Δ允越允（曾垣εδ曾）原允（曾）

越∫
贼枣

贼园
枣（曾垣εδ曾，·曾垣εδ·曾，贼）凿贼原∫

贼枣

贼园
枣（曾，·曾，贼）凿贼

越∫
贼枣

贼园

枣（曾，·曾，贼）垣枣曾εδ
曾垣枣
·曾
εδ·曾垣韵（ε圆{ }）凿贼原∫

贼枣

贼园
枣（曾，·曾，贼）凿贼

于是 Δ允越∫
贼枣

贼园

枣
曾εδ
曾垣枣
·曾
εδ·曾垣韵（ε圆{ }）凿贼

园员员



定义Δ允的线性主要部分

∫
贼枣

贼园

枣
曾εδ
曾垣枣
·曾
εδ·{ }曾凿贼

为泛函 允（曾）的一阶变分，记为δ允。因此式（远鄄员）等价于泛函 允（曾）的一阶变分δ允越园，即函数 曾
使泛函 允（曾）达极值的必要条件是在 曾上一阶变分δ允越园。
【例远鄄员】 已给系统

·曾越原曾垣怎 曾（园）越员
求 怎（贼），使在它的作用下，在 贼枣时刻将系统的状态转移到 曾（贼枣）越园，并使

允（怎）越 员圆∫
贼枣

贼园

（曾圆垣怎圆）凿贼

最小。

解 为应用变分法求解，由状态方程解出 怎越·曾垣曾代入允（怎），得到

允越 员圆∫
贼枣

贼园

［曾圆垣（·曾垣曾）圆］凿贼

化为一个最简单的变分问题。对这个问题的欧拉方程为

曾垣（·曾垣曾）原凿凿贼（
·曾垣曾）越园

于是 曾使允（曾）达极小值的必要条件是
咬曾原圆曾越园

曾（园）越员 曾（贼枣）{ 越园

以上二阶微分方程的特征方程为λ圆原圆越园，特征值为λ 槡越依圆，于是它的通解是
曾（贼）越粤藻槡圆贼垣月藻槡原圆贼

由边界条件得到关系式

粤垣月越员

粤藻槡圆贼枣垣月藻槡原圆贼枣{ 越园

解得 粤越藻
槡原圆贼枣

阅 月越原藻
槡圆贼枣

阅
式中 阅越藻槡原圆贼枣原藻槡圆贼枣，将 粤、月代入通解得到

曾（贼）越员阅［藻
槡原圆贼枣藻槡圆贼原藻槡圆贼枣藻槡原圆贼］

将它代入 怎越·曾垣曾即得到最优控制

怎（贼）越员阅［（槡圆垣员）藻
槡原圆贼枣藻槡圆贼垣（槡圆原员）藻槡圆贼枣藻槡原圆贼］

容许函数条件的降低 在上面的推导中假设了 曾（贼）的二阶导数连续，但是只要 曾有逐段
连续的一阶导数，积分 允（曾）就是有意义的。这样对 曾（贼）的二阶导数连续的假设是不自然的。
下面的定理指出对容许函数 曾（贼）的要求可降低到有逐段连续的一阶导数，这时问题的解 曾
（贼）自动具有连续的二阶导数，并且满足欧拉方程。
定理远鄄员（凿怎月燥蚤泽原砸藻赠皂燥灶凿定理）设 枣（曾，·曾，贼）关于其所有变元二次连续可微，曾（贼）在

［贼园，贼枣］上连续并有逐段连续的一阶导数，如果

员员员



δ允越ε∫
贼枣

贼园

枣
曾δ
曾垣枣
·曾
δ·[ ]曾凿贼越园

并且δ曾与曾（贼）具有相同的连续可微性，δ曾（贼园）越园，δ曾（贼枣）越园，并假设
圆枣
·曾圆
≠园，那么 曾（贼）具有

连续的二阶导数并且满足欧拉方程。

定理远鄄员的证明可参看文献［员苑］。
远郾圆郾猿 可变端点问题
可变端点问题是求 曾（贼），使 曾（贼园）越曾园，并使泛函

允（曾）越∫
贼枣

贼园
枣（曾，·曾，贼）凿贼

取极小（极大）值。

解可变端点问题的办法是，先设 贼枣和 曾（贼）是该问题的解，令 曾（贼枣）越曾枣那么 曾（贼）也是以
贼枣为最终时刻，曾枣为边值的两端固定的变分问题的解，因此解仍应满足欧拉方程和初始条件 曾
（贼园）越曾园，这里缺少了必要条件式（远鄄源）中的另一个边界条件，下面推导可变端点问题的另一
个边界条件。引进 贼枣的改变量εδ贼枣和 曾的改变量εδ曾，泛函 允的改变量为

Δ允越∫
贼枣垣εδ贼枣

贼园
枣（曾垣εδ曾，·曾垣εδ·曾，贼）凿贼原∫

贼枣

贼园
枣（曾，·曾，贼）凿贼

越∫
贼枣

贼园
枣（曾垣εδ曾，·曾垣εδ·曾，贼）凿贼原∫

贼枣

贼园
枣（曾，·曾，贼）凿贼

垣∫
贼枣垣εδ贼枣

贼枣
枣（曾垣εδ曾，·曾垣εδ·曾，贼）凿贼

越∫
贼枣

贼园

枣（曾，·曾，贼）垣枣曾εδ
曾垣枣
·曾
εδ·曾垣韵（ε圆{ }）凿贼

原∫
贼枣

贼园
枣（曾，·曾，贼）凿贼垣∫

贼枣垣εδ贼枣

贼枣
枣（曾垣εδ曾，·曾垣εδ·曾，贼）凿贼

于是 Δ允越∫
贼枣

贼园

枣
曾εδ
曾垣枣
·曾
εδ·曾垣韵（ε圆{ }）凿贼垣∫

贼枣垣εδ贼枣

贼枣
枣（曾垣εδ曾，·曾垣εδ·曾，贼）凿贼

由中值定理

∫
贼枣垣εδ贼枣

贼枣
枣（曾垣εδ曾，·曾垣εδ·曾，贼）凿贼越枣（曾垣εδ曾，·曾垣εδ·曾，贼）渣贼垣θεδ贼枣εδ贼枣

园约θ 约员

于是 ∫
贼枣垣εδ贼枣

贼枣
枣（曾垣εδ曾，·曾垣εδ·曾，贼）凿贼≈ 枣（曾，·曾，贼）渣贼越贼枣εδ贼枣

Δ允的一阶变分

δ允越∫
贼枣

贼园

枣
曾εδ
曾垣枣
·曾
εδ·[ ]曾凿贼垣枣（曾，·曾，贼）渣贼枣εδ贼枣越园

消去ε，对上积分的第二项应用分部积分法得到

枣
·曾
δ[ ]曾贼枣
贼园

垣∫
贼枣

贼园

枣
曾原
凿
凿贼
枣
·( )[ ]曾 δ曾凿贼垣枣（曾，·曾，贼）渣贼枣δ贼枣越园

圆员员



由δ曾（贼园）越园及解满足欧拉方程，上式化为

枣
·曾贼枣

δ曾（贼枣）垣枣（曾，·曾，贼）渣贼枣δ贼枣越园 （远鄄缘）

下面结合图远鄄圆做进一步的分析。图中 月阅为εδ曾在贼枣时刻的值，悦云为曾垣εδ曾在贼枣垣εδ贼枣的
值与 曾（贼枣）的差，两条曲线端点的 曾值的差记为εδ曾贼枣，即

月阅越εδ曾（贼枣） 悦云越（曾垣εδ曾）渣贼枣垣εδ贼枣原曾（贼枣）越εδ曾贼枣
一阶近似可取 悦耘越·曾（贼枣）εδ贼枣，于是得到一阶近似式

εδ曾贼枣 越
·曾（贼枣）·εδ贼枣垣εδ曾（贼枣）

即 δ曾（贼枣）越δ曾贼枣原
·曾（贼枣）δ贼枣 （远鄄远）

应用式（远鄄远），式（远鄄缘）化为

枣
·曾贼枣
·δ曾贼枣垣 枣（曾，

·曾，贼）原·曾枣
·[ ]曾贼枣·δ贼枣越园 （远鄄苑）

式（远鄄苑）称为右端点的广义边界条件，下面分三种情况讨论：

图远鄄圆 可动边界问题

员）贼枣固定，δ贼枣越园，δ曾贼枣越δ曾（贼枣）任意，式（远鄄苑）化为

枣
·曾贼枣
·δ曾（贼枣）越园

由此得到边界条件

枣
·曾贼枣
越园

圆）完全自由端点的情况：δ曾贼枣与δ贼枣是互相独立的，

这时式（远鄄苑）中含δ曾贼枣项与含δ贼枣项的系数必分别为园，由

此得到边界条件

枣
·曾贼枣
越园 枣（曾，·曾，贼）渣贼枣越园

猿）如果端点 悦必须落到曲线曾（贼枣）越φ（贼枣）上，则δ曾贼枣越觶φ（贼枣）·δ贼枣，这时式（远鄄苑）化为

枣（曾，·曾，贼）垣（觶φ（贼）原·曾）
枣
·[ ]曾贼枣·δ贼枣越园

由δ贼枣的任意性，得到

枣（曾，·曾，贼）垣（觶φ（贼）原·曾）
枣
·[ ]曾贼枣越园

总结以上推导得到如下结论：

当 贼枣固定，曾（贼枣）自由时的必要条件为

枣
曾原
凿
凿贼
枣
·( )曾 越园 曾（贼园）越曾园

枣
·曾贼枣
越









 园
（远鄄愿）

猿员员



当 贼枣，曾（贼枣）均为自由时，可动边界问题的必要条件为

枣
曾原
凿
凿贼
枣
·( )曾 越园 曾（贼园）越曾园

枣
·曾贼枣
越园 枣（曾，·曾，贼）渣贼枣 越









 园
（远鄄怨）

当要求端点落到曲线 曾（贼枣）越φ（贼枣）上时，则可动边界问题的必要条件为

枣
曾原
凿
凿贼
枣
·( )曾 越园

曾（贼园）越曾园 枣（曾，·曾，贼）垣（觶φ（贼）原·曾）
枣
·[ ]曾贼枣 越









 园
（远鄄员园）

【例远鄄圆】 已给系统
·曾越葬曾垣怎 曾（贼园）越曾园

求 怎（贼）使

允（怎）越 员圆∫
贼枣

贼园

（曾圆垣则圆怎圆）凿贼

最小。这里 贼枣是给定的。
解 为使用变分法，由状态方程解出 怎越·曾原葬曾，代入目标函数化为

允越 员圆∫
贼枣

贼园

［曾圆垣则圆（·曾原葬曾）圆］凿贼

曾（贼园）越曾园给定，曾（贼枣）自由，由必要条件（远鄄怨）得到 曾（贼）满足条件

咬曾越员则圆
（员垣葬圆则圆）曾

曾（园）越曾园 ［·曾原葬曾］贼枣
{ 越园

【例远鄄猿】 已给直线 造：曾越圆原贼和曾（园）越员求 曾（贼），使得 曾（贼枣）落到 造上，并使泛函

图远鄄猿 例远鄄猿的解

允（曾）越∫
贼枣

贼园
员垣·曾槡 圆凿贼

最小，即求过 粤点的曲线 曾（贼）使与 造相截的线段 粤月弧长最短。
解 关于这个问题的欧拉方程为

凿
凿贼
·曾
员垣·曾槡( )圆 越园

或
·曾
员垣·曾槡 圆
越糟（常数） ·曾圆越糟圆（员垣·曾圆）

即·曾越常数，积分得 曾越葬贼垣遭

式中 葬越依 糟
圆

员原糟槡 圆，由条件 曾（园）越员解得，遭越员，再由式（远鄄员园）的最后一项

员垣·曾槡 圆垣（原员原·曾）
·曾
员垣·曾槡[ ]圆

贼枣

越园

解得·曾（贼枣）越员，由此得到满足必要条件的 曾（贼）为 曾越贼垣员。

源员员



由题意知问题的解一定存在，而求出的满足必要条件的曲线只有一条，因此 曾越贼垣员即所
求。

由于有本例显示的几何意义，条件

枣（曾，·曾，贼）垣（觶φ（贼）原·曾）
枣
·[ ]曾贼枣越园

常称为横截条件。

远郾圆郾源 推广到一般泛函
在最优控制中目标函数常包含θ（曾（贼枣），贼枣）项，用以表示对终端时刻的特殊要求。为讨论

这一类的最优控制问题，我们考虑泛函

允（曾）越θ（曾（贼枣），贼枣）垣∫
贼枣

贼园
枣（曾，·曾，贼）凿贼

的极值问题，假设 曾（贼园）越曾园和 贼枣已给，曾（贼枣）自由。

设 曾（贼）使 允（曾）达极小值，考虑

允（曾垣εδ曾）越θ（曾（贼枣）垣εδ曾（贼枣），贼枣）垣∫
贼枣

贼园
枣（曾垣εδ曾，·曾垣εδ·曾，贼）凿贼

Δ允越允（曾垣εδ曾）原允（曾）越θ（曾（贼枣）垣εδ曾（贼枣），贼枣）原θ（曾（贼枣），贼枣）

垣∫
贼枣

贼园
枣（曾垣εδ曾，·曾垣εδ·曾，贼）凿贼原∫

贼枣

园
枣（曾，·曾，贼）凿贼

应用泰勒定理

∫
贼枣

贼园
枣（曾垣εδ曾，·曾垣εδ·曾，贼）凿贼越∫

贼枣

贼园

枣（曾，·曾，贼）垣枣曾εδ
曾垣枣
·曾
εδ·曾垣韵（ε圆{ }）凿贼

θ（曾（贼枣）垣εδ曾（贼枣），贼枣）越θ（曾（贼枣），贼枣）垣
θ（曾（贼枣），贼枣）
曾（贼枣）

·εδ曾（贼枣）垣韵（ε圆）

于是 Δ允越
θ（曾（贼枣），贼枣）
曾（贼枣）

·εδ曾（贼枣）垣韵（ε圆）垣∫
贼枣

贼园

枣
曾εδ
曾垣枣
·曾
εδ·曾垣韵（ε圆{ }）凿贼

改变量的一阶变分

δ允越θ
（曾（贼枣），贼枣）

曾（贼枣）
·εδ曾（贼枣）垣∫

贼枣

贼园

枣
曾εδ
曾垣枣
·曾
εδ·{ }曾凿贼越园

消去ε，应用分部积分得到一阶必要条件为

θ（曾（贼枣），贼枣）
曾（贼枣）

·δ曾（贼枣）垣
枣
·曾
δ[ ]曾贼枣
贼园

垣∫
贼枣

贼园

枣
曾原
凿
凿贼
枣
·( )[ ]曾 δ曾凿贼越园

由于 曾（贼园）越曾园已给，于是δ曾（贼园）越园，上式化为

θ（曾（贼枣），贼枣）
曾（贼枣）

δ曾（贼枣）垣∫
贼枣

贼园

枣
曾原
凿
凿贼
枣
·( )[ ]曾 δ曾凿贼垣 枣·曾δ[ ]曾

贼枣

越园

或 ∫
贼枣

贼园

枣
曾原
凿
凿贼
枣
·( )[ ]曾 δ曾凿贼垣 

枣
·曾贼枣
垣θ
（曾（贼枣），贼枣）

曾（贼枣[ ]） δ曾（贼枣）越园

因为最优的 曾（贼）取定后，曾（贼枣）也取定了，曾（贼）也是泛函

缘员员



∫
贼枣

贼园
枣（曾，·曾，贼）凿贼

的 曾（贼园）、曾（贼枣）给定的极值问题的解，因此 曾（贼）仍应满足欧拉方程，这样得到对这个问题的解

曾（贼）应满足的必要条件是

枣
曾原
凿
凿贼
枣
·( )曾 越园

曾（贼园）越曾园
枣
·曾贼枣
越原θ
（曾（贼枣），贼枣）

曾（贼枣










）

（远鄄员员）

如果 贼枣也是自由的，则问题化为求 贼枣和 曾（贼）使

允（曾（贼），贼枣）越θ（曾（贼枣），贼枣）垣∫
贼枣

贼园
枣（曾，·曾，贼）凿贼

达极大或极小值。设 贼枣和 曾（贼）已求出，它们使 允（曾（贼），贼枣）达极大或极小值，则

Δ允越θ（曾（贼枣垣εδ贼枣）垣εδ曾（贼枣垣εδ贼枣），贼枣垣εδ贼枣）原θ（曾（贼枣），贼枣）

垣∫
贼枣垣εδ贼枣

贼园
枣（曾垣εδ曾，·曾垣εδ·曾，贼）凿贼原∫

贼枣

贼园
枣（曾，·曾，贼）凿贼

θ（曾（贼枣垣εδ贼枣）垣εδ曾（贼枣垣εδ贼枣），贼枣垣εδ贼枣）在 曾（贼枣）和 贼枣临近展开，取到一阶项有

θ（曾（贼枣垣εδ贼枣）垣εδ曾（贼枣垣εδ贼枣），贼枣垣εδ贼枣）原θ（曾（贼枣），贼枣）越

θ（曾（贼枣），贼枣）
曾（贼枣）

［·曾εδ贼枣垣εδ曾（贼枣）］垣
θ（曾（贼枣），贼枣）

贼枣 εδ贼枣

应用式（远鄄缘）一阶变分为

δ允越θ
（曾（贼枣），贼枣）
曾（贼枣）

［·曾εδ贼枣垣εδ曾（贼枣）］垣
θ（曾（贼枣），贼枣）

贼枣 εδ贼枣

垣∫
贼枣

贼园

枣
曾εδ
曾垣枣
·曾
εδ·[ ]曾凿贼垣枣（曾，·曾，贼）

贼枣

εδ贼枣

于是得到必要条件

θ（曾（贼枣），贼枣）
曾（贼枣）

［·曾δ贼枣垣δ曾（贼枣）］垣
θ（曾（贼枣），贼枣）

贼枣 δ贼枣

垣∫
贼枣

贼园

枣
曾δ
曾垣枣
·曾
δ·[ ]曾凿贼垣枣（曾，·曾，贼）

贼枣

δ贼枣

越θ
（曾（贼枣），贼枣）
曾（贼枣） δ曾贼枣垣

θ（曾（贼枣），贼枣）
贼枣 δ贼枣

垣 
枣
·曾
δ[ ]曾贼枣
贼园

垣∫
贼枣

贼园

枣
曾原
凿
凿贼
枣
·( )[ ]曾 δ曾凿贼垣枣（曾，·曾，贼） 贼枣δ贼枣越园

上式的推导中应用了式（远鄄远）。由于 曾（贼）必满足初始条件和欧拉方程，上式化为

枣
·曾
垣θ
（曾（贼枣），贼枣）
曾（贼枣[ ]）

贼枣

δ曾贼枣垣 枣（曾，
·曾，贼）原·曾枣

·曾
垣θ
（曾（贼枣），贼枣）
贼[ ]
枣 贼枣

δ贼枣越园

因此，当δ曾贼枣与δ贼枣互相独立时，必要条件为：

远员员



枣
曾原
凿
凿贼
枣
·( )曾 越园 曾（贼园）越曾园

枣
·曾贼枣
越原θ
（曾（贼枣），贼枣）
曾（贼枣）

枣（曾，·曾，贼）原·曾枣
·曾
垣θ
（曾（贼枣），贼枣）
贼[ ]
枣 贼枣

越













 园

（远鄄员圆）

远郾圆郾缘 推广到多变量的情况
在应用中常遇到多个变量的泛函的极值问题。当泛函有 灶个未知函数时，变分问题为：

求 曾员（贼），⋯，曾灶（贼），使得 曾蚤（贼园）越曾蚤园 曾蚤（贼枣）越曾蚤枣 蚤越员，圆，⋯，灶，并使泛函 允（曾员，⋯，曾灶）越

∫
贼枣

贼园
枣（曾员，⋯，曾灶；·曾员，⋯，·曾灶；贼）凿贼达极小值。为了讨论方便，引进矢量

曾越［曾员，曾圆，⋯，曾灶］栽 δ曾越［δ曾员，δ曾圆，⋯，δ曾灶］栽

和梯度矢量

枣
曾
越 枣曾员
，⋯，枣
曾[ ]
灶

栽 枣
·曾
越 
枣

·曾员
，⋯，枣
·曾[ ]
灶

栽

考虑泛函

允（曾）越∫
贼枣

贼园
枣（曾，·曾，贼）凿贼

的两端固定的变分问题。设它在 曾（贼）上达极值，记
珔曾（贼）越曾（贼）垣εδ曾（贼） δ曾（贼园）越园δ曾（贼枣）越园

允（曾垣εδ曾）越∫
贼枣

贼园
枣（曾垣εδ曾，·曾垣εδ·曾，贼）凿贼

在ε越园达到它的极值。因此

凿允
凿ε ε越园
越园

应用泰勒定理

允（曾垣εδ曾）越∫
贼枣

贼园
枣（曾垣εδ曾，·曾垣εδ·曾，贼）凿贼

越∫
贼枣

贼园
枣（曾，·曾，贼）垣ε（δ曾）栽

枣
曾垣ε
（δ曾）栽
枣
·曾垣
韵（ε圆{ }）凿贼

于是由 凿允
凿ε ε越园
越园

得到 ∫
贼枣

贼园

（δ曾）栽
枣（曾，·曾，贼）
曾 垣

（δ·曾）栽
枣（曾，·曾，贼）
·[ ]曾 凿贼越园 （远鄄员猿）

对上式的第二项应用分部积分，

∫
贼枣

贼园

（δ·曾）栽
枣（曾，·曾，贼）
·[ ]曾 凿贼越∫

贼枣

贼园
∑
灶

蚤越员
δ·曾蚤
枣

·曾蚤
凿贼越∑

灶

蚤越员∫
贼枣

贼园
δ·曾蚤
枣

·曾蚤
凿贼

苑员员



越∑
灶

蚤越员

δ曾蚤
枣

·曾[ ]
蚤

贼枣

贼园

原∫
贼枣

贼园
δ曾蚤
凿
凿贼
枣
·曾( )
蚤
凿{ }贼

由于δ曾蚤（贼园）越园，δ曾蚤（贼枣）越园，上式化为

∫
贼枣

贼园

（δ·曾）栽
枣（曾，·曾，贼）
·[ ]曾 凿贼越原∑

灶

蚤越员∫
贼枣

贼园
δ曾蚤
凿
凿贼
枣
·曾( )
蚤
凿贼

代入式（远鄄员猿）得到

∫
贼枣

贼园

（δ曾）栽
枣（曾，·曾，贼）
曾 垣

（δ·曾）栽
枣（曾，·曾，贼）
·[ ]曾 凿贼

越∑
灶

蚤越员∫
贼枣

贼园
δ曾蚤
枣

曾蚤
原凿凿贼

枣
·曾( )[ ]
蚤
凿贼越园

由于δ曾蚤是独立的，上式等价于

∫
贼枣

贼园
δ曾蚤 
枣

曾蚤
原凿凿贼

枣
·曾( )[ ]
蚤
凿贼越园 蚤越员，⋯，灶

由引理远鄄员，上式意味着

枣
曾蚤
原凿凿贼

枣
·曾( )
蚤
越园 蚤越员，⋯，灶

写成矢量形式为

枣
曾
原凿凿贼

枣
·( )曾

曾（贼园）越曾园，曾（贼枣）越曾
{

枣

（远鄄源）忆

式（远鄄源）忆是必要条件式（远鄄源）的矢量形式。对于其他边界条件的情况，都可以将相应的必要条
件式（远鄄愿）、式（远鄄怨）、式（远鄄员园）、式（远鄄员员）、式（远鄄员圆）看作矢量形式的必要条件应用于相应的多
变量问题。

远郾圆郾远 无约束最优控制问题的解
员郾无约束最优控制问题的解
已给系统的状态方程

·曾越枣（曾，怎，贼） 曾（贼园）越曾园
和目标函数

允（怎）越θ（曾（贼枣），贼枣）垣∫
贼枣

贼园
蕴（曾，怎，贼）凿贼

无约束最优控制问题是：求 怎（贼）使 允（怎）最小（或最大）。这里 贼枣已给定，曾（贼枣）是自由的。
将状态方程作为约束条件 枣（曾，怎，贼）原·曾越园，引入拉格朗日乘子矢量λ（贼），考虑泛函

允（曾，怎，贼）越θ（曾（贼枣），贼枣）垣∫
贼枣

贼园

［蕴（曾，怎，贼）垣λ栽（枣（曾，怎，贼）原·曾）］凿贼

越θ（曾（贼枣），贼枣）垣∫
贼枣

贼园
匀（曾，λ，怎，贼）凿贼

式中 匀（曾，λ，怎，贼）越蕴（曾，怎，贼）垣λ栽（枣（曾，怎，贼）原·曾）
如果 枣（曾，怎，贼）、蕴（曾，怎，贼）关于其所有变元二次连续可微，曾，怎，λ的一阶导数逐段连续，
愿员员



则利用上节的结果，得到 曾，怎，λ使珋允达相对极值的必要条件为

匀
曾
原凿凿贼

匀
·( )曾 越园

匀
怎
原凿凿贼

匀
觶( )怎 越园

匀
λ
原凿凿贼

匀

λ
( )·













 越园

由 匀的定义，上三个必要条件可化为

·曾越枣（曾，怎，贼） 越匀
( )λ

λ
·
越原匀
曾

匀
怎











 越园

式中 匀（曾，λ，怎，贼）越蕴（曾，怎，贼）垣λ栽枣（曾，怎，贼）称为哈密顿（匀葬皂蚤造贼燥灶）函数。
由必要条件（远鄄员员），边界条件为

曾（贼园）越曾园
匀
·曾 贼枣
越原λ（贼枣）越原

θ（曾（贼枣），贼枣）
曾（贼枣）

或者 曾（贼园）越曾园 λ（贼枣）越
θ（曾（贼枣），贼枣）
曾（贼枣）

由于这里考虑 允（曾，怎，贼）是 曾，怎，λ的泛函，怎，λ在两个端点都是自由的，因此还应成立如下
四个边界条件

匀
觶怎 贼园
越园 匀

觶怎 贼枣
越园 匀

λ
·

贼园

越园
匀

λ
·

贼枣

越园

由于匀不依赖于觶怎和λ
·
，这些条件显然都是成立的。

综前所述，无约束最优控制问题的必要条件为：存在λ（贼），它与 曾（贼）一起满足正则方程
组及边界条件

·曾越枣（曾，怎，贼）越匀
λ
曾（贼园）越曾园

λ
·
越原匀
曾 λ
（贼枣）越

θ（曾（贼枣），贼枣）
曾（贼枣

{
）

（远鄄员源）

式中的 怎由
匀
怎
越园 （远鄄员缘）

确定。

如果 曾（贼枣）也是给定的，则用边界条件 曾（贼枣）越曾枣代替式λ（贼枣）越
θ（曾（贼枣），贼枣）
曾（贼枣）

。

求最优控制的计算步骤
第员步 构造哈密顿函数

匀（曾，λ，怎，贼）越蕴（曾，怎，贼）垣λ栽枣（曾，怎，贼）
怨员员



根据 匀
怎
越园

求出 怎 越怎（曾，λ）。
第圆步 以 怎 越怎（曾，λ）代入正则方程，消去 怎，解两点边值问题：

·曾越枣（曾，怎（曾，λ），贼） 曾（贼园）越曾园

λ
·
越原匀
曾 λ
（贼枣）越

θ（曾（贼枣），贼枣）
曾（贼枣

{
）

得到 曾越曾（贼），λ越λ（贼）。
第猿步 以 曾越曾（贼），λ越λ（贼）代入 怎 越怎（曾，λ）得到所求的最优控制

怎 越怎（曾（贼），λ（贼））越怎（贼）
对两端固定的问题关于λ（贼枣）的边界条件应换为 曾（贼枣）越曾枣。
以上导出了无约束最优控制问题的解满足的必要条件，在求解的过程中，要求出最优控制

怎，必须同时求出 曾和λ，这样要求的变量有圆灶垣皂个。利用 皂个条件式（远鄄员缘）可以导
出 怎 越怎（曾，λ），应用这个关系式在正则方程中消去 怎以后，正则方程成为关于圆灶个变量曾
和λ的圆灶个微分方程，并有圆灶个定解条件，据此可以求出 曾越曾（贼），λ越λ（贼），代入 怎即
得到所求的最优控制。如果这样求出的最优控制 怎是惟一的，而由实际背景又知道最优控
制一定存在，那么它就是所求最优解了。
由于正则方程式（远鄄员源）的对称形式，方程

λ
·
越原匀曾

常称为协状态方程，λ（贼）称协状态矢量。由于式（远鄄员源）的圆灶个边界条件中，有 灶个给在初始
时刻贼园，另外 灶个给在终端时刻贼枣，该问题常称为两点边值问题。除少数简单问题以外，两点边
值问题一般需要数值解，两点边值问题的这一特征导致了计算上的困难：既不能由 贼园向后积
分，又不能由 贼枣向前积分。已经有一些解两点边值问题的方法，本书不进行讨论。
下面举两个可以直接由边界条件求解的简单的例。
【例远鄄源】 已给系统的状态方程为

·曾越原曾垣怎 曾（园）越员
目标函数为

允（怎）越 员圆∫
贼枣

贼园

（曾圆垣怎圆）凿贼

求 怎（贼），将 曾（园）越员转移到 曾（贼枣）越园，并使 允（怎）最小。
解 第员步 构造该问题的哈密顿函数

匀（曾，λ，怎，贼）越
员
圆（曾
圆垣怎圆）垣λ（原曾垣怎）

由条件 匀
怎越
园

得到 怎垣λ 越园，或 怎越原λ。
第圆步 将 怎越原λ代入正则方程，得到

·曾越原曾原λ 曾（园）越员

λ
·
越原曾垣λ 曾（贼枣）越

{ 园
第一个方程微分得到

园圆员



咬曾垣·曾垣λ
·
越园

以λ
·
越原曾垣λ，及λ 越原曾原

·曾代入上式得到
咬曾原圆曾越园

再应用边界条件 曾（园）越员，曾（贼枣）越园，即得到解（见例远鄄员）

曾（贼）越 员阅［藻
原槡圆贼枣藻槡圆贼原藻槡圆贼枣藻原槡圆贼］ 阅越藻原槡圆贼枣原藻槡圆贼枣

由此得到

怎（贼）越原λ（贼）越曾垣
·曾越 员阅［（槡圆垣员）藻

原槡圆贼枣藻槡圆贼垣（槡圆原员）藻原槡圆贼枣藻原槡圆贼］

得到了与例远鄄员相同的结果。
注意，在讲了本节的解无约束最优控制问题的方法以后，就不用像例远鄄员那样将一个最优

控制问题化成简单的变分问题求解，而是像本例这样直接利用解无约束最优控制问题的必要
条件求解。
【例远鄄缘】 已知系统的状态方程为

·曾越怎，曾（园）越曾园
目标函数为

允（怎）越∫
员

园
藻σ贼（曾圆垣则圆怎圆）凿贼 σ、则为常数

求 怎（贼）使 允（怎）最小。
在这个问题中 贼枣越员，曾（贼枣）自由。当问题不仅要求 曾→园，还要求 曾比藻原σ贼趋向零的速度更

快时，考虑藻σ贼曾→园，这时目标函数取为

∫
肄

园
［（藻σ贼曾）圆垣则圆（藻σ贼怎）圆］凿贼越∫

肄

园
藻圆σ贼（曾圆垣则圆怎圆）凿贼

这就是本例考虑的类型，只是这里控制时间考虑的是有限时间，下面解这个问题。
第员步 构造该问题的哈密顿函数

匀（曾，λ，怎，贼）越藻σ贼（曾圆垣则圆怎圆）垣λ怎

由条件 匀
怎越
圆则圆藻σ贼怎垣λ 越园

导出 怎越原λ圆则圆藻
原σ贼

第圆步 解两点边值问题：
·曾越怎越原λ圆则圆藻

原σ贼 曾（园）越曾园

λ
·
越原匀曾越原

圆曾藻σ贼 λ（员）越
{ 园

令λ忆越原λ圆则圆藻
原σ贼，则 怎越λ忆并且

λ
·
忆越原 员圆则圆藻

原σ贼λ
·
垣σλ圆则圆藻

原σ贼

于是正则方程组化为：
·曾越λ忆 曾（园）越曾园

λ
·
忆越 曾则圆 原σλ忆λ忆

（员）越{ 园

员圆员



写成矢量形式为

·曾

λ
·[ ]
忆
越
园 员
员
则圆 原







σ

曾

λ











忆

系数矩阵是自然标准型，由矩阵代数的结果知道它的两个特征矢量为

员
泽[ ]
员

员
泽[ ]
圆

泽员，泽圆是上面的齐次微分方程组的特征方程

泽圆垣σ泽原
员
则圆 越园

的两个根。解特征方程得到

泽员 越
原σ垣 σ圆垣

源
则槡 圆

圆 泽圆 越
原σ原 σ圆垣

源
则槡 圆

圆
由此得到正则方程组的通解为

曾
λ[ ]忆 越悦员 员泽[ ]

员
藻泽员贼垣悦圆

员
泽[ ]
圆
藻泽圆贼

再由边界条件 曾（园）越曾园，λ忆（员）越园，得到
悦员垣悦圆 越曾园
悦员泽员藻泽员 垣悦圆泽圆藻泽圆 越园

这是一个线性代数方程组，显然它有惟一解，解出 悦员，悦圆代入所得的通解，就可得到 曾（贼），

λ忆（贼），再代入 怎越λ忆中即得到所求的解。
例远鄄源、例远鄄缘求出了惟一满足必要条件的函数 怎（贼），如果由实际问题本身知道它一定有

最优解，那么所求得的这个惟一解就是要求的最优控制了。

圆郾关于允许控制 怎的条件
上面的必要条件的推导利用了变分法的结果，因此 怎（贼）应满足上节关于 曾（贼）的假设条

件，即要求 怎的一阶导数逐段连续。但是，怎（贼）是控制矢量，很多情况下它的分量仅是一个逐
段连续函数。例如控制中常采用的 遭葬灶早鄄遭葬灶早控制就是形如

怎蚤（贼）越
酝蚤，
原酝蚤{ ，

当 贼园≤ 贼≤ 贼员时，
当 贼员≤ 贼≤ 贼枣时。

的一个逐段连续函数，怎蚤是 怎的第蚤个分量。
下面说明，即使对逐段连续函数 怎（贼）也得到与式（远鄄员缘）相同的必要条件。记

Φ（ε员，⋯，ε灶；ε灶垣员，⋯，ε圆灶；ε圆灶垣员，⋯，ε圆灶垣皂）

越∫
枣枣

贼园
匀（曾员垣ε员δ曾员，⋯，曾灶垣ε灶δ曾灶；λ员垣ε灶垣员δλ员，⋯，λ灶垣ε圆灶δλ灶；

怎员垣ε圆灶垣员δ怎员，⋯，怎皂 垣ε圆灶垣皂δ怎皂，贼）凿贼
在极值点

Φ
ε蚤 ∈越园

越园 蚤越员，⋯，圆灶垣皂

式中∈越园表示所有ε蚤均为园，这一条件对 蚤越员，⋯，圆灶得到相应的状态方程和协状态方程，

圆圆员



由

Φ
ε蚤 ∈越园

越园 蚤越圆灶垣员，⋯，圆灶垣皂

得到 ∫
贼枣

贼园

匀
怎蚤δ
怎蚤凿贼越园 蚤越员，⋯，皂

对任意逐段连续函数δ怎蚤成立。应用下面的引理即可由上式导出必要条件式（远鄄员缘）。
引理远鄄圆 设 澡（贼）在［贼园，贼枣］上逐段连续，并且对［贼园，贼枣］上的任意逐段连续的函数η（贼）

成立

∫
贼枣

贼园
澡（贼）η（贼）凿贼越园

那么在［贼园，贼枣］上 澡（贼）≡园。
证明 由于 澡（贼）在［贼园，贼枣］上逐段连续，存在常数 悦使

∫
贼枣

贼园

（澡（贼）原悦）凿贼越园（取 悦越 员（贼枣原贼园）∫
贼枣

贼园
澡（贼）凿贼即可）

澡（贼）原悦是逐段连续函数，取η（贼）越澡（贼）原悦，则

∫
贼枣

贼园

（澡（贼）原悦）η（贼）凿贼越∫
贼枣

贼园
澡（贼）η（贼）凿贼原悦∫

贼枣

贼园
η（贼）凿贼越原悦∫

贼枣

贼园

（澡（贼）原悦）凿贼越园

即 ∫
贼枣

贼园

（澡（贼）原悦）圆凿贼越园

由此得到 澡（贼）原悦越园，澡（贼）越悦，对 贼∈［贼园，贼枣］成立。再取η（贼）越悦，又有

∫
贼枣

贼园
澡（贼）η（贼）凿贼越∫

贼枣

贼园
悦圆凿贼越园

于是得到 澡（贼）越悦越园，对 贼∈［贼园，贼枣］成立。证完。
应用引理远鄄圆，导出必要条件

匀
怎蚤
越匀怎蚤
越园

写成矢量形式为

匀
怎越
园

即对逐段连续函数 怎（贼）也得到了与式（远鄄员缘）相同的必要条件。
猿郾其他情况下的必要条件
（员）当要求 曾（贼枣）满足约束

晕员（曾（贼枣），贼枣）越园
…

晕则（曾（贼枣），贼枣）越
{

园
（矢量形式为 晕（曾（贼枣），贼枣）越园） （远鄄员远）

时，如果 贼枣是给定的，则正则方程的边界条件为

曾（贼园）越曾园

λ（贼枣）越
θ（曾（贼枣），贼枣）
曾（贼枣）

垣
晕栽（曾（贼枣），贼枣）
曾（贼枣）

·增

晕（曾（贼枣），贼枣）越










园

（远鄄员苑）

猿圆员



式中 晕
曾越

晕员
曾员
⋯ 晕员
曾灶

… …

晕则
曾员
⋯ 晕则
曾














灶

如果 贼枣也是自由的，这时多了一个未知量，必要条件再增加一个方程

匀（曾（贼枣），λ（贼枣），怎（贼枣），贼枣）垣
晕栽（曾（贼枣），贼枣）

贼枣
·增垣θ
（曾（贼枣），贼枣）
贼枣

越园 （远鄄员愿）

式（远鄄员苑）、（远鄄员愿）的推导 设 贼枣给定，考虑泛函

允越θ（曾（贼枣），贼枣）垣晕栽（曾（贼枣），贼枣）·增垣∫
贼枣

贼园

［蕴（曾，怎，贼）垣λ栽（枣（曾，怎，贼）原
·曾）］凿贼

越θ（曾（贼枣），贼枣）垣∫匀（曾，λ，怎，贼）凿贼
式中 θ（曾（贼枣），贼枣）越θ（曾（贼枣），贼枣）垣晕栽（曾（贼枣），贼枣）·增
应用一般泛函极值的必要条件式（远鄄员员），边界条件应为

匀


·曾 贼枣
越原

θ
曾（贼枣）
越原


曾（贼枣）
［θ（曾（贼枣），贼枣）垣晕栽（曾（贼枣），贼枣）·增］

由匀的定义，
匀


·曾
越原λ，因此以上边界条件化为

λ（贼枣）越
θ（曾（贼枣），贼枣）

曾（贼枣）
垣
晕栽（曾（贼枣），贼枣）

曾（贼枣）
·增

如果 贼枣也是自由的，由必要条件（远鄄员圆）应增加一个方程

匀原·曾栽
匀


·曾
垣θ贼[ ]
枣 贼枣

越园

即 匀原·曾栽
匀


·曾
垣贼枣
（θ（曾（贼枣），贼枣）垣晕栽（曾（贼枣），贼枣）·增[ ]）

贼枣

越园

由于
匀


·曾
越原λ，及匀越匀原λ栽

·曾，则上式化为

匀（曾，λ，怎，贼） 贼枣垣
θ（曾（贼枣），贼枣）

贼枣
垣
晕栽（曾（贼枣），贼枣）
贼枣

·增越园

这就导出了式（远鄄员愿）。
（圆）当哈密顿函数不显含 贼时，沿最优轨线

·匀越 匀( )曾
栽·曾垣 匀( )λ

栽

λ
·
垣 匀( )怎

栽·怎越园

因此，当 匀不显含贼时，沿最优轨线
匀（曾（贼），λ（贼），怎（贼））越常数 （远鄄员怨）

这里的推导假设·怎存在，进一步的讨论可以证明：对 怎（贼）的连续点，·匀存在，并且·匀越园。
因此，对 怎（贼）的连续点 匀（曾，λ，怎）越常数（参看文献［圆园］）。
（猿）当 贼枣自由时，如果 匀不依赖于贼，并且θ和晕也都不依赖于贼枣，则由边界条件式（远鄄员愿）
进一步得到

源圆员



匀（曾（贼枣），λ（贼枣），怎（贼枣））越园
再由 匀（曾，λ，怎）沿最优轨线等于常数的结果，导出必要条件：沿最优轨线

匀（曾（贼），λ（贼），怎（贼））≡园 （远鄄圆园）
【例远鄄远】 设系统的状态方程为

·曾员 越曾圆
·曾圆 越原曾圆垣{ 怎

曾员（园）越园
曾圆（园）越园

求 怎（贼）使在给定的时刻 贼枣将状态转移到直线 葬曾员垣遭曾圆 越糟上，并使

允（怎）越 员圆∫
贼枣

贼园
怎圆凿贼

最小。
解 第员步 对该系统哈密顿函数为

匀（曾，λ，怎）越
员
圆怎
圆垣λ员曾圆垣λ圆（原曾圆垣怎）

由必要条件

匀
怎越
怎垣λ圆 越园

解得 怎越原λ圆
第圆步 解正则方程组

·曾员 越曾圆
·曾圆 越原曾圆垣怎越原曾圆原λ圆

λ
·

员 越园

λ
·

圆 越原λ员垣λ










圆

由协状态方程可解出

λ员 越悦员
λ圆 越悦圆藻贼垣悦{

员

将λ圆代入状态方程的第二个方程，求解得到

曾圆（贼）越悦猿藻原贼原
员
圆悦圆藻

贼原悦员

代入第一个方程积分，得到

曾员（贼）越原悦猿藻原贼原
员
圆悦圆藻

贼原悦员贼垣悦源

由边界条件式（远鄄员苑）知，该问题的边界条件是
曾员（园）越园 曾圆（园）越园

λ员（贼枣）越
晕
曾员
·增越葬增

λ圆（贼枣）越
晕
曾圆
·增越遭增

葬曾员（贼枣）垣遭曾圆（贼枣）越













糟
代入上面求得的正则方程的通解中，得到

原悦猿原
员
圆悦圆垣悦源 越园

缘圆员



悦猿原
员
圆悦圆原悦员 越园

λ员（贼枣）
λ圆（贼枣）
越
悦员
悦圆藻贼枣垣悦员

越 葬遭

葬（原悦猿藻原贼枣原
员
圆悦圆藻

贼枣原悦员贼枣垣悦源）垣遭（悦猿藻原贼枣原
员
圆悦圆藻

贼枣原悦员）越糟

如果 葬，遭，糟已给，解上面的方程组得到 悦员，悦圆，悦猿，悦源代入λ圆中就得到最优控制
怎 越原（悦圆藻贼垣悦员）

远郾猿 最大值原理及其应用

在上节中介绍了用变分法解几种最优控制问题的方法。用变分法解最优控制问题有一定

的局限性。首先，变分法要求控制变量 怎无约束（或者 怎属于某个开集），因此在实际问题中常
遇到的有 怎≤ 酝类型的控制变量约束的最优控制问题不能用变分法处理。其次，变分法要
求 枣（曾，怎，贼）和 蕴（曾，怎，贼）关于所有自变量二次连续可微，要求哈密顿函数 匀关于控制变量的
偏导数存在，这使得像最省燃料这一类的问题被排除在外，这是因为它的目标函数中出现了

怎，从而使蕴（曾，怎，贼）关于怎不可微，哈密顿函数匀关于怎的偏导数不存在。为克服上述的局
限性引进了最大值原理。本节介绍最大值原理，它是变分法的推广和现代化。

远郾猿郾员 最大值原理
设系统的状态方程为

·曾越枣（曾，怎，贼） 曾（贼园）越曾园
控制 怎属于砸皂中的某个有界闭集 哉，最优控制问题是求 怎∈ 哉，使得

允（怎）越θ（曾（贼枣），贼枣）垣∫
贼枣

贼园
蕴（曾，怎，贼）凿贼

最小。

假设 枣（曾，怎，贼）的分量为 枣蚤（曾，怎，贼），并假设

枣蚤（曾，怎，贼），
枣蚤（曾，怎，贼）

贼
，枣蚤
（曾，怎，贼）
曾躁
，蕴（曾，怎，贼），蕴（曾，怎，贼）

贼
，蕴（曾，怎，贼）

曾蚤
，

θ（曾（贼枣），贼枣），
θ（曾（贼枣），贼枣）
曾躁（贼枣）

，θ（曾（贼枣），贼枣）
贼枣

（蚤，躁越员，圆，⋯，灶）

都是其自变量的连续函数。

用 怎，曾 分别表示最优控制和最优轨线，最大值原理给出 怎 所满足的必要条件。
最大值原理 怎（贼）使 允（怎）达最小值的必要条件是：
（员）存在协状态向量λ（贼），它和 曾（贼）、怎（贼）一起满足正则方程

·曾越枣（曾，怎，贼）

λ
·
越原匀

{
曾

（圆）哈密顿函数作为 怎的函数在怎越怎（贼）达最小值，即
匀（曾，λ，怎，贼）越皂蚤灶

怎∈哉
匀（曾，λ，怎，贼） （远鄄圆员）

（猿）正则方程的边界条件：
远圆员



员）若 曾（贼枣）越曾枣是给定的，则边界条件为

曾（贼园）越曾园 曾（贼枣）越曾枣
圆）如果 贼枣给定，曾（贼枣）自由，那么边界条件为

曾（贼园）越曾园，λ（贼枣）越
θ（曾（贼枣），贼枣）
曾（贼枣）

猿）如果 贼枣也是自由的，还要加一个条件

匀（曾（贼枣），λ（贼枣），怎（贼枣），贼枣）垣
θ（曾（贼枣），贼枣）

贼枣
越园

以确定 贼枣。

源）如果要求 曾（贼枣）落在 皂维流型杂上，

杂颐

晕员（曾（贼枣），贼枣）越园
晕圆（曾（贼枣），贼枣）越园
…

晕则（曾（贼枣），贼枣）越










园

或 晕（曾（贼枣），贼枣）越园

那么边界条件为

曾（贼园）越曾园

λ（贼枣）越
θ（曾（贼枣），贼枣）
曾（贼枣）

垣
晕栽（曾（贼枣），贼枣）
曾（贼枣）

增

晕（曾（贼枣），贼枣）越园 增越［增员，⋯，增则］










栽

如果 贼枣是自由的，再增加条件：

匀（曾（贼枣），λ（贼枣），怎（贼枣），贼枣）垣
晕栽（曾（贼枣），贼枣）

贼枣
增垣θ
（曾（贼枣），贼枣）
贼枣

越园

可以看出，上述的正则方程和边界条件与 怎无约束的情况，用变分法导出的完全相同。
最大值原理中式（远鄄圆员）的含义是：由最优控制 怎越怎（贼）引发的状态 曾（贼）和协状态

λ（贼）使得哈密顿函数最小。
最大值原理的证明可参看文献［员愿］、［圆园］。
【例远鄄苑】 已给系统

·曾越曾原怎 曾（园）越缘

求满足约束员圆≤ 怎≤员的控制 怎（贼），使目标泛函

允（怎）越∫
员

园
（曾垣怎）凿贼

最小，并求出目标函数的最小值。

解 首先写出该问题的哈密顿函数

匀越（曾垣怎）垣λ（曾原怎）越（员垣λ）曾垣（员原λ）怎
由最大值原理，应选取 怎（贼）使 匀最小，即

怎越
员蛐圆{员 当λ 约员时
当λ 跃员时

苑圆员



协状态方程为 λ
·
越原（员垣λ）

它的通解为λ 越悦藻原贼原员，由边界条件λ（员）越园，得到λ 越藻员原贼原员。设λ（贼泽）越员，由λ的解式
可解出 贼泽越员原造灶圆≈园援猿园苑，于是得到最优控制

怎（贼）越
员
员{ 蛐圆 当 贼约园援猿园苑时当 贼跃园援猿园苑时

图远鄄源 例远鄄苑的解

由状态方程和初始条件，最优轨线为

曾（贼）越缘藻贼原∫
贼

园
藻贼原τ怎（τ）凿τ 越

源藻贼垣员 当园≤ 贼约园援猿园苑时

源藻贼垣藻贼原员垣员圆 当园援猿园苑≤ 贼≤员
{ 时

将 曾 和 怎 代入目标函数中，得到目标函数的最小值为

允 越∫
园援猿园苑

园
［（源藻贼垣员）垣员］凿贼垣∫

员

园援猿园苑
源藻贼垣藻贼原员垣( )员圆 垣[ ]员圆 凿贼越原猿圆原造灶圆垣源藻越愿援远苑怨

【例远鄄愿】 已知系统的状态方程为
·曾员 越曾圆 曾员（园）越员
·曾圆 越怎 曾圆（园）越{ 员

求满足约束条件 怎≤员的控制 怎（贼），将系统的初始状态转移到 曾（贼枣）越园，所用时间最短，式
中

曾（贼枣）越［曾员（贼枣） 曾圆（贼枣）］栽

解 最短时间问题的目标函数取为

允（怎）越∫
贼枣

园
凿贼越贼枣

首先写出哈密顿函数：

匀越员垣λ员曾圆垣λ圆怎
由最大值原理

怎（贼）越
原员
员{
不确定

当λ圆 跃园时，
当λ圆 约园时，
当λ圆 越园时，

或 怎（贼）越原泽早灶（λ圆（贼））
协状态方程为

愿圆员



λ
·
员 越园

λ
·
圆 越原λ

{
员

它的通解是λ员 越粤，λ圆 越原粤贼垣月，因此 怎 至多有一次切换。
当 怎 越原员时，状态方程

·曾员 越曾圆 曾员（园）越员
·曾圆 越原员 曾圆（园）越{ 员

的解为

造员颐
曾员 越员垣贼原

员
圆贼
圆

曾圆 越员原
{

贼
当 怎 越员时，状态方程

·曾员 越曾圆 曾员（园）越员
·曾圆 越员 曾圆（园）越{ 员

的解为

造圆颐
曾员 越员垣贼垣

员
圆贼
圆

曾圆 越员垣
{

贼
显然，从造圆可看出，当贼增大时它将远离（员，员）点，也远离（园，园）点。因此最优控制开始应取

为 怎 越原员。这时最优轨线是 造员。显然 造员不能达到原点，因为
员原栽越园

员垣栽原员圆栽
圆 越{ 园

无解。因此必须在某时刻 贼泽切换一次才能达到原点，解终值问题
·曾员 越曾圆 曾员（贼枣）越园
·曾圆 越员 曾圆（贼枣）越{ 园

得到解

造猿颐
曾员 越
员
圆贼
圆原贼枣贼垣

员
圆贼
圆
枣

曾圆 越贼原贼
{

枣

求 造员和 造猿的交点：解方程组
贼泽原贼枣越原贼泽垣员
员
圆贼
圆
泽原贼枣贼泽垣

员
圆贼
圆
枣 越原
员
圆贼
圆
泽垣贼泽垣{ 员

得到 贼泽≈圆援圆圆缘，贼枣≈猿援源缘。因此所求最优控制为

怎 越
原员{员 当园≤ 贼约圆援圆圆缘时
当圆援圆圆缘≤ 贼≤猿援源缘时

这是一个开环控制策略，在 怎 作用下，到时刻 贼枣越猿援源缘达到原点。如能求出状态反馈策略则
在应用上更方便。

怨圆员



远郾猿郾圆 最大值原理的其他形式
在不同的文献和书籍中，最大值原理的叙述方法有时不同。由于必要条件式（远鄄圆员），有的

书称这一原理为最小值原理。

下面介绍最大值原理的其他几种叙述方法。

（员）若令 蕴员（曾，怎，贼）越原蕴（曾，怎，贼），目标函数取为

允员（怎）越∫
贼枣

贼园
蕴员（曾，怎，贼）凿贼越原∫

贼枣

贼园
蕴（曾，怎，贼）凿贼越原允（怎）

那么，求最优控制 怎使允（怎）达最小值等价于使 允员（怎）达最大值。令λ员（贼）越原λ（贼），则哈密顿
函数为 匀员（曾，λ员，怎，贼）越蕴员垣λ栽员枣越原蕴原λ栽枣越原匀（曾，λ，怎，贼），由于 怎（贼）使哈密顿函数
匀（曾，λ，怎，贼）达最小值，因此 怎（贼）使 匀员（曾，λ员，怎，贼）达最大值。从而得到最大值原理
的第二种叙述：怎（贼）使

允员（怎）越∫
贼枣

贼园
蕴员（曾，怎，贼）凿贼

达最大值的必要条件是存在协状态变量λ员，它与 曾 一起满足正则方程

·曾越
匀员
λ员

λ
·
员 越原

匀员











曾

并且最优控制 怎 使 匀员（曾，λ员，怎，贼）达最大值。
（圆）若令λ员（贼）越原λ（贼），哈密顿函数取为
匀员（曾，λ员，怎，贼）越原蕴（曾，怎，贼）垣λ栽员枣（曾，怎，贼）

越原蕴（曾，怎，贼）原λ栽枣（曾，怎，贼）越原匀（曾，λ，怎，贼）
则得到最大值原理的第三种叙述：怎（贼）使

允（怎）越∫
贼枣

贼园
蕴（曾，怎，贼）凿贼

达最小值的必要条件是存在协状态变量λ员（贼），它与 曾（贼）一起满足正则方程

·曾越
匀员
λ员

λ
·
员 越原

匀员











曾

并且 怎（贼）使 匀员（曾，λ员，怎，贼）达最大值。
（猿）若令 蕴员（曾，怎，贼）越原蕴（曾，怎，贼），则

允员（怎）越∫
贼枣

贼园
蕴员（曾，怎，贼）凿贼越原∫

贼枣

贼园
蕴（曾，怎，贼）凿贼越原允（怎）

若哈密顿函数取为

匀员（曾，λ，怎，贼）越原蕴员（曾，怎，贼）垣λ栽枣（曾，怎，贼）越蕴（曾，怎，贼）垣λ栽枣（曾，怎，贼）越匀（曾，λ，怎，贼）
从而得到第四种叙述方法：怎（贼）使

允员（怎）越∫
贼枣

贼园
蕴员（曾，怎，贼）凿贼

园猿员



达最大的必要条件是存在协状态变量λ员（贼），它与 曾（贼）一起满足正则方程

·曾越
匀员
λ

λ
·
越原
匀员


{
曾

并且 怎 使 匀员（曾，λ，怎，贼）达最小值。
正则方程的边界条件都是一致的，因此上面的叙述中边界条件都省略了。

远郾源 应用举例

员郾火箭控制问题（如图远鄄缘所示）
火箭控制问题的数学模型是

·曾员 越曾猿 曾员（园）越园 曾员（贼枣）自由
·曾圆 越曾源 曾圆（园）越园 曾圆（贼枣）越珋赠
·曾猿 越
糟β
皂糟燥泽 曾猿（园）越园 曾猿（贼枣）越珋增

·曾源 越
糟β
皂泽蚤灶原早 曾源（园）越园 曾源（贼枣）越











 园

图远鄄缘 火箭发射示意图

式中 曾员，曾圆是火箭质心的横坐标和纵坐标，曾猿，曾源为速度

增的水平分量和垂直分量，是火箭的动态姿态角（火箭轴
线与水平线之间的夹角），β是燃烧速度，糟是相对排气速
度，皂是火箭的质量。
火箭所用的燃料依赖于燃烧速度β和火箭的动态姿态

角，因此，火箭控制的最省燃料问题是在约束条件园≤β
≤β之下，求控制变量β、，使火箭由初始位置达到要求的
高度珋赠，所用燃烧最少，即求β，使

允（β，）越∫
贼枣

园β
凿贼

最小。

这个问题中控制变量是β和，对没有约束，对β有约束。问题的哈密顿函数为

匀越β垣λ员曾猿垣λ圆曾源垣λ猿
糟β
皂糟燥泽垣λ源

糟β
皂泽蚤灶原( )早

由最大值原理，及 匀关于β的线性关系，

β 越
β{园
当园≤ 贼约贼员时
当 贼员≤ 贼≤ 栽时

又由于无约束，有

匀
 越原λ猿

糟β
皂泽蚤灶垣λ源

糟β
皂糟燥泽 越园

从而解得 贼葬灶 越λ源λ猿
员猿员



下面解正则方程，首先写出协状态方程：

λ
·
员 越园

λ
·
圆 越园

λ
·
猿 越原λ员

λ
·
源 越原λ















圆

它们的通解为

λ员 越粤 λ圆 越月 λ猿 越原粤贼垣悦 λ源 越原月贼垣阅
由于 曾员（贼枣）自由，得到边界条件λ员（贼枣）越园，由此得到粤越园，λ猿 越悦代入 贼葬灶中得到

贼葬灶 越
原月贼垣阅

悦
越葬原遭贼

式 葬越
阅

悦
，遭越
月

悦
。由以上推导得到

β 越
β 当园≤ 贼约贼员时

园 当 贼员≤ 贼≤ 贼枣{ 时
贼葬灶 越葬原遭贼

这样问题就基本解决了。事实上，将上二式给出的β和代入状态方程后，就可以积分状态方
程，积分时将引入源个积分常数，再加上 葬，遭和贼员共苑个待定常数，它们可以由 曾员（园）越园，

曾圆（园）越园，曾猿（园）越园，曾源（园）越园，曾圆（贼枣）越珋赠，曾猿（贼枣）越珋增和曾源（贼枣）越园 苑个条件决定。将得到
的 葬，遭和贼员代入上二式就得到最优控制β和。

圆郾升降机快速降落问题
在第一章已经导出了升降机的数学模型，为了简单设升降机的质量 皂越员，于是升降机的

数学模型为
·曾员 越曾圆
·曾圆 越怎原{ 早

曾员（园）越曾员园
曾圆（园）越曾圆园

怎（贼）满足拉力约束 怎≤ 酝，为保证控制力能操纵升降机，显然应满足 酝跃早。升降机的快速
降落问题是求 怎将曾（园）转移到 曾（贼枣）越园，使所用时间最短。
解 取目标函数为

允（怎）越∫
贼枣

园
凿贼

则该问题的哈密顿函数为

匀越员垣λ员曾圆垣λ圆（怎原早）
由最大值原理，最优控制

怎 越原酝泽早灶（λ圆（贼））越
原酝
酝{
不确定

当λ圆（贼）跃园时
当λ圆（贼）约园时
当λ圆（贼）越园时

该问题的协状态方程为

圆猿员



λ
·
员 越园

λ
·
圆 越原λ

{
员

它的通解为λ员 越悦员，λ圆 越原悦员贼垣悦圆。λ圆（贼）是一条直线，于是 怎 有四种情况：
员）对于 贼跃园，λ圆（贼）跃园，因此 怎越原酝；
圆）对于 贼跃园，λ圆（贼）约园，因此 怎越酝；
猿）对于 贼跃园，λ圆（贼）由大于园切换到小于园，这时控制由 怎越原酝切换到怎越酝；
源）对于 贼跃园，λ圆（贼）由小于园切换到大于园，这时控制由 怎越酝切换到怎越原酝。

为进一步分析，再看状态方程的解。

当 怎越酝时状态方程为
·曾员 越曾圆
·曾圆 越酝原{ 早

图远鄄远 升降机系统的抛物线族

它的解为 曾员 越
员
圆（酝原早）贼

圆垣悦员贼垣悦圆，

曾圆 越（酝原早）贼垣悦员。消去 贼得到

曾员 越
员
圆
曾圆圆
酝原早垣悦

它是 曾员曾圆平面上的一族抛物线（图远鄄远中
的实线族）。

当 怎越原酝时状态方程为
·曾员 越曾圆
·曾圆 越原酝原{ 早

它的解为 曾员 越原
员
圆（酝垣早）贼

圆垣悦员贼垣悦圆，曾圆 越原（酝垣早）贼垣悦员。消去 贼得到

曾员 越原
员
圆
曾圆圆
酝垣早垣悦

它也是一族抛物线（图远鄄远中的虚线族）。
图远鄄远中轨线沿时间运动的方向由箭头指出，因此只有

则垣颐 曾员 越
员
圆
曾圆圆
酝原早 曾圆≤园

则原颐 曾员 越原
员
圆
曾圆圆
酝垣早 曾圆≥园

可达到原点。则垣和 则原拼起来构成曲线 则，它将 曾员曾圆平面分成两部分：砸原和 砸垣（见图远鄄苑）。

图远鄄苑 升降机的反馈控制律

记 曾园 越曾（园）越［曾员（园），曾圆（园）］栽，于是我们得到如下反馈控制律
员）曾园∈ 则垣，怎 越酝，系统直接达到原点。
圆）曾园∈ 则原，怎 越原酝，系统直接达到原点。
猿）曾园∈ 砸原，怎 越原酝，到 则垣切换为 怎 越酝，系统沿 则垣达到原点。
源）曾园∈ 砸垣，怎 越酝，到 则原切换为 怎 越原酝，系统沿 则原达到原点。
由于 怎的取值总是在则上切换，因此 则称为切换曲线。

猿猿员



如果定义 砸原包含 则原，砸垣包含 则垣，则控制策略为

怎 越
原酝 当 曾∈ 砸原时

酝 当 曾∈ 砸垣{ 时

如果 曾员越园表示升降机达到地面，而且升降机又不可能达到地下，那么当（曾员，曾圆）位于 则垣
下面时说明因负的速度太大，而升降机距地面又没有足够的距离，即使用最大力量向上提，到

达地面时速度也不能达到园。
本例所得结果表明，最优控制或者取它的最大值或者取它的最小值，这样的控制策略常称

为遭葬灶早鄄遭葬灶早控制。最大值与最小值之间的切换仅在切换曲线上进行，并且至多经一次切换就
能达到原点。

猿郾水库的最优管理问题
设 曾（贼）是水库的水位，怎（贼）是注入水库的水的流速，设水的最大流速为 酝，于是 怎（贼）满

足约束条件园≤ 怎（贼）≤ 酝，水库的渗透系数为园援员。水库的最优管理问题是：求最优注入流速
怎（贼），使得在员园园天内注入水库的水量为 运，并且到第员园园天时水位最高。水库的状态方程是

·曾越原园援员曾（贼）垣怎（贼）
该最优控制问题是求最优注入流速 怎（贼），使得它满足约束条件 园≤ 怎（贼）≤ 酝和

∫
员园园

园
怎（贼）凿贼越运，并使 允越曾（员园园）最大。

这是一个有积分约束的最优控制问题，处理积分约束的方法是定义一个新变量

赠（贼）越∫
贼

园
怎（贼）凿贼

那么 赠（贼）满足微分方程
觶赠越怎（贼）

积分形式的约束就化为：赠（园）越园，赠（员园园）越运。这时状态方程增广为方程组：
·曾越原园援员曾垣怎（贼）
·赠越怎（贼）

该问题的哈密顿函数为

匀越λ员（原园援员曾垣怎）垣λ圆怎越原园援员λ员曾垣（λ员垣λ圆）怎
由最大值原理 怎（贼）使哈密顿函数 匀达最大值，因此

怎 越
园{酝
当λ员垣λ圆 约园时
当λ员垣λ圆 跃园时

协状态方程组为

λ
·
员 越园援员λ员 λ员（员园园）越员

λ
·
圆 越园

解得

λ员（贼）越藻原员园垣园援员贼 λ圆（贼）越常数

由此得到λ
·
员（贼）跃园，λ员（贼）是单增函数，因此λ员垣λ圆如果有符号的变化必是由小于园到大于

园。于是最优控制为
源猿员



怎 越
园{酝 贼∈［园，τ］贼∈［τ，员园园］

水流入的速度为 酝，由注入水库的水量为 运的约束，流入的时间应为 运蛐酝，因此
员园园原τ 越运蛐酝 τ 越员园园原运蛐酝

于是得到最优控制

怎 越
园 贼∈ 园，员园园原

运[ ]酝
酝 贼∈ 员园园原

运
酝，[ ]{ 员园园

源郾最优经济增长问题
在第员章中已经导出了最优经济增长问题的模型，状态方程为

·噪越枣（噪）原糟（贼）原（δ垣则）噪 曾（园）越曾园
目标函数为效用的贴现值

允（糟）越∫
肄

园
藻原ρ贼哉（糟（贼））凿贼

消费 糟（贼）应满足约束条件
园≤ 糟（贼）≤ 枣（噪）

最优经济增长问题是求 糟（贼）使效用的贴现值 允（糟）最大。
这个问题的哈密顿函数为

匀越藻原ρ贼哉（糟）垣λ［枣（噪）原糟（贼）原（δ垣则）噪］
引进新的协状态变量λ 越藻ρ贼λ，哈密顿函数可改写为

匀越藻原ρ贼｛哉（糟）垣λ［枣（噪）原糟（贼）原（δ垣则）噪］｝
考虑区间内部的解，一阶必要条件为

匀
糟越
藻原ρ贼［哉忆（糟）原λ］越园

或 哉忆（糟）越λ （远鄄圆圆）
协状态方程为

λ
·
越原匀噪越原λ

枣忆（噪）垣λ（δ垣则）

用λ表示为

λ

越λ［ρ原枣忆（噪）垣（δ垣则）］

正则方程组为
觶噪越枣（噪）原糟（贼）原（δ垣则）噪

λ

越λ［ρ原枣忆（噪）垣（δ垣则）］

这相当于将哈密顿函数写为

匀越哉（糟）垣λ［枣（噪）原糟（贼）原（δ垣则）噪］
称为现值哈密顿函数，将协状态方程改写为

λ

越ρλ原

匀
噪

在目标函数中包含贴现因子的经济系统中常这样用。

缘猿员



给出效用函数 哉（糟）和生产函数 枣（噪）就可以具体求解最优经济增长问题。上述必要条件
中已经包含了最优解的很多信息，并且都有明确的经济含义。λ的经济含义是人均资本积累的
影子价格，式（远原圆圆）的经济意义是：人均资本积累的影子价格等于人均消费的边际效用。协
状态方程的经济意义是：系统达到最优时净利润为零。因为涉及经济学的概念较多，这里不再

逐个详述。在没有具体给出效用函数哉（糟）和生产函数枣（噪）的情况下，也可以做一些定性的分
析。有兴趣的读者可参看文献［源苑］。

远援缘 习题

员郾已给系统 觶曾越怎，曾（园）越员，求最优控制，使

允（怎）越员园曾（圆）垣∫
圆

园
愿曾圆垣员圆怎[ ]圆 凿贼

最小。

圆郾已给系统 觶曾越原曾垣怎，求 怎（贼）将 曾（园）越员转移到 曾（员）越园，并使

允（怎）越 员圆∫
员

园
（猿曾圆垣怎圆）凿贼

最小。

猿郾已给系统 觶曾越怎，曾（园）越员，贼枣自由，求 怎（贼）使 曾（贼枣）越园，并使

允（怎）越贼枣垣
员
圆∫
贼枣

园
怎圆凿贼

最小。

源郾已给系统 觶曾越曾垣怎，曾（园）越员，求 怎（贼）使

允（怎）越 员圆∫
员

园
（曾圆垣怎圆）凿贼

最小。

缘郾已给系统
觶曾员 越曾圆 曾员（园）越员
觶曾圆 越怎 曾圆（园）越{ 员

求 怎（贼）使 曾员（员）越园，并使

允（怎）越 员圆∫
员

园
怎圆凿贼

最小。

远郾已给系统
觶曾员 越曾圆
觶曾圆 越原曾圆垣{ 怎

求 怎（贼）将 曾（园）越［曾员（园） 曾圆（园）］栽 越园转移到 曾员（圆）垣缘曾圆（圆）越员缘上，并使

允（怎）越 员圆［曾员（圆）原缘］
圆垣员圆［曾圆（圆）原圆］

圆垣员圆∫
圆

园
怎圆凿贼

最小。

远猿员



苑郾已给系统 觶曾越原曾垣怎，曾（园）越圆，求 怎（贼）满足约束 怎≤员，并使

允（怎）越∫
员

园
（圆曾原怎）凿贼

最小。

愿郾已给系统 觶曾越曾原怎，曾（园）越缘，员圆≤ 怎≤员，

（员）求 怎（贼）使

允员（怎）越∫
员

园
（曾垣员援苑圆怎）凿贼

最小。

（圆）求 怎（贼）使

允圆（怎）越∫
员

园
（曾垣园援员怎）凿贼

最小。

怨郾设水库的数学模型为
觶曾越原园援员曾垣怎（贼），

式中 曾（贼）是水位高，怎（贼）是流入水库的水的流速，设园≤ 怎（贼）≤ 酝，
（员）求最优控制 怎（贼）使

允（怎）越∫
员园园

园
曾（贼）凿贼

最大。

（圆）同（员），但附加条件∫
员园园

园
怎（贼）凿贼越运（常数）。

员园郾已给系统
觶曾员 越曾圆 曾员（园）越圆
觶曾圆 越怎 曾圆（园）越原{ 员

渣怎渣≤员

求 怎将曾（园）越
圆
原( )员转移到 曾（贼枣）越园，并使

允（怎）越∫
造枣

园
渣怎（贼）渣凿贼

最小，其中 曾越［曾员，曾圆］栽。

员员郾某基金会得到一笔圆园万元的基金，准备存入银行，在远园年内奖励在某方面有特殊贡献
的人。基金会准备在第远园年时留下 猿园园园元处理基金会的结束事务。假设每年取用的奖金在
员缘园园园至源园园园园元之间，已知银行利率为年利员园豫。问每年取多少钱做奖金该基金会从银行取
走的钱最多。

员圆郾已给系统
觶曾员 越曾圆 曾员（园）越园

觶曾圆 越原曾圆圆垣怎 曾圆（园）越
{ 园

写出一下最优控制问题的必要条件：（记 曾越［曾员，曾圆］栽）
（员）贼枣越员，曾（贼枣）自由，求 怎使
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允（怎）越 员圆∫
员

园
［（曾员原员）圆垣怎圆］凿贼

最小。

（圆）贼枣越员，求 怎将曾（园）转移到 曾（贼枣）越 [ ]员园，并使
允（怎）越 员圆∫

员

园
［（曾员原员）圆垣怎圆］凿贼

最小。

（猿）贼枣越员，求 怎将曾（园）转移到 曾（贼枣）越 [ ]员园满足约束条件 渣怎渣≤员，并使
允（怎）越 员圆∫

员

园
（曾员原员）圆凿贼

最小。

（源）贼枣越员，求 怎将曾（园）转移到 曾（贼枣）越 [ ]员园，并使
允（怎）越∫

员

园
怎圆凿贼

最小。

（缘）贼枣越员，求 怎将曾（园）转移到圆周（曾员原圆）圆垣曾圆圆原员越园上，并使

允（怎）越 员圆∫
员

园
怎圆凿贼

最小。

（远）求 怎将曾（园）转移到 曾（贼枣）越 [ ]员园并使
允（怎）越贼枣垣

员
圆∫
贼枣

园
怎圆凿贼

最小。

（苑）求 怎满足约束 渣怎渣≤员，将 曾（园）转移到 曾（贼枣）越 [ ]员园，并使所用时间最短。
（愿）贼枣越员，求 怎将曾（园）转移到 曾（贼枣）越 [ ]员园，并使

允（怎）越∫
员

园
渣怎渣凿贼

最小。

愿猿员



第５章 鲁 棒 控 制

本书前面讨论的关于线性系统的内容，都是完全确定的系统，假设系统的数学模型是已给

的、确定的。但是在很多控制系统中，存在着不同程度的不确定因素，包括模型的误差和外部

干扰的影响。一个控制系统在存在不确定性的情况下，如果能使系统仍保持预期的性能，使模

型的不精确性和外干扰造成的系统的性能改变是可以接受的，则称该控制系统是稳健的，有很

强适应能力的，又常简单地称这个控制系统为鲁棒（ｒｏｂｕｓｔ）控制系统。鲁棒控制是在控制中越
来越受到人们重视的一个分支。由于重点在于应用，本章仅介绍鲁棒控制的基本思想和设计

方法，而略去繁复的证明，对此感兴趣的读者可参看文献［１２］～［１４］。

５１ 鲁棒控制器

考虑系统
·ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ＋Ｅｗ
ｙ＝Ｃｘ＋Ｄｕ＋Ｆｗ
ｅ＝ｙ－ｙ

烍
烌

烎ｒ

（５１）

式中 ｘ，ｕ，ｙ，ｗ，ｙｒ分别是ｎ维状态矢量、ｍ 维控制矢量、ｒ维输出矢量、ｐ维干扰矢量和ｒ
维参考输入矢量。

参考输入ｙｒ满足如下状态方程：
ｚｒ＝Ａｒｚｒ
ｙ＝Ｃｒｚ

烍
烌

烎ｒ
（５２）

干扰ｗ满足如下状态方程：
ｚｗ＝Ａｗｚｗ
ｗ＝Ｃｗｚ

烍
烌

烎ｗ
（５３）

控制问题是对于按以上状态方程决定的参考输入ｙｒ和干扰ｗ，设计控制器，使达到输出
调节，即ｌｉｍ

ｔ→∞
ｅ（ｔ）＝０。当实际模型的矩阵Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ，Ｆ与模型中的相应矩阵有一定误差

时，称模型存在一定的扰动。如果在模型存在一定的扰动时系统仍能达到输出调节，则该系统

称为鲁棒（伺服）控制系统。

５２ 鲁棒控制器存在的条件

本节讨论鲁棒控制器存在的条件。有如下定理：

定理５１ 对于上节提出的控制问题，鲁棒控制器存在的充分必要条件是

１）（Ａ，Ｂ）可镇定

２）（Ｃ，Ａ）可检测
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３）ｍ≥ｒ
４）对Ａｒ或Ａｗ的任一特征值λ

ｒａｎｋ
Ａ－λＩ Ｂ［ ］
Ｃ Ｄ

＝ｎ＋ｒ （５４）

定理的证明见文献［３１］，条件１）、２）意味着系统中不稳定的部分是能控能观测的，因而可
通过动态输出反馈镇定。条件４）则表明Ａｒ或Ａｗ的任一特征值λ都不是系统的传递零点，
这里不再详述。

如果以ｄｒ（ｓ）和ｄｗ（ｓ）分别表示Ａｒ和Ａｗ的最小多项式，以

ｄ（ｓ）＝ｓｑ＋ｄ１ｓｑ－１＋⋯＋ｄｑ－１ｓ＋ｄｑ
表示ｄｒ（ｓ）和ｄｗ（ｓ）的最小公倍式，并定义ｑ阶方阵

Ω＝

０ １ ０ ⋯ ０
０ ０ １ ⋯ ０

…

０ ⋯ ０ ０ １
－ｄｑ －ｄｑ－１ ⋯ －ｄ２ －ｄ

熿

燀

燄

燅１

（５５）

则Ω的特征值即是Ａｒ或Ａｗ的特征值，因此定理中的条件４）对Ω的所有特征值成立。

５３ 鲁棒控制器的一般结构

下面介绍Ｄａｖｉｓｏｎ提出的一般鲁棒控制器的结构，它由伺服补偿器和镇定补偿器构成。
伺服补偿器的作用是克服干扰ｗ，实现输出调节，使系统输出跟踪参考输入，没有稳态误差，它
的输出记为ξ。镇定补偿器的作用是使整个闭环系统稳定，它以ξ，ｕ，ｙ为输入，它的输出记
为η。
在整个控制系统中作用于被控对象的控制矢量为

ｕ＝Ｋ１ξ＋Ｋ２η （５６）
式中 Ｋ１，Ｋ２是需要设计的反馈矩阵。
上述的鲁棒控制器的结构如图５１所示。

图５１ 鲁棒伺服控制器的一般结构
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５４ 鲁棒控制器的设计

５４１ 伺服补偿器的设计
伺服补偿器的状态方程为：

·
ξ＝Ωξ＋θｅ （５７）

式中

Ω ＝Ｔｄｉａｇ（Ω，Ω，⋯，Ω）Ｔ－１ （对角线矩阵中的Ω共ｒ个） （５８）

θ ＝Ｔθ （５９）
是任ｒｑ阶非奇异方阵，θ是使（Ω，θ）能控的ｒｐ×ｒ矩阵。为了简单可以取

Ｔ＝Ｉｒｐ （５１０）

θ＝ｄｉａｇ（φ，φ，⋯φ）， （５１１）
式中 φ＝［０，⋯，０，１］Ｔ是ｒ维列矢量，这时（Ω，θ）必是能控的。
由以上伺服补偿器的设计可以看出，伺服补偿器只由干扰矢量ｗ和参考输入ｙｒ的动态

（Ａｒ或Ａｗ的特征值）决定而与被控对象无关。前面已经说过，Ω的特征值即是Ａｒ或Ａｗ的特
征值，因此称在伺服补偿器中包含了外部环境的模型。这说明欲克服外干扰，实现输出调节需

在控制器内引入一个外部动态的模型。在调节器的设计中这一事实称为内模原理。

包含伺服补偿器的增广系统为：
·ｘ
·［ ］
ξ
＝
Ａ ０
０ Ω
［ ］ ｘ［ ］

ξ
＋
Ｂ［ ］
０
ｕ＋

Ｅ［ ］
０
ｗ＋

０
θ
［ ］ ｅ （５１２）

ｙ［ ］
ξ
＝
Ｃ ０
０ Ｉｒ
［ ］

ｑ

ｘ［ ］
ξ
＋
Ｄ［ ］
０
ｕ＋

Ｆ［ ］
０
ｗ （５１３）

以ｅ＝ｙ－ｙｒ代入，得到
·ｘ
·［ ］
ξ
＝

Ａ ０
θＣ Ω
［ ］ ｘ［ ］

ξ
＋

Ｂ
θ
［ ］

Ｄ
ｕ＋

Ｅ
θ
［ ］
Ｆ
ｗ＋

０
－θ
［ ］ ｙｒ （５１４）

ｙ［ ］
ξ
＝
Ｃ ０
０ Ｉｒ
［ ］

ｑ

ｘ［ ］
ξ
＋
Ｄ［ ］
０
ｕ＋

Ｆ［ ］
０
ｗ （５１５）

由于（Ω，θ）能控，（Ａ，Ｂ）可镇定，（Ｃ，Ａ）可检测，容易证明：

Ａ ０
θＣ Ω
［ ］ ， Ｂθ［ ］烄
烆

烌
烎Ｄ
可镇定，

Ｃ ０
０ Ｉｒ
［ ］

ｑ

，
Ａ ０
θＣ Ω
［ ］烄

烆
烌
烎
，可检测，因而可设计动态输出反

馈控制器使整个闭环系统稳定，它就可以作为鲁棒控制器的镇定补偿器。

下面我们介绍一种最简单的镇定补偿器———互补控制器。

５４２ 互补控制器的设计
前面已经讲到，一般的镇定补偿器以ξ，ｕ，ｙ为输入，互补控制器比较简单，它仅以ｕ作

为输入，当被控对象开环稳定时，互补控制器可取为
·
η＝Ａη＋Ｂｕ （５１６）

系统（５１６）恰是第四章讲过的不考虑干扰ｗ 时的一个开环状态观测器，它完全模拟了被
控对象的动态特性与被控对象互为补充，因此称为互补控制器。余下的设计任务就是求Ｋ１，
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Ｋ２，使整个系统在控制（５６）作用下闭环稳定。
下面讨论反馈矩阵Ｋ１，Ｋ２的求法。将式（５６）代入式（５１）、式（５７）和式（５１６）得到

·ｘ＝Ａｘ＋ＢＫ１ξ＋ＢＫ２η＋Ｅｗ
·
ξ＝Ωξ＋θ（Ｃｘ＋Ｄｕ＋Ｆｗ）－θｙｒ
＝θＣｘ＋（Ω＋θＤＫ１）ξ＋θＤＫ２η＋θＦｗ－θｙｒ
·
η＝ＢＫ１ξ＋（Ａ＋ＢＫ２）η
ｙ＝Ｃｘ＋ＤＫ１ξ＋ＤＫ２η＋Ｆｗ

以上四个方程写成矩阵形式为

·ｘ
·
ξ
·

熿

燀

燄

燅η
＝

Ａ ＢＫ１ ＢＫ２
θＣ Ω＋θＤＫ１ θＤＫ２
０ ＢＫ１ Ａ＋ＢＫ

熿

燀

燄

燅２

ｘ熿

燀

燄

燅
ξ
η

＋
Ｅ ０
θＦ －θ
熿

燀

燄

燅０ ０

ｗ
ｙ
［ ］

ｒ

（５１７）

ｙ＝［Ｃ ＤＫ１ ＤＫ２］
ｘ熿

燀

燄

燅
ξ
η
＋［Ｆ ０］

ｗ
ｙ
［ ］

ｒ

（５１８）

为了找出求Ｋ１，Ｋ２的方法，对式（５１７）、式（５１８）做变换

ｘ
ξ
η－

熿

燀

燄

燅ｘ
＝

Ｉｎ ０ ０
０ Ｉｒｑ ０
－Ｉｎ ０ Ｉ

熿

燀

燄

燅ｎ

ｘ熿

燀

燄

燅
ξ
η

得到
·ｘ
·
ξ
·
η－·

熿

燀

燄

燅ｘ
＝

Ａ＋ＢＫ２ ＢＫ１ ＢＫ２
θ（Ｃ＋ＤＫ２） Ω＋θＤＫ１ θＤＫ２

０ ０

熿

燀

燄

燅Ａ

ｘ熿

燀

燄

燅
ξ
η

＋
Ｅ ０
θＦ －θ

－Ｅ

熿

燀

燄

燅０

ｗ
ｙ
［ ］

ｒ

（５１９）

ｙ＝［Ｃ＋ＤＫ２ ＤＫ１ ＤＫ２］
ｘ
ξ
η－

熿

燀

燄

燅ｘ
＋［Ｆ ０］

ｗ
ｙ
［ ］

ｒ

（５２０）

由此可知闭环极点由Ａ的极点和

Ａ＋ＢＫ２ ＢＫ１
θ（Ｃ＋ＤＫ２） Ω＋θＤＫ

熿

燀

燄

燅１
的极点构成。由此我们可以得出如下结论：

１）由于闭环极点中包含了开环极点，因此这种以开环观测器为基础的互补控制器仅能用
于开环稳定的系统。
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２）由于
Ａ＋ＢＫ２ ＢＫ１

θ（Ｃ＋ＤＫ２） Ω＋θＤＫ

熿

燀

燄

燅１
＝

Ａ ０
θＣ Ω
［ ］ ＋ Ｂ

θ
［ ］

Ｄ
［Ｋ２ Ｋ１］

因此，第二部分极点是增广系统（５１４）在不考虑ｗ和ｙｒ的作用时得到的系统
·ｘ
·［ ］
ξ
＝

Ａ ０
θＣ Ω
［ ］ ｘ［ ］

ξ
＋

Ｂ
θ
［ ］

Ｄ
ｕ

在ｕ＝Ｋ１ξ＋Ｋ２ｘ作用下的闭环极点，而当达到稳态时η＝ｘ，这时以上反馈等价于

ｕ＝Ｋ１ξ＋Ｋ２η

由于（Ａ，Ｂ）可镇定时，
Ａ ０
θＣ Ω
［ ］ ， Ｂθ［ ］烄
烆

烌
烎Ｄ
可镇定，因此可以求出Ｋ１，Ｋ２使闭环系统稳

定。

由于互补控制器仅能用于开环稳定的系统，对开环不稳定的系统需设计一个第四章中讲

的动态补偿器作为鲁棒控制器中的镇定补偿器。

５５ 习题

１已给系统

·ｘ＝
－２ １［ ］
０ －２

ｘ＋
０ １［ ］
１ ０

ｕ＋［ ］０
１
ｗ

ｙ＝［１ ０］ｘ
ｅ＝ｙ－ｙｒ

设ｙｒ和ｗ都是阶跃信号，构造伺服补偿器（５７）并验证包含伺服补偿器的增广系统（５１４）完
全能控。

２对上题的增广系统，不考虑ｙｒ和ｗ 的作用，设计反馈

ｕ＝Ｋ１ｘ＋Ｋ２ξ
使得它的闭环极点为－１，－１＋ｊ，－１－ｊ。

３对第１题中的系统设计一个关于第二个状态变量ｘ２的互补控制器，并画出由１～３题
得到的鲁棒控制器的结构图。

４已给系统

·ｘ＝
０ １［ ］
－２ －３

ｘ＋［ ］０
１
ｕ

ｙ＝［１ ０］ｘ＋ｗ
ｅ＝ｙ－ｙｒ

设ｙｒ和ｗ 都是阶跃信号，设计该系统的鲁棒控制器，并画出它的结构图。
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第６章 最 优 控 制

６１ 最优控制问题的提法

在前几章中已经讨论了设计反馈控制，使得到的闭环系统具有要求的性能的方法。从这

些讨论中可以看出，反馈是现代控制理论的一个重要的概念。本章讲的最优控制是现代控制

理论的另一个重要概念。虽然在经典控制理论中也有过以过渡时间最短为指标的控制原理和方

法，但真正形成控制系统以性能最优为目标的理论———最优控制理论，却是２０世纪５０年代末。
一般说来，控制问题可以概括为：选取控制信号使得系统的行为尽可能的好。那么“尽可

能的好”的含义是什么呢？如果可以给出一个数学的判据来定量地描述系统的行为，那么就可

以用完全系统化的方法设计控制系统，将一个控制系统设计的问题化为一个解数学最优化的

问题。使数学的判据最大或最小设计的控制称为最优控制。例如，有的系统对控制精度要求

特别高，可以设计出控制偏差最小的系统。这类问题在军事上和空间科学中经常遇到。由于

这些领域拥有最先进的计算机，使最优控制有条件首先在这些领域得到应用和发展。但是近

２０年来，随着计算机性能不断提高，小型化和价格大幅度下降，最优控制已广泛应用于工业过
程、交通运输、经济管理、生态环境、生物医学等领域，并得到了很大的发展。

本书将介绍两类求最优控制的方法：变分法与最大值原理和动态规划。本章介绍变分法

与最大值原理，第７章讲解用变分法与最大值原理解线性二次型最优控制问题，第８章讲解离
散的变分法与最大值原理，第９章讲解动态规划法。
变分法是数学的一个古老的分支，它的发生与发展可以追溯到１７世纪。无约束的最优控

制问题可以用变分法求解。最大值原理是变分法的近代发展，是前苏联数学家庞特里雅金

（ЛСПонриягин）在２０世纪５０年代末提出的，它可以求解控制变量有约束的最优控制问题。
动态规划是贝尔曼（ＲＢｅｌｌｍａｎ）于１９５７年提出的，它是一种多阶过程的最优决策方法，可

用于求最优控制策略。

本章针对连续时间系统介绍最优控制问题的一般提法和解最优控制问题的变分法与最大

值原理。

６１１ 最优控制问题的一般提法
最优控制问题，简单地说就是求一个控制规律，使控制系统的性能在某种意义上是最优

的。一般来说，要使一个系统达到某种预期的目标，控制方案是多种多样的。最优控制问题是

在诸方案中求出在某种意义下最优的控制方案。最优控制问题的一般提法是：

已给系统的状态方程
·ｘ＝ｆ（ｘ，ｕ，ｔ），ｘ（ｔ０）＝ｘ０

和目标函数

Ｊ（ｕ）＝∫
ｔｆ

ｔ０
Ｌ（ｘ，ｕ，ｔ）ｄｔ＋θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）

求最优控制ｕ（ｔ）∈Ｕ 使Ｊ（ｕ）最小（或最大）。
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状态方程是描述被控对象动态行为的动力学模型，它可以是一个常微分方程组或是一个

偏微分方程组。状态方程是常微分方程组的系统称为集中参数系统，状态方程是偏微分方程

组的系统称为分布参数系统。本书只考虑集中参数系统，对于离散时间系统考虑由差分方程

组描述的系统。

目标函数是判别控制系统性能优劣的标准，它依赖于控制函数ｕ（ｔ），因而也称为目标泛
函。目标函数Ｊ（ｕ）中的ｘ（ｔ）是状态方程对应于控制函数ｕ（ｔ）的解。

ｕ（ｔ）∈Ｕ 是对控制的约束，其中Ｕ 是Ｒｍ的子集，可以是开集也可以是闭集。这个约束
条件体现了ｕ（ｔ）作为实际变量取值受到的限制，例如升降机的向上向下的拉力均小于常数

Ｍ 时，控制力ｕ（ｔ）服从于约束｜ｕ（ｔ）｜≤Ｍ。

６１２ 实现最优控制的必备条件
要实现最优控制有三个最基本的条件必须具备。

（１）具有适当精度的数学模型：
·ｘ＝ｆ（ｘ，ｕ，ｔ） ｘ（ｔ０）＝ｘ０

模型的精度太差，所求的结果不能适用于实际系统，精度要求过高导致模型过于复杂，可能使

最优控制的计算引入较大的误差，结果反而不一定精确。

（２）有明确的控制约束：ｕ（ｔ）∈Ｕ，Ｕ 是允许控制集合。
（３）有明确的目标函数

Ｊ（ｕ）＝∫
ｔｆ

ｔ０
Ｌ（ｘ，ｕ，ｔ）ｄｔ＋θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）

其大小的确能反映所设计的控制系统的优劣。

当具备这三个条件时，就可以应用本书中的设计方法设计最优控制系统。

６１３ 几种典型的最优控制问题

１最小时间问题
最小时间问题要求将系统的状态由初始状态ｘ０转移到指定的状态ｘｆ所用的时间最短，

即求ｕ（ｔ）使在它的作用下ｘ（ｔｆ）＝ｘｆ，并使

Ｊ（ｕ）＝∫
ｔｆ

ｔ０
ｄｔ＝ｔｆ－ｔ０

最小。

２最小能量问题
最小能量问题要求将系统的状态由初始状态ｘ０转移到指定的状态ｘｆ所用的能量最小，

即求ｕ（ｔ）使在它的作用下ｘ（ｔｆ）＝ｘｆ，并使

Ｊ（ｕ）＝∫
ｔｆ

ｔ０
ｕＴｕｄｔ

最小。

更一般的最小能量问题，目标函数可改为控制变量ｕｉ的加权平方和的积分，即

Ｊ（ｕ）＝∫
ｔｆ

ｔ０
ｕＴＲｕｄｔ

以体现对不同的控制变量所耗能量不同的重视程度。

３最省燃料问题
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由于飞行体推力有限，节省了燃料就可以多载货物或乘客。超音速飞机的燃料消耗正比

于推力ｕ（ｔ）的绝对值，因此最省燃料问题的目标函数取为

Ｊ（ｕ）＝∫
ｔｆ

ｔ０
｜ｕ（ｔ）｜ｄｔ

４状态调节器问题
当系统的状态ｘ（ｔ）偏离平衡状态ｘｃ＝０时，可用状态变量的平方和的积分衡量误差的积

累。状态调节器问题的目标函数可取为

Ｊ（ｕ）＝∫
ｔｆ

ｔ０
ｘＴ（ｔ）ｘ（ｔ）ｄｔ

更一般的取为状态变量的加权平方和的积分：

Ｊ（ｕ）＝∫
ｔｆ

ｔ０
ｘＴＱｘｄｔ

当特别重视终点的偏差时，目标函数取为

Ｊ（ｕ）＝１２ｘ
Ｔ（ｔｆ）Ｆｘ（ｔｆ）＋１２∫

ｔｆ

ｔ０
ｘＴＱｘｄｔ

这时控制ｕ（ｔ）要有约束，不然最优解将需要无穷大的能量。去掉对控制能量的约束可考
虑目标函数：

Ｊ（ｕ）＝１２ｘ
Ｔ（ｔｆ）Ｆｘ（ｔｆ）＋１２∫

ｔｆ

ｔ０

（ｘＴＱｘ＋ｕＴＲｕ）ｄｔ

式中 Ｆ、Ｑ、Ｒ是加权矩阵。

５跟踪问题
当要求状态轨线ｘ（ｔ）跟踪某给定的轨线ｘｄ（ｔ）时，目标函数取为

Ｊ（ｕ）＝１２
［ｘ（ｔｆ）－ｘｄ（ｔｆ）］ＴＦ［ｘ（ｔｆ）－ｘｄ（ｔｆ）］

＋１２∫
ｔｆ

ｔ０

｛［ｘ（ｔ）－ｘｄ（ｔ）］ＴＱ［ｘ（ｔ）－ｘｄ（ｔ）］＋ｕＴＲｕ｝ｄｔ

以上列举了五种最常见的最优控制问题，由于对控制系统的要求是多种多样的，这里不可

能都列举出来，在以后的例中再进行讨论。

６２ 解无约束最优控制问题的变分法

变分法是数学的一个古老分支。１６３０年由伽利略提出的“最速降线”问题是最早出现的
变分问题，６０年后伯努利解决了这个问题。到１７世纪末变分法逐渐发展成为一个独立的数
学分支。变分法研究泛函的极值问题，在自然科学和社会科学的很多学科中得到了非常广泛

的应用。最优控制的目标函数Ｊ（ｕ）的取值，依赖于定义在区间［ｔ０，ｔｆ］上的输入函数ｕ（ｔ），即
最优控制的目标函数是函数ｕ（ｔ）的函数，在数学上称为泛函。最优控制问题是求控制策略，
使目标泛函最大或最小，因此是一个泛函极值问题，它可以用变分法求解。本节讲述解无约束

最优控制问题的变分法，从最简单的变分问题入手，然后再讨论如何用变分法解无约束最优控

制问题。
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６２１ 最简单的变分问题
最简单的变分问题是求一个函数ｘ（ｔ），ｔ０≤ｔ≤ｔｆ，使

ｘ（ｔ０）＝ｘ０ ｘ（ｔｆ）＝ｘｆ
并使目标泛函

图６１ ε邻域

Ｊ（ｘ）＝∫
ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）ｄｔ

取极小（或极大）值。

以下讨论“相对”极小（极大）问题，即在“容许函

数类”中，求一个函数ｘ（ｔ），使得对这个函数的“邻
域”中的一切函数而言，ｘ（ｔ）使泛函Ｊ（ｘ）取极小（极
大）值。这里需要说明“容许函数”和“邻域”的含义。

容许函数 具备下列条件的一切函数构成容许函数类：

１）ｘ（ｔ）在［ｔ０，ｔｆ］上二次连续可微，

２）ｘ（ｔ）满足边界条件ｘ（ｔ０）＝ｘ０，ｘ（ｔｆ）＝ｘｆ
函数的ε邻域 适合不等式｜珔ｘ（ｔ）－ｘ（ｔ）｜＜ε（ｔ０≤ｔ≤ｔｆ）的一切容许函数的集合称为

函数ｘ（ｔ）的ε邻域，见图６１。

６２２ 欧拉拉格朗日方程
设ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）关于所有变量二次连续可微，ｘ（ｔ）在［ｔ０，ｔｆ］上二次连续可微，满足边界条

件ｘ（ｔ０）＝ｘ０，ｘ（ｔｆ）＝ｘｆ，并且使

Ｊ（ｘ）＝∫
ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）ｄｔ

达极小值，推导ｘ（ｔ）必须满足的条件。由于ｘ（ｔ）使Ｊ（ｘ）达极小值，因此对任一容许函数

珔ｘ（ｔ）＝ｘ（ｔ）＋εδｘ（ｔ） δｘ（ｔ０）＝０ δｘ（ｔｆ）＝０

Ｊ（ｘ＋εδｘ）＝∫
ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ＋εδｘ，·ｘ＋εδ·ｘ，ｔ）ｄｔ

在ε＝０达到它的极值。因此

ｄＪ
ｄεε＝０

＝０

应用泰勒定理

Ｊ（ｘ＋εδｘ）＝∫
ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ＋εδｘ，·ｘ＋εδ·ｘ，ｔ）ｄｔ

＝∫
ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）＋ｆｘεδｘ＋

ｆ
·ｘ
εδ·ｘ＋Ｏ（ε２｛ ｝）ｄｔ

于是 ｄＪ
ｄεε＝０

＝∫
ｔｆ

ｔ０

ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）
ｘ δｘ＋ｆ

（ｘ，·ｘ，ｔ）
·ｘ

δ·［ ］ｘ ｄｔ＝０ （６１）

对式（６１）的第二项应用分部积分，得到

ｆ
·ｘ
δ［ ］ｘ

ｔｆ

ｔ０

＋∫
ｔｆ

ｔ０

ｆ
ｘ－

ｄ
ｄｔ
ｆ
·（ ）［ ］ｘ δｘｄｔ＝０ （６２）
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由于δｘ（ｔ０）＝０，δｘ（ｔｆ）＝０，上式化为

∫
ｔｆ

ｔ０

ｆ
ｘ－

ｄ
ｄｔ
ｆ
·（ ）［ ］ｘ δｘｄｔ＝０ （６３）

式（６３）对任意二次连续可微并且满足边界条件δｘ（ｔ０）＝δｘ（ｔｆ）＝０的δｘ成立。为得到进一
步的结果，先证明下面的引理

引理６１ 设η（ｔ）在［ｔ０，ｔｆ］上二次连续可微，并且η（ｔ０）＝０，η（ｔｆ）＝０，ｇ（ｔ）在［ｔ０，ｔｆ］上
连续，如果对满足以上条件的一切η（ｔ）有

∫
ｔｆ

ｔ０
ｇ（ｔ）η（ｔ）ｄｔ＝０

则在［ｔ０，ｔｆ］上ｇ（ｔ）≡０。
证明 反设ｇ（ｔ）在点ξ∈［ｔ０，ｔｆ］上不为０，不妨设ｇ（ξ）＞０，则由ｇ（ｔ）的连续性，存在包

含ξ的区间［ｔ１，ｔ２］，使对ｔ１≤ｔ≤ｔ２有ｇ（ｔ）＞０。另一方面，函数

η１（ｔ）＝
０
（ｔ－ｔ１）４（ｔ－ｔ２）４烅
烄

烆０

当ｔ０≤ｔ≤ｔ１时
当ｔ１≤ｔ≤ｔ２时
当ｔ２≤ｔ≤ｔｆ时

在［ｔ０，ｔｆ］上二次连续可微，具有引理对η（ｔ）要求的性质，而

∫
ｔｆ

ｔ０
ｇ（ｔ）η１（ｔ）ｄｔ＝∫

ｔ２

ｔ１
ｇ（ｔ）（ｔ－ｔ１）４（ｔ－ｔ２）４ｄｔ＞０

得到矛盾。引理证完。

引理６１常称为变分法的基本引理，由于式（６３）对任意δｘ成立，应用引理６１得到ｘ
（ｔ）满足的必要条件

ｆ
ｘ－

ｄ
ｄｔ
ｆ
·（ ）ｘ ＝０

ｘ（ｔ０）＝ｘ０，ｘ（ｔｆ）＝ｘ
烅
烄

烆 ｆ

（６４）

方程

ｆ
ｘ－

ｄ
ｄｔ
ｆ
·（ ）ｘ ＝０

称为欧拉方程或欧拉拉格朗日方程。它的展开式一般是非线性二阶常微分方程

２ｆ
·ｘ２̈
ｘ＋ 

２ｆ
·ｘｘ
·ｘ＋

２ｆ
·ｘｔ

－ｆｘ＝０

在ｘ上的泛函与在ｘ＋εδｘ上的泛函的差为

ΔＪ＝Ｊ（ｘ＋εδｘ）－Ｊ（ｘ）

＝∫
ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ＋εδｘ，·ｘ＋εδ·ｘ，ｔ）ｄｔ－∫

ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）ｄｔ

＝∫
ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）＋ｆｘεδｘ＋

ｆ
·ｘ
εδ·ｘ＋Ｏ（ε２｛ ｝）ｄｔ－∫

ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）ｄｔ

于是 ΔＪ＝∫
ｔｆ

ｔ０

ｆ
ｘεδｘ＋

ｆ
·ｘ
εδ·ｘ＋Ｏ（ε２｛ ｝）ｄｔ
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定义ΔＪ的线性主要部分

∫
ｔｆ

ｔ０

ｆ
ｘεδｘ＋

ｆ
·ｘ
εδ·｛ ｝ｘ ｄｔ

为泛函Ｊ（ｘ）的一阶变分，记为δＪ。因此式（６１）等价于泛函Ｊ（ｘ）的一阶变分δＪ＝０，即函数

ｘ使泛函Ｊ（ｘ）达极值的必要条件是在ｘ上一阶变分δＪ＝０。
【例６１】 已给系统

·ｘ＝－ｘ＋ｕ ｘ（０）＝１
求ｕ（ｔ），使在它的作用下，在ｔｆ时刻将系统的状态转移到ｘ（ｔｆ）＝０，并使

Ｊ（ｕ）＝１２∫
ｔｆ

ｔ０

（ｘ２＋ｕ２）ｄｔ

最小。

解 为应用变分法求解，由状态方程解出ｕ＝·ｘ＋ｘ代入Ｊ（ｕ），得到

Ｊ＝１２∫
ｔｆ

ｔ０

［ｘ２＋（·ｘ＋ｘ）２］ｄｔ

化为一个最简单的变分问题。对这个问题的欧拉方程为

ｘ＋（·ｘ＋ｘ）－ｄｄｔ
（·ｘ＋ｘ）＝０

于是ｘ使Ｊ（ｘ）达极小值的必要条件是

ｘ̈－２ｘ＝０
ｘ（０）＝１ ｘ（ｔｆ）
烅
烄
烆 ＝０

以上二阶微分方程的特征方程为λ２－２＝０，特征值为λ 槡＝±２，于是它的通解是

ｘ（ｔ）＝Ａｅ槡２ｔ＋Ｂｅ槡－２ｔ

由边界条件得到关系式

Ａ＋Ｂ＝１

Ａｅ槡２ｔｆ＋Ｂｅ槡－２ｔｆ
烅
烄

烆 ＝０

解得 Ａ＝ｅ
槡－２ｔｆ

Ｄ Ｂ＝－ｅ
槡２ｔｆ

Ｄ
式中Ｄ＝ｅ槡－２ｔｆ－ｅ槡２ｔｆ，将Ａ、Ｂ代入通解得到

ｘ（ｔ）＝１Ｄ
［ｅ槡－２ｔｆｅ槡２ｔ－ｅ槡２ｔｆｅ槡－２ｔ］

将它代入ｕ＝·ｘ＋ｘ即得到最优控制

ｕ（ｔ）＝１Ｄ
［（槡２＋１）ｅ槡－２ｔｆｅ槡２ｔ＋（槡２－１）ｅ槡２ｔｆｅ槡－２ｔ］

容许函数条件的降低 在上面的推导中假设了ｘ（ｔ）的二阶导数连续，但是只要ｘ有逐
段连续的一阶导数，积分Ｊ（ｘ）就是有意义的。这样对ｘ（ｔ）的二阶导数连续的假设是不自然
的。下面的定理指出对容许函数ｘ（ｔ）的要求可降低到有逐段连续的一阶导数，这时问题的解

ｘ（ｔ）自动具有连续的二阶导数，并且满足欧拉方程。
定理６１ （ｄｕＢｏｉｓ－Ｒｅｙｍｏｎｄ定理）设ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）关于其所有变元二次连续可微，ｘ（ｔ）

在［ｔ０，ｔｆ］上连续并有逐段连续的一阶导数，如果
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δＪ＝ε∫
ｔｆ

ｔ０

ｆ
ｘδｘ＋

ｆ
·ｘ
δ·［ ］ｘ ｄｔ＝０

并且δｘ与ｘ（ｔ）具有相同的连续可微性，δｘ（ｔ０）＝０，δｘ（ｔｆ）＝０，并假设
２ｆ
·ｘ２
≠０，那么ｘ（ｔ）具

有连续的二阶导数并且满足欧拉方程。

定理６１的证明可参看文献［１７］。

６２３ 可变端点问题
可变端点问题是求ｘ（ｔ），使ｘ（ｔ０）＝ｘ０，并使泛函

Ｊ（ｘ）＝∫
ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）ｄｔ

取极小（极大）值。

解可变端点问题的办法是，先设ｔｆ和ｘ（ｔ）是该问题的解，令ｘ（ｔｆ）＝ｘｆ那么ｘ（ｔ）也是以

ｔｆ为最终时刻，ｘｆ为边值的两端固定的变分问题的解，因此解仍应满足欧拉方程和初始条件

ｘ（ｔ０）＝ｘ０，这里缺少了必要条件式（６４）中的另一个边界条件，下面推导可变端点问题的另
一个边界条件。引进ｔｆ的改变量εδｔｆ和ｘ的改变量εδｘ，泛函Ｊ的改变量为

ΔＪ＝∫
ｔｆ＋εδｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ＋εδｘ，·ｘ＋εδ·ｘ，ｔ）ｄｔ－∫

ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）ｄｔ

＝∫
ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ＋εδｘ，·ｘ＋εδ·ｘ，ｔ）ｄｔ－∫

ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）ｄｔ

＋∫
ｔｆ＋εδｔｆ

ｔｆ
ｆ（ｘ＋εδｘ，·ｘ＋εδ·ｘ，ｔ）ｄｔ

＝∫
ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）＋ｆｘεδｘ＋

ｆ
·ｘ
εδ·ｘ＋Ｏ（ε２｛ ｝）ｄｔ

－∫
ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）ｄｔ＋∫

ｔｆ＋εδｔｆ

ｔｆ
ｆ（ｘ＋εδｘ，·ｘ＋εδ·ｘ，ｔ）ｄｔ

于是 ΔＪ＝∫
ｔｆ

ｔ０

ｆ
ｘεδｘ＋

ｆ
·ｘ
εδ·ｘ＋Ｏ（ε２｛ ｝）ｄｔ＋∫

ｔｆ＋εδｔｆ

ｔｆ
ｆ（ｘ＋εδｘ，·ｘ＋εδ·ｘ，ｔ）ｄｔ

由中值定理

∫
ｔｆ＋εδｔｆ

ｔｆ
ｆ（ｘ＋εδｘ，·ｘ＋εδ·ｘ，ｔ）ｄｔ＝ｆ（ｘ＋εδｘ，·ｘ＋εδ·ｘ，ｔ）｜ｔ＋θεδｔｆεδｔｆ

０＜θ＜１

于是 ∫
ｔｆ＋εδｔｆ

ｔｆ
ｆ（ｘ＋εδｘ，·ｘ＋εδ·ｘ，ｔ）ｄｔ≈ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）｜ｔ＝ｔｆεδｔｆ

ΔＪ的一阶变分

δＪ＝∫
ｔｆ

ｔ０

ｆ
ｘεδｘ＋

ｆ
·ｘ
εδ·［ ］ｘ ｄｔ＋ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）｜ｔｆεδｔｆ＝０

消去ε，对上积分的第二项应用分部积分法得到

ｆ
·ｘ
δ［ ］ｘ

ｔｆ

ｔ０

＋∫
ｔｆ

ｔ０

ｆ
ｘ－

ｄ
ｄｔ
ｆ
·（ ）［ ］ｘ δｘｄｔ＋ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）｜ｔｆδｔｆ＝０
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由δｘ（ｔ０）＝０及解满足欧拉方程，上式化为

ｆ
·ｘ ｔｆ

δｘ（ｔｆ）＋ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）｜ｔｆδｔｆ＝０ （６５）

下面结合图６２做进一步的分析。图中ＢＤ为εδｘ在ｔｆ时刻的值，ＣＦ为ｘ＋εδｘ在ｔｆ＋εδｔｆ的
值与ｘ（ｔｆ）的差，两条曲线端点的ｘ值的差记为εδｘｔｆ，即

ＢＤ＝εδｘ（ｔｆ） ＣＦ＝（ｘ＋εδｘ）｜ｔｆ＋εδｔｆ－ｘ（ｔｆ）＝εδｘｔｆ
一阶近似可取ＣＥ＝·ｘ（ｔｆ）εδｔｆ，于是得到一阶近似式

εδｘｔｆ＝
·ｘ（ｔｆ）·εδｔｆ＋εδｘ（ｔｆ）

即 δｘ（ｔｆ）＝δｘｔｆ－
·ｘ（ｔｆ）δｔｆ （６６）

应用式（６６），式（６５）化为

ｆ
·ｘ ｔｆ

·δｘｔｆ＋ ｆ
（ｘ，·ｘ，ｔ）－·ｘｆ

·［ ］ｘ ｔｆ

·δｔｆ＝０ （６７）

式（６７）称为右端点的广义边界条件，下面分三种情况讨论：

图６２ 可动边界问题

１）ｔｆ固定，δｔｆ＝０，δｘｔｆ＝δｘ（ｔｆ）任意，式（６７）化为

ｆ
·ｘ ｔｆ

·δｘ（ｔｆ）＝０

由此得到边界条件

ｆ
·ｘ ｔｆ

＝０

２）完全自由端点的情况：δｘｔｆ与δｔｆ是互相独立的，

这时式（６７）中含δｘｔｆ项与含δｔｆ项的系数必分别为０，由

此得到边界条件

ｆ
·ｘ ｔｆ

＝０ ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）｜ｔｆ＝０

３）如果端点Ｃ必须落到曲线ｘ（ｔｆ）＝φ（ｔｆ）上，则δｘｔｆ＝φ（ｔｆ）·δｔｆ，这时式（６７）化为

ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）＋（φ（ｔ）－·ｘ）
ｆ
·［ ］ｘ ｔｆ

·δｔｆ＝０

由δｔｆ的任意性，得到

ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）＋（φ（ｔ）－·ｘ）
ｆ
·［ ］ｘ ｔｆ

＝０

总结以上推导得到如下结论：

当ｔｆ固定，ｘ（ｔｆ）自由时的必要条件为

ｆ
ｘ－

ｄ
ｄｔ
ｆ
·（ ）ｘ ＝０ ｘ（ｔ０）＝ｘ０

ｆ
·ｘ ｔｆ

＝
烅

烄

烆
０

（６８）
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当ｔｆ，ｘ（ｔｆ）均为自由时，可动边界问题的必要条件为

ｆ
ｘ－

ｄ
ｄｔ
ｆ
·（ ）ｘ ＝０ ｘ（ｔ０）＝ｘ０

ｆ
·ｘ ｔｆ

＝０ ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）｜ｔｆ＝
烅

烄

烆
０

（６９）

当要求端点落到曲线ｘ（ｔｆ）＝φ（ｔｆ）上时，则可动边界问题的必要条件为

ｆ
ｘ－

ｄ
ｄｔ
ｆ
·（ ）ｘ ＝０

ｘ（ｔ０）＝ｘ０ ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）＋（φ（ｔ）－·ｘ）
ｆ
·［ ］ｘ ｔｆ

＝
烅

烄

烆
０

（６１０）

【例６２】 已给系统
·ｘ＝ａｘ＋ｕ ｘ（ｔ０）＝ｘ０

求ｕ（ｔ）使

Ｊ（ｕ）＝１２∫
ｔｆ

ｔ０

（ｘ２＋ｒ２ｕ２）ｄｔ

最小。这里ｔｆ是给定的。
解 为使用变分法，由状态方程解出ｕ＝·ｘ－ａｘ，代入目标函数化为

Ｊ＝１２∫
ｔｆ

ｔ０

［ｘ２＋ｒ２（·ｘ－ａｘ）２］ｄｔ

ｘ（ｔ０）＝ｘ０给定，ｘ（ｔｆ）自由，由必要条件（６９）得到ｘ（ｔ）满足条件

ｘ̈＝１ｒ２
（１＋ａ２ｒ２）ｘ

ｘ（０）＝ｘ０ ［·ｘ－ａｘ］ｔｆ
烅
烄

烆 ＝０

【例６３】 已给直线ｌ：ｘ＝２－ｔ和ｘ（０）＝１求ｘ（ｔ），使得ｘ（ｔｆ）落到ｌ上，并使泛函

图６３ 例６３的解

Ｊ（ｘ）＝∫
ｔｆ

ｔ０
１＋·ｘ槡 ２ｄｔ

最小，即求过Ａ点的曲线ｘ（ｔ）使与ｌ相截的线段ＡＢ弧长最短。
解 关于这个问题的欧拉方程为

ｄ
ｄｔ

·ｘ
１＋·ｘ槡（ ）２ ＝０

或
·ｘ
１＋·ｘ槡 ２＝ｃ（常数）

·ｘ２＝ｃ２（１＋·ｘ２）

即·ｘ＝常数，积分得 ｘ＝ａｔ＋ｂ

式中 ａ＝± ｃ２

１－ｃ槡 ２，由条件ｘ（０）＝１解得，ｂ＝１，再由式（６１０）的最后一项

１＋·ｘ槡 ２＋（－１－·ｘ）
·ｘ
１＋·ｘ槡［ ］２

ｔｆ

＝０

解得·ｘ（ｔｆ）＝１，由此得到满足必要条件的ｘ（ｔ）为ｘ＝ｔ＋１。
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由题意知问题的解一定存在，而求出的满足必要条件的曲线只有一条，因此ｘ＝ｔ＋１即
所求。

由于有本例显示的几何意义，条件

ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）＋（φ（ｔ）－·ｘ）
ｆ
·［ ］ｘ ｔｆ

＝０

常称为横截条件。

６２４ 推广到一般泛函
在最优控制中目标函数常包含θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）项，用以表示对终端时刻的特殊要求。为讨论

这一类的最优控制问题，我们考虑泛函

Ｊ（ｘ）＝θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）＋∫
ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）ｄｔ

的极值问题，假设ｘ（ｔ０）＝ｘ０和ｔｆ已给，ｘ（ｔｆ）自由。

设ｘ（ｔ）使Ｊ（ｘ）达极小值，考虑

Ｊ（ｘ＋εδｘ）＝θ（ｘ（ｔｆ）＋εδｘ（ｔｆ），ｔｆ）＋∫
ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ＋εδｘ，·ｘ＋εδ·ｘ，ｔ）ｄｔ

ΔＪ＝Ｊ（ｘ＋εδｘ）－Ｊ（ｘ）＝θ（ｘ（ｔｆ）＋εδｘ（ｔｆ），ｔｆ）－θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）

＋∫
ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ＋εδｘ，·ｘ＋εδ·ｘ，ｔ）ｄｔ－∫

ｔｆ

０
ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）ｄｔ

应用泰勒定理

∫
ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ＋εδｘ，·ｘ＋εδ·ｘ，ｔ）ｄｔ＝∫

ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）＋ｆｘεδｘ＋

ｆ
·ｘ
εδ·ｘ＋Ｏ（ε２｛ ｝）ｄｔ

θ（ｘ（ｔｆ）＋εδｘ（ｔｆ），ｔｆ）＝θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）＋
θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）
ｘ（ｔｆ）

·εδｘ（ｔｆ）＋Ｏ（ε２）

于是 ΔＪ＝
θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）
ｘ（ｔｆ）

·εδｘ（ｔｆ）＋Ｏ（ε２）＋∫
ｔｆ

ｔ０

ｆ
ｘεδｘ＋

ｆ
·ｘ
εδ·ｘ＋Ｏ（ε２｛ ｝）ｄｔ

改变量的一阶变分

δＪ＝
θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）
ｘ（ｔｆ）

·εδｘ（ｔｆ）＋∫
ｔｆ

ｔ０

ｆ
ｘεδｘ＋

ｆ
·ｘ
εδ·｛ ｝ｘ ｄｔ＝０

消去ε，应用分部积分得到一阶必要条件为

θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）
ｘ（ｔｆ）

·δｘ（ｔｆ）＋
ｆ
·ｘ
δ［ ］ｘ

ｔｆ

ｔ０

＋∫
ｔｆ

ｔ０

ｆ
ｘ－

ｄ
ｄｔ
ｆ
·（ ）［ ］ｘ δｘｄｔ＝０

由于ｘ（ｔ０）＝ｘ０已给，于是δｘ（ｔ０）＝０，上式化为

θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）
ｘ（ｔｆ）

δｘ（ｔｆ）＋∫
ｔｆ

ｔ０

ｆ
ｘ－

ｄ
ｄｔ
ｆ
·（ ）［ ］ｘ δｘｄｔ＋

ｆ
·ｘ
δ［ ］ｘ

ｔｆ

＝０

或 ∫
ｔｆ

ｔ０

ｆ
ｘ－

ｄ
ｄｔ
ｆ
·（ ）［ ］ｘ δｘｄｔ＋

ｆ
·ｘ ｔｆ

＋
θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）
ｘ（ｔｆ［ ］） δｘ（ｔｆ）＝０

因为最优的ｘ（ｔ）取定后，ｘ（ｔｆ）也取定了，ｘ（ｔ）也是泛函
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∫
ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）ｄｔ

的ｘ（ｔ０）、ｘ（ｔｆ）给定的极值问题的解，因此ｘ（ｔ）仍应满足欧拉方程，这样得到对这个问题的

解ｘ（ｔ）应满足的必要条件是

ｆ
ｘ－

ｄ
ｄｔ
ｆ
·（ ）ｘ ＝０

ｘ（ｔ０）＝ｘ０
ｆ
·ｘ ｔｆ

＝－
θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）
ｘ（ｔｆ

烅

烄

烆 ）

（６１１）

如果ｔｆ也是自由的，则问题化为求ｔｆ和ｘ（ｔ）使

Ｊ（ｘ（ｔ），ｔｆ）＝θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）＋∫
ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）ｄｔ

达极大或极小值。设ｔｆ和ｘ（ｔ）已求出，它们使Ｊ（ｘ（ｔ），ｔｆ）达极大或极小值，则

ΔＪ＝θ（ｘ（ｔｆ＋εδｔｆ）＋εδｘ（ｔｆ＋εδｔｆ），ｔｆ＋εδｔｆ）－θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）

＋∫
ｔｆ＋εδｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ＋εδｘ，·ｘ＋εδ·ｘ，ｔ）ｄｔ－∫

ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）ｄｔ

θ（ｘ（ｔｆ＋εδｔｆ）＋εδｘ（ｔｆ＋εδｔｆ），ｔｆ＋εδｔｆ）在ｘ（ｔｆ）和ｔｆ临近展开，取到一阶项有

θ（ｘ（ｔｆ＋εδｔｆ）＋εδｘ（ｔｆ＋εδｔｆ），ｔｆ＋εδｔｆ）－θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）＝
θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）
ｘ（ｔｆ）

［·ｘεδｔｆ＋εδｘ（ｔｆ）］＋
θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）

ｔｆ εδｔｆ

应用式（６５）一阶变分为

δＪ＝
θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）
ｘ（ｔｆ）

［·ｘεδｔｆ＋εδｘ（ｔｆ）］＋
θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）

ｔｆ εδｔｆ

＋∫
ｔｆ

ｔ０

ｆ
ｘεδｘ＋

ｆ
·ｘ
εδ·［ ］ｘ ｄｔ＋ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）

ｔｆ

εδｔｆ

于是得到必要条件

θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）
ｘ（ｔｆ）

［·ｘδｔｆ＋δｘ（ｔｆ）］＋
θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）

ｔｆ δｔｆ

＋∫
ｔｆ

ｔ０

ｆ
ｘδｘ＋

ｆ
·ｘ
δ·［ ］ｘ ｄｔ＋ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）

ｔｆ

δｔｆ

＝
θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）
ｘ（ｔｆ） δｘｔｆ＋

θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）
ｔｆ δｔｆ

＋
ｆ
·ｘ
δ［ ］ｘ

ｔｆ

ｔ０

＋∫
ｔｆ

ｔ０

ｆ
ｘ－

ｄ
ｄｔ
ｆ
·（ ）［ ］ｘ δｘｄｔ＋ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）

ｔｆ

δｔｆ＝０

上式的推导中应用了式（６６）。由于ｘ（ｔ）必满足初始条件和欧拉方程，上式化为

ｆ
·ｘ
＋
θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）
ｘ（ｔｆ［ ］）

ｔｆ

δｘｔｆ＋ ｆ（ｘ，
·ｘ，ｔ）－·ｘｆ

·ｘ
＋
θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）

ｔ［ ］
ｆ ｔｆ

δｔｆ＝０

因此，当δｘｔｆ与δｔｆ互相独立时，必要条件为：
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ｆ
ｘ－

ｄ
ｄｔ
ｆ
·（ ）ｘ ＝０ ｘ（ｔ０）＝ｘ０

ｆ
·ｘ ｔｆ

＝－
θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）
ｘ（ｔｆ）

ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）－·ｘｆ
·ｘ
＋
θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）

ｔ［ ］
ｆ ｔｆ

＝

烅

烄

烆
０

（６１２）

６２５ 推广到多变量的情况
在应用中常遇到多个变量的泛函的极值问题。当泛函有ｎ个未知函数时，变分问题为：

求ｘ１（ｔ），⋯，ｘｎ（ｔ），使得ｘｉ（ｔ０）＝ｘｉ０ ｘｉ（ｔｆ）＝ｘｉｆ ｉ＝１，２，⋯，ｎ，并使泛函Ｊ（ｘ１，⋯，ｘｎ）＝

∫
ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ１，⋯，ｘｎ；·ｘ１，⋯，·ｘｎ；ｔ）ｄｔ达极小值。为了讨论方便，引进矢量

ｘ＝［ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ］Ｔ δｘ＝［δｘ１，δｘ２，⋯，δｘｎ］Ｔ

和梯度矢量

ｆ
ｘ＝

ｆ
ｘ１
，⋯，ｆ
ｘ［ ］

ｎ

Ｔ ｆ
·ｘ
＝
ｆ
·ｘ１
，⋯，ｆ
·ｘ［ ］

ｎ

Ｔ

考虑泛函

Ｊ（ｘ）＝∫
ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）ｄｔ

的两端固定的变分问题。设它在ｘ（ｔ）上达极值，记
珔ｘ（ｔ）＝ｘ（ｔ）＋εδｘ（ｔ） δｘ（ｔ０）＝０ δｘ（ｔｆ）＝０

Ｊ（ｘ＋εδｘ）＝∫
ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ＋εδｘ，·ｘ＋εδ·ｘ，ｔ）ｄｔ

在ε＝０达到它的极值。因此

ｄＪ
ｄε ε＝０

＝０

应用泰勒定理

Ｊ（ｘ＋εδｘ）＝∫
ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ＋εδｘ，·ｘ＋εδ·ｘ，ｔ）ｄｔ

＝∫
ｔｆ

ｔ０
ｆ（ｘ，·ｘ，ｔ）＋ε（δｘ）Ｔｆｘ＋ε

（δｘ）Ｔｆ·ｘ＋Ｏ
（ε２｛ ｝）ｄｔ

于是由 ｄＪ
ｄεε＝０

＝０

得到 ∫
ｔｆ

ｔ０

（δｘ）Ｔｆ
（ｘ，·ｘ，ｔ）
ｘ ＋（δ·ｘ）Ｔｆ

（ｘ，·ｘ，ｔ）
·［ ］ｘ

ｄｔ＝０ （６１３）

对上式的第二项应用分部积分，

∫
ｔｆ

ｔ０

（δ·ｘ）Ｔｆ
（ｘ，·ｘ，ｔ）
·［ ］ｘ

ｄｔ＝∫
ｔｆ

ｔ０
∑
ｎ

ｉ＝１
δ·ｘｉｆ
·ｘｉ
ｄｔ＝∑

ｎ

ｉ＝１∫
ｔｆ

ｔ０
δ·ｘｉｆ
·ｘｉ
ｄｔ
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＝∑
ｎ

ｉ＝１

δｘｉｆ
·ｘ［ ］

ｉ

ｔｆ

ｔ０

－∫
ｔｆ

ｔ０
δｘｉｄｄｔ

ｆ
·ｘ（ ）ｉｄ烅

烄

烆
烍
烌

烎
ｔ

由于δｘｉ（ｔ０）＝０，δｘｉ（ｔｆ）＝０，上式化为

∫
ｔｆ

ｔ０

（δ·ｘ）Ｔｆ
（ｘ，·ｘ，ｔ）
·［ ］ｘ ｄｔ＝－∑

ｎ

ｉ＝１∫
ｔｆ

ｔ０
δｘｉｄｄｔ

ｆ
·ｘ（ ）ｉｄｔ

代入式（６１３）得到

∫
ｔｆ

ｔ０

（δｘ）Ｔｆ
（ｘ，·ｘ，ｔ）
ｘ ＋（δ·ｘ）Ｔｆ

（ｘ，·ｘ，ｔ）
·［ ］ｘ ｄｔ

＝∑
ｎ

ｉ＝１∫
ｔｆ

ｔ０
δｘｉ

ｆ
ｘｉ－

ｄ
ｄｔ
ｆ
·ｘ（ ）［ ］

ｉ
ｄｔ＝０

由于δｘｉ是独立的，上式等价于

∫
ｔｆ

ｔ０
δｘｉ

ｆ
ｘｉ－

ｄ
ｄｔ
ｆ
·ｘ（ ）［ ］

ｉ
ｄｔ＝０ ｉ＝１，⋯，ｎ

由引理６１，上式意味着

ｆ
ｘｉ－

ｄ
ｄｔ
ｆ
·ｘ（ ）ｉ ＝０ ｉ＝１，⋯，ｎ

写成矢量形式为

ｆ
ｘ－

ｄ
ｄｔ
ｆ
·（ ）ｘ

ｘ（ｔ０）＝ｘ０，ｘ（ｔｆ）＝ｘ
烅
烄

烆 ｆ

（６４）′

式（６４）′是必要条件式（６４）的矢量形式。对于其他边界条件的情况，都可以将相应的必要条
件式（６８）、式（６９）、式（６１０）、式（６１１）、式（６１２）看作矢量形式的必要条件应用于相应的
多变量问题。

６２６ 无约束最优控制问题的解

１无约束最优控制问题的解
已给系统的状态方程

·ｘ＝ｆ（ｘ，ｕ，ｔ） ｘ（ｔ０）＝ｘ０
和目标函数

Ｊ（ｕ）＝θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）＋∫
ｔｆ

ｔ０
Ｌ（ｘ，ｕ，ｔ）ｄｔ

无约束最优控制问题是：求ｕ（ｔ）使Ｊ（ｕ）最小（或最大）。这里ｔｆ已给定，ｘ（ｔｆ）是自由的。
将状态方程作为约束条件ｆ（ｘ，ｕ，ｔ）－·ｘ＝０，引入拉格朗日乘子矢量λ（ｔ），考虑泛函

Ｊ（ｘ，ｕ，ｔ）＝θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）＋∫
ｔｆ

ｔ０

［Ｌ（ｘ，ｕ，ｔ）＋λＴ（ｆ（ｘ，ｕ，ｔ）－·ｘ）］ｄｔ

＝θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）＋∫
ｔｆ

ｔ０
Ｈ（ｘ，λ，ｕ，ｔ）ｄｔ

式中 Ｈ（ｘ，λ，ｕ，ｔ）＝Ｌ（ｘ，ｕ，ｔ）＋λＴ（ｆ（ｘ，ｕ，ｔ）－·ｘ）
如果ｆ（ｘ，ｕ，ｔ）、Ｌ（ｘ，ｕ，ｔ）关于其所有变元二次连续可微，ｘ，ｕ，λ的一阶导数逐段连
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续，则利用上节的结果，得到ｘ，ｕ，λ使珋Ｊ达相对极值的必要条件为

Ｈ
ｘ－

ｄ
ｄｔ
Ｈ
·（ ）ｘ ＝０

Ｈ
ｕ－

ｄ
ｄｔ
Ｈ
（ ）ｕ ＝０

Ｈ
λ－

ｄ
ｄｔ
Ｈ

λ

烄
烆

烌
烎
·

烅

烄

烆 ＝０

由Ｈ的定义，上三个必要条件可化为

·ｘ＝ｆ（ｘ，ｕ，ｔ）＝Ｈ（ ）λ
λ
·

＝－Ｈｘ
Ｈ
ｕ

烅

烄

烆 ＝０

式中 Ｈ（ｘ，λ，ｕ，ｔ）＝Ｌ（ｘ，ｕ，ｔ）＋λＴｆ（ｘ，ｕ，ｔ）称为哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）函数。
由必要条件（６１１），边界条件为

ｘ（ｔ０）＝ｘ０
Ｈ
·ｘ ｔｆ

＝－λ（ｔｆ）＝－
θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）
ｘ（ｔｆ）

或者 ｘ（ｔ０）＝ｘ０ λ（ｔｆ）＝
θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）
ｘ（ｔｆ）

由于这里考虑Ｊ（ｘ，ｕ，ｔ）是ｘ，ｕ，λ的泛函，ｕ，λ在两个端点都是自由的，因此还应成立如下
四个边界条件

Ｈ
ｕ ｔ０

＝０
Ｈ
ｕ ｔｆ

＝０
Ｈ
λ
·

ｔ０

＝０
Ｈ

λ
·

ｔｆ

＝０

由于Ｈ不依赖于ｕ和λ
·
，这些条件显然都是成立的。

综前所述，无约束最优控制问题的必要条件为：存在λ（ｔ），它与ｘ（ｔ）一起满足正则方程
组及边界条件

·ｘ＝ｆ（ｘ，ｕ，ｔ）＝Ｈλ ｘ（ｔ０）＝ｘ０

λ
·

＝－Ｈｘ λ（ｔｆ）＝
θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）
ｘ（ｔｆ

烅

烄

烆 ）

（６１４）

式中的ｕ由
Ｈ
ｕ＝０

（６１５）

确定。

如果ｘ（ｔｆ）也是给定的，则用边界条件ｘ（ｔｆ）＝ｘｆ代替式λ（ｔｆ）＝
θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）
ｘ（ｔｆ）

。

求最优控制的计算步骤
第１步 构造哈密顿函数

Ｈ（ｘ，λ，ｕ，ｔ）＝Ｌ（ｘ，ｕ，ｔ）＋λＴｆ（ｘ，ｕ，ｔ）
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第７章 线性二次型最优控制问题

７１ 线性二次型问题的重要性

７１１ 什么是线性二次型问题
线性二次型问题是一类最优控制问题，它的状态方程是线性的，对于连续时间系统，它的

状态方程是线性微分方程

ｘ＝Ａ（ｔ）ｘ＋Ｂ（ｔ）ｕ ｘ（ｔ０）＝ｘ０
目标函数是状态变量和控制变量的二次型，其一般形式为：

Ｊ（ｕ）＝１２ｘ
Ｔ（ｔｆ）Ｆｘ（ｔｆ）＋１２∫

ｔｆ

０
［ｘＴ（ｔ）Ｑ（ｔ）ｘ（ｔ）＋２ｘＴ（ｔ）Ｓ（ｔ）ｕ（ｔ）＋ｕＴ（ｔ）Ｒ（ｔ）ｕ（ｔ）］ｄｔ

式中，ｘ是ｎ维状态向量，ｕ为ｍ 维控制向量，Ｑ，Ｓ和Ｒ是适当维数的矩阵，ｔｆ给定，ｘ（ｔｆ）自
由。问题是求ｕ（ｔ）使Ｊ（ｕ）最小。
线性调节器问题是最常见的一类线性二次型问题。它的状态方程是上面的线性方程，系

统的平衡状态是原点ｘ＝０，如果系统由于某种原因已经偏离了平衡状态，控制的目的是使系
统的状态ｘ（ｔ）尽量接近于平衡状态ｘ＝０，而所用的控制能量又不太大。控制能量一般描述
为控制变量的二次型，因此目标函数选为

Ｊ（ｕ）＝１２∫
ｔｆ

ｔ０

［ｘＴＱ（ｔ）ｘ＋ｕＴＲ（ｔ）ｕ］ｄｔ

Ｑ（ｔ）和Ｒ（ｔ）是加权矩阵，通过调整它们的元素的大小，调整对“状态变量接近平衡状态”和
“控制能量不太大”这两个不同目标的重视的程度。Ｑ、Ｒ 依赖于ｔ表示上述的重要程度随时
间变化。在应用中，Ｑ、Ｒ常取为对角阵，对角线上元素的大小表示相应的变量的重要程度。
如果系统的平衡状态不在原点，可以通过变换将它移到原点。

另一类最常见的线性二次型问题是跟踪问题，该问题是使控制系统的输出跟踪要求的输

出函数，将在７５节中讨论。
【例７１】 设系统的状态方程为

ｘ＝－ｘ＋ｕ ｘ（０）＝１
目标函数为

Ｊ（ｕ）＝１２∫
１

０
（ｘ２＋ｒｕ２）ｄｔ

线性调节器问题是求ｕ使Ｊ（ｕ）最小。目标函数中的ｒ是一个正数，它被用来调节对“ｘ尽量
接近于０”和“控制能量不要过大”两个不同目标的重视程度。由图７１可以看出加权因子ｒ
的调节作用，较大的ｒ，表示设计者更重视“控制能量不要过大”；较小的ｒ，表示设计者更重视
“ｘ尽量接近于０”。一般经计算机模拟可以选出较合适的ｒ值。

７１２ 研究线性二次型问题的重要性
线性二次型问题是一类非常重要的最优控制问题，它的重要性可以归结为以下三点：
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图７１ ｒ的调节作用

１）相当多的最优控制问题是线性二次型问题。它在自动控制和其他很多领域的应用中
有非常重要的地位。

２）线性二次型问题在理论上比较完善，因为得到的最优控制是状态变量的反馈，所以应
用也比较方便，并且得到的闭环系统具有优良的品质。

３）非线性最优控制问题在线执行时也需要解一个线性二次型问题。
由于线性二次型问题理论上的完善和应用上的方便，所以，深受广大工程技术人员的欢

迎。在遇到的最优控制问题中只要能化为线性二次型问题的，就化为线性二次型问题处理。

在非线性最优控制问题中设状态方程为

ｘ＝ｆ（ｘ，ｕ），ｘ（ｔ０）＝ｘ０
目标函数为

Ｊ（ｕ）＝θ（ｘ（ｔｆ））＋∫
ｔｆ

ｔ０
Ｌ（ｘ，ｕ）ｄｔ

图７２ 非线性系统最优控制的在线执行

可应用变分法或最大值原理求出最优控制

ｕ（ｔ）和相应的最优轨线ｘ（ｔ）。它们是离线求
出的，并作为理想的控制和轨线。在实际系统运

行时，应用控制ｕ（ｔ）得到的状态轨线常常不是

ｘ（ｔ），这是因为实际系统与模型总有一定的差
异。因此需要某种反馈使偏差减小。即在控制

矢量 上 加 一 个 曾 量 δｕ，应 用 控 制 矢 量

ｕ（ｔ）＝ｕ（ｔ）＋δｕ（ｔ），使偏差ｘ（ｔ）－ｘ（ｔ）减
小。图７２是这一过程的示意图。图中的控制
器是通过解一个线性二次型问题得到的。其状态方程为

δｘ＝Ａ０（ｔ）δｘ＋Ｂ０（ｔ）δｕ
目标函数为

Ｊ（ｕ）＝１２δｘ
Ｔ（ｔｆ）Ｆδｘ（ｔｆ）＋１２∫

ｔｆ

ｔ０

［δｘＴＱ（ｔ）δｘ＋２δｘＴＳ（ｔ）δｕ＋δｕＴＲ（ｔ）δｕ］ｄｔ

也就是说，非线性最优控制问题在线执行时需要解一个线性二次型问题。这个线性二次型问

题的具体的推导可参看文献［２１］。
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７２ 线性二次型问题的解

在应用中提出的线性二次型问题的目标函数中经常不出现交叉项２ｘＴ（ｔ）Ｓ（ｔ）ｕ（ｔ），本
节讨论一类最常见的线性二次型问题：系统的状态方程为

ｘ＝Ａ（ｔ）ｘ＋Ｂ（ｔ）ｕ ｘ（ｔ０）＝ｘ０ （７１）
目标函数为

Ｊ（ｕ）＝１２ｘ
Ｔ（ｔｆ）Ｆｘ（ｔｆ）＋１２∫

ｔｆ

ｔ０

［ｘＴ（ｔ）Ｑ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ｕＴ（ｔ）Ｒ（ｔ）ｕ（ｔ）］ｄｔ （７２）

式中 Ｆ和Ｑ为对称半正定矩阵，Ｒ是对称正定矩阵，求ｕ使Ｊ（ｕ）最小
线性二次型问题可用变分法或最大值原理求解。首先写出哈密顿函数

Ｈ（ｘ，λ，ｕ，ｔ）＝１２
［ｘＴＱ（ｔ）ｘ＋ｕＴＲ（ｔ）ｕ］＋λＴ［Ａ（ｔ）ｘ＋Ｂ（ｔ）ｕ］

由必要条件

Ｈ
ｕ ＝Ｂ

Ｔ（ｔ）λ（ｔ）＋Ｒ（ｔ）ｕ（ｔ）＝０

解得 ｕ（ｔ）＝－Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）λ（ｔ） （７３）
正则方程组为

ｘ＝Ａ（ｔ）ｘ＋Ｂ（ｔ）ｕ＝Ａ（ｔ）ｘ－Ｂ（ｔ）Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）λ

λ＝－Ｈｘ ＝－Ｑ
（ｔ）ｘ－ＡＴ（ｔ）λ

写成矩阵形式为

ｘ
［ ］λ ＝

Ａ（ｔ） －Ｓ（ｔ）

－Ｑ（ｔ） －ＡＴ（ｔ
［ ］）

ｘ［ ］
λ

（７４）

式中 Ｓ（ｔ）＝Ｂ（ｔ）Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ） （７５）
边界条件为： ｘ（ｔ０）＝ｘ０ λ（ｔｆ）＝Ｆｘ（ｔｆ） （７６）
设Φ（ｔ，ｔ０）是正则方程组（７４）的状态转移矩阵，并记为如下的分块形式

Φ（ｔ，ｔ０）＝
１１（ｔ，ｔ０）１２（ｔ，ｔ０）

２１（ｔ，ｔ０）２２（ｔ，ｔ０
［ ］）

式中 ｉｊ（ｔ，ｔ０）是ｎ阶方阵，ｉ，ｊ＝１，２，那么

ｘ（ｔ）

λ（ｔ
［ ］）＝

１１（ｔ，ｔ０）１２（ｔ，ｔ０）

２１（ｔ，ｔ０）２２（ｔ，ｔ０
［ ］）

ｘ（ｔ０）

λ（ｔ０
［ ］）

ｘ（ｔｆ）

λ（ｔｆ
［ ］）＝

１１（ｔｆ，ｔ）１２（ｔｆ，ｔ）

２１（ｔｆ，ｔ）２２（ｔｆ，ｔ
［ ］）

ｘ（ｔ）

λ（ｔ
［ ］）

或者 ｘ（ｔｆ）＝１１（ｔｆ，ｔ）ｘ（ｔ）＋１２（ｔｆ，ｔ）λ（ｔ）

λ（ｔｆ）＝２１（ｔｆ，ｔ）ｘ（ｔ）＋２２（ｔｆ，ｔ）λ（ｔ）＝Ｆｘ（ｔｆ）
因此 λ（ｔｆ）＝Ｆ１１（ｔｆ，ｔ）ｘ（ｔ）＋Ｆ１２（ｔｆ，ｔ）λ（ｔ）

＝２１（ｔｆ，ｔ）ｘ（ｔ）＋２２（ｔｆ，ｔ）λ（ｔ）
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由此得到 ［２２（ｔｆ，ｔ）－Ｆ１２（ｔｆ，ｔ）］λ（ｔ）＝［Ｆ１１（ｔｆ，ｔ）－２１（ｔｆ，ｔ）］ｘ（ｔ）
可以证明：矩阵［２２（ｔｆ，ｔ）－Ｆ１２（ｔｆ，ｔ）］可逆

［２７］，因此由上式可解出

λ（ｔ）＝［２２（ｔｆ，ｔ）－Ｆ１２（ｔｆ，ｔ）］－１［Ｆ１１（ｔｆ，ｔ）－２１（ｔｆ，ｔ）］ｘ（ｔ）
或者记 Ｐ（ｔ）＝［２２（ｔｆ，ｔ）－Ｆ１２（ｔｆ，ｔ）］－１［Ｆ１１（ｔｆ，ｔ）－２１（ｔｆ，ｔ）］ （７７）
则 λ（ｔ）＝Ｐ（ｔ）ｘ（ｔ）
代入式（７３），得到最优控制

ｕ（ｔ）＝－Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔ）ｘ（ｔ） （７８）
或 ｕ（ｔ）＝－Ｋ（ｔ）ｘ（ｔ） Ｋ（ｔ）＝Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔ）
式中的Ｋ（ｔ）称为反馈增益矩阵。
按式（７７）计算Ｐ（ｔ），需要计算２ｎ阶方阵Φ（ｔ０，ｔ），还需计算一个ｎ阶方阵的逆矩阵，

比较复杂。下面我们讨论计算Ｐ（ｔ）的其他方法。
由λ（ｔ）＝Ｐ（ｔ）ｘ（ｔ）两边对ｔ微分得到
·
λ＝
·
Ｐｘ＋Ｐ（ｔ）ｘ＝

·
Ｐｘ＋Ｐ（ｔ）Ａ（ｔ）ｘ－Ｐ（ｔ）Ｂ（ｔ）Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔ）ｘ

另一方面，由协状态方程得到
·
λ＝［－Ｑ（ｔ）－ＡＴ（ｔ）Ｐ（ｔ）］ｘ（ｔ）

比较上二式右端得到：

［·Ｐ＋Ｐ（ｔ）Ａ（ｔ）＋ＡＴ（ｔ）Ｐ（ｔ）－Ｐ（ｔ）Ｂ（ｔ）Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔ）＋Ｑ（ｔ）］ｘ（ｔ）＝０
由于上式对状态方程的任意解ｘ（ｔ）成立，因而
·
Ｐ＋Ｐ（ｔ）Ａ（ｔ）＋ＡＴ（ｔ）Ｐ（ｔ）－Ｐ（ｔ）Ｂ（ｔ）Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔ）＋Ｑ（ｔ）＝０

因此，Ｐ（ｔ）满足矩阵微分方程：
·
Ｐ＝－Ｐ（ｔ）Ａ（ｔ）－ＡＴ（ｔ）Ｐ（ｔ）＋Ｐ（ｔ）Ｂ（ｔ）Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔ）－Ｑ（ｔ） （７９）

由边界条件λ（ｔｆ）＝Ｐ（ｔｆ）ｘ（ｔｆ）＝Ｆｘ（ｔｆ），得到Ｐ（ｔ）满足的边界条件：

Ｐ（ｔｆ）＝Ｆ （７１０）
式（７９）称为矩阵里卡蒂微分方程，它是包含ｎ２个微分方程的方程组。下面我们将证明Ｐ（ｔ）
是对称矩阵，因此式（７９）实质上包含ｎ（ｎ＋１）?２个微分方程。
Ｐ（ｔ）是对称矩阵的证明 式（７９）、式（７１０）两边转置得到：
·
ＰＴ＝－ＡＴ（ｔ）ＰＴ（ｔ）－ＰＴ（ｔ）Ａ（ｔ）＋ＰＴ（ｔ）Ｂ（ｔ）Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）ＰＴ（ｔ）－Ｑ（ｔ）

ＰＴ（ｔｆ）＝
烅
烄
烆 Ｆ
这表明ＰＴ（ｔ）和Ｐ（ｔ）是同一个微分方程的终值问题的解，由微分方程终值问题解的惟一

性，得到Ｐ（ｔ）＝ＰＴ（ｔ），Ｐ（ｔ）为对称矩阵。
以上推导得到如下结论：

（１）控制是状态的反馈；
（２）求反馈增益矩阵的关键步骤是解矩阵里卡蒂微分方程，可以离线进行；
（３）在线控制的计算量很小，只需在线计算－Ｋ（ｔ）ｘ（ｔ）。
更一般的线性二次型问题在目标函数中可能出现交叉项２ｘＴ（ｔ）Ｓ（ｔ）ｕ（ｔ），这时经适当

的变换可以化为现在讨论过的（７１）、（７２）的形式。
【例７２】 考虑线性二次型问题

ｘ１＝ｘ２
ｘ２＝
烅
烄

烆 ｕ
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Ｊ（ｕ）＝１２
［ｘ２１（３）＋２ｘ２２（３）］＋１２∫

３

０
［２ｘ２１＋４ｘ２２＋２ｘ１ｘ２＋１２ｕ

２］ｄｔ

对该问题

Ａ＝
０ １［ ］
０ ０

Ｂ＝［ ］０
１

Ｑ＝
２ １［ ］
１ ４

Ｒ＝１２ Ｆ＝
１ ０［ ］
０ ２

Ｐ（ｔ）＝
ｐ１１（ｔ） ｐ１２（ｔ）

ｐ２１（ｔ） ｐ２２（ｔ
［ ］）

由式（７８），最优控制为

ｕ ＝－２［０１］
ｐ１１（ｔ） ｐ１２（ｔ）

ｐ２１（ｔ） ｐ２２（ｔ
［ ］）

ｘ１（ｔ）

ｘ２（ｔ
［ ］）＝－２（ｐ１２（ｔ）ｘ１（ｔ）＋ｐ２２（ｔ）ｘ２（ｔ））

式中ｐ１１（ｔ）、ｐ２２（ｔ）是如下的矩阵里卡蒂方程的终值问题解：
ｐ１１ ｐ１２
ｐ１２ ｐ
［ ］

２２
＝－

ｐ１１ ｐ１２
ｐ１２ ｐ
［ ］

２２

０ １［ ］
０ ０

－
０ ０［ ］
１ ０

ｐ１１ ｐ１２
ｐ１２ ｐ
［ ］

２２
＋

ｐ１１ ｐ１２
ｐ１２ ｐ
［ ］

２２
［ ］０
１
［ ］２０ １

ｐ１１ ｐ１２
ｐ１２ ｐ
［ ］

２２
－
２ １［ ］
１ ４

Ｐ（３）＝Ｆ
以上矩阵里卡蒂方程的终值问题等价于

ｐ１１＝２ｐ２１２（ｔ）－２
ｐ１２＝－ｐ１１（ｔ）＋２ｐ１２（ｔ）ｐ２２（ｔ）－１
ｐ２２＝－２ｐ１２（ｔ）＋２ｐ２２２－
烅
烄

烆 ４

ｐ１１（３）＝１
ｐ１２（３）＝０
ｐ２２（３）＝２

里卡蒂微分方程组一般是非线性微分方程组，其终值问题一般需要用数值方法求解。

以上，我们根据最优控制满足的必要条件导出了解式（７８）。下面证明解式（７８）给出的

ｕ（ｔ）必是线性二次型问题式（７１）、式（７２）的解。
为了明确表示里卡蒂微分方程的解对终端时刻ｔｆ的依赖关系，记式（７８）中的Ｐ（ｔ）为

Ｐ（ｔ，ｔｆ），则有如下引理：
引理７１ ｕ（ｔ）＝－Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔ，ｔｆ）ｘ（ｔ）必使Ｊ（ｕ）达最小值，并且Ｊ（ｕ）的最小

值为

Ｊ（ｘ（ｔ０），ｔ０）＝１２ｘ
Ｔ（ｔ０）Ｐ（ｔ０，ｔｆ）ｘ（ｔ０）

证明 先计算

ｄ
ｄｔ
［ｘＴ（ｔ）Ｐ（ｔ，ｔｆ）ｘ（ｔ）］＝ｘＴＰ（ｔ，ｔｆ）ｘ（ｔ）＋ｘＴ（ｔ）

·
Ｐ（ｔ，ｔｆ）ｘ（ｔ）＋ｘＴ（ｔ）Ｐ（ｔ，ｔｆ）ｘ

由里卡蒂方程和状态方程，上式化为

ｄ
ｄｔ
［ｘＴ（ｔ）Ｐ（ｔ，ｔｆ）ｘ（ｔ）］＝－ｘＴ（ｔ）Ｑ（ｔ）ｘ（ｔ）－ｕＴ（ｔ）Ｒ（ｔ）ｕ（ｔ）

＋［ｕ（ｔ）＋Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔ，ｔｆ）ｘ（ｔ）］ＴＲ（ｔ）［ｕ（ｔ）＋Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔ，ｔｆ）ｘ（ｔ）］
由ｔ０到ｔｆ积分上式得到：

ｘＴ（ｔｆ）Ｐ（ｔｆ，ｔｆ）ｘ（ｔｆ）－ｘＴ（ｔ０）Ｐ（ｔ０，ｔｆ）ｘ（ｔｆ）＝－∫
ｔｆ

ｔ０

［ｘＴ（ｔ）Ｑ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ｕＴ（ｔ）Ｒ（ｔ）ｕ（ｔ）］ｄｔ
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＋∫
ｔｆ

ｔ０

［ｕ（ｔ）＋Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔ，ｔｆ）ｘ（ｔ）］ＴＲ（ｔ）［ｕ（ｔ）＋Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔ，ｔｆ）ｘ（ｔ）］ｄｔ

由于Ｐ（ｔｆ，ｔｆ）＝Ｆ，上式化为

２Ｊ（ｕ）＝ｘＴ（ｔ０）Ｐ（ｔ０，ｔｆ）ｘ（ｔ０）＋∫
ｔｆ

ｔ０

［ｕ（ｔ）＋Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔ，ｔｆ）ｘ（ｔ）］ＴＲ（ｔ）

［ｕ（ｔ）＋Ｒ－１ＢＴＰ（ｔ，ｔｆ）ｘ（ｔ）］ｄｔ
由于Ｒ（ｔ）是正定矩阵，因此仅当ｕ（ｔ）＋Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔ，ｔｆ）ｘ（ｔ）＝０时Ｊ（ｕ）最小，即

ｕ（ｔ）＝－Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔ，ｔｆ）ｘ（ｔ）
使Ｊ（ｕ）达最小值：

Ｊ（ｘ（ｔ０），ｔ０）＝１２ｘ
Ｔ（ｔ０）Ｐ（ｔ０，ｔｆ）ｘ（ｔ０）

引理７２ 在Ｑ（ｔ）半正定、Ｒ（ｔ）正定的假设下，里卡蒂方程的解Ｐ（ｔ，ｔｆ）是半正定的。
如进一步假设Ｑ（ｔ）正定，则Ｐ（ｔ，ｔｆ）也是正定的。
证明

Ｊ（ｘ（ｔ），ｔ）＝１２ｘ
Ｔ（ｔ）Ｐ（ｔ，ｔｆ）ｘ（ｔ）

＝１２ｘ
Ｔ（ｔｆ）Ｆｘ（ｔｆ）＋１２∫

ｔｆ

ｔ
［ｘＴ（τ）Ｑ（τ）ｘ（τ）＋ｕＴ（τ）Ｒ（τ）ｕ（τ）］ｄτ

由于Ｑ（ｔ）半正定，Ｒ（ｔ）正定，上式右端大于等于０，因而

ｘＴ（ｔ）Ｐ（ｔ，ｔｆ）ｘ（ｔ）≥０
Ｐ（ｔ，ｔｆ）半正定。如果Ｑ（ｔ）也是正定的，则上式右端大于零，因而Ｐ（ｔ，ｔｆ）也是正定的。
综合本节以上的讨论，得到以下定理

定理７１ 在线性二次型问题中假设Ａ（ｔ）、Ｂ（ｔ）、Ｑ（ｔ）、Ｒ（ｔ）连续可微分，Ｑ（ｔ）半正定

Ｒ（ｔ）正定，那么ｕ（ｔ）是最优控制的充分必要条件是

ｕ（ｔ）＝－Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔ，ｔｆ）ｘ（ｔ）
式中 Ｐ（ｔ，ｔｆ）是里卡蒂方程的终值问题
·
Ｐ＝－ＰＡ（ｔ）－ＡＴ（ｔ）Ｐ＋ＰＢ（ｔ）Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ－Ｑ（ｔ） Ｐ（ｔ，ｔｆ）＝Ｆ

的解，Ｐ（ｔ，ｔｆ）是对称半正定矩阵，并且当Ｑ（ｔ）正定时，Ｐ（ｔ，ｔｆ）也是正定矩阵。当ｕ（ｔ）取为
最优控制ｕ（ｔ）时，目标函数的最小值为

Ｊ（ｘ（ｔ０），ｔ０）＝１２ｘ
Ｔ（ｔ０）Ｐ（ｔ０，ｔｆ）ｘ（ｔ０）

最优轨线是初值问题：

ｘ＝［Ａ（ｔ）－Ｂ（ｔ）Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔ，ｔｆ）］ｘ
ｘ（ｔ０）＝ｘ
烅
烄

烆 ０

的解。

定理中Ａ（ｔ）、Ｂ（ｔ）、Ｑ（ｔ）、Ｒ（ｔ）连续可微的假设保证了里卡蒂方程的解Ｐ（ｔ，ｔｆ）存在。
由以上讨论可以看出，线性二次型问题的最优解是状态ｘ的反馈，反馈矩阵Ｋ（ｔ）可以离

线计算，只需在线计算－Ｋ（ｔ）ｘ（ｔ），在线计算量很小。由于线性二次型问题的最优解有以上
优点，因此在应用中凡是能化为线性二次型问题的都尽量化为线性二次型问题处理。
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７３ 非时变状态调节器

在上节中得到的线性二次型问题的最优控制是状态变量的反馈，这在应用上比较方便。

解式ｕ（ｔ）＝－Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔ，ｔｆ）ｘ（ｔ）中Ｐ（ｔ，ｔｆ）是里卡蒂微分方程的解，当Ａ、Ｂ、Ｑ、

Ｒ都是常数矩阵时，由于Ｐ（ｔ，ｔｆ）是里卡蒂微分方程的终值问题
·
Ｐ＝－ＰＡ－ＡＴＰ＋ＰＢＲ－１ＢＴＰ－Ｑ

Ｐ（ｔ，ｔｆ）＝Ｆ
的解，一般情况下Ｐ（ｔ，ｔｆ）仍然是时间ｔ的函数，也就是说当Ａ、Ｂ、Ｑ、Ｒ 都是常数矩阵时得
到的反馈增益矩阵Ｋ（ｔ）＝Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔ，ｔｆ），仍依赖于时间ｔ，应用时需要在控制器上存
一个依赖于时间ｔ的矩阵Ｋ（ｔ）。如果当Ａ、Ｂ、Ｑ、Ｒ 均为常数矩阵时能得到常增益反馈，这
样在控制器上只需存一个常数矩阵Ｋ，在应用上将更为方便。从下面的分析可以看出，当Ａ、

Ｂ、Ｑ、Ｒ都是常数矩阵，并且ｔｆ→∞时，能够得到常增益反馈控制，这时得到的控制器称为非
时变状态调节器。

７３１ 非时变状态调节器的设计
考虑定常线性系统

ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ ｘ（ｔ０）＝ｘ０
目标函数为

Ｊ（ｕ）＝１２∫
∞

ｔ０

［ｘＴＱｘ＋ｕＴＲｕ］ｄｔ

求ｕ使Ｊ（ｕ）最小。这里假设Ｒ、Ｑ为正定矩阵，（Ａ，Ｂ）完全能控。
讨论这个问题的方法是利用上节的结果，令ｔｆ→∞进行分析。
引理７３ 设（Ａ，Ｂ）能控，那么

ｌｉｍ
ｔｆ→∞
Ｐ（ｔ，ｔｆ）＝Ｐ^（常数矩阵）

证明 先证明极限

ｌｉｍ
ｔｆ→∞
ｘＴ（ｔ０）Ｐ（ｔ０，ｔｆ）ｘ（ｔ０）

存在，方法是：证明ｘＴ（ｔ０）Ｐ（ｔ０，ｔｆ）ｘ（ｔ０）单增有上界。然后再证明ｌｉｍ
ｔｆ→∞
Ｐ（ｔ，ｔｆ）存在并且是常

数矩阵。

因为（Ａ，Ｂ）能控，对任意ｘ０，存在ｔ１＞ｔ０和珘ｕ（ｔ）使在它的作用下ｘ（ｔ１）＝０。取ｔｆ为有
限时间，由上节的结果

１
２ｘ

Ｔ（ｔ０）Ｐ（ｔ０，ｔｆ）ｘ（ｔ０）＝ｍｉｎ
１
２∫

ｔ１

ｔ０

［ｘＴＱｘ＋ｕＴＲｕ］ｄ［ ］ｔ

≤１２∫
ｔ１

ｔ０

［ｘＴＱｘ＋珘ｕＴＲ珘ｕ］ｄｔ＝１２∫
∞

ｔ０

［ｘＴＱｘ＋珔ｕＴＲ珔ｕ］ｄｔ＜∞

式中

珔ｕ＝
珘ｕ， ｔ∈（ｔ０，ｔ１）

０， ｔ∈（ｔ１，∞
烅
烄

烆 ）
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这样就证明了ｘＴ（ｔ０）Ｐ（ｔ０，ｔｆ）ｘ（ｔ０）有上界。下面再证明ｘＴ（ｔ０）Ｐ（ｔ０，ｔｆ）ｘ（ｔ０）关于ｔｆ单增。
设ｔｆ１＜ｔｆ２，并设在区间（ｔ０，ｔｆ１）上的最优控制为ｕ１（ｔ），在区间（ｔ０，ｔｆ２）上的最优控制为ｕ２

（ｔ），它们相应的轨线分别为ｘ１、ｘ２，那么

１
２ｘ

Ｔ（ｔ０）Ｐ（ｔ０，ｔｆ１）ｘ（ｔ０）＝１２∫
ｔｆ１

ｔ０

［ｘ１ＴＱｘ１＋ｕ１ＴＲｕ１］ｄｔ

≤１２∫
ｔｆ２

ｔ０

［ｘ２ＴＱｘ２＋ｕ２ＴＲｕ２］ｄｔ＝１２ｘ
Ｔ（ｔ０）Ｐ（ｔ０，ｔｆ２）ｘ（ｔ０）

这就证明了ｘＴ（ｔ０）Ｐ（ｔ０，ｔｆ）ｘ（ｔ０）单增有上界，因而

ｌｉｍ
ｔｆ→∞
ｘＴ（ｔ０）Ｐ（ｔ０，ｔｆ）ｘ（ｔ０）

存在。

因为Ｐ（ｔ０，ｔｆ）不依赖于ｘ（ｔ０），当我们取ｘ（ｔ０）＝［０⋯０１０⋯０］Ｔ时，即只有ｘ（ｔ０）的第

ｉ个分量为１，其他分量均为０时，ｘＴ（ｔ０）Ｐ（ｔ０，ｔｆ）ｘ（ｔ０）＝Ｐｉｉ（ｔ０，ｔｆ）。这表明ｌｉｍ
ｔｆ→∞
ｐｉｉ（ｔ０，ｔｆ）存

在。当取ｘ（ｔ０）＝［０⋯０１０⋯０１０⋯０］Ｔ，即除ｘ（ｔ０）的第ｉ个元素和第ｊ个元素为１外，
其他元素均为０时，

ｘＴ（ｔ０）Ｐ（ｔ０，ｔｆ）ｘ（ｔ０）＝ｐｉｉ（ｔ０，ｔｆ）＋ｐｊｉ（ｔ０，ｔｆ）＋ｐｉｊ（ｔ０，ｔｆ）＋ｐｊｊ（ｔ０，ｔｆ）
由于上式左边极限存在，右边ｐｉｉ，ｐｊｊ极限存在，而ｐｉｊ（ｔ０，ｔｆ）＝ｐｊｉ（ｔ０，ｔｆ），所以ｌｉｍｔｆ→∞

ｐｉｊ（ｔ０，ｔｆ）存

在。这样我们就证明了ｌｉｍ
ｔｆ→∞
Ｐ（ｔ０，ｔｆ）存在。

由于Ａ、Ｂ、Ｑ、Ｒ是常数矩阵，所以不论ｔ０取何值，只要矢量ｘ（ｔ０）相同，Ｊ的最小值就不

变，因此ｌｉｍ
ｔｆ→∞
Ｐ（ｔ０，ｔｆ）为常数矩阵，记它为Ｐ^，即

ｌｉｍ
ｔｆ→∞
Ｐ（ｔ０，ｔｆ）＝Ｐ^

由ｔ０的任意性，即得到

ｌｉｍ
ｔｆ→∞
Ｐ（ｔ，ｔｆ）＝Ｐ^

引理证完。

由引理７２，当矩阵Ｑ、Ｒ均为正定矩阵时Ｐ（ｔ，ｔｆ）为正定矩阵，因此Ｐ^也是正定矩阵。可

以证明，当Ｑ为正定矩阵的条件降低为Ｑ为半正定矩阵，并且Ｑ＝ＣＴＣ，（Ｃ，Ａ）能观测时，Ｐ^
仍然是正定矩阵，事实上成立如下引理。

引理７４ Ｐ^正定的充分必要条件是（Ｃ，Ａ）能观测。
引理７４的证明见文献［２９］。
引理７５ 设Ｐ（ｔ０，ｔｆ）是里卡蒂方程的终值问题的解，那么

Ｐ^＝ ｌｉｍ
ｔ０→－∞

Ｐ（ｔ０，ｔｆ）

证明 已证明ｌｉｍ
ｔｆ→∞
Ｐ（ｔ０，ｔｆ）＝Ｐ^。由于Ａ、Ｂ、Ｑ、Ｒ都是常数矩阵，因此有
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ｌｉｍ
ｔｆ→∞
Ｐ（ｔ０，ｔｆ）＝Ｐ^＝ｌｉｍ

ｔｆ→∞
Ｐ（０，ｔｆ－ｔ０）＝ ｌｉｍ

ｔ０→－∞
Ｐ（０，ｔｆ－ｔ０）＝ ｌｉｍ

ｔ０→－∞
Ｐ（ｔｆ，ｔ０）

引理证完。

由引理７３，Ｐ^是非线性代数方程组

－Ｐ^Ａ－ＡＴＰ^＋Ｐ^ＢＲ－１ＢＴＰ^－Ｑ＝０
的解，上述方程（组）称为代数里卡蒂方程（组）。下面证明最优调节器问题的解为

ｕ（ｔ）＝－Ｒ－１ＢＴＰ^ｘ（ｔ）
定理７２ 设（Ａ，Ｂ）能控，Ｑ、Ｒ为正定矩阵，那么最优调节器问题的解由

ｕ（ｔ）＝－Ｒ－１ＢＴＰ^ｘ（ｔ） （７１１）

给出，式中Ｐ^是代数里卡蒂方程

－Ｐ^Ａ－ＡＴＰ^＋Ｐ^ＢＲ－１ＢＴＰ^－Ｑ＝０ （７１２）
的对称正定解。最优轨线是微分方程的初始问题

ｘ＝（Ａ－ＢＲ－１ＢＴＰ^）ｘ
ｘ（ｔ０）＝ｘ
烅
烄
烆 ０

的解，目标函数的最小值为

Ｊ（ｘ（ｔ０），ｔ０）＝１２ｘ
Ｔ（ｔ０）Ｐ^ｘ（ｔ０）

证明（１）先证明当ｔｆ→∞时，极限

ｌｉｍ
ｔｆ→∞

１
２∫

ｔｆ

ｔ０

［ｘＴＱｘ＋ｕＲｕ］ｄｔ＝１２ｘ
Ｔ（ｔ０）Ｐ^ｘ（ｔ０）

式中 ｕ（ｔ）＝－Ｒ－１ＢＴＰ^ｘ（ｔ），ｘ是相应的轨线。为此先证明

１
２∫

ｔｆ

ｔ０

［ｘＴＱｘ＋ｕＴＲｕ］ｄｔ≤１２ｘ
Ｔ（ｔ０）Ｐ^ｘ（ｔ０）

１
２∫

ｔｆ

ｔ０

［ｘＴＱｘ＋ｕＴＲｕ］ｄｔ≥１２ｘ
Ｔ（ｔ０）Ｐ^ｘ（ｔ０）

同时成立，然后再令ｔｆ→∞。
以上面的ｕ代入目标函数中得到

１
２∫

ｔｆ

ｔ０

［ｘＴＱｘ＋ｕＴＲｕ］ｄｔ＝１２∫
ｔｆ

ｔ０
ｘＴ［Ｑ＋Ｐ^ＢＲ－１ＢＴＰ^］ｘｄｔ

＝１２∫
ｔｆ

ｔ０
ｘＴ［－ＡＴＰ^－Ｐ^Ａ＋２Ｐ^ＢＲ－１ＢＴＰ^］ｘｄｔ＝１２∫

ｔｆ

ｔ０

ｄ
ｄｔ
［－ｘＴＰｘ］ｄｔ

＝１２ｘ
Ｔ（ｔ０）Ｐ^ｘ（ｔ０）－１２ｘ

Ｔ（ｔｆ）Ｐ^ｘ（ｔｆ）≤１２ｘ
Ｔ（ｔ０）Ｐ^ｘ（ｔ０）

因此

ｌｉｍ
ｔｆ→∞

１
２∫

ｔｆ

ｔ０

［ｘＴＱｘ＋ｕＴＲｕ］ｄｔ≤１２ｘ
Ｔ（ｔ０）Ｐ^ｘ（ｔ０） （７１３）
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等式 １
２∫

ｔｆ

ｔ０
ｘＴ［－ＡＴＰ^－Ｐ^Ａ＋２Ｐ^ＢＲ－１ＢＴＰ^］ｘｄｔ＝１２∫

ｔｆ

ｔ０

ｄ
ｄｔ
［－ｘＴＰ^ｘ］ｄｔ

可将积分中的微分展开，再以ｘ代入经整理得到。

另一方面 １
２∫

ｔｆ

ｔ０

［ｘＴＱｘ＋ｕＴＲｕ］ｄｔ≥１２ｘ
Ｔ（ｔ０）Ｐ^ｘ（ｔ０）

令ｔｆ→∞得到

ｌｉｍ
ｔｆ→∞

１
２∫

ｔｆ

ｔ０

［ｘＴＱｘ＋ｕＴＲｕ］ｄｔ≥１２ｘ
Ｔ（ｔ０）Ｐ^ｘ（ｔ０） （７１４）

由式（７１３）和（７１４）得到

ｌｉｍ
ｔｆ→∞

１
２∫

ｔｆ

ｔ０

［ｘＴＱｘ＋ｕＴＲｕ］ｄｔ＝１２ｘ
Ｔ（ｔ０）Ｐ^ｘ（ｔ０）

（２）证明ｕ（ｔ）＝－Ｒ－１ＢＴＰ^ｘ（ｔ）是最优控制。反设ｕ不是最优控制，则存在ｕ１（ｔ）使
得

１
２∫

∞

ｔ０

［ｘＴ１Ｑｘ１＋ｕＴ１Ｒｕ１］ｄｔ＜１２∫
∞

ｔ０

［ｘＴＱｘ＋ｕＴＲｕ］ｄｔ

＝ｌｉｍ
ｔｆ→∞

１
２∫

ｔｆ

ｔ０

［ｘＴＱｘ＋ｕＴＲｕ］ｄｔ＝１２ｘ
Ｔ（ｔ０）Ｐ^ｘ（ｔ０）

＝ｌｉｍ
ｔｆ→∞

１
２ｘ

Ｔ（ｔ０）Ｐ（ｔ０，ｔｆ）ｘ（ｔ０）

式中 ｘ１（ｔ）是ｕ１（ｔ）的相应的轨线。另一方面

１
２∫

∞

ｔ０

［ｘＴ１Ｑｘ１＋ｕＴ１Ｒｕ１］ｄｔ＝ｌｉｍ
ｔｆ→∞

１
２∫

ｔｆ

ｔ０

［ｘＴ１Ｑｘ１＋ｕＴ１Ｒｕ１］ｄｔ

因此上面的不等式化为

ｌｉｍ
ｔｆ→∞∫

ｔｆ

ｔ０

［ｘＴ１Ｑｘ１＋ｕＴ１Ｒｕ１］ｄｔ＜ｌｉｍ
ｔｆ→∞

１
２ｘ

Ｔ（ｔ０）Ｐ（ｔ０，ｔｆ）ｘ（ｔ０）

于是对充分大的ｔｆ成立不等式

１
２∫

ｔｆ

ｔ０

［ｘＴ１Ｑｘ１＋ｕＴ１Ｒｕ１］ｄｔ＜１２ｘ
Ｔ（ｔ０）Ｐ（ｔ０，ｔｆ）ｘ（ｔ０）

这与定理７１矛盾。因此ｕ（ｔ）＝－Ｒ－１ＢＴＰ^ｘ（ｔ）给出问题的最优解。定理证毕。

代数里卡蒂方程是一个包含ｎ（ｎ＋１）
２
个方程的非线性代数方程组，它的解法将在７３３

中介绍。

７３２ 闭环系统的稳定性
定理７３ 定理７２中得到的闭环系统

ｘ＝（Ａ－ＢＲ－１ＢＴＰ^）ｘ
是渐近稳定的。

证明 用李雅谱诺夫第二方法，取Ｖ（ｘ）＝ｘＴ（ｔ）Ｐ^ｘ（ｔ）。因为Ｐ^是正定矩阵，Ｖ（ｘ）＞０。
它的时间导数
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·
Ｖ ＝ｘＴＰ^ｘ（ｔ）＋ｘＴ（ｔ）Ｐ^ｘ＝［（Ａ－ＢＲ－１ＢＴＰ^）ｘ］ＴＰ^ｘ＋ｘＴＰ^［Ａ－ＢＲ－１ＢＴＰ^］ｘ

＝ｘＴ［ＡＴＰ^－Ｐ^ＢＲ－１ＢＴＰ^＋Ｐ^Ａ－Ｐ^ＢＲ－１ＢＴＰ^］ｘ＝－ｘＴＱｘ－ｘＴＰ^ＢＲ－１ＢＴＰ^ｘ
由于定理７２中假设了Ｑ、Ｒ为正定矩阵，因此上式右端＜０，即

·
Ｖ＜０，因此闭环系统渐近稳

定。定理证完。

该定理的证明中用到了Ｑ为正定矩阵的条件，这个条件可以降低为Ｑ为半正定矩阵，并
且可以分解为Ｑ＝ＣＴＣ，（Ｃ，Ａ）能观测。
定理７４ 如果Ｑ为半正定矩阵，并且Ｑ＝ＣＴＣ，（Ｃ，Ａ）能观测，则闭环系统

ｘ＝（Ａ－ＢＲ－１ＢＴＰ^）ｘ
是渐近稳定的。

证明 同定理７３的证明，取Ｖ（ｘ）＝ｘＴ（ｔ）Ｐ^ｘ（ｔ）。因为Ｐ^是正定矩阵，Ｖ（ｘ）＞０。它
的时间导数

·
Ｖ ＝－ｘＴＱｘ－ｘＴＰ^ＢＲ－１ＢＴＰ^ｘ≤０

由关于稳定性的定理，如果再证明：沿着从原点以外出发的解，·Ｖ 不恒为０，那么由定理２４闭
环系统就是渐近稳定的。下面用反证法，设从某个ｘ（ｔ０）≠０出发的解使得

·
Ｖ≡０，那么由上

式必须

ｘＴＱｘ≡０ ｘＴＰ^ＢＲ－１ＢＴＰ^ｘ≡０
由后者可以推出

ＢＴＰ^ｘ≡０ ｕ（ｔ）＝－Ｒ－１ＢＴＰ^ｘ（ｔ）≡０ ｘ（ｔ）＝ｅＡ
（ｔ－ｔ０）ｘ（ｔ０）

由ｘＴＱｘ≡０又导出

ｘＴ（ｔ０）ｅＡ
Ｔ（ｔ－ｔ０）ＣＴＣｅＡ（ｔ－ｔ０）ｘ（ｔ０）≡０

即ＣｅＡ（ｔ－ｔ０）ｘ（ｔ０）≡０，与（Ｃ，Ａ）能观测矛盾，定理证完。
定理７３和定理７４表明，在一定条件下，尽管原来的系统开环可能是不稳定的，用本节

设计的反馈得到的闭环系统一定是渐近稳定的。

７３３ 代数里卡蒂方程的解法
非时变调节器问题的求解最终化为求解代数里卡蒂方程（７１２）的问题，它是一个非线性

代数方程组。对里卡蒂方程的研究已经引起广泛的重视，人们已经提出了多种解法，这里介绍

代数里卡蒂方程最常用的的３种解法。
（１）直接解非线性代数方程组
关于直接解非线性代数方程组的方法，仅用以下例子说明。

【例７３】 已给系统的状态方程为：
ｘ１＝ｘ２
ｘ２＝
烅
烄

烆 ｕ
目标函数

Ｊ（ｕ）＝１２∫
∞

０
［ｘ２１＋２ｂｘ１ｘ２＋ａｘ２２＋ｕ２］ｄｔ

式中 ａ－ｂ２＞０，ｂ＞０，求ｕ使Ｊ（ｕ）最小。
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解 对这个问题

Ａ＝
０ １［ ］
０ ０

Ｂ＝［ ］０
１

Ｑ＝
１ ｂ［ ］
ｂ ａ

Ｒ＝１

显然（Ａ，Ｂ）能控，Ｒ、Ｑ正定。由解式（７１１）

ｕ（ｔ）＝－［０ １］
ｐ１１ ｐ１２
ｐ２１ ｐ
［ ］

２２

ｘ１
ｘ
［ ］

２
＝－（Ｐ１２ｘ１（ｔ）＋Ｐ２２ｘ２（ｔ））

代数里卡蒂方程为

ｐ１１ ｐ１２
ｐ１２ ｐ
［ ］

２２

０ １［ ］
０ ０

＋
０ ０［ ］
１ ０

ｐ１１ ｐ１２
ｐ１２ ｐ
［ ］

２２
－
ｐ１１ ｐ１２
ｐ１２ ｐ
［ ］

２２
［ ］０
１
［０１］

ｐ１１ ｐ１２
ｐ１２ ｐ
［ ］

２２
＋
１ ｂ［ ］
ｂ ａ

＝
０ ０［ ］
０ ０

由此得到

－ｐ２１２＋１＝０
ｐ１１－ｐ１２ｐ２２＋ｂ＝０

－２ｐ１２＋ｐ２２２－ａ＝
烅
烄

烆 ０

或

ｐ１２＝±１

ｐ２２＝± ａ＋２ｐ槡 １２

ｐ１１＝ｐ１２ｐ２２－

烅
烄

烆 ｂ
由于要求代数里卡蒂方程的解为正定矩阵，所以选ｐ１１＞０，ｐ２２＞０，再由ｂ＞０的假设，及

ｐ１１＝ｐ１２ｐ２２－ｂ。得到ｐ１２＞０，因此ｐ１２＝１。由此得到ｐ２２＝ ａ槡 ＋２。于是得到最优控制

ｕ（ｔ）＝－ｘ１（ｔ）－ ａ＋槡 ２ｘ２（ｔ）
应用最优控制时得到闭环系统

ｘ＝
０ １

－１ － ａ＋槡
［ ］

２
ｘ ｘ＝

ｘ１
ｘ
［ ］

２

闭环系统的特征值为λ＝－ ａ槡 ＋２
２ ±ｊ ａ槡 －２

２
。

这是一个二阶系统的例，里卡蒂方程是包含３个非线性方程的方程组。除了ｎ≤３的低
阶系统和一些极特殊的高阶系统外，一般解非线性代数方程组都要用数值方法，具体方法可参

看有关数值计算的著作。

（２）求里卡蒂微分方程的稳态解
由引理７４

Ｐ^＝ｌｉｍ
ｔｆ→∞
Ｐ（ｔ，ｔｆ）＝ ｌｉｍ

ｔ０→－∞
Ｐ（ｔ０，ｔｆ）

因此可以用数值方法解微分方程的初问题
·
Ｐ＝－ＰＡ－ＡＴＰ＋ＰＢＲ－１ＢＴＰ－Ｑ
Ｐ（０）＝｛ ０

由ｔ＝０向ｔ→－∞方向求解，得到稳态解即Ｐ^。求解里卡蒂微分方程的方法也可以在有关数
值计算的著作中找到。

（３）哈密顿矩阵法

定常线性系统在最优控制ｕ（ｔ）＝－Ｒ－１ＢＴＰ^ｘ（ｔ）作用下得到闭环系统
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ｘ＝（Ａ－ＢＲ－１ＢＴＰ^）ｘ
ｘ（ｔ０）＝ｘ
烅
烄
烆 ０

设λ是闭环系统矩阵Ａ－ＢＲ－１ＢＴＰ^的特征值，η是相应的特征矢量。因此成立关系式

λη＝（Ａ－ＢＲ－１ＢＴＰ^）η （７１５）
哈密顿矩阵法是构造一个哈密顿矩阵Ｈ，一个２ｎ阶方阵，使它的ｎ个特征值为ｎ阶方阵

Ａ－ＢＲ－１ＢＴＰ^的特征值｛λ１，⋯，λｎ｝，它的另外ｎ个特征值为ｎ方阵－（Ａ－ＢＲ－１ＢＴＰ^）的特
征值｛－λ１，⋯，－λｎ｝。这样的哈密顿矩阵Ｈ，可以按以下方法产生：

令ξ＝Ｐ^η，式（７１５）化为

λη＝Ａη－ＢＲ－１ＢＴξ

或 λＰ^－１ξ＝Ａη－ＢＲ－１ＢＴＰ^η

即 λξ＝（Ｐ^Ａ－Ｐ^ＢＲ－１ＢＴＰ^）η
由代数里卡蒂方程，上式又可化为

λξ＝（－Ｑ－ＡＴＰ^）η＝－Ｑη－ＡＴξ
由λη和λξ的两个表示式得到

λ η［ ］
ξ
＝

Ａ －ＢＲ－１ＢＴ

－Ｑ －Ａ
［ ］Ｔ

η［ ］
ξ
＝Ｈ

η［ ］
ξ

式中 Ｈ＝
Ａ －ＢＲ－１ＢＴ

－Ｑ －Ａ
［ ］Ｔ

（７１６）

就是要求的哈密顿矩阵。为了说明Ｈ就是要求的哈密顿矩阵，分析它的特征值，为此令

Ｔ＝
Ｉｎ ０

Ｐ^ Ｉ

熿

燀

燄

燅ｎ
对Ｈ做变换

Ｔ－１ＨＴ＝
Ｉｎ ０

－Ｐ^ Ｉ

熿

燀

燄

燅ｎ

Ａ －ＢＲ－１ＢＴ

－Ｑ －Ａ
［ ］Ｔ

Ｉｎ ０

Ｐ^ Ｉ

熿

燀

燄

燅ｎ

＝
Ａ－ＢＲ－１ＢＴＰ^ －ＢＲ－１ＢＴ

－Ｑ－ＡＴＰ^－Ｐ^Ａ＋Ｐ^ＢＲ－１ＢＴＰ^ －（Ａ－ＢＲ－１ＢＴＰ^）

熿

燀

燄

燅Ｔ

＝
Ａ－ＢＲ－１ＢＴＰ^ －ＢＲ－１ＢＴ

０ －（Ａ－ＢＲ－１ＢＴＰ^）

熿

燀

燄

燅Ｔ

这表明矩阵Ｈ 的特征值集为

σ（Ｈ）＝σ（Ａ－ＢＲ－１ＢＴＰ^）∪σ（－（Ａ－ＢＲ－１ＢＴＰ^）Ｔ）

＝σ（Ａ－ＢＲ－１ＢＴＰ^）∪（－（Ａ－ＢＲ－１ＢＴＰ^））
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即对Ａ－ＢＲ－１ＢＴＰ^的每个特征值λ，哈密顿矩阵Ｈ有一对特征值：λ和－λ。
现假设哈密顿矩阵有不同的特征值导出代数里卡蒂方程的解。设λｉ（ｉ＝１，⋯，ｎ）表示它

的有负实部的特征值，用－λｉ（ｉ＝１，⋯，ｎ）表示它的另外ｎ个特征值。用［ηＴｉ，ξＴｉ］Ｔ表示λｉ的
特征矢量。令

Ｖ１＝［η１η２⋯ηｎ］ Ｖ２＝［ξ１ξ２⋯ξｎ］

由于ξｉ＝Ｐ^ηｉ于是有

Ｐ^Ｖ１＝Ｖ２
又由于λ１，⋯，λｎ是闭环系统的不同的特征值，η１η２⋯ηｎ是相应的特征矢量，因此Ｖ１可逆，于
是由上式解得

Ｐ^＝Ｖ２Ｖ－１１
这就得到了代数里卡蒂方程的解。

哈密顿矩阵法求代数里卡蒂方程的解的步骤：

第一步 按式（７１６）构造哈密顿矩阵Ｈ。
第二步 求闭环系统的（也是Ｈ的）ｎ个不同的特征值λ１，⋯，λｎ和Ｈ 的与它们相应的ｎ

个特征矢量记为

ηｉ
ξ
［ ］

ｉ
ｉ＝１，⋯，ｎ

记 Ｖ１＝［η１η２⋯ηｎ］ Ｖ２＝［ξ１ξ２⋯ξｎ］

第三步 计算 Ｐ^＝Ｖ２Ｖ－１
１

即所求代数里卡蒂方程的解。

前面假设了Ｈ有不同的特征值，关于Ｈ有重特征值的情况的处理可参看［２６］。

７３４ 设计非时变状态调节器的ＭＡＴＬＡＢ程序
设计非时变状态调节器的ＭＡＴＬＡＢ函数是ｌｑｒ，它的调用格式是

［Ｋ，Ｐ，ｅｖ］＝ｌｑｒ（Ａ，Ｂ，Ｑ，Ｒ）

输入矩阵Ａ，Ｂ，Ｑ，Ｒ程序输出反馈增益矩阵Ｋ，里卡蒂方程的解Ｐ和闭环系统的特征
值ｅｖ。
【例７４】 考虑非时变状态调节器问题，

ｘ＝
０ １［ ］
０ ０

ｘ＋［ ］０
１
ｕ

Ｊ（ｕ）＝１２∫
∞

０
［ｘＴＱｘ＋ｕ２］ｄｔ Ｑ＝

１ １［ ］
１ ３

得到的非时变控制器为ｕ（ｔ）＝Ｋｘ（ｔ）＝－Ｒ－１ＢＴＰ^ｘ（ｔ），式中Ｐ^是代数里卡蒂方程的解，应
用［Ｋ，Ｐ，ｅｖ］＝ｌｑｒ（Ａ，Ｂ，Ｑ，Ｒ）得到

Ｋ＝［１００００ ２２３６１］ Ｐ＝
１２３６１ １［ ］
１ ２２３６１

ｅｖ＝－１６１８０ －０６１８０
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与例７３中ｂ＝１，ａ＝３时的结果相同。
也可以用哈密顿矩阵法求代数里卡蒂方程的解，再代入以上解式求最优控制。哈密顿矩

阵法求代数里卡蒂方程的ＭＡＴＬＡＢ程序：

Ａ＝［０１；００］；
Ｂ＝［０；１］；

Ｑ＝［１１；１３］；
Ｒ＝１；
Ｈ＝［Ａ－Ｂｉｎｖ（Ｒ）Ｂ′；－Ｑ －Ａ′］；
［Ｘ，Ｄ］＝ｅｉｇ（Ｈ）；

ｊ＝１；

ｆｏｒｉ＝１∶ｒａｎｋ（Ｈ）
ｉｆｒｅａｌ（Ｄ（ｉ，ｉ））＜０
ｔｅｍｐ（∶，ｊ）＝Ｘ（∶，ｉ）；

ｊ＝ｊ＋１；

ｅｎｄ
ｅｎｄ
ｊ＝ｊ－１；

ｆｏｒｉ＝１∶ｊ
Ｖ１（ｉ，∶）＝ｔｅｍｐ（ｉ，∶）；
ｔ＝ｉ＋ｊ；

Ｖ２（ｉ，∶）＝ｔｅｍｐ（ｔ，∶）；
ｅｎｄ

Ｐ＝Ｖ２（ｉｎｖ（Ｖ１））
运行结果：

Ｐ＝
１２３６１ １００００
１００００ ２２３６１

所得结果与前面一致。

７３５ 非时变状态调节器的频率特性

１最优性的频率条件
为了进一步研究非时变状态调节器，对单输入的情况导出最优性的频率条件并对最优控

制系统的增益裕度和相位裕度进行分析。

单输入非时变状态调节器问题的状态方程和目标函数为
·ｘ＝Ａｘ＋ｂｕ

Ｊ（ｕ）＝１２∫
∞

０
［ｘＴＱｘ＋ｒｕ２］ｄｔ

假设（Ａ，ｂ）能控，Ｑ为正定矩阵（或者Ｑ为半正定矩阵，Ｑ＝ＣＴＣ，（Ｃ，Ａ）能观测），ｒ＞０，则
最优控制为

ｕ ＝－１ｒｂ
ＴＰ^ｘ（ｔ）＝－ｋＴｘ（ｔ） ｋＴ＝１ｒｂ

ＴＰ^
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式中 Ｐ^是代数里卡蒂方程

－Ｐ^Ａ－ＡＴＰ^＋Ｐ^Ｂ１ｒＢ
ＴＰ^－Ｑ＝０ （７１７）

的正定解。

当有外界干扰时，考虑
·ｘ＝Ａｘ＋ｂ（ｕ＋ｗ） ｕ＝－ｋＴｘ

或 ·ｘ＝Ａｘ＋ｂｖ ｖ＝ｕ＋ｗ ｕ＝－ｋＴｘ
图７３ａ是这个系统的示意图，在频域中用传递函数表示得到图７３ｂ，再经变换化为图７３ｃ。
图７３ｃ的闭环传递函数为

ｋＴ（ｓＩ－Ａ）ｂ
１＋ｋＴ（ｓＩ－Ａ）－１ｂ

图７３ 单输入系统的等价框图

以下将根据奈魁斯特判据，由开环传递函数ｋＴ（ｗｊＩ－Ａ）ｂ的奈魁斯特图，导出最优控制
系统的相位裕度和增益裕度，为此先证明以下不等式

１＋ｋＴ（ωｊＩ－Ａ）－１ｂ ≥１ （７１８）
式（７１８）是单输入最优系统必定满足的频率条件，称为最优性的频率条件。下面证明这个不
等式。

首先将代数里卡蒂方程（７１７）改写为

－Ｐ^（ｓＩ－Ａ）－（－ｓＩ－ＡＴ）Ｐ^－１ｒＰ^ｂｂ
ＴＰ^＋Ｑ＝０ （７１９）

式（７１９）左乘－ｒ－１?２ｂＴ（－ｓＩ－ＡＴ）－１，右乘（ｓＩ－Ａ）－１ｂｒ－１?２然后两端加１，得到

ｒ－１?２ｂＴ（－ｓＩ－ＡＴ）－１Ｐ^ｂｒ－１?２＋ｒ－１?２ｂＴＰ^（ｓＩ－Ａ）－１ｂｒ－１?２－
ｒ－１?２ｂＴ（－ｓＩ－ＡＴ）－１Ｑ（ｓＩ－Ａ）－１ｂｒ－１?２

＋ｒ－１?２ｂＴ（－ｓＩ－ＡＴ）－１１ｒＰ^ｂｂ
ＴＰ^（ｓＩ－Ａ）－１ｂｒ－１?２＋１＝１

利用ｋＴ＝１ｒｂ
ＴＰ^化简上式，得到

［１＋ｋＴ（－ｓＩ－Ａ）－１ｂ］［１＋ｋＴ（ｓＩ－Ａ）－１ｂ］＝１＋１ｒｂ
Ｔ（－ｓＩ－ＡＴ）－１Ｑ（ｓＩ－Ａ）－１ｂ

上式中令ｓ＝ωｊ得到
［１＋ｋＴ（－ωｊＩ－Ａ）－１ｂ］［１＋ｋＴ（ωｊＩ－Ａ）－１ｂ］＝ １＋ｋＴ（ωｊＩ－Ａ）－１ｂ ２
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＝１＋１ｒｂ
Ｔ（－ωｊＩ－ＡＴ）－１Ｑ（ωｊＩ－Ａ）－１ｂ

由于Ｑ＞０，所以ｂＴ（－ωｊＩ－ＡＴ）－１Ｑ（ωｊＩ－Ａ）－１ｂ≥０，因此上式得到最优性的频率条件

１＋ｋＴ（ωｊＩ－Ａ）－１ｂ ≥１
该式仅在孤立的ω点上等号成立，因为等号成立的点必使

１
ｒｂ

Ｔ（－ωｊＩ－ＡＴ）－１Ｑ（ωｊＩ－Ａ）－１ｂ＝０

令Ｑ＝ＣＴＣ，由上式得到Ｃ（ωｊＩ－Ａ）－１ｂ＝０。如果该式对ω的某个区间成立，考虑到逆拉普
拉斯变换Ｌ－１｛（ｓＩ－Ａ）－１｝＝ｅＡｔ，上式意味着ＣｅＡｔｂ＝０在某个区间上成立，这与（Ｃ，Ａ）能观
测矛盾。

证明了最优性的频率条件就可以应用奈魁斯特判据讨论最优控制系统的相位裕度和增益

裕度。

如果开环传递函数为

Ｗ（ｓ）＝ｋＴ（ｓＩ－Ａ）－１ｂ
记在复平面上的奈魁斯特曲线为

γ∶Ｗ（ωｊ）＝ｋＴ（ωｊＩ－Ａ）－１ｂ
假设Ｗ（ｓ）在虚轴上没有极点，奈魁斯特判据为：如果ω从－∞变化到＋∞时，开环频率响应
的奈魁斯特图逆时针绕（－１，０）点的圈数等于开环传递函数在右半开平面上极点的个数，则闭
环系统是渐近稳定的。

为了应用奈魁斯特判据分析最优控制系统的相位裕度和增益裕度，还需说明最优性的频

率条件的几何意义。最优性的频率条件 １＋ｋＴ（ωｊＩ－Ａ）－１ｂ ≥１表明奈魁斯特曲线γ位于
以（－１，０）为中心的单位圆外，见图７４。

图７４ 最优性的频率条件图释

下面应用这一结论和奈魁斯特判据分析相位裕度和增益裕度。

２增益裕度
最优控制系统的增益裕度需分析开环传递函数为

Ｗβ
（ｓ）＝βｋ

Ｔ（ｓＩ－Ａ）－１ｂ
的闭环系统Ｓβ，当β在什么范围内变化时仍是渐近稳定的。如果β增大到某个β闭环系统变
为不稳定的，而β＜β时系统还是稳定的，则称β为它的增益裕度。
画出开环传递函数Ｗβ

（ｓ）的奈魁斯特曲线
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γβ∶Ｗβ
（ωｊ）＝βｋ

Ｔ（ωｊＩ－Ａ）－１ｂ
由于γβ与γ仅差一个因子β，因此γβ绕（－１，０）的圈数等于γ绕（－１?β，０）的圈数，又因为当

β＞１?２时，（－１?β，０）在以（－１，０）为中心的单位圆内，而γ在这一单位圆外，因此γ绕（－１?
β，０）的圈数等于γ绕（－１，０）的圈数。由于原闭环系统渐近稳定，γ绕（－１，０）的圈数又等于

Ｗ（ｓ）在右半开平面上极点的个数。由于βｋ
Ｔ（ｓＩ－Ａ）－１ｂ与ｋＴ（ｓＩ－Ａ）－１ｂ有相同的极点，

Ｗ（ｓ）在右半开平面上极点的个数又等于 Ｗβ
（ｓ）在右半开平面上极点的个数，这样就证明了

图７５ 最优反馈系统
的相位裕

只要β＞１?２，γβ绕（－１，０）的圈数就等于 Ｗβ
（ｓ）在右半开平面上极

点的个数，由奈魁斯特判据，只要β＞１?２，系统Ｓβ就是渐近稳定的，
这表明以上设计的最优状态调节器有无穷大的增益裕度。

３相位裕度
相位裕度是使系统达到不稳定的边缘所需要的额外的相位滞

后量。在这里它是使奈魁斯特曲线的ω≥０部分恰好通过（－１，０）
点而必须引进的负相角，因为这时开环频率响应的奈魁斯特图逆时

针绕（－１，０）点的圈数将不再等于开环传递函数在右半开平面上极
点的个数。为分析相位裕度，先在复平面上画以原点为中心的单位

圆Ｌ０和以（－１，０）为中心的单位圆，设γ与Ｌ０相交于Ｎ 点。由于闭环系统渐近稳定，由图

７５，显然≥π?３，因此相位裕度至少为π?３。

７４ 具有指定稳定度的最优调节器

在７３中，已经证明了闭环系统·ｘ＝（Ａ－ＢＲ－１ＢＴＰ^）ｘ渐近稳定，因此，当ｔ→∞时ｘ→
０。如果ｘ至少已以ｅ－αｔ的速度趋向于０，这时称闭环系统具有稳定度α。这相当于要求闭环
系统的特征值的实部小于－α或

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｅαｔｘ＝０

因此，为设计具有稳定度α的最优调节器，考虑如下线性二次型问题
·ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ

Ｊ（ｕ）＝１２∫
∞

ｔ０
ｅ２αｔ［ｘＴ（ｔ）Ｑ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ｕＴ（ｔ）Ｒ（ｔ）ｕ（ｔ）］ｄｔ

在目标函数中增加因子ｅ２αｔ的目的是显而易见的，令珘ｘ＝ｅαｔｘ，珘ｕ＝ｅαｔｕ，则线性二次型问题化为

珘ｘ
·
＝（Ａ＋αＩ）珘ｘ＋Ｂ珘ｕ

Ｊ（珘ｕ）＝１２∫
∞

ｔ０

［珘ｘＴ（ｔ）Ｑ（ｔ）珘ｘ（ｔ）＋珘ｕＴ（ｔ）Ｒ（ｔ）珘ｕ（ｔ）］ｄｔ

这是一个一般的调节器问题。如果能证明（Ａ，Ｂ）能控等价于（Ａ＋αＩ，Ｂ）能控，则可以在（Ａ，

Ｂ）能控Ｑ＞０，Ｒ＞０的假设下解这个线性二次型问题。
定理７５ （Ａ，Ｂ）能控等价于（Ａ＋αＩ，Ｂ）能控。
证 关于Ａ＋αＩ显然成立
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（Ａ＋αＩ）ｉ＝Ａｉ＋ｆｉ（Ａ） ｆｉ（Ａ）是Ａ的次数低于ｉ的多项式
于是ｒａｎｋ［Ｂ（Ａ＋αＩ）Ｂ⋯（Ａ＋αΙ）ｎ－１Ｂ］＝ｒａｎｋ［ＢＡＢ＋αＢ⋯Ａｎ－１Ｂ＋ｆｎ－１（Ａ）Ｂ］

＝ｒａｎｋ［ＢＡＢ⋯Ａｎ－１Ｂ］
定理证完。

有了这个定理就可以应用线性二次型问题的已有结果，得到

珘ｕ（ｔ）＝－Ｒ－１ＢＴＰ^α珘ｘ（ｔ）

Ｐ^α是代数里卡蒂方程

－Ｐ^（Ａ＋αＩ）－（Ａ＋αＩ）ＴＰ^＋Ｐ^ＢＲ－１ＢＴＰ^－Ｑ＝０ （７２０）
的解，于是原问题的解为

ｕ（ｔ）＝ｅ－αｔ珘ｕ（ｔ）＝－Ｒ－１ＢＴＰ^αｅ－αｔ珘ｘ（ｔ）＝－Ｒ－１ＢＴＰ^αｘ（ｔ） （７２１）

由于 珘ｘ
·

＝［（Ａ＋αＩ）－ＢＲ－１ＢＴＰ^α］珘ｘ
渐近稳定，因而

ｌｉｍ
ｔ→∞
珘ｘ（ｔ）＝ｌｉｍ

ｔ→∞
ｅαｔｘ（ｔ）＝０

即闭环系统有要求的稳定度。

总结上面的讨论得到如下定理：

定理７６ 当（Ａ，Ｂ）能控，Ｑ，Ｒ正定时调节器问题
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ

Ｊ（ｕ）＝１２∫
∞

ｔ０
ｅ２αｔ［ｘＴ（ｔ）Ｑ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ｕＴ（ｔ）Ｒ（ｔ）ｕ（ｔ）］ｄｔ

有最优解 ｕ（ｔ）＝－Ｒ－１ＢＴＰ^αｘ（ｔ）

式中 Ｐ^α是代数里卡蒂方程（７２０）的正定解，在ｕ（ｔ）作用下闭环系统具有稳定度α。
注：在定理７６中关于Ｑ 正定的条件可以降低到Ｑ 半正定，Ｑ＝ＣＴＣ，（Ｃ，Ａ）能观测。

这时可以类似地证明：（Ｃ，Ａ）能观测等价于（Ｃ，Ａ＋αＩ）能观测。
【例７５】 已给系统的状态方程和目标函数为

ｘ＝
０ １［ ］
０ ０

ｘ＋
０［ ］
ａ
ｕ

Ｊ（ｕ）＝１２∫
∞

０
（ｘ２１＋ｕ２）ｄｔ

设计稳定度α＝１的状态调节器。简记

Ｐ^α＝
ｐ１１ ｐ１２
ｐ１２ ｐ
［ ］

２２

由式（７２１）该问题的解为

ｕ（ｔ）＝－Ｒ－１ＢＴＰ^αｘ（ｔ）＝－［０ ａ］
ｐ１１ ｐ１２
ｐ１２ ｐ
［ ］

２２
ｘ＝－ａ（ｐ１２ｘ１＋ｐ２２ｘ２）

式中 ｐ１２和ｐ２２是代数里卡蒂方程
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ｐ１１ ｐ１２
ｐ１２ ｐ
［ ］

２２

１ １［ ］
０ １

＋
１ ０［ ］
１ １

ｐ１１ ｐ１２
ｐ１２ ｐ
［ ］

２２
－
ｐ１１ ｐ１２
ｐ１２ ｐ
［ ］

２２

０［ ］
ａ
［０ ａ］

ｐ１１ ｐ１２
ｐ１２ ｐ
［ ］

２２

＋
１ ０［ ］
０ ０

＝０

它等价于非线性方程组

２ｐ１１－ａ２ｐ２１２＋１＝０

ｐ１１＋２ｐ１２－ａ２ｐ１２ｐ２２＝０

２ｐ１２＋２ｐ２２－ａ２ｐ２２２＝

烅
烄

烆 ０
该方程组的解为

ｐ１１＝ １ａ２ ２＋２ １＋ａ槡 ２＋１２
（２＋２ １＋ａ槡 ２）［ ］

３
２

ｐ１２＝ １ａ２ １＋ １＋ａ槡 ２＋ ２＋２ １＋ａ槡槡［ ］２

ｐ２２＝ １ａ２ ２＋ ２＋２ １＋ａ槡槡［ ］２
于是最优控制为

ｕ（ｔ）＝－１ａ （１＋ １＋ａ槡 ２＋ ２＋２ １＋ａ槡槡［ ］２ ｘ１＋（２＋ ２＋２ １＋ａ槡槡 ２）ｘ２

在它的作用下得到闭环系统

ｘ＝
０ １

－ａ２ｐ１２ －ａ２ｐ
［ ］

２２
ｘ

它的特征方程为

ｓ２＋（２＋ ２＋２ １＋ａ槡槡 ２）ｓ＋（１＋ １＋ａ槡 ２＋ ２＋２ １＋ａ槡槡 ２）＝０
特征值的实部

Ｒｅｓ＝－ １＋１２ ２＋２ １＋ａ槡槡（ ）２ ＜－１

７５ 跟踪问题

设具有外输入ｗ（ｔ）的系统的状态方程为
ｘ＝Ａ（ｔ）ｘ＋Ｂ（ｔ）ｕ＋ｗ（ｔ）

输出方程为

ｙ＝Ｃ（ｔ）ｘ
跟踪问题是求控制矢量ｕ（ｔ）使系统的输出跟踪要求的输出ｙｄ（ｔ）。这个问题可以归为线性
二次型问题：求ｕ（ｔ）使

Ｊ（ｕ）＝１２
［ｙ（ｔｆ）－ｙｄ（ｔｆ）］ＴＦ［ｙ（ｔ）－ｙｄ（ｔ）］

＋１２∫
ｔｆ

ｔ０

｛［ｙ（ｔ）－ｙｄ（ｔ）］ＴＱ（ｔ）［ｙ（ｔ）－ｙｄ（ｔ）］＋ｕＴＲｕ｝ｄｔ
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最小。

解 先写出哈密顿函数

Ｈ＝１２
｛［ｙ（ｔ）－ｙｄ（ｔ）］ＴＱ（ｔ）［ｙ（ｔ）－ｙｄ（ｔ）］＋ｕＴＲｕ｝＋λＴ［Ａ（ｔ）ｘ＋Ｂ（ｔ）ｕ＋ｗ］

由必要条件Ｈ
ｕ＝０
得到

ｕ ＝－Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）λ（ｔ）
写出协状态方程和和协状态的边界条件

·
λ＝－Ｈｘ ＝－Ｃ

Ｔ（ｔ）Ｑ（ｔ）［Ｃ（ｔ）ｘ－ｙｄ（ｔ）］－ＡＴ（ｔ）λ

λ（ｔｆ）＝ＣＴ（ｔｆ）Ｆ［ＣＴ（ｔｆ）ｘ（ｔｆ）－ｙｄ（ｔｆ）］＝ＣＴ（ｔｆ）ＦＣ（ｔｆ）ｘ（ｔｆ）－ＣＴ（ｔｆ）Ｆｙｄ（ｔｆ）
考虑到构成λ（ｔｆ）的两项，令

λ（ｔ）＝Ｐ（ｔ）ｘ（ｔ）－ξ（ｔ）
与解线性二次型问题的步骤类似，该式对ｔ求导数再与协状态方程比较得到
［·Ｐ（ｔ）＋Ｐ（ｔ）Ａ（ｔ）＋ＡＴ（ｔ）Ｐ（ｔ）－Ｐ（ｔ）Ｂ（ｔ）Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔ）＋ＣＴ（ｔ）Ｑ（ｔ）Ｃ（ｔ）］ｘ（ｔ）

＋［－
·
ξ＋Ｐ（ｔ）Ｂ（ｔ）Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）ξ（ｔ）－ＡＴ（ｔ）ξ（ｔ）＋Ｐ（ｔ）ｗ（ｔ）－ＣＴ（ｔ）Ｑ（ｔ）ｙｄ（ｔ）］＝０

这一等式对状态空间的任意ｘ成立，于是得到：

Ｐ（ｔ）是如下的微分方程的终值问题的解
·
Ｐ（ｔ）＋Ｐ（ｔ）Ａ（ｔ）＋ＡＴ（ｔ）Ｐ（ｔ）－Ｐ（ｔ）Ｂ（ｔ）Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔ）＋ＣＴ（ｔ）Ｑ（ｔ）Ｃ（ｔ）＝０

Ｐ（ｔｆ）＝ＣＴ（ｔｆ）ＦＣ（ｔｆ）

ξ（ｔ）是如下的微分方程的终值问题的解
·
ξ＝－［Ａ（ｔ）－Ｂ（ｔ）Ｒ－

１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔ）］Ｔξ（ｔ）＋Ｐ（ｔ）ｗ（ｔ）－Ｃ
Ｔ（ｔ）Ｑ（ｔ）ｙｄ（ｔ）

ξ（ｔｆ）＝Ｃ
Ｔ（ｔｆ）Ｆｙｄ（ｔｆ）

于是解化为

ｕ ＝－Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔ）ｘ＋Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）ξ
最优解由两项构成，第一项是调节器部分，它是状态的反馈与要求的输入和干扰无关；第二项

是开环补偿部分，它依赖于要求的输入和外部干扰。

对跟踪问题，当Ａ、Ｂ、Ｑ、Ｒ均为常数矩阵，ｔｆ＝∞时，矩阵Ｐ也是相应的微分方程的稳态
解，这里不再详细讨论。

７６ 带有观测器的最优调节器

对线性调节器问题，状态方程为

ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ
目标函数为

Ｊ（ｕ）＝１２∫
∞

０
（ｘＴＱｘ＋ｕＴＲｕ）ｄｔ

最优控制

ｕ＝－Ｋｘ Ｋ＝Ｒ－１ＢＴＰ
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是状态的反馈，式中Ｐ为里卡蒂方程的对称正定解。当不是所有状态变量都能用作反馈时，
可设计观测器，估计系统的状态。设系统的输出方程为

ｙ＝Ｃｘ
那么观测器为：

ｚ＝（Ａ＋ＧＣ）ｚ＋Ｂｕ－Ｇｙ
当系统有外输入ｖ时，考虑由反馈ｕ＝－Ｋｘ＋ｖ得到的闭环系统

ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ
ｙ＝Ｃｘ
ｚ＝（Ａ＋ＧＣ）ｚ＋Ｂｕ－Ｇｙ
ｕ＝－Ｋｚ＋

烅

烄

烆 ｖ
应用与定理３１４同样的方法，可以证明带有观测器的最优调节器的极点是原调节器的闭

环极点和观测器的极点。

还可以证明，带有观测器的最优调节器的传递函数阵与不带有观测器的最优调节器的传

递函数阵相同，现证明如下。

闭环系统的增广的状态方程与式（３３３）相同，为
ｘ
［ ］ｚ ＝

Ａ ＢＫ
－ＧＣ Ａ＋ＧＣ－
［ ］

ＢＫ
ｘ［ ］
ｚ
＋［ ］Ｂ
Ｂ
ｖ

ｙ＝［Ｃ ０］
ｘ［ ］

烅

烄

烆 ｚ
经变换

ｘ［ ］
ｚ
＝
Ｉｎ ０
Ｉｎ －Ｉ
［ ］

ｎ

ｘ′
ｚ
［ ］
′

系统矩阵、输入矩阵和输出矩阵化为：

Ａ＝
Ｉｎ ０
Ｉｎ －Ｉ
［ ］

ｎ

－１ Ａ ＢＫ
－ＧＣ Ａ＋ＧＣ－
［ ］

ＢＫ
Ｉｎ ０
Ｉｎ －Ｉ
［ ］

ｎ
＝
Ａ＋ＢＫ －ＢＫ
０ Ａ＋

［ ］
ＧＣ

Ｂ＝
Ｉｎ ０
Ｉｎ －Ｉ
［ ］

ｎ

－１

［ ］Ｂ
Ｂ
＝
Ｂ［ ］
０

Ｃ＝［Ｃ ０］
Ｉｎ ０
Ｉｎ －Ｉ
［ ］

ｎ
＝［Ｃ ０］

由此得到带有观测器的最优调节器的极点集为（Ａ＋ＢＫ）的集点集与（Ａ＋ＧＣ）的集点集
的并集。

下面看传递函数阵

Ｇ（ｓ）＝Ｃ（ｓＩ－Ａ）－１Ｂ＝［Ｃ ０］
ｓＩ－（Ａ－ＢＫ） －ＢＫ

０ ｓＩ－（Ａ＋ＧＣ
［ ］）

－１ Ｂ［ ］
０

＝Ｃ（ｓＩ－（Ａ－ＢＫ））－１Ｂ
即带观测器的最优调节器与原最优调节器有相同的传递函数阵。综合以上讨论得到如下

结论：

１）带有观测器的最优调节器的极点集合由调节器的极点与观测器的极点构成。

２）带有观测器的最优调节器与不带观测器的最优调节器有相同的传递函数阵，对研究输
入输出关系来讲两者是相同的。
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７７ 习题

１已给状态方程
ｘ＝－ｘ＋ｕ

和目标函数

Ｊ（ｕ）＝１２∫
１

０
（３ｘ２＋ｕ２）ｄｔ

求ｕ使Ｊ（ｕ）最小。（提示：解里卡蒂微分方程时令Ｐ（ｔ）＝－
·
Ｗ（ｔ）?Ｗ（ｔ））。

２已给状态方程
ｘ＝－２ｘ＋ｕ

和目标函数

Ｊ（ｕ）＝１２∫
∞

ｔ０

（ｘ２＋ｕ２）ｄｔ

求ｕ使Ｊ（ｕ）最小。
３已给

ｘ１＝－ｘ１＋ｕ
ｘ２＝ｘ
烅
烄

烆 １

Ｊ（ｕ）＝１２∫
∞

０
（ｘ２２＋０１ｕ２）ｄｔ

求ｕ使Ｊ（ｕ）最小。
４已给

ｘ＝ｕ ｘ（ｔ０）＝ｘ０

Ｊ（ｕ）＝∫
ｔｆ

０
（ｘ２＋ｕ２）ｄｔ

ｔｆ给定，求ｕ使Ｊ（ｕ）最小，并求相应的最优轨线ｘ（ｔ）。

５已给
ｘ１＝ｘ２
ｘ２＝
烅
烄

烆 ｕ

Ｊ（ｕ）＝１２∫
∞

０
（ｘ２１＋ｍｘ２２＋ｎｕ２）ｄｔ ｍ ≥０ ｎ＞０

（１）求ｕ使Ｊ（ｕ）最小，
（２）求最优闭环极点，
（３）求ｍ，ｎ使闭环极点为（－２，－２），

（４）当ｍ＝０时，求ｎ使闭环极点为槡２（－１±ｉ）。
６已给

ｘ＝
０ １
－α０ －α
［ ］

１
ｘ＋［ ］０

１
ｕ ｘ（０）＝ｘ０

Ｊ（ｕ）＝１２∫
∞

０
［ｘＴＱｘ＋ｒｕ２］ｄｔ
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Ｑ＝
ｑ１ ０
０ ｑ
［ ］

２
ｑ１≥０ ｑ２≥０ ｑ１＋ｑ２≠０ ｒ＞０

（１）求ｕ使Ｊ（ｕ）最小，
（２）求最优闭环极点，
（３）当α０＝－１，α１＝０，ｑ１＝０，ｑ２＝１时，求出最优控制和相应的闭环系统的极点。当ｒ＝

００３，ｒ＝００５，ｒ＝０１，ｒ＝０５，ｒ＝∞时，求出闭环系统的极点，并据此画出闭环系统的极点
随ｒ变化的图形。

７试导出线性二次型问题
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ ｘ（ｔ０）＝ｘ０

Ｊ（ｕ）＝１２ｘ
Ｔ（ｔｆ）Ｆｘ（ｔｆ）＋１２∫

ｔｆ

ｔ０

［ｘＴ（ｔ）Ｑ（ｔ）ｘ（ｔ）＋２ｘＴ（ｔ）Ｓ（ｔ）ｕ（ｔ）＋ｕＴ（ｔ）Ｒ（ｔ）ｕ（ｔ）］ｄｔ

的最优控制，并求出相应的目标函数的最小值。
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第８章 离散时间系统的最优控制

在实际中很多动态系统是离散时间系统，解离散时间最优控制问题可以应用离散的变分

法和最大值原理，也可以应用动态规划。本章讲解离散的变分法和最大值原理。

离散时间最优控制问题的状态方程是一个一阶差分方程组，其一般形式为

ｘ（ｋ＋１）＝ｆ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ） ｘ（ｋ０）＝ｘ０
离散时间最优控制问题是：求最优控制序列ｕ（ｋ０），ｕ（ｋ０＋１），⋯，ｕ（ｋｆ－１）使目标函数

Ｊ（ｕ）＝θ（ｘ（ｋｆ），ｋｆ）＋∑
ｋｆ－１

ｋ＝ｋ０

Ｌ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ）

最小或最大。

８１ 解离散时间无约束最优控制问题的变分法

８１１ 最简单的离散型变分问题
已给泛函

Ｊ（ｘ）＝∑
ｋｆ－１

ｋ＝ｋ０
ｆｋ＝∑

ｋｆ－１

ｋ＝ｋ０
ｆ（ｘ（ｋ），ｘ（ｋ＋１），ｋ） （８１）

和边界条件

ｘ（ｋ０）＝ｘ０ ｘ（ｋｆ）＝ｘｆ
最简单的变分问题是：求一个序列ｘ（ｋ），使ｘ（ｋ０）＝ｘ０，ｘ（ｋｆ）＝ｘｆ并使Ｊ（ｘ）达到极大或极
小值。

假设ｆ（ｘ（ｋ），ｘ（ｋ＋１），ｋ）关于它的所有变量连续可微，ｘ（ｋ）是所求序列，下面将导出

ｘ（ｋ）满足的必要条件。
在式（８１）中，用ｘ（ｋ）＋εδｘ（ｋ）代替ｘ（ｋ）得到

Ｊ（ｘ＋εδｘ）＝∑
ｋｆ－１

ｋ＝ｋ０
ｆ（ｘ（ｋ）＋εδｘ（ｋ），ｘ（ｋ＋１）＋εδｘ（ｋ＋１），ｋ） （８２）

将Ｊ（ｘ＋εδｘ）看作ε的函数，因为ｘ（ｋ）使Ｊ（ｘ）达到极大或极小值，所以Ｊ（ｘ＋εδｘ）在ε＝０
达到极大或极小值，于是

ｄＪ（ｘ＋εδｘ）
ｄε ε＝０

＝０

将上式具体化，得到

∑
ｋｆ－１

ｋ＝ｋ０

ｆ
ｘ（ｋ）
·δｘ（ｋ）＋ ｆ

ｘ（ｋ＋１）
·δｘ（ｋ＋１［ ］）＝０ （８３）

在式（８３）左边第二项中令ｋ＝ｍ－１，得到
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∑
ｋｆ－１

ｋ＝ｋ０

ｆ
ｘ（ｋ＋１）

·δｘ（ｋ＋１）＝ ∑
ｋｆ

ｍ＝ｋ０＋１

ｆ（ｘ（ｍ－１），ｘ（ｍ），ｍ－１）
ｘ（ｍ） δｘ（ｍ）

＝∑
ｋｆ－１

ｍ＝ｋ０

ｆ（ｘ（ｍ－１），ｘ（ｍ），ｍ－１）
ｘ（ｍ） δｘ（ｍ）＋ ｆ（ｘ（ｍ－１），ｘ（ｍ），ｍ－１）

ｘ（ｍ） δｘ（ｍ［ ］）
ｋｆ

ｋ０

式中 ［·］ｋｆｋ０
表示方括号中的函数在ｋｆ的值与在ｋ０的值的差，在上式中仍用ｋ代替ｍ 作自变

量，得到

∑
ｋｆ－１

ｋ＝ｋ０

ｆ
ｘ（ｋ＋１）δｘ

（ｋ＋１）＝∑
ｋｆ－１

ｋ＝ｋ０

ｆ（ｘ（ｋ－１），ｘ（ｋ），ｋ－１）
ｘ（ｋ） δｘ（ｋ）＋

ｆ（ｘ（ｋ－１），ｘ（ｋ），ｋ－１）
ｘ（ｋ［ ］）

ｋｆ

ｋ０

代入式（８３）得到

∑
ｋｆ－１

ｋ＝ｋ０

ｆ（ｘ（ｋ），ｘ（ｋ＋１），ｋ）
ｘ（ｋ） ＋ｆ

（ｘ（ｋ－１），ｘ（ｋ），ｋ－１）
ｘ（ｋ［ ］） δｘ（ｋ）

＋ ｆ（ｘ（ｋ－１），ｘ（ｋ），ｋ－１）
ｘ（ｋ） δｘ（ｋ［ ］）

ｋｆ

ｋ０
＝０ （８４）

由于边界条件ｘ（ｋ０）＝ｘ０，ｘ（ｋｆ）＝ｘｆ是给定的，那么δｘ（ｋ０）＝０，δｘ（ｋｆ）＝０于是式（８４）化
为

∑
ｋｆ－１

ｋ＝ｋ０

ｆ（ｘ（ｋ），ｘ（ｋ＋１），ｋ）
ｘ（ｋ） ＋ｆ

（ｘ（ｋ－１），ｘ（ｋ），ｋ－１）
ｘ（ｋ［ ］） δｘ（ｋ）＝０

由推导过程可知，上式对任意δｘ（ｋ０＋１），δｘ（ｋ０＋２），⋯，δｘ（ｋｆ－１）都成立，从而得到

ｆ（ｘ（ｋ），ｘ（ｋ＋１），ｋ）
ｘ（ｋ） ＋ｆ

（ｘ（ｋ－１），ｘ（ｋ），ｋ－１）
ｘ（ｋ） ＝０ ｋ＝ｋ０＋１，ｋ０＋２，⋯，ｋｆ－１

（８５）
式（８５）称为离散的欧拉方程。
若ｘ（ｋ）是上述最简单变分问题的解，则ｘ（ｋ）满足的必要条件是：

ｆ（ｘ（ｋ），ｘ（ｋ＋１），ｋ）
ｘ（ｋ） ＋ｆ

（ｘ（ｋ－１），ｘ（ｋ），ｋ－１）
ｘ（ｋ） ＝０ （ｋ＝ｋ０＋１，⋯，ｋｆ－１）

ｘ（ｋ０）＝ｘ０ ｘ（ｋｆ）＝ｘ
烅
烄

烆 ｆ

（８６）

８１２ 自由端点问题
如果在上面讨论的变分问题中，ｋｆ给定，但ｘ（ｋｆ）是自由的，我们称这一变分问题是自由

端点问题。

当一个自由端点问题的解已经求出时，它的端点的值就确定了，所以它也应该是一个确定

的两端固定问题的解，因此欧拉方程应仍然满足。不难看出，此时式（８４）化为

ｆ（ｘ（ｋ－１），ｘ（ｋ），ｋ－１）
ｘ（ｋ） δｘ（ｋ［ ］）

ｋ＝ｋｆ
＝０

由于ｘ（ｋｆ）是自由的，所以δｘ（ｋ）是任意的，于是由上式得到
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ｆ（ｘ（ｋ－１），ｘ（ｋ），ｋ－１）
ｘ（ｋ） ｋ＝ｋｆ

＝０

那么自由端点问题的必要条件是

ｆ（ｘ（ｋ），ｘ（ｋ＋１），ｋ）
ｘ（ｋ） ＋ｆ

（ｘ（ｋ－１），ｘ（ｋ），ｋ－１）
ｘ（ｋ） ＝０ ｋ＝ｋ０＋１，ｋ０＋２，⋯，ｋｆ－１

ｘ（ｋ０）＝ｘ０
ｆ（ｘ（ｋ－１），ｘ（ｋ），ｋ－１）

ｘ（ｋ） ｋ＝ｋｆ

烅

烄

烆
＝０

（８７）
８１３ 推广到一般形式的变分问题
在控制问题中需要考虑如下形式的更一般的泛函极值问题，即对泛函

Ｊ（ｘ）＝θ（ｘ（ｋｆ），ｋｆ）＋∑
ｋｆ－１

ｋ＝ｋ０
ｆ（ｘ（ｋ），ｘ（ｋ＋１），ｋ） （８８）

求ｘ（ｋ），使Ｊ（ｘ）取极大值（或极小值）。该问题中，ｘ（ｋ０）＝ｘ０和ｋｆ是给定的，ｘ（ｋｆ）是自由
的，θ（ｘ（ｋｆ），ｋｆ）是它的所有变量的连续可微函数。
设ｘ（ｋ）是这一变分问题的解，以ｘ（ｋ）＋εδｘ（ｋ）代入式（８８）得到

Ｊ（ｘ＋εδｘ）＝θ（ｘ（ｋｆ）＋εδｘ（ｋｆ），ｋｆ）＋∑
ｋｆ－１

ｋ＝ｋ０
ｆ（ｘ（ｋ）＋εδｘ（ｋ），ｘ（ｋ＋１）＋εδｘ（ｋ＋１），ｋ）

Ｊ（ｘ＋εδｘ）应在ε＝０达到极大（或极小）值。于是有

θ（ｘ（ｋｆ），ｋｆ）
ｘ（ｋｆ） δｘ（ｋｆ）＋∑

ｋｆ－１

ｋ＝ｋ０

ｆ（ｘ（ｋ），ｘ（ｋ＋１），ｋ）
ｘ（ｋ） δｘ（ｋ［ ）

＋ｆ
（ｘ（ｋ），ｘ（ｋ＋１），ｋ）
ｘ（ｋ＋１） δｘ（ｋ＋１ ］）＝０

对上式左边最后一项作类似于在式（８３）左边第二项中的变量代换，得到

θ（ｘ（ｋｆ），ｋｆ）
ｘ（ｋｆ） δｘ（ｋｆ）＋∑

ｋｆ－１

ｋ＝ｋ０

ｆ（ｘ（ｋ），ｘ（ｋ＋１），ｋ）
ｘ（ｋ） ＋ｆ

（ｘ（ｋ－１），ｘ（ｋ），ｋ－１）
ｘ（ｋ［ ］） δｘ（ｋ）

＋ ｆ（ｘ（ｋ－１），ｘ（ｋ），ｋ－１）
ｘ（ｋ） δｘ（ｋ［ ）］ｋｆｋ０＝０

同样可论述，一旦ｘ（ｋ）已求出，那么它必须仍是一个最简单的变分的极值问题的解，因
为这时ｘ（ｋｆ）也固定了，θ项是一个固定的数，也可不考虑。因而欧拉方程仍应满足，于是导
出ｘ（ｋ）应满足的必要条件是：

ｆ（ｘ（ｋ），ｘ（ｋ＋１），ｋ）
ｘ（ｋ） ＋ｆ

（ｘ（ｋ－１），ｘ（ｋ），ｋ－１）
ｘ（ｋ） ＝０ ｋ＝ｋ０＋１，⋯，ｋｆ－１

ｘ（ｋ０）＝ｘ０
ｆ（ｘ（ｋ－１），ｘ（ｋ），ｋ－１）

ｘ（ｋ） ｋ＝ｋｆ
＝－
θ（ｘ（ｋｆ），ｋｆ）
ｘ（ｋｆ

烅

烄

烆 ）

（８９）

如果令θ（ｘ（ｋｆ），ｋｆ）＝ｆ（ｘ（ｋｆ），ｘ（ｋｆ＋１），ｋｆ），将目标泛函改写为

Ｊ（ｘ）＝∑
ｋｆ

ｋ＝ｋ０
ｆ（ｘ（ｋ），ｘ（ｋ＋１），ｋ）
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则必要条件（８９）也可以直接由式（８７）得到。

８１４ 推广到多变量问题
前面导出的所有结果都可以容易地推广到多变量的情况。设ｘ（ｋ）是ｎ维列矢量，考虑泛

函

Ｊ（ｘ）＝∑
ｋｆ－１

ｋ＝ｋ０
ｆ（ｘ（ｋ），ｘ（ｋ＋１），ｋ） （８１０）

和边界条件

ｘ（ｋ０）＝ｘ０ ｘ（ｋｆ）＝ｘｆ
若ｘ（ｋ）满足上述边界条件，并使Ｊ（ｘ）达极大（或极小）值，那么

Ｊ（ｘ１＋ε１δｘ１，⋯，ｘｎ＋εｎδｘｎ）＝∑
ｋｆ－１

ｋ＝ｋ０
ｆ（ｘ１（ｋ）＋ε１δｘ１（ｋ），⋯，ｘｎ（ｋ）＋εｎδｘｎ（ｋ）

ｘ１（ｋ＋１）＋ε１δｘ１（ｋ＋１），⋯，ｘｎ＋εｎδｘｎ（ｋ＋１），ｋ）
看作ε１，⋯，εｎ的函数，应在ε１＝０，⋯，εｎ＝０达到极大（或极小）值，其中ｘｉ（ｋ）是ｘ（ｋ）的第ｉ
个分量。根据多元函数极值的必要条件得到

Ｊ
 ε＝０

＝

Ｊ
ε１
…

Ｊ
ε

熿

燀

燄

燅ｎ ε＝０

＝０ ＝［ε１，⋯，εｎ］Ｔ

由此可导出与式（８６）类似的必要条件

ｆ（ｘ（ｋ），ｘ（ｋ＋１），ｋ）
ｘ（ｋ） ＋ｆ

（ｘ（ｋ－１），ｘ（ｋ），ｋ－１）
ｘ（ｋ） ＝０ ｋ＝ｋ０＋１，⋯，ｋｆ－１

ｘ（ｋ０）＝ｘ０ ｘ（ｋｆ）＝ｘ
烅
烄

烆 ｆ

（８１１）

式（８１１）中应用了梯度矢量

ｆ
ｘ（ｋ）＝

ｆ
ｘ１（ｋ）
，⋯， ｆ
ｘｎ（ｋ［ ］）

Ｔ

经过类似地说明，对于多变量的情况，自由端点问题的必要条件（８７）相应地化为

ｆ（ｘ（ｋ），ｘ（ｋ＋１），ｋ）
ｘ（ｋ） ＋ｆ

（ｘ（ｋ－１），ｘ（ｋ），ｋ－１）
ｘ（ｋ） ＝０ ｋ＝ｋ０＋１，⋯，ｋｆ－１

ｘ（ｋ０）＝ｘ０ ｆ
（ｘ（ｋ－１），ｘ（ｋ），ｋ－１）

ｘ（ｋ） ｋ＝ｋｆ

烅

烄

烆 ＝０
（８１２）

一般形式的变分问题的必要条件（８９）化为

ｆ（ｘ（ｋ），ｘ（ｋ＋１），ｋ）
ｘ（ｋ） ＋ｆ

（ｘ（ｋ－１），ｘ（ｋ），ｋ－１）
ｘ（ｋ） ＝０ ｋ＝ｋ０＋１，⋯，ｋｆ－１

ｘ（ｋ０）＝ｘ０ ｆ
（ｘ（ｋ－１），ｘ（ｋ），ｋ－１）

ｘ（ｋ） ｋ＝ｋｆ
＝－
θ（ｘ（ｋｆ），ｋｆ）
ｘ（ｋｆ

烅

烄

烆 ）

（８１３）

８１５ 解离散无约束最优控制问题的变分法
设离散控制系统的状态方程为

ｘ（ｋ＋１）＝ｆ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ） ｘ（ｋ０）＝ｘ０
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ｋ＝ｋ０，ｋ０＋１，⋯，ｋｆ－１，
初始状态为

ｘ（ｋ０）＝ｘ０
目标函数为

Ｊ（ｕ）＝θ（ｘ（ｋｆ），ｋｆ）＋∑
ｋｆ－１

ｋ＝ｋ０

Ｌ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ）

式中 ｆ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ），Ｌ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ），θ（ｘ（ｋｆ），ｋｆ）都是其所有变量的连续可微函数。

无约束最优控制问题是：求最优控制序列ｕ（ｋ０），ｕ（ｋ０＋１），⋯，ｕ（ｋｆ－１），使Ｊ（ｕ）达到极大
（或极小）值。这里ｘ（ｋ），ｕ（ｋ）分别是ｎ维状态矢量和ｍ维控制矢量。
引进拉格朗日乘子，考虑泛函

Ｊ（ｕ）＝θ（ｘ（ｋｆ），ｋｆ）＋∑
ｋｆ－１

ｋ＝ｋ０

［Ｌ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ）

＋λＴ（ｋ＋１）（ｆ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ）－ｘ（ｋ＋１））］
式中 λ（ｋ）是ｎ维矢量。令

Ｈｋ＝Ｌ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ）＋λＴ（ｋ＋１）［ｆ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ）－ｘ（ｋ＋１）］
利用式（８１３）的结果，不难得到，这一最优控制问题的解满足的必要条件为

Ｈｋ
ｘ（ｋ）＋

Ｈｋ－１
ｘ（ｋ）＝０

Ｈｋ
λ（ｋ）＋

Ｈｋ－１
λ（ｋ）＝０

Ｈｋ
ｕ（ｋ）＋

Ｈｋ－１
ｕ（ｋ）＝０

ｘ（ｋ０）＝ｘ０
Ｈｋ－１
ｘ（ｋ）ｋ＝ｋｆ

＝－
θ（ｘ（ｋｆ），ｋｆ）
ｘ（ｋｆ

烅

烄

烆 ）

或者

ｘ（ｋ＋１）＝ｆ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ）

λ（ｋ）＝ Ｈｋｘ（ｋ）

Ｈｋ
ｕ（ｋ）＝０ ｋ＝ｋ０＋１，⋯，ｋｆ－１

ｘ（Ｋ０）＝ｘ０ λ（ｋｆ）＝
θ（ｘ（ｋｆ），ｋｆ）
ｘ（ｋｆ

烅

烄

烆 ）

（８１４）

令

Ｈｋ＝Ｈ（ｘ（ｋ），λ（ｋ＋１），ｕ（ｋ），ｋ）＝Ｌ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ）＋λＴ（ｋ＋１）ｆ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ）
（８１５）

上面的必要条件又可以改写为

ｘ（ｋ＋１）＝ｆ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ）

λ（ｋ）＝Ｈ
（ｘ（ｋ），λ（ｋ＋１），ｕ（ｋ），ｋ）

ｘ（ｋ
烅
烄

烆 ）

ｘ（ｋ０）＝ｘ０

λ（ｋｆ）＝
θ（ｘ（ｋｆ），ｋｆ）
ｘ（ｋｆ）

（８１６）
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Ｈ（ｘ（ｋ），λ（ｋ＋１），ｕ（ｋ），ｋ）
ｕ（ｋ） ＝０ ｋ＝ｋ０＋１，⋯，ｋｆ－１ （８１７）

函数Ｈ（ｘ（ｋ），λ（ｋ＋１），ｕ（ｋ），ｋ）称为哈密顿函数。式（８１６）的第二个方程称为协状态方
程。式（８１６）是包含２ｎ个未知函数的差分方程组，它带有ｎ个初值条件，ｎ个边值条件，称为
差分方程组的两点边值问题。

根据必要条件（８１６）、（８１７），无约束最优控制问题的求解步骤如下：
第１步 写出哈密顿函数

Ｈ（ｘ（ｋ），λ（ｋ＋１），ｕ（ｋ），ｋ）＝Ｌ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ）＋λＴ（ｋ＋１）ｆ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ）

并由 Ｈ
ｕ（ｋ）＝０

导出ｕ＝ｕ（ｘ（ｋ），λ（ｋ））。
第２步 将上一步得到的ｕ＝ｕ（ｘ（ｋ），λ（ｋ））代入式（８１６），解这个两点边值问题得到

ｘ（ｋ），λ（ｋ）。
第３步 将上一步得到的ｘ（ｋ），λ（ｋ）代入ｕ＝ｕ（ｘ（ｋ），λ（ｋ））中，则得最优控制ｕ＝

ｕ（ｋ）。
注１：上面得到的条件（８１６）、（８１７）是ｕ＝ｕ（ｋ）作为最优控制所满足的必要条件。因此

从理论上并不保证按上述步骤算出的ｕ＝ｕ（ｋ）一定是最优控制。但是，如果从具体问题知道
所提出的最优控制问题一定有解，而且按上述步骤求出的最优控制ｕ＝ｕ（ｋ）又只有一个，那
么它就一定是所求的最优控制。

注２：如果ｘ（ｋｆ）也是固定的，则在式（８１６）中的边界条件

λ（ｋｆ）＝
θ（ｘ（ｋｆ），ｋｆ）
ｘ（ｋｆ）

应代之以ｘ（ｋｆ）＝ｘｆ，其他条件不变。
【例８１】 已给离散系统

ｘ（ｋ＋１）＝ｘ（ｋ）＋αｕ（ｋ） ｘ（０）＝１
α是已知常数，求ｕ（ｋ），ｋ＝０，１，⋯，９，使得ｘ（１０）＝０，并使

Ｊ＝１２∑
９

ｋ＝０
ｕ２（ｋ）

最小。这里ｘ（ｋ），ｕ（ｋ）都是标量。
第１步 写出哈密顿函数

Ｈ（ｘ（ｋ），λ（ｋ＋１），ｕ（ｋ））＝１２ｕ
２（ｋ）＋λ（ｋ＋１）［ｘ（ｋ）＋αｕ（ｋ）］

由 Ｈ
ｕ（ｋ）＝ｕ

（ｋ）＋αλ（ｋ＋１）＝０

得到 ｕ（ｋ）＝－αλ（ｋ＋１）
第２步 由式（８１６）所确定的两点边值问题为

ｘ（ｋ＋１）＝ｘ（ｋ）＋αｕ（ｋ）

λ（ｋ）＝λ（ｋ＋１｛ ）
ｘ（０）＝１
ｘ（１０）＝０

式中λ（ｋ）的边界条件已由ｘ的边值代替。以ｕ（ｋ）＝－αλ（ｋ＋１）代入得到
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ｘ（ｋ＋１）＝ｘ（ｋ）－α２λ（ｋ＋１）

λ（ｋ）＝λ（ｋ＋１｛ ）
ｘ（０）＝１
ｘ（１０）＝０

由协状态方程得到λ（ｋ）＝常数，设λ（ｋ）＝ｃ则状态方程化为

ｘ（ｋ＋１）＝ｘ（ｋ）－α２ｃ
于是有

ｘ（１）＝ｘ（０）－α２ｃ
ｘ（２）＝ｘ（１）－α２ｃ＝ｘ（０）－２α２ｃ
…

ｘ（１０）＝ｘ（０）－１０α２ｃ
由条件ｘ（０）＝１和ｘ（１０）＝０得到ｃ＝１?１０α２，因此，最优控制为

ｕ（ｋ）＝－１?１０α ｋ＝１，２，⋯，９
【例８２】 系统的状态方程同例８１：

ｘ（ｋ＋１）＝ｘ（ｋ）＋αｕ（ｋ） ｘ（０）＝ｘ０
求ｕ（０），ｕ（１）使

Ｊ＝１２Ｓｘ
２（２）＋１２∑

１

ｋ＝０
αｕ２（ｋ）

最小，α，Ｓ是已知常数。
第１步 写出哈密顿函数

Ｈ＝α２ｕ
２（ｋ）＋λ（ｋ＋１）［ｘ（ｋ）＋αｕ（ｋ）］

由 Ｈ
ｕ（ｋ）＝αｕ

（ｋ）＋αλ（ｋ＋１）＝０

得到ｕ（ｋ）＝－λ（ｋ＋１）。
第２步 写出两点边值问题：

ｘ（ｋ＋１）＝ｘ（ｋ）＋αｕ（ｋ）

λ（ｋ）＝ Ｈ
ｘ（ｋ）＝λ

（ｋ＋１
烅
烄

烆 ）
ｘ（０）＝ｘ０
λ（２）＝Ｓｘ（２）

那么 λ（ｋ）＝ｃ（常数） ｕ（ｋ）＝－ｃ
于是 ｘ（２）＝ｘ（１）＋αｕ（１）＝ｘ（０）＋αｕ（０）＋αｕ（１）＝ｘ（０）－２ｃα
再由λ（２）＝Ｓｘ（２），得到ｃ＝（ｘ（０）－２ｃα）Ｓ，从而解得

ｃ＝Ｓｘ
（０）

１＋２αＳ
将ｃ代入前面的解式，得到最优控制

ｕ（０）＝ｕ（１）＝－ Ｓ
１＋２αＳｘ０

８２ 离散的最大值原理

最大值原理是解连续时间最优控制问题的非常有效的方法，离散的最大值原理可以看作

是它在离散时间系统的推广。严格地说，应用离散的最大值原理需要考虑系统的凸性条件，这
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里不严格叙述这些条件，只着重介绍如何应用最大值原理，求出满足必要条件的控制策略。

设离散时间系统的状态方程为

ｘ（ｋ＋１）＝ｆ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ） ｘ（ｋ０）＝ｘ０ （８１８）
目标函数为

Ｊ＝θ（ｘ（ｋｆ），ｋｆ）＋∑
ｋｆ－１

ｋ＝ｋ０

Ｌ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ） （８１９）

控制ｕ（ｋ）满足约束条件
ｕ（ｋ）∈Ｕ （８２０）

Ｕ 是Ｒｍ中的一个已给的集合，求ｕ（ｋ０），ｕ（ｋ０＋１），⋯，ｕ（ｋｆ－１）使满足约束ｕ（ｋ）∈Ｕ 并使

Ｊ最小（最大）。
对有约束的离散时间最优控制问题，有如下定理（参见文献［２２］）。
定理８１（离散的最大值原理） 假设在式（８１８）、（８１９）和（８２０）中，对ｋ０，⋯，ｋｆ－１，Ｌ

（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ）连续可微，对ｋｆ，θ（ｘ（ｋｆ），ｋｆ）连续可微，对ｋ０，⋯，ｋｆ－１，和ｕ∈Ｕ，ｆ（ｘ（ｋ），

ｕ（ｋ），ｋ）连续可微，集合｛ｆ（ｘ，ｕ，ｋ）｜ｕ∈Ｕ｝对ｋ＝ｋ０，⋯，ｋｆ－１，和ｕ（ｋ）∈Ｕ 是凸的。那么
使Ｊ最小的最优控制ｕ（ｋ０），ｕ（ｋ０＋１），⋯，ｕ（ｋｆ－１）满足如下的必要条件：存在协状态矢量

λ（ｋ）它和ｘ（ｋ）一起满足正则方程组

ｘ（ｋ＋１）＝ｆ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ）

λ（ｋ）＝ Ｈｋｘ（ｋ
烅
烄

烆 ）

ｘ（ｋ０）＝ｘ０

λ（ｋｆ）＝
θ（ｘ（ｋｆ），ｋｆ）
ｘ（ｋｆ）

（８２１）

对所有的ｋ０，⋯，ｋｆ－１满足

Ｈｋ（ｘ（ｋ），λ（ｋ＋１），ｕ（ｋ），ｋ）＝ｍｉｎ
ｕ∈Ｕ
Ｈｋ（ｘ（ｋ），λ（ｋ＋１），ｕ（ｋ），ｋ） （８２２）

式中 Ｈｋ由式（８１５）给出。
注１：式（８２１）中的协状态方程与连续时间系统的协状态方程差一个符号。利用差分符

号，如果状态方程为

Δｘ（ｋ）＝ｆ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ）
式中 Δｘ（ｋ）＝ｘ（ｋ＋１）－ｘ（ｋ），目标函数的形式不变，那么正则方程应改为

Δｘ（ｋ）＝ｆ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ）

Δλ（ｋ）＝－ Ｈｋｘ（ｋ
烅
烄

烆 ）

ｘ（ｋ０）＝ｘ０

λ（ｋｆ）＝
θ（ｘ（ｋｆ），ｋｆ）
ｘ（ｋｆ）

（８２３）

这样形式上就与连续时间的最大值原理一致了，下面推导这个结论。事实上只要将状态方程

改写为

ｘ（ｋ＋１）＝ｆ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ）＋ｘ（ｋ）
应用定理８１的结果就可以导出上面的正则方程。因为这时相应的哈密顿函数为

Ｈｋ＝Ｌ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ）＋λＴ（ｋ＋１）［ｆ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ）＋ｘ（ｋ）］
由此导出协状态方程化为

λ（ｋ）＝ Ｈｋｘ（ｋ）＝
Ｈｋ
ｘ（ｋ）＋λ

（ｋ＋１）

即 λ（ｋ＋１）－λ（ｋ）＝－ Ｈｋｘ（ｋ）
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或 Δλ（ｋ）＝－ Ｈｋｘ（ｋ）
注２：如果问题是求ｕ使Ｊ（ｕ）最大，则定理８１中的式（８２２）应用下式代替：

Ｈｋ（ｘ（ｋ），λ（ｋ＋１），ｕ（ｋ），ｋ）＝ｍａｘ
ｕ∈Ｕ
Ｈｋ（ｘ（ｋ），λ（ｋ＋１），ｕ（ｋ），ｋ） （８２４）

其他条件不变。

【例８３】 设离散系统的状态方程为

ｘ（ｋ＋１）＝１３ｘ（ｋ）－０３ｕ（ｋ） ｘ（０）＝５
求ｕ（ｋ）使０５≤ｕ（ｋ）≤１并使目标函数

Ｊ＝∑
３

ｋ＝０
０２５［ｘ（ｋ）＋ｕ（ｋ）］

最小。

解 该问题的哈密顿函数为

Ｈｋ＝０２５［ｘ（ｋ）＋ｕ（ｋ）］＋λ（ｋ＋１）［１３ｘ（ｋ）－０３ｕ（ｋ）］

＝０２５ｘ（ｋ）＋１３λ（ｋ＋１）ｘ（ｋ）＋［０２５－０３λ（ｋ＋１）］ｕ（ｋ）
由最大值原理，ｕ（ｋ）应在约束条件０５≤ｕ（ｋ）≤１之下使Ｈｋ达最小值，于是

ｕ（ｋ）＝
０５｛１
当０２５－０３λ（ｋ＋１）＞０时
当０２５－０３λ（ｋ＋１）＜０时

协状态方程为

λ（ｋ）＝０２５＋１３λ（ｋ＋１）
边界条件是λ（４）＝０。由此可逐次解出：λ（３）＝０２５，λ（２）＝０５７５，λ（１）＝０９９７５。由于

０２５－０３λ（１）＜０，０２５－０３λ（２）＞０，０２５－０３λ（３）＞０，０２５－０３λ（４）＞０，得到最优控
制序列为ｕ（０）＝１，ｕ（１）＝０５，ｕ（２）＝０．５，ｕ（３）＝０．５。
【例８４】 设有若干台同样的机器，每台机器可以做两种工作，如果用于做第一种工作，
每年每台可获利润３万元，机器的损坏率为２?３；如果用于做第二种工作，每年每台可获利润

２５万元，机器的损坏率为１?３。现考虑三年的生产周期，问如何安排生产计划可获得最大利
润。

解 设第ｋ年可用机器的台数为ｘ（ｋ），第ｋ年分配做第一种工作的机器为ｕ（ｋ）台，显然

ｕ（ｋ）满足不等式０≤ｕ（ｋ）≤ｘ（ｋ），这是约束条件。描述这个系统的状态方程是：

ｘ（ｋ＋１）＝１３ｕ
（ｋ）＋２３
［ｘ（ｋ）－ｕ（ｋ）］

经整理化为

ｘ（ｋ＋１）＝２３ｘ
（ｋ）－１３ｕ

（ｋ）

目标函数为

Ｊ＝∑
２

ｋ＝０
［３ｕ（ｋ）＋２．５（ｘ（ｋ）－ｕ（ｋ））］＝∑

２

ｋ＝０
［２．５ｘ（ｋ）＋０．５ｕ（ｋ）］

问题是求ｕ（０），ｕ（１），ｕ（２）使满足约束条件０≤ｕ（ｋ）≤ｘ（ｋ），并使Ｊ最大。
该问题的哈密顿函数为

Ｈｋ＝２５ｘ（ｋ）＋０．５ｕ（ｋ）＋λ（ｋ＋１）２３ｘ
（ｋ）－１３ｕ

（ｋ［ ］）
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＝２．５ｘ（ｋ）＋２３λ
（ｋ＋１）ｘ（ｋ）＋ ０．５－１３λ

（ｋ＋１［ ］）ｕ（ｋ）
由必要条件（８２４）

ｕ＝
ｘ（ｋ）
烅

烄

烆０

当０５－１３λ
（ｋ＋１）＞０时

当０５－１３λ
（ｋ＋１）＜０时

协状态方程和边界条件为

λ（ｋ）＝２５＋２３λ
（ｋ＋１） λ（３）＝０

由此可解出λ（２）＝２５，λ（１）＝１２５３
，因此有

０５－１３λ
（１）＜０ ｕ（０）＝０

０５－１３λ
（２）＜０ ｕ（１）＝０

０５－１３λ
（３）＞０ ｕ（２）＝ｘ（２）

由此得到最优生产计划为：前两年用全部机器做第二种工作，第三年将全部剩下的机器做第一

种工作，这样获总利润最多。

８３ 离散的线性二次型问题

８３１ 离散的线性二次型问题的解
设系统的状态方程是线性的：

ｘ（ｋ＋１）＝Ａ（ｋ）ｘ（ｋ）＋Ｂ（ｋ）ｕ（ｋ） ｘ（０）＝ｘ０ ｋ＝０，１，⋯，Ｎ－１ （８２５）
目标函数是状态变量和控制变量的二次型：

Ｊ＝１２ｘ
Ｔ（Ｎ）Ｆｘ（Ｎ）＋１２∑

Ｎ－１

ｋ＝０
［ｘＴ（ｋ）Ｑ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ｕＴ（ｋ）Ｒ（ｋ）ｕ（ｋ）］ （８２６）

矩阵Ｆ，Ｑ（ｋ）是对称半正定矩阵，Ｒ（ｋ）是对称正定矩阵。离散的线性二次型问题是求最优控
制序列ｕ（ｋ）使Ｊ最小。
下面导出线性二次型问题的解式。首先写出该问题的哈密顿函数

Ｈｋ＝１２ｘ
Ｔ（ｋ）Ｑ（ｋ）ｘ（ｋ）＋１２ｕ

Ｔ（ｋ）Ｒ（ｋ）ｕ（ｋ）＋λＴ（ｋ＋１）［Ａ（ｋ）ｘ（ｋ）＋Ｂ（ｋ）ｕ（ｋ）］

由必要条件 Ｈｋ
ｕ（ｋ）＝０

得到 Ｒ（ｋ）ｕ（ｋ）＋ＢＴ（ｋ）λ（ｋ＋１）＝０
由于Ｒ（ｋ）是正定矩阵，由上式可解出

ｕ（ｋ）＝－Ｒ－１（ｋ）ＢＴ（ｋ）λ（ｋ＋１）
协状态方程及其边界条件为

λ（ｋ）＝Ｑ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ＡＴ（ｋ）λ（ｋ＋１） λ（Ｎ）＝Ｆｘ（Ｎ）
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与解连续时间线性二次型问题一样，设

λ（ｋ）＝Ｐ（ｋ）ｘ（ｋ）
代入状态方程和协状态方程得到

ｘ（ｋ＋１）＝Ａ（ｋ）ｘ（ｋ）－Ｂ（ｋ）Ｒ－１（ｋ）ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）ｘ（ｋ＋１）

λ（ｋ）＝Ｐ（ｋ）ｘ（ｋ）＝Ｑ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ＡＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）ｘ（ｋ＋１） （８２７）
由此可解出

ｘ（ｋ＋１）＝［Ｉ＋Ｂ（ｋ）Ｒ－１（ｋ）ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）］－１Ａ（ｋ）ｘ（ｋ）
代入式（８２７）得到

Ｐ（ｋ）ｘ（ｋ）＝Ｑ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ＡＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）［Ｉ＋Ｂ（ｋ）Ｒ－１ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）］－１Ａ（ｋ）ｘ（ｋ）
由于上式对状态方程的任意解ｘ（ｋ）成立，所以有

Ｐ（ｋ）＝Ｑ（ｋ）＋ＡＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）［Ｉ＋Ｂ（ｋ）Ｒ－１（ｋ）ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）］－１Ａ（ｋ）（８２８）
由边界条件λ（Ｎ）＝Ｆｘ（Ｎ）又得到Ｐ（ｋ）满足的边界条件

Ｐ（Ｎ）＝Ｆ （８２９）
由于 Ｐ（ｋ＋１）［Ｉ＋Ｂ（ｋ）Ｒ－１（ｋ）ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）］－１

＝｛［Ｉ＋Ｂ（ｋ）Ｒ－１（ｋ）ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）］Ｐ－１（ｋ＋１）｝－１

＝［Ｐ－１（ｋ＋１）＋Ｂ（ｋ）Ｒ－１（ｋ）ＢＴ（ｋ）］－１

式（８２８）化为

Ｐ（ｋ）＝Ｑ（ｋ）＋ＡＴ（ｋ）［Ｐ－１（ｋ＋１）＋Ｂ（ｋ）Ｒ－１（ｋ）ＢＴ（ｋ）］－１Ａ（ｋ） （８３０）
称为里卡蒂差分方程。

由以上讨论得到最优控制

ｕ（ｋ）＝－Ｒ－１（ｋ）ＢＴ（ｋ）λ（ｋ＋１）＝－Ｒ－１（ｋ）ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）ｘ（ｋ＋１）

＝－Ｒ－１（ｋ）ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）［Ａ（ｋ）ｘ（ｋ）＋Ｂ（ｋ）ｕ（ｋ）］
由此式可解出

ｕ（ｋ）＝－［Ｉ＋Ｒ－１（ｋ）ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）Ｂ（ｋ）］－１Ｒ－１（ｋ）ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）Ａ（ｋ）ｘ（ｋ）
（８３１）

或者

ｕ（ｋ）＝－｛Ｒ（ｋ）［Ｉ＋Ｒ－１（ｋ）ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）Ｂ（ｋ）］｝－１ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）Ａ（ｋ）ｘ（ｋ）

＝－［Ｒ（ｋ）＋ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）Ｂ（ｋ）］－１ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）Ａ（ｋ）ｘ（ｋ） （８３２）
利用求逆公式（见［１９］或［３］附录３）

（Ａ１１－Ａ１２Ａ－１
２２Ａ２１）－１Ａ１２Ａ－１

２２＝Ａ－１
１１Ａ１２（Ａ２２－Ａ２１Ａ－１

１１Ａ１２）－１

令 Ａ１１＝Ｒ（ｋ） Ａ１２＝ＢＴ（ｋ） Ａ２２＝－Ｐ－１（ｋ＋１） Ａ２１＝Ｂ（ｋ）
得到 －｛Ｒ（ｋ）＋ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）Ｂ（ｋ）｝－１ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）

＝－Ｒ－１（ｋ）ＢＴ（ｋ）［Ｐ－１（ｋ＋１）＋Ｂ（ｋ）Ｒ－１（ｋ）ＢＴ（ｋ）］－１

解式（８３２）又可以改写为

ｕ（ｋ）＝－Ｒ－１（ｋ）ＢＴ（ｋ）［Ｐ－１（ｋ＋１）＋Ｂ（ｋ）Ｒ－１（ｋ）ＢＴ（ｋ）］－１Ａ（ｋ）ｘ（ｋ） （８３３）
还可以利用求逆公式（见［３］附录３）

（Ａ１１－Ａ１２Ａ－１
２２Ａ２１）－１＝Ａ－１

１１＋Ａ－１
１１Ａ１２（Ａ２２－Ａ２１Ａ－１

１１Ａ１２）－１Ａ２１Ａ－１
１１

令Ａ１１＝Ｐ－１（ｋ＋１），Ａ１２＝Ｂ（ｋ），Ａ２１＝ＢＴ（ｋ），Ａ２２＝－Ｒ（ｋ）得到
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［Ｐ－１（ｋ＋１）＋Ｂ（ｋ）Ｒ－１（ｋ）ＢＴ（ｋ）］－１

＝Ｐ（ｋ＋１）－Ｐ（ｋ＋１）Ｂ（ｋ）［Ｒ（ｋ）＋ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）Ｂ（ｋ）］－１ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）
应用这一等式可将式（８３０）改写为

Ｐ（ｋ）＝Ｑ（ｋ）＋ＡＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）Ａ（ｋ）－ＡＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）Ｂ（ｋ）
［Ｒ（ｋ）＋ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）Ｂ（ｋ）］－１ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）Ａ（ｋ） （８３４）

利用式（８３２）和式（８３４）求最优解比较方便，为了节省计算量，对这两式中常用到的量引进如
下记号：

Ｚ１（ｋ）＝Ｑ（Ｎ－ｋ）＋ＡＴ（Ｎ－ｋ）Ｐ（Ｎ－ｋ＋１）Ａ（Ｎ－ｋ） （８３５）

Ｚ２（ｋ）＝ＢＴ（Ｎ－ｋ）Ｐ（Ｎ－ｋ＋１）Ａ（Ｎ－ｋ） （８３６）

Ｚ３（ｋ）＝Ｒ（Ｎ－ｋ）＋ＢＴ（Ｎ－ｋ）Ｐ（Ｎ－ｋ＋１）Ｂ（Ｎ－ｋ） （８３７）
最优控制的计算步骤：

第１步 令Ｐ（Ｎ）＝Ｆ
第２步 对ｋ＝１计算Ｚ１（ｋ），Ｚ２（ｋ），Ｚ３（ｋ）
第３步 计算Ｋ（Ｎ－ｋ）＝－Ｚ－１

３（ｋ）Ｚ２（ｋ）
第４步 计算Ｐ（Ｎ－ｋ）＝Ｚ１（ｋ）－ＺＴ２（ｋ）Ｚ－１

３（ｋ）Ｚ２（ｋ）
第５步 对ｋ＝２，⋯，Ｎ重复第２至第４步
第６步 ｕ（ｋ）＝Ｋ（ｋ）ｘ（ｋ）即所求
【例８５】 设系统的状态方程为

ｘ（ｋ＋１）＝ａ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ｂ（ｋ）ｕ（ｋ）
初始状态为ｘ（０）＝２，求ｕ（ｋ）使

Ｊ＝１２∑
２

ｋ＝０
［ｑ（ｋ）ｘ２（ｋ）＋ｒ（ｋ）ｕ２（ｋ）］＋１８ｘ

２（３）

最小，式中

ａ（０）＝１２ ｂ（０）＝１６ ｑ（０）＝０ ｒ（０）＝１

ａ（１）＝３ ｂ（１）＝１２ ｑ（１）＝１２ ｒ（１）＝２

ａ（２）＝４ ｂ（２）＝２ ｑ（２）＝２ ｒ（２）＝１
解 按上述求解步骤

第１步 令Ｐ（３）＝１４
第２步 对ｋ＝１

Ｚ１（１）＝ｑ（２）＋ａ２（２）Ｐ（３）＝６ Ｚ２（１）＝ｂ（２）Ｐ（３）ａ（２）＝２
Ｚ３（１）＝ｒ（２）＋ｂ２（２）Ｐ（３）＝２

第３步 计算

Ｋ（２）＝－Ｚ－１３（１）Ｚ２（１）＝－１
第４步 计算

Ｐ（２）＝Ｚ１（１）－Ｚ２２（１）Ｚ－１３（１）＝４
第５步 对Ｋ＝２，３重复第２～４步，得到
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Ｋ（１）＝－２ Ｋ（０）＝－３２
第６步 所求最优控制为

ｕ（０）＝－３２ｘ
（０） ｕ（１）＝－２ｘ（１） ｕ（２）＝－ｘ（２）

以上是按必要条件求出最优控制ｕ。下面的定理保证我们求出的解ｕ一定是线性二
次型问题的最优控制。

定理８２ 控制矢量

ｕ（ｋ）＝－［Ｒ（ｋ）＋ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）Ｂ（ｋ）］－１ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）Ａ（ｋ）ｘ（ｋ）
是线性二次型问题的解，并且Ｊ的最小值为

Ｊ＝１２ｘ
Ｔ（０）Ｐ（０）ｘ（０）

式中 Ｐ（ｋ）是式（８３４）的解。
定理的证明类似于定理７１的证明，这里略去，读者可参看文献［３］。
与连续的线性二次型问题类似，当Ａ（ｋ），Ｂ（ｋ），Ｑ（ｋ），Ｒ（ｋ）都是常阵，Ｑ，Ｒ正定，（Ａ，

Ｂ）能控，并且Ｎ＝∞时，得到非时变控制器

ｕ（ｋ）＝－［Ｒ＋ＢＴＰＢ］－１ＢＴＰＡｘ（ｋ） （８３８）
式中 Ｐ是代数里卡蒂方程

Ｐ＝Ｑ＋ＡＴＰＡ－ＡＴＰＢ［Ｒ＋ＢＴＰＢ］－１ＢＴＰＡ （８３９）
的解。

应用控制（８３８）时得到的闭环系统是渐进稳定的。
以上结论不再一一推证，读者可参看文献［３］。
式（８３９）是一个非线性代数方程组，可用解非线性代数方程组的数值方法求解，但有时会

遇到选初值的麻烦。下面介绍一种递推算法（参见文献［２３］）。
首先取任意一个对称正定矩阵Ｐ０，例如取Ｐ０＝Ｉ。以Ｐ（ｋ＋１）＝Ｐ０代入式

Ｐ（ｋ）＝Ｑ＋ＡＴＰ（ｋ＋１）Ａ－ＡＴＰ（ｋ＋１）Ｂ［Ｒ＋ＢＴＰ（ｋ＋１）Ｂ］－１ＢＴＰ（ｋ＋１）Ａ
（８４０）

算出Ｐ（ｋ）＝Ｐ１，然后再令Ｐ（ｋ＋１）＝Ｐ１，代入（８４０），计算Ｐ（ｋ）得到Ｐ（ｋ）＝Ｐ２，⋯，这样继
续迭代，直到Ｐ（ｋ＋１）＝Ｐ（ｋ）（在一定的精度要求范围内），这时得到的Ｐ（ｋ）就可以作为代
数里卡蒂方程的解。

当Ｑ＝ＣＴＣ，（Ｃ，Ａ）能观测时，以上结果仍成立。
【例８６】 已给定常线性系统

ｘ（ｋ＋１）＝
１５ １［ ］
－０５ ０

ｘ（ｋ）＋［ ］１
２
ｕ（ｋ） ｘ（０）＝

－１［ ］
０５

求ｕ使

Ｊ＝１２∑
∞

ｋ＝０
ｘＴ（ｋ）

１ ０［ ］
０ ０

ｘ（ｋ）＋ｕ２（ｋ［ ］）
最小。

解 取Ｐ０＝Ｉ，由式（８４０）算出
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Ｐ１＝
１ ０［ ］
０ ０

＋
２５ １５［ ］
１５ １

－１６
０２５ ０５［ ］
０５ １

＝
３０８３３ １３１６６［ ］
１３１６６ ０８３３３

继续迭代可得到（Ｐ２，Ｐ３的计算结果略）

Ｐ４＝Ｐ５＝
２２４０２ ０７９００［ ］
０７９００ ０５１５９

将它取为Ｐ，代入解式（８３８）得到最优控制：

ｕ（ｋ）＝［－０５６９４ －０４５１４］ｘ（ｋ）
文献［３０］中给出了求离散的里卡蒂方程的特征值、特征矢量法，该方法类似于第七章中介

绍的解代数里卡蒂方程的哈密顿矩阵法。

８３２ 解离散的线性二次型问题的ＭＡＴＬＡＢ程序
设计离散时间非时变控制器的ＭＡＴＬＡＢ函数是ｄｌｑｒ，调用格式为

［Ｋ，Ｐ，Ｅ］＝ｄｌｑｒ（Ａ，Ｂ，Ｑ，Ｒ）

对例８６应用该函数得到

Ｋ＝［０５６９４ ０４５１４］ Ｐ＝
２２４０２ ０７９００［ ］
０７９００ ０５１５９

Ｅ＝００１３９±０２４２７ｉ

与例８６的结果相同。
解变系数离散线性二次型问题例８５的ＭＡＴＬＡＢ程序：

Ａ＝［０５３４］；

Ｂ＝［１?６０５２］；

Ｑ＝［０１２２］；

Ｒ＝［１２１］；

Ｆ＝０２５；

Ｎ＝３；

Ｐ（Ｎ＋１）＝Ｆ；

ｆｏｒｋ＝１：Ｎ
Ｚ１（ｋ）＝Ｑ（Ｎ－ｋ＋１）＋Ａ（Ｎ－ｋ＋１）′Ｐ（Ｎ－ｋ＋２）Ａ（Ｎ－ｋ＋１）；

Ｚ２（ｋ）＝Ｂ（Ｎ－ｋ＋１）′Ｐ（Ｎ－ｋ＋２）Ａ（Ｎ－ｋ＋１）；

Ｚ３（ｋ）＝Ｒ（Ｎ－ｋ＋１）＋Ｂ（Ｎ－ｋ＋１）′Ｐ（Ｎ－ｋ＋２）Ｂ（Ｎ－ｋ＋１）；

Ｋ（Ｎ－ｋ＋１）＝－ｉｎｖ（Ｚ３（ｋ））Ｚ２（ｋ）；

Ｐ（Ｎ－ｋ＋１）＝Ｚ１（ｋ）－Ｚ２（ｋ）′ｉｎｖ（Ｚ３（ｋ））Ｚ２（ｋ）；

ｅｎｄ

运行结果：

Ｋ＝
－１５０００－２００００－１００００
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８４ 习题

１已给系统的状态方程为

ｘ（ｋ＋１）＝２ｘ（ｋ）＋ｕ（ｋ），ｘ（０）＝１，
求ｕ（０），ｕ（１）使ｘ（２）＝０，并使

Ｊ＝１２
１

ｋ＝０
ｕ２（ｋ）

最小。

２已给系统的状态方程为

ｘ（ｋ＋１）＝
１ １［ ］
０ ０

ｘ（ｋ）＋［ ］０
１
ｕ（ｋ）

Ｊ（ｕ）＝１２
３

ｋ＝０

［ｘＴ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ｕ２（ｋ）］

求ｕ（ｋ），ｋ＝０，１，２，３，使Ｊ（ｕ）最小。

３已给状态方程

ｘ（ｋ＋１）＝０５ｘ（ｋ）＋０３ｕ（ｋ）
求ｕ（０），ｕ（１），ｕ（２），ｕ（３）使满足０≤ｕ（ｋ）≤ｘ（ｋ），并使

Ｊ（ｕ）＝
３

ｋ＝０

［３ｘ（ｋ）－ｕ（ｋ）］

最小。

４设系统的状态方程为

ｘ（ｋ＋１）＝Ａｘ（ｋ）＋Ｂｕ（ｋ）
目标函数为

Ｊ＝
ｋｆ－１

ｋ＝０
［ｘＴ（ｋ）Ｑｘ（ｋ）＋２ｘＴ（ｋ）Ｓｕ（ｋ）＋ｕＴ（ｋ）Ｒｕ（ｋ）］

试证明，当Ｒ正定时，经变换
槇
ｕ＝ｕ＋ＭＴｘ，Ｍ＝ＳＲ－１，可化为

ｘ（ｋ＋１）＝
槇
Ａｘ（ｋ）＋

槇

Ｂｕ（ｋ）

Ｊ＝
ｋｆ－１

ｋ＝０
［ｘＴ（ｋ）

槇
Ｑｘ（ｋ）＋

槇
ｕＴ（ｋ）

槇

Ｒｕ（ｋ）］
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第９章 动 态 规 划

９１ 动态规划的基本思想

前面已经讲了解最优控制问题的变分法和最大值原理，动态规划是用来解最优控制问题

的另一种方法。在本世纪５０年代，贝尔曼在研究多阶决策问题时提出了动态规划法。离散系
统的最优控制问题可以看做一个多阶决策问题，因此可用动态规划求解。由于动态规划的主

导思想简单，可以方便地将一个复杂的多阶决策问题化为一系列的一阶决策问题，使问题得到

简化，可以顺序求解，因而它已成为解多阶决策问题的一种有效方法。动态规划已被广泛应用

于解很多技术领域的动态最优化问题，如生产管理问题，经济决策问题，资源分配问题，设备更

新问题，多级工艺设备的优化设计问题和工程控制问题等。动态规划还可以方便地应用于随

机最优控制问题，这方面的情况将在第十章中介绍。

９１１ 多阶决策问题
为了直观地说明动态规划的基本思想，先解一个最优途径问题，然后再介绍动态规划的基

本原理。

１最优途径问题
最优途径问题可以看做是多阶决策过程的一个例子，通过它可以了解利用动态规划解多

阶决策问题的基本思想。

图９１ 最优途径问题

考虑如图９１的最优途径问题。设汽车需
由Ｓ点出发到终点Ｆ，Ｐｉ和Ｑｉ是一些可以通
过的点。两点之间标出的数字是汽车走过这一

段路程所需的时间（小时）。最优途径问题是确

定一种走法，使汽车由Ｓ 到Ｆ 所用时间最
短。

对于最优途径，存在一个非常明显的原理，

即最优途径的一部分也是最优途径。换句话说，如果ＳＱ１Ｐ２Ｑ３Ｆ是所求的最优途径，那么汽
车从这一途径上任一点，例如Ｐ２，出发到Ｆ的最优途径必为Ｐ２Ｑ３Ｆ。这一原理称为最优性原
理。根据这一原理，我们可以由后向前递推求解最优途径问题。

如果汽车已到Ｑ３，由Ｑ３直接到Ｆ用３小时；如果汽车已到Ｐ３，由Ｐ３直接到Ｆ用４小
时，这两个数字分别标在图９２中Ｑ３、Ｐ３旁边的方括号内。再向前推一步，如果汽车已到Ｑ２
点，从Ｑ２到Ｆ有两种走法，经Ｐ３需２＋４＝６小时，经Ｑ３需２＋３＝５小时。这样从Ｑ２出发
经Ｑ３到Ｆ所需时间最短，需５小时。我们将５记在Ｑ２旁边的方括号内，Ｑ３记在方括号的右
下角。类似地可算出汽车分别从Ｐ２，Ｑ１，Ｐ１，Ｓ出发到Ｆ所需的最短时间及途径，每算一个点
只需做两次加法。将从每一点出发到达Ｆ所需的最短时间，记在方括号内，并通过下标表明
走向，见图９２。
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图９２ 最优途径

从图９２可以得到汽车从任何一点出发到达Ｆ点需时最短的路径，以及相对应的最短时
间。可以看出，汽车从Ｓ点出发时，最快达到Ｆ的途径是ＳＱ１Ｐ２Ｑ３Ｆ，需１３小时。按照前面
的方法（建立在最优性原理上），构造图９２共需要做１０次加法运算，如果将所有可能的途径
一一列出，计算每种途径所需要的时间，然后再选出需要时间最短的途径，这样共需做２４次加
法。由后向前递推的方法节省了大量运算，当汽车可经过的点增多时节省的运算次数会更加

明显。

最优途径问题可以看做是一个多阶段决策问题，由Ｓ到Ｐ１或Ｑ１做为第一阶段，由Ｐ１，

Ｑ１到Ｐ２，Ｑ２做为第二阶段，由Ｐ２，Ｑ２到Ｐ３，Ｑ３做为第三阶段，由Ｐ３，Ｑ３到Ｆ做为第四阶
段。上面的求最优途径的方法，是把一个四阶段的最优决策问题，化成四个互相嵌套的子问题

求解，从而使问题得到简化，这种方法叫动态规划法。

２多阶决策问题的一般提法
设系统的状态方程为

ｘ（ｋ＋１）＝ｆ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ）
目标函数为

ＪＮ＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
Ｌ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｋ）

ＪＮ表示控制Ｎ步时的目标函数。
多阶决策问题就是求最优控制策略序列ｕ（０），ｕ（１）⋯⋯，ｕ（Ｎ－１）使ＪＮ最小（或最大）。

显然在这里多阶决策问题也就是一个Ｎ步最优控制问题。
为了简化讨论，不妨假设状态方程中的ｆ和目标函数Ｌ都不明显地依赖于时间变量ｋ，ｘ

和ｕ都是标量，这时的状态方程为

ｘ（ｋ＋１）＝ｆ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ）） （９１）
目标函数为

ＪＮ＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
Ｌ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ）） （９２）

假设初始状态ｘ（０）＝ｘ０是给定的，对目标函数式（９２）逐次应用式（９１），可以得到

ＪＮ＝Ｌ（ｘ（０），ｕ（０））＋Ｌ（ｘ（１），ｕ（１））＋⋯＋Ｌ（ｘ（Ｎ－１），ｕ（Ｎ－１））

＝Ｌ（ｘ（０），ｕ（０））＋Ｌ（ｆ（ｘ（０），ｕ（０）），ｕ（１））＋⋯

＋Ｌ（ｆ（ｆ⋯（ｆ（ｘ（０），ｕ（０）），ｕ（１）），⋯ｕ（Ｎ－２），ｕ（Ｎ－１））
上式表明ＪＮ只依赖于ｘ（０），ｕ（０），ｕ（１），⋯，ｕ（Ｎ－１）这样可记为
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ＪＮ＝ＪＮ（ｘ（０），ｕ（０），ｕ（１），⋯，ｕＮ－１））
如果已用某种方法求出最优策略ｕ（０），ｕ（１），⋯，ｕ（Ｎ－１），那么ＪＮ的最小值只依赖于
初始值ｘ（０），把这个最小值记为ＪＮ（ｘ（０）），于是

ＪＮ（ｘ（０））＝ ｍｉｎ
ｕ（０），⋯，ｕ（Ｎ－１）

ＪＮ（ｘ（０），ｕ（０），⋯，ｕ（Ｎ－１））

初始状态ｘ（０）是可以变化的，用ＪＮ（ｘ）表示初始条件为ｘ，控制步数为Ｎ的目标函数的最小
值。在解多阶决策问题之前，先导出最优性原理。

９１２ 最优性原理
在最优途径问题中所讲的最优性原理，对一般多阶决策问题也是成立的。简单地说，最优

性原理就是“最优策略序列的任何一部分也构成一个最优策略序列。”具体地说有如下定

理。

定理９１（最优性定理） 如果ｕ（０），ｕ（１），⋯，ｕ（Ｎ－１）是最优策略序列，那么
ｕ（ｋ），ｕ（ｋ＋１），⋯，ｕ（Ｎ－１）也是一个最优控制策略序列，其初始状态是

ｘ（ｋ）＝ｆ（ｘ（ｋ－１），ｕ（ｋ－１）） ｋ≥１
证明 用反证法，设ｕ（ｋ），ｕ（ｋ＋１），⋯，ｕ（Ｎ－１）不是最优策略序列，而ｖ（ｋ），ｖ

（ｋ＋１），⋯，ｖ（Ｎ－１）是最优策略序列，那么
ＪＮ－ｋ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），⋯，ｕ（Ｎ－１））＞ＪＮ－ｋ（ｘ（ｋ），ｖ（ｋ），⋯，ｖ（Ｎ－１））

对Ｎ阶过程应用策略序列：ｕ（０），⋯ｕ（ｋ－１），ｖ（ｋ），⋯ｖ（Ｎ－１）则有
ＪＮ（ｘ（０），ｕ（０），⋯，ｕ（ｋ－１），ｖ（ｋ），⋯，ｖ（Ｎ－１））

＝Ｊｋ（ｘ（０），ｕ（０），⋯，ｕ（ｋ－１））＋ＪＮ－ｋ（ｘ（ｋ），ｖ（ｋ），⋯，ｖ（Ｎ－１））

＜Ｊｋ（ｘ（０），ｕ（０），⋯，ｕ（ｋ－１））＋ＪＮ－ｋ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），⋯，ｕ（Ｎ－１））

＝ＪＮ（ｘ（０），ｕ（０），⋯，ｕ（Ｎ－１））
即 ＪＮ（ｘ（０），ｕ（０），⋯，ｕ（ｋ－１）），ｖ（ｋ），⋯，ｖ（Ｎ－１））

＜ＪＮ（ｘ（０），ｕ（０），⋯，ｕ（Ｎ－１））
这与ｕ（０），ｕ（１），⋯，ｕ（Ｎ－１）是最优策略序列矛盾，证毕。

９２ 动态规划的基本方程

９２１ 动态规划基本方程的推导
动态规划的基本方程给出了Ｎ阶决策问题的目标函数的最优值与它的子问题（一个Ｎ－

１阶决策问题）的目标函数的最优值之间的递推关系。它是应用动态规划解多阶决策问题（Ｎ
步最优控制问题）的基础。

设ｕ（０）已求出，那么求ｕ（１），⋯，ｕ（Ｎ－１）的问题构成一个初始条件为
ｘ（１）＝ｆ（ｘ（０），ｕ（０））

的Ｎ－１阶决策问题。以ＪＮ（ｘ（０））表示初值为ｘ（０），控制步数为Ｎ 时目标函数的最小值，
以ＪＮ－１（ｘ（１））表示初值为ｘ（１），控制步数为Ｎ－１时目标函数的最小值，可以导出ＪＮ（ｘ
（０））与ＪＮ－１（ｘ（１））之间的关系如下：

ＪＮ（ｘ（０））＝ ｍｉｎ
ｕ（０），⋯，ｕ（Ｎ－１）

｛∑
Ｎ－１

ｋ＝０
Ｌ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ））｝
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＝ ｍｉｎ
ｕ（０），⋯，ｕ（Ｎ－１）

｛Ｌ（ｘ（０），ｕ（０））＋｛∑
Ｎ－１

ｋ＝１
Ｌ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ））｝

上式第一项Ｌ（ｘ（０），ｕ（０））不依赖于ｕ（１），⋯，ｕ（Ｎ－１），因此上式可改写为

ＪＮ（ｘ（０））＝ｍｉｎ
ｕ（０）
｛Ｌ（ｘ（０），ｕ（０））＋ ｍｉｎ

ｕ（１），⋯，ｕ（Ｎ－１）
｛∑
Ｎ－１

ｋ＝１
Ｌ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ））｝

＝ｍｉｎ
ｕ（０）
｛Ｌ（ｘ（０），ｕ（０））＋ＪＮ－１（ｘ（１））｝

这样就得到了递推关系

ＪＮ（ｘ（０））＝ｍｉｎ
ｕ（０）
｛Ｌ（ｘ（０），ｕ（０））＋ＪＮ－１（ｘ（１））｝ （９３）

式中 ｘ（１）＝ｆ（ｘ（０），ｕ（０））
以上方程称为动态规划的基本方程。

类似于上面的推导，可以得到动态规划基本方程的更一般的形式

ＪＮ－ｉ（ｘ（ｉ））＝ｍｉｎ
ｕ（ｉ）
｛Ｌ（ｘ（ｉ）），ｕ（ｉ））＋ＪＮ－ｉ－１（ｘ（ｉ＋１））｝ （９４）

式中 ｘ（ｉ＋１）＝ｆ（ｘ（ｉ），ｕ（ｉ））
利用这一递推关系，可以把一个多阶决策问题化为若干个子问题，在每个子问题中只对一

个变量进行最优化，例如：

Ｊ１（ｘ（Ｎ－１））＝ ｍｉｎ
ｕ（Ｎ－１）
｛Ｌ（ｘ（Ｎ－１），ｕ（Ｎ－１））｝

是一个对单变量ｕ（Ｎ－１）的最优化问题，当Ｊ１（ｘ（Ｎ－１））求出后，由动态规划的基本方程
（９４）得到

Ｊ２（ｘ（Ｎ－２））＝ ｍｉｎ
ｕ（Ｎ－２）
｛Ｌ（ｘ（Ｎ－２），ｕ（Ｎ－２））＋Ｊ１（ｘ（Ｎ－１））｝

式中 ｘ（Ｎ－１）＝ｆ（ｘ（Ｎ－１），ｕ（Ｎ－２））
这又是对变量ｕ（Ｎ－２）的最优化问题。依次类推，通过解一系列的单变量最优化问题即可得
到最优控制序列ｕ（０），ｕ（１），⋯，ｕ（Ｎ－１）。
前面的讨论假设了ｘ（ｋ），ｕ（ｋ）是标量，所得结果对它们都是向量的情况也适用。这时式

（９１）化为

ｘ（ｋ＋１）＝ｆ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ））
式（９２）化为

ＪＮ＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
Ｌ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ））

动态规划的基本方程（９４）化为

ＪＮ－ｉ（ｘ（ｉ））＝ｍｉｎ
ｕ（ｉ）
｛Ｌ（ｘ（ｉ），ｕ（ｉ））｝＋ＪＮ－ｉ－１（ｘ（ｉ＋１））｝ （９５）

【例９１】 将前面讨论的最优途径问题看作一个四阶段决策问题，可以看出前面的解法
实质上是在逐次利用动态规划基本方程求解。

最后一个阶段（阶段４）达到终点的最短时间为：

Ｊ１（Ｐ３）＝４ Ｊ１（Ｑ３）＝３
向前递推一步，考虑３，４两个阶段，利用动态规划基本方程得到

Ｊ２（Ｐ２）＝ｍｉｎ｛Ｐ２Ｐ３＋Ｊ１（Ｐ３），Ｐ２Ｑ３＋Ｊ１（Ｑ３）｝＝ｍｉｎ｛１＋４，１＋３｝＝４（选Ｑ３）

Ｊ２（Ｑ２）＝ｍｉｎ｛Ｑ２Ｐ３＋Ｊ１（Ｐ３），Ｑ２Ｑ３＋Ｊ１（Ｑ３）｝＝ｍｉｎ｛２＋４，２＋３｝＝５（选Ｑ３）
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Ｊ３（Ｐ１）＝ｍｉｎ｛Ｐ１Ｐ２＋Ｊ２（Ｐ２），Ｐ１Ｑ２＋Ｊ２（Ｑ２）｝＝ｍｉｎ｛６＋４，６＋５｝＝１０（选Ｐ２）

Ｊ３（Ｑ１）＝ｍｉｎ｛Ｑ１Ｐ２＋Ｊ２（Ｐ２），Ｑ１Ｑ２＋Ｊ２（Ｑ２）｝＝ｍｉｎ｛４＋４，７＋５｝＝８（选Ｐ２）

Ｊ４（Ｓ）＝ｍｉｎ｛ＳＰ１＋Ｊ３（Ｐ１），ＳＱ１＋Ｊ３（Ｑ１）｝＝ｍｉｎ｛４＋１０，５＋８｝＝１３（选Ｑ１）
于是得到最优途径是ＳＱ１Ｐ２Ｑ３Ｆ。

９２２ 应用动态规划的基本方程解最优控制问题
动态规划基本方程可用来解各类离散的最优控制问题，以下列实例说明。

【例９２】 设系统的状态方程为

ｘ（ｋ＋１）＝ａｘ（ｋ）＋ｂｕ（ｋ）
式中，ａ，ｂ是常数。目标函数是

Ｊ３＝∑
２

ｋ＝０

［ｘ２（ｋ）＋ｑｕ２（ｋ）］ ｑ＞０

求ｕ（０），ｕ（１），ｕ（２）使Ｊ３最小。
先考虑一步最优控制问题。此时

Ｊ１＝ｘ２（２）＋ｑｕ２（２）

Ｊ１（ｘ（２））＝ｍｉｎ
ｕ（２）
｛ｘ２（２）＋ｑｕ２（２）｝

当ｕ（２）＝０时，ｘ２（２）＋ｑｕ２（２）达最小值，因此

ｕ（２）＝０ Ｊ１（ｘ（２））＝ｘ２（２）
由动态规划的基本方程

Ｊ２（ｘ（１））＝ｍｉｎ
ｕ（１）
｛ｘ２（１）＋ｑｕ２（１）＋Ｊ１（ｘ（２））｝

＝ｍｉｎ
ｕ（１）
｛ｘ２（１）＋ｑｕ２（１）＋ｘ２（２）｝

将状态方程ｘ（２）＝ａｘ（１）＋ｂｕ（１）代入上式，得到

Ｊ２（ｘ（１））＝ｍｉｎ
ｕ（１）
｛ｘ２（１）＋ｑｕ２（１）＋（ａｘ（１）＋ｂｕ（１））２｝

花括号中的函数对ｕ（１）求导数，并令它等于零，得到

ｕ（１）＝ －ａｂｑ＋ｂ２
ｘ（１）

代入Ｊ２（ｘ（１））中，得到

Ｊ２（ｘ（１））＝ｘ２（１）＋ｑ ａ２ｂ２
（ｑ＋ｂ２）２

ｘ２（１） ［＋ ａｘ（１）－ ａｂ２

ｑ＋ｂ２
ｘ（１］）

２

（＝ １＋ ａｂ２

ｑ＋ｂ）２ ｘ
２（１）

再一次利用基本方程，有

Ｊ３（ｘ（０））＝ｍｉｎ
ｕ（０）
｛ｘ２（０）＋ｑｕ２（０）＋Ｊ２（ｘ（１））｝

＝ｍｉｎ
ｕ（０）
｛ｘ２（０）＋ｑｕ２（０） （＋ １＋ ｑａ２

ｑ＋ｂ）２［ａｘ（０）＋ｂｕ（０）］
２｝

花括号中的函数对ｕ（０）求导数，并令它等于零，得到

ｕ（０）＝－ａｂ
（ｑ＋ｂ２＋ｑａ２）
（ｑ＋ｂ２）２＋ｑａ２ｂ２

ｘ（０）

这样通过三步计算得到最优控制序列为
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ｕ（０）＝－ａｂ
（ｑ＋ｂ２＋ｑａ２）
（ｑ＋ｂ２）２＋ｑａ２ｂ２

ｘ（０） ｕ（１）＝ －ａｂｑ＋ｂ２
ｘ（１） ｕ（２）＝０

它们都是状态变量的反馈。

通过这个例子可以看出，利用动态规划解这个最优控制问题的思路是反复利用基本方程，

把求ｕ（０），ｕ（１），ｕ（２）使Ｊ３（ｘ（０），ｕ（０），ｕ（１），ｕ（２））达到最小的问题，化成了三次对一
个变量求最小的问题，从而简化了计算。

【例９３】 系统的状态方程为

ｘ（ｋ＋１）＝０５ｘ（ｋ）＋０３ｕ（ｋ）
目标函数为

Ｊ４＝∑
３

ｋ＝０

［３ｘ（ｋ）－ｕ（ｋ）］

求ｕ（０），ｕ（１），ｕ（２），ｕ（３）使满足约束条件０≤ｕ（ｋ）≤ｘ（ｋ），并使Ｊ４最小。
解 由最后一步开始

Ｊ１（ｘ（３））＝ ｍｉｎ
０≤ｕ（３）≤ｘ（３）
｛３ｘ（ｋ）－ｕ（ｋ）｝

显然ｕ（３）＝ｘ（３）时３ｘ（３）－ｕ（３）最小，这时

Ｊ１（ｘ（３））＝２ｘ（３）
由动态规划的基本方程

Ｊ２（ｘ（２））＝ ｍｉｎ
０≤ｕ（２）≤ｘ（２）
｛３ｘ（２）－ｕ（２）＋Ｊ１（ｘ（３））｝

＝ ｍｉｎ
０≤ｕ（２）≤ｘ（２）
｛３ｘ（２）－ｕ（２）＋２［０５ｘ（２）＋０３ｕ（２）］｝

＝ ｍｉｎ
０≤ｕ（２）≤ｘ（２）
｛４ｘ（２）－０４ｕ（２）｝

显然ｕ（２）＝ｘ（２）使４ｘ（２）－０４ｕ（２）最小，这时

Ｊ２ｘ（２））＝３６ｘ（２）
再一次应用动态规划的基本方程

Ｊ３（ｘ（１））＝ ｍｉｎ
０≤ｕ（１）≤ｘ（１）
｛３ｘ（１）－ｕ（１）＋Ｊ２（ｘ（２））｝

＝ ｍｉｎ
０≤ｕ（１）≤ｘ（１）
｛３ｘ（１）－ｕ（１）＋３６ｘ（２）｝

＝ ｍｉｎ
０≤ｕ（１）≤ｘ（１）
｛３ｘ（１）－ｕ（１）＋３６（０５ｘ（１）＋０３ｕ（１））｝

＝ ｍｉｎ
０≤ｕ（１）≤ｘ（１）
｛４８ｘ（１）＋００８ｕ（１）｝

显然ｕ（１）＝０使４８ｘ（１）＋００８ｕ（１）最小，这时

Ｊ３（ｘ（１））＝４８ｘ（１）
类似地

Ｊ４（ｘ（０））＝ ｍｉｎ
０≤ｕ（０）≤ｘ（０）
｛３ｘ（０）－ｕ（０）＋Ｊ３（ｘ（１））｝

＝ ｍｉｎ
０≤ｕ（０）≤ｘ（０）
｛５４ｘ（０）＋０４４ｕ（０）｝

ｕ（０）＝０ Ｊ４（ｘ（０））＝５４ｘ（０）
求出的最优控制序列是

ｕ（０）＝０，ｕ（１）＝０，ｕ（２）＝ｘ（２），ｕ（３）＝ｘ（３）。
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在这个例子中应用动态规划方法求解了有约束的最优控制问题，这说明该方法能方便地

处理有约束的问题，应用面比较广。

【例９４】 生产库存系统的状态方程为

ｘ（ｋ＋１）＝ｘ（ｋ）＋ｕ（ｋ）－Ｓ（ｋ）
式中 ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），Ｓ（ｋ）分别是第ｋ季度开始时的库存量、第ｋ季度的生产量和销售量。假
设生产费用等于０００５ｕ２（ｋ），库存费用等于ｘ（ｋ）那么四个季度的总费用是

Ｊ４＝∑
３

ｋ＝０

［０００５ｕ２（ｋ）＋ｘ（ｋ）］

现设初始库存量ｘ（０）＝０，四个季度的订货分别为

Ｓ（０）＝６００件 Ｓ（１）＝７００件 Ｓ（２）＝５００件 Ｓ（３）＝１２００件
生产库存系统的管理问题是：求最优生产策略ｕ（０），ｕ（１），ｕ（２），ｕ（３）使ｘ（４）＝０

（满足销售并到年底没有积压）并且使总费用Ｊ４最小。
解

第１步 先从最后一个季度考虑起，

Ｊ１＝０００５ｕ２（３）＋ｘ（３）
由状态方程和终端条件ｘ（４）＝０，得到

ｘ（４）＝ｘ（３）＋ｕ（３）－Ｓ（３）＝ｘ（３）＋ｕ（３）－１２００＝０
从而得到

ｕ（３）＝１２００－ｘ（３）
将上式代入Ｊ１，得到

Ｊ１（ｘ（３））＝０００５［１２００－ｘ（３）］２＋ｘ（３）＝７２００－１１ｘ（３）＋０．００５ｘ２（３）
第２步 考虑三、四两个季度。这时动态规划的基本方程为

Ｊ２（ｘ（２））＝ｍｉｎ
ｕ（２）
｛０００５ｕ２（２）＋ｘ（２）＋Ｊ１（ｘ（３））｝

＝ｍｉｎ
ｕ（２）
｛０００５ｕ２（２）＋ｘ（２）＋７２００－１１ｘ（３）＋０００５ｘ２（３）｝

式中 ｘ（３）＝ｘ（２）＋ｕ（２）－Ｓ（２）＝ｘ（２）＋ｕ（２）－５００
把它代入上式得到

Ｊ２（ｘ（２））＝ｍｉｎ
ｕ（２）
｛０００５ｕ２（２）＋ｘ（２）＋７２００－１１［ｘ（２）＋ｕ（２）－５００］

＋０００５［ｘ（２）＋ｕ（２）－５００］２｝

ｕ（２）应使上式右端花括号中的函数取最小值，令

｛·｝
ｕ（２）＝００２ｕ

（２）－１６＋００１ｘ（２）＝０

可解出

ｕ（２）＝８００－０．５ｘ（２）
为了保证ｕ（２）≥０，必须ｘ（２）≤１６００。将ｕ（２）的表示式代入Ｊ２（ｘ（２）），得到

Ｊ２（ｘ（２））＝０．００５［８００－０．５ｘ（２）］２＋ｘ（２）＋７２００
－１１［ｘ（２）＋８００－０．５ｘ（２）－５００］

＋０．００５［ｘ（２）＋８００－０．５ｘ（２）－５００］２

＝７５５０－７ｘ（２）＋０．００２５ｘ２（２）
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第３步 考虑第二至第四的三个季度。这时动态规划的基本方程为

Ｊ３（ｘ（１））＝ｍｉｎ
ｕ（１）
｛０００５ｕ２（１）＋ｘ（１）＋Ｊ２（ｘ（２））｝

＝ｍｉｎ
ｕ（１）
｛０００５ｕ２（１）＋ｘ（１）＋７５５０－７ｘ（２）＋０．００２５ｘ２（２）｝

式中ｘ（２）＝ｘ（１）＋ｕ（１）－７００，将ｘ（２）代入Ｊ３（ｘ（１））得到

Ｊ３（ｘ（１））＝ｍｉｎ
ｕ（１）
｛０００５ｕ２（１）＋ｘ（１）＋７５５０－７［ｘ（１）＋ｕ（１）－７００］

＋０．００２５［ｘ（１）＋ｕ（１）－７００］２｝

令 ｛·｝
ｕ（１）＝００１５ｕ

（１）－７＋０００５［ｘ（１）－７００］＝０

可解出 ｕ（１）＝７００－１３ｘ
（１）

将上式代入Ｊ３（ｘ（１））得到

Ｊ３（ｘ（１））＝１００００－６ｘ（１）＋０．００５３ ｘ２（１）

第４步 四个季度一起考虑，这时动态规划的基本方程为

Ｊ４（ｘ（０））＝ｍｉｎ
ｕ（０）
｛０００５ｕ２（０）＋ｘ（０）＋Ｊ３（ｘ（１））｝

由于ｘ（０）＝０，ｘ（１）＝ｕ（０）－６００，上式化为

Ｊ４（ｘ（０））＝ｍｉｎ
ｕ（０）
｛０００５ｕ２（０）＋１００００－６（ｕ（０）－６００）＋０．００５３

（ｕ（０）－６００）２｝

令 ｛·｝
ｕ（０）＝００１ｕ

（０）－６＋００１３
（ｕ（０）－６００）＝０

解得 ｕ（０）＝６００
把它代入Ｊ４（ｘ（０））中，得到Ｊ４（ｘ（０））＝１１８００。
于是该生产库存系统的最优管理策略和相应的库存量是

ｘ（０）＝０ ｕ（０）＝６００ ｘ（１）＝０ ｕ（１）＝７００
ｘ（２）＝０ ｕ（２）＝８００ ｘ（３）＝３００ ｕ（３）＝９００
ｘ（４）＝０
在这一管理策略下，总费用为１１８００元。如果每个季度都按订货量安排生产，即ｕ（０）＝

６００，ｕ（１）＝７００，ｕ（２）＝５００，ｕ（３）＝１２００，这时每个季度的库存量都是零，那么总费用Ｊ４＝
１２７００元。比最优策略要多用９００元。
从上面三个例子可以看出，由于对多阶决策问题反复应用了动态规划的基本方程，使得一

个多阶决策问题分解成一系列的相互嵌套的子问题，对每个子问题只需要解一个决策变量的

最优化问题，使问题得到简化。从这三个例子还可以看到，应用动态规划解最优控制问题，首

先反向逐次回答如果从时间ｋ的状态ｘ（ｋ）开始到终端，目标函数的最小值是多少，然后再求
最优控制，方法是目标函数关于ｕ求最小。

９２３ 应用动态规划解最优经济增长问题

１考虑技术进步的最优经济增长问题
在第六章中已经介绍过最优经济增长问题，现在讨论考虑技术进步的最优经济增长问题，

采用离散时间模型。

以Ｋ（ｋ）表示第ｋ周期开始时的资本存量，Ｃ（ｋ）表示第ｋ周期的消费，Ｚ（ｋ）表示第ｋ周
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期的技术度量，假设是已知的。设生产函数为Ｋα（ｋ）Ｚ（ｋ）（它是单位劳动在周期ｋ的产出，并
已包含了周期ｋ的经折旧的资本存量，α是已知的常数），则资本存量的变化由以下状态方程
描述：

Ｋ（ｋ＋１）＝Ｚ（ｋ）Ｋα（ｋ）－Ｃ（ｋ） Ｋ（０）＝Ｋ０ （９６）
目标函数为总的效用贴现值，效用函数取为Ｕ（Ｃ）＝ｌｎＣ，于是目标函数为

ＪＮ＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
β
ｋｌｎＣ（ｋ） （９７）

式中β为贴现因子。
于是上述最优经济增长问题是：求最优消费策略Ｃ（０），Ｃ（１），⋯，Ｃ（Ｎ－１）使总效用的

贴现值ＪＮ最大。

２应用动态规划解最优经济增长问题
由于Ｋ（Ｎ）对ＪＮ没有贡献，因此要使效用最大必使Ｋ（Ｎ）＝０。由此出发有：

Ｋ（Ｎ）＝Ｚ（Ｎ－１）Ｋα（Ｎ－１）－Ｃ（Ｎ－１）＝０
解得

Ｃ（ｎ－１）＝Ｚ（Ｎ－１）Ｋα（Ｎ－１） （９８）
于是一步最优的目标函数的最大值为

Ｊ１（Ｋ（Ｎ－１））＝β
Ｎ－１ｌｎＣ（Ｎ－１）＝β

Ｎ－１ｌｎ［Ｚ（Ｎ－１）Ｋα（Ｎ－１）］

应用动态规划的基本方程有

Ｊ２（Ｋ（Ｎ－２））＝Ｍａｘ
Ｃ（Ｎ－２）
｛β

Ｎ－２ｌｎＣ（Ｎ－２）＋Ｊ１（Ｋ（Ｎ－１））｝

＝Ｍａｘ
Ｃ（Ｎ－２）
｛β

Ｎ－２ｌｎＣ（Ｎ－２）＋β
Ｎ－１ｌｎ［Ｚ（Ｎ－１）Ｋα（Ｎ－１）］｝

＝Ｍａｘ
Ｃ（Ｎ－２）
｛β

Ｎ－２ｌｎＣ（Ｎ－２）＋β
Ｎ－１［ｌｎＺ（Ｎ－１）＋αｌｎＫ（Ｎ－１）］｝

＝Ｍａｘ
Ｃ（Ｎ－２）
｛β

Ｎ－２ｌｎＣ（Ｎ－２）＋β
Ｎ－１［ｌｎＺ（Ｎ－１）

＋αｌｎ（Ｚ（Ｎ－２）Ｋα（Ｎ－２）－Ｃ（Ｎ－２））］｝

由一阶必要条件：

｛·｝
Ｃ（Ｎ－２）＝β

Ｎ－２ １
Ｃ（Ｎ－２）－β

Ｎ－１ α
Ｚ（Ｎ－２）Ｋα（Ｎ－２）－Ｃ（Ｎ－２）＝

０

由此解出

Ｃ（Ｎ－２）＝（１＋αβ）－
１Ｚ（Ｎ－２）Ｋα（Ｎ－２） （９９）

计算两步最优的目标函数的最小值Ｊ２（Ｋ（Ｎ－２）），再次利用递推公式可得到

Ｃ（Ｎ－３）＝（１＋αβ＋α
２
β
２）－１Ｚ（Ｎ－３）Ｋα（Ｎ－３）

一般地有：

Ｃ（Ｎ－ｋ）＝（１＋αβ＋⋯＋α
ｋ－１β

ｋ－１）－１Ｚ（Ｎ－ｋ）Ｋα（Ｎ－ｋ）

当Ｎ 充分大时
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Ｃ（ｔ）＝（１＋αβ＋α
２
β
２＋⋯）－１Ｚ（ｔ）Ｋα（ｔ）＝（１－αβ）Ｚ（ｔ）Ｋ

α（ｔ） （９１０）
对任意ｔ近似成立。
于是得到如下结论：最优消费策略Ｃ（ｔ）是产出Ｚ（ｔ）Ｋα（ｔ）的１－αβ倍。当贴现因子β

减小时，１－αβ增大，表示更重视当前的消费。

９３ 应用动态规划解一般线性二次型问题

９３１ 一般的离散时间线性二次型问题
在第８章中已经用离散的变分法与最大值原理导出了线性二次型问题的解，可以将线性

二次型问题看作一个Ｎ步决策问题，用动态规划的基本方程自后向前递推，然后逐步导出它
的解，得到与上一章完全相同的结果。这里将不直接用动态规划导出线性二次型问题的解，而

是研究一类更一般的离散时间线性二次型问题，第８章讲的线性二次型问题和跟踪问题是它
的特殊情况。

在离散控制系统中常常遇到跟踪问题。假设线性系统的状态方程为

ｘ（ｋ＋１）＝Ａ（ｋ）ｘ（ｋ）＋Ｂ（ｋ）ｕ（ｋ）＋ｗ（ｋ） （９１１）
式中，ｗ（ｋ）是外干扰。系统的输出方程为

ｙ（ｋ）＝Ｃ（ｋ）ｘ（ｋ） （９１２）
有些离散控制系统要求设计控制器，使系统的输出ｙ（ｋ）跟踪给定的珔ｙ（ｋ）。珔ｙ（ｋ）是希望得到
的输出轨线。这一类问题称为离散时间跟踪问题。离散时间跟踪问题可叙述为求ｕ（ｋ）使

ＪＮ＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
［（ｙ（ｋ）－珋ｙ（ｋ））ＴＱ（ｋ）（ｙ（ｋ）－珋ｙ（ｋ））＋ｕＴ（ｋ）Ｒ（ｋ）ｕ（ｋ）］

＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
［（Ｃ（ｋ）ｘ（ｋ）－珋ｙ（ｋ））ＴＱ（ｋ）（Ｃ（ｋ）ｘ（ｋ）－珋ｙ（ｋ））＋ｕＴ（ｋ）Ｒ（ｋ）ｕ（ｋ）］

最小。这一目标函数又可以化为

ＪＮ＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
［ｘＴ（ｋ）ＣＴ（ｋ）Ｑ（ｋ）Ｃ（ｋ）ｘ（ｋ）－２珋ｙＴ（ｋ）Ｑ（ｋ）Ｃ（ｋ）ｘ（ｋ）

＋珋ｙＴ（ｋ）Ｑ（ｋ）珋ｙ（ｋ）＋ｕＴ（ｋ）Ｒ（ｋ）ｕ（ｋ）］
不继续解这个问题，而考虑一类更一般的线性二次型问题：对系统（９１１），求ｕ（ｋ）使

ＪＮ＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
［ｘＴ（ｋ）Ｑ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ｘＴ（ｋ）Ｓ（ｋ）ｕ（ｋ）＋ｕＴ（ｋ）Ｒ（ｋ）ｕ（ｋ）

＋ｄ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ｅ（ｋ）ｕ（ｋ）＋ｇ（ｋ）］＋ｘＴ（Ｎ）Ｆｘ（Ｎ）＋ｈｘ（Ｎ）＋ｉ （９１３）
最小。

显然离散时间线性二次型问题和跟踪问题都是它的特殊情况。

为了推导简单，下面先就一维情况导出其解式，然后再给出多维情况的结果。

９３２ 一维问题的解
考虑如下的一维问题：

状态方程为

ｘ（ｋ＋１）＝ａ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ｂ（ｋ）ｕ（ｋ）＋ｗ（ｋ） （９１４）
目标函数为
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ＪＮ＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０

［ｑ（ｋ）ｘ２（ｋ）＋ｓ（ｋ）ｘ（ｋ）ｕ（ｋ）＋ｒ（ｋ）ｕ２（ｋ）

＋ｄ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ｅ（ｋ）ｕ（ｋ）＋ｇ（ｋ）］＋ｆｘ２（Ｎ）ｈｘ（Ｎ）＋ｉ （９１５）
式中，ｗ（ｋ）是外界对系统的已知输入；ａ（ｋ），ｂ（ｋ），ｑ（ｋ），ｓ（ｋ），ｒ（ｋ），ｄ（ｋ），ｅ（ｋ），ｇ（ｋ）是
给定的函数；ｆ，ｈ，ｉ是三个已知常数。问题是求ｕ（０），ｕ（１），⋯，ｕ（Ｎ－１）使ＪＮ最小。
下面应用动态规划导出这一问题的解。

先考虑最后一步，一步最优的目标函数的最小值为

Ｊ１（ｘ（Ｎ－１））＝ｍｉｎ
ｕ（Ｎ－１）
｛［ｑ（Ｎ－１）ｘ２（Ｎ－１）＋ｓ（Ｎ－１）ｘ（Ｎ－１）ｕ（Ｎ－１）

＋ｒ（Ｎ－１）ｕ２（Ｎ－１）＋ｄ（Ｎ－１）ｘ（Ｎ－１）＋ｅ（Ｎ－１）ｕ（Ｎ－１）

＋ｇ（Ｎ－１）］＋ｆｘ２（Ｎ）＋ｈｘ（Ｎ）＋ｉ｝
为了与以后的公式符号相一致，令

Ｐ（Ｎ）＝ｆ，ｌ（Ｎ）＝ｈ，ｊ（Ｎ）＝ｉ
并记

Ｊ０（ｘ（Ｎ））＝ｆｘ２（Ｎ）＋ｈｘ（Ｎ）＋ｉ＝Ｐ（Ｎ）ｘ２（Ｎ）＋ｌ（Ｎ）ｘ（Ｎ）＋ｊ（Ｎ）
于是

Ｊ１（ｘ（Ｎ－１））＝ｍｉｎ
ｕ（Ｎ－１）
｛ｑ（Ｎ－１）ｘ２（Ｎ－１）＋ｓ（Ｎ－１）ｘ（Ｎ－１）ｕ（Ｎ－１）

＋ｒ（Ｎ－１）ｕ２（Ｎ－１）＋ｄ（Ｎ－１）ｘ（Ｎ－１）＋ｅ（Ｎ－１）ｕ（Ｎ－１）

＋ｇ（Ｎ－１）＋Ｊ０（ｘ（Ｎ））｝
式中ｘ（Ｎ）＝ａ（Ｎ－１）ｘ（Ｎ－１）＋ｂ（Ｎ－１）ｕ（Ｎ－１）＋ｗ（Ｎ－１），于是

Ｊ１（ｘ（Ｎ－１））＝ｍｉｎ
ｕ（Ｎ－１）
｛ｑ（Ｎ－１）ｘ２（Ｎ－１）＋ｓ（Ｎ－１）ｘ（Ｎ－１）ｕ（Ｎ－１）

＋ｒ（Ｎ－１）ｕ２（Ｎ－１）＋ｄ（Ｎ－１）ｘ（Ｎ－１）＋ｅ（Ｎ－１）ｕ（Ｎ－１）

＋ｇ（Ｎ－１）＋Ｐ（Ｎ）［ａ（Ｎ－１）ｘ（Ｎ－１）＋ｂ（Ｎ－１）ｕ（Ｎ－１）

＋ｗ（Ｎ－１）］２＋ｌ（Ｎ）［ａ（Ｎ－１）ｘ（Ｎ－１）

＋ｂ（Ｎ－１）ｕ（Ｎ－１）＋ｗ（Ｎ－１）］＋ｊ（Ｎ）｝
令

｛·｝

ｕ（Ｎ－１）
＝０

得到

ｕ（Ｎ－１）＝－｛［ｓ（Ｎ－１）＋２Ｐ（Ｎ）ａ（Ｎ－１）ｂ（Ｎ－１）］ｘ（Ｎ－１）＋ｅ（Ｎ－１）

＋２Ｐ（Ｎ）ｂ（Ｎ－１）ｗ（Ｎ－１）＋ｌ（Ｎ）ｂ（Ｎ－１）｝

?｛２［ｒ（Ｎ－１）＋Ｐ（Ｎ）ｂ２（Ｎ－１）］｝
把上式代入Ｊ１（ｘ（Ｎ－１））得到

Ｊ１（ｘ（Ｎ－１））＝Ｐ（Ｎ－１）ｘ２（Ｎ－１）＋ｌ（Ｎ－１）ｘ（Ｎ－１）＋ｊ（Ｎ－１）
式中

Ｐ（Ｎ－１）＝ｑ（Ｎ－１）＋Ｐ（Ｎ）ａ２（Ｎ－１）－｛［ｓ（Ｎ－１）＋２Ｐ（Ｎ）ａ（Ｎ－１）ｂ（Ｎ－１）］２｝

?｛４［ｒ（Ｎ－１）＋Ｐ（Ｎ）ｂ２（Ｎ－１）］｝

ｌ（Ｎ－１）＝ｄ（Ｎ－１）＋２Ｐ（Ｎ）ｗ（Ｎ－１）ａ（Ｎ－１）＋ｌ（Ｎ）ａ（Ｎ－１）
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－｛［ｓ（Ｎ－１）＋２Ｐ（Ｎ）ａ（Ｎ－１）ｂ（Ｎ－１）］［ｅ（Ｎ－１）

＋２Ｐ（Ｎ）ｂ（Ｎ－１）ｗ（Ｎ－１）＋ｌ（Ｎ）ｂ（Ｎ－１）］｝

?｛２［ｒ（Ｎ－１）＋Ｐ（Ｎ）ｂ２（Ｎ－１）］｝

ｊ（Ｎ－１）＝ｇ（Ｎ－１）＋Ｐ（Ｎ）ｗ２（Ｎ－１）＋ｌ（Ｎ）ｗ（Ｎ－１）＋ｊ（Ｎ）

－｛［ｅ（Ｎ－１）＋２Ｐ（Ｎ）ｂ（Ｎ－１）ｗ（Ｎ－１）＋ｌ（Ｎ）ｂ（Ｎ－１）］２｝

?｛４［ｒ（Ｎ－１）＋Ｐ（Ｎ）ｂ２（Ｎ－１）］｝
以后的递推几乎是重复上面的过程，只要用Ｎ－２代替Ｎ－１，用Ｎ－１代替Ｎ就可以了。因
此，可以由Ｐ（Ｎ）＝ｆ，ｌ（Ｎ）＝ｈ，ｊ（Ｎ）＝ｉ出发，用下面的递推公式由Ｐ（ｋ），ｌ（ｋ），ｊ（ｋ）计算

Ｐ（ｋ－１），ｌ（ｋ－１），ｊ（ｋ－１）：

Ｐ（ｋ－１）＝ｑ（ｋ－１）＋Ｐ（ｋ）ａ２（ｋ－１）－
［ｓ（ｋ－１）＋２Ｐ（ｋ）ａ（ｋ－１）ｂ（ｋ－１）］２

４［ｒ（ｋ－１）＋Ｐ（ｋ）ｂ２（ｋ－１）］
（９１６）

ｌ（ｋ－１）＝ｄ（ｋ－１）＋２Ｐ（ｋ）ｗ（ｋ－１）ａ（ｋ－１）＋ｌ（ｋ）ａ（ｋ－１）

－
［ｓ（ｋ－１）＋２Ｐ（ｋ）ａ（ｋ－１）ｂ（ｋ－１）］［ｅ（ｋ－１）＋２Ｐ（ｋ）ｂ（ｋ－１）ｗ（ｋ－１）＋ｌ（ｋ）ｂ（ｋ－１）］

２［ｒ（ｋ－１）＋Ｐ（ｋ）ｂ２（ｋ－１）］
（９１７）

ｊ（ｋ－１）＝ｇ（ｋ－１）＋Ｐ（ｋ）ｗ２（ｋ－１）＋ｌ（ｋ）ｗ（ｋ－１）＋ｊ（ｋ）

－
［ｅ（ｋ－１）＋２Ｐ（ｋ）ｂ（ｋ－１）ｗ（ｋ－１）＋ｌ（ｋ）ｂ（ｋ－１）］２

４［ｒ（ｋ－１）＋Ｐ（ｋ）ｂ２（ｋ－１）］
（９１８）

最优控制是

ｕ（ｋ－１）＝－｛［ｓ（ｋ－１）＋２Ｐ（ｋ）ａ（ｋ－１）ｂ（ｋ－１）］ｘ（ｋ－１）＋ｅ（ｋ－１）＋
２Ｐ（ｋ）ｂ（ｋ－１）ｗ（ｋ－１）＋ｌ（ｋ）ｂ（ｋ－１）

２［ｒ（ｋ－１）＋Ｐ（ｋ）ｂ２（ｋ－１）］
（９１９）

应用式（９１６）至式（９１９），解线性二次型问题是很方便的。下面利用式（９１６）至式（９１９），再
解例９３。在这里

ａ（ｋ）＝１，ｂ（ｋ）＝１，ｒ（ｋ）＝０００５，ｄ（ｋ）＝１，ｑ（ｋ）＝０，ｓ（ｋ）＝０，ｅ（ｋ）＝０，ｇ（ｋ）＝０，ｆ＝
０，ｈ＝０，ｉ＝０，ｗ（ｋ）＝－Ｓ（ｋ）。
因此式（９１６）至式（９１８）分别化为

Ｐ（ｋ－１）＝Ｐ（ｋ）－
Ｐ２（ｋ）

０．００５＋Ｐ（ｋ）

ｌ（ｋ－１）＝１－２Ｐ（ｋ）Ｓ（ｋ－１）＋ｌ（ｋ）－
Ｐ（ｋ）［ｌ（ｋ）－２Ｐ（ｋ）Ｓ（ｋ－１）］

０．００５＋Ｐ（ｋ）

ｊ（ｋ－１）＝Ｐ（ｋ）Ｓ２（ｋ－１）－ｌ（ｋ）Ｓ（ｋ－１）＋ｊ（ｋ）－
［－２Ｐ（ｋ）Ｓ（ｋ－１）＋ｌ（ｋ）］２

４［０．００５＋Ｐ（ｋ）］
由于已给ｘ（４）＝０由状态方程可解出

ｕ（３）＝１２００－ｘ（３）
将它代入Ｊ１（ｘ（３））得到

Ｊ１（ｘ（３））＝０００５ｘ２（３）－１１ｘ（３）＋７２００
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因而，Ｐ（３）＝０００５，ｌ（３）＝－１１，ｊ（３）＝７２００。从这三个值出发，利用上面的递推式（９
１６）至式（９１８）可逐次算出

Ｐ（２）＝０００２５ ｌ（２）＝－７ ｊ（２）＝７５５０
Ｐ（１）＝０００５?３ ｌ（１）＝－６ ｊ（１）＝１００００
Ｐ（０）＝０００５?４ ｌ（０）＝－５ ｊ（０）＝１１８００

由式（９１９）得到

ｕ（ｋ－１）＝－
２Ｐ（ｋ）ｘ（ｋ－１）－２Ｐ（ｋ）Ｓ（ｋ－１）＋ｌ（ｋ）

２［０００５＋Ｐ（ｋ）］
将Ｐ（ｋ），ｌ（ｋ），ｊ（ｋ）和Ｓ（ｋ）的值，代入上式中，得到最优控制策略为

ｕ（０）＝－１４ｘ
（０）＋６００

ｕ（１）＝－１３ｘ
（１）＋７００

ｕ（２）＝－１２ｘ
（２）＋８００

由ｘ（０）＝０得到ｕ（０）＝６００将其代入状态方程，可算出ｘ（１）＝０，于是ｕ（１）＝７００，再代入
状态方程又可算出ｘ（２）＝０，那么ｕ（２）＝８００，类似地可算得ｘ（３）＝３００，以及ｕ（３）＝９００，
这样我们得到了与例９３中相同的结果。
下面应用ＭＡＴＬＡＢ解这个例：

ａ＝［１１１１］；

ｂ＝［１１１１］；

ｒ＝［０００５０００５０００５０００５］；

ｄ＝［１１１１］；

ｑ＝［００００］；

ｓ＝［００００］；

ｅ＝［００００］；

ｇ＝０；

ｆ＝０；

ｈ＝０；

ｉ＝０；

ｗ＝［－６００－７００－５００－１２００］；

Ｎ＝３；

Ｘ０＝０；

ｘ（Ｎ＋１）＝０；

ｘ（１）＝Ｘ０；

ｔｅｍｐｘ＝－ａ（Ｎ＋１）?ｂ（Ｎ＋１）；

ｔｅｍｐｃ＝－ｗ（Ｎ＋１）?ｂ（Ｎ＋１）；

ｆ＝ｆ＋ｑ（Ｎ＋１）＋ｓ（Ｎ＋１）ｔｅｍｐｘ＋ｒ（Ｎ＋１）ｔｅｍｐｘｔｅｍｐｘ；

ｈ＝ｈ＋ｓ（Ｎ＋１）ｔｅｍｐｃ＋ｒ（Ｎ＋１）２ｔｅｍｐｘｔｅｍｐｃ＋ｄ（Ｎ＋１）＋ｅ（Ｎ＋１）
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ｔｅｍｐｘ；

ｉ＝ｉ＋ｒ（Ｎ＋１）ｔｅｍｐｃｔｅｍｐｃ＋ｅ（Ｎ＋１）ｔｅｍｐｃ＋ｇ；

Ｐ（Ｎ＋１）＝ｆ；

ｌ（Ｎ＋１）＝ｈ；

ｊ（Ｎ＋１）＝ｉ；

ｆｏｒｔｅｍｐｋ＝０：Ｎ－１
ｋ＝Ｎ＋１－ｔｅｍｐｋ；

ｔｅｍｐ＝ｓ（ｋ－１）＋２Ｐ（ｋ）ａ（ｋ－１）ｂ（ｋ－１）；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐｔｅｍｐ；

ｔｅｍｐ１＝ｒ（ｋ－１）＋Ｐ（ｋ）ｂ（ｋ－１）ｂ（ｋ－１）；

ｔｅｍｐ１＝ｔｅｍｐ１４；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐ?ｔｅｍｐ１；

Ｐ（ｋ－１）＝ｑ（ｋ－１）＋Ｐ（ｋ）ａ（ｋ－１）ａ（ｋ－１）－ｔｅｍｐ；

ｔｅｍｐ＝ｓ（ｋ－１）＋２Ｐ（ｋ）ａ（ｋ－１）ｂ（ｋ－１）；

ｔｅｍｐ１＝ｅ（ｋ－１）＋２Ｐ（ｋ）ｂ（ｋ－１）ｗ（ｋ－１）＋１（ｋ）ｂ（ｋ－１）；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐｔｅｍｐ１；

ｔｅｍｐ１＝２ｒ（ｋ－１）＋２Ｐ（ｋ）ｂ（ｋ－１）ｂ（ｋ－１）；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐ?ｔｅｍｐ１；

１（ｋ－１）＝ｄ（ｋ－１）＋２Ｐ（ｋ）ｗ（ｋ－１）ａ（ｋ－１）＋１（ｋ）ａ（ｋ－１）－ｔｅｍｐ；

ｔｅｍｐ＝ｅ（ｋ－１）＋２Ｐ（ｋ）ｂ（ｋ－１）ｗ（ｋ－１）＋１（ｋ）ｂ（ｋ－１）；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐｔｅｍｐ；

ｔｅｍｐ１＝ｒ（ｋ－１）＋Ｐ（ｋ）ｂ（ｋ－１）ｂ（ｋ－１）；

ｔｅｍｐ１＝ｔｅｍｐ１４；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐ?ｔｅｍｐ１；

ｊ（ｋ－１）＝ｇ＋Ｐ（ｋ）ｗ（ｋ－１）ｗ（ｋ－１）＋１（ｋ）ｗ（ｋ－１）＋ｊ（ｋ）－ｔｅｍｐ；

ｅｎｄ
ｆｏｒｋ＝２：Ｎ＋１
ｔｅｍｐ＝ｓ（ｋ－１）＋２Ｐ（ｋ）ａ（ｋ－１）ｂ（ｋ－１）；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐｘ（ｋ－１）＋ｅ（ｋ－１）＋２Ｐ（ｋ）ｂ（ｋ－１）ｗ（ｋ－１）＋１（ｋ）ｂ（ｋ－１）；

ｔｅｍｐ＝－ｔｅｍｐ；

ｔｅｍｐ１＝ｒ（ｋ－１）＋Ｐ（ｋ）ｂ（ｋ－１）ｂ（ｋ－１）；

ｔｅｍｐ１＝ｔｅｍｐ１２；

ｕ（ｋ－１）＝ｔｅｍｐ?ｔｅｍｐ１；

ｘ（ｋ）＝ａ（ｋ－１）ｘ（ｋ－１）＋ｂ（ｋ－１）ｕ（ｋ－１）＋ｗ（ｋ－１）；

ｅｎｄ
ｕ（Ｎ＋１）＝－ｗ（Ｎ＋１）?ｂ（Ｎ＋１）－ａ（Ｎ＋１）ｘ（Ｎ＋１）?ｂ（Ｎ＋１）；
得到ｕ（０），ｕ（１），ｕ（２），ｕ（３）和ｘ（０），ｘ（１），ｘ（２），ｘ（３）为：

ｕ＝
６００ ７００ ８００ ９００
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ｘ＝
０ ０ ０ ３００

当ｗ（ｋ），ｓ（ｋ），ｄ（ｋ），ｅ（ｋ），ｇ（ｋ），ｈ，ｉ均为零时，式（９１６）至式（９１９）与在９２中讨论
的一维线性二次型问题的解相同。

９３３ 推广到多变量的情况
当ｘ（ｋ），ｕ（ｋ）分别是ｎ维和ｍ 维矢量时，考虑更一般的线性二次型问题，设系统的状态

方程为式（９１１）：

ｘ（ｋ＋１）＝Ａ（ｋ）ｘ（ｋ）＋Ｂ（ｋ）ｕ（ｋ）＋ｗ（ｋ）
目标函数为式（９１３）：

ＪＮ＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０

［ｘＴ（ｋ）Ｑ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ｘＴ（ｋ）Ｓ（ｋ）ｕ（ｋ）＋ｕＴ（ｋ）Ｒ（ｋ）ｕ（ｋ）＋ｄ（ｋ）ｘ（ｋ）

＋ｅ（ｋ）ｕ（ｋ）＋ｇ（ｋ）］＋ｘＴ（Ｎ）Ｆｘ（Ｎ）＋ｈｘ（Ｎ）＋ｉ
求ｕ（ｋ）使ＪＮ最小。其中Ｑ（ｋ），Ｒ（ｋ）和Ｆ是对称矩阵，Ｓ，ｄ，ｅ，ｈ是适当维数的矩阵或矢
量；ｉ是常数。
类似于９３２中一维问题的解的推导，可以得到如下结果：

ＪＮ－ｋ（ｘ（ｋ））＝ｘＴ（ｋ）Ｐ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ｌ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ｊ（ｋ） （９２０）
式中

Ｐ（ｋ）＝Ｑ（ｋ）＋ＡＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）Ａ（ｋ）－１４
［ＵＴ（ｋ）Ｖ－１（ｋ）Ｕ（ｋ）］ （９２１）

ｌ（ｋ）＝ｄ（ｋ）＋２ｗＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）Ａ（ｋ）＋ｌ（ｋ＋１）Ａ（ｋ）

－１２
［ＴＴ（ｋ）Ｖ－１（ｋ）Ｕ（ｋ）］ （９２２）

ｊ（ｋ）＝ｇ（ｋ）＋ｗＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）ｗ（ｋ）＋ｌ（ｋ＋１）ｗ（ｋ）＋ｊ（ｋ＋１）

－１４
［ＴＴ（ｋ）Ｖ－１（ｋ）Ｔ（ｋ）］ （９２３）

Ｔ（ｋ）＝ｅＴ（ｋ）＋２ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）ｗ（ｋ）＋ＢＴ（ｋ）ｌＴ（ｋ＋１） （９２４）

Ｕ（ｋ）＝ＳＴ（ｋ）＋２ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）Ａ（ｋ） （９２５）

Ｖ（ｋ）＝Ｒ（ｋ）＋ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）Ｂ（ｋ） （９２６）
最优控制为

ｕ（ｋ）＝－１２Ｖ
－１（ｋ）［Ｕ（ｋ）ｘ（ｋ）＋Ｔ（ｋ）］ （９２７）

终端条件为

Ｐ（Ｎ）＝Ｆ，ｌ（Ｎ）＝ｈ，ｊ（Ｎ）＝ｉ （９２８）
可以由Ｐ（Ｎ）＝Ｆ，ｌ（Ｎ）＝ｈ，ｊ（Ｎ）＝ｉ，出发递推计算Ｐ（ｋ），ｌ（ｋ），ｊ（ｋ），从而得到最优

控制ｕ（ｋ）。
显然，当ｗ（ｋ）＝０，Ｓ（ｋ）＝０，ｄ（ｋ）＝０，ｅ（ｋ）＝０，ｇ（ｋ）＝０，ｈ＝０，ｉ＝０时，问题退化为线

性二次型问题，由式（９２７）给出的解与线性二次型中给出的解相同。

９３４ 应用ＭＡＴＬＡＢ解离散的跟踪问题举例
考虑离散的跟踪问题，状态方程为

ｘ（ｋ＋１）＝Ａ（ｋ）＋Ｂｕ（ｋ）
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输出方程为

ｙ＝Ｃｘ（ｋ）
目标函数为

ＪＮ＝１２
（ｙ（Ｎ）－ｙ（Ｎ））ＴＦ（ｙ（Ｎ）－ｙ（Ｎ））

＋１２
Ｎ－１

ｋ＝０

［（ｙ（ｋ）－ｙ（ｋ））ＴＱ（ｙ（ｋ）－ｙ（ｋ））＋ｕＴ（ｋ）Ｒｕ（ｋ）］

设已给 Ａ＝
０８ １［ ］
０ ０６

Ｂ＝
１
０
［ ］
５

Ｃ＝
１ ０［ ］
０ １

Ｆ＝
１ ０［ ］
０ ０

Ｑ＝
１ ０［ ］
０ ０

Ｒ＝００１

要求ｙ１（ｋ）＝ｘ１（ｋ）跟踪ｙ１（ｋ）＝２，则

Ｊ＝１２
［ｘＴ（Ｎ）Ｆｘ（Ｎ）－［４，０］ｘ（Ｎ）＋４］＋１２

Ｎ－１

ｋ＝０

｛［ｘＴ（ｋ）Ｑｘ（ｋ）－［４，０］ｘ（ｋ）＋４］＋

００１ｕ２（ｋ）｝
这相当于在式（９１３）中

Ｆ＝
０．５ ０［ ］
０ ０
，ｈ＝［－２，０］，ｉ＝２，Ｑ＝

０５ ０［ ］
０ ０
，Ｓ＝０，Ｒ＝００５，ｄ＝［－２，０］，ｅ＝０，ｇ

＝２
解该题的ＭＡＴＬＡＢ程序如下：

Ａ＝［０８１；００６］；

Ｂ＝［１；０５］；

Ｃ＝［１０；０１］；

Ｑ＝［０５０；００］；

Ｓ＝０；

Ｒ＝０００５；

ｄ＝［－２０］；

ｅ＝０；

ｇ＝２；

Ｆ＝［０５０；００］；

ｈ＝［－２０］；

ｉ＝２；

ｗ＝［０；０］；

Ｎ＝１０；

ｘ１（１）＝５；

ｘ２（１）＝３；

％Ｐ（Ｎ＋１）＝Ｌ；

Ｐ１１（Ｎ＋１）＝Ｆ（１，１）；

Ｐ１２（Ｎ＋１）＝Ｆ（１，２）；
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Ｐ２１（Ｎ＋１）＝Ｆ（２，１）；

Ｐ２２（Ｎ＋１）＝Ｆ（２，２）；

％ｑ（Ｎ＋１）＝ｈ；

ｌ１（Ｎ＋１）＝ｈ（１）；

ｌ２（Ｎ＋１）＝ｈ（２）；

％ｒ（Ｎ＋１）＝ｉ；

ｊ（Ｎ＋１）＝ｉ；

ｘ１（１）＝５；

ｘ２（１）＝３；

ｆｏｒｋ＝Ｎ－１：－１：０

Ｐｋ＝［Ｐ１１（ｋ＋２）Ｐ１２（ｋ＋２）；Ｐ２１（ｋ＋２）Ｐ２２（ｋ＋２）］；

ｌｋ＝［ｌ１（ｋ＋２）ｌ２（ｋ＋２）］；

Ｔ（ｋ＋１）＝ｅ′＋２Ｂ′Ｐｋｗ＋Ｂ′ｌｋ′；

Ｕｋ＝Ｓ′＋２Ｂ′ＰｋＡ；

Ｕ１（ｋ＋１）＝Ｕｋ（１）；

Ｕ２（ｋ＋１）＝Ｕｋ（２）；

Ｖ（ｋ＋１）＝Ｒ＋Ｂ′ＰｋＢ；

Ｐ＝Ｑ＋Ａ′ＰｋＡ－０２５（Ｕｋ′ｉｎｖ（Ｖ（ｋ＋１））Ｕｋ）；

ｌ＝ｄ＋２ｗ′ＰｋＡ＋ｌｋＡ－０５（Ｔ（ｋ＋１）′ｉｎｖ（Ｖ（ｋ＋１））Ｕｋ）；

Ｐ１１（ｋ＋１）＝Ｐ（１，１）；

Ｐ１２（ｋ＋１）＝Ｐ（１，２）；

Ｐ２１（ｋ＋１）＝Ｐ（２，１）；

Ｐ２２（ｋ＋１）＝Ｐ（２，２）；

ｌ１（ｋ＋１）＝ｌ（１）；

ｌ２（ｋ＋１）＝ｌ（２）；

ｅｎｄ

ｆｏｒｋ＝０：Ｎ－１
Ｕ＝［Ｕ１（ｋ＋１）Ｕ２（ｋ＋１）］；
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ｘ＝［ｘ１（ｋ＋１）；ｘ２（ｋ＋１）］；

ｕ（ｋ＋１）＝－０５（ｉｎｖ（Ｖ（ｋ＋１））（Ｕｘ＋Ｔ（ｋ＋１）））；

ｘｋ＝Ａｘ＋Ｂｕ（ｋ＋１）＋ｗ；

ｘ１（ｋ＋２）＝ｘｋ（１，１）；

ｘ２（ｋ＋２）＝ｘｋ（２，１）；

ｅｎｄ

％得到结果：

ｘ１＝

Ｃｏｌｕｍｎｓ１ｔｈｒｏｕｇｈ８
５００００２０６１４１９９３０１９９８８１９９９７１９９９８１９９９８１９９９８

Ｃｏｌｕｍｎｓ９ｔｈｒｏｕｇｈ１１
１９９９９２０００５１９９６５

ｘ２＝
Ｃｏｌｕｍｎｓ１ｔｈｒｏｕｇｈ８
３００００－０６６９３０１０５００２１２７０２２１６０２２２２０２２２２０２２２２
Ｃｏｌｕｍｎｓ９ｔｈｒｏｕｇｈ１１
０２２２２０２２２５０２２０３

ｕ＝
Ｃｏｌｕｍｎｓ１ｔｈｒｏｕｇｈ８
－４９３８６１０１３２０２９９３０１８８１０１７８４０１７７８０１７７８０１７７８

Ｃｏｌｕｍｎｓ９ｔｈｒｏｕｇｈ１０
０１７７８０１７７８

本节中用动态规划导出了推广的线性二次型问题的解的递推算式，推导中没有仔细论述

需对问题加的假设条件，只要每步递推中，求逆运算可以进行，就可算出最优控制序列。

９４ 连续时间系统的动态规划法

考虑连续时间最优控制问题，其状态方程为
·
ｘ＝ｆ（ｘ，ｕ，ｔ），ｘ（ｔ０）＝ｘ０

目标函数为

Ｊ（ｕ）＝∫
ｔｆ

ｔ０
Ｌ（ｘ，ｕ，ｔ）ｄｔ＋θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）

记系统从ｔ时刻的状态ｘ（ｔ）到ｔｆ时刻的目标函数的最小值为

Ｊ（ｘ（ｔ），ｔｆ－ｔ）＝ｍｉｎ
ｕ（ｔ）
｛θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）＋∫

ｔｆ

ｔ
Ｌ（ｘ（ｓ），ｕ（ｓ），ｓ）ｄｓ （９２９）

６９１



最优性原理 如果ｕ（ｓ）（ｔ≤ｓ≤ｔｆ）是由时刻ｔ状态ｘ（ｔ）开始到时刻ｔｆ的最优控制，那
么ｕ（ｓ）（ｔ＋δｔ≤ｓ≤ｔｆ）必是由时刻ｔ＋δｔ状态ｘ（ｔ＋δｔ）开始到时刻ｔｆ的最优控制。

记Ｊ（ｘ（ｔ＋δｔ），ｔｆ－（ｔ＋δｔ））＝ｍｉｎ
ｕ（ｔ）
｛θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）＋∫

ｔｆ

ｔ＋δｔ
Ｌ（ｘ（ｓ），ｕ（ｓ），ｓ）ｄｓ｝

于是式（９２９）可改写为

Ｊ（ｘ（ｔ），ｔｆ－ｔ）＝ｍｉｎ
ｕ（ｔ）
｛θ（ｘ（ｔｆ），ｔｆ）＋∫

ｔｆ

ｔ＋δｔ
Ｌ（ｘ（ｓ），ｕ（ｓ），ｄ）ｄｓ＋∫

ｔ＋δｔ

ｔ
Ｌ（ｘ（ｓ），ｕ（ｓ），

ｓ）ｄｓ｝

即 Ｊ（ｘ（ｔ），ｔｆ－ｔ）＝ｍｉｎ
ｕ（ｔ）
｛∫

ｔ＋δｔ

ｔ
Ｌ（ｘ（ｓ），ｕ（ｓ），ｓ）ｄｓ＋Ｊ（ｘ（ｔ＋δｔ），ｔｆ－（ｔ＋δｔ））｝

（９３０）

∫
ｔ＋δｔ

ｔ
Ｌ（ｘ（ｓ），ｕ（ｓ），ｓ）ｄｓ≈Ｌ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ）δｔ

对充分小的δｔ
ｘ（ｔ＋δｔ）≈ｘ（ｔ）＋

·
ｘ（ｔ）·δｔ

Ｊ（ｘ（ｔ＋δｔ），ｔｆ－（ｔ＋δｔ））≈Ｊ（ｘ（ｔ）＋
·
ｘδｔ，ｔｆ－（ｔ＋δｔ））

于是 Ｊ（ｘ（ｔ＋δｔ），ｔｆ－（ｔ＋δｔ））≈Ｊ（ｘ（ｔ）ｔ，ｔｆ－ｔ）＋ Ｊ


［ ］ｘ
Ｔ·
ｘδｔ－Ｊ



ｔｒδｔ
（９３１）

式中 ｔｒ＝ｔｆ－ｔ是剩余时间。于是式（９３０）可近似表示如下

Ｊ（ｘ（ｔ），ｔｒ）＝ｍｉｎ
ｕ（ｔ）
｛Ｌ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ）δｔ＋Ｊ（ｘ（ｔ），ｔｒ）＋ Ｊ



［ ］ｘ
Ｔ·
ｘδｔ－Ｊ



ｔｒδｔ
｝

由此得到

Ｊ
ｔｒ＝ｍｉｎｕ（ｔ）

｛Ｌ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ）＋ Ｊ


［ ］ｘ
Ｔ·
ｘ｝ （９３２）

边界条件为

Ｊ（ｘ（ｔ），ｔｆ）｜ｔｒ＝０＝θ（ｘ（ｔｆ）ｔｆ） （９３３）

方程（９３２）是关于Ｊ（ｘ，ｔｒ）的偏微分方程，称为哈密顿－雅可比－贝尔曼方程，简称Ｈ－Ｊ－
Ｂ方程。
解ＨＪＢ方程是用动态规划解连续时间最优控制问题的关键，它的复杂程度依赖于系统

的类型，目标函数和约束条件。如果系统是线性的，状态方程是线性微分方程
·
ｘ＝Ａ（ｔ）ｘ＋Ｂ（ｔ）ｕ ｘ（ｔ０）＝ｘ０

目标函数是状态变量和控制变量的二次型

Ｊ（ｕ）＝１２ｘ
Ｔ（ｔｆ）Ｆｘ（ｔｆ）

＋１２∫
ｔｆ

ｔ０

［ｘＴ（ｔ）Ｑ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ｕＴ（ｔ）Ｒ（ｔ）ｕ（ｔ）］ｄｔ

没有约束，则ＨＪＢ方程是

Ｊ
ｔｒ ＝ｍｉｎｕ（ｔ）

｛１
２
［ｘＴ（ｔ）Ｑ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ｕＴ（ｔ）Ｒ（ｔ）ｕ（ｔ）］

＋ Ｊ
［ ］ｘ

Ｔ
［Ａ（ｔ）ｘ＋Ｂ（ｔ）ｕ］｝

（９３４）
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为使｛·｝中的函数关于ｕ（ｔ）最小，必须


ｕ

１
２
［ｘＴＱ（ｔ）ｘ＋ｕＴＲ（ｔ）ｕ］＋ Ｊ

［ ］ｘ
Ｔ
［Ａ（ｔ）ｘ＋Ｂ（ｔ）ｕ｛ ｝］

＝Ｒ（ｔ）ｕ＋ＢＴ（ｔ）Ｊ


ｘ＝０

由此导出最优控制的形式为

ｕ＝－Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｊ


ｘ
从离散的动态规划所导出的结果得到启发，设

Ｊ（ｘ（ｔ），ｔｒ）＝１２ｘ
Ｔ（ｔ）Ｐ（ｔｒ）ｘ（ｔ） （９３５）

式中，Ｐ（ｔｒ）是对称矩阵。于是

Ｊ
ｘ ＝Ｐ
（ｔｒ）ｘ（ｔ） Ｊ

ｔｒ ＝
１
２ｘ

Ｔ（ｔ）ｄＰｄｔｒｘ
（ｔ）

ＨＪＢ方程化为

１
２ｘ

Ｔ（ｔ）ｄＰｄｔｒｘ
（ｔ）＝１２ｘ

Ｔ（ｔ）Ｑ（ｔ）ｘ（ｔ）＋

１
２
（－Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔｒ）ｘ（ｔ））ＴＲ（ｔ）（－Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔｒ）ｘ（ｔ））＋

ｘＴ（ｔ）Ｐ（ｔｒ）［Ａ（ｔ）ｘ（ｔ）＋Ｂ（ｔ）（－Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ（ｔｒ）ｘ（ｔ））］
经化简得到

ｘＴ（ｔ）ｄＰｄｔｒｘ
（ｔ）＝ｘＴ（ｔ）［Ｑ（ｔ）－ＰＢ（ｔ）Ｒ－１（ｔ）Ｂ（ｔ）Ｐ＋２ＰＡ（ｔ）］ｘ（ｔ） （９３６）

因为Ｐ（ｔｒ）是对称矩阵，式中最后一项

ｘＴ（ｔ）［２ＰＡ（ｔ）］ｘ（ｔ）＝ｘＴ（ｔ）［ＰＡ（ｔ）＋ＡＴ（ｔ）Ｐ］ｘ（ｔ）

＋ｘＴ（ｔ）［ＰＡ（ｔ）－ＡＴ（ｔ）Ｐ］ｘ（ｔ）
而ｘＴ（ｔ）［ＰＡ（ｔ）－ＡＴ（ｔ）Ｐ］ｘ（ｔ）＝０，因此式（９７５）可改写为

ｘＴ（ｔ）ｄＰｄｔｒｘ
（ｔ）＝ｘＴ（ｔ）［Ｑ（ｔ）－ＰＢ（ｔ）Ｒ－１（ｔ）Ｂ（ｔ）Ｐ

＋ＰＡ（ｔ）＋ＡＴ（ｔ）Ｐ］ｘ（ｔ） （９３７）
由于式（９３７）对状态空间的任意状态ｘ成立，因此

ｄＰ
ｄｔｒ＝Ｑ
（ｔ）＋ＰＡ（ｔ）＋ＡＴＰ－ＰＢＲ－１ＢＰ

又由于ｔｒ＝ｔｆ－ｔ，上式化为

ｄＰ
ｄｔ＝－ＰＡ

（ｔ）－ＡＴ（ｔ）Ｐ＋ＰＢ（ｔ）Ｒ－１（ｔ）ＢＴ（ｔ）Ｐ－Ｑ（ｔ） （９３８）

同样得到了第７章中的里卡蒂微分方程。

９５ 习题

１已给系统的状态方程为
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ｘ（ｋ＋１）＝２ｘ（ｋ）＋ｕ（ｋ）
求ｕ（０），ｕ（１），ｕ（２）使ｘ（３）＝０并使，

Ｊ３＝∑
２

ｋ＝０
ｕ２（ｋ）

最小。

２已给系统的状态方程为

ｘ（ｋ＋１）＝０７４ｘ（ｋ）＋０２６ｕ（ｋ）
求ｕ（０），ｕ（１），ｕ（２）使

Ｊ＝∑
２

ｉ＝０

［ｘ２（ｉ）＋０２ｕ２（ｉ）］

最小。

３系统的状态方程和目标函数同上题，求反馈控制策略，使ｘ（３）＝０并使Ｊ最小。

４已给系统的状态方程为

ｘ（ｋ＋１）＝２ｘ（ｋ）＋ｕ（ｋ）
求ｕ（０），ｕ（１），ｕ（２）使

Ｊ＝∑
２

ｉ＝０
［ｘ２（ｉ）＋ｕ２（ｉ）］

最小。

５已给系统的状态方程为

ｘ（ｋ＋１）＝ｘ（ｋ）＋ｕ（ｋ）
求ｕ（０），ｕ（１），ｕ（２）使

Ｊ＝ｘ２（３）＋∑
２

ｋ＝０
［ｋｘ２（ｋ）＋ｕ２（ｋ）］

最小。

６已给系统的状态方程为

ｘ（ｋ＋１）＝０．５ｘ（ｋ）＋０．３ｕ（ｋ）

求ｕ（０），ｕ（１），ｕ（２），使满足约束条件０≤ｕ（ｋ）≤ｘ（ｋ），并使

Ｊ３＝∑
２

ｋ＝０
［３ｘ（ｋ）－ｕ（ｋ）］

最小。

７应用动态规划解例８４。

８已知生产库存系统的状态方程为

ｘ（ｋ＋１）＝ｘ（ｋ）＋ｕ（ｋ）－Ｓ（ｋ）
目标函数为

Ｊ＝∑
Ｎ－１

ｉ＝０
［ｈ（ｘ（ｉ）－Ｉ０）２＋ｃ（ｕ（ｉ）－ｕ０）２］

应用９３节的结果导出该问题的解式。
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第１０章 卡尔曼滤波与线性二次型高斯问题

在第８、第９章中，讨论了确定型线性二次型问题，得到的控制ｕ（ｋ）是状态ｘ（ｋ）的反馈

ｕ（ｋ）＝－Ｋ（ｋ）ｘ（ｋ），如果不是所有状态都能用做反馈，系统又是能观测的，则可以设计一个
观测器，由输出ｙ（ｋ）和输入ｕ（ｋ）产生对状态ｘ（ｋ）的估计值ｘ^（ｋ），然后应用反馈ｕ（ｋ）＝
－Ｋ（ｋ）^ｘ（ｋ）进行控制。
如果被控系统受到随机干扰，状态方程中包含了随机干扰项，并且对输出的测量有观测误

差，则问题成为一个随机线性二次型问题，如果描述随机干扰和测量误差的随机变量是高斯白

噪声，则称之为线性二次型高斯问题，简称ＬＱＧ问题。

１０．１ 线性二次型高斯问题的提法

设随机线性系统的状态方程为

ｘ（ｋ＋１）＝Ａ（ｋ）ｘ（ｋ）＋Ｂ（ｋ）ｕ（ｋ）＋ｗ（ｋ） ｋ＝０，１，⋯Ｎ－１ （１０１）
输出方程为：

ｙ（ｋ）＝Ｃ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ｖ（ｋ） ｋ＝１，２，⋯，Ｎ （１０２）
式中 ｗ（ｋ）是系统的随机干扰，ｖ（ｋ）是系统的量测误差。为了讨论简化，对ｗ（ｋ），ｖ（ｋ）做
如下假设：

ｗ（ｋ），ｖ（ｋ）是互相独立的，

Ｅ（ｖ（ｋ）ｗＴ（ｊ））＝０ 对任ｋ，ｊ成立 （１０３）
式中 Ｅ是期望算子。

ｗ（ｋ），ｖ（ｋ）是０均值的高斯白噪声（０均值，Ｅｗ（ｋ）＝０，Ｅｖ（ｋ）＝０，正态分布）；

Ｅｗ（ｋ）ｗＴ（ｋ）＝Ｒ１（ｋ） Ｒ１≥０ （１０４）

Ｅｗ（ｋ）ｗＴ（ｊ）＝０ （ｊ≠ｋ） （１０５）
Ｅｖ（ｋ）ｖＴ（ｋ）＝Ｒ２（ｋ） Ｒ２≥０ （１０６）

Ｅｖ（ｋ）ｖＴ（ｊ）＝０ （ｊ≠ｋ） （１０７）
假设初始状态ｘ（０）是服从正态分布的随机矢量，其均值为ｘ（０），协方差Ｅｘ（０）ｘＴ（０）＝

Ｒ０，ｘ（０）和ｗ（ｋ），ｖ（ｋ）互相独立。
由于状态方程中有随机变量ｗ（ｋ）的干扰，因此ｘ（ｋ）也是一个随机变量，目标函数需改

写为：

ＪＮ（ｕ）＝Ｅ｛ｘＴ（Ｎ）Ｆｘ（Ｎ）＋∑
Ｎ－１

ｋ＝０
［ｘＴ（ｋ）Ｑ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ｕＴ（ｋ）Ｒ（ｋ）ｕ（ｋ）］｝（１０８）

式中 Ｑ（ｋ）≥０，Ｒ（ｋ）＞０，Ｆ≥０
ＬＱＧ问题是：假设（Ａ，Ｂ）能达，（Ｃ，Ａ）能观测，求ｕ（０），ｕ（１），⋯，ｕ（Ｎ－１）使ＪＮ（ｕ）最
小。

本章将得出的一个重要结论是分离定理：如果ｕ＝－Ｌｘ是当方程（１０１）、（１０２）中不
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含随机项ｗ（ｋ），ｖ（ｋ）时的确定型线性二次型问题的最优解，则ＬＱＧ问题（１０１）至（１０８）的
最优解为，ｕ＝－Ｌｘ。^ｘ是ｘ的滤波，它是由带有噪声的状态方程和观测方程得到对系统的
状态的估计，是通过卡尔曼（Ｋａｌｍａｎ）滤波得到的。
在１０．２中，将介绍卡尔曼滤波，它给出系统状态的最优估计，在１０．３中证明分离定理。

１０．２ 卡尔曼滤波———最优线性递推滤波

１０．２．１ 卡尔曼滤波
卡尔曼滤波是２０世纪６０年代初由Ｒ．Ｅ．Ｋａｌｍａｎ提出的一种滤波方法。卡尔曼滤波广泛

应用于航空、航天、工业控制和经济管理等领域。对促进现代控制理论的形成和发展起了很大

的作用。下面介绍离散时间随机线性系统的卡尔曼滤波。

对于由式（１０１）、（１０２）描述的系统，在已知数据为Ｙｋ＝｛ｙ（ｉ），ｕ（ｉ）｜ｉ≤ｋ｝的条件下，
估计系统的状态ｘ（ｋ＋ｍ），那么
当ｍ＜０时，对状态的估计称为平滑估计，
当ｍ＝０时，对状态的估计称为滤波估计，
当ｍ＞０时，对状态的估计称为预测估计，
三者统称为状态滤波。

本书前面讲过的很多设计方法得到的控制是所有状态的反馈，当系统有随机干扰和观测

噪声时，需要引进卡尔曼滤波对状态进行估计，然后再用状态的估计进行反馈。

回顾一下观测器的有关结果，对于确定的离散时间系统

ｘ（ｋ＋１）＝Ａｘ（ｋ）＋Ｂｕ（ｋ） ｙ＝Ｃｘ（ｋ）
其状态ｘ（ｋ）的估计ｚ（ｋ）由离散的观测器

ｚ（ｋ＋１）＝（Ａ＋ＧＣ）ｚ（ｋ）＋Ｂｕ（ｋ）－Ｇｙ（ｋ）
给出，它可以改写为：

ｘ（ｋ＋１）＝Ａｘ（ｋ）＋Ｂｕ（ｋ）

ｚ（ｋ＋１）＝Ａｚ（ｋ）＋Ｂｕ（ｋ）－Ｇ［ｙ（ｋ）－Ｃｚ（ｋ）］ （１０９）

ｚ（ｋ＋１）是在已知ｕ（ｋ），ｙ（ｋ）时对ｘ（ｋ＋１）的估计，现在将它记为ｘ^（ｋ＋１?ｋ）。同样，ｚ（ｋ）
是在已知ｕ（ｋ－１），ｙ（ｋ－１）时对ｘ（ｋ）的估计，记为ｘ^（ｋ?ｋ－１），则（１０９）式化为

ｘ^（ｋ＋１?ｋ）＝Ａ^ｘ（ｋ?ｋ－１）＋Ｂｕ（ｋ）＋Ｇ［ｙ（ｋ）－Ｃ^ｘ（ｋ?ｋ－１）］
对线性随机系统（１０１）、（１０２），可以同样假设对状态的估计具有这样的形式：

ｘ^（ｋ＋１?ｋ）＝Ａ（ｋ）^ｘ（ｋ?ｋ－１）＋Ｂ（ｋ）ｕ（ｋ）＋Ｋ（ｋ）［ｙ（ｋ）－Ｃ（ｋ）^ｘ（ｋ?ｋ－１）］
（１０１０）

表达式的第一部分（前两项）是应用Ｙｋ－１及ｕ（ｋ），按模型计算ｘ^（ｋ＋１?ｋ）；第二部分（第三项）
是由于增加了新数据ｙ（ｋ）得到的新息对估计值的修改。需要解决的问题是如何求Ｋ（ｋ），使
估计最好。为了描述“估计最好”引进估计误差

槇
ｘ（ｋ）＝ｘ（ｋ）－^ｘ（ｋ?ｋ－１） （１０１１）

那么
槇
ｘ（ｋ＋１）＝Ａ（ｋ）

槇
ｘ（ｋ）＋ｗ（ｋ）－Ｋ（ｋ）［ｙ（ｋ）－Ｃ（ｋ）^ｘ（ｋ?ｋ－１）］

或
槇
ｘ（ｋ＋１）＝［Ａ（ｋ）－Ｋ（ｋ）Ｃ（ｋ）］

槇
ｘ（ｋ）＋ｗ（ｋ）－Ｋ（ｋ）ｖ（ｋ） （１０１２）
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问题化为如何求Ｋ（ｋ）使得到状态的最优估计。对此有多种描述方法，这里仅介绍卡尔
曼滤波。

卡尔曼滤波是求Ｋ（ｋ），使误差的方差Ｓ（ｋ?ｋ－１）最小，误差的方差为

Ｓ（ｋ?ｋ－１）＝Ｅ［
槇
ｘ（ｋ）－Ｅ

槇

ｘ（ｋ）］［
槇
ｘ（ｋ）－Ｅ

槇

ｘ（ｋ）］Ｔ （１０１３）
由（１０１２）

Ｅ
槇

ｘ（ｋ＋１）＝［Ａ（ｋ）－Ｋ（ｋ）Ｃ（ｋ）］Ｅ
槇

ｘ（ｋ） （１０１４）
记ｘ（０）的均值为

ｘ^（０?－１）＝
槇
ｘ（０） （１０１５）

则 Ｅ
槇

ｘ（０）＝Ｅ［ｘ（０）－^ｘ（０?－１）］＝Ｅ［ｘ（０）－ｘ（０）］＝０

由（１０１４）Ｅ
槇

ｘ（ｋ）＝０对任意ｋ成立，于是（１０１３）化为

Ｓ（ｋ?ｋ－１）＝Ｅ
槇

ｘ（ｋ）
槇
ｘＴ（ｋ） （１０１６）

Ｓ（ｋ＋１?ｋ）＝Ｅ
槇

ｘ（ｋ＋１）
槇
ｘＴ（ｋ＋１）

＝Ｅ［（Ａ（ｋ）－Ｋ（ｋ）Ｃ（ｋ））
槇
ｘ（ｋ）＋ｗ（ｋ）－Ｋ（ｋ）ｖ（ｋ）］［（Ａ（ｋ）－Ｋ（ｋ）Ｃ（ｋ））

槇
ｘ（ｋ）＋ｗ

（ｋ）－Ｋ（ｋ）ｖ（ｋ）］Ｔ

利用式（１０４）至（１０７）上式可以化为

Ｓ（ｋ＋１?ｋ）＝［Ａ（ｋ）－Ｋ（ｋ）Ｃ（ｋ）］Ｓ（ｋ?ｋ－１）［Ａ（ｋ）－Ｋ（ｋ）Ｃ（ｋ）］Ｔ

＋Ｒ１（ｋ）＋Ｋ（ｋ）Ｒ２（ｋ）ＫＴ（ｋ） （１０１７）
由于假设了

Ｅ
槇

ｘ（０）
槇
ｘＴ（０）＝Ｅ［ｘ（０）－ｘ（０）］［ｘ（０）－ｘ（０）］Ｔ＝Ｒ０≥０

再形式地定义

Ｓ（０?－１）＝Ｒ０
由Ｒ０≥０，Ｒ１≥０，Ｒ２≥０，及（１０１７），得到Ｓ（ｋ＋１?ｋ）≥０。
对任意α∈Ｒｎ，引进目标函数

Ｊｋ＋１＝αＴＳ（ｋ＋１?ｋ）α＝αＴ｛［Ａ（ｋ）－Ｋ（ｋ）Ｃ（ｋ）］Ｓ（ｋ?ｋ－１）［Ａ（ｋ）－Ｋ（ｋ）Ｃ（ｋ）］Ｔ

＋Ｒ１（ｋ）＋Ｋ（ｋ）Ｒ２（ｋ）ＫＴ（ｋ）｝α
＝αＴ｛Ａ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＡＴ（ｋ）＋Ｒ１（ｋ）－Ｋ（ｋ）Ｃ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＡＴ（ｋ）

－Ａ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）ＫＴ（ｋ）＋Ｋ（ｋ）［Ｒ２＋Ｃ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）］ＫＴ（ｋ）｝α
（１０１８）

利用配完全平方的方法上式可化为

Ｊｋ＋１＝αＴＳ（ｋ＋１?ｋ）α
＝αＴ｛Ａ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＡＴ（ｋ）＋Ｒ１（ｋ）＋Ａ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）［Ｒ２（ｋ）

＋Ｃ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）］－１Ｃ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＡＴ（ｋ）｝α
＋αＴ｛［Ｋ（ｋ）－Ａ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）［Ｒ２（ｋ）＋Ｃ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）］－１］
［Ｒ２（ｋ）＋Ｃ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）］［Ｋ（ｋ）－Ａ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）［Ｒ２（ｋ）

＋Ｃ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）］－１］Ｔ｝α （１０１９）
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上式中二次型的第一项不依赖于Ｋ（ｋ），第二项≥０，因此为使Ｊｋ＋１最小应选取：

Ｋ（ｋ）－Ａ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）［Ｒ２（ｋ）＋Ｃ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）］－１＝０
即 Ｋ（ｋ）＝Ａ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）［Ｒ２（ｋ）＋Ｃ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）］－１ （１０２０）
以（１０２０）代入（１０１９）得到

Ｓ（ｋ＋１?ｋ）＝Ａ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＡＴ（ｋ）＋Ｒ１（ｋ）－Ａ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）

×［Ｒ２（ｋ）＋Ｃ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）］－１Ｃ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＡＴ（ｋ）
（１０２１）

初始条件为：

Ｓ（０?－１）＝Ｒ０ （１０２２）
总结以上的结果，滤波公式为：

ｘ^（ｋ＋１?ｋ）＝Ａ（ｋ）^ｘ（ｋ?ｋ－１）＋Ｂ（ｋ）ｕ（ｋ）＋Ｋ（ｋ）［ｙ（ｋ）－Ｃ（ｋ）^ｘ（ｋ?ｋ－１）］

Ｋ（ｋ）＝Ａ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）［Ｒ２（ｋ）＋Ｃ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）］－１

Ｓ（ｋ＋１?ｋ）＝Ａ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＡＴ（ｋ）＋Ｒ１（ｋ）－Ａ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）

×［Ｒ２（ｋ）＋Ｃ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）］－１Ｃ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＡＴ（ｋ）

Ｓ（０?－１）＝Ｒ０
由以上滤波公式构成的系统可用来估计系统（１０１）、（１０２）的状态。这一系统称为最小

方差线性滤波器或卡尔曼滤波器。

以上是用Ｙｋ估计ｘ^（ｋ＋１），即只用了ｋ时刻以前（包括ｋ时刻）的数据，因此是预测估
计。也可以用直到ｋ＋１时刻的数据Ｙｋ＋１，估计ｘ^（ｋ＋１），这时得到滤波估计，以上滤波公式
改为：

ｘ^（ｋ＋１?ｋ＋１）＝Ａ（ｋ）^ｘ（ｋ?ｋ）＋Ｂ（ｋ）ｕ（ｋ）＋Ｋ（ｋ＋１）

×［ｙ（ｋ＋１）－Ｃ（ｋ＋１）（Ａ（ｋ）^ｘ（ｋ?ｋ）＋Ｂ（ｋ）ｕ（ｋ））］
（１０２３）

ｘ^（０?０）＝ｘ（０）

Ｋ（ｋ）＝Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）［Ｒ２（ｋ）＋Ｃ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）］－１ （１０２４）

Ｓ（ｋ?ｋ－１）＝Ａ（ｋ）Ｓ（ｋ－１?ｋ－１）ＡＴ（ｋ）＋Ｒ１（ｋ） （１０２５）

Ｓ（ｋ?ｋ）＝Ｓ（ｋ?ｋ－１）－Ｋ（ｋ）Ｃ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１） （１０２６）

Ｓ（０?０）＝Ｒ０ （１０２７）
【例１０１】 考虑系统

ｘ（ｋ＋１）＝ｘ（ｋ） ｙ（ｋ）＝ｘ（ｋ）＋ｖ（ｋ）
假设Ｅｘ（０）＝５，Ｒ０＝０．５，Ｒ２＝Ｅｖ（ｋ）ｖＴ（ｋ）＝σ２。按式（１０１０）状态估计为

ｘ^（ｋ＋１?ｋ）＝^ｘ（ｋ?ｋ－１）＋Ｋ（ｋ）［ｙ（ｋ）－^ｘ（ｋ?ｋ－１）］
记Ｓ（ｋ）＝Ｓ（ｋ?ｋ－１），则

Ｋ（ｋ）＝ Ｓ（ｋ）
σ２＋Ｓ（ｋ） Ｓ

（ｋ＋１）＝Ｓ（ｋ）－ Ｓ２（ｋ）
σ２＋Ｓ（ｋ）＝

σ２Ｓ（ｋ）
σ２＋Ｓ（ｋ）

【例１０２】 考虑系统

ｘ（ｋ＋１）＝ａｘ（ｋ）＋ｗ（ｋ） ｙ（ｋ）＝ｘ（ｋ）＋ｖ（ｋ）
已给 Ｅｗ（ｋ）ｗＴ（ｋ）＝ｒ１＞０ Ｅｖ（ｋ）ｖＴ（ｋ）＝ｒ２＞０
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按式（１０１０）状态估计为

ｘ^（ｋ＋１?ｋ）＝ａ^ｘ（ｋ?ｋ－１）＋Ｋ（ｋ）［ｙ（ｋ）－^ｘ（ｋ?ｋ－１）］
引用同上例的记号Ｓ（ｋ），则有

Ｋ（ｋ）＝ ａＳ（ｋ）
ｒ２＋Ｓ（ｋ） Ｓ

（ｋ＋１）＝ａ２Ｓ（ｋ）＋ｒ１－ａ
２Ｓ２（ｋ）

ｒ２＋Ｓ（ｋ）＝
ａ２Ｓ（ｋ）ｒ２
ｒ２＋Ｓ（ｋ）＋ｒ１

按定义，例１０１和例１０２得到的都是预测估计，下面举一个滤波估计的例。
【例１０３】
设系统的状态方程为：

ｘ（ｋ＋１）＝ｘ（ｋ）＋２ｕ（ｋ）＋ｗ（ｋ）

ｙ（ｋ）＝ｘ（ｋ）＋ｖ（ｋ）
｛ｗ（ｋ），ｋ＝０，１，⋯｝和｛ｖ（ｋ），ｋ＝０，１，⋯｝是零均值正态白噪声序列，它们的方差分别为２５
和１５。初始状态ｘ（０）是０均值正态随机变量，并且与ｗ（ｋ），ｖ（ｋ）独立，ｘ（０）的方差为

Ｋ１００。下面构造由式（１０２３）至（１０２７）构成的卡尔曼滤波器。
已知 Ｒ０＝１００，Ｒ１＝２５，Ｒ２＝１５
ｘ^（ｋ＋１?ｋ＋１）＝^ｘ（ｋ?ｋ）＋２ｕ（ｋ）＋Ｋ（ｋ＋１）［ｙ（ｋ＋１）－（^ｘ（ｋ?ｋ）＋２ｕ（ｋ））］

式中 Ｋ（ｋ＋１）＝Ｓ（ｋ＋１?ｋ）［１５＋Ｓ（ｋ＋１?ｋ）］－１

Ｓ（ｋ＋１?ｋ）＝Ｓ（ｋ?ｋ）＋２５
Ｓ（ｋ＋１?ｋ＋１）＝Ｓ（ｋ＋１?ｋ）－Ｋ（ｋ＋１）Ｓ（ｋ＋１?ｋ）

Ｓ（０?０）＝１００
下面逐次求出Ｋ（ｋ＋１）：

Ｓ（０?０）＝１００
Ｓ（１?０）＝１００＋２５＝１２５
Ｋ（１）＝１２５［１５＋１２５］－１＝０．８９３
Ｓ（１?１）＝１２５－０．８９３×１２５＝１３．３７５
Ｓ（２?１）＝１３．３７５＋２５＝３８．３７５
Ｋ（２）＝３８．３７５（１５＋３８．３７５）－１＝０．７２０
Ｓ（２?２）＝１０．７４５－０．７２×３８．３７５＝１０．７４５
Ｓ（３?２）＝１０．７４５＋２５＝３５．７４５
Ｋ（３）＝３５．７４５（１５＋３５．７４５）＝０．７０４
Ｓ（３?３）＝３５．７４５－０．７０４×３５．７４５＝１０．５８

依次可以继续计算下去，这里就计算这三步。将所求的卡尔曼滤波器的增益

Ｋ（１）＝０．８９３ Ｋ（２）＝０．７２０ Ｋ（３）＝０．７０４
代入滤波公式

ｘ^（ｋ＋１?ｋ＋１）＝^ｘ（ｋ?ｋ）＋２ｕ（ｋ）＋Ｋ（ｋ＋１）［ｙ（ｋ＋１）－（^ｘ（ｋ?ｋ）＋２ｕ（ｋ））］
就可以根据量测数据ｙ（ｋ＋１）估计ｘ^（ｋ＋１?ｋ＋１）。
在前面的讨论中假设了ｘ^（０?－１）＝^ｘ（０），即假设了初始估计是无偏的。可以证明在这一

假设下得到的递推估计也是无偏的。证明见文献［３］

１０．２．２ 稳态卡尔曼滤波器
如果ＬＱＧ问题中Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｒ１，Ｒ２都是常数矩阵，且Ｒ１＝ＰＰＴ，（Ａ，Ｐ）能达，（Ｃ，Ａ）能观
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测，这时Ｓ（ｋ｜ｋ－１）是常数矩阵，记为Ｓ。Ｓ满足矩阵方程：

Ｓ＝［Ｉ－ＳＣＴ（Ｒ２＋ＣＳＣＴ）－１Ｃ］［ＡＳＡＴ＋Ｒ１］ （１０２８）
当上述条件成立时，式（１０２８）有惟一正定解。Ｓ满足的矩阵方程（１０２８）恰是由式（１０２４）至
式（１０２６）中令Ｓ（ｋ｜ｋ－１）＝Ｓ得到的。设Ｓ为式（１０２８）的解，则

Ｋ＝ＳＣＴ［Ｒ２＋ＣＳＣＴ］－１ （１０２９）
于是由（１０２３）给出的滤波器为

ｘ^（ｋ＋１｜ｋ＋１）＝Ａ^ｘ（ｋ｜ｋ）＋Ｂｕ（ｋ）＋Ｋ［ｙ（ｋ＋１）－Ｃ（Ａ^ｘ（ｋ｜ｋ）＋Ｂｕ（ｋ））］

＝［Ｉ－ＫＣ］［Ａ^ｘ（ｋ｜ｋ）＋Ｂｕ（ｋ）］＋Ｋｙ（ｋ＋１） （１０３０）
因为Ｋ不依赖于ｋ，所以称为稳态卡尔曼滤波器。它应用更为方便，在线运算量更小，只需存
储常数矩阵Ｋ。
【例１０４】 α－β滤波器，考虑二维系统

ｘ（ｋ＋１）＝
１ Ｔ［ ］
０ １

ｘ（ｋ）＋［ ］０
１
ｗ（ｋ）

ｙ（ｋ）＝Ｃｘ（ｋ）＋ｖ（ｋ）＝（１ ０）ｘ（ｋ）＋ｖ（ｋ）

设Ｒ１＝
０ ０
０ σ
［ ］２ ＝［ ］００［０，σ］，Ｒ２＝ｒ

２， １ Ｔ（ ）０ １
，０（ ）［ ］
σ
能达，（１ ０），

１ Ｔ（ ）（ ）０ １
能观测。于

是卡尔曼滤波器（１０３０）为：

ｘ^（ｋ＋１｜ｋ＋１）＝［Ｉ－Ｋ（１ ０）］
１ Ｔ［ ］
０ １

ｘ^（ｋ｜ｋ）＋Ｋｙ（ｋ＋１）

式中 Ｋ＝Ｓ［ ］１
０
ｒ２＋（１ ０）Ｓ（ ）［ ］１

０

－１

Ｓ是方程

Ｓ＝Ｉ－Ｓ（ ）１０ ｒ２ （ ）＋ １ ０Ｓ（ ）（ ）１０
－１

（１ ０）［ＡＳＡＴ＋Ｒ１］

的惟一正定解。令

Ｋ＝［ ］α
β
，Ｓ＝

ｓ１１ ｓ１２
ｓ２１ ｓ
［ ］

２２

，

则关于Ｋ的方程化为

［ ］α
β
＝
ｓ１１
ｓ
［ ］

２１

１
ｒ２＋ｓ１１
或α＝ ｓ１１

ｒ２＋ｓ１１ β
＝
ｓ２１
ｒ２＋ｓ１１

式中的ｓ１１，ｓ２１可由关于Ｓ的方程解出。
滤波器：

ｘ^（ｋ＋１｜ｋ＋１）＝ Ｉ－
α ０

β
［ ］［ ］

０
１ Ｔ［ ］
０ １

ｘ^（ｋ｜ｋ）＋［ ］α
β
ｙ（ｋ＋１）

只依赖于常数α，β。称为α，β滤波器。
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１０．３ 线性二次高斯问题的解

线性二次型高斯问题（ＬＱＧ问题）中状态方程、输出方程和目标函数分别为

ｘ（ｋ＋１）＝Ａ（ｋ）ｘ（ｋ）＋Ｂ（ｋ）ｕ（ｋ）＋ｗ（ｋ）

ｙ（ｋ）＝Ｃｘ（ｋ）＋ｖ（ｋ）

ＪＮ＝Ｅ｛ｘＴ（Ｎ）Ｆｘ（Ｎ）＋∑
Ｎ－１

ｋ＝０

［ｘＴ（ｋ）Ｑ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ｕＴ（ｋ）Ｒ（ｋ）ｕ（ｋ）］｝

关于ｗ（ｋ），ｖ（ｋ）和ｘ（０）的假设同前。以下用动态规划法求解ＬＱＧ问题：
第１步：
令Ｊ０（Ｎ）＝Ｅ｛ｘ（Ｎ）Ｆｘ（Ｎ）｝

由附录Ａ，设Ｅｘ＝ｍ 则

Ｅ｛ｘＴＭｘ｝＝ｍＴＭｍ＋ｔｒ｛ＭＥ（ｘ－ｍ）（ｘ－ｍ）Ｔ｝
于是 Ｊ０（ｘ（Ｎ））＝［Ｅｘ（Ｎ）］ＴＦＥｘ（Ｎ）＋ｔｒＦＳ（Ｎ｜Ｎ－１）
由前面提到的估计的无偏性，

Ｅｘ（Ｎ）＝Ｅ^ｘ（Ｎ｜Ｎ－１）
于是上式又可以化为

Ｊ０（ｘ（Ｎ））＝［Ｅ^ｘ（Ｎ｜Ｎ－１）］ＴＦＥ^ｘ（Ｎ｜Ｎ－１）＋ｔｒＦＳ（Ｎ｜Ｎ－１）
第１步中的数学期望是对ＹＮ的条件数学期望，因此有Ｅ^ｘ（Ｎ｜Ｎ－１）＝^ｘ（Ｎ｜Ｎ－１），于是

Ｊ０（ｘ（Ｎ））＝^ｘＴ（Ｎ｜Ｎ－１）Ｆ^ｘ（Ｎ｜Ｎ－１）＋ｔｒＦＳ（Ｎ｜Ｎ－１）
式中 Ｓ（Ｎ?Ｎ－１）＝Ｅ［ｘ（Ｎ）－^ｘ（Ｎ?Ｎ－１）］［ｘ（Ｎ）－^ｘ（Ｎ｜Ｎ－１）］Ｔ

为了以后符号统一，便于递推，记

Ｐ（Ｎ）＝Ｆ
ｍ（Ｎ）＝ｔｒＰ（Ｎ）Ｓ（Ｎ｜Ｎ－１）

则上式化为 Ｊ０（ｘ（Ｎ））＝^ｘＴ（Ｎ｜Ｎ－１）Ｐ（Ｎ）^ｘ（Ｎ｜Ｎ－１）＋ｍ（Ｎ） （１０３１）
第２步：
利用动态规划的基本方程：

Ｊ１（ｘ（Ｎ－１））＝ ｍｉｎ
ｕ（Ｎ－１）

Ｅ｛ｘＴ（Ｎ－１）Ｑ（Ｎ－１）ｘ（Ｎ－１）

＋ｕＴ（Ｎ－１）Ｒ（Ｎ－１）ｕ（Ｎ－１）＋Ｊ０（ｘ（Ｎ））｝
（１０３２）

式中 Ｊ０（ｘ（Ｎ））由（１０３１）给出。下面计算ＥＪ０（ｘ（Ｎ））：
该式中的ｘ^（Ｎ｜Ｎ－１）由以下预测估计公式给出：

ｘ^（Ｎ｜Ｎ－１）＝Ａ（Ｎ－１）^ｘ（Ｎ－１｜Ｎ－２）＋Ｂ（Ｎ－１）ｕ（Ｎ－１）

＋Ｋ（Ｎ－１）［ｙ（Ｎ－１）－Ｃ（Ｎ－１）^ｘ（Ｎ－１｜Ｎ－２）］
于是 Ｅ^ｘ（Ｎ?Ｎ－１）＝Ａ（Ｎ－１）Ｅ^ｘ（Ｎ－１｜Ｎ－２）＋Ｂ（Ｎ－１）ｕ（Ｎ－１）
在这一步中的数学期望是对ＹＮ－１的条件数学期望，因而

Ｅ^ｘ（Ｎ－１｜Ｎ－２）＝^ｘ（Ｎ－１｜Ｎ－２）

Ｅ^ｘ（Ｎ?Ｎ－１）＝Ａ（Ｎ－１）^ｘ（Ｎ－１｜Ｎ－２）＋Ｂ（Ｎ－１）ｕ（Ｎ－１）
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［ｙ（Ｎ－１）－Ｃ（Ｎ－１）^ｘ（Ｎ－１｜Ｎ－２）］的方差为

Ｃ（Ｎ－１）Ｓ（Ｎ－１?Ｎ－２）ＣＴ（Ｎ－１）＋Ｒ２（Ｎ－１）
式中 Ｓ（Ｎ－１｜Ｎ－２）＝Ｅ［ｘ（Ｎ－１）－^ｘ（Ｎ－１｜Ｎ－２）］［ｘ（Ｎ－１）－^ｘ（Ｎ－１｜Ｎ－２）］Ｔ

于是ｘ^（Ｎ－１）的方差

ｃｏｖ［^ｘ（Ｎ?Ｎ－１）］＝Ｋ（Ｎ－１）［Ｃ（Ｎ－１）Ｓ（Ｎ－１｜Ｎ－２）ＣＴ（Ｎ－１）＋Ｒ２（Ｎ－１）ＫＴ（Ｎ－１）］
因此，由（１０３１）及附录Ａ有

ＥＪ０（ｘ（Ｎ））＝Ｅ［^ｘＴ（Ｎ｜Ｎ－１）Ｐ（Ｎ）^ｘ（Ｎ｜Ｎ－１）］＋ｍ（Ｎ）

＝［Ｅ^ｘ（Ｎ｜Ｎ－１）］ＴＰ（Ｎ）［Ｅ^ｘ（Ｎ｜Ｎ－１）］＋｛ｔｒＰ（Ｎ）Ｓ（ｎ｜Ｎ－１）｝

＝［Ａ（Ｎ－１）^ｘ（Ｎ－１｜Ｎ－２）＋Ｂ（Ｎ－１）ｕ（Ｎ－１）］ＴＰ（Ｎ）
［Ａ（Ｎ－１）^ｘ（Ｎ－１｜Ｎ－２）＋Ｂ（Ｎ－１）ｕ（Ｎ－１）］＋ｔｒＰ（Ｎ）Ｋ（Ｎ－１）
［Ｃ（Ｎ－１）Ｓ（Ｎ－１｜Ｎ－２）ＣＴ（Ｎ－１）＋Ｒ２（Ｎ－１）］ＫＴ（Ｎ－１）＋ｍ（Ｎ）

于是（１０３２）化为（再一次对ｘＴＱｘ利用附录Ａ）

Ｊ１（^ｘ（Ｎ－１））＝ ｍｉｎ
ｕ（Ｎ－１）
｛^ｘＴ（Ｎ－１｜Ｎ－２）Ｑ（Ｎ－１）^ｘ（Ｎ－１｜Ｎ－２）

＋ｔｒＱＮ－１Ｓ（Ｎ－１｜Ｎ－２）

＋ｕＴ（Ｎ－１）Ｒ（Ｎ－１）ｕ（Ｎ－１）＋［Ａ（Ｎ－１）^ｘ（Ｎ－１｜Ｎ－２）

＋Ｂ（Ｎ－１）ｕ（Ｎ－１）］ＴＰ（Ｎ）［Ａ（Ｎ－１）^ｘ（Ｎ－１｜Ｎ－２）］

＋Ｂ（Ｎ－１）ｕ（Ｎ－１）＋ｔｒＰ（Ｎ）Ｋ（Ｎ－１）
［Ｃ（Ｎ－１）Ｓ（Ｎ－１｜Ｎ－２）ＣＴ（Ｎ－１）

＋Ｒ２（Ｎ－１）］ＫＴ（Ｎ－１）＋ｍ（Ｎ）｝ （１０３３）
为使上式中花括号内的函数关于ｕ（Ｎ－１）最小，令

｛·｝
ｕ（Ｎ－１）＝０

即

Ｒ（Ｎ－１）ｕ（Ｎ－１）＋ＢＴ（Ｎ－１）Ｐ（Ｎ）［Ａ（Ｎ－１）^ｘ（Ｎ－１｜Ｎ－２）＋Ｂ（Ｎ－１）ｕ（Ｎ－１）］＝０
由上式解出ｕ（Ｎ－１）得到

ｕ（Ｎ－１）＝－［Ｒ（Ｎ－１）

＋ＢＴ（Ｎ－１）Ｐ（Ｎ）Ｂ（Ｎ－１）］－１ＢＴ（Ｎ－１）Ｐ（Ｎ）Ａ（Ｎ－１）^ｘ（Ｎ－１｜Ｎ－２）

－Ｌ（Ｎ－１）^ｘ（Ｎ－１｜Ｎ－２） （１０３４）
将ｕ（Ｎ－１）代入（１０３３）得到

Ｊ１（ｘ（Ｎ－１）＝^ｘ（Ｎ－１｜Ｎ－２）Ｐ（Ｎ－１）^ｘ（Ｎ－１｜Ｎ－２）＋ｍ（Ｎ－１） （１０３５）
式中Ｌ（Ｎ－１）＝［Ｒ（Ｎ－１）＋ＢＴ（Ｎ－１）Ｐ（Ｎ）Ｂ（Ｎ－１）］－１ＢＴ（Ｎ－１）Ｐ（Ｎ）Ａ（Ｎ－１）

（１０３６）

Ｐ（Ｎ－１）＝Ｑ（Ｎ－１）＋ＡＴ（Ｎ－１）Ｐ（Ｎ）Ａ（Ｎ－１）－ＬＴ（Ｎ－１）

×［Ｒ（Ｎ－１）＋ＢＴ（Ｎ－１）Ｐ（Ｎ）Ｂ（Ｎ－１）］－１Ｌ（Ｎ－１）
（１０３７）

ｍ（Ｎ－１）＝ｍ（Ｎ）＋ｔｒＱ（Ｎ－１）Ｓ（Ｎ－１｜Ｎ－２）＋ｔｒＰ（Ｎ）Ｋ（Ｎ－１）

×［Ｃ（Ｎ－１）Ｓ（Ｎ－１｜Ｎ－２）ＣＴ（Ｎ－１）＋Ｒ２（Ｎ－１）］ＫＴ（Ｎ－１）
（１０３８）
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第３步：
再一次应用动态规划的基本方程

Ｊ２（ｘ（Ｎ－１））＝ ｍｉｎ
ｕ（Ｎ－２）

Ｅ｛ｘＴ（Ｎ－２）Ｑ（Ｎ－２）ｘ（Ｎ－２）＋ｕＴ（Ｎ－２）Ｒ（Ｎ－２）ｕ（Ｎ－２）

＋Ｊ１（ｘ（Ｎ－１））｝ （１０３９）
注意到，式（１０３９）只不过把式（１０３２）中的Ｎ 换成Ｎ－１，Ｎ－１换成Ｎ－２。因此在式

（１０３４）～（１０３８）中将Ｎ换成Ｎ－１，Ｎ－１换成Ｎ－２，Ｎ－２换成Ｎ－３即可得到

ｕ（Ｎ－２）＝－Ｌ（Ｎ－２）^ｘ（Ｎ－２｜Ｎ－３）

Ｊ２（ｘ（Ｎ－２）＝^ｘ（Ｎ－２｜Ｎ－３）Ｐ（Ｎ－２）^ｘ（Ｎ－２｜Ｎ－３）＋ｍ（Ｎ－２）

Ｌ（Ｎ－２）＝［Ｒ（Ｎ－２）＋ＢＴ（Ｎ－２）Ｐ（Ｎ－１）Ｂ（Ｎ－２）］－１ＢＴ（Ｎ－２）Ｐ（Ｎ－１）Ａ（Ｎ－２）

Ｐ（Ｎ－２）＝Ｑ（Ｎ－２）＋ＡＴ（Ｎ－２）Ｐ（Ｎ－１）Ａ（Ｎ－２）－ＬＴ（Ｎ－２）［Ｒ（Ｎ－２）＋ＢＴ（Ｎ
－２）Ｐ（Ｎ－１）Ｂ（Ｎ－２）］－１Ｌ（Ｎ－２）

ｍ（Ｎ－２）＝ｍ（Ｎ－１）＋ｔｒＱ（Ｎ－２）Ｓ（Ｎ－２｜Ｎ－３）＋ｔｒＰ（Ｎ－１）Ｋ（Ｎ－２）［Ｃ（Ｎ－２）

Ｓ（Ｎ－２｜Ｎ－３）ＣＴ（Ｎ－２）＋Ｒ２（Ｎ－２）］ＫＴ（Ｎ－２）
…

第ｋ步：
依次类推，得到ＬＱＧ问题的最优解：
最优控制为

ｕ（Ｎ－ｋ）＝－Ｌ（Ｎ－ｋ）^ｘ（Ｎ－ｋ｜Ｎ－ｋ－１）
目标函数的最小值为

Ｊｋ（ｘ（Ｎ－ｋ）＝^ｘ（Ｎ－ｋ｜Ｎ－ｋ－１）Ｐ（Ｎ－ｋ）^ｘ（Ｎ－ｋ｜Ｎ－ｋ－１）＋ｍ（Ｎ－ｋ）
式中

Ｌ（Ｎ－ｋ）＝［Ｒ（Ｎ－ｋ）＋ＢＴ（Ｎ－ｋ）Ｐ（Ｎ－ｋ＋１）Ｂ（Ｎ－ｋ）］－１ＢＴ（Ｎ－ｋ）Ｐ（Ｎ－ｋ＋
１）Ａ（Ｎ－ｋ）

Ｐ（Ｎ－ｋ）＝Ｑ（Ｎ－ｋ）＋ＡＴ（Ｎ－ｋ）Ｐ（Ｎ－ｋ＋１）Ａ（Ｎ－ｋ）－ＬＴ（Ｎ－ｋ）［Ｒ（Ｎ－ｋ）＋
ＢＴ（Ｎ－ｋ）Ｐ（Ｎ－ｋ＋１）Ｂ（Ｎ－ｋ）］－１Ｌ（Ｎ－ｋ）

ｍ（Ｎ－ｋ）＝ｍ（Ｎ－ｋ＋１）＋ｔｒＱ（Ｎ－ｋ）Ｓ（Ｎ－ｋ｜Ｎ－ｋ－１）＋ｔｒＰ（Ｎ－ｋ＋１）Ｋ（Ｎ－
ｋ）［Ｃ（Ｎ－ｋ）

Ｓ（Ｎ－ｋ｜Ｎ－ｋ－１）ＣＴ（Ｎ－ｋ）＋Ｒ２（Ｎ－ｋ）］ＫＴ（Ｎ－ｋ）
根据以上公式，可以由

Ｐ（Ｎ）＝Ｆ ｍ（Ｎ）＝ｔｒＰ（Ｎ）Ｓ（Ｎ?Ｎ－１）
开始递推求解。

由于假设了Ｒ（ｋ）是正定矩阵，Ｆ和Ｑ（ｋ）是半正定矩阵，由计算Ｐ（Ｎ－ｋ）的公式知Ｐ
（ｋ）是半正定矩阵，因此［Ｒ（ｋ）＋ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）Ｂ（ｋ）］是正定矩阵，是可逆的，这保证上述求
解过程可以顺利进行。

综合以上讨论的得到如下定理：

定理１０１ （分离定理）在线性系统

ｘ（ｋ＋１）＝Ａ（ｋ）ｘ（ｋ）＋Ｂ（ｋ）ｕ（ｋ）＋ｗ（ｋ）

８０２



ｙ（ｋ）＝Ｃ（ｋ）ｘ＋ｖ（ｋ）
中，假设ｗ（ｋ）和ｖ（ｋ）为零均值高斯白噪声，它们的协方差阵分别是Ｒ１（ｋ）和Ｒ２（ｋ），随机变
量ｘ（０）是高斯的，均值为ｘ（０），方差为Ｒ０（ｋ），ｘ（０）与ｗ（ｋ）和ｖ（ｋ）互相独立，使

ＪＮ＝Ｅ｛ｘＴ（Ｎ）Ｆｘ（Ｎ）＋
Ｎ－１

ｋ＝０

［ｘＴ（ｋ）Ｑ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ｕＴ（ｋ）Ｒ（ｋ）ｕ（ｋ）］｝

最小的最优控制由

ｕ（ｋ）＝－Ｌ（ｋ）^ｘ（ｋ｜ｋ－１）
给出，式中

Ｌ（ｋ）＝［Ｒ（ｋ）＋ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）Ｂ（ｋ）］－１ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）Ａ（ｋ）
Ｐ（ｋ）满足

Ｐ（ｋ）＝Ｑ（ｋ）＋ＡＴ（ｋ）Ｐ（ｋ＋１）Ａ（ｋ）－ＬＴ（ｋ）［Ｒ（ｋ）＋ＢＴ（ｋ）Ｐ（ｋ）Ｂ（ｋ）］－１Ｌ（ｋ）

Ｐ（Ｎ）＝Ｆ
状态的最优估计由下式递推得到

ｘ^（ｋ＋１｜ｋ）＝Ａ（ｋ）^ｘ（ｋ｜ｋ－１）＋Ｂ（ｋ）ｕ（ｋ）＋Ｋ（ｋ）［ｙ（ｋ）－Ｃ（ｋ）^ｘ（ｋ｜ｋ－１）］
式中的Ｋ（ｋ）由下式计算

Ｋ（ｋ）＝Ａ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）［Ｒ２（ｋ）＋Ｃ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）］－１

Ｓ（ｋ＋１?ｋ）＝Ａ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＡＴ（ｋ）＋Ｒ１（ｋ）－Ａ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）［Ｒ２（ｋ）＋Ｃ（ｋ）

Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＣＴ（ｋ）］－１Ｃ（ｋ）Ｓ（ｋ?ｋ－１）ＡＴ（ｋ）
初始条件为：

Ｓ（０?－１）＝Ｒ０
由这个定理可以看出，线性二次高斯问题的最优解是状态的最优估计的线性反馈，反馈增

益矩阵Ｌ（ｋ）的计算与线性二次型问题相同，测量数据只通过对状态的估计ｘ^（ｋ?ｋ－１）影响
最优控制。这样可以分别解线性二次型问题和最优状态估计问题，用得到的最优状态估计做

反馈，就可以得到线性二次型高斯问题的最优解。线性二次型高斯问题的这个性质称为分离

性，因此该定理称为分离定理。

注 定理１０１中用状态的预测估计ｘ^（ｋ?ｋ－１）作反馈得到线性二次高斯问题的最优解，
也可以用状态的滤波估计ｘ^（ｋ?ｋ）作反馈得到线性二次高斯问题的最优解，这时最优解为

ｕ（ｋ）＝－Ｌ（ｋ）^ｘ（ｋ｜ｋ）
ｘ^（ｋ?ｋ）由滤波估计的公式计算。
【例１０５】 考虑例１０３中的系统，状态方程为：

ｘ（ｋ＋１）＝ｘ（ｋ）＋２ｕ（ｋ）＋ｗ（ｋ）

ｙ（ｋ）＝ｘ（ｋ）＋ｖ（ｋ）
对ｗ（ｋ），ｖ（ｋ），ｘ（０）的假设同例１０３，设目标函数为

Ｊ３＝Ｅ［ｘ２（３）＋
２

ｋ＝０
ｕ２（ｋ）］

求最优控制ｕ（０），ｕ（１），ｕ（２）使Ｊ３最小。
根据分离定理分别解线性二次型问题和状态估计问题。状态估计问题已在例１０３中解

出，下面解线性二次型问题。按第七章中的解式不难算出（请读者自己完成）：

ｕ（０）＝－０１５４^ｘ（０?０），ｕ（１）＝－０２２２^ｘ（１?１），ｕ（２）＝－０４００^ｘ（２?２）
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解式中的ｘ^（０?０）＝ｘ（０）是ｘ（０）的均值，^ｘ（１?１），^ｘ（２?２）由例１０３构造的卡尔曼滤波器和量
测值得到。

１０．４ 习题

１．已给系统的状态方程和输出方程分别为

ｘ（ｋ＋１）＝０５ｘ（ｋ）＋ｗ（ｋ） ｙ（ｋ）＝ｘ（ｋ）＋ｖ（ｋ）

Ｅｗ２（ｋ）＝１ Ｅｖ２（ｋ）＝２ ｘ（０）＝０ Ｒ０＝１
求ｘ（ｋ）的滤波估计。

２．考虑系统

ｘ（ｋ＋１）＝ｘ（ｋ） ｙ（ｋ）＝ｘ（ｋ）＋ｖ（ｋ）
假设Ｅｘ（０）＝５，Ｒ０＝０．５，Ｒ２＝Ｅｖ（ｋ）ｖＴ（ｋ）＝σ２。求状态的预测估计。

３．已给系统的状态方程和输出方程为

ｘ（ｋ＋１）＝
１ １［ ］
０ １

ｘ（ｋ）＋ｗ（ｋ） ｙ（ｋ）＝［１ ０］ｘ（ｋ）＋ｖ（ｋ）

ｗ（ｋ）、ｖ（ｋ）是零均值白噪声序列，其协方差分别为Ｒ１＝
０ ０［ ］
０ １
和Ｒ２（ｋ）＝２＋（－１）ｋ，初始

状态ｘ（０）是正态随机矢量，其协方差矩阵为Ｒ０＝
１０ ０［ ］
０ １０
，计算预测估计公式中的Ｋ（１），Ｋ

（２）。

０１２



附 录

附录Ａ 二次型的期望值的计算

设Ｅｘ＝ｍ，则有Ｅ｛ｘＴＭｘ｝＝ｍＴＭｍ＋ｔｒ｛ＭＥ（ｘ－ｍ）（ｘ－ｍ）Ｔ｝
证明

Ｅ｛ｘＴＭｘ｝＝Ｅ（ｘ－ｍ）ＴＭ（ｘ－ｍ）＋ＥｍＴＭｘ＋ＥｘＴＭｍ－ｍＴＭｍ
＝Ｅ（ｘ－ｍ）ＴＭ（ｘ－ｍ）＋ｍＴＭｍ

利用公式

ｔｒ［ＡＴＢ］＝ｔｒ［ＢＡＴ］
得到

（ｘ－ｍ）ＴＭ（ｘ－ｍ）＝ｔｒ［（ｘ－ｍ）ＴＭ（ｘ－ｍ）］＝ｔｒ［Ｍ（ｘ－ｍ）（ｘ－ｍ）Ｔ］
因此

Ｅ（ｘ－ｍ）ＴＭ（ｘ－ｍ）＝Ｅｔｒ［Ｍ（ｘ－ｍ）（ｘ－ｍ）Ｔ］＝ｔｒ［ＭＥ（ｘ－ｍ）（ｘ－ｍ）Ｔ］
于是得到公式

Ｅ｛ｘＴＭｘ｝＝ｍＴＭｍ＋ｔｒ｛ＭＥ（ｘ－ｍ）（ｘ－ｍ）Ｔ｝

附录Ｂ ＭＡＴＬＡＢ简介及本书使用的ＭＡＴＬＡＢ程序

ＭＡＴＬＡＢ（ＭａｔｒｉｘＬａｂｏｒａｔｏｒｙ）是一种基于矩阵的数学与工程计算系统，可以认为

ＭＡＴＬＡＢ是一种专门为矩阵计算设计的语言。ＭＡＴＬＡＢ命令和矩阵函数是分析和设计控制
系统强有力的工具。

本书中使用ＭＡＴＬＡＢ程序的目的是为了让读者更好地理解书中涉及的系统设计步骤和
问题的求解过程。应用这些程序，读者可以方便地对系统的多种参数或多种方案进行分析对

比，这对于深入学习本课程是非常有益的。

本书章节中给出的程序不是完整的程序，在附录中给出了部分算法的完整程序，只需要将

其存储为．ｍ文件，即可在ＭＡＴＬＡＢ环境下运行。
建议参考一些有关ＭＡＴＬＡＢ的基础教程或联机帮助。
一、ＭＡＴＬＡＢ通用命令介绍：

１管理命令和函数：

ｈｅｌｐ 在线帮助文本

ｄｏｃ 装入超文本说明

ｗｈａｔ Ｍ、ＭＡＴ、ＭＥＸ文件的目录列表

ｔｙｐｅ 列出Ｍ文件

ｌｏｏｋｆｏｒ 通过ｈｅｌｐ条目搜索关键字

ｗｈｉｃｈ 定位函数和文件
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ｄｅｍｏ 运行演示示例

ｐａｔｈ 控制ＭＡＴＬＡＢ的搜索路径

２管理变量和工作空间

ｗｈｏ 列出当前变量

ｗｈｏｓ 列出当前变量（长表）

ｌｏａｄ 从磁盘文件中恢复变量

ｓａｖｅ 保存工作变量空间

ｃｌｅａｒ 从内存中清楚变量和函数

ｐａｃｋ 整理工作空间内存

ｓｉｚｅ 矩阵尺寸

ｌｅｎｇｔｈ 矢量的长度

ｄｉｓｐ 显示矩阵和文本

二、常用操作符：

＋、－、、．（数组乘）、^、．^（数组幂）、?、．?（数组除）、＆（与）、｜（或）、～（非）
三、本书中程序使用到的部分命令：

ｅｙｅ 单位矩阵

ｒａｎｋ 矩阵的秩

ｐｏｌｙ 特征多项式

ｉｎｖ 矩阵的逆

ｚｅｒｏｓ 零矩阵

ｆｐｒｉｎｔｆ 屏幕打印命令

四、本书中编写的程序命令：

ｎｅｎｇｋｏｎｇ．ｍ 判断是否能控

ｎｅｎｇｇｕａｎ．ｍ 判断是否能观测

ｋｏｎｇ．ｍ 将系统化为能控结构形式

ｇｕａｎ．ｍ 将系统化为能观测结构形式

ｆａｎｋｕｉ．ｍ ｓｉｓｏ单输入系统的极点配置

ｆａｎｋｕｉ２．ｍ ｍｉｍｏ多输入系统的极点配置

ｇｕａｎｃｅ．ｍ 观测器的设计

ＬＱ．ｍ 线性二次型问题的解

ｇｅｎｚｏｎｇ．ｍ 跟踪问题的解

五、部分算法的程序

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％ 判断能控性程序 ％
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％输入变量：Ａ
％ Ｂ
％输出变量：显示系统能控或不能控
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ｆｕｎｃｔｉｏｎｎｅｎｇｋｏｎｇ（Ａ，Ｂ）；
［ｍ，ｎ］＝ｓｉｚｅ（Ａ）；

Ｕ＝ｃｔｒｂ（Ａ，Ｂ）；

ｒ＝ｒａｎｋ（Ｕ）；

ｆｐｒｉｎｔｆ（′＼ｎ′）；

ｉｆ（ｒ＝＝ｍ）

ｄｉｓｐ（′（Ａ，Ｂ）能控′）；

ｅｌｓｅ
ｄｉｓｐ（′（Ａ，Ｂ）不完全能控′）；

ｅｎｄ
ｆｐｒｉｎｔｆ（′＼ｎ′）；

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％ 判断能观测性程序 ％
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％输入变量：Ｃ
％ Ａ
％输出变量：显示系统能观测或不能观测

ｆｕｎｃｔｉｏｎｎｅｎｇｇｕａｎ（Ｃ，Ａ）；
［ｍ，ｎ］＝ｓｉｚｅ（Ａ）；

Ｖ＝ｏｂｓｖ（Ａ，Ｃ）；

ｒ＝ｒａｎｋ（Ｖ）；

ｆｐｒｉｎｔｆ（′＼ｎ′）；

ｉｆ（ｒ＝＝ｍ）

ｄｉｓｐ（′（Ｃ，Ａ）能观测′）；

ｅｌｓｅ
ｄｉｓｐ（′（Ｃ，Ａ）不完全能观测′）；

ｅｎｄ
ｆｐｒｉｎｔｆ（′＼ｎ′）；

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％ 化能控结构形式程序 ％
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％输入变量：Ａ
％ Ｂ
％ Ｃ
％输出变量：ａ１
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％ ｂ１
％ ｃ１

ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ａ１，ｂ１，ｃ１］＝ｋｏｎｇ（ａ，ｂ，ｃ）；
［ｍ，ｎ］＝ｓｉｚｅ（ａ）；

ｔｅｍｐ＝ｅｙｅ（ｓｉｚｅ（ａ））；

ｆｏｒｉ＝１∶ｍ
ｔｅｍｐ０（：，ｉ）＝ｔｅｍｐｂ；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐａ；

ｅｎｄ

ｒ＝ｒａｎｋ（ｔｅｍｐ０）；

ｔｅｍｐ２（：，１）＝ｔｅｍｐ０（：，１）；

ｆｏｒｉ＝１：ｒ
ｆｏｒｊ＝１：ｍ

ｔｅｍｐ２（：，ｉ）＝ｔｅｍｐ０（：，ｊ）；

ｉｆｒａｎｋ（ｔｅｍｐ２）＝＝ｉ
ｂｒｅａｋ

ｅｎｄ
ｅｎｄ

ｅｎｄ

ｔｅｍｐ１＝ｅｙｅ（ｓｉｚｅ（ａ））；

ｆｏｒｉ＝ｒ＋１：ｍ
ｆｏｒｊ＝１：ｍ

ｔｅｍｐ２（：，ｉ）＝ｔｅｍｐ１（：，ｊ）；

ｉｆｒａｎｋ（ｔｅｍｐ２）＝＝ｉ
ｂｒｅａｋ

ｅｎｄ
ｅｎｄ

ｅｎｄ
ｔ＝ｔｅｍｐ２
ｔ１＝ｉｎｖ（ｔ）；

ａ＝ｔ１ａｔ
ｂ＝ｔ１ｂ
４１２



ｃ＝ｃｔ
ａ１＝ａ；

ｂ１＝ｂ；

ｃ１＝ｃ；

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％ 化能观测结构形式程序 ％
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％输入变量：

％ 原系统Ａ，Ｂ，Ｃ
％输出变量：

％ 已化为能观测系统的Ａ，Ｂ，Ｃ

ｆｕｎｃｔｉｏｎ［Ａ，Ｂ，Ｃ］＝ｇｕａｎ（Ａ，Ｂ，Ｃ）；
［ｍ，ｎ］＝ｓｉｚｅ（Ａ）；

ｔｅｍｐ＝ｅｙｅ（ｓｉｚｅ（Ａ））；

ｆｏｒｉ＝１：ｍ
ｔｅｍｐ０（ｉ，：）＝Ｃｔｅｍｐ；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐＡ；

ｅｎｄ
ｔｅｍｐ０＝ｎｕｌｌ（ｔｅｍｐ０）；

ｒ＝ｒａｎｋ（ｔｅｍｐ０）；

ｔｅｍｐ＝ｅｙｅ（ｓｉｚｅ（Ａ））；

ｆｏｒｉ＝ｒ＋１：ｍ
ｆｏｒｊ＝１：ｍ

ｔｅｍｐ０（：，ｉ）＝ｔｅｍｐ（：，ｊ）；

ｉｆｒａｎｋ（ｔｅｍｐ０）＝＝ｉ
ｂｒｅａｋ

ｅｎｄ
ｅｎｄ

ｅｎｄ
ｔ＝ｔｅｍｐ０
ｔ１＝ｉｎｖ（ｔ）；

Ａ＝ｔ１Ａｔ
Ｂ＝ｔ１Ｂ
Ｃ＝Ｃｔ
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％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％ 单输入系统极点配置程序 ％
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％输入变量：Ａ
％ Ｂ
％ ａａ：将极点写成对角阵形式，例：ａａ＝［－１００；０－１０；００１］；代表三个极点

％为－１，－１，１
％输出变量：Ｋ

ｆｕｎｃｔｉｏｎＫ＝ｆａｎｋｕｉ（Ａ，Ｂ，ａａ）

［ｍ，ｎ］＝ｓｉｚｅ（Ａ）；

ｊ＝ｐｏｌｙ（Ａ）；

ｊｊ＝ｐｏｌｙ（ａａ）；

ｆｏｒＩ＝１：ｍ
ｋ（：，Ｉ）＝ｊ（ｍ＋２－Ｉ）－ｊｊ（ｍ＋２－Ｉ）；

ｅｎｄ
ｔｅｍｐ＝ｅｙｅ（ｍ）；

ｔｅｍｐ１（ｍ）＝１；

ｆｏｒＩ＝１：ｍ
ｔｅｍｐ２（：，Ｉ）＝ｔｅｍｐＢ；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐＡ；

ｅｎｄ
ｑ＝ｔｅｍｐ１ｉｎｖ（ｔｅｍｐ２）；

ｔｅｍｐ＝ｅｙｅ（ｍ）；

ｆｏｒＩ＝１：ｍ
ｔ１（：，Ｉ）＝（ｑｔｅｍｐ）′；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐＡ；

ｅｎｄ
ｔ１＝ｔ１′；

Ｋ＝ｋｔ１；

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％ 多输入系统极点配置程序 ％
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％输入变量：Ａ
％ Ｂ
％ ａａ：为将极点写成对角阵形式，例：ａａ＝［－１００；０－１０；００１］；代表三个极

％点为－１，－１，１
％输出变量：Ｋ
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ｆｕｎｃｔｉｏｎＫ＝ｆａｎｋｕｉ２（Ａ，Ｂ，ａａ）

［ｍ，ｎ］＝ｓｉｚｅ（Ｂ）；

％％％％％％％％％％％％计算Ｑ，Ｓ，Ｋ１％％％％％％％％％
ｕ（ｍ）＝０；

ｕ＝ｕ＋１；

ｘ＝１；

ｔｅｍｐ＝ｅｙｅ（ｍ）；

Ｑ＝ｚｅｒｏｓ（ｍ）；

ｆｏｒｉ＝１：ｍ
Ｑ（：，ｉ）＝ｔｅｍｐＢ（：，ｘ）；

ｉｆｒａｎｋ（Ｑ）～＝ｉ
ｕ（ｘ）＝ｕ（ｘ）－１；

ｘ＝ｘ＋１；

Ｑ（：，ｉ）＝Ｂ（：，ｘ）；

ｔｅｍｐ＝Ａ；

ｅｌｓｅ
ｕ（ｘ）＝ｕ（ｘ）＋１；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐＡ；

ｅｎｄ
ｅｎｄ
ｙ＝０；ｚ＝２；

Ｓ＝ｚｅｒｏｓ（ｓｉｚｅ（Ｂ′））；

ｔ＝ｅｙｅ（ｓｉｚｅ（Ｂ′））；

ｆｏｒｊ＝１：ｍ
ｙ＝ｙ＋ｕ（ｊ）；

ｉｆ（ｙ＜ｍ）

Ｓ（：，ｙ）＝ｔ（：，ｚ）；

ｚ＝ｚ＋１；

ｅｎｄ
ｅｎｄ
Ｋ１＝Ｓｉｎｖ（Ｑ）；

％％％％％％％％％％％％％％ 计算ｋ％％％％％％％％％％
ａ１＝Ａ＋ＢＫ１；

ｊ＝ｐｏｌｙ（ａ１）；

ｊｊ＝ｐｏｌｙ（ａａ）；

ｆｏｒｉ＝１：ｍ
７１２



ｋ（：，ｉ）＝ｊ（ｍ＋２－ｉ）－ｊｊ（ｍ＋２－ｉ）；

ｅｎｄ
％％％％％％％％％％％％％ 计算ｑ％％％％％％％％％％
ｔｅｍｐ＝ｅｙｅ（ｍ）；

ｔｅｍｐ１（ｍ）＝１；

ｆｏｒｉ＝１：ｍ
ｔｅｍｐ２（：，ｉ）＝ｔｅｍｐｂ（：，１）；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐａ１；

ｅｎｄ
ｑ＝ｔｅｍｐ１ｉｎｖ（ｔｅｍｐ２）；

％％％％％％％％％％％％％ 计算ｔ１％％％％％％％％％％
ｔｅｍｐ＝ｅｙｅ（ｍ）；

ｆｏｒｉ＝１：ｍ
ｔ１（：，ｉ）＝（ｑｔｅｍｐ）′；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐａ１；

ｅｎｄ
ｔ１＝ｔ１′；

％％％％％％％％％％％％％ 计算ｋ１Ｋ ％％％％％％％
ｋ１＝ｋｔ１；

ｔｅｍｐ３＝ｚｅｒｏｓ（ｓｉｚｅ（ｂ））；

ｔｅｍｐ３（：，１）＝（ｋ１）′；

Ｋ＝Ｋ１＋ｔｅｍｐ３′
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％ 观测器设计程序 ％
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％输入变量：Ａ
％ Ｂ
％ ａａ：将极点写成对角阵形式

％输出变量：Ｇ

％％参数中的ａａ为将极点写成对角阵形式

ｆｕｎｃｔｉｏｎＧ＝ｇｕａｎｃｅ（Ａ，Ｂ，ａａ）

Ａ＝Ａ′；

Ｂ＝Ｃ′；
［ｍ，ｎ］＝ｓｉｚｅ（Ａ）；

％％％％％％％％％％％％％计算Ｑ，ＳＫ１％％％％％％％％％
ｕ（ｍ）＝０；

ｕ＝ｕ＋１；
８１２



ｘ＝１；

ｔｅｍｐ＝ｅｙｅ（ｍ）；

Ｑ＝ｚｅｒｏｓ（ｍ）；

ｆｏｒｉ＝１：ｍ
Ｑ（：，ｉ）＝ｔｅｍｐＢ（：，ｘ）；

ｉｆｒａｎｋ（Ｑ）～＝ｉ
ｕ（ｘ）＝ｕ（ｘ）－１；

ｘ＝ｘ＋１；

Ｑ（：，ｉ）＝Ｂ（：，ｘ）；

ｔｅｍｐ＝Ａ；

ｅｌｓｅ
ｕ（ｘ）＝ｕ（ｘ）＋１；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐＡ；

ｅｎｄ
ｅｎｄ
ｙ＝０；ｚ＝２；

Ｓ＝ｚｅｒｏｓ（ｓｉｚｅ（Ｂ′））；

ｔ＝ｅｙｅ（ｓｉｚｅ（Ｂ′））；

ｆｏｒｊ＝１：ｍ
ｙ＝ｙ＋ｕ（ｊ）；

ｉｆ（ｙ＜ｍ）

Ｓ（：，ｙ）＝ｔ（：，ｚ）；

ｚ＝ｚ＋１；

ｅｎｄ
ｅｎｄ
Ｋ１＝Ｓｉｎｖ（Ｑ）；

％％％％％％％％％％％ 计算ｋ％％％％％％％％％
ａ１＝Ａ＋ＢＫ１；

ｊ＝ｐｏｌｙ（ａ１）；

ｊｊ＝ｐｏｌｙ（ａａ）；

ｆｏｒｉ＝１：ｍ
ｋ（：，ｉ）＝ｊ（ｍ＋２－ｉ）－ｊｊ（ｍ＋２－ｉ）；

ｅｎｄ
％％％％％％％％％％％ 计算ｑ％％％％％％％％
ｔｅｍｐ＝ｅｙｅ（ｍ）；

ｔｅｍｐ１（ｍ）＝１；

ｆｏｒｉ＝１：ｍ
ｔｅｍｐ２（：，ｉ）＝ｔｅｍｐＢ（：，１）；

９１２



ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐａ１；

ｅｎｄ
ｑ＝ｔｅｍｐ１ｉｎｖ（ｔｅｍｐ２）；

％％％％％％％％％％％ 计算ｔ１％％％％％％％％
ｔｅｍｐ＝ｅｙｅ（ｍ）；

ｆｏｒｉ＝１：ｍ
ｔ１（：，ｉ）＝（ｑｔｅｍｐ）′；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐａ１；

ｅｎｄ
ｔ１＝ｔ１′；

％％％％％％％％％％％％ 计算ｋ１，Ｋ ％％％％％％％％％％％
ｋ１＝ｋｔ１；

ｔｅｍｐ３（：，１）＝（ｋ１）′；

ｔｅｍｐ３（：，２）＝０；

Ｋ＝Ｋ１＋ｔｅｍｐ３′；

Ｋ＝Ｋ′；

ｆｐｒｉｎｔｆ（′＼ｎ′）；

ｆｐｒｉｎｔｆ（′所求观测器Ｚ＝（Ａ＋ＧＣ）ｚ＋ＢＵ－Ｇｙ，其中′）；

Ｇ＝Ｋ

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％ 线性二次型问题求解程序 ％
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎＫ＝ＬＱ（Ａ，Ｂ，Ｑ，Ｒ，Ｆ，Ｎ）

％
％输入变量：Ａ
％ Ｂ
％ Ｑ
％ Ｒ
％ Ｆ
％ Ｎ
％输出变量（反馈增益矩阵）：Ｋ

Ｐ（Ｎ＋１）＝Ｆ；

ｆｏｒｋ＝１：Ｎ
Ｚ１（ｋ）＝Ｑ（Ｎ－ｋ＋１）＋Ａ（Ｎ－ｋ＋１）′Ｐ（Ｎ－ｋ＋２）Ａ（Ｎ－ｋ＋１）；

Ｚ２（ｋ）＝Ｂ（Ｎ－ｋ＋１）′Ｐ（Ｎ－ｋ＋２）Ａ（Ｎ－ｋ＋１）；

Ｚ３（ｋ）＝Ｒ（Ｎ－ｋ＋１）＋Ｂ（Ｎ－ｋ＋１）′Ｐ（Ｎ－ｋ＋２）Ｂ（Ｎ－ｋ＋１）；

Ｋ（Ｎ－ｋ＋１）＝－ｉｎｖ（Ｚ３（ｋ））Ｚ２（ｋ）；
０２２



Ｐ（Ｎ－ｋ＋１）＝Ｚ１（ｋ）－Ｚ２（ｋ）′ｉｎｖ（Ｚ３（ｋ））Ｚ２（ｋ）；

ｅｎｄ
Ｋ

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％ 跟踪问题求解的程序 ％
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％

ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｕ，ｘ］＝ｇｅｎｚｏｎｇ（ａ，ｂ，ｒ，ｄ，ｑ，ｓ，ｅ，ｗ，ｆ，ｌ，ｈ，ｉ，Ｎ，ｘ０）

％
％输入变量：ａ，ｂ，ｒ，ｄ，ｑ，ｓ，ｅ，ｗ，ｆ，ｌ，ｈ，ｉ为已经给定的系统参数

％ Ｎ为叠代次数

％ ｘ０为系统初始值

％输出变量：ｕ所求控制

％ ｘ系统状态

ｘ（Ｎ＋１）＝０；

ｘ（１）＝ｘ０；

ｔｅｍｐｘ＝－ａ（Ｎ＋１）?ｂ（Ｎ＋１）；

ｔｅｍｐｃ＝－ｗ（Ｎ＋１）?ｂ（Ｎ＋１）；

ｆ＝ｆ＋ｑ（Ｎ＋１）＋ｓ（Ｎ＋１）ｔｅｍｐｘ＋ｒ（Ｎ＋１）ｔｅｍｐｘｔｅｍｐｘ；

ｈ＝ｈ＋ｓ（Ｎ＋１）ｔｅｍｐｃ＋ｒ（Ｎ＋１）２ｔｅｍｐｘｔｅｍｐｃ＋ｄ（Ｎ＋１）＋ｅ（Ｎ＋１）ｔｅｍｐｘ；

ｉ＝ｉ＋ｒ（Ｎ＋１）ｔｅｍｐｃｔｅｍｐｃ＋ｅ（Ｎ＋１）ｔｅｍｐｃ＋ｇ；

Ｐ（Ｎ＋１）＝ｆ；

ｌ（Ｎ＋１）＝ｈ；

ｊ（Ｎ＋１）＝ｉ；

ｆｏｒｔｅｍｐｋ＝０：Ｎ－１
ｋ＝Ｎ＋１－ｔｅｍｐｋ；

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｔｅｍｐ＝ｓ（ｋ－１）＋２Ｐ（ｋ）ａ（ｋ－１）ｂ（ｋ－１）；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐｔｅｍｐ；

ｔｅｍｐ１＝ｒ（ｋ－１）＋Ｐ（ｋ）ｂ（ｋ－１）ｂ（ｋ－１）；

ｔｅｍｐ１＝ｔｅｍｐ１４；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐ?ｔｅｍｐ１；

Ｐ（ｋ－１）＝ｑ（ｋ－１）＋Ｐ（ｋ）ａ（ｋ－１）ａ（ｋ－１）－ｔｅｍｐ；

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
１２２



ｔｅｍｐ＝ｓ（ｋ－１）＋２Ｐ（ｋ）ａ（ｋ－１）ｂ（ｋ－１）；

ｔｅｍｐ１＝ｅ（ｋ－１）＋２Ｐ（ｋ）ｂ（ｋ－１）ｗ（ｋ－１）＋Ｑ（ｋ）ｂ（ｋ－１）；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐｔｅｍｐ１；

ｔｅｍｐ１＝２ｒ（ｋ－１）＋２Ｐ（ｋ）ｂ（ｋ－１）ｂ（ｋ－１）；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐ?ｔｅｍｐ１；

ｌ（ｋ－１）＝ｄ（ｋ－１）＋２Ｐ（ｋ）ｗ（ｋ－１）ａ（ｋ－１）＋ｌ（ｋ）ａ（ｋ－１）－ｔｅｍｐ；

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｔｅｍｐ＝ｅ（ｋ－１）＋２Ｐ（ｋ）ｂ（ｋ－１）ｗ（ｋ－１）＋ｌ（ｋ）ｂ（ｋ－１）；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐｔｅｍｐ；

ｔｅｍｐ１＝ｒ（ｋ－１）＋Ｐ（ｋ）ｂ（ｋ－１）ｂ（ｋ－１）；

ｔｅｍｐ１＝ｔｅｍｐ１４；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐ?ｔｅｍｐ１；

ｊ（ｋ－１）＝ｇ＋Ｐ（ｋ）ｗ（ｋ－１）ｗ（ｋ－１）＋ｌ（ｋ）ｗ（ｋ－１）＋ｊ（ｋ）－ｔｅｍｐ；

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％

ｅｎｄ

ｆｏｒｋ＝２：Ｎ＋１
ｔｅｍｐ＝ｓ（ｋ－１）＋２Ｐ（ｋ）ａ（ｋ－１）ｂ（ｋ－１）；

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐｘ（ｋ－１）＋ｅ（ｋ－１）＋２Ｐ（ｋ）ｂ（ｋ－１）ｗ（ｋ－１）＋ｌ（ｋ）ｂ（ｋ－１）；

ｔｅｍｐ＝－ｔｅｍｐ；

ｔｅｍｐ１＝ｒ（ｋ－１）＋Ｐ（ｋ）ｂ（ｋ－１）ｂ（ｋ－１）；

ｔｅｍｐ１＝ｔｅｍｐ１２；

ｕ（ｋ－１）＝ｔｅｍｐ?ｔｅｍｐ１；

ｘ（ｋ）＝ａ（ｋ－１）ｘ（ｋ－１）＋ｂ（ｋ－１）ｕ（ｋ－１）＋ｗ（ｋ－１）；

ｅｎｄ
ｕ（Ｎ＋１）＝－ｗ（Ｎ＋１）?ｂ（Ｎ＋１）－ａ（Ｎ＋１）ｘ（Ｎ＋１）?ｂ（Ｎ＋１）；

２２２
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