
 
面向 21世纪全国高职高专数学规划教材 
* 江苏省省级精品课程配套教材 
 
 
 
 
 
 
 
 

线性代数与概率统计 
 

朱文辉 陈 刚  编著

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 



内 容 简 介

本书是江苏省一类优秀课程“线性代数与概率统计”的配套教材，该成果获 2004年江苏省高等教育

教学成果一等奖.本书贯彻“淡化严密性，强调思维性”的编写思路，使得必需够用为度和应用能力培养

落到实处.

全书包括线性代数和概率统计方面的教学基本内容，并配有建模应用方面的资料，内容翔实，语言通

俗，可读性强.每章后附有数量充足、难易适中的习题，书后附有答案.

本书可作为高职高专院校工程类与经管类专业相关课程的教材，也可供工程技术人员和高校学生业务

性学习或扩充性学习的参考.

 

图书在版编目（CIP）数据 
线性代数与概率统计/朱文辉，陈刚编著．—北京：北京大学出版社，2005.8 
（面向 21世纪全国高职高专数学规划教材） 

ISBN 7-301-09220-2 
 
I．线···  II．①朱···  ②陈···  III．①线性代数—高等学校：技术学校－教材  ②概率
论—高等学校：技术学校—教材   ③数理统计—高等学校：技术学校—教材   
IV．①0151.2   ②021 

 
中国版本图书馆 CIP数据核字（2005）第 069414号 

 
书 名：线性代数与概率统计 

著作责任者：朱文辉  陈刚  编著 

责 任 编 辑：胡伟晔  刘建龙 

标 准 书 号：ISBN 7-301-09220-2/O·0656  

出 版 者：北京大学出版社 

地 址：北京市海淀区成府路 205号  100871 

电 话：邮购部 62752015  发行部 62750672  编辑部 62765126 

网 址：http://cbs.pku.edu.cn 

电 子 信 箱：xxjs@pup.pku.edu.cn 

印 刷 者： 

发 行 者：北京大学出版社 

经 销 者：新华书店 

            787毫米×1092毫米  16开本  16.5印张  360千字 

            2005年 8月第 1版  2005年 8月第 1次印刷 

定 价：26.00元     



前    言 

本书是高职高专院校工程类与经管类专业的数学基础课教材之一。针对高职高专学生

的特点，我们确立了适合于数学教育的“淡化严密性，强调思维性”的指导思想，能从观

念上、方法上解决数学抽象性与人才培养对象之间的矛盾。“淡化严密性”就是以人为本，

以高职学生的基础状况和实际需要为依据，调整和控制数学知识传授中的严密程度，降解

抽象性，营造适度的数学环境，不追求每个细节的严格表述；“强调思维性”就是以能力为

本，关注学生在掌握和应用数学知识时所需要的思维性，包括对专业技术的数学语言表达

与交流、对实际问题的数学模型建立与运行。 

本书从内容到形式，都力求贯彻“淡化严密性，强调思维性”的指导思想。在介绍各

种概念时，均不以严格的“定义”形式出现，而是结合自然的叙述，辅以背景材料顺势引

入，并注重从正反两方面对概念内涵加以充分的解读，首次出现的专用名词用黑体字明显

标出，这种自然界面既便于查找，同时也减少了数学形式的抽象感；在介绍数学理论时，

不拘泥于“定理—证明”的单一模式，也不是简单地删去证明了事，而是尽可能地在通俗

易懂的叙述中渐入主题，既交代了来龙去脉，又冲淡了抽象成分，让读者有一种“水到渠

成”之感，同时注重对抽象内容的形象化处理，大量地设计一些文字语言解读数学知识。

这样的叙述方式，可使读者对数学教材不再望而生畏。

本书特别尊重读者的习惯性与情理性思维，介绍比较复杂的内容都从案例引入，并且

注重典型例题的多层次开发，这样一方面可以改变数学教材严肃有余活泼不足的局面，另

一方面能踏准读者的思维节奏，便于他们学习数学知识、理解数学原理。 

作者运用教学研究成果，对传统的材料组织结构进行了较大幅度的改革，如线性代数

中将线性方程组与向量的线性关系分离倒置，增加了初等变换的标准程序和基础解系的读

取规则等操作性内容；弱化伴随矩阵在求逆运算中的作用；强化求特征向量的矩阵化技术，

增加基础特征向量的新概念等。又如在概率统计中，凸现古典概率与统计定义各自的优势

功能；概率的极限定理不再单独成章，而是结合数字特征，一改其高不可攀的理论形象，

成了应用性内容；假设检验突破一题一招式的思路，以显著性原理为引导，在适当分解步

骤的基础上，重点提示每个步骤的操作思路和执行要领，便于读者面对各种情况融会贯通；

在方差分析和回归分析中废止列表计算模式，利用计算器中能直接显示的均值与方差来构

造统计量，既避免了复杂的数学推导，能在情理之中掌握计算公式，又大大简化了计算，

能在意料之外获得数值结果。本书增加了有关的数学建模内容，以便将数学建模思想有机

地融入到基础性教学之中。



全书共分三篇。第一篇线性代数，包括行列式、矩阵、线性方程组、向量的线性关系、

矩阵的特征值与特征向量、二次型等 6 章；第二篇概率统计，包括随机事件与概率、随机

变量及其概率分布、随机变量的数字特征、统计量与参数估计、假设检验、方差分析与回

归分析等 6章；第三篇建模应用，包括线性代数和概率统计的应用共 2章。各章虽有联系，

但又能各自独立成篇，便于实施模块式教学构建。

随着教育大众化形势的发展，高职教育的专业设置多种多样，新专业不断涌现，对数

学基础课提出了多元化、小型化、分散化的要求。本书的第 5章、第 6章、第 11章、第 12

章等部分内容，就是为适应这些需求而特意安排的。

讲授本书的全部内容约需 60～100学时。通常各专业要根据不同需求进行模块化搭建，

因为本书已对各章节进行了独立化模型化处理，所以本教材实际上可适应 20～60学时的工

程数学课程教学需要。

本书文笔简洁明了，可读性强。“淡化严密性”带来了篇幅的减少以及信息量的增加；

“强调思维性”使得理论高度不仅没有降低，相反在通俗易懂的铺叙中生动地展示了思维

的全过程，突现了线性代数与概率统计的主流方法和操作技术，使这门基础课对于读者来

说更易掌握，更为实用，同时也能使读者的思维在适度的数学环境中得到潜移默化的熏陶，

成为培养思维能力的重要载体。

本书的编写特色得到了江苏省教育厅专家组的认可，“线性代数与概率统计”被评为江

苏省一类优秀课程，同时，本书还是数学基础课教学改革成果的组成部分，该成果获 2004

年江苏省高等教育教学成果一等奖。 

编 者

                                              2005年 6月 
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第一篇 线 性 代 数

第 1章  行 列 式 

1.1  行列式的概念与性质 

1.1.1  二阶、三阶行列式 

当一个代数式很复杂时，需要引入适当的记号，以便简化它的表达形式、突现它的构

成规则．行列式就是一种代数式的简要记号，如 

11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
= − ，                   （1.1）  

       
������������������������������������a a a

a a a a a a a a a a a a

a a a

= + + ������������������a a a a a a a a a− − − ， （1.2） 

分别是二阶、三阶行列式，两式的左端表示行列式的记号，右端是行列式的全面展开式．行

列式的元素有两个下标，分别称为行标和列标，如��a 表示该元素位于第 3行、第 2列． 

二阶、三阶行列式的全面展开可以用对角线法：在图 1-1中，实对角线上元素的乘积，

前置符号取正；虚对角线上元素的乘积，前置符号取负．它们的代数和即行列式的值． 

 

图 1-1  行列式的对角线 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

       

       

        

a a a

a a a

a a a

11 12

21 22

   

   

a a

a a
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例如 

5 1
5 2 ( 1) 3 13

3 2

−
= × − − × = ； 2 2 2 2( )

a b
a b a b

b a
= − − = +

−
； 

2 5 0

1 3 3 2 3 6 1 ( 1) 0 ( 5) ( 3) 4

4 1 6

−
− = × × + × − × + − × − ×

−

�
�

�
0 3 4− × ×  

( 1) ( 3) 2 1 ( 5) 6− − × − × − × − × 36 0 60 0 6 ( 30) 120= + + − − − − = ． 

1.1.2  n阶行列式的全面展开 

用 2n 个元素可以构成 n阶行列式 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

L

L

M M M

L

． 

行列式有时简记为 i ja ．一阶行列式 a 就是 a，为了避免与绝对值记号相混，一阶行列式

通常不加行列式号． 
高于 4阶的行列式不能用对角线法展开．参照二阶、三阶行列式的展开式（1.1）、（1.2），

规定 n阶行列式的全面展开按如下方式进行： 

（1）展开式的每一项都是不同行、不同列的 n个元素的乘积． 
（2）取自不同行、不同列的 n个元素要出现所有不同的搭配．若将行标顺序安排，则
每一项对应列标的一个排列．如������a a a 对应的排列是 2 1 3．所有不同的搭配，对应所有

不同的列标排列， n个自然数共有 !n 种排列，因而全面展开式共有 !n 项． 
（3）各项的前置符号，偶排列取正，奇排列取负．所谓偶（奇）排列是指该排列的逆

序数为偶（奇）数．比如排列 4 3 1 2中，4后面有比它小的 3，1，2（算作 3个逆序），3

后面有 1，2，合计共有 5个逆序，是奇排列．全面展开式的 !n 项中有半数的前置符号为正，

另一半为负． 

通过全面展开来计算行列式显然是很复杂的，应该考虑简便的方法． 

1.1.3  行列式的性质 

将行列式D的行与列互换后得到的行列式，称为D的转置行列式，记为�D ．即 
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=D

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

L

L

M M M

L

，�=D

11 21 1

12 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

L

L

M M M

L

． 

实际书写时，“横着看，竖着写”，便可得到转置行列式． 

性质 1  行列式转置后，其值不变，即�=D D． 

例如  

1 2 3 1 8 7

8 9 4 2 9 6

7 6 5 3 4 5

= ． 

证  在行列式D中，每一行取一个元素，这 n个元素位于不同的列，它们的乘积添上
前置符号构成了D的展开式中的一项．该项中的元素也可以理解为取自不同的列，并位于
不同的行，而这正是�D 的展开式中的一项．可见D和�D 的展开式中各项都对应相同，因
此它们相等． 
这条性质告诉我们，行列式的行具有某一性质，它们的列也具有相同的性质． 

性质 2  交换行列式的两行（列），行列式的值变号． 

例如  

1 2 3 1 2 3

8 9 4 7 6 5

7 6 5 8 9 4

= − ． 

证  交换行列式的两行，相当于在展开式每一项所对应的列标排列中，交换了两个数

字的位置．这两个数字之间的逆序发生了变化，而这两个数字和其他数字之间的逆序变化

是成对发生的，因此整个排列的逆序数变化量为奇数，从而排列的奇偶性发生改变．即行

列式展开式中的每一项都改变了符号，于是行列式的值变号． 

性质 3  行列式的某一行（列）元素有公因子，可以提到行列式的外面． 

例如  

1 2 3 1 2 3

8 9 4 8 9 4

7 6 5 7 6 5

k k k k= ． 

证  行列式的某一行有公因子 k时，因为行列式展开式的每一项中都出现了该行的一

个元素，所以每一项都有了公因子 k，当然可以提取出来． 
这条性质也可以反向运用：行列式乘以数 k，等于把 k乘到行列式的某一行（列）上

去． 
推论  以下 3种行列式的值为零． 

（1）行列式有某一行（列）的元素全为零； 

（2）行列式有两行（列）完全相同； 

（3）行列式有两行（列）的元素对应成比例． 
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证  其中第 1种行列式有公因子0；第 2种行列式交换两行（列）后，其值不变，同
时又改变符号，即 = −D D，故 0=D ；第 3种行列式提取公因子后，即第 2种行列式． 
性质 4  一个行列式可以拆分成两个行列式的和，这两个行列式的某对应行（列）上

相同位置的元素之和，正好等于原行列式的对应位置的元素，而其他行（列）的元素都与

原行列式相同． 

例如  

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 2 0 1 3 1 2 4 1

a a a a a a a a a a a a

b b b b b b b b b b b b

c c c c c c c c c c c c

= +
− −

� �
� �

� �

． 

证  因为在行列式展开式的各项中，可以把来自于某行（列）的元素拆分成两数之和，

再利用分配律将每一项都拆成两项之和，由此组合成两个行列式，而且行列式中除被拆分

的元素外，其他元素都未变． 

这条性质给出了行列式的拆分规则．若反向运用，则成了行列式的合并规则．拆分与

合并规则特别强调：除某一对应行（列）外，其余元素都相同． 

性质 5  把行列式的某一行（列）的各元素乘以同一数后加到另一行（列）的对应元

素上去，行列式的值不变． 

证  做了这种变换后的行列式可以拆分成两个行列式，一个是原行列式，另一个是推

论中的第 3种行列式（其值为零）． 

比如在一个三阶行列式中将第 1列乘以数 k后加到第 3列，所得行列式可拆分为 ������������a b c ka

a b c ka

a b c ka

+
+ =
+

���������a b c

a b c

a b c

+
���������a b ka

a b ka

a b ka

． 

性质 5将是计算行列式的主要工具，务必正确理解：“把某一行（列）乘以同一数后

加到另一行（列）上去”，运算的对象是整行（列）中的每一个元素，不可偏漏；运算后，

其中的“某一行（列）”应保持原样，而“另一行（列）”须发生变化；行列式的元素发生

了变化，但行列式的值不变．例如在下面的行列式中，把第 3行乘以 3加到第 1行上去，

可以得到等式 

7 2 0 3 13 14 15 0

5 6 2 0 5 6 2 0

2 4 5 1 2 4 5 1

3 1 1 5 3 1 1 5

− −
=

− −
− − − −

� � � � �
� � �

� � �
� �

． 
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1.2  行列式的降阶算法 

1.2.1  代数余子式 

在 n阶行列式中，把元素 i ja 所在的第 i行和第 j列划去后，余下的 ( 1)n − 阶行列式叫

做元素 i ja 的余子式，记为 i jM ．再记 

( 1)������A M+= − ，                         （1.3） 

i jA 叫做 i ja 的代数余子式． 

1.2.2  特殊行列式的计算公式 

若行列式第 1行元素除��a 外均为零，则有如下计算式： 

11
22 2

21 22 2
11

2
1 2

0 0
n

n

n nn
n n nn

a
a a

a a a
a

a a
a a a

= =

L
L

L
M M

M M M
L

L

D ． 

证  等式右端的 ( 1)n − 阶行列式是��a 的余子式��M ．在行列式D中，每行选取一个元

素（不同列）做乘积，构成展开式的各项．可以只考虑不等于零的项，显然第 1行只能取��a ，
于是各项有了公因子��a ．选取第 2至第 n行的元素，和全面展开��M 的选取方式完全相同；
另一方面��a 与其他元素不构成逆序，因此D的展开项与��M 的展开项前置符号也相同．提
取公因子��a 后，即得����a M=D ． 

若行列式的第 1列除��a 外均为零，则有同样的计算式． 

现在考虑一般的降阶条件．如果在行列式 D中，非零元素 i ja 所在的行（第 i行）或列

（第 j列）的其他元素均为零，那么可以将第 i行依次与第 ( 1)i − ，⋯，2，1行交换，然后

再将第 j列依次与第 ( 1)j − ，⋯，2，1 列交换，共经过 ( 2)i j+ − 次换行与换列，把 i ja 换

到左上角的位置，其所在的行与列也换到了第 1行和第 1列，而其他行、列的排列顺序没
有改变．根据前面的公式可知，最后的行列式的值变成了 i j i ja M ．由于行列式的值变了

( 2)i j+ − 次符号，所以 �( 1)����������a M a A+ −= − =D ．                    （1.4） 

定理 1.1  如果行列式的某行（或某列）中，仅有一个元素非零，那么行列式的值等

于该非零元素与它的代数余子式的乘积． 

定理 1.1 是行列式降阶算法的基础．比如下面的行列式经逐次降阶，很容易得到它的
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值： 

11

21 22

31 32 33 11 22 33

1 2 3

0 0 0

0 0

0 nn

n n n nn

a

a a

a a a a a a a

a a a a

=

L

L

L L

M M M M

L

． 

我们称这种行列式为下三角行列式．类似地，上三角行列式也有同样的计算公式： 

11 12 13 1

22 23 2

33 3 11 22 33

0

0 0

0 0 0

n

n

n nn

nn

a a a a

a a a

a a a a a a

a

=

L

L

L L

M M M M

L

． 

更特殊的对角行列式的值为 

11

22

33 11 22 33

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

nn

nn

a

a

a a a a a

a

=

L

L

L L

M M M M

L

． 

我们把行列式中从左上角到右下角的对角线称为主对角线．三角行列式中，主对角线一侧

的元素全为零；对角行列式中，主对角线两侧的元素全为零． 

推论  三角行列式及对角行列式的值等于其主对角线上所有元素的乘积． 

1.2.3  行列式的降阶算法 

对于一般的行列式，可以利用行列式的性质 5把某些元素变为零，来达到降阶条件．具

体做法是：在行列式中选定一个非零元素，称之为主元，将主元所在的行乘以适当的数加

到其他行上，由此把主元所在列的其他元素都变为零．这个过程叫做消元． 

例 1.1  计算行列式

10 8 7 2

7 9 13 1

5 1 5 3

3 5 1 2

− −
−

=
− −

− −

D ． 

解  选��1a = 为主元，为了将第 4列的元素 2,3, 2− 变成零，进行行变换：第 2行乘 2−
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加到第 1行；第 2行乘 3− 加到第 3行；第 2行乘 2加到第 4行，得到 

2 4

24 26 33 0
24 26 33

7 9 13 1
1 ( 1) 26 26 34

26 26 34 0
17 13 25

17 13 25 0

+

− −
− −

= = × − − −
− −

−
−

D

�

． 

降阶后的行列式可继续降阶：取第 2行的 26为主元，将第 2行分别乘 26 26− 和13 26加到

第 1、第 3行，得到 ��2 0 1
2 1

26 26 34 26 ( 1) 312
4 8

4 0 8

+= − − = × − =D ． 

从本例看出，要注重主元的选取，适当地选择主元可以简化计算． 

行列式的消元运算也可以做列变换，即通过列变换把主元所在行的其他元素都变为

零． 

阶数较高的行列式计算常常借助于计算机．计算机不怕烦琐的计算，但无法“灵活”

地选择主元，所以计算机一般是先把行列式变为三角行列式，即从第 1列开始，通过行变

换依次将各列主对角线下方的元素变为零． 

例 1.2  将例 1.1的行列式D化为上三角行列式，并计算其值． 
解  以下计算过程中，所选主元都用“ ”号做了标记，这样可使消元的对象清晰，

便于突出变换的有序性： 

10 8 7 2

7 9 13 1

5 1 5 3

3 5 1 2

− −
−

=
− −

− −

D

10 8 7 2

0 3.4 8.1 2.4

0 5 8.5 2

0 7.4 3.1 1.4

− −
−

=
−

− −

 

10 8 7 2

0 3.4 8.1 2.4

0 0 3.412 1.529

0 0 14.529 3.824

− −
−

=
− −

� �
� � �
� �
� � �

10 8 7 2

0 3.4 8.1 2.4
311.7

0 0 3.412 1.529

0 0 0 2.687

− −
−

= =
− −

−

� �
� � �
� �
� � �

． 

数值计算有误差是难免的．为了减少误差，可以选取绝对值较大的数作为主元，同时

通过换行把主元换到主对角线上的位置．这种做法还有一个好处是能适应主对角线上元素

出现零的情况． 
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1.3  克莱姆法则 

1.3.1  行列式的按行（列）展开 

按照行列式的拆分规则，一个三阶行列式可作如下拆分： ������������������a a a

a a a

a a a

=D
��������������0 0a

a a a

a a a

=
��������������0 0a

a a a

a a a

+
��������������0 0 a

a a a

a a a

+ ． 

再根据定理 1.1，得到 ������������a A a A a A= + +D ． 

这叫做行列式按第 1行展开．因为拆分可针对不同的行、列进行，所以行列式也可按其他

行展开，还可以按各列展开，而且这种展开能直接推广到更高阶的行列式．一般地，对于 n

阶行列式D，有如下展开式： 

1 1 2 2i i i i i n i na A a A a A= + + +LD    （ i =1, 2, ⋯, n）， 

1 1 2 2j j j j n j n ja A a A a A= + + +LD  （ j =1, 2, ⋯, n）． 

这两个公式分别称为行列式的按行展开式与按列展开式．展开式右端是某行（列）元素与

它们的代数余子式乘积之和．以后，我们把这种两两相乘再相加的运算叫做“组合”，组

合运算是线性代数中常见的运算． 

行列式的按行或按列展开，起到了降阶的效果，可以用来计算行列式的值．比如例 1.1

的行列式，按第 3行展开为 

10 8 7 2

7 9 13 1

5 1 5 3

3 5 1 2

− −
−

=
− −

− −

D

� �
� � �

� �
� �

��8 7 2

( 5) ( 1) 9 13 1

5 1 2

+

−
= − × − −

− −

� �
�

�

��10 7 2

( 1) ( 1) 7 13 1

3 1 2

+

− −
+ − × −

− −

�
� �
�

 ��10 8 2

5 ( 1) 7 9 1

3 5 2

+

−
+ × − −

−

� �
� �
� �

��10 8 7

3 ( 1) 7 9 13

3 5 1

+

− −
+ × − −

−

�
� �
� �

． 

不过用这种方法要计算 n个 ( 1)n − 阶行列式，如果连环地不断展开，计算量与全面展开不
相上下，是非常庞大的．所以计算行列式还是以上节介绍的降阶算法为主． 
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1.3.2  代数余子式组合定理 

在三阶行列式 ������������������a a a

a a a

a a a

=D  

中，改写第 1行，使之与第 2行相同，将这个值为零的行列式按第 1行展开，注意到代数

余子式未变，有 ������������������������������0

a a a

a a a a A a A a A

a a a

= = + + ． 

一般地，在 n阶行列式D中，把第 i行改写为第 k行 ( )k i≠ ，再按第 i行展开，可得 

1 1 2 2 0k i k i k n i na A a A a A+ + + =L ； 

把第 j列改写成第 k列 ( )k j≠ ，再按第 j列展开，可得 

1 1 2 2 0k j k j n k n ja A a A a A+ + + =L ． 

将这两个公式与行列式的按行（列）展开式结合起来，即 

1

,

0,

n

k j i j
j

k i
a A

k i=

==  ≠
∑ D

 ，                      （1.5） 

1

,

0,

n

i k i j
i

k j
a A

k j=

==  ≠
∑ D

 ．                      （1.6） 

我们把这些公式归结为代数余子式组合定理： 

定理 1.2  行列式的某行（列）元素与本行（列）元素的代数余子式相组合，结果等

于该行列式的值；行列式的某行（列）元素与另一行（列）元素的代数余子式相组合，结

果等于零． 

1.3.3  克莱姆法则 

含有 n个未知量、 n个方程的线性方程组为 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =
 + + + =


 + + + =

L

L

L L

L

．                   （1.7）  

未知量的所有系数构成的行列式 
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=D

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

L

L

M M M

L

， 

称为方程组（1.7）的系数行列式．用D的代数余子式 1iA（ i = 1, 2,⋯, n）依次乘方程组（1.7）

的各个方程，再把所有方程相加，得到 ��������( )
������������A a x a x a x b A
= =

+ + + =∑ ∑L ， 

将左端的乘积展开，再合并含同一未知量的项，对照公式（1.6）发现，除�x 的系数是D外，

其余未知量的系数都是零；右端的和式正是以下行列式按第 1列展开的展开式： �=D

1 12 1

2 22 2

2

n

n

n n nn

b a a

b a a

b a a

L

L

M M M

L

． 

于是得到��x =D D ．如果 0≠D ，可立即算出�x 的值．一般地，用代数余子式 i jA （ i = 1, 2,⋯, 

n）乘方程组（1.7）的各个方程后再相加，能够保留 jx 而消去其他所有未知量．综合以上

推导，可形成解线性方程组的克莱姆法则： 
定理 1.3  线性方程组（1.7）当其系数行列式 0≠D 时，有且仅有惟一解 

j
jx =

D

D
（ j = 1，2，⋯，n），                    （1.8） 

其中 jD （ j = 1, 2, ⋯, n）是以方程组的常数项�b，�b ，⋯，�b 替换 D的第 j列元素后形

成的行列式． 

例 1.3  求解线性方程组

1 2 3 4

1 3 4

1 2 3

1 2 3 4

2 2

2 4 4

3 2 1

2 2 4

x x + x x =

x x + x =

x + x + x =

x + x x + x =

− −
 −
 −
 − − −

． 

解  用降阶法计算行列式，所选主元做了标记： 

1 1 1 21 1 1 2

3 1 0 22 0 1 4

2 3 0 23 2 1 0

0 1 0 01 2 1 2

− −− −
−−

= =

− −

D

�
3 1 2

2 3 2 2 0

0 1 0

−
= = − ≠ ， 
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1

2 1 1 22 1 1 2

6 1 0 24 0 1 4

3 3 0 21 2 1 0

2 1 0 04 2 1 2

− −− −
−−

= =
−−
−− −

D

�
6 1 2

3 3 2 2

2 1 0

−
= − = −

−
， 

2

1 2 1 21 2 1 2

3 6 0 22 4 1 4

2 3 0 23 1 1 0

0 2 0 01 4 1 2

−−
−

= =
−−
−− − −

D

3 6 2

2 3 2 4

0 2 0

= − =
−

， 

类似地可算得 3

1 1 2 2

2 0 4 4
0

3 2 1 0

1 2 4 2

− −

= =
−

− −

D ， 4

1 1 1 2

2 0 1 4
1

3 2 1 1

1 2 1 4

−
−

= = −
−

− − −

D

�

， 

所以 ��1x = =D

D
，��2x = = −D

D
，��0x = =

D

D
，��1

2
x = =D

D
． 

用克莱姆法则解线性方程组要计算 ( 1)n + 个 n阶行列式，计算量很大而且包含了大量

的重复计算．我们将在第 3章介绍更好的方法． 
如果线性方程组（1.7）的常数项全为零，即 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

n n

n n

n n nn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

+ + + =
 + + + =


 + + + =

L

L

L L

L

，                     （1.9） 

则称之为齐次线性方程组，而方程组（1.7）当常数项不全为零时，称为非齐次线性方程组． 
显然，方程组（1.9）一定有零解 0jx = （ j = 1, 2, ⋯, n）．如果系数行列式 0≠D ，

则根据克莱姆法则，它只有惟一的零解，没有非零解．以后还可以证明：如果 0=D ，则
方程组（1.9）一定有非零解（未知量的取值不全为零）．我们提前归纳为以下定理： 
定理 1.4  齐次线性方程组（1.9）有非零解的充分必要条件是它的系数行列式等于零． 

定理 1.4将在第 5章有重要的应用． 

例 1.4  已知齐次线性方程组 

0

2 3 0

0

x y z

x y z

Ax By Cz

+ + =
 − + =
 + + =

有非零解，问 A B C， ， 应满足什么条

件？ 
解  根据定理 1.4，齐次线性方程组有非零解的充分必要条件是它的系数行列式等于
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零，即

1 1 1

2 1 3 0

A B C

− =
�

�
．计算行列式的值，得到 

4 3 0A B C− − = ， 
这就是 A B C， ， 应满足的条件． 
本例的几何意义是过坐标原点的 3个平面共线． 

习 题 一 

1．计算下列行列式． 

（1）
1

1

n n

n n

+
−
；  （2）

cos sin

sin cos

α α
α α

−
；  （3）

1 log

log 1
��a

b
； 

（4）

3 2 1

2 5 3

3 4 2

；  （5）

4 3 5

3 2 8

1 7 5

−
−
− −
；   （6）

3 4 5

8 7 2

2 1 8

−
−

−
； 

（7）

���111 a a

b b

c c

；  （8）

cos cos sin cos sin

sin cos cos cos 0

cos sin sin sin cos

r r

r r r

θ φ θ φ φ
θ φ θ φ
θ φ θ φ φ

−
− −

． 

2．求解方程

5 2 0

2 6 2 0

0 2 7

x

x

x

−
− − =

− −
． 

3．

1 1

1 2 0

1 2 5

a

a

−
>

−
的充分必要条件是什么？ 

4．利用行列式的性质证明下列各式． 

（1） 2

b c c a a b a b c

a b b c c a c a b

c a a b b c b c a

+ + +
+ + + =
+ + +

；    （2） �3 2 4

2 2 ( 1) ( 8)

4 2 3

λ
λ λ λ

λ

− − −
− − = + −
− − −

； 

（3） �(3 )( )

x a a a

a x a a
a x x a

a a x a

a a a x

= + − ． 

5．已知行列式

1 1 1 1

1 2 3 4

1 4 10 20

a b c d
=D ，求元素 a b， 的代数余子式的值． 
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6．运用行列式的降阶算法计算下列行列式． 

（1）

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

−
−

−

；  （2）

2 5 1 2

3 7 1 4

5 9 2 7

4 6 1 2

−
− −

−
−

；  （3）

3 1 4 2

15 2 14 29

16 3 17 19

33 8 38 39

； 

（4）

3 5 2 2

4 7 4 4

4 9 3 7

2 6 3 2

− −
−

− −
− −

；  （5）

3 5 2 4

3 4 5 3

5 7 7 5

8 8 5 6

− −
− −
− −

− −

；  （6）

1 2 3 4 5

2 3 7 10 13

3 5 11 16 21

2 7 7 7 2

1 4 5 3 10

−
． 

7．设

6 5 8 4

9 7 5 2
1

1

4 8 8 3

a b c

−

= =

− − −

D ，行列式 D的代数余子式记为��A （ , 1, 2, 3, 4i j = ），求下列各式的值： 

（1）��������9 7 5 2A A A A+ + + ；       （2）��������9 7 5 2A A A A+ + + ； 

（3）��������4 2 3A A A A+ + − ；       （4）��������4 2 3A A A A+ + − ． 

8．用克莱姆法则解方程组

����������������52 4 2

2 3 5 2

3 2 11 0

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

+ + + =
 + − + = −
 − − − = −
 + + + =

． 

9．已知齐次线性方程组
���������(15 2 ) 11 10 0

(11 3 ) 17 16 0

(7 ) 14 13 0

a x x x

a x x x

a x x x

− + + =
 − + + =
 − + + =

有非零解，问 a应取什么值？ 

10．单项选择题 

（1）如果
������������������a a a

a a a

a a a

=D ＝5，那么
������������������2 2 2

2 2 2

2 2 2

a a a

a a a

a a a

=                             （    ） 

A．10；   B．－10；   C．40；   D．－40． 

（2）已知
���������1a b c

a b c

a b c

= =D ，则
������������2 3 4

2 3 4

2 3 4

a a b c

a a b c

a a b c

−
− =
−

                                （    ） 

A．6；   B．－2；     C．－8；      D．－24． 

（3）三阶行列式

2 3 1

503 201 298

5 2 3

−
=                                                   （    ） 

A．63；       B．70；           C．－70；         D．82． 



14                                 线性代数与概率统计 

 

（4）行列式

0 0 0

0 0

0 0

0 0 0

a

b c

d e

f

=                                                         （    ） 

A．abcdef；  B．cdf；    C．abdf；  D．－abdf． 

（5）下列 n（n > 2）阶行列式的值必为零的是                                         （    ） 

A．行列式主对角线上的元素全为零；  B．行列式中有一半的元素等于零； 

C．行列式中非零元素的个数小于 n；   D．行列式的元素中每个数都重复出现 n次． 

（6）设��a=D 是 n阶行列式，且 0≠D ，��A 是元素��a 的代数余子式，则�������a A
=

=∑     （    ） 

A． D；   B．0；    C．
1

D
；   D．难以确定其值． 

（7）已知����1a b a b
m

− = ，则方程组������a x b y c

a x b y c

+ =
 + =

的解是                               （    ） 

A．����1 c b
x

c bm
= ，����1 a c

y
a cm

= ；   B．����1 a c
x

a cm
= ，����1 c b

y
c bm

= ； 

C．����a c
x m

a c
= ，����c b

y m
c b

= ；   D．����c b
x m

c b
= ，����a c

y m
a c

= ． 

（8）设 D是含有 n个变量和 n个方程组的线性方程组的系数行列式，下列说法中正确的是 （    ） 

A．若 0≠D ，则线性方程组有解；   B．若 0=D ，则线性方程组无解； 

C．若线性方程组有解，则必有 0≠D ；  D．若线性方程组无非零解，则必有 0=D ． 

（9）已知方程组 

3 0

2 0

2 0

k x y z

x k y z

k x y z

+ + =
 + + =
 − + =

有非零解，则 k =                                      （    ） 

A．0；   B．1；    C．2；   D．3． 

（10）方程组 

3 0

4 0

5 0

x k y z

y z

k x y z

+ + =
 + =
 − − =

只有零解的充分必要条件是                              （    ） 

A． 1k ≠ ；  B． 3k ≠ ；   C． 1k ≠ 或 3k ≠ ； D． 1k ≠ 且 3k ≠ ．  



第 2章  矩    阵 

2.1  矩阵的概念及其线性运算 

学习本节内容，要特别注意与行列式的有关概念、运算相区别． 

2.1.1  矩阵的概念 

矩阵是一张简化了的表格，一般地， 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

L

L

M M M

L

 

称为 m×n矩阵，它有m行、n列，共m n× 个元素，其中第 i行、第 j列的元素用 i ja 表示．通

常我们用大写黑体字母 A，B，C ，⋯表示矩阵．为了标明矩阵的行数m和列数 n，可用��×A 或 ( )i j m n
a

×
表示．矩阵既然是一张表，就不能像行列式那样算出一个数来． 

所有元素均为0的矩阵，称为零矩阵，记作O． 
两个矩阵 A， B相等，意味着不仅它们的行、列数相同，而且所有对应元素都相同，

记作 =A B． 
如果矩阵 A的行、列数都是 n，则称 A为 n阶矩阵，或称为 n阶方阵．n阶矩阵有一

条从左上角到右下角的主对角线． n阶矩阵 A的元素按原次序构成的 n阶行列式，称为矩
阵 A的行列式，记作 A ． 

在 n阶矩阵中，若主对角线左下侧的元素全为零，则称之为上三角矩阵；若主对角线
右上侧的元素全为零，则称之为下三角矩阵；若主对角线两侧的元素全为零，则称之为对

角矩阵．主对角线上元素全为 1的对角矩阵，叫做单位矩阵，记为 E，即 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 =  
 
 

L

L

M M M

L

E ． 

1 n× 矩阵（只有一行）又称为 n维行向量； 1n × 矩阵（只有一列）又称为 n维列向量．行
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向量、列向量统称为向量．向量通常用小写黑体字母 a， b， x， y，⋯表示．向量中的

元素又称为向量的分量．1 1× 矩阵因只有一个元素，故视之为数量，即 ( )a a= ． 

2.1.2  矩阵的加、减运算 

如果矩阵 A，B的行数和列数都相同，那么它们可以相加、相减，记为 +A B， −A B，
分别称为矩阵 A，B的和与差． ±A B表示将 A，B中所有对应位置的元素相加、减得到
的矩阵．例如 

1 2 3

0 3 2

− 
=  − 

A ，
4 3 2

5 3 0

 
=  − 

B ， 

1 4 2 3 3 2 3 5 5

0 5 3 ( 3) 2 0 5 0 2

− + + +   
+ = =   + + − − + −   

A B ， 

1 4 2 3 3 2 5 1 1

0 5 3 ( 3) 2 0 5 6 2

− − − − − −   
− = =   − − − − − − −   

A B ． 

2.1.3  矩阵的数乘 

矩阵 A与数 k相乘记为 kA或 kA ． kA表示将 k乘 A中的所有元素得到的矩阵．例如 
2 4

3 0

5 1

 
 =  
  

A ，

3 2 3 4 6 12

3 3 3 3 0 9 0

3 5 3 1 15 3

× ×   
   = × × =   
   × ×   

A ． 

当 1k = − 时，我们简记 ( 1)− = −A A，称为 A的负矩阵． 

矩阵的加减与数乘统称为线性运算．不难验证线性运算满足交换律、结合律与分配律，

这与数量的运算规律相同，所以在数量运算中形成的诸如提取公因子、合并同类项、移项

变号、正负抵消等运算习惯，在矩阵的线性运算中都可以保留、沿用． 

例 2.1  设 

3 1 2 0

1 5 7 9

2 4 6 8

− 
 =  
  

A ，

7 5 2 4

5 1 9 7

3 2 1 6

− 
 =  
 − 

B ， 

已知 2+ =A X B，求 X ． 

解  在等式中移项得 2 = −X B A，再除以 2得
1

( )
2

= −X B A ．通过心算立得 
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2 3 2 2

2 2 1 1

0.5 1 3.5 1

− 
 = − − 
 − − − 

X ． 

例 2.2  设 A为三阶矩阵．已知 2= −A ，求行列式 3A 的值． 

解  设
���������a a a

b b b

c c c

 
 =  
  

A ，则
���������3 3 3

3 3 3 3

3 3 3

a a a

b b b

c c c

 
 =  
  

A ．显然行列式 3A 中每行都有公因

子 3，因此
����������3 3 27 54

a a a

b b b

c c c

= = = −A A ． 

2.2  矩阵的乘法与转置 

2.2.1  矩阵的乘法 

如果矩阵 A的列数与矩阵B的行数相同，即 A是m s× 矩阵，B是 s n× 矩阵，那么 A，
B可以相乘，记为 AB或 ⋅A B，称为矩阵 A， B的乘积． =AB C表示一个m n× 矩阵，
矩阵C 的构成规则如下： 

B的第 1列元素依次与 A的各行元素相组合，形成C 的第 1 列元素；B的第 2列元
素依次与 A的各行元素相组合，形成C 的第 2列元素⋯⋯以此类推，最后B的第 n列元素
依次与 A的各行元素相组合，形成C 的第 n列元素．这里的“组合”表示两两相乘再相加． 
若记 

( )i j m s
a

×
=A ， ( )i j s n

b
×

=B ， ( )i j m n
c

×
=C ， 

且 =C AB，则乘积矩阵C 的元素可用公式表示为 ���������c a b
=

= ∑ （ i =1, 2, ⋯, m； j =1, 2, ⋯, n）．         （2.1） 

例如 

3 1

0 3 1 2 3

1 4 2 1 0

2 1

− 
  −      
 

�
� �
�

3 1 ( 1) 2 3 ( 2) ( 1) 1 3 3 ( 1) 0

0 1 3 2 0 ( 2) 3 1 0 3 3 0

1 1 4 2 1 ( 2) 4 1 1 3 4 0

2 1 1 2 2 ( 2) 1 1 2 3 1 0

× + − × × − + − × × + − × 
 × + × × − + × × + × =
 × + × × − + × × + ×
 

× + × × − + × × + × 

1 7 9

6 3 0

9 2 3

4 3 6

− 
 
 =  
 

− 

�
�
． 
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利用矩阵的乘法可以简化线性方程组的表示形式．设 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =
 + + + =


 + + + =

L

L

L L

L

                    （2.2）  

是含有m个方程、 n个变量的线性方程组，若记 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 =  
 
 

L

L

M M M

L

A ，

1

2

n

x

x

x

 
 
 =  
 
 

M
x ，

1

2

m

b

b

b

 
 
 =  
 
 

M
b ， 

则方程组可表示为矩阵方程 
=Ax b                              （2.3） 

这个矩阵方程两端都是 1m × 矩阵，对应元素都相同，相当于m个等式，恰好是（2.2）式
的m个方程．（2.3）式称为线性方程组（2.2）的矩阵形式．以后，矩阵形式（2.3）将成为
我们表示线性方程组的主要形式．其中 A称为线性方程组的系数矩阵，x称为变量列，b称
为常数列． 

2.2.2  矩阵乘法的性质 

两个矩阵相乘，要求行、列数相匹配，即在乘积 AB中，矩阵 A的列数必须等于矩阵
B的行数，因此当 AB有意义时，BA未必有意义．即使 AB和 BA都有意义，它们也可能
表示不同阶数的矩阵．比如 A是1 n× 矩阵（行向量）、B是 1n × 矩阵（列向量）时，AB是
1 1× 矩阵而BA为 n n× 矩阵．当 A， B都是 n阶方阵时，情况又怎样呢？ 

例 2.3  设
2 4

1 2

− =  − 
A ，

2 4

3 6

 =  − − 
B ，

8 8

0 4

 =  − 
C ，求 AB， BA， AC ． 

解  利用乘积的构成规则容易得到 

2 4 2 4 16 32

1 2 3 6 8 16

− − −     = =     − − −     
AB

� � �
� �

， 

2 4 2 4 0 0

3 6 1 2 0 0

−     = =     − − −     
BA

� � �
， 

2 4 8 8 16 32

1 2 0 4 8 16

− − −     = =     − −     
AC

� �
� � �

． 

从例 2.3可以看到矩阵乘法的两个重要特点： 
（1）矩阵乘法不满足交换律，即一般情况下 ≠AB BA． 
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（2）矩阵乘法不满足消去律，即从 ≠A O和 =AB AC 不能推得 =B C ．特别地，当
=BA O时，不能断定 =A O或者 =B O． 
这两个特点与数量乘法的规律不同，所以在数量运算中形成的交换与消去习惯必须改

变．矩阵相乘时要注意顺序，有左乘、右乘之分，“ A左乘B”和“ A右乘B”是不同的
运算，“ A乘以B”是不明确的、无法执行的运算． 
不过，矩阵的自乘无须区别左乘右乘，因此，可以引入矩阵乘幂的记号，比如 �=AAA A ， 

这里 A是 n阶方阵．方阵的乘幂显然有下列性质 ����+=A A A ， ( )k l k l=A A ， 

其中 k， l是自然数．但是因为 A，B的乘积不能交换顺序，所以 
2 2 2( ) ( )( ) ( )( )= ≠ =AB AB AB AA BB A B ． 

一般情况下，当 k≥2 时， ( )k k k≠AB A B ．这与数量的乘幂运算规则大不相同，相应的运

算习惯要改变，切不可混淆． 

例 2.4  设

3 2 1

0 3 0

1 4 2

− − 
 =  
 − 

A � �
�

，求 2( ) 2 3 4P = − +A A A E． 

解  

3 2 1 3 2 1

( ) 2 0 3 0 0 3 0 3 4

1 4 2 1 4 2

P

− − − −   
   = − +   
   − −   

A A E� � � �
� �

 

8 4 5 3 2 1 1 0 0

2 0 9 0 3 0 3 0 4 0 1 0

5 6 3 1 4 2 0 0 1

− − −     
     = − +     
     − −     

�
� � � �

� �

29 14 13

0 13 0

13 0 16

− 
 =  
 − 

�
� �

�
． 

本例中， ( )P A 与多项式 2( ) 2 3 4P x x x= − + 有类似的形式，因此称它为矩阵多项式．一
般地，如果一个矩阵式的每一项都是带系数的同一方阵 A的非负整数幂，“常数项”（零次
幂项）是带系数的单位矩阵，那么称这个矩阵式为关于 A的矩阵多项式． 
如果矩阵 A，B满足 =AB BA，那么称 A，B是可交换的．可交换是个很强的条件，

下面介绍 2种特殊情况． 
一种是对角矩阵．容易验证 

1 1

2 2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0n n

a b

a b

a b

  
  
  
  
  
  

L L

L L

M M M M M M

L L

1 1

2 2

0 0

0 0

0 0 n n

a b

a b

a b

 
 
 =  
 
 

L

L

M M M

L

，     （2.4） 

交换乘积的顺序，结果显然相同．由此可知：2 个同阶对角矩阵是可交换的，它们的乘积

矩阵由对应位置元素的乘积构成． 
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另一种是单位矩阵．设 A是m n× 矩阵，�E ，�E 分别为m阶、 n阶单位矩阵，不难

验证�=E A A，�=AE A．特别地，当m n= 时 

= =EA AE A．                        （2.5） 
可见单位矩阵 E在矩阵乘法中，与数 1在数量乘法中有类似的作用．单位矩阵与任何同阶
矩阵可交换． 
矩阵的乘法虽然不满足交换律，但仍满足下列运算规律（假设运算都是可行的）： 
（1）乘法结合律  ( ) ( )=AB C A BC ； 

（2）左、右分配律  ( )+ = +A B C AC BC， ( )+ = +C A B CA CB； 

（3）数乘结合律  ( ) ( ) ( )k k k= =AB A B A B ． 

这些运算律的证明，都可以利用乘法公式（2.1）以及通过和式的乘积展开与重组来完成，

此处从略．这些运算律与数量的运算规律相同，所以在数量运算中形成的诸如多项乘积展

开、系数归并化简、因式分解、连乘重组等运算习惯，在矩阵的运算中，仍可保留沿用．当

然应该特别注意不可随意交换乘法顺序，不可随意约简非零因子． 

2.2.3  矩阵的转置 

把矩阵 A的行与列互换所得到的矩阵称为矩阵 A的转置矩阵，记为 TA ，即 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 =  
 
 

L

L

M M M

L

A ，

11 21 1

12 22 2

1 2

T

m

m

n n mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 =  
 
 

L

L

M M M

L

A ． 

矩阵的转置方法与行列式相类似，可以“横着看，竖着写”．但是矩阵转置后，行、列数都

变了，各元素的位置也变了，所以通常 T≠A A ． 
转置矩阵有如下性质（其中 A，B是矩阵， k是数，涉及的运算都可行）： 

（1） T T( ) =A A； 

（2） T T T( )+ = +A B A B ； 

（3） T T( )k k=A A ； 

（4） T T T( ) =AB B A ． 

这里性质（1）～（3）是显然的，性质（4）可利用乘法公式（2.1）证明． 

例 2.5  设
2 0 1

1 3 2

− 
=  

 
A ，计算�AA 和�A A． 

解  �2 1
2 0 1 5 0

0 3
1 3 2 0 14

1 2

 
−    = =        − 

AA ， 
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�2 1 5 3 0
2 0 1

0 3 3 9 6
1 3 2

1 2 0 6 5

   
−    = =        −   

A A ． 

若方阵 A满足�=A A ，则称 A为对称矩阵．比如例 2.5所求的两个矩阵都是对称矩阵． 

2.2.4  方阵行列式的乘积定理 

设 A，B都是 n阶方阵．一般地 ≠AB BA，但它们的行列式相等，并且 
= = ⋅AB BA A B ．                        （2.6） 

定理 2.1  方阵乘积的行列式等于各因子行列式的乘积． 

这个定理的结论简明、自然，但它的证明很复杂，而且需要用到特殊的构造性技巧，

此处从略． 

2.3  逆 矩 阵 

2.3.1  逆矩阵的概念 

设 A是 n阶矩阵（方阵），如果存在 n阶矩阵 B，使得 = =AB BA E ，则称矩阵 A是
可逆的，并称B是 A的逆矩阵． 
矩阵 A可逆时，逆矩阵B必惟一．事实上，若另有一逆矩阵�B ，则由 =AB E和�=B A E

得到����( ) ( )= = = = =B B E B AB B A B EB B．这样，逆矩阵可以有惟一的记号．记 A的逆

矩阵为�−A ，即 ��− −= =AA A A E ．                        （2.7） 
比如不难验证 

1 0 0 0

1 1 0 0

1 2 1 0

1 3 3 1

 
 
 =  
 
 

A ， 1

1 0 0 0

1 1 0 0

1 2 1 0

1 3 3 1

−

 
 − =  −
 

− − 

A ． 

逆矩阵相当于矩阵的“倒数”，但是因为矩阵的乘法有左乘、右乘之分，所以不允许以

分数线表示逆矩阵． 

如果 3个矩阵 A，B，C 满足 =AB AC ，且 A可逆，那么在等式两边左乘逆矩阵�−A ，

可得 1 1− −=A AB A AC，即 =EB EC ，从而 =B C ．这说明利用逆矩阵可以实现“约简”，
换言之，矩阵的乘法并非没有消去规则，但消去规则必须通过逆矩阵的乘法来实现，可逆

才有消去律．当然，在等式两边乘逆矩阵时应当注意分清左乘还是右乘． 
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逆矩阵为求解矩阵方程带来了方便．比如线性方程组 =Ax b中，若 A可逆，则左乘�−A

后，即得 1−=x A b，事先求出逆矩阵�−A ，只要做一次乘法，便可求得所有变量（ x的分

量）的值．又如矩阵方程 =AXB C中，若 A，B均可逆，则未知矩阵直接可求，即 1 1− −=X A CB ． 

2.3.2  矩阵可逆的条件 

设有 n阶方阵 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 =  
 
 

L

L

M M M

L

A ． 

它的行列式 A 有 2n 个代数余子式 i jA （ ,i j =1, 2, ⋯, n），将它们按转置排列，得到矩阵 

11 21 1

12 22 2

1 2

n

n

n n nn

A A A

A A A

A A A

∗

 
 
 =  
 
 

L

L

M M M

L

A ， 

称�A 为矩阵 A的伴随矩阵．利用定理 1.2（代数余子式组合定理）容易验证 

* *

0 0

0 0

0 0

 
 
 = = = 
   

L

L

M M M

L

A

A
AA A A A E

A

． 

如果 0≠A ，则上式两端除以非零数 A ，可得 

* *1 1   
= =         

A A A A E
A A

． 

这说明矩阵 A可逆，并且 ��1− =A A
A
．                          （2.8）  

定理 2.2  方阵 A可逆的充分必要条件是它的行列式不等于零，即 0≠A ． 

证 （2.8）式已给出充分性证明，现证必要性．如果矩阵 A可逆，则由�− =AA E取行

列式，根据定理 2.1的（2.6）式得 1 1 1− −= = =A A AA E ，因而必有 0≠A ． 

行列式非零的方阵又叫做非奇异矩阵．显然，非奇异矩阵和可逆矩阵是等价的概念．行

列式等于零的矩阵自然叫做奇异矩阵．奇异矩阵即不可逆矩阵有无数多个，这与数量中唯

有数 0没有倒数大不相同． 
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例 2.6  设
1 2

3 4

 =  
 

A ，求�−A ． 

解  显然 2 0= − ≠A ， A 的代数余子式都是一阶行列式，不需要计算，只要附上适当

的符号，并注意转置排列即可： 

1 4 2 2 11 1
3 1 1.5 0.52

− ∗ − −   
= = =   − −−    

A A
A

． 

公式（2.8）给出了求逆矩阵的方法，但是求伴随矩阵�A 要计算 2n 个 ( 1)n − 阶行列式，
当 n较大时，计算量非常大．我们将在下一节介绍更好的方法． 

定理 2.3  设 A，B都是 n阶矩阵，则�−=B A 的充分必要条件是 =AB E或者 =BA E． 

证  必要性显然，只证充分性．若 =AB E，取行列式得 1=A B ，故 0≠A ，则根据

定理 2.2，�−A 存在．等式两端左乘�−A ，立得���− − −= = =B A AB A E A ． =BA E的情况相
同，证毕． 
定理 2.3表明，检验或者证明B是否 A的逆矩阵，只要做一个乘法即可．比如从公式
（2.4）很容易求得对角矩阵的逆矩阵： �����0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1��a a

a a

a a

−
   
   
   =   
   
   

L L

L L

M M M M M M

L L

，           （2.9）  

其中��0�a a a ≠L ． 

2.3.3  逆矩阵的性质 

（1）若 A可逆，则�−A 也可逆，且 1 1( )− − =A A． 

证  根据定理（2.3），只需做一个乘法：因为�− =AA E，故得证． 

（2）若 A可逆，则�A 也可逆，且 T 1 1 T( ) ( )− −=A A ． 

证  因为 T 1 T 1 T T( ) ( )− −= = =A A A A E E，故得证． 

（3）若 A， B是同阶矩阵且都可逆，则 1 1 1( )− − −=AB B A ． 

证  因为 1 1 1 1 1 1( )( ) ( )− − − − − −= = = =AB B A A BB A AEA AA E，故得证． 

2.4  矩阵的初等变换 

2.4.1  矩阵的初等行变换 

在第 1章中，我们已经看到了行（列）变换在行列式计算中的重要作用．对矩阵也有
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类似的变换． 

对矩阵施行下列 3种变换，统称为矩阵的初等行变换： 

（1）换行变换  将矩阵的两行互换位置； 
（2）倍缩变换  以非零数 k乘矩阵某一行的所有元素； 
（3）消去变换  把矩阵某一行所有元素乘同一数 k加到另一行对应的元素上去． 
例如对下列矩阵作初等行变换：先将第 3行乘 2− 加到第 1行，再将第 1，3行互换，

得到 
2 3 1

0 1 3

1 2 5

 
 
 
  

→
0 1 9

0 1 3

1 2 5

− − 
 
 
  

→
1 2 5

0 1 3

0 1 9

 
 
 
 − − 

． 

由于矩阵的初等变换改变了矩阵的元素，因此初等变换前后的矩阵是不相等的，应该用

“→”连接而不可用“=”连接．矩阵的初等变换可以链锁式地反复进行，以便达到简化
矩阵的目的． 
类似地，可引入初等列变换的概念． 

2.4.2  初等变换的标准程序 

例 2.7  已知

2 3 1

0 1 3

1 2 4

 
 =  
  

A ，求�−A ． 

解  将矩阵 A和单位矩阵 E拼成一个 3 6× 矩阵 ( )A E ．类似于行列式的消元运算

（参看 1.2节），对 ( )A E 施行一系列初等行变换： 

( )
2 3 1 1 0 0

0 1 3 0 1 0

1 2 4 0 0 1

 
 =  
  

A E →
0 1 7 1 0 2

0 1 3 0 1 0

1 2 4 0 0 1

− − − 
 
 
  

�  

∗→
0 0 4 1 1 2

0 1 3 0 1 0

1 0 2 0 2 1

 − − 
 
 
 − − 

→
0 0 1 0.25 0.25 0.5

0 1 0 0.75 1.75 1.5

1 0 0 0.5 2.5 2

− − 
 − 
 − − 

 

→
1 0 0 0.5 2.5 2

0 1 0 0.75 1.75 1.5

0 0 1 0.25 0.25 0.5

− − 
 − 
 − − 

． 

可以验证，最后的矩阵中，右半部分就是逆矩阵，即 
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�0.5 2.5 2

0.75 1.75 1.5

0.25 0.25 0.5

−

− − 
 = − 
 − − 

A

2 10 8
1

3 7 6
4

1 1 2

− − 
 = − 
 − − 

． 

本例的结果不是偶然的．在论证这一方法的原理之前，我们先结合例 2.7 介绍矩阵初

等变换的标准程序： 

（1）变换分步进行，每步选一个非零元素，称为主元．利用行倍缩变换把主元变为 1，

并且通过行消去变换把主元所在列的其他元素全都变为 0． 

（2）各步所选的主元，必须位于不同的行．逐步重复上述变换，直至选不出新的主元

为止． 

（3）穿插换行变换，使主元呈左上到右下排列． 

简单地说，标准程序就是通过初等行变换（不允许做列变换），变出一个一个不同的

基本单位列，直至变不出新的基本单位列为止．基本单位列是指一个元素为 1，其余元素

全都为 0的列向量． 
比如在例 2.7的运算中，带“*”号的第 2步是以元素 1为主元，将第 2行乘 1和 2− 分

别加到第 1，3行上去；最后一步（第 4步）并未选主元，而是作了一个互换第 1，3行的
换行变换．在所有的行消去变换中，主元都用“ ”号做了标记，这样可使消元的目标

清晰，变换的过程简洁． 
标准程序体现了初等变换的目的性和条理性．矩阵的初等变换将贯穿本书的始终，初

等变换的标准程序也将反复多次得到应用． 

2.4.3  用初等变换法求逆矩阵 

设 A是 n阶矩阵，E是 n阶单位矩阵，对 2n n× 矩阵 ( )A E 按标准程序作初等行变换，

主元在左半部分（即前 n列）的范围内选取．当把子块 A变成单位矩阵 E的同时，右半部

分必然变成了�−A （参看例 2.7）． 

例 2.8  设

1 2 3

4 5 6

7 8 9

 
 =  
  

A ，问�−A 是否存在？ 

解  运用初等变换法： 

( )
1 2 3 1 0 0

4 5 6 0 1 0

7 8 9 0 0 1

 
 =  
  

A E →
1 2 3 1 0 0

0 3 6 4 1 0

0 6 12 7 0 1

 
 − − − 
 − − − 
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→

5 2
1 0 1 0

3 3
4 1

0 1 2 0
3 3

0 0 0 1 2 1

 − − 
 
 − 
 − 

． 

标准程序已执行完毕，但子块 A未变成单位矩阵，即在（前 3列）未选主元的行中没有非
零元素，无法选出新的主元，此时可以断定 A不可逆．其理由如下： 
设想对行列式 A 施行初等变换．如果将换行变换、倍缩变换或消去变换施加于行列式，

则行列式的值仅仅是改变符号、非零倍缩或保持不变，总之，初等变换不改变行列式的非

零性，因此能通过初等变换检验矩阵的可逆性（参看定理 2.2）． 
例 2.8说明用初等变换法求逆矩阵，不必事先知道矩阵是否可逆． 

2.4.4  初等矩阵 

对单位矩阵 E施行一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵．例如下面 3个矩阵： 

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

，

1 0 0 0

0 3 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

，

1 0 0 0

0 1 0 0

2 0 1 0

0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

 

都是初等矩阵．与它们相对应的初等行变换分别是“互换第 1、第 2行”、“以 3乘第 2行”、

“第 1行乘 2加到第 3行”；相对应的初等列变换分别是“互换第 1、第 2列”、“以 3乘第

2列”、“第 3列乘 2加到第 1列”．以下定理不难验证： 

定理 2.4  对矩阵 A施行初等行（列）变换，相当于左（右）乘一个相应的初等矩阵． 
现在对初等变换法求逆矩阵的有效性进行证明． 
对 2n n× 矩阵 ( )A E 作一系列初等行变换，相当于左乘一系列 n阶初等矩阵�G ，�G ，⋯，�G （定理 2.4）．最后得到的矩阵是 ( )E  B ，即 ��( ) ( )�=LG G G A  E E  B ． 

需要证明�−=B A ．令 ���= LG G G G ，G仍是 n阶矩阵．按矩阵乘法规则， ( )G A  E 的前 n

列由GA给出（ A的各列与G的各行相组合），而后 n列由 =GE G给出，因此 
( ) ( ) ( )= =G A  E GA  G E  B ． 

由于矩阵相等意味着对应元素相等，所以应有 
=GA E ， =G B． 

根据定理 2.3知 1−=G A ，从而�−=B A ．证毕． 
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对矩阵 ( )A  E 作初等变换，实际上初等变换的“对象”是左半部分，而右半部分则起

到了“记录”这些变换过程的作用，�−A 是所有这些初等变换的总结果．由此可知，一系
列初等变换（初等矩阵的乘积）构成可逆矩阵；反之，可逆矩阵能分解为一系列初等变换

（初等矩阵的乘积）． 

2.5  分 块 矩 阵 

2.5.1  分块矩阵的概念 

上节中曾把矩阵 A和 E拼成一个大矩阵 ( )A E ，反过来可以看作把矩阵 ( )A E 划

分成两部分，这就是分块矩阵的概念．对于一个矩阵，可以根据需要用贯穿整个矩阵的横

线或竖线把它划分成若干子块（或称子矩阵），便形成了分块矩阵．分块的方式有许多，

例如对于矩阵 

1 0 0 3

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1

 
 − =  
 
 

A ， 

可例举出以下 3种不同的分块方式： 

1 0 0 3

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1

 
 − 
 
 
 

�

�
�

，

1 0 0 3

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1

 
 − 
 
   

�

�
�

，

1 0 0 3

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1

 
 − 
 
 
 

． 

在第 1个分块矩阵中，左上角和右下角子块都是二阶单位矩阵�E ，左下角子块是零矩
阵，若记 1

0 3

0 1

 
=  − 

A
�
，则 2 1

2

 
=  

 

E A
A

O E
． 

在第 2个分块矩阵中，左上角子块和右下角子块分别是三阶单位矩阵�E 和一阶单位矩
阵�E ，左下角子块是零矩阵，若记�31

0

 
 = − 
  

A

�

�
，则 3 2

1

 
=  

 

E A
A

O E
． 

在第 3个分块矩阵中，若记 
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1

1

0

0

0

 
 
 =  
 
 

e ， 2

0

1

0

0

 
 
 =  
 
 

e ， 3

0

0

1

0

 
 
 =  
 
 

e ，

3

1

0

1

 
 − =  
 
 

u ， 

则 ( )1 2 3, , ,=A e e e u ，这里�e ，�e ，�e 都是一个分量为 1、其余分量为 0的列向量，这

种向量称为基本单位向量． 
对矩阵 A的分块，当然不止这 3种方式．分块矩阵也可以理解为是以若干子块为元素

组成的矩阵． 

2.5.2  分块矩阵的运算 

上节得到过简单分块矩阵的乘法规则 ( ) ( )=  G A  E GA  GE ，相当于把G，A，E都当

作数量看待．对于一般的分块矩阵有同样的结论：分块矩阵运算时，可以把子块当作数量

元素处理．例如 

11 12 11 12 11 11 12 12

21 22 21 22 21 21 22 22

+ +     
+ =     + +     

X X Y Y X Y X Y

X X Y Y X Y X Y
， 

11 12 1 11 1 12 2

21 22 2 21 1 22 2

+     
=     +     

X X Y X Y X Y

X X Y X Y X Y
． 

不过在把子块当作元素对待时，还须遵循以下规则． 

（1）矩阵的分块方式要与运算相配套． 

具体而言：两个矩阵相加时，它们的行、列划分方式应完全相同，以保证相加的子块

有同样的行、列数；两个矩阵相乘时，左矩阵列的划分与右矩阵行的划分方式应一致，以

保证相乘子块的行、列数相匹配． 

（2）对子块的乘积要分清左、右顺序，不能随意交换． 
比如上面运算中的���X Y 不能写作���Y X ． 

（3）分块矩阵转置时，除子块的位置转置外，子块本身也要转置．比如 
T

T 1
1 2 T

2

( )
 

=  
 

A
A   A

A
． 

例 2.9  设 1 2

3

 
=  

 

A A
A

O A
，其中�A ，�A 是可逆矩阵．试用�A ，�A ，�A 及其运算式构

造出逆矩阵
1−A ． 

解  将�−A 分块，令 1 21

3 4

−  
=  

 

X X
A

X X
，则应有 1 2 1 2

3 3 4

     =     
    

A A X X E O

O A X X O E
，等式右
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端是分块的单位矩阵．矩阵相等意味着所有对应子块都相同，即 ����+ =A X A X E，��+ =O A X O， ����+ =A X A X O，��+ =O A X E． 

因为 1
1
−A ， 1

3
−A 存在，所以可逐个解得�=X O， 1

4 3
−=X A ， 1

1 1
−=X A ， 1 1

2 1 2 3
− −= −X A A A ，于

是 
1 1 1

1 1 1 2 3
1

3

− − −
−

−

 −
=  

 

A A A A
A

O A
． 

习 题 二

1．设

1 2 1 2

2 1 2 1

1 2 3 4

 
 =  
  

A ，

4 3 2 1

2 1 2 1

0 1 0 1

 
 = − − 
 − − 

�B ，

（1）求 3 2+A B；      （2）已知 3( ) 2( )+ − − =A X B X O ，求 X ．

2．已知 A是 5阶矩阵， k 是常数，问下列哪个等式是正确的？

（1） k k=A A ；      （2） k k=A A ；

（3）�k k=A A ；      （4）
�

k k=A A ．

3．计算下列矩阵的乘积．

（1） ( )
1

2, 3, 1 1

1

 
 − − 
 − 

��；     （2） ( )
1

1 2, 3, 1

1

 
 − − 
 − 

��；
（3）

4 3 2 2

1 2 3 3

5 7 1 1

   
   −   
   − −   

�；     （4）

1 3 2 2 5 6

3 4 1 1 2 5

2 5 3 1 3 2

−  
  −  
  −  

；

（5）

1 0 3 1 2 1 3 2

0 1 2 1 0 2 1 1

0 0 2 3 0 0 3 1

0 0 0 3 0 0 0 3

−  
  − −  
  −
  

−  

；  （6）

1 3 1

2 1 4 0 0 1 2

1 1 3 4 1 3 1

4 0 2

 
 −    − −  

− 

．

4．计算矩阵多项式 �( ) 3 2 5f = − +A A A E，其中

1 2 3

2 4 1

3 5 2

− 
 = − 
 − 

A ．

5．设

1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 3 0

0 0 0 4

 
 − =  
 
 

A ，

3 0 0 0

0 5 0 0

0 0 6 0

0 0 0 2

 
 − = 
 

− 

B ，计算�A B，�BA ，�A BA，�ABA ． 
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6．试将两个线性变换方程组
�����������2

3 2

4 2

y x x

y x x x

y x x x

= +
 = − +
 = + −

和

������������22 2 2

3 4

z y y y

z y y y

z y y y

= + −
 = − +
 = − −

写成矩阵形式，并由此求出���, ,z z z 与���, ,x x x 之间的线性变换关系式．

7．设 ,A B都是 n阶矩阵．举例说明以下问题．

（1） ,≠ ≠A O B O，但可能有 =AB O；

（2）如果 ≠A O且�=A A，则 ( )− =A A E O，但未必有 =A E ；

（3） AX AY= 且 ≠A O时，不一定有 =X Y ；

（4）���( ) 2+ = + +A B A AB B 和 ��( )( )+ − = −A B A B A B 是否一定成立?

8．设 ,A B均为 n阶方阵，且 2 = +A B E（ E 是单位矩阵）．证明：�=A A的充分必要条件是�=B E ．

9．设 A是m n× 矩阵，证明�AA 和�A A都是对称矩阵．

10．设
1 2 3

2 1 2

 
=  − 

A
�

，

1 0 3

2 1 0

0 1 1

 
 =  
 − 

B

�
� ．试通过计算验证���( )=AB BA ．

11．设

3 0

1 3

2 1

1 0

 
 
 =  
 

− 

A ，

1 0 5

0 2 0

1 0 1

0 3 0

 
 
 = 
 
 

B ，

1 0

1 5

0 2

− 
 = 
  

C ，问乘积 ABC ，�A BC，�AB C，�ABC ，��A B C ，��A BC ，��AB C ，���A B C 哪些是可行的？求出这些可行的乘积结果． 

12．利用伴随矩阵，求下列矩阵的逆矩阵：

（1）
3 5

5 9

 
 
 
；   （2）

1 2

4 3

− 
 − 

；  （3）
2 3

2 2

a b a b

b a a b

+ − 
 − + 

．

13．设 A 是 n 阶矩阵，且�2 4− − =A A E O （ E 是单位矩阵）．证明：矩阵 +A E 可逆，且�( ) 3−+ = −A E A E ．

14．已知 A是可逆的对称矩阵，证明：
（1）�−A 也是对称矩阵；     （2） X 与 A是同阶矩阵时，�X AX 是对称矩阵．
15．已知�=A A，试用反证法证明：若 A不是单位矩阵，则 A必为奇异矩阵．
16．已知 ,A B都是 n阶非奇异矩阵，证明： ,A B可交换的充分必要条件是���( ) =AB A B ．

17．求下列矩阵的逆矩阵：

（1）

2 2 1

1 2 4

5 8 2

− 
 − 
  

；   （2）

1 2 3

2 2 1

3 4 3

 
 
 
  

；   （3）

1 0 0 0

0 3 0 0

0 0 4 0

0 0 0 2

 
 − 
 
 

− 

；

（4）

1 3 5 7

0 1 2 3

0 0 1 2

0 0 0 1

− 
 
 
 
 
 

；  （5）

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

 
 − − 
 − −
 

− − 

；  （6）

1 1 0 0

1 2 0 0

3 7 2 3

2 5 1 2

 
 
 
 
 
 

．
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18．设

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

 
 
 =  
 
 

A ，

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 3 0 1

 
 
 =  
 
 

B ，

2 3 1 1

1 4 1 2

2 1 3 2

3 2 1 5

− 
 − =  −
 

− 

C ，利用矩阵的初等变换计算乘

积 AC ， C A ， BC ，CB． 

19．设
 

=  
 

O A
X

B O
，其中

2 1

5 3

 
=  

 
A ，

4 5

2 3

− 
=  − 

B ，O 是零矩阵．利用分块矩阵的乘法规则求�−X ．

20．单项选择题 

（1）已知 A， B 都是 n阶方阵，则必有 （    ） 

A． =AB BA ； B． =AB BA；  C．���( )=A B AB ；  D．���( ) =AB A B ． 

（2）已知���( ) 2+ = + +A B A AB B ，则矩阵 A， B 必定满足 （    ）

A． =A B；  B． =AB BA；  C． AB是对称矩阵； D． A， B 都是对角矩阵． 
（3）设 A， B ，C 是同阶的非零矩阵，则 =AB AC 是 =B C的 （    ）
A．充分非必要条件；    B．必要非充分条件； 
C．充分必要条件；     D．非充分非必要条件． 

（4）矩阵
5 6

7 8

 
=  

 
A 的伴随矩阵 ∗ =A （    ）

A．
8 7

6 5

− 
 − 

�
；  B．

5 6

7 8

− 
 − 

； C．
8 6

7 5

− 
 − 

�
�
；  D．

5 7

6 8

− 
 − 

�
�
． 

（5）设 A， B 都是可逆矩阵，且 =AC B，则 =C （    ）

A．�−A B ；  B．�−AB ；  C．�−BA ；   D．�−B A． 

（6）若�=A O， E 是单位矩阵，则�( )−− =E A （    ）

A．�−−E A ；  B． −E A；  C．�−+E A ；   D． +E A． 

（7）设 A是 n阶方阵，则 0=A 是 A不可逆的 （    ） 

A．充分非必要条件；    B．必要非充分条件； 
C．充分必要条件；     D．非充分非必要条件． 
（8）设 A，B ，C 都是 n阶方阵，下面 4个等式中，必定成立的有几个？ （    ）

( ) ( )+ − = − −A B C B C A ； ( )+ = +B A C AB BC ；

( ) ( )=AB C B AC ； �����[( ) ]+ = +A B C C A C B ．

A．1个；   B．2个；  �C．3个；    D．4个． 
（9）设 A， B 都是可逆的对称矩阵，则不一定对称的矩阵是 （    ）

A． +A B；  B． +AB BA；  C．�( )−AB ；   D．��− −+A B ． 

（10）设 A，B ，C 为同阶方阵，E 是同阶单位矩阵，若 =ABC E ，则下列各式中，必定成立的是
（    ） 

A． =ACB E；  B． =BCA E；  C． =CBA E ；   D． =BAC E． 



第 3章  线性方程组 

3.1  线性方程组的矩阵消元解法 

例 3.1  求解线性方程组
���������2 2 6

2 4 3

5 4

x x x

x x x

x x x

+ − =
 − + =
 − + =

． 

解方程组通常采用消元法，比如将第 2个方程乘− 2加到第 1个方程，可消去�x 得到 ��6 9 0x x− = ， 

将此方程两边除以 3，约简可得 ��2 3 0x x− = ． 

除了消元和约简，有时还要交换两个方程的位置．这些变形运算实际上仅在变量的系

数之间进行，所以只需将所有的系数和常数项列成一个矩阵，作初等行变换即可．显然消

元、约简和交换方程位置分别相当于矩阵的消去变换、倍缩变换和换行变换．比如上面对

本例的两个具体变形相当于以下矩阵初等行变换： 

2 2 1 6

1 2 4 3

5 1 1 4

− 
 − 
 − 

→
0 6 9 0

1 2 4 3

5 1 1 4

− 
 − 
 − 

→
0 2 3 0

1 2 4 3

5 1 1 4

− 
 − 
 − 

， 

其中第 1个变换是第 2行乘 2− 加到第 1行，第 2个变换是以 1/3乘第 1行．矩阵的初等变

换可以使解方程组的过程显得紧凑、快捷、简洁． 

下面我们运用初等变换的标准程序（参看 2.4节）来解例 3.1的线性方程组： 

2 2 1 6

1 2 4 3

5 1 1 4

− 
 − 
 − 

→
0 6 9 0

1 2 4 3

0 9 19 11

 − 
 − 
 − − 

 

∗→
1 0 1 3

0 1 1.5 0

0 0 5.5 11

 
 − 
 − − 

→
1 0 0 1

0 1 0 3

0 0 1 2

 
 
 
  

， 

其中，主元都用“ ”号做了标记．消元与换行可同步进行（如带“*”号的第 2 步），
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换行的目的是为了使主元呈左上到右下排列．最后一个矩阵对应方程组 ���0 0 1

0 0 3

0 0 2

x

x

x

+ + =
 + + =
 + + =

， 

实际上已得到方程组的解是�1x = ，�3x = ，�2x = ．写成列向量为 ( )�1, 3, 2=x ， x叫

做解向量．显然解向量可以从最后一个矩阵右侧的常数列直接读出，无须写出对应的方程

组． 
第 2章中曾经把一般的线性方程组（2.2）写成矩阵形式 =Ax b，比如例 3.1的线性方

程组，写成矩阵形式是 
2 2 1 6

1 2 4 3

5 1 1 4

−   
   − =   
   −   

x ． 

我们把系数矩阵和常数列拼成的 ( 1)m n× + 矩阵 ( )A b 称为线性方程组 =Ax b的增广

矩阵，满足方程的列向量 x称为方程 =Ax b的解向量．线性方程组的矩阵消元解法，就是
通过对增广矩阵施行一系列的初等行变换来求得方程组的解向量，矩阵消元解法中不允许

作初等列变换．矩阵消元解法通常执行初等变换的标准程序，主元在系数矩阵范围内选

取．初等变换的标准程序可以保证消元的有序性和完全性． 
例 3.2  求解以下两个线性方程组： 

（1）

1 2 3 1

3 1 5 6

2 1 2 3

−   
   − =   
      

x ；          （2）

1 1 0 1

0 3 1 3

1 5 2 7

−   
   =   
      

x ． 

解  （1）对增广矩阵作初等行变换： 

1 2 3 1

3 1 5 6

2 1 2 3

 − 
 − 
  

→
1 2 3 1

0 5 4 3

0 5 4 1

− 
 − 
 − 

→
1 2 3 1

0 5 4 3

0 0 0 2

− 
 − 
 − 

， 

其中第 2步仅仅将第 2行乘 1− 加到第 3行，即发现第 3行对应的方程为 0 0 0 2+ + = − ，这
是一个矛盾方程，无论 x取何值，都不能使这个方程成立，所以原方程组无解． 

（2）按标准程序作初等行变换： 

1 1 0 1

0 3 1 3

1 5 2 7

 − 
 
 
  

→
1 1 0 1

0 3 1 3

0 6 2 6

− 
 
 
  

→
1 1 0 1

0 3 1 3

0 0 0 0

− 
 
 
  

， 

最后矩阵的第 3行对应方程0 0 0 0+ + = ，这是一个恒等式，说明原方程组有多余的方程．比
如在原方程组中，将第 1个方程与第 2个方程的 2倍相加，恰好得到第 3个方程，即第 3个
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方程是多余的．多余方程在对增广矩阵的初等行变换中会自动地显现出来，无须刻意寻找． 
本例最后矩阵的前两行对应方程组 

1 2

2 3

0 1

0 3 3

x x

x x

− + =
 + + =

， 

这 2个方程不能完全约束 3个变量，其中必有一个变量可以取任意值，称之为自由变量，
这里把�x 看作自由变量比较方便，任意指定�x 的一个值，就能够立即得到方程组的一个解
向量．比如令�0x = ，得解 ( )�1, 0, 3=x ；令�1x = ，得解 ( )�2, 1, 0=x ；令�2x = ，

得解 ( )�3, 2, 3= −x ，等等． 

从例 3.1和例 3.2可以看出，实施线性方程组的矩阵消元解法，可能出现下列情况： 

（1）若某一行的元素全为零，则该行对应多余方程； 

（2）若某一行除最右侧一个元素非零外，其余元素都为零，则该行对应矛盾方程，说

明原方程组无解； 

（3）如果标准程序执行完毕未出现矛盾方程，那么当所选主元个数等于变量个数时，

方程组有惟一解；当所选主元个数少于变量个数时，方程组含有自由变量，从而有无穷多

解． 

3.2  矩 阵 的 秩 

3.2.1  秩的概念 

一个线性方程组虽含有多个方程，但其中可能有多余方程，因此线性方程组解的情况

取决于去除多余方程后留下的独立方程．这说明方程组存在某种秩序，决定了方程组的

解．这种秩序可以反映在系数矩阵和增广矩阵之中，它是矩阵的固有特性．尽管多余方程

会在初等变换中显现出来，但我们有必要对这种秩序做出明确的定义． 

在矩阵 A中，任选 k行、 k列，这些行、列交叉处的元素可构成一个 k阶行列式，称

为矩阵 A的 k阶子式．A的子式有许多，包括 1阶子式、2阶子式⋯⋯子式的最高阶数不
超过 A的行数和列数． 
如果矩阵 A的所有子式中，不等于零的子式的最高阶数为 r，则 r称为矩阵 A的秩，

记为 ( )R r=A 或秩 ( )A = r ．换一种说法，即矩阵 A有一个 r阶子式非零，而所有 ( 1)r + 阶
子式皆为零．对于零矩阵O，规定 ( ) 0R =O ． 

由于行列式转置后，其值不变，所以 ( )R A = T( )R A ． 

设 A是m n× 矩阵，显然 0≤ ( )R A ≤min( , )m n ．如果 ( ) 0R =A ，则 A是零矩阵．如果

( )R A = min( , ),m n 则称 A为满秩矩阵．当m n= 时，因 A的 n阶子式只有一个，即 A ，故
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对于方阵来说，满秩矩阵与非奇异矩阵、可逆矩阵是同一个概念，相互等价． 

3.2.2  秩的求法 

计算矩阵所有的子式后再确定矩阵的秩，显然太麻烦了．一般是通过矩阵的初等变换

来求秩，由于初等变换不改变行列式的非零性，所以有以下定理． 

定理 3.1  矩阵经初等变换后，其秩不变． 

例 3.3  求矩阵

1 2 1 0 2

2 4 2 6 6

2 1 0 2 3

3 3 3 3 4

− − 
 − − =  −
 
 

A 的秩． 

解  按标准程序对 A施行初等行变换： 

1 2 1 0 2

2 4 2 6 6

2 1 0 2 3

3 3 3 3 4

 − − 
 − − =  −
   

A

�
� �

� � �
� � � �

→

1 2 1 0 2

0 0 0 6 2

0 3 2 2 1

0 9 6 3 2

− − 
 − 
 −
 

− 

 

           →

1 2 1 6 0

0 0 0 3 1

0 3 2 1 0

0 9 6 3 0

− − 
 − 
 −
 

− 

�
→

1 0.5 0 5.5 0

0 1.5 1 0.5 0

0 0 0 3 1

0 0 0 0 0

− 
 − 
 −
 
 

， 

其中第 3步消元和换行同时进行．在最后的矩阵中，显然所有 4阶子式均为零（有一行元

素全为零），有一个 3阶子式非零（选前 3行及第 1，3，5列）： 

1 0 0

0 1 0 1 0

0 0 1

= ≠ ， 

所以 ( ) 3R =A ． 

实际上矩阵的秩可以直接从最后的矩阵中读出： 

秩 =所选主元个数=非零行数=基本单位列数．               （3.1） 

应该注意的是：在施行初等变换时，主元应在整个矩阵范围内选取，读取秩数必须在

标准程序执行完毕后进行，这时最后的矩阵称为最简矩阵． 

如果仅仅是求矩阵的秩，那么初等变换的程序可以简化：主元不必变为 1；已选过主

元的行可不再参加变换．我们称之为初等行变换的简化程序．比如对本例运用简化程序的

过程为 
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1 2 1 0 2

2 4 2 6 6

2 1 0 2 3

3 3 3 3 4

 − − 
 − − =  −
   

A →

1 2 1 0 2

0 0 0 6 2

0 3 2 2 1

0 9 6 3 2

− − 
 − 
 −
 

− 

 

           →

1 2 1 0 2

0 3 2 2 1

0 0 0 6 2

0 0 0 3 1

− − 
 − 
 −
 

− 

�
→

1 2 1 0 2

0 3 2 2 1

0 0 0 6 2

0 0 0 0 0

− − 
 − 
 −
 
 

． 

简化程序中，选取主元通常是从左至右按第 1列，第 2列，第 3列⋯⋯的顺序进行，

最后的矩阵是一个阶梯形矩阵．秩数也可直接读出： 

秩 =所选主元个数=非零行数．                    （3.2） 

注意秩数的读取必须在简化程序执行完毕后进行，即只有当矩阵中选不出新的主元时，读

出的秩数才是正确的．简化程序还允许对矩阵作初等列变换． 

3.2.3  矩阵的秩与线性方程组的解 

例 3.2（1）的线性方程组无解，其增广矩阵经初等行变换化为矩阵 

1 2 3 1

0 5 4 3

0 0 0 2

− 
 − 
 − 

， 

可以读出增广矩阵的秩等于 3．这个矩阵的前 3 列从系数矩阵变化而来，故由此可读出系

数矩阵的秩等于 2，这两个秩数不相等．反之从例 3.1和例 3.2（2）可读出两个秩数相等，

这时方程组有解（惟一解或无穷多解）． 

对于齐次线性方程组 
= 0Ax ， 

常数列为零向量 0（常数项全为 0）．其增广矩阵 ( )0A  中右侧的列全为零元素，因此，

( )R =0A  ( )R A ．显然齐次线性方程组至少有一个零解 = 0x ．如果 ( )R A 小于变量的个数，

那么像例 3.2（2）那样会含有自由变量，从而方程组有无穷多解，即除了零解外，还有非
零解（至少有一个变量取非零值）． 
我们把以上分析归纳为下面的定理． 
定理 3.2  设 A是m n× 矩阵，b是 1m × 矩阵， ( )R r=A ，则方程组的解与矩阵的秩有

如下关系： 
（1）非齐次线性方程组 =Ax b有解的充分必要条件是 ( )R r=A  b ，即系数矩阵的秩等

于增广矩阵的秩． 
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（2）若 ( )R r=A b  ，则当 r n= 时，方程组 =Ax b有惟一解；当 r n< 时，方程组 =Ax b

有无穷多解． 
（3）齐次线性方程组 = 0Ax 有非零解的充分必要条件是 r n< ． 
当m n= ，即 A是 n阶方阵时，条件 ( )R n<A 等价于 0=A ．定理 3.2的结论（3）在

这个特殊情况下正是定理 1.4．当时我们并未证明充分性，现在得到了证明． 
在对线性方程组实施矩阵消元解法时， ( )R A 和 ( )R A b  可从最后的矩阵中直接读

出． ( )R A b  反映了线性方程组独立方程的个数，因此线性方程组解的状况与方程的个数m

无关，而取决于增广矩阵的秩． 

3.3  线性方程组解的结构 

在 3.1 节中提出要用解向量来表示线性方程组的解．现在考虑当线性方程组有无穷多

解时，如何用解向量表示全部解． 

3.3.1  齐次线性方程组解的结构 

例 3.4  求解齐次线性方程组

1 1 4 1

1 1 2 3

3 1 6 1

1 3 8 7

− − 
 −  = −
 

− 

0x ． 

解  运用矩阵消元解法．由于齐次线性方程组的增广矩阵中，最右侧的零元素在初等

行变换中不起作用，因此可以仅对系数矩阵按标准程序作初等行变换： 

1 1 4 1

1 1 2 3

3 1 6 1

1 3 8 7

 − − 
 − 
 −
  − 

→

1 1 4 1

0 2 6 4

0 2 6 4

0 4 12 8

− − 
 − 
 −
 

− 

�
� �
� �
� �

→

1 0 1 1

0 1 3 2

0 0 0 0

0 0 0 0

 
 − 
 
 
 

， 

最后的矩阵显示只有 2个独立方程，现有 4个变量（和矩阵的第 1～4列相对应），所以应
含有2个自由变量．取非主元列对应的��,x x 为自由变量，它们可以是任意常数，即令��x c= ，��x c= ，则 2个独立方程变为 

1 1 2

2 1 2

0 0

0 3 2 0

x c c

x c c

+ + + =
 + − + =

． 

移项后得到方程组的解及其向量形式（含任意常数��,c c ）为 
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1 1 2

2 1 2

3 1

4 2

3 2

x c c

x c c

x c

x c

= − −
 = −
 =
 =

和

1

2
1 2

3

4

1 1

3 2

1 0

0 1

x

x
c c

x

x

− −     
     −     = +     
     

    

． 

向量形式可简写为：����c c= +x α α ，其中向量 
T

1 ( 1, 3, 1, 0)= −α ， T
2 ( 1, 2, 0, 1)= − −α  

显然都是解向量（取�1c = ，�0c = 和�0c = ，�1c = 得到）．这样，我们仅用两个解向量就
表示出了所有无穷多个解向量． 
一般地，设��, , ,�Lα α α 是齐次线性方程组 = 0Ax 的 s个解向量，即有 ���= = = = 0LA A Aα α α ．                     （3.3） 

如果��, , ,�Lα α α 满足条件： 

（1）它们的线性表示式 ������c c c= + + +Lx α α α                       （3.4） 

给出 = 0Ax 的所有的解向量，其中��, , ,�c c cL 都是任意常数； 

（2）它们之间不能相互线性表示． 
则称这组解向量��, , ,�Lα α α 为齐次线性方程组 = 0Ax 的一个基础解系．由基础解系表示的

解（3.4）称为方程组 = 0Ax 的通解． 
上面的条件（2）可以保证通解（3.4）是最简单的，没有多余的项．例 3.4中的��,α α

就是一个基础解系．这是因为解向量可表示为����c c= +x α α ，同时容易验证��,α α 不可能
相互线性表示，即按向量相等规则，��a=α α 或��b=α α 都不可能成立． 

从例 3.4 还能够发现，基础解系可以从矩阵消元解法的最后矩阵中直接读出．读取规

则是： 

（1）找出自由变量．在最后的矩阵中，非主元列（不含主元的列）对应自由变量． 

（2）令自由变量依次取 1（其余自由变量取 0），读取最后矩阵中相应列的元素，改变

符号后，即为主元变量（与含主元的列相对应）的取值． 
比如例 3.4中，最后矩阵显示��,x x 是自由变量．令�1x = （�0x = ），则矩阵第 3列元

素（多余方程对应的零元素除外）的相反数 1− ，3给出主元变量��,x x 的取值，由此得到解

向量�α ；令�1x = （�0x = ），则从矩阵第 4列读出�1x = − ，�2x = − ，由此得到解向量�α ．从
矩阵中读出数值后需要变号，那是因为含有移项的过程． 
应该指出的是，在读取基础解系之前，必须先将初等变换的标准程序执行完毕，亦即

基础解系必须在最简矩阵中读出，否则会发生读取错误．这里再强调一下最简矩阵的三条

标准： 
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（1）已经选不出新的主元； 

（2）所有的主元都已经变为 1； 

（3）主元的位置已经理顺（呈左上到右下排列）． 

例 3.5  求解齐次线性方程组 

1 1 1 1 1

3 1 1 2 3

0 2 4 1 6

5 3 1 4 1

− 
 −  = −
 

− − 

0x ． 

解  按标准程序对系数矩阵作初等行变换： 

1 1 1 1 1

3 1 1 2 3

0 2 4 1 6

5 3 1 4 1

 − 
 − 
 −
  − − 

→

1 1 1 1 1

0 2 4 1 6

0 2 4 1 6

0 2 4 1 6

− 
 − − − 
 −
 

− − − 

� � �
�

� � �
�

→

1 1 3 0 5

0 0 0 0 0

0 2 4 1 6

0 0 0 0 0

 − − 
 
 
 −
   

． 

为了读取方便，在最后的矩阵中，将选择过的主元都做了标记．最后的矩阵中，第 2，3，
5列是非主元列，显示���, ,x x x 是自由变量，取 ( )2 3 5, ,x x x 依次为 ( )1, 0, 0 、( )0, 1, 0 、

( )0, 0, 1 ，依次读取第 2，3，5列非零行元素，改变符号后即��,x x 的取值，从而得到基

础解系 

( )��1, 1, 0, 2, 0= −α ， ( )��3, 0, 1, 4, 0= −α ， ( )��5, 0, 0, 6, 1= −α ． 

原方程组的通解为 ������c c c= + +x α α α ， 

这里���, ,c c c 是任意常数． 

本例在对矩阵作初等行变换时，如果主元选取的位置不同，会得到不同的基础解系．所

以齐次线性方程组的基础解系不是惟一的，但基础解系所含解向量的个数都相同，等于自

由变量的个数．由于系数矩阵的秩数等于主元变量的个数，所以自由变量的个数等于变量

总数与矩阵秩数之差，即有下面的定理． 
定理 3.3  如果齐次线性方程组 = 0Ax 中， A是m n× 矩阵，R ( ) r n= <A ，则该方程

组的基础解系存在，而且基础解系含有 ( )n r− 个解向量．方程组 = 0Ax 的通解由（3.4）式

给出． 

3.3.2  非齐次线性方程组解的结构 

对于同一个系数矩阵 A，方程组 =Ax b和 = 0Ax 虽不相同，但它们必有联系．下面讨
论它们的解向量之间的关系．为方便起见，称齐次线性方程组 = 0Ax 为非齐次线性方程组

=Ax b的导出组． 
如果向量 β 是方程组 =Ax b的一个特解，即 =A b，则对满足该方程组的其他解 x来
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说，因为 
( )− = − = − = 0A x Ax A b bβ ， 

所以向量 −x β 是导出组的解．按照公式（3.4）应该有 ������c c c− = + + +Lx β α α α ， 

其中��, , ,�Lα α α 是导出组 = 0Ax 的一个基础解系，从而 ������c c c= + + + +Lx α α α ．                     （3.5） 

这说明方程组 =Ax b的任何解 x都可由（3.5）式表示．反之将（3.5）式给出的向量代入
方程组，注意到（3.3）式，得到 ����( )��c c c+ + + +LA α α α β  ������c c c= + + + +LA A A Aα α α β = + + + +0 0 0L b = b． 

这说明（3.5）式给出的向量一定是方程组 =Ax b的解向量．于是得到非齐次线性方程
组解的结构定理如下． 
定理 3.4  非齐次线性方程组 =Ax b的通解（全部解）由（3.5）式给出，其中 β 是该

方程组的一个特解，并且��, , ,�Lα α α 是导出组 = 0Ax 的一个基础解系，这里��,c c , ,�cL 是

任意常数． 

例 3.6  求解非齐次线性方程组 =Ax b，其中

1 3 2 3

1 3 1 1

4 6 5 6

3 3 4 5

 
 − =  −
 

− 

A ，

4

1

7

6

 
 
 =  
 
 

b ． 

解  按标准程序，对增广矩阵作初等行变换： 

    ( )

1 3 2 3 4

1 3 1 1 1

4 6 5 6 7

3 3 4 5 6

 
 − =  −
  − 

A b →

1 3 2 3 4

0 6 1 2 3

0 18 3 6 9

0 12 2 4 6

 
 − − − − 
 − − − −
 

− − − − 

→

1 9 0 1 2

0 6 1 2 3

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 − − − 
 
 
 
   

． 

最后矩阵的前 4列由系数矩阵 A变化而来，第 2，4列是非主元列，显示��,x x 是自由变量．令�1x = ，�0x = 及�0x = ，�1x = ，可读出导出组 = 0Ax 的基础解系： 

( )��9, 1, 6, 0= −α ， ( )��1, 0, 2, 1= −α ． 

求原方程组 =Ax b的一个特解，最简便的方法是令所有自由变量都取 0，这时，最后
矩阵的右侧常数列（多余方程对应的零元素除外）恰好给出主元变量的取值（因没有移项

过程，故不必变号），所以特解 β 也能从最后的矩阵中读出．本例中令��0x x= = ，从右侧

常数列读出�2x = − ，�3x = ，即 ( )�2, 0, 3, 0= −β ．原方程组的通解按（3.5）式写出为 
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1 1 2 2 1 2

9 1 2

1 0 0

6 2 3

0 1 0

c c c c

−     
     
     = + + = + +     − −
     
     

x α α β

�

． 

其中��,c c 是任意常数．另外，从最后的矩阵中还可以读出 R ( ) =A R ( ) 2=A b  ． 

例 3.7  解线性方程组 
������������32 3

2 5 0

x x x x

x x x x

x x x x

+ + + =
 + + + =
− + + − =

． 

解  按标准程序，对增广矩阵作初等行变换： 

1 1 1 1 3

1 1 2 1 3

1 2 5 1 0

 
 
 
 − − 

→
1 1 1 1 3

0 0 1 0 0

0 3 6 0 3

 
 
 
  

 

→
1 1 0 1 3

0 0 1 0 0

0 3 0 0 3

 
 
 
  

→
1 0 0 1 2

0 1 0 0 1

0 0 1 0 0

 
 
 
  

． 

最后一个步骤中，消元与换行同时进行．在最后的矩阵中，将选择过的主元都做了标记．前

4列显示�x 是自由变量，令�1x = ，读第 4列（注意变号），得基础解系 ( )�1, 0, 0, 1= −α ；

令�0x = ，读第 5列（右侧常数列，不必变号）得特解 ( )�2, 1, 0, 0=β ．原方程组的通

解是 

( ) ( )��1, 0, 0, 1 2, 1, 0, 0c c= + = − +x α β ������������． 

当方程组有无穷多解时，如果主元选取的位置不同，则会得到不同的基础解系和特解，

所以通解的形式不是惟一的．如例 3.4～例 3.7的通解都还有其他形式． 

在定理 3.4 的推导过程中，反复运用了“方程的解能使方程等式成立”的原理．运用

类似的方法，不难得到以下关于解向量组合的结论． 
（1）若��,α α 是齐次线性方程组 = 0Ax 的解，则����c c+α α 也是 = 0Ax 的解，其中�c ,�c
是任意常数． 
（2）若��,β β 是非齐次线性方程组 =Ax b的解，则����c c+β β 仅当��1c c+ = 时才是
=Ax b的解． 
（3）若��,β β 是 =Ax b的解，则��−β β 是导出组 = 0Ax 的解． 

（4）若 β 是 =Ax b的解，α 是 = 0Ax 的解，则 +α β 是 =Ax b的解． 

例 3.8  已知线性方程组 =Ax b有两个解向量 ( )��0, 1, 2=β ，�β = ( )�2, 3, 1− ，并
且 R ( ) =A R ( ) 2=A b  ，求方程组的全部解． 
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解  解向量是 3维的，即 3n = ．R ( ) 2r= =A ，根据定理 3.3， = 0Ax 的基础解系包含

1n r− = 个向量．另一方面根据上面的结论（3），��−β β 是 = 0Ax 的解，所以它构成基础

解系．于是根据定理 3.4，原方程组的全部解为 

( ) ( )�����( ) 2, 2, 3 0, 1, 2c c= − + = − − +x β β β ��������． 

3.4  矩阵方程的矩阵消元解法 

线性方程组 =Ax b，当系数矩阵 A可逆时，有解 1−=x A b．在例 3.1中，我们并未求

逆矩阵�−A ，而是对增广矩阵作初等行变换，直接得到了解 1−=x A b．这种方法的原理是：
逆矩阵�−A 由多个初等矩阵（初等变换）合成，在逐步获得这些初等变换的同时，立即作
用于向量b，从而省略了求逆矩阵的中间步骤．这个原理可同样地用来解矩阵方程 

                               =AX B．                              （3.6）  

如果矩阵 A可逆，则方程有解�−=X A B．为了直接求得此解，可以构造增广矩阵 ( )A  B ，

对其施行初等行变换，当把子块 A变为单位矩阵时，子块B就变成了�−A B． 

例 3.9  解矩阵方程 =AX B，其中
1 2

3 4

 =  
 

A ，
5 6

7 8

 =  
 

B ． 

解：对增广矩阵作如下初等行变换： 

( ) 1 2 5 6

3 4 7 8

 
=  

 
A B →

1 2 5 6

0 2 8 10

 
 − − − 

→
1 0 3 4

0 1 4 5

− − 
 
 

， 

从最后矩阵的右半部分读出解： 

3 4

4 5

− − 
=  

 
X ． 

另一种矩阵方程 
=XA B， 

当矩阵 A可逆时有解 �−=X BA ．由于�−A 右乘于B，所以应该对B作相应的初等列变换（参
看定理 2.4）．具体做法是将矩阵 A，B上下拼接构成增广矩阵 

 
 
 

A

B
， 

对其施行初等列变换，当把子块 A变为单位矩阵时，子块B就变成了�−BA ． 

┆ 
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例 3.10  解矩阵方程

2 1 1
4 3 2

2 1 0
1 2 5

1 1 1

− 
   =    −  − 

X ． 

解  对增广矩阵作初等列变换．具体做法是选定主元，通过初等列变换把主元变为 1，

同时把主元所在行的其他元素都变为 0： 

2 1 1

2 1 0

1 1 1

4 3 2

1 2 5

− 
 
 
 −
 
 
 − 

→

3 0 1

2 1 0

0 0 1

2 5 2

4 3 5

− 
 
 
 
 
 
 − 

→

3 0 1

0 1 0

0 0 1

8 5 2

10 3 5

 −
 
 
 
 

− 
 − 

→

1 0 0

0 1 0

0 0 1

8 2
5

3 3
10 5

3
3 3

 
 
 
 
 
 − − 
 
 −  

． 

从最后矩阵的下半部分读得解 

8 15 21
10 9 53

− − 
=  − 

X ． 

更复杂的矩阵方程 
=AXB G， 

当矩阵 A，B均可逆时有解 1 1− −=X A GB ．这时可仿照例 3.9先解方程 =AY G，求得矩阵
1−=Y A G，再仿照例 3.10解方程 =XB Y ，求得 1 1 1− − −= =X YB A GB ． 
如果矩阵方程（3.6）中矩阵 A不是可逆矩阵，甚至不是方阵，则方程的解可能出现多
种情况．设 A是m n× 矩阵，B是m k× 矩阵，则矩阵方程（3.6）相当于 k个线性方程组．仿
照定理 3.2不难得到以下结论． 
（1）方程（3.6）有解的充分必要条件是 ( )R =A ( )R A  B ． 

（2）如果 ( )R =A ( )R r=A  B ，那么当 r n= 时，方程（3.6）有惟一解；当 r n< 时方程
（3.6）有无穷多解． 
参照定理 3.4，可以得到关于矩阵方程（3.6）的通解的结论：若 

( )R =A ( )R A  B r= ， 

则对增广矩阵 ( )A  B 按标准程序作初等行变换（主元在子块 A的范围内选取），可以得到

最简矩阵 

( )A  B → r 
 
 

E Q G

O O O
． 

在最后矩阵的 r个非零行中，左半部分由 r个基本单位列（主元列）�E 和 ( )n r− 个非单位
列（非主元列）Q构成（�E 和Q应理解为它们的列是相互穿插、相互交错的）．右半部分

是矩阵G．于是可以给出矩阵方程（3.6）的通解为 
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= +X UC V ，                            （3.7）  
其中U 是在 ( )r n r× − 负矩阵−Q中插入 ( )n r− 个基本单位行构成的矩阵，插入的位置与非
主元列Q所在的列序相对应，V 是在 r k× 矩阵G中插入 ( )n r− 行零元素构成的矩阵，插入
的位置与非主元列Q所在的列序相对应，不妨表示为 

-n r

− 
=  

 

Q
U

E
，

 
=  

 

G
V

O
， 

C 是 ( )n r k− × 矩阵，它的所有元素都是任意常数，即有 ( )k n r− 个任意常数． 

例 3.11  求矩阵方程

1 1 0 2 0 4 5

0 0 1 3 0 6 7

0 0 0 0 1 8 9

0 0 0 0 0 0 0

   
   
   =   
   
   

X 的通解． 

解  增广矩阵已是最简形式，其中第 2，4 列是非主元列，所以按上面的结论由前三

行（非零行）可直接读出通解为 

11 12

21 22

1 2 4 5

1 0 0 0

0 3 6 7

0 1 0 0

0 0 8 9

c c

c c

− −   
   
       = +−      
   
      

X ， 

其中 ( , 1, 2)i jc i j = 是任意常数． 

本例中，增广矩阵的第 1列和第 2列相同，因而也可将第 1，4列作为非主元列，这样
会得出不同的结果，这是允许的．当方程有无穷多解时，通解形式的多样性是很自然的． 
（3.7）式中，U 称为基础解系矩阵，V 称为特解矩阵，C 称为任意常数矩阵．如果在
方程（3.6）中， =B O是m k× 零矩阵，则必有 =V O，通解（3.7）式就成为 =X UC ，这
是定理 3.3的推广．如果在方程（3.6）中， ( )R =A ( )R n=    A B （ n是矩阵 A的列数），则

经过初等行变换得到的最简矩阵中不出现非主元列Q，即初等行变换的结果为 

( )A B → n 
 
 

E G

O O
． 

此时，（3.7）式中不出现第一项，方程有惟一解 =X G，这是矩阵 A可逆情况的推广． 

习 题 三 

1．运用矩阵消元法解下列线性方程组： 
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（1）








=−+
=−−
=−−

0523

132

2

321

321

321

xxx

xxx

xxx

；    （2）

���������������4 3 5 7

2 2 3 3

3 2 1

2 3 2 8 7

− + + =
 − − − =
 − + = −
 + + − = −

x x x x

x x x x

x x x

x x x x

． 

2．确定 ,a b的值，使下列线性方程组有解，并求其一组解；同时指出方程组有惟一解还是无穷多解？

并指出在原方程组中，（如果有的话）哪些方程是多余的？ 

（1）

������������2 3 3

3 5 0

4 3

3 13

− + =
 + − =
 − + =
 + − =

x x x

x x x

x x x

x x x a

；    （2）

���������������2 2 2 2

1

3

5

+ − + =
 − − =
 + − + =
 − + + =

x x x x

x x x

x x x x a

x x x x b

． 

3．运用矩阵消元法求解下列线性方程组，指出方程组有惟一解、有无穷多解还是无解？读出系数矩

阵和增广矩阵的秩，并指出在原方程组中，（如果有的话）哪一个方程是多余的？ 

（1）

���������2 3 9

3 5 4

4 7 5

− + =
 − + = −
 − + =

x x x

x x x

x x x

；    （2）

������������������������
5 2 7 14 21

5 8 13 3 12

10 2 7 29

15 3 15 9 7 130

2 4 5 7 13

+ − + =
 − + − + = + − + − =
 + + + + =
 − − + − = −

x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

； 

（3）











=+++
=+++
=+++
=+++

122773

73892

2254

332

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

；   （4）











=−+−
=−−
=−+−
=−+−

1835

652

7323

8234

4321

421

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

． 

4．求下列齐次线性方程组的基础解系以及系数矩阵的秩，并用基础解系表示方程组的通解． 

（1）

���������3 5 2 0

4 7 5 0

4 0

x x x

x x x

x x x

ì + + =ïïïï + + =íïïï + - =ïî

；    （2）








=++−
=++−
=++−

0111784

02463

03542

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

； 

（3）











=−++
=+−+
=−++
=−++

0192483

03254

04653

0342

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

；   （4）











=−+−
=+−+
=−++
=+−+

0742

0634

0723

0532

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

． 

5．求解下列非齐次线性方程组，用向量形式表示它的通解，并求增广矩阵的秩． 
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（1）

������������2 3 4

2 4 5

3 8 2 13

4 9 6

+ + =
 − + = −
 + − =
 − + = −

x x x

x x x

x x x

x x x

；    （2）

������������2 1

3 2 3 4

4 3 5 2

+ − + =
 − + − =
 + − + = −

x x x x

x x x x

x x x x

； 

（3）

����������������2 7 3 5

3 5 2 3

5 9 8 1

5 18 4 5 12

+ + + =
 + + − =
 + − + =
 + + + =

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

；   （4）











=−++
=−++
=+−+
=+−+

37932

32364

389128

132

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

． 

6．讨论 qp, 为何值时，下列线性方程组有解、无解？有解时，求其通解． 











=−+++
=+++
=−+++
=++++

qxxxxx

xxxx

pxxxxx

xxxxx

54321

5432

54321

54321

3345

3622

323

1

． 

7．已知线性方程组 Ax b= 有 3个解向量 

( )��3, 1, 2, 5=β ， ( )��0, 1, 1, 1= −β ， ( )��1, 2, 3, 4=β ， 

并且系数矩阵 A的秩为 2，求方程组的通解． 

8．求解下列矩阵方程： 

（1）

2 1 1 1 1 3

2 1 0 4 3 2

1 1 1 1 2 5

− −   
   =   
   − −   

X ；   （2）
2 5 4 6

1 3 2 1

−   
=   

   
X ； 

（3）

1 1 1 3 1
2 4

2 1 3 1 1
1 3

3 2 4 0 2

− −   
−    − =    −    −   

X ． 

9．设

1 1 0 1

1 1 2 0

4 2 6 1

2 4 2 3

− 
 − =
 − −
 

− − 

A ，试求矩阵 B，使 AB O= ，且 ( )R B ＝2．（提示：先解方程组 Ax = 0） 

10．单项选择题 

（1）运用矩阵消元法求解线性方程组，应该                                           （    ） 

A．对系数矩阵施行初等行变换；    B．对增广矩阵施行初等行变换； 

C．对系数矩阵施行初等列变换；    D．对增广矩阵施行初等列变换． 

（2）对线性方程组的增广矩阵施行初等行变换，如果能将某一行的全部元素变为零，则该方程组（    ） 

A．有惟一解；   B．无解；   C．有无穷多解； D．有多余方程． 

（3）下列矩阵中，满秩矩阵是                                                         （    ） 
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A．
1 1 1

1 1 1

 
 
 

；  B．

1 1 1

1 2 3

2 2 2

 
 
 
  

；   C．

1 2

2 4

3 6

 
 
 
  

；  D．
1 0 0

0 0 1

 
 
 
． 

（4）设 n元线性方程组 Ax b= 的增广矩阵为 ( )A b� ，方程组有解的充分必要条件是       （    ） 

A． ( )R A b = n；       B． ( )R A = n； 

C． ( )R =A b ( )R A ；      D． ( )R A b < n且 ( )R A < n． 

（5）设 A是 ×m n矩阵，则齐次线性方程组 Ax = 0有非零解的充分必要条件是            （    ） 

A． <m n；  B． >m n； C． =m n； D． ( )R A < n． 

（6）已知 A是 9×6矩阵，方程组 Ax = 0有 4个自由变量，则 ( )R =A                     （    ） 

A．2；   B．3；  C．4；  D．5． 
（7）如果线性方程组 =Ax b中方程的个数少于未知量的个数，则                        （    ） 

A． =Ax b必无解；       B．导出组 Ax = 0必有非零解； 

C． =Ax b必有无穷多解；     D．导出组 Ax = 0必无非零解． 
（8）设 A是 ×m n矩阵，b是m维非零向量，则关于线性方程组的下列说法中，正确的是   （    ） 

A． Ax = 0无非零解时， =Ax b无解； 
B． Ax = 0有无穷多解时， =Ax b有无穷多解； 
C． =Ax b有惟一解时， Ax = 0只有零解； 

D． =Ax b无解时， Ax = 0无非零解． 

（9）设��,α α 是齐次线性方程组 Ax = 0的两个解向量，��,β β 是线性方程组 =Ax b的两个解向量，
则                                                                                   （    ） 

A．��+α α 是 =Ax b的解；     B．��+α β 是 Ax = 0的解； 

C．��−α β 是 =Ax b的解；     D．��−β β 是 Ax = 0的解． 

（10）设���, ,α α α 是 5元线性方程组 =Ax b的三个解向量，已知 ( ) = 3R A ，则该方程组的通解可

能是                                                                                 （    ） 

A．������+ +c c cα α α ；      B．�������( ) ( )− + − +c cα α α α α ； 

C．�����+ +c cα α α ；      D．���( )− +c α α α ． 



第 4章  向量的线性关系 

矩阵的每一行（列）都构成行（列）向量．对矩阵施行初等行变换，实质是行向量的

线性运算．线性方程组解的结构涉及解向量的线性组合，而解向量的读取又与矩阵的列向

量密切相关．向量的线性关系还会扩展到其他领域．本章详细介绍向量的线性关系理论． 

4.1  向量的线性相关性 

4.1.1  两种线性关系 

给定向量��, , , ,�Lβ α α α ，如果存在一组数��, , ,�k k kL ，使得 ������k k k= + +β α α α                          （4.1） 

成立，则称 β 是��, , ,�Lα α α 的线性组合，或称 β 可由��, , ,�Lα α α 线性表示． 

线性表示体现了一种替代性，如果 β 可以由��, , ,�Lα α α 线性表示，那么在向量组��, , , ,�Lβ α α α 中， β 是“多余”的，它可由其他向量通过线性组合（4.1）来替代． 

例 4.1  基本单位向量组 

1

1

0

0

0

 
 
 =  
 
 

e ， 2

0

1

0

0

 
 
 =  
 
 

e ， 3

0

0

1

0

 
 
 =  
 
 

e ， 4

0

0

0

1

 
 
 =  
 
 

e  

可以线性表示任何向量，而且线性表示的系数很容易确定．比如不难验证 

1 1 0 0 0

2 0 1 0 0
2 5 3

5 0 0 1 0

3 0 0 0 1

−         
         
         = − + + +         
         
         

�
�
�

． 

上式右端的线性运算（数乘与加法）就是矩阵的线性运算．上式作为线性表示式，其表示

系数就是左端向量的分量．这个原理可直接推广到具有 n个分量的 n维向量，体现了基本
单位向量组的完备性． 
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给定向量��, , ,�Lα α α ，如果存在一组不全为零的数��, , ,�k k kL ，使得 ������k k k+ + + = 0Lα α α                       （4.2） 

成立，则称向量组��, , ,�Lα α α 线性相关． 

反之，如果只有当��, , ,�k k kL 全为零时，上式才成立，即由（4.2）式可以推出��k k= =  

0�k= =L ，则称向量组��, , ,�Lα α α 线性无关． 

线性相关体现了向量组内部存在某种关联性，而线性无关则表明向量组内部没有任何

线性关联性． 

以下是几个简单的特殊情况． 

（1）单个非零向量线性无关． 
若�≠ 0α ，则�α 至少有一个分量非零，由等式�k 1 = 0α ，比较该分量知�0k = ． 

（2）含有零向量的向量组线性相关． 
比如对于向量组��, ,0α α ，等式��0 0 1⋅ + ⋅ + ⋅ =0 0α α 成立，其中系数为 0, 0, 1，不全为

零． 
（3）若向量组中有两个向量的对应分量成比例，则该向量组线性相关． 
比如，对于 1α = ( )1, 1, 1 ， 2α = ( )2, 2, 2 ， 3α = ( )1, 2, 3 ，等式 ���2 0− + ⋅ = 0α α α  

成立． 
例 4.2  基本单位向量之间线性无关．比如在等式 

1 2 3

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

k k k

       
       
       + + =       
       
       

 

中，比较左、右两端的各分量，可得���0k k k= = = ，从而可知基本单位向量 

( )�1, 0, 0, 0 ， ( )�0, 1, 0, 0 ， ( )�0, 0, 1, 0  

线性无关． 
定理 4.1  向量组��, , ,�Lα α α （ s≥2）线性相关的充分必要条件是其中至少有一个向

量可以由其他向量线性表示． 
证  充分性：不妨设�α 可由�, ,�Lα α 线性表示，即�����k k= + +Lα α α ，移项后得到
等式 ���( 1) ��k k= + + = 0L- α α α ， 

式中至少第一个系数 ( 1)- 非零，因此向量组线性相关． 

必要性：��, , ,�Lα α α 线性相关，即有等式（4.2），其中系数��, , ,�k k kL 至少有一个非
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零．不妨设�0k ≠ ，则以�k 遍除等式，再移项得 

2
1 2

1 1

s
s

kk

k k

   
= + +   

   
L- -α α α ， 

这说明�α 可由�, ,�Lα α 线性表示． 

这是两种线性关系的互通性定理．定理 4.1 表明，线性组合的替代性直接反映了向量

组内部的关联性，而向量组线性相关即意味着有某些向量是“多余”的、能够被替代的．反

之，向量组线性无关即意味着无替代性，向量都是“有用”的、没有“多余”的． 

第 3章曾介绍过齐次线性方程组的基础解系（参看 3.3节），基础解系中向量的无替代

性等价于线性无关性，因此可以给出基础解系更明确的定义． 
如果齐次线性方程组 = 0Ax 的一组解向量��, , ,�Lα α α 满足条件： 

（1）方程组 = 0Ax 的任一解向量都可��, , ,�Lα α α 线性表示； 

（2）��, , ,�Lα α α 线性无关． 

则称��, , ,�Lα α α 是方程组 = 0Ax 的一个基础解系． 

构造基础解系通常是利用基本单位向量的完备性（例 4.1）和线性无关性（例 4.2）实
现的．如例 3.5中，取自由变量 ( )2 3 5, ,x x x 依次为 ( )1, 0, 0 、( )0, 1, 0 、( )0, 0, 1 ，

这 3个基本单位向量保证了由此得出的基础解系的完备性和线性无关性．当然构造基础解
系也可利用其他向量，比如，取自由变量 ( )2 3 5, ,x x x 依次为 ( )1, 0, 0 、 ( )1, 1, 0 、

( )1, 1, 1 ，也可得到基础解系，只是主元变量的取值要经过一番计算，不能直接读取了． 

4.1.2  线性关系和线性方程组 

矩阵形式的线性方程组 ���1   4   7 3

2   5   8 5

3   6   9 7

x

x

x

    
    =    

        

， 

可以写作向量形式 ���1 4 7 3

2 5 8 5

3 6 9 7

x x x

       
       + + =       
              

． 

不难看出，这两种形式作为向量的相等关系，都相当于同样的线性方程组 ���������4 7 3

2 5 8 5

3 6 9 7

x x x

x x x

x x x

+ + =
 + + =
 + + =

． 
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一般地，设��( , , , )�= LA α α α ，其中��, , ,�Lα α α 是矩阵 A的列向量，则方程组 =Ax β
等价于向量形式������x x x+ + + =Lα α α β ，这表明向量 β 是��, , ,�Lα α α 的线性组合．当

= 0β 时，又关系到��, , ,�Lα α α 是否线性相关．由此看来，表明线性关系的（4.1）式和（4.2）

式实际上是线性方程组的向量形式，下面的定理就是将两者联系起来的结果． 
定理 4.2  列向量 β 能够由列向量组��, , ,�Lα α α 线性表示的充分必要条件是线性方程

组 =Ax β 有解，其中��( , , , )�= LA α α α ．同时，线性方程组的解 T
1 2( , , , )sx x x= Lx 正好

给出了线性表示式（4.1）的表示系数． 
定理 4.3  列向量组��, , ,�Lα α α 线性相关的充分必要条件是齐次线性方程组 =Ax β
有非零解，其中��( , , , )�= LA α α α ．同时，非零解向量 T

1 2( , , , )sx x x= Lx 正好给出了线

性相关等式（4.2）中不全为零的系数． 
如果 A是方阵，则定理 4.3中的充分必要条件可简化为 0=A ． 

定理 4.2和定理 4.3给出了具体求解向量间线性关系的途径． 
例 4.3  设有 4个向量： (2, 7, 5)=β ，� 1, 2, 1=α ( )，�  ,  )(2, 5 3=α ，�( 1, 1, 2)= −α ，

问 β 可否由���, ,α α α 线性表示？���, ,α α α 是否线性相关？ 

解  把所有的向量写作列向量．根据定理 4.2和定理 4.3，应该考虑解线性方程组 ���  

1    2    1 2

2  5    1  5

1    3    2 7

x

x

x

    
    =    

        

． 

用矩阵消元解法，按标准程序对增广矩阵作初等行变换： 

1 2 1 2

2 5 1 7

1 3 2 5

 − 
 
 
  

→
1 2 1 2

0 1 3 3

0 1 3 3

− 
 
 
  

→
1 0 7 4

0 1 3 3

0 0 0 0

 − − 
 
 
  

． 

因没有矛盾方程，故方程组有解，从而根据定理 4.2， β 可由���, ,α α α 线性表示．最后矩
阵的前 3列中，第 3列是非主元列，显示�x 是自由变量，这表明线性方程组的导出组有非
零解，所以根据定理 4.3，���, ,α α α 线性相关． 

此外，线性方程组因存在自由变量而有无穷多解，从而线性表示方式也有无穷多种．令�0x = ，可读出��4, 3x x= =- ，于是得到一个线性表示式 ���4 3 0= + + ⋅-β α α α ． 

从本例看出，解决线性关系问题，可先构造相应的线性方程组，进而落实到对矩阵作

初等行变换，得到最简矩阵后，就能直接读取需要的结论． 
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4.2  极大线性无关组与向量组的秩 

4.2.1  极大线性无关组的概念 

向量组中的部分向量构成一个部分组．比如，���, ,α α α 是����, , ,α α α α 的一个部分组．如
果存在不全为零的数���, ,k k k ，使������+ + = 0k k kα α α 成立，那么下式也成立： �������+ + + 0 =k k k ⋅ 0α α α α ， 

这说明向量组����, , ,α α α α 也线性相关．由此可得到： 

（1）如果某些部分向量线性相关，那么全体向量一定线性相关； 

（2）如果全体向量线性无关，那么任意部分向量一定线性无关． 

这两个结论互为逆否命题．应当注意它们的逆命题是不成立的，即部分向量线性无关

时，全体向量未必线性无关；全体向量线性相关时，部分向量未必线性相关．也就是说，

线性相关的向量组，其部分组可能线性无关． 
一个线性无关的部分组用来线性表示该部分组自身的向量是显然的，比如用��,α α 来

线性表示�α ，有���1 0+= ⋅ ⋅α α α ，但是未必能线性表示部分组以外的其他向量．若有一个
线性无关的部分组，能够线性表示整个向量组中的任何向量，则称它为整个向量组的一个

极大线性无关组，简称极大无关组． 
由于极大无关组可以线性表示其他任何向量，所以在极大无关组之中，再添一个向量，

必然形成线性相关（参看定理 4.1），这说明在保持线性无关性的前提下，向量的个数已达

最大可能，自然应冠之以“极大”． 

显然，如果一个向量组线性无关，那么该向量组的极大无关组就是向量组本身． 

因为极大无关组本身线性无关，即没有“多余”的向量，所以极大无关组提供了用最

少数的向量来代表全体向量的依据．比如基础解系就是齐次线性方程组全体解向量的极大

无关组． 

4.2.2  极大线性无关组的求法 

定理 4.2、定理 4.3和例 4.3都表明，分析向量的线性关系可归结为求解线性方程组．具

体做法是将所有的向量写成列向量后拼成矩阵，对该矩阵施行初等行变换．初等行变换不

仅不会改变显示线性关系的（4.1）式或（4.2）式中的系数，而且最终还能把它们求出来．因

此，可以得到： 

定理 4.4  对矩阵施行初等行变换，不改变矩阵列向量之间的线性关系． 
例 4.4  求 5个向量构成的向量组�(1, 2, 3, 2)=α ，�( 1, 2, 1, 2)= − −α ，�(1, 1,= −α  

1, 1)− ，�( 2, 1, 2, 5)= − − −α ，�(1, 3, 2, 2)= − −α 的极大无关组，并且用极大无关组线性

表示其他向量． 
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解  把所有的向量写成列向量，按顺序拼成矩阵，然后作初等行变换，执行标准程序

如下（所选主元都做了标记）： 

1 1 1 2 1

2 2 1 1 3

3 1 1 2 2

2 2 1 5 2

 − − 
 − − 
 − − −
  − − 

�
� �
�

� �

→

1 1 1 2 1

3 1 0 1 2

4 0 0 4 1

1 1 0 3 1

− − 
 − − 
 − −
 

− − 

�

�
�

 

→

3 1 0 1 2

4 0 1 3 1

4 0 0 4 1

4 0 0 4 1

− − 
 − − 
 − −
 

− − 

→
   

  

5    1    0  7   0

  0    0    1  1 0

4   0  0  4  1

  0    0  0  0   0

 
  
  

 
  
 

 
− 

 
 
 −
 
 

， 

其中第 2个步骤，消元与换行同时进行．在最后的矩阵中，第 2、3、5列是主元列（含主
元的列），也是基本单位列．根据基本单位向量的线性无关性和完备性（参看例 4.1和例 4.2）
可知，最后矩阵的 5个列向量中，第 2、3、5列向量构成极大无关组，用它线性表示第 1、
4列向量，表示系数分别为第 1、4列向量的分量，即 5, 0, 4− − 和7, 1, 4．根据定理 4.4，

原向量组也有完全相同的线性关系，于是可直接得到本例的结论：原向量组中，���, ,α α α 是
一个极大无关组，并且有线性表示式 ���5 4= − −α α α ，����7 4= + +α α α α ． 

4.2.3  向量组的秩 

例 4.4 在对矩阵作初等行变换时，如果主元选取的位置不同，会得到不同的极大无关

组，可见极大无关组不是惟一的．因为矩阵的秩是常数 3，无论主元怎么选取，最后得到

的基本单位向量必然是 3个，所以用初等变换法求得的极大无关组尽管不惟一，但所含向

量的个数都相同．然而用其他方法获得极大无关组（只要满足线性无关性和完备性即可），

其所含向量的个数是否仍是一个固定的常数呢？答案是肯定的，不过推导过程并不简单，

先要建立有关线性关系与向量个数的定理． 

定理 4.5  当向量组中向量的个数大于向量的维数时，向量组一定线性相关． 
证  设��, , ,�Lα α α 都是 n维向量（有 n个分量），则矩阵 ( )1 2, , , s= LA α α α 是 n s×
矩阵，于是齐次线性方程组 = 0Ax 有 n个方程， s个变量．已知 >s n，即变量多，方程少，
所以 = 0Ax 一定含有自由变量，从而必有非零解，根据定理 4.3，可知向量组线性相关． 
应该指出的是，当向量的个数小于向量的维数时，不能得到线性相关还是线性无关的

确定结论．因为此时齐次线性方程组的方程数虽然多于变量数，但独立方程数却不确定，

从而有无非零解也不确定。 
定理 4.6  设有两个向量组，向量组（Ⅰ）有 s个向量，可以线性表示向量组（Ⅱ）中
的每一个向量．如果向量组（Ⅱ）有 r个向量，并且线性无关，那么 r≤ s． 
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证  设向量组（Ⅰ）是��, , ,�Lα α α ，向量组（Ⅱ）是��, , ,�Lβ β β ，记��( , , , )�= LA α α α ，
根据定理 4.2，向量组（Ⅰ）可以线性表示向量组（Ⅱ），即线性方程组�=Ax β （ i =1, 2, ⋯, 

r）都有解，这 r个解向量记为��, , ,�Lx x x ，它们都是 s维向量且��=Ax β ，其中 i =1, 2, ⋯, 

r． 
用反证法，设 r s> ，则根据定理 4.5，这些解向量线性相关，即存在不全为零的数��, , ,�k k kL ，使 ������k k k+ + +Lx x x = 0  

成立．以矩阵 A左乘该式两端，可得 ������k k k+ + + = 0Lβ β β ， 

这与向量组（Ⅱ）线性无关矛盾，于是否定假设，结论 r≤ s得证． 
这个定理的逆否命题是：当向量个数少的向量组可线性表示向量个数多的向量组时

( )s r< ，后者必定线性相关． 

定理 4.7  如果两个线性无关的向量组能够相互线性表示，那么它们所含向量的个数必
定相同． 
证  设向量组（Ⅰ）有 s个向量，向量组（Ⅱ）有 r 个向量，已知向量组（Ⅰ）可线

性表示线性无关的向量组（Ⅱ），根据定理 4.6，可得 r≤ s；又已知向量组（Ⅱ）可线性
表示线性无关的向量组（Ⅰ），同理可得 s≤ r，于是 r s= ． 
两个向量组可以相互线性表示，称为等价．等价意味着两个向量组能够相互替代．等

价的向量组，向量的个数未必相同，但等价的线性无关的向量组，所含向量个数一定相同． 

由于极大无关组可以线性表示整个向量组中的任何向量，所以两个极大无关组可以相

互线性表示，于是根据定理 4.7，它们所含向量的个数必然相同．这说明，极大无关组虽然

不惟一，但它们所含向量的个数是惟一的，是一个常数，我们称之为向量组的秩．如例 4.4

中极大无关组含有 3个向量，所以向量组的秩等于 3． 

向量组的秩体现了整个向量组不计“多余”向量的实际规模．向量组的秩不仅是单个

极大无关组中线性无关向量的个数的最大值，而且是所有线性无关部分组的向量个数的最

大值，因此一个线性无关的部分组，如果所含向量个数等于向量组的秩，那么它一定是极

大无关组，一定可以线性表示所有的向量． 

第 3章中通过自由变量依次取 1来求齐次线性方程组的基础解系（参看 3.3节），很自

然地得到：不同的基础解系含有相同的向量个数．但是从理论上说，基础解系只要满足线

性无关性和完备性，并不一定要通过自由变量的取值来得到，应当允许通过其他方式获得，

甚至不必求出来而只就其存在性进行推断．定理 4.7 保证了基础解系作为解向量的极大无

关组，无论来源如何，其所含解向量的个数必然相同，所以说定理 3.3 至此才得到了完整

的证明． 
对于有限个向量来说，求向量组的秩可以用例 4.4的矩阵变换法．对矩阵 A作初等行

变换，求得的是矩阵 A的列向量组的秩（简称列秩），并且恰好等于 ( )R A ；对转置矩阵�A
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作初等行变换，求得的是�A 的列向量组亦即 A 的行向量组的秩（简称行秩）．因为
T( ) ( )R R=A A ，所以有下列等式： 

    ( )R A = A的行秩= A的列秩．                     （4.3） 

（4.3）式说明矩阵 A有 3种秩，只要求出其中之一，另两个也就得到了．（4.3）式还说明，

向量组的秩与矩阵的秩没有区别，所以共用同一个名称——秩． 

习 题 四 

1．判断下列向量组是否线性相关． 

（1） ( )1, 2, 3 ， ( )3, 6, 9 ； 

（2） ( )1, 0, 0, 0 ， ( )0, 1, 0, 0 ， ( )0, 0, 0, 1 ； 

（3） ( )2, 3, 1− ， ( )3, 1, 5− ， ( )1, 4, 3− ； 

（4） ( )1, 0, 0 ， ( )0, 1, 0 ， ( )0, 0, 1 ， ( )1, 2, 3 ；  

（5） ( )4, 5, 2, 6− ， ( )2, 2, 1, 3− ， ( )6, 3, 3, 9− ， ( )4, 1, 5, 6− ． 

2．已知向量组���, ,α α α 线性无关，试证向量组��2 3+α α ，��4+α α ，��5+α α 也线性无关． 

3．证明：两个向量��,α α 线性相关的充分必要条件是它们的分量对应成比例． 

4．试问下列向量组中，向量 β 能否由其余向量线性表示？若能，则写出线性表示式． 

（1） ( ) ( ) ( )��4, 3 2, 1 1, 1= = = −， ，β α α ； 

（2） ( )7, 2, 15= −β ， ( )�2, 3, 5=α ， ( )�3, 7 8=α ， ( )�1, 6, 1= −α ； 

（3） ( )1, 2, 5=β ， ( )�3, 2, 6=α ， ( )�7, 3 9=α ， ( )�5, 1, 3=α ； 

（4） ( )2, 3, 5, 1=β ， ( )�1, 0, 0, 0=α ， ( )�0, 1, 0, 0=α ， ( )�0, 0, 1, 0=α ，

( )�0, 0, 0, 1=α ； 

（5） ( )4, 1, 3, 2= − −β ， ( )�1, 0, 0, 0=α ， ( )�1, 1, 0, 0=α ， ( )�1, 1, 1, 0=α ，

( )�1, 1, 1, 1=α ． 

5．求下列向量组的秩与一个极大无关组，并将其余向量用此极大无关组线性表示． 

（1） ( )�2, 1, 2= −α ， ( )�2, 1, 1= − −α ， ( )�4, 2, 1= −α ， ( )�4, 1, 2= −α ； 

（2） ( )�1, 1, 3, 1=α ， ( )�1, 1, 1, 3= − −α ， ( )�5, 2, 8, 9= − −α ， ( )�1, 3, 1, 7= −α ；  

（3） ( )�1, 2, 1, 3=α ， ( )�4, 1, 5, 6= −α ， ( )�1, 3, 4, 7= −α ， ( )�2, 1, 1, 0= −α ． 

6．单项选择题 

（1）列向量组��, , ,�Lα α α （ n≥2）线性相关的充分必要条件是                        （    ） 

A．其中有 1个零向量；     B．其中有 1个向量可由其余向量线性表示； 

C．增加 1个向量后成为线性相关；   D．其中有 2个向量的对应分量成比例． 

（2）设 A是 5阶矩阵， ( )R A ＝2，则齐次线性方程组 = 0Ax 的所有解向量中，线性无关的解向量个

数是                                                                                （    ） 

A．2；    B．3；    C．4；    D．5． 
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（3）设 A是m n× 矩阵，则齐次线性方程组 = 0Ax 仅有零解的充分必要条件是            （    ） 
A． A的行向量组线性无关；     B． A的行向量组线性相关； 

C． A的列向量组线性无关；     D． A的列向量组线性相关． 
（4）列向量组��, , ,�Lα α α （ n≥2）线性无关的充分必要条件是                        （    ） 

A．所有向量非零；       B．方程组��( , , , )�= 0L xα α α 无非零解； 

C．有一个部分组线性无关；     D．�α 不能由其余向量线性表示． 

（5）向量组 ( )�1, 0, 0=α ， ( )�0, 1, 0=α ， ( )�1, 1, 1=α ， ( )�0, 1, 1=α 的极大无关组可以是 

（    ） 

A．��,α α ；   B．���, ,α α α ；  C．���, ,α α α ；  D．����, , ,α α α α ． 
（6）设 n维向量组��, , ,�Lα α α 的极大无关组含有 r个向量，则                        （    ） 

A． r≤ n；   B． r＜ n；   C． r＜m；   D． r≥m． 
（7）设���, , ,Lα α α 是 6维向量组，则该向量组                                         （    ） 

A．线性相关；         B．其中至少有 2个向量可由其余向量线性表示； 

C．其中至少有 3个向量可由其余向量线性表示；�D．其中只有 1个向量可由其余向量线性表示． 

（8）n个 1n + 维向量构成的向量组                                                   （    ） 
A．一定线性相关；       B．增加一个 1n + 维向量后成为线性相关； 

C．一定线性无关；       D．增加两个 1n + 维向量后成为线性相关． 
（9）设向量组����, , ,Lα α α 中，���, ,α α α 线性无关，则该向量组的秩 r满足              （    ） 

A．3≤ r≤10；  B．3≤ r≤7；    C． r＝7；   D． r ＝3． 
（10）若向量组的秩为 r，则该向量组中                                              （    ） 
A．任意 r个向量线性无关；     B．任意 1r + 个向量线性相关； 

C．任意 r个向量线性相关；     D．任意 1r − 个向量线性无关． 

 



第 5章  矩阵的特征值与特征向量 

5.1  特征值与特征向量 

设 A是 n阶矩阵，x是 n维列向量，则 Ax仍是 n维列向量，但通常与原来的向量 x有
很大差异．现在考虑 Ax与 x能否成比例（对应分量成比例）．如果存在一个特殊的数λ与
一个特殊的非零向量 x，使 

λ=Ax x，                              （5.1）  
那么称λ是矩阵 A的特征值， x是 A的对应于特征值λ的特征向量． 
为了求矩阵的特征值与特征向量，将（5.1）式移项，并提取公因子得到 

( )λ − = 0E A x ．                           （5.2）  

这是齐次线性方程组的矩阵形式，它的系数矩阵是方阵 ( )λ −E A ，齐次线性方程组有非零

解 x的充分必要条件是系数行列式等于零（参看定理 1.4），即 
                    0λ − =E A ．                            （5.3）  

由（5.3）式可求出特征值λ，因此方程（5.3）称为矩阵 A的特征方程．求得特征值λ后，
就可以求解齐次线性方程组（5.2）了．具体做法是运用矩阵消元解法，对系数矩阵作初等

行变换，然后读出基础解系． 

例 5.1  求矩阵
3 1

5 1

 
=  − 

A 的特征值和特征向量． 

解  先计算行列式： 

0 3 1 3 1

0 5 1 5 1

λ λ
λ

λ λ
− −   − = − =   − − +   

E A
� 2( 3)( 1) 5 2 8λ λ λ λ= − + − = − − ， 

于是特征方程即一元二次方程 2 2 8 0λ λ− − = ．求得两个特征值为�2λ = − ，�4λ = ． 

当�2λ = − 时，解齐次线性方程组（5.2），即作初等行变换： 

( )1

2 3 1 5 15 1

5 2 1 0 05 1
λ

− − −  − −    − = = →    − − + − −    
E A ． 

最后的矩阵中，第 1列是非主元列，于是读出基础解系 1

1

5

 =  − 
α ．对应于特征值�2λ = − 的

全部特征向量是��c α ，�c 是任意非零常数． 
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当�4λ = 时，类似地作初等行变换： 

( )2

1 11 1

0 05 5
λ

− −   
− = →   −   

E A
�

�
， 

读出基础解系 2

1

1

 
=  

 
α ，对应于特征值�4λ = 的全部特征向量是��c α ，�c 是任意非零常数． 

当 A是 n阶矩阵时， λ −E A 是 n阶行列式，其对角线上元素都含有未知数 λ，而其
他元素都是矩阵 A的对应元素的相反数，因此它的展开式是 n次多项式，称之为 A的特征
多项式．相应地，称矩阵 ( )λ −E A 为 A的特征矩阵．特征方程（5.3）是 n次代数方程，它

有 n个根（可能有重根或复数根）． 
齐次线性方程组（5.2）当λ满足（5.3）式时一定有基础解系．构成基础解系的特征向
量称为矩阵 A的基础特征向量．如例 5.1 中的矩阵 A有 2 个基础特征向量�α 和�α ．基础
特征向量的线性组合给出了全部特征向量． 

例 5.2  求矩阵

2 2 2

2 5 4

2 4 5

− 
 = − 
 − − 

A

� �
� �

�
的特征值和特征向量． 

解  先解特征方程

2 2 2

2 5 4 0

2 4 5

λ
λ λ

λ

− −
− = − − =

−
E A ． 

为了简化计算，可先将行列式的第 3行加到第 2行，然后提取公因子 ( 1)λ − ，再计算
行列式，可得方程 2( 1) ( 10) 0λ λ− − = ，所以特征值是��1λ λ= = ，�10λ = ． 

当 1λ = 时，对特征矩阵作初等行变换： 

( )
1 2 2 1 2 2

2 4 4 0 0 0

2 4 4 0 0 0

λ
 − −  − 
   − = − − →   

  −   

E A

� �
� �

� � �
， 

读出基础解系 ( )��2, 1, 0= −α ， ( )��2, 0, 1=α ． 

当 10λ = 时，对特征矩阵作初等行变换： 

( )
8 2 2

2 5 4

2 4 5

λ
 − 
 − = − 
  

E A

�
�

� �

4 1 1 2 1 0

18 9 0 2 0 1

18 9 0 0 0 0

− −   
   → − →   
   −   

�
� �

�
， 

读出基础解系 ( )��1, 2, 2= −α ． 

对应于 1λ = 的全部特征向量是����c c+α α ，其中��,c c 是任意不全为零的常数；对应于

10λ = 的全部特征向量是��c α ，其中�c 是任意非零常数． 
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应该指出的是，线性组合必须在对应于同一特征值的基础特征向量之中进行，比如本

例中当���0c c c ≠ 时，线性组合������c c c+ +α α α 不再是矩阵 A的特征向量． 

例 5.3  求矩阵

1 1 0

4 3 0

1 0 2

− 
 = − 
  

A

�
的特征值和特征向量． 

解  先解特征方程 �1 1 0

4 3 0 ( 2)( 1) 0

1 0 2

λ
λ λ λ λ

λ

+ −
− = − = − − =

− −
E A � ， 

得特征值�2λ = ，��1λ λ= = ． 

当 2λ = 时，对特征矩阵作初等行变换： 

3 1 0 0 1 0 1 0 0

4 1 0 0 1 0 0 1 0

1 0 0 1 0 0 0 0 0

 −   −   
     − → − →     

    −     � �
， 

读出基础解系 ( )��0, 0, 1=α ． 

当 1λ = 时，对特征矩阵作初等行变换： 

2 1 0 2 1 0 2 1 0

4 2 0 0 0 0 1 0 1

1 0 1 1 0 1 0 0 0

 −   −  − 
     − → →     

    − − − −     

� � �
� � � � �

� �
， 

读出基础解系 ( )��1, 2, 1= −α ． 

全部特征向量是��c α （对应于 2λ = ）和��c α （对应于 1λ = ），其中��,c c 是任意非零常

数． 

5.2  矩阵的相似与矩阵的对角化 

设 A，B都是 n阶矩阵，若存在 n阶可逆矩阵 P ，使得 �− =P AP B，                            （5.4）  

则称 A与 B相似，或称 A经过相似变换�−P AP变换成B，记为 A∽B． 
矩阵的相似具有以下性质： 
（1）反身性  A∽ A． 

因为�− =E AE A，所以 A∽ A． 
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（2）对称性  若 A∽ B，则B∽ A． 

A∽ B意味着�− =P AP B，等式两端左乘 P 、右乘�−P ，得 1 1 1( ) ( )− − − =P B P A，所以 B

∽ A． 
（3）传递性  若 A∽ B，B∽C ，则 A∽C ． 

由条件�− =P AP B ， 1− =Q BQ C ，以前式代入后式得： 1 1− − =Q P APQ C ，也就是
1( ) ( )− =PQ A PQ C ，所以 A∽C ． 

要判断两个矩阵 A， B是否相似比较困难，因为很难直接找到（5.4）式中的变换矩
阵 P ．不过我们可以通过相似变换把 A，B都变为比较简单的矩阵，再通过传递性说明它
们是否相似．最简单的矩阵莫过于对角矩阵． 
若矩阵 A能通过相似变换化为对角矩阵，则称矩阵 A可以对角化．对角化是指存在可

逆矩阵 P 、对角矩阵Λ，使�− =P AP Λ，即 A∽Λ． 

例 5.4  将矩阵
3 1

5 1

 =  − 
A

�
对角化． 

解  在例 5.1 中，已求得矩阵 A的两个特征向量�α ，�α （分别对应特征值�2λ = − ，�4λ = ），按照（5.1）式，应有���=Aα α ，���=Aα α ，拼成矩阵得到 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, , ,= =A A Aα α α α α α ( ) 1
1 2

2

0
,

0

 
=  

 
α α ． 

记 ( )1 2

1 1
,

5 1

 = =  − 
P α α

�
， 1

2

0 2 0

0 0 4

λ
λ

−   = =   
  

Λ ，即有 =AP P ．容易看出这里

的矩阵 P 可逆，所以�− =P AP Λ，矩阵 A已经对角化． 
本例的结果能够直接推广到 n阶矩阵，设 A是 n阶矩阵，��, , ,�Lα α α 是 A的分别对应

于特征值��, , ,�λ λ λL 的 n个特征向量，它们可以拼成 n阶方阵．记 

( )1 2, , , n= LP α α α ，

1

2

0 0

0 0

0 0 n

λ
λ

λ

 
 
 =  
 
 

L

L

M M M

L

Λ ， 

根据（5.1）式和矩阵的乘法规则，必有 
=AP P                              （5.5）  

若矩阵 P 可逆，则 A可对角化，即�− =P AP Λ．n阶方阵可逆与满秩是同一概念，而
满秩即意味着列向量组��, , ,�Lα α α 线性无关（参看（4.3）式）．然而特征向量并非总是线

性无关的，不过我们从例 5.1～例 5.3能够猜测到以下定理． 
定理 5.1  方阵 A的所有基础特征向量线性无关． 

证明定理可在（4.2）式的基础上反复运用（5.1）式，因证明较长，此处从略．由于线

性无关的 n维向量个数不会超过 n个（参看定理 4.5），所以矩阵 A的基础特征向量的个数
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不会超过 A的阶数．根据（5.5）式及矩阵 P 可逆的条件可得以下定理． 

定理 5.2  n阶方阵 A可以对角化的充分必要条件是它的基础特征向量的个数等于 n． 

下面将矩阵对角化问题作几点归纳： 
（1）若矩阵 A的特征方程（5.3）没有重根，则 A一定可以对角化． 
这是因为每个特征值至少提供一个基础特征向量， n个不同的特征值恰好提供 n个基

础特征向量． 
（2）若矩阵 A的特征方程（5.3）有重根，则 A可否对角化要看齐次线性方程组（5.2）
的求解情况．当基础特征向量个数等于 n时，可以对角化，如例 5.2；当基础特征向量的个
数不足时，不可以对角化，即矩阵 A不可能与对角矩阵相似，如例 5.3． 
（3）如果矩阵 A可以对角化，那么相似变换矩阵 P 由 A的 n个基础特征向量拼接而
成．对角矩阵Λ作为相似变换的结果，由对应的 n个特征值构成，而且这些特征值的排列
顺序与矩阵 P 中特征向量的排列顺序一致． 
矩阵的相似变换为求矩阵的乘幂带来了方便．比如利用（5.4）式，可得： 

3 1 1 1( )( )( )− − −=B P AP P AP P AP 1 1 1( ) ( )− − −= P A PP A PP AP��−= P A P， 

从而���−=A PB P ．一般地，如果 A∽B，则有乘幂公式 ���−=A PB P ．                            （5.6）  

式中 P 是相似变换矩阵．直接计算乘幂�A ，运算量很大，而当矩阵B简单时，�B 的计算
却很方便．尤其是当 B为对角矩阵时，计算�B 只要将主对角线上的元素乘方即可（参看
（2.4）式）． 

例 5.5  求例 5.2中矩阵

2 2 2

2 5 4

2 4 5

− 
 = − 
 − − 

A

� �
� �

�
的乘幂�A ． 

解  已求得矩阵 A的特征值及 3个基础特征向量（参看例 5.2），故令 
2 2 1

1 0 2

0 1 2

− 
 =  
 − 

P

�
� �
�

，

1 0 0

0 1 0

0 0 10

 
 =  
  

Λ ， 

由定理 5.2 知， A可对角化且�− =P AP Λ．容易求得逆矩阵�2 5 4
1

2 4 5
9

1 2 2

−

− 
 =  
 − 

P

�
� �
�

，应用公

式（5.6）得 ���−=A P PΛ
2 2 1 1 0 0 2 5 4

1
1 0 2 0 1 0 2 4 5

9
0 1 2 0 0 10 1 2 2�− −   

   =    
   − −   

� �
� � � �
� �
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1 2 2

2 1 4 4

2 4 1 4

���������a a a

a a a

a a a

+ − 
 = + − 
 − − + 

� ， 

其中
10 1

9

n

na
−= ．将这个结果稍作变形，可得简单的计算公式 

( )n
na= + −A E A E ． 

从本例能够看出，用公式（5.6）求乘幂不仅运算简单，而且便于分析计算结果．应该

指出的是，由于齐次线性方程组（5.2）的基础解系不惟一，所以这里的相似变换矩阵 P 也

不惟一，但乘幂计算结果是一样的． 

5.3  实对称矩阵的对角化 

5.3.1  向量的内积与正交矩阵 

对于两个 n维列向量  

( )���, , ,�a a a= Lα ， ( )���, , ,�b b b= Lβ ， 

称以下运算为向量α ， β 的内积： 
T

1 1 2 2 n na b a b a b= + + +Lα β ．                      （5.7）  

向量的内积表现为对应的分量“两两相乘再相加”，在第 1章和第 2章中，我们曾把这种运

算称为组合运算．内积显然有对称性，即 
T T=α β β α． 

内积可以看作1 n× 矩阵和 1n × 矩阵的乘积，因此满足矩阵的运算规则： 
T T T( ) ( )k k k= =β α β β （ k为常量）， 
T T T( )+ = +α β γ α γ β γ （ γ 也是 n维向量）． 

如果向量的分量都是实数，那么 
T 2 2 2

1 2 na a a= + + +Lα α ≥0， 

当且仅当 = 0α 时等号成立．于是定义向量α 的长度为 
T=α α α ． 

α 又叫做向量α 的模．满足 1=α 的向量α 称为单位向量． 

对于一般的非零向量α ， 1 α
α
一定是单位向量，称为把向量α 单位化．比如，欲将向

量 ( )�1, 2, 2, 4= −α 单位化，只需以 25 5= =α 遍除各分量，便得到单位向量 
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T

0

1 2 2 4
, , ,

5 5 5 5
 = −  

α ． 

如果 T 0=α β ，则称向量α ， β 是正交的． 

向量的内积与正交是几何向量（三维向量）数量积、垂直等概念的直接推广．与正交

概念相联系的是正交矩阵． 

如果 n阶方阵Q满足 T T= =QQ Q Q E，则称Q为正交矩阵．例如 

cos sin

sin cos

θ θ
θ θ

− 
 
 

，
0 1

1 0

 
 
 

 

都是正交矩阵．显然，如果Q是正交矩阵，那么 1 T− =Q Q ．可见正交矩阵的逆矩阵是很容

易得到的． 
因为证明逆矩阵只需做一个乘法（参看定理 2.3），所以判定Q是否为正交矩阵，只需

检验 T =QQ E或者 T =Q Q E．乘积 TQQ ， TQ Q实际上分别是矩阵Q的行向量、列向量之

间的内积运算，于是有以下正交矩阵的判定定理． 
定理 5.3  n阶矩阵Q是正交矩阵的充分必要条件是Q的所有行（列）向量都是单位

向量，而且两两正交． 
这里所谓两两正交指的是任意两个向量都正交．验证 n阶矩阵的正交性，需要检验

( 1)

2

n n −
对向量的正交性． 

5.3.2  实对称矩阵的特征值与特征向量 

设 n阶矩阵 A的所有元素都是实数，并且�=A A，则称 A为实对称矩阵． 
一般矩阵的相似对角化是有条件的（参看定理 5.2），而实对称矩阵有完满的结果：实

对称矩阵的特征值都是实数，而且一定可以对角化，即 n阶实对称矩阵一定有 n个基础特
征向量（证明略）． 
关于实对称矩阵的对角化，还有如下进一步的结论． 
定理 5.4  设 A 是实对称矩阵，则 A的对应于不同特征值的特征向量必定正交，因而

存在正交矩阵Q，使 T =Q AQ Λ，其中Λ是由 A的特征值构成的对角矩阵． 

证  只证前半部分，后半部分通过例子说明．设α , β 是对应于不同特征值��,λ λ 的特
征向量，即�=Aα α，�=Aβ β ，于是 

T T T T T
1 1( ) ( )= = =A Aα β α β α β α β T T T

2 2( )= = =Aα β α β α β ， 

移项得 T
1 2( ) 0− =α β ．由于��λ λ≠ ，所以必有 T 0=α β ，即α , β 正交． 

定理 5.4表明，实对称矩阵不仅一定可以对角化，而且可以通过正交的相似变换矩阵Q

实现对角化． 
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例 5.6  设

1 2 3

2 1 3

3 3 6

 
 =  
  

A ，求正交矩阵Q，使 TQ AQ是对角矩阵． 

解  先解特征方程 

1 2 3

2 1 3 0

3 3 6

λ
λ λ

λ

− − −
− = − − − =

− − −
E A ． 

将行列式的第 1 行减去第 2 行，再计算行列式易得 ( 1) ( 9) 0λ λ λ+ − = ，所以 A的特征值

是�0λ = ，�1λ = − ，�9λ = ． 

当 0λ = 时，特征矩阵及其初等行变换为 

1 2 3 1 2 3 1 1 0

2 1 3 0 3 3 0 1 1

3 3 6 0 3 3 0 0 0

 − − −  −   
     − − − → →     

    − − −     

�
�
， 

读出基础解系 ( )��1, 1, 1= −α ． 

当 1λ = − 时，特征矩阵及其初等行变换为 

2 2 3 1 1 1.5 1 1 0

2 2 3 0 0 0 0 0 1

3 3 7 0 0 2.5 0 0 0

 − − −     
     − − − → →     

    − − − −     

�
� ， 

读出基础解系 ( )��1, 1, 0= −α ． 

当 9λ = 时，特征矩阵及其初等行变换为 

8 2 3 5 5 0 1 1 0

2 8 3 5 5 0 0 2 1

3 3 3 1 1 1 0 0 0

 − −   −  − 
     − − → − → −     

    − − − −     

�
� �

�
， 

读出基础解系 ( )��1, 1, 2=α ． 

矩阵 A的全部特征向量是������, ,c c cα α α ，其中���, ,c c c 是任意非零常数．根据基础解

系及向量线性关系的理论可知，基础解系不惟一，任意确定���, ,c c c 的值，都可得到一组

（3 个）基础特征向量．现在需要寻找一组两两正交并且长度为 1 的特征向量，以便拼成
本例所求的正交矩阵Q（参看定理 5.3）． 

根据定理 5.4，特征向量���, ,α α α 必然两两正交（也可通过内积运算加以验证），所以
只要将它们单位化即可．得到单位化向量，再拼成正交矩阵 



第 5章  矩阵的特征值与特征向量                             65 

 

31 2

1 2 3

, ,
 

=    
Q

αα α
α α α

1 1 1

3 2 6
1 1 1

3 2 6
1 2

0
3 6

 
 
 
 

= − 
 
 

− 
 

� �

�

�

2 3 1
1

2 3 1
6

2 0 2

 
 
 = −
  − 

� �

�

�

， 

即为所求，相似对角矩阵为 �0 0 0

0 1 0

0 0 9

 
 = − 
  

Q AQ

�

�
． 

例 5.7  对于例 5.2中的矩阵 A，求正交矩阵Q，使 TQ AQ是对角矩阵． 

解  在例 5.2中，已求得特征值是 1，1，10，对应的特征向量是 

( )��2, 1, 0= −α ， ( )��2, 0, 1=α ， ( )��1, 2, 2= −α ， 

其中��,α α 都与�α 正交（根据定理 5.4 或直接验证），但�α 与�α 不正交．对应于特征值 1

的全部特征向量是����c c+α α （��,c c 是任意不全为零的常数），现在需要从中找出两个正交

的特征向量��,β β ，这就是所谓的正交化，通常称作将向量��,α α 正交化．正交化过程如下： 
令��=β α ，����k= −β α β ，其中�k 是待定系数．由条件 T

1 2 0=β β ，即 ( )T
1 2 1 1 0k− =β α β ，

可确定 �������45k = = −
β α
β β

． 

于是得到 �21
0

− 
 =  
  

β ，�2 2 2
4 1

0 1 4
5 5

1 0 5

−     
     = + =     
          

β �
�

． 

最后将特征向量�β ，�β ，�α 单位化后拼成矩阵并提取公因子，得 

31 2

1 2 3

, ,
 

=    
Q

αβ β
β β α

6 2 5
1

3 4 2 5
3 5

0 5 2 5

 −
 
 =
  − 

�

�

， 

即为所求的正交矩阵．相似对角矩阵为 �1 0 0

0 1 0

0 0 10

 
 =  
  

Q AQ ． 
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2个向量的正交化过程比较简单．如果是 3个向量���, ,α α α ，那么需要构造 3个相互

正交的向量�β ,�β ,�β ，其中�β ,�β 的求法与例 5.7 相同，然后令������k k= − −β α β β ，再
由条件 T

1 3 0=β β 和 T
2 3 0=β β 确定待定系数��,k k ．至于更多向量的正交化过程可依此类

推．这种正交化方法称为施密特正交化方法．施密特正交化过程也可以通过矩阵的初等变

换来实现． 

例 5.8  将向量组 ( )��1, 2, 2, 1= −α ， ( )��1, 1, 5, 3= −α ， ( )��3, 2, 8, 7= −α 正交化． 

解  先将 3个向量拼成矩阵 ( )1 2 3, ,=A α α α ，再计算内积矩阵 

( )
10 10 30

10 36 56

30 56 126
��− 

 = = − − 
 − 

G g

� �
�

�
， 

其中�����=g α α 是内积（ , 1, 2, 3i j = ）．为了寻找���, ,α α α 适当的线性组合，要对矩阵 A

作初等列变换，所以将 2个矩阵上、下拼接成为
 
 
 

G

A
，经过初等列变换，把上半部分G的

主对角线右上方元素变为 0的同时，下半部分 A的列向量便已两两正交，即 

10 10 30

10 36 56

30 56 126

1 1 3

2 1 2

2 5 8

1 3 7

 −
 − − 
 −
  

=   
   

 
− 

 − − 

G

A

�

�
� � �
� � �
� �

�

10 0 0

10 26 26

30 26 36

1 2 0

2 3 4

2 3 2

1 2 4

 
 − − 
 −
 →  
 −
 

− 
 − − 

� �

� �
� � �
� �
� �

�

10 0 0

10 26 0

30 26 10

1 2 2

2 3 1

2 3 1

1 2 2

 
 − 
 −
 →  
 −
 

− − 
 − − 

� � �
� �

� �
� � �
� �
�

�

． 

经过以上正交化，得到的向量为 

1

1

2

2

1

 
 
 =  
 

− 

β
�
�
�
， 2

2

3

3

2

 
 
 =  −
 
 

β

�
�
�
， 3

2

1

1

2

 
 − =  −
 

− 

β

�
． 

习 题 五 

1．求下列矩阵的特征值和特征向量： 

（1）
0 2

3 5

 
 − 
；    （2）

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 
 
 
  

；    （3）

3 1 0

4 1 0

4 8 2

 
 − − 
 − − 

； 



第 5章  矩阵的特征值与特征向量                             67 

 

（4）

5 6 3

1 0 1

1 2 1

− 
 − 
 − − 

�
� ；   （5）

1 1 0 1

1 1 1 0

0 1 1 1

1 0 1 1

− 
 − 
 −
 

− 

� � �
� � �
� � �

� � �

． 

2．设
1 4

2 3

− 
=  − 

A
�

�
，求�A ． 

3．第 1题中的各矩阵能否对角化？若能，则写出相应的变换矩阵 P 及对角矩阵 Λ ． 
4．已知二阶矩阵 ,A B与同一个对角矩阵 Λ 相似，并且 �

1 2 1 2

3 4 3 4

−
   

=   
   

A Λ ，
�

5 6 5 6

7 8 7 8

−
   

=   
   

B Λ ． 

问是否必有 A～ B ？若是，则求出矩阵 P ，使�− =P AP B ． 

5．判断下列矩阵是不是正交矩阵？ 

（1）

2 6 3

7 7 7
6 3 2

7 7 7
3 2 6

7 7 7

 
 
 
 − 
 
 −  

� �

�

�

；  （2）

1 8 4

9 9 9
8 1 4

9 9 9
4 4 7

9 9 9

 − − 
 
 − − 
 
 − −  

�

�

�

；  （3）

1 2 2

5 5 5
2 2 1

5 5 5
2 1 2

5 5 5

 − 
 
 
 
 
 −  

�

� ． 

6．对于下列矩阵 A，试求正交矩阵Q 和对角矩阵 Λ ，使得�=Q AQ Λ ： 

（1）

3 2 0

2 4 2

0 2 5

 
 = − 
 − 

A

� �
�

�
；  （2）

3 2 4

2 0 2

4 2 3

 
 =  
  

A ；  （3）

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

 
 − − =  − −
 

− − 

A

� � �
�

�
�

． 

7．单项选择题 

（1）设 A是可逆矩阵，则在 A的特征值中，                                         （    ） 

A．都是相同的数；  B．都是非零数； C．可能有数 0； D．一定有数 0． 

（2）设 A是非奇异矩阵，2是 A的特征值，则                                        （    ） 

A．一定有非零向量 x ，使得�2− =A x x；  B．一定有非零向量 x ，使得�2 − =A x x； 

C．不存在非零向量 x ，使得�2− =A x x；  D．不存在非零向量 x ，使得�2 − =A x x． 

（3）下列向量中，哪一个是矩阵

3 7 3

2 5 2

4 10 3

− 
 = − − 
 − − 

A

� �
�
�
的特征向量？                       （    ） 

A． ( )�2, 1, 1 ；  B． ( )�2, 1, 1−  C． ( )�2, 1, 1− ； D． ( )�2, 1, 1− ． 

（4）设��,λ λ 是矩阵 A的两个不同的特征值，��,α α 分别是对应于��,λ λ 的特征向量．在下列何种情况
下，����k k+α α 必定是 A的特征向量．                                                   （    ） 

A．�0k ≠ 且�0k ≠ ；      B．�0k ≠ 或�0k ≠ ； 

C．��0k k+ ≠ 且��0k k = ；     D．��0k k+ ≠ 或��0k k = ． 
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（5）矩阵 A 和 B 相似的充分必要条件是                                             （    ） 
A．存在非奇异矩阵C ，使 =AC BC ；  B． =AB BA； 
C．存在非奇异矩阵C ，使 =AC CB；  D．以上都不对． 
（6）n阶矩阵 A的基础特征向量的个数                                               （    ） 
A．少于 n个；   B．不超过 n个； C．等于 n个；  D．超过 n个． 
（7）n阶矩阵 A可以对角化的充分条件是                                            （    ） 

A． A可逆；       B．能找出 n个 A的特征向量； 

C． A的特征值都非零；     D． A的特征值都不相同． 

（8）A是三阶矩阵，���, ,λ λ λ 为其特征值，互不相同．在什么情况下，lim��→∞
=A O？        （    ） 

A．1≤�λ ≤�λ ≤�λ ；     B．�λ ＜1≤�λ ≤�λ ； 

C．�λ ＜�λ ＜1≤�λ ；     D．�λ ＜�λ ＜�λ ＜1． 

（9）设α 是 n维单位列向量，即�α α ＝1，E 是 n阶单位矩阵，则�2−E αα                 （    ） 

A．是对称矩阵，但非正交矩阵；   B．是正交矩阵，但非对称矩阵； 

C．是对称矩阵，也是正交矩阵；   D．非对称矩阵，也非正交矩阵． 

（10）设 A是实对称矩阵，则                                                       （    ） 
A． A的特征值各不相同；     B． A一定可以利用正交矩阵实现对角化； 
C． A的特征向量相互正交；    D． A不一定能利用正交矩阵实现对角化． 



第 6章  二 次 型 

6.1  二次型及其标准形 

6.1.1  二次方程与几何图形 

在平面解析几何中，方程 2 22 1x y+ = 表示椭圆； 2 22 1x y− = 表示双曲线．这两个方程
的左端都是关于 ,x y的二次齐次函数，它们都只含有平方项．含有乘积项的方程稍微复杂

一些，如 2 22 3 1x xy y+ + = ．该方程通过配方可化为 2 2( ) 2 1x y y+ + = ，从而知道它表示椭
圆．另一个方程 2 24 3 1x xy y+ + = ，经配方可知它表示双曲线． 

在空间解析几何中，含有 3个变量的二次方程 
2 2 2

1 2 3 4 5 6 1a x a y a z a xy a yz a xz+ + + + + = ， 

可能表示椭球面、双曲面或者椭圆柱面、双曲柱面等，到底表示什么曲面，与系数�a ( i =1, 

2,⋯,6)的构成有关． 
看来，有必要对上述方程左端的二次齐次函数进行深入的研究，找出一些规律． 

6.1.2  二次型的矩阵表示 

研究二次函数，不能局限于 2个或 3个变量．当变量很多时，用带有下标的字母来表
示较好．含有 n个变量��, , ,�x x xL 的二次齐次函数的一般形式是 ����( , , , )
���������f x x x a x x
= =

= ∑∑L ，                （6.1）  

其中的各项 i j i ja x x ，当 i j= 时表示平方项；当 i j≠ 时表示乘积项．以后，将二次齐次函

数简称为二次型．若所有系数 i ja 都是实数，则称二次型（6.1）为实二次型．本章只讨论

实二次型． 
在（6.1）式中，每种同类的乘积项都出现了两次，比如 1, 2i j= = 时的����a x x 和 2, 1i j= =
时的����a x x ．它们作为同类项可以合并为������( )a a x x+ ，当两个系数的和不变时，并不计

较这两个系数各自取什么值．为确定起见，我们约定 

i j j ia a= ( , 1, 2, ,i j n= L )                   （6.2）  

对于已经合并同类项的二次型，可按（6.2）式将乘积项拆成两个相等的项，如 
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2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2 1 23 2 1.5 1.5 2x x x x x x x x x x+ + = + + + ． 

二次型（6.1）共有 n n× 项，这么多的项，不便于书写，也不便于研究．如果用矩阵来
表示二次型，则可显得简单明了． 

例 6.1  把二次型
�������( , , ) ������f x x x a x x
= =

= ∑∑ 化为矩阵形式． 

解  利用矩阵的乘法规则，可得 �������������( , , ) ( )f x x x x a x a x a x= + + ����������( )x a x a x a x+ + + ����������( )x a x a x a x+ + +  

( )
������������������������������a x a x a x

x x x a x a x a x

a x a x a x

+ + 
 = + + 
 + + 

 

( )
������������������������a a a x

x x x a a a x

a a a x

  
  =   
    

T= x A x， 

其中
���xxx 

 =  
  

x 是变量列，
������������������a a a

a a a

a a a

 
 =  
  

A 是二次型的系数矩阵．按照约定（6.2），矩阵

A是对称矩阵． 
显然例 6.1可以推广到有更多变量的二次型，即任意一个二次型（6.1），都可以表示为

矩阵形式如下： ����( , , , )
���������f x x x a x x
= =

= ∑∑L T= x A x，             （6.3）  

其中

1

2

n

x

x

x

 
 
 =  
 
 

M
x ，

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 =  
 
 

L

L

M M M

L

A 是对称矩阵． 

（6.3）式表明，一个二次型和一个对称矩阵是相互对应的，矩阵 A是二次型（6.1）的
系数矩阵，简称为二次型的矩阵．矩阵 A的元素与二次型的系数相互确定，二次型系数的
确定规则是： 
（1）矩阵 A主对角线上的元素等于二次型的平方项系数； 
（2）矩阵 A的其他元素等于二次型的（已合并同类项的）乘积项系数的一半； 
（3）矩阵 A各元素的行标与列标，对应二次型各项变量的下标． 

比如，利用这个规则，很容易确定二次型 2
1 2 23x x x+ 的矩阵是

0 0.5

0.5 3

 
 
 

；反之，根据
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矩阵

1 2 3

2 0 4

3 4 1

− 
 =  
 − − 

A

�
� � ，立即可写出它所对应的二次型是 

Tx A x 2 2
1 3 1 2 1 3 2 34 6 8x x x x x x x x= − + − + ． 

6.1.3  二次型的标准形 

前面曾经提到，可以对二次型进行配方化简．比如 2 2
1 2 1 1 2 2( , ) 4 3f x x x x x x= + + 2

1 2( 2 )x x= +  
2
2x− ，若令���2y x x= + ，��y x= ，则二次型等价变形为平方项的代数和（简称平方和）形
式��( , )f x x = 2 2

1 2y y− ．平方和的形式简单，而且能突出二次型的某些本质特性，所以化平
方和成了研究二次型的首要目标．二次型的平方和形式称为二次型的标准形． 

例 6.2  将二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32 5 2 2 6f x x x x x x x x x= + + + + + 化为标准形． 

解  先将含�x 的项配方，再对余下的含�x 的项配方⋯⋯以此类推．配方过程如下： 
2 2 2 2 2
1 1 2 3 2 3 2 3 2 3 2 32 ( ) ( ) ( ) 2 5 6f x x x x x x x x x x x x= + + + + − + + + +  

     2 2 2
1 2 3 2 2 3 3( ) 4 4x x x x x x x= + + + + + 2 2

1 2 3 2 3( ) ( 2 )x x x x x= + + + + ． 

作变量替换 ���������2y x x x

y x x

y x

= + +
 = +
 =

， 

则二次型已经化为标准形 2 2
1 2f y y= + ． 

例 6.3  将二次型������2 2 6f x x x x x x= + − 化为标准形． 

解  由于没有平方项，不能直接配方，所以先要设法变造出平方项．具体的方法是让

某一个乘积项成为平方差，如令 ��������x y y

x y y

x y

= +
 = −
 =

， 

代入可得 2 2
1 2 1 2 3 1 2 32 2 2( ) 6( )f y y y y y y y y= − + + − − ，化简后配方，得 

2 2 2 2
1 1 3 3 3 2 2 32 4 2 2 2 8f y y y y y y y y= − + − − +  

2 2 2 2 2
1 3 2 2 3 3 3 32( ) 2( 4 4 ) 8 2y y y y y y y y= − − − + + −  

2 2 2
1 3 2 3 32( ) 2( 2 ) 6y y y y y= − − − +  

再引入一组新的变量，令 



72                                 线性代数与概率统计 

 

��������2z y y

z y y

z y

= −
 = −
 =

， 

则二次型化成了标准形 2 2 2
1 2 32 2 6f z z z= − + ． 

以上两例所采用的化二次型为标准形的方法称为配方法．配方法总可以进行下去：有

平方项时直接配方（参照例 6.2）；没有平方项只有乘积项时先“造出”平方项（参照例 6.3）．因
此任何二次型都可以化为标准形． 
一个二次型的标准形不是惟一的．比如例 6.2中，若先对含�x 的项配方，则可得到 

2
2

1 2 3 1 3

1 3 1
2 ( )

2 2 2
f x x x x x

 = + + + −  
． 

虽然也是平方和，但平方项的前置系数已不相同，而且引入新变量的替换关系式也与先前

的不一致． 
配方法的原理比较简单，很容易理解，但是其中的代数运算显得比较凌乱，尤其是当

变量增多时，用配方法演算起来非常烦琐．这是因为配方法仍然停留在初等代数之中，并

未利用矩阵化技术的优势． 

6.2  二次型的线性变换与惯性定理 

6.2.1  二次型中的线性变换 

例 6.2 和例 6.3 中，变量之间的替换关系式都是线性的，因而称之为线性变换．线性

变换的一般形式是 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n n nn n

x c y c y c y

x c y c y c y

x c y c y c y

= + + +
 = + + +


 = + + +

L

L

L L

L

������
．                  （6.4）  

这与 2.2节中的线性方程组（2.2）十分相似，同样可用矩阵形式表示为 
=x C y，                                  （6.5） 

其中 

1

2

n

x

x

x

 
 
 =  
 
 

M
x ，

1

2

n

y

y

y

 
 
 =  
 
 

M
y ，

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

c c c

c c c

c c c

 
 
 =  
 
 

L

L

M M M

L

C ． 
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矩阵C 叫做线性变换（6.4）的变换矩阵．选定变量 y的一组值，可以按（6.4）式或

（6.5）式确定变量 x的一组取值．作为替换，总希望是“双向”的，即反过来选定 x的一
组值，要求能惟一确定 y的一组取值．这个要求就是线性变换（6.4）可逆，也就是变换矩

阵C 可逆．在二次型（6.1）中作线性变换（6.4），通常都要求可逆．可逆变换的另一个好
处是能保留二次型的一些固有特性而不至于发生退化，因此可逆线性变换又叫做非退化线

性变换． 
检验线性变换是否可逆并不难，只需检验矩阵的行列式 0≠C 即可（参看定理 2.2）． 

例 6.4  将例 6.2和例 6.3中的线性变换写作矩阵形式（6.5）. 

解  （1）例 6.2中线性变换的矩阵形式显然是 

1 1 1

0 1 2

0 0 1

 
 =  
  

y x． 

由于式中变换矩阵的行列式等于 1（三角行列式），所以矩阵可逆．用初等变换法（参看例

2.7）容易求出逆矩阵，从而得到形如（6.5）式的线性变换的矩阵形式为 
1

1 1 1 1 1 1

0 1 2 0 1 2

0 0 1 0 0 1

− −   
   = = −   
      

x y y

�
�
� �

． 

（2）例 6.3中作了两次线性变换，它们分别是�=x C y和�=z C y，其中 �1 1 0

1 1 0

0 0 1

 
 = − 
  

C

�

�
，�1 0 1

0 1 2

0 0 1

− 
 = − 
  

C

�
． 

不难发现，用配方法得到的线性变换都可逆，所以从后一式解出 1
2
−=y C z，代入前一式即

得 1
1 2

−=x C C z．求出逆矩阵，再做一次矩阵的乘法，便得 
1

1 1 0 1 0 1

1 1 0 0 1 2

0 0 1 0 0 1

−−  
  = − −  
    

x z

�

� �

1 1 0 1 0 1 1 1 3

1 1 0 0 1 2 1 1 1

0 0 1 0 0 1 0 0 1

    
    = − = − −    
        

z z

� � �

� � �
． 

以上经过矩阵运算得到了所要的结果．本例的变换矩阵还可以用等式变形法得出．比

如把例 6.2中得到的变换式 ���������2y x x x

y x x

y x

= + +
 = +
 =

 

当作方程组来解，将���, ,y y y 视为已知值，通过逐步代入，解出��x y= ，���2( )x y y= − ，
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��������( 2 ) ( )x y y y y y y y= − − − = − + ．这些等式联立起来得到 ���������2x y y y

x y y

x y

= − +
 = −
 =

． 

由此能直接写出形如（6.5）式的矩阵形式． 

等式变形法和矩阵运算法的实质是一样的．当变量很多时，用等式变形法会因大量的

字母参加运算而显得不胜其烦，如果像本例的（2）那样需要经过多个层次的代入、变形，

则求解过程更加复杂． 

例 6.4 中特定的线性变换可以将指定的二次型化为标准形．为了寻找这种特定的线性

变换，先来看看一般的线性变换（6.5）会产生怎样的矩阵结果． 

在二次型 Tf = x A x中，作线性变换 =x C y，可得 
T T T T T( ) ( ) ( )f = = =Cy A Cy y C ACy y C AC y． 

这说明经过线性变换，二次型变成了关于变量 y的新的二次型．新的二次型的矩阵是
T=B C AC．运用转置矩阵的性质（参看 2.2节）不难发现，B仍是对称矩阵． 
如果变换后二次型的矩阵B是对角矩阵，即 

1

2

0 0

0 0

0 0 n

b

b

b

 
 
 =  
 
 

L

L

M M M

L

B ， 

那么根据系数确定规则，已经得到了二次型的标准形．所以将二次型化为标准形，实质上

是寻找合适的可逆矩阵C ，使得 TC AC成为对角矩阵． 

6.2.2  化二次型为标准形的矩阵变换法 

利用可逆矩阵C ，将对称矩阵 A变成对称矩阵 T=B C AC，也是一种变换．当然它不
是变量间的变换，更不是线性变换，这种变换称为合同变换．合同变换是矩阵间的变换． 
为了控制合同变换的方向，先考虑一种简单情形：设C 是初等矩阵，则根据定理 2.4

可知，乘积 AC 相当于对矩阵 A施行一次初等列变换，再左乘 TC 即 TC AC，相当于对矩
阵 AC 施行一次内容相同的初等行变换．可见，合同变换就是这种配对式初等变换． 
矩阵的初等变换作为一项线性技术，具有方向明确、操作简便、有序渐进的特点，我

们在前几章中已经看到了它的优越性，所以对矩阵 A施行一系列的初等列变换，再对其施
行内容相同的一系列初等行变换，可以很顺利地将矩阵 A变成对角矩阵．这就是化二次型
为标准形的矩阵变换法． 
为了将一系列的初等变换记录下来，可以拼接一个单位矩阵充当“记录本”．由于在合
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同变换 TC AC中，需要得到右侧的矩阵C ，所以应该记录列变换，即在矩阵 A的下方拼接
一个单位矩阵 E，对单位矩阵施行一系列的列变换后，可直接读出变换矩阵C（如果在 A

的右侧拼上一个单位矩阵，则记录下来的将是C 的转置矩阵 TC ）． 

例 6.5  设

1 3 2

3 11 2

2 2 9

− 
 = − 
 − − 

A

� �
� �

�
，求可逆矩阵C ，使 TC AC为对角矩阵． 

解  对拼接后的 6×3 矩阵施行配对的初等变换．由于变换的目标是对角矩阵，所以
主元（注意加上标记）应在矩阵块 A的主对角线上选取： 

1 3 2

3 11 2

2 2 9

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 − 
 − 
 − − 

=   
   

 
   

A

E

� �
� �

�
� � �
� � �
� � �

→

1 0 0

3 2 4

2 4 5

1 3 2

0 1 0

0 0 1

 
 
 
 −
 

− 
 
   

� �
� �

�
�
� �
� �

→

1 0 0

0 2 4

0 4 5

1 3 2

0 1 0

0 0 1

 
 
 
 
 

− 
 
   

�
�
�

�
�

． 

以上两步变换中，第 1步是将第 1列乘− 3和 2分别加到第 2、第 3列上去，把主元所在行

的其他元素变为 0．第 2步作内容相同的行变换，即将第 1行乘− 3和 2分别加到第 2、第

3行．接下去选择第 2个主元，将第 2列乘− 2加到第 3列上去，同样把主元所在行的其他

元素变为 0，再作相同的行变换，将第 2行乘− 2加到第 3行： 
1 0 0

0 2 4

0 4 5

1 3 2

0 1 0

0 0 1

 
 
 
 
 

− 
 
   

�
�
�

�
�

→

1 0 0

0 2 0

0 4 3

1 3 8

0 1 2

0 0 1

 
 
 
 −
 

− 
 −
   

� �
� �
�

�
�
� �

→

1 0 0

0 2 0

0 0 3

1 3 8

0 1 2

0 0 1

 
 
 
 −
 

− 
 −
   

� �
� �
�

�
�
� �

． 

从最后矩阵的下半部分直接读出变换矩阵，从上半部分读出对角矩阵，即 

1 3 8

0 1 2

0 0 1

− 
 = − 
  

C

�
�
� �
，�1 0 0

0 2 0

0 0 3

 
 =  
 − 

C AC

�
� ． 

本例的计算表明，合同变换（配对式初等变换）虽然也是通过对矩阵施行初等变换来

实现的，但它与前几章所用的初等变换的标准程序有所不同，主要有以下区别： 
（1）主元必须在矩阵 A所在子块的主对角线上选取； 
（2）主元不必变为 1，只需将同行（列）的其他元素变为 0即可； 

（3）施行列变换后，必须配对地施行内容相同的行变换． 
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例 6.5 的初等变换是分 4个步骤完成的．稍作观察不难发现，配对的初等变换之间相

互没有干扰，可以一次性完成．事实上，用来配对的行变换不需要进行运算，只需将主元

下方的元素改写为 0（对称位置上的元素值）即可．所以例 6.5 的 4 个步骤能够合并为 2

个步骤． 
例 6.6  求一个非退化的线性变换，把二次型������2 2 6f x x x x x x= + − 化为标准形． 

解  此二次型的矩阵是

0 1 1

1 0 3

1 3 0

 
 = − 
 − 

A

� �
�

�
． 

由于 A的主对角线上没有非零元素，无法选出主元，所以先要进行变造．其方法是把
具有非零元素的第 2列加到第 1列上去，再作配对变换，把第 2行加到第 1行： 

0 1 1

1 0 3

1 3 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 − 
 −  =   

   
 
   

A

E

� �
�

�
� �
� �
� �

→

1 1 1

1 0 3

2 3 0

1 0 0

1 1 0

0 0 1

 
 − 
 − −
 
 
 
   

� � �
� �

�
� � �
� � �
� � �

→

2 1 2

1 0 3

2 3 0

1 0 0

1 1 0

0 0 1

− 
 − 
 − −
 
 
 
   

． 

接下去的配对变换和例 6.5相仿．这里将配对的变换合并为一个步骤： 

2 1 2

1 0 3

2 3 0

1 0 0

1 1 0

0 0 1

 − 
 − 
 − −
 
 
 
   

� �
� �

�
� � �
� � �
� � �

→

2 0 0

0 0.5 2

0 2 2

1 0.5 1

1 0.5 1

0 0 1

 
 − − 
 − −
 

− 
 
   

� �

�
� �
� �

→

2 0 0

0 0.5 0

0 0 6

1 0.5 3

1 0.5 1

0 0 1

 
 − 
 
 

− 
 −
   

� �
�

� �
�

�
� �

． 

从最后一个矩阵读出

1 0.5 3

1 0.5 1

0 0 1

− 
 = − 
  

C

�
�
� �
，作初等变换
������1 0.5 3

1 0.5 1

0 0 1

x z

x z

x z

−    
    = −    
        

�
�
� �

，可将原二

次型化为标准形 2 2 2
1 2 32 0.5 6f z z z= − + ． 

本例的二次型与例 6.3 相同，但得到的标准形却不同，这是因为所用的方法不同．配
方法往往不能直接得到变换矩阵C ，需要附加矩阵的求逆运算和乘积运算．而矩阵变换法
略去了变量字母，便于集中力量关注二次型的系数运算，最后能直接读出变换矩阵C ． 

6.2.3  二次型的惯性定理 

例 6.3和例 6.6得到了同一个二次型的不同的标准形，不过也有共同之处：两个平方和
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的项数一样，都是 3项；两个平方和中，正项数目和负项数目相同，都分别是 2项和 1项．这

是不是二次型的固有特性呢？ 

如前所述，合同变换 TC AC相当于对矩阵 A施行一系列的初等列变换和一系列配对的
初等行变换．因为初等变换不改变矩阵的秩（参看定理 3.1），所以标准形中的对角矩阵

T=B C AC满足 ( )R B = ( )R A ．这说明矩阵 B的对角线上非零元素个数等于原始矩阵 A的

秩，即标准形中的平方和项数就是 ( )R A ．无论得到什么样的标准形，这一点是不变的． 

现在考虑正负平方项的数目．将例 6.6的结果记为 

=x C z， Tx A x 2 2 2
1 1 2 2 3 3a z a z a z= − + ， 

式中���, ,a a a 均为正数．假定另有一个线性变换把二次型化为 1项正平方加上 2项负平方，

即 

=x B y， Tx A x 2 2 2
1 1 2 2 3 3b y b y b y= − − ， 

其中���, ,b b b 都是正数．将两个变换合成，得到 
1 1 1( ) ( )− − −= = =y B x B C z B C z， 

此式代表两组变量 y和 z之间的线性变换式（共有 3个等式），取其中之一 �������y c z c z c z= + + ． 

如果仅考虑实系数的线性变换，那么���, ,c c c 作为矩阵 1−B C 的第一行元素，都是实数．令�0z = ，�0y = ，代入上式得����0c z c z+ = ．这里变量多（2 个），方程少（1 个），所以可

从中解出一组非零的实数解（��,z z 取不全为零的实数）．在这样的取值之下，会得到相互

矛盾的结果：一方面二次型等于 
Tx A x 2 2

1 1 3 30a z a z= − + ＞0； 

另一方面，二次型又必定等于 
Tx A x 2 2

2 2 3 30 b y b y= − − ≤0． 

这个矛盾说明，二次型的不同的标准形中，不可能有数目不等的正项和负项．以上讨

论可归结为下面的定理． 

定理 6.1  设有实二次型 Tf = x A x，对称矩阵 A的秩为 r ，有两个实的可逆变换

=x B y和 =x C z，分别使二次型化为 
2 2 2

1 1 2 2 r rf b y b y b y= + + +L   和  2 2 2
1 1 2 2 r rf c z c z c z= + + +L ， 

则��, , ,�b b bL 中正（负）数的个数与��, , ,�c c cL 中正（负）数的个数相等． 

这个定理称为二次型的惯性定理．标准形中正项数目称为二次型的正惯性指数，负项

数目称为负惯性指数，矩阵 A的秩也叫做二次型的秩． 
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6.3  二次型的正交变换与有定性 

6.3.1  用正交变换化二次型为标准形 

在二次型中作线性变换 =x C y，相当于把 x坐标系中的几何图形变换为 y坐标系中的

图形．一般的非退化线性变换虽然不改变图形的拓扑性质，但可能会改变向量的度量性

质．比如由某个三元二次型构成的方程���( , , )f x x x = Tx A x =1在���, ,x x x 坐标系中表示椭球

面，经可逆线性变换 =x C y，方程变为 T T( )y C AC y =1，在���, ,y y y 坐标系中仍表示椭球

面，但椭球面的形状可能因为各个方向上拉伸、压缩的程度不同而发生改变． 
为了保持度量性质不变，需要作正交变换，即在线性变换 =x Q y中，矩阵Q是正交

矩阵．比如将平面图形转动θ 角的旋转变换 

1 1 2

2 1 2

cos sin

sin cos

x y y

x y y

θ θ
θ θ

= −
 = +

， 

就是一个正交变换． 

用正交变换将二次型 Tf = x A x化为标准形，相当于求正交矩阵Q，使 TQ AQ成为对

角矩阵．求正交矩阵的方法在 5.3节中实际上已经作过讨论，这里将有关步骤归纳如下： 
（1）解特征方程 0λ − =E A ，求出 n个特征值��, , ,�λ λ λL ； 

（2）通过特征矩阵对应的方程组 ( )�− = 0E A α （ 1, 2, ,i n= L ），求出 n个基础特征向

量��, , ,�Lα α α ； 

（3）对应于相同特征值的基础特征向量需要进行正交化，正交化后的特征向量记为��, , ,�Lβ β β ； 

（4）将所有的基础特征向量单位化后拼成正交矩阵Q，即 

1 2

1 2

, , , n

n

 
=    

LQ
αβ β

β β α
； 

（5）用正交变换 =x Q y把二次型化为标准形，其平方项的前置系数，恰好为 n个特征

值，即 Tf = x A x T T( )y= y Q AQ 2 2 2
1 1 2 2 n ny y yλ λ λ= + + +L ． 

例 6.7  用正交变换将下列二次型化为标准形： 
2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32 5 5 4 4 8f x x x x x x x x x= + + + − − ． 

解  二次型的矩阵是

2 2 2

2 5 4

2 4 5

− 
 = − 
 − − 

A

� �
� �

�
．在例 5.7中，已求得该矩阵的特征值是 1，1，

10，对应的特征向量是 

( )��2, 1, 0= −α ， ( )��2, 0, 1=α ， ( )��1, 2, 2= −α ； 
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将前两个特征向量正交化，得到 

( )��2, 1, 0= −β ， ( )��1 2, 4, 5
5

=β ； 

接下来将特征向量�β ，�β ，�α 单位化后拼成矩阵 

31 2

1 2 3

, ,
 

=    
Q

αβ β
β β α

6 2 5
1

3 4 2 5
3 5

0 5 2 5

 −
 
 =
  − 

�

� �

�

； 

作正交变换 ( ) ( )��������, , , ,x x x y y y= Q ，可将二次型化为 2 2 2
1 2 310f y y y= + + ． 

正交变换的优点多（既保持拓扑性质，又保持度量性质），当然所花的代价也大（求适

当的正交矩阵步骤多、运算量大）． 

6.3.2  二次型的有定性 

二次型的有定性是指二次型作为二次函数，其函数值能够保持固定的符号．有定性分

为正定、负定、半正定、半负定 4种情形． 

设有 n元实二次型 ��( , , , ) ( )�f x x x f=L x T= x A x． 

如果对任何非零向量 0≠x ，都有 ( ) 0f >x （ ( ) 0f <x ），则称 f 为正定（负定）二次型，

并称实对称矩阵 A为正定（负定）矩阵；如果对任何向量 x，都有 ( )f x ≥0（ ( )f x ≤0），

但不能排除 0≠x 时会出现 ( ) 0f =x ，则称 f 为半正定（半负定）二次型，并称实对称矩阵

A为半正定（半负定）矩阵．除此之外，如果二次型既可能取正值，又可能取负值，则该
二次型就称为不定的． 
判别二次型有定性的第 1个方法是利用惯性定理 6.1．二次型的标准形是平方和，如果
这些平方和的系数没有负数，则保证了二次型总是取非负值．如果进一步，平方项的系数

全部为正，则保证了二次型总是取正值．由此可见，实二次型为正定（负定）的充分必要

条件是它的正（负）惯性指数等于变量个数 n；实二次型为半正定（半负定）的充分必要
条件是它的负（正）惯性指数等于零，而且正（负）惯性指数小于变量个数 n．如本章例
6.2给出的二次型是半正定的，例 6.7给出的二次型是正定的，例 6.3和例 6.5给出的二次
型都是不定的． 

根据惯性指数判别二次型 Tx A x的有定性，需要先将二次型化为标准形．如果仅仅判

别有定性，则不必记录变换矩阵C ，所以在运用矩阵变换法时，无须拼接单位矩阵，直接
对矩阵 A施行配对初等变换即可． 
判别二次型有定性的第 2个方法是根据特征值的符号．因为二次型通过正交变换化成

的标准形是以对称矩阵的特征值为系数的平方和，所以实二次型 Tf = x A x为正定（负定）
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的充分必要条件是矩阵 A的所有 n个特征值都是正数（负数）；实二次型 Tf = x A x为半正

定（半负定）的充分必要条件是矩阵 A的所有 n个特征值中有数 0，但没有负数（正数）． 

利用特征值判别二次型 Tx A x的有定性，不需要将二次型化为标准形，只需从特征方

程 0λ − =E A 中解出 n个特征值即可．但 0λ − =E A 是关于λ的 n次方程，其求解的难度

往往超过将二次型化为标准形． 
作为有定性的特例，判断二次型的正定性还有第 3个方法，即考察 n个行列式的值．设

有对称矩阵 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 =  
 
 

L

L

M M M

L

A ． 

处于矩阵 A的左上角的 k阶子块（ k≤ n） 

11 12 1

21 22 2

1 2

k

k
k

k k kk

a a a

a a a

a a a

 
 
 =  
 
 

L

L

M M M

L

A  

称为矩阵 A的主子矩阵．�A 的行列式 kA （ 1, 2, ,k n= L ）称为矩阵 A的顺序主子式． 

在二次型 Tf = x A x中，若令后 n k− 个变量等于 0，则 f 成了只含有前 k个变量的二

次型 T
( ) ( )k k kf = x A x ，这里 ( )kx 表示具有 k个分量的变量列．于是矩阵 A的正定性与主子矩

阵�A（ 1, 2, ,k n= L ）的正定性联系起来了，而且呈现出递进式（ k值逐步增大）的联系．另

一方面，正定矩阵的行列式必须为正．由此得到如下定理． 

定理 6.2  实二次型 Tf = x A x为正定的充分必要条件是矩阵 A的所有顺序主子式全

都大于 0，即 kA ＞0（ 1, 2, ,k n= L ）． 

根据顺序主子式的符号判断二次型的正定性，不必化标准形，也不必解特征方程，只

需求出 n个行列式的值即可．当然计算行列式的值有一定的运算量． 

判断二次型 Tf = x A x的负定性，相当于判断 T ( )f− = −x A x的正定性． 

例 6.8  设

5 2 4

2 1 2

4 2 5

− 
 = − 
 − − 

A

� �
� �

�
，用 3种方法判断二次型 Tf = x A x的正定性． 

解  （1）惯性指数法．判断正定性，无须记录变换矩阵，故不拼接单位矩阵，直接
对矩阵 A施行配对式初等变换： 
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5 2 4

2 1 2

4 2 5

− 
 = − 
 − − 

A

� �
�

�
→列变换

1 2 0

0 1 0

0 2 1

 
 
 
 − 

�
→行变换

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
  

． 

矩阵 A已化为对角矩阵，正惯性指数等于 3，所以 f 是正定二次型． 

（2）特征值法．先化简特征多项式 

5 2 4

2 1 2

4 2 5

λ
λ λ

λ

− −
− = − −

−
E A =
���5 2 4

2 1 2

1 0 1

λ
λ

λ λ

− −
− −
− −

 

5 2 4

( 1) 2 1 2

1 0 1

λ
λ λ

− −
= − − −

� �
=
���9 2 4

( 1) 4 1 2

0 0 1

λ
λ λ

− −
− − −

� �
 

( 1)[( 9)( 1) 8]λ λ λ= − − − − 2( 1)( 10 1)λ λ λ= − − + ． 

解特征方程 2( 1)( 10 1) 0λ λ λ− − + = ，得到 3个特征值 1 5 2 6λ = + ， 2 5 2 6λ = − 和�1λ = ，
它们都是正数，所以 f 是正定二次型．  

（3）顺序主子式法．计算行列式： 

1 5 5 0= = >A ， 2

5 2
1 0

2 1
= = >A ， �5 2 4

2 1 2

4 2 5

−
= −

− −
A

� �
� �

�
=
���1 2 0

1 0
0 1 0 1 0

0 1
0 2 1

= = >
−

�
� ． 

3个顺序主子式都大于 0，所以 f 是正定二次型． 

从本例看出，顺序主子式法仍未脱离初等变换．对于本例来说，惯性指数法最简便，

特征值法最麻烦． 

习 题 六 

1．写出下列二次型的矩阵． 

（1）������������2 3 2 8 3f x x x x x x x x x= − + − + + ；  

（2）��������2 2f x x x x x x= + − + ； 

（3）����f x x x x= − ． 

2．写出下列对称矩阵所对应的二次型（写成各项之和的形式）． 
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（1）

1 1 3 1

1 0 2 4

3 2 3 5

1 4 5 0

− − 
 − − =  − − −
 

− 

A

� �
� �

�
� � �

；     （2）

0 1 2 4

1 0 1 1

2 1 0 3

4 1 3 0

− 
 − − =  −
 

− − 

A

� � �
� �
� � �

� �

． 

3．用配方法将下列二次型化为标准形，并求变换矩阵． 

（1）��������4 2 2f x x x x x= + + + ；     （2）����������3 2 2 6f x x x x x x x x= − − + − ； 

（3）������4 2 2f x x x x x x= − + + ． 

4．用矩阵变换法将下列二次型化为标准形，并求变换矩阵． 

（1）������������2 7 2 4 4f x x x x x x x x x= + + − + + ；  （2）������2 4 10f x x x x x x= − + ； 

（3）����������������7 2 6 2 4 8 10f x x x x x x x x x x x x x x= − − − + − + − ． 

5．对于下列矩阵 A，求可逆矩阵C ，使�C AC 为对角矩阵，并写出这个对角矩阵． 

（1）

1 2 0

2 0 1

0 1 3

 
 =  
  

A ；       （2）

0 1 2

1 0 1

2 1 0

− 
 = − 
 − − 

A

� �
� �

�
． 

6．用正交变换法将下列二次型化为标准形，并求所用的正交矩阵． 

（1）����������2 3 4 4f x x x x x x x= + + − − ；   （2）������������4 4 4 8f x x x x x x x x x= + + − − − ． 

7．求下列二次型的惯性指数，并说明它的有定性． 

（1）����������2 2 4 4f x x x x x x x= + + + + ；   （2） ��������2f x x x x x x x= − + + ． 

8．用 3种方法判断二次型����������2 6 4 2 2f x x x x x x x= + + − − 的正定性． 

9．求 a的值，使二次型������������5 2 2 4f x x x ax x x x x x= + + + − + 为正定二次型． 

10．单项选择题 

（1）下列各式中，哪一个不等于������6 3x x x x+ + ．                                     （    ） 

A． ( ) ����1 2

4 3

x
x x

x

  
  

   
�；      B． ( ) ����1 3

3 3

x
x x

x

  
  

  
； 

C． ( ) ����1 1

5 3

x
x x

x

−   
  −   

�
�
�；     D． ( ) ����1 1

7 3

x
x x

x

−   
  

  �
． 

（2）矩阵

1 1 0

1 3 0

0 0 0

− 
 = − 
  

A

�
�

� �
对应的二次型是                                           （    ） 

A．������2 3x x x x− + ；       B．������3x x x x− + ； 

C．��������3x x x x x x− − + ；      D．��������3x x x x x x− − + ． 

（3）用配方法把二次型��( , , , )�f x x xL 化为平方和                                      （    ） 

A．要求 f 中有平方项；      B．能直接得到线性变换矩阵； 

C．最多需要经过 n次配方；     D．一定能够把二次型变为标准形． 

（4）用矩阵变换法化二次型�x Ax为标准形，在矩阵 A的下方拼接单位矩阵，是为了       （    ） 

A．得到线性变换的矩阵；      B．核对惯性指数的取值； 
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C．简化初等变换的运算；      D．控制合同变换的方向． 

（5）用正交变换化二次型�x Ax为标准形，需要实施哪个过程．                          （    ） 

A．对矩阵 A施行配对的初等变换；    B．对二次型进行一系列的配方； 

C．求出矩阵 A的特征值和特征向量；   D．将以上 3种过程相结合． 

（6）设

2 0 0

0 2 0

0 0 5

− 
 =  
  

A �
�

，则存在可逆矩阵C ，使得�C AC ＝                            （    ） 

A．

2 0 0

0 2 0

0 0 1

 
 
 
  

；  B．

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
 − 

�
� ；  C．

1 0 0

0 1 0

0 0 3

− 
 − 
  

�
�
� �

；  D．

3 0 0

0 2 0

0 0 5

− 
 − 
 − 

� �
� �
� �

． 

（7）如果将任意的��0, 0, , 0�x x x≠ ≠ ≠L 代入实二次型��( , , , )�f x x xL 中，都有 0f > ，则该二次型 

（    ） 

A．正定；   B．半正定；    C．不是正定；   D．未必正定． 

（8）设���a x x x= + + +L ，则 �������( , , , ) ( ) ( ) ( )��f x x x nx a nx a nx a= − + − + + −L L            （    ） 

A．是正定二次型； B．是半正定二次型；  C．是不定的二次型； D．不是二次型． 

（9）实二次型��( , , , )�f x x xL 为正定的充分必要条件是                                  （    ） 

A． f 的秩为 n；       B． f 的正惯性指数等于 f 的秩； 

C． f 的负惯性指数为零；      D． f 的正惯性指数为 n． 

（10）实二次型 ( ) �2 0

2 0

0 0

k x

x y z k y

k z

   
   
   
      

�为正定的充分必要条件是                        （    ） 

A． 0k ≠ ；        B． 2k < 或 2k > − ；    
C． 0 2k< < 或 2 0k− < < ；     D． 2 2k− < < ． 
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第 7章  随机事件及其概率 

7.1  随 机 事 件 

7.1.1  随机试验与样本空间 

在现实生活中，我们常常会遇到许多预先不能确定结果的现象，比如投掷一枚硬币，

事先不能断定正面朝上还是反面朝上．又比如在既有红球又有白球的袋中任取 5个球，若

球的大小、质感均相同，则无法断定会出现几个白球．尽管我们能罗列出所有可能发生的

结果，但不能事先断定将发生哪一个特定的结果，这种现象称为随机现象．现实世界中随

机现象无处不在，除了上面提及的投币与摸球，再如射击目标、测量潮位、交通事故、股

票行情等．概率论和数理统计就是在研究随机现象的过程中发展起来的． 

我们把实验、观察、研究某一随机现象叫做随机试验，简称试验．随机试验中每一个

特定的结果都称为随机事件，简称事件． 

例 7.1  教师上第一堂课，还不认识学生，随机地（无任何倾向性、随意地）叫一个

学号，请对应的学生回答问题．站起来的可能“是女生”，可能“是戴眼镜的学生”或者“是

穿红衣服的学生”，可能“是高个子学生”，也可能“是名叫张华的学生”⋯⋯，这些都是

随机事件． 
随机事件是随机试验的某种结果，通常表现为一个明确的判断句．随机事件在试验之

前无法断然确定，不过事后可以观察到其是否发生．为了便于研究，随机事件用大写字母

A， B，C⋯⋯表示． 
在众多的随机事件中，有的可以分解成更简单的事件，比如例 7.1中，“站起来的是女

生”可以分解成“是女生甲”、“是女生乙”、“是女生丙”，⋯⋯，而有的事件不能再分解，

如“站起来的是张华”．我们把可以分解的事件称为复合事件，而把不能再分解的“最简

单”的事件称为基本事件，有时还把基本事件几何化，叫做“样本点”．显然，基本事件

是随机试验中各种最基本的可能结果，例 7.1中的基本事件是教室里的每一个学生． 
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全体基本事件构成的集合称为该随机试验的样本空间，记为Ω ．例如投币试验中以�ω
表示“反面朝上”，以�ω 表示“正面朝上”，则样本空间��{ , }Ω ω ω= ；在例 7.1中若将教室

里的 n个学生用�ω （ 1,2, ,i n= L ）表示，则样本空间��{ , , , }�Ω ω ω ω= L ． 

样本空间可以是无限集，例如观察一小时内到达某交通路口的车辆数，其样本空间是

{0,1,2, }Ω = L ．样本空间还可以是连成一片的区间，例如测量长江某处的潮位，其样本

空间是 { |x xΩ = ≥0}． 

例 7.2  在一批灯泡中，任取一只测试它的寿命（1000～3000h）： 

（1）试说出 3个不同的事件，并估计它们发生的可能性； 

（2）指出 2个不同的样本点； 

（3）表述试验的样本空间． 

本例是讨论性题目，没有标准答案，所以这里不作解答． 

7.1.2  随机事件与集合 

从例 7.1看出，随机事件都是基本事件的某种组合，因此随机事件都是样本空间Ω 的
子集，从而可以用集合论的观点来研究随机事件．集合之间有相等、包含、互补等关系，

还有并、交、差等运算，事件之间自然也有这些关系与运算，而且运算方法与集合论完全

相同． 
例 7.3  一副扑克牌有 4种花色 52张牌，从中任取一张观察其结果．这个试验的样本
空间由 52 张牌构成，即����{ , , , }Ω ω ω ω= L ．可以约定一个排序方式，比如�ω ～��ω 表示
黑桃 A、黑桃 2直至黑桃 K等，设事件 A =“抽到红心”， B =“抽到红牌”，C =“抽到方
块”，A由 13个样本点即 13张红心牌构成，比如编号为��ω ～��ω ，B由 26个样本点即 13

张红心牌与 13张方块牌构成，比如编号为��ω ～��ω ． 

如果实际抽到了红心 2，则认为事件 A和 B都已发生，而事件C没有发生．由此可见，

我们说一个事件 A发生，指的是事件 A中的某一个基本事件发生，即 
事件 A发生⇔基本事件{ }ω 发生且 Aω ∈ ． 

特别地，样本空间Ω 是其本身的子集（平凡子集），也是一个事件，而且因为试验结
果总是Ω 中的一个基本事件发生，所以Ω 是必然发生的，称Ω 为必然事件．必然事件的
语言表述有许多形式，比如例 7.3中 ����{ , , , }Ω ω ω ω= L =“抽到一张牌” 

=“抽到红牌或黑牌”=“抽到�ω ～��ω 中的一张”． 

另一个特殊事件是空集∅．空集∅是Ω 的子集，当然是事件，但是试验结果出现的
任何基本事件都不属于∅，所以∅是一定不会发生的，称∅为不可能事件．不可能事件的
语言表述也可以有许多形式，比如在投币试验中 

∅ =“反面朝上而且正面朝上”=“硬币变成一只鸟飞走了”． 
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注意这里指的不是变魔术，魔术师所做的是“让人们以为硬币变成了鸟”，这是完全可能发

生的，但硬币真的变成鸟就不可能了． 

7.1.3  事件的关系与运算 

因为事件都是样本点构成的集合，所以事件之间的关系和运算可以用集合的语言来描

述，但从上述对必然事件和不可能事件的描述可知，在概率论中，更注重对事件的事件性

语言描述． 

1．相等关系 

两个事件 A和 B相等，即 A = B，是指 A， B所包含的样本点完全相同．用事件性语
言表述，是指 A和 B同时发生且同时不发生，尽管它们可以有不同的表述形式，但实质上
是两个相同的事件．如投币试验中， A =“正面朝上”， B =“反面朝下”是相同的事件，
因此 A = B． 

2．包含关系 

事件 A包含于事件 B，即 A ⊂ B，指的是 A所包含的样本点全部在 B中．用事件性语
言表述，是指事件 A发生必然导致事件 B发生．在例 7.3中，“抽到红心”导致已经“抽到
了红牌”，所以 A ⊂ B．需要说明的是，事件的内涵越多，其外延就越小，因此内涵多的
事件必然被内涵少的事件所包含，如例 7.3中，“抽到红色大牌”⊂“抽到红牌”． 

3．事件的和（并） 

作为集合，事件 A和 B的并记为 A BU ，指的是将 A， B所包含的样本点合并，形成

一个新的事件．用事件性语言表述，A BU =“ A发生或者 B发生”，更常用的表述是“ A和

B至少有一个发生”．如在例 7.3中， B A C= U ． 

在概率论中，习惯于将“事件的并”称为“事件的和”，记为 
A B A B= +U ． 

这里的“＋”号表示集合的并，不要与数量的加法相混淆，如 A A A+ = 而决非 2A A A+ = ．多
个事件的并称为多个事件的和，记为 �����������A A A A A

==

= = + + +∑ LU ， 

它表示 n个事件��, , ,�A A AL 至少有一个发生． 

4．事件的乘积（交） 

作为集合，事件 A和 B的交记为 A BI ，指的是由 A， B所包含的样本点的公共部分

所构成的新的事件．用事件性语言表述， A BI =“ A和 B同时发生”．如在例 7.3 中，由
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于 A B⊂ ，所以 A B A=I ，这和集合论中的结果完全一致． 

在概率论中，习惯于将“事件的交”称为“事件的乘积”，记为 
A B AB=I ． 

这里的乘积表示集合的交，不要与数量的乘法相混淆，如 A A A⋅ = 而不再记作 �A A A⋅ = ，
更不能由此得出 1A = ．多个事件的交称为多个事件的乘积，记为 �����������A A A A A

==

= =∏ LI ， 

它表示 n个事件��, , ,�A A AL 同时发生． 

5．事件的逆 

由于随机事件都是样本空间Ω 的子集，所以Ω 相当于全集．集合（事件） A的补集

称为事件 A的逆事件，记为 A．用事件性语言表述，A =“ A不发生”．A和 A是互逆事件，

又叫做对立事件．与集合论中的结果相同， A A= ，并且满足 A A Ω+ = ， AA = ∅．如例
7.3中， B =“抽到黑牌”． 

6．事件的差 

两个事件的差记为 A B− ，指的是在事件 A中去掉属于事件 B的样本点，形成一个新
的事件，用事件性语言表述，A B− =“ A发生但 B不发生”．如在例 7.3中，B A C− = ．显
然，差的运算可以转换为乘积与逆的运算，即 

A B AB− = ， A AΩ − = ． 

7．互不相容事件 

如果两个事件 A和 B不相交（没有公共样本点），即 AB = ∅，则称 A，B为互不相容

事件，简称不相容．用事件性语言表述，即 A，B不可能同时发生．显然对立事件 A和 A
是互不相容事件，但互不相容事件未必是对立事件，如例 7.3 中的事件 A和事件C互不相
容，但它们并非对立事件．互不相容是研究随机事件时常见的现象，在许多情况下需要将

一个事件转化为互不相容的事件之和，所以要加强对互不相容概念的理解． 
既然事件就是集合，事件的关系与运算等同于集合的关系与运算，因而事件运算的规

则如交换律、结合律、分配律以及德·摩根律 A B AB+ = ， AB A B= + 等都与集合的相应
运算规则相同，事件的运算还可借助于文氏图来进行，此处不再赘述． 
例 7.4  生产加工 3个零件，�A ( 1,2,3)i = 表示“第 i个零件是正品”． 

（1）用事件性语言表述事件���A A A 和 1 2 2 3 1 3A A A A A A+ + ； 

（2）将事件“至少有一个是次品”和“恰有一个是次品”符号化，即用事件�A ( 1,2,3)i =
及其运算来表示． 
解  （1）���A A A =“3个零件全是正品”=“3个零件中没有 1个是次品”； 
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1 2 2 3 1 3A A A A A A+ + =“至少有 2个正品的情况不发生” 

=“3个零件中至多有 1个正品”； 

（2）“至少有 1个是次品”= 1 2 3A A A+ + ＝ 1 2 3A A A ； 

“恰有 1个是次品”= 1 2 3 1 2 3 1 2 3A A A A A A A A A+ +  

=���������A A A A A A A A A+ + − ． 

注意：逆事件的横线记号不能随意中断或相连，如 1 2 3A A A 表示“并非 3 个事件同时

发生”，即“3个事件至少有 1个不发生”，而 1 2 3A A A 则表示“3个事件全都不发生”．横线

记号的相连与中断，在不经意的书写中很容易混淆，然而它们的含义却有非常大的差异． 

7.2  事件的概率 

7.2.1  古典概率 

概率就是事件发生的可能性大小，事件 A的概率记为 ( )P A ．现实生活中，人们常常会

去估计事件的概率值，例如在投币试验中，出现正面和反面的可能性相同，各占 50%，故
认为 P (正)=0.5， P (反)=0.5．又如在例 7.3 中，52 张牌里有 13 张红心，由于每张牌被抽
到的机会均等，因此很自然地认为 ( )P A =13/25=0.25．这是一种简单而又直观地计算概率

的方法，当然它的前提是有限性和等可能性． 
如果一个随机试验满足以下两个条件： 

（1）有限性——样本空间中的元素（样本点）有限，即 

}{��, , ,�Ω ω ω ω= L ， 

（2）等可能性——基本事件发生的可能性相同，即 ��1
( ) ( ) ( )�P P P

n
ω ω ω= = = =L ， 

那么称该随机试验属于古典概型．对于古典概型，事件 A的概率可按以下公式计算： 

( ) �mP A
n

= = A所包含的样本点数

样本点总数
．                 （7.1）  

用这个公式定义的概率称为古典概率． 

7.2.2  概率的性质 

（1）有界性  对于任意事件 A，0≤ ( )P A ≤1； 

（2）完备性  对于必然事件Ω 和不可能事件∅， ( ) 1P Ω = ， ( ) 0P ∅ = ； 
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（3）单调性  对于任意两个事件 A和 B，若 A B⊂ ，则 ( )P A ≤ ( )P B ； 

（4）互补性  对于任意事件 A， ( ) 1 ( )P A P A= − ； 

（5）可加性  对于任意两个事件 A和 B，都有 
( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB+ = + − ．                 （7.2） 

若 A， B互不相容，则 
( ) ( ) ( )P A B P A P B+ = + ．                      （7.3） 

若 n个事件��, , ,�A A AL 两两互不相容，则 ��( )
������P A P A
= =

  = 
 
∑ ∑ ．                        （7.4） 

这 3个公式统称为概率的加法公式．公式（7.2）表明，事件之和的概率应在概率之和的基

础上予以扣减．公式（7.3）和（7.4）表明，互不相容事件

之和的概率等于它们的概率之和． 

以上性质（1）～（4）能直接从公式（7.1）推得．公

式（7.2）可以利用文氏图说明：如图 7-1所示，各集合包

含的样本点数显然满足平衡式 ������m m m m+ = + − ， 

上式两端除以样本点总数 n，便得公式（7.2）．如果
AB = ∅，即 A， B不相容，则从 ( ) 0P AB = 立得公式
（7.3）．公式（7.4）可从公式（7.3）递推得到． 
概率的上述 5条性质不仅适用于古典概型，而且适用于其他概率模型，以后运用这些

性质时，不再加以说明． 

例 7.5  学校开设数学类和外语类选修课．调查结果表明，有 53%的学生选修数学课，

有 45%的学生选修外语课，两类课都选的学生有 20%．问参加选修课学习的学生占多少百

分比？ 
解  设 A =“选修数学课”， B =“选修外语课”，已知 ( ) 0.53P A = ， ( ) 0.45P B = ，

( ) 0.2P AB = ．“参加选修课学习”指的是选修数学课或者选修外语课，即求 ( )P A B+ ．根
据加法公式（7.2），可算得 ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB+ = + − ＝0.53＋0.45－0.2=0.78，所以

参加选修课学习的学生占 78%． 

7.2.3  古典概率的计算 

公式（7.1）给出了计算古典概率的非常简便有效的方法，但是实际应用起来往往有较

大的难度，难度来自于对等可能样本空间的描述． 

 
 

图 7-1  两个事件的样本点 

AB BA

�m ��m �m
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例 7.6  同时抛掷两枚硬币，求落下后出现“一正一反（朝上）”的概率． 
解 1  样本空间是Ω ={ 两正，两反，一正一反 }，即 3n = ，故 P（一正一反）=1 3． 

解 2  将硬币编号，根据出现正反的排列不同，写出样本空间是Ω ={〈正，正〉，〈正，
反〉，〈反，正〉，〈反，反〉}，即 4n = ，故 P（一正一反）= 2 4 0.5= ． 

两种解法得到不同的结果是由于对样本空间理解的不一致．事实上，每枚硬币出现正、

反的机会均等，两枚硬币不同搭配的机会也均等，所以解 2是正确的，解 1因忽略了等可

能性而导致错误． 

实际上，公式（7.1）只要求给出样本空间的容量，即试验的基本结果的总可能数，并

不需要详细描述样本空间的结构．为了使公式便于操作，我们将公式（7.1）改写为 

                     ( ) �mP A
n

= = A对 有利的可能数

试验的总可能数
．                    （7.5）  

运用公式（7.5）计算古典概率，可兼顾简便性与正确性． 
例 7.7  12件产品中有 9件正品，3件次品，从中任意抽取 5件，设 A =“恰有两件次

品”， B =“至少有一件次品”，C =“至少有两件次品”． 
（1）5件产品是同时取出的，求 ( )P A ， ( )P B ， ( )P C ； 

（2）5件产品是一件一件依次取出的，取出后不再放回（称为无放回抽样），求 ( )P A ，

( )P B ， ( )P C ． 

解  （1）12件产品中任取 5件，总可能数是组合数 5
12C ；事件 A是指 5件产品中有 2

件次品和 3件正品，2件次品从 3件次品中取出，其可能数是��C ；3件正品从 9件正品中

取出，其可能数是��C ，根据乘法原理，对 A有利的可能数是����C C ，于是 
2 3
3 9

5
12

7
( ) 0.318

22

C C
P A

C
= = = ． 

对 B有利的可能数是在总可能数中扣除“5件都是正品”的可能数��C ，于是 
5 5
12 9

5
12

7
( ) 1 0.841

44

C C
P B

C

−
= = − = ． 

求 ( )P B 的算式中，实际上用到了概率的互补性质．由此可见，当可能数的构成较复杂时，

逆向思维往往事半功倍．对C有利的可能数应该分为“恰有 2件次品”和“恰有 3件次品”
计算，然后相加，于是 

2 3 3 2
3 9 3 9

5
12

4
( ) 0.364

11

C C C C
P C

C

+
= = = ． 

（2）由于事件 A，B，C都是不计次序的结果，所以同时取出 5件和依次取出 5件的
效果是一样的，因而仍有 ( ) 0.318P A = ， ( ) 0.841P B = ， ( ) 0.364P C = ． 

对本例作更加深入的考虑可以发现，所谓的“同时”取出，实际上总有先后次序，只



第 7章  随机事件及其概率                               91 

 

是因为时间间隔较短或者认为无须分辨先后而未加记录，才笼统地说成“同时”．即使产品

体积很小可以一把抓出，在抓的时候产品与手的接触是有先后的，5 件产品被“取出”离

开整批产品，从空间距离上也有先后之分，只是其中的时间间隔非常短暂无法分清先后，

只能冠之以“同时”． 

由此看来，在进行无放回抽样时，无论是“同时取”还是“依次取”，对于不计次序的

事件来说，概率的计算完全相同，这叫做无放回抽样的同一性． 

7.2.4  概率的统计定义 

古典概型的局限性是显而易见的．例如测量某人的体重，样本空间是某区段内的所有

实数，样本点是无限的；又如抛掷不均匀的骰子，基本事件虽然是有限的 6个点数，但它
们并非等可能．这两个例子都不能用古典概率的公式（7.1）计算概率．即使是古典概型，
也有公式（7.1）中的 n和�m 非常难以分析计算的时候，所以人们考虑要通过其他途径去
计算概率． 
“概率是事件发生的可能性大小”，虽然这样的理解很直观很合理，但再深入一步思考

就发现这个认识很肤浅．例如说某人投篮的命中率是 0.7，这个 0.7是怎么得来的呢？仅仅
是主观的粗略估计难免离客观实际很远．最可靠的估计应该来自于以往大量的投篮实践，

比如他曾经有过 100 次投篮经历，其中命中 70 次，两者的比值叫做频率，以频率来估计

概率，其依据就比较充分，投篮次数越多，这个概率就越可靠．可见概率的背后应该有大

量的试验，这是支撑概率的条件． 

一般地，随机现象在一次试验中无法断言其结果，但经过大量的试验，会呈现出某种

规律性．历史上有人做过抛掷硬币的试验，结果如表 7-1 所示，容易看出，随着抛掷次数

的增加，正面朝上的频率围绕着一个确定的常数 0.5 作幅度越来越小的摆动并逐渐稳定于

0.5，这叫做频率的稳定性．这种建立在大量试验基础上的规律称为统计规律．概率的实质

就是统计规律，可能性大小要与大量的试验相联系． 

表 7-1  历次抛掷硬币试验的记录 

试验者 抛掷次数 N  正面朝上的次数M  正面朝上的频率M N  

蒲丰 4 040 2 048 0.506 9 

皮尔逊 12 000 6 019 0.501 6 

皮尔逊 24 000 12 012 0.500 5 

维尼 30 000 14 994 0.499 8 
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以上从合理性与可靠性两方面说明能够用频率来估算概率，因而有了概率的统计定

义： 

( ) lim�MP A
N→∞

=                             （7.6）  

式中 N是在相同条件下重复试验的次数，M 是在 N次试验中事件 A出现的次数，比值
M N称为事件 A出现的频率．频率的稳定性不仅被皮尔逊等人的实验所证明，而且后来

又有数学家从理论上证明了这一事实，因此（7.6）式是计算概率的普遍适用的公式． 
不过用公式（7.6）计算概率也有一定的困难，比如要做大量的试验，而且得到的仅仅

是概率的近似值，又没有简便的误差估计方法．但这些困难丝毫不会影响公式（7.6）的重

要意义，它的最大作用在于确立了概率的统计观点． 

概率从哪里来？概率来自于统计规律，概率的取值需要有统计的支撑．如果一个从未

打过枪的人，声称他的射击命中率是 0.7，那么他不是在吹牛，便是对概率一无所知，或
者仅是开开玩笑而已．类似的例子很多，比如“明天下雨的可能性是 60%”，同样一句话，

出自于气象部门，往往背后有大量的统计资料，而出自于其他人，则多半是一句不必负责

任的空话、套话． 

概率到哪里去？概率对实践的指导意义正是在于它需要面对大量的统计试验．还是以

射击为例，命中率 0.7，对于一次射击意义不大，因为 0.7不能保证命中目标，即使打不中，
也不能否定这个 0.7．概率等于 0.7的意义在于：若进行多次射击，他将有 70%左右的次数

会击中目标；反之，命中频率与 70%差异很大，就有理由怀疑这个 0.7．再以投币为例，
正面朝上的概率是 0.5，其依据是硬币的质地均匀（等可能性），那么均匀的依据又是什么
呢？也许可以用精密的仪器来证明金属内部的均匀性，但是硬币两侧图案的不同已经造成

了不均匀，等可能性该用什么来保证呢？正确的答案也许让人始料不及：硬币的均匀性应

该通过大量的试验来证明，如果按公式（7.6）计算出的概率不是 0.5，就可以怀疑硬币的

均匀性．在这里，因果关系颠倒过来了． 

概率对于一次试验意义不大，但是当概率很大（超过 0.9）或很小（小于 0.1）时，对
一次试验还是有指导意义的．可以认为小概率事件在一次试验中基本上不会发生，这就是

小概率原理．比如飞机失事的报道很多，但是人们仍然向往坐飞机出行，而且不会有人在

登机前与家人作生死话别，这是因为发生空难的概率太小了，仅为百万分之几．又比如人

们在做决策时，有 90%以上的把握，都会断言“不出意外的话肯定成功”．不过应当指出

的是：小概率原理不能保证没有风险，以概率的观点看问题，凡有随机因素，便不应该指

望有绝对的把握，对此要有清醒的认识．此外，小概率原理面对大量的试验反而不适用，

比如航空公司安排的航班数以千百计，万万不能因小概率原理而对飞行安全掉以轻心． 
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7.3  事件的独立性 

7.3.1  条件概率 

设 A，B是两个事件，在已知事件 A发生的条件下，求事件 B发生的概率，称为条件
概率，记为 ( | )P B A ，相应地把 ( )P B 称为原概率，两者的概率意义不同． 

在计算条件概率 ( | )P B A 时，因为 A已发生，排除了 A之外的样本点，所以总的可能

数应该是�m （参看图 7-1），而对事件 B有利的可能数也要限制在 A之内，应该是��m ，于
是根据（7.5）式，可得 

( | ) AB

A

m
P B A

m
= ．                         （7.7）  

显然这与 ( )�p B m n= 在数值上是不一定相等的．在（7.7）式右端分式中，分子分母同除

以样本空间的容量 n，立得 
( )

( | )
( )

P AB
P B A

P A
= ．                          （7.8）  

公式（7.7）和（7.8）都可以用来计算条件概率，当然要求分母非零即 ( ) 0P A > ． 

例 7.8  一批种子的发芽率为 0.9，播种后能成长为活苗的概率为 0.72．当你看到一粒

种子发了芽时，对它成活的可能性有何估算？ 
解  设 A =“种子发芽”， B =“种子成活”，则 ( ) 0.9P A = ；由于种子成为活苗必须先
发芽，因此另一个概率实际上是 ( ) 0.72P AB = （如果换一个角度理解为 ( ) 0.72P B = ，那么

从 B A⊂ 知 AB B= ，也可以推得 ( ) 0.72P AB = ）．现在已知种子发了芽，求它成活的概率，

即求 ( | )P B A ，根据公式（7.8）计算 

( ) 0.72
( | ) 0.8

( ) 0.9

P AB
P B A

P A
= = = ， 

你对发芽种子应抱有 80%的成活期望． 

7.3.2  乘法公式 

将公式（7.8）稍作变形，可得 
( ) ( ) ( | )P AB P A P B A= （ ( ) 0P A > ）．                （7.9）  

事件 A， B的地位是对等的，因此将它们互换位置，即得 
( ) ( ) ( | )P AB P B P A B= （ ( ) 0P B > ）．              （7.10）  

公式（7.9）和（7.10）称为概率的乘法公式．乘法公式表明，事件乘积的概率等于各事件
概率的乘积，不过后一个概率要添加条件． 
乘法公式可推广到 3个事件．先利用结合律将 3个事件看作两个事件，得到 ( )P ABC = 
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( ) ( )P A P BC A ，再对后一个概率应用乘法公式并注意添加条件，于是 
( ) ( ) ( | ) ( | )P ABC P A P B A P C AB=   （ ( ) 0P AB > ）．       （7.11）  

推广到更多事件的乘法规则是：事件乘积的概率等于各事件概率的乘积，不过后面的概率

要不断地添加前款事件作为条件． 
例 7.9  袋中有 52个球，其中有 13个红球，从中随机地依次取 3个球（无放回）． 
（1）求 3个都是红球的概率； 
（2）求前 2个是红球，第 3个不是红球的概率． 
解 （1）设 iA =“第 i次取到红球”（ 1,2,3i = ）．3个都是红球，意为���, ,A A A 同时发

生，即求概率���( )P A A A ，利用乘法公式（7.11）得到 ���������( ) ( ) ( | ) ( | )P A A A P A P A A P A A A= 13 12 11
0.01294

52 51 50
= × × = ． 

这里条件概率是利用公式（7.7）计算的，如���( | )P A A A 是在前两次都取到红球的条件下第
3次取到红球的概率，因为第 3次面对着 50个球，其中只有 11个红球，所以这时取到红
球的概率当然是 11/50．本例也可以把“依次”抽取当作“同时”抽取，按照例 7.7的做法
计算概率 

3
13

1 2 3 3
52

13 12 11
( ) 0.01294

52 51 50

C
P A A A

C

× ×= = =
× ×

． 

得到同样的结果应在意料之中，这是因为无放回抽样具有同一性，“同时”抽取和“依次”

抽取并无本质的不同． 
（2）所求概率是 1 2 3( )P A A A ，运用乘法规则， 

1 2 3 1 2 1 3 1 2( ) ( ) ( | ) ( | )P A A A P A P A A P A A A= 13 12 39
0.04588

52 51 50
= × × = ． 

本例的事件与次序有关，但仍然可以当作“同时”抽取来对待．引入另一个事件 B =“恰
有 2次抽到红球”，则 

2 1
13 39

3
52

13 12 39 3
( )

52 51 50

C C
P B

C

× × ×= =
× ×

． 

显然 1 2 3 1 2 3 1 2 3B A A A A A A A A A= + + ，此式右端是 3个事件的和，这 3个事件互不相容且机会
均等，根据加法公式可知 ���1 13 12 39

( ) ( ) 0.04588
3 52 51 50

P A A A P B
× ×= = =
× ×

， 

得到同样的结果应该顺理成章．当然，对于与次序有关的事件，利用乘法规则计算概率比

较方便一些． 

7.3.3  事件的独立性 

如果两个事件 A和 B，其中任何一个事件是否发生都不影响另一个事件发生的概率
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（如烧香和下雨），则称事件 A， B相互独立．所谓不影响概率，当然指的是 
( | ) ( )P B A P B= ， ( | ) ( )P A B P A= ，               （7.12）  

即条件概率中的条件不起作用，条件概率等于原概率．在这种情况下乘法公式变成 
( ) ( ) ( )P AB P A P B= ．                       （7.13） 

两个事件不独立，称为相依．公式（7.13）称为独立条件下的乘法公式．不难看出，

从（7.13）式出发通过公式（7.9）和（7.10）可推得（7.12）式，所以（7.13）式是事件 A，

B相互独立的充分必要条件，有的书上干脆用（7.13）式来定义独立性． 

根据独立性的概念可知，事件 A，B相互独立，等价于事件 A，B相互独立，也等价

于事件 A， B相互独立，还等价于事件 A， B相互独立． 
公式（7.13）可以推广到多个事件，比如 3个事件 A， B，C相互独立，则乘法公式
（7.11）就成了 

( ) ( ) ( ) ( )P ABC P A P B P C= ．                     （7.14）  

独立条件下的乘法规则是：相互独立事件乘积的概率等于各事件概率的乘积．独立性为

计算乘积概率带来了很大的便利．比如当事件 A，B相互独立时，加法公式（7.2）就成了 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A P B+ = + − ． 

例 7.10  两个射手射击同一目标，已知甲射中目标的概率为 0.9，乙射中目标的概率
为 0.8，求两人各射一次而目标被击中的概率． 
解  设 A =“甲击中目标”，B =“乙击中目标”，则所求的概率是 ( )P A B+ ．一般情况
下，两射手的射击互不影响，即 A， B相互独立．已知 ( ) 0.9P A = ， ( ) 0.8P B = ，所以 

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB+ = + − 0.9 0.8 0.9 0.8 0.98= + − × = ． 

事件的独立性往往可以像本例那样根据经验来判断，即把不存在明显影响的若干事件

看作是相互独立的．当然这在特殊情况下也许会出现偏差，比如本例中两人先后射击，后

一射手心理压力很重以至不能正常发挥，这时 A，B就不独立了．应该指出的是，在随机

试验中，事件的独立性是很普遍的现象，一般情况下实际经验的判断大多是有效的；反之，

若按独立性计算得到的概率与实际情况有较大的差异，则应怀疑原先的独立性判断，这正

是数理统计中独立性检验的理论依据． 
例 7.9 中的摸球试验是无放回抽样，即每次摸出的球不再放回．如果每次摸出一个球
后放回袋中，经充分混合后再作下一次摸球，那么就成了有放回抽样．在无放回抽样中，

因为每次摸球的结果直接影响到剩余球的构成状况，所以前后两次摸球是相依的（不独立）；

而有放回抽样时，球的构成状况始终相同，因此前后两次摸球相互独立． 
摸球试验是很重要的随机试验，几乎所有的随机试验都可以用摸球试验来模拟，所以

对于无放回抽样和有放回抽样的独立性要有清醒的认识．在实际问题中，如果袋中球的数

目相对于抽样次数而言非常庞大，那么每次无放回抽样对袋中球的构成状况影响甚微，这

时无放回抽样可视作有放回抽样．比如抽样检验产品，尽管是无放回的，但计算概率时通

常都应用独立性条件． 
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例 7.11  3台设备同时开动，在一小时内它们不出现故障的概率分别为 0.9，0.8和 0.8，

求在一小时内至少有一台设备发生故障的概率． 
解  设 A，B，C分别表示一小时内这 3台设备不出现故障，则 ( ) 0.9P A = ， ( ) 0.8P B = ，

( ) 0.8P C = ．至少有 1台设备发生故障是 A B C+ + ，该事件的对立事件是 ABC，即 3台设

备都不出现故障．3台设备的运行显然互不影响，即 A， B，C相互独立，所以 

( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( )P A B C P ABC P A P B P C+ + = − = − ＝1-0.9×0.8×0.8＝0.434． 

计算结果表明，虽然单个设备的可靠性都很好，无故障概率均不小于 80%，但整体的

风险却高达 43.4%，这是在可靠性设计中具有广泛应用的概率原理． 

在本例的计算中，应注意事件 A，B，C并非互不相容，所以不能应用加法公式（7.4）．若

将事件 A B C+ + 分解成互不相容的事件之和，则会产生 7项之多，由此可见，利用逆事件
求概率既简便又能保证思路的清晰，当涉及的事件较多时，这种简便性尤为突出． 
这里特别要强调互不相容和相互独立这两个概念的区别．不相容是指不能同时发生，

简称“不相交”，而相互独立并不排除同时发生，而是指发生与否互不影响，简称“不影响”，

两者不能混为一谈．一般地，当 ( ) 0P A > ， ( ) 0P B > 时，
若 A， B不相容则必相依（不独立），反之，若 A， B相
互独立则必相容，即 ( ) 0P AB = 和 ( ) ( ) ( )P AB P A P B= 不可

能同时成立． 
例 7.12  将 4个电器元件按图 7-2连接，然后接入电

路．每个元件的可靠度（正常工作的概率）均为 r
（ 0 1r< < ），元件发生故障则出现断路．求图 7-2电路能

正常工作不出现断路的概率． 
解  以�A ( 1,2,3,4)i = 分别表示 4 个元件正常工作，则 ( )iP A r= ( 1,2,3,4)i = ．串联

电路正常工作意味着电路中各部分同时正常，而并联电路正常工作则意味着电路中各分路

至少有一个正常，所以图 7-2 电路正常工作即事件����A A A A+ ．4 个元件是否出现故障应

该相互独立，因此 ������������( ) ( ) ( ) ( )P A A A A P A A P A A P A A A A+ = + −  ��������( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P A P A P A P A P A P A P A= + −  
2 2 4 2 2(2 )r r r r r= + − = − ． 

本例的计算过程表明，串联电路会降低可靠性，而并联电路能提高可靠性． 

7.3.4  全概率公式 

1．全概率公式 

如图 7-3所示，将样本空间Ω 分为 4块����, , ,A A A A ，事件 B也同时被分割．计算图

图 7-2  电器元件的串并联 

° 

�A �A�A �A° 
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中各块的样本点数，不难得到 ����( ) ( ) ( ) ( ) ( )P B P A B P A B P A B P A B= + + +  ����( ) ( | ) ( ) ( | )P A P B A P A P B A= +  ����( ) ( | ) ( ) ( | )P A P B A P A P B A+ + ． 

类似地可以推广到一般情况：设 B为任一事件，��, , ,�A A AL

是把样本空间Ω 分为 n份的完备事件组，即满足��, , ,A A L  �A 两两互不相容， ( ) 0�P A > ( 1, 2, , )i n= ⋅ ⋅ ⋅ ，而且��A A+ +L  �A Ω+ = ，则 �( ) ( ) ( | )
����P B P A P B A
=

= ∑ ．                   （7.15）  

公式（7.15）称为全概率公式．特别地，取 2n = ，有 

( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )P B P A P B A P A P B A= + ．               （7.16）  

当不容易直接求概率 ( )P B 时，全概率公式往往很有效．全概率公式（7.15）、（7.16）

体现了转移难点、分类计算概率的方法． 
例 7.13  设仓库内有 10箱产品，分别来自于甲厂 5箱，乙厂 3 箱，丙厂 2 箱，而三

个厂的次品概率依次为 0.1，0.07，0.05．从这 10 箱产品中任取一箱，再从此箱中取一件

产品，求取得正品的概率． 
解  本例分层次给出概率条件，用全概率公式最为恰当．设 B =“取得正品”，�A =“甲

厂生产”，�A =“乙厂生产”，�A =“丙厂生产”，则�( ) 0.5P A = ，�( ) 0.3P A = ，�( ) 0.2P A = ；�( | ) 1 0.1 0.9P B A = − = ，�( | ) 0.93P B A = ，�( | ) 0.95P B A = ．于是根据全概率公式： ������( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | )P B P A P B A P A P B A P A P B A= + +  

= 0.5×0.9+0.3×0.93+0.2×0.95=0.919． 

2．贝叶斯公式 

在全概率公式中，关于事件�A 的信息是已知的，所以 ( | )iP B A ( 1, 2, , )i n= ⋅ ⋅ ⋅ 称为先

验概率．有时需反过来由结果事件 B的信息来估计或验证原先的信息，即求概率 ( | )iP A B ，

这个概率称为后验概率．为了避免下标的混乱，将后验概率记作 ( | )�P A B ．利用乘法公式

（7.9）、（7.10），再结合全概率公式（7.15）可得 

1

( ) ( ) ( | )
( | )

( )
( ) ( | )

k k k
k n

i i
i

P A B P A P B A
P A B

P B
P A P B A

=

= =
∑

1, 2, ,k n= ⋅ ⋅ ⋅（ ），        （7.17）  

这个公式称为贝叶斯公式．在贝叶斯公式中，分母是 n项之和，分子恰为这 n项中的第 k项． 

例 7.14  在例 7.13中，如果实际抽到的产品是正品，问所抽到的该产品是甲、乙、丙

图 7-3  全概率公式示意图 

�A��A��A��A�Ω

B
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厂生产的概率各为多少？ 
解  本例是求后验概率 ( | )�P A B ( 1, 2,3)k = ，例 7.13中计算 ( )P B 的 3项之和为 ( )P B

＝0.45＋0.279＋0.19＝0.919，所以按贝叶斯公式，可算得： �0.45
( | ) 0.4897

0.919
P A B = = ，�0.279

( | ) 0.3036
0.919

P A B = = ，�0.19
( | ) 0.2067

0.919
P A B = = ． 

后验概率往往被看作是在得到新的信息（ B已发生）后，对原概率�( ) 0.5P A = ，�( ) 0.3P A = ，�( ) 0.2P A = 的一种修正． 

习 题 七 

1．设 A， B，C表示 3个事件，利用 A， B，C及其运算表示下列事件． 
（1） A发生， B，C都不发生； （2） A，B都发生，C不发生； （3）所有 3个事件都发生； 

（4）3个事件中至少有 1个发生； （5）3个事件都不发生；    （6）只有 B发生； 

（7）只有 B不发生；    （8）不多于 1个事件发生；      （9）不多于 2个事件发生；   

（10）3个事件中至少有 2个发生． 

2．向指定的目标射击 3枪，以�A ，�A ，�A 分别表示事件“第一、二、三枪击中目标”，试用�A ，�A ，�A 及其运算表示以下事件． 

（1）只击中第 1枪； （2）只击中 1枪； （3）3枪都未击中；     （4）至少击中 1枪． 

3．某村有 200户人家，34户没有孩子，98户有 1个孩子，49户有 2个孩子，19户有多于 2个孩子．从

中任选 1户人家，这户人家只有 1个孩子的概率为多少？这户人家有至少 1个孩子的概率为多少？ 

4．从一批由 37件正品，3件次品组成的产品中任取 3件产品，求： 

（1）3件中恰有 1件次品的概率；  （2）3件全是次品的概率；   （3）3件全是正品的概率； 

（4）3件中至少有 1件次品的概率；  （5）3件中至少有 2件次品的概率． 

又，如果抽取方式改为分 3次抽取，每次无放回地取一件产品，则上述概率如何求？ 

5．某城市有 50%的住户订日报，有 65%的住户订晚报，有 85%的住户至少订这两种报纸中的一种．记

者随机采访该城市的一家住户，发现其同时订两种报纸的概率是多少？ 

6．一大型超市声称，进入商店的小偷有 60%可以被电视监测器发现，有 40%被保安人员发现，有 20%

被监测器和保安人员同时发现，试求小偷被发现的概率． 

7．某公司有职工 210名，对他们进行调查发现有 160人会使用计算机，其中 78人受过高等教育，而

不会使用计算机的人中有 43人未受过高等教育．现从所有职工中任选一人，求： 

（1）他受过高等教育的概率； 

（2）他不会使用计算机的概率； 

（3）已知他没有受过高等教育，求他会使用计算机的概率； 

（4）已知他会使用计算机，求他受过高等教育的概率； 

（5）求他既会使用计算机又受过高等教育的概率； 

（6）求他既不会使用计算机，又没有受过高等教育的概率． 



第 7章  随机事件及其概率                               99 

 

8．对 100家企业 2001年、2002年的经营情况进行调查，得到的结果是：有 55家企业两年都盈利，

有 15家企业两年都亏损，其余的企业都为一年盈利、一年亏损，其中先盈后亏的企业有 20家，现从中任

选一家企业，求： 

（1）它在 2002年是盈利的概率；    （2）它在 2001年是亏损的概率； 

（3）它连续两年是盈利的概率；     （4）它连续两年是亏损的概率； 

（5）已知它在 2001年是盈利，求它在 2002年是盈利的概率； 

（6）已知它在 2001年是亏损，求它在 2002年是亏损的概率． 

9．甲、乙两城市都位于长江下游，根据一百余年来气象的记录，知道甲、乙两城市一年中雨天占的

比例分别为 20%和 18%，两地同时下雨的比例为 12%，问： 

（1）乙市为雨天时，甲市为雨天的概率是多少？ 

（2）甲市为雨天时，乙市为雨天的概率是多少？ 

（3）甲、乙两城市至少有一个为雨天的概率是多少？ 

10．某种动物从出生活到 20岁的概率为 0.8，活到 25岁的概率为 0.4，问现年 20岁的这种动物活到

25岁的概率是多少？ 

11．一批零件共 100件，其中次品 10个，从这批零件中每次任取一个零件，取出的零件不再放回，

求第 3次才取到正品的概率． 

12．两个电池 A和 B并联后再与电池C串联，构成一个复合电源接入电路，各电池是否发生故障相

互独立，设电池 A， B，C损坏的概率分别是 0.3，0.2，0.1，求电路因电池故障而无法供电的概率． 

13．加工某一零件共需 4 道工序，设第 1、2、3、4 道工序的次品率分别是 2%、3%、5%、2%，假

定各道工序是互不影响的，求加工出来的零件的次品率． 

14．甲、乙、丙 3人向同一飞机射击，设甲、乙、丙射中的概率分别为 0.4、0.5、0.7． 

（1）求只有 1人射中飞机的概率； 

（2）求恰有 2人射中飞机的概率； 

（3）求 3人都射中飞机的概率． 

15．某人投篮的命中率仅为 0.3，有一天他去练习投篮，打算投不中接着投，投中为止． 

（1）他在第 4次才投中的概率是多少？ 

（2）他投篮不超过 4次就结束练习的概率是多少？ 

16．有 6个电子元件，它们工作时发生故障的概率都是 r（ 0 1r< < ），若发生故障则出现断路． 

（1）将 6 个元件两两串联形成 3 个组合件，然后把这 3 个组合件并联起来接入电路，求电路工作时

出现断路的概率； 

（2）将 6 个元件 3 个一组并联形成 2 个组合件，然后把这 2 个组合件串联起来接入电路，求电路工

作时不出现断路能正常工作的概率． 

17．某工厂由甲、乙、丙 3个车间生产同一种产品，每个车间的产量分别占全厂的 25%、35%、40%，

各车间产品的次品率分别为 5%、4%、2%，求全厂产品的次品率． 

18．上题中，如果从全厂总产品中抽取一件产品抽得的是次品，求它依次是甲、乙、丙车间生产的概
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率． 

19．2台车床加工同样的零件，第 1台加工后的废品率为 0.03，第 2台加工后的废品率为 0.02，加工

出来的零件放在一起，已知这批加工后的零件中，由第 1台车床加工的占 2/3，由第 2台车床加工的占 1/3，

从这批零件中任取一件，求这件是合格品的概率． 

20．单项选择题 

（1）设有 3个事件 A，B，C，用 A，B，C表示“至多有 3个事件发生”为              （    ） 

A． A B C+ + ； B． ABC；   C． ABC ABC ABC+ + ； D．Ω ． 
（2）在某学校学生中任选一名学生，设 A＝“选出的学生是男生”，B＝“选出的学生是三年级学生”， 

C＝“选出的学生是篮球运动员”，则 ABC的含义是                                       （    ） 

A．选出的学生是三年级男生；    B．选出的学生是三年级男子篮球运动员； 

C．选出的学生是男子篮球运动员；   D．选出的学生是三年级篮球运动员． 

（3）掷一颗骰子的试验，观察其出现的点数，记 A＝“掷出偶数点”，B＝“掷出奇数点”，C＝“掷
出的点数小于 5”，D＝“掷出 1点”，则下述关系错误的是                                 （    ） 

A． B A= ；  B． A与 D互不相容； C．C D= ；   D． A BΩ = + ． 

（4）某事件的概率为 0.2，如果试验 5次，则该事件                                   （    ） 

A．一定会出现 1次；B．一定出现 5次；  C．至少出现 1次；  D．出现的次数不确定． 

（5）对一个有限总体进行有放回抽样时，各次抽样的结果                                （    ） 

A．相互独立；  B．是相容的；   C．互为逆事件；  D．不相容但非逆事件． 

（6）若 ( ) 0.5P A = ， ( ) 0.5P B = ，则 ( )P A B+ =                                         （    ） 

A．0.25；   B．1；    C．0.75；    D．不确定． 

（7）已知 ( ) 0.4P A = ， ( ) 0.3P B = ， ( ) 0.6P A B+ = ，则事件 A和 B                        （    ） 

A．相容但不独立； B．独立但不相容；  C．独立且相容；  D．不独立也不相容． 

（8）玩 3种电脑游戏，都有机会获得小奖品，各种游戏是否获奖相互独立，获奖概率分别是 0.2、0.3、

0.4．某人打算把 3种游戏都玩一遍，则他获奖的概率是                                     （    ） 

A．0.024；  B．0.664；   C．0.876；   D．0.900． 

（9）3人抽签决定谁可以得到惟一的一张足球票．现制作 2张假票与真票混在一起，3人依次抽取，

则                                                                                   （    ） 

A．第 1人获得足球票的机会最大；   B．第 2人获得足球票的机会最大；   

C．第 3人获得足球票的机会最大；   D．3人获得足球票的机会相同． 

（10）已知 ( ) 0.5P A = ， ( ) 0.4P B = ， ( ) 0.6P A B+ = ，则 ( | )P A B =                       （    ） 

A．0.2；   B．0.45；    C．0.6；    D．0.75． 



第 8章  随机变量及其概率分布 

8.1  离散型随机变量及其分布律 

8.1.1  随机变量 

随机试验的结果往往表现为数量，如抛掷骰子出现的是点数，摸球试验摸出的是红球

数（参看例 7.9），射击目标的结果是击中次数，观测潮位看到的是水位高度．有些随机试

验的结果并不直接表现为数量，但可以将其数量化，如抽牌试验中将牌张编号（参看例 7.3），

抽出的便是编号数．又如观察婴儿的性别，用 0表示出生女婴，用 1表示出生男婴，则观

察到的就是数 0或数 1． 
用字母 X 表示试验的数值结果， X 可能取许多不同的数值，因此 X 是变量．另一方

面，试验之前无法断定 X 取什么值，试验之后可以观察到它的取值，即变量 X 具有随机性，
其取值有一定的概率表现，所以将随机试验的数值结果称为随机变量．随机变量通常用大

写字母 , ,X Y Z等表示． 

例 8.1  投币试验．抛出一枚硬币， X 为“出现正面的次数”，则 X 的可能取值为 1，
0，即 ( 1)X = =“正面朝上”， ( 0)X = =“反面朝上”，显然 X 是随机变量，并且

( 1)P X = = ( 0)P X = =0.5． 

例 8.2  抽牌试验．将 52张牌按例 7.3的方式编号，随机地抽一张牌，设 X 为“抽得

牌张的编号”．显然 X 是随机变量，它有 52 个可能的取值，其中(14≤ X ≤26)=“抽到红

心”，并且 P (14≤ X ≤26)=0.25． 
从以上两例看出，随机变量的取值或取值范围表示随机事件，并且有对应的概率．随

机变量本身并不是事件，记号 ( )P X 是没有意义的．研究随机变量最主要的是分析它的概

率特征，即研究随机变量各种取值情况的概率．随机变量的全部概率特征称为随机变量的

概率分布． 

8.1.2  离散型随机变量 

如果随机变量 X 的取值可以一一列出，则称 X 是离散型随机变量．离散型随机变量并
不排除可能取无穷多个数值，只是要求这些取值可以按某种顺序一一列出而不是连成一片

的．设 X 的可能取值为�x （ 1,2,k = L ），并且相应的概率 
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( )��P X x p= = （ 1,2,k = L ）                    （8.1）  

都已知道，则该随机变量的概率特征就完全搞清楚了．所以将（8.1）式称为离散型随机变

量 X 的分布律，写成矩阵（表格）形式为 

X ～ 1 2

1 2

k

k

x x x

p p p

 
 
 

L L

L L
．                      （8.2）  

这里“～”号表示“服从于”的意思，矩阵的第 1行是 X 的所有可能取值，第 2行是这些

取值所对应的概率．分布律有形象化的矩阵形式（8.2），故又称作分布列． 

在分布律中，所有的概率均应非负，另一方面根据可加性，所有概率之和表示必然事

件的概率，应该等于 1，因此分布律具有以下性质： 
（1）非负性  �p ≥0（ 1,2,k = L ）； 

（2）完备性  1��p =∑ ． 

例 8.3  一种有奖储蓄，20万户为一开奖组．设特等奖 20户，每户奖金 4000元；一

等奖 120户，每户奖金 400元；二等奖 1200户，每户奖金 40元；末等奖 4万户，每户奖

金 4元．求一个储蓄户得奖额 X的分布律． 
解  注意 X 是“得奖额”（不是“奖等”），它的所有可能取值为 4000，400，40，4，0
（最后一个值 0 不可遗漏）．对应的概率是获奖名额与总户数（20 万）之比，容易求得分
布律为 

X ～
4000 400 40 4 0

0.0001 0.0006 0.006 0.2 0.7933

 
 
 

， 

其中最后一个概率 0.7933利用分布律的完备性求得．可见绝大多数储户是不中奖的，这是

各种摸奖、抽奖、彩票活动的共同特点． 

例 8.4  10件产品中，有 3件次品，7件正品．现从这 10件产品中任取 2件产品，记

X 是“抽得的次品数”，求 X 的分布律． 

解  求分布律首先要认清 X 的确切含义，正确地分析其所有的可能取值．本例中，抽

得的次品数 X 可能取值为 0，1，2．对应的概率可参照例 7.7，利用组合数求得： �����7( 0)
15

C
P X

C
= = = ，
�������7( 1)

15

C C
P X

C
= = = ，
�����1( 2)

15

C
P X

C
= = = ， 

于是 X 的分布律为 X ～
0 1 2

7 7 1

15 15 15

 
 
   

．这个分布律显然满足非负性和完备性的要求． 

例 8.5  求 a的值，使 X 的分布律为 ( ) (0.4)kP X k a= = （ 1,2,k = L ）． 

解   这里 X 的可能取值有无限多个，因而完备性表现为无穷级数之和．由



第 8章  随机变量及其概率分布                            103 

 

�0.4
(0.4) 1

1 0.4
��a a

∞

=

= × =
−∑ ，推出 1.5a = ． 

离散型随机变量的分布律可以列表（如例 8.3，例 8.4），也可用公式（8.1）表示（如

例 8.5）．这两种不同的表现形式，其本质是相同的，都给出了一个以概率为函数值，自变

量取离散值的离散型函数．这个函数作为分布律刻画了随机变量的概率特征，描述出离散

型随机变量的概率分布，因而不同的随机变量有不同的分布律． 

以下讨论三种常见的分布：两点分布、二项分布、泊松分布． 

8.1.3  两点分布 

若随机变量 X 的可能取值仅两点 0和 1，且 ( 1)P X p= = ，则 X 的分布律为 

X ～
1 0

p q

 
 
 
，                            （8.3）  

其中 1q p= − ，X 具有这样的分布律，就称 X 服从参数为 p的两点分布，两点分布又称为

0－1分布．两点分布的分布律可用公式表示为 
1 1( ) (1 )k k k kP X k p p p q− −= = − =   （ 0,1k = ）． 

例 8.6  袋中有 6只白球和 4只红球，从中任取一只，X 为“取得的白球数”，求 X 的
分布律． 
解  显然 X 只能取 1（取得白球）和 0（取得红球），并且 ( 1) 0.6P X = = ，所以 X 服

从参数为 0.6的两点分布，其分布律为 X ～
1 0

0.6 0.4

 
 
 

． 

两点分布是最简单的分布，同时又是很重要的分布，因为任何随机试验都与两点分布

相联系：设 A是试验中的某一事件， X 是“一次试验中 A出现的次数”，显然 ( 1)X = 表示
A发生而 ( 0)X = 表示 A不发生，若 ( )P A p= ，则 X 的分布律由矩阵（8.3）给出，即 X 服

从参数为 p的两点分布． 
以后还会看到，将一个复杂的随机变量分解成两点分布之和，可以在相关的概率分析

中起到事半功倍的作用． 

8.1.4  二项分布 

1．伯努利（Bernoulli）试验 

将随机试验在相同的条件下独立地重复 n次，观察事件 A出现的次数，称为伯努利试
验，或 n次重复独立试验，事件 A出现 k次的概率记为 Pn(k)．这里的“独立”是指前后各
次试验互不干扰、互不影响． 
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伯努利试验是很常见的试验，如投篮 n次观察投中多少次，有放回地抽样 n次（抽牌、
摸球、检验产品等）观察抽中的次数等． 
例 8.7  产品次品率为 0.2，从中有放回地抽取 5次，每次取一个，求出现 2次次品的
概率． 
解  有放回抽样具有独立性，属于伯努利试验，本例即求 P5(2)．设 iA =“第 i次抽样

中出现次品”，有放回抽样中单次概率都相同，即 

( ) 0.2iP A = ， ( ) 0.8�P A = （ 1, 2, 3, 4, 5i = ）． 

5次抽样情况可以是 

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5, , ,A A A A A A A A A A A A A A A L , 

相当于在 5个位置中安放 2个次品位置，这样的情况共有��C 种，互不相容，其概率按独立
性条件计算都是 2 30.2 0.8× ，所以由加法公式得 2 2 3

5 5(2) 0.2 0.8P C= ． 

一般地，在伯努利试验中， A出现的概率是 p，则 

( )�P k = (1 )k k n k
nC p p −− 0,1,2, ,k n= L（ ）．                 （8.4）  

这种概率模型称为伯努利概型． 

2．二项分布 

如果随机变量 X 的分布律由公式（8.4）给出，即 

( ) (1 )k k n k k k n k
n nP X k C p p C p q− −= = − =  0,1,2, ,k n= L（ ），          （8.5）  

式中 1q p= − ，则称 X服从参数为 n和 p的二项分布（或伯努利分布），记为 X ～B (n, p)．这

里的 B是 Bernoulli（伯努利）的第一个字母．二项分布的名称来源于牛顿二项展开式 �1 ( )
��������p q C p q −

=

= + = ∑ ， 

公式（8.5）给出的 1n + 个概率值恰是上述二项展开式的各项，二项分布的完备性也同时由
此得以验证． 
结合（8.4）式和（8.5）式可知，当 X 是 n次重复独立试验中事件 A出现的次数，且

( )P A p= 时，X 服从二项分布，其中 n是重复试验的总次数， p是单次试验中事件 A的概

率．当 1n = 时，二项分布退化为两点分布，因此两点分布可记为 X ～B (1, p ) ． 
例 8.8  某篮球运动员投篮命中率的统计值是 0.7，现投篮 10 次，问他投中 7 次的概

率是多少？ 
解  投篮属于重复独立试验，所以投中次数 X 服从二项分布．其中参数 10n = 是投篮
总次数， 0.7p = 是单次投中的概率，所求概率按公式（8.5）计算为 

7 7 3 7 3
10( 7) 120 0.7 0.3 0.2668P X C p q= = = × × = ． 

可见“命中率为 0.7”与“10投 7中”相去甚远，后者只有不到 27%的可能性，发生的概
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率是很小的． 

二项分布的概率计算有现成的公式（8.5），遇到实际问题要注重分析是否属于具有“重

复、独立”特征的伯努利概型，以便应用二项分布的现成结论．下面是几个二项分布的典

型环境： 

（1）固定总次数的射击、投篮等独立运作； 

（2）有放回抽样问题； 

（3）总量庞大的无放回抽样问题（近似于有放回抽样）； 

（4）多台同类仪器或设备并联使用中的故障问题． 

这里将设备运行问题归入伯努利概型是因为其实质上相当于总量庞大的无放回抽样问

题． 

例 8.9  日光灯管正常使用一个月，会有 1%的损坏率．一个教室内安装了 16 支日光

灯，问一个月内有 3支或 3支以上灯管不亮的概率是多少？ 
解  这是设备并联使用问题，可按伯努利概型来对待．试验次数是日光灯总数 16n = ，
单独一根灯管损坏的概率是 1% 0.01p = = ，设 X 是损坏的灯管数，则 X ～ (16,0.01)B ．所

求的概率是 (P X ≥3)，利用逆事件求概率比较简便，因为 

(P X ≤ 2) ( 0) ( 1) ( 2)P X P X P X= = + = + =  
0 0 16 1 1 15 2 2 14
16 16 16(1 ) (1 ) (1 )C p p C p p C p p= − + − + −  

= 0.85156＋0.13761＋0.01042=0.99949， 
所以 (P X ≥3) =1－ (P X ≤ 2) =0.00051．计算表明，除非有人为的非正常因素，3 支以上

灯管不亮几乎是不可能的． 
例 8.10  一批螺丝次品率为 0.05，商店将 10 个螺丝包成一包出售，并承诺其中多于

一个次品即可退货．问商店将承受多大的退货率？ 
解  设 X 是一包螺丝中次品的个数，退货率即概率 ( 1)P X > ．本例是任取 10 个螺丝

（一包）的无放回抽样问题，因为一批螺丝总量庞大，所以可视作伯努利概型，即 X ～
(10,0.05)B ．利用逆事件求概率比较简便： 

( 1) 1 (P X P X> = − ≤ ����1) 1 (0) (1)P P= − − 10 91 0.95 10 0.05 0.95 0.0861= − − × × = ， 

即退货率约为 8.6 %． 

8.1.5  泊松（Poisson）分布 

如果随机变量 X的可能取值为0,1,2, , ,kL L （无穷），且分布率为 

( ) e
!

k

P X k
k

λλ −= =   0 , 1,2,kλ > = L（ ），               （8.6）  

则称 X 服从参数为λ的泊松分布，记为 X～ ( )P λ ．这里的 P是 Poisson（泊松）的第一个

字母．验证泊松分布（8.6）的完备性需要用到幂级数知识，此处从略． 
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泊松分布来源于“排队现象”，刻画稀有事件出现的概率．如某时间段的电话呼叫、机

器纺织的纱线断头、大型商店的顾客到来、交通路口的车辆通过等，都可以用泊松分布来

描述． 

理论推导表明，当 n 很大， p很小而 n p大小适中时，二项分布近似于泊松分布，即

有近似式 

( ) e
!

k

nP k
k

λλ −≈   ( )n pλ = ，  
( )

(1 ) e
!

k
k k n k np
n

n p
C p p

k
− −− ≈ ． 

这个近似式为计算二项分布的概率提供了方便，尤其是当 n很大时，计算组合数��C 有困难，
而利用 n pλ = 转换成泊松公式就比较容易． 

为了使计算更为方便，人们专门编制了泊松分布数值表以备查阅（见附表 2）．泊松分布

数值表通常给出向后累计的概率，求单个概率或者向前累计的概率应注意还要另外做减法． 

例 8.11  某厂有同类设备 80台，发生故障的概率都是 0.01，当一台设备发生故障时需

要有一个工人来维修处理．现考虑用两种方式进行管理： 

（1）由 1名工人负责维修 20台设备； 

（2）由 3名工人负责维修 80台设备． 

试分别求出设备发生故障而需要等待维修的概率． 
解  （1）设 X 是 20 台设备中发生故障的设备数，由于 X 面对一个维修工人，所以

当 1X > 时即出现等待维修的现象，所求的概率显然是 ( 1)P X > ．设备运行问题服从二项分
布，即 X ～ (20,0.01)B ，但 20n = 较大， 0.01p = 较小而 0 2n pλ = = . 适中，所以可认为近
似地有 X ～ (0.2)P ，查附表 2可直接得到概率为 ( 1) (P X P X> = ≥ 2) 0.0175= ．  

（2）设 X 是 80台设备中发生故障的设备数， X 面对 3个维修工人，故所求的概率是
( 3)P X > ，由于 X ～ (80,0.01)B 而 80 0.01 0.8λ = × = 大小适中，所以近似地有 X ～ (0.8)P ，

查附表 2可直接得到概率为 ( 3) ( ) 0.0091P X P X> = =≥4 ． 

经比较发现，后一种管理方式不仅每人平均负责维修的设备数有所增加，而且维修等

待的概率大大降低，因此由多人共同看管设备的管理经济效益要好于单人分别看管设备．由

此可见，用概率论知识建立模型，能够解决某些有效运用人力、物力资源的问题． 

8.2  连续型随机变量及其概率密度 

8.2.1  连续型随机变量 

1．概率密度函数 

若随机变量 X 的所有可能取值不能一一列出，而是连成一片形成区间，则 X 就可成为
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连续型随机变量．如测量零件尺寸、检验电池寿命、观察降雨量等，都要归结为连续型随

机变量． 

由于 X 要面对一大片的取值，单点取值的概率 ( )P X x= 必然微乎其微，而且无法一
一列出，所以不能用建立分布律的方法来对待连续型随机变量，应该转而研究随机变量取

值范围的概率 (P a X< ≤ )b ． 
离散型随机变量取值范围的概率曾在例 8.9中涉及，那是一些概率的累计值，即 

(P a X< ≤ )b
( , ] ( , ]

( )��k k
x a b x a b

P X x p
∈ ∈

= = =∑ ∑ ， 

其中 ( )��p P X x= = 是由（8.1）式确定的反映随机变量特征的离散型函数．由此引申出去，

连续型随机变量取值范围的概率应当是一个“连续”的累计过程．按照微积分的观点，连

续的累计过程是和的推广，含有无限分割、无穷积累的思想，需要用积分来表现，而被积

函数与上面和式中的�p 相类似，应该是反映该随机变量特征的连续型函数，即 

(P a X< ≤ )b ( )d
��f x x= ∫ ．                     （8.7）  

式中体现随机变量特征的函数 ( )f x 称为随机变量 X 的概率密度函数，简称密度函数或密

度．注意（8.7）式中大写字母 X 表示随机变量，小写字母 x表示积分变量，两者切勿相混，
尤其是 (a x< ≤ )b 不能表示随机事件，因而 (P a x< ≤ )b 是没有意义的． 

知道概率密度函数 ( )f x 就可以通过积分计算有关随机变量 X 的各种概率，所以密度

( )f x 全面描述了连续型随机变量 X的概率特征，因而不同的随机变量有不同的密度函数． 

2．密度函数的性质 

根据概率的非负性和完备性可知，密度函数具有如下和离散型随机变量的分布律类似

的性质： 

（1）非负性  ( )f x ≥0；     （2）完备性  ( )d 1f x x
+∞

−∞
=∫ ． 

例 8.12  设
2(3 ), 0 3

( )
0,

k x x x
f x

 −= 
 其他

剟
是随机变量 X的概率密度函数，求 k 的值及

(1P X< ≤5)， (P X ≤1)． 

解  由完备性（注意分段函数的积分处理）知， 
3

3
2 2 3

0
0

3 1 9
1 ( )d (3 )d

2 3 2
f x x k x x x k x x k

+∞

−∞

 = = − = − =  ∫ ∫ ， 

所以 2 9k = ．计算连续型随机变量的概率要做积分，根据（8.7）式， 

(1P X< ≤5)
�����2 20

( )d (3 )d
9 27

f x x x x x= = − =∫ ∫ ， 
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(P X ≤1) 1 (1P X= − < ≤ 7
5)

27
= ． 

后一个概率也可以通过积分计算，结果是一样的． 

3．概率的几何意义 

定积分的几何意义是面积，而概率表现为积分，所以概率（8.7）的几何意义是密度函

数曲线与坐标横轴之间、介于两直线 x a= 和 x b= 范围内的面积，如图 8-1所示．简言之：

概率值等于密度曲线下方的面积． 

令图 8-1中的两直线分别向左、右无限伸展，就得到 

(P X ≤ ) ( )d
�

b f x x
−∞

= ∫ ， ( ) ( )d�P X a f x x
+∞

> = ∫ ， 

( ) ( )d 1P X f x x
+∞

−∞
−∞ < < +∞ = =∫ ， 

其中前两式分别表示密度曲线下方，直线 x b= 左侧的所有面积和直线 x a= 右侧的所有面
积，第三式正是密度的完备性公式，即整个密度曲线下方的面积等于 1． 

概率的几何意义很重要，因为许多常见随机变量的密度表达式都很复杂，积分计算难

度较大，往往需要通过面积的关系来理解概率原理、把握计算方法． 

4．单点概率 

在图 8-1中，设想直线 x a= 和 x b= 无限靠近，最后变成一条线，如图 8-2所示，由此
可知，单点取值 ( )X x= 的概率等于密度曲线下方线段的面积．因为线段的宽度为零，所以
单点概率为零，即 

( ) 0P X x= = ． 

( )f x

a b
x

           

x

( )f x

x
 

图 8-1  概率的几何意义                          图 8-2  单点概率 

这是连续型随机变量的重要特征，因此对于连续型随机变量来说，增减个别的点并不影响

概率的计算，如 
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(P a≤ ) ( )X b P a X b< = < < (P a X= < ≤ ) (b P a= ≤ X ≤ )b ． 

单点概率为零还透现出一个重要的概率原理：不可能事件的概率为零，但概率为零的

事件未必是不可能事件． 

利用无穷小的概念，可以更加深入地理解单点概率．在图 8-2 中，将曲线下方的线段

看成具有无穷小的宽度dx，则单点概率为 
( ) ( )dP X x f x x= = ，                       （8.8）  

即单点概率不再简单地等于 0，而是一个无穷小量，其内涵要丰富得多．（8.8）式表明，密
度函数值 ( )f x 本身并不是概率，但它表示各点概率之间的比例，密度的称呼因此而名副其

实．单点概率虽然都等于 0，但它们作为无穷小可以进行比较，不同点处的密度曲线的起
伏，正是反映了随机变量不同取值可能性的相对大小关系． 

8.2.2  均匀分布 

如果随机变量 X的概率密度函数是 

1
,

( )
0,

a x b
f x b a


= −
 其他

剟
，                     （8.9） 

则称 X服从区间[ , ]a b 上的均匀分布，记为 X ～ ( , )U a b ．均匀分布的密度曲线如图 8-3所

示． 
服从均匀分布的随机变量 X，其所有可能取值分布在
区间 [ , ]a b 上，而且在该区间上所有取值的可能性都相同

（密度曲线无起伏），由此冠名为均匀分布．均匀分布的密

度曲线下方的图形是一个矩形（参看图 8-3），完备性要求
该矩形的面积为 1，所以矩形的高度等于矩形长度b a− 的
倒数． 
均匀分布的概率总是等于图 8-3 中矩形的某一部分面
积．由于矩形的高度恒定，所以计算均匀分布的概率时，

只需考虑对应的矩形宽度是多少即可．比如当 a x b< < 时，
区间 ( , ]x−∞ 在矩形中切割到的宽度是 x a− ，因此 

(P X ≤ )
x a

x
b a

−=
−
． 

在估计误差时常常用到均匀分布．假设在数值计算中，数据都只保留到小数点后第 5

位，第 6 位以后的数字按四舍五入处理，则误差 X 是服从区间 5 5[ 0.5 10 ,0.5 10 ]− −− × × 上均

匀分布的随机变量．这样，对大量运算后产生的舍入误差进行分析就有章可循了． 

x

1

b a−

a b

图 8-3  均匀分布密度曲线 

O

( )f x
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8.2.3  指数分布 

如果随机变量 X的概率密度函数是 

e , 0
( ) ( 0)

0, 0

�x
f x

x

λλ λ
−

= >
<

≥
，                  （8.10）  

则称 X服从参数为λ的指数分布，记为 X ～ e( )λ ．这里的字母 e通常被用来代表指数函

数．指数分布的完备性不难通过积分予以验证，即函数（8.10）的积分为 ��( )d e d e 1��f x x xλ λλ
+∞ +∞ +∞− −

−∞
= = − =∫ ∫ ． 

指数分布也来自于“排队现象”，往往与泊松分布紧密联系．在实际问题中，诸如动植

物的寿命、随机服务系统中的服务时间等，都可用指数分布来描述. 

8.3  分布函数与函数的分布 

8.3.1  分布函数 

设 X 是随机变量， x是一个数，则概率 (P X ≤ )x 与 x 有关，随 x 的变化而变化，因
而是 x的函数．称 ( ) (F x P X= ≤ )x 为 X的分布函数．与密度函数不同，分布函数 ( )F x 的

取值本身就是一个概率值， ( )F x 的定义域为整个实数域． 

分布函数 ( )F x 是在区间 ( , ]x−∞ 上的“累积概率”，不要与单点概率相混淆．对于离散
型随机变量，累积概率表现为求和，即 

( )�kx x

F x p= ∑
�
，                         （8.11）  

其中 ( )��p P X x= = 是 X 的分布律．对于连续型随机变量，累积概率表现为积分，即 

( ) ( )d
�

F x f x x
−∞

= ∫ ，              （8.12） 

其中 ( )f x 是 X 的概率密度函数．利用积分上限函数的

求导法则，可以得到 
( ) ( )F x f x′ = ， 

在 ( )f x 的连续点成立．这表明连续型随机变量的分布函

数和密度函数恰好构成一对原函数与导函数． 
从（8.11）式可以看出，离散型随机变量的分布函
数是具有跳跃性的阶梯函数，应用起来不甚方便，所以

下面主要针对连续型随机变量研究分布函数．根据

（8.12）式可知， ( )F x 的几何意义是密度曲线之下、x左

( )F x

x

( )f x

x

 

图 8-4  分布函数的几何意义 



第 8章  随机变量及其概率分布                            111 

 

方的所有面积，如图 8-4所示．由此不难得到分布函数的如下性质： 
（1）有界性  0≤ ( )F x ≤1；  

（2）单调性  ( )F x 是 x的单调不减函数； 

（3）完备性  ( ) lim ( ) 1
x

F F x
→+∞

+∞ = = ， ( ) lim ( ) 0
x

F F x
→−∞

−∞ = = ； 

（4）互补性  ( ) 1 ( )P X x F x> = − ． 

此外，结合图 8-1和图 8-4不难发现 
(P a X< ≤ ) ( ) ( )b F b F a= − ．                   （8.13）  

以上性质对离散型随机变量也适用．公式（8.13）可以用来计算概率，不需要积分，

比用公式（8.7）方便得多．可惜的是在多数情况下，分布函数不易求得，即使求得也不是

简单的初等形式，所以处理概率问题还是多以密度函数为主． 
例 8.13  设 X ～ ( , )U a b （均匀分布），求分布函数 F(x) ． 

解  可以按照公式（8.12）计算积分，但在上节中已提到：对于均匀分布来说，求概
率不必做积分，只需求相应的矩形面积即可．当 x a< 时，区间 ( , ]x−∞ 未切割到矩形面积，
当 x≥b时，切割到整个矩形（参看图 8-3），因此 ( )F x 的值（面积）分别是 0和 1；而当 a

≤ x b< 时，切割到宽度为 x a− 的矩形．综合起来得到 
0,

( ) ,

1,

x a

x a
F x a x b

b a
x b

<
 −= < −


�

�

 ． 

均匀分布的分布函数 F(x)的图形如图 8-5所示， ( )F x 的图

形连续，尖点处无导数，恰为密度函数 ( )f x 的间断点（参

看图 8-3）． 

8.3.2  函数的分布 

设 X 是随机变量，则 X 的函数 ( )Y g X= 也是随机变量．现在已知 X 的分布，希望由

此求出函数 ( )Y g X= 的分布． 

当 X 是离散型随机变量时，求函数的分布比较容易． 

例 8.14  已知 X 的分布律为
1 0 1 2 5

0.1 0.2 0.3 0.1 0.3

− 
 
 

，求�Y X= 的分布律． 

解  �Y X= 的可能取值显然是 2 2 2 2 2( 1) ,0 ,1 ,2 ,5− ．由于事件 ( 4)Y = 和事件 ( 2)X = 相
同，所以概率也相等，其他的概率情况相类似，于是Y的分布律为    

 

1 

图 8-5  均匀分布函

o x b 

( )F x  

a 
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Y～
1 0 1 4 25

0.1 0.2 0.3 0.1 0.3

 
 
 

． 

将取值相同的概率合并得到 

Y～
0 1 4 25

0.2 0.4 0.1 0.3

 
 
 

． 

一般地，若 X 的分布律为 ( )��P X x p= = （ 1,2,k = L ），则 ( )Y g X= 的所有可能取值

为 ( )��y g x= （ 1,2,k = L ），并且概率值不变，即Y的分布律为 ( )��P Y y p= = （ 1,2,k = L ）． 

当 X是连续型随机变量时，求函数的分布往往比较复杂．设 X 的概率密度是 ( )�f x ，

求 ( )Y g X= 的概率密度 ( )�f y ，需要先求出Y的分布函数 ( )�F y = (P Y ≤ )y ，然后求导得到

( ) ( )��f y F y′= ．在求概率 (P Y≤ )y 时，要通过不等式变形或者积分换元计算积分，有时还

要分各种情况进行讨论，总之颇费周折，此处从略．不过应该强调的是，随机变量函数的

分布，其数学表达式有一定的复杂性，绝不能简单地、想当然地随意描画． 

8.4  正 态 分 布 

8.4.1  正态分布的定义与性质 

1．正态分布的定义 

如果随机变量 X的概率密度函数为 ��( )

2
1

( ) e
2

x

f x
µ

σ

σ

−−
=   ( 0σ > )，                 （8.14）  

则称 X服从参数为 µ和 2σ 的正态分布，记为 X ～ 2( , )N µ σ ． 

正态分布是最重要的分布．一方面，在自然界中取值受众多微小独立因素综合影响的

随机变量，一般都服从正态分布，如测量误差、质量指标、身高体重、考试成绩、用电数

量、炮弹落点等．可见随机变量服从正态分布是非常普遍的现象；另一方面，许多其他分

布又可以用正态分布来近似或导出．无论在理论上还是在实践中，正态分布都有着极其广

泛的应用． 

2．正态曲线的性质 

正态密度函数（8.14）的图像是钟形的曲线，如图 8-6 所示，称为正态曲线，又称高

斯（Gauss）曲线．正态曲线有如下性质： 
（1）正态曲线关于直线 x µ= 对称； 
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（2）x µ= 处正态曲线达到最高点 ( ) (1 2 )f µ σ= ，

两侧逐渐降低，并以 x轴为渐近线； 
（3）在对应于 x µ σ= ± 处，正态曲线有两个拐点； 
（4）整个正态曲线下方的面积为 1，即 ���( )

2 2
1 1

e d e d 1
2 2

x t

x t
µ

σ

σ

−−+∞ +∞ −

−∞ −∞
= =∫ ∫ ， 

式中 x tσ µ= + ．这个积分称为概率积分，又称高斯积
分．高斯积分的计算过程要用到较多的微积分知识，此

处从略．不过高斯积分的结果作为概率常识应当牢记． 
（5）若σ 固定，µ变动，则曲线会向左或向右平移，
几何形状不变，即 µ是曲线的位置参数；若 µ固定，σ 变动，则因面积恒定为 1而最高点

和拐点位置发生变化，故σ 越大（小），曲线越平坦（陡峭），即σ 是曲线的形状参数． 

3．标准正态分布 

当 0, 1µ σ= = 时，称 X 服从标准正态分布，记为 X ～ (0,1)N ．标准正态分布的概率

密度是 �
2

1
( ) e

2

x

xϕ
−

=  ． 

本书将 ( )xϕ 作为专用记号，以后不再说明．标准正态曲线的对称性、最高点、拐点、渐近
线、面积（积分）情况与一般正态分布类似，不再赘述． 

8.4.2  正态分布的概率计算 

1．标准正态分布的概率计算 

标准正态分布的分布函数为 �
2

1
( ) ( )d e d

2

t
x x

x t t tΦ ϕ
−

−∞ −∞
= =∫ ∫ ，                 （8.15） 

这里 ( )xΦ 也作为专用记号，以后不再说明．积分（8.15）

表示标准正态曲线之下、x左方的面积，如图 8-7所示． 
计算积分（8.15）之值的工作量很大，为方便起见，
人们编制了 ( )xΦ 的数值表，称为标准正态分布表（见附
表 1），这样，计算概率只要查表就行了．不过表中只有
x≥0 的数值，若遇到负值，则要利用图形的对称性和
完备性，按公式 ( ) 1 ( )x xΦ Φ− = − 进行非负化换算． 

2

( )f x

µ σ− µ σ+µ x

 
图 8-6  正态曲线 

x

( )xϕ

x

( )xΦ

 
图 8-7  标准正态分布函数 
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例 8.15  设 X ～ (0,1)N ，求以下概率： 

（1） (1 2)P X< < ；  （2） ( 1P X− < ≤ 2)； 

（3） ( 1.2)P X < ；  （4） (P X ≥1.8)； 

（5） ( 1.3)P X < − ；  （6）已知 ( ) 0.05P X a> = ．求 a的值． 

解  （1）利用公式（8.13）并查附表 1，得 
(1 2) (2) (1)P X Φ Φ< < = − 0.9772 0.8413 0.1359= − = ； 

（2）遇到负值，要作非负化换算： 
( 1P X− < ≤ 2) (2) ( 1)Φ Φ= − − (2) [1 (1)]Φ Φ= − −  

0.9772 0.8413 1 0.8185= + − = ； 
（3）含绝对值的不等式要作等价变形： 

( 1.2) ( 1.2 1.2)P X P X< = − < < (1.2) [1 (1.2)]Φ Φ= − −  

2 0.8849 1 0.7698= × − = ； 
（4）利用对称性及互补性， 

(P X ≥1.8) 2 (P X= ≥1.8) 2[1 (1.8)]Φ= − 2(1 0.9641) 0.0718= − = ； 

（5）这是直接的分布函数值，作非负化换算即可： 
( 1.3) ( 1.3) 1 (1.3) 1 0.9032 0.0968P X Φ Φ< − = − = − = − = ； 

（6）利用对称性得到 ( ) 0.025P X a> = ，再从互补性求得 ( ) 0.975aΦ = ，由此倒查附表

1得 1.96a = ． 

2．一般正态分布的概率计算 

对于非标准正态分布，可通过线性变换化为标准正态分布来处理．设 X ～ 2( , )N µ σ ，

则通过积分换元不难证明有以下重要结论： 
X

Y
µ

σ
−= ～ (0,1)N ．                       （8.16）  

这个结论叫做正态分布的标准化．对不等式作等价变形并根据结论（8.16）可以得到 

( )
X x

P X x P
µ µ

σ σ
− − < = <  

x x
P Y

µ µΦ
σ σ
− −   = < =      

． 

这说明非标准正态分布的概率计算，仍然可以直接利用标准正态分布的分布函数 ( )xΦ ，只
是在填写自变量时，先要进行标准化变换． 
例 8.16  设 X ～ (1,4)N ，求以下概率： 

（1） ( 3)P X < ；                  （2） (0 1.6)P X< < ； 
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（3） ( 1.7)P X > ；                （4） ( 1)P X > ． 

解  本例中 1µ = ， 2σ = ，于是 

（1）
3 1

( 3) (1) 0.8413
2

P X Φ Φ− < = = =  
； 

（2）
1.6 1 0 1

(0 1.6)
2 2

P X Φ Φ− −   < < = −      
(0.3) ( 0.5)Φ Φ= − −  

(0.3) [1 (0.5)]Φ Φ= − − =0.6179+0.6915 1− =0.3085； 

（3）
1.7 1

( 1.7 ) 1 1 (0.35)
2

P X Φ Φ− > = − = −  
=1 0.6368− =0.3632； 

（4）这里的绝对值不适用对称性， 

( 1) ( 1) ( 1)P X P X P X> = > + < − 1 1 1 1
1

2 2
Φ Φ

 −  − −   = − +       
 

1 (0) [1 (1)]Φ Φ= − + − =0.5+1 − 0.8413=0.6587． 

例 8.17  设 X ～ 2( , )N µ σ ，求概率 

( )P X µ σ− < ， ( 2 )P X µ σ− < ， ( 3 )P X µ σ− < ． 

解  注意到结论（8.16）及标准正态分布的对称性，可得 

( ) 1 2 (1) 1 0.6826
X

P X P
µµ σ Φ

σ
 − − < = < = − = 
 

； 

( 2 ) 2 (2) 1 0.9544P X µ σ Φ− < = − = ； 

( 3 ) 2 (3) 1 0.9974P X µ σ Φ− < = − = ． 

计算表明，正态变量有 99.74%的机会落入以 3σ 为半径的区间 ( 3 , 3 )µ σ µ σ− + 内，因此可
以说，正态变量几乎都在该区间内取值．这就是统计工作者经常使用的“3σ ”规则，尤
其在统计实践的快速分析中应用频繁． 

习 题 八 

1．将一枚硬币连续抛两次，以 X 表示所抛两次中出现正面的次数，试写出随机变量 X 的分布律． 
2．若 X 服从二点分布，且 ( 1) 2 ( 0)P X P X= = = ，求 X 的分布律． 

3．设随机变量 X 分布律为
2

( )
A

P X k
n

= = （ 1, 2, ,k n= L ），试确定常数 A． 

4．在 8根灯管中混有 2根坏灯管，现从中任取 3根灯管， X 为取得的好灯管数，试在下列两种情况
下求 X 的分布律． 

（1）无放回地取 3根灯管；    （2）有放回地每次取一根，共 3次取 3根灯管． 

5．某射手有 5发子弹，射一次命中的概率为 0.8，如果命中了就停止射击，如果不命中就一直射到子

弹用尽，求射击次数 X 的概率分布． 
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6．轮胎厂检验产品质量的方法是对每批轮胎随机抽取 10个逐个检验，若次品在一个或一个以内就检

验通过．若某批轮胎的次品率为 0.2，则该批轮胎验收通过的概率有多大? 

7．根据经验数据，自学考试某课程的通过率为 60%．若 10 个人相互独立地参加考试，有 4 人通过

的概率是多少？有 6人或 6人以上通过的概率是多少？ 

8．某车间有 12台相同的车床，每台车床由于工艺上的原因，时常需要停车，设每台车床停车（或开

车）是相互独立的，每台车床在任一时刻处于停车状态的概率为 1/3．计算在任一指定时刻，车间里恰有

2台车床处于停车状态的概率． 

9．电视机厂要求该厂产品次品率不超过 0.1%，在每日生产线完成的电视机中随机抽选检查，发现次

品立即停产．如果该企业希望当次品率为 0.1%时停产的概率不超过 0.05，则每天应检查多少台电视机? 

10．某航线的航班常常有旅客预定票后又临时取消，每班平均为 4人．若预定票而取消的人数服从以

平均人数为参数的泊松分布，求 

（1）正好有 4人取消的概率；    （2）不超过 3人（含 3人）取消的概率； 

（3）超过 6人（含 6人）取消的概率；  （4）无人取消的概率． 

11．某商店出售某种高档商品，根据以往经验，每月销售量 X 服从 3λ = 的泊松分布，问在月初进货

时要库存此商品多少件，才能以不低于 99%的概率满足顾客的需要？ 

12．一台仪表以 0.2为一个刻度，读数时选取与指针靠近的刻度值．实际测量值是均匀分布的，求实

际测量值（指针值）与读数之间的偏差  

（1）小于 0.04的概率；     （2）大于 0.05的概率． 

13．某城市每天用电量不超过 100 万 kW ⋅ h，以 X 表示每天的耗电率（即用电量除以 100 万 kW ⋅ h

所得之商），它的概率密度函数为 
�(1 ) , 0 1

( )
0,

ax x x
f x

 − < <= 
 其他

�
． 

（1）求 a的值； 
（2）若该城市发电厂每天供电量为 80万 kW ⋅ h，求供电不能满足需要（即耗电率大于 0.8）的概率． 

14．某种型号的电子管寿命 X (h)作为随机变量，其概率密度函数为 �100
, 100

( )

0,

x
f x x


= 
 其他

�
． 

（1）求 X 的分布函数并作出其图形； 

（2）若一无线电器材配有 3个这样的电子管，试计算该器材使用 150h内不需要更换电子管的概率． 

15．设 X ～�( , )N µ σ ， X 的概率密度函数为
�����( ) e���f x a − − += ， 试确定 , , ,a b µ σ 的值． 

16．设 X ～ (0, 1)N ，求概率： 

( 2.2)P X < ， ( 1.76)P X > ， ( 0.76)P X < − ， ( 1.55)P X < ， ( 2.5)P X > ． 

17．设 X ～ (3, 4)N ． 

（1）求概率 (2P X< ≤ 5)， ( 1.5)P X > − ， ( 2)P X < ， ( 1)P X < ， ( 0.5)P X > ； 

（2）确定 c使 ( ) (P X c P X> = ≤ )c ． 

18．设成年男子身高 X （cm）～ (170, 36)N ，某种公交车车门的高度是按成年男子碰头的概率在 1%

以下来设计的，问车门的高度最少应为多少? 
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19．某班一次数学考试成绩 X ～ (70,100)N ，若规定低于 60分为“不及格”，高于 85分为“优秀”，

问该班级： 

（1）数学成绩“优秀”的学生占总人数的百分之几？  

（2）数学成绩“不及格”的学生占总人数的百分之几？ 

20．单项选择题 

（1）随机变量的取值总是                                                          （    ） 

A．正的数；  B．整数；   C．有限个数；  D．实数． 

（2）下面哪一个符合概率分布的要求．                                              （    ） 

A． ( )
6

x
P X x= = （ 1, 2, 3x = ）；   B． ( )

4

x
P X x= = （ 1, 2, 3x = − ）； 

C． ( )
10

x
P X x= = （ 1, 2, 3x = ）；   D．

�
( )

15

x
P X x= = （ 1, 2, 3x = − ）． 

（3）离散型随机变量 X 的分布律为 ( )P X k ak= = （ 1, 2, 3, 4k = ），则 a =                （    ） 

A．0.05；   B．0.1；    C．0.2；   D．0.25． 

（4）随机猜测“选择题”的答案，每道题猜对的概率为 0.25，则 4道选择题相互独立地猜对 2道及 2

道以上的概率约为                                                                    （    ） 

A．0.1；   B．0.3；    C．0.5；   D．0.7． 

（5）某厂生产的零件合格率约为 99%，零件出厂时每 200个装一盒，设每盒中的不合格数为 X ，则 X

通常服从                                                                             （    ） 

A．正态分布；  B．均匀分布；   C．泊松分布；  D．二项分布． 

（6）已知 n个随机变量�X （ 1, 2, ,i n= L ）相互独立且都服从参数为 a的两点分布，则 ���X X X X= + + +L 服从                                                              （    ） 

A．两点分布；  B．二项分布；   C．泊松分布；  D．正态分布． 

（7）设连续型随机变量 X 的分布函数是 ( )F x ，密度函数是 ( )f x ，则 ( )P X x= =              （    ） 

A． ( )F x ；   B． ( )f x ；   C．0；  D．以上都不对． 

（8）设连续型随机变量 X 的分布函数是 ( )F x ，密度函数是 ( )f x ，则对于一个固定的 x ，下列说法

正确的是                                                                             （    ） 
A． ( )f x 不是概率值， ( )F x 是概率值；  B． ( )f x 是概率值， ( )F x 不是概率值； 

C． ( )f x 和 ( )F x 都是概率值；    D． ( )f x 和 ( )F x 都不是概率值． 

（9）设 X ～ (10, 25)N ，则 ( 5)P X < 和 ( 20)P X > 的概率分别为                         （    ） 

A．0.0228，0.1587； B．0.3413，0.4772；  C．0.1587，0.0228； D．0.4772，0.3413． 

（10）随机变量 X 服从区间 [ , ]a b 上的均匀分布是指                                   （    ） 

A． X 的取值是个常数；   
B． X 取区间 [ , ]a b 上任何值的概率都等于同一个正的常数； 

C． X 落在区间 [ , ]a b 的任何子区间内的概率都相同；  

D． X 落在区间 [ , ]a b 的任何子区间内的概率都与子区间的长度成正比． 
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