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前 言

本书系统地阐述了弹塑性力学的基本概念、理论和方法，充分考虑到结构的

严谨性和清晰性，并尽可能反映弹塑性力学的最新进展。在内容编排上，遵循难

点分散的原则，每一部分也尽可能由浅入深、循序渐进。此外，特别强调基本理

论及其前提假设，并以简明的思路引导读者掌握力学问题的实质，以免迷失在琐

碎的计算当中。

弹塑性力学作为许多工科专业硕士研究生的学位课程，既要突出学科的基

本内容，保持学位课程的稳定性，使学生掌握完整的学科体系；又应具有足够的

深度，使研究生学完课程之后能迅速接近学科前沿。在有限的篇幅内实现上述

理想，要求我们叙述精练、内容精选。例如，板壳理论的成果非常丰富，本书只能

介绍其中最基本的东西。

在本书中，采用张量分析法标记物理量并讲述一般理论，以使书写简洁、推

导清晰、物理意义明确，并提高学生阅读文献的能力。初次接触张量方法的读者

开始可能会感到不习惯，然而通常会很快熟悉起来并充分体会到其优越性。为

便于读者查阅，本书附录收入了张量分析以及其他必要的数学基础知识。

本书首先是为结构工程、机械工程、岩土工程、道路与桥梁工程等工科专业

的硕士研究生提供弹塑性力学教材，其次是为科技人员提供系统的理论参考。

作为教材时，为便于教师根据课时多少对内容做出取舍，本书将内容分为基本部

分和选学部分。其中基本部分具有基础性和系统性，通常是必修的；选学部分均

加注“”，略去它们不会影响教程的系统性。
编写本书参考了大量图书资料，有些引用标明了出处，而在学科的核心内容

上力图综合各家表述的长处，不便一一注明，只是在文献目录中列出了一些主要

参考资料。笔者在此对所有被引用的作者表示衷心的感谢，并恳请读者提出批

评指正。

编 者

２００４年１２月
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第１

章


弹塑性力学概论

弹塑性力学作为固体力学的一门分支学科已有很长的发展历史，其理论与

方法的体系基本完善，并在建筑工程、机械工程、水利工程、航空航天工程等诸多

技术领域得到了成功的应用。

为使读者对弹塑性力学的学科性质和基本内容有个概观性的了解，本章将

分别介绍下述内容：（１）基本概念；（２）基本假设；（３）研究方法；（４）学科简史；（５）
内容安排。

１１ 基 本 概 念

１１１ 学科定义

在实际工程中，我们总会遇到这样的问题：在特定荷载作用下，某房屋、桥

梁、机械或水坝等结构会发生多大的变形？结构内部的应力分布与状态如何？

结构有足够的承载能力吗？

弹塑性力学就是求解这类问题的一门学科，它研究物体在荷载（包括外力、

温度变化或边界约束变动等）作用下产生的应力、变形及承载能力。我们将表

明，上述问题都可归结为一组偏微分方程和边界条件，求解这些方程就可得出定

量的解答。

任何物体在荷载作用下都将产生变形。通常随着荷载的增大，材料变形可

由弹性阶段过渡到塑性阶段。弹性变形是指卸载后可以恢复或消失的变形；塑

性变形是指卸载后不能恢复而残留下来的变形。在传统上，弹性力学研究弹性

变形阶段的力学问题，塑性力学研究塑性变形阶段的力学问题。实际上，弹性阶

段与塑性阶段是整个变形过程中的两个连续阶段，且结构内部可能同时存在弹

性区和塑性区。因此，实际结构的变形分析常需要同时应用弹性力学和塑性力

学的知识，将两部分内容有机地结合起来便构成弹塑性力学的内容。



１１２ 研究对象

我们已经知道，材料力学基本上只研究杆件；结构力学主要是在材料力学的

基础上研究杆件系统；而弹塑性力学的研究对象则可以是各种固体，特别是各种

结构，包括建筑结构、车身骨架、飞机机身、船舶结构、机械设备、堤坝边坡、建筑

地基、洞室围岩，等等。

弹塑性力学也研究梁的弯曲、柱的扭转等问题，然而采用的假设和研究方法

与材料力学不尽相同，分析结果也就不同。例如，在材料力学中研究梁的弯曲时

采用了平截面假设，得出的解答是近似的；而弹性力学则不必作这种假设，所得

结果也比较精确，且可用来校核材料力学的近似解答。此外，弹塑性力学研究的

非圆截面柱的扭转、孔洞附近的应力集中等问题，都不是材料力学和结构力学的

简单方法所能解决的。

当然，弹塑性理论是针对理想模型建立起来的，例如弹性理论就假定其对象

为理想弹性体，弹性体就是实际物体的力学模型。事实上，对于任何复杂事物的

分析，其出发点都将是对现实事物进行逼真而又可行的理想化，以建立理想模

型。分析的可靠性和实用价值主要取决于在确立模型时对研究对象的认识，以

及对客观存在的各种有关控制条件和参数的正确反映程度（文献４３）。

１１３ 任务和目的

弹塑性力学的基本任务在于，针对实际问题建构力学模型和微分方程并设

法求解它们，以获得结构在荷载作用下产生的变形、应力分布及结构强度等。

学科发展到现在，其理论体系基本上已经完善。对于一些较为简单的问题，

获得了解析解答。由于计算技术的高度发展，目前即使那些非常复杂的弹塑性

力学问题也可以方便地求得数值解了。不过，还有一项实质性的任务有待完善，

即发展描述材料变形特性的本构理论，它包括材料的变形机理、本构方程（例如

应力与应变之间的关系）及特性参数。本构理论是弹塑性力学分析的物理基础，

其重要性显而易见。

采用弹塑性力学进行结构分析，其目的在于为结构设计提供科学依据。在

结构设计中，若将结构变形限制在弹性范围以内，则称为弹性设计。这种设计只

以弹性力学分析结果为依据。在某些情况下，结构物按弹性设计并采用较大的

安全系数以确保安全是必要的。然而，在实际工程中，弹性设计会遇到很多问

题。如果规定结构必须在弹性状态下工作，则意味着只要结构中某“危险点”的

应力达到弹性极限，结构就“破坏”或“失效”。这种设计在一定程度上将造成浪

费。我们知道，结构内部的应力分布通常是很不均匀的，当“危险点”达到弹性极

限时，结构的绝大部分却在过分安全的状态下工作，故材料未能充分发挥其潜在
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的性能。此外，有些情况下结构内的局部塑性变形是不可避免的，例如存在奇异

性应力集中的结构。遇到这些问题，经验丰富的设计师可以对弹性计算结果加

以修正，或选取适当的安全系数。但是，这种方法已经超出了弹性分析的范围，

不再具有严密的理论根据了（文献３９）。
结构物内局部高应力区进入塑性状态并不可怕。事实上，对于大多数材料

而言，超过弹性极限后还能继续承担应力，只是应变要大些且产生部分不可恢复

的塑性变形。如果允许出现局部塑性变形，其他材料单元将承受更大的应力，从

而提高整个结构的承载能力。实践表明，在保证一定安全度的情况下，进行弹塑

性设计或塑性设计（即考虑塑性变形的影响）可带来显著的经济效益。此时，需

要研究的问题有：在一定的荷载作用下将产生多大的塑性变形及塑性区？这种

塑性变形和塑性区对结构功能的正常发挥具有怎样的影响？解决这些问题需要

弹塑性力学方面的知识。

１２ 基 本 假 定

弹塑性力学研究宏观物体的力学行为，故以牛顿（Ｎｅｗｔｏｎ）力学作为理论基
础。此外，通常还要引进一些假设以使问题变得可以分析和求解。有些假设是

必需的（例如连续性假设）；而辅助性假设（例如均匀性假设）则是为简化问题的

处理而引入的，它们并不对弹塑性理论的基本架构产生实质性的影响。

需要指出的是，我们必须仔细研究各种假设的物理意义及其对解答的影响，

从而明确假设的作用以及基于假设的理论之适用条件。

１２１ 连续性假设

连续性假设有两层含义：（１）物质点无空隙地分布于物体所占据的整个空
间；（２）物体在变形过程中仍保持连续性，不出现开裂或重叠现象。显然，在连续
性假定下，表征物体变形和内力的量就可以表示为坐标的连续函数。这样，我们

在进行弹塑性力学分析时，就可以应用数学分析这个强有力的工具。

连续性假设显然与介质由不连续的粒子所组成这一事实相矛盾。但是，采

用连续性假设不仅是为了避免数学上的困难，更重要的是根据它所做出的力学

分析，被广泛的实践证明是正确的。事实上，从统计学的观点来看，只要物体的

尺寸足够大，与晶体材料的晶粒或混合材料的颗粒相比数量级悬殊，就可以当作

连续介质来处理。

１２２ 辅助性假设

为了解析求解，通常需要引入辅助性假设。其中均匀性假设认为，物体内各
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点处物理力学性质相同，即特性参数不随位置坐标而变化。各向同性假设认为，

材料的性质与方向无关，即特性参数不随方向而变化。例如，在做某种金属拉伸

试验时，不管试件从铸锭的哪个方向切出，都不影响结果；与拉力垂直的各个方

向都有相同收缩。实际上，金属材料由微小晶体组成，晶体本身是各向异性的。

但是，由于晶体很微小而排列又不规则，按其材料的平均性质，可以认为金属材

料是各向同性的。然而，有些材料则必须考虑各向异性，例如复合材料、木材

等。

小变形假设指物体在外力作用下产生的变形与其本身几何尺寸相比很小，

可以不考虑因变形而引起的尺寸变化。这样，就可以用变形以前的几何尺寸来

建立各种方程。此外，应变的二阶微量可以忽略不计，从而使得几何方程线性

化。然而，对于大变形问题，必须考虑几何关系中的高阶非线性项，平衡方程也

该在变形后的物体上列出。

无初应力假设认为物体在外力作用以前，其内部各点应力均为零。分析计

算是从这种状态出发的，求得的应力仅仅是由于荷载变化产生的。若物体中有

初应力存在，则弹塑性理论求得的应力加上初应力才是物体中的实际应力。

１２３ 附加的假设

连续性假设和辅助性假设可称为基本假设，基于基本假设进行的分析通常

称为数学弹塑性力学。如果在此基本假设的基础上还引入其他附加假设以进一

步简化问题，则属于应用弹塑性力学的范畴。例如，在柱体扭转问题中，引进了

附加的变形假设；在板壳力学分析中引入了变形和应力分布方面的假设。

１３ 研 究 方 法

１３１ 微元分析

在弹塑性力学问题中，为了根据已知量求出未知量，必须建立它们之间的关

系，即确立基本方程。在材料力学中，求物体中的内力常采用截面法，即假想将

物体剖开，取截面一边的部分物体作为脱离体，利用平衡条件以求得截面上的内

力。截面法也是弹塑性力学方法中的一部分，但是更为基本的方法是微元分析

法，即假想物体由无数个微分六面体（在内部）和无数个微分四面体（在边界处）

所组成，取微元体进行分析以建立基本方程。例如，考虑微元体的平衡，可写出

一组平衡微分方程和应力边界条件。

在弹塑性力学中，应力数总是超出平衡方程数，因此问题是超静定的，必须

考虑变形条件。一般地说，求解弹塑性力学问题须综合考虑平衡微分方程、几何
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方程、本构方程以及边界条件，它们统称为微分方程。这样，微元分析使问题归

结为求解微分方程。

１３２ 求解方法

弹塑性力学微分方程的求解方法可分为解析方法、近似方法和试验方法。

解析方法就是直接求解微分方程组的某种综合形式。对于大多数实际问题，由

于结构材料的非线性、几何形状不规则、边界条件复杂等原因，要得到解析解通

常是困难的，甚至是不可能的。

为了克服解析法的困难，提出了多种近似方法，例如变分法、有限差分法、有

限单元法等。它们都属于数值方法，其基本思路是将问题离散化，使无限自由度

问题变成有限自由度问题，从而得出近似解答。例如，有限差分法是将微分方程

离散为差分方程，得到问题求解的代数方程组；有限单元法则是把结构离散化，

最后也归结为求解代数方程组。无论何种离散化方法，都包含着这样一种近似：

当离散变量的数目逐渐增加时，离散系统如所期望的那样逼近于真实解。

结构试验（包括结构模型试验和实际结构试验）不同于材料试验，它是直接

求解弹塑性力学问题的试验方法。这种试验对于无法求得解析解的复杂结构具

有重要意义，而且试验结果还可以作为检验数值结果可靠性的依据。

１４ 学 科 简 史

１４１ 弹性理论

胡克（ＲＨｏｏｋｅ，１６３５—１７０３）最先注意到材料的弹性，并于１６７８年提出变
形与外力成正比的著名定律。这是变形研究的开端，而此前人们所关注的是强

度与破坏问题，例如伽利略（Ｇａｌｉｌｅｏ）通过实验研究过构件的强度。不过，Ｈｏｏｋｅ
定律的原始形式并不是应力和应变之间的关系，那时应力和应变的概念还未提

出。１６８７年牛顿（Ｎｅｗｔｏｎ）《自然哲学的数学原理》的出版标志着经典力学的建
立。但是，Ｎｅｗｔｏｎ三定律并不是变形体力学，而且至关重要的应力和应变概念
也还没有提出。

弹性力学的早期理论由３个人所架设，即柯西（ＡＣａｕｃｈｙ，１７８９—１８５７）、纳
维（ＣＬＮａｖｉｅｒ，１７８５—１８３６）及圣维南（ＡＪＣＳａｉｎｔＶｅｎａｎｔ，１７９７—１８８６）。

１８２６年Ｎａｖｉｅｒ提出假定：梁的横截面在弯曲时仍保持为平面。Ｃａｕｃｈｙ于１８２８
年引进了应力和应变的概念，并推导出平衡微分方程和几何方程。因此，人们常

常以此为弹性力学的真正开端。ＳｔＶｅｎａｎｔ则提出了求解弹性力学问题的半逆
解法，给出了大量经典弹性力学问题的解答，并建立了著名的ＳｔＶｅｎａｎｔ原理。
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他首次研究了梁弯曲理论基本假设（平截面假设和横向纤维无挤压假设）的精度

问题，指出只有当梁两端承受两个大小相等且方向相反的力偶成为纯弯曲时，基

本假设才能严格满足。此外，泊松（ＳＤＰｏｉｓｓｏｎ，１７８１—１８４０）在弹性力学中引
进了泊松比，并首次得到板的挠曲方程；杨（ＴＹｏｕｎｇ，１７７３—１８２９）首先给出了
应力与应变间的定量关系，引进著名的Ｙｏｕｎｇ氏模量即弹性模量。

１８５０年基尔霍夫（ＧＲＫｉｒｃｈｈｏｆｆ，１８２４—１８８７）给出了薄板边界条件的正
确表述。１８８１年赫兹（ＲＨｅｒｔｚ）研究了接触问题，给出了两弹性体局部接触时
的应力分布。１８９８年柯尔什（ＧＫｉｒｓｃｈ）得出受拉薄板中的小圆孔附近的应力
分布，并发现了应力集中现象。到１９世纪末和２０世纪初，勒夫（ＡＥＨＬｏｖｅ，

１８６３—１９４０）总结了到他那时为止的全部弹性力学成果、奠定了薄壳理论的基础，
并系统地将弹性力学应用于地球物理学。穆斯赫利什维利（ＮＩＭｕｓｋｈｅｌｉｓｈｖｉｌｉ或

ＮＩМушхелишвили，１８９１—１９７６）终生致力于用复变函数求解弹性力学问题，给
出的解答也是弹性理论发展中的经典之作。

精确求解弹性力学微分方程的困难迫使人们发展近似解法。例如，基

于变分原理的变分法获得发展，例如著名的李兹（ＷＲｉｔｚ）法和伽辽金
（ＢＧＧａｌｅｒｋｉｎ）法。

１４２ 塑性理论

在塑性力学研究方面，尽管库仑（Ｃｏｕｌｏｍｂ，１７３６—１８０６）首先研究了土的屈
服并给出了著名的Ｃｏｕｌｏｍｂ公式，塑性力学的开端却常被归功于屈雷斯卡
（ＨＴｒｅｓｃａ）。这是因为Ｔｒｅｓｃａ在１８６４年发表了关于金属挤压的试验报告，指出
金属材料在最大剪应力达到某一量值时发生塑性流动，这是关于金属材料的第

一个屈服准则。此外，鲍辛格（ＪＢａｕｓｃｈｉｎｇｅｒ，１８３３—１８９３）通过试验发现了著名
的Ｂａｕｓｃｈｉｎｇｅｒ效应。
此后，塑性力学的发展是缓慢的。到了１９１３年，米塞斯（ＲＶｏｎＭｉｓｅｓ，

１８８３—１９５３）提出了一个新的屈服准则。几年之后，汉基（ＨＨｅｎｃｋｙ）把 Ｍｉｓｅｓ
准则解释为畸变能达到某临界值时发生屈服。为了验证屈服理论，学者们针对

金属材料进行了大量试验。例如，盖斯特（Ｇｕｅｓｔ，１９００）进行薄壁管轴向拉伸和
内压联合试验，初步证实了Ｔｒｅｓｃａ条件；罗德（ＷＬｏｄｅ，１９２６）用钢、铜和镍薄壁
管进行轴向拉伸和内压联合试验；泰勒等人（ＧＩＴａｙｌｏｒ和ＨＱｕｉｎｎｅｙ，１９３１）用
金属薄壁管进行拉伸和扭转联合试验。这些试验验证了Ｔｒｅｓｃａ条件和Ｍｉｓｅｓ条
件，且发现Ｍｉｓｅｓ条件与试验结果符合得比较好。
在塑性本构理论方面，１８７０年，ＳｔＶｅｎａｎｔ认识到应力与塑性应变之间没有

一一对应关系，因而假设应变增量主轴与应力主轴重合，提出了平面应变条件下

理想刚塑性材料的本构方程。列维（ＭＬéｖｙ，１８７１）进一步认识到塑性变形过程
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中应变增量分量与相应的应力偏量成比例，并提出了空间理想刚塑性本构方

程。后来，Ｍｉｓｅｓ还独立地得出了Ｌéｖｙ的结果，因而发展成增量理论，即著名的

Ｌéｖｙ?Ｍｉｓｅｓ方程。路埃斯（ＡＲｅｕｓｓ，１９３２）认为当变形较小而弹性部分和塑性部
分属同一量级时，忽略弹性变形将会带来较大的误差，因此提出了包括弹性应变

的弹塑性本构理论，即Ｐｒａｎｄｔｌ?Ｒｅｕｓｓ塑性增量理论。德鲁克（ＤＣＤｒｕｃｋｅｒ，

１９５２）提出了关于材料强化的重要公设，证明了塑性应变率与屈服面的正交性，
并提出了相关联的流动法则。Ｈｅｎｃｋｙ（１９２４）采用Ｍｉｓｅｓ屈服条件提出了塑性全
量理论，依留申（ＡＡＩｌ’ｙｕｓｈｉｎ或ＡＡИлъюшин，１９４０）发展了这个理论，并提
出简单加载定理。

在塑性力学计算领域，早在１９世纪７０年代初，ＳｔＶｅｎａｎｔ就应用Ｔｒｅｓｃａ屈
服准则研究了圆柱体受扭转或弯曲时的弹塑性应力（１８７０），以及圆筒承受内压
作用的弹塑性应力（１８７２）。值得指出的还有普朗特（ＬＰｒａｎｄｔｌ，１９２１）和Ｈｅｎｃｋｙ
（１９２３）对平面塑性力学问题求解方法及滑移线场理论的贡献；那达依
（ＡＮａｄａｉ，１９２３）同时用理论和试验的方法研究了柱的扭转问题。实际上，能够
解析求解的塑性力学问题很少，因此数值方法特别是有限单元法成为最强有力

的工具。

１４３ 发展趋势

到目前为止，弹塑性力学的理论框架已臻于完善。然而，由于充分利用材料

性能的需要及新型材料的不断出现，自２０世纪５０年代以来，塑性力学受到广泛
重视。最关键的问题是建立塑性本构关系，具有应变硬化及软化特性的塑性力

学问题仍是正在发展中的研究课题，要达到定型阶段还有很长的路要走。

１５ 内 容 安 排

本书分为四部分共２１章。第一部分为弹塑性力学基础，除本章的绪论外，
还包括第２章至第４章。第２章介绍应力状态的概念并推导外力与应力之间的
关系，即平衡微分方程和应力边界条件。第３章介绍应变状态的概念并推导位
移与应变之间的关系，即几何方程。由于应力分析和应变分析只涉及到平衡关

系和变形几何关系，而与材料的物理力学性质无关，故这种分析的有关结论对弹

性力学分析和塑性力学分析都是适用的。第４章讨论基本的材料变形试验成
果、变形机理以及本构关系的基本概念。

第二部分包括第５章至第１４章，涉及线性弹性理论。第５章介绍弹性本构
方程，将其与应力应变理论中得出的平衡微分方程和几何方程联合起来，便构成

弹性力学的基本方程。第６章给出弹性力学问题的提法及基本求解方法。第７
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章至第１３章分别讨论各种典型弹性力学问题的求解，包括平面问题、空间问题、
柱体扭转问题、平板问题、壳体问题。第１４章介绍弹性力学变分原理与变分解
法。

结构变形进入塑性阶段以后，便成为塑性分析的对象。第三部分的弹塑性

理论包括第１５章至第２０章。在弹塑性分析中，首先要判断材料是处于弹性阶
段还是已进入塑性阶段，这就要求建立屈服准则（第１５章）。如果材料已进入塑
性阶段，则必须建立判断加载还是卸载的准则，即加载准则。如果材料处于塑性

阶段的加载状态，应根据材料是理想塑性还是应变强化建立相应的塑性本构方

程，这项任务是由塑性本构理论（第１６章）完成的。第１７章首先给出弹塑性力
学边值问题的提法，然后求解一些简单的弹塑性力学问题；第１８章和第１９章分
别介绍塑性极限分析的严密方法和近似方法；第２０章则将塑性本构理论引向深
入。

最后，第２１章构成本书的第四部分，阐述难度较大的大变形理论，包括大变
形条件下的变形描述、应变度量、应力度量、本构方程、平衡方程及虚功原理。

习 题

１１ 弹塑性力学的基本假设有哪些？各假设的内容和意义是什么？

１２ 弹塑性力学最基本的研究方法是什么？为什么说弹塑性力学问题通常是
超静定的？解决这类问题需要从哪三个方面来考虑？

１３ 何谓弹性设计？弹性设计有哪些不足？为什么要进行弹塑性分析与设计？

８ 第１章 弹塑性力学概论



第２

章


应力理论

弹塑性力学的基本任务是求解物体在荷载作用下产生的应力、应变和位移，

它们都是定义于连续介质体上的场变量，表示为空间坐标的连续函数。为了求

解它们，首先需要从物体中取出微元体进行微元分析，以建立这些场变量必须满

足的控制微分方程和边界条件。

本章介绍应力理论，建立应力场变量必须满足的控制方程和边界条件。具

体内容包括：（１）荷载、应力状态等基本概念；（２）通过体内微元即微分六面体的
平衡分析推导平衡微分方程，通过边界处微元即微分四面体的平衡分析推导应

力边界条件；（３）进行应力分析，给出主应力、主方向、应力不变量、等效应力的计
算公式。

２１ 基 本 概 念

２１１ 荷载

引起物体内力和变形的外部因素统称为荷载，包括外力和其他因素。外力

分为体力和面力；其他因素包括温度变化、中子辐照、边界约束变动等。这里仅

简要介绍外力的概念。

（１）体力
体力是指满布地作用在物体内部各质点上的力，例如重力、惯性力等。体力

矢量用ｆ表示，定义如下

ｆ＝ｌｉｍ
ΔＶ→０

ΔＦ
ΔＶ＝ｆｉｅｉ

（２１）

其中，ΔＶ为受体力作用的微元体积，ΔＦ为ΔＶ 上体力的合矢量；ｆｉ（ｉ＝１，２，３）
是体力矢量ｆ沿坐标轴的分量，指向坐标轴正向时为正，反之为负。在直角坐
标系中，ｆｉ通常写为Ｘ，Ｙ，Ｚ；ｅｉ是相应坐标轴的单位基矢量。



（２）面力
面力是指作用在物体表面上的力，例如风力、液体压力、固体之间的接触力

等。面力矢量用珔ｐ表示，定义为

珔ｐ＝ｌｉｍ
ΔＳ→０

ΔＰ
ΔＳ＝珔ｐｉｅｉ

（２２）

其中，ΔＳ为受面力作用的微元面积，ΔＰ为ΔＳ上面力的合矢量。珔ｐｉ（ｉ＝１，２，

３）是面力矢量珔ｐ沿坐标轴的分量，指向坐标轴正向时为正，反之为负。在直角
坐标系中，珔ｐｉ通常写为珚Ｘ，珡Ｙ，珔Ｚ。

２１２ 应力状态

（１）应力定义
物体在荷载作用下将产生变形，同时在体内产生抵抗变形的内力。简单地

说，应力就是荷载引起的物体内单位面积上的内力。作用在外法线为ｎ的面元
上的应力矢量ｔ（ｎ）定义为

ｔ（ｎ）＝ｌｉｍ
ΔＳ→０

ΔＦ
ΔＳ

（２３）

其中，ΔＳ为面元的面积，ΔＦ为外域通过面元ΔＳ对内域的作用力之合力。通
常ｔ（ｎ）与ｎ并不重合。
（２）应力状态
如前所述，应力总是与截面相关联。过物体中任一点Ｐ可以作无数个不同

方向的截面，各个截面上的应力通常各不相同。为了研究Ｐ点的应力状态，可
以在该点取平行于坐标面的３个互相垂直的微元面。当微元面趋于零时，上面
作用的应力就代表Ｐ点的应力。本章第３节将证明，用这３个微元面上的应力
可表示过Ｐ点任何截面上的应力。
过Ｐ点的３个微元面的外法线都可以是坐标轴ｘｉ的正向，也都可以是坐

标轴ｘｉ的负向。通常把外法线与坐标轴正向相同的面称为正面，其单位法向矢
量为ｎｉ＝ｅｉ；外法线与坐标轴负向相同的面称为负面，其单位法向矢量为ｎｉ＝
－ｅｉ。显然，根据作用与反作用定律，正面上的应力与相对应的负面上的应力大
小相等，方向相反。这样，可以用一个微小平行六面体（注意：它不同于即将研究

平衡问题时的微元体）的３个正面表示过Ｐ点的３个正面；３个负面表示过Ｐ
点的３个负面（图２１）（文献３）。
截面上的应力矢量可沿坐标轴分解为一个正应力和两个剪应力。例如，在

以ｅ１为法向的正面上，应力矢量用ｔ
（１）表示，沿ｘ１，ｘ２，ｘ３轴的分量分别为σ１１，

σ１２，σ１３。这里每个应力分量用两个字母的下标标记，其中第一个字母表示应力
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所在面的外法线方向，第二个字母表示应力分量的指向。这样，３个正面上的应
力矢量为

ｔ（１）＝σ１１ｅ１＋σ１２ｅ２＋σ１３ｅ３＝σ１ｊｅｊ
ｔ（２）＝σ２１ｅ１＋σ２２ｅ２＋σ２３ｅ３＝σ２ｊｅｊ
ｔ（３）＝σ３１ｅ１＋σ３２ｅ２＋σ３３ｅ３＝σ３ｊｅ

烍
烌

烎ｊ

（２４ａ）

或

ｔ（ｉ）＝σｉｊｅｊ （ｉ，ｊ＝１，２，３） （２４ｂ）

其中引入了爱因斯坦求和约定，即如果一个指标重复出现两次，则该指标要取完

指标域中所有的值，然后将所得的各项加起来。

对于负面上的应力矢量，显然有

ｔ（－ｉ）＝－ｔ（ｉ）

可见，Ｐ点的应力分量共有９个。把这９个应力分量按一定规则排列，令其中每
一行为过Ｐ点的一个面上的３个应力分量，便构成应力张量

σｉｊ＝

σ１１ σ１２ σ１３
σ２１ σ２２ σ２３
σ３１ σ３２ σ

烄

烆

烌

烎３３

或 σｉｊ＝

σｘ τｘｙ τｘｚ
τｙｘ σｙ τｙｚ
τｚｘ τｚｙ σ

烄

烆

烌

烎ｚ

其中第二种表达方式为直角坐标系中的应力张量，并注意通常正应力只用一个

图２１ 应力状态

字母的下标标记。

（３）符号规定
在弹塑性力学中，应力的正负号规定如

下：不论是正应力还是剪应力，正面上的应力

与坐标轴正向相同时为正，反之为负；负面上

的应力与坐标轴负向相同时为正，反之为负。

图２１中所示为直角坐标系中的应力分量，
均为正。

２２ 平 衡 分 析

如果物体处于平衡状态，则其每一部分也将是平衡的。换句话说，整个物体

平衡的充分必要条件是物体内微元体的平衡。微元体有两种，即六面体和四面

体。根据六面体的平衡条件，可以推导出平衡微分方程；根据四面体的平衡条

１１２２ 平 衡 分 析



件，可以得到斜截面应力计算公式和应力边界条件。

图２２ 微元平衡

２２１ 平衡微分方程

一般说，域Ω内各点的应力是不相同的，
表示为ｘ，ｙ，ｚ的函数。在点Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）处取
图２２所示的微分六面体，左面上的正应力
为σｘ＝σｘ（ｘ，ｙ，ｚ）；右面上的正应力为σ′ｘ＝
σｘ（ｘ＋ｄｘ，ｙ，ｚ），展开为级数并略去高阶微
量得

σ′ｘ＝σｘ＋
σｘ
ｘｄｘ

其他各应力分量均可依此类推。根据ｘ方向力的平衡条件，有

σｘ＋
σｘ
ｘｄ（ ）ｘ ｄｙｄｚ－σｘｄｙｄｚ＋ τｙｘ＋τｙｘｙｄ（ ）ｙｄｚｄｘ－τｙｘｄｚｄｘ

＋ τｚｘ＋
τｚｘ
ｚｄ（ ）ｚｄｘｄｙ－τｚｘｄｘｄｙ＋Ｘｄｘｄｙｄｚ＝０

整理得

σｘ
ｘ＋

τｙｘ
ｙ ＋

τｚｘ
ｚ ＋Ｘ＝０

同理，列出ｙ，ｚ方向力的平衡条件可得另外两个方程，统一表示为

σｘ
ｘ＋

τｙｘ
ｙ ＋

τｚｘ
ｚ ＋Ｘ＝０

τｘｙ
ｘ ＋

σｙ
ｙ＋

τｚｙ
ｚ ＋Ｙ＝０

τｘｚ
ｘ ＋

τｙｚ
ｙ ＋

σｚ
ｚ＋Ｚ

烍

烌

烎＝０

（２５ａ）

或

σｊｉ，ｊ＋ｆｉ＝０ （ｉ，ｊ＝１，２，３） （２５ｂ）

式（２５）称为平衡微分方程，简称平衡方程，它所描述的是内部应力与外部体力
之间的关系。

对于动力学问题，若不考虑阻尼效应，则根据Ｎｅｗｔｏｎ第二定律，不难推导
出动力平衡微分方程
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σｘ
ｘ＋

τｙｘ
ｙ ＋

τｚｘ
ｚ ＋Ｘ＝ρ

２ｕ
ｔ２

τｘｙ
ｘ ＋

σｙ
ｙ＋

τｚｙ
ｚ ＋Ｙ＝ρ

２ｖ
ｔ２

τｘｚ
ｘ ＋

τｙｚ
ｙ ＋

σｚ
ｚ＋Ｚ＝ρ

２ｗ
ｔ

烍

烌

烎２

（２６ａ）

或

σｊｉ，ｊ＋ｆｉ＝ρüｉ （ｉ，ｊ＝１，２，３） （２６ｂ）

其中，ｕｉ，üｉ分别是沿ｘｉ轴方向的位移分量，加速度分量；ρ是质量密度。

２２２ 剪应力互等定理

现在让我们考虑微元体的力矩平衡。若以过微元体中心Ｃ且平行于ｚ轴
的线为取力矩的轴，则凡作用线通过Ｃ点或方向与该轴平行的应力分量对该轴
的力矩均为零，于是根据力矩平衡条件可得

τｘｙ＋
τｘｙ
ｘｄｘ＋τｘ（ ）ｙ ｄｘ２ｄｙｄｚ－ τｙｘ＋

τｙｘ
ｙｄｙ＋τｙ（ ）ｘ ｄｙ２ｄｘｄｚ＝０

令微元体趋于零即得式（２７）中的第一式。同理，分别对过微元体中心Ｃ且平
行于ｘ，ｙ轴的线列力矩平衡条件，可得式（２７）的另两个等式。

τｘｙ＝τｙｘ， τｙｚ＝τｚｙ， τｚｘ＝τｘｚ （２７）

这些公式所表明的就是剪应力互等定理。可见，应力张量是对称张量。这样，式

（２５ｂ）也可写成

σｉｊ，ｊ＋ｆｉ＝０ （ｉ，ｊ＝１，２，３）

图２３ 斜截面应力

在式（２５）中的３个方程中含有６个未知应力
分量，未知量的数目超过平衡方程的数目，因此弹

塑性力学问题属于超静定问题。

２２３ 斜截面应力公式

从受力物体中的Ｐ点处取出微分四面体（图

２３），其中三个面分别与坐标面重合，为负面；而第
四个面即为任意斜截面，其外法线方向的单位矢量

ｎ为

３１２２ 平 衡 分 析



ｎ＝ｎｉｅｉ＝ｌｅ１＋ｍｅ２＋ｎｅ３
其中，ｌ＝ｎ１，ｍ＝ｎ２，ｎ＝ｎ３为ｎ与坐标轴夹角的余弦，即方向余弦

ｎｉ＝ｃｏｓ（ｎ，ｅｉ）＝ｎ·ｅｉ
设斜截面的面积为ｄＳ，则３个负面的面积分别为

ｄＳｉ＝ｎｉｄＳ＝（ｎ·ｅｉ）ｄＳ （ａ）

四面体的体积为

ｄＶ＝ｈｄＳ／３ （ｂ）

其中，ｈ为顶点Ｐ到斜面的垂直距离。列出四面体的矢量平衡条件，即

－ｔ（１）ｄＳ１－ｔ
（２）ｄＳ２－ｔ

（３）ｄＳ３＋ｔ
（ｎ）ｄＳ＋ｆｄＶ＝０

将式（２４），式（ａ）和式（ｂ）代入上式得

ｔ（ｎ）＝（ｎ·ｅｉ）ｔ
（ｉ）－ｆｈ／３＝ｎ·（σｉｊｅｉｅｊ）－ｆｈ／３

当ｈ→０时，斜截面与通过Ｐ点所考察的斜截面相重合，从而得到过Ｐ点的斜
截面上的应力

ｔ（ｎ）＝ｎ·（σｉｊｅｉｅｊ） （ｃ）

引进应力张量的并矢记法

σ＝σｉｊｅｉｅｊ
式（ｃ）成为

ｔ（ｎ）＝ｎ·σ （２８ａ）

此即斜截面应力公式，也称为Ｃａｕｃｈｙ公式。进行点积运算得

ｔ（ｎ）＝ｎｉσｉｊｅｊ＝ｔｎｊｅｊ （２８ｂ）

可见，Ｃａｕｃｈｙ公式的分量表达式为

ｔｎｊ＝ｎｉσｉｊ （２９ａ）

其展开式为

ｔｎｘ＝ｌσｘ＋ｍτｙｘ＋ｎτｚｘ
ｔｎｙ＝ｌτｘｙ＋ｍσｙ＋ｎτｚｙ
ｔｎｚ＝ｌτｘｚ＋ｍτｙｚ＋ｎσ

烍
烌

烎ｚ

（２９ｂ）

其中ｔｎｘ，ｔｎｙ，ｔｎｚ分别为斜截面应力矢量沿ｘ，ｙ，ｚ方向的投影。

４１ 第２章 应 力 理 论



２２４ 应力边界条件

现考虑应力边界Γσ上微分四面体的平衡。显然，只要将斜截面当成物体
外表面、斜截面上的应力当成面力，则斜截面应力公式（２９）便成为面力与应力
的平衡方程，即应力边界条件。用面力替换式（２９）中的斜截面应力，得

ｎｊσｊｉ＝珔ｐｉ （ｉ，ｊ＝１，２，３） （２１０ａ）

通常写为

ｌσｘ＋ｍτｙｘ＋ｎτｚｘ＝珚Ｘ
ｌτｘｙ＋ｍσｙ＋ｎτｚｙ＝珡Ｙ
ｌτｘｚ＋ｍτｙｚ＋ｎσｚ＝珔

烍
烌

烎Ｚ

（２１０ｂ）

其中，珔ｐ１＝珚Ｘ，珔ｐ２＝珡Ｙ，珔ｐ３＝珔Ｚ为面力沿ｘ，ｙ，ｚ方向的分量。可见，每个应力边
界上需给出３个边界条件。

２３ 应 力 分 析

２３１ 正应力和剪应力

将ｔ（ｎ）投影到法线ｎ上，可得斜截面上的正应力σｎ

σｎ＝ｔ
（ｎ）·ｎ＝ｎ·σ·ｎ＝σｉｊｎｉｎｊ

＝σｘｌ２＋σｙｍ２＋σｚｎ２＋２τｘｙｌｍ＋２τｙｚｍｎ＋２τｚｘｎｌ （２１１）

斜截面上的全应力σ由下式确定

σ２＝ｔ２ｎｘ＋ｔ２ｎｙ＋ｔ２ｎｚ
于是，斜截面上的剪应力τｎ为

τｎ＝ σ２－σ２槡 ｎ＝ ｔ２ｎｘ＋ｔ２ｎｙ＋ｔ２ｎｚ－σ２槡 ｎ （２１２）

可见，过Ｐ点任意斜截面上的应力均可由σｘ，σｙ，σｚ，τｘｙ，τｙｚ和τｚｘ唯一地确
定，故这６个应力分量可完全表示一点的应力状态。

２３２ 主应力和应力不变量

在物体内任一点至少可以找到３组互相垂直的平面，在这些平面上剪应力
为零，而正应力达到极值。这些面称为主平面，其上的正应力称为主应力，主应
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力方向称为主方向或主轴。以ｎ表示主平面的外法线方向单位矢量，σ表示主
应力，则该面上的应力矢量为ｔ（ｎ）＝σｎ。此外，主平面（作为斜截面）上的应力矢
量与应力张量之间服从斜截面应力公式（２８ａ），即ｔ（ｎ）＝ｎ·σ。于是，有

ｎ·σ＝σｎ 或 ｎｉσｉｊ＝σｎｊ （２１３ａ）

即

ｎｉ（σｉｊ－σδｉｊ）＝０ （２１３ｂ）

其展开式为

ｌ（σｘ－σ）＋ｍτｙｘ＋ｎτｚｘ＝０
ｌτｘｙ＋ｍ（σｙ－σ）＋ｎτｚｙ＝０
ｌτｘｚ＋ｍτｙｚ＋ｎ（σｚ－σ）

烍
烌

烎＝０

（２１３ｃ）

其中，δｉｊ为克氏符号（Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒｄｅｌｔａ），定义为

δｉｊ＝
１ ｉ＝ｊ
０ ｉ≠｛ ｊ

δｉｊ能起换标作用，即如果δｉｊ的两个指标中有一个和同项中其他因子的指标相
重，则可以把该因子的那个重指标替换成δｉｊ的另一个指标，而δｉｊ自动消失。
由于

ｎｉｎｉ＝１ 或 ｌ２＋ｍ２＋ｎ２＝１ （２１４）

故ｌ，ｍ，ｎ不可能同时为零，于是齐次方程组（２１３ｃ）的系数行列式应为零

σｘ－σ τｙｘ τｚｘ
τｘｙ σｙ－σ τｚｙ
τｘｚ τｙｚ σｚ－σ

＝０

展开为

σ３－Ｉ１σ２－Ｉ２σ－Ｉ３＝０ （２１５）

该式称为应力张量的特征方程，主应力σ称为应力张量的特征值，各系数为

Ｉ１＝σｉｉ＝σｘ＋σｙ＋σｚ＝Θ

Ｉ２＝－
１
２
（σｉｉσｊｊ－σｉｊσｉｊ）＝－σｘσｙ－σｙσｚ－σｚσｘ＋τ２ｘｙ＋τ２ｙｚ＋τ２ｚｘ

Ｉ３＝｜σｉｊ｜＝σｘσｙσｚ＋２τｘｙτｙｚτｚｘ－σｘτ２ｙｚ－σｙτ２ｚｘ－σｚτ２ｘ

烍

烌

烎ｙ

（２１６）

其中，Θ＝σｘ＋σｙ＋σｚ称为体积应力。
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方程（２１５）是σ的三次方程，其三个根即为三个主应力，其相应的三组方
向余弦对应于三组主平面。由于主应力的大小与坐标系选择无关，故Ｉ１，Ｉ２，Ｉ３
也必与坐标系选择无关，分别称之为第一、第二、第三应力不变量。求解式

（２１５）得３个主应力，记为σ１，σ２，σ３，于是该方程可写成

（σ－σ１）（σ－σ２）（σ－σ３）＝０

将上式展开并与式（２１５）对照，可得以主应力表示的应力不变量

Ｉ１＝σ１＋σ２＋σ３
Ｉ２＝－（σ１σ２＋σ２σ３＋σ３σ１）

Ｉ３＝σ１σ２σ
烍
烌

烎３

（２１７）

２３３ 主方向的求解

为了求得主方向，例如σ１方向的方向余弦ｌ１，ｍ１，ｎ１，可将σ１代入式
（２１３ｃ）的任何两个方程，例如第一、第二式

ｌ１（σｘ－σ１）＋ｍ１τｙｘ＋ｎ１τｚｘ＝０
ｌ１τｘｙ＋ｍ１（σｙ－σ１）＋ｎ１τｚｙ

烍
烌

烎＝０

上式各项均除以ｌ１得

ｍ１
ｌ１
τｙｘ＋

ｎ１
ｌ１
τｚｘ＋（σｘ－σ１）＝０

ｍ１
ｌ１
（σｙ－σ１）＋

ｎ１
ｌ１
τｚｙ＋τｘｙ

烍

烌

烎＝０

由此可解得ｍ１／ｌ１，ｎ１／ｌ１。于是，根据式（２１４）有

图２４ 主应力空间
中的四面体

ｌ１＝
１

１＋（ｍ１／ｌ１）２＋（ｎ１／ｌ１）槡 ２

同理可求得其他两个应力主轴的方向余弦。

２３４ 主应力的性质

（１）主应力的极值性
以主应力σ１，σ２，σ３轴为坐标轴的几何空间称

为主应力空间（图２４）。在主应力空间，根据式
（２１１），斜截面上的正应力用主应力表示为

σ＝σ１ｌ２＋σ２ｍ２＋σ３ｎ２ （ａ）
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根据式（２１４），上式可写成

σ＝σ１－（σ１－σ２）ｍ２－（σ１－σ３）ｎ２ （ｂ）

或

σ＝（σ１－σ３）ｌ２＋（σ２－σ３）ｍ２＋σ３ （ｃ）

如果σ１≥σ２≥σ３，则从式（ｂ）知σ≤σ１；从式（ｃ）知σ≥σ３。可见，大小主应力分
别为正应力的极大值和极小值。

（２）主平面的正交性
考虑任意两个不同的主应力σｋ，σｌ，相应的主方向分别为ｎｋ，ｎｌ，则

ｎｋ·σ＝σｋｎｋ

ｎｌ·σ＝σｌｎ
烍
烌

烎ｌ
（ｄ）

式（ｄ）中的两式分别点乘ｎｌ，ｎｋ，然后相减得

ｎｋ·σ·ｎｌ－ｎｌ·σ·ｎｋ＝（σｋ－σｌ）ｎｋ·ｎｌ

注意到应力张量的对称性，上式左边为零，从而得到两个主方向正交的条件，即

ｎｋ·ｎｌ＝０

可见，若３个主应力互不相等，则３个主方向必定相互正交。
若σｋ＝σｌ＝σ，则根据式（ｄ），对于任意常数ａ和ｂ有

（ａｎｋ＋ｂｎｌ）·σ＝σ（ａｎｋ＋ｂｎｌ）

可见，ｎｋ和ｎｌ所在平面内的任何方向都是主方向，故可在该平面内任选２个相
互正交的方向作为主方向。不难证明，若３个主应力相等，则空间任意３个相互
正交的方向都可作为主方向。

（３）主应力的实数性
应力张量为实对称张量，其特征值为实数，即３个主应力都是实数。为证明

这一结论，考虑式（２１３）

ｎｉσｉｊ＝σｎｊ
两边乘以ｎｊ的共轭复数珔ｎｊ，得

ｎｉσｉｊ珔ｎｊ＝σｎｊ珔ｎｊ＝σ｜ｎ｜２ （ｅ）

其中，｜ｎ｜为单位矢量的模。上式取共轭，注意到应力张量的分量为实数，得

珔ｎｉσｉｊｎｊ＝σ｜ｎ｜２ （ｆ）
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考虑到应力张量的对称性，有

珔ｎｉσｉｊｎｊ＝珔ｎｊσｊｉｎｉ＝ｎｉσｊｉ珔ｎｊ＝ｎｉσｉｊ珔ｎｊ
代入式（ｆ）并令式（ｆ）与式（ｅ）相减，得

（σ－珋σ）｜ｎ｜２＝０

由于｜ｎ｜≠０，故上式表明主应力与其共轭相等，即为实数。

２３５ 主剪应力

在主应力空间中，从Ｐ点处取微分四面体，其中三个面分别与坐标面即主
平面重合，第四个面为任意斜截面，其外法向单位矢量为ｎ。根据式（２９），斜截
面上应力矢量沿坐标轴的分量为

ｔｎ１＝σ１ｌ， ｔｎ２＝σ２ｍ， ｔｎ３＝σ３ｎ

根据式（２１０）、（２１１）和（２１２），斜截面上的全应力、正应力和剪应力分别为

σ２＝σ２１ｌ２＋σ２２ｍ２＋σ２３ｎ２＝σ２ｉｎ２ｉ
σｎ＝σ１ｌ２＋σ２ｍ２＋σ３ｎ２＝σｉｎ２ｉ （２１８）

τ２ｎ＝σ２－σ２ｎ＝σ２１ｌ２＋σ２２ｍ２＋σ２３ｎ２－（σ１ｌ２＋σ２ｍ２＋σ３ｎ２）２ （２１９）

剪应力取极值（非零）的面称为主剪应力面，其上的剪应力称为主剪应力。

为求得主剪应力，利用式（２１４）消去式（２１９）中的ｎ并令τ２ｎ对ｌ和ｍ 求偏导
得

ｌｌ２（σ１－σ３）＋ｍ２（σ２－σ３）－（σ１－σ３）／［ ］２ ＝０

ｍ ｌ２（σ１－σ３）＋ｍ２（σ２－σ３）－（σ２－σ３）／［ ］２
烍
烌

烎＝０

若ｌ＝ｍ＝０，则ｎ＝±１；若ｌ＝０，则ｍ＝±１／槡２，ｎ＝±１／槡２；若ｍ＝０，则

ｌ＝±１／槡２，ｎ＝±１／槡２。用同样的方法消去ｍ 和ｌ，可得其他方向余弦的解答
（如表２１所示）。

表２１ 主剪应力面的方向余弦

ｌ ０ ０ ±１ ０ ±１／槡２ ±１／槡２

ｍ ０ ±１ ０ ±１／槡２ ０ ±１／槡２

ｎ ±１ ０ ０ ±１／槡２ ±１／槡２ ０

表２１中的前三列是主平面，不是我们要找的解答。后三列表示３对主剪
应力面，且每个主剪应力面平分两个主平面的夹角（图２５）。将方向余弦代入
式（２１９）可得主剪应力τ１，τ２，τ３
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图２５ 主剪应力面

τ１＝±
σ２－σ３
２

τ２＝±
σ３－σ１
２

τ３＝±
σ１－σ２

烍

烌

烎２

（２２０）

主剪应力τ１，τ２，τ３面上的法向应力分别为

σ２＋σ３
２
， σ３＋σ１

２
， σ１＋σ２

２
（２２１）

图２６ 八面体

２３６ 八面体应力

在主应力空间中，存在这样的平面，即它的

外法线与三个坐标轴呈等倾斜。根据式（２１４），
等倾面法线的方向余弦为

ｌ＝ｍ＝ｎ＝±１／槡３

这种面共有８个，它们组成正八面体（图２６）。
八面体面上的正应力和剪应力分别称为八面体

正应力σ８和八面体剪应力τ８。将上述方向余弦代入式（２１８）和（２１９）得

σ８＝
１
３
（σ１＋σ２＋σ３）

τ８＝
１
３
（σ１－σ２）２＋（σ２－σ３）２＋（σ３－σ１）槡

烍

烌

烎
２

（２２２）

可见，八面体正应力为平均应力，即

σｍ＝
１
３
（σ１＋σ２＋σ３）＝

１
３
（σｘ＋σｙ＋σｚ）

２３７ 应力张量的分解

外力作用下物体的变形通常可以分为体积改变和形状改变两种成分，并认

为体积的改变是由各向相等的应力引起的。因此，通常把应力张量分解为球应

力张量和偏应力张量

σｘ τｘｙ τｘｚ
τｙｘ σｙ τｙｚ
τｚｘ τｚｙ σ

烄

烆

烌

烎ｚ

＝

σｍ ０ ０
０ σｍ ０
０ ０ σ

烄

烆

烌

烎ｍ

＋

σｘ－σｍ τｘｙ τｘｚ
τｙｘ σｙ－σｍ τｙｚ
τｚｘ τｚｙ σｚ－σ

烄

烆

烌

烎ｍ
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或

σｉｊ＝σｍδｉｊ＋ｓｉｊ （２２３）

其中，σｍδｉｊ为球应力张量，相对应的应力状态通常称为静水应力状态；ｓｉｊ为偏应
力张量，简称应力偏量，表示为

ｓｉｊ＝

σｘ－σｍ τｘｙ τｘｚ
τｙｘ σｙ－σｍ τｙｚ
τｚｘ τｚｙ σｚ－σ

烄

烆

烌

烎ｍ

（２２４）

ｓｉｊ也是一种可能单独存在的应力状态，故它也有自己的不变量。可以类似
应力张量σｉｊ那样求得ｓｉｊ的不变量，即

Ｊ１＝ｓｉｉ＝ｓ１＋ｓ２＋ｓ３＝０

Ｊ２＝－
１
２
（ｓｉｉｓｊｊ－ｓｉｊｓｉｊ）＝

１
２ｓｉｊｓｉｊ＝－ｓ１ｓ２－ｓ２ｓ３－ｓ３ｓ１

Ｊ３＝｜ｓｉｊ｜＝ｓ１ｓ２ｓ

烍

烌

烎３

（２２５）

很显然，由于应力偏量ｓｉｊ与应力张量σｉｊ只差一个静水应力状态，故其主方向与

σｉｊ的主方向重合，且主值为

ｓ１＝σ１－σｍ， ｓ２＝σ２－σｍ， ｓ３＝σ３－σｍ （２２６）

不难发现，Ｉ１，Ｊ２，Ｊ３与Ｉ１，Ｉ２，Ｉ３是相互确定的，故Ｉ１，Ｊ２，Ｊ３也是一组独立
的应力不变量，弹塑性力学中更为关注的正是这一组不变量。Ｉ１表示平均应力
或静水应力，Ｊ２反映剪应力的大小，Ｊ３表示剪应力的方向。其中Ｊ２最为常用，
下面是Ｊ２的一些不同表达式

Ｊ２＝
１
６
（σｘ－σｙ）２＋（σｙ－σｚ）２＋（σｚ－σｘ）２＋６（τ２ｘｙ＋τ２ｙｚ＋τ２ｚｘ［ ］）

＝１６
（σ１－σ２）２＋（σ２－σ３）２＋（σ３－σ１）［ ］２ （２２７）

德国学者Ｌｏｄｅ（１９２８）引入下述参数

μσ＝
２σ２－σ１－σ３
σ１－σ３

（２２８）

来反映应力状态的特征，例如

μσ＝
１ 单向压缩

０ 纯剪

－１
烅
烄

烆 单向拉伸

（２２９）
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μσ称为Ｌｏｄｅ参数。不难验证，在原有应力状态上叠加一静水应力σｍ，μσ不变。
可见μσ是反映应力偏量特征的参数。

２３８ 等效应力

在塑性理论中将用到等效应力或应力强度珋σ的概念。珔σ定义如下

珋σ＝ ３Ｊ槡 ２＝
３
槡２
τ８＝

３
２ｓｉｊｓｉ槡 ｊ

＝１
槡２
（σｘ－σｙ）２＋（σｙ－σｚ）２＋（σｚ－σｘ）２＋６（τ２ｘｙ＋τ２ｙｚ＋τ２ｚｘ槡 ）

＝１
槡２
（σ１－σ２）２＋（σ２－σ３）２＋（σ３－σ１）槡 ２ （２３０）

在单向拉伸条件下，σ１＝σ，σ２＝σ３＝０，代入上式得珋σ＝σ。可见，在某种意
义上，采用等效应力就将原来的复杂应力状态化为具有相同“效应”的单向拉伸

应力状态。不过，等效应力只是为了应用方便而引入的一个量，并不表示作用在

某个面上的应力。

等效剪应力或剪应力强度Ｔ定义如下

Ｔ＝ Ｊ槡 ２＝
１
槡６
（σ１－σ２）２＋（σ２－σ３）２＋（σ３－σ１）槡 ２＝ １

２ｓｉｊｓｉ槡 ｊ （２３１）

在纯剪条件下，σ１＝τ，σ２＝０，σ３＝－τ，于是得Ｔ＝τ。可见，在某种意义上，采
用等效剪应力就将原来的复杂应力状态化为具有相同“效应”的纯剪应力状态。

２３９ 应力张量的坐标变换

现考虑旧坐标系ｏｘ１ｘ２ｘ３与新坐标系ｏｘ′１ｘ′２ｘ′３下应力分量间的关系。新
轴ｘ′ｍ的单位基矢量用ｅ′ｍ来表示，它在旧坐标系中的分解式为

ｅ′ｍ＝βｍ′ｉｅｉ， βｍ′ｉ＝ｃｏｓ（ｘ′ｍ，ｘｉ）＝ｅ′ｍ·ｅｉ （２３２）

注意到应力张量是不变量，故

σ′ｍｎｅ′ｍｅ′ｎ＝σｉｊｅｉｅｊ
上式左边点积ｅ′ｍ、右边点积ｅ′ｎ，得

σ′ｍｎ＝σｉｊｅ′ｍ·ｅｉｅｊ·ｅ′ｎ
将式（２３２）代入上式，可得新坐标系下的应力分量σ′ｍｎ

σ′ｍｎ＝βｍ′ｉβｎ′ｊσｉｊ （２３３）

这就是应力张量的坐标变换公式。若用ｌｉ，ｍｉ，ｎｉ表示新坐标轴ｘ′ｉ在旧坐标系
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中的方向余弦，并组成方向余弦矩阵

β＝
β１１ β１２ β１３
β２１ β２２ β２３
β３１ β３２ β

熿

燀

燄

燅３３

＝

ｌ１ ｍ１ ｎ１
ｌ２ ｍ２ ｎ２
ｌ３ ｍ３ ｎ

熿

燀

燄

燅３

（２３４）

则式（２３３）可写成如下矩阵形式

σ′＝βσβＴ （２３５）

容易证明方向余弦矩阵与其转置矩阵之积为单位矩阵，即

ββＴ＝Ｉ

从而

β－１＝βＴ （２３６）

图２７ 柱坐标系

例如，新坐标系为柱坐标系，它是一种常用

的曲线坐标系。曲线坐标系与直角坐标系的根

本区别在于曲线坐标系中单位基矢量的方向随

着考虑的点不同而变化。在柱坐标系中（图

２７），物体内任一点Ｐ的位置用坐标ｒ，θ，ｚ来
表示，它们与直角坐标的关系为

ｘ＝ｒｃｏｓθ， ｙ＝ｒｓｉｎθ， ｚ＝ｚ （２３７）

柱坐标系的方向余弦矩阵为

β＝

ｌ１ ｍ１ ｎ１
ｌ２ ｍ２ ｎ２
ｌ３ ｍ３ ｎ

熿

燀

燄

燅３

＝
ｃｏｓθ ｓｉｎθ ０
－ｓｉｎθ ｃｏｓθ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

（２３８）

代入式（２３５），经运算得

σｒ＝σｘｃｏｓ２θ＋σｙｓｉｎ２θ＋２τｘｙｓｉｎθｃｏｓθ

σθ＝σｘｓｉｎ２θ＋σｙｃｏｓ２θ－２τｘｙｓｉｎθｃｏｓθ
σｚ＝σｚ
τｒθ＝（σｙ－σｘ）ｓｉｎθｃｏｓθ＋τｘｙ（ｃｏｓ２θ－ｓｉｎ２θ）

τθｚ＝τｙｚｃｏｓθ－τｚｘｓｉｎθ
τｚｒ＝τｚｘｃｏｓθ＋τｙｚｓｉｎ

烍

烌

烎θ

（２３９）
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习 题

２１ 何谓体力？何谓面力？它们的正负号是如何规定的？应力正负号是如何
规定的？为什么说σｉｊ能代表一点的应力状态？

２２ 在本章讨论过程中，哪里用到了小变形假设？

２３ 物体中某点处于纯剪应力状态，即σｘ＝σｙ＝σｚ＝τｙｚ＝τｚｘ＝０，τｘｙ＝τ。试
求该点的主应力。

答案：σ１＝τ，σ２＝０，σ３＝－τ。

２４ 物体中某点的应力状态如下。试求八面体正应力和剪应力。

σｉｊ＝
５ ３ ８
３ ０ ３
烄

烆

烌

烎８ ３ １１
×１０５Ｐａ

答案：σ８＝５３３３×１０５Ｐａ，τ８＝８６５３×１０５Ｐａ。

２５ 试推导式（２２７）。（提示：用σｘ－σｍ，σｙ－σｍ，σｚ－σｍ 代替式（２１６）中的

σｘ，σｙ，σｚ）。

２６ 试证明
Ｊ２
σｉｊ
＝ｓｉｊ。

２７ 物体中某点柱坐标应力分量为σｒ，σθ，σｚ，τｒθ，τθｚ，τｚｒ。试求直角坐标系中
的应力分量表达式。

２８ 试写出下列情况的边界条件（ｚ方向取单位厚度）。

题２８图
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
章


应变理论

在荷载作用下，物体各点的位置将发生变化即位移。如果位移后各点间相

对位置不变，则物体实际上只产生了刚体移动或转动，即刚体位移。如果位移改

变了各点间初始状态的相对位置，则物体就同时产生了形状变化即形变。

本章从几何角度分析物体的变形。首先推导几何方程，它所表达的是物体

内部应变分量与位移分量之间的关系；然后进行应变分析，推导主应变、八面体

剪应变、应变张量和应变偏量不变量的计算公式。

３１ 位移与应变

物体内各点的位移矢量ｕ可以用其沿ｘ，ｙ，ｚ方向的分量ｕ，ｖ，ｗ 来表示。
规定位移分量指向坐标轴正向时为正，反之为负。很显然，只要确定了物体内各

图３１ 相邻两点

点的位移即位移场，物体的变形状态也就确定了。

首先让我们来推导几何方程。

３１１ 几何方程

任取一点Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）及其相邻点Ｐ′（ｘ＋ｄｘ，

ｙ＋ｄｙ，ｚ＋ｄｚ）（图３１）。如果Ｐ点的位移分量为

ｕ，ｖ，ｗ，则点Ｐ′的位移分量可按Ｔａｙｌｏｒ展开为

ｕ（ｘ＋ｄｘ，ｙ＋ｄｙ，ｚ＋ｄｚ）＝ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＋ｕｘｄｘ＋
ｕ
ｙｄｙ＋

ｕ
ｚｄｚ

ｖ（ｘ＋ｄｘ，ｙ＋ｄｙ，ｚ＋ｄｚ）＝ｖ（ｘ，ｙ，ｚ）＋ｖｘｄｘ＋
ｖ
ｙｄｙ＋

ｖ
ｚｄｚ

ｗ（ｘ＋ｄｘ，ｙ＋ｄｙ，ｚ＋ｄｚ）＝ｗ（ｘ，ｙ，ｚ）＋ｗｘｄｘ＋
ｗ
ｙｄｙ＋

ｗ
ｚｄ

烍

烌

烎ｚ

（３１）

其中因假设小变形而略去了高阶微量。由此，两点之间的相对位移为



ｄｕ＝ｕｘｄｘ＋
ｕ
ｙｄｙ＋

ｕ
ｚｄｚ

ｄｖ＝ｖｘｄｘ＋
ｖ
ｙｄｙ＋

ｖ
ｚｄｚ

ｄｗ＝ｗｘｄｘ＋
ｗ
ｙｄｙ＋

ｗ
ｚｄ

烍

烌

烎ｚ

（３２）

可见，变形状态由位移的偏导数所决定，即取决于

ｕｉ，ｊ＝

ｕ
ｘ

ｕ
ｙ

ｕ
ｚ

ｖ
ｘ

ｖ
ｙ

ｖ
ｚ

ｗ
ｘ

ｗ
ｙ

ｗ


烄

烆

烌

烎ｚ

（３３）

在上述表达式中，下标中的逗号表示求导。ｕｉ，ｊ称为相对位移张量，它是一
个二阶张量，一般是非对称的。任何张量都可以唯一地分解成一个对称张量和

一个反对称张量之和，从而ｕｉ，ｊ可以分解为

ｕｉ，ｊ＝
１
２
（ｕｉ，ｊ＋ｕｊ，ｉ）＋

１
２
（ｕｉ，ｊ－ｕｊ，ｉ）＝εｉｊ＋ωｉｊ （３４）

可以证明（见本节刚体位移部分），上式中的反对称张量ωｉｊ表示微元的刚体转
动，称为转动张量，在小变形情况下的应变分析中可以不考虑。上式中的对称张

量εｉｊ则为纯变形部分，称为应变张量，即

εｉｊ＝
１
２
（ｕｉ，ｊ＋ｕｊ，ｉ）＝

εｘ εｘｙ εｘｚ
εｙｘ εｙ εｙｚ
εｚｘ εｚｙ ε

烄

烆

烌

烎ｚ

（３５）

此式称为几何方程，它表明了应变和位移之间的关系，其展开式为

εｘ＝
ｕ
ｘ
， ２εｘｙ＝γｘｙ＝

ｖ
ｘ＋

ｕ
ｙ

εｙ＝
ｖ
ｙ
， ２εｙｚ＝γｙｚ＝

ｗ
ｙ＋

ｖ
ｚ

εｚ＝
ｗ
ｚ
， ２εｚｘ＝γｚｘ＝

ｕ
ｚ＋

ｗ


烍

烌

烎ｘ

（３６）

下面的分析将表明，εｘ为ｘ轴方向的正应变（图３２ａ）；γｘｙ为ｘｙ面内的剪应变
（图３２ｂ），其余类推。
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图３２ 应变图

３１２ 应变概念

物体的变形场可能很复杂，但是就其中微元体来讲，形状要素就是长度和角

度，纯变形无非是长度和角度的改变（图３２）。
为了研究微分六面体的变形，最简单的分析方法是将六面体的各面投影到

直角坐标系的各个坐标平面上，研究这些平面的投影的变形，并根据这些投影的

变形规律来判断整个平行六面体的变形。由于变形很微小，故可以认为两个平

图３３ 位移图

行面在坐标面上的投影只相差高阶的微量，因

而两个平行面的投影可以合并为一个投影面。

现在我们来考察微元体在ｘｙ坐标面上的
投影面，图３３所示为其两个线元及变形情况。
点Ｐ（ｘ，ｙ）及其附近的两个点Ａ（ｘ＋ｄｘ，ｙ）
和Ｂ（ｘ，ｙ＋ｄｙ）变形后分别成为点珚Ｐ，珚Ａ和珚Ｂ，
其坐标变化如下

Ｐ（ｘ，ｙ →） 珚Ｐ（ｘ＋ｕ，ｙ＋ｖ）

Ａ（ｘ＋ｄｘ，ｙ →） 珚Ａ ｘ＋ｄｘ＋ｕ＋ｕｘｄｘ
，ｙ＋ｖ＋ｖｘｄ（ ）ｘ

Ｂ（ｘ，ｙ＋ｄｙ →） 珚Ｂ ｘ＋ｕ＋ｕｙｄｙ
，ｙ＋ｄｙ＋ｖ＋ｖｙｄ（ ）

烍

烌

烎ｙ

（３７）

考虑线元ＰＡ的相对变化，即

珚Ｐ珚Ａ－ＰＡ
ＰＡ ＝

ｄｘ＋ｕｘｄ（ ）ｘ
２
＋ ｖｘｄ（ ）ｘ槡

２
－ｄｘ

ｄｘ

＝ １＋ｕ（ ）ｘ
２
＋ ｖ（ ）ｘ槡

２
－１≈ｕｘ＝εｘ

（３８）

从式（３８）可知，εｘ的几何意义为ｘ方向上线元的相对伸长，称为ｘ方向的正应

７２３１ 位移与应变



变。同理，εｙ和εｚ分别为ｙ方向和ｚ方向上线元的相对伸长，即ｙ方向和ｚ方
向的正应变。正应变以伸长时为正，缩短时为负，从而与正应力的正负号规定相

适应。

再来考虑∠ＡＰＢ的变化。对于图３３中所示的角α和β，有

ｔａｎα＝
ｖ
ｘｄｘ

ｄｘ＋ｕｘｄｘ
≈ｖｘ
， ｔａｎβ＝

ｕ
ｙｄｙ

ｄｙ＋ｖｙｄｙ
≈ｕｙ

（３９）

当变形微小时，α和β也很小，因而有

α＋β≈ｔａｎα＋ｔａｎβ＝
ｖ
ｘ＋

ｕ
ｙ＝γｘｙ

（３１０）

可见，γｘｙ的几何意义是ｘｙ面内直角的改变，称为剪应变。类似地，γｙｚ和γｚｘ分
别是ｙｚ和ｚｘ面内直角的改变。规定剪应变以直角变小时为正，变大时为负，从
而与剪应力的正负号规定相适应。

可以证明，对于物体内任意一点，如果已知εｘ，εｙ，εｚ，γｘｙ，γｙｚ，γｚｘ这６个应
变分量，就可以求得经过该点的任一线段的正应变，也可以求得经过该点的任意

两相互垂直线段之间的角度改变。因此，这６个应变分量可以完全确定该点的
形变状态。

３１３ 协调方程

根据连续性假设，物体变形后仍保持其连续性。在数学上，要求位移函数是

空间坐标的单值连续函数，否则变形后就会出现裂缝或重叠。当对６个独立的
应变分量任意给定６个函数时，就有可能出现这种变形不协调的现象。因此，各
应变分量之间必须满足一定的关系。从数学上看，如果给出应变分量求位移，则

需积分几何方程。这样的方程有６个，但只有３个位移分量；如果没有附加条件
的话，一般地说是不可积的，即应变不能与一组连续的位移相适应，变形将不协

调。

首先研究同一平面内应变分量之间的关系。将几何方程中εｘ对ｙ的二阶
导数与εｙ对ｘ的二阶导数相加，可得

２εｘ
ｙ２

＋
２εｙ
ｘ２＝

３ｕ
ｘｙ２

＋
３ｖ

ｙｘ２
＝ 

２

ｘｙ
ｕ
ｙ＋

ｖ
（ ）ｘ ＝

２γｘｙ
ｘｙ

此式即式（３１１ａ）中的第一式。类似地，可得出（３１１ａ）中的其他两式。
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２εｘ
ｙ２

＋
２εｙ
ｘ２＝

２γｘｙ
ｘｙ

２εｙ
ｚ２＋

２εｚ
ｙ２

＝
２γｙｚ
ｙｚ

２εｚ
ｘ２＋

２εｘ
ｚ２ ＝

２γｚｘ
ｚ

烍

烌

烎ｘ

（３１１ａ）

为了弄清不同平面内应变分量之间的关系，对几何方程中的剪应变公式作

如下求导运算


ｚγｘｙ＝

２ｖ
ｘｚ＋

２ｕ
ｙｚ

（ａ）


ｚγｙｚ＝

２ｗ
ｘｙ＋

２ｖ
ｘｚ

（ｂ）


ｙγｚｘ＝

２ｕ
ｙｚ＋

２ｗ
ｘｙ

（ｃ）

为消去ｕ，ｖ，做运算（ｂ）＋（ｃ）－（ａ）得

γｙｚ
ｘ ＋

γｚｘ
ｙ －

γｘｙ
ｚ ＝２

２ｗ
ｘｙ

（ｄ）

为消去ｗ，式（ｄ）对ｚ求导


ｚ
γｙｚ
ｘ ＋

γｚｘ
ｙ －

γｘｙ
（ ）ｚ ＝２ 

２

ｘｙ
ｗ
（ ）ｚ ＝２

２εｚ
ｘｙ

此即式（３１１ｂ）的第三式，同理可得其他两式。

２
２εｘ
ｙｚ＝


ｘ －

γｙｚ
ｘ ＋

γｚｘ
ｙ ＋

γｘｙ
（ ）ｚ

２
２εｙ
ｚｘ＝


ｙ －

γｚｘ
ｙ ＋

γｘｙ
ｚ ＋

γｙｚ
（ ）ｘ

２
２εｚ
ｘｙ＝


ｚ －

γｘｙ
ｚ ＋

γｙｚ
ｘ ＋

γｚｘ
（ ）

烍

烌

烎ｙ

（３１１ｂ）

式（３１１）称为变形协调方程。事实上，这６个协调方程并不独立，它们之间还存
在高阶的微分关系，最后独立的方程只有３个。
可以证明，满足协调方程就能保证位移可积，即保证位移分量存在。如果物

体是单连体（即在物体所占据的区域中任何闭合曲线都可以借助不断变形而收

缩到一点），则满足协调方程还能保证位移单值；而对于多连体（即在物体所占区

域中能够找到某个不能够收缩到一点的封闭曲线），要保证变形后的物体仍然连

９２３１ 位移与应变



续，还要求满足位移单值条件（文献２８）。

３１４ 刚体位移

物体内应变分量均为零时的位移为刚体位移。令全部应变分量等于零，不

难推得

ｕ＝ωｙｚ－ωｚｙ＋ｕ０
ｖ＝ωｚｘ－ωｘｚ＋ｖ０
ｗ＝ωｘｙ－ωｙｘ＋ｗ

烍
烌

烎０

（３１２）

其中，ωｘ，ωｙ，ωｚ，ｕ０，ｖ０，ｗ０为常数。可见，为了完全确定位移场，必须有６个适
当的约束条件来确定上式中的６个待定常数。
当ωｘ，ωｙ，ωｚ，均为零时，各点的位移分量均为ｕ０，ｖ０，ｗ０，故它们表示物体

的刚体平移；而ωｘ，ωｙ，ωｚ表示刚体转角。为说明这一点，可考虑刚体平移以及

ωｘ，ωｙ均为零的情况。此时，位移发生在ｘｙ坐标平面内。根据式（３１２），位移
分量为

ｕ＝－ωｚｙ， ｖ＝ωｚｘ （３１３）

该位移之和的大小为

图３４ 刚体转动

ｓ＝ ｕ２＋ｖ槡 ２＝ ω２ｚ（ｘ２＋ｙ２槡 ）＝ωｚｒ
（３１４）

这显然是物体绕ｚ轴逆时针转动形成的，转角为

ωｚ（图３４）。同理可知，ωｘ，ωｙ 分别为物体绕

ｘ，ｙ轴转动的转角。由式（３４）可知，反对称张量

ωｉｊ为

ωｉｊ＝

０ １
２
ｕ
ｙ－

ｖ
（ ）ｘ １

２
ｕ
ｚ－

ｗ
（ ）ｘ

１
２
ｖ
ｘ－

ｕ
（ ）ｙ ０ １

２
ｖ
ｚ－

ｗ
（ ）ｙ

１
２
ｗ
ｘ－

ｕ
（ ）ｚ １

２
ｗ
ｙ－

ｖ
（ ）ｚ

烄

烆

烌

烎０

（３１５）

将式（３１２）所代表的刚体位移场代入上式，得

ωｉｊ＝

０ －ωｚ ωｙ
ωｚ ０ －ωｘ
－ωｙ ωｘ

烄

烆

烌

烎０

（３１６）
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可见，ωｉｊ的元素为转角，故称为转动张量。

３２ 应 变 分 析

３２１ 主应变和应变不变量

对于任何一点总可以找到三个互相垂直的微分线段，物体变形后这些线段

只有伸缩而相互间的夹角保持直角不变，即微分线段组成的平面内没有剪应变。

图３５ 线元

与讨论应力状态时相似，剪应变为零的面称为主平

面，微分线段的相对伸长称为主应变，其方向即主平

面的法线方向称为主应变方向。

设图３５中的平面ＡＢＣ是主平面。过坐标原点
作ＡＢＣ的垂线，交主平面于Ｄ点，ＯＤ为线元ｄｒ，它
沿ｘ，ｙ，ｚ轴的投影分别为ｄｘ，ｄｙ，ｄｚ。变形后Ｄ点
相对于原点的位移增量可表示为式（３２），其中的第
一式可改写为

ｄｕ＝ｕｘｄｘ＋
ｕ
ｙｄｙ＋

ｕ
ｚｄｚ

＝ｕｘｄｘ＋
１
２
ｕ
ｙ＋

ｖ
（ ）ｘ ｄｙ＋１２ ｕｚ＋ｗ（ ）ｘ ｄｚ

＋１２
ｕ
ｙ－

ｖ
（ ）ｘ ｄｙ＋１２ ｕｚ－ｗ（ ）ｘ ｄｚ

上式中后两项与刚体转动有关，在小变形情况下分析应变时可忽略不计。这样，

上式及在另外两个方向上的位移增量可写为

ｄｕ＝εｘｄｘ＋εｙｘｄｙ＋εｚｘｄｚ
ｄｖ＝εｘｙｄｘ＋εｙｄｙ＋εｚｙｄｚ
ｄｗ＝εｘｚｄｘ＋εｙｚｄｙ＋εｚｄ

烍
烌

烎ｚ

（ａ）

另一方面，由于线元ｄｒ的方向为主方向，故变形后线元只增加一个长度
ｄｕｒ而方向不变，因此主应变为

ε＝
ｄｕｒ
ｄｒ

且ｄｒ和ｄｕｒ在ｘ，ｙ，ｚ轴上的投影成比例，从而有

ｄｕｒ
ｄｒ＝

ｄｕ
ｄｘ＝

ｄｖ
ｄｙ＝

ｄｗ
ｄｚ＝ε

（ｂ）

１３３２ 应 变 分 析



于是

ｄｕ＝εｄｘ， ｄｖ＝εｄｙ， ｄｗ＝εｄｚ （ｃ）

结合式（ａ）和（ｃ），可得

（εｘ－ε）ｄｘ＋εｙｘｄｙ＋εｚｘｄｚ＝０
εｘｙｄｘ＋（εｙ－ε）ｄｙ＋εｚｙｄｚ＝０
εｘｚｄｘ＋εｙｚｄｙ＋（εｚ－ε）ｄｚ

烍
烌

烎＝０

（３１７ａ）

上式中的各项同除以ｄｒ，注意到主方向的方向余弦为ｌ＝ｄｘｄｒ
，ｍ＝ｄｙｄｒ
和ｎ＝ｄｚｄｒ

，

则该式变为

（εｘ－ε）ｌ＋εｙｘｍ＋εｚｘｎ＝０
εｘｙｌ＋（εｙ－ε）ｍ＋εｚｙｎ＝０
εｘｚｌ＋εｙｚｍ＋（εｚ－ε）ｎ

烍
烌

烎＝０

（３１７ｂ）

为使式（３１７）中的方向余弦有非零解，其系数行列式必须为零，即

εｘ－ε εｙｘ εｚｘ
εｘｙ εｙ－ε εｚｙ
εｘｚ εｙｚ εｚ－ε

＝０

将此行列式展开后，可得

ε３－Ｉ′１ε２－Ｉ′２ε－Ｉ′３＝０ （３１８）

上述各式表明，主应变满足的方程与主应力的相似，其中Ｉ′１，Ｉ′２，Ｉ′３分别称
为应变第一、第二、第三不变量，其表达式为

Ｉ′１＝εｉｉ＝εｘ＋εｙ＋εｚ

Ｉ′２＝－
１
２
（εｉｉεｊｊ－εｉｊεｉｊ）＝－εｘεｙ－εｙεｚ－εｚεｘ＋ε２ｘｙ＋ε２ｙｚ＋ε２ｚｘ

Ｉ′３＝｜εｉｊ｜＝εｘεｙεｚ＋２εｘｙεｙｚεｚｘ－εｘε２ｙｚ－εｙε２ｚｘ－εｚε２ｘ

烍

烌

烎ｙ

（３１９）

求解方程（３１８）得到三个主应变，记为ε１，ε２，ε３。以主应变表示的应变不变量为

Ｉ′１＝ε１＋ε２＋ε３
Ｉ′２＝－（ε１ε２＋ε２ε３＋ε３ε１）

Ｉ′３＝ε１ε２ε
烍
烌

烎３

（３２０）

３２２ 体积应变

现在考察微元体的体积变形，微元体的体积为ｄＶ＝ｄｘｄｙｄｚ。可以证明，
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由剪切变形引起的体积改变是高阶微量，可以忽略不计。这样，微元体变形后的

体积将是ｄｘ（１＋εｘ）·ｄｙ（１＋εｙ）·ｄｚ（１＋εｚ），体积应变即单位体积的改变为

θ＝
ｄｘ（１＋εｘ）·ｄｙ（１＋εｙ）·ｄｚ（１＋εｚ）－ｄｘｄｙｄｚ

ｄｘｄｙｄｚ ＝εｘ＋εｙ＋εｚ （３２１）

其中略去了高阶微量εｘεｙεｚ，εｘεｙ等。

３２３ 八面体应变

完全类似八面体应力分析，可得八面体剪应变γ８。也可以用εｘ，
γｘｙ
２
等代替

八面体剪应力公式中的σｘ，τｘｙ等，得到γ８的计算公式，例如

γ８＝
２
３
（εｘ－εｙ）２＋（εｙ－εｚ）２＋（εｚ－εｘ）２＋

３
２
（γ２ｘｙ＋γ２ｙｚ＋γ２ｚｘ槡 ）

＝２３
（ε１－ε２）２＋（ε２－ε３）２＋（ε３－ε１）槡 ２ （３２２）

３２４ 应变张量的分解

与应力张量类似，应变张量也可以分解为球形应变张量εｍδｉｊ和应变偏量ｅｉｊ
之和，即

εｘ εｘｙ εｘｚ
εｙｘ εｙ εｙｚ
εｚｘ εｚｙ ε

烄

烆

烌

烎ｚ

＝

εｍ ０ ０
０ εｍ ０
０ ０ ε

烄

烆

烌

烎ｍ

＋

εｘ－εｍ εｘｙ εｘｚ
εｙｘ εｙ－εｍ εｙｚ
εｚｘ εｚｙ εｚ－ε

烄

烆

烌

烎ｍ

或

εｉｊ＝εｍδｉｊ＋ｅｉｊ （３２３）

其中，εｍ＝
１
３ ε１＋ε２＋ε
（ ）３ ＝θ３

为平均应变；应变偏量ｅｉｊ表示为

ｅｉｊ＝

εｘ－εｍ εｘｙ εｘｚ
εｙｘ εｙ－εｍ εｙｚ
εｚｘ εｚｙ εｚ－ε

烄

烆

烌

烎ｍ

（３２４）

应变偏量也是一种可能单独存在的应变状态，故它也有自己的不变量。仿照式

（３１９）可得

Ｊ′１＝ｅｉｉ＝ｅ１＋ｅ２＋ｅ３＝０

Ｊ′２＝
１
２ｅｉｊｅｉｊ＝－ｅ１ｅ２－ｅ２ｅ３－ｅ３ｅ１

Ｊ′３＝｜ｅｉｊ｜＝ｅ１ｅ２ｅ

烍

烌

烎３

（３２５）
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其中

ｅ１＝ε１－εｍ
ｅ２＝ε２－εｍ
ｅ３＝ε３－ε

烍
烌

烎ｍ

（３２６）

下面是Ｊ′２的一些不同表达式

Ｊ′２＝
１
６
（εｘ－εｙ）２＋（εｙ－εｚ）２＋（εｚ－εｘ）２＋

３
２
（γ２ｘｙ＋γ２ｙｚ＋γ２ｚｘ［ ］）

＝１６
（ε１－ε２）２＋（ε２－ε３）２＋（ε３－ε１）［ ］２ （３２７）

３２５ 等效应变

等效应变或应变强度用珋ε表示，定义如下

珋ε＝２
槡３
Ｊ′槡 ２＝

槡２
３
（ε１－ε２）２＋（ε２－ε３）２＋（ε３－ε１）槡 ２＝ ２

３ｅｉｊｅｉ槡 ｊ （３２８）

在单向拉伸情况下，如果假定材料不可压缩，则ε１＝ε，ε２＝ε３＝－
ε
２
；代入上式

可得珋ε＝ε。可见，在某种意义上，采用等效应变就将原来的复杂应变状态化为
具有相同“效应”的单向拉伸时的应变状态。

３３ 应变率概念

设物体中Ｐ点处的运动速度在ｘ，ｙ，ｚ轴的投影分别为ｕ，ｖ，ｗ，则应变对
时间的变化率为

εｘ＝
ｕ
ｘ
， ２εｘｙ＝γｘｙ＝

ｖ
ｘ＋

ｕ
ｙ

εｙ＝
ｖ
ｙ
， ２εｙｚ＝γｙｚ＝

ｗ
ｙ＋

ｖ
ｚ

εｚ＝
ｗ
ｚ
， ２εｚｘ＝γｚｘ＝

ｕ
ｚ＋

ｗ


烍

烌

烎ｘ

（３２９）

其中字母上的圆点“·”表示该量关于时间ｔ的变化率，例如对于εｘ有

εｘ＝
εｘ
ｔ＝


ｔ
ｕ
（ ）ｘ ＝ｕｘ

对于金属等固体材料，在温度不高和变形缓慢时，其力学性质实际上与应变

率关系不大，可以忽略时间因素对塑性变形的影响。此时，人们主要关心的不是
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应变率，而是应变增量εｉｊｄｔ，记作ｄεｉｊ（注意：这里的ｄεｉｊ不是应变分量的微分，
因为其中的εｉｊ是按瞬时位置计算的，而微分则是按初始位置计算的）。在分析
塑性变形的过程时，时间度量的绝对值没有影响，可任意取一个单调变化的量作

为时间参数，以代表荷载或变形的先后次序。因此，在塑性力学中，应变增量和

应变率常混合使用而不加区别。

应变增量张量也可以分解为球张量和偏张量，并可定义等效应变增量ｄ珋ε
（或应变增量强度）如下

ｄ珋ε＝槡２３
［（ｄε１－ｄε２）２＋（ｄε２－ｄε３）２＋（ｄε３－ｄε１）２槡 ］＝ ２

３ｄｅｉｊｄｅｉ槡 ｊ （３３０）

习 题

３１ 正应变和剪应变是如何定义的？它们的正负号是如何规定的？应变分析
与应力分析有哪些异同？

３２ 证明对于平面问题（应变与ｚ坐标无关），如果选取函数εｘ＝０，εｙ＝０和
γｘｙ＝Ｃｘｙ（显然它们不能满足协调方程），那么由下述几何方程中的任何
两个求出的位移分量，将与第三个几何方程不能协调即出现矛盾

εｘ＝
ｕ
ｘ
， εｙ＝

ｖ
ｙ
， γｘｙ＝

ｕ
ｙ＋

ｖ
ｘ

３３ 判断下述命题是否正确，并简短说明理由：
（１）若物体内一点的位移ｕ，ｖ，ｗ均为零，则该点必有应变εｘ＝εｙ＝εｚ＝０。
（２）在ｘ为常数的直线上，若ｕ＝０，则沿该线必有εｘ＝０。
（３）在ｙ为常数的直线上，若ｕ＝０，则沿该线必有εｘ＝０。
答案：（１）错，（２）错，（３）对。

３４ 已知某物体的位移场为

ｕ＝（６ｘ２＋１５）×１０－２， ｖ＝（８ｙｚ）×１０－２， ｗ＝（３ｚ２－２ｘｙ）×１０－２

试求点Ｐ（１，３，４）的应变分量。

答案：εｉｊ＝
１２ ０ －３
０ ３２ １１

烄

烆

烌

烎－３ １１ ２４
×１０－２。

３５ 已知下列应变分量是物体变形时产生的，试求各系数之间应满足的关系。

εｘ＝Ａ０＋Ａ１（ｘ２＋ｙ２）＋ｘ４＋ｙ４

εｙ＝Ｂ０＋Ｂ１（ｘ２＋ｙ２）＋ｘ４＋ｙ４

γｘｙ＝Ｃ０＋Ｃ１ｘｙ（ｘ２＋ｙ２＋Ｃ２）

εｚ＝γｚｘ＝γｙｚ

烍

烌

烎＝０
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３６ 试确定下述应变场是否可能

εｘ＝ａｘｙ２， εｙ＝ａｘ２ｙ， εｚ＝ａｘｙ
γｘｙ＝０， γｙｚ＝ａｚ２＋ｂｙ２， γｚｘ＝ａｘ２＋ｂｙ

烍
烌

烎２

答案：不可能存在。

３７ 已知物体中某点的应变状态为

εｉｊ＝
－０００６ －０００２ ０
－０００２ －０００４ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ０

试求：（１）应变不变量；（２）主应变；（３）八面体剪应变。
答案：（１）Ｉ′１＝－００１，Ｉ′２＝－２０×１０－５，Ｉ′３＝０；
（２）ε１＝０，ε２＝－２７６４×１０－３，ε３＝－７２３６×１０－３；
（３）γ８＝２９８×１０－３。

３８ 设应变偏量与应力偏量具有如下关系

ｅｉｊ＝ψｓｉｊ
其中，ψ为一标量。试证明ｅｉｊ与ｓｉｊ有相同的主方向。

３９ 试用直角坐标系中的应变分量εｘ，εｙ，εｚ，γｘｙ，γｙｚ，γｚｘ，表示柱坐标系中的
应变分量。

３１０ 试用柱坐标系中的应变分量εｒ，εθ，εｚ，γｒθ，γθｚ，γｚｒ，表示直角坐标系中的
应变分量。

３１１ 在本章讨论过程中，哪里用到了小变形假设？
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本构理论概述

前两章建立了平衡微分方程（３个）和几何方程（６个），共９个方程。推导这
些基本方程时并没有涉及到材料性质，因此它们对于任何材料都是适用的。不

过，只有这些方程还不足以解决变形体的应力和变形问题，因为这９个方程中包
含有１５个未知量，即３个位移分量、６个应力分量和６个应变分量。为此，还必
须研究材料变形特性，建构应力与应变之间的关系即本构关系或本构方程，这项

任务是由本构理论来完成的。

近几十年来，计算技术的高度发展使求解复杂力学问题的能力显著提高，建

构更加符合实际的力学模型，特别是本构方程成为问题的关键。本章概括地介

绍本构理论，内容包括：（１）本构理论研究的基本思路；（２）基本试验资料及简单
受力条件下的理想本构模型；（３）弹塑性本构理论简介。具体的本构理论将在第

５章、第１６章和第２０章中详细阐释。

４１ 本构研究思路

４１１ 本构理论

一般地说，描述结构材料力学性质的数学表达式均称为本构方程，说明材料

力学特性的理论称为本构理论，它包括机理的基本假定、本构方程的建立和特性

参数规律性的研究。在本书中，本构方程仅指反映材料变形性质的数学关系，特

别是应力与应变之间的关系，这也是该术语最通常的用法。

４１２ 材料单元

本构方程是针对具有代表性的材料单元建立起来的，研究材料的变形特性

需要对材料单元进行试验。

何谓材料单元？如何确定材料单元？我们知道，连续介质假设是大多数近

代工程力学以及物理学大部的基础，并能与实际相符。这主要是由于在实际分



析中所采用的材料特性代表了介质单元的某种平均特性，而不是点的特性。实

际上，就相当于对介质进行了等效连续处理。为此，我们可以将在物理力学性质

方面能代表介质特征的最小单元称为“基本单元”。例如，混凝土的基本单元应

包括一定数量的骨料颗粒、胶结物以及孔隙。若缩小单元尺寸，使其仅包括部分

颗粒或部分孔隙，则这种单元显然就不是混凝土的基本单元了，因为我们不能将

颗粒或孔隙的力学性质视为混凝土的力学性质。如果要研究混凝土的力学反

应，用于力学特性研究的试样即材料单元必须大于或等于基本单元，从而试验结

果可以代表混凝土的性质，分析结果也是单元体的平均反应，而不是结构中某一

点的反应。

可以把材料单元的基本特征概括为“宏观小微观大”。单元包含大量的次级

组分，统计平均后能得到稳定的数值，这就是“微观大”的含义；单元的特征尺度

与问题的特征尺度相比足够小，因而可以将其近似地看成一个几何点，这就是

“宏观小”的含义。可见，材料的本构理论本质上是唯象理论，即描述宏观力学现

象的理论。“唯象理论的合理性在于所依据的是宏观实验，而所得结论仍然用于

宏观实际；也就是以宏观世界作为出发点，建立宏观理论，反回来又用于宏观世

界，并由宏观世界来检验其正确性（文献５）。”

４１３ 研究方法

本构特性属于材料物理性质的范畴，必须采用试验方法加以研究。材料单

元在外力作用下，可观察的物理量（例如应力σ，应变ε，温度Ｔ等）在同一时刻
的值构成材料当时的一个状态，这些物理量称为状态变量。状态变量可以随时

间而变，因此材料行为表现为一过程。材料状态变量及时间之间的关系称为状

态方程或本构方程。

通常是首先根据宏观试验资料总结出唯象的经验规律，给出数学表达式，并

确定相关的参数；然后引入某些理论假设，构造本构方程。对于比较简单的情

况，数学公式容易获得；而当情况复杂时，便可能相当困难。实际材料单元往往

处于复杂应力状态。由于能施加复杂应力的试验设备的设计、制造和使用都很

困难，因此只能通过某些简单的试验，获取材料在比较简单应力状态下的本构方

程，然后通过某种理论把这些试验结果推广应用到复杂应力状态上去，求取普遍

形式的本构方程。也就是说，根据有限的试验资料，利用某种理论去建立材料的

本构方程并确定其中的特性参数（文献１０，３１，３２，４４，４６）。
弹塑性力学主要研究介质的宏观力学形状，并不专门探讨微观结构。然而，

为了建立本构理论，必须弄清材料的变形机理；而要弄清机理，必须进行微观或

细观研究。事实上，只有把宏观现象与微观机理结合起来，才能使我们在建构理

论时做出符合实际的假定。

８３ 第４章 本构理论概述



４１４ 问题类型

一般说来，材料的应力应变关系与加载历史、加载方式、温度和时间等多种

因素有关，可表示为

σｉｊ＝ｆ（εｉｊ，ｔ，Ｔ，Ｐ，⋯） （４１）

其中，ｔ为时间；Ｔ为温度；Ｐ为应力路径；等等。
在影响材料变形特性的因素当中，温度和加载速率（即荷载对时间的变化

率）特别重要。当温度超过一定值后，温度升高将使材料强度降低而塑性变形能

力提高，且表现出蠕变现象（即应力不变而应变随时间不断增长）。当加载速率

比通常静力试验时的速率高几个数量级时，会发现强度提高而塑性变形能力降

低。

然而，在温度不高、时间不长的情况下，可以忽略蠕变效应；在加载速率不大

的情况下，可以忽略其对变形的影响。这样的问题就是所谓静力问题，此时研究

材料变形可忽略时间因素的影响，建立与时间无关的静力本构方程。当材料变

形的稳定时间较长时，需要考虑时间因素。对于这种流变问题，必须建立材料的

流变本构方程。当加载速率较大时，动力因素对材料变形的影响不可忽略；在与

此相应的实际问题中，惯性力和阻尼力与弹性恢复力相比不可忽略。这种问题

属于动力问题，需要建构动力本构方程。本书仅限于静力问题。

４２ 试验资料与简化模型

４２１ 基本资料

在经典弹塑性力学中，有两个基本试验，即金属材料的单向拉伸试验和静水

压力试验。

（１）单向拉伸试验
在截面为Ａ０的圆柱形试件上施加轴向拉力Ｆ，试件将处于单向拉伸应力

状态，其名义应力为

σ＝ＦＡ０
（４２）

还可以测量在荷载作用下试件变形后的直径或面积，从而求出真实应力，即用实

际受力面积计算出的应力

σＴ＝
Ｆ
Ａ

（４３）

９３４２ 试验资料与简化模型



其中，Ａ为该瞬时试件的实际截面积。在小变形条件下，真实应力与名义应力
相差很小，可以忽略不计。

在加载的同时测量试件的轴向伸长，相对伸长即轴向应变ε。小变形时，可
采用原始尺寸ｌ０定义应变

ε＝Δｌｌ０
（４４ａ）

称为工程应变。大变形时，须采用真实应变，即

ε＝∫
ｌ

ｌ０

ｄｌ
ｌ ＝ｌｎ

ｌ
ｌ０

（４４ｂ）

试验时可测量试件的横向收缩，计算横向收缩应变ε′。试验表明，在线性弹性
范围内，ε′与ε之比是一个常数，即

ε′＝－νε （４５）

其中，ν称为泊松比。
对于大多数固体材料，单向拉伸试验曲线具有某些共性。图４１ａ是低碳钢

试件单向拉伸试验的典型曲线，其中Ａ点所对应的应力σＡ称为比例极限，Ａ点
以下的ＯＡ段为直线。ＡＢ段为非线性弹性阶段，其中Ｂ点所对应的应力标志
着弹性变形阶段的终止，故称为弹性极限σｅ；Ｂ点所对应的应力同时还标志塑
性变形阶段的开始，故亦称为屈服极限或屈服应力σｓ；对应于弹性极限或屈服
应力的应变为εｓ。一般材料的比例极限、弹性极限或屈服极限相差不大，故为
简便起见，通常不加区分。有些材料（例如铝合金）没有明显的屈服阶段（图

４１ｂ）。在工程上往往以残余应变达０２％时作为塑性变形的开始，其相应的应
力σ０２作为材料的屈服应力。

图４１ 单向拉伸试验

在ＢＣ段，应力不变而变形能继续发生，这种现象称为塑性流动，ＢＣ段称
为塑性平台。对于某些材料，塑性流动阶段的应变可达到１０至１５倍的εｓ。如
果应力达到σＤ时卸载，则可以认为应力应变关系自Ｄ 点沿ＤＥ到达Ｅ点，且

ＤＥ∥ＯＡ。其中ＯＥ为塑性应变εｐ，ＥＤ′为弹性应变εｅ，总应变为

０４ 第４章 本构理论概述



ε＝εｅ＋εｐ （４６）

若在Ｄ点卸载后重新加载，则在σ＜σＤ 之前，材料仅产生弹性变形；当

σ＞σＤ以后才重新进入塑性变形阶段。这就相当于提高了屈服应力，这种现象
称为应变硬化或强化。材料由初始弹性阶段进入塑性称为初始屈服，而再度屈

服则称为后继屈服。Ｆ点是材料所能承受的最大应力，称为强度极限。
对于一般金属材料，通常可以认为拉伸与压缩时的应力与应变曲线相同，如

图４２所示。对于应变硬化材料，若加载至硬化阶段后卸载，卸载至零后再反向加
载，则拉伸屈服应力σ＋ｓ 与压缩屈服应力σ－ｓ 之间的关系可分为两种情况（图

４３）：（１）若图中的Ｂ和Ｂ′分别为拉伸屈服点和反向压缩屈服点，σ＋ｓ ＝σ－ｓ 且

σ＋ｓ＋σ－ｓ＞２σｓ，则称为等向硬化；（２）若图中的Ｂ和Ｂ″分别为拉伸屈服点和反向压
缩屈服点，σ＋ｓ＞σ－ｓ 且σ＋ｓ＋σ－ｓ ＝２σｓ，则称为随动硬化。对于随动硬化材料，拉伸
（或压缩）时的硬化影响到压缩（拉伸）时的弱化，这种现象称为Ｂａｕｓｃｈｉｎｇｅｒ效应。

图４２ 拉伸与压缩 图４３ Ｂａｕｓｃｈｉｎｇｅｒ效应

（２）静水压力试验

ＰＷＢｒｉｄｇｍａｎ（１９４５）对金属材料进行了静水压力试验，结果表明，当压力
达到１５０００个大气压时，体积应变θ与压力ｐ之间的关系为

θ＝ΔＶＶ ＝
ｐ
Ｋ
１－ｐ
Ｋ

烄
烆

烌
烎１

（４７）

其中，Ｋ为体积模量，Ｋ１为派生模量。试验结果表明，对于铁、钢和铝，Ｋ１分别

为２８×１０４ＭＰａ、２７×１０４ＭＰａ和３８×１０４ＭＰａ。可见，当ｐ不太大时，
ｐ
Ｋ１
远远

小于１，可以认为体积应变θ与压力ｐ呈线性关系，即

θ＝ｐ
Ｋ

（４８）

而且，静水压力卸除后，体积变形基本上可以完全恢复。因此，可以认为，对于一

１４４２ 试验资料与简化模型



般金属材料，体积变形是线性弹性的。

Ｂｒｉｄｇｍａｎ还进行了弹簧钢的静水压力试验。结果，在１００００个大气压下体
积缩小约２２％。可见，通常压力作用下，金属材料的体积变形不仅可被视为弹
性的；而且这种体积变化很小，很多情况下可以忽略不计。此外，Ｂｒｉｄｇｍａｎ等人
的试验结果还表明，对于金属材料来说，静水压力不影响屈服。不过，对于混凝

土、岩石和土等岩土类材料，静水压力可以导致屈服，即产生塑性变形，而且体积

变形也是不可忽略的。

４２２ 变形机理

结构材料通常分为晶体材料和非晶体材料两种。晶体材料（例如多数金属）

由许多离子、原子或分子按一定规则排列组合而成，具有晶格结构。非晶体材料

则不具有晶格结构，例如高分子化合物、混凝土等都属于非晶体。对于各种不同

的材料，试验曲线和变形机理可能很不相同。

任何真实固体材料的变形都具有弹性、塑性和黏性成分，而且这几种力学性

质之间只存在模糊界限。弹性是指物体在外力作用下产生变形，而撤去外力后

立即恢复到它原有的形状和尺寸的性质，弹性变形就是卸荷后可恢复的变形。

塑性指应力超过屈服极限时仍能继续变形而不断裂，撤去外力后变形又不能恢

复的性质，塑性变形就是卸荷后残留下来的变形。

（１）弹性变形
对于具有晶体结构的金属材料，其弹性常用物质质点间的相互作用力来说

明。根据固体物理学，材料之所以能够平衡是因为原子之间存在着相互平衡的

力（吸引力和排斥力）。应力作用改变了质点间距，相应产生了变形，同时也建立

了新的平衡。一旦荷载消失，质点随即产生位移，返回到原来的平衡位置。

实际上，理想的线弹性材料是不存在的，即使是在完全的晶体中，分子平均

位置的接近也不能按照线性规律来进行。对于可逆性也是这样，从热力学观点

来看，只有假定应力变化在速度为零的情况下进行，才有可逆性。事实上，速度

不可能等于零，分子所获得的一部分动能必然转化为热能而耗损，故完全的可逆

不会发生。由于理想弹性并不存在，就需要运用实用弹性的定义，它一方面容许

对变形的线性弹性规律有一定的偏离，另一方面也容许与可逆性有一定的偏离。

（２）塑性变形
晶体的塑性变形与晶体内部原子层间发生相对滑动或剪切密切相关。试验

表明，塑性变形的基本机理是滑移，即当滑移平面上沿着滑移方向的剪应力达到

某临界值时便发生滑移。

完善晶粒能达到１０－１量级的弹性应变，而试验测得的宏观弹性剪应变量级
不超过１０－４。人们发现，这是因为材料点阵结构中存在“缺陷”，这种缺陷减弱
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了晶粒对滑移的抵抗。因此，通常用位错来解释塑性变形。晶体的空间格子受

到剪应力作用以后产生变形，当剪应力超过某一数值后，质点就会产生位置交

换，改变了晶体点阵排列的形式，这种现象就称为位错。位错在晶体内运动将引

起晶体内原子层沿滑动面滑动，表现为材料的塑性变形。质点经过位错以后，质

点之间仍然保持与位置交换以前相同的作用力。这样，晶格组合并未受到多大

损害，而塑性变形却能保留下来。

（３）黏性变形
瞬时变形就是在加荷的瞬间完成的变形，包括弹性变形和塑性变形。一般

地说，瞬时变形随着应力水平增高而增大。流动变形是随时间而发展的变形，这

种性质就是黏性。流动变形通常包括部分弹性变形和部分塑性变形。

此外，塑性流动概念出现在塑性理论中，它表示荷载达到某个极限时（流动

极限）塑性变形无限制发展。

４２３ 简化模型

在试验资料的基础上，忽略某些次要因素，可以得到理想化的简单模型。现

给出材料在简单应力状态下的简化模型，它们也就是简单条件下的本构理论。

图４４ 简化模型

（１）理想线性弹性模型
理想线性弹性模型认为，应力与应变之间服从线性弹性关系（图４４ａ）。一

般说来，当变形较小时，这一假定是合理的。此时，本构方程为Ｈｏｏｋｅ定律，即

σ＝Ｅε （４９）

（２）理想弹塑性模型
理想弹塑性模型假定材料经过线性弹性阶段后，便进入塑性流动状态，即塑

性变形在屈服应力作用下可无限制地发展（图４４ｂ），其本构方程为

３４４２ 试验资料与简化模型



σ＝Ｅε ｜ε｜≤εｓ
σ＝σｓｓｇｎε ｜ε｜＞ε

烍
烌

烎ｓ
（４１０）

其中ｓｇｎε为符号函数，即

ｓｇｎε＝
１ ε＞０
－１ ε＜｛ ｝０ （４１１）

（３）理想刚塑性模型
在理想弹塑性模型中忽略弹性变形即为理想刚塑性模型。也就是说，

材料达到屈服应力时便进入塑性流动状态，而小于屈服应力时不产生变形（图

４４ｃ），其本构方程为

ε＝０ ｜σ｜＜σｓ
σ＝σｓｓｇｎε ｜ε｜＞

烍
烌

烎０
（４１２）

（４）弹性线性硬化模型
弹性线性硬化模型假定材料经过线性弹性阶段后，便进入线性塑性强化阶

段（图４４ｄ），其本构方程为

σ＝Ｅε ｜ε｜≤εｓ
σ＝Ｅ１ε＋（１－λ）σｓｓｇｎε ｜ε｜＞εｓ

λ＝
Ｅ１烍
烌

烎Ｅ
（４１３）

（５）刚性线性硬化模型
当弹性变形比塑性变形小得多时，可以忽略弹性变形，即认为材料不经过弹

性阶段而直接进入线性塑性强化阶段（图４４ｅ），其本构方程为

ε＝０ ｜σ｜≤σｓ
σ＝Ｅ１ε＋σｓｓｇｎε ｜ε｜＞

烍
烌

烎０
（４１４）

（６）幂硬化模型
幂硬化模型假设应力与应变具有幂函数关系（图４４ｆ），即

σ＝Ｂ｜ε｜ｎｓｇｎε ０≤ｎ≤１ （４１５）

通过调整指数ｎ来拟合实际的应力应变曲线。

４３ 弹塑性本构理论

４３１ 本构理论的类型

由于计算技术的高度发展，建立更加符合实际的本构方程成为制约结构应
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力变形分析的瓶颈。这种需要极大地推动了材料本构理论的研究。到目前为

止，已经发展了多种试验方法以尽可能准确地描述材料的变形特性，并建立了一

百多种本构方程。在小变形情况下，就弹塑性本构理论而言，可分为三种基本类

型：弹性本构理论、经典塑性本构理论、广义塑性本构理论。

（１）弹性本构理论
弹性本构理论假定材料是理想弹性的，其基本特征是变形具有可逆性、应力

与应变一一对应。弹性本构方程可以是线性的，也可以是非线性的。对于绝大

多数结构材料来说，在一定荷载范围内都可以看作是线性弹性的。该理论将在

第５章中详细介绍。
（２）经典塑性本构理论
当材料应力超出弹性范围而进入塑性阶段时，必须采用塑性本构方程。根

据单向拉伸试验资料可知，塑性阶段的本构特性受应力历史的影响，应力和应变

之间不再具有一一对应的关系，而且加载和卸载遵循不同的规律。

经典塑性本构理论主要是针对金属材料发展起来的，该理论假定材料是理

想弹塑性的或应变硬化的；静水应力与剪应变、剪应力与体积应变无耦合作用，

且体积变形是理想线性弹性的；材料的抗拉屈服极限与抗压屈服极限相同；塑性

应变增量方向服从正交流动法则，即塑性应变增量方向沿着屈服面的外法线方

向。第１５章将介绍经典塑性本构理论中的屈服理论，第１６章介绍本构方程。
（３）广义塑性本构理论
广义塑性本构理论主要适用于混凝土、岩石、土等岩土类材料，同时也适用

于金属材料。该理论认为材料不仅可以硬化，而且可以软化；屈服、硬化与软化

都可以与静水应力相关；抗拉屈服极限与抗压屈服极限可以不同；静水压力与剪

应变、剪应力与体积应变可以耦合，等等。广义塑性本构理论主要包括屈服与静

水应力有关的塑性本构理论、建立在应变空间中的塑性本构理论以及塑性内时

理论，它们将在第２０章中加以讨论。
此外，在大变形情况下，应力和应变必须重新度量，它们之间的关系将在第

２１章中介绍。

４３２ 本构模型的选择

结构材料种类繁多，性质各异，很难用统一的模型来描述其本构特性。人们

已经认识到，试图建立一种反映上述各种变形机理且普遍适用的本构模型是不

可能的。在实际分析中选择本构模型主要基于两个原则，即：（１）能较好地反映
材料的实际性能；（２）比较简单实用。
例如，脆性材料的塑性变形阶段很不明显，通常是弹性阶段后紧跟着就破

坏，因此可采用线性弹性本构方程。对于低碳钢来说，当总应变超过弹性极限应

５４４３ 弹塑性本构理论



变１０～２０倍时也不发生硬化，故一般可当作理想弹塑性或理想刚塑性材料处
理。具体说，受内压作用的厚壁圆筒，塑性区由内壁开始向外扩展，形成一个内

层为塑性区、外层为弹性区的弹塑性体。由于外层弹性区的约束，内层塑性区的

变形仍与弹性变形为同一量级，用理想弹塑性模型进行分析即可；如果塑性变形

的发展不受约束，像形成塑性铰的梁那样，则弹性变形与塑性变形相比可以忽略

不计，此时可采用理想刚塑性模型。

任何理论模型都有它的局限性，重要的是确定各种理论的前提假设及适用

范围，而不是因某种理论不适用于某种具体情况就否定它。沈珠江说：“假设是

对复杂事物的一种简化，只要能在一定范围内适用，简化假设就会有生命力，土

的弹性体假设就是例证。假设越少，考虑的因素越全面的理论，如果使用起来太

复杂，就未必优于更简单的理论，有的甚至是画蛇添足，多此一举。该简单的地

方简单，该复杂的地方复杂，这恐怕是研究工作的一条重要原则。”（文献５１）

习 题

４１ 试解释下列基本概念：
（１）比例极限 （２）弹性极限 （３）屈服极限 （４）初始屈服
（５）后继屈服 （６）应变硬化 （７）本构方程 （８）本构理论
（９）弹性变形 （１０）塑性变形 （１１）Ｂａｕｓｃｈｉｎｇｅｒ效应

４２ 根据金属材料的基本试验资料，说明其主要的变形特性。

４３ 本构理论的简化模型主要有哪些？各自的含义是什么？
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第５

章


弹性本构理论

弹性本构理论的基本假设是弹性假设，即荷载引起的材料变形是理想弹性

的，其基本特征是变形的可恢复性，从而应力与应变之间存在一一对应关系。对

于绝大多数结构材料来说，这一假设在一定荷载范围内是成立的。

弹性本构理论包括线性弹性理论和非线性弹性理论。在前者，应力与应变

之间成比例，本构方程就是著名的广义Ｈｏｏｋｅ定律；在后者，本构方程是非线性
的，但加载和卸载仍然沿着一条曲线。本章仅介绍线性弹性理论，首先介绍弹性

应变能的概念，为讨论广义Ｈｏｏｋｅ定律做准备；然后给出广义Ｈｏｏｋｅ定律的各
种表达形式并对弹性常数的基本性质进行讨论。

５１ 弹性应变能

在荷载作用下，物体内部将产生应力和应变。将应力在应变上所做的功定

义为应变能。现考虑微元体仅有σｘ作用时的应变能计算（图５１）。显然，微元
体上合力σｘｄｙｄｚ在位移增量ｄεｘｄｘ上所做的功为σｘｄεｘｄｘｄｙｄｚ，而在应变εｘ
相应的位移上所做的功为

∫
εｘ

０
σｘｄεｘｄｘｄｙｄｚ

定义单位体积的应变能为应变能密度Ｗε，则有

Ｗε＝∫
εｘ

０
σｘｄεｘ

图５１ 微元体 图５２ 应力应变关系



显然，应变能密度就是应力?应变曲线围成的面积（图５２）。一般地，当微
元体上作用全部应力分量时，应变能密度为

Ｗε＝∫
εｘ

０
σｘｄεｘ＋∫

εｙ

０
σｙｄεｙ＋∫

εｚ

０
σｚｄεｚ＋∫

γｘｙ

０
τｘｙｄγｘｙ＋∫

γｙｚ

０
τｙｚｄγｙｚ＋∫

γｚｘ

０
τｚｘｄγｚｘ

＝∫
εｉｊ

０
σｉｊｄεｉｊ （５１）

而整个弹性体的应变能Ｕ 为

Ｕ ＝∫ΩＷεｄΩ （５２）

根据式（５１），显然下式成立

Ｗε
εｉｊ

＝σｉｊ （５３）

上式表明应力张量是应变能密度 Ｗε的梯度，这说明 Ｗε为势函数，称为弹性
势。

对于线性弹性介质，应变能密度和弹性体的应变能分别为

Ｗε＝
１
２
（σｘεｘ＋σｙεｙ＋σｚεｚ＋τｘｙγｘｙ＋τｙｚγｙｚ＋τｚｘγｚｘ）＝

１
２σｉｊεｉｊ

（５４）

Ｕ ＝∫ΩＷεｄΩ＝１２∫ΩσｉｊεｉｊｄΩ （５５）

５２ 各向异性弹性理论

５２１ 完全各向异性

对于线性弹性材料，本构方程的一般表达式为

σｘ＝ｃ１１εｘ＋ｃ１２εｙ＋ｃ１３εｚ＋ｃ１４γｘｙ＋ｃ１５γｙｚ＋ｃ１６γｚｘ
σｙ＝ｃ２１εｘ＋ｃ２２εｙ＋ｃ２３εｚ＋ｃ２４γｘｙ＋ｃ２５γｙｚ＋ｃ２６γｚｘ
σｚ＝ｃ３１εｘ＋ｃ３２εｙ＋ｃ３３εｚ＋ｃ３４γｘｙ＋ｃ３５γｙｚ＋ｃ３６γｚｘ
τｘｙ＝ｃ４１εｘ＋ｃ４２εｙ＋ｃ４３εｚ＋ｃ４４γｘｙ＋ｃ４５γｙｚ＋ｃ４６γｚｘ
τｙｚ＝ｃ５１εｘ＋ｃ５２εｙ＋ｃ５３εｚ＋ｃ５４γｘｙ＋ｃ５５γｙｚ＋ｃ５６γｚｘ
τｚｘ＝ｃ６１εｘ＋ｃ６２εｙ＋ｃ６３εｚ＋ｃ６４γｘｙ＋ｃ６５γｙｚ＋ｃ６６γ

烍

烌

烎ｚｘ

（５６ａ）

此即广义Ｈｏｏｋｅ定律，其张量形式通常写成
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σｉｊ＝Ｄｉｊｋｌεｋｌ （ｉ，ｊ，ｋ，ｌ＝１，２，３） （５６ｂ）

其中Ｄｉｊｋｌ称为弹性张量。在式（５６ａ）中，弹性常数共有３６个，但是它们并不都
是独立的。下面将证明，对于完全各向异性介质，独立的弹性常数共２１个；而各
向同性介质的独立的弹性常数只有２个。
根据式（５３）和式（５６），有

Ｗε
εｙ

＝σｙ＝ｃ２１εｘ＋ｃ２２εｙ＋ｃ２３εｚ＋ｃ２４γｘｙ＋ｃ２５γｙｚ＋ｃ２６γｚｘ

上式对γｚｘ求偏导，得

２Ｗε
γｚｘεｙ

＝ｃ２６ （ａ）

若Ｗε先对γｚｘ求偏导得τｚｘ，然后再对εｙ求偏导，则得

２Ｗε
εｙγｚｘ

＝ｃ６２ （ｂ）

注意到导数与求导次序无关，比较式（ａ）和（ｂ），可知ｃ２６＝ｃ６２。同理，可证明

ｃｍｎ＝ｃｎｍ （５７）

故对于完全各向异性介质，独立的弹性常数共２１个，本构方程可写成

σｘ
σｙ
σｚ
τｘｙ
τｙｚ
τ

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｚｘ

＝

ｃ１１ ｃ１２ ｃ１３ ｃ１４ ｃ１５ ｃ１６
ｃ２２ ｃ２３ ｃ２４ ｃ２５ ｃ２６

ｃ３３ ｃ３４ ｃ３５ ｃ３６
对 ｃ４４ ｃ４５ ｃ４６
称 ｃ５５ ｃ５６

ｃ

熿

燀

燄

燅６６

εｘ
εｙ
εｚ
γｘｙ
γｙｚ
γ

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｚｘ

（５８）

５２２ 正交各向异性

如果介质有三个相互垂直的弹性对称面，则称为正交各向异性介质。从中

取出一微元体，其面平行于对称面。那么，沿一个方向拉压时，微元体变形后仍

为正六面体，只产生边长的伸长或缩短，面间的夹角保持不变即剪应变为零。如

果使坐标轴分别与弹性对称面垂直，则正应力和剪应变之间、正应变和剪应力之

间不耦合。式（５８）可简化为
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σｘ
σｙ
σｚ
τｘｙ
τｙｚ
τ

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｚｘ

＝

ｃ１１ ｃ１２ ｃ１３ ０ ０ ０
ｃ２２ ｃ２３ ０ ０ ０

ｃ３３ ０ ０ ０
对 ｃ４４ ０ ０
称 ｃ５５ ０

ｃ

熿

燀

燄

燅６６

εｘ
εｙ
εｚ
γｘｙ
γｙｚ
γ

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｚｘ

（５９）

此时独立的弹性常数只剩下９个。

５２３ 横观各向同性

如果介质有一个对称轴，则称为横观各向同性介质。若把对称轴作为ｚ轴，
则与该轴垂直的ｘｙ平面内各个方向都将具有相同的弹性常数，故ｃ１１＝ｃ２２＝ａ；在
与ｚ轴的关系方面，ｘ和ｙ可互换，故ｃ１３＝ｃ２３＝ｅ，ｃ５５＝ｃ６６＝ｃ。令ｃ１２＝ｂ，
ｃ３３＝ｄ，ｃ４４＝ｆ。于是，本构方程可进一步简化为

σｘ
σｙ
σｚ
τｘｙ
τｙｚ
τ

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｚｘ

＝

ａ ｂ ｅ ０ ０ ０
ａ ｅ ０ ０ ０

ｄ ０ ０ ０
对 ｆ ０ ０
称 ｃ ０

熿

燀

燄

燅ｃ

εｘ
εｙ
εｚ
γｘｙ
γｙｚ
γ

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｚｘ

（５１０）

可见，还有６个弹性常数。可以证明，ｘｙ平面内的３个弹性常数ａ，ｂ和ｆ之间
具有某个确定的关系，故横观各向同性介质的独立弹性常数只有５个。

５３ 各向同性弹性理论

５３１ 本构方程的构造

对于各向同性介质，式（５１０）中的弹性常数将减少到３个，即ｄ＝ａ，ｅ＝ｂ，

ｆ＝ｃ，本构方程简化为

σｘ
σｙ
σｚ
τｘｙ
τｙｚ
τ

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｚｘ

＝

ａ ｂ ｂ ０ ０ ０
ａ ｂ ０ ０ ０

ａ ０ ０ ０
对 ｃ ０ ０
称 ｃ ０

熿

燀

燄

燅ｃ

εｘ
εｙ
εｚ
γｘｙ
γｙｚ
γ

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｚｘ

（５１１）
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可以证明，这３个弹性常数之间具有某个确定的关系。因此，各向同性介质的独
立弹性常数只有２个。
事实上，将单向拉伸试验和纯剪试验得出的经验规律加以引申，考虑到线弹

性条件下叠加原理成立，可直接得到作为经典弹性理论的广义Ｈｏｏｋｅ定律

εｘ＝
１
Ｅ σｘ－ν
（σｙ＋σｚ［ ］） γｘｙ＝

１
Ｇτｘｙ

εｙ＝
１
Ｅ σｙ－ν
（σｚ＋σｘ［ ］） γｙｚ＝

１
Ｇτｙｚ

εｚ＝
１
Ｅ σｚ－ν
（σｘ＋σｙ［ ］） γｚｘ＝

１
Ｇτ

烍

烌

烎ｚｘ

（５１２ａ）

或

εｉｊ＝
１＋ν
Ｅ σｉｊ－

ν
ＥΘδｉｊ

（ｉ，ｊ＝１，２，３） （５１２ｂ）

其中，Ｅ为弹性模量或杨氏模量，ν为泊松比，Ｇ 为剪切模量。根据纯剪条件下
的能量关系，可以证明Ｅ，ν和Ｇ之间具有如下关系

Ｇ＝ Ｅ
２（１＋ν）

（５１３）

可见，对于各向同性介质，独立的弹性常数只有２个。
从式（５１２）中解出应力分量，可得

σｘ＝λθ＋２Ｇεｘ τｘｙ＝Ｇγｘｙ
σｙ＝λθ＋２Ｇεｙ τｙｚ＝Ｇγｙｚ
σｚ＝λθ＋２Ｇεｚ τｚｘ＝Ｇγ

烍
烌

烎ｚｘ

（５１４ａ）

或

σｉｊ＝λθδｉｊ＋２Ｇεｉｊ （ｉ，ｊ＝１，２，３） （５１４ｂ）

上式可以写成矩阵形式

σｘ
σｙ
σｚ
τｘｙ
τｙｚ
τ

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｚｘ

＝

λ＋２Ｇ λ λ ０ ０ ０
λ＋２Ｇ λ ０ ０ ０

λ＋２Ｇ ０ ０ ０
对 Ｇ ０ ０

称 Ｇ ０

熿

燀

燄

燅Ｇ

εｘ
εｙ
εｚ
γｘｙ
γｙｚ
γ

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｚｘ

（５１４ｃ）
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或

σ＝Ｄε （５１４ｄ）

其中

λ＝ νＥ
（１＋ν）（１－２ν）

（５１５）

比较式（５１１）和（５１４），可知ａ＝λ＋２Ｇ，ｂ＝λ，ｃ＝Ｇ。

５３２ 本构方程的推导

现在我们用另一种方式推导广义Ｈｏｏｋｅ定律（５１４），而且不需考虑能量关
系就能证明各向同性介质的独立弹性常数只有２个。为此，首先证明各向同性

图５３ 坐标系转动

介质的主应力方向与主应变方向相重合。令坐标系

ｏｘｙｚ的ｘ，ｙ，ｚ轴与主应变方向一致，则剪应变分量

γｘｙ，γｙｚ，γｚｘ等于零，于是有

τｘｙ＝ｃ４１εｘ＋ｃ４２εｙ＋ｃ４３εｚ （ａ）

现引进新坐标系ｏｘ′ｙ′ｚ′，原坐标系ｏｘｙｚ绕ｙ轴转动

１８０°后可与之重合（图５３）。显然，新坐标轴的方向余
弦矩阵为

β＝
β１１ β１２ β１３
β２１ β２２ β２３
β３１ β３２ β

熿

燀

燄

燅３３

＝
－１ ０ ０
０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ －１

对于各向同性材料，弹性常数与方向无关，故对新坐标系有

τｘ′ｙ′＝ｃ４１εｘ′＋ｃ４２εｙ′＋ｃ４３εｚ′ （ｂ）

根据坐标变换公式（２３５），有

τｘ′ｙ′＝β１１β２２τｘｙ＝－τｘｙ
εｘ′＝β２１１εｘ＝εｘ， εｙ′＝β２２２εｙ＝εｙ， εｚ′＝β２３３εｚ＝ε

烍
烌

烎ｚ
（ｃ）

将式（ｃ）代入式（ｂ）得

－τｘｙ＝ｃ４１εｘ＋ｃ４２εｙ＋ｃ４３εｚ （ｄ）

比较式（ａ）和（ｄ），可知τｘｙ必定为零。同理，可得τｙｚ和τｚｘ也为零。可见，当剪应
变为零时，相应的剪应力也为零，这就证明了应力主方向与应变主方向相重合。

现在令ｘ，ｙ，ｚ轴与主应力方向一致。考虑到主应力方向与主应变方向重

２５ 第５章 弹性本构理论



合，则由式（５６）可得主应力和主应变之间的关系

σ１＝ｃ１１ε１＋ｃ１２ε２＋ｃ１３ε３
σ２＝ｃ２１ε１＋ｃ２２ε２＋ｃ２３ε３
σ３＝ｃ３１ε１＋ｃ３２ε２＋ｃ３３ε

烍
烌

烎３

（ｅ）

根据前面的分析，有ｃ１１＝ｃ２２＝ｃ３３＝ａ，ｃ１２＝ｃ２１＝ｃ１３＝ｃ３１＝ｃ２３＝ｃ３２＝ｂ。代入
式（ｅ）并令ａ－ｂ＝２μ，ｂ＝λ，注意到θ＝ε１＋ε２＋ε３＝εｘ＋εｙ＋εｚ，可得

σ１＝λθ＋２με１
σ２＝λθ＋２με２
σ３＝λθ＋２με

烍
烌

烎３

或

σｋ＝λθ＋２μεｋ （ｋ＝１，２，３） （ｆ）

设ｎｋｉ为与主应力σｋ对应的主方向，则有

ｎｋｉ（σｉｊ－σｋδｉｊ）＝０ （ｇ）

将式（ｆ）代入式（ｇ），得

ｎｋｉ（σｉｊ－λθδｉｊ－２μεｋδｉｊ）＝０ （ｈ）

由于主应力方向与主应变方向一致，故

ｎｋｉ（εｉｊ－εｋδｉｊ）＝０

即

ｎｋｉεｋδｉｊ＝ｎｋｉεｉｊ （ｉ）

将式（ｉ）代入式（ｈ），得

ｎｋｉ（σｉｊ－λθδｉｊ－２μεｉｊ）＝０ （ｊ）

上式为线性方程组，至少有３组解ｎｋｉ（ｋ＝１，２，３），故其系数必为零，即

σｉｊ＝λθδｉｊ＋２μεｉｊ （５１６ａ）

即

σｘ＝λθ＋２μεｘ τｘｙ＝μγｘｙ
σｙ＝λθ＋２μεｙ τｙｚ＝μγｙｚ
σｚ＝λθ＋２μεｚ τｚｘ＝μγ

烍
烌

烎ｚｘ

（５１６ｂ）
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常数λ，μ称为Ｌａｍé弹性常数。这就证明了各向同性弹性介质的独立弹性常
数只有两个。将式（５１６）与（５１４）比较，可知λ为式（５１５），而μ＝Ｇ。

５３３ Ｈｏｏｋｅ定律的Ｋ?Ｇ形式

式（５１４）的三个正应力公式相加，可得下式中的第一式；计算应力偏量可得
下式中的第二式

Θ＝３Ｋθ 或 σｍ＝３Ｋεｍ
ｓｉｊ＝２Ｇｅｉ

烍
烌

烎ｊ
（５１７）

此即广义Ｈｏｏｋｅ定律的Ｋ?Ｇ形式，简称Ｋ?Ｇ模型。其中Ｋ 为体积弹性模量，
其表达式为

Ｋ＝ Ｅ
３（１－２ν）

（５１８）

式（５１７）中第二式的两边自乘，得

ｓｉｊｓｉｊ＝４Ｇ２ｅｉｊｅｉｊ
注意到等效应力和等效应变的计算公式，即

珋σ＝ ３
２ｓｉｊｓｉ槡 ｊ， 珋ε＝ ２

３ｅｉｊｅｉ槡 ｊ

有

２Ｇ＝
ｓｉｊｓｉ槡 ｊ

ｅｉｊｅｉ槡 ｊ
＝２３

珋σ
珋ε

代入式（５１７）得

σｍ＝３Ｋεｍ， ｓｉｊ＝
２
３
珋σ
珋ε
ｅｉｊ （５１９）

此表达方式便于推广到应力应变关系是非线性的情况。

５３４ 弹性常数

可以通过单向拉伸试验来测定Ｅ和ν；通过薄壁筒扭转试验来测定Ｇ；通过
静水压力试验来测定Ｋ。试验表明，在这三种加载情况下，物体变形总是和加
载方向一致，故

Ｅ＞０， Ｇ＞０， Ｋ＞０ （５２０）
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根据式（５１７）和（５１８），可知ν＜１２
。试验表明，到目前为止还没有发现

ν＜０的材料，于是

０＜ν＜１２
（５２１）

根据式（５１５），可知

λ＞０ （５２２）

将式（５１４）代入（５４）得

Ｗε＝
１
２σｉｊεｉｊ＝

１
２
（λθδｉｊεｉｊ＋２Ｇεｉｊεｉｊ）＝

１
２
（λθ２＋２Ｇεｉｊεｉｊ）

可见，弹性应变能恒大于零。

习 题

５１ 对于各向同性线弹性介质（以下各题均同），试用能量关系证明弹性模量

Ｅ、剪切模量Ｇ、泊松比ν之间具有如下关系

Ｇ＝ Ｅ
２（１＋ν）

５２ 若主应力σ１≥σ２≥σ３，证明ε１≥ε２≥ε３。

５３ 试推导平均应力与平均应变、应力偏量与应变偏量之间的关系

σｍ＝３Ｋεｍ， ｓｉｊ＝２Ｇｅｉｊ
５４ 试推导畸变能密度 Ｗｄ（即因形状改变而储存在单位体积内的弹性应变
能）与Ｊ２的关系式

Ｗｄ＝
１
２ＧＪ２

５５ 试证明等效应力与等效应变满足下述关系

珋σ＝Ｅ珋ε

５５习 题
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弹性力学边值问题

如果规定结构中不能出现塑性变形，则只需进行弹性分析便能确定其应力

和变形。根据前面各章的分析，弹性力学问题的解在域Ω内必须满足平衡微分
方程、几何方程和弹性本构方程，它们被称为控制方程或泛定方程；在域Ω的边
界Γ上还必须满足边界条件。这样，弹性力学问题就被归结为微分方程的某种
边值问题。

本章首先列出弹性力学问题的全部微分方程；然后说明微分方程的基本解

法；最后介绍与弹性力学问题求解相关的基本原理，包括叠加原理、解的唯一性

定理、ＳｔＶｅｎａｎｔ原理等。

６１ 基 本 方 程

６１１ 平衡方程

平衡微分方程（简称平衡方程）描述物体内部应力与外部体力之间的平衡关

系，其表达式为式（２５），即

σｘ
ｘ＋

τｙｘ
ｙ ＋

τｚｘ
ｚ ＋Ｘ＝０

τｘｙ
ｘ ＋

σｙ
ｙ＋

τｚｙ
ｚ ＋Ｙ＝０

τｘｚ
ｘ ＋

τｙｚ
ｙ ＋

σｚ
ｚ＋Ｚ

烍

烌

烎＝０

（６１ａ）

或

σｉｊ，ｊ＋ｆｉ＝０ （ｉ，ｊ＝１，２，３） （６１ｂ）

６１２ 几何方程

几何方程表达应变和位移之间的关系，由式（３６）给出，即



εｘ＝
ｕ
ｘ
， γｘｙ＝

ｖ
ｘ＋

ｕ
ｙ

εｙ＝
ｖ
ｙ
， γｙｚ＝

ｗ
ｙ＋

ｖ
ｚ

εｚ＝
ｗ
ｚ
， γｚｘ＝

ｕ
ｚ＋

ｗ


烍

烌

烎ｘ

（６２ａ）

或

εｉｊ＝
１
２
（ｕｉ，ｊ＋ｕｊ，ｉ） （ｉ，ｊ＝１，２，３） （６２ｂ）

根据由应变位移关系导出的应变协调方程为

２εｘ
ｙ２

＋
２εｙ
ｘ２＝

２γｘｙ
ｘｙ

２εｙ
ｚ２＋

２εｚ
ｙ２

＝
２γｙｚ
ｙｚ

２εｚ
ｘ２＋

２εｘ
ｚ２ ＝

２γｚｘ
ｚ

烍

烌

烎ｘ

（６３ａ）

２
２εｘ
ｙｚ＝


ｘ －

γｙｚ
ｘ ＋

γｚｘ
ｙ ＋

γｘｙ
（ ）ｚ

２
２εｙ
ｚｘ＝


ｙ －

γｚｘ
ｙ ＋

γｘｙ
ｚ ＋

γｙｚ
（ ）ｘ

２
２εｚ
ｘｙ＝


ｚ －

γｘｙ
ｚ ＋

γｙｚ
ｘ ＋

γｚｘ
（ ）

烍

烌

烎ｙ

（６３ｂ）

６１３ 本构方程

本构方程描述材料应力与应变之间的关系。对于各向同性线性弹性介质，

本构方程即广义Ｈｏｏｋｅ定律（５１２）

εｘ＝
１
Ｅ σｘ－ν
（σｙ＋σｚ［ ］） γｘｙ＝

１
Ｇτｘｙ

εｙ＝
１
Ｅ σｙ－ν
（σｚ＋σｘ［ ］） γｙｚ＝

１
Ｇτｙｚ

εｚ＝
１
Ｅ σｚ－ν
（σｘ＋σｙ［ ］） γｚｘ＝

１
Ｇτ

烍

烌

烎ｚｘ

（６４ａ）

或

εｉｊ＝
１＋ν
Ｅ σｉｊ－

ν
ＥΘδｉｊ

（ｉ，ｊ＝１，２，３） （６４ｂ）
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如果用应变表示应力，则有式（５１４），即

σｘ＝λθ＋２Ｇεｘ τｘｙ＝Ｇγｘｙ
σｙ＝λθ＋２Ｇεｙ τｙｚ＝Ｇγｙｚ
σｚ＝λθ＋２Ｇεｚ τｚｘ＝Ｇγ

烍
烌

烎ｚｘ

（６５ａ）

或

σｉｊ＝λθδｉｊ＋２Ｇεｉｊ （ｉ，ｊ＝１，２，３） （６５ｂ）

６１４ 边界条件

边界条件指物体边界上所受到的外加约束或作用。可能有３种情况，即，
（１）应力边界条件：在边界上给定面力；（２）位移边界条件：在边界上给定位移；
（３）混合边界条件：在部分边界上给定面力，部分边界上给定位移。有时在同一
部分边界上同时给定应力和位移这两种边界条件。上述３种情况对应的问题分
别称为第一、第二、第三边值问题。

在应力边界Γσ上，边界条件为式（２１０），它描述面力与应力之间的平衡关
系

ｌσｘ＋ｍτｙｘ＋ｎτｚｘ＝珚Ｘ
ｌτｘｙ＋ｍσｙ＋ｎτｚｙ＝珡Ｙ
ｌτｘｚ＋ｍτｙｚ＋ｎσｚ＝珔

烍
烌

烎Ｚ

（６６ａ）

或

ｎｊσｉｊ＝珔ｐｉ （ｉ，ｊ＝１，２，３） （６６ｂ）

在位移边界Γｕ上，若珔ｕ，珔ｖ，珡ｗ 为已知边界位移分量，边界条件可表示为

ｕ＝珔ｕ， ｖ＝珔ｖ， ｗ＝珡ｗ （６７ａ）

或

ｕｉ＝珔ｕｉ （ｉ＝１，２，３） （６７ｂ）

例如，若某点ｉ被固定，那么该点处的边界条件为ｕｉ＝０，ｖｉ＝０，ｗｉ＝０。
弹性力学问题的控制方程是普遍的，而边界条件则反映问题的个性。也就

是说，边界条件不同，问题的解答不同，甚至求解方法也不同。因此，弹性力学问

题常被称为边值问题。

６２ 解 题 方 法

弹性力学空间问题有３个平衡微分方程、６个几何方程、６个本构方程，共
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１５个方程。控制方程中包括３个位移分量、６个应力分量、６个应变分量，共１５
个未知数。可见，当给定边界条件时，问题是可以求解的。

求解弹性力学边值问题时，并不需要同时求出全部１５个未知量。可先求出
其中某些量，然后根据它们再求出其他未知量。那些先行求出的未知量称为基

本未知量。可以将控制方程综合简化为以位移为基本未知量的微分方程组，或

简化为以应力为基本未知量的微分方程组；前者称为位移法，后者称为应力法。

尽管还有以某些位移分量和某些应力分量为基本未知量的混合法，但实际中只

在壳体问题上有所应用。

６２１ 位移法

将几何方程（６２）代入本构方程（６５）可得

σｉｊ＝λθδｉｊ＋Ｇ（ｕｉ，ｊ＋ｕｊ，ｉ） （６８）

将上式代入平衡方程（６１），并注意到

θ＝εｘ＋εｙ＋εｚ＝εｉｉ＝ｕｉ，ｉ＝ｕｋ，ｋ
并采用Ｌａｐｌａｃｅ算子

Δ

２（ ）＝ ２
ｘ２＋

２
ｙ２
＋

２

ｚ（ ）２（ ）＝（ ），ｉｉ＝（ ），ｋｋ
可得用位移表示的平衡方程

（λ＋Ｇ）ｕｊ，ｊｉ＋Ｇｕｉ，ｊｊ＋ｆｉ＝０ （６９ａ）

或

（λ＋Ｇ）θｘ＋Ｇ

Δ

２ｕ＋Ｘ＝０

（λ＋Ｇ）θｙ＋Ｇ

Δ

２ｖ＋Ｙ＝０

（λ＋Ｇ）θｚ＋Ｇ

Δ

２ｗ＋Ｚ

烍

烌

烎＝０

（６９ｂ）

上式称为Ｌａｍé?Ｎａｖｉｅｒ方程。
如果体力为常数，则式（６９ａ）对ｘｉ求导可得

（λ＋Ｇ）ｕｊ，ｊｉｉ＋Ｇｕｉ，ｉｊｊ＝０

注意到哑标可任意更换字母以及Ｌａｐａｌｃｅ算子，上式成为

Δ

２θ＝０ （６１０ａ）
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即体积应变θ为调和函数。对式（６９ａ）实施Ｌａｐａｌｃｅ算子运算，有

（λ＋Ｇ）ｕｊ，ｊｉｋｋ＋Ｇｕｉ，ｊｊｋｋ＝０

即

（λ＋Ｇ）（

Δ

２θ），ｉ＋Ｇ

Δ

２

Δ

２ｕｉ＝０

考虑到

Δ

２θ＝０，有

Δ

２

Δ

２ｕｉ＝０ （６１０ｂ）

可见，位移分量为双调和函数。

如果已知边界位移，则位移边界条件很容易提出。如果给定边界面力，则需

将式（６８）代入边界条件（６６），得

ｌλθ＋２Ｇｕ（ ）ｘ ＋ｍ ｖ
ｘ＋

ｕ
（ ）ｙ ＋ｎ ｗｘ＋

ｕ
（ ）ｚ ＝珚Ｘ

ｌｕｙ＋
ｖ
（ ）ｘ ＋ｍ λθ＋２Ｇｖ（ ）ｙ ＋ｎ ｗｙ＋

ｖ
（ ）ｚ ＝珡Ｙ

ｌｕｚ＋
ｗ
（ ）ｘ ＋ｍ ｖ

ｚ＋
ｗ
（ ）ｙ ＋ｎλθ＋２Ｇｗ（ ）ｚ ＝珔

烍

烌

烎Ｚ

（６１１ａ）

或

ｎｊλｕｋ，ｋδｉｊ＋Ｇ（ｕｉ，ｊ＋ｕｊ，ｉ［ ］）＝珔ｐｉ （ｉ，ｊ＝１，２，３） （６１１ｂ）

按位移法求解时，需要满足平衡方程（６９）、边界条件（６６）和（６７）。根据
位移解答和几何方程、本构方程求得的应变、应力当然自动满足几何方程和本构

方程，因而解答满足所有控制方程和边界条件。

６２２ 应力法

为了得到应力法的基本方程组，应将变形协调方程改用应力表示。例如，考

虑式（６３ａ）的第二式

２εｙ
ｚ２＋

２εｚ
ｙ２

＝
２γｙｚ
ｙｚ

（ａ）

将广义虎克定律（６４）代入上式得

（１＋ν）
２σｙ
ｚ２ ＋

２σｚ
ｙ

（ ）２ －ν
２Θ
ｚ２＋

２Θ
ｙ（ ）２ ＝２（１＋ν）

２τｙｚ
ｙｚ

（ｂ）

其中，Θ＝σｘ＋σｙ＋σｚ。利用平衡方程（６１ａ）的第二、三式，式（ｂ）等号右边可写
为
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２τｙｚ
ｙｚ＝


ｚ
τｙｚ
（ ）ｙ ＝ｚ －

σｚ
ｚ－

τｘｚ
ｘ －（ ）Ｚ

＝ｙ
τｙｚ
（ ）ｚ ＝ｙ －

σｙ
ｙ－

τｘｙ
ｘ －（ ）Ｙ （ｃ）

于是，式（ｂ）化为

（１＋ν）
２

ｚ２＋
２
ｙ（ ）２（σｙ＋σｚ）－ν

２Θ
ｚ２＋

２Θ
ｙ（ ）２ ＝－（１＋ν）ｘ

τｘｚ
ｚ＋

τｘｙ
（ ）ｙ ＋Ｚｚ＋

Ｙ
［ ］ｙ

再将平衡方程（６１）的第一式代入上式得

（１＋ν）

Δ

２Θ－

Δ

２σｘ－
２Θ
ｘ（ ）２ －ν

Δ

２Θ－
２Θ
ｘ（ ）２ ＝（１＋ν）Ｘｘ－Ｙｙ－

Ｚ
［ ］ｚ （ｄ）

对于（６３）中的第一、三两式，可得类似于（ｄ）的两个方程，将此三式相加得

Δ

２Θ＝－１＋ν１－ν
Ｘ
ｘ＋

Ｙ
ｙ＋

Ｚ
（ ）ｚ （ｅ）

将（ｅ）代入（ｄ）得

Δ
２σｘ＋

１
１＋ν

２Θ
ｘ２＝－

ν
１－ν

Ｘ
ｘ＋

Ｙ
ｙ＋

Ｚ
（ ）ｚ －２Ｘｘ

此式即为下述Ｂｅｌｔｒａｍｉ?Ｍｉｃｈｅｌｌ方程的第一式，同理可得该方程的其他各式

Δ

２σｘ＋
１
１＋ν

２Θ
ｘ２＝－

ν
１－ν

Ｘ
ｘ＋

Ｙ
ｙ＋

Ｚ
（ ）ｚ －２Ｘｘ

Δ

２σｙ＋
１
１＋ν

２Θ
ｙ２

＝－ ν
１－ν

Ｘ
ｘ＋

Ｙ
ｙ＋

Ｚ
（ ）ｚ －２Ｙｙ

Δ

２σｚ＋
１
１＋ν

２Θ
ｚ２＝－

ν
１－ν

Ｘ
ｘ＋

Ｙ
ｙ＋

Ｚ
（ ）ｚ －２Ｚ

烍

烌

烎ｚ

（６１２ａ）

Δ

２τｘｙ＋
１
１＋ν

２Θ
ｘｙ＝－

Ｙ
ｘ＋

Ｘ
（ ）ｙ

Δ

２τｙｚ＋
１
１＋ν

２Θ
ｙｚ＝－

Ｚ
ｙ＋

Ｙ
（ ）ｚ

Δ

２τｚｘ＋
１
１＋ν

２Θ
ｚｘ＝－

Ｘ
ｚ＋

Ｚ
（ ）

烍

烌

烎ｘ

（６１２ｂ）

或

Δ

２σｉｊ＋
１
１＋νΘ，ｉｊ＝－

ν
１－νδｉｊｆｋ，ｋ－

（ｆｉ，ｊ＋ｆｊ，ｉ） （ｉ，ｊ＝１，２，３）

（６１２ｃ）
当体力为常数时，Ｂｅｌｔｒａｍｉ?Ｍｉｃｈｅｌｌ方程（６１２）简化为
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Δ

２σｉｊ＋
１
１＋νΘ，ｉｊ＝０

（６１３）

在上式中令指标ｉ＝ｊ，即表示有关３个正应力的公式求和。注意到Θ＝σｉｉ，有

Δ

２Θ＝０ （６１４ａ）

即体积应力Θ为调和函数。对式（６１３）实施Ｌａｐａｌｃｅ算子运算，有

Δ

２

Δ

２σｉｊ＋
１
１＋ν
（

Δ

２Θ），ｉｊ＝０

考虑到

Δ

２Θ＝０，有

Δ

２

Δ

２σｉｊ＝０ （６１４ｂ）

可见，应力分量为双调和函数。

按应力法求解弹性力学问题时，应力分量应该满足平衡微分方程（６１）和协
调条件（６１２），在边界上满足边界条件（６６）。求得应力分量后，根据本构方程
可求得应变分量；再根据几何方程通过积分求得位移分量。

６２３ 凑合解

无论位移法还是应力法，都归结为求解偏微分方程组。通常情况下，这些方

程组太复杂，传统的偏微分方程组解法（分离变量法、本征函数展开法等）无法实

施，因此只得采用凑合法，包括逆解法和半逆解法。所谓逆解法是先设一解答，

看其所需满足的边界条件，从而可知该解答能够解决何种问题。半逆解法是先

设一部分解答，另一部分在解题过程中求出，并使得所有解答满足给定的边界条

件。

采用凑合法的根据在于解的唯一性定理（下节将证明此定理）：如果解答能

满足所有控制方程，同时满足边界条件，则它便是正确的解答，而且是唯一的解

答。

６３ 基 本 原 理

弹性力学问题的提法是：给定作用在物体全部边界或内部的外界作用（包括

温度影响、外力等），求解物体内因此产生的应力场和位移场。问题必须适定，即

（１）有解；（２）解是唯一的；（３）解是稳定的，即边界条件的微小变化只引起解的微
小变化。

可以证明弹性力学问题的解是存在的，而且在小变形条件下，解是唯一的。

换句话说，如果解能满足所有控制方程，同时满足边界条件，则它就是正确的解，
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而且是唯一的。关于解的存在性，证明起来比较复杂，我们这里不予讨论。

６３１ 叠加原理

在线性弹性小变形情况下，平衡方程、几何方程、本构方程和边界条件都具

有线性性质，各种荷载的效应可以叠加和分解，即叠加原理成立。设同一物体分

别受两组荷载作用。第一组荷载体力为ｆ′ｉ、面力为珔ｐ′ｉ，引起的应力和位移分别
为σ′ｉｊ和ｕ′ｉ；第二组荷载体力为ｆ″ｉ、面力为珔ｐ″ｉ，引起的应力和位移分别为σ″ｉｊ和

ｕ″ｉ。叠加原理表明：两组荷载共同作用产生的应力、位移等于它们单独作用产生
的应力、位移之和。现证明如下：

根据假设，有

σ′ｉｊ，ｊ＋ｆ′ｉ＝０

Δ

２σ′ｉｊ＋
１
１＋νΘ′，ｉｊ＝－

ν
１－νδｉｊｆ′ｋ，ｋ－

（ｆ′ｉ，ｊ＋ｆ′ｊ，ｉ） （６１５）

ｎｊσ′ｉｊ＝珔ｐ′ｉ
和

σ″ｉｊ，ｊ＋ｆ″ｉ＝０

Δ

２σ″ｉｊ＋
１
１＋νΘ″，ｉｊ＝－

ν
１－νδｉｊｆ″ｋ，ｋ－

（ｆ″ｉ，ｊ＋ｆ″ｊ，ｉ） （６１６）

ｎｊσ″ｉｊ＝珔ｐ″ｉ
将式（６１５）和（６１６）中的各式对应相加，并注意到方程是线性的，得

（σ′ｉｊ＋σ″ｉｊ），ｊ＋（ｆ′ｉ＋ｆ″ｉ）＝０

Δ

２（σ′ｉｊ＋σ″ｉｊ）＋
１
１＋ν
（Θ′＋Θ″），ｉｊ＝－

ν
１－νδｉｊ
（ｆ′ｋ＋ｆ″ｋ），ｋ－（ｆ′ｉ＋ｆ″ｉ），ｊ＋（ｆ′ｊ＋ｆ″ｊ），［ ］ｉ （６１７）

ｎｊ（σ′ｉｊ＋σ″ｉｊ）＝珔ｐ′ｉ＋珔ｐ″ｉ
此式即证明了叠加原理。

６３２ 解的唯一性定理

解的唯一性定理可表述如下：对于线性弹性问题，满足基本方程和边界条件

的解是唯一的。实际上，这一定理是逆解法和半逆解法可行的理论基础。为证

明这一定理，我们可采用反证法。假设存在两种不同的解（σ′ｉｊ，ｕ′ｉ）和（σ″ｉｊ，ｕ″ｉ），
即它们都满足控制方程和给定的边界条件

σ′ｉｊ，ｊ＋ｆｉ＝０， σ″ｉｊ，ｊ＋ｆｉ＝０ 在Ω内

ｎｊσ′ｉｊ＝珔ｐｉ， ｎｊσ″ｉｊ＝珔ｐｉ 在Γσ上 （６１８）
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ｕ′ｉ＝珔ｕｉ， ｕ″ｉ＝珔ｕｉ 在Γｕ上

考虑到两种情况下的体力和面力相同，故根据叠加原理，两解之差ｕｉ＝ｕ′ｉ－ｕ″ｉ
和σｉｊ＝σ′ｉｊ－σ″ｉｊ必满足无体力平衡方程和齐次边界条件，即

σｉｊ，ｊ＝０ 在Ω内

ｎｊσｉｊ＝０ 在Γσ上 （６１９）

ｕｉ＝０ 在Γｕ上

可见，假设两个解不同将导致无外荷载作用情况下弹性体内的应力非零。

于是非零的内力构成非零的弹性应变能。根据能量守恒原理，外力所做的功等

于弹性体内贮存的应变能。由于无外荷载作用，故非零的应变能是不可能的。

这就证明两个应力解之差必为零，从而证明了解的唯一性。

６３３ ＳｔＶｅｎａｎｔ原理

当两组静力等效（主矢量相同，对于同一点的主矩也相同）的荷载分别作用

于同一物体的同一部位时，由于边界条件不同，两种情况下物体中的应力也就不

同。但是，这两种情况下的应力场只在荷载作用部位的附近才有显著的不同，而

离开受力点较远地方的应力分布基本相同，影响区的大小大致与外力作用区的

大小相当（图６１）。这一事实首先被ＳｔＶｅｎａｎｔ发现并总结为ＳｔＶｅｎａｎｔ原理
或局部作用原理，可表述如下：如果作用在弹性体表面某一不大的局部面积上的

力系，为作用在同一局部面积上的另一静力等效力系所代替，则荷载的这种重新

分布，只在离荷载作用处很近的地方才使应力分布发生显著的变化，在离荷载较

远处只有极小的影响。

图６１ 静力等效与局部作用

考虑到零力系与任意平衡力系静力等效且不产生内力，则ＳｔＶｅｎａｎｔ原理
也可这样陈述：如果物体一小部分边界上作用的面力是平衡力系，那么它就只会

使得近处产生显著的应力，而远处的应力可以忽略不计。这可以用钳子夹断金

属丝的实例来说明：在施力处附近应力很大，否则金属丝就不会被夹断；而远离

施力处的材料单元却不受影响，应力为零。

通常在边界上并不知道荷载的确实分布，而只知道其合力及合力矩。此时，

可根据ＳｔＶｅｎａｎｔ原理求解问题，实践证明这样得到的解答是符合实际的。
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６３４ 位移单值条件

按应力法求解问题时，对于单连体，只要满足平衡微分方程、协调方程和应

力边界条件，应力分量就能完全确定。而对于多连体，满足了上述条件的应力分

量表达式中可能还留有待定常数，需要利用位移单值条件（即实际物体中任意一

点的位移必定是单值的）加以确定。

位移多值项表示同一点具有不同的位移，这在连续体中是不可能的。因此，

位移单值条件要求“位移必须单值”。

习 题

６１ 何谓逆解法和半逆解法？采用它们求解弹性力学问题的理论根据是什么？

６２ 设有任意形状的物体，在其全部边界（包括孔洞边界）上受有均匀压力ｑ。
证明在不计体力的情况下，σｘ＝σｙ＝σｚ＝－ｑ及τｘｙ＝τｙｚ＝τｚｘ＝０是正确
的解答。（提示：证明该解答满足平衡方程、协调方程、边界条件、位移单值

条件。）

６３ 在等截面直杆单向拉伸条件下，材料力学给出的解为

σｘ＝
Ｐ
Ａ
， σｙ＝σｚ＝τｘｙ＝τｙｚ＝τｚｘ＝０

其中，Ｐ为拉力；Ａ 为杆的截面积。试验证该解答满足平衡微分方程、协
调方程和边界条件，因而是弹性力学问题的精确解。

６４ 在等截面直梁纯弯曲条件下，材料力学给出的解为

σｘ＝－
Ｍｙ
Ｊ
， σｙ＝σｚ＝τｘｙ＝τｙｚ＝τｚｘ＝０

其中，Ｍ 为弯矩；Ｊ为截面惯性矩。试验证该解答满足平衡微分方程、协
调方程和边界条件，因而是弹性力学问题的精确解。

６５ 在应力法中，推导应力满足的协调方程时用到了平衡微分方程。这是否意
味着应力只要满足协调方程和边界条件即可？

６６ 设无限大平板内有一半径为ａ的小孔，孔边受均布压力ｑ作用。试说明
远离孔边处的应力分布。

５６习 题
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平面问题直角坐标解法

任何结构物都是三维的，荷载和约束条件通常也与三个空间坐标有关。因

此，严格说来，弹塑性力学问题都是空间问题。但是，如果结构物具有某种特殊

的形状，并且承受某种特殊形式的荷载及约束条件，就可以把空间问题简化为平

面问题，从而容易得到解答且能满足精度要求。实际中，很多工程结构都可简化

为平面问题，例如水坝、挡土墙、边坡、厚壁圆筒、隧道以及只承受面内荷载的薄

板等。

本章首先阐释平面问题的基本概念；然后给出直角坐标系中弹性力学平面

问题的基本方程；最后讨论几种典型问题的求解方法。

７１ 基 本 概 念

平面问题是指这样一些问题，结构尺寸及荷载沿某个方向（常取为ｚ轴）不
变且具有特殊的边界条件，从而结构内部的应力和应变与ｚ坐标无关，而
只是ｘ，ｙ坐标的函数。平面问题分为两种情况，即平面应力问题和平面应
变问题。下面首先给出这两种平面问题的严格界定，然后分析各自实现的条件

（文献１８）。

７１１ 平面应力问题

如果在结构内部只存在ｘｙ平面内的３个应力分量σｘ，σｙ，τｘｙ，而另外３个
应力分量σｚ＝τｙｚ＝τｚｘ＝０，则称为平面应力问题。对于各向同性线性弹性介
质，根据广义Ｈｏｏｋｅ定律，平面应力问题中的γｙｚ和γｚｘ为零，而εｚ由下式确定

εｚ＝－
ν
Ｅ
（σｘ＋σｙ） （７１）

根据应力、应变与ｚ坐标无关的前提条件以及几何方程，不难推知，位移分量ｕ
和ｖ只是ｘ，ｙ的函数，而位移分量ｗ 与ｚ线性相关，即



ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ）， ｖ＝ｖ（ｘ，ｙ）， ｗ＝ｆ１（ｘ，ｙ）ｚ＋ｆ２（ｘ，ｙ）

此外，在平面应力问题中，变形协调方程变为

２εｘ
ｙ２

＋
２εｙ
ｘ２＝

２γｘｙ
ｘｙ

（７２）

２εｚ
ｘ２＝０
， ２εｚ

ｙ２
＝０，

２εｚ
ｘｙ＝０

（７３）

可见，应变分量除满足式（７２）外，式（７３）还要求εｚ为坐标的线性函数，即

εｚ＝ａｘ＋ｂｙ＋ｃ

根据上式与式（７１）可知，要实现平面应力问题，必须满足

σｘ＋σｙ＝Ａｘ＋Ｂｙ＋Ｃ （７４）

其中，ａ，ｂ，ｃ及Ａ，Ｂ，Ｃ均为常数。
通常式（７４）并不能严格满足，平面应力条件只能近似地实现。最常见的

平面应力问题是只承受面内荷载的薄板或梁（图７１ａ）：此时平板两面上的

σｚ＝τｙｚ＝τｚｘ＝０，而板很薄，沿厚度方向不可能有很大的应力梯度，即使这些应
力分量存在，比起其他应力分量来也很小，故可忽略不计。

图７１ 平面问题

７１２ 平面应变问题

如果在结构内部只存在ｘｙ平面内的３个应变分量εｘ，εｙ，γｘｙ，而另外３
个应变分量εｚ＝γｙｚ＝γｚｘ＝０，则称为平面应变问题。对于各向同性线性弹性
介质，根据广义Ｈｏｏｋｅ定律，平面应变问题中的τｚｘ和τｚｙ为零，而σｚ由下式确
定

σｚ＝ν（σｘ＋σｙ） （７５）

７６７１ 基 本 概 念



根据应力、应变与ｚ坐标无关的前提条件以及几何方程，不难推知，ｕ和ｖ只是

ｘ，ｙ的函数，而ｗ 为常数。如果刚体位移为零，则有

ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ）， ｖ＝ｖ（ｘ，ｙ）， ｗ＝０
此外，在平面应变问题中，变形协调方程仅剩下式（７２），因此没有类似平面应

力问题中式（７４）那种限制。显然，只要结构两端固定或施加荷载σｚ＝ν（σｘ＋σｙ），
就能保证实现平面应变；如果两端自由，则不能严格实现，除非σｘ＋σｙ＝０。但是，
当结构物很长时，例如挡土墙（图７１ｂ），即使两端自由也可近似地视为平面应
变问题。这是由于离开端部较远时，结构物的任一横截面都可以看作对称面，从

而有ｗ＝０。
以上分析表明，不管是平面应力问题还是平面应变问题，独立的应力分量和

应变分量都相同，即ｘｙ平面内的σｘ，σｙ，τｘｙ和εｘ，εｙ，γｘｙ；在求解过程中可以暂
时不考虑εｚ或σｚ。

７２ 基 本 方 程

本节给出直角坐标系中弹性力学平面问题的基本方程，它们可以通过对微

元体的分析直接建立起来，也可以由空间问题的基本方程简化而得。

７２１ 平面应力问题

（１）平衡方程
注意到σｚ＝τｙｚ＝τｚｘ＝０，空间问题的平衡微分方程（６１）可简化为

σｘ
ｘ＋

τｙｘ
ｙ ＋Ｘ＝０

τｘｙ
ｘ ＋

σｙ
ｙ＋Ｙ

烍

烌

烎＝０
（７６）

（２）几何方程
注意到γｙｚ＝γｚｘ＝０且不考虑非独立的应变分量εｚ，空间问题的几何方程

（６２）可简化为

εｘ＝
ｕ
ｘ

εｙ＝
ｖ
ｙ

γｘｙ＝
ｖ
ｘ＋

ｕ


烍

烌

烎ｙ

（７７）

８６ 第７章 平面问题直角坐标解法



（３）本构方程
注意到σｚ＝τｙｚ＝τｚｘ＝０，由广义Ｈｏｏｋｅ定律（６４）可得平面应力条件下的

本构方程

εｘ＝
１
Ｅ
（σｘ－νσｙ）

εｙ＝
１
Ｅ
（σｙ－νσｘ）

γｘｙ＝
１
Ｇτｘｙ＝

２（１＋ν）
Ｅ τｘ

烍

烌

烎ｙ

（７８ａ）

或

σｘ＝
Ｅ
１－ν２
（εｘ＋νεｙ）

σｙ＝
Ｅ
１－ν２
（εｙ＋νεｘ）

τｘｙ＝Ｇγｘｙ＝
Ｅ

２（１＋ν）γｘ

烍

烌

烎ｙ

（７８ｂ）

（４）协调方程
在平面应力条件下，假设式（７３）自动满足或近似满足，故协调方程只剩下

式（７２），即

２εｘ
ｙ２

＋
２εｙ
ｘ２＝

２γｘｙ
ｘｙ

（７９）

采用应力法求解时，需要把式（７９）改用应力分量表示。为此，将本构方程
（７８ａ）代入式（７９）即可。这样得到的协调方程包含全部３个独立的应力分量。
为以后求解方便，可利用平衡方程将其中的τｘｙ消掉。具体做法是：将平衡方程
的第一式对ｘ求导，第二式对ｙ求导，有

２τｘｙ
ｘｙ＝－

２σｘ
ｘ２－

Ｘ
ｘ

２τｘｙ
ｘｙ＝－

２σｙ
ｙ２

－Ｙ

烍

烌

烎ｙ

将两式相加得

２τｘｙ
ｘｙ＝－

１
２
２σｘ
ｘ２＋

２σｙ
ｙ２

＋Ｘｘ＋
Ｙ
（ ）ｙ

将上式代入协调方程，化简后得

９６７２ 基 本 方 程



２
ｘ２＋

２
ｙ（ ）２（σｘ＋σｙ）＝－（１＋ν）Ｘｘ＋Ｙ（ ）ｙ （７１０）

（５）边界条件
边界条件（６６）、（６７）分别简化为

ｌσｘ＋ｍτｙｘ＝珚Ｘ
ｌτｘｙ＋ｍσｙ＝珡Ｙ

在Γσ 烍
烌

烎
上 （７１１ａ）

ｕ＝珔ｕ， ｖ＝珔ｖ 在Γｕ上 （７１１ｂ）

（６）问题求解
结合２个平衡方程（７６）、１个协调方程（７１０）以及边界条件（７１１ｂ），便可

求出３个应力分量。然后，可由本构方程求得应变分量，再由几何方程经积分得
到位移分量。

７２２ 平面应变问题

（１）本构方程
除本构方程外，平面应变问题与平面应力问题的其他控制方程均相同。根

据广义Ｈｏｏｋｅ定律及平面应变问题的上述特点，不难得到本构方程

εｘ＝
１－ν２
Ｅ σｘ－

ν
１－νσ（ ）ｙ

εｙ＝
１－ν２
Ｅ σｙ－

ν
１－νσ（ ）ｘ

γｘｙ＝
１
Ｇτｘｙ＝

２（１＋ν）
Ｅ τｘ

烍

烌

烎ｙ

（７１２）

容易验证，只要把平面应力本构方程（７８）中的Ｅ换成Ｅ／（１－ν２），ν换成

ν／（１－ν）即可得到平面应变情况下的本构方程（７１２）。
（２）协调方程
平面应变问题的协调方程可直接从式（７１０）中得出，即将该式中的ν换成

ν／（１－ν）

２
ｘ２＋

２
ｙ（ ）２（σｘ＋σｙ）＝－ １

１－ν
Ｘ
ｘ＋

Ｙ
（ ）ｙ （７１３）

７２３ 常体力问题

如果体力为常数，那么两种平面问题的协调方程均简化为

０７ 第７章 平面问题直角坐标解法



２
ｘ２＋

２
ｙ（ ）２（σｘ＋σｙ）＝０ （７１４ａ）

方程（７１４ａ）是Ｌａｐｌａｃｅ方程，常写作

Δ

２（σｘ＋σｙ）＝０ （７１４ｂ）

根据以上讨论可知，平衡方程（７６）和协调方程（７１４）以及边界条件（７１１）
中均不含材料常数。这说明两种平面问题的应力分布是相同的，且与材料类型

无关。这一结论给模型试验（例如光弹试验等）材料的选择提供了方便，且可用

平面应力试验代替平面应变试验。然而，必须指出，应力σｚ、应变和位移与材料
类型和问题类型有关。

７３ 应 力 解 法

７３１ 应力函数

（１）无体力
若无体力作用，平面问题的平衡微分方程简化为

σｘ
ｘ＋

τｘｙ
ｙ ＝０

τｘｙ
ｘ ＋

σｙ
ｙ

烍

烌

烎＝０
（７１５）

如果假设

σｘ＝
２φ
ｙ２
， σｙ＝

２φ
ｘ２
， τｘｙ＝－

２φ
ｘｙ

（７１６）

则平衡方程（７１５）将自然满足，而协调方程（７１４）成为

２
ｘ２＋

２
ｙ（ ）２ ２φ

ｘ２＋
２φ
ｙ（ ）２ ＝０

展开为

４φ
ｘ４＋２

４φ
ｘ２ｙ２

＋
４φ
ｙ４

＝０ （７１７ａ）

或

４φ＝０ （７１７ｂ）

函数φ（ｘ，ｙ）称为应力函数，是由ＧＢＡｉｒｙ于１８６２年引进的，故又称为

１７７３ 应 力 解 法



Ａｉｒｙ应力函数。由方程（７１７）可知，应力函数为双调和函数。
（２）常体力
当为常体力时，可以假设

σｘ＝
２φ
ｙ２

－Ｘｘ， σｙ＝
２φ
ｘ２－Ｙｙ

， τｘｙ＝－
２φ
ｘｙ

（７１８）

不难验证，上述应力分量满足平衡方程（７６），而协调方程仍为式（７１７）。
（３）有势体力
假定体力是有势的，即存在势函数Ｖ，使得

Ｘ＝－Ｖｘ
， Ｙ＝－Ｖｙ

（７１９）

此时，平衡方程（７６）可写成

（σｘ－Ｖ）
ｘ ＋

τｘｙ
ｙ ＝０

τｘｙ
ｘ ＋

（σｙ－Ｖ）
ｙ

烍

烌

烎＝０

如果令

σｘ－Ｖ＝
２φ
ｙ２
， σｙ－Ｖ＝

２φ
ｘ２
， τｘｙ＝－

２φ
ｘｙ

（７２０）

则平衡方程可自动满足，将上式代入协调方程（７１０）、（７１３）得

Δ

４φ＝－（１－ν）

Δ

２Ｖ 平面应力 （７２１ａ）

Δ

４φ＝－
１－２ν
１－ν

Δ

２Ｖ 平面应变 （７２１ｂ）

７３２ 求解方法

在无体力或常体力条件下，求解平面问题归结为寻找应力函数φ，使其满足
双调和方程（７１７）和给定的应力边界条件（７１１）。具体求解可采用逆解法或半
逆解法。

采用逆解法时，先假定满足双调和方程（７１７）的应力函数φ；然后利用式
（７１８）求出应力分量；再根据应力边界条件来分析所得应力分量对应于什么样
的面力；由此判定所选应力函数可以解决什么样的问题。如果采用半逆解法，则

针对所求解的问题假定部分或全部应力分量为某种形式的函数，从而导出应力

函数；然后使所得应力函数满足协调方程；判定假设的以及由应力函数导出的应

力分量是否满足边界条件，如果不满足则重新假定。双调和方程是四阶的，故低
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于四次的多项式均为双调和函数。此外，应力分量是二阶的，因此φ必须是二
次和二次以上，以保证非零应力解。也就是说，在应力函数中增添或除去ｘ和ｙ
的一次式，并不影响应力分量。

如何正确地选择应力函数是本章的难点。初等理论中的一些基本结论会对

我们有所帮助。例如，截面正应力主要由弯矩引起；挤压应力主要由挤压荷载引

起；剪应力主要由剪力引起。当物体具有无量纲的几何尺寸时（例如楔形体、半

无限体），可以采用量纲分析法选择应力函数。

在根据边界条件确定待定常数时，主要边界（占全部边界的绝大部分或影响

遍及整个物体）上的边界条件必须精确满足；而当次要边界上的边界条件不能精

确满足时，可引用ＳｔＶｅｎａｎｔ原理，使其近似满足。

７４ 典 型 例 解

７４１ 简支梁受均布荷载

设有矩形截面简支梁（图７２），梁长２ｌ，深ｈ，顶面作用均布荷载ｑ。为方

图７２ 简支梁

便起见，取单位宽度的梁来考虑且不计体力。

（１）应力函数与应力分量
挤压应力σｙ主要由荷载ｑ引起，而ｑ与

ｘ无关，故可假设σｙ与ｘ无关，即

σｙ＝
２φ
ｘ２＝ｆ
（ｙ）

积分得

φ＝
ｘ２
２ｆ
（ｙ）＋ｘｆ１（ｙ）＋ｆ２（ｙ） （ａ）

将式（ａ）代入协调方程，得

ｘ２
２
ｄ４ｆ
ｄｙ４
＋ｘ
ｄ４ｆ１
ｄｙ４
＋
ｄ４ｆ２
ｄｙ４
＋２ｄ

２ｆ
ｄｙ２
＝０

上式对任何ｘ值都成立，故ｘ的各次幂的系数必须均为零，即

ｄ４ｆ
ｄｙ４
＝０，

ｄ４ｆ１
ｄｙ４
＝０，

ｄ４ｆ２
ｄｙ４
＋２ｄ

２ｆ
ｄｙ２
＝０

求解上述微分方程，得

３７７４ 典 型 例 解



ｆ（ｙ）＝Ａｙ３＋Ｂｙ２＋Ｃｙ＋Ｄ
ｆ１（ｙ）＝Ｅｙ３＋Ｆｙ２＋Ｇｙ＋Ｒ

ｆ２（ｙ）＝－
Ａ
１０ｙ

５－Ｂ６ｙ
４＋Ｈｙ３＋Ｋｙ２＋Ｌｙ＋

烍

烌

烎Ｎ

（ｂ）

将式（ｂ）代回式（ａ），并略去线性项得φ，再由式（７１６）计算出应力分量

σｘ＝
ｘ２
２
（６Ａｙ＋２Ｂ）＋ｘ（６Ｅｙ＋２Ｆ）－２Ａｙ３－２Ｂｙ２＋６Ｈｙ＋２Ｋ

σｙ＝Ａｙ３＋Ｂｙ２＋Ｃｙ＋Ｄ

τｘｙ＝－ｘ（３Ａｙ２＋２Ｂｙ＋Ｃ）－（３Ｅｙ２＋２Ｆｙ＋Ｇ

烍

烌

烎）

（ｃ）

在根据边界条件确定待定常数以前，先考虑对称性常可使问题得到简化。

如果结构和荷载均对称于某坐标轴例如ｙ轴，则正应力是坐标ｘ的偶函数，而
剪应力是ｘ的奇函数；如果结构对称而荷载反对称，则正应力是奇函数，剪应力
是偶函数。显然，在我们的问题中，σｘ和σｙ应当是ｘ的偶函数，而τｘｙ则是ｘ的
奇函数。于是，有

Ｅ＝Ｆ＝Ｇ＝０ （ｄ）

现考虑梁的顶面和底面上的边界条件，即

σｙ｜ｙ＝ｈ／２＝０， σｙ｜ｙ＝－ｈ／２＝－ｑ， τｘｙ｜ｙ＝±ｈ／２＝０ （ｅ）

将式（ｃ）代入式（ｅ）得

Ａ＝－
２ｑ
ｈ３
， Ｂ＝０， Ｃ＝

３ｑ
２ｈ
， Ｄ＝－ｑ

２
再代回式（ｃ）得

σｘ＝－
６ｑ
ｈ３
ｘ２ｙ＋

４ｑ
ｈ３
ｙ３＋６Ｈｙ＋２Ｋ

σｙ＝－
２ｑ
ｈ３
ｙ３＋

３ｑ
２ｈｙ
－ｑ
２

τｘｙ＝
６ｑ
ｈ３
ｘｙ２－

３ｑ
２ｈ

烍

烌

烎ｘ

（ｆ）

再考虑两端的边界条件。由于两端没有水平面力，故σｘ不可能得到精确满
足，除非ｑ＝０。这样，我们只能应用ＳｔＶｅｎａｎｔ原理，令其合力、合力矩满足要
求，即

∫
ｈ／２

－ｈ／２
σｘｄｙ＝０， ∫

ｈ／２

－ｈ／２
σｘｙｄｙ＝０， ∫

ｈ／２

－ｈ／２
τｘｙｄｙ＝－ｑｌ

４７ 第７章 平面问题直角坐标解法



把式（ｆ）代入，可解得

Ｋ＝０， Ｈ＝ｑ
ｌ３

ｈ３
－ ｑ
１０ｈ

（ｇ）

将式（ｇ）代回式（ｆ），得

σｘ＝
６ｑ
ｈ３
（ｌ２－ｘ２）ｙ＋ｑｙｈ ４ｙ

２

ｈ２－（ ）３５
σｙ＝－

ｑ
２
１＋ｙ（ ）ｈ １－２ｙ（ ）ｈ

２

τｘｙ＝－
６ｑ
ｈ３
ｘ ｈ

２

４－ｙ（ ）

烍

烌

烎
２

（７２２）

注意到

ｂ＝１， Ｊ＝１×ｈ
３

１２
， Ｓ＝ｈ

２

８－
ｙ２
２

Ｑ＝－ｑｌ＋ｑ（ｌ－ｘ）＝－ｑｘ

Ｍ＝ｑｌ（ｌ－ｘ）－ｑ２
（ｌ－ｘ）２＝ｑ

２
（ｌ２－ｘ２

烍

烌

烎
）

式（７２２）可改写为

σｘ＝
Ｍｙ
Ｊ ＋ｑ

ｙ
ｈ ４ｙ

２

ｈ２－（ ）３５
σｙ＝－

ｑ
２
１＋ｙ（ ）ｈ １－２ｙ（ ）ｈ

２

τｘｙ＝
ＱＳ

烍

烌

烎ｂＪ

（７２３）

在σｘ的表达式中，第一项与材料力学的解答相同，第二项则是弹性力学提
出的修正项。对于通常的浅梁，修正项很小，可以忽略不计。对于较深的梁，则

应考虑修正项。σｙ为梁纤维的挤压应力，在材料力学中通常不予考虑。τｘｙ与材
料力学解答完全一样。

（２）位移与挠度
将应力分量（７２２）代入本构方程（７８）得到应变分量，再将应变分量代入几

何方程（７７）得

ｕ
ｘ＝

ｑ
２ＥＪ
（ｌ２－ｘ２）ｙ＋ ２

３ｙ
３－ｈ

２

１０（ ）ｙ ＋νｈ
３

１２－
ｈ２
４ｙ＋

１
３ｙ（ ）［ ］３ （ａ）

ｖ
ｙ＝－

ｑ
２ＥＪ

ｈ３
１２－

ｈ２
４ｙ＋

１
３ｙ（ ）３ －ν（ｌ２－ｘ２）ｙ＋ ２

３ｙ
３－ｈ

２

１０（ ）［ ］｛ ｝ｙ （ｂ）

５７７４ 典 型 例 解



ｕ
ｙ＋

ｖ
ｘ＝－

ｑｘ
２ＧＪ

ｈ２
４－ｙ（ ）２ （ｃ）

积分式（ａ）、（ｂ）得

ｕ＝ｑ
２ＥＪ
（ｌ２ｘ－ｘ

３

３
）ｙ＋ ２

３ｙ
３－ｈ

２

１０（ ）ｙｘ＋νｈ
３

１２－
ｈ２
４ｙ＋

１
３ｙ（ ）３［ ］ｘ ＋ｆ１（ｙ） （ｄ）

ｖ＝－ｑ
２ＥＪ

ｈ３
１２ｙ－

ｈ２
８ｙ

２＋１１２ｙ（ ）４ －ν（ｌ２－ｘ２）１２ｙ２＋ １
６ｙ

４－ｈ
２

２０ｙ（ ）［ ］｛ ｝２ ＋ｆ２（ｘ）

（ｅ）
注意到问题的对称性，跨中截面上的位移ｕ必定为零，即ｕ｜ｘ＝０＝０。将式（ｄ）代入
可得ｆ１（ｙ）＝０。梁轴上各点的竖向位移就是挠度δ，即ｖ｜ｙ＝０＝ｆ２（ｘ）＝δ。将式
（ｄ）、（ｅ）代入式（ｃ）得

ｄδ（ｘ）
ｄｘ ＋ ｑ

２ＥＪ
ｌ２ｘ－ｘ

３

（ ）３ ＋ｈ２ ２５＋
ν（ ）４［ ］ｘ ＝０

积分得

δ（ｘ）＝－ ｑ
２ＥＪ

ｌ２
２ｘ

２－ｘ
４

（ ）１２ ＋ｈ２ １５＋ν（ ）８ ｘ［ ］２ ＋Ｃ （ｆ）

其中待定常数Ｃ显然是跨中挠度，即最大挠度δｍａｘ。将式（ｆ）代入下列简支梁的
边界条件δ｜ｘ＝±ｌ＝０，可得

δｍａｘ＝
５ｑｌ４
２４ＥＪ＋

ｑｌ２ｈ２
２ＥＪ

１
５＋
ν（ ）８ （７２４）

其中第一项与材料力学解答相同，第二项为弹性力学的修正项。

７４２ 楔形体受重力和水压力

设有楔形体如图７３所示，下端无限伸展，承受重力和水压力。楔形体和水

图７３ 楔形体

的密度分别为ρ和ρｗ。楔形体具有无量纲几何尺度α，
可考虑采用量纲分析法确定应力函数。应力分量由重

力和水压力引起，它们应当与ρｇ和ρｗｇｙ成比例。应力
的量纲是［力］［长度］－２，而ρｇ和ρｗｇｙ的量纲分别为
［力］［长度］－３和［力］［长度］－２。因此，如果应力分量具

有多项式形式的解答，那么它们的表达式只可能是

Ａρｇｘ，Ｂρｇｙ和Ｃρｗｇｙ的组合。也就是说，各应力分量
只可能是ｘ和ｙ的纯一次式，而应力函数应该是ｘ和ｙ
的纯三次式。故假设

６７ 第７章 平面问题直角坐标解法



φ＝ａｘ３＋ｂｘ２ｙ＋ｃｘｙ２＋ｄｙ３

本题中体力分量为Ｘ＝０，Ｙ＝ρｇ根据式（７１８）有

σｘ＝
２φ
ｙ２

－Ｘｘ＝２ｃｘ＋６ｄｙ

σｙ＝
２φ
ｘ２－Ｙｙ＝６ａｘ＋２ｂｙ－ρｇｙ

τｘｙ＝－
２φ
ｘｙ＝－２ｂｘ－２ｃ

烍

烌

烎ｙ

（ａ）

这些应力分量已满足平衡方程和协调方程。现根据边界条件确定其中的待定常

数。在ｘ＝０处，应力边界条件为

σｘ｜ｘ＝０＝－ρｗｇｙ， τｘｙ｜ｘ＝０＝０

将式（ａ）代入，得ｄ＝－ρｗｇ／６，ｃ＝０，再将其代入式（ａ）得

σｘ＝－ρｗｇｙ， σｙ＝６ａｘ＋２ｂｙ－ρｇｙ， τｘｙ＝－２ｂｘ （ｂ）

在ｘ＝ｙｔａｎα上，珚Ｘ＝珡Ｙ＝０，ｌ＝ｃｏｓα，ｍ＝ｃｏｓ（９０°＋α）＝－ｓｉｎα，将它们及
应力分量（ｂ）代入边界条件（７１１），得

ｂ＝ρｗｇ２ｃｏｔ
２α， ａ＝ρｇ６ｃｏｔα－

ρｗｇ
３ｃｏｔ

３α

代入式（ｂ），得

σｘ＝－ρｗｇｙ
σｙ＝（ρｇｃｏｔα－２ρｗｇｃｏｔ３α）ｘ＋（ρｗｇｃｏｔ２α－ρｇ）ｙ
τｘｙ＝－ρｗｇｘｃｏｔ２

烍
烌

烎α

（７２５）

习 题

７１ 试推导平面问题主应力计算公式，并确定其主方向（设大主应力方向与ｘ
轴的夹角为φ）。

答案：σ１，３＝
σｘ＋σｙ
２ ± σｘ－σｙ（ ）２

２
＋τ２ｘ槡 ｙ，ｔａｎ２φ＝

２τｘｙ
σｘ－σｙ
。

７２ 根据广义Ｈｏｏｋｅ定律的一般形式，推导平面应力问题和平面应变问题的
相应表达式。

７３ 在不计体力的情况下，试分析下列应力函数能解决什么问题：
（１）φ＝ａｘ２；（２）φ＝ｂｘｙ；（３）φ＝ｃｙ２；（４）φ＝ｄｙ３

其中，ａ，ｂ，ｃ，ｄ是常数。

７７习 题



７４ 设矩形截面梁长ｌ、深ｈ，两端受相反的力偶作用而发生纯弯曲，体力可以
不计。为了方便，取单位宽度的梁来考虑，Ｍ 为单位宽度上的弯矩，其量
纲为［力］［长度］／［长度］。试求应力分量（提示：可假设σｙ＝０或直接根
据应力函数φ＝ａｙ３求解）。

答案：σｘ＝
Ｍｙ
Ｊ
，σｙ＝τｘｙ＝０，其中Ｊ＝

１×ｈ３
１２
为截面惯性矩。

题７４图 题７５图

７５ 设悬臂梁长ｌ、深ｈ，顶面作用均布荷载ｑ。不计体力，并考虑单位宽度的
梁。试求应力分量（提示：可假设σｙ＝ｆ（ｙ））。

答案：σｘ＝－ｑ
ｘ２ｙ
２Ｊ ＋

ｑ
２Ｊ
２ｙ３
３ －

ｈ２ｙ（ ）１０ ，
σｙ＝－ｑ２ １－

３ｙ
ｈ＋

４ｙ３
ｈ（ ）３ ，

τｘｙ＝ｑ２Ｊｙ
２－ｈ

２

（ ）４ ｘ。
７６ 设悬臂梁长ｌ、深ｈ，左端作用分布荷载，其合力为Ｐ。不计体力，并考虑
单位宽度的梁。试求应力分量和挠度方程。

答案：σｘ＝－
１２Ｐ
ｈ３ｘｙ＝

Ｍ
Ｊｙ
， σｙ＝０， τｘｙ＝－

３Ｐ
２ｈ＋

６Ｐ
ｈ３ｙ

２，

ｖ（ｘ，０）＝Ｐｘ
３

６ＥＪ－
Ｐｌ２ｘ
２ＥＪ＋

Ｐｌ３
３ＥＪ
。

题７６图 题７７图
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７７ 设悬臂梁长ｌ、深ｈ，顶面作用三角形分布荷载，右端最大强度为ｑ０。不计
体力，并考虑单位宽度的梁。试求应力分量（提示：可假设σｙ＝ｘｆ（ｙ））。

７８ 设有矩形截面的竖柱，密度为ρ，一侧受均布剪力ｑ。试求应力分量（提
示：可假设σｘ＝０）。

答案：σｘ＝０， σｙ＝２ｑｙｈ １－３ｘ（ ）ｈ －ρｇｙ， τｘｙ＝ｑ
ｘ
ｈ ３ｘｈ（ ）－２ 。

７９ 设挡水墙的密度为ρ，厚度为ｈ，水的密度为ρｗ。试求应力分量（提示：可
假设σｙ＝ｘｆ（ｙ））。

答案：σｘ＝
２ρｗｇ
ｈ３ ｘ

３ｙ＋
３ρｗｇ
５ｈｘｙ－

４ρｗｇ
ｈ３ ｘｙ

３－ρｇｘ。

７１０ 设三角形悬臂梁只受重力作用，梁的密度为ρ，试用纯三次式应力函数求
解梁的应力分量。

答案：σｘ＝ρｇｘｃｏｔα－２ρｇｙｃｏｔ２α， σｙ＝－ρｇｙ， τｘｙ＝－ρｇｙｃｏｔα。

题７８图 题７９图 题７１０图

９７习 题



第８

章


平面问题极坐标解法

在弹性力学平面问题的求解中，对于圆形、环形、楔形、扇形等具有曲线边界

的结构，例如厚壁圆筒、带圆孔的薄板、楔形体、隧道等，用极坐标系比直角坐标

系方便得多。

本章首先推导平面问题在极坐标系下的基本方程并将协调方程和应力分量

转换为极坐标形式；然后讨论轴对称问题的普遍解答；最后分析某些典型问题的

极坐标解法。

８１ 基 本 方 程

８１１ 极坐标系

极坐标系由径向坐标轴ｒ和环向坐标轴θ（图８１所示为正向）构成。平面
内任一点Ｐ的位置用ｒ坐标和θ坐标来表示，点Ｐ的极坐标（ｒ，θ）与其直角坐
标（ｘ，ｙ）间的关系为

ｘ＝ｒｃｏｓθ， ｙ＝ｒｓｉｎθ
ｒ２＝ｘ２＋ｙ２， θ＝ｔａｎ－１（ｙ／ｘ

烍
烌
烎）

（８１）

图８１ 极坐标系 图８２ 微元体受力分析



８１２ 平衡方程

径向正应力、环向或切向正应力及剪应力分别用σｒ，σθ，τθｒ和τｒθ来表示。从
受力物体中取出微元体如图８２所示，图中所标应力方向均为正向（只写出了与
径向平衡有关的应力分量和体力分量）。将微元体上的所有力投影到过微元体

形心Ｃ的径向轴上得

σｒ＋
σｒ
ｒｄ（ ）ｒ（ｒ＋ｄｒ）ｄθ－σｒｒｄθ－ σθ＋σθθｄ（ ）θｄｒｓｉｎｄθ２－σθｄｒｓｉｎｄθ２

＋ τθｒ＋
τθｒ
θｄ（ ）θｄｒｃｏｓｄθ２－τθｒｄｒｃｏｓｄθ２＋Ｋｒｒｄθｄｒ＝０

由于ｄθ是微量，故可取ｓｉｎ（ｄθ／２）≈ｄθ／２，ｃｏｓ（ｄθ／２）≈１。于是，上式简化为

σｒ
ｒ＋

１
ｒ
τθｒ
θ＋

σｒ－σθ
ｒ ＋Ｋｒ＝０ （ａ）

同理，将微元体上的所有力向过Ｃ点的环向轴上投影可得环向平衡微分方程，
即

τｒθ
ｒ＋

１
ｒ
σθ
θ＋

τｒθ
ｒ＋

τθｒ
ｒ＋Ｋθ＝０

（ｂ）

如果列出该微元体的力矩平衡方程，将得到剪应力互等关系

τｒθ＝τθｒ （ｃ）

于是，考虑到式（ｃ），平衡方程式（ａ）和（ｂ）可写成

σｒ
ｒ＋

１
ｒ
τｒθ
θ＋

σｒ－σθ
ｒ ＋Ｋｒ＝０

τｒθ
ｒ＋

１
ｒ
σθ
θ＋

２τｒθ
ｒ ＋Ｋθ

烍

烌

烎＝０
（８２）

其中，Ｋｒ，Ｋθ分别为ｒ，θ方向的体力分量。

８１３ 几何方程

极坐标系中的几何方程可以通过微元变形分析直接推导，也可以采用坐标

变换的方法得到。这里仅介绍第二种方法。根据直角坐标与极坐标之间的关

系，有

ｒ
ｘ＝

ｘ
ｒ＝ｃｏｓθ

， ｒ
ｙ＝

ｙ
ｒ＝ｓｉｎθ
， θ

ｘ＝－
ｓｉｎθ
ｒ
， θ

ｙ＝
ｃｏｓθ
ｒ

１８８１ 基 本 方 程



注意到

ｕ＝ｕｒｃｏｓθ－ｕθｓｉｎθ

可求得

εｘ＝
ｕ
ｘ＝ｃｏｓ

２θ
ｕｒ
ｒ＋ｓｉｎ

２θ １ｒ
ｕθ
θ＋

ｕｒ（ ）ｒ －ｓｉｎθｃｏｓθ １ｒ
ｕｒ
θ＋

ｕθ
ｒ－

ｕθ（ ）ｒ （ａ）
根据张量坐标变换公式，直角坐标系与极坐标系下的应变分量之间具有如

下关系

εｘ γｘｙ／２
γｘｙ／２ ε
［ ］

ｙ
＝
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ
ｓｉｎθ ｃｏｓ
［ ］

θ
εｒ γｒθ／２
γｒθ／２ ε
［ ］

θ

ｃｏｓθ ｓｉｎθ
－ｓｉｎθ ｃｏｓ
［ ］

θ

由此可得

εｘ＝ｃｏｓ２θεｒ＋ｓｉｎ２θεθ－ｓｉｎθｃｏｓθγｒθ （ｂ）

将式（ａ）与式（ｂ）对比，可知

εｒ＝
ｕｒ
ｒ

εθ＝
１
ｒ
ｕθ
θ＋

ｕｒ
ｒ

γｒθ＝
ｕθ
ｒ＋

１
ｒ
ｕｒ
θ－

ｕθ

烍

烌

烎ｒ

（８３）

８１４ 本构方程

极坐标系和直角坐标系一样，也是正交坐标系，两种情况下的本构方程具有

相同的形式。在平面应力情况下，本构方程为

εｒ＝
１
Ｅ
（σｒ－νσθ）

εθ＝
１
Ｅ
（σθ－νσｒ）

γｒθ＝
１
Ｇτｒ

烍

烌

烎θ

（８４ａ）

或

σｒ＝
Ｅ
１－ν２
（εｒ＋νεθ）

σθ＝
Ｅ
１－ν２
（εθ＋νεｒ）

τｒθ＝Ｇγｒθ＝
Ｅ

２（１＋ν）γｒ

烍

烌

烎θ

（８４ｂ）

２８ 第８章 平面问题极坐标解法



在平面应变情况下，只须将上式中的Ｅ换为Ｅ／（１－ν２），ν换为ν／（１－ν）即可。

８１５ 协调方程

应力函数的导数为

φ
ｘ＝

φ
ｒ
ｒ
ｘ＋

φ
θ
θ
ｘ＝ｃｏｓθ

φ
ｒ－

ｓｉｎθ
ｒ
φ
θ

φ
ｙ＝

φ
ｒ
ｒ
ｙ＋

φ
θ
θ
ｙ＝ｓｉｎθ

φ
ｒ＋

ｃｏｓθ
ｒ
φ
θ

对其再求导可得

σｙ＝
２φ
ｘ２

＝ｘ
φ
（ ）ｘ

＝ｃｏｓ２θ
２φ
ｒ２＋ｓｉｎ

２θ １ｒ
φ
ｒ＋

１
ｒ２
２φ
θ（ ）２ ＋２ｓｉｎθｃｏｓθ １ｒ２

φ
θ－

１
ｒ
２φ
ｒ（ ）θ

σｘ＝
２φ
ｙ２

＝ｙ
φ
（ ）ｙ

＝ｓｉｎ２θ
２φ
ｒ２＋ｃｏｓ

２θ １ｒ
φ
ｒ＋

１
ｒ２
２φ
θ（ ）２ －２ｓｉｎθｃｏｓθ １ｒ２

φ
θ－

１
ｒ
２φ
ｒ（ ）θ （８５）

－τｘｙ＝
２φ
ｘｙ

＝ｘ
φ
（ ）ｙ

＝ｓｉｎθｃｏｓθ 
２φ
ｒ２－

１
ｒ
φ
ｒ－

１
ｒ２
２φ
θ（ ）２ －（ｃｏｓ２θ－ｓｉｎ２θ）１ｒ２

φ
θ－

１
ｒ
２φ
ｒ（ ）θ

前两式相加得

Δ

２φ＝
２φ
ｘ２＋

２φ
ｙ２

＝ ２
ｒ２＋

１
ｒ

ｒ＋

１
ｒ２
２
θ（ ）２ φ （８６）

于是，协调方程具有下列形式

２
ｒ２＋

１
ｒ

ｒ＋

１
ｒ２
２
θ（ ）２ ２φ

ｒ２＋
１
ｒ
φ
ｒ＋

１
ｒ２
２φ
θ（ ）２ ＝０ （８７ａ）

或

２
ｒ２＋

１
ｒ

ｒ＋

１
ｒ２
２
θ（ ）２

２

φ＝０ （８７ｂ）

３８８１ 基 本 方 程



８１６ 应力分量

根据应力坐标变换公式，极坐标系与直角坐标系下的应力分量之间具有如

下关系

σｒ τｒθ
τｒθ σ
［ ］

θ
＝
ｃｏｓθ ｓｉｎθ
－ｓｉｎθ ｃｏｓ
［ ］

θ
σｘ τｘｙ
τｘｙ σ
［ ］

ｙ

ｃｏｓθ －ｓｉｎθ
ｓｉｎθ ｃｏｓ
［ ］

θ

经运算得

σｒ＝σｘｃｏｓ２θ＋σｙｓｉｎ２θ＋２τｘｙｓｉｎθｃｏｓθ

σθ＝σｘｓｉｎ２θ＋σｙｃｏｓ２θ－２τｘｙｓｉｎθｃｏｓθ

τｒθ＝（σｙ－σｘ）ｓｉｎθｃｏｓθ＋τｘｙ（ｃｏｓ２θ－ｓｉｎ２θ

烍
烌

烎）

（８８）

将式（８５）代入上式，可得极坐标系下应力分量与应力函数之间的关系

σｒ＝
１
ｒ
φ
ｒ＋

１
ｒ２
２φ
θ２

σθ＝
２φ
ｒ２

τｒθ＝－

ｒ

１
ｒ
φ（ ）

烍

烌

烎θ

（８９）

此外，注意到方向余弦矩阵的正交性，有

σｘ τｘｙ
τｘｙ σ
［ ］

ｙ
＝
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ
ｓｉｎθ ｃｏｓ
［ ］

θ
σｒ τｒθ
τｒθ σ
［ ］

θ

ｃｏｓθ ｓｉｎθ
－ｓｉｎθ ｃｏｓ
［ ］

θ

从而

σｘ＝σｒｃｏｓ２θ＋σθｓｉｎ２θ－２τｒθｓｉｎθｃｏｓθ

σｙ＝σｒｓｉｎ２θ＋σθｃｏｓ２θ＋２τｒθｓｉｎθｃｏｓθ

τｘｙ＝（σｒ－σθ）ｓｉｎθｃｏｓθ＋τｒθ（ｃｏｓ２θ－ｓｉｎ２θ

烍
烌

烎）

（８１０）

将式（８５）与式（８１０）对比，同样可得式（８９）。

８２ 轴对称问题

８２１ 普遍解答

当物体的几何形状及荷载都与环向坐标θ无关时，称为平面轴对称问题。

４８ 第８章 平面问题极坐标解法



此时的应力函数与θ无关，只是径向坐标ｒ的函数，即φ＝φ（ｒ）。将其代入应
力公式（８９），得

σｒ＝
１
ｒ
ｄφ
ｄｒ
， σθ＝

ｄ２φ
ｄｒ２
， τｒθ＝０ （８１１）

协调方程（８７）简化为

ｄ２

ｄｒ２＋
１
ｒ
ｄ
ｄ（ ）ｒ ｄ２φ

ｄｒ２＋
１
ｒ
ｄφ
ｄ（ ）ｒ ＝ｄ

４φ
ｄｒ４＋

２
ｒ
ｄ３φ
ｄｒ３－

１
ｒ２
ｄ２φ
ｄｒ２＋

１
ｒ３
ｄφ
ｄｒ＝０
（８１２）

令

φ＝ｒλ＝ｅλｔ

代入式（８１２），可得该微分方程的特征方程

λ（λ－１）（λ－２）（λ－３）＋２λ（λ－１）（λ－２）－λ（λ－１）＋λ＝０
其解为

λ１＝０， λ２＝０， λ３＝２， λ４＝２

故协调方程的通解为

φ＝Ａｔ＋Ｂｅ２ｔｔ＋Ｃｅ２ｔ＋Ｄ
其中，Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ是待定常数。注意到ｔ＝ｌｎｒ，ｒ＝ｅｔ，上式成为

φ＝Ａｌｎｒ＋Ｂｒ２ｌｎｒ＋Ｃｒ２＋Ｄ （ａ）

将式（ａ）代入（８１１）得
σｒ＝Ａ／ｒ２＋Ｂ（１＋２ｌｎｒ）＋２Ｃ

σθ＝－Ａ／ｒ２＋Ｂ（３＋２ｌｎｒ）＋２
烍
烌

烎Ｃ
（８１３）

对于平面应力问题，将应力分量（８１３）代入本构方程（８４）得

εｒ＝
１
Ｅ
（１＋ν）Ａｒ２＋

（１－３ν）Ｂ＋２（１－ν）Ｂｌｎｒ＋２（１－ν）［ ］Ｃ

εθ＝
１
Ｅ －（１＋ν）Ａｒ２＋

（３－ν）Ｂ＋２（１－ν）Ｂｌｎｒ＋２（１－ν）［ ］Ｃ
γｒθ

烍

烌

烎＝０

（ｂ）

将上式代入几何方程（８３）得

ｕｒ
ｒ＝

１
Ｅ
（１＋ν）Ａｒ２＋

（１－３ν）Ｂ＋２（１－ν）Ｂｌｎｒ＋２（１－ν）［ ］Ｃ
ｕｒ
ｒ＋

１
ｒ
ｕθ
θ＝

１
Ｅ －（１＋ν）Ａｒ２＋

（３－ν）Ｂ＋２（１－ν）Ｂｌｎｒ＋２（１－ν）［ ］Ｃ
１
ｒ
ｕｒ
θ＋

ｕθ
ｒ－

ｕθ
ｒ

烍

烌

烎＝０

（ｃ）

５８８２ 轴对称问题



第一式积分得

ｕｒ＝
１
Ｅ －（１＋ν）Ａｒ＋

（１－３ν）Ｂｒ＋２（１－ν）Ｂｒ（ｌｎｒ－１）＋２（１－ν）［ ］Ｃｒ ＋ｆ（θ）
（ｄ）

将上式代入（ｃ）中的第二式得

ｕθ
θ＝

４Ｂｒ
Ｅ －ｆ（θ）

积分得

ｕθ＝
４Ｂｒθ
Ｅ －∫ｆ（θ）ｄθ＋ｆ１（ｒ） （ｅ）

将式（ｄ）和（ｅ）代入式（ｃ）的第三式，得

１
ｒ
ｄｆ（θ）
ｄθ ＋

ｄｆ１（ｒ）
ｄｒ ＋１ｒ∫ｆ（θ）ｄθ－ｆ１

（ｒ）
ｒ ＝０

将上式分离变量改写成

ｄｆ（θ）
ｄθ ＋∫ｆ（θ）ｄθ＝ｆ１（ｒ）－ｒｄｆ１

（ｒ）
ｄｒ

等式两边分别为θ，ｒ的函数，于是有

ｄｆ（θ）
ｄθ ＋∫ｆ（θ）ｄθ＝Ｆ （ｆ）

ｆ１（ｒ）－ｒ
ｄｆ１（ｒ）
ｄｒ ＝Ｆ （ｇ）

其中Ｆ为常数。式（ｇ）的解答为

ｆ１（ｒ）＝Ｈｒ＋Ｆ （ｈ）

式（ｆ）对θ求导得

ｄ２ｆ（θ）
ｄθ２ ＋ｆ（θ）＝０

其解答为

ｆ（θ）＝Ｉｃｏｓθ＋Ｋｓｉｎθ （ｉ）

从而

∫ｆ（θ）ｄθ＝Ｆ－ｄｆ（θ）ｄθ ＝Ｆ＋Ｉｓｉｎθ－Ｋｃｏｓθ （ｊ）

６８ 第８章 平面问题极坐标解法



将式（ｈ），（ｉ），（ｊ）代入式（ｄ），（ｅ），可得位移分量

ｕｒ＝
１
Ｅ －（１＋ν）Ａｒ＋２

（１－ν）Ｂｒ（ｌｎｒ－１）＋（１－３ν）Ｂｒ＋２（１－ν）［ ］Ｃｒ
＋Ｉｃｏｓθ＋Ｋｓｉｎθ

ｕθ＝
４Ｂｒθ
Ｅ ＋Ｈｒ－Ｉｓｉｎθ＋Ｋｃｏｓ

烍

烌

烎θ

（８１４）
其中，Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｈ，Ｉ，Ｋ是待定常数。不难验证，Ｉ，Ｋ分别代表ｘ，ｙ方向的刚体
平移，Ｈ代表刚体转动。

将式（８１４）中的Ｅ换成Ｅ／（１－ν２），ν换成ν／（１－ν），便可得到平面应变情

图８３ 圆筒或圆环

况下的位移分量。

８２２ 受压圆筒

设厚壁圆筒（圆环问题与此相同）的内半径为

ａ，外半径为ｂ，受均布内压力ｑａ和外压力ｑｂ（图

８３）。显然，应力分布是轴对称的，故为式（８１３），
其中待定常数由下述边界条件确定

σｒ｜ｒ＝ａ＝－ｑａ， σｒ｜ｒ＝ｂ＝－ｑｂ （ａ）

将应力分量代入上式

Ａ／ａ２＋Ｂ（１＋２ｌｎａ）＋２Ｃ＝－ｑａ
Ａ／ｂ２＋Ｂ（１＋２ｌｎｂ）＋２Ｃ＝－ｑ

烍
烌

烎ｂ
（ｂ）

式（ｂ）仅２个方程，３个未知数，无法确定待定常数。这是因为圆筒为多连
体，需要借助位移单值条件来确定常数。显然，式（８１４）中的４Ｂｒθ／Ｅ 是多值
项，例如（ｒ，θ）与（ｒ，θ＋２π）是同一点，却有不同的环向位移。位移应该是单值
的，故必有Ｂ＝０。于是，可解得

Ａ＝
ａ２ｂ２（ｑｂ－ｑａ）
ｂ２－ａ２

， ２Ｃ＝
ａ２ｑａ－ｂ２ｑｂ
ｂ２－ａ２

代入式（８１３），可得Ｌａｍé公式

σｒ＝
ａ２

ｂ２－ａ２
１－ｂ

２

ｒ（ ）２ｑａ－ ｂ２
ｂ２－ａ２

１－ａ
２

ｒ（ ）２ ｑｂ
σθ＝

ａ２
ｂ２－ａ２

１＋ｂ
２

ｒ（ ）２ｑａ－ ｂ２
ｂ２－ａ２

１＋ａ
２

ｒ（ ）２ ｑ
烍

烌

烎ｂ

（８１５）

７８８２ 轴对称问题



如果只有内压ｑａ，且为无限大弹性体即ｂ→∞，则解答（８１５）简化为

σｒ＝－
ａ２
ｒ２ｑａ
， σθ＝

ａ２
ｒ２ｑａ

（８１６）

可见，物体内应力与ｒ２成反比。当ｒ远大于ａ时，应力很小乃至可忽略不计。

８２３ 压力隧洞

如果把压力隧洞或坝内水管视为埋在无限大弹性体中的圆筒，则当其承受

图８４ 压力隧洞

均布内压ｑ 且不计体力时，问题是轴对称的（图

８４）。设圆筒材料和周围介质具有不同的弹性常数，
则应力表达式分别为

σｒ＝
Ａ
ｒ２＋２Ｃ
， σθ＝－

Ａ
ｒ２＋２Ｃ

圆筒（ａ）

σ′ｒ＝
Ａ′
ｒ２＋２Ｃ′

， σ′θ＝－
Ａ′
ｒ２＋２Ｃ′

围介（ｂ）

圆筒内壁边界条件

σｒ｜ｒ＝ａ＝－ｑ 即
Ａ
ａ２＋２Ｃ＝－ｑ

（ｃ）

根据ＳｔＶｅｎａｎｔ原理，距圆筒很远的远场应力应为零，即

σ′ｒ｜ｒ→∞＝０， σ′θ｜ｒ→∞＝０ 从而 ２Ｃ′＝０ （ｄ）

在圆筒与周围介质的接触面上，应力相等

σｒ｜ｒ＝ｂ＝σ′ｒ｜ｒ＝ｂ 即
Ａ
ｂ２＋２Ｃ＝

Ａ′
ｂ２＋２Ｃ′

（ｅ）

接触面上的位移相等，即

ｕｒ｜ｒ＝ｂ＝ｕ′ｒ｜ｒ＝ｂ （ｆ）

注意到平面应变问题且Ｂ＝０，在式（８１４）的第一式中用Ｅ／（１－ν２），ν／（１－ν）
分别代替Ｅ，ν，可得

ｕｒ＝
１＋ν
Ｅ ２（１－２ν）Ｃｒ－Ａ［ ］ｒ ＋Ｉｃｏｓθ＋Ｋｓｉｎθ （ｇ）

其中，Ｅ，ν为圆筒材料的弹性常数。设Ｅ′，ν′为周围介质的弹性常数。将式（ｇ）
代入（ｆ）得

８８ 第８章 平面问题极坐标解法



１＋ν
Ｅ ２（１－２ν）Ｃｂ－Ａ［ ］ｂ ＋Ｉｃｏｓθ＋Ｋｓｉｎθ

＝１＋ν′Ｅ′ ２（１－２ν′）Ｃ′ｂ－Ａ′［ ］ｂ ＋Ｉ′ｃｏｓθ＋Ｋ′ｓｉｎθ

由于上式在θ取任何值时都应当成立，故有

１＋ν
Ｅ ２（１－２ν）Ｃｂ－Ａ［ ］ｂ ＝１＋ν′Ｅ′ ２（１－２ν′）Ｃ′ｂ－Ａ′［ ］ｂ （ｈ）

由方程（ｃ），（ｄ），（ｅ），（ｈ）求出待定常数后代入（ａ）、（ｂ），得到圆筒和周围介
质的应力分量

σｒ＝－ｑ
１＋（１－２ν）［ ］ｎｂ

２

ｒ２－
（１－ｎ）

１＋（１－２ν）［ ］ｎｂ
２

ａ２－
（１－ｎ）

σθ＝ｑ
１＋（１－２ν）［ ］ｎｂ

２

ｒ２＋
（１－ｎ）

１＋（１－２ν）［ ］ｎｂ
２

ａ２－
（１－ｎ）

σ′ｒ＝－ｑ
２（１－ν）ｎｂ

２

ｒ２

１＋（１－２ν）［ ］ｎｂ
２

ａ２－
（１－ｎ）

σ′θ＝ｑ
２（１－ν）ｎｂ

２

ｒ２

１＋（１－２ν）［ ］ｎｂ
２

ａ２－
（１－ｎ

烍

烌

烎
）

（８１７）

其中

ｎ＝Ｅ′
（１＋ν）

Ｅ（１＋ν′）
（８１８）

８３ 圆孔应力集中

８３１ 四边均匀受拉

设有带小圆孔的矩形薄板（长柱问题与此相同），四边受均布拉力ｑ（图
８５）。在离开小圆孔很远处切出与其同心的大圆边界，即大圆半径ｂａ。根据

ＳｔＶｅｎａｎｔ原理，可以证明大圆周处的应力与无孔时的近似相等，从而

９８８３ 圆孔应力集中



图８５ 均匀受拉的圆孔板

σｘ＝ｑ， σｙ＝ｑ， τｘｙ＝０ 在ｒ＝ｂ处

代入式（８８），有

σｒ｜ｒ＝ｂ＝ｑ， τｒθ｜ｒ＝ｂ＝０

这样，带小圆孔矩形薄板四边均匀受拉的问题，被转

换为内半径为ａ、外半径为ｂ的圆环在外边界上受均
布拉力的问题。在式（８１５）中，令ｑａ＝０，ｑｂ＝－ｑ，

ａ／ｂ＝０，得

σｒ＝ｑ１－
ａ２
ｒ（ ）２ ， σθ＝ｑ１＋

ａ２
ｒ（ ）２ ， τｒθ＝０ （８１９）

可见，当ｒ＝ａ时，σθ＝２ｑ，即孔边应力大于无孔时的应力。这种现象称为孔边
应力集中。

８３２ 两边受拉两边受压

设有带小圆孔的矩形薄板（长柱问题与此相同），左右两边受拉、上下两边受

图８６ 两边受拉两边
受压的圆孔板

压（图８６）。进行与上面相似的处理，问题转变为在
大圆（ｂａ）边界处受下述面力作用的圆环问题

σｒ｜ｒ＝ｂ＝ｑｃｏｓ２θ， τｒθ｜ｒ＝ｂ＝－ｑｓｉｎ２θ （ａ）

考虑到

σｒ＝
１
ｒ
φ
ｒ＋

１
ｒ２
２φ
θ２
， τｒθ＝－


ｒ

１
ｒ
φ（ ）θ

及边界条件，可设应力函数为

φ＝ｆ（ｒ）ｃｏｓ２θ （ｂ）

这实际上是把应力在边界上的分布规律推广到域内。作这种推广时，边界必须

是坐标线，例如此处ｒ＝常数。将式（ｂ）代入协调方程（８７），得

ｄ４ｆ（ｒ）
ｄｒ４ ＋２ｒ

ｄ３ｆ（ｒ）
ｄｒ３ －

９
ｒ２
ｄ２ｆ（ｒ）
ｄｒ２ ＋９ｒ３

ｄｆ（ｒ）
ｄｒ ＝０

该微分方程的特征方程为

λ（λ－１）（λ－２）（λ－３）＋２λ（λ－１）（λ－２）－９λ（λ－１）＋９λ＝０

其解为

０９ 第８章 平面问题极坐标解法



λ１＝４， λ２＝２， λ３＝０， λ４＝－２

故协调方程的通解为

ｆ（ｒ）＝Ａｒ４＋Ｂｒ２＋Ｃ＋Ｄｒ２

代入式（ｂ）得

φ＝ｃｏｓ２θ Ａｒ４＋Ｂｒ２＋Ｃ＋
Ｄ
ｒ（ ）２

根据式（８９），求得应力分量

σｒ＝－ｃｏｓ２θ２Ｂ＋
４Ｃ
ｒ２＋

６Ｄ
ｒ（ ）４

σθ＝ｃｏｓ２θ１２Ａｒ２＋２Ｂ＋
６Ｄ
ｒ（ ）４

τｒθ＝ｓｉｎ２θ６Ａｒ２＋２Ｂ－
２Ｃ
ｒ２－

６Ｄ
ｒ（ ）
烍

烌

烎４

（ｃ）

将其代入式（ａ）及小圆孔处应力为零的边界条件，解出常数并令ａ／ｂ＝０，得

Ａ＝０， Ｂ＝－ｑ２
， Ｃ＝ｑａ２， Ｄ＝－ｑａ

４

２

代入式（ｃ），得

σｒ＝ｑｃｏｓ２θ１－
ａ２
ｒ（ ）２ １－３ａ

２

ｒ（ ）２
σθ＝－ｑｃｏｓ２θ１＋３

ａ４
ｒ（ ）４

τｒθ＝－ｑｓｉｎ２θ１－
ａ２
ｒ（ ）２ １＋３ａ

２

ｒ（ ）

烍

烌

烎２

（８２０）

沿ｙ轴（θ＝９０°），最大环向正应力在孔边，即ｒ＝ａ，σθ＝４ｑ；随着远离孔边
应力急剧趋近于ｑ。例如，当ｒ＝３ａ时，σθ＝１０４ｑ。

８３３ 其他受力情况

当带有小圆孔的矩形薄板受到其他形式的荷载作用时，可以利用上述两种

解答和叠加原理来求解。例如，双向不等值均匀受拉时（图８７），可变换为四边
均匀受拉ｑ′与两边受拉两边受压ｑ″之和，即

１９８３ 圆孔应力集中



图８７ 两边不等值均匀受拉的圆孔板

再利用式（８１９），（８２０），不难得到

σｒ＝
ｑ１＋ｑ２
２ １－ａ

２

ｒ（ ）２ ＋ｑ１－ｑ２２ ｃｏｓ２θ１－ａ
２

ｒ（ ）２ １－３ａ
２

ｒ（ ）２
σθ＝

ｑ１＋ｑ２
２ １＋ａ

２

ｒ（ ）２ －ｑ１－ｑ２２ ｃｏｓ２θ１＋３ａ
４

ｒ（ ）４
τｒθ＝－

ｑ１－ｑ２
２ ｓｉｎ２θ１－ａ

２

ｒ（ ）２ １＋３ａ
２

ｒ（ ）

烍

烌

烎２

（８２１）

图８８ 楔形体线荷载

８４ 楔形体和半无限体

８４１ 楔形体顶端作用线荷载

设有楔形体，边界面上受有与边界法线成β角的线荷载Ｐ（图８８），其量纲
为［力］［长度］－１。问题属于平面应变情况，取单位厚度来研究。

楔形体内任一点的应力决定于α，β，Ｐ，ｒ，θ，因而应力分量的表达式中只会
包含有这几个量，且只可能取Ｐ／ｒ的形式。应力函数φ中ｒ的幂次比应力分量
中的高两次，故可设

φ＝ｒｆ（θ） （ａ）

将其代入协调方程（８７），得

ｄ４ｆ
ｄθ４＋２

ｄ２ｆ
ｄθ２＋ｆ＝０

解该方程，得

２９ 第８章 平面问题极坐标解法



ｆ（θ）＝Ａｃｏｓθ＋Ｂｓｉｎθ＋θ（Ｃｃｏｓθ＋Ｄｓｉｎθ） （ｂ）

代入式（ａ），并注意到Ａｒｃｏｓθ＋Ｂｒｓｉｎθ＝Ａｘ＋Ｂｙ不影响应力，故有

φ＝ｒθ（Ｃｃｏｓθ＋Ｄｓｉｎθ）

将应力函数代入式（８９），得应力分量的表达式

σｒ＝
１
ｒ
φ
ｒ＋

１
ｒ２
２φ
θ２＝

２
ｒ
（Ｄｃｏｓθ－Ｃｓｉｎθ）

σθ＝
２φ
ｒ２＝０

τｒθ＝－

ｒ

１
ｒ
φ（ ）θ

烍

烌

烎＝０

（ｃ）

应力边界条件为

σθ｜θ＝±α，ｒ≠０＝０， τｒθ｜θ＝±α，ｒ≠０＝０

这些条件自动满足。在集中力作用处，边界条件转化为平衡条件，这是一种对应

力的放松边界条件。这里，对以坐标原点为圆心的任何一个半圆形截面来说，其

上的应力应该与荷载Ｐ相平衡，即

∫
α

－α
σｒｒｄθｃｏｓθ＋Ｐｃｏｓβ＝０

∫
α

－α
σｒｒｄθｓｉｎθ＋Ｐｓｉｎβ＝０

将应力分量代入上式，积分后得

Ｄ（２α＋ｓｉｎ２α）＋Ｐｃｏｓβ＝０， Ｃ（－２α＋ｓｉｎ２α）＋Ｐｓｉｎβ＝０

由此得

Ｄ＝－ Ｐｃｏｓβ
２α＋ｓｉｎ２α

， Ｃ＝ Ｐｓｉｎβ
２α－ｓｉｎ２α

代入式（ｃ），得

σｒ＝－
２Ｐ
ｒ

ｃｏｓβｃｏｓθ
２α＋ｓｉｎ２α＋

ｓｉｎβｓｉｎθ
２α－ｓｉｎ２（ ）α

σθ＝０
τｒθ

烍

烌

烎＝０

（８２２）

３９８４ 楔形体和半无限体



８４２ 半无限体表面作用线荷载

当α＝π／２时，楔形体成为半无限弹性体。根据式（８２２），其应力分量为

图８９ 半无限体线荷载

σｒ＝－
２Ｐ
πｒ
（ｃｏｓβｃｏｓθ＋ｓｉｎβｓｉｎθ）

σθ＝０
τｒθ

烍

烌

烎＝０

当α＝π／２且荷载Ｐ垂直表面时，β＝０（图８９），
应力分量为

σｒ＝－
２Ｐ
π
ｃｏｓθ
ｒ
， σθ＝０， τｒθ＝０ （８２３）

将其代入应力坐标变换式（８１０），可求得直角坐标系中的应力分量

σｘ＝σｒｃｏｓ２θ＝－
２Ｐ
π
ｃｏｓ３θ
ｒ

σｙ＝σｒｓｉｎ２θ＝－
２Ｐ
π
ｓｉｎ２θｃｏｓθ
ｒ

τｘｙ＝σｒｓｉｎθｃｏｓθ＝－
２Ｐ
π
ｓｉｎθｃｏｓ２θ

烍

烌

烎ｒ

（８２４）

若把上式中的坐标换成直角坐标，则有

σｘ＝－
２Ｐ
π

ｘ３
（ｘ２＋ｙ２）２

σｙ＝－
２Ｐ
π

ｘｙ２
（ｘ２＋ｙ２）２

τｘｙ＝－
２Ｐ
π

ｘ２ｙ
（ｘ２＋ｙ２）

烍

烌

烎２

（８２５）

图８１０

８４３ 半无限体表面作用分布荷载

当半无限体表面作用条形分布荷载时，

可采用线荷载公式通过积分求得解答（图

８１０）。在ｙ轴上距坐标原点为ξ处取微段

ｄξ，其上作用力ｄＰ＝ｑｄξ可看作线荷载。根
据式（８２５），该线荷载在任意点Ｍ 处引起的
应力为

４９ 第８章 平面问题极坐标解法



ｄσｘ＝－
２ｑｄξ
π

ｘ３
ｘ２＋（ｙ－ξ）［ ］２ ２

ｄσｙ＝－
２ｑｄξ
π

ｘ（ｙ－ξ）２
ｘ２＋（ｙ－ξ）［ ］２ ２

ｄτｘｙ＝－
２ｑｄξ
π

ｘ２（ｙ－ξ）
ｘ２＋（ｙ－ξ）［ ］

烍

烌

烎２ ２

整个分布荷载在Ｍ 处引起的应力为

σｘ＝－
２
π∫
ａ

－ａ
ｑｘ３ｄξ

ｘ２＋（ｙ－ξ）［ ］２ ２

σｙ＝－
２
π∫
ａ

－ａ
ｑｘ（ｙ－ξ）２ｄξ
ｘ２＋（ｙ－ξ）［ ］２ ２

τｘｙ＝－
２
π∫
ａ

－ａ
ｑｘ２（ｙ－ξ）ｄξ
ｘ２＋（ｙ－ξ）［ ］

烍

烌

烎２ ２

（８２６）

图８１１ 均布荷载

若作用均布荷载（图８１１），并采用极坐
标应力式（８２４）积分，可得

σｘ＝－ｑ２π２
（θ２－θ１）＋（ｓｉｎ２θ２－ｓｉｎ２θ１［ ］）

σｘ＝－ｑ２π２
（θ２－θ１）－（ｓｉｎ２θ２－ｓｉｎ２θ１［ ］）

τｘｙ＝－ｑ２πｃｏｓ２θ１－ｃｏｓ２θ
（ ）

烍

烌

烎２

（８２７）

习 题

８１ 试证明下式代表刚体位移

ｕｒ＝Ｉｃｏｓθ＋Ｋｓｉｎθ
ｕθ＝Ｈｒ＋Ｋｃｏｓθ－Ｉｓｉｎ

烍
烌

烎θ

其中，Ｉ，Ｋ分别与ｘ，ｙ方向的刚体移动有关；而Ｈ 与绕ｚ轴的刚体转动
有关。

８２ 设在楔形体顶端作用线力偶，单位长度上力偶矩为Ｍ。试求应力分量。

５９习 题



答案：

σｒ＝
２Ｍｓｉｎ２θ

（ｓｉｎ２α－２αｃｏｓ２α）ｒ２

σθ＝０

τｒθ＝－
Ｍ（ｃｏｓ２θ－ｃｏｓ２α）
（ｓｉｎ２α－２αｃｏｓ２α）ｒ

烅

烄

烆 ２

。

题８２图 题８３图

８３ 设在楔形体两侧面上作用均布剪力ｑ。试求应力分量。

答案：

σｒ＝－ｑ
ｃｏｓ２θ
ｓｉｎ２α＋ｃｏｔ２（ ）α

σθ＝ｑ
ｃｏｓ２θ
ｓｉｎ２α－ｃｏｔ２（ ）α

τｒθ＝ｑ
ｓｉｎ２θ
ｓｉｎ２

烅

烄

烆 α

。

８４ 设有无限大薄板，在板内小孔中作用集中力Ｐ。试用下述应力函数求解该
问题：（提示：需考虑位移单值条件）。

φ＝Ａｒｌｎｒｃｏｓθ＋Ｂｒθｓｉｎθ

答案：σｒ＝－
（３＋ν）Ｐ
４π

ｃｏｓθ
ｒ
，σθ＝
（１－ν）Ｐ
４π

ｃｏｓθ
ｒ
，τｒθ＝
（１－ν）Ｐ
４π

ｓｉｎθ
ｒ
。

题８４图 题８５图

８５ 设圆柱体对心受压，线荷载为Ｐ。试求铅直直径截面上的正应力（提示：利
用式（８２３），将其中的ｒ用圆柱直径ｄ表示）。

答案：σ＝２Ｐπｄ
。
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８６ 试推导式（８２７），并求大小主应力及大主应力的方向（提示：在ｙ轴上荷
载范围内，任一点处取微段ｄｙ，其上作用的合力可以视为线荷载且有

ｐｄｙ＝ｐｒｄθ／ｃｏｓθ）。

８７ 设曲梁受集中力Ｐ作用，试求应力分量（提示：截面正应力主要取决于弯
矩，而题中弯矩与ｓｉｎθ成正比）。

答案：

σｒ＝
Ｐ
Ｎ ｒ＋ａ

２ｂ２
ｒ３ －

ａ２＋ｂ２（ ）ｒ ｓｉｎθ

σθ＝
Ｐ
Ｎ ３ｒ－

ａ２ｂ２
ｒ３ －

ａ２＋ｂ２（ ）ｒ ｓｉｎθ Ｎ＝（ａ２－ｂ２）＋（ａ２＋ｂ２）ｌｎｂａ

τｒθ＝－
Ｐ
Ｎ ｒ＋ａ

２ｂ２
ｒ３ －

ａ２＋ｂ２（ ）ｒ ｃｏｓ

烅

烄

烆 θ

。

题８７图 题８８图

８８ 带有小圆孔的大板左右两边均匀受拉。试求应力分量，并讨论孔边应力集
中和远场应力。

答案：

σｒ＝ｑ２ １－
ａ２
ｒ（ ）２ ＋ｑ２ｃｏｓ２θ１－ａ

２

ｒ（ ）２ １－３ａ
２

ｒ（ ）２
σθ＝ｑ２ １＋

ａ２
ｒ（ ）２ －ｑ２ｃｏｓ２θ１＋３ａ

４

ｒ（ ）４
τｒθ＝－ｑ２ｓｉｎ２θ１－

ａ２
ｒ（ ）２ １＋３ａ

２

ｒ（ ）

烅

烄

烆 ２

沿ｙ轴（θ＝９０°），最大环向正应力在孔边，即ｒ＝ａ，σθ＝３ｑ；随着远离孔边
应力急剧趋近于ｑ。例如，当ｒ＝３ａ时，σθ＝１０７ｑ。

８９ 在带小圆孔的矩形薄板四边受均布拉力ｑ作用（图８５）的问题中，证明大
圆周处的应力与无孔时的近似相等。（提示：先考虑无孔时的薄板应力状

态；然后考虑在板内切除半径为ａ的小圆孔、在离开小圆孔很远处切出与
其同心的大圆边界时的应力状态；最后在小圆孔处应用ＳｔＶｅｎａｎｔ原理）

７９习 题
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平面问题复变函数解法
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

弹性力学问题常归结为：在给定边界条件下，寻找调和函数或双调和函数，

例如常体力平面问题。复变函数理论正是研究解析函数（其实部和虚部都是调

和函数）的数学分支，因此在求解弹性力学问题中得到了应用，特别是在求解复

杂孔口或裂纹尖端应力集中等问题上，保角变换解法显示出巨大的优越性。事

实上，那些复杂问题如果不用复变函数解法，则根本就无法求得其解析解。

本章首先介绍平面问题复变函数解法的基本原理，然后给出一些典型问题

的重要解答。

９１ 平面问题的复格式

９１１ 直角坐标与复变量

为了利用复变函数求解问题，首先需要把平面问题的控制方程、边界条件以

图９１ 复平面

及应力和位移等改写成复变函数形式，即转换成

复格式。为此，把物体所在的物理平面ｘｙ看作复
平面（图９１），引入复自变量

ｚ＝ｘ＋ｉｙ， 珔ｚ＝ｘ－ｉｙ （９１）

于是，坐标ｘ和ｙ可以等价地用复变量ｚ及其共
轭珔ｚ来代替。根据式（９１），有


ｘ＝

ｚ
ｘ

ｚ＋

珔ｚ
ｘ

珔ｚ＝


ｚ＋


珔ｚ


ｙ＝

ｚ
ｙ

ｚ＋

珔ｚ
ｙ

珔ｚ＝ｉ


ｚ－


珔（ ）

烍

烌

烎ｚ

（９２）

或




ｚ＝

１
２

ｘ－ｉ


（ ）ｙ


珔ｚ＝

１
２

ｘ＋ｉ


（ ）
烍

烌

烎ｙ

（９３）

从式（９２）可推导出

Δ

２＝ 
２

ｘ２＋
２
ｙ２

＝４ ２
ｚ珔ｚ

（９４）

由于ｘ和ｙ可看作ｚ和珔ｚ的函数，故应力、位移以及应力函数等也可形式地
看作ｚ和珔ｚ的函数。

９１２ 应力函数与复势

在不计体力或常体力时，平面问题的应力函数Ｕ（以前用的应力函数φ在
本章中另有它用）满足双调和方程，即

Δ

４Ｕ＝０ （９５）

根据式（９４），式（９５）可写成

４ ２
ｚ珔ｚ
（

Δ

２Ｕ）＝０

上式积分后得

Δ

２Ｕ＝２［φ′（ｚ）＋φ′（ｚ）］

其中，φ（ｚ）为解析函数，之所以写成共轭形式是因为 Ｕ 是实函数。根据式
（９４），有

４
２Ｕ
ｚ珔ｚ＝２

［φ′（ｚ）＋φ′（ｚ）］ （９６ａ）

积分之

Ｕ
ｚ ＝

１
２
［φ′（ｚ）珔ｚ＋φ（ｚ）＋χ′（ｚ）］ （９６ｂ）

Ｕ ＝１２
［φ（ｚ）珔ｚ＋φ（ｚ）ｚ＋χ（ｚ）＋χ（ｚ）］ （９６ｃ）

再次强调指出，由于Ｕ 为实函数，故积分后的待定函数两两共轭。上式可写成

Ｕ ＝Ｒｅ［珔ｚφ（ｚ）＋χ（ｚ）］ （９７ａ）

若记
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χ（ｚ）＝∫ψ（ｚ）ｄｚ， ψ（ｚ）＝χ′（ｚ）

则式（９７ａ）又可写成

Ｕ ＝Ｒｅ［珔ｚφ（ｚ）＋∫ψ（ｚ）］ （９７ｂ）

这就是Ａｉｒｙ应力函数的复格式，称为Ｇｏｕｒｓａｔ公式。其中的φ（ｚ）和ψ（ｚ）是两
个解析函数，称为复势或复应力函数。

９１３ 应力组合与复势

在不考虑体力的情况下，平面问题的应力分量为

σｘ＝
２Ｕ
ｙ２
， σｙ＝

２Ｕ
ｘ２
， τｘｙ＝－

２Ｕ
ｘｙ

根据式（９４），有

４
２Ｕ
ｚ珔ｚ＝

２Ｕ
ｘ２ ＋

２Ｕ
ｙ２

＝σｙ＋σｘ （ａ）

根据式（９３），有


ｚ＝

１
２

ｘ－ｉ


（ ）ｙ ，

２
ｚ２＝

１
４
２
ｘ２－２ｉ

２
ｘｙ－

２
ｙ（ ）２

故

４
２Ｕ
ｚ２ ＝

２Ｕ
ｘ２ －２ｉ

２Ｕ
ｘｙ－

２Ｕ
ｙ２

＝σｙ－σｘ＋２ｉτｘｙ （ｂ）

将式（９６），（９７）代入式（ａ）和（ｂ），得到第一、第二应力组合的复势表达式

σｙ＋σｘ＝２［φ′（ｚ）＋φ′（ｚ）］＝４Ｒｅ［φ′（ｚ）］

σｙ－σｘ＋２ｉτｘｙ＝２［珔ｚφ″（ｚ）＋ψ′（ｚ
烍
烌

烎）］
（９８）

可见，只要找到复势φ（ｚ）和ψ（ｚ），就可以根据第二应力组合式的虚部确
定剪应力τｘｙ，而该式的实部与第一应力组合式联立可求得正应力σｘ，σｙ。

９１４ 位移组合与复势

对于平面应变问题，本构方程为
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εｘ＝
１－ν２
Ｅ σｘ－

ν
１－νσ（ ）ｙ

εｙ＝
１－ν２
Ｅ σｙ－

ν
１－νσ（ ）ｘ

εｘｙ＝
１
２γｘｙ＝

１
２Ｇτｘ

烍

烌

烎ｙ

利用式（９８），可得第一、第二应变组合的复势表达式

２Ｇ（εｘ＋εｙ）＝（１－２ν）（σｙ＋σｘ）＝４（１－２ν）
２Ｕ
ｚ珔ｚ

＝２（１－２ν）［φ′（ｚ）＋φ′（ｚ）］＝４（１－２ν）Ｒｅ［φ′（ｚ）］

２Ｇ（εｙ－εｘ＋２ｉεｘｙ）＝σｙ－σｘ＋２ｉτｘｙ＝４
２Ｕ
ｚ２

＝２［珔ｚφ″（ｚ）＋ψ′（ｚ

烍

烌

烎）］

（９９）

将几何方程代入上述第二应变组合的左边

２Ｇ（εｙ－εｘ＋２ｉεｘｙ）＝２Ｇ
ｖ
ｙ－

ｕ
ｘ＋ｉ

ｕ
ｙ＋

ｖ
（ ）［ ］ｘ ＝－４Ｇｚ

（ｕ－ｉｖ）

代入第二应变组合得

－４Ｇｚ
（ｕ－ｉｖ）＝４

２Ｕ
ｚ２

注意到Ｕ 本质上是实函数，上式取共轭

２Ｇ珔ｚ
（ｕ＋ｉｖ）＝－２

２Ｕ
珔ｚ２

积分得

２Ｇ（ｕ＋ｉｖ）＝－２Ｕ珔ｚ ＋Ｆ
（ｚ） （ａ）

将几何方程代入第一应变组合的左边

２Ｇ（εｙ＋εｘ）＝２Ｇ
ｖ
ｙ＋

ｕ
（ ）ｘ ＝２Ｇ 

ｚ
（ｕ＋ｉｖ）＋珔ｚ

（ｕ－ｉｖ［ ］）

从而，第一应变组合成为

２Ｇ 
ｚ
（ｕ＋ｉｖ）＋珔ｚ

（ｕ－ｉｖ［ ］）＝４（１－２ν）
２Ｕ
ｚ珔ｚ
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将式（ａ）代入上式得

４（１－２ν）
２Ｕ
ｚ珔ｚ＝－４

２Ｕ
ｚ珔ｚ＋Ｆ′

（ｚ）＋Ｆ′（ｚ）

注意到第一应变组合，上式成为

Ｆ′（ｚ）＋Ｆ′（ｚ）＝８（１－ν）
２Ｕ
ｚ珔ｚ＝４

（１－ν）［φ′（ｚ）＋φ′（ｚ）］

可见，Ｆ′（ｚ）与４（１－ν）φ′（ｚ）的实部相同，虚部则差一个实常数，即

Ｆ′（ｚ）＝４（１－ν）φ′（ｚ）＋ｉｃ

积分得

Ｆ（ｚ）＝４（１－ν）φ（ｚ）＋ｉｃｚ＋γ （ｂ）

可以证明，上式后两项代表刚体位移，故可略去不计。式（９６ｃ）对珔ｚ求导得

Ｕ
珔ｚ ＝

１
２
［φ（ｚ）＋ｚφ′（ｚ）＋ψ（ｚ）］ （ｃ）

将式（ｂ）和（ｃ）代入（ａ）得

２Ｇ（ｕ＋ｉｖ）＝κφ（ｚ）－ｚφ′（ｚ）－ψ（ｚ） （９１０）

其中

κ＝
３－４ν 平面应变

（３－ν）／（１＋ν｛ ） 平面应力
（９１１）

可见，只要找到复势φ（ｚ）和ψ（ｚ），代入上式并分离出实部和虚部，就可确
定位移分量。

９１５ 复格式的坐标变换

在平面问题的复变函数解法中，常用到的是直角坐标系与极坐标系。现讨

图９２ 极坐标系

论应力组合及位移组合的极坐标表达式。

复变量与极坐标之间的转换关系为

ｘ＋ｉｙ＝ｒｃｏｓθ＋ｉｒｓｉｎθ＝ｒｅｉθ

即

ｚ＝ｒｅｉθ （９１２）
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（１）位移组合
不难发现，极坐标系与直角坐标系中的位移分量具有如下关系（图９２）

ｕｒ＝ｕｃｏｓθ＋ｖｓｉｎθ
ｕθ＝－ｕｓｉｎθ＋ｖｃｏｓ

烍
烌

烎θ

故位移组合的转换关系为

ｕｒ＋ｉｕθ＝ｅ－ｉθ（ｕ＋ｉｖ） （９１３）

注意到式（９１０），有

２Ｇ（ｕｒ＋ｉｕθ）＝ｅ－ｉθ［κφ（ｚ）－ｚφ′（ｚ）－ψ（ｚ）］ （９１４）

（２）应力组合
极坐标系应力分量与直角坐标系应力分量之间的关系见式（８８），即

σｒ＝σｘｃｏｓ２θ＋σｙｓｉｎ２θ＋３τｘｙｓｉｎθｃｏｓθ

σθ＝σｘｓｉｎ２θ＋σｙｃｏｓ２θ－２τｘｙｓｉｎθｃｏｓθ

τｒθ＝（σｙ－σｘ）ｓｉｎθｃｏｓθ＋τｘｙ（ｃｏｓ２θ－ｓｉｎ２θ

烍
烌

烎）

由此可得应力组合的转换关系

σθ＋σｒ＝σｙ＋σｘ
σθ－σｒ＋２ｉτｒθ＝ｅ２ｉθ（σｙ－σｘ＋２ｉτｘｙ

烍
烌

烎）
（９１５）

注意到式（９８），有

σθ＋σｒ＝２［φ′（ｚ）＋φ′（ｚ）］＝４Ｒｅ［φ′（ｚ）］

σθ－σｒ＋２ｉτｒθ＝２ｅ２ｉθ［珔ｚφ″（ｚ）＋ψ′（ｚ
烍
烌

烎）］
（９１６）

９１６ 边界条件与复势

（１）位移边界条件
为区分起见，内点和边界点的坐标分别用ｚ和ｔ来表示。如果在位移边界

Γｕ上给定位移值珔ｕ和珔ｖ，则根据式（９１０）有

κφ（ｔ）－ｚφ′（ｔ）－ψ（ｔ）＝２Ｇ（珔ｕ＋ｉ珔ｖ） （９１７）

（２）面力边界条件
如果在圆孔边界Γσ上给定面力珋σｒ和珋τｒθ（在圆孔边界条件中珋σθ不会出现），

则消去式（９１６）中的σθ可得

３０１９１ 平面问题的复格式



珋σｒ－ｉ珋τｒθ＝φ′（ｔ）＋φ′（ｔ）－ｅ２ｉθ［珔ｚφ″（ｔ）＋ψ′（ｔ）］ （９１８）

如果边界条件为直角坐标系下的面力，则边界条件为

珚Ｘ＝ｌσｘ＋ｍτｘｙ， 珡Ｙ ＝ｌτｘｙ＋ｍσｙ

其中（图９．３）

ｌ＝ｃｏｓα＝ｄｙｄｓ
， ｍ ＝ｓｉｎα＝－ｄｘｄｓ

注意到

ｄ
ｄｓ＝

ｄｘ
ｄｓ

ｘ＋

ｄｙ
ｄｓ

ｙ＝－ｓｉｎα


ｘ＋ｃｏｓα


ｙ

则有

珚Ｘ＝ｃｏｓα
２Ｕ
ｙ２

－ｓｉｎα
２Ｕ
ｘｙ＝

ｄ
ｄｓ
Ｕ
（ ）ｙ

珡Ｙ＝－ｃｏｓα
２Ｕ
ｘｙ－ｓｉｎα

２Ｕ
ｘ２＝－

ｄ
ｄｓ
Ｕ
（ ）

烍

烌

烎ｘ

引进面力组合

ｉ（珚Ｘ＋ｉ珡Ｙ）＝ｉ ｄｄｓ
Ｕ
（ ）ｙ －ｉｄｄｓ

Ｕ
（ ）［ ］ｘ ＝ｄｄｓ

Ｕ
ｘ＋ｉ

Ｕ
（ ）ｙ

图９３ 边界条件

规定边界曲线的走向以使物体位于边界线左侧为

正，即外边界逆时针走向为正，内边界顺时针走向为正

（图９３）。任选某边界点Ａ 为起始参考点，Ｂ为任意边
界点，则有

ｉ（Ｒｘ＋ｉＲｙ）＝ｉ∫
Ｂ

Ａ
（珚Ｘ＋ｉ珡Ｙ）ｄｓ

＝ Ｕｘ＋ｉ
Ｕ
（ ）ｙ

Ｂ

Ａ
（ａ）

根据式（９３）和（９６ｃ），可得

Ｕ
ｘ＋ｉ

Ｕ
ｙ＝φ
（ｚ）＋ｚφ′（ｚ）＋ψ（ｚ） （ｂ）

代入式（ａ）得

φ（ｔ）＋ｔφ′（ｔ）＋ψ（ｔ［ ］）ＢＡ＝ｉ∫
Ｂ

Ａ
（珚Ｘ＋ｉ珡Ｙ）ｄｓ （９１９ａ）
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φ（ｔ）＋ｔφ′（ｔ）＋ψ（ｔ）－ｋＡ＝ｉ∫
Ｂ

Ａ
（珚Ｘ＋ｉ珡Ｙ）ｄｓ （９１９ｂ）

其中

ｋＡ＝φ（ｔＡ）＋ｔＡφ′（ｔＡ）＋ψ（ｔＡ）

ｋＡ是个复常数。下节将指出，复势中含有一个可供任意选择的复常数，若把ｋＡ
并入这个任意复常数，则对于具有单个闭合面力边界的问题可令ｋＡ＝０。但如
果问题具有多个闭合边界，则只能在一条闭合边界上（例如外边界上）令ｋＡ＝０。
最受关注的无限域孔洞问题属于前者，于是

φ（ｔ）＋ｔφ′（ｔ）＋ψ（ｔ）＝ｉ∫
Ｂ

Ａ
（珚Ｘ＋ｉ珡Ｙ）ｄｓ （９２０）

９２ 复势的确定性

根据上述分析，只要找到复势φ（ｚ）和ψ（ｚ），就可求得应力和位移。我们
已经知道应力函数中的线性函数不影响应力分量。那么，在不影响应力和位移

的情况下，φ（ｚ）和ψ（ｚ）中的有什么自由选择的成分呢？

９２１ 应力与复势的确定性

让我们考察两组表示同一应力状态的复势φ（ｚ），ψ（ｚ）和φ１（ｚ），ψ１（ｚ），
看它们可以有怎样的差别。将它们同时代入式（９８）得

σｙ＋σｘ＝４Ｒｅ［φ′（ｚ）］＝４Ｒｅ［φ′１（ｚ）］

σｙ－σｘ＋２ｉτｘｙ＝２［珔ｚφ″（ｚ）＋ψ′（ｚ）］＝２［珔ｚφ″１（ｚ）＋ψ′１（ｚ
烍
烌

烎）］
（９２１）

上述第一应力组合式表明，φ′（ｚ）和φ′１（ｚ）实部相等，而可以差一个虚常数

φ′１（ｚ）＝φ′（ｚ）＋ｉｃ

积分得

φ１（ｚ）＝φ（ｚ）＋ｉｃｚ＋γ （ａ）

其中，ｃ为任意实常数，γ＝α＋ｉβ为任意复常数。
对式（ａ）求导两次，得φ″１（ｚ）＝φ″（ｚ）。根据式（９２１），第二应力组合式成

立必定要求

ψ′１（ｚ）＝ψ′（ｚ）
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积分得

ψ１（ｚ）＝ψ（ｚ）＋γ （ｂ）

其中，γ＝α＋ｉβ也是任意复常数。
由式（ａ），（ｂ）可知，在不影响应力状态的情况下，可以任意选择ｃ，γ，γ。

９２２ 位移与复势的确定性

根据式（９１０），由复势φ（ｚ），ψ（ｚ）计算的位移为

２Ｇ（ｕ＋ｉｖ）＝κφ（ｚ）－ｚφ′（ｚ）－ψ（ｚ）

由复势φ１（ｚ），ψ１（ｚ）计算的位移为

２Ｇ（ｕ１＋ｉｖ１）＝２Ｇ（ｕ＋ｉｖ）＋（κ＋１）ｉｃｚ＋κγ－γ

显然，上式中（κ＋１）ｉｃｚ＋κγ－γ不引起应力，故代表刚体位移。如果给定物体
的位移场，则刚体位移被约束，即

ｃ＝０， κγ－珔γ＝０ （９２２）

可见，给定位移后复势中仍有一个复常数可以任意选择。在求解问题中，可以根

据方便的原则来选择这些待定常数且使复势完全确定。

９２３ 复势的单值化

任何解析函数因而复势在单连域内总是单值的，而在多连域内则可能是多

值的。显然，在特定荷载作用下，物体内必存在唯一确定的应力状态。利用此应

力单值条件，可判明复势的多值性；然后将多值部分加以分离并确定下来。

图９４ 带孔洞的物体

第一应力组合，即

σｙ＋σｘ＝４Ｒｅ［φ′（ｚ）］

左边的应力分量为单值，故右边φ′（ｚ）的实部必须单
值，而虚部不一定为单值。设物体内有一个孔洞，ｚ０
为孔洞内的任意点（图９４）。每当沿包含孔洞的闭合
曲线绕行一周后，φ′（ｚ）可能有一虚数增量，令该增量为２πｉＡ，其中Ａ为实数。
上述常虚数多值性正是复对数函数的特点。例如，考虑函数

Ａｌｎ（ｚ－ｚ０）＝Ａｌｎ ｚ－ｚ０ｅｉ（ ）θ ＝Ａｌｎｚ－ｚ０ ＋Ａｉθ （ａ）

当ｚ点沿不包含ｚ０点的闭合曲线绕行一周时，θ起初沿逆时针向变化，后来又
沿顺时针向返回原处，最终θ＝０，因而函数（ａ）保持单值。但是，当ｚ点沿包含
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ｚ０点的闭合曲线绕行一周时，θ将增加２π，函数（ａ）具有常虚数２πｉＡ的多值性。
可见，复势φ′（ｚ）对孔洞的多值性恰好能用复对数函数（ａ）来表示。令

φ′（ｚ）＝Ａｌｎ（ｚ－ｚ０）＋φ（ｚ） （９２３）

则φ′（ｚ）中的多值部分被分离出来，而剩下的φ（ｚ）为单值解析函数。对ｚ积
分得

φ（ｚ）＝Ａ （ｚ－ｚ０）ｌｎ（ｚ－ｚ０）－（ｚ－ｚ０［ ］）＋∫
ｚ

ｚ１
φ（ｚ）ｄｚ＋ｄ （ｂ）

其中，ｚ１为域Ω内的任意定点；ｄ为任意单值复常数。单值解析函数φ（ｚ）在
多连域上积分后，可能为多值函数，故可表示为

∫
ｚ

ｚ１
φ（ｚ）ｄｚ＝Ｃｌｎ（ｚ－ｚ０）＋φ（ｚ） （ｃ）

其中，Ｃ为复常数；φ（ｚ）为单值解析函数。将式（ｃ）代入式（ｂ），并项后得

φ（ｚ）＝Ａｚｌｎ（ｚ－ｚ０）＋γｌｎ（ｚ－ｚ０）＋φ（ｚ） （９２４）

其中，γ为复常数；φ（ｚ）为单值解析函数。于是，复势φ（ｚ）被分解成单值部
分φ（ｚ）、含有待定实常数Ａ 的多值部分，以及含有待定复常数γ的多值部
分。

为分离复势ψ（ｚ）的多值部分，将式（９２４）代入第二应力组合得

σｙ－σｘ＋２ｉτｘｙ＝２珔ｚ
Ａ

ｚ－ｚ０
＋φ″（ｚ［ ］）＋ψ′（ｚ｛ ｝） （ｄ）

显然，珔ｚ Ａ
ｚ－ｚ０

＋φ″（ｚ［ ］）是单值的，故ψ′（ｚ）必须单值。在多连域上积分后，
ψ（ｚ）具有复常数的多值性，可表示为

ψ（ｚ）＝γｌｎ（ｚ－ｚ０）＋ψ（ｚ） （９２５）

于是，复势ψ（ｚ）也被分解成单值部分ψ（ｚ）和含有待定复常数γ的多值部
分。

为了确定实常数Ａ 和复常数γ，γ，需进一步考虑位移单值条件。将式
（９２３）、（９２４）和（９２５）代入下列位移组合

２Ｇ（ｕ＋ｉｖ）＝κφ（ｚ）－ｚφ′（ｚ）－ψ（ｚ）

当沿孔洞绕行一周时，函数ｌｎ（ｚ－ｚ０）的增量为２πｉ。因此，右端函数中的多值
部分将有增量
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κ（Ａｚ２πｉ＋γ２πｉ）－ｚ（Ａ２πｉ）－（γ２πｉ）＝２πｉ（κ＋１）Ａｚ＋κγ＋γ［ ］

根据位移单值条件，该增量应为零，故有

Ａ＝０， κγ＋珔γ＝０ （９２６）

把边界力组合（９１９ａ）

φ（ｔ）＋ｔφ′（ｔ）＋ψ（ｔ［ ］）ＢＡ＝ｉ∫
Ｂ

Ａ
（珚Ｘ＋ｉ珡Ｙ）ｄｓ

应用于整个内边界，即沿孔洞边界正向（顺时针向）绕行一周。显然，右端增量

ｉ（Ｒｘ＋ｉＲｙ），其中，Ｒｘ和Ｒｙ是作用在孔边上全部外荷载的主矢量分量；左端增
量为－２πｉ（γ－γ）。于是

－２πｉ（γ－γ）＝ｉ（Ｒｘ＋ｉＲｙ） （９２７）

由式（９２６）和（９２７）可确定出全部常数，即

Ａ＝０， γ＝－
Ｒｘ＋ｉＲｙ
２π（κ＋１）

， γ＝
κ（Ｒｘ－ｉＲｙ）
２π（κ＋１）

（９２８）

至此，只需给定孔边外荷载，多值部分就可完全确定。将上式代入式（９２４）和
（９２５）得

φ（ｚ）＝－
Ｒｘ＋ｉＲｙ
２π（κ＋１）ｌｎ

（ｚ－ｚ０）＋φ（ｚ）

ψ（ｚ）＝
κ（Ｒｘ－ｉＲｙ）
２π（κ＋１）ｌｎ

（ｚ－ｚ０）＋ψ（ｚ
烍

烌

烎）
（９２９）

其中，φ（ｚ）和ψ（ｚ）是多连域Ω内的单值解析函数。

９３ 孔洞问题级数解法

根据上述分析，平面问题复变函数解法归结为：寻找两个解析函数φ（ｚ）和

ψ（ｚ），使其满足各边界条件

φ（ｔ）＋ｔφ′（ｔ）＋ψ（ｔ）＝ｉ∫
Ｂ

Ａ
（珚Ｘ＋ｉ珡Ｙ）ｄｓ 在Γσ上 （９３０）

κφ（ｔ）－ｚφ′（ｔ）－ψ（ｔ）＝２Ｇ（珔ｕ＋ｉ珔ｖ） 在Γｕ上 （９３１）

级数解法的基本思想是：把复势φ（ｚ）和ψ（ｚ）展成幂级数，代入上述边界
条件的左端，同时把右端给定的已知函数也展成幂级数。根据两边同幂项系数

相等，就可确定各待定系数。
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９３１ 复势的幂级数

（１）实心域
实心域中的解析函数可以展成只含正幂项的泰勒级数。为此设

φ′（ｚ）＝∑
∞

ｍ＝０
Ａｍｚｍ， ψ′（ｚ）＝∑

∞

ｍ＝０
Ｂｍｚｍ （ａ）

积分得

φ（ｚ）＝∑
∞

ｎ＝０
ａｎｚｎ， ψ（ｚ）＝∑

∞

ｎ＝０
ｂｎｚｎ （９３２）

（２）空心域
空心域中的解析函数可以展成含正幂项和负幂项的罗朗级数。为此设

φ′（ｚ）＝ ∑
∞

ｍ＝－∞
Ａｍｚｍ， ψ′（ｚ）＝ ∑

∞

ｍ＝－∞
Ｂｍｚｍ （ｂ）

积分得

φ（ｚ）＝Ａ－１ｌｎｚ＋∑
∞

ｎ＝－∞
ａｎｚｎ， ψ（ｚ）＝Ｂ－１ｌｎｚ＋∑

∞

ｎ＝－∞
ｂｎｚｎ （９３３）

其中，Ａ－１ｌｎｚ和Ｂ－１ｌｎｚ由式（ｂ）中ｍ＝－１的项积分而来。

９３２ 无限域孔洞问题

（１）复势的基本形式
外边界在无穷远处的孔洞问题属于多连域问题，其复势的基本形式为式

（９３３）。显然，当ｚ→∞时，应力应为有限值。考虑应力组合式（９２１）并根据无
穷远处应力有限的条件，可得

φ（ｚ）＝Ａ－１ｌｎｚ＋ａ１ｚ＋ａ０＋∑
－１

ｎ＝－∞
ａｎｚｎ

ψ（ｚ）＝Ｂ－１ｌｎｚ＋ｂ１ｚ＋ｂ０＋∑
－１

ｎ＝－∞
ｂｎｚ
烍
烌

烎ｎ
（９３４）

其中，ａ０，ｂ０，Ｉｍａ１表示刚体位移，令它们等于零不会影响应力状态。变更上式
中常数的记法及求和指标，可得

φ（ｚ）＝Ａ１ｌｎｚ＋Ａ０ｚ＋∑
∞

ｋ＝１
ａｋｚ－ｋ

ψ（ｚ）＝Ｂ１ｌｎｚ＋Ｂ０ｚ＋∑
∞

ｋ＝１
ｂｋｚ－

烍
烌

烎ｋ
（９３５）
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其中，Ａ０为实常数。
（２）待定常数的确定
系数Ａ１和Ｂ１与多值性有关，可根据式（９２９）确定。把坐标原点选在孔洞

之内，则该式中的ｚ０＝０，于是有

φ（ｚ）＝－
Ｒｘ＋ｉＲｙ
２π（κ＋１）ｌｎｚ＋φ

（ｚ）

ψ（ｚ）＝
κ（Ｒｘ－ｉＲｙ）
２π（κ＋１）ｌｎｚ＋ψ

（ｚ
烍

烌

烎）
（９３６）

其中，φ（ｚ）和ψ（ｚ）是单值解析函数。比较式（９３５）和（９３６），可知

Ａ１＝－
Ｒｘ＋ｉＲｙ
２π（κ＋１）

， Ｂ１＝
κ（Ｒｘ－ｉＲｙ）
２π（κ＋１）

（９３７）

为确定系数Ａ０和Ｂ０，式（９３５）对ｚ求导，有

φ′（ｚ）＝
Ａ１
ｚ ＋Ａ０＋∑

∞

ｋ＝１

（－ｋ）ａｋｚ－
（ｋ＋１）＝Ａ０＋ｆ１（ｚ）

ψ′（ｚ）＝
Ｂ１
ｚ ＋Ｂ０＋∑

∞

ｋ＝１
（－ｋ）ｂｋｚ－

（ｋ＋１）＝Ｂ０＋ｆ２（ｚ）

珔ｚφ″（ｚ）＝－珔ｚ
Ａ１
ｚ２＋珔ｚ∑

∞

ｋ＝１
ｋ（ｋ＋１）ａｋｚ－

（ｋ＋２）＝ｆ３（ｚ

烍

烌

烎
）

代入应力组合式（９８），注意到Ａ０是实常数，得

σｙ＋σｘ＝４Ａ０＋４Ｒｅｆ１（ｚ［ ］）

σｙ－σｘ＋２ｉτｘｙ＝２Ｂ０＋２ｆ３（ｚ）＋ｆ２（ｚ［ ］
烍
烌

烎）

当ｚ→∞时，上式中的函数ｆ１（ｚ），ｆ２（ｚ），ｆ３（ｚ）均趋于零，故Ａ０和Ｂ０由远方
给定的应力来确定，即

Ａ０＝
１
４
（σ∞ｙ＋σ∞ｘ）

Ｂ０＝
１
２
（σ∞ｙ－σ∞ｘ＋２ｉτ∞ｘｙ

烍

烌

烎）
（９３８）

若给定远方主应力σ１和σ２，且σ１与ｘ轴的夹角为α，则根据式（９１５），有

Ａ０＝
１
４
（σ∞ｙ＋σ∞ｘ）＝

１
４
（σ１＋σ２）

Ｂ０＝
１
２
（σ∞ｙ－σ∞ｘ＋２ｉτ∞ｘｙ）＝

１
２
（σ２－σ１）ｅ－２ｉ

烍

烌

烎
α

（９３９）
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系数ａｋ 和ｂｋ 由孔洞边界条件确定。若给定为应力边界条件，则为式
（９１８）

珋σｒ－ｉ珋τｒθ＝φ′（ｔ）＋φ′（ｔ）－ｅ２ｉθ珔ｚφ″（ｔ）＋ψ′（ｔ［ ］） （ａ）

将左端展成复三角级数

珋σｒ－ｉ珋τｒθ＝ ∑
∞

ｍ＝－∞
Ｃｍｅｉｍθ （ｂ）

其中的系数为

Ｃｍ＝
１
２π∫

２π

０
（珋σｒ－ｉ珋τｒθ）ｅ－ｉｍθｄθ （ｃ）

为确定式（ａ）右端的形式，将式（９３５）对ｚ求导

φ′（ｚ）＝∑
∞

ｍ＝０
Ａｍｚ－ｍ， ψ′（ｚ）＝∑

∞

ｍ＝０
Ｂｍｚ－ｍ （ｄ）

其中，系数Ａ０，Ｂ０，Ａ１，Ｂ１的意义与式（９３５）相同，而当ｍ≥２时

ａｋ＝－Ａｍ／ｋ， ｂｋ＝－Ｂｍ／ｋ， ｋ＝ｍ－１ （９４０）

若为圆孔，则在孔边界上有

ｚ＝ｔ＝ρｅｉθ （９４１）

其中，ρ为圆孔半径。将其代入式（ｄ），然后再代入式（ａ），整理后得

∑
∞

ｍ＝－∞
Ｃｍｅｉｍθ＝∑

∞

ｍ＝０
（１＋ｍ）Ａｍ－

Ｂｍ＋２
ρ

［ ］２
１
ρｍ
ｅ－ｉｍθ＋∑

∞

ｍ＝０

Ａｍ
ρｍ
ｅｉｍθ－Ｂ０ｅ２ｉθ－

Ｂ１
ρ
ｅｉθ

（９４２）

令等式两边ｅｉｍθ的系数相等，可得各待定系数。事实上，这一过程即使对于圆孔
也是很烦琐的，因此通常采用保角变换解法。

９４ 孔洞问题保角变换解法

对于几何形状比较复杂的问题，例如椭圆孔、方孔、裂缝等非圆域问题，可以

用保角变换解法来处理，其基本思想是：寻找解析函数ｚ＝ω（ζ），通过保角变换
把原物理平面（ｚ平面）上的复杂几何域映射成像平面（ζ平面）上的中心单位
圆、半无限平面等简单易解的规则域。把物理平面上的基本关系用像平面上的

复变量来表示。先在像平面的规则域上找满足这些基本关系的解，然后把结果

返回物理平面就得到实际问题的解。

１１１９４ 孔洞问题保角变换解法



９４１ 保角变换

（１）变换函数
单值解析函数

ｚ＝ω（ζ） （９４３）

定义了两个复变量ｚ和ζ之间的一一对应关系。在变换后，ｚ平面上的域Ω及其边
界Γ相应于ζ平面上的域Σ和边界γ。可以认为域Σ是物理图形Ω在ζ平面上的
像，故称ｚ平面为物理平面，ζ平面为像平面，而变换式（９４３）被称为映射。
显然，由于ω（ζ）是单值解析函数，故ｚ平面上的相邻点和连续曲线，映射

到ζ平面后仍保持相邻性和连续性；ｚ平面上的内点ｚ和边界点ｔ，对应于ζ平
面上的内点ζ和边界点σ；对于多连域，映射后的连通度保持不变。此外，ｚ平面
上通过一点的任意两线元的夹角在ζ平面上保持不变。这就是所谓保角性，由
解析函数（９４３）实现的变换称为保角变换。
任何ζ平面上的单值解析函数ω（ζ），只要在域Σ内处处ω′（ζ）≠０，且在边

界γ上连续，则都可以选作保角变换的变换函数。问题是哪个解析函数恰好能
把给定的非圆域映射成中心单位圆或其他易解的规则域。

（２）椭圆孔问题
现在，让我们考虑变换函数

ｚ＝ω（ζ）＝Ｒ
１
ζ
＋ｍ（ ）ζ ｜ζ｜≤１ （９４４ａ）

其中，Ｒ和ｍ 是实数。把ｚ＝ｘ＋ｉｙ和ζ＝ρｅｉθ代入上式，并分解成实部和虚部

ｘ＝Ｒ １
ρ
＋ｍ（ ）ρｃｏｓθ， ｙ＝－Ｒ １

ρ
－ｍ（ ）ρｓｉｎθ （９４４ｂ）

解出ｃｏｓθ和ｓｉｎθ代入ｃｏｓ２θ＋ｓｉｎ２θ＝１，得

ｘ２

Ｒ２ １
ρ
＋ｍ（ ）ρ

２＋
ｘ２

Ｒ２ １
ρ
＋ｍ（ ）ρ

２＝１ （９４５）

这是ｚ平面上的椭圆方程。与ζ平面上单位圆（ρ＝１）相应的椭圆半轴ａ（ｘ方
向）、ｂ（ｙ方向）为

ａ＝Ｒ（１＋ｍ）， ｂ＝Ｒ（１－ｍ） （９４６ａ）

或

Ｒ＝ａ＋ｂ２
， ｍ＝ａ－ｂａ＋ｂ＜１

（９４６ｂ）
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由式（９４４ｂ）可知，当ρ→０时，ｘ，ｙ→∞，即ζ平面上的中心单位圆内域对应于

ｚ平面上的椭圆外域（图９５）。

图９５ 保角变换

可见，变换函数（９４４）可用来解决无限平面中的椭圆孔问题。经过类似的
考察，可知下列变换函数

ｚ＝ω（ζ）＝Ｒ
ｍ
ζ
＋（ ）ζ ｜ζ｜≥１ （９４７）

把ｚ平面上的椭圆外域映射成ζ平面上的中心单位圆外域，同样可以用来解决
椭圆孔问题。

（３）复杂孔问题
对于更为复杂的边界形状，一般找不到精确的变换函数。此时，可以把

ω（ζ）展成幂级数，调整其中待定系数来逼近ｚ平面上的给定边界形状。如果想
把ｚ平面上的外域变换为ζ平面上的内域，幂级数可选为

ｚ＝ω（ζ）＝Ｒ
１
ζ
＋∑

∞

ｋ＝０
Ｃｋζ（ ）ｋ ｜ζ｜≤１ （９４８）

其中，Ｒ为实常数，Ｃｋ一般是复常数且满足∑
∞

ｋ＝０
｜Ｃｋ｜≤１条件。上述级数把ｚ

平面上的外域和无穷远点ｚ∞映射成ζ平面上的中心单位圆内域和坐标原点

ζ＝０。在大多数情况下，级数中只须取很少几项就足够精确。
如果想把ｚ平面上的外域变换为ζ平面上的外域，幂级数可选用

ｚ＝ω（ζ）＝Ｒ ζ＋∑
∞

ｋ＝０
Ｃｋζ－（ ）ｋ ｜ζ｜≥１ （９４９）

９４２ 转入像平面

（１）像平面内的复势
通过变换式ｚ＝ω（ζ）将物理平面上的复势变换到像平面上。为书写方便，

这里将复势φ（ｚ），ψ（ｚ）记为φ１（ｚ），ψ１（ｚ）。变换后记为
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φ１（ｚ）＝φ１［ω（ζ）］＝φ（ζ）

ψ１（ｚ）＝ψ１［ω（ζ）］＝ψ（ζ
烍
烌

烎）
（９５０）

对于无限域孔口问题，复势在ｚ平面上的基本形式见式（９３５），此时写成

φ１（ｚ）＝Ａ１ｌｎｚ＋Ａ０ｚ＋∑
∞

ｋ＝１
ａｋｚ－ｋ

ψ１（ｚ）＝Ｂ１ｌｎｚ＋Ｂ０ｚ＋∑
∞

ｋ＝１
ｂｋｚ－

烍
烌

烎ｋ
（９５１）

如果将无限外域变换为中心单位圆内域，则变换函数为式（９４８），从而有

ｌｎｚ＝ｌｎＲ １
ζ
＋∑

∞

ｋ＝０
Ｃｋζ（ ）［ ］ｋ ＝ｌｎＲ

ζ
１＋∑

∞

ｋ＝０
Ｃｋζｋ＋（ ）［ ］１

＝－ｌｎζ＋ｌｎＲ＋ｌｎ １＋∑
∞

ｋ＝０
Ｃｋζｋ＋（ ）１

上式可写成

ｌｎｚ＝－ｌｎζ＋ζ 单位圆内的单值解析函数

代入式（９５１）得

φ（ζ）＝－Ａ１ｌｎζ＋Ａ０ω（ζ）＋φ０（ζ）

ψ（ζ）＝－Ｂ１ｌｎζ＋Ｂ０ω（ζ）＋ψ０（ζ
烍
烌

烎）
（９５２）

其中

φ０（ζ）＝∑
∞

ｋ＝０
αｋζｋ， ψ０（ζ）＝∑

∞

ｋ＝０
βｋζｋ （９５３）

为两个单值解析函数。

如果将无限外域变换为中心单位圆外域，则变换函数为式（９４９），类似地可
得

φ（ζ）＝Ａ１ｌｎζ＋ＲＡ０ω（ζ）＋φ０（ζ）

ψ（ζ）＝Ｂ１ｌｎζ＋ＲＢ０ω（ζ）＋ψ０（ζ
烍
烌

烎）
（９５４）

其中

φ０（ζ）＝∑
∞

ｋ＝０
αｋζ－ｋ， ψ０（ζ）＝∑

∞

ｋ＝０
βｋζ－ｋ （９５５）

（２）像平面内的边界条件
根据式（９４４）和（９５０），有
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φ＇１（ｚ）＝
ｄφ１（ｚ）
ｄｚ ＝ｄφ

（ζ）
ｄζ

ｄζ
ｄｚ＝

φ＇（ζ）
ω＇（ζ）

φ″１（ｚ）＝
ｄφ＇１（ｚ）
ｄｚ ＝ １

ω＇（ζ）
φ＇（ζ）
ω＇（ζ［ ］）′

ψ＇１（ｚ）＝
ｄψ１（ｚ）
ｄｚ ＝φ＇

（ζ）
ω＇（ζ

烍

烌

烎）

（９５６）

将上式代入边界条件（９１７）和（９１９），并注意到在边界上ｔ＝ω（σ），可得

κφ（σ）－
ω（σ）
ω＇（σ）φ

＇（σ）－ψ（σ）＝２Ｇ［珔ｕ（σ）＋ｉ珔ｖ（σ）］ （９５７）

φ（σ）＋
ω（σ）
ω＇（σ）φ

＇（σ）＋ψ（σ）－ｋＡ ＝ｉ∫
Ｂ

Ａ
（珚Ｘ＋ｉ珡Ｙ）ｄｓ （９５８）

其中的边界面力积分通常可在ｚ平面上容易地计算出来，然后令ｔ＝ω（σ）转到

ζ平面上。
于是，原来定义在ｚ平面上的非圆域问题被转换为ζ平面上的圆域问题，即

寻找复势φ（ζ），ψ（ζ），使其满足边界条件（９５７），（９５８）。显然，可利用级数解
法在ζ平面上求解问题。但是，利用Ｃａｕｃｈｙ积分公式，可更方便地确定复势φ
（ζ）和ψ（ζ）。

９４３ 复势的Ｃａｕｃｈｙ积分求解

（１）Ｃａｕｃｈｙ积分公式
设Γ是简单光滑的闭曲线，Ω＋为Γ线的内域（有限部分），Ω－为Γ线的外

域（无限部分）。于是，全平面分为Ω＋，Γ和Ω－三部分。若函数ｆ（ｚ）在内域

Ω＋上解析，在内域和边界Ω＋＋Γ上连续，则Ｃａｕｃｈｙ积分公式为

１
２πｉ∮Γ

ｆ（ｔ）
ｔ－ｚｄｔ＝

ｆ（ｚ） ｚΩ＋
０ ｚΩ

烅
烄

烆 －

（９５９）

若函数ｆ（ｚ）在内域Ω－上解析，在外域和边界Ω－＋Γ上连续，则Ｃａｕｃｈｙ积分
公式为

１
２πｉ∮Γ

ｆ（ｔ）
ｔ－ｚｄｔ＝

ｆ（∞） ｚΩ＋
－ｆ（ｚ）＋ｆ（∞） ｚΩ
烅
烄

烆 －
（９６０）

（２）边界积分方程
当我们在ζ平面中心单位圆内域上处理无限域孔口问题时，复势公式为
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（９５２），其边界值为

φ（σ）＝－Ａ１ｌｎσ＋Ａ０ω（σ）＋φ０（σ）

ψ（σ）＝－Ｂ１ｌｎσ＋Ｂ０ω（σ）＋ψ０（σ
烍
烌

烎）
（９６１）

其中，σ是中心单位圆γ上的点，因而有

σ＝ｅｉθ， 珋σ＝ｅ－ｉθ＝１σ
， ｌｎσ＝１ｎ１σ＝－ｌｎσ

将式（９６１）代入边界条件（９５８）可得

φ０（σ）＋
ω（σ）
ω＇（σ）φ

＇０（σ）＋ψ０（σ）＝ｆ０ （９６２ａ）

取共轭得

φ０（σ）＋
ω（σ）
ω＇（σ）φ＇０
（σ）＋ψ０（σ）＝珔ｆ０ （９６２ｂ）

其中，ｆ０是σ的已知函数，即

ｆ０＝ｉ∫γ（珚Ｘ＋ｉ珚Ｙ）ｄｓ＋Ａ１ｌｎσ－Ａ０ω（σ）－珔Ｂ１ｌｎσ－珔Ｂ０ω（σ）－ω
（σ）
ω＇（σ）
［－Ａ１σ＋Ａ０ω＇（σ）］

式（９６２）的两边都乘以 １２πｉ
ｄσ
σ－ζ
，并沿中心单位圆作回路积分，可以使公式得

到简化。例如，注意到φ０（ζ）是单位圆内域上的解析函数，并在圆内及圆周上连
续，ζ位于单位圆内域，于是

１
２πｉ∮γ

φ０（σ）
σ－ζ

ｄσ＝φ０（ζ）

注意到珋σ＝１／σ，则

ψ０（σ）＝∑
∞

ｋ＝０
βｋσｋ＝∑

∞

ｋ＝０

珋βｋσｋ＝∑
∞

ｋ＝０

珋βｋσ－ｋ

显然，ψ０（ζ）在单位圆外域上解析，并在圆外及圆周上连续，ζ位于单位圆内域，
于是

１
２πｉ∮γ

ψ０（σ）
σ－ζ

ｄσ＝ψ０（∞）＝珋β０＝０

其中，令珋β０为零并不影响应力。于是，式（９６２ａ）简化为
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φ０（ζ）＋
１
２πｉ∮γ

ω（σ）
ω＇（σ）

φ′０（σ）
σ－ζ

ｄσ＝ １
２πｉ∮γ

ｆ０
σ－ζ

ｄσ （９６３ａ）

类似地可得

ψ０（ζ）＋
１
２πｉ∮γ

ω（σ）
ω′（σ）

φ′０（σ）
σ－ζ

ｄσ＝ １
２πｉ∮γ

ｆ０
σ－ζ

ｄσ （９６３ｂ）

９４４ 返回物理平面

如果能找到逆变换函数ζ＝μ（ｚ）时，将其代入求得的φ（ζ）和ψ（ζ）就能得
到ｚ平面上的复势。然后由应力组合公式和位移组合公式求得ｚ平面上实际
问题的应力和位移。

当函数ω（ζ）或复势φ（ζ）和ψ（ζ）比较复杂时，可利用式（９５６）将应力组
合（９８）和位移组合（９１０）表示为ζ的函数

σｙ＋σｘ＝４Ｒｅφ
′（ζ）
ω′（ζ
［ ］）

σｙ－σｘ＋２ｉτｘｙ＝
２

ω′（ζ）
ω（ζ）φ

″（ζ）
ω′（ζ
［ ］）

′
＋ψ′（ζ｛ ｝

烍

烌

烎）
（９６４）

２Ｇ（ｕ＋ｉｖ）＝κφ（ζ）－
ω（σ）
ω＇（σ）φ

′（ζ）－ψ（ζ） （９６５）

将φ（ζ）和ψ（ζ）代入上式右端，就可求得ｚ平面上直角坐标系中的应力分量和
位移分量，其相应点为ｚ＝ω（ζ）。

９４５ 椭圆孔口问题

（１）变换函数和复势
对于无限域椭圆孔口问题，可把椭圆孔外域映射成单位圆内域，其变换函数

为

ｚ＝ω（ζ）＝Ｒ
１
ζ
＋ｍ（ ）ζ ｜ζ｜≤１

其中

Ｒ＝ａ＋ｂ２
， ｍ＝ａ－ｂａ＋ｂ

利用单位圆边界方程，式（９６３）可简化为

φ０（ζ）＝
１
２πｉ∮γ

ｆ０
σ－ζ

ｄσ （ａ）
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ψ０（ζ）＝
１
２πｉ∮γ

珔ｆ０
σ－ζ

ｄσ－ζζ
２＋ｍ
ｍζ２－１φ

′
０（ζ） （ｂ）

考虑椭圆孔受均匀内压ｐ，并在远方受均匀拉伸荷载ｑ（图９６）。由于孔内
边界上的荷载自相平衡，故由式（９３７）得Ａ１＝Ｂ１＝０。在远方σ１＝ｑ，σ２＝０，

α，由式（９３９）得Ａ０＝ｑ／４，Ｂ０＝－ｑｅ－２ｉα／２。计算出ｆ０，代入式（ａ）和（ｂ）并积
分得φ０（ζ）和ψ０（ζ），再将它们代入式（９６１）得

φ（ζ）＝ｑ
Ｒ
４
［１
ζ
＋（２ｅ２ｉα－ｍ）ζ］－ｐＲｍζ

ψ（ζ）＝－ｑ
Ｒ
２
１
ζ
ｅ－２ｉα＋
（１＋ｍ２）ζ
１－ｍζ２

－ｅ
２ｉα（ｍ＋ζ２）ζ
１－ｍζ

［ ］２ －ｐＲ
（１＋ｍ２）ζ
１－ｍζ

烍

烌

烎２

（９６６）

图９６ 带椭圆孔的板 图９７ 带裂纹的板

（２）椭圆孔口应力
最大应力是孔边上的σθ，此处的σｒ＝－ｐ，故

σθ＝４Ｒｅφ
′（ζ）
ω′（ζ
［ ］）ζ＝σ－σｒ＝４Ｒｅ

（ｑ／４）［－１＋（２ｅ２ｉα－ｍ）σ２］－ｐｍσ２
ｍσ２－｛ ｝１ ＋ｐ（ｃ）

注意到

ｅ２ｉα＝ｃｏｓ２ａ＋ｉｓｉｎ２ａ
σ２＝ｅ２ｉθ＝ｃｏｓ２θ＋ｉｓｉｎ２

烍
烌
烎θ

式（ｃ）经整理后为

σθ＝ｑ
１－ｍ２＋２ｍｃｏｓ２α－２ｃｏｓ２（θ＋α）

１＋ｍ２－２ｍｃｏｓ２θ ＋ｐ１－３ｍ
２＋２ｍｃｏｓ２θ

１＋ｍ２－２ｍｃｏｓ２θ
（９６７）

（３）裂纹尖端应力
令ｂ→０，椭圆退化为沿ｘ方向、长为２ａ的裂纹（图９７）。此时
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Ｒ＝ａ２
， ｍ ＝１， ｚ＝ａ２

１
ζ
＋１（ ）ζ （ｄ）

若裂纹上无荷载，且α＝π／２，则

φ（ζ）＝ｑ
ａ
８
１
ζ
－３（ ）ζ ， ψ（ζ）＝ｑ

ａ
４
１
ζ
－ζ

３＋３ζ
１－ζ（ ）２ （ｅ）

逆变换函数为

ζ＝
ｚ
ａ －

ｚ２
ａ２－槡 １ （ｆ）

代入式（ｅ）得

φ１（ｚ）＝φ（ζ）＝ｑ４ ２ ｚ２－ａ槡 ２－（ ）ｚ

ψ１（ｚ）＝ψ（ζ）＝ｑ２
ｚ－ ａ２

ｚ２－ａ槡（ ）
烍

烌

烎２

再代入应力组合式（９８）得

σｙ＋σｘ＝ｑ２Ｒｅ
ｚ

（ｚ２－ａ２）１／２－［ ］１

σｙ－σｘ＋２ｉτｘｙ＝ｑ
２ｉａ２ｙ
（ｚ２－ａ２）３／２＋［ ］

烍

烌

烎１
（ｇ）

为考虑裂纹尖端附近（ｒ／ａ＜＜１）的应力场，以尖端为原点建立极坐标系，则

ｚ＝ａ＋ｒｃｏｓθ＋ｉｓｉｎθ， ｙ＝ｒｓｉｎθ

代入式（ｇ）并将其展成ｒ／ａ的幂级数，仅保留其中ｒ／ａ→０时不断增加的主项，
则有

σｙ＋σｘ＝ｑ
２ａ槡ｒｃｏｓθ２

σｙ－σｘ＋２ｉτｘｙ＝ｑ
２ａ槡ｒｓｉｎθ２ｃｏｓθ２ ｓｉｎ３θ２＋ｉｃｏｓ３θ（ ）

烍

烌

烎２

从而求得裂纹尖端应力场的公式

σｘ＝ｑ
ａ
２槡ｒｃｏｓθ２ １－ｓｉｎθ２ｓｉｎ３θ（ ）２

σｙ＝ｑ
ａ
２槡ｒｃｏｓθ２ １＋ｓｉｎθ２ｓｉｎ３θ（ ）２

τｘｙ＝ｑ
ａ
２槡ｒｓｉｎθ２ｃｏｓθ２ｃｏｓ３θ

烍

烌

烎２

（９６８）
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习 题

９１ 无限大平板中有一半径为ａ的圆孔，孔内有均布压力ｑ作用。设无穷远
处的应力为零。试用级数解法求平板的应力σｒ，σθ，τｒθ。

９２ 证明：ｚ＝Ｒ ζ＋
ｍ（ ）ζ （｜ζ｜≥１）可将带椭圆孔

ｘ２
ａ２＋

ｙ２
ｂ２＝１
的平面映射

成单位圆外域，并求参数Ｒ和ｍ。

９３ 求函数ｆ（ｚ）＝
ｎ

ｋ＝０
ａｋｚｋ在域Ω＋和Ω－Ｃａｕｃｈｙ积分值

１
２πｉ∮Γ

ｆ（ｔ）
ｔ－ｚｄｔ

。

９４ 设一带椭圆孔口的薄板，在平行于孔轴的方向受均布剪力ｑ。试求复势ψ
（ζ），ψ（ζ），以及孔边应力及其极值。

答案：φ（ζ）＝ｉｑＲζ， ψ（ζ）＝ｉｑＲ
１＋ζ４

ζ（１－ｍζ２）
，

σθ＝
４ｑｓｉｎ２θ

１＋ｍ２－２ｍｃｏｓ２θ
， （σθ）

ｍａｘ
ｍｉｎ

＝± ４ｑ
１－ｍ２
。

题９４图 题９５图

９５ 设一带椭圆孔口的薄板，在孔边受均布剪力ｑ。试求复势φ（ζ），ψ（ζ），以
及孔边应力及其极值。

答案：ψ（ζ）＝ｉｍｑＲζ， ψ（ζ）＝－ｉｑＲζ
１－ｍ２－２ｍζ２
１－ｍζ２

，

σθ＝
４ｍｑｓｉｎ２θ

１＋ｍ２－２ｍｃｏｓ２θ
， （σθ）

ｍａｘ
ｍｉｎ

＝± ４ｍｑ
１－ｍ２
。
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第１０

章


空间问题

任何结构物都是三维的，再加上荷载及约束因素，通常难以简化为平面问

题，必须按空间问题处理。求解空间问题通常采用位移法。本章首先分别给出

直角坐标系和柱坐标系下位移法的基本方程，然后介绍若干典型问题的解答。

１０１ 直角坐标方程

１０１１ 方程齐次化

对于空间问题，我们在第６章中建立了Ｌａｍé?Ｎａｖｉｅｒ方程，其边值问题表述
为

（λ＋Ｇ）θｘ＋Ｇ

Δ

２ｕ＋Ｘ＝０

（λ＋Ｇ）θｙ＋Ｇ

Δ

２ｖ＋Ｙ＝０

（λ＋Ｇ）θｚ＋Ｇ

Δ

２ｗ＋Ｚ＝

烍

烌

烎０

（１０１ａ）

或

（λ＋Ｇ）ｕｊ，ｊｉ＋Ｇｕｉ，ｊｊ＋ｆｉ＝０ （１０１ｂ）

ｕｉ＝ｕｉ （１０２）

由于上述微分方程和边界条件都是线性的，故其解总可以表达为非齐次方程

（１０１）的特解ｕ′ｉ和相应齐次方程

（λ＋Ｇ）ｕｊ，ｊｉ＋Ｇｕｉ，ｊｊ＝０ （１０３）

的通解ｕ″ｉ之和，即

ｕｉ＝ｕ′ｉ＋ｕ″ｉ （１０４）



其中，特解ｕ′ｉ并不要求满足边界条件，因此寻找起来不十分困难。边界条件由
通解和特解之和来满足。若ｕ′ｉ在边界上取值珔ｕ′ｉ，则ｕ″ｉ必须满足

（λ＋Ｇ）ｕ″ｊ，ｊｉ＋Ｇｕ″ｉ，ｊｊ＝０ （１０５ａ）

珔ｕ″ｉ＝珔ｕｉ－珔ｕ′ｉ （１０５ｂ）

可见，边值问题归结为求解齐次方程。以下只讨论齐次方程（１０３）的解法。

１０１２ 位移场函数

位移法首先要求正确选择位移函数的形式。根据第６章的分析，我们知道
常体力或无体力条件下的位移函数是双调和函数，因此Ｌａｍé?Ｎａｖｉｅｒ方程的一
般解可以用调和函数（必定是双调和函数）或双调和函数的线性组合来表示。下

面介绍三种常用的位移函数，即Ｌａｍé位移函数、Ｇａｌｅｒｋｉｎ位移函数和Ｌｏｖｅ位移
函数。

（１）Ｌａｍé位移函数
假设位移是有势的，即位移沿某一方向的分量与位移势函数在该方向的

导数成正比

ｕ＝ｘ
， ｖ＝ｙ

， ｗ＝ｚ
（１０６ａ）

或

ｕｉ＝，ｉ 或 ｕ＝

Δ

 （１０６ｂ）

则齐次方程（１０３）成为

，ｉｊｊ＝０ 或

ΔΔ

２＝０ （１０７）

其中，函数称为Ｌａｍé位移函数或Ｌａｍé应变势。为方便，式（１０６ａ）常写成

ｕ＝１２Ｇ

ｘ
， ｖ＝１２Ｇ


ｙ
， ｗ＝１２Ｇ


ｚ

（１０８）

显然，如果满足Ｌａｐｌａｃｅ方程（即为调和函数），则由Ｌａｍé位移函数确定
的位移分量总能满足齐次方程（１０３）。此时，有

θ＝ｕｉ，ｉ＝
１
２Ｇ，ｉｉ＝０

（１０９）

εｉｊ＝
１
２
（ｕｉ，ｊ＋ｕｊ，ｉ）＝

１
２Ｇ，ｉｊ

代入本构方程
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σｉｊ＝λθδｉｊ＋２Ｇεｉｊ （１０１０）

得到

σｉｊ＝，ｉｊ （１０１１ａ）

即

σｘ＝
２
ｘ２
， σｙ＝

２
ｙ２
， σｚ＝

２
ｚ２

τｘｙ＝
２
ｘｙ
， τｙｚ＝

２
ｙｚ
， τｚｘ＝

２
ｚ

烍

烌

烎ｘ

（１０１１ｂ）

由式（１０９）可知，如果位移势函数存在，则体积应变为常数；当位移势函数
取调和函数时，体积应变为零。这种情况当然是很特殊的，因而位移势函数所能

解决的问题很少。但是，有时取调和函数作为位移势函数，再利用其他位移函数

和叠加原理求解复杂问题比较方便。

（２）Ｇａｌｅｒｋｉｎ位移函数

Ｇａｌｅｒｋｉｎ将位移场表示成如下形式

ｕｉ＝２（１－ν）Ｖｉ，ｊｊ－Ｖｊ，ｊｉ （１０１２ａ）

其直角坐标展开式为

ｕ＝２（１－ν）
２Ｖ１
ｘ２ ＋

２Ｖ１
ｙ２

＋
２Ｖ１
ｚ（ ）２ －

２Ｖ１
ｘ２ ＋

２Ｖ２
ｙｘ＋

２Ｖ３
ｚ（ ）ｘ

ｖ＝２（１－ν）
２Ｖ２
ｘ２ ＋

２Ｖ２
ｙ２

＋
２Ｖ２
ｚ（ ）２ －

２Ｖ１
ｘｙ＋

２Ｖ２
ｙ２

＋
２Ｖ３
ｚ（ ）ｙ

ｗ ＝２（１－ν）
２Ｖ３
ｘ２ ＋

２Ｖ３
ｙ２

＋
２Ｖ３
ｚ（ ）２ －

２Ｖ１
ｘｚ＋

２Ｖ２
ｙｚ＋

２Ｖ３
ｚ（ ）

烍

烌

烎２

（１０１２ｂ）
其中，Ｖ称为Ｇａｌｅｒｋｉｎ位移函数或Ｇａｌｅｒｋｉｎ矢量，即

Ｖ＝Ｖ１ｅ１＋Ｖ２ｅ２＋Ｖ３ｅ３＝Ｖｉｅｉ （１０１３）

将式（１０１２）代入齐次方程（１０３），得

Ｖｉ，ｊｊｋｋ＝０ （ｉ，ｊ，ｋ＝１，２，３） （１０１４）

即

Δ

２

Δ

２Ｖｉ＝０ 或

Δ

２

Δ

２Ｖ＝０ （１０１５）

可见，满足齐次方程（１０３）的Ｇａｌｅｒｋｉｎ矢量必须是双调和函数。
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（３）Ｌｏｖｅ位移函数
如果令Ｖ１＝Ｖ２＝０，Ｖ３＝Ｌ，则Ｇａｌｅｒｋｉｎ矢量成为

ｕ＝－
２Ｌ

ｘｚ
， ｖ＝－

２Ｌ
ｙｚ
， ｗ＝２（１－ν）

Δ

２Ｌ－
２Ｌ
ｚ２
（１０１６）

此时Ｌ称为Ｌｏｖｅ位移函数或Ｌｏｖｅ应变函数。
应该指出，历史上是Ｌｏｖｅ为解决轴对称问题先引进Ｌｏｖｅ位移函数，而

Ｇａｌｅｒｋｉｎ为解决一般空间问题将Ｌｏｖｅ位移函数推广得到Ｇａｌｅｒｋｉｎ位移函数。

１０２ 柱坐标方程

在柱坐标系中，结构中任意一点的位置是用坐标ｒ，θ，ｚ表示的。如果结构
的几何形状、约束条件及荷载分布都对称于某轴（例如ｚ轴），则其应变、应力等
也对称于此轴而与环向坐标无关，这就是轴对称问题。

１０２１ 平衡方程

（１）一般问题
在物体内任一点Ｐ（ｒ，θ，ｚ），用相距为ｄｒ的两个圆柱面，互成ｄθ角的两个

铅直面以及相距为ｄｚ的两个水平面，从物体中取微元体。根据平衡原理，不难
推得剪应力互等关系式

τｒθ＝τθｒ， τθｚ＝τｚθ， τｚｒ＝τｒｚ

以及柱坐标平衡微分方程

σｒ
ｒ ＋

１
ｒ
τｒθ
θ ＋

τｚｒ
ｚ ＋

σｒ－σθ
ｒ ＋Ｋｒ＝０

τｒθ
ｒ ＋

１
ｒ
σθ
θ＋

τθｚ
ｚ ＋

２τｒθ
ｒ ＋Ｋθ＝０

τｚｒ
ｒ ＋

１
ｒ
τθｚ
θ ＋

σｚ
ｚ ＋

τｚｒ
ｒ ＋Ｋｚ＝

烍

烌

烎０

（１０１７）

（２）轴对称问题
对于轴对称问题，应力分量与坐标θ无关，且剪应力τｒθ＝τθｚ＝０。在无体

力的情况下，式（１０１７）简化为

σｒ
ｒ＋

τｚｒ
ｚ ＋

σｒ－σθ
ｒ ＝０

τｚｒ
ｒ ＋

σｚ
ｚ ＋

τｚｒ
ｒ ＝

烍

烌

烎０
（１０１８）
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１０２２ 几何方程

（１）一般问题
柱坐标系下的几何方程可以采用应变坐标变换的方法建立起来。注意到

ｕ＝ｕｒｃｏｓθ－ｕθｓｉｎθ，ｖ＝ｕｒｓｉｎθ＋ｕθｃｏｓθ，ｗ＝ｗ，可得

εｘ＝
ｕ
ｘ＝ｃｏｓ

２θ
ｕｒ
ｒ＋ｓｉｎ

２θ １ｒ
ｕθ
θ＋

ｕｒ（ ）ｒ －ｓｉｎθｃｏｓθ １ｒ
ｕｒ
θ＋

ｕθ
ｒ －

ｕθ（ ）ｒ

γｙｚ＝
ｖ
ｚ＋

ｗ
ｙ ＝ｓｉｎθ

ｗ
ｒ ＋

ｕｒ
（ ）ｚ ＋ｃｏｓθ ｕθｚ ＋

１
ｒ
ｗ（ ）θ

根据应变张量坐标变换公式可得

εｘ＝ｃｏｓ２θεｒ＋ｓｉｎ２θεθ－ｓｉｎθｃｏｓθγｒθ
γｙｚ＝ｓｉｎθγｚｒ＋ｃｏｓθγθ

烍
烌

烎ｚ

将上述公式加以对比，可得柱坐标几何方程

εｒ＝
ｕｒ
ｒ
， γｒθ＝

１
ｒ
ｕｒ
θ＋

ｕθ
ｒ －

ｕθ
ｒ

εθ＝
１
ｒ
ｕθ
θ＋

ｕｒ
ｒ
， γθｚ＝

ｕθ
ｚ ＋

１
ｒ
ｗ
θ

εｚ＝
ｗ
ｚ
， γｚｒ＝

ｗ
ｒ ＋

ｕｒ


烍

烌

烎ｚ

（１０１９）

（２）轴对称问题
轴对称问题中位移分量与坐标θ无关，且γｒθ＝γθｚ＝０及环向位移ｕθ＝０。

此时，式（１０１９）简化为

εｒ＝
ｕｒ
ｒ
， εθ＝

ｕｒ
ｒ
， εｚ＝

ｗ
ｚ

γｚｒ＝
ｗ
ｒ ＋

ｕｒ


烍

烌

烎ｚ

（１０２０）

１０２３ 本构方程

（１）一般问题
柱坐标系也是正交坐标系，故本构方程的形式与直角坐标系下的形式相同，

即

５２１１０２ 柱坐标方程



σｒ＝λｅ＋２Ｇεｒ τｒθ＝Ｇγｒθ
σθ＝λｅ＋２Ｇεθ τθｚ＝Ｇγθｚ
σｚ＝λｅ＋２Ｇεｚ τｚｒ＝Ｇγ

烍
烌

烎ｚｒ

（１０２１）

其中，体积应变（此处用ｅ代替体积应变θ，以免同环向坐标相混淆）为

ｅ＝εｒ＋εθ＋εｚ＝
ｕｒ
ｒ＋

１
ｒ
ｕθ
θ＋

ｕｒ
ｒ＋

ｗ
ｚ

（１０２２）

（２）轴对称问题
对于轴对称问题，式（１０２１）和（１０２２）分别简化为

σｒ＝λｅ＋２Ｇεｒ＝
Ｅ
１＋ν

ν
１－２νｅ＋ε（ ）ｒ

σθ＝λｅ＋２Ｇεθ＝
Ｅ
１＋ν

ν
１－２νｅ＋ε（ ）θ

σｚ＝λｅ＋２Ｇεｚ＝
Ｅ
１＋ν

ν
１－２νｅ＋ε（ ）ｚ

τｚｒ＝Ｇγｚｒ＝
Ｅ

２（１＋ν）γ

烍

烌

烎ｚｒ

（１０２３）

ｅ＝εｒ＋εθ＋εｚ＝
ｕｒ
ｒ ＋

ｕｒ
ｒ ＋

ｗ
ｚ

（１０２４）

１０２４ 位移法方程

这里只讨论轴对称问题。将几何方程（１０２０）代入本构方程（１０２３），得

σｒ＝
Ｅ
１＋ν

ν
１－２νｅ＋

ｕｒ
（ ）ｒ

σθ＝
Ｅ
１＋ν

ν
１－２νｅ＋

ｕｒ（ ）ｒ
σｚ＝

Ｅ
１＋ν

ν
１－２νｅ＋

ｗ
（ ）ｚ

τｚｒ＝
Ｅ

２（１＋ν）
ｗ
ｒ ＋

ｕｒ
（ ）

烍

烌

烎ｚ

（１０２５）

再将式（１０２５）代入平衡方程（１０１８），得轴对称问题位移法的基本方程

Ｅ
２（１＋ν）

１
１－２ν

ｅ
ｒ＋

Δ

２ｕｒ－
ｕｒ
ｒ（ ）２ ＝０

Ｅ
２（１＋ν）

１
１－２ν

ｅ
ｚ＋

Δ

２（ ）ｗ ＝
烍

烌

烎０
（１０２６）

６２１ 第１０章 空 间 问 题



其中

Δ

２＝
２

ｒ２＋
１
ｒ

ｒ＋

２
ｚ２

（１０２７）

１０２５ 位移函数

（１）Ｌａｍé位移函数
在轴对称问题中，只是坐标ｒ和ｚ的函数，且ｕθ＝０。注意到

ｕｒ＝ｕｃｏｓθ＋ｖｓｉｎθ， ｗ ＝ｗ （１０２８）

并将式（１０８）代入上式得

ｕｒ＝
１
２Ｇ

ｒ
， ｗ＝１２Ｇ


ｚ

（１０２９）

若取为调和函数，则体积应变为零。将式（１０２９）代入式（１０２５）可得应力分
量

σｒ＝
２
ｒ２
， σθ＝

１
ｒ

ｒ
， σｚ＝

２
ｚ２
， τｚｒ＝

２
ｒｚ

（１０３０）

（２）Ｌｏｖｅ位移函数

Ｌｏｖｅ位移函数Ｌ常用来求解空间轴对称问题。Ｌ与坐标θ无关，ｕθ＝０，将
式（１０１６）代入式（１０２８）得

ｕｒ＝－
２Ｌ
ｒｚ
， ｗ＝２（１－ν）

Δ

２Ｌ－
２Ｌ
ｚ２

（１０３１）

再代入式（１０２４），可得以Ｌｏｖｅ位移函数表示的体积应变

ｅ＝（１－２ν）ｚ
（

Δ

２Ｌ） （１０３２）

将式（１０３１）和（１０３２）代入式（１０２５），得

σｒ＝２Ｇ

ｚν

Δ

２Ｌ－
２Ｌ
ｒ（ ）２

σθ＝２Ｇ

ｚν

Δ

２Ｌ－１ｒ
Ｌ
（ ）ｒ

σｚ＝２Ｇ

ｚ
（２－ν）

Δ

２Ｌ－
２Ｌ
ｚ（ ）２

τｚｒ＝２Ｇ

ｒ
（１－ν）

Δ

２Ｌ－
２Ｌ
ｚ（ ）

烍

烌

烎
２

（１０３３）
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１０３ 典 型 例 解

１０３１ 位移函数选取

（１）调和函数的性质

调和函数的各阶导数均为调和函数；调和函数必定是双调和函数。

调和函数的线性组合为调和函数；双调和函数的线性组合为双调和函数。

若为调和函数，则ψ＝ｘｉ，ｉ亦为调和函数。
为证明上述结论，可直接对函数ψ实行Ｌａｐｌａｃｅ算子运算。根据复合函数

求导规则，并注意到ｘｉ，ｊ＝δｉｊ，有

ψ，ｊ＝ｘｉ，ｊ，ｉ＋ｘｉ，ｉｊ＝δｉｊ，ｉ＋ｘｉ，ｉｊ＝，ｊ＋ｘｉ，ｉｊ

及

ψ，ｊｊ＝，ｊｊ＋δｉｊ，ｉｊ＋ｘｉ，ｉｊｊ＝２，ｊｊ＋ｘｉ，ｉｊｊ

显然，若为调和函数，即，ｊｊ＝０，则ψ，ｊｊ＝０。

若为调和函数，则ψ＝ｘｉ为双调和函数。

若为调和函数，则ψ＝Ｒ２为双调和函数。

图１０１ Ｋｅｌｖｉｎ问题

其中，Ｒ２＝ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝ｒ２＋ｚ２。
（２）常用函数举例
不难验证，下列函数为调和函数

１／Ｒ （１０３４）

ｌｎ（Ｒ＋ｚ） （１０３５）

根据前述性质，下列函数为双调和函数：

Ｒ （１０３６）

ｘｌｎ（Ｒ＋ｚ） （１０３７）

１０３２ Ｋｅｌｖｉｎ问题

在无限弹性体内一点受集中力Ｐ作用的问题称为

Ｋｅｌｖｉｎ问题。取力的作用点为坐标原点，ｚ轴沿力Ｐ 的
作用方向（图１０１）。问题的边界条件为：（１）全部应力分
量在无穷远处均趋于零；（２）作用点处奇异应力的合力与
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Ｐ相等。Ｌｏｖｅ位移函数可选

Ｌ＝ＡＲ

其中，Ａ为待定参数，Ｒ＝ ｒ２＋ｚ槡 ２。将上式代入式（１０３１）、（１０３３），得

ｕｒ＝Ａ
ｒｚ
Ｒ３
， ｗ＝Ａ１Ｒ

（３－４ν）＋ｚ
２

Ｒ［ ］２ （１０３８）

σｒ＝２ＧＡ
（１－２ν）ｚ
Ｒ３ －３ｚｒ

２

Ｒ［ ］５
σθ＝２ＧＡ

（１－２ν）ｚ
Ｒ３

σｚ＝－２ＧＡ
（１－２ν）ｚ
Ｒ３ ＋３ｚ

３

Ｒ［ ］５

τｚｒ＝－２ＧＡ
（１－２ν）ｒ
Ｒ３ ＋３ｒｚ

２

Ｒ［ ］

烍

烌

烎５

（１０３９）

以ｚ＝±ａ的两个平面在此无限体内截出厚度为２ａ、半径为ｒ的圆盘。当

ｒ趋于无穷时，有平衡条件

Ｐ＝∫
∞

０
２πｒｄｒ（σｚ）ｚ＝－ａ－∫

∞

０
２πｒｄｒ（σｚ）ｚ＝ａ

将式（１０３９）中的σｚ代入，并注意到当ｚ等于常数时ｒｄｒ＝ＲｄＲ，可得

Ａ＝ Ｐ
１６πＧ（１－ν）

将其代入式（１０３８）和（１０３９），即得Ｋｅｌｖｉｎ问题的解答。

图１０２ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ问题

１０３３ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ问题

ＪＶＢｏｕｓｓｉｎｅｓｑ（１８８５）首先提出并解决了如下问题：在半无限弹性体边界平
面上受法向集中力作用（图１０２），不计体力，求弹性体内的应力和位移。取力

Ｐ的作用点为坐标原点，ｚ轴沿力的作用方向并指向半

无限弹性体内部。边界条件为

σｚ｜ｚ＝０，ｒ≠０＝０，τｚｒ｜ｚ＝０，ｒ≠０＝０ （ａ）

本问题具有轴对称性，并且在力的作用点处位移和应力

具有奇异性。Ｋｅｌｖｉｎ解答（１０３８）和（１０３９）能够反映轴
对称性和奇异性，但不能满足这里的边界条件，因为在

ｚ＝０处式（１０３９）变为

９２１１０３ 典 型 例 解



σｚ＝０， τｚｒ＝－２ＧＡ
１－２ν
ｒ２

（ｂ）

为满足边界条件（ａ），还需寻求另一轴对称特解。为此，可取下列调和函数

＝Ｂｌｎ（Ｒ＋ｚ）

作为Ｌａｍé位移函数，其对应的位移分量和应力分量为

ｕｒ＝
Ｂ
２Ｇ

ｒ
（Ｒ＋ｚ）Ｒ

， ｗ ＝ Ｂ
２ＧＲ

（ｃ）

σｒ＝Ｂ
ｚ
Ｒ３－

１
Ｒ（Ｒ＋ｚ［ ］）

σθ＝Ｂ
１

Ｒ（Ｒ＋ｚ）

σｚ＝－
Ｂｚ
Ｒ３

τｚｒ＝－
Ｂｒ
Ｒ

烍

烌

烎３

（ｄ）

在ｚ＝０处，根据式（ｄ）得到边界条件

σｚ＝０， τｚｒ＝－
Ｂ
ｒ２

（ｅ）

将式（ｂ）和（ｅ）叠加，并令其满足边界条件（ａ）得

２（１－２ν）ＧＡ＋Ｂ＝０ （ｆ）

另外，在平行于边界平面的任何水平面上，必定有平衡条件

∫
∞

０
２πｒｄｒ·σｚ＋Ｐ＝０

将式（１０３９）和（ｄ）相加，代入上式得

８（１－ν）πＧＡ＋２πＢ＝Ｐ （ｇ）

联立式（ｆ）和（ｇ），可解得

Ａ＝ Ｐ４πＧ
， Ｂ＝１－２ν２π Ｐ

（ｈ）

将两组位移函数对应的位移和应力分别叠加，将式（ｈ）代入，并注意到

Ｇ＝ Ｅ
２（１＋ν）
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最后得到Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ问题的解答

ｕｒ＝
（１＋ν）Ｐ
２πＥＲ

ｒｚ
Ｒ２－
（１－２ν）ｒ
Ｒ＋［ ］ｚ

ｗ ＝
（１＋ν）Ｐ
２πＥＲ ２（１－ν）＋ｚ

２

Ｒ［ ］
烍

烌

烎２

（１０４０）

σｒ＝
Ｐ
２πＲ２
（１－２ν）Ｒ
Ｒ＋ｚ －３ｚｒ

２

Ｒ［ ］３
σθ＝
（１－２ν）Ｐ
２πＲ２

ｚ
Ｒ－

Ｒ
Ｒ＋（ ）ｚ

σｚ＝－
３Ｐｚ３
２πＲ５

τｚｒ＝－
３Ｐｚ２ｒ
２πＲ

烍

烌

烎５

（１０４１）

图１０３ Ｃｅｒｒｕｔｉ问题

１０３４ Ｃｅｒｒｕｔｉ问题

设半无限弹性体水平边界上受切向集中力Ｐ作
用（图１０３）。不计体力，求解弹性体内的位移和应
力，这就是Ｃｅｒｒｕｔｉ问题。取力Ｐ 的作用点为坐标原
点，ｚ轴指向半无限体的内部。面力边界条件为

σｚ｜ｚ＝０，ｒ≠０＝０， τｚｘ｜ｚ＝０，ｒ≠０＝０， τｚｙ｜ｚ＝０，ｒ≠０＝０ （ａ）

应力分量还应满足下列平衡条件

∫
∞

－∞∫
∞

－∞
τｚｘｄｘｄｙ＋Ｐ＝０， ∫

∞

－∞∫
∞

－∞
（ｙσｚ－ｚτｚｙ）ｄｘｄｙ＝０

∫
∞

－∞∫
∞

－∞
τｚｙｄｘｄｙ＝０， ∫

∞

－∞∫
∞

－∞
（ｘσｚ－ｚτｚｘ）ｄｘｄｙ＝０

∫
∞

－∞∫
∞

－∞
σｚｄｘｄｙ＝０， ∫

∞

－∞∫
∞

－∞
（ｙτｚｘ－ｘτｚｙ）ｄｘｄｙ＝

烍

烌

烎０

（ｂ）

取Ｇａｌｅｒｋｉｎ位移函数

Ｖ１＝ＡＲ， Ｖ２＝０， Ｖ３＝Ｂｘｌｎ（Ｒ＋ｚ） （ｃ）

再取如下调和函数作为Ｌａｍé位移函数

＝ Ｃｘ
Ｒ＋ｚ

（ｄ）

首先将式（ｃ）代入式（１０１２ｂ）和（１０１０）、将式（ｄ）代入式（１０８）和（１０１１ｂ）

１３１１０３ 典 型 例 解



得到两组函数对应的应力分量；然后将应力分量进行叠加，代入边界条件（ａ）和
平衡条件（ｂ），求得待定常数

Ａ＝ Ｐ
４π（１－ν）

， Ｂ＝
（１－２ν）Ｐ
４π（１－ν）

， Ｃ＝
（１－２ν）Ｐ
２π

（ｅ）

最后可得解答

ｕ＝
（１＋ν）Ｐ
２πＥＲ １＋ｘ

２

Ｒ２＋
（１－２ν） Ｒ

Ｒ＋ｚ－
ｘ２
（Ｒ＋ｚ）［ ］｛ ｝２

ｖ＝
（１＋ν）Ｐ
２πＥＲ

ｘｙ
Ｒ２－
（１－２ν） ｘｙ

（Ｒ＋ｚ）［ ］２
ｗ ＝
（１＋ν）Ｐ
２πＥＲ

ｘｚ
Ｒ２＋
（１－２ν） ｘＲ＋［ ］

烍

烌

烎ｚ

（１０４２）

σｘ＝
Ｐｘ
２πＲ３

１－２ν
（Ｒ＋ｚ）２

Ｒ２－ｙ２－２Ｒｙ
２

Ｒ＋（ ）ｚ －３ｘ
２

Ｒ［ ］２

σｙ＝
Ｐｘ
２πＲ３

１－２ν
（Ｒ＋ｚ）２

３Ｒ２－ｘ２－２Ｒｘ
２

Ｒ＋（ ）ｚ －３ｙ
２

Ｒ［ ］２

σｚ＝－
３Ｐｘｚ２
２πＲ５
， τｙｚ＝－

３Ｐｘｙｚ
２πＲ５
， τｚｘ＝－

３Ｐｘ２ｚ
２πＲ５

τｘｙ＝
Ｐｙ
２πＲ３

１－２ν
（Ｒ＋ｚ）２ －

Ｒ２＋ｘ２＋２Ｒｘ
２

Ｒ＋（ ）ｚ －３ｘ
２

Ｒ［ ］

烍

烌

烎２

（１０４３）

习 题

１０１ 设半无限弹性体的质量密度为ρ，其水平边界上作用均布压力ｑ，在ｚ＝
ｈ处ｗ＝０。试用位移法求解其位移分量和应力分量。

答案：ｕ＝ｖ＝０， ｗ＝ １－２ν
４Ｇ（１－ν）ρｇ

（ｈ２－ｚ２）＋２ｑ（ｈ－ｚ［ ］）；

σｘ＝σｙ＝－
ν
１－ν
（ｑ＋ρｇｚ）， σｚ＝－（ｑ＋ｐｇｚ）， τｘｙ＝τｙｚ＝τｚｘ＝０。

题１０１图 题１０２图
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１０２ 设有任意形状的等截面柱，密度为ρ，上端悬挂，下端自由。试考察应力
分量σｘ＝σｙ＝τｘｙ＝τｙｚ＝τｚｘ＝０，σｚ＝ρｇｚ是否能满足所有条件。

１０３ 试验证１／Ｒ 和ｌｎ（Ｒ＋ｚ）为调和函数（其中，Ｒ２＝ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝ｒ２＋
ｚ２）。

１０４ 试证明若为调和函数，则ψ＝ｘｉ和ψ＝Ｒ２为双调和函数。
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第１１

章


柱体扭转

前面各章介绍了弹性力学平面问题和空间问题，其解析解法仅基于基本假

设，通常称为数学弹性力学。对于某些特殊结构或构件，这样解析求解将遇到巨

大困难，不得不发展近似的应用理论。本章及后两章将要讨论的柱体、薄板和薄

壳就属于这种问题，其中在基本假设的基础上还引入了附加假设，因而被视为应

用弹性力学的内容。

柱体扭转问题是指柱体只在端部受到扭矩的作用，且扭矩矢量与柱体的轴

线方向重合。它是一种特殊的空间问题，根据其基本特征和试验结果，可以做出

一些合理的简化假设。本章首先阐述这些假设，并由空间问题的微分方程推导

出扭转问题的基本求解方程；然后给出若干典型问题的解答；最后简要介绍扭转

问题的薄膜比拟。

１１１ 基 本 方 程

１１１１ 简化假设

（１）圆形截面柱体
在材料力学中研究过圆形截面柱体的扭转（图１１１），此时截面将保持为平

面，半径恒保持为直线。也就是说，在扭转过程中，截面如同刚性片那样绕柱体

中心轴线发生相对转动即刚性转动假设，而且截面的轴向位移为零即无翘曲假

设。设扭矩Ｍ 指向截面外法线方向时为正。在截面刚性转动和无翘曲假设
下，Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）或（ｒ，θ，ｚ）点的位移分量为

ｕｒ＝０， ｕθ＝αｚｒ， ｗ ＝０ （１１１ａ）

或

ｕ＝－αｚｙ， ｖ＝αｚｘ， ｗ ＝０ （１１１ｂ）



其中，α是间距为单位杆长的两截面的相对转角，称为扭角，当正面（外法线与ｚ
轴正向相同的截面）由ｘ轴逆时转向ｙ轴时为正。αｚ是距原点为ｚ处的截面
（简称ｚ截面）相对于ｚ＝０截面的转角。

图１１１ 圆形截面柱体的扭转

（２）任意截面柱体

Ｃａｕｃｈｙ首先指出矩形截面柱的扭转与圆形截面柱的扭转有重大区别。试
验表明，由于截面的非对称性，在扭转过程中截面不再保持为平面，而是发生垂

直于截面的翘曲变形。ＳｔＶｅｎａｎｔ假定截面的翘曲变形与ｚ无关，即各截面的
翘曲都一样，翘曲函数仅为ｘ，ｙ的函数，此即等翘曲假设。此外，试验表明刚性
转动假设依然成立，故可设

ｕ＝－αｚｙ， ｖ＝αｚｘ， ｗ ＝αψ（ｘ，ｙ） （１１２）

如果柱体端面的约束限制截面翘曲，或者相邻截面翘曲不一致引起对翘曲

的约束，那么就会产生轴向应力。不过，在多数情况下，这种约束效应不大，为使

问题简化，通常将其忽略不计。截面可以自由翘曲的扭转问题称为自由扭转，本

章只讨论自由扭转问题。

１１１２ 位移法方程

（１）应变分量
将式（１１２）代入空间问题的几何方程得

εｘ＝εｙ＝εｚ＝γｘｙ＝０

γｚｘ＝α
ψ
ｘ－（ ）ｙ

γｚｙ＝α
ψ
ｙ＋（ ）

烍

烌

烎ｘ

（１１３）

（２）应力分量
将式（１１３）代入空间问题的广义Ｈｏｏｋｅ定律，有
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σｘ＝σｙ＝σｚ＝τｘｙ＝０

τｚｘ＝Ｇα
ψ
ｘ－（ ）ｙ

τｚｙ＝Ｇα
ψ
ｙ＋（ ）

烍

烌

烎ｘ

（１１４）

（３）平衡方程
在不计体力的情况下，空间问题的平衡方程仅剩下

τｚｘ
ｘ ＋

τｚｙ
ｙ ＝０ （１１５）

将式（１１４）代入上式得

２ψ
ｘ２＋

２ψ
ｙ２

＝０， 或

Δ

２ψ＝０ （１１６）

可见，翘曲函数ψ是调和函数。
（４）边界条件

图１１２ 柱的边界

对于扭转问题，柱体的侧面为自由表面。注

意到ｎ＝ｃｏｓ（ｎ，ｚ）＝０，则应力边界条件（６６）

仅剩下

ｌτｚｘ＋ｍτｚｙ＝０ （１１７）

其中，ｌ＝ｃｏｓ（ｎ，ｘ），ｍ＝ｃｏｓ（ｎ，ｙ），ｎ为侧面外
法线单位矢量（图１１２）。将式（１１４）代入上式
得

ｌψｘ－（ ）ｙ ＋ｍ ψ
ｙ＋（ ）ｘ ＝０ （１１８）

端部边界条件

∫∫ＡτｚｘｄＡ＝０， ∫∫ＡτｚｙｄＡ＝０， ∫∫ＡσｚｄＡ＝０， ∫∫ＡσｚｘｄＡ＝０
∫∫ＡσｚｙｄＡ＝０， ∫∫Ａ（τｚｙｘ－τｚｘｙ）ｄＡ＝

烍

烌

烎Ｍ

仅剩下

∫∫ＡτｚｘｄＡ＝０， ∫∫ＡτｚｙｄＡ＝０， ∫∫Ａ（τｚｙｘ－τｚｘｙ）ｄＡ＝Ｍ
（１１９）
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其中，Ａ为柱体截面。可以证明，只要满足侧面条件（１１８），式（１１９）的前两式
自然满足（证明见后面）。将式（１１４）代入式（１１９）的第三式，得

αＧ∫∫Ａ ｘ２＋ｙ２＋ｘψｙ－ｙψ（ ）ｘ ｄｘｄｙ＝Ｍ （１１１０ａ）

或

Ｍ ＝αＤｔ （１１１０ｂ）

其中，Ｄｔ称为扭转刚度，其表达式为

Ｄｔ＝Ｇ∫∫Ａ ｘ２＋ｙ２＋ｘψｙ－ｙψ（ ）ｘ ｄｘｄｙ （１１１１）

可见，扭转问题的位移解法归结为根据调和方程（１１６）和边界条件（１１８）、
（１１１０）求翘曲函数ψ。分析表明，翘曲函数虽然满足简单的Ｌａｐｌａｃｅ方程，但因
边界条件较为复杂而应用起来不方便，通常采用应力函数求解问题。

１１１３ 应力法方程

（１）平衡方程与应力函数
根据前面的分析，扭转问题仅有两个非零应力分量τｚｘ和τｚｙ，它们应满足平

衡方程（１１５）。显然，若引入应力函数φ，使得

τｚｘ＝
φ
ｙ
， τｚｙ＝－

φ
ｘ

（１１１２）

则平衡方程将自动满足。这里的函数φ称为Ｐｒａｎｄｔｌ应力函数。
（２）协调方程与泊松方程
对于扭转问题，应力满足的协调方程简化为

Δ

２τｚｘ＝０，

Δ

２τｚｙ＝０ （１１１３）

将式（１１１２）代入上式得


ｙ
（

Δ

２φ）＝０，

ｘ
（

Δ

２φ）＝０

可见，

Δ

２φ与ｘ和ｙ无关，故必为常数。因此应力函数满足Ｐｏｉｓｓｏｎ方程，即

Δ

２φ＝
２φ
ｘ２＋

２φ
ｙ２

＝Ｃ （１１１４ａ）

对比式（１１４）和（１１１２），可得应力函数与翘曲函数之间的关系为
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φ
ｙ ＝Ｇα

ψ
ｘ－（ ）ｙ ， φ

ｘ ＝－Ｇα
ψ
ｙ＋（ ）ｘ

以上两式分别对ｙ和ｘ求偏导，然后相加得

Δ

２φ＝
２φ
ｘ２＋

２φ
ｙ２

＝－２Ｇα （１１１４ｂ）

可见，式（１１１４ａ）中的常数为

Ｃ＝－２Ｇα （１１１５）

（３）边界条件与扭矩公式
根据式（１１７）和（１１１２），应力边界条件成为

ｌφｙ－ｍ
φ
ｘ＝０

（ａ）

由于在边界上（图１１２）

ｌ＝ｄｙｄｓ
， ｍ ＝－ｄｘｄｓ

故式（ａ）成为

φ
ｙ
ｄｙ
ｄｓ＋

φ
ｘ
ｄｘ
ｄｓ＝

ｄφ
ｄｓ＝０

（ｂ）

这说明在杆的侧面上，应力函数值应当是常数，即

φ｜ｓ＝Ｃ１

由式（１１１２）可知，应力函数可以任意增减一个常数，故为简便可取

φ｜ｓ＝０ （１１１６）

应当指出，在多连通域（空心柱）问题中，虽然应力函数在每一条边界上都是

常数，但各个常数一般并不相同，因此只能把其中一个边界上的应力函数取为

零，而其他边界上则为待定常数。

现考虑端部边界条件，例如

∫∫ＡτｚｘｄＡ＝∫∫Ａφｙｄｘｄｙ＝∫
ｘ２

ｘ１
∫
ｙ２

ｙ１

φ
ｙｄ ）ｙｄｘ＝∫

ｘ２

ｘ１

烄
烆

φ
ｙ２

ｙ１

ｄｘ （ｃ）

其中，ｘ１，ｘ２，ｙ１，ｙ２均为截面边界上点的坐标。注意到式（１１１６），边界条件
（１１９）中的第一式自然满足。同理可知，第二式也自然满足，而第三式则变为
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∫∫Ａ（τｚｙｘ－τｚｘｙ）ｄＡ＝－∫∫Ａ ｘφｘ＋ｙφ（ ）ｙ ｄｘｄｙ＝Ｍ
对上式进行分部积分，注意到ｘ１，ｘ２，ｙ１，ｙ２均为边界上点的坐标及式（１１１６），有

∫∫Ａｘφｘｄｘｄｙ＝∫
ｙ２

ｙ１
ｘφ ｘ２ｘ１－∫

ｘ２

ｘ１
φｄ（ ）ｘｄｙ＝－∫ｙ２ｙ１∫

ｘ２

ｘ１
φｄｘｄｙ＝－∫∫Ａφｄｘｄｙ

从而

２∫∫Ａφｄｘｄｙ＝Ｍ （１１１７）

综上所述，应力解法归结为求解应力函数φ，使其满足泊松方程（１１１４）和
边界条件（１１１６）、（１１１７）。虽然应力解法中的Ｐｏｉｓｓｏｎ方程比Ｌａｐｌａｃｅ方程复
杂，但边界条件特别简单，可方便地求解一些较简单的问题。例如，由于应力函

数在边界上为零，故有些情况下可根据边界线方程构造应力函数。

１１２ 典 型 例 解

１１２１ 椭圆截面柱

（１）应力函数
设等截面柱的截面为椭圆，其半轴为ａ和ｂ。应力函数φ在横截面的边界

上应当等于零，故考虑到椭圆边界方程可设

φ＝ｍ
ｘ２
ａ２＋

ｙ２
ｂ２－（ ）１ （ａ）

其中，ｍ 为待定常数。将上式代入泊松方程（１１１４）得

２ｍ
ａ２ ＋

２ｍ
ｂ２ ＝Ｃ

解出ｍ 后代入式（ａ）得

φ＝
ａ２ｂ２

２（ａ２＋ｂ２）
Ｃ ｘ

２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２－（ ）１ （ｂ）

将式（ｂ）代入式（１１１７）得

Ｃ＝－２
（ａ２＋ｂ２）Ｍ
πａ３ｂ３

（ｃ）

再将式（ｃ）代回式（ｂ）得

９３１１１２ 典 型 例 解



φ＝－
Ｍ
πａｂ

ｘ２
ａ２＋

ｙ２
ｂ２－（ ）１ （ｄ）

（２）应力和位移
上述应力函数满足了所有方程，可根据式（１１１２）求得应力分量

τｚｘ＝－
２Ｍ
πａｂ３ｙ
， τｚｙ＝

２Ｍ
πａ３ｂｘ

（１１１８）

可见，最大剪应力发生在截面周边上。

根据式（１１１５），有

α＝－ Ｃ２Ｇ ＝
（ａ２＋ｂ２）Ｍ
πａ３ｂ３Ｇ

（１１１９）

代入式（１１２）得

ｕ＝－
（ａ２＋ｂ２）Ｍ
πａ３ｂ３Ｇ ｙｚ， ｖ＝

（ａ２＋ｂ２）Ｍ
πａ３ｂ３Ｇ ｘｚ （１１２０）

注意到几何方程和本构方程，有

γｚｘ＝
ｗ
ｘ ＋

ｕ
ｚ ＝

１
Ｇ
φ
ｙ
， γｚｙ＝

ｗ
ｙ ＋

ｖ
ｚ＝－

１
Ｇ
φ
ｘ

（ｅ）

将式（ｄ）和（１１２０）代入式（ｅ）得

ｗ
ｘ ＝－
（ａ２－ｂ２）Ｍ
πａ３ｂ３Ｇ ｙ， ｗ

ｙ ＝－
（ａ２－ｂ２）Ｍ
πａ３ｂ３Ｇ ｘ

积分上式，分别得

ｗ ＝－
（ａ２－ｂ２）Ｍ
πａ３ｂ３Ｇ ｘｙ＋ｆ１（ｙ）

ｗ ＝－
（ａ２－ｂ２）Ｍ
πａ３ｂ３Ｇ ｘｙ＋ｆ２（ｘ）

显然，ｆ１（ｙ）和ｆ２（ｘ）应等于同一常数ｗ０，即刚体平移。若不考虑刚体平移，则

ｗ ＝－
（ａ２－ｂ２）Ｍ
πａ３ｂ３Ｇ ｘｙ （１１２１）

该公式表明：柱体的横截面将翘成曲面；当ａ＝ｂ即为圆柱时，有ｗ＝０，这说明
材料力学中圆柱扭转问题中无翘曲假设是合理的。
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１１２２ 矩形截面柱

（１）问题与简化

图１１３ 矩形截面

设柱为矩形截面（图１１３），长为２ａ，宽为

２ｂ。问题的解可假定为如下形式

φ＝φ０＋φ１

其中，φ０为Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的特解；φ１是相应齐次方
程的解，即

Δ

２φ０＝－２Ｇα，

Δ

２φ１＝０

特解φ０无需满足边界条件，通常容易求得。对于
矩形截面，可取为

φ０＝－Ｇα（ｙ２－ｂ２）

此后的问题成为

Δ
２φ１＝０ （１１２２）

φ１＝－φ０＝
０ ｙ＝±ｂ

Ｇα（ｙ２－ｂ２） ｘ＝±
烅
烄
烆 ａ

（１１２３）

（２）应力函数
现采用分离变量法求解上述方程。令

φ１＝
∞

ｎ＝０
Ｘｎ（ｘ）Ｙｎ（ｙ） （１１２４）

代入式（１１２２）得

Δ

２φ１＝
∞

ｎ＝０
（Ｘ″ｎＹｎ＋Ｙ″ｎＸｎ）＝０

从而

Ｘ″ｎ／Ｘｎ＝－Ｙ″ｎ／Ｙｎ

上式等号左面仅为ｘ的函数，右面仅为ｙ的函数，故只能等于常数。令该常数
为ｋ２ｎ，于是有

Ｘ″ｎ＝ｋ２ｎＸｎ， Ｙ″ｎ＝－ｋ２ｎＹｎ （１１２５）

它们的解为

１４１１１２ 典 型 例 解



Ｘｎ＝Ｃ１ｎｓｈｋｎｘ＋Ｃ２ｎｃｈｋｎｘ
Ｙｎ＝Ｃ３ｎｓｉｎｋｎｙ＋Ｃ４ｎｃｏｓｋｎ

烍
烌

烎ｙ
（１１２６）

其中的待定常数Ｃｉｎ（ｉ＝１，２，３，４）由边界条件确定。根据式（１１２３）的第二式，
有


∞

ｎ＝０
Ｘｎ（±ａ）Ｙｎ（ｙ）＝Ｇα（ｙ２－ｂ２），

φ１
ｙ ＝

∞

ｎ＝０
Ｘｎ（±ａ）Ｙ′ｎ（ｙ）＝

２Ｇαｙ

由此可知，Ｘｎ（ｘ）是ｘ的偶函数，故Ｃ１ｎ＝０；Ｙ′ｎ（ｙ）是ｙ的奇函数，故Ｃ３ｎ＝０。
于是

φ１＝
∞

ｎ＝０
Ｃ２ｎｃｈｋｎｘ·Ｃ４ｎｃｏｓｋｎｙ＝

∞

ｎ＝０
Ａｎｃｈｋｎｘ·ｃｏｓｋｎｙ （１１２７）

根据式（１１２７）和（１１２３）的第一式，有


∞

ｎ＝０
Ａｎｃｏｓｋｎｂ·ｃｈｋｎｘ＝０

从而

ｃｏｓｋｎｂ＝０， ｋｎ＝
ｎπ
２ｂ

其中，ｎ为奇数。于是

φ＝－Ｇα（ｙ２－ｂ２）＋ 
∞

ｎ＝１，３，⋯
Ａｎｃｈ

ｎπｘ
２ｂ
·ｃｏｓｎπｙ２ｂ

（１１２８）

上式中的第一项展成级数，经整理得

φ＝ 
∞

ｎ＝１，３，⋯
Ｇα３２ｂ

２

ｎ３π３ｓｉｎ
ｎπ
２ ＋Ａｎｃｈ

ｎπｘ
２（ ）ｂ ｃｏｓｎπｙ２ｂ

注意到ｘ＝±ａ时，φ＝０，可得

Ａｎ＝－Ｇα
３２ｂ２
π３
Ｂｎ， Ｂｎ＝ｓｉｎ

ｎπ
２
／ｎ３ｃｈｎπａ２（ ）ｂ （１１２９）

代入式（１１２８）得

φ＝－Ｇαｙ２－ｂ２＋
３２ｂ２
π３ 

∞

ｎ＝１，３，⋯
Ｂｎｃｈ

ｎπｘ
２ｂ
·ｃｏｓｎπｙ２（ ）ｂ （１１３０）

根据式（１１１７）
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Ｍ ＝２∫∫Ａφｄｘｄｙ＝１６Ｇαａｂ３ １３－６４ｂａπ５ 
∞

ｎ＝１，３，⋯

１
ｎ５ｔｈ

ｎπａ
２（ ）ｂ

可得

α＝ Ｍ
１６Ｇａｂ３β

（１１３１）

其中

β＝
１
３－

６４ｂ
ａπ５ 

∞

ｎ＝１，３，⋯

１
ｎ５ｔｈ

ｎπａ
２ｂ ＝ｆ１

ａ（ ）ｂ （１１３２）

代入式（１１３０）得

φ＝－
Ｍ

１６ａｂ３β
ｙ２－ｂ２＋３２ｂ

２

π３ 
∞

ｎ＝１，３，⋯
Ｂｎｃｈ

ｎπｘ
２ｂ
·ｃｏｓｎπｙ２（ ）ｂ （１１３３）

（３）剪应力
将式（１１３３）代入式（１１１２）得

τｚｘ＝
φ
ｙ ＝－

Ｍ
１６ａｂ３β

２ｙ－１６ｂπ２ 
∞

ｎ＝１，３，⋯
ｎＢｎｃｈ

ｎπｘ
２ｂ
·ｓｉｎｎπｙ２（ ）ｂ （１１３４）

τｚｙ＝－
φ
ｘ ＝

Ｍ
１６ａｂ３β

１６ｂ
π２ 

∞

ｎ＝１，３，⋯
ｎＢｎｓｈ

ｎπｘ
２ｂ
·ｃｏｓｎπｙ２（ ）ｂ （１１３５）

在ｘ＝０，ｙ＝±ｂ处，剪应力取得最大值

｜τｍａｘ｜＝
Ｍ

８ａｂ２γ＝
Ｍ

（２ａ）（２ｂ）２γ
（１１３６）

其中

γ＝ β

１－８π２ 
∞

ｎ＝１，３，⋯
ｎ２ｃｈｎπａ２（ ）ｂ

－１ ＝ｆ２
ａ（ ）ｂ （１１３７）

计算表明，当ａ／ｂ很大时，β，γ 均接近于１／３。此时，式（１１３１）和式
（１１３６）简化为

α＝ ３Ｍ
Ｇ（２ａ）（２ｂ）３

， τｍａｘ＝
３Ｍ
（２ａ）（２ｂ）２

（１１３８）

１１３ 薄 膜 比 拟

设有一块均匀薄膜，张在一个水平边界上，该边界与柱体横截面的边界相同

３４１１１３ 薄 膜 比 拟



图１１４ 薄膜受压

（图１１４）。当薄膜承受很小的气体压力ｑ
时，其上各点将发生微小的垂度。以边界所

在的平面为ｘｙ面，垂度为ｗ。考虑到薄膜
的柔性，可假定其不承受弯矩、扭矩、剪力，而

只承受均匀拉力Ｔ（单位宽度上的拉力）。
从薄膜中取微元，在小挠度情况下，微元

左边Ｔ的斜率β≈ｗ／ｘ，微元右边Ｔ的斜
率为

β＋
β
ｘｄｘ＝

ｗ
ｘ ＋

２ｗ
ｘ２ｄｘ

同理可得微元上下两边Ｔ的斜率。不计薄膜重量，考虑ｚ方向的平衡

－Ｔｄｙｗｘ＋Ｔｄｙ
ｗ
ｘ＋

２ｗ
ｘ２ｄ（ ）ｘ －Ｔｄｘｗｙ＋Ｔｄｘ

ｗ
ｙ＋

２ｗ
ｙ２
ｄ（ ）ｙ ＋ｑｄｘｄｙ＝０

即

Ｔ 
２ｗ
ｘ２ ＋

２ｗ
ｙ（ ）２ ＋ｑ＝０ （１１３９）

或

Δ

２ｗ ＝－ｑＴ
（１１４０）

此外，在边界上薄膜的垂度显然等于零，即

ｗ｜ｓ＝０ （１１４１）

薄膜与边界平面之间的体积的两倍为

２Ｖ＝２∫∫Ａｗｄｘｄｙ （１１４２）

薄膜沿ｙ方向的斜率为

ｉｙ＝
ｗ
ｙ

（１１４３）

可以将柱的扭转问题与上述薄膜在均匀压力作用下的变形问题加以比拟。

将式（１１４０），（１１４１），（１１４２），（１１４３）分别与式（１１１４），（１１１６），（１１１７），
（１１１２）对比，可知：如果使薄膜的ｑ／Ｔ相当于扭柱的２Ｇα，或者使薄膜与边界
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平面之间的体积的两倍相当于扭矩，则薄膜的垂度ｗ 就相当于扭柱的应力函数

φ；薄膜沿ｙ方向的斜率相当于扭柱横截面上沿ｘ方向的剪应力τｚｘ。为了确定
扭柱横截面上的最大剪应力，只需求出对应薄膜的最大斜率即可，故可通过实验

方法求解扭转问题。

根据类比，沿ｘ，ｙ方向的剪应力值分别等于薄膜沿ｙ，ｘ方向的斜率。注意
到ｘ，ｙ轴可以取为任意两个相互垂直的方向，故各点的剪应力均与其斜率对
应。最大剪应力点对应最大斜率点，但最大剪应力方向与最大斜率方向垂直。

习 题

１１１ 在非圆形截面柱的扭转问题中，引入了哪些简化假设？与圆形截面柱的
假设有何异同？

１１２ 设柱体的横截面为等边三角形，三角形的高为ａ。试验证应力函数

题１１２图

φ＝ｍ（ｘ－ａ）（ｘ－槡３ｙ）（ｘ＋槡３ｙ）

能满足一切条件，并求出最大剪应力及扭角。

答案：｜τｍａｘ｜＝
槡１５３Ｍ
２ａ３
， α＝ 槡１５３Ｍ

Ｇａ４
。

１１３ 试简述采用薄膜比拟求解柱体扭转问题的基本思
想。

５４１习 题
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薄板理论

在弹性力学中，将两个平行面和垂直于该平行面的柱面所围成的物

体称为平板，简称板，两个平行的表面间垂直距离ｈ称为板的厚度。通常人们
把平板分为薄板和中厚板。定量地说，当厚度ｈ与最小长度或宽度ｌｍｉｎ之比
ｈ／ｌｍｉｎ＜１／１５时，可认为是薄板；否则就属于中厚板。
本章仅研究薄板，且限于小挠度问题。首先定义问题并引入附加假设；然后

分别介绍直角坐标系和极坐标系中薄板弯曲问题的基本方程与求解方法。

１２１ 问题与假设

１２１１ 问题定义

板内厚度中点构成的平面称为中面。薄板可能承受平行于板面的纵向荷载

和垂直于中面的横向荷载。纵向荷载作用时属于平面应力问题，此时板的内力

（单位宽度上应力沿板厚度的合力）为面内拉力（或压力）及面内剪力，它们统称

为薄膜力。在横向荷载作用下，板将发生弯曲，中面由平面变为挠曲面。采用右

手坐标系ｏｘｙｚ，以未变形的中面为ｘｙ坐标面（图１２１），中面各点沿ｚ轴的横
向位移ｗ 即挠度。
一般情况下，横向荷载作用下板的内力既有弯曲力又有薄膜力。当最大挠

度ｗｍａｘ远远小于厚度ｈ时，内力以弯曲力为主，薄膜力可以忽略不计。此时认
为板仅有弯曲变形而无中面的面内变形。这类板称为刚性板，其计算理论称为

小挠度弯曲理论。如果ｗｍａｘ与ｈ为同量级或更大时，板的弯曲力和薄膜力将具
有同量级，必须同时考虑弯曲变形和中面的面内变形。这类板称为柔性板，相应

的计算理论称为大挠度弯曲理论。当ｗｍａｘ远大于ｈ时，弯曲力将远小于薄膜
力，计算时可忽略不计。这类板称为绝对柔性板，其计算理论称为薄膜理论。通

常认为，当ｗｍａｘ／ｈ≤１／５时按刚性板计算；当１／５＜ｗｍａｘ／ｈ＜５时按柔性板计
算；而当ｗｍａｘ／ｈ≥５时按绝对柔性板计算。



本章只讨论薄板小挠度弯曲理论。由于挠度很小，可以认为纵向荷载产生

的薄膜应力和横向荷载产生的弯曲应力互不影响，因此可应用叠加原理计算总

的薄板内力。

１２１２ 附加假设

弹性薄板小挠度弯曲理论基于如下假设（其核心是Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ提出的直法线
假设）：

（１）在板弯曲变形中，中面法线保持为直线且仍为弹性曲面（挠度曲面）的法
线。这就是直法线假设，它类似于梁弯曲理论中的平截面假设。

（２）板的厚度方向的挤压变形可忽略不计，即εｚ＝０。这项假定类似于梁纤
维间无挤压假定。

（３）板的中面只发生弯曲变形，没有面内伸缩。
（４）在本构方程中不考虑次要应力σｚ，τｚｘ和τｚｙ对变形的影响。
薄板直法线假设意味着忽略剪应变γｚｘ和γｚｙ，其根据是横向剪切变形对挠度

的影响很小。根据广义Ｈｏｏｋｅ定律，横向剪应力τｚｘ和τｚｙ为零。但是，它们连同σｚ
在平衡中仍起作用，且由平衡方程求出。换句话说，σｚ，τｚｘ和τｚｙ与其他应力分量
相比是次要应力，在本构方程中可以不考虑它们对变形的影响，但它们却是维持薄

板平衡所必需的。实践表明，这种在次要应力和应变方面引起的矛盾是允许的。

１２１３ 解题思路

薄板弯曲问题采用位移法求解，基本思路是确定位移函数的形式，使其满足

位移表示的平衡微分方程，然后再满足边界条件即得问题解答。基于前述简化

假设，可由空间问题的微分方程推导出薄板弯曲问题的基本方程。结果是，薄板

位移和内力均可用薄板挠度表示，问题归结为求解挠度。

１２２ 直角坐标解答

图１２１ 薄板弯曲

１２２１ 基本方程

（１）附加假设与位移函数
首先，根据假设（２）

εｚ＝
ｗ
ｚ＝０

可知

７４１１２２ 直角坐标解答



ｗ＝ｗ（ｘ，ｙ）

根据假设（１），薄板弯曲后，板的法线与弹性曲面在ｘ方向和ｙ方向的切线
都保持互相垂直，没有剪应变，即

γｙｚ＝
ｖ
ｚ＋

ｗ
ｙ＝０
， γｚｘ＝

ｗ
ｘ＋

ｕ
ｚ＝０

由上式可知

ｖ
ｚ＝－

ｗ
ｙ
， ｕ

ｚ＝－
ｗ
ｘ

上式对ｚ积分，注意到ｗ 与ｚ无关，得

ｖ＝－ｚｗｙ＋ｆ１
（ｘ，ｙ）， ｕ＝－ｚｗｘ＋ｆ２

（ｘ，ｙ）

其中，ｆ１（ｘ，ｙ）和ｆ２（ｘ，ｙ）是任意函数。根据假设（３），即

ｕ｜ｚ＝０＝ｖ｜ｚ＝０＝０

有ｆ１（ｘ，ｙ）＝ｆ２（ｘ，ｙ）＝０，从而

ｖ＝－ｚｗｙ
， ｕ＝－ｚｗｘ

（１２１）

可见，薄板小挠度弯曲被简化为中面的弯曲问题。只要中面挠度ｗ 确定，任何
点的位移都可确定。

（２）几何方程与应变分量
根据上述分析，薄板内不等于零的应变分量有如下三个

εｘ＝
ｕ
ｘ＝－ｚ

２ｗ
ｘ２

εｙ＝
ｖ
ｙ＝－ｚ

２ｗ
ｙ２

γｘｙ＝
ｕ
ｙ＋

ｖ
ｘ＝－２ｚ

２ｗ
ｘ

烍

烌

烎ｙ

（１２２）

在小变形情况下，－
２ｗ
ｘ２
和－

２ｗ
ｙ２
分别代表薄板弹性曲面在ｘ方向和ｙ方

向的曲率，而－
２ｗ
ｘｙ
代表在ｘ方向和ｙ方向的扭曲率。

（３）本构方程与主要应力
根据假设（４），即在本构方程中不考虑次要应力σｚ，τｚｘ和τｚｙ，薄板弯曲问题

的本构方程与平面应力问题的完全相同
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σｘ＝
Ｅ
１－ν２
（εｘ＋νεｙ）＝－

Ｅｚ
１－ν２

２ｗ
ｘ２＋ν

２ｗ
ｙ（ ）２

σｙ＝
Ｅ
１－ν２
（εｙ＋νεｘ）＝－

Ｅｚ
１－ν２

２ｗ
ｙ２

＋ν
２ｗ
ｘ（ ）２

τｘｙ＝－
Ｅｚ
１＋ν

２ｗ
ｘ

烍

烌

烎ｙ

（１２３）

（４）平衡方程与次要应力
次要应力即τｘｚ，τｙｚ和σｚ是平衡所必需的，且可根据平衡条件来确定。注意

到没有ｘ，ｙ方向的体力，这两个方向的平衡方程为

σｘ
ｘ＋

τｘｙ
ｙ ＋

τｘｚ
ｚ ＝０

τｘｙ
ｘ ＋

σｙ
ｙ＋

τｙｚ
ｚ

烍

烌

烎＝０
（１２４）

将式（１２３）代入上式得

τｘｚ
ｚ ＝

Ｅｚ
１－ν２

３ｗ
ｘ３＋

３ｗ
ｘｙ（ ）２ ＝ Ｅｚ１－ν２


ｘ
（

Δ

２ｗ）

τｙｚ
ｚ ＝

Ｅｚ
１－ν２

３ｗ
ｙ３

＋
３ｗ

ｙｘ（ ）２ ＝ Ｅｚ１－ν２

ｙ
（

Δ

２ｗ
烍

烌

烎
）

上式对ｚ进行积分，注意到如下边界条件

τｘｚ｜ｚ＝±ｈ／２＝０， τｙｚ｜ｚ＝±ｈ／２＝０

可得

τｘｚ＝－
６Ｄ
ｈ３

ｘ
（

Δ

２ｗ）ｈ
２

４－ｚ（ ）２

τｙｚ＝－
６Ｄ
ｈ３

ｙ
（

Δ

２ｗ）ｈ
２

４－ｚ（ ）
烍

烌

烎
２

（１２５）

其中，Ｄ称为板的抗弯刚度，其表达式为

Ｄ＝ Ｅｈ３
１２（１－ν２）

（１２６）

次要应力分量σｚ可根据ｚ方向的平衡方程求得。在不计体力的情况下，该
方程变为

σｚ
ｚ＝－

τｘｚ
ｘ －

τｙｚ
ｙ

９４１１２２ 直角坐标解答



将式（１２５）代入上式得

σｚ
ｚ＝

６Ｄ
ｈ３

Δ

４ｗ ｈ
２

４－ｚ（ ）２

积分上式得

σｚ＝
６Ｄ
ｈ３

Δ

４ｗ ｈ２
４ｚ－

ｚ３（ ）３ ＋ｆ３（ｘ，ｙ） （ａ）

在薄板的下面，有边界条件

σｚ｜ｚ＝ｈ／２＝０ （ｂ）

将式（ａ）代入式（ｂ），求出ｆ３（ｘ，ｙ）后再代入式（ａ）得

σｚ＝
６Ｄ
ｈ３

Δ

４ｗ ｈ
２

４ ｚ－
ｈ（ ）２ －１３ ｚ

３－ｈ
３

（ ）［ ］８ （１２７）

（５）平衡方程与挠曲方程
根据平衡微分方程，已经用挠度ｗ 表示了σｚ。σｚ在薄板的上面需满足下

述边界条件

σｚ｜ｚ＝－ｈ／２＝－ｑ （ｃ）

将式（１２７）代入式（ｃ）得

Ｄ

Δ

４ｗ＝ｑ （１２８ａ）

即

４ｗ
ｘ４＋２

４ｗ
ｘ２ｙ２

＋
４ｗ
ｙ４

＝ｑＤ
（１２８ｂ）

式（１２８）称为薄板的弹性曲面微分方程或挠曲微分方程。从薄板中取出微元体
进行平衡分析，同样可推导出该方程式。

根据上述分析，挠度ｗ 可以作为基本未知量，且薄板弯曲问题归结为：在给
定薄板边缘的边界条件下求解挠曲微分方程。如果求得挠度，则板中位移、应力

等均可按照前述公式计算。通常情况下需要求出薄板的内力，下面推导内力与

挠度之间的关系。

（６）薄板内力
在ｘ为常数的横截面上，单位宽度板上正应力σｘ合成的弯矩Ｍｘ、剪应力

τｘｙ合成的扭矩Ｍｘｙ、剪应力τｘｚ合成的横向剪力Ｑｘ分别为
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Ｍｘ＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
σｘｚｄｚ， Ｍｘｙ＝∫

ｈ／２

－ｈ／２
τｘｙｚｄｚ， Ｑｘ＝∫

ｈ／２

－ｈ／２
τｘｚｄｚ

（１２９）
在ｙ为常数的横截面上，单位宽度板上正应力σｙ合成的弯矩Ｍｙ、剪应力τｙｘ合
成的扭矩Ｍｙｘ、剪应力τｙｚ合成的横向剪力Ｑｙ分别为

Ｍｙ＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
σｙｚｄｚ， Ｍｙｘ＝∫

ｈ／２

－ｈ／２
τｙｘｚｄｚ， Ｑｙ＝∫

ｈ／２

－ｈ／２
τｙｚｄｚ

（１２１０）
根据剪应力互等定理，有 Ｍｘｙ＝Ｍｙｘ。将式（１２３），（１２５）代入式（１２９），
（１２１０）得

Ｍｘ＝－Ｄ
２ｗ
ｘ２＋ν

２ｗ
ｙ（ ）２ ， Ｍｙ＝－Ｄ

２ｗ
ｙ２

＋ν
２ｗ
ｘ（ ）２

Ｍｘｙ＝－Ｄ（１－ν）
２ｗ
ｘｙ

Ｑｘ＝－Ｄ

ｘ
２ｗ
ｘ２＋

２ｗ
ｙ（ ）２ ， Ｑｙ＝－Ｄ


ｙ
２ｗ
ｘ２＋

２ｗ
ｙ（ ）

烍

烌

烎２

（１２１１）

将式（１２３）和（１２５）与（１２１１）进行比较，可以得到用内力矩表示的薄板应力

σｘ＝
Ｍｘｚ
Ｊ
， σｙ＝

Ｍｙｚ
Ｊ
， τｘｙ＝

Ｍｘｙｚ
Ｊ

τｘｚ＝
６Ｑｘ
ｈ３

ｈ２
４－ｚ（ ）２ ， τｙｚ＝

６Ｑｙ
ｈ３

ｈ２
４－ｚ（ ）

烍

烌

烎
２

（１２１２）

其中，Ｊ＝ｈ３／１２即单位中面长度的截面对中面轴线的惯性矩。

图１２２ 矩形薄板

１２２２ 边界条件

现以图１２２所示的矩形薄板为例，说明各种边界的边界条件。假定该板的

ＯＡ边固定，ＯＣ边简支，ＡＢ边和ＢＣ边自由。
（１）固定边（几何边界条件）
沿着固定边ＯＡ，薄板的挠度等于零，弹性曲面的斜率也等于零，即

ｗ｜ｘ＝０＝０，
ｗ
ｘ ｘ＝０

＝０ （１２１３）

（２）简支边（混合边界条件）
沿着简支边ＯＣ，薄板的挠度等于零。如果有外加

弯矩Ｍｙ作用，则

１５１１２２ 直角坐标解答



ｗ｜ｙ＝０＝０， Ｍｙ｜ｙ＝０＝Ｍｙ
注意到式（１２１１），有

ｗ｜ｙ＝０＝０， －Ｄ 
２ｗ
ｙ２

＋ν
２ｗ
ｘ（ ）２

ｙ＝０
＝Ｍｙ

挠度在整个边界上都等于零，
２ｗ
ｘ２
也在整个边界上等于零，故上式成为

ｗ｜ｙ＝０＝０， －Ｄ
２ｗ
ｙ２ ｙ＝０

＝Ｍｙ （１２１４ａ）

如果外加弯矩Ｍｙ＝０，则

ｗ｜ｙ＝０＝０，
２ｗ
ｙ２ ｙ＝０

＝０ （１２１４ｂ）

（３）自由边（静力边界条件）
沿着自由边，例如ＡＢ边（ｙ＝ｂ），薄板的弯矩Ｍｙ、扭矩Ｍｙｘ、横向剪力Ｑｙ

均应等于零，即

Ｍｙ｜ｙ＝ｂ＝０， Ｍｙｘ｜ｙ＝ｂ＝０， Ｑｙ｜ｙ＝ｂ＝０

图１２３ 等效横向剪力

然而，根据微分方程理论，挠曲微分方程

（１２８）为四阶椭圆型偏微分方程，在每个
边界上只需要提供两个边界条件。早在

１８５０年Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ建立前述薄板弯曲的近
似理论时，就通过变分法证明了每边两个

边界条件足以决定方程（１２８）的解，而扭
矩和横向剪力须合为一个边界条件。学者

们后来的研究表明，边界上的扭矩都可以

变换为等效的横向剪力Ｍｙｘ
ｘ
（图１２３），与

原来的横向剪力归并为一个条件，即

Ｖｙ＝Ｑｙ＋
Ｍｙｘ
ｘ

这样，自由边的边界条件为

Ｍｙ｜ｙ＝ｂ＝０， Ｖｙ｜ｙ＝ｂ＝ Ｑｙ＋
Ｍｙｘ
（ ）ｘ ｙ＝ｂ

＝０

注意到式（１２１１），上式成为
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２ｗ
ｙ２

＋ν
２ｗ
ｘ（ ）２

ｙ＝ｂ
＝０， ３ｗ

ｙ３
＋（２－ν）

３ｗ
ｘ２［ ］ｙ ｙ＝ｂ

＝０（１２１５）

必须指出，不能精确满足每边应有的三个边界条件是薄板弯曲理论的不足

之处，它与导出基本方程时引入的直法线假设有关。此外，用等效剪力代替扭矩

后，在两个自由边的交点Ｂ处将出现未低效的集中剪力

ＲＢ＝ＲＢＡ＋ＲＢＣ＝（Ｍｙｘ）Ｂ＋（Ｍｘｙ）Ｂ＝２（Ｍｘｙ）Ｂ
通过式（１２１１），Ｂ点的角点条件ＲＢ＝０为

２ｗ
ｘｙ ｘ＝ａ，ｙ＝ｂ

＝０ （１２１６）

当自由边与简支边或固定边相邻时，集中力将被反力所吸收，不需要列条件。此

外，如果在Ｂ点有支柱阻止挠度发生，则上述条件应改为

ｗ｜ｘ＝ａ，ｙ＝ｂ＝０ （１２１７）

板大多支承在梁上并与梁相连，此时该如何确定边界条件？基本原则是：如

果梁的抗弯刚度和抗扭刚度都很大，可视为固支边；如果两者都很小，可当作自

由边；如果抗弯刚度很大而抗扭刚度很小，则可视为简支边；非上述情况下，支承

构件的弹性必须加以考虑。

１２２３ 周边固支的椭圆板

设周边固定的椭圆板（图１２４）受均布荷载ｑ作用。其边界方程为

图１２４ 椭圆板

ｘ２
ａ２＋

ｙ２
ｂ２＝１

试取挠度为

ｗ＝ｍ ｘ２
ａ２＋

ｙ２
ｂ２（ ）－１

２
（ａ）

显然，上式满足挠度为零的边界条件。此

外，在边界上，挠度的法向导数也应为零。不难

看出，在边界上有

ｗ
ｘ＝

４ｍｘ
ａ２

ｘ２
ａ２＋

ｙ２
ｂ２（ ）－１ ＝０

ｗ
ｙ＝

４ｍｙ
ｂ２

ｘ２
ａ２＋

ｙ２
ｂ２（ ）－１

烍

烌

烎＝０
（ｂ）

３５１１２２ 直角坐标解答



再注意到

ｗ
ｎ＝

ｗ
ｘ
ｘ
ｎ＋

ｗ
ｙ
ｙ
ｎ

可见，挠度也满足在边界上ｗ／ｎ＝０的条件。将式（ａ）代入式（１２８）得

Ｄ ２４ｍａ４ ＋
１６ｍ
ａ２ｂ２＋

２４ｍ
ｂ（ ）４ ＝ｑ

解得ｍ 并代入式（ａ）得

ｗ＝
ｑ
ｘ２
ａ２＋

ｙ２
ｂ２（ ）－１

２

８Ｄ ３
ａ４＋

２
ａ２ｂ２＋

３
ｂ（ ）４

１２２４ 矩形薄板的重三角级数解

（１）简支薄板受分布荷载
设四边简支矩形薄板（图１２５）受横向压力ｑ，薄板的边界条件为

ｗ｜ｘ＝０，
２ｗ
ｘ２ ｘ＝０

＝０； ｗ｜ｘ＝ａ，
２ｗ
ｘ２ ｘ＝ａ

＝０

ｗ｜ｙ＝０，
２ｗ
ｙ２ ｙ＝０

＝０； ｗ｜ｙ＝ｂ，
２ｗ
ｙ２ ｙ＝ｂ

＝０

图１２５ 简支板

Ｎａｖｉｅｒ取挠度表达式为重三角级数

ｗ＝∑
∞

ｍ＝１
∑
∞

ｎ＝１
Ａｍｎｓｉｎ

ｍπｘ
ａ ｓｉｎｎπｙｂ

（ａ）

不难看出，该挠度表达式满足全部边界条件，因

此问题归结为确定其中的系数Ａｍｎ。为此，将式（ａ）
代入挠曲微分方程（１２８）得

π４Ｄ∑
∞

ｍ＝１
∑
∞

ｎ＝１

ｍ２
ａ２＋

ｎ２
ｂ（ ）２

２
Ａｍｎｓｉｎ

ｍπｘ
ａ ｓｉｎｎπｙｂ ＝ｑ （ｂ）

将横向荷载展为重三角级数

ｑ＝∑
∞

ｍ＝１
∑
∞

ｎ＝１
Ｃｍｎｓｉｎ

ｍπｘ
ａ ｓｉｎｎπｙｂ

（ｃ）

为了求得Ｃｍｎ，将式（ｃ）的两边都乘以ｓｉｎ
ｉπｘ
ａ
，其中ｉ为任意正整数；然后对ｘ

从０到ａ积分，并注意到
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∫
ａ

０
ｓｉｎｍπｘａ ｓｉｎｉπｘａ ｄｘ＝

０， ｉ≠ｍ
ａ／２， ｉ＝｛ ｍ

有

∫
ａ

０
ｑｓｉｎｉπｘａ ｄｘ＝

ａ
２∑

∞

ｎ＝１
Ｃｉｎｓｉｎ

ｎπｙ
ｂ

（ｄ）

再将式（ｄ）的两边都乘以ｓｉｎｊπｙｂ
，其中ｊ为任意正整数；然后对ｙ从０到ｂ积

分，并注意到

∫
ｂ

０
ｓｉｎｎπｙｂ ｓｉｎ

ｊπｙ
ｂ ｄｘ＝

０， ｊ≠ｍ
ｂ／２，ｊ＝｛ ｍ

得

∫
ａ

０∫
ｂ

０
ｑｓｉｎｉπｘａｓｉｎ

ｊπｙ
ｂ ｄｘｄｙ＝

ａｂ
４Ｃｉｊ

（ｅ）

将上式中的任意正整数ｉ，ｊ换成任意正整数ｍ，ｎ，并从中解出Ｃｍｎ代回式（ｃ）得

ｑ＝４ａｂ∑
∞

ｍ＝１
∑
∞

ｎ＝１
∫
ａ

０∫
ｂ

０
ｑｓｉｎｍπｘａ ｓｉｎｎπｙｂ ｄｘｄ（ ）ｙｓｉｎｍπｘａ ｓｉｎｎπｙｂ

代回式（ｂ），比较系数得

Ａｍｎ＝
４∫
ａ

０∫
ｂ

０
ｑｓｉｎｍπｘａ ｓｉｎｎπｙｂ ｄｘｄｙ

π４ａｂＤ ｍ２
ａ２＋

ｎ２
ｂ（ ）２

２

（２）简支薄板受集中荷载
四边简支的矩形薄板受集中力Ｐ作用。假设集中力均匀分布在２ε×２ε微

小面积上，荷载强度ｑ＝Ｐ／（４ε２），则荷载展开的傅立叶系数为

Ｃｍｎ＝
Ｐ
ａｂε２∫

ξ＋ε

ξ－ε∫
η＋ε

η－ε
ｓｉｎｍπｘａ ｓｉｎｎπｙｂ ｄｘｄｙ

＝ ４Ｐ
ｍｎπ２ε２ｓｉｎ

ｍπε
ａ ｓｉｎ

ｎπε
ｂ ｓｉｎ

ｍπξ
ａ ｓｉｎ

ｎπη
ｂ

由于ε为任意小量，可取

ｓｉｎｍπεａ ≈ｍπεａ
， ｓｉｎｎπεｂ ≈ｎπεｂ

故

５５１１２２ 直角坐标解答



Ｃｍｎ＝
４Ｐ
ａｂｓｉｎ

ｍπξ
ａ ｓｉｎ

ｎπη
ｂ

从而得集中力作用下的四边简支矩形薄板挠度方程

ｗ＝ ４Ｐ
π４ａｂＤ∑

∞

ｍ＝１
∑
∞

ｎ＝１

ｓｉｎｍπξａ ｓｉｎ
ｎπη
ｂ

ｍ２
ａ２＋

ｎ２
ｂ（ ）２

２ ｓｉｎ
ｍπｘ
ａ ｓｉｎｎπｙｂ

１２２５ 矩形薄板的单三角级数解

设矩形薄板的两个对边简支，另两边任意（图１２６），板的顶面受横向压力

ｑ，薄板简支边的边界条件为

图１２６ 矩形薄板

ｗ｜ｘ＝０，
２ｗ
ｘ２｜ｘ＝０＝０

ｗ｜ｘ＝ａ，
２ｗ
ｘ２｜ｘ＝ａ＝０

ＭＬｅｖｙ将挠度取为如下三角级数

ｗ ＝∑
∞

ｍ＝１
Ｙｍｓｉｎ

ｍπｘ
ａ

（ａ）

其中，Ｙｍ 为ｙ的任意函数。不难看出，该挠度表达式满足简支边界条件，因此
问题归结为：选择函数Ｙｍ，使挠度满足挠曲微分方程（１２８）并且满足另两边的
边界条件。将式（ａ）代入式（１２８）得

∑
∞

ｍ＝１

ｄ４Ｙｍ
ｄｙ４

－２ ｍπ（ ）ａ
２ｄ２Ｙｍ
ｄｙ２

＋ ｍπ（ ）ａ
４
Ｙ［ ］ｍ ｓｉｎｍπｘａ ＝ｑＤ

（ｂ）

将ｑ／Ｄ展为三角级数

ｑ
Ｄ＝

２
ａ∑

∞

ｍ＝１
∫
ａ

０

ｑ
Ｄｓｉｎ

ｍπｘ
ａ ｄ［ ］ｘｓｉｎｍπｘａ （ｃ）

对比式（ｂ）与式（ｃ），得

ｄ４Ｙｍ
ｄｙ４

－２ ｍπ（ ）ａ
２ｄ２Ｙｍ
ｄｙ２

＋ ｍπ（ ）ａ
４
Ｙｍ＝

２
ａＤ∫

ａ

０
ｑｓｉｎｍπｘａ ｄｘ （ｄ）

该方程的解答为

Ｙｍ＝Ａｍｃｈ
ｍπｙ
ａ ＋Ｂｍ

ｍπｙ
ａ ｓｈ

ｍπｙ
ａ ＋Ｃｍｓｈ

ｍπｙ
ａ ＋Ｄｍ

ｍπｙ
ａ ｃｈ

ｍπｙ
ａ ＋ｆｍ（ｙ）

（ｅ）
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其中，ｆｍ（ｙ）为方程（ｄ）的一个特解。

１２３ 极坐标解答

１２３１ 基本方程

求解圆形薄板弯曲问题时，采用极坐标系比较方便。极坐标系中薄板的基

本方程可以根据直角坐标系中的基本方程通过坐标变换而得到。根据第７章推
导的极坐标系中的Ｌａｐｌａｃｅ算子，有

Δ

２ｗ＝
２ｗ
ｘ２＋

２ｗ
ｙ２

＝ 
２ｗ
ｒ２ ＋

１
ｒ
ｗ
ｒ＋

１
ｒ２
２ｗ
θ（ ）２

挠曲微分方程（１２８）成为

Ｄ ２
ｒ２＋

１
ｒ

ｒ＋

１
ｒ２
２
θ（ ）２ ２ｗ

ｒ２ ＋
１
ｒ
ｗ
ｒ＋

１
ｒ２
２ｗ
θ（ ）２ ＝ｑ （１２１８）

从薄板内取出微元体，在ｒ为常数的横截面上，应力分量σｒ，τｒθ和τｒｚ分别
合成为弯矩Ｍｒ，扭矩Ｍｒθ和横向剪力Ｑｒ；在θ为常数的横截面上，应力分量σθ，

τθｒ和τθｚ分别合成为弯矩Ｍθ，扭矩Ｍθｒ和横向剪力Ｑθ。可利用应力坐标变换公
式求出上述应力分量，然后积分求它们的合力或合力矩。也可采用下述较为简

单的方法求得内力。先求出

２ｗ
ｘ２＝ｃｏｓ

２θ
２ｗ
ｒ２＋ｓｉｎ

２θ １ｒ
ｗ
ｒ＋

１
ｒ２
２ｗ
θ（ ）２ ＋２ｓｉｎθｃｏｓθ １ｒ２

ｗ
θ－

１
ｒ
２ｗ
ｒ（ ）θ

２ｗ
ｙ２

＝ｓｉｎ２θ
２ｗ
ｒ２＋ｃｏｓ

２θ １ｒ
ｗ
ｒ＋

１
ｒ２
２ｗ
θ（ ）２ －２ｓｉｎθｃｏｓθ １ｒ２

ｗ
θ－

１
ｒ
２ｗ
ｒ（ ）θ

２ｗ
ｘｙ＝ｓｉｎθｃｏｓθ

２ｗ
ｒ２ －

１
ｒ
ｗ
ｒ－

１
ｒ２
２ｗ
θ（ ）２ －（ｃｏｓ２θ－ｓｉｎ２θ）１ｒ２

ｗ
θ－

１
ｒ
２ｗ
ｒ（ ）θ

并将其代入式（１２１１），得到极坐标表示的Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｘｙ，Ｑｘ，Ｑｙ。然后把ｘ轴
和ｙ轴分别转到微元体的ｒ方向和θ方向，使该微元体的θ坐标为零，则该微元
体的Ｍｒ，Ｍθ，Ｍｒθ，Ｑｒ，Ｑθ分别成为Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｘｙ，Ｑｘ，Ｑｙ，从而

７５１１２３ 极坐标解答



Ｍｒ＝－Ｄ
２ｗ
ｘ２＋ν

２ｗ
ｙ（ ）２ θ＝０

＝－Ｄ 
２ｗ
ｒ２ ＋ν

１
ｒ
ｗ
ｒ＋

１
ｒ２
２ｗ
θ（ ）［ ］２

Ｍθ＝－Ｄ
２ｗ
ｙ２

＋ν
２ｗ
ｘ（ ）２ θ＝０

＝－Ｄ １
ｒ
ｗ
ｒ＋

１
ｒ２
２ｗ
θ（ ）２ ＋ν

２ｗ
ｒ［ ］２

Ｍｒθ＝－Ｄ（１－ν）
２ｗ
ｘ（ ）ｙ θ＝０

＝－Ｄ（１－ν）１ｒ
２ｗ
ｒθ－

１
ｒ２
ｗ（ ）θ

Ｑｒ＝－Ｄ

ｘ
２ｗ
ｘ２＋

２ｗ
ｙ（ ）２ θ＝０

＝－Ｄｒ
（

Δ

２ｗ）

Ｑθ＝－Ｄ

ｙ
２ｗ
ｘ２＋

２ｗ
ｙ（ ）２ θ＝０

＝－Ｄ１ｒ

θ
（

Δ

２ｗ

烍

烌

烎）

（１２１９）

１２３２ 边界条件

通过类似矩形薄板的讨论，可知圆形薄板的圆柱面和径向面上，总的横向剪

力分别为

Ｖｒ＝Ｑｒ＋
１
ｒ
Ｍｒθ
θ
， Ｖθ＝Ｑθ＋

Ｍθｒ
ｒ

固定边界

ｗ｜ｒ＝ａ，
ｗ
ｒ｜ｒ＝ａ＝０

（１２２０）

简支边界

ｗ｜ｒ＝ａ， Ｍｒ｜ｒ＝ａ＝Ｍｒ （１２２１）

自由边界

Ｍｒ｜ｒ＝ａ， Ｖｒ｜ｒ＝ａ＝ Ｑｒ＋
１
ｒ
Ｍｒθ（ ）θ ｒ＝ａ

＝０ （１２２２）

由于圆板边界是光滑连续的闭曲线，故在将分布扭矩Ｍｒθ转换为等效横向
剪力后，不存在集中力。

１２３３ 轴对称问题

（１）方程的解
如果圆形薄板所受横向荷载对称于ｚ轴，那么挠度也将对称于ｚ轴，即ｗ

只是ｒ的函数，与θ无关。此时，挠曲微分方程简化为

Ｄ ｄ２

ｄｒ２＋
１
ｒ
ｄ
ｄ（ ）ｒ ｄ２ｗ

ｄｒ２＋
１
ｒ
ｄｗ
ｄ（ ）ｒ ＝ｑ （１２２３ａ）
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或

１
ｒ
ｄ
ｄｒｒ

ｄ
ｄｒ
１
ｒ
ｄ
ｄｒｒ

ｄｗ
ｄ（ ）［ ］｛ ｝ｒ ＝ｑＤ

（１２２３ｂ）

其解为

ｗ＝Ｃ１ｌｎｒ＋Ｃ２ｒ２ｌｎｒ＋Ｃ３ｒ２＋Ｃ４＋ｗｐ
其中，ｗｐ是任意一个特解，可以根据荷载ｑ来选择，例如可从方程（１２２３）积分
得到

ｗｐ＝
１
Ｄ∫ｄｒｒ∫ｒｄｒ∫ｄｒｒ∫ｒｑｄｒ

（２）内力计算
内力计算公式简化为

Ｍｒ＝－Ｄ
ｄ２ｗ
ｄｒ２＋

ν
ｒ
ｄｗ
ｄ（ ）ｒ

Ｍθ＝－Ｄ
１
ｒ
ｄｗ
ｄｒ＋ν

ｄ２ｗ
ｄｒ（ ）２

Ｑｒ＝－Ｄ
ｄ
ｄｒ
ｄ２ｗ
ｄｒ２＋

１
ｒ
ｄｗ
ｄ（ ）ｒ

Ｍｒθ＝Ｑθ

烍

烌

烎＝０

（１２２４）

（３）均布荷载
对于受均布荷载ｑ０作用、周边固定的薄板（图１２７），式（１２２３）的特解可

以积分得到

ｗｐ＝
ｑ０ｒ４

６４Ｄ

如果在薄板中心没有孔，那么常数Ｃ１，Ｃ２均为零，否则在薄板中心处挠度或内
力将无穷大，于是有

ｗ＝Ｃ３ｒ２＋Ｃ４＋
ｑ０ｒ４

６４Ｄ

边界条件为

ｗ｜ｒ＝ａ＝０，
ｄｗ
ｄｒ ｒ＝ａ

＝０

由此得

９５１１２３ 极坐标解答



Ｃ３＝－
ｑ０ａ２

３２Ｄ
， Ｃ４＝

ｑ０ａ４

６４Ｄ

从而得到圆形薄板挠度方程

ｗ＝ｑ０６４Ｄ
（ａ２－ｒ２）２

图１２７ 均布压力 图１２８ 集中荷载 图１２９ 均布弯矩

（４）集中荷载
周边固定的圆形薄板，在中心作用集中力Ｐ（图１２８）。由于横向荷载

ｑ＝０，故特解ｗｐ＝０，问题的解为

ｗ＝Ｃ′１ｌｎｒ＋Ｃ′２ｒ２ｌｎｒ＋Ｃ′３ｒ２＋Ｃ′４
或写成

ｗ＝Ｃ１ｌｎ
ｒ
ａ＋Ｃ２ｒ

２ｌｎｒａ＋Ｃ３ｒ
２＋Ｃ４

在板中心处，挠度应为有限值，故Ｃ１＝０。根据固定边界条件ｗ｜ｒ＝ａ＝０和

ｄｗ／ｄｒ｜ｒ＝ａ＝０，可得

Ｃ３ａ２＋Ｃ４＝０ （ａ）

Ｃ２＋２Ｃ３＝０ （ｂ）

假想在圆板中央截取一半径为ε的小圆板，根据平衡条件有

∫
２π

０
Ｑｒｒｄθ＋Ｐ＝０

即

Ｑｒ２πｒ＋Ｐ＝０ （ｃ）

根据式（１２２４），有

Ｑｒ＝－
４ＤＣ２
ｒ

代入式（ｃ）得Ｃ２，再代入式（ａ）和（ｂ）得
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Ｃ２＝
Ｐ
８πＤ
， Ｃ３＝－

Ｐ
１６πＤ
， Ｃ４＝

Ｐａ２
１６πＤ

最后得到挠度方程

ｗ＝ Ｐ
１６πＤ
（ａ２－ｒ２）＋２ｒ２ｌｎｒ［ ］ａ

最大挠度发生在板中心处

ｗｍａｘ＝
Ｐａ２
１６πＤ

弯矩为

Ｍｒ＝
Ｐ
４π
（１＋ν）ｌｎａｒ［ ］－１

Ｍθ＝
Ｐ
４π
（１＋ν）ｌｎａｒ－［ ］

烍

烌

烎ν

（５）均布弯矩
简支圆形薄板的周边作用均布弯矩Ｍ０（图１２９）。考虑到ｑ＝０及薄板中

心处挠度和内力有限，可知

ｗ＝Ｃ３ｒ２＋Ｃ４ （ａ）

代入边界条件

ｗ｜ｒ＝ａ＝０， Ｍｒ｜ｒ＝ａ＝－Ｄ
ｄ２ｗ
ｄｒ２＋

ν
ｒ
ｄｗ
ｄ（ ）ｒ ｒ＝ａ

＝Ｍ０

可得

Ｃ３＝－
Ｍ０

２Ｄ（１＋ν）
， Ｃ４＝

Ｍ０ａ２

２Ｄ（１＋ν）
（ｂ）

代入式（ａ）得

ｗ＝
Ｍ０

２Ｄ（１＋ν）
（ａ２－ｒ２）

习 题

１２１ 试进行薄板微元受力分析（以中面代表板，将截面应力合成为中面内力），
推导薄板挠曲微分方程

Ｄ

Δ

４ｗ＝ｑ

１６１习 题



１２２ 若长条板（ｂａ）承受的横向荷载仅沿ｘ方向变化即ｑ＝ｑ（ｘ），则板弯曲
成柱形曲面ｗ（ｘ）。试写出其挠曲微分方程。

１２３ 若受横向荷载ｑ作用的矩形薄板平置在Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性地基上，地基反力
为ｐ＝ｋｗ，其中ｋ为地基的基床系数。试写出薄板挠曲微分方程，并用
下述挠度函数求解周边简支时的解答

ｗ ＝∑
∞

ｍ＝１
∑
∞

ｎ＝１
Ａｍｎｓｉｎ

ｍπｘ
ａ ｓｉｎｎπｙｂ

答案：
４ｗ
ｘ４＋２

４ｗ
ｘ２ｙ２

＋
４ｗ
ｙ４

＋ｋｗＤ ＝
ｑ
Ｄ
；

Ａｍｎ＝
４∫
ａ

０∫
ｂ

０
ｑｓｉｎａｘｓｉｎβｙｄｘｄｙ

ａｂ［Ｄ（α２＋β２）２＋ｋ］
，其中α＝ｍπａ

，β＝
ｎπ
ｂ
。

１２４ 设矩形板ａ×ｂ的挠曲面方程具有如下形式：

（１）ｗ＝Ｃ １－ｃｏｓπｘ（ ）ａ １－ｃｏｓπｙ（ ）ｂ ；
（２）ｗ＝Ｃｘｙ（ｘ－ａ）（ｘ－ｂ）；

（３）ｗ＝Ｃｓｉｎπｘａ
·ｓｉｎπｙｂ
。

其中，Ｃ为待定常数。试分别求其对应的边界条件及荷载形式。
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第１３

章

薄壳理论




壳体主要是被两个曲面所限的物体，两曲面之间的距离ｈ称为壳体厚度，
平分壳体厚度的曲面称为中曲面或中面。当壳体厚度比最小曲率半径ｒｍｉｎ等其
他尺寸小得多，例如ｈ／ｒｍｉｎ≤１／２０时，称为薄壳，否则称为厚壳。实际壳体的

ｈ／ｒｍｉｎ多在１／１０００和１／５０之间，故大都可以按薄壳理论进行计算，本章仅讨论
薄壳。

壳体的几何形状和变形现象都很复杂，是具有薄膜和弯曲两重受力特征的

三维特殊结构。为了简化分析，学者们在弹性力学基本假设的基础上引入各种

不同的假设来发展壳体理论，得到了多种控制方程。本章不加推导地给出壳体

理论的一般方程，并针对若干特殊问题做出简化并给出解答。此外，壳体分析用

到复杂的曲面理论，因此本章首先简要介绍曲面理论的几个基本概念。

１３１ 曲面理论简介

１３１１ 第一二次齐式

曲面Ｓ上任意点Ｐ（图１３１ａ）的坐标ｘ，ｙ，ｚ可以用曲线坐标α１，α２表示如
下

ｘ＝ｘ（α１，α２）， ｙ＝ｙ（α１，α２）， ｚ＝ｚ（α１，α２）

此式称为曲面参数方程。Ｐ点的矢径为

ｒ＝ｒ（α１，α２）＝ｘ（α１，α２）ｉ＋ｙ（α１，α２）ｊ＋ｚ（α１，α２）ｋ

而

ｄｒ＝ｒα１
ｄα１＋

ｒ
α２
ｄα２



显然，矢量ｒ
α１
和ｒ
α２
分别指向α１线和α２线的正方向，并与曲线坐标线相切。微

分弧段长的平方为

ｄｓ２＝ｄｒ·ｄｒ＝Ｅｄα２１＋２Ｆｄα１ｄα２＋Ｇｄα２２ （１３１）

其中

Ｅ＝ｒα１
·ｒ
α１
， Ｆ＝ｒα１

·ｒ
α２
， Ｇ＝ｒα２

·ｒ
α２

（１３２）

式（１３１）称为曲面的第一二次齐式，Ｅ，Ｆ，Ｇ 称为第一类基本量。第一二次齐
式表示的是无限邻近的两点间距离。

在曲面上取一组流动的坐标系，其单位基矢量ｅ１和ｅ２分别指向α１线和α２
线的正方向，并与之相切，而ｅ３为曲面的法线方向的单位矢量，并记为ｅ３＝ｅｎ。
显然有

ｅ１＝
ｒ
α１

ｒ
α１
， ｅ２＝

ｒ
α２

ｒ
α２
， ｅｎ＝ｅ１×ｅ２ （１３３）

图１３１ 曲面与曲线坐标

１３１２ 第二二次齐式

过曲面Ｓ上的任一点Ｐ（α１，α２）作切平面Ｔ，通过该点并垂直于Ｔ平面作
法线矢量ｅｎ。在曲面上任取一无限邻近点Ｑ（α１＋ｄα１，α２＋ｄα２），图１３１ｂ中
的虚线为ｄｒ在Ｔ平面上的投影线。Ｑ点到Ｔ平面的距离为

ｄ＝ｅｎ·ｄｒ

＝ｅｎ·
ｒ
α１
ｄα１＋

ｒ
α２
ｄα（ ）２ ＋１２！

２ｒ
α２１
ｄα２１＋２

２ｒ
α１α２

ｄα１ｄα２＋
２ｒ
α２１
ｄα（ ）［ ］２１
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式中略去了二次以上的高阶微量。注意到ｅｎ与
ｒ
α１
，ｒ
α２
正交，有

２ｄ＝Ｌｄα２１＋２Ｍｄα１ｄα２＋Ｎｄα２２ （１３４）

其中

Ｌ＝ｅｎ·
２ｒ
α２１
， Ｎ＝ｅｎ·

２ｒ
α２２
， Ｍ＝ｅｎ·

２ｒ
α１α２

（１３５）

式（１３４）称为曲面的第二二次齐式，Ｌ，Ｍ，Ｎ 称为第二类基本量。第二二次齐
式与曲面上的曲率有密切关系。

１３１３ 主曲率与主曲率线

过壳体中面Ｓ上的任一点Ｐ作垂直于切平面Ｔ的法线ｎ，通过法线ｎ可以
作无数个法截面Π，它们与曲面Ｓ相交可得无数条法截线。这些法截线在Ｐ点
处的曲率称为法曲率。在Ｐ点的所有法曲率中，取极值的曲率称为Ｐ点的主曲
率，对应于主曲率的方向称为Ｐ点的主方向。若曲面上一条曲线在每一点的主
曲率都等于该曲面在该点的主曲率，那么这条曲线称为主曲率线。可以证明，任

何壳体的中面都具有两个正交方向的主曲率线，通常以α，β表示；它们的曲率
分别为ｋ１，ｋ２，曲率半径分别为ｒ１，ｒ２。为了使壳体计算简化，通常把壳体变形
前中面的两个主曲率线方向和中面的法线方向作为壳体的曲线坐标轴，形成主

曲率坐标系ｏαβｚ。令

Ａ＝ ｒα ＝槡Ｅ， Ｂ＝ ｒβ
＝槡Ｇ

则

ｅ１＝
１
Ａ
ｒ
α
， ｅ２＝

１
Ｂ
ｒ
β
， ｅｎ＝ｅ１×ｅ２＝

１
ＡＢ
ｒ
α×

ｒ
β

显然，在正交坐标系中有

Ｆ＝ｒα
·ｒ
β
＝ＡＢｅ１·ｅ２＝０， Ｍ＝ｅｎ·

２ｒ
αβ

＝０

式（１３２）和（１３４）分别变为

ｄｓ２＝Ａ２ｄα２＋Ｂ２ｄβ２ （１３６）

２ｄ＝Ｌｄα２＋Ｎｄβ２ （１３７）

其中，Ａ，Ｂ称为拉梅系数，一般情况下是α，β的函数。Ａ的几何意义是当α坐
标改变时，α线的弧长增量与α坐标增量之比；Ｂ的几何意义是当β坐标改变

５６１１３１ 曲面理论简介



时，β线的弧长增量与β坐标增量之比。给定曲面以后，Ａ，Ｂ可直接求出，其公
式为

Ａ＝ ｘ（ ）α
２
＋ ｙ（ ）α

２
＋ ｚ（ ）α槡

２
， Ｂ＝ ｘ

（ ）β
２
＋ ｙ（ ）β

２
＋ ｚ（ ）β槡

２

（１３８）
此外，还可求得α线和β线的主曲率、曲率半径，它们分别为

ｋ１＝
１
ｒ１
＝ＬＡ２
， ｋ２＝

１
ｒ２
＝ＮＢ２

（１３９）

例如，对于半径为ａ的圆柱面，柱坐标系下的参数方程为

ｘ＝ａｃｏｓθ， ｙ＝ａｓｉｎθ， ｚ＝ｚ

故

ｒ＝ａｃｏｓθｉ＋ａｓｉｎθｊ＋ｚｋ

其中，ｉ，ｊ，ｋ分别为ｘ，ｙ，ｚ轴的单位基矢量。这里，α＝ｚ，β＝θ，不难计算出

Ａ＝１， Ｂ＝ａ

ｅ１＝
１
Ａ
ｒ
ｚ＝ｋ
， ｅ２＝

１
Ｂ
ｒ
θ＝－ｓｉｎθｉ＋ｃｏｓθｊ

ｅｎ＝ｅ１×ｅ２＝－ｃｏｓθｉ－ｓｉｎθｊ

Ｌ＝ｅｎ·
２ｒ
ｚ２＝０
， Ｎ＝ｅｎ·

２ｒ
θ２＝ａ

ｋ１＝
１
ｒ１
＝ＬＡ２＝０
， ｋ２＝

１
ｒ２
＝ＮＢ２＝

１
ａ

１３２ 一 般 理 论

１３２１ 附加假设

Ｌｏｖｅ（１８９８）将Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ提出的薄板假设推广应用到壳体，建立了薄壳理
论。与薄板弯曲相似，薄壳发生微小变形时，也可忽略沿壳体厚度方向的挤压变

形，且认为直法线假设成立，即在变形过程中，中面法线保持为直线并垂直于变

形后的中面。但是，中面不但发生了弯曲，而且也发生了面内的伸缩变形，这一

点与薄板不同。

薄壳中面发生曲率改变时，对应产生横截面（通过法线的截面）上的正应力

和平行于中面的剪应力，这些应力在截面内合成为弯曲力。中面发生面内伸缩
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变形时，对应有中面内的正应力和剪应力，并合成薄膜力。薄壳的弯曲力和薄膜

力是相互影响的，它们共同承担着壳体上的外荷载。

在直法线假设下，只需分析壳体中面的位移即可。常采用正交曲线坐标系

作为局部坐标系，把中面上点的位移分为沿中面切线方向的位移以及垂直于中

面的法向位移。显然，位移只是中面内两个坐标的函数，因此薄壳问题是一种准

二维问题。

１３２２ 平衡方程

（１）内力和应力
在壳体中面上任一点ｏ，沿两个主曲率方向取微小单元体（图１３２）。注意

到壳体厚度方向无挤压应力，单元体上的应力为σα，σβ，ταβ，τβｚ和ταｚ，它们合成
单位中面长度截面上的内力，包括法向力、剪力、横向剪力、弯矩和扭矩。

图１３２ 壳微元体 图１３３ 单位长度截面

在α为常数的截面上，沿β线方向取单位长度（图１３３），其对应的角度为
θ＝１／ｒ２，而ｚ坐标处的长度为（ｒ２－ｚ）θ＝１－ｚ／ｒ２。这样，截面上ｚ坐标处阴
影窄条面积为ｄＡ＝（１－ｚ／ｒ２）ｄｚ。于是，各内力为

Ｎ１＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
σα １－

ｚ
ｒ（ ）
２
ｄｚ， Ｎ１２＝∫

ｈ／２

－ｈ／２
ταβ １－

ｚ
ｒ（ ）
２
ｄｚ

Ｑ１＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
ταｚ １－

ｚ
ｒ（ ）
２
ｄｚ

Ｍ１＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
σαｚ１－

ｚ
ｒ（ ）
２
ｄｚ， Ｍ１２＝∫

ｈ／２

－ｈ／２
ταβｚ１－

ｚ
ｒ（ ）
２
ｄ

烍

烌

烎ｚ

（１３１０）

同理，在β为常数的截面上，有

Ｎ２＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
σβ１－

ｚ
ｒ（ ）
１
ｄｚ， Ｎ２１＝∫

ｈ／２

－ｈ／２
τβα １－

ｚ
ｒ（ ）
１
ｄｚ

Ｑ２＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
τβｚ １－

ｚ
ｒ（ ）
１
ｄｚ

Ｍ２＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
σβｚ１－

ｚ
ｒ（ ）
１
ｄｚ， Ｍ２１＝∫

ｈ／２

－ｈ／２
τβαｚ１－

ｚ
ｒ（ ）
１
ｄ

烍

烌

烎ｚ

（１３１１）
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根据式（１３１０）和（１３１１）可知，尽管剪应力互等（即ταβ＝τβα），但由于曲率
半径一般不等（即ｒ１≠ｒ２），故Ｎ１２≠Ｎ２１，Ｍ１２≠Ｍ２１。然而，在进一步的讨论中
将略去小量ｚ／ｒ１和ｚ／ｒ２的影响，此时有Ｎ１２＝Ｎ２１，Ｍ１２＝Ｍ２１。
求得内力分量后，即可按下式计算薄壳中的主要应力分量

σα
Ｎ１
ｈ＋

Ｍ１ｚ
ｈ３／１２
， σβ

Ｎ２
ｈ＋

Ｍ２ｚ
ｈ３／１２

ταβ
Ｎ１２
ｈ ＋

Ｍ１２ｚ
ｈ３／１２
， τβα

Ｎ２１
ｈ ＋

Ｍ２１ｚ
ｈ３／

烍

烌

烎１２

（１３１２）

根据假定，ταｚ，τβｚ对变形的影响可以忽略不计，但研究平衡时必须考虑它们
或由它们合成的内力Ｑ１，Ｑ２。与薄板类似，Ｑ１，Ｑ２通过平衡方程求得，而不是
像其他内力分量那样，在求得应变之后由本构方程来计算。在壳体分析中，通常

套用薄板弯曲中的相应公式来计算ταｚ，τβｚ，即

ταｚ＝
３
２
（ｈ２－４ｚ２）
ｈ３ Ｑ１， τβｚ＝

３
２
（ｈ２－４ｚ２）
ｈ３ Ｑ２ （１３１３）

（２）平衡方程
在壳体平衡分析中，用作用于中面的壳体内力代替截面上的应力，故平衡分

析可以在中面上进行。根据壳体的静力平衡，可以导出壳体在正交曲线坐标系

ｏαβｚ下的平衡方程

（ＢＮ１）
α －Ｎ２

Ｂ
α＋

（ＡＮ２１）
β

＋Ｎ１２
Ａ
β
－ＡＢ

Ｑ１
ｒ１
＋ＡＢｐ１＝０

（ＡＮ２）
β

－Ｎ１
Ａ
β
＋
（ＢＮ１２）
α ＋Ｎ２１

Ｂ
α－ＡＢ

Ｑ２
ｒ２
＋ＡＢｐ２＝０

ＡＢ
Ｎ１
ｒ１
＋
Ｎ２
ｒ（ ）
２
＋
（ＢＱ１）
α ＋

（ＡＱ２）
β

＋ＡＢｐ３＝０

Ｍ１
Ａ
β
－
（ＡＭ２）
β

－
（ＢＭ１２）
α －Ｍ２１

Ｂ
α＋ＡＢＱ２＝０

Ｍ２
Ｂ
α－

（ＢＭ１）
α －

（ＡＭ２１）
β

－Ｍ１２
Ａ
β
＋ＡＢＱ１

烍

烌

烎＝０

（１３１４）

１３２３ 几何方程

壳体中面位移与中面应变之间的关系即为壳体中面几何方程。中面位移分

量有面内α，β方向的位移ｕ、ｖ和法向ｚ方向的位移ｗ，中面应变分量为：α，β
方向的正应变ε１，ε２和剪应变γ１２；α，β方向的曲率改变χ１，χ２和扭率改变χ１２。
现给出几何方程如下

８６１ 第１３章 薄 壳 理 论



ε１＝
１
Ａ
ｕ
α＋

ｖ
ＡＢ
Ａ
β
－ｗｒ１

ε２＝
１
Ｂ
ｖ
β
＋ｕＡＢ

Ｂ
α－

ｗ
ｒ２

γ１２＝
Ｂ
Ａ

α
ｖ（ ）Ｂ ＋ＡＢ


β
ｕ（ ）

烍

烌

烎Ａ

（１３１５ａ）

χ１＝
１
Ａ

α
ｕ
ｒ１
＋１Ａ
ｗ（ ）α ＋ １ＡＢ

ｖ
ｒ２
＋１Ｂ
ｗ
（ ）β
Ａ
β

χ２＝
１
Ｂ

β
ｖ
ｒ２
＋１Ｂ
ｗ
（ ）β ＋ １ＡＢ

ｕ
ｒ１
＋１Ａ
ｗ（ ）α Ｂα

χ１２＝
１
２
Ｂ
Ａ

α

ｖ
Ｂｒ２
＋１Ｂ２

ｗ
（ ）β ＋ＡＢ


β

ｕ
Ａｒ１
＋１Ａ２

ｗ（ ）［ ］

烍

烌

烎α

（１３１５ｂ）

与薄板类似，把与中面等距离的曲面称为ｚ曲面。ｚ曲面上α，β方向的应
变εｚ１，εｚ２和γｚ１２与中面应变的关系为

εｚ１＝ε１－ｚχ１
εｚ２＝ε２－ｚχ２
γｚ１２＝γ１２－２ｚχ

烍
烌

烎１２

（１３１６）

可见，壳体内任一点的应变状态可以用中面的６个应变分量完全确定。

１３２４ 本构方程

在壳体分析中，采用的坐标系为正交曲线坐标系，故本构方程仍具有广义

Ｈｏｏｋｅ定律的形式。根据假定，挤压应变εｚ＝０，注意到式（１３１６），有

σα＝
Ｅ
１－ν２
［ε１＋νε２－ｚ（χ１＋νχ２）］

σβ＝
Ｅ
１－ν２
［ε２＋νε１－ｚ（χ２＋νχ１）］

ταβ＝
Ｅ

２（１＋ν）
（γ１２－２ｚχ１２

烍

烌

烎）

（１３１７）

将式（１３１７）代入式（１３１０）和（１３１１），并忽略ｚ／ｒ１和ｚ／ｒ２等小量的影响得
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Ｎ１＝
Ｅｈ
１－ν２
（ε１＋νε２）， Ｎ２＝

Ｅｈ
１－ν２
（ε２＋νε１）

Ｎ１２＝Ｎ２１＝
Ｅｈ

２（１－ν２）
（１－ν）γ１２

Ｍ１＝
Ｅｔ３

１２（１－ν２）
（χ１＋νχ２）， Ｍ２＝

Ｅｔ３
１２（１－ν２）

（χ２＋νχ１）

Ｍ１２＝Ｍ２１＝
Ｅｔ３

１２（１－ν２）
（１－ν）χ

烍

烌

烎１２

（１３１８）

上面给出了薄壳问题的３组基本方程即式（１３１４），（１３１５），（１３１８），共

１７个。未知量为Ｎ１，Ｎ２，Ｎ１２，Ｑ１，Ｑ２，Ｍ１，Ｍ２，Ｍ１２，ε１，ε２，γ１２，χ１，χ２，χ１２，ｕ，

ｖ，ｗ，共１７个。未知量数目与方程个数相同，因而问题是可解的。

１３３ 无 矩 理 论

在没有弯矩的状态下工作的壳体称为无矩薄壳，相应的分析理论成为无矩

理论。当满足下述条件时，可以采用无矩理论：（１）壳体中面曲率连续变化；（２）
壳体厚度连续变化；（３）荷载分布连续变化；（４）壳体支撑处只在中面切线方向产
生反力。严格地实现壳体的无矩状态是很不容易做到的，但是具有优越承载特

性的无矩壳体却是设计所追求的。

在壳体理论中，无矩理论形成最早，发展已经很完善。无矩壳体的基本方程

可由壳体理论的一般方程简化得到。

１３３１ 基本方程

当壳体无矩时，Ｍ１＝Ｍ２＝Ｍ１２＝Ｍ２１＝０。根据式（１３１４）中的力矩平衡方
程，有Ｑ１＝Ｑ２＝０。在忽略小量的情况下，Ｎ１２＝Ｎ２１＝Ｓ，因此式（１３１４）成为

（ＢＮ１）
α －Ｎ２

Ｂ
α＋

（ＡＳ）
β

＋ＳＡβ
＋ＡＢｐ１＝０

（ＡＮ２）
β

－Ｎ１
Ａ
β
＋
（ＢＳ）
α ＋ＳＢα＋ＡＢｐ２＝０

Ｎ１
ｒ１
＋
Ｎ２
ｒ（ ）
２
＋ｐ３

烍

烌

烎＝０

（１３１９）

可见，无矩壳体的平衡方程有３个，未知数也是３个。如果给定足够的内力
边界条件，则无矩壳体问题属于静定问题，内力可直接由式（１３１９）求解。求得
内力后，壳体位移可利用几何方程和本构方程求得，即通过下式积分求得
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ε１＝
１
Ａ
ｕ
α＋

ｖ
ＡＢ
Ａ
β
－ｗｒ１

＝１Ｅｈ
（Ｎ１－νＮ２）

ε２＝
１
Ｂ
ｖ
β
＋ｕＡＢ

Ｂ
α－

ｗ
ｒ２
＝１Ｅｈ
（Ｎ２－νＮ１）

γ１２＝
Ｂ
Ａ

α
ｖ（ ）Ｂ ＋ＡＢ


β
ｕ（ ）Ａ ＝２
（１＋ν）
Ｅｈ

烍

烌

烎Ｓ

（１３２０）

如果边界条件以位移的形式给出，则壳体内力必须通过几何方程与平衡方

程耦合求解，因此属于无矩理论中的超静定问题。

１３３２ 圆柱壳

如果空间动直线Ｌ（母线）沿着一条给定的曲线（准线）平行移动，则形成柱
形曲面，以柱形面为中面的壳体称为柱壳。对于半径为ａ的圆柱壳，以母线为

ｘ轴，且令α＝ｘ，β＝φ，则拉梅系数和曲率半径为

Ａ＝１， Ｂ＝ａ， ｒ１＝∞， ｒ２＝ａ

于是，平衡方程成为

Ｎｘ
ｘ ＋

１
ａ
Ｎｘφ
φ

＋ｐ１＝０

Ｎｘφ
ｘ ＋１ａ

Ｎφ
φ
＋ｐ２＝０

１
ａＮφ＋ｐ３

烍

烌

烎＝０

（１３２１）

由式（１３２１）中的第三式立即得出Ｎφ之后，代入第二式积分得Ｎｘφ，然后
由第一式积分得Ｎｘ。积分中出现的任意函数由边界条件确定。

图１３４ 圆柱壳

【例题１３１】 圆柱壳体屋盖受自重作用，简支于两端横隔上。试计算其内
力（图１３４）。
解 设单位面积上的壳自重为ｐ（Ｎ／ｍ２），其分

力为ｐ１＝０，ｐ２＝ｐｓｉｎφ，ｐ３＝ｐｃｏｓφ。
由式（１３２１）中的第三式得

Ｎφ＝－ｐａｃｏｓφ

代入式（１３２１）中的第二式

Ｎｘφ
ｘ ＝－２ｐｓｉｎφ

积分得
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Ｎｘφ＝－２ｐｘｓｉｎφ＋Ｃ１（φ）

将坐标原点取在跨中。由于对称性，ｘ＝０时，Ｎｘφ＝０。于是，Ｃ１＝０，而

Ｎｘφ＝－２ｐｘｓｉｎφ
代入式（１３２１）中的第一式可得

Ｎｘ＝ｐ
ｘ２
ａｃｏｓφ＋Ｃ２

（φ）

为确定Ｃ２，考虑ｘ＝±
ｌ
２
处的边界条件。在ｘ＝±ｌ２

处的屋盖之横隔只能承受

在其平面内的力，故有当ｘ＝ｌ２
时，Ｎｘ＝０。由此得

Ｃ２（φ）＝－ｐ
ｌ２
４ａｃｏｓφ

于是

Ｎｘ＝－ｐ
ｃｏｓφ
４ａ
（ｌ２－４ｘ２）

１３３３ 旋转壳

以平面曲线ｃ为母线，绕平面内直线Ｌ旋转所形成的曲面称为旋转面，以旋转
面为中面的壳体称为旋转壳（图１３５）。通过旋转轴的平面称为子午面，它与中面的
交线称为经线。垂直旋转轴的平面与中面的交线称为纬线或平行圆。根据曲面理

论，经线和纬线就是旋转壳中面的主曲率线。现取经线为α线，纬线为β线，相应的
曲率半径分别为ｒ１和ｒ２。取中面法线与旋转轴的夹角φ为α线的坐标（图１３６），
通过该点的子午面与某一基准子午面的夹角θ作为β线的坐标（图１３５）。
如图１３６所示，中面上任一点ａ（φ，θ）的法线被其相邻点ｂ（φ＋ｄφ，θ）处

的法线所截之线段为ｒ１＝ａｃ，点ａ（φ，θ）的法线被旋转轴所截之线段为ｒ２＝
ａｄ。由于ｄｓ１＝Ａｄα＝ｒ１ｄφ，ｄｓ２＝Ｂｄβ＝ｒｄθ＝ｒ２ｓｉｎφｄθ，故中面的Ｌａｍé系数
为Ａ＝ｒ１，Ｂ＝ｒ＝ｒ２ｓｉｎφ。

图１３５ 旋转壳 图１３６ 子午面
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注意到ｄｒ＝ｒ１ｄφ·ｃｏｓφ，平衡方程（１３１９）简化为

１
ｒ１
Ｎφ
α ＋

ｃｏｔφ
ｒ２
（Ｎφ－Ｎθ）＋

１
ｒ２ｓｉｎφ

Ｎφθ
θ ＋ｐ１＝０

１
ｒ１
Ｎφθ
φ

＋２ｃｏｔφｒ２
Ｎφθ＋

１
ｒ２ｓｉｎφ

Ｎθ
θ＋ｐ２＝０

Ｎφ
ｒ１
＋
Ｎθ
ｒ（ ）
２
＋ｐ３

烍

烌

烎＝０

（１３２２）

位移与内力的关系（１３２０）简化为

ｒ１εφ＝
ｕ
φ
－ｗ＝

ｒ１
Ｅｈ
（Ｎφ－νＮθ）

ｒ２εθ＝
１
ｓｉｎφ
ｖ
θ＋ｕｃｏｔφ－ｗ＝

ｒ２
Ｅｈ
（Ｎθ－νＮφ）

ｒ２γ１２＝
ｒ２
ｒ１
ｖ
φ
－ｖｃｏｔφ＋

１
ｓｉｎφ
ｕ
θ＝

２（１＋ν）ｒ２
Ｅｈ

烍

烌

烎Ｓ

（１３２３）

如果荷载轴对称，即ｐ２＝０，ｐ１和ｐ３与θ无关，则Ｎφθ＝０，而Ｎφ和Ｎθ与θ
无关，式（１３２２）简化为

１
ｒ１
ｄＮφ
ｄφ
＋ｃｏｔφｒ２
（Ｎφ－Ｎθ）＋ｐ１＝０

Ｎφ
ｒ１
＋
Ｎθ
ｒ（ ）
２
＋ｐ３

烍

烌

烎＝０
（１３２４）

式（１３２４）即为旋转壳无矩理论的基本方程。为求解上述方程，可先消去

Ｎθ，然后积分求得Ｎφ。实际上，Ｎφ的求解可采用以下较简便的方案，即先将壳

体沿某一平行圆截开（图１３７），再将微元段ｒｄθ上Ｎφ的竖向分量Ｎφｒｄθｓｉｎφ
求和

∫
２π

０
Ｎφｒｓｉｎφｄθ＝２πＮφｒｓｉｎφ

令它与截出壳体上的外力垂直分量Ｒ之和为零，可得

２πＮφｒｓｉｎφ＋Ｒ＝０

即

Ｎφ＝－
Ｒ

２πｒｓｉｎφ
（１３２５）
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图１３７ Ｎφ的求解 图１３８ 球顶壳

【例题１３２】 设有半径为ａ的球顶壳，单位球面上的自重为ｑ（Ｎ／ｍ２），周
边为铰支承（图１３８）。试求壳体内力。
解 已知ｒ１＝ｒ２＝ａ，ｒ＝ａｓｉｎφ。Ｍ 点以上部分的荷载之合力为

Ｒ＝２π∫φ０ａ２ｑｓｉｎβｄβ＝２πａ２（１－ｃｏｓφ）ｑ
由式（１３２５）得

Ｎφ＝－
Ｒ

２πａｓｉｎ２φ
＝－ａｑ
（１－ｃｏｓφ）
ｓｉｎ２φ

＝－ ａｑ
１＋ｃｏｓφ

注意到ｐ３＝ｑｃｏｓφ，由式（１３２４）得

Ｎθ＝ａｑ
１

１＋ｃｏｓφ
－ｃｏｓ（ ）φ

１３４ 有 矩 理 论

图１３９ 柱壳

１３４１ 一般柱壳方程

在壳体中完全实现无矩的薄膜应力状态很困难，因此有矩理论是必要的。

本节只介绍柱壳。

现考察任意形状的柱壳，图１３９所示为中面
的一部分，其中ＢＣ为母线方向，ＤＥ为准线方向，
它们是中面上的一组曲率族线。取母线为ｘ线，准
线为φ线，以任一组曲率线作为参考轴。于是，中
面上任一点的位置可用（ｘ，φ）来确定。对于一般
柱壳，Ｒ＝Ｒ（φ）。两个主曲率半径为

ｒ１＝∞， ｒ２＝Ｒ（φ）
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而Ｌａｍé系数为Ａ＝１，Ｂ＝Ｒ（φ）。内力和应变下标１，２分别用ｘ，φ代替。不
难得到各种方程。例如，平衡方程（１３１４）可简化为

Ｎｘ
ｘ ＋

１
Ｒ
Ｎｘφ
φ

＋ｐ１＝０

１
Ｒ
Ｎφ
φ
＋
Ｎｘφ
ｘ －

Ｑφ
Ｒ ＋ｐ２＝０

Ｑｘ
ｘ ＋

１
Ｒ
Ｑφ
φ
＋
Ｎφ
Ｒ ＋ｐ３＝０

１
Ｒ
Ｍφ
φ
＋
Ｍｘφ
ｘ －Ｑφ＝０

Ｍｘ
ｘ ＋

１
Ｒ
Ｍｘφ
φ

－Ｑｘ

烍

烌

烎＝０

（１３２６）

先由上式的后两式解出Ｑｘ，Ｑφ然后代入上式的前三式得

Ｒ
Ｎｘ
ｘ＋

Ｎｘφ
φ

＋Ｒｐ１＝０

Ｎφ
φ
＋Ｒ
Ｎｘφ
ｘ －

１
Ｒ
Ｍφ
φ
－
Ｍｘφ
ｘ ＋Ｒｐ２＝０

Ｒ
２Ｍｘ
ｘ２ ＋２

２Ｍｘφ
ｘφ

＋φ
１
Ｒ
Ｍφ
（ ）φ ＋Ｎφ＋Ｒｐ３

烍

烌

烎＝０

（１３２７）

几何方程（１３１５）可简化为

εｘ＝
ｕ
ｘ
， εφ＝

１
Ｒ
ｖ
φ
－ｗＲ
， γｘφ＝

ｖ
ｘ＋

１
Ｒ
ｕ
φ

χｘ＝
２ｗ
ｘ２
， χφ＝

１
Ｒ

φ

ｖ
Ｒ＋

１
Ｒ
ｗ
（ ）φ

χｘφ＝
１
Ｒ
１
２
ｖ
ｘ＋

２ｗ
ｘ（ ）

烍

烌

烎φ

（１３２８）

１３４２ 轴对称问题

对于半径为ａ的圆柱壳，若荷载与φ无关，即

ｐ１＝ｐ１（ｘ）， ｐ２＝０， ｐ３＝ｐ３（ｘ）

则为轴对称问题。此时，ｖ＝０且ｕ和ｗ 只是ｘ的函数而与φ无关。几何方程
简化为

５７１１３４ 有 矩 理 论



εｘ＝
ｄｕ
ｄｘ
， εφ＝－

ｗ
ａ

χｘ＝
ｄ２ｗ
ｄｘ２
， γｘφ＝χφ＝χｘφ

烍

烌

烎＝０
（１３２９）

代入式（１３１８），可知反对称性质的内力Ｎｘφ＝Ｍｘφ＝０，其他内力为

Ｎｘ＝
Ｅｈ
１－ν２

ｄｕ
ｄｘ－ν（ ）ｗａ ， Ｎφ＝

Ｅｈ
１－ν２ －

ｗ
ａ＋ν

ｄｕ
ｄ（ ）ｘ

Ｍｘ＝－Ｄ
ｄ２ｗ
ｄｘ２
， Ｍφ＝－νＤ

ｄ２ｗ
ｄｘ

烍

烌

烎２

（１３３０）

平衡方程（１３２７）简化为

ｄＮｘ
ｄｘ＋ｐ１＝０

（１３３１）

ｄ２Ｍｘ
ｄｘ２ ＋

Ｎφ
ａ ＋ｐ３＝０

（１３３２）

据式（１３３１），Ｎｘ可由ｐ１独立确定，相当于沿柱壳轴线的轴向拉伸。由式
（１３３０）的前两式，可得

Ｎφ＝－
Ｅｈ
ａｗ＋νＮｘ

（ａ）

由式（１３２６）和（１３３０）可知

Ｑｘ＝
ｄＭｘ
ｄｘ ＝－Ｄ

ｄ３Ｍｘ
ｄｘ３

（ｂ）

将式（ａ）、（ｂ）代入式（１３３２）得

Ｄｄ
４ｗ
ｄｘ４＋

Ｅｈ
ａ２ｗ＝ｐ３＋

νＮｘ
ａ

令４β４＝
Ｅｈ
ａ２Ｄ＝

３（１－ν２）
ａ２ｈ２
，有

ｄ４ｗ
ｄｘ４＋４β

４ｗ＝ｐ３Ｄ＋
νＮｘ
ａＤ

（１３３３）

这就是圆柱壳轴对称问题的基本方程。该方程的齐次式为

ｄ４ｗ
ｄｘ４＋４βｗ＝０

设解为ｗ＝ｅλｘ，代入上式得特征方程
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λ４＋４β４＝０

其根为

λ＝±（１±ｉ）β
若方程的特解为ｗｐ（ｘ），则其通解为

ｗ＝ｅβｘ（Ｃ１ｃｏｓβｘ＋Ｃ２ｓｉｎβｘ）＋ｅ－βｘ（Ｃ３ｃｏｓβｘ＋Ｃ４ｓｉｎβｘ）＋ｗｐ（１３３４）

【例题１３３】 设有很长的圆柱壳，在其中部受环向压力Ｐ（单位长度上的
荷载，即线荷载）作用（图１３１０）。试求其位移和内力。

图１３１０ 长圆柱壳

解 由于ｑ＝０，故特解ｗｐ＝０。当ｘ取很大值时，ｅβｘ的值也很大，而此时
径向变形应当很小，故有Ｃ１＝Ｃ２＝０。于是，式（１３３４）成为

ｗ＝ｅ－βｘ（Ｃ３ｃｏｓβｘ＋Ｃ４ｓｉｎβｘ）

考虑到对称性，有

ｄｗ
ｄｘ ｘ＝０

＝０， Ｑｘ｜ｘ＝０＝－
Ｐ
２

由上式中的第一式可得Ｃ３＝Ｃ４＝Ｃ，从而

ｗ＝Ｃｅ－βｘ（ｃｏｓβｘ＋ｓｉｎβｘ）

考虑到式（ｂ），由第二式

Ｑｘ｜ｘ＝０＝－Ｄ
ｄ３ｗ
ｄｘ３ ｘ＝０

＝－Ｐ２

可得Ｃ＝ Ｐ
８β３Ｄ
，于是有

ｗ＝ Ｐ
８β３Ｄψ

１（βｘ）

Ｍｘ＝－Ｄ
ｄ２ｗ
ｄｘ２＝

Ｐ
４βψ２
（βｘ）

７７１１３４ 有 矩 理 论



Ｑｘ＝－Ｄ
ｄ３ｗ
ｄｘ３＝－

Ｐ
２ψ３
（βｘ）

其中

ψ１（βｘ）＝ｅ－βｘ（ｃｏｓβｘ＋ｓｉｎβｘ）

ψ２（βｘ）＝ｅ－βｘ（ｃｏｓβｘ－ｓｉｎβｘ）

ψ３（βｘ）＝ｅ－βｘｃｏｓβｘ

不难得出：当ｘ＝０时，ｗ 最大，即ｗｍａｘ＝Ｐ／（８β３Ｄ），且随ｘ增大而迅速地
衰减。

习 题

１３１ 除了基本假设外，壳体理论还基于哪些附加假设？它们与薄板假设有何
异同？

１３２ 设圆柱壳贮液筒下端固定在底板上，上端开口，满装重度为γ的液体。
柱壳半径为ａ，高为Ｈ。试采用无矩理论求筒壁的内力。
答案：Ｎｘ＝０，Ｎφ＝ａ（Ｈ－ｘ）γ，Ｎｘφ＝０。

１３３ 底部简支的锥形截顶壳，顶周边受垂直荷载ｐ作用。试计算其内力。

题１３２图 题１３３图
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变分原理与变分法

弹性力学问题在数学上遇到很多困难，对于那些不能直接从微分方程组获

得解析解答的问题，只能采用近似方法。到目前为止，所发展的近似方法主要有

变分法、有限差分法、有限单元法等。其中，变分法基于变分原理，该原理将以微

分方程形式给出的边值问题归结为泛函极值问题；而有限单元法作为目前应用

最广泛的数值方法，其理论基础也是变分原理。

本章首先给出微分方程的等效积分形式，并在此基础上推导势能变分原理；

然后介绍基于势能变分原理的位移变分法；最后推导余能变分原理。

１４１ 等效积分形式

１４１１ 微分方程形式

弹性力学问题被归结为微分方程的某种边值问题，其控制方程和边界条件

可一般地表示为

Ａ（ｕ）＝
Ａ１（ｕ）

Ａ２（ｕ）烅
烄

烆
烍
烌

烎…
＝０ 在Ω内 （１４１）

Ｂ（ｕ）＝
Ｂ１（ｕ）

Ｂ２（ｕ）烅
烄

烆
烍
烌

烎…
＝０ 在Γ上 （１４２）

其中，待求解的未知函数ｕ是位移或应力等；Ａ和Ｂ为对于独立变量（例如空间
坐标）的微分算子。例如，平衡微分方程（２５ｂ）和应力边界条件（２１０ａ）可写为

Ａｉ＝σｉｊ，ｊ＋ｆｉ＝０ （ｉ，ｊ＝１，２，３）

Ｂｉ＝ｎｊσｉｊ－ｐｉ＝０ （ｉ，ｊ＝１，２，３）



１４１２ 等效积分形式

现在来研究微分方程的等效积分形式。由于控制方程在域内每一点都必须

为零，因此有

∫ΩνＴＡ（ｕ）ｄΩ＝∫ΩｖｉＡｉ（ｕ）ｄΩ＝０ （ａ）

其中，ν＝［ｖ１ ｖ２ ⋯］Ｔ是函数向量，它是一组同微分方程个数相等的任意可
积（在Ω内）函数。
不难证明，式（ａ）是与微分方程组（１４１）完全等效的积分形式，即式（ａ）成

立，则式（１４１）成立。假设Ａ（ｕ）在Ω内不处处为零，则由于ν可以任意选择，
我们选ν为处处与Ａ（ｕ）同号的函数，于是νＴＡ（ｕ）在域内恒正。可见，要满足
式（ａ），必须Ａ（ｕ）≡０。
同理，假如边界条件（１４２）在边界上每点都得到满足，对于一组任意可积

（在Γ上）函数珔ν应当成立

∫Γ珔νＴＢ（ｕ）ｄГ＝∫Г珔ｖｉＢｉ（ｕ）ｄГ＝０ （ｂ）

这样，就可得到与控制方程（１４１）和边界条件（１４２）等效的积分形式

∫ΩｖｉＡｉ（ｕ）ｄΩ＋∫Г珔ｖｉＢｉ（ｕ）ｄГ＝０ （１４３）

此即微分方程的等效积分形式。例如，前述平衡微分方程和应力边界条件的等

效积分形式为

∫Ω（σｉｊ，ｊ＋ｆｉ）ｖｉｄΩ＋∫Γσ（ｎｊσｉｊ－珔ｐｉ）珔ｖｉｄΓ＝０ （ｉ，ｊ＝１，２，３）

１４２ 势能变分原理

１４２１ 虚位移原理

在弹性力学问题中，微分方程包括３组控制方程和２组边界条件。如果假
设位移函数事先已经满足位移边界条件，且应变根据几何方程由位移确定，应力

根据本构方程由应变确定，则此位移仍需满足的条件只剩下平衡微分方程和应

力边界条件。下面将它们写成等效积分形式，并通过分部积分推导虚位移原理。

注意到虚位移（虚位移应理解为真实位移的变分）的任意性，可不失一般性
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地以虚位移δｕｉ为任意函数珔ｖｉ，而ｖｉ＝－珔ｖｉ。这样，平衡微分方程和应力边界条
件的等效积分形式成为

－∫Ω（σｉｊ，ｊ＋ｆｉ）δｕｉｄΩ＋∫Γσ（ｎｊσｉｊ－珔ｐｉ）δｕｉｄΓ＝０ （ａ）

对上式中左边第一项进行分部积分

∫Ωσｉｊ，ｊδｕｉｄΩ＝∫Ω（σｉｊδｕｉ），ｊｄΩ－∫Ωσｉｊδｕｉ，ｊｄΩ （ｂ）

根据Ｇａｕｓｓ散度定理

∫Ω Ｕｘｘ ＋
Ｕｙ
ｙ ＋

Ｕｚ
（ ）ｚ ｄΩ＝∫Γ（Ｕｘｌ＋Ｕｙｍ＋Ｕｚｎ）ｄΓ

即

∫ΩＵｉ，ｉｄΩ＝∫ΓＵｉｎｉｄΓ
有

∫Ω（σｉｊδｕｉ），ｊｄΩ＝∫ΓｎｊσｉｊδｕｉｄΓ＝∫ΓσｎｊσｉｊδｕｉｄΓ＋∫ΓｕｎｊσｉｊδｕｉｄΓ （ｃ）
虚位移是可能位移，故在满足给定位移的位移边界Γｕ上，虚位移为零，因

为它不再有任何变化的可能。这样，上式中的最后一项为零。由于应变与位移

满足几何方程，故有

δεｉｊ＝
１
２
（δｕｉ，ｊ＋δｕｊ，ｉ）

考虑到应力张量的对称性，式（ｂ）中最后一项为

∫Ωσｉｊδｕｉ，ｊｄΩ＝∫Ω１２（σｉｊδｕｉ，ｊ＋σｊｉδｕｊ，ｉ）ｄΩ＝∫ΩσｉｊδεｉｊｄΩ （ｄ）

将式（ｃ），（ｄ）代入式（ｂ）得

∫Ωσｉｊ，ｊδｕｉｄΩ＝∫ΓσｎｊσｉｊδｕｉｄΓ－∫ΩσｉｊδεｉｊｄΩ （ｅ）

再代入式（ａ）得

∫ΩσｉｊδεｉｊｄΩ－∫ΩｆｉδｕｉｄΩ－∫Γσ珔ｐｉδｕｉｄΓ＝０ （１４４ａ）

１８１１４２ 势能变分原理



或

∫ΩσｉｊδεｉｊｄΩ＝∫ΩｆｉδｕｉｄΩ＋∫Γσ珔ｐｉδｕｉｄΓ （１４４ｂ）

显然，上式的右边是外力在虚位移上所做的虚功δＷ，而左边则是物体内应
力在虚应变上的虚应变能δＵ。可见，式（１４４）即虚功方程，与其相对应的虚位
移原理可表述如下：如果物体在外力作用下处于平衡状态，那么在虚位移发生

时，物体的虚应变能等于外力所做虚功，即

δＵ＝δＷ （１４５）

根据前面的分析，在事先或自动满足几何方程、位移边界条件和本构方程这

３个附加条件的前提下，虚功方程将与弹性力学全部微分方程等价。其中的本
构方程是否为线性，在推导过程中并没有提出任何要求。因此不论材料是线性

的还是非线性的，虚位移原理都成立。此外，要求事先满足的位移边界条件称为

强制边界条件。

１４２２ 势能变分原理

（１）一般形式
变分原理涉及到泛函驻值问题。简单地说，若把自变量（例如位置坐标）的

函数称为自变函数，则泛函就是自变函数的函数。例如，应力和应变就是自变函

数，它们是坐标的函数；应变能就是泛函，它是应变的函数。

采用变分原理求解连续介质问题，首先需要建立一个标量泛函Π，它是未
知场函数ｕ（例如位移场、应力场、温度场、水头场等）及其导数的函数，可一般地
写成

Π＝∫ΩＦ ｕ，ｕｘ（ ），⋯ ｄΩ＋∫ΓＥ ｕ，ｕｘ（ ），⋯ ｄΓ
问题的真实解ｕ使泛函Π对于自变函数的微小变化δｕ取驻值，即泛函的变分
等于零

δΠ＝０ （１４６）

这就是变分原理。下面介绍弹性力学中的势能变分原理，并在虚位移原理的基

础上加以证明。

（２）势能泛函
在外力作用下，弹性体内部将产生应力和应变，外力所做的功以弹性应变能

的形式储存起来。根据第５章，应变能密度Ｗε及整个物体的应变能Ｕ 分别为
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Ｗε＝∫
εｉｊ

０
σｉｊｄεｉｊ （１４７ａ）

Ｕ＝∫ΩＷεｄΩ （１４７ｂ）

对于线性弹性介质，σｉｊ＝Ｄｉｊｋｌεｋｌ，从而

Ｗε＝
１
２σｉｊεｉｊ＝

１
２Ｄｉｊｋｌεｋｌεｉｊ

（１４８ａ）

Ｕ＝１２∫ΩσｉｊεｉｊｄΩ＝１２∫ΩＤｉｊｋｌεｋｌεｉｊｄΩ （１４８ｂ）

通常以物体无变形状态作为计算外力势能的零点。外力场通过做功释放一

部分势能，故外力做功将使其势能降低，因此外力势能就是外力功的负值。功是

力与力的作用点在力作用方向上的位移之积，即力矢量与相应位移矢量的标量

积。于是，外力势能由下式计算

Ｖ＝－∫ΩｆｉｕｉｄΩ－∫Γσ珔ｐｉｕｉｄΓ （１４９）

物体的总势能Πｐ定义为物体的应变能Ｕ 与外力势能Ｖ之和

Πｐ＝Ｕ＋Ｖ （１４１０）

即

Πｐ＝∫ΩＷεｄΩ－∫ΩｆｉｕｉｄΩ－∫Γσ珔ｐｉｕｉｄΓ （１４１１）

对于线性弹性体，有

Πｐ＝
１
２∫ΩσｉｊεｉｊｄΩ－∫ΩｆｉｕｉｄΩ－∫Γσ珔ｐｉｕｉｄΓ （１４１２）

（３）变分原理
总势能Πｐ是一种泛函。势能变分原理可叙述如下：在所有满足边界条件

的协调位移中，那些满足静力平衡条件的位移使物体势能泛函取驻值，即势能的

变分为零

δΠｐ＝δＵ＋δＶ＝０ （１４１３）

此式就是变分方程。对于线性弹性介质，势能取最小值，即

δ２Πｐ＝δ２Ｕ＋δ２Ｖ ≥０ （１４１４）

３８１１４２ 势能变分原理



此时的势能变分原理就是著名的最小势能原理。对这一原理可作如下通俗的理

解：在自然状态下，水总是从高处向低处流，边坡总是有向下滑动的趋势。这类

现象揭示出一种普遍的自然规律，即势能总有最小化的趋向。

首先，在虚位移原理的基础上证明势能泛函的变分为零，即泛函驻值条件

（１４１３）。为此，对式（１４１１）求变分

δΠｐ＝∫ΩδＷεｄΩ－∫ΩｆｉδｕｉｄΩ－∫Γσ珔ｐｉδｕｉｄΓ
＝∫Ω

Ｗε
εｉｊ
δεｉｊｄΩ－∫ΩｆｉδｕｉｄΩ－∫Γσ珔ｐｉδｕｉｄΓ （ａ）

根据式（１４７），有
Ｗε
εｉｊ

＝σｉｊ。将其代入式（ａ）得

δΠｐ＝∫ΩσｉｊδεｉｊｄΩ－∫ΩｆｉδｕｉｄΩ－∫Γσ珔ｐｉδｕｉｄΓ
将上式与虚功方程（１４４）比较，可证式（１４１３）。

现证明线性弹性条件下势能取最小值。以ｕｉ表示真实位移，ｕｉ 表示可能
位移并令

ｕｉ ＝ｕｉ＋δｕｉ （ｂ）

代入几何方程，有

εｉｊ ＝εｉｊ＋δεｉｊ （ｃ）

将式（ｂ），（ｃ）代入式（１４１２），可得

Πｐ＝
１
２∫ΩＤｉｊｋｌεｋｌεｉｊｄΩ－∫ΩｆｉｕｉｄΩ－∫Γσ珔ｐｉｕ


ｉｄΓ

＝Πｐ＋δΠｐ＋
１
２∫ΩＤｉｊｋｌδεｋｌδεｉｊｄΩ （ｄ）

根据泛函驻值条件，一阶变分δΠｐ＝０。考虑到应变能的非负性，由式（ｄ）知

Πｐ－Πｐ≥０

即可能位移对应的势能总是不小于真实位移对应的势能，从而最小势能原理得证。

【例题１４１】 试通过最小势能原理给出薄板弯曲问题的控制方程和力的
边界条件。

解 薄板的势能为

Πｐ＝
Ｅ

２（１－ν２）∫Ω ε２ｘ＋２νεｘεｙ＋ε２ｙ＋１－ν２ γ２ｘ［ ］ｙ ｄΩ－∫ＡｑｗｄＡ
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其中，Ａ薄板中面面积。将应变挠度关系代入上式，并对ｚ进行积分得

Πｐ＝
Ｄ
２∫Ａ （

Δ

２ｗ）２＋２（１－ν） 
２ｗ
ｘ（ ）ｙ
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现对势能取变分，例如第一项的变分
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对上式的最后一项进行分部积分，注意到沿板的整个边界上非积分项为零，有
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同理可得其他项的积分，从而
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在板面积域内，变分δｗ 是任意的，从而
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５８１１４２ 势能变分原理



此即薄板挠曲微分方程。在固支边界上，因δｗ＝０，δｗｎ ＝０，故没有力的边界

条件。在简支边界上，δｗ＝０而δｗｎ
是任意的，故有
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对平行于ｙ轴的边界，α＝０，上式成为
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在自由边界上，δｗ 和δｗｎ
都是任意的。因此，式（ａ）中δｗ 和δｗｎ

的系数均

应为零。当边界平行于ｙ轴时，由δｗｎ
的任意性可得式（ｃ）；由δｗ 的任意性可

得

３ｗ
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此即
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１４３ 位移变分法

最小势能原理的变分方程与平衡微分方程和应力边界条件等价。因此在应

用该原理求解问题时，只要能找到所有满足位移边界条件的位移，那么其中使总

势能取最小值的位移就是真实位移。通常我们只能找到某些满足位移边界条件

的位移，而不能找出全部。因此，利用变分法求解得到的是近似解。

１４３１ Ｒｉｔｚ法

选取位移函数使其满足位移边界条件，利用最小势能原理求解问题，这种方

法称为Ｒｉｔｚ法。
（１）空间问题
设定的位移表达式中包含待定常数，例如
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（１４１５）

其中，ｕ０，ｖ０，ｗ０为设定的函数，它们的边界值等于边界上已知的位移；ｕｍ，ｖｍ，

ｗｍ 为在边界上等于零的设定函数；待定常数Ａｍ，Ｂｍ，Ｃｍ 用位移变分方程确
定。

位移的变分是由Ａｍ，Ｂｍ，Ｃｍ 的变分来实现的，故
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ｍ
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ｍ
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ｍ
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注意到变分δＡｍ，δＢｍ，δＣｍ 的任意性，故有
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（１４１７）

（２）平面问题
对于平面应力问题（设ｔ＝１），变分方程为
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应变能计算式为

７８１１４３ 位移变分法
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（３）薄板弯曲
在薄板弯曲问题中，σｚ＝τｙｚ＝τｚｘ＝０，因此板的应变能为
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将挠度ｗ 表示为

ｗ＝ｗ０＋∑
ｍ
Ｃｍｗｍ （ｍ ＝１，２，３，⋯） （１４２１）

若板上只作用横向分布荷载ｑ，则变分方程成为
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图１４１ 简支薄板

【例题１４２】 设长为ａ、宽为ｂ的四边简支矩形
薄板（图１４１）受均布横向荷载ｑ０作用。试用Ｒｉｔｚ
法求薄板挠度。

解 取挠度为重三角级数
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显然，上述挠度函数满足位移边界条件。将其代入式（１４２０）得
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从而
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１４３２ Ｇａｌｅｒｋｉｎ法

如果选取位移函数，使位移边界条件和应力边界条件均得到满足，则导致

Ｇａｌｅｒｋｉｎ法。此时，位移仍需满足的条件只剩下平衡微分方程。
（１）空间问题
平衡微分方程的等效积分形式为

∫Ω（σｉｊ，ｊ＋ｆｉ）δｕｉｄΩ＝０ （ｉ，ｊ＝１，２，３）
即

∫Ω σｘｘ ＋τｙｘｙ ＋
τｚｘ
ｚ ＋（ ）Ｘ δｕｄΩ＝０
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烍

烌

烎０

将位移表示的平衡微分方程（６９ｂ）及位移变分（１４１６）代入上式，可得

∫Ω Ｅ
２（１＋ν）

１
１－２ν

θ
ｘ＋

Δ

２（ ）ｕ ＋［ ］ＸｕｍｄΩ

∫Ω Ｅ
２（１＋ν）

１
１－２ν

θ
ｙ＋

Δ

２（ ）ｖ ＋［ ］ＹｖｍｄΩ （ｍ ＝１，２，３，⋯）

∫Ω Ｅ
２（１＋ν）

１
１－２ν

θ
ｚ＋

Δ

２（ ）ｗ ＋［ ］Ｚｗｍｄ

烍

烌

烎Ω

（１４２３）
此即空间问题的Ｇａｌｅｒｋｉｎ法求解公式。
（２）平面问题
对于平面应力问题（设厚度ｔ＝１），Ｇａｌｅｒｋｉｎ公式为

９８１１４３ 位移变分法



∫∫Ａ Ｅ
１－ν２

２ｕ
ｘ２＋

１－ν
２
２ｕ
ｙ２

＋１＋ν２
２ｖ
ｘ（ ）ｙ ＋［ ］Ｘｕｍｄｘｄｙ

∫∫Ａ Ｅ
１－ν２

２ｖ
ｙ２

＋１－ν２
２ｖ
ｘ２＋

１＋ν
２
２ｕ
ｘ（ ）ｙ ＋［ ］Ｙｖｍｄｘｄ

烍

烌

烎ｙ

（ｍ＝１，２，３，⋯）

（１４２４）
（３）薄板弯曲
薄板弯曲问题的平衡方程为Ｄ（

Δ

４ｗ）＝ｑ，其等效积分形式为

∫∫Ａ［Ｄ（

Δ

４ｗ）－ｑ］δｗｄｘｄｙ＝０

将满足位移边界条件和力的边界条件的挠度ｗ 表达式（１４２１）代入上式，注意
到δＣｍ 的任意性，可得薄板弯曲问题的Ｇａｌｅｒｋｉｎ公式

∫∫Ａ［Ｄ（

Δ

４ｗ）－ｑ］ｗｍｄｘｄｙ＝０ （ｍ＝１，２，３，⋯） （１４２５）

图１４２ 固支薄板

【例题１４３】 设长为２ａ、宽为２ｂ的矩形薄板
（图１４２）受均布荷载ｑ０作用。试用Ｇａｌｅｒｋｉｎ法求
薄板挠度。

解 将坐标原点取在板的中心。取挠度为

ｗ＝Ｃ１ｗ１＝Ｃ１（ｘ２－ａ２）２（ｙ２－ｂ２）２

不难发现，上式满足位移边界条件（该问题没有力的

边界条件），代入Ｇａｌｅｒｋｉｎ公式（１４２５）

∫∫Ａ（Ｄ

Δ

４ｗ－ｑ０）ｗ１ｄｘｄｙ＝０

可解得

Ｃ１＝
７ｑ０

１２８（ａ４＋ｂ４＋４ａ２ｂ２／７）Ｄ

ｗ＝
７ｑ０

１２８（ａ４＋ｂ４＋４ａ２ｂ２／７）Ｄ
（ｘ２－ａ２）２（ｙ２－ｂ２）２

当ａ＝ｂ时，有

ｗ＝
４９ｑ０
２３０４Ｄａ４
（ｘ２－ａ２）２（ｙ２－ｂ２）２

最大挠度为
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ｗｍａｘ＝
４９ｑ０ａ４

２３０４Ｄ＝０．０２１３
ｑ０ａ４

Ｄ

与精确解（０．０２０３ｑ０
ａ４

Ｄ
）相比大了５％。

１４４ 余能变分原理

１４４１ 虚应力原理

假设应力事先已满足平衡微分方程和应力边界条件，且应变根据本构方程

由应力确定，则此应力仍需满足的条件只剩下几何方程和位移边界条件。以应

力变分δσｉｊ和面力变分δｐｉ（其中ｐｉ≡σｉｊｎｊ）为任意函数，几何方程和位移边界条
件的等效积分形式为

∫Ω εｉｊ－１２（ｕｉ，ｊ＋ｕｊ，ｉ［ ］）δσｉｊｄΩ＋∫Γｕ（ｕｉ－ｕｉ）δｐｉｄΓ＝０ （１４２６）
对上式进行分部积分可得

∫Ω（εｉｊδσｉｊ＋ｕｉδσｉｊ，ｊ）ｄΩ－∫ΓｕｉδσｉｊｎｊｄΓ＋∫Γｕ（ｕｉ－ｕｉ）δｐｉｄΓ＝０
根据前提条件，平衡微分方程和应力边界条件已得到满足。对其变分，可知在

Ω内δσｉｊ，ｊ＝０，在Γσ上δｐｉ＝０。于是，上式可简化为

∫ΩεｉｊδσｉｊｄΩ－∫ΓｕｕｉδｐｉｄΓ＝０ （１４２７）

这就是虚应力原理的虚功方程。该原理可叙述如下：虚应力在位移边界处给定

位移上所做的余虚功等于应变在虚应力上所做的余虚功。

可见，虚功方程（１４２７）连同附加条件（平衡微分方程、应力边界条件和本构
方程）等价于弹性力学全部方程。

１４４２ 余能变分原理

物体的余能Πｃ定义为物体的应变余能Ｕσ与给定位移边界Γｕ上的边界反
力（包括支座反力）的余势Ｖｃ之和

Πｃ＝Ｕσ＋Ｖｃ （１４２８）

现给出Ｕσ和Ｖｃ的定义和计算方法。应变余能密度Ｗσ定义为

１９１１４４ 余能变分原理



Ｗσ＝∫
σｉｊ

０
εｉｊｄσｉｊ （１４２９）

整个物体的应变余能为

Ｕσ＝∫ΩＷσｄΩ （１４３０）

对于线性弹性介质，εｉｊ＝Ｃｉｊｋｌσｋｌ，从而

Ｗσ＝
１
２σｉｊεｉｊ＝

１
２Ｃｉｊｋｌσｋｌσｉｊ

（１４３１）

Ｕσ＝
１
２∫ΩσｉｊεｉｊｄΩ＝１２∫ΩＣｉｊｋｌσｋｌσｉｊｄΩ （１４３２）

在边界Γｕ上给定了位移珔ｕ，作用在Γｕ上的边界反力为ｐ，则边界反力的势
由下式计算

Ｖｃ＝－∫Γｕｐｉ珔ｕｉｄΓ （１４３３）

物体总余能为

Πｃ＝∫ΩＷσｄΩ－∫Γｕｐｉ珔ｕｉｄΓ （１４３４）

余能变分原理可叙述如下：在一切静力可能应力状态中，真实状态使物体的

余能取驻值，即

δΠｃ＝δＵσ＋δＶｃ＝０ （１４３５）

对于线性弹性介质，余能取最小值，即

δ２Πｃ＝δ２Ｕσ＋δ２Ｖｃ≥０ （１４３６）

此时的余能变分原理称为最小余能原理。采用证明最小势能原理的方法，容易

证明最小余能原理。

事实上，将本构方程εｉｊ＝
Ｗσ
σｉｊ
代入虚功方程（１４２７），便立即得到余能变分

方程。利用最小余能原理求解时，选取的应力场需满足平衡微分方程和应力边

界条件。通常情况下并不容易做到，因而这一原理的应用受到了一定的限制，本

章对此也不准备加以讨论。

习 题

１４１ 应变能与应变余能有何关系？试在虚应力原理的基础上证明余能变分原理。
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１４２ 取下式为挠度函数，采用Ｇａｌｅｒｋｉｎ法求解例题１４３。

ｗ＝Ｃ１１＋ｃｏｓ
πｘ（ ）ａ １＋ｃｏｓπｙ（ ）ｂ

答案：ｗ＝
４ｑ０ａ４

（３＋２ａ２／ｂ２＋３ａ４／ｂ４）π４Ｄ １＋ｃｏｓ
πｘ（ ）ａ １＋ｃｏｓπｙ（ ）ｂ

１４３ 设长为ａ、宽为ｂ的矩形薄板两对边简支、两对边固支，受均布横向荷载

ｑ０作用。取挠度函数如下，并用Ｒｉｔｚ法求解。

ｗ ＝∑
∞

ｍ＝１
∑
∞

ｎ＝１
Ｃｍｎ １－ｃｏｓ

２ｍπｘ（ ）ａ ｓｉｎｎπｙｂ

答案：ｗ ＝∑
∞

ｍ＝１
∑
∞

ｎ＝１
Ｃｍｎｓｉｎ

ｍπｘ
ａ ｓｉｎｎπｙｂ

题１４３图 题１４４图

１４４ 设半径为ａ圆形薄板边界固支，受横向荷载ｑ＝ｑ０
ｒ
ａ
作用。取挠度函数

ｗ＝Ｃ１１－
ｒ２
ａ（ ）２

２
，试用Ｇａｌｅｒｋｉｎ法求薄板挠度。
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经典屈服理论

结构产生塑性变形时，进入塑性阶段的材料将服从塑性本构方程。显然，在

结构弹塑性分析中，须首先判断材料变形是处于弹性阶段还是塑性阶段，然后才

能对处于不同变形阶段的材料分别采用不同的本构方程。材料发生塑性变形即

称为屈服，屈服时应力满足的条件称为屈服条件，建立屈服条件的任务是由屈服

准则或屈服理论完成的。

本章介绍针对金属材料发展起来的经典屈服理论，该理论假定材料是理想弹

塑性的或应变硬化的；静水应力只产生弹性的体积变形且不影响材料的屈服极限；

材料的抗拉屈服极限与抗压屈服极限相同；塑性应变增量方向服从正交流动法则。

本章内容包括：（１）屈服条件和屈服面的基本概念；（２）几个常用的屈服准
则；（３）应变硬化及后继屈服问题。

１５１ 屈服条件与屈服面

问题是材料承受多大的应力才开始产生塑性变形即屈服。在单向拉伸时，

答案是明显的：当应力等于屈服应力σｓ时开始产生塑性变形，而σｓ值是可以在
拉伸试验应力应变曲线上找到的。当材料处于复杂应力状态时，一点的应力状

态由６个独立分量确定，显然不能选取某个分量作为屈服判断的根据。例如，用
最大主应力达到极限值作为屈服判断标准已为试验所否定，因为金属材料各向

等压时，压应力可远远超过σｓ而并未进入塑性状态。本节只定性地说明复杂应
力状态下屈服的基本概念，随后将介绍屈服准则。

１５１１ 应力空间与应力路径

以应力分量作为坐标轴，可形成应力空间。物体中任一点的应力状态可用

应力空间中的一点来表示，称为应力点。一点应力状态的变化可用应力点在应

力空间的运动轨迹来描述，应力点的运动轨迹称为应力路径。一点的应力状态由

６个独立应力分量决定，故一般的应力空间是六维的。但是当材料为各向同性



图１５１ 主应力空间

时，方向问题并不重要。这样，我们就可以用三个主应

力为坐标轴形成主应力空间（图１５１），并在主应力空
间中研究一点的应力状态以及屈服问题。

必须指出，应力空间既非几何空间又非物理空间，

它只是为了描述物体中一点的应力状态而引用的一个

多维空间。

１５１２ 屈服条件的一般形式

根据不同的应力路径所进行的试验，可以定出从

弹性阶段进入塑性阶段的界限。在应力空间中，将这些屈服应力点连接起来，就

形成一个区分弹性和塑性的分界面，即所谓的屈服面。描述这个屈服面的数学

表达式称为屈服条件，连同建立屈服条件时做出的基本假定称为屈服准则或屈

服理论。

材料屈服与否取决于其所受的应力状态和材料特性参数，故屈服条件的一

般形式可写为

ｆ（σｉｊ）＝０ （１５１）

其中的函数ｆ（σｉｊ）称为屈服函数。
式（１５１）表示的是一个六维应力空间中的超曲面，该曲面上的任一点都表

示一个屈服应力状态，故又称为屈服面。对于应变硬化材料，初次进入屈服时称

为初始屈服，相应的屈服面称为初始屈服面；进入硬化阶段后，卸载再加载时屈

服极限将提高，此时进入屈服称为后继屈服，相应的屈服面称为后继屈服面。进

入塑性阶段后，卸载并不产生塑性变形，只有加载才会出现后继屈服问题，故后

继屈服面也称为加载面。下面的讨论针对初始屈服，硬化与后继屈服问题将在

本章的第三节加以讨论。

当材料为各向同性时，屈服条件与坐标轴的选择无关。取３个主应力轴为
坐标轴，式（１５１）可写成

ｆ（σ１，σ２，σ３）＝０ （１５２）

考虑到（σ１，σ２，σ３），（Ｉ１，Ｉ２，Ｉ３）和（Ｉ１，Ｊ２，Ｊ３）之间是相互确定的，故有

ｆ（Ｉ１，Ｉ２，Ｉ３）＝０ 或 ｆ（Ｉ１，Ｊ２，Ｊ３）＝０ （１５３）

根据试验资料，金属材料即使在很高的静水压力作用下，体积变形很小而且

是弹性的；静水压力对材料屈服的影响可以忽略不计。因此，假定屈服函数中不

包含有静水应力，用偏量应力表示为

５９１１５１ 屈服条件与屈服面



ｆ（ｓ１，ｓ２，ｓ３）＝０ 或 ｆ（Ｊ１，Ｊ２，Ｊ３）＝０ （１５４）

注意到Ｊ１＝０，有

ｆ（Ｊ２，Ｊ３）＝０ （１５５）

１５１３ 屈服面与屈服曲线

（１）屈服面的形状
如果任何应力路径都可引起材料屈服，则屈服面必定是封闭的。若沿某些

应力路径加载材料不可能屈服，则屈服面不封闭。例如，经典塑性理论中假定金

属材料在静水应力下只产生弹性的体积应变，因此其屈服面就不是封闭的。

现在考察屈服面在主应力空间中的特征。在主应力空间中，等倾线或空间

对角线Ｌ与３个坐标轴等倾，即３个方向余弦均为１／槡３。空间对角线上的３个
主应力都相等，故又称为等压线。与等压线相正交的平面称为偏平面，其方程为

σ１＋σ２＋σ３ 槡＝３ｒ （１５６）

其中，ｒ为偏平面到坐标原点的距离。通过坐标原点的偏平面称为π平面，其方
程显然为

σ１＋σ２＋σ３＝０ （１５７）

设主应力空间三个坐标轴的单位基矢量分别为ｅ１，ｅ２，ｅ３，则任意一点

Ｐ（σ１，σ２，σ３）的应力矢量ＯＰ为

ＯＰ＝σ１ｅ１＋σ２ｅ２＋σ３ｅ３

等倾线的单位矢量为

ｎ＝１
槡３
ｅ１＋

１
槡３
ｅ２＋

１
槡３
ｅ３

ＯＰ在等倾线上的分量为ＯＱ，其大小为

｜ＯＱ｜＝ＯＰ·ｎ＝１
槡３
（σ１＋σ２＋σ３）

称为静水应力分量。ＯＰ在π平面上的分量ＯＳ称为应力偏量分量，其大小为

｜ＯＳ｜＝ ｜ＯＰ｜２－｜ＯＱ｜槡 ２＝ σ２１＋σ２２＋σ２３－
１
３
（σ１＋σ２＋σ３）槡 ２ 槡＝２ Ｊ槡 ２

（１５８）
在过Ｐ点与等倾线平行的线上，任意点的应力偏量分量相同，而静水应力
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分量不同。在经典塑性理论中，认为屈服只取决于应力偏量，而与静水应力无

关。因此，如果Ｐ点在屈服面上，那么ＰＳ线上所有点都在屈服面上（图１５２）。
将屈服面与π平面的交线称为屈服曲线。于是，在主应力空间中，屈服面是以等
倾线为轴线，以π平面上的屈服曲线为截面形状的柱面（图１５３）。

图１５２ 应力矢量 图１５３ 屈服面形状

（２）屈服曲线的性质
屈服曲线具有下列重要性质：

①屈服曲线是一条封闭曲线，而且坐标原点被包围在内。坐标原点是一个
无应力状态，材料不可能在不受力的情况下屈服，故屈服曲面从而屈服曲线必定

不过坐标原点。如果屈服曲线不封闭，则意味着某种情况下无论偏应力多大材

料都不屈服，而这是不可能的，故屈服曲线必定是封闭的。

②屈服曲线与任一从坐标原点出发的径向线必相交一次，且仅有一次。前
一点很容易从屈服曲线封闭的性质推得。至于后一点，因为只考虑初始屈服，而

初始屈服只可能有一次。

③屈服曲线对三个坐标轴的正负方向均为对称。决定材料屈服的应力偏量
对σ１，σ２，σ３具有对称性。此外，在只考虑初始屈服时，材料拉或压屈服值相同。
也就是说，如果应力状态（σ１，σ２，σ３）在屈服曲线上，则（－σ１，－σ２，－σ３）也一定
在屈服曲线上。

④对于稳定材料，屈服曲线是外凸曲线。这是根据下述Ｄｒｕｃｋｅｒ公设推出
的结论。

１５１４ Ｄｒｕｃｋｅｒ公设

ＤＤｒｕｃｋｅｒ（１９５２）提出如下公设：在整个加载及卸载循环过程中，附加应力
做功非负。

Ｄｒｕｃｋｅｒ公设适用于稳定材料，稳定材料的定义可表述如下：给定应力增量

Δσ，将产生相应的应变增量Δε。如果应力增量Δσ在应变增量Δε上做功

ΔＷ＝Δσ·Δε≥０，那么这类材料就称为稳定材料。以单向拉伸为例，在加载过

７９１１５１ 屈服条件与屈服面



程中，图１５４ａ所示的材料满足Δσ·Δε≥０，故为稳定材料；图１５４ｂ所示的材料
不满足Δσ·Δε≥０，故为非稳定材料。

图１５４

由Ｄｒｕｃｋｅｒ公设可以推出几个非常重要的结论。为此，考虑一个加载和卸
载循环。图１５５中的Ａ点是屈服面内的一点即施加荷载的起点，对应的应力
状态为σ０ｉｊ；Ｂ点是屈服面上的一点，对应的应力状态为σｉｊ。从Ｂ点施加应力
增量ｄσｉｊ至Ｃ点，Ｃ点对应的应力状态为σｉｊ＋ｄσｉｊ。在加载卸载循环过程中，任
意点的应力用σｉｊ表示，则附加应力为σｉｊ－σ０ｉｊ。根据Ｄｒｕｃｋｅｒ公设，有

∮
ＡＢＣＡ

（σｉｊ－σ０ｉｊ）ｄεｉｊ≥０ （ａ）

在应力循环过程中，应变增量ｄεｉｊ分为弹性应变增量ｄεｅｉｊ和塑性应变增量ｄεｐｉｊ
ｄεｉｊ＝ｄεｅｉｊ＋ｄεｐｉｊ （ｂ）

对于整个循环，附加应力在弹性变形上做的功应为零。于是，式（ａ）成为

∮
ＡＢＣＡ

（σｉｊ－σ０ｉｊ）ｄεｐｉｊ≥０ （ｃ）

显然，上式可写成

∫ＡＢ（σｉｊ－σ０ｉｊ）ｄεｐｉｊ＋∫ＢＣ（σｉｊ－σ０ｉｊ）ｄεｐｉｊ＋∫ＣＡ（σｉｊ－σ０ｉｊ）ｄεｐｉｊ≥０ （ｄ）
从Ａ到Ｂ为弹性加载过程、从Ｃ到Ａ 为卸载过程。在这两个过程中均没有新
的塑性应变产生，即ｄεｐｉｊ＝０，故式（ｄ）成为

∫ＢＣ（σｉｊ－σ０ｉｊ）ｄεｐｉｊ≥０ （ｅ）

ＢＣ可以是任意微段，当ＢＣ很微小时，式（ｅ）可近似地写为

（σｉｊ＋ｄσｉｊ－σ０ｉｊ）ｄεｐｉｊ＝（σｉｊ－σ０ｉｊ）ｄεｐｉｊ≥０ （ｆ）
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其中略去了高阶小量ｄσｉｊｄεｉｊ。如果将塑性应变空间和应力空间重合起来，则上
式为矢量ＡＢ＝σｉｊ－σ０ｉｊ与矢量ｄεｐ＝ｄεｐｉｊ的点积。若两个矢量之间的夹角为α，
则

（σｉｊ－σ０ｉｊ）ｄεｐｉｊ＝｜σｉｊ－σ０ｉｊ｜｜ｄεｐｉｊ｜ｃｏｓα

由式（ｆ）可知

ｃｏｓα≥０ （１５９）

可见，屈服面内任意一点Ａ（σ０ｉｊ）到屈服面上任意一点Ｂ（σｉｊ）形成的矢量ＡＢ
与塑性应变增量矢量ｄεｐ的夹角α≤π／２。从此出发可以得出两个重要结论：

图１５５ 加载循环 图１５６ 屈服曲线外凸 图１５７ 塑性应变增量

①屈服面和屈服曲线一定是凸的：假如屈服曲线不是凸的（图１５６），在凹
处取一点Ｂ（σｉｊ），则无论ｄεｐ指向何方，都可以在屈服面内找到一点Ａ（σ０ｉｊ），使
得矢量ＡＢ与ｄεｐ的夹角α＞π／２。这与Ｄｒｕｃｋｅｒ公设的结论相矛盾，从而证明
屈服曲线一定是凸的。

②ｄεｐ的方向一定指向屈服面的外法向：如果ｄεｐ的方向不是屈服面的外
法向（图１５７），则在屈服面内总能找到一点Ａ（σ０ｉｊ），使得矢量ＡＢ与ｄεｐ的夹
角α＞π／２。这与Ｄｒｕｃｋｅｒ公设的结论相矛盾，故ｄεｐ的方向一定指向屈服面的
外法向。

１５２ 常用屈服准则

１５２１ Ｔｒｅｓｃａ准则

１８６４年ＨＴｒｅｓｃａ提出假设：材料屈服取决于最大剪应力，即当最大剪应力
达到一定值时，材料开始屈服。这就是Ｔｒｅｓｃａ准则。Ｌｕｄｗｉｋ于１９０９年观察到
金属材料塑性变形的滑移线，即在单向拉伸试验中，当材料发生塑性屈服时，试

件表面出现了与试样轴大约成４５°角的斜线。由于最大剪应力面就是与试样轴
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成４５°角的斜面，故这些条纹是材料内部晶格间的相对剪切滑移的结果。
（１）屈服条件
根据上述假设，屈服条件可写为

τｍａｘ＝Ｃ （ａ）

在复杂应力状态下，τｍａｘ＝（σ１－σ３）／２，于是式（ａ）成为

σ１－σ３＝２Ｃ （ｂ）

为确定常数Ｃ，可考虑单向拉伸屈服状态。此时σ１＝σｓ，σ２＝σ３＝０，代入上式得

２Ｃ＝σｓ。于是式（ｂ）成为

σ１－σ３＝σｓ （１５１０）

也可根据纯剪屈服状态来确定常数Ｃ。此时，σ１＝τｓ，σ２＝０，σ３＝－τｓ。代入式
（ｂ）得２Ｃ＝２τｓ。于是式（ｂ）成为

σ１－σ３＝２τｓ （１５１１）

可见，在Ｔｒｅｓｃａ屈服准则中，σｓ＝２τｓ。
当不知道主应力大小次序时，式（１５１０）可写成如下形式

｜σ１－σ２｜＝σｓ （１５１２ａ）

或

｜σ２－σ３｜＝σｓ （１５１２ｂ）

或

｜σ３－σ１｜＝σｓ （１５１２ｃ）

或写成

［（σ１－σ２）２－σ２ｓ］［（σ２－σ３）２－σ２ｓ］［（σ３－σ１）２－σ２ｓ］＝０ （１５１３）

（２）屈服曲线
式（１５１２ａ）表明它和平均应力σｍ及σ３无关，故在应力空间中，它表示２个

平行于σ３轴和Ｌ直线的平面。同理，式（１５１２ｂ）表示２个平行于σ１轴和Ｌ直
线的平面，式（１５１２ｃ）表示２个平行于σ２轴和Ｌ直线的平面。由这６个平面组
成的屈服面是一个以Ｌ为轴线的正六棱柱面，其在π平面上的投影即屈服曲线
为一个正六边形，称为Ｔｒｅｓｃａ六边形（图１５８）。
将轴σ１，σ２，σ３向π平面上投影，所得为三根夹角互成１２０°的轴，分别用

σ′１，σ′２，σ′３表示。显然，它们和相应的原坐标轴的夹角余弦为 ２／槡 ３，应力状态矢
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量在π平面上的投影沿σ′１，σ′２，σ′３轴的分量为σ１ ２／槡 ３，σ２ ２／槡 ３，σ３ ２／槡 ３。由
于（σｓ，０，０）是屈服面上的一点，其在π平面上的投影点为Ａ（图１５８），故原点到

六角形顶点的距离为σｓ ２／槡 ３。
在平面应力状态下，一个主应力为零。若令σ３＝０，则屈服条件变为

｜σ１－σ２｜＝σｓ 或 ｜σ２｜＝σｓ 或 ｜σ１｜＝σｓ （１５１４）

以σ１，σ２为坐标轴建立直角坐标系，则在此坐标系中Ｔｒｅｓｃａ屈服条件对应于斜
六角形（图１５９）。

图１５８ 屈服曲线 图１５９ 平面问题

Ｔｒｅｓｃａ准则的优点在于：当主应力大小顺序已知时，表达式简单，使用起来
非常方便。但是，当不知道主应力大小顺序时，表达式过于复杂；六角柱面具有

６个棱，屈服函数的导数不连续，故在数学上遇到困难；没有考虑中间主应力σ２
对屈服的影响。

１５２２ Ｍｉｓｅｓ准则

（１）屈服条件
如前所述，在不知道主应力大小次序的情况下，应用Ｔｒｅｓｃａ准则会引起数

学上的不便，而且该准则没有考虑σ２的影响。于是，ＶｏｎＭｉｓｅｓ（１９１３）提出了以

外接圆柱面代替六棱柱面的想法。由于圆的半径为σｓ ２／槡 ３，故圆的方程为

Ｒ２＝２３σ
２
ｓ

其中，Ｒ为应力偏量的大小。根据式（１５８），Ｒ２＝２Ｊ２，于是得到 Ｍｉｓｅｓ屈服条
件

Ｊ２＝
σ２ｓ
３

注意到式（２２７），即
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Ｊ２＝
１
６
［（σ１－σ２）２＋（σ２－σ３）２＋（σ３－σ１）２］

有

（σ１－σ２）２＋（σ２－σ３）２＋（σ３－σ１）２＝２σ２ｓ （１５１５）

为给上述条件做出解释，Ｍｉｓｅｓ屈服准则可表述如下：当应力偏量第二不变
量Ｊ２达到一定值时，材料开始屈服，即

Ｊ２＝Ｃ （ａ）

即

（σ１－σ２）２＋（σ２－σ３）２＋（σ３－σ１）２＝６Ｃ （ｂ）

为确定常数Ｃ，可考虑单向拉伸屈服状态，此时σ１＝σｓ，σ２＝σ３＝０，代入上式得

６Ｃ＝２σ２ｓ。于是，式（ｂ）成为式（１５１５）。也可根据纯剪屈服状态来确定常数Ｃ。
此时，σ１＝τｓ，σ２＝０，σ３＝－τｓ。代入式（ｂ）得６Ｃ＝６τ２ｓ。于是式（ｂ）成为

（σ１－σ２）２＋（σ２－σ３）２＋（σ３－σ１）２＝６τ２ｓ （１５１６）

可见，在Ｍｉｓｅｓ屈服准则中，σｓ 槡＝３τｓ。

圆柱面在π平面上的投影即屈服曲线是半径为σｓ ２／槡 ３的圆（图１５８），称
为Ｍｉｓｅｓ圆。在平面应力状态下，令σ３＝０，则Ｍｉｓｅｓ屈服条件变为

σ２１－σ１σ２＋σ２２＝σ２ｓ （１５１７）

在以σ１，σ２为坐标轴的直角坐标系中，上式代表一斜椭圆（图１５９）。
（２）其他解释

Ｍｉｓｅｓ认为Ｔｒｅｓｃａ准则是准确的，他的准则是近似的。然而，后来的试验证
明Ｍｉｓｅｓ准则更接近于试验结果。以后，学者们对 Ｍｉｓｅｓ准则给出了各种物理
上的解释。例如考虑到式（２３０），式（１５１５）变为

珋σ＝σｓ （１５１８）

于是，Ｍｉｓｅｓ准则可叙述如下：当等效应力达到一定数值时，材料开始屈服。
再考虑形状改变比能（即弹性畸变能密度）Ｗｄ。在第５章的习题中已经推

导出

Ｗｄ＝
１
２ＧＪ２

（１５１９）

可见，Ｗｄ与珋σ或Ｊ２只差一个常数倍数，八面体剪应力τ８亦是如此。于是，又可
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做出相应于Ｗｄ和τ８的解释。

Ｍｉｓｅｓ准则考虑了中间主应力的影响；圆柱面为光滑的曲面，因此在数学上
应用起来很方便。但是，该准则也没有考虑静水应力的影响。

１５２３ 最大应力偏量准则

１９４０年Ишлинский提出最大应力偏量准则，认为最大应力偏量达到一定
值时，材料发生屈服，即

ｓ１＝σ１－σｍ＝Ｃ

或

２σ１－σ２－σ３＝３Ｃ

其中的待定常数可由单向拉伸实验结果确定３Ｃ＝２σｓ，于是有

２σ１－σ２－σ３＝２σｓ （１５２０）

当最大应力偏量的次序不知道时，上式可写成

｜２σ１－σ２－σ３｜＝２σｓ （１５２１ａ）

或

｜２σ２－σ３－σ１｜＝２σｓ （１５２１ｂ）

或

｜２σ３－σ１－σ２｜＝２σｓ （１５２１ｃ）

分析表明，最大应力偏量准则的屈服曲线为与Ｍｉｓｅｓ圆相切的外切六边形，
该六边形通过Ｔｒｅｓｃａ六边形的６个顶点（图１５８）。
在平面应力状态下，令σ３＝０，则最大应力偏量屈服条件变为

｜２σ１－σ２｜＝２σｓ （１５２２ａ）

或

｜２σ２－σ１｜＝２σｓ （１５２２ｂ）

或

｜σ１＋σ２｜＝２σｓ （１５２２ｃ）

其图形为通过Ｔｒｅｓｃａ六边形的６个顶点与 Ｍｉｓｅｓ圆相切的外切六边形（图

１５９）。
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图１５１１ 拉扭试验结果

１５２４ 屈服准则的验证

材料的屈服准则是否符合实际必须经过试验和实践的检验。在经典屈服准

则的验证试验中，所用材料通常为软钢、铝及铝合金等；试件为薄壁圆筒；荷载为

轴向拉伸、内压及扭转的不同组合。取ｘ轴与筒轴平行，ｙ轴沿筒的环向方向。

图１５１０ 拉扭试验

设圆筒的平均半径和厚度分别为ｒ和

ｈ；圆筒承受的轴向拉力、内压和扭矩分
别为Ｐ，ｐ和Ｍ。在前述每种荷载作用
下，试件内各点均处于二向应力状态，它

们分别为

σｘ＝
Ｐ
２πｒｈ
， σｙ＝０， τｘｙ＝０ 轴向拉伸 （ａ）

σｘ＝ｐ
ｒ
２ｈ
， σｙ＝ｐ

ｒ
ｈ
， τｘｙ＝０ 承受内压 （ｂ）

σｘ＝０， σｙ＝０， τｘｙ＝
Ｍ

２πｒ２ｈ
承受扭矩 （ｃ）

荷载组合不同，将得到不同的应力状态。例如，将式（ａ）和（ｃ）组合，得到拉
扭产生的平面应力状态（图１５１０）

σｘ＝
Ｐ
２πｒｈ
， σｙ＝０， τｘｙ＝

Ｍ
２πｒ２ｈ

其主应力为

σ１＝
σｘ
２＋

１
２ σ２ｘ＋４τ２ｘ槡 ｙ， σ２＝０， σ３＝

σｘ
２－

１
２ σ２ｘ＋４τ２ｘ槡 ｙ

分别代入Ｔｒｅｓｃａ屈服条件（１５１１）和Ｍｉｓｅｓ屈服条件（１５１５）得

σｘ
σ（ ）ｓ

２

＋４
τｘｙ
σ（ ）ｓ

２

＝１ Ｔｒｅｓｃａ条件 （１５２３）

σｘ
σ（ ）ｓ

２

＋３τｘｙ
σ（ ）ｓ

２
＝１ Ｍｉｓｅｓ条件 （１５２４）

若以σｘ／σｓ为横轴，τｘｙ／σｓ为纵轴，则上述两
式均表示椭圆（图１５１１）。
关于屈服准则，学者们做了大量试

验验证工作。这里仅介绍 ＧＬＴａｌｏｒ和

ＨＱｕｉｎｎｅｙ（１９３１）进行的圆筒轴向拉伸和扭
转的联合试验。试验点散布在Ｍｉｓｅｓ准则和
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Ｔｒｅｓｃａ准则的理论曲线附近（图１５１１）。可见，两个准则均与试验结果基本符
合，且Ｍｉｓｅｓ准则比Ｔｒｅｓｃａ准则更接近实际。

１５３ 硬 化 规 律

硬化规律规定材料进入塑性变形阶段后的后继屈服条件或加载条件。理想

塑性材料不存在硬化问题，故其屈服面的大小、形状和位置均保持不变。换句话

说，后继屈服面与初始屈服面重合。而对于应变硬化材料，随着塑性变形的发展，

加载面不断变化。因此，需要建立硬化规律，以说明屈服面以何种方式发生变化。

后继屈服条件不仅与应力状态σｉｊ有关，而且还取决于塑性应变及其历史，
其一般形式为

ｆ（σｉｊ，Ｈα）＝０ （１５２５）

其中，ｆ（σｉｊ，Ｈα）称为后继屈服函数或加载函数；Ｈα（α＝１，２，⋯）是与塑性变形
及其历史有关的参数，可以是塑性应变矢量、塑性功或等效塑性应变的函数。

硬化问题比较复杂，为确定后继屈服面，学者们提出了多种模型。其中最常

用的是等向硬化模型和随动硬化模型，而试验数据则分散在这两种模型之间。

１５３１ 等向硬化模型

等向硬化模型假设拉伸时的硬化屈服极限和压缩时的硬化屈服极限相等。

这样，在塑性变形过程中，后继屈服面均匀扩大。从数学上看，后继屈服函数只

与应力σｉｊ及标量硬化参数有关，后继屈服条件可表示为

ｆ（σｉｊ，Ｈ）＝０ （１５２６）

其中，Ｈ称为硬化参数，通常取为塑性功

Ｈ＝Ｗｐ＝∫σｉｊｄεｐｉｊ （１５２７ａ）

或等效塑性应变的函数

Ｈ ＝Ｈ（珋εｐ），珋εｐ＝∫ｄ珋εｐ （１５２７ｂ）

当塑性应变为零时，硬化还未发生，故Ｈ＝０，式（１５２６）退化为初始屈服条件。

在单向拉伸或压缩条件下，式（１５２６）可写成

ｆ（σ，Ｈ）＝｜σ｜－σｓ－Ｈ＝０ （１５２８）

在复杂应力状态下，若初始屈服条件为ｆ（σｉｊ）＝０，则式（１５２６）可写成
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ｆ（σｉｊ，Ｈ）＝ｆ（σｉｊ）－Ｈ＝０ （１５２９）

如果初始屈服条件采用Ｍｉｓｅｓ条件，则有

σ－σｓ－Ｈ＝０ （１５３０）

在π平面上，Ｍｉｓｅｓ初始屈服曲线是半径为 ２／槡 ３σｓ的圆，如图１５１２所示。若应力点
移到Ａ点，则等向硬化后继屈服曲线将是半径为ＯＡ的圆。可见，后继屈服曲线是
一系列同心圆，半径由Ｈ决定。若采用Ｔｒｅｓｃａ条件，后继屈服曲线就是一系列同心
正六边形。

在单向拉伸条件下，珋σ＝σ，ｄ珋εｐ＝ｄεｐ，则∫ｄ珋εｐ＝∫ｄεｐ＝εｐ。于是Ｈ＝Ｈ（εｐ）。

图１５１２ 等向硬化模型 图１５１３ 随动硬化模型

１５３２ 随动硬化模型

１９５５年Ｐｒａｇｅｒ提出了随动硬化模型，该模型假设：在塑性变形过程中，后继
屈服面只在空间作平动，而不改变其大小和形状（图１５１３）。从数学上看，后继
屈服函数ｆ只与应力σｉｊ和决定平动量大小的塑性应变矢量εｐｉｊ有关，即

ｆ（σｉｊ，εｐｉｊ）＝０ （１５３１）

在单向拉伸或压缩条件下，且为线性硬化，则上式可写成

｜σ－ｃεｐ｜＝σｓ （１５３２）

该式与初始屈服条件的区别就是用σ－ｃεｐ代替σ。若初始屈服条件写成

ｆ（σｉｊ）＝０，则推广到复杂应力状态

ｆ（σｉｊ－ｃεｐｉｊ）＝０ （１５３３）

如果采用Ｍｉｓｅｓ屈服条件，则线性随动硬化的后继屈服条件为

珋σ（σｉｊ－ｃεｐｉｊ）－σｓ＝０ （１５３４）

其中的常数ｃ可根据单向拉伸试验确定。此时，σ１＝σ，σ２＝σ３＝０；εｐ１＝εｐ，εｐ２＝
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εｐ３＝－εｐ／２，代入上式得

σ＝σｓ＋
３ｃ
２ε

ｐ （ａ）

线性硬化材料单向拉伸时的曲线为

σ＝σｓ＋
Ｅ１
１－λε

ｐ （ｂ）

其中，λ＝Ｅ１／Ｅ。式（ａ）与式（ｂ）比较，可得

ｃ＝
２Ｅ１
３（１－λ）

（１５３５）

在π平面上，Ｍｉｓｅｓ初始屈服曲线是半径为 ２／槡 ３σｓ的圆（图１５１３）。若应力点

发生移动，则随动硬化加载面仍是半径为 ２／槡 ３σｓ的圆，只是其圆心坐标变为ｃεｐｉｊ。
等向硬化模型在数学计算上比较简便，其明显缺点是没有考虑Ｂａｕｓｃｈｉｇｅｒ

效应。如果实际中加载路径没有明显的反复（例如单调加载），可以采用这种模

型。随动硬化模型的优点是能较好地反映Ｂａｕｓｃｈｉｇｅｒ效应，在承受反复荷载时
比较符合实际。但是，加载曲面的形状、大小均未改变，也与试验结果不符。只

有在加载路径与原来硬化方向比较接近的情况下，才较为符合试验结果。

习 题

１５１ 试比较Ｔｒｅｓｃａ屈服条件和Ｍｉｓｅｓ屈服条件在（１）单向拉伸；（２）纯剪情况
下的异同。

答案：（１）单向拉伸时两个屈服条件的结果相同；（２）在纯剪情况下，对于Ｔｒｅｓｃａ
屈服条件，当τ＝σｓ／２时屈服；对于Ｍｉｓｅｓ屈服条件，当τ＝σｓ／槡３时屈服。

１５２ 试写出平面应变（且ν＝１／２）情况下的Ｔｒｅｓｃａ屈服条件和Ｍｉｓｅｓ屈服条件。
答案：（１）Ｔｒｅｓｃａ条件：（σｘ－σｙ）２＋４τ２ｘｙ＝σ２ｓ；
（２）Ｍｉｓｅｓ条件：（σｘ－σｙ）２＋４τ２ｘｙ＝４σ２ｓ／３。

１５３ 试写出平面应力情况下的Ｍｉｓｅｓ屈服条件。

答案：σ２ｘ＋σ２ｙ－σｘσｙ＋３τ２ｘｙ＝σ２ｓ。

题１５４图

１５４ 设圆形截面直杆受弯扭作用，弯矩 Ｍ＝１０ｋＮ·ｍ，扭矩 ＭＴ＝３０ｋＮ·ｍ。
简单拉伸时的屈服应力σｓ＝３００ＭＰａ，要求安全系数为１２。问直径ｄ为
多少才不致屈服？

答案：（１）Ｔｒｅｓｃａ条件：ｄ＝０１０９ｍ；
（２）Ｍｉｓｅｓ条件：ｄ＝０１０４ｍ。

７０２习 题
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经典塑性本构理论

当材料进入塑性变形阶段时，继续加载将产生新的塑性变形；而卸载则使弹

性变形得到恢复，塑性变形保持不变。可见，在塑性阶段，加载和卸载条件下应

力应变关系服从不同的规律，这就需要建立判断是加载还是卸载的条件，即加载

准则。

如果材料加载，则将应力增量产生的应变增量分为弹性应变增量和塑性应

变增量两部分，其中的弹性应变增量用广义Ｈｏｏｋｅ定律计算；塑性应变增量则
根据流动法则和硬化规律计算。

本章首先介绍加载准则和流动法则，连同经典屈服理论和硬化规律（第１５章）
作为建立塑性本构方程的准备；然后介绍适用于金属材料的经典塑性本构理论。

１６１ 加 载 准 则

１６１１ 硬化塑性材料

所谓加载是指塑性变形继续发展，加载准则就是判断加载还是卸载的条件。

在简单应力状态下，加载准则容易建立。例如，设单向拉伸或压缩的当前应力为

σ，应力增量为ｄσ，则对于应变硬化材料有

σｄσ＞０ 加载

σｄσ＜０ ｝卸载 （１６１）

在复杂应力状态下，情况就比较复杂，讨论如下：

设某点处的当前应力状态为σｉｊ，它满足屈服条件ｆ（σｉｊ，Ｈα）＝０（Ｈα＝０时
为初始屈服条件，否则为后继屈服条件），应力增量为ｄσｉｊ。ｄσｉｊ指向屈服面内表
示该点处于卸载状态；ｄσｉｊ指向屈服面外表示处于加载状态；而ｄσｉｊ与屈服面相
切，则说明变化后的应力点仍然保持在屈服面上，试验证明此过程不产生新的塑



图１６１ 硬化材料

性变形，称为中性变载（图１６１）。考虑到屈服函数
的梯度矢量ｆ／σｉｊ与屈服面垂直，则根据梯度矢量
与应力增量矢量之间的夹角关系，有

当ｆ＝０， 且ｆσｉｊ
ｄσｉｊ

＞０ 加 载

＝０ 中性变载

＜０
烅
烄

烆 卸 载

（１６２）

这就是加载准则。

１６１２ 理想塑性材料

对于理想塑性材料，因为不存在初始屈服面外的点，故应力增量不可能指向

屈服面外。当ｆ（σｉｊ）＝０时，荷载变化可以引起两种结果（图１６２）。如果应力
点保持在屈服面上，即ｄσｉｊ与屈服面相切，则塑性变形可以任意增长，故为加载；
当应力点向屈服面内移动即ｄσｉｊ指向屈服面内时，则为卸载。于是，加载准则
为

当ｆ＝０， 且ｆσｉｊ
ｄσｉｊ

＝０ 加载

＜０｛ 卸载
（１６３）

图１６２ 理想塑性材料 图１６３ 非正则屈服面

上述讨论是针对正则屈服面的，即屈服面为一光滑曲面。当屈服面由几个

光滑曲面构成时，称为非正则屈服面（图１６３）。此时，光滑屈服面处的加载准
则仍分别为式（１６２）和（１６３）；而当应力点处在两个光滑面ｆｌ＝０和ｆｍ＝０的
交点上时，则加载准则有所不同。例如，对于理想塑性材料，有

ｆｌ
σｉｊ
ｄσｉｊ＝０ 或

ｆｍ
σｉｊ
ｄσｉｊ＝０ 加载 （１６４）

ｆｌ
σｉｊ
ｄσｉｊ＜０ 及

ｆｍ
σｉｊ
ｄσｉｊ＜０ 卸载 （１６５）

９０２１６１ 加 载 准 则



１６２ 流 动 法 则

流动法则是确定塑性应变增量方向的理论。Ｍｅｌａｎ（１９３８）首先提出塑性势概念，
认为在塑性变形场内存在塑性势，塑性应变增量ｄεｐｉｊ与塑性势函数ｇ具有如下关系

ｄεｐｉｊ＝ｄλ
ｇ
σｉｊ

（１６６）

其中，ｄλ为非负的比例系数。这就是塑性位势理论。上式表明，一点的塑性应
变增量与通过该点的塑性等势面存在正交关系。由于在流体力学中流体的流动

速度方向总是沿速度等势面的梯度方向，因此类比于正交流体流动，塑性位势理

论又称为塑性流动规律或正交流动法则。

对于稳定材料，前面已经根据Ｄｒｕｃｋｅｒ公设推得ｄεｐｉｊ的方向一定指向屈服
面的外法向。因此，可用屈服函数作为塑性势函数，即令ｇ＝ｆ，这时的流动法则
称为相关联的流动法则，即

ｄεｐｉｊ＝ｄλ
ｆ
σｉｊ

（１６７）

１６３ 增 量 理 论

１６３１ 增量本构方程

（１）方程推导
根据简单拉伸试验资料，塑性本构关系受应力历史的影响，应力和应变之间

不再具有一一对应关系，而且加载和卸载遵循不同的规律。因此，塑性本构关系

从本质上说是增量型的，即应力增量与应变增量之间的关系。

在塑性变形阶段的加载过程中，有

ｄεｉｊ＝ｄεｍδｉｊ＋ｄｅｉｊ （１６８）

其中

ｄｅｉｊ＝ｄｅｅｉｊ＋ｄｅｐｉｊ （１６９）

将广义Ｈｏｏｋｅ定律（５１７）写成增量形式，即

ｄσｍ＝３Ｋｄεｍ， ｄｓｉｊ＝２Ｇｄｅｅｉｊ （１６１０）

从而

０１２ 第１６章 经典塑性本构理论



ｄｅｅｉｊ＝
ｄｓｉｊ
２Ｇ

（ａ）

由于体积应变是弹性的，故有

ｄεｐｉｊ＝ｄεｐｍδｉｊ＋ｄｅｐｉｊ＝ｄｅｐｉｊ （ｂ）

采用Ｍｉｓｅｓ后继屈服条件及相关联的流动法则

ｇ＝ｆ＝Ｊ２－σ２ｓ／３－Ｈα （ｃ）

注意到Ｈα与σｉｊ并无直接关系，于是根据流动法则有

ｄεｐｉｊ＝ｄλ
ｆ
σｉｊ
＝ｄλ

Ｊ２
σｉｊ
＝ｄλｓｉｊ （ｄ）

此式表明塑性应变增量与应力偏量的主方向重合。考虑到式（ｂ），有

ｄｅｐｉｊ＝ｄλｓｉｊ （ｅ）

将式（ａ），（ｅ）代入式（１６９）并连同式（１６１０）的第一式，有

ｄｅｉｊ＝
ｄｓｉｊ
２Ｇ＋ｄλｓｉｊ

ｄεｍ＝
１
３Ｋｄσ

烍

烌

烎ｍ

（１６１１）

此式称为Ｐｒａｎｄｔｌ?Ｒｅｕｓｓ方程。如果忽略弹性应变，则ｄεｉｊ＝ｄεｍδｉｊ＋ｄｅｅｉｊ＋
ｄｅｐｉｊ＝ｄｅｐｉｊ，上式简化成Ｌéｖｙ?Ｍｉｓｅｓ方程

ｄｅｐｉｊ＝ｄλｓｉｊ 或 ｄεｉｊ＝ｄλｓｉｊ （１６１２）

（２）历史解说
应当指出，在历史上先有Ｌéｖｙ?Ｍｉｓｅｓ方程，而Ｐｒａｎｄｔｌ?Ｒｅｕｓｓ方程是在此基

础上提出来的。此外，获得增量本构方程的方式也与上述有别。为弄清理论发

展的历史脉络，现简要介绍如下。

１８７１年，Ｌéｖｙ提出在塑性变形过程中应变偏量增量ｄｅｉｊ与应力偏量ｓｉｊ成比
例。１９１３年Ｍｉｓｅｓ独立地提出了同样的假设，并考虑到材料进入塑性阶段后塑性
变形较大，因此建议忽略弹性变形，假定塑性应变偏量增量ｄｅｐｉｊ与ｓｉｊ成比例，即

ｄｅｐｉｊ＝ｄλｓｉｊ

此即Ｌéｖｙ?Ｍｉｓｅｓ方程（１６１２）。

Ｐｒａｎｄｔｌ?Ｒｅｕｓｓ理论认为当变形较小（例如弹性应变与塑性应变同量级）时，
忽略弹性变形将带来较大误差，故设应变偏量增量为

１１２１６３ 增 量 理 论



ｄｅｉｊ＝ｄｅｅｉｊ＋ｄｅｐｉｊ
注意到式（ａ）和上述 Ｌéｖｙ?Ｍｉｓｅｓ方程，便可得到 Ｐｒａｎｄｔｌ?Ｒｅｕｓｓ方程

（１６１１）。
（３）ｄλ的确定
为求式（１６１１）中的ｄλ，可将式（ｅ）两边自乘

ｄｅｐｉｊｄｅｐｉｊ＝ｄλ２ｓｉｊｓｉｊ （１６１３）

注意到等效应力和等效应变增量的表达式

珋σ＝ ３
２ｓｉｊｓｉ槡 ｊ， ｄ珋εｐ＝ ２

３ｄｅ
ｐ
ｉｊｄｅｐｉ槡 ｊ （１６１４）

可得

ｄλ＝３ｄε
ｐ

２σ
（１６１５）

代入式（１６１１）得

ｄｅｉｊ＝
ｄｓｉｊ
２Ｇ＋

３ｄεｐ
２σｓｉｊ

ｄεｍ＝
１
３Ｋｄσ

烍

烌

烎ｍ

（１６１６）

也可将式（ｅ）两边乘以ｓｉｊ

ｄＷｐ＝ｓｉｊｄｅｐｉｊ＝ｄλｓｉｊｓｉｊ＝
２
３ｄλ珋σ

２ （１６１７）

即

ｄλ＝
３ｄＷｐ
２珔σ２

（１６１８）

其中，ｄＷｐ为塑性功增量。将上式代入式（１６１１）得

ｄｅｉｊ＝
ｄｓｉｊ
２Ｇ＋

３ｄＷｐ
２珋σ２ｓｉｊ

ｄεｍ＝
１
３Ｋｄσ

烍

烌

烎ｍ

（１６１９）

１６３２ 理想塑性材料

对于理想塑性材料，进入塑性阶段后，Ｍｉｓｅｓ屈服条件恒为珋σ＝σｓ，且可以证明

２１２ 第１６章 经典塑性本构理论



塑性功增量等于形状改变功增量，即ｄＷｐ＝ｄＷｄ。代入式（１６１６）和（１６１９）得

ｄｅｉｊ＝
ｄｓｉｊ
２Ｇ＋

３ｄ珋εｐ
２σｓ
ｓｉｊ

ｄεｍ＝
１
３Ｋｄσ

烍

烌

烎ｍ

（１６２０）

ｄｅｉｊ＝
ｄｓｉｊ
２Ｇ＋

３ｄＷｄ
２σ２ｓ
ｓｉｊ

ｄεｍ＝
１
３Ｋｄσ

烍

烌

烎ｍ

（１６２１）

现在证明ｄＷｐ＝ｄＷｄ。对于理想弹塑性材料，Ｍｉｓｅｓ屈服条件可写成

ｓｉｊｓｉｊ＝ｃｏｎｓｔ．

对上式作微分运算

ｄ（ｓｉｊｓｉｊ）＝２ｓｉｊｄｓｉｊ＝０ （ａ）

式（１６１１）的两边乘以ｓｉｊ

ｓｉｊｄｅｉｊ＝
１
２Ｇｓｉｊｄｓｉｊ＋ｄλｓｉｊｓｉｊ

（ｂ）

注意到式（１６１７）和式（ａ），式（ｂ）成为

ｄＷｄ＝ｓｉｊｄｅｉｊ＝ｄλｓｉｊｓｉｊ＝ｄＷｐ

对于理想刚塑性材料，有

ｄεｍ＝０， ｄｅｉｊ＝ｄεｉｊ， ｄ珋εｐ＝ｄ珋ε

于是，式（１６２０）成为

ｄεｉｊ＝
３ｄ珋ε
２σｓ
ｓｉｊ （１６２２）

１６３３ 硬化塑性材料

这里只讨论等向硬化材料的本构方程。如果选取塑性功为硬化参数，则

Ｍｉｓｅｓ后继屈服条件可写成

珋σ－σｓ－Ｗｐ＝０ 或 Ｗｐ＝（珋σ）

于是

ｄＷｐ＝′（珋σ）ｄ珋σ

３１２１６３ 增 量 理 论



代入式（１６１９）得

ｄｅｉｊ＝
ｄｓｉｊ
２Ｇ＋

３′（珔σ）
２珔σ２

ｄ珔σｓｉｊ

ｄεｍ＝
１
３Ｋｄσ

烍

烌

烎ｍ

（１６２３）

若以等效塑性应变作为硬化参数，则Ｍｉｓｅｓ后继屈服条件可写成

珋σ－珋σｓ－Ｈ（∫ｄ珋εｐ）＝０ 或∫ｄ珋εｐ＝ψ（珋σ）
于是

ｄ珋εｐ＝ψ′（珋σ）ｄ珋σ

代入式（１６１６）得

ｄｅｉｊ＝
ｄｓｉｊ
２Ｇ＋

３ψ′（珔σ）
２珔σ ｄ珋σｓｉｊ

ｄεｍ＝
１
３Ｋｄσ

烍

烌

烎ｍ

（１６２４）

１６３４ 本构方程的率形式

在上述增量理论的本构方程中，应变增量均可除以ｄｔ而成为应变率，ｔ可
以是时间或其他单调增加的参数。这样，本构方程的增量形式都可以写成率的

形式，例如式（１６２２）可写成

εｉｊ＝
３ε


２σｓ
ｓｉｊ （１６２５）

式（１６２４）可写成

ｅｉｊ＝
ｓｉｊ
２Ｇ＋

３ψ′（珋σ）
２珋σ σｓｉｊ

εｍ＝
１
３Ｋ
σ

烍

烌

烎ｍ

（１６２６）

１６４ 全 量 理 论

１６４１ 全量本构方程

塑性全量理论也称为塑性形变理论，它试图直接建立全量形式的、与加载路

４１２ 第１６章 经典塑性本构理论



径无关的本构关系。这只有在简单加载条件下才有可能。以下先推导全量本构

方程，然后简要介绍单一曲线假设和简单加载定理。

如果加载形式为简单加载，即在加载过程中任一点的各应力分量都按比例

单调增长，那么增量本构方程便可简化为全量本构方程。实际上，若σ０ｉｊ为ｔ０时
刻的任一非零的参考应力状态，ｋ（ｔ）为单调增加的参数，则任意时刻ｔ的应力
状态σｉｊ为

σｉｊ＝ｋσ０ｉｊ （１６２７ａ）

且有

ｓｉｊ＝ｋｓ０ｉｊ， 珋σ＝ｋ珋σ０ （１６２７ｂ）

于是式（１６１１）化为

ｄｅｉｊ＝
ｄｓｉｊ
２Ｇ＋ｋｄλｓ

０
ｉｊ， ｄεｍ＝

１
３Ｋｄσｍ
，

积分上式并令

Φ＝１ｋ∫ｋｄλ
得

ｅｉｊ＝
１
２Ｇ＋（ ）Φｓｉｊ， εｍ＝

１
３Ｋσｍ

（１６２８）

再令

Ｈ＝１２Ｇ＋Φ

则式（１６２８）的第一式可写成

ｅｉｊ＝Ｈｓｉｊ （１６２９）

由此得

ｅｉｊｅｉｊ＝Ｈ２ｓｉｊｓｉｊ

注意到下列公式

珋σ＝ ３
２ｓｉｊｓｉ槡 ｊ， 珋ε＝ ２

３ｅｉｊｅｉ槡 ｊ

有

５１２１６４ 全 量 理 论



Ｈ＝
ｅｉｊｅｉ槡 ｊ

ｓｉｊｓｉ槡 ｊ
＝３珋ε２珋σ

将上式代回式（１６２８）得

ｅｉｊ＝
３
２
珋ε
珋σｓｉｊ
， εｍ＝

１
３Ｋσｍ

（１６３０ａ）

或

ｓｉｊ＝
２
３
珋σ
珋εｅｉｊ
， σｍ＝３Ｋεｍ （１６３０ｂ）

１６４２ 单一曲线假设

单一曲线假设认为，在简单加载条件下，材料的硬化特性可以用珋σ与珋ε的函
数关系来表示，即

珋σ＝（珋ε）＝３Ｇ珋ε［１－ω（珋ε）］ （１６３１）

且这个函数形式与应力状态无关，而只与材料特性有关。这样，（珋ε）就可根据
单向拉伸试验曲线来确定。在单向拉伸条件下，有珋σ＝σ及珋ε＝ε，故σ－ε曲线
就是珋σ＝（珋ε）。

图１６４ 单一曲线假设

试验表明，在简单加载或偏离简单加载不大的情况下，单一曲线假定是相当

符合实际的，即图１６４ａ所示曲线与图１６４ｂ所示曲线基本重合（文献４７）。
将式（１６３１）代入式（１６３０）得

ｓｉｊ＝
２
３
（珋ε）
珋εｅｉｊ＝２Ｇ

［１－ω（珋ε）］ｅｉｊ

σｍ＝
Ｅ
１－２νε

烍

烌

烎ｍ

（１６３２）

当ω（珋ε）＝０时，上式就变成广义Ｈｏｏｋｅ定律。
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１６４３ 简单加载定理

前面已经说明，在简单加载条件下可采用全量本构方程。通常我们只知道

外部荷载的变化情况，而物体内的应力是不能事先确定的。因此，问题是物体在

什么条件下，其内部各点均处于简单加载？ＡＡＩｌ’ｙｕｓｈｉｎ（１９４８）提出的简单加
载定理给出了小变形情况下实现简单加载的充分条件：

（１）荷载按比例单调增长；
（２）材料不可压缩，即ν＝１／２；
（３）若有位移边界条件，只能是零位移；
（４）材料的珋σ－珋ε曲线具有幂函数形式，即珋σ＝Ａ珋εｎ。
现对此加以证明。

设某一初始时刻，物体内的应力为σ０ｉｊ，应变为ε０ｉｊ，位移为ｕ０ｉ，它们满足下列
小变形时的方程：

平衡方程 σ０ｉｊ，ｊ＋ｆ０ｉ＝０

几何方程 ε０ｉｊ＝
１
２
（ｕ０ｉ，ｊ＋ｕ０ｊ，ｉ）

本构方程 ｓ０ｉｊ＝
２珋σ０
３珋ε０ｅ

０
ｉｊ＝
２
３Ａ
（珋ε０）ｎ－１ｅ０ｉｊ

边界条件 ｎｊσ０ｉｊ＝珔ｐ０ｉ 在Γσ上

ｕ０ｉ＝０ 在Γｕ上

如果外荷载按比例增加即ｔ时刻的ｆｉ＝ｋｆ０ｉ，珔ｐｉ＝ｋ珔ｐ０ｉ，只要能够证明σｉｊ＝

ｋσ０ｉｊ，εｉｊ＝
ｎ槡ｋε０ｉｊ，ｕｉ＝

ｎ槡ｋｕ０ｉ满足ｔ时刻的全部方程和边界条件，就意味着简单加
载。现证明如下：

平衡方程 σｉｊ，ｊ＋ｆｉ＝ｋσ０ｉｊ，ｊ＋ｋｆ０ｉ＝ｋ（σ０ｉｊ，ｊ＋ｆ０ｉ）＝０

几何方程 εｉｊ＝
ｎ槡ｋε０ｉｊ＝

１
２
ｎ槡ｋ（ｕ０ｉ，ｊ＋ｕ０ｊ，ｉ）＝

１
２
（ｕｉ，ｊ＋ｕｊ，ｉ）

本构方程 ｓｉｊ＝ｋｓ０ｉｊ＝ｋ
２
３Ａ
（珋ε０）ｎ－１ｅ０ｉｊ＝

２
３Ａ
（珋ε）ｎ－１ｅｉｊ＝

２
３
珋σ
珋εｅｉｊ

边界条件 ｎｊσｉｊ＝ｋｎｊσ０ｉｊ＝ｋ珔ｐ０ｉ＝珔ｐｉ 在Γσ上

ｕｉ＝
ｎ槡ｋｕ０ｉ＝０ 在Γｕ上

实践表明，实现简单加载的最基本条件是荷载按比例单调增长。当其他条

件近似满足时，采用全量理论仅产生不大的偏差。不过，到目前为止全量理论的

适用范围仍不明确。

７１２１６４ 全 量 理 论



１６５ 增量理论的普遍形式

１６５１ 本构方程

当材料变形进入塑性阶段且为加载状态时，应力增量产生的应变增量ｄεｉｊ
分为弹性应变增量ｄεｅｉｊ和塑性应变增量ｄεｐｉｊ两部分

ｄεｉｊ＝ｄεｅｉｊ＋ｄεｐｉｊ （１６３３）

弹性应变增量与应力增量之间服从广义Ｈｏｏｋｅ定律

ｄσｉｊ＝Ｄｉｊｋｌｄεｅｋｌ （１６３４）

其中，Ｄｉｊｋｌ为弹性张量，Ｅ和ν应该采用卸荷与重新加荷应力应变曲线部分的Ｅ
和ν值。式（１６３３）两边乘以Ｄｉｊｋｌ

Ｄｉｊｋｌｄεｋｌ＝Ｄｉｊｋｌｄεｅｋｌ＋Ｄｉｊｋｌｄεｐｋｌ

将式（１６６）和（１６３４）代入上式得

Ｄｉｊｋｌｄεｋｌ＝ｄσｉｊ＋ｄλＤｉｊｋｌ
ｇ
σｋｌ

（１６３５）

卸载和中性变载时，ｄλ＝０，上式退化为增量形式的广义Ｈｏｏｋｅ定律。加载
时，即

ｆ
σｉｊ
ｄσｉｊ＞０

时，有ｄλ＞０。因此很自然，ｄλ可以假定为

ｄλ＝１Ａ
ｆ
σｉｊ
ｄσｉｊ （１６３６ａ）

其中，Ａ称为硬化函数。上式可写成

ｆ
σｉｊ
ｄσｉｊ－Ａｄλ＝０ （１６３６ｂ）

联立式（１６３５），（１６３６ｂ），消去ｄλ可解得

ｄσｉｊ＝Ｄｅｐｉｊｋｌｄεｋｌ （１６３７）

其中，Ｄｅｐｉｊｋｌ为弹塑性张量，其表达式为
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Ｄｅｐｉｊｋｌ＝Ｄｉｊｋｌ－
Ｄｉｊｍｎ

ｇ
σｍｎ

ｆ
σｑｒ
Ｄｑｒｋｌ

Ａ＋ｆσｉｊ
Ｄｉｊｋｌ
ｇ
σｋｌ

（１６３８）

１６５２ 硬化函数

现在研究硬化函数Ａ的确定方法。注意到加载面

ｆ（σｉｊ，Ｈ）＝０

有

ｄｆ＝ｆσｉｊ
ｄσｉｊ＋

ｆ
ＨｄＨ＝０

从而

ｆ
σｉｊ
ｄσｉｊ＝－

ｆ
ＨｄＨ

注意到式（１６３６）和上式，可知

Ａ＝－１ｄλ
ｆ
ＨｄＨ

（１６３９）

（１）塑性功假定
假定Ｈ为塑性功，即

Ｈ＝Ｗｐ＝∫σｉｊｄεｐｉｊ
则

ｄＨ＝Ｈεｐｉｊ
ｄεｐｉｊ＝

Ｗｐ
εｐｉｊ
ｄεｐｉｊ＝ｄλσｉｊ

ｇ
σｉｊ

代入式（１６３９）得

Ａ＝－ｆＷｐ
σｉｊ
ｇ
σｉｊ

（１６４０）

（２）塑性应变假定
假定Ｈ是塑性应变的函数，即

Ｈ＝Ｈ（εｐｉｊ）

则

９１２１６５ 增量理论的普遍形式



ｄＨ＝Ｈεｐｉｊ
ｄεｐｉｊ＝ｄλ

Ｈ
εｐｉｊ
ｇ
σｉｊ

代入式（１６３９）得

Ａ＝－ｆＨ
Ｈ
εｐｉｊ
ｇ
σｉｊ

（１６４１）

１６５３ 矩阵形式

（１）弹塑性矩阵
为便于在有限单元法中的应用，上述各式常写成矩阵形式。加载曲面、塑性

势面及硬化参数分别为

ｆ（σ，Ｈ）＝０， ｇ（σ，Ｈ）＝０

Ｈ＝Ｗｐ＝∫σｄεｐ， Ｈ＝Ｈ（珔εｐ）

而式（１６３３）为

ｄε＝ｄεｅ＋ｄεｐ （ａ）

弹性应变增量为

ｄεｅ＝Ｄ－１ｄσ （ｂ）

其中，Ｄ为弹性矩阵；ｄε，ｄσ分别为应变增量和应力增量列阵，即

ｄε＝［ｄεｘ ｄεｙ ｄεｚ ｄγｘｙ ｄγｙｚ ｄγｚｘ］Ｔ

ｄσ＝［ｄσｘ ｄσｙ ｄσｚ ｄτｘｙ ｄτｙｚ ｄτｚｘ］Ｔ

根据式（１６６），塑性应变增量可写为

ｄεｐ＝ｄλｇσ
（ｃ）

将式（ｂ）和（ｃ）代入式（ａ）得

ｄε＝Ｄ－１ｄσ＋ｄλｇσ

即

Ｄｄε＝ｄσ＋ｄλＤｇσ
（ｄ）

式（１６３６ｂ）可写为
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ｆ
（ ）σ

Ｔ
ｄσ－Ａｄλ＝０ （ｅ）

联立式（ｄ）和（ｅ），可得

ｄσ＝Ｄｅｐｄε （１６４２）

其中，Ｄｅｐ为弹塑性矩阵，其计算公式为

Ｄｅｐ＝Ｄ－Ｄｐ＝Ｄ－
Ｄｇσ

ｆ
（ ）σ

Ｔ
Ｄ

Ａ＋ ｆ（ ）σ
Ｔ
Ｄｇσ

（１６４３）

（２）硬化函数
显然，硬化函数式（１６４０），（１６４１）的矩阵形式分别为

Ａ＝－ｆＷｐ
σＴｇσ

（１６４４）

Ａ＝－ｆＨ
Ｈ
ε（ ）ｐ

Ｔｇ
σ

（１６４５）

习 题

１６１ 试简述硬化规律、加载准则和流动法则，并分别说明它们在塑性增量理论
中所起的作用。

１６２ 何谓正则屈服面和非正则屈服面？试写出非正则屈服面时硬化塑性材料
的加载准则。

１６３ 设物体中某点处于塑性状态的加载过程中，其三个主应力分别为

σ１＝３ａ，σ２＝ａ，σ３＝２ａ。求此时塑性应变增量的比值ｄεｐ１∶ｄεｐ２∶ｄεｐ３（提
示：考虑与Ｍｉｓｅｓ条件相关联的流动法则）。

１２２习 题



第１７
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弹塑性分析与简单例解

当荷载达到一定值时，结构中的“危险点”将进入塑性变形阶段，此种状态称

为结构的弹性极限状态，相应的荷载称为弹性极限荷载。随着荷载的逐渐增大，

结构中进入塑性状态的材料越来越多，即塑性区域不断扩大。如果材料是理想

塑性的（理想刚塑性的或理想弹塑性的），则结构可能发生这样的变形，即当荷载

增加到某一数值时，变形将无限制地发展而荷载却不能继续增加。此时，我们称

结构达到了塑性极限状态（简称极限状态），相应的荷载称为塑性极限荷载（简称

极限荷载）。

一般情况下，弹塑性问题因涉及到复杂的非线性本构方程而难以得到解析

解答。不过，在某些问题中，材料处于比较简单的应力状态且其主应力大小次序

明确；如果再假定材料是理想弹塑性的或线性硬化的，则它们就成为可简单求解

的问题，例如梁的横向弯曲、厚壁圆筒承受压力、柱体扭转等问题。在这类问题

的求解中，首先从弹性分析开始，求得结构变形及弹性极限荷载；然后进入弹塑

性分析，确定弹性区与塑性区的分界；最后研究结构全断面进入塑性的极限状

态，从而得出塑性极限荷载。

本章首先列出弹塑性力学边值问题的微分方程；然后介绍若干简单弹塑性

问题的解法。

１７１ 弹塑性力学边值问题

在小变形假设下，第２章和第３章推导的平衡微分方程、几何方程和边界条
件仍适用于塑性变形阶段。弹塑性问题与弹性问题的根本区别在于本构方程的

不同。塑性阶段的本构方程有增量和全量两种形式，相应地，弹塑性力学边值问

题的提法也有两种不同的形式。

１７１１ 全量分析

考虑下述问题：在物体Ω内给定体力ｆｉ，边界Γσ上给定面力珔ｐｉ，边界Γｕ上



给定位移珔ｕｉ。在适宜采用全量本构方程的情况下，要求确定物体内各点的应力

σｉｊ，应变εｉｊ和位移ｕｉ，使其满足下列控制方程和边界条件。
（１）平衡方程

σｉｊ，ｊ＋ｆｉ＝０ （１７１）

（２）几何方程

εｉｊ＝
１
２
（ｕｉ，ｊ＋ｕｊ，ｉ） （１７２）

（３）本构方程

ｓｉｊ＝
２
３
珋σ
珋εｅｉｊ
， σｍ＝３Ｋεｍ （１７３）

（４）边界条件

ｎｊσｉｊ＝ｐｉ 在Γσ上 （１７４）

ｕｉ＝珔ｕｉ 在Γｕ上 （１７５）

在形式上，弹塑性问题全量分析与线弹性分析完全一样，只是本构方程不

同。其中控制方程１５个，未知量也是１５个，故在给定边界条件下可以求解。

１７１２ 增量分析

当物体进入塑性阶段且加载条件复杂时，如果只在边界上给定荷载和位

移的最后数值，不能确定物体内的应力场和位移场。只有在给定从自然状态

开始的全部边界条件变化过程的情况下，才可能跟踪给定的加载历史，确定物

体内应力和位移的变化过程。此时，弹塑性力学问题应该按增量或速率的形

式提出。

设加载阶段某时刻物体的应力σｉｊ，应变εｉｊ，位移ｕｉ已经求出。在此基础
上，在Ω内施加体力增量ｄｆｉ，在Γσ上施加面力增量ｄ珔ｐｉ，在Γｕ上给定位移增
量ｄ珔ｕｉ，要求确定相应的应力增量ｄσｉｊ，应变增量ｄεｉｊ，位移增量ｄｕｉ，使其满足下
列控制方程和边界条件。

（１）平衡方程

ｄσｉｊ，ｊ＋ｄｆｉ＝０ （１７６）

（２）几何方程

ｄεｉｊ＝
１
２
（ｄｕｉ，ｊ＋ｄｕｊ，ｉ） （１７７）

３２２１７１ 弹塑性力学边值问题



（３）本构方程

在弹性区或塑性区卸载时，本构方程采用增量形式的广义Ｈｏｏｋｅ定律，即

ｄｅｉｊ＝
ｄｓｉｊ
２Ｇ
， ｄεｍ＝

１
３Ｋｄσｍ

（１７８）

或

ｄεｉｊ＝
ｄｓｉｊ
２Ｇ＋

１
３Ｋｄσｍδｉｊ

（１７９）

当材料已进入塑性变形阶段且新的荷载增量为加载时，采用塑性本构方程。

例如Ｐｒａｎｄｔｌ?Ｒｅｕｓｓ方程

ｄｅｉｊ＝
ｄｓｉｊ
２Ｇ＋ｄλｓｉｊ

， ｄεｍ＝
１
３Ｋｄσｍ

（１７１０）

或

ｄεｉｊ＝
ｄｓｉｊ
２Ｇ＋ｄλｓｉｊ＋

１
３Ｋｄσｍδｉｊ

（１７１１）

（４）边界条件

ｎｊｄσｉｊ＝ｄ珔ｐｉ 在Γσ上 （１７１２）

ｄｕｉ＝ｄ珔ｕｉ 在Γｕ上 （１７１３）

（５）连续条件
结构在弹塑性状态下，可分为弹性区和塑性区。在弹性区和塑性区的分界

处，应力和应变应当满足一定的连续性条件（有时还有间断性条件）。设弹性区

与塑性区的交界面为ΓＣ，其法线方向为ｎ，则位移连续条件和应力连续条件分
别为

ｄｕ（１）ｉｎｉ＝ｄｕ
（２）
ｉｎｉ 在ΓＣ上 （１７１４）

ｎｊｄσ
（１）
ｉｊ ＝ｎｊｄσ

（２）
ｉｊ 在ΓＣ上 （１７１５）

其中，上标（１）、（２）分别表示弹性区和塑性区。
上述控制方程有１５个，未知量也是１５个，在给定边界条件下可以求解；其

中确定弹性区与塑性区交界需考虑连续条件。求出ｄσｉｊ，ｄεｉｊ，ｄｕｉ后叠加到原来
的σｉｊ，εｉｊ，ｕｉ上，再进行下一荷载增量步的计算，直到

∑
ｎ

ｋ＝１
ｄｆｉｋ＝ｆｉ， ∑

ｎ

ｋ＝１
ｄ珔ｐｉｋ＝珔ｐｉ， ∑

ｎ

ｋ＝１
ｄ珔ｕｉｋ＝珔ｕｉ
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为止。其中ｆｉ，珔ｐｉ，珔ｕｉ分别为给定的最终体力、面力、边界位移。

１７１３ 方程求解

（１）解的唯一性
在线性弹性力学问题中，解的唯一性定理是成立的。而在弹塑性力学问题

中，本构方程为非线性，且应力与应变不存在单值对应关系，因而问题就比较复杂。

如果结构是简单加载并全量理论求解，则解是唯一的。在必须采用增量理论求解

的问题中，对于硬化材料，当ｄσｉｊ确定时，对应的ｄεｉｊ也是唯一确定的；对于理想塑
性材料，就给定的ｄσｉｊ值，不能唯一地确定ｄεｉｊ，即ｄεｉｊ的解可以不唯一。
（２）求解的方法
弹塑性力学问题的基本求解方法仍然是位移法和应力法。由于涉及到复杂

的非线性本构方程，通常情况下解析解是无法得到的，只能采用数值方法求近似

解。如果材料是理想弹塑性的或线性硬化弹塑性的，则对于某些简单弹塑性问题，

可以得到解析解。以下各节仅讨论这类问题，其中均假设材料具有理想弹塑性。

１７２ 梁的弹塑性弯曲

１７２１ 基本方程

本节采用材料力学中的简化假定，讨论梁在弯矩和横向荷载作用下的弹塑

性弯曲问题，且仅限于矩形截面梁（其他截面梁的分析是相似的）。

（１）基本假设
梁的横向弯曲（图１７１）属于平面应力问题，σｚ＝τｙｚ＝τｚｘ＝０。通常认为，

在弹塑性阶段，材料力学中的基本假设仍然成立：平截面假设，即弯曲过程中梁

的截面仍保持为平面且与变形后的梁轴垂直。于是，有横向剪应变γｘｙ＝０；横
向纤维无挤压，即εｙ＝０；梁轴水平方向无伸缩，即ｕ ｙ＝０＝０。这样，非零应变分
量仅有轴向应变εｘ。

图１７１ 梁的横向弯曲

５２２１７２ 梁的弹塑性弯曲



（２）几何方程
根据上述假设，不难推导出梁的位移函数如下

ｕ＝－ｙｄｖｄｘ
， ｖ＝ｖ（ｘ） （１７１６）

其中，ｕ，ｖ分别为梁的水平位移和竖向位移。于是有

εｘ＝
ｕ
ｘ ＝－ｙ

ｄ２ｖ
ｄｘ２＝κｙ

（１７１７）

其中，κ为曲率。
（３）本构方程
在本构方程中忽略次要应力（即挤压应力σｙ和横向剪应力τｘｙ）的影响，材

料处于轴向应力的单向拉压状态。对于理想弹塑性材料，应力?应变关系为

σｘ＝
Ｅεｘ εｘ ≤εｓ
σｓｓｇｎεｘ εｘ ＞ε
烅
烄

烆 ｓ

（１７１８）

其中，εｓ为屈服应变，即应力刚达到屈服应力σｓ时的应变。
（４）平衡方程
在不计体力的情况下，平衡微分方程为

σｘ
ｘ＋

τｘｙ
ｙ ＝０

τｘｙ
ｘ ＋

σｙ
ｙ

烍

烌

烎＝０
（１７１９）

轴向应力σｘ求出后，挤压应力σｙ和横向剪应力τｘｙ可以根据上述平衡微分方程
求出。于是，任一截面上的弯矩Ｍ 和剪力Ｑ为

Ｍ ＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
σｘｂｙｄｙ＝２∫

ｈ／２

０
σｘｂｙｄｙ （１７２０）

Ｑ ＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
τｘｙｂｄｙ＝２∫

ｈ／２

０
τｘｙｂｄｙ （１７２１）

（５）屈服条件
通常略去次要应力σｙ和τｘｙ对材料屈服的影响，此时屈服条件为

σｘ＝±σｓ （１７２２）

１７２２ 梁的纯弯曲

如果只在梁的两端作用一对力偶 Ｍ 且力偶作用在梁的对称面内（图
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１７２），则每个截面上只有弯矩而没有剪力，且每个截面上的弯矩均相同。

图１７２ 梁的纯弯曲

（１）弹性阶段
在弹性阶段（图１７３ａ），轴向应力为

σｘ＝Ｅεｘ＝Ｅκｙ

将其代入式（１７２０）得

σｘ＝
Ｍｙ
Ｊ

（１７２３）

其中，截面惯性矩Ｊ＝ｂｈ３／１２。
横截面上σｘ的分布如图１７３ａ所示。可见，最大正应力出现在梁的上下边

缘。随着弯矩的增加，边缘处首先进入塑性变形状态（图１７３ｂ）。此时梁处于
弹性极限状态，弹性极限弯矩为

Ｍｅ＝
２Ｊσｓ
ｈ

（１７２４）

图１７３ 梁截面应力

（２）弹塑性阶段
当Ｍ＞Ｍｅ时，横截面上开始出现弹塑性分区（图１７３ｃ），即截面的中间部

分为弹性区，上下两部分为塑性区。弹性区与塑性区的分界在ｙ＝±ζ处，轴向
应力的分布为

σｘ＝
σｓｙ／ζ ｙ ≤ζ
±σｓ ｙ ＞
烅
烄

烆 ζ
（ａ）

７２２１７２ 梁的弹塑性弯曲



将其代入式（１７２０）得

Ｍ ＝２∫
ｈ／２

０
σｘｂｙｄｙ＝２∫ζ０σｓｂｙ２／ζｄｙ＋２∫

ｈ／２

ζ
σｓｂｙｄｙ

＝σｓｂｈ２
１
４－

１
３
ζ（ ）ｈ［ ］

２
（ｂ）

当ζ＝０时，整个截面进入塑性状态（图１７３ｄ），此时的弯矩为塑性极限弯矩Ｍｓ

Ｍｓ＝
１
４σｓｂｈ

２ （１７２５）

整理式（ｂ）得

ζ＝
ｈ
２ ３１－ＭＭ（ ）槡 ｓ

（１７２６）

（３）卸载
如果加载到塑性阶段后卸载，只是弹性变形得到恢复，而塑性变形残留下

图１７４ 残余应力和应变

来。应力改变量与应变改变量之间服从广义Ｈｏｏｋｅ定
律。用外荷载的改变量作为假想荷载作用到物体上，

按线弹性理论求出应力和应变，再从卸载前的相应应

力和应变中将其扣除，则得卸载后的应力和应变。外

荷载全部卸去后，所得应力和应变即为残余应力和应

变。

显然，外荷载全部卸去后，在物体内不仅会留下残

余变形，而且还会有残余应力（图１７４）。因为应力的改变量是按弹性计算得到
的，而卸载前的应力是按塑性计算的，它们不会完全相等。

１７２３ 梁受横向荷载

当梁承受横向荷载作用时，将产生次要应力σｙ和τｘｙ。如果忽略其影响，则
此时的分析与梁的纯弯曲问题相似，只是各个横截面上的弯矩Ｍ＝Ｍ（ｘ）不同
而已，而截面的弹性极限弯矩和塑性极限弯矩算式仍然为（１７２４）和（１７２５）。
（１）集中荷载
设简支梁的跨中受集中荷载Ｐ作用（图１７５），其弯矩方程为

Ｍ＝Ｐ２
（ｌ－ｘ） （ａ）

显然，跨中弯矩最大，即Ｍ（０）＝Ｍｍａｘ＝Ｐｌ／２。若Ｍ（０）＜Ｍｅ，则整个梁将处于
弹性状态；而当Ｍ（０）＝Ｍｅ时，梁处于弹性极限状态，弹性极限荷载为
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图１７５ 梁受集中荷载

Ｐｅ＝
２Ｍｅ
ｌ

（１７２７）

当Ｐ＞Ｐｅ时，弯矩从梁中点到端点是递减的。因此，总存在截面ｘ＝ｘｃ，此
处有Ｍ（ｘｃ）＝Ｍｅ。这样，整个梁被分成弹性段和弹塑性段。根据弯矩方程

Ｍｅ＝
Ｐ
２
（ｌ－ｘｃ） （ｂ）

可得

ｘｃ＝ｌ－２Ｍｅ／Ｐ （１７２８）

弹塑性段内每个截面上弹塑性区分界点的位置由式（１７２６）确定。注意到
式（ａ）得

ζ＝
ｈ
２ ３１－ＭＭ（ ）槡 ｓ

＝ｈ２ ３１－Ｐ
（ｌ－ｘ）
２Ｍ（ ）槡 ｓ

（１７２９）

随着荷载的逐渐增加，截面塑性区的范围越来越大。当荷载增加到某值时，梁中

点的弯矩Ｍ（０）＝Ｍｓ。此时，在跨中形成了塑性铰，相应的荷载称为塑性极限
荷载Ｐｓ，即

Ｐｓ＝
２Ｍｓ
ｌ

（１７３０）

（２）均布荷载
设简支梁受均布荷载ｑ作用（图１７６），其弯矩方程为

Ｍ＝ｑ２
（ｌ２－ｘ２） （ｃ）

梁中弯矩最大，Ｍ（０）＝Ｍｍａｘ＝ｑｌ２／２。若Ｍ（０）＜Ｍｅ，则整个梁处于弹性状态；
而当Ｍ（０）＝Ｍｅ时，梁处于弹性极限状态，弹性极限荷载为

９２２１７２ 梁的弹塑性弯曲



ｑｅ＝
２Ｍｅ
ｌ２

（１７３１）

图１７６ 梁受均布荷载

当ｑ＞ｑｅ时，整个梁被分成弹性段和弹塑性段。若当ｘ＝ｘｃ时，Ｍ＝Ｍｅ，即

Ｍｅ＝ｑ２
（ｌ２－ｘ２ｃ） （ｄ）

由此得

ｘｃ＝ ｌ２－２Ｍｅ／槡 ｑ （１７３２）

弹塑性段内每个截面上弹塑性区分界点的位置由式（１７２６）确定。注意到
式（ｃ）得

ζ＝
ｈ
２ ３１－ＭＭ（ ）槡 ｓ

＝ｈ２ ３１－ｑ
（ｌ２－ｘ２）
２Ｍ（ ）槡 ｓ

（１７３３）

当荷载增加到某值时，梁中点的弯矩 Ｍ（０）＝Ｍｓ，此时的荷载为塑性极限荷载

ｑｓ，即

ｑｓ＝
２Ｍｓ
ｌ２

（１７３４）

图１７７ 超静定梁

１７２４ 超静定梁

根据前面静定梁的弹塑性分析可知，当梁内

最大弯矩等于 Ｍｓ时，梁内就会出现一个塑性
铰，静定梁成为一种塑性机构，即达到塑性极限

状态。对于超静定梁，梁内每出现一个塑性铰，

超静定次数就会降低一次，直到成为机构而达到

塑性极限状态。现就图１７７所示的一次超静定
梁进行分析。

由材料力学知，超静定梁的弯矩为

０３２ 第１７章 弹塑性分析与简单例解



Ｍ（ｘ）＝５Ｐ１６
（２ｌ－ｘ）－Ｐ（ｌ－ｘ） ０≤ｘ≤ｌ

Ｍ（ｘ）＝５Ｐ１６
（２ｌ－ｘ） ｌ≤ｘ≤２ｌ

最大弯矩在固定端截面处，即

Ｍｍａｘ＝Ｍ（０）＝－
３
８Ｐｌ

当Ｍ（０）＝－Ｍｓ时，对应的荷载为Ｐｅ＝
８Ｍｓ
３ｌ
。当Ｐ＞Ｐｅ时，固定端成为塑性

铰，弯矩将保持不变，且梁成为静定梁。不难求出此时的梁内弯矩

Ｍ（ｘ）＝ Ｐ
２－

Ｍｓ
２（ ）ｌ （２ｌ－ｘ）－Ｐ（ｌ－ｘ） ０≤ｘ≤ｌ

Ｍ（ｘ）＝ Ｐ
２－

Ｍｓ
２（ ）ｌ （２ｌ－ｘ） ｌ≤ｘ≤２ｌ

此时集中力作用点处弯矩最大，其值为

Ｍ（ｌ）＝１２
（Ｐｌ－Ｍｓ）

当Ｍ（ｌ）＝Ｍｓ时，梁成为机构，相应的塑性极限荷载为

Ｐｓ＝
３Ｍｓ
ｌ

（１７３５）

１７３ 厚壁圆筒承受内压

设内半径为ａ、外半径为ｂ的厚壁圆筒受内压ｑ（图１７８ａ）。当ｑ逐渐增加
时，圆筒的应力状态将由弹性状态逐渐过渡到弹塑性状态，直到塑性极限状态。

图１７８ 厚壁圆筒承受内压

１３２１７３ 厚壁圆筒承受内压



１７３１ 弹性阶段

根据式（８１５），厚壁圆筒受内压ｑ作用时，弹性阶段的应力分量为

σｒ＝
ａ２

ｂ２－ａ２
１－ｂ

２

ｒ（ ）２ｑ， σθ＝
ａ２

ｂ２－ａ２
１＋ｂ

２

ｒ（ ）２ ｑ， τｒθ＝０ （１７３６）

该问题属于平面应变问题，σｚ为

σｚ＝υ（σｒ＋σθ）＝２υ ｑａ２
ｂ２－ａ２

显然，３个主应力的大小排序为

σθ≥σｚ≥σｒ
且有

σ１－σ３＝σθ－σｒ＝
２ｑａ２ｂ２
（ｂ２－ａ２）ｒ２

随着荷载的增大，圆筒在内壁处首先屈服。根据Ｔｒｅｓｃａ屈服条件，当内壁
处的σ１－σ３＝σθ－σｒ＝σｓ时材料开始屈服，对应的弹性极限荷载为

ｑｅ＝
σｓ
２ １－

ａ２
ｂ（ ）２ （１７３７）

１７３２ 弹塑性阶段

当内压ｑ超过ｑｅ时，圆筒进入弹塑性阶段，分为弹性区和塑性区，其分界线
为ｒ＝ｃ（图１７８ｂ）。
（１）塑性区ａ≤ｒ≤ｃ
塑性区内的每一点均满足Ｔｒｅｓｃａ屈服条件，即

σθ－σｒ＝σｓ （ａ）

同时满足轴对称平衡微分方程，即

ｄσｒ
ｄｒ－

σθ－σｒ
ｒ ＝０ （ｂ）

将式（ａ）代入式（ｂ），积分得塑性区的径向应力

σｒ＝σｓｌｎｒ＋Ｃ （ｃ）

将边界条件σｒ ｒ＝ａ＝－ｑ代入上式得出常数Ｃ，再带回上式得
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σｒ＝σｓｌｎ
ｒ
ａ －ｑ

（ｄ）

将其代入式（ａ），得到塑性区内的环向应力

σθ＝σｓｌｎ
ｒ
ａ ＋（ ）１－ｑ （１７３８）

（２）弹性区ｃ＜ｒ≤ｂ
如果取圆筒弹性区为研究对象，则弹性区与塑性区分界线处的σｒ与弹性区

内压ｑｃ数值上相等。由于该处位于塑性区的边界上，故根据式（ｄ）

ｑｃ＝－σｒ ｒ＝ｃ＝－ σｓｌｎ
ｃ
ａ－（ ）ｑ （１７３９）

将ｑ＝ｑｃ，ａ＝ｃ代入式（１７３６），可得弹性区内的应力分布

σｒ＝
ｃ２
ｂ２－ｃ２

１－ｂ
２

ｒ（ ）２ｑｃ，σθ＝ ｃ２
ｂ２－ｃ２

１＋ｂ
２

ｒ（ ）２ｑｃ，τｒθ＝０ （１７４０）
考虑到ｑｃ为弹性极限荷载，根据式（１７３７）有

ｑｃ＝
σｓ
２ １－

ｃ２
ｂ（ ）２ （１７４１）

根据式（１７３９）和（１７４１），有（应力连续条件）

－ σｓｌｎ
ｃ
ａ－（ ）ｑ ＝σｓ２ １－ｃ

２

ｂ（ ）２ （１７４２）

可求得ｃ。
（３）塑性极限荷载
当ｃ＝ｂ时，厚壁圆筒全部进入塑性极限状态（图１７８ｃ），此时的内压ｑ为

塑性极限荷载ｑｓ。由式（１７４２），可得

ｑｓ＝σｓｌｎ
ｂ
ａ

（１７４３）

１７４ 柱体弹塑性扭转

１７４１ 圆柱弹塑性扭转

当扭矩在弹性极限扭矩和塑性极限扭矩之间时，截面只有一部分屈服，此即

弹塑性扭转问题。除圆形截面柱外，一般截面柱的弹塑性扭转问题尚未得到精

３３２１７４ 柱体弹塑性扭转



确解。困难在于弹、塑性区分界线的位置和形状都是未知的。这里仅介绍圆柱

扭转的弹塑性分析。

（１）弹性阶段
根据式（１１１８），半径为ａ的圆形截面柱弹性扭转剪应力为

τｚｘ＝－
２Ｍ
πａ４ｙ
， τｚｙ＝

２Ｍ
πａ４ｘ

合剪应力为

τｒ＝
２Ｍ
πａ４ｒ

显然，最大剪应力发生在截面周边上，其值为

τｍａｘ＝
２Ｍ
πａ３

当τｍａｘ＝τｓ时，柱体处于弹性极限状态（图１７９ａ），相应的弹性极限扭矩为

Ｍｅ＝
１
２πａ

３τｓ （１７４４）

Ｍｅ也可根据平衡条件直接求得，即

Ｍｅ＝∫ＡｒτｒｄＡ＝２π∫
ａ

０
τｒｒ２ｄｒ＝

１
２πａ

３τｓ

图１７９ 圆柱弹塑性扭转

（２）弹塑性阶段
当Ｍ＞Ｍｅ时，截面的外层部分进入塑性状态，而中间部分仍处于弹性状态

（图１７９ｂ）。显然，弹性区将约束外层塑性区的塑性变形，使其不发生无限制的
塑性流动。根据平衡条件，弹塑性阶段的扭矩与弹性内核ｒ０之间的关系为

Ｍ ＝∫ＡｒτｒｄＡ＝２π∫
ａ

０
τｒｒ２ｄｒ＝２π∫

ｒ０

０
（τｓｒ／ｒ０）ｒ２ｄｒ＋２π∫

ａ

ｒ０
τｓｒ２ｄｒ

＝２３πａ
３τｓ－

１
６πｒ

３
０τｓ
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（３）塑性极限荷载
当ｒ０＝０时，全截面进入塑性状态（图１７９ｃ），此时的塑性极限扭矩为

Ｍｓ＝
２
３πａ

３τｓ （１７４５）

塑性极限扭矩与弹性极限扭矩之比为

Ｍｓ
Ｍｅ
＝４３

１７４２ 塑性扭转———沙堆比拟

（１）塑性应力曲面
对于任意截面柱的全塑性扭转（即全截面进入塑性状态），与弹性扭转分析

类似，设塑性扭转应力函数为φｐ，应力分量表示为

τｚｘ＝
φｐ
ｙ
， τｚｙ＝－

φｐ
ｘ

（１７４６）

则扭转问题的平衡微分方程恒能满足。根据静力平衡条件，截面的塑性极限扭

矩Ｍｓ为

Ｍｓ＝２Ａ
φｐｄｘｄｙ （１７４７）

其中，Ａ为柱的横截面。
截面上任一点均满足下列屈服条件

τ２ｚｘ＋τ２ｚｙ＝τ２ｓ
将式（１７４６）代入得

φｐ
（ ）ｘ

２
＋ φ

ｐ

（ ）ｙ
２
＝τ２ｓ

即

ｇｒａｄφｐ ＝τｓ （１７４８）

塑性应力函数所代表的曲面ｚ＝φｐ（ｘ，ｙ）称为塑性应力曲面。上式的几何
意义是曲面上任一点的坡度为常数τｓ。也就是说，塑性应力曲面是等倾斜面。
将干沙堆在一个与柱截面相同的水平板上，就能形成这种等倾斜表面，只不过沙

堆的坡度为ｔａｎφ（φ是沙土的内摩擦角）。通过这种类比求解塑性扭转问题的
方法就是沙堆比拟法。

５３２１７４ 柱体弹塑性扭转



由式（１７４８）可知，塑性区剪应力矢量的大小为一常数，而其方向则垂直于
区域周界的法线，即剪应力线平行于区域的周界。沙堆的“脊”是剪应力的间断

线（例如图１７１０中的ＡＢ线），τｚｘ和τｚｙ过这种线时不连续，即剪应力τ＝τｓ的
方向发生跳跃式的变化。

（２）塑性极限扭矩
由式（１７４７）可知，塑性极限扭矩Ｍｓ等于塑性应力曲面所围体积的２倍。

根据沙堆比拟，Ｍｓ即沙堆（其坡度为τｓ）体积Ｖ 的２倍。例如，对于半径为ａ
的圆形截面柱（图１７１１），坡度ｈ／ａ＝τｓ，体积Ｖ＝πａ２ｈ／３，于是塑性极限扭矩
为

Ｍｓ＝
２
３τｓπａ

３ （１７４９）

对于矩形截面ａ×ｂ的柱（图１７１２），坡度ｈｂ／２＝τｓ
，塑性极限扭矩为

Ｍｓ＝２·
（ａ－ｂ）ｂｈ

２ ＋２２·１３
·１
２ｂ

２（ ）ｈ ＝１２τｓａｂ
２－１６τｓｂ

３

（１７５０）

当截面为正方形时，有

Ｍｓ＝
１
３τｓｂ

３ （１７５１）

图１７１０ 间断线 图１７１１ 圆形截面 图１７１２ 矩形截面

图１７１３ 狭长截面

沙堆比拟法可用于近似地计算狭长截面柱体的

极限扭矩（图１７１３）。此时忽略两端的坡度，沙堆的
长度等于截面长度ｌ，沙堆底面宽度为截面宽度δ，沙
堆高度为τｓδ／２。这样，沙堆的近似扭矩为

Ｍｓ＝
１
２τｓδ

２ｌ （１７５２）
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习 题

１７１ 求厚壁圆筒进入塑性极限状态时的应力分布。

答案：σｒ＝σｓｌｎ
ｒ
ｂ
，σθ＝σｓｌｎ

ｒ
ｂ ＋（ ）１ 。

１７２ 试用沙堆比拟法计算等边三角形截面柱的塑性极限扭矩。

答案：Ｍｓ＝
２
３τｓａ

３。

题１７２图 题１７３图

１７３ 试用沙堆比拟法计算变宽度（δ）狭长（ｌ）截面柱的塑性极限扭矩。

答案：Ｍｓ＝
１
２τｓ∫

ｌ

０
δ２（ｓ）ｄｓ。

７３２习 题



第１８

章


塑性极限分析严密解法

在前一章求解弹塑性力学问题时，首先从弹性分析开始并求得弹性极限荷

载；然后进入塑性阶段的分析，得出弹性区与塑性区的分界；最后求得结构进入

塑性极限状态时的塑性极限荷载。通常情况下这种严密的弹塑性分析是不可能

的，而且若采用塑性极限设计方法，也只需计算结构的塑性极限荷载。因此，没

有必要从弹性状态开始求解，而直接进行塑性极限分析即可。可以证明，对于由

理想塑性材料构成的结构，极限状态及极限荷载与加载历史无关。也就是说，加

载方式确定以后，极限状态和极限荷载都是唯一的，而且与材料是理想刚塑性还

是理想弹塑性无关。

塑性极限荷载的求解方法可分为两种，即严密解法和近似解法。本章介绍

作为严密解法的滑移线场理论。简单地说，滑移线就是剪切滑动面的迹线，滑移

线场理论就是关于滑移线性质的理论。该理论是Ｋｔｔｅｒ于１９０３年提出的，其
后经Ｓｏｋｏｌｏｖｓｋｉｉ发展并用于求解各种土力学稳定问题。至于极限荷载的近似
解法，将在第１９章中加以讨论。

１８１ 基 本 方 程

极限荷载应满足下述条件：（１）平衡微分方程和应力边界条件；（２）几何方程
及位移或速度边界条件；（３）本构方程，即在弹性区域内满足弹性本构方程，在塑
性区域内满足塑性本构方程以及屈服条件。

１８１１ 平衡方程

对于平面应变问题，在不计体力的情况下，平衡微分方程为

σｘ
ｘ＋

τｘｙ
ｙ ＝０

τｘｙ
ｘ ＋

σｙ
ｙ

烍

烌

烎＝０
（１８１）



此外，τｙｚ＝τｚｘ＝０，而σｚ根据本构方程确定。

１８１２ 本构方程

由于极限荷载与材料是理想刚塑性还是理想弹塑性无关，故通常采用理想

刚塑性本构方程，例如增量理论中的Ｌéｖｙ?Ｍｉｓｅｓ方程

ｄεｉｊ＝ｄλｓｉｊ＝
３ｄ珋ε
２珋σｓｉｊ

（ａ）

或

εｉｊ＝λｓｉｊ＝
３ε


２珋σｓｉｊ
（ｂ）

其展开式为

εｘ＝
２
３
λσｘ－

１
２
（σｙ＋σｚ［ ］） γｘｙ＝２λτｘｙ

εｙ＝
２
３
λσｙ－

１
２
（σｚ＋σｘ［ ］） γｙｚ＝２λτｙｚ

εｚ＝
２
３
λσｚ－

１
２
（σｘ＋σｙ［ ］） γｚｘ＝２λτ

烍

烌

烎ｚｘ

（ｃ）

在平面应变条件下，εｚ＝０，γｙｚ＝０，γｚｘ＝０，故有

σｚ＝
１
２
（σｘ＋σｙ）＝σｍ （ｄ）

εｘ＝λ（σｘ－σｍ）， εｙ＝λ（σｙ－σｍ）， γｘｙ＝２λτｘｙ （ｅ）

从上式中消去λ，可得

εｘ－εｙ
γｘｙ

＝
σｘ－σｙ
２τｘｙ

（１８２）

此外，由式（ｄ）及式（ｅ），可知

εｘ＋εｙ＝λ（σｘ＋σｙ－２σｍ）＝０ （１８３）

考虑到εｚ＝０，上式即为材料不可压缩条件。

１８１３ 几何方程

将平面问题的几何方程对ｔ求导，且速度表示为

ｖｘ＝
ｕ
ｔ＝

ｕ， ｖｙ＝
ｖ
ｔ＝

ｖ

９３２１８１ 基 本 方 程



则

εｘ＝
ｕ
ｘ＝

ｖｘ
ｘ
， εｙ＝

ｖ
ｙ＝

ｖｙ
ｙ
， γｘｙ＝

ｕ
ｙ＋

ｖ
ｘ＝

ｖｘ
ｙ＋

ｖｙ
ｘ

于是，式（１８２），（１８３）可分别写成

ｕ／ｘ－ｖ／ｙ
ｕ／ｙ＋ｖ／ｘ＝

σｘ－σｙ
２τｘｙ
或 ｖｘ／ｘ－ｖｙ／ｙ
ｖｘ／ｙ＋ｖｙ／ｘ

＝
σｘ－σｙ
２τｘｙ
（１８４）

ｕ
ｘ＋

ｖ
ｙ＝０

或 ｖｘ
ｘ＋

ｖｙ
ｙ＝０

（１８５）

以上两式为速度与应力之间的关系。塑性区内各点的速度构成速度场；对于理

想刚塑性材料，开始变形的瞬时有流动趋势，速度场表示塑性区内各点的流动趋势。

１８１４ 屈服条件

在塑性区内，应力满足屈服条件。采用Ｍｉｓｅｓ屈服条件（１５１６），并用ｋ表
示剪切屈服极限τｓ，有

（σ１－σ２）２＋（σ２－σ３）２＋（σ３－σ１）２＝６ｋ２ （ａ）

下面考虑塑性区内主应力的计算。注意到τｙｚ＝τｚｘ＝０，显然σｚ为一主应
力，其他两个主应力由下式确定

σ１，３＝
σｘ＋σｙ
２ ±１２

（σｘ－σｙ）２＋４τ２ｘ槡 ｙ （ｂ）

于是，塑性区内的主应力为

σ１＝
σｘ＋σｙ
２ ＋１２

（σｘ－σｙ）２＋４τ２ｘ槡 ｙ

σ２＝
σｘ＋σｙ
２

σ３＝
σｘ＋σｙ
２ － （σｘ－σｙ）２＋４τ２ｘ槡

烍

烌

烎ｙ

（１８６）

最大剪应力及作用于最大剪应力面上的正应力分别为

τｍａｘ＝
σ１－σ３
２ ＝１２

（σｘ－σｙ）２＋４τ２ｘ槡 ｙ （１８７ａ）

σ１＋σ３
２ ＝

σｘ＋σｙ
２ ＝σｍ （１８７ｂ）

将式（１８６）代入式（ａ）得

（σｘ－σｙ）２＋４τ２ｘｙ＝４ｋ２ （１８８）

０４２ 第１８章 塑性极限分析严密解法



于是，主应力可写为

σ１＝σｍ＋ｋ
σ２＝σｍ
σ３＝σｍ－

烍
烌

烎ｋ

（１８９）

这说明在塑性区内，任一点的应力状态可用静水压力σｍ与纯剪应力τ＝ｋ两个
分量来表示。

综上所述，对于塑性平面应变问题，有５个控制方程即（１８１），（１８４），
（１８５）和（１８８），含有５个未知数σｘ，σｙ，τｘｙ，ｖｘ和ｖｙ，故给定边界条件后便是
可解的。注意到平衡方程（１８１）和屈服条件（１８８）中不含速度，因此若只有应
力边界条件，则可从中求解３个应力分量。这类不需要本构方程和几何方程就
可以求出应力分布的问题称为“静定”问题。得到应力分量以后，不难由式

（１８４）、（１８５）计算速度。当部分边界上给定位移或速度条件时，塑性平面应变
问题便成为“超静定”的了。

１８２ 滑移线方程

１８２１ 滑移线

根据上述讨论，塑性区内任意一点Ｐ在ｘｙ平面内的应力状态如图１８１ａ
所示。在ｚ方向作用有σｚ＝σｍ＝σ２，另两个主应力σ１，σ３如图１８１ｂ所示。最
大剪应力面与主应力方向呈±４５°。当Ｐ点的位置连续变化时，则与Ｐ点最大
剪应力面的法线相切的线元连成相互正交的两条曲线，分别称为第一、第二最大

剪应力线。其中第一最大剪应力线与ｘ轴夹角用θ表示，并以由ｘ轴逆时针旋
转为正（图１８１ｂ）。

图１８１

１４２１８２ 滑移线方程



当最大剪应力达到屈服极限ｋ时，材料进入塑性流动状态。此时，第一和
第二最大剪应力线分别称为α线和β线（图１８２ａ）。规定α线和β线的正方向
成右手坐标系，并使剪应力τ在该坐标系内成正方向。于是，塑性区内各点的α
线、β线构成正交曲线坐标系。

图１８２

设在塑性区内任一点处，取α，β为局部坐标，则在

εｘ－εｙ
γｘｙ

＝
σｘ－σｙ
２τｘｙ
， εｘ＋εｙ＝０

中，可将脚标ｘ，ｙ分别用α，β代换，而且σα＝σβ＝σｍ，ταβ＝ｋ。于是，有

εα＋εβ＝０
εα－εβ＝０

由此可知，α，β方向的线应变率恒等于零，材料只沿主剪切面滑移。因此，也称

图１８３ 滑移线正交

α线和β线为滑移线。滑移线以正交网络布满塑性
区，形成滑移线场。由滑移线分割成的单元体受力

情况如图１８２ｂ所示。
塑性区内各点的滑移线构成正交曲线坐标系，

σ１的方向必在αβ坐标系的第一及第三象限。故
由σ１方向顺时针旋转４５°就是α方向，逆时针旋
转４５°就是β方向。这种关系很容易使得我们通
过最大主应力方向确定滑移线场方向。注意到导数的几何意义以及α线和β
线正交，滑移线的微分方程为（图１８３）

ｄｙ
ｄｘ＝ｔａｎθ α线 （１８１０ａ）

ｄｙ
ｄｘ＝－ｃｏｔθ β线 （１８１０ｂ）
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１８２２ Ｈｅｎｃｋｙ方程

（１）未知量变换
令最大主应力方向与ｘ轴成φ角（图１８１），则根据应力分析（习题７１），有

ｔａｎ２φ＝
２τｘｙ
σｘ－σｙ

（１８１１）

由于第一最大剪应力线与最大主应力的夹角为４５°，故有

φ＝θ＋４５°

于是

ｔａｎ２φ＝－
１

ｔａｎ２θ
（１８１２）

注意到式（１８１１）和（１８１２），有

σｙ－σｘ＝２τｘｙｔａｎ２θ （ａ）

将其代入屈服条件（１８８），得

τｘｙ＝ｋｃｏｓ２θ （ｂ）

注意到

σｍ＝
１
２
（σｘ＋σｙ） （ｃ）

根据式（ａ），（ｂ），（ｃ），可得

σｘ＝σｍ－ｋｓｉｎ２θ
σｙ＝σｍ＋ｋｓｉｎ２θ
τｘｙ＝ｋｃｏｓ２

烍
烌

烎θ

（１８１３）

可见，通过引入屈服条件，我们已将未知量σｘ，σｙ，τｘｙ转换为σｍ，θ。
（２）特征线方程
式（１８１３）中的σｘ，σｙ，τｘｙ已经满足屈服条件，还需满足平衡微分方程。将

其代入式（１８１）得

σｍ
ｘ －２ｋｃｏｓ２θ

θ
ｘ＋ｓｉｎ２θ

θ
（ ）ｙ ＝０

σｍ
ｙ －２ｋｓｉｎ２θ

θ
ｘ－ｃｏｓ２θ

θ
（ ）ｙ ＝

烍

烌

烎０
（１８１４）

３４２１８２ 滑移线方程



此外，σｍ和θ的微分为

ｄσｍ＝
σｍ
ｘｄｘ＋

σｍ
ｙｄｙ

ｄθ＝θｘｄｘ＋
θ
ｙｄ

烍

烌

烎ｙ
（１８１５）

可以把式（１８１４）和（１８１５）看作是以
σｍ
ｘ
，σｍ
ｙ
，θ
ｘ
，θ
ｙ
为未知量的线性方程组，即

１ ０ －２ｋｃｏｓ２θ －２ｋｓｉｎ２θ
０ １ －２ｋｓｉｎ２θ ２ｋｃｏｓ２θ
ｄｘ ｄｙ ０ ０
０ ０ ｄｘ ｄ

熿

燀

燄

燅ｙ

σｍ／ｘ
σｍ／ｙ
θ／ｘ
θ／

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｙ

＝

０
０
ｄσｍ
ｄ

烅

烄

烆

烍

烌

烎θ

＝０

其解为

σｍ
ｘ ＝

Ｄ１
Ｄ
， σｍ

ｙ ＝
Ｄ２
Ｄ
， θ

ｘ＝
Ｄ３
Ｄ
， θ

ｙ＝
Ｄ４
Ｄ
（１８１６）

其中，Ｄ为系数行列式，Ｄ１，Ｄ２，Ｄ３，Ｄ４分别为将Ｄ中的第一、二、三、四列各元
素代之以自由项列。

当系数行列式Ｄ等于零时，前述方程组的解不确定，即
σｍ
ｘ
，σｍ
ｙ
，θ
ｘ
，θ
ｙ
不

能唯一确定，此时

Ｄ＝

１ ０ －２ｋｃｏｓ２θ －２ｋｓｉｎ２θ
０ １ －２ｋｓｉｎ２θ ２ｋｃｏｓ２θ
ｄｘ ｄｙ ０ ０
０ ０ ｄｘ ｄｙ

＝０ （１８１７ａ）

展开得

ｄｙ
ｄ（ ）ｘ

２
＋２ｃｏｔ２θ ｄｙｄ（ ）ｘ －１＝０ （１８１７ｂ）

其两个根为

ｄｙ
ｄｘ＝ｔａｎθ

， ｄｙ
ｄｘ＝－ｃｏｔθ

（１８１８）

此式为ｘｙ坐标面内两族正交曲线。上述结果表明，存在两族正交曲线Ｌ＋和

Ｌ－，沿这种曲线σｍ和θ的导数不确定，即穿过曲线时导数不连续。根据微分
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方程理论，式（１８１４）称为双曲线方程，式（１８１７）称为其特征方程，曲线Ｌ＋和

Ｌ－称为特征线，而式（１８１８）即特征线的微分方程式。显然，特征线与滑移线的
微分方程（１８１０）相同，这表明特征线与滑移线重合。
（３）Ｈｅｎｃｋｙ方程

如上所述，沿着特征线或滑移线，σｍ
ｘ
，σｍ
ｙ
，θ
ｘ
，θ
ｙ
不能惟一确定，但必为有

限值。因此，考虑到Ｄ＝０，行列式Ｄ１，Ｄ２，Ｄ３，Ｄ４的值也必等于零。例如

Ｄ１＝

０ ０ －２ｋｃｏｓ２θ －２ｋｓｉｎ２θ
０ １ －２ｋｓｉｎ２θ ２ｋｃｏｓ２θ
ｄσｍ ｄｙ ０ ０
ｄθ ０ ｄｘ ｄｙ

＝０

将其展开可得

（ｃｏｓ２θｄｙ－ｓｉｎ２θｄｘ）ｄσｍ＋２ｋｄｙｄθ＝０ （１８１９）

以α滑移线、β滑移线的方程分别代入上式得

ｄσｍ－２ｋｄθ＝ｄ（σｍ－２ｋθ）＝０
ｄσｍ＋２ｋｄθ＝ｄ（σｍ＋２ｋθ）＝

烍
烌

烎０
（１８２０）

可见，沿滑移线α，β有

σｍ－２ｋθ＝ξ 沿α线

σｍ＋２ｋθ＝η 沿β
烍
烌

烎线
（１８２１）

此即Ｈｅｎｃｋｙ方程。其中ξ，η均为常数。对于同一条α线上的不同点来说，ξ
保持不变（β线也同此）。但是，对不同α线上的点，ξ可以有不同的值（β线也
同此）。Ｈｅｎｃｋｙ方程是滑移线场问题求解的重要基础。

１８２３ 滑移线场的性质

（１）沿线性质
沿同一条滑移线移动时，σｍ 和θ的变化成比例。这一性质很容易从式

（１８２１）中看出来，因为

Δσｍ＝２ｋΔθ 沿α线

Δσｍ＝－２ｋΔθ 沿β
烍
烌

烎线
（１８２２）

如果滑移线为直线段，则其上的Δθ＝０，因而Δσｍ＝０，即直线滑移线上的平均应
力为常数。根据式（１８１３），直线滑移线上的σｘ，σｙ，τｘｙ也为常数。进而可知，如

５４２１８２ 滑移线方程



果某区域内两族滑移线都是直线，则该区域内的应力为均匀分布。

如果已知滑移线网（即已知滑移线网各节点的位置和角度θ）及任一点处的

σｍ，则可以求得全场各处的σｍ（图１８４）。设ａ点的σｍａ已知，则由它和θａ可算
出过ａ点的滑移线β１的参数η１，然后求出

σｍｂ＝η１－２ｋθｂ， ξ１＝σｍｂ－２ｋθｂ

从而可得

σｍｃ＝ξ１＋２ｋθｃ

如此等等。

（２）跨线性质
如果沿α族滑移线中的任一条移动，从滑移线β１转到β２，则所转过的角度

和压力σｍ的变化保持常数（图１８５）。显然，若α１线沿任意β线转到α２线，则
将得出同样的结果。于是，有Ｈｅｎｃｋｙ第一定理：在任何两根同族滑移线间，θ和

σｍ沿另一族滑移线的变化都是常数。现证明如下。

图１８４ 沿线性质 图１８５ 跨线性质

由式（１８２１）可得

σｍ＝
１
２
（ξ＋η）， θ＝１２ｋ

（η－ξ）

将α１，α２，β１，β２的ξ１，ξ２，η１，η２代入上式，不难求得

φ１＝θｂ－θａ＝
１
２ｋ
（η２－ξ１）－

１
２ｋ
（η１－ξ１）＝

１
２ｋ
（η２－η１）

φ２＝θｃ－θｄ＝
１
２ｋ
（η２－ξ２）－

１
２ｋ
（η１－ξ２）＝

１
２ｋ
（η２－η１）

即

φ１＝φ２ （１８２３）
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类似地可得

σｍｂ－σｍａ＝σｍｃ－σｍｄ （１８２４）

根据Ｈｅｎｃｋｙ第一定理不难做出如下推论：如果一族滑移线中有一根是直
线，则同族的其他滑移线均为直线。

图１８６ 几何性质

（３）纯几何性质

α线和β线的曲率半径Ｒα和Ｒβ可由下式确定
（图１８６）

１
Ｒα
＝θｓα
， １

Ｒβ
＝－θｓβ

如果曲率中心处于ｓβ（或ｓα）增加的方向，则曲率半
径Ｒα（或Ｒβ）为正。考察由无限接近的α，β族线所
围成的滑移线线素Δｓα和Δｓβ，可知

ＲαΔθ″＝Δｓα， －ＲβΔθ′＝Δｓβ

沿β线计算ΔＳα的导数，有

（Δｓα）
ｓβ

＝
（ＲαΔθ″）
ｓβ

≈
（Ｒα－Δｓβ）Δθ

″－ＲαΔθ″
Δｓβ

＝－Δθ″

根据跨线性质，任意两根相邻β线之间的角Δθ″为常数，也即Δθ″沿β线不变。
从而

（ＲαΔθ″）
ｓβ

＝
Ｒα
ｓβ
Δθ″＝－Δθ″

即

Ｒα
ｓβ
＝－１ （１８２５ａ）

同理

Ｒβ
ｓα
＝－１ （１８２５ｂ）

上式表明：当沿某滑移线移动时，动点处另一族滑移线曲率半径的变化，在

数值上等于沿滑移线所移动的距离，而且其数值是沿曲率中心方向递减。这就

是Ｈｅｎｃｋｙ第二定理。

７４２１８２ 滑移线方程



１８３ 边界条件和简单滑移线场

１８３１ 边界条件

在滑移线场理论中，基本方程以σｍ，θ为未知量，故应力边界条件也应以

图１８７ 面力边界

σｍ，θ表示。在Γσ上Ｐ点处取微元体，其外法线方向

ｎ与ｘ轴成ψ角（图１８７）。如果已知Ｐ处的正应力

σｎ、剪应力τｎ，则边界条件为

σｎ＝σｘｃｏｓ２ψ＋σｙｓｉｎ２ψ＋τｘｙｓｉｎ２ψ （ａ）

τｎ＝
１
２
（σｙ－σｘ）ｓｉｎ２ψ＋τｘｙｃｏｓ２ψ （ｂ）

考虑到介质处于塑性状态，将式（１８１３）代入上式得

σｎ＝σｍ－ｋｓｉｎ２（θ－ψ）

τｎ＝ｋｃｏｓ２（θ－ψ
烍
烌

烎）
（１８２６）

此即塑性区的边界条件。给定边界后，ψ便确定了。如果已知σｎ，τｎ，则可求
得

θ＝ψ±
１
２ｃｏｓ

－１τｎ
ｋ ＋ｍπ

σｍ＝σｎ＋ｋｓｉｎ２（θ－ψ
烍
烌

烎）
（１８２７）

其中，ｃｏｓ－１（τｎ／ｋ）取主值；ｍ 取１或０。不难发现，ｍ 的取值并不影响滑移线
场网络的确定性，只是改变α线和β线的方向，而这种方向的改变不会影响
结果。

式（１８２７）说明，对应于给定的σｎ，τｎ，可有两对σｍ，θ存在，它们都满足屈
服条件和边界条件。这种情况是因屈服条件为二次方程所致。根据具体问题的

特定边界条件，可以选取正确的值。当边界上没有剪应力即τｎ＝０时，式
（１８２７）变成

θ＝ψ±π／４
σｍ＝σｎ±

烍
烌
烎ｋ

（１８２８）

上式表明，滑移线与边界线成４５°角；而且当σｎ为大主应力即σｎ＞σｔ（边界方向
的正应力）时，上式中必取负号，即σｍ＝σｎ－ｋ及θ－ψ＝－４５°。由于
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σｍ＝
１
２
（σｎ＋σｔ）

再考虑到式（１８２８），可得到σｔ的计算式

σｔ＝σｎ±２ｋ （１８２９）

事实上，通常可根据σｔ的正负号来确定上述各式中的符号，而σｔ的正负号则不
难由受力情况加以判断。

１８３２ 直线滑移线场

如果在直线边界段（例如图１８８中的ＯＡ和ＡＤ）上σｎ＝常数，τｎ＝０，则由
该边界出发的滑移线场是两族与边界成４５°角的直滑移线，滑移线区域（称为影
响区）是一等边三角形。

图１８８ 简单滑移线场

现以ＯＡ 边为例加以说明。由式（１８２８）
和σｎ＝常数、τｎ＝０可知，边界上的σｍ和θ为
常数。根据Ｈｅｎｃｋｙ方程（１８２１），边界上的ξ
和η 也为常数，即ξ＝ξ０，η＝η０。对于区域

ＡＯＢ中的任一点Ｐ，有一条α线和一条β线分
别与ＯＡ边相交于Ｅ 点和Ｆ点。对于Ｅ，Ｆ两
点，显然有

σｍＥ＝σｍＦ＝σ０， θＥ＝θＦ＝θ０， ξＥ＝ξＦ＝ξ０， ηＥ＝ηＦ＝η０
根据Ｈｅｎｃｋｙ方程，对于任意点Ｐ有

σｍＰ－２ｋθＰ ＝σ０－２ｋθ０ 沿α线

σｍＰ＋２ｋθＰ ＝σ０＋２ｋθ０ 沿β
烍
烌

烎线

由此不难得到σｍＰ＝σ０，θＰ＝θ０，从而可知滑移线场是两族与边界成４５°角的
直滑移线，且区域ＡＯＢ内的应力为均匀分布。同理，区域ＡＣＤ 也为均匀应
力区。

１８３３ 扇形滑移线场

在与均匀应力区相邻的塑性区中，必有一族滑移线为直线。根据Ｈｅｎｃｋｙ
第一定理的推论，同族的其他滑移线也都是直线。可见，在区域ＡＢＣ（图１８８）
中，一族滑移线为径向线，另一族滑移线为同心圆弧，这种滑移线场称为中心扇

形滑移线场。

９４２１８３ 边界条件和简单滑移线场



１８４ 简单问题例解

１８４１ 平顶楔体

图１８９所示为一顶部被削平的对称楔体，承受均布压力ｑ，楔顶角为２δ。
现在来求极限荷载。考虑到问题的对称性，只研究楔体的一半即可。

（１）ＯＡ边界
在ＯＡ边界上，σｎ＝－ｑ，τｎ＝０，边界法线与ｘ 轴夹角ψ＝π／２。由式

（１８２８）和（１８２９）可得

θ＝ π２±
π
４
， σｍ＝－ｑ±ｋ， σｔ＝－ｑ±２ｋ

显然，在本例中ＯＡ边界上的σｔ为拉应力，故以上公式中均取正号。于是

θ＝３π４
， σｍ＝－ｑ＋ｋ，σｔ＝－ｑ＋２ｋ （ａ）

由于σｎ＝常数、τｎ＝０，故区域ＯＡＢ 为均匀应力区。α和β的指向如图１８９
所示。

（２）ＡＤ边界

ＡＤ为自由边界，σｎ＝０，τｎ＝０，ψ＝π－δ。由式（１８２８）和（１８２９）可求得

θ＝π－δ±π４
， σｍ＝±ｋ， σｔ＝±２ｋ

ＡＤ边界上的σｔ为压应力，故以上公式中均取负号，于是

θ＝３π４－δ
， σｍ＝－ｋ， σｔ＝－２ｋ （ｂ）

显然，区域ＡＣＤ也是均匀应力区。
（３）极限荷载
区域ＡＢＣ 为中心扇形区，α线为向Ａ 点的径向线，β线为圆弧。由于

ＯＢＣＤ为同一根β线，故根据β线方程（１８２１），在Ｄ点和Ｏ点有

σｍＤ＋２ｋθＤ ＝σｍＯ＋２ｋθＯ

将式（ａ）、（ｂ）代入上式得

－ｋ＋２ｋ３π４－（ ）δ ＝－ｑ＋ｋ＋２ｋ３π４
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其中的ｑ必为极限荷载，从而

ｑｓ＝２ｋ（１＋δ） （１８３０）

当δ＝π／２时，可视为均布荷载作用下的条形地基（图１８１０）。根据上式，
此时的极限荷载为

ｑｓ＝ｋ（２＋π） （１８３１）

图１８９ 平顶楔体 图１８１０ 条形地基

１８４２ 圆孔应力集中

（１）滑移线场
设有厚壁圆筒，内壁受均匀压力ｐ，外壁不受荷载作用。由于轴对称，环向

剪应力等于零，孔边附近的微元主应力方向分别为过该点的径向和同心圆方向。

根据前一章的分析，当ｐ达到一定值时，内壁首先出现塑性变形。滑移线场为
与径向相交成±４５°角的两族曲线。用极坐标ｒ和φ 作为滑移线坐标（图

１８１１），则

ｄｒ
ｒｄφ

＝±４５°＝±１

即

ｄφ＝±
ｄｒ
ｒ

积分得

φ＝±ｌｎ
ｒ
ｃ
或 ｒ＝ｃｅ±φ （ａ）

上式表示两族正交曲线，为对数螺线方程。

当ｒ＝ａ时，φ＝０，故ｃ＝ａ。从图１８１１中可知

１５２１８４ 简单问题例解



φ＝θ－
π
４

（ｂ）

于是，式（ａ）成为

ｒ＝ａｅ±（θ－π／４） （１８３２）

或

θ－ｌｎｒａ ＝ξ
， θ＋ｌｎｒａ ＝η

（１８３３）

其中，ａ为内孔半径；ξ，η表示两族螺线参数。
（２）塑性应力
沿α线有

σｍ－２ｋθ＝ξ， θ＝ｌｎｒａ ＋
π
４

其中，σｍ＝（σθ＋σｒ）／２。屈服条件为

σθ－σｒ＝２ｋ＝σｓ （１８３４）

图１８１１ 厚壁圆筒 图１８１２ 圆筒全塑性

当圆筒达到全塑性状态（图１８１２）时，则在外壁ｒ＝ｂ处，有

θ＝ｌｎｂａ ＋
π
４
， σｒ＝０， σθ＝２ｋ

沿α线

ξｒ＝
１
２
（σθ＋σｒ）－２ｋ［ ］θ

ｒ＝ｒ
＝１２
（σθ＋σｒ）－２ｋｌｎ

ｒ
ａ ＋

π（ ）４
ξｂ＝

１
２
（σθ＋σｒ）－２ｋ［ ］θ

ｒ＝ｂ
＝ｋ－２ｋｌｎｂａ ＋

π（ ）４
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显然，ξｒ＝ξｂ，从而有

σθ＋σｒ＝２ｋ＋４ｋｌｎ
ｒ
ｂ

（１８３５）

式（１８３４），（１８３５）联立，可得圆筒的塑性应力分布

σｒ＝－２ｋｌｎ
ｂ
ｒ
， σθ＝２ｋ１－ｌｎ

ｂ（ ）ｒ （１８３６）

极限压力为

ｐｓ＝－σｒ ｒ＝ａ＝２ｋｌｎ
ｂ
ａ

（１８３７）

可见，极限分析结果与厚壁圆筒弹塑性分析结果相同。

１８４３ 数值解答

滑移线场理论也可用于数值求解，这里仅以第一类边值问题为例加以说明。

第一类边值问题也称为初值问题或Ｃａｕｃｈｙ问题，其特点是在ｘｙ平面内的一条
光滑线段ＡＢ上给定σｍ，θ，该线段处处不与滑移线相切，且与每条滑移线只一次
相交（图１８１３）。对于这种问题，在线段ＡＢ的一侧可建立曲线三角形ＡＢＣ范
围内的惟一滑移线场。

图１８１３ Ｃａｕｃｈｙ问题

将ＡＢ分成有限个微小线段，并由各分点绘出两条特征线。于是，ＡＢＣ区
被分成许多网格，网格的交点分别记作（１，１），（２，２），⋯，（１，２），（１，３），⋯。根据

Ｈｅｎｃｈｙ方程，可得

σｍ（１，１）－２ｋθ（１，１）＝σｍ（１，２）－２ｋθ（１，２）
σｍ（２，２）＋２ｋθ（２，２）＝σｍ（１，２）－２ｋθ（１，２

烍
烌

烎）

由此得

３５２１８４ 简单问题例解



σｍ（１，２）＝
１
２ σｍ（２，２）＋σｍ（１，１）＋２ｋ

（θ（２，２）－θ（１，１）［ ］）

θ（１，２）＝
１
２ σｍ（２，２）－σｍ（１，１）＋２ｋ

（θ（２，２）＋θ（１，１）［ ］
烍

烌

烎
）

类此可求出σｍ（２，３），θ（２，３）等。

习 题

１８１ 何谓滑移线？何谓特征线？滑移线场有哪些性质？试证明Ｈｅｎｃｋｙ第一
定理的推论：如果一族滑移线中有一根是直线，则同族的其他滑移线均为

直线。

１８２ 试确定光滑边界处滑移线α，β线的方向。

题１８２图

１８３ 试求直角边坡的极限荷载。
答案：ｑｓ＝２ｋ。

题１８３图 题１８４图

１８４ 试求斜坡的极限荷载。

答案：ｑｓ＝
ｋ
３
（６＋π）。
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第１９

章


塑性极限分析近似解法

通常情况下，像第１８章那样精确求解塑性极限荷载是行不通的。为此，需
要发展近似解法，Ｄｒｕｃｋｅｒ和Ｐｒａｇｅｒ于１９５２～１９５５年间提出的极限分析就是这
样一种求解方法。该法基于上、下限定理，采取放松极限荷载的某些约束条件，

寻求极限荷载的上限值或下限值。这种方法的缺点是无法估计其解答与真实极

限荷载的误差，也无法像严密分析法那样获得塑性区的应力分布和速度场。

本章内容包括：（１）静力许可应力场和运动许可速度场的基本概念；（２）虚功
率原理；（３）极限分析定理；（４）近似解法及例解。

１９１ 基 本 概 念

１９１１ 静力许可应力场

在域Ω上设定一组应力场σｉｊ，如果它
（１）满足平衡微分方程

σｉｊ，ｊ＋ｆｉ＝０ 在Ω内 （１９１）

（２）边界面力与其对应，即

ｐｉ＝ｎｊσｉｊ 在Γσ上 （１９２）

且

ｐｉ＝珔ｐｉ 在Γσ上 （１９３）

（３）不违背屈服条件

ｆ（σｉｊ）≤０ （１９４）

则σｉｊ称为静力许可应力场。



显然，真实应力场必定是静力许可应力场。但由于上述条件没有对变形协

调加以限制，因此静力许可应力场不一定是真实的应力场，由其按本构方程确定

的应变率场不一定是协调的。

１９１２ 运动许可速度场

在域Ω上设定一组速度场ｖｉ＝ｕｉ，如果它满足

（１）几何方程

εｉｊ＝
１
２
（ｕｉ，ｊ＋ｕｊ，ｉ） 在Ω内 （１９５）

即应变率场可由速度场导出。

（２）速度边界条件

ｕｉ＝ｕｉ 在Γｕ上 （１９６）

（３）外力功率为正

∫Γσ珔ｐｉｕ

ｉｄΓ＞０ （１９７）

则ｖｉ（ｕｉ）称为运动许可速度场。
显然，真实速度场一定是运动许可速度场；而运动许可速度场不一定是真实

的速度场，因为它仅从速度边界条件和几何方程考虑，没有对平衡条件加以

限制。

１９２ 虚功率原理

１９２１ 连续场的虚功率原理

与虚位移原理相似，可以写出虚功率原理：对于任一组静力许可应力场σｉｊ
和任一组运动许可速度场ｕｉ，外虚功率等于内虚功率，即

∫ΩｆｉｕｉｄΩ＋∫ΓｐｉｕｉｄΓ＝∫ΩσｉｊεｉｊｄΩ （１９８）

证明如下：考虑到式（１９１），上式左边的第一项成为

∫ΩｆｉｕｉｄΩ＝－∫Ωσｉｊ，ｊｕｉｄΩ＝－∫Ω（σｉｊｕｉ），ｊｄΩ＋∫Ωσｉｊｕｉ，ｊｄΩ （ａ）
根据散度定理并注意到式（１９２），有

６５２ 第１９章 塑性极限分析近似解法



∫Ω（σｉｊｕｉ），ｊｄΩ＝∫ΓｎｊσｉｊｕｉｄΓ＝∫ΓｐｉｕｉｄΓ （ｂ）

考虑到应力张量的对称性并注意到式（１９５），有

∫Ωσｉｊｕｉ，ｊｄΩ＝∫Ω１２（σｉｊｕｉ，ｊ＋σｊｉｕｊ，ｉ）ｄΩ
＝∫Ωσｉｊ １２（ｕｉ，ｊ＋ｕｊ，ｉ）ｄΩ＝∫ΩσｉｊεｉｊｄΩ （ｃ）

将式（ｂ），（ｃ）代入式（ａ），再代入式（１９８）的左边，可证明式（１９８）成立。
在极限分析中，通常不计体力，故式（１９８）成为

∫ΓｐｉｕｉｄΓ＝∫ΩσｉｊεｉｊｄΩ （１９９）

其中，Γ＝Γσ＋Γｕ。一般只考虑边界Γｕ上速度为零的情况，给定位移与时间无
关时便属于此类问题。此外，在极限分析中，Γσ上的荷载是待求的未知量。于
是，式（１９９）可写成

∫Γσｐ

ｉｕｉｄΓ＝∫ΩσｉｊεｉｊｄΩ （１９１０）

１９２２ 间断场的虚功率原理

在前面推导虚功率原理时，假定应力场和速度场都是连续的。但是，在极限

分析中常会出现应力间断或速度间断的情况。例如，在梁的塑性铰处，截面上的

正应力在中性轴处有间断；在柱体扭转问题中，截面屈服时剪应力有间断；地基

或边坡达到塑性极限状态时，在土体中将出现速度间断面。

在连续介质中，间断面实际上是一个薄层区域，在此区域中物理变化过程

（即物理量的变化）要比薄层之外的变化剧烈复杂得多。但鉴于该区域很窄，作

宏观处理时不考虑薄层内部的情况，只考虑穿过薄层后物理量总的变化多少，而

把这个薄层视为物理量发生间断的一个曲面。

在应力间断面的两侧总是作用大小相等、方向相反的力，而两侧的速度相

等，故内功率总是相抵消。这表明应力间断对虚功率原理的基本等式没有影响。

然而，速度间断时则沿间断面有附加的内功率，故须在虚功率方程的内功率一侧

列入附加项，例如式（１９８）成为

∫ΩｆｉｕｉｄΩ＋∫ΓｐｉｕｉｄΓ＝∫ΩσｉｊεｉｊｄΩ＋∑∫ΓＤτｓ［ｕ
］ｄΓ

（１９１１）

７５２１９２ 虚功率原理



其中，ΓＤ为速度间断面；［ｕ］为速度在ΓＤ 上的切向间断值。若不计体力，且
在边界Γｕ上速度为零，则上式成为

∫Γσｐ

ｉｕｉｄΓ＝∫ΩσｉｊεｉｊｄΩ＋∑∫ΓＤτｓ［ｕ

］ｄΓ （１９１２）

在平面应变问题中，速度只能在ｘｙ坐标面内发生。此时，沿ｚ方向取单位
厚度来考虑，速度间断面便可看作间断线。此外，估算极限荷载的上限时，常用

速度间断线将物体划分为若干个刚性块。此时，内功率便只有间断线的贡献，式

（１９１２）成为

∫Γσ珔ｐｉｕ

ｉｄΓ＝∑∫ΓＤτｓ［ｕ

］ｄΓ （１９１３）

图１９１ 速度间断面

现对虚功率方程（１９１１）加以证明。速度间断面ΓＤ 的
存在将域Ω分为Ω１和Ω２（图１９１），从而

Ω＝Ω１＋Ω２
Γ＝Γ１＋Γ２

Γ′＝Γ＋Γ１Ｄ＋Γ２Ｄ

类似前面的推导，有

∫ΩｆｉｕｉｄΩ＝－∫Ω（σｉｊｕｉ），ｊｄΩ＋∫Ωσｉｊｕｉ，ｊｄΩ （ａ）

∫Ω（σｉｊｕｉ），ｊｄΩ＝∫Γ′ｎｊσｉｊｕｉｄΓ＝∫Γ′ｐｉｕｉｄΓ
＝∫ΓｐｉｕｉｄΓ＋∫Γ１Ｄｐ


ｉｕｉｄΓ＋∫Γ２Ｄｐ


ｉｕｉｄΓ

（ｂ）
将间断面的力与速度向切向和法向投影，并注意到

ｐ２ｉ ＝－ｐ１ｉ ， ｕ１ｎ ＝ｕ２ｎ
式（ｂ）成为

∫Ω（σｉｊｕｉ），ｊｄΩ＝∫ΓｐｉｕｉｄΓ＋∫ΓＤｐ
１
ｔ （ｕ１ｔ －ｕ２ｔ ）ｄΓ

考虑到间断面上的切向力 ｐｔ ＝τｓ，且其方向总是与速度间断值［ｕ］＝
ｕ１ｔ －ｕ２ｔ 的方向一致，故上式成为

∫Ω（σｉｊｕｉ），ｊｄΩ＝∫ΓｐｉｕｉｄΓ＋∫ΓＤτｓ［ｕ
］ｄΓ （ｃ）
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再注意到

∫Ωσｉｊｕｉ，ｊｄΩ＝∫ΩσｉｊεｉｊｄΩ （ｄ）

将式（ｃ）、（ｄ）代入式（ａ），再代入式（１９１１）的左边，可证明式（１９１１）成立。

１９３ 极限分析定理

１９３１ 基本等式

为了根据虚功率方程（１９１２），即

∫Γσｐ

ｉｕｉｄΓ＝∫ΩσｉｊεｉｊｄΩ＋∑∫ΓＤτｓ［ｕ

］ｄΓ （１９１４）

证明极限分析的上、下限定理，让我们考虑几个等式。由于真实应力场σｉｊ必定
是静力许可应力场；真实速度场ｕｉ一定是运动许可速度场，故有

∫Γσ珔ｐｉｕ

ｉｄΓ＝∫ΩσｉｊεｉｊｄΩ＋∑∫ΓＤτｓ［ｕ

］ｄΓ （１９１５）

∫Γσｐ

ｉｕｉｄΓ＝∫ΩσｉｊεｉｊｄΩ＋∑∫ΓＤτｓ［ｕ］ｄΓ （１９１６）

∫Γσ珔ｐｉｕｉｄΓ＝∫ΩσｉｊεｉｊｄΩ＋∑∫ΓＤτｓ［ｕ］ｄΓ （１９１７）

１９３２ 上限定理

上限定理可表述如下：运动许可速度场对应的荷载是极限荷载的上限ｐ＋。
证明：式（１９１４）减去式（１９１５）得

∫Γσ（ｐ

ｉ －珔ｐｉ）ｕｉｄΓ＝∫Ω（σｉｊ－σｉｊ）εｉｊｄΩ （ａ）

根据Ｄｒｕｃｋｅｒ公设，有

∫Ω（σｉｊ－σｉｊ）εｉｊｄΩ≥０
于是，式（ａ）成为

∫Γσ（ｐ

ｉ －珔ｐｉ）ｕｉｄΓ≥０ （ｂ）

９５２１９３ 极限分析定理



根据式（１９７），有

ｐ＋＝ｐｉ≥珔ｐｉ＝ｐｓ （１９１８）

其中，ｐｓ为真实极限荷载。

１９３３ 下限定理

下限定理可表述如下：静力许可应力场对应的荷载是极限荷载的下限ｐ－。
证明：式（１９１７）减去式（１９１６）得

∫Γσ（珔ｐｉ－ｐ

ｉ）ｕｉｄΓ＝∫Ω（σｉｊ－σｉｊ）εｉｊｄΩ （ａ）

根据Ｄｒｕｃｋｅｒ公设，有

∫Ω（σｉｊ－σｉｊ）εｉｊｄΩ≥０
于是，式（ａ）成为

∫Γσ（珔ｐｉ－ｐ

ｉ）ｕｉｄΓ≥０ （ｂ）

由于真实速度场ｕｉ必定是运动许可的，故根据式（１９７）有

ｐｓ＝珔ｐｉ≥ｐｉ＝ｐ－ （１９１９）

１９４ 近似解法及例解

１９４１ 静力法和机动法

利用下限定理计算极限荷载（下限）ｐ－的方法称为静力法。此时需设定一
个静力许可应力场，确定其对应的应力边界值，此即极限荷载的近似值。根据下

限定理，真实极限荷载不小于该近似值。

利用上限定理计算极限荷载（上限）ｐ＋的方法称为机动法。此时需设定一
个运动许可速度场，与其对应的极限荷载近似值满足虚功率方程（１９１４），即

∫Γσｐ

ｉｕｉｄΓ＝∫ΩσｉｊεｉｊｄΩ＋∑∫ΓＤτｓ［ｕ

］ｄΓ （１９２０）

由此可计算极限荷载的上限ｐ＋＝ｐ。
采用静力法时，由于事先不知道真实的内力场，故需选取一系列可能的内力

０６２ 第１９章 塑性极限分析近似解法



场进行计算，以最大荷载为近似解。同样地，采用机动法时，由于事先不知道真

实的速度场或塑性机构，因而需选取一系列可能的速度场进行计算，以最小荷载

为近似解。如果下限解等于上限解ｐ－＝ｐ＋，则所得近似解称为完全解。

１９４２ 冲模极限分析

在刚性平底冲模或条形地基问题中，作用有均布条形荷载ｐ（图１９２）。现
用上下 限定理求极限荷载。

图１９２ 均布条形荷载

下限解：根据滑移线场理论，静力可能应力场在ＡＢ边界上为

σ３＝－τｓ（２＋π）， τ＝０

根据下限定理，静力可能应力场对应的边界面力是ｐ－。于是，真实的极限荷载

ｐｓ满足

ｐｓ≥ｐ－＝－σ３＝τｓ（π＋２）

上限解：选取机动场如图１９３所示，滑动面为ＡＣＥＤ或ＢＣＦＧ，其上的切向
应力为τｓ。图中的虚线ＢＣ和ＢＥ为应力间断线。设ＡＢ边界以匀速ｖ垂直向

下运动，则滑动边界上的切向速度间断值为槡２ｖ。于是，外功率为２ａｐ＋ｖ，滑动
面ＡＣＥＤ上的内功率为

τｓ槡２ａ·
π
２＋２τｓ槡２（ ）ａ 槡２ｖ＝τｓｖａ（π＋４）

图１９３ 机动场

现在来求滑动区内部的内功率。由于ＡＢＣ区和ＢＥＤ区匀速平动，故εｉｊ＝
０，从而内功率也为零。扇形区ＢＣＥ匀速转动，极坐标系下的速度为

ｕｒ＝０， ｕθ 槡＝２ｖ
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根据几何方程（８３），可求得应变率如下

εｒ＝
ｕｒ
ｒ ＝０
， εθ＝

１
ｒ
ｕθ
θ＋

ｕｒ
ｒ＝０
， γｒθ＝

ｕθ
ｒ ＋

１
ｒ
ｕｒ
θ－

ｕθ
ｒ ＝－

槡２ｖ
ｒ

于是，扇形区的内功率为

∫ＢＣＥτｓγｒθ ｄＳ＝∫
π／２

０
ｄθ∫

槡２ａ

０
τｓγｒθｒｄｒ＝∫

π／２

０
ｄθ∫

槡２ａ

０
τｓ槡２ｖｄｒ＝τｓｖａπ

根据外功率等于内功率的原理，有

２ａｐ＋ｖ＝τｓｖａ（π＋４）＋τｓｖａπ

从而

ｐｓ≤ｐ＋＝τｓ（π＋２）

图１９４ 边坡机动场

可见，上限解等于下限解，故所得结果为完

全解。

１９４３ 边坡极限分析

利用上下限方法估计图１９４所示边
坡的极限荷载。

（１）下限解
将边坡分成两个区域，中间由一应力

间断线ＡＣ 隔开。区域Ⅰ受压，一个主应

力为 零σ′１＝０。根据屈服条件，另一个主应力为σ′３＝－σｓ。根据斜截面应力
计算公式，ＡＣ面上的应力为

σｎ＝－
σｓ
２
（１－ｃｏｓ２α）， τｎｔ＝－

σｓ
２ｓｉｎ２α

跨过ＡＣ时，要求σｎ，τｎｔ连续（允许σｔ间断）。在区域Ⅱ中，ｐ是小主应力。设
区域Ⅱ中的大主应力为σ″１，则ＡＣ上的应力和ｐ应满足

σｎ＝－
σｓ
２
（１－ｃｏｓ２α）＝

σ″１－ｐ－
２ －

σ″１＋ｐ－
２ ｃｏｓ２α

τｎｔ＝－
σｓ
２ｓｉｎ２α＝－

σ″１＋ｐ－
２ ｓｉｎ２α

由此两式解得

ｐ－＝σｓ（１－ｃｏｓ２α）
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设α＝４５°＋θ，则上式成为

ｐ－＝σｓ（１＋ｓｉｎ２θ）

（２）上限解
设ＡＢ边以匀速ｖ垂直向下运动，滑动区分为两个匀速平动区ＡＢＥ，ＡＤＦ

和一个扇形区ＡＥＦ。显然，外功率为ｐ＋ｌｖ。滑动面ＢＥＦＤ 上的切向速度间断

值为槡２ｖ，间断线长度为槡２ｌ（１＋θ）。于是，滑动面ＢＥＦＤ上的内功率为

τｓ槡２ｌ（１＋θ）槡２ｖ＝２τｓｌ（１＋θ）ｖ

类似前面的分析，滑动区内部的内功率即扇形区 ＡＥＦ 的内功率，其值为

２τｓｌθｖ。于是有

ｐ＋ｌｖ＝２τｓｌ（１＋θ）ｖ＋２τｓｌθｖ

根据Ｔｒｅｓｃａ屈服条件，σｓ＝２τｓ。于是，上式成为

ｐ＋＝σｓ（１＋２θ）

１９４４ 梁的极限分析

我们知道，虚功率原理所表达的是外功率等于内功率。在梁板极限分析中，

外功率和内功率按共轭的广义力和广义速度计算更为方便。所谓共轭即指广义

力与广义速度之积为功率。

这里仅以一次超静定梁（图１９５ａ）为例，说明极限分析方法，其基本思想适
用于更复杂的连续梁、刚架和板。

图１９５ 超静定梁

（１）上限解
图１９５ｂ所示为梁的机构，Ａ 点和Ｂ点出现塑性铰，其弯矩为梁截面的塑

性极限弯矩Ｍｓ。令跨中Ｂ点向下移动δ，则Ａ点相应地转动θ＝δ／ｌ，Ｂ点转动

２θ＝２δ／ｌ。显然，集中力Ｐ 做的外功为Ｐδ，塑性铰处内力 Ｍｓ做的内功为

３Ｍｓθ＝３Ｍｓδ／ｌ。根据外功与内功相等，有

３６２１９４ 近似解法及例解



Ｐ＋δ＝３Ｍｓδ／ｌ

即

Ｐ＋＝３Ｍｓ／ｌ

（２）下限解
首先在可能出现最大弯矩的截面处，令弯矩满足屈服条件 Ｍ ＝Ｍｓ，从而

使结构成为机构；然后利用平衡方程求得整个结构的弯矩分布。如果各截面弯

矩均不违背屈服条件，则所设定的内力分布是静力许可的，其对应的荷载就是极

限荷载的下限。在本例题中，设ＭＡ＝－Ｍｓ，ＭＢ＝Ｍｓ。由于弯矩在ＡＢ，ＢＣ之
间线性变化，故梁内弯矩不可能违背屈服条件。设Ｃ点反力为ＲＣ，则对Ａ点的
力矩平衡条件为

－Ｍｓ＋Ｐ－ｌ－２ｌＲＣ＝０ （ａ）

考虑ＢＣ段对Ｂ点的力矩平衡，有

Ｍｓ－ｌＲＣ＝０ （ｂ）

联立式（ａ），（ｂ），解得

Ｐ－＝３Ｍｓ／ｌ

可见，梁的极限荷载为Ｐｓ＝Ｐ＋＝Ｐ－＝３Ｍｓ／ｌ。

习 题

１９１ 试证明虚功率原理。

题１９２图

１９２ 试利用上、下限定理求解超静定梁在均布荷载
作用下的极限荷载ｑｓ。

１９３ 对于ｎ次超静定梁，梁内出现多少个塑性铰
时，将成为机构而达到极限状态？
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第２０

章

塑性本构理论进阶




经典塑性理论主要是针对金属材料建立起来的，其基本假设与岩土类材料

（包括混凝土、岩石、土等）的特性出入较大，因此通常不适用于这类材料。

本章首先介绍岩土类材料的变形特性，然后阐述几种能够反映其主要特点

的塑性本构理论。鉴于这些理论也适用于金属材料，故称为广义塑性理论。

２０１ 岩土类材料的变形特性

２０１１ 基本试验资料

（１）单轴压缩试验
对于岩石或混凝土试块，单轴压缩试验的典型全应力?应变曲线如图２０１

所示。其中ＯＡ段为曲线，反映试件内裂缝逐渐被压密，体积缩小；ＡＢ段接近
直线，可视为弹性阶段。Ｂ点的应力称为屈服应力；进入ＢＣ段开始产生塑性变
形，呈非线性关系，伴随试件内微裂隙的发生与发展、颗粒界面的滑移。ＣＤ 段
曲线下降，体积应变不断增加。进入塑性变形阶段后，卸载弹性模量不等于初始

弹性模量，这就是弹塑性耦合现象。

图２０１ 岩石单轴压缩试验 图２０２ 岩石常规三轴试验

（２）常规三轴试验
围压对应力应变曲线有明显影响。图２０２所示为岩石常规三轴试验曲线。



可见，随着围压的增大，屈服应力和峰值强度都增高，塑性性质明显增加。

正常固结黏土、松砂及中密砂具有应变硬化特性，加载条件下的应力?应变
曲线为双曲线（图２０３），可表示为

σ１－σ３＝
ε１

ａ＋ｂε１
（２０１）

其中，ａ，ｂ为试验常数。试验表明，应变从开始起即可分为弹性和塑性两部分；
加载时体积发生收缩。

图２０３ 正常固结黏土或松砂 图２０４ 超固结黏土或密砂

超固结黏土或密砂的常规三轴试验曲线为驼峰形，即存在软化现象（图

２０４），可用下式表示

σ１－σ３＝
ε１（ａ＋ｃε１）
（ａ＋ｂε１）２

（２０２）

其中，ａ，ｂ，ｃ为试验常数。加载时体积稍有收缩以后便膨胀；应力差超过峰值
后急剧下降，直至一极限值，即土的残余强度。

（３）土样固结试验
各向等压固结试验即ｐ＝σ１＝σ２＝σ３的排水压缩试验，通过这种试验可得

到体积应变εν与静水压力ｐ之间的关系。单向固结试验是土样在完全侧限条
件下的单向压缩试验，试验求得的应力?应变曲线为孔隙比ｅ与竖向压力ｐ之间
的关系曲线（图２０５）。

ｅ＝ｅ０－λｌｎｐ （２０３）

卸载再加载曲线为

ｅ＝ｅｋ－ｋｌｎｐ （２０４）

其中，λ为加载曲线（半对数）的斜率，ｋ为卸载再加载曲线（半对数）的斜率。两
者的差别反映出塑性体积变形。
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图２０５ 固结试验

（４）真三轴试验
常规三轴试验并不能充分反映土的应力应变特性，因为这种试验没有考虑

中间主应力对本构关系的影响。为此，ＡＷＢｉｓｈｏｐ（１９６６）采用ｂ值来反映中间
主应力的影响，其定义为

ｂ＝
σ２－σ３
σ１－σ３

（２０５）

真三轴试验表明，随着ｂ的增大，应力?应变曲线变陡，σ１－σ３的峰值点提前，材
料的破坏更接近于脆性破坏（图２０６）。

图２０６ 真三轴试验

２０１２ 主要变形特征

（１）变形机理
岩土材料是多相介质，孔隙压力对其力学特性有显著的影响，而金属材料则

属于单相介质；岩土材料属于摩擦材料，而金属材料只有剪切强度，内摩擦角可

视为零。岩土材料与金属材料的变形机制也不相同，要比金属材料复杂得多。

例如，荷载作用下，土颗粒可以滑动、转动、滚动、挠曲、压碎等。岩石通常是晶体

集合体，晶体间往往存在微裂纹。原有裂纹的扩展、新裂纹的产生导致了岩石累

进性变形和破坏的观点，这已为采用电子显微镜对岩石变形过程的扫描所证实。

在静水压力作用下，岩土类材料往往产生不可忽略的塑性体积变形。

（２）静压屈服
金属材料的体积变形是弹性的，而岩土类材料常包括塑性体积变形。也就
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是说，静水压力不仅产生弹性体积变形，而且还可以引起塑性体积变形。材料在

静水压力作用下屈服时，该屈服面一定与空间对角线相交，这就导致了帽子屈服

准则的出现。

（３）非正交性
金属材料塑性应变增量方向总是垂直于屈服面，即服从相关联的流动法则；

而岩土类材料的塑性应变增量方向通常与屈服面并不正交，因此在建立本构方

程时宜采用非关联的流动法则。

（４）压硬和剪胀
压硬性即屈服极限随压力的增大而增大的性质，剪胀性是指材料在剪切时产

生体积膨胀或收缩的特性。一般认为，体积变形系平均应力或静水压力作用的结

果，形状变形则是由偏应力引起的。这种断言对金属材料是适当的，而对岩土类材

料来说，静水压力与剪切性能之间、剪应力与体积应变之间存在着耦合现象。

（５）硬化和软化
岩土类材料的非线性一般非常明显，几乎从加载开始就表现为非线性，且无

明显的初始屈服点。材料不仅可表现出硬化特征（松砂、正常固结黏土及高围压

下的岩石），而且也可具有软化特征（密砂、超固结黏土及低围压下的岩石）。

（６）弹塑性耦合
岩土类材料具有弹塑性耦合特性，即如果对材料进行周期性的荷载试验，可

发现当进入塑性阶段后，塑性变形的增加引起弹性性质的变化（即弹性模量下

降），这种变化在变形的非稳定阶段更为明显。

（７）ＳＤ效应
岩土类材料的拉伸屈服极限明显小于压缩屈服极限，此即ＳＤ效应（ｓｔｒｅｎｇｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｆｆｅｃｔ）。
要想在一种本构理论中如实地反映上述全部特征，那将是非常困难的，也许

是不可能的。目前已发展了很多种本构理论，大多针对其中的一两种特性。以

下各节简要介绍几种典型的本构理论。

２０２ 应力空间中的塑性理论

２０２１ Ｍｏｈｒ?Ｃｏｕｌｏｍｂ准则

（１）屈服条件

Ｍｏｈｒ?Ｃｏｕｌｏｍｂ准则比较适用于岩土类材料，因而在岩土力学中得到广泛应
用。Ｍｏｈｒ（１９００）认为：“到极限状态时，滑动平面上的剪应力达到一个取决于正
应力与材料性质的最大值”，即
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τ＝ｆ（σ） （２０６）

Ｍｏｈｒ强度包线通常是一条曲线，可用三轴试验的方法求得。如果Ｍｏｈｒ包线是
直线，则Ｍｏｈｒ准则便与Ｃｏｕｌｏｍｂ准则等价，尽管提出这两个准则的物理背景不
同，此时称为Ｍｏｈｒ?Ｃｏｕｌｏｍｂ准则。该准则实质上是剪切屈服理论，即只要过一
点的某个面上的剪应力τ达到该面（其法向应力为σ）的抗剪强度，该点就屈服，
即

τ＝ｃ－σｔａｎφ （２０７）

其中，ｃ为黏聚力；φ为内摩擦角。剪破面与σ１作用面成４５°＋φ／２，该面上的应
力为

σ＝
σ１＋σ３
２ －

σ１－σ３
２ ｓｉｎφ， τ＝

σ１－σ３
２ ｃｏｓφ

代入式（２０７）得

ｆ＝
σ１－σ３
２ ＋

σ１＋σ３
２ ｓｉｎφ－ｃｃｏｓφ＝０ （２０８）

上式也可写成

ｆ＝１３Ｉ１ｓｉｎφ－ ｃｏｓθσ＋
ｓｉｎθσｓｉｎφ
槡（ ）３

Ｊ槡 ２＋ｃｃｏｓφ＝０ （２０９）

其中

θσ＝
１
３ｓｉｎ

－１ － 槡３３
２

Ｊ３
Ｊ３／２

烄
烆

烌
烎２

（２０１０）

（２）屈服曲线
为研究Ｍｏｈｒ?Ｃｏｕｌｏｍｂ屈服曲线的形状，在π平面上取坐标系ｏｘｙ，其ｙ轴

与σ′２轴重合（图２０７）。点（σ１，０，０）向π平面上投影落在σ′１轴上，其长度为

σ１ ２／槡 ３，投影点的ｘ，ｙ坐标为（σ１槡２／２，－σ１／槡６）。同理，点（０，σ２，０）和（０，０，

σ３）对应的坐标分别为（０，σ２／２／槡 ３）和（－σ３槡２／２，－σ３／槡６）。于是，Ｐ（σ１，σ２，

σ３）点在π平面上的投影点坐标为

ｘ＝槡２２
（σ１－σ３）， ｙ＝

２σ２－σ１－σ３
槡６

（２０１１）

注意到σｉ＝ｓｉ＋σｍ，ｓ１＋ｓ２＋ｓ３＝０，上式成为
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ｘ＝槡２２
（ｓ１－ｓ３）， ｙ＝

２ｓ２－ｓ１－ｓ３
槡６

＝
－３（ｓ１＋ｓ３）

槡６
（２０１２）

上式是普遍的，对于σｍ＝０的应力点（即π平面上的点）当然仍成立。

图２０７ 屈服曲线 图２０８ 屈服面

在π平面上，σｍ＝０，屈服条件（２０８）表示屈服曲线，且成为

ｓ１－ｓ３
２ ＋

ｓ１＋ｓ３
２ ｓｉｎφ－ｃｃｏｓφ＝０ （２０１３）

如果点（ｘ，ｙ）在屈服曲线上，则必满足式（２０１３）。将式（２０１２）代入上式得

ｘ
槡２
＝ｃｃｏｓφ＋

ｓｉｎφ
槡６
ｙ （２０１４）

若σ１≥σ２≥σ３，则上述方程表示图２０７中的线段ＡＢ。其他情况下可得该图中
的其他线段。可见，Ｍｏｈｒ?Ｃｏｕｌｏｍｂ准则的屈服曲线为不等角六边形。由于屈服
极限随静水应力（压力）的增大而提高，故Ｍｏｈｒ?Ｃｏｕｌｏｍｂ准则的屈服面为一不
等角的六棱锥面，其中心线与等倾线Ｌ重合（图２０８）。

Ｍｏｈｒ?Ｃｏｕｌｏｍｂ准则的最大缺陷是没有考虑中间主应力的影响。很多研究
表明，对岩土材料屈服起主要作用的是大主应力和小主应力；中间主应力起次要

作用，但有些情况下是不可忽略的因素。此外，屈服函数的导数在锥顶和棱线上

具有奇异性，因此式（２０９）不便使用。

２０２２ Ｄｒｕｃｋｅｒ?Ｐｒａｇｅｒ准则

为了克服Ｍｏｈｒ?Ｃｏｕｌｏｍｂ准则应用方面的不便，ＤＣＤｒｕｃｋｅｒ和 ＷＰｒａｇｅｒ
（１９５２）建议采用 Ｍｏｈｒ?Ｃｏｕｌｏｍｂ六边形锥体的内切圆锥，显然它是 Ｍｏｈｒ?
Ｃｏｕｌｏｍｂ屈服条件的下限。将式（２０９）对θσ求导并使之等于零，得到θσ后再
代入式（２０９），可得运用较为方便的公式

ｆ＝αＩ１＋ Ｊ槡 ２－ｋ＝０ （２０１５）
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其中

α＝ 槡３ｓｉｎφ
３ ３＋ｓｉｎ２槡 φ

， ｋ＝ 槡３ｃｃｏｓφ
３ ３＋ｓｉｎ２槡 φ

（２０１６）

如果用外切于Ｍｏｈｒ?Ｃｏｕｌｏｍｂ六边形锥体的圆锥表面作为屈服面，则上述参数
为

α＝ ２ｓｉｎφ
槡３（３－ｓｉｎ２φ）

， ｋ＝ ６ｃｃｏｓφ
槡３（３－ｓｉｎ２φ）

（２０１７）

２０２３ 统一屈服理论

经过３０多年的理论研究，俞茂宏于１９９１年提出了能够十分灵活地适用于
各种材料的统一屈服理论，而现有的其他各种屈服理论均为该理论的特例（文献

４８）。统一屈服理论的核心是双剪概念和模型。该理论认为，当两个较大的主剪
应力及其面上的正应力影响函数达到一定值时，材料开始屈服。统一屈服理论

可考虑中间主应力和静水应力的影响，适用于拉压性能不同的材料，并考虑材料

单元上所有应力分量对材料屈服的影响，其一般形式为

Ｆ＝τ１３＋ｂτ１２＋β（σ１３＋ｂσ１２）＝Ｃ 当τ１２＋βσ１２≥τ２３＋βσ２３
（２０１８ａ）

Ｆ′＝τ１３＋ｂτ２３＋β（σ１３＋ｂσ２３）＝Ｃ 当τ１２＋βσ１２≤τ２３＋βσ２３
（２０１８ｂ）

其主应力表达式为

Ｆ＝σ１－
α
１＋ｂ
（ｂσ２＋σ３）＝σｔ， 当σ２≤

σ１＋ασ３
１＋α

（２０１９ａ）

Ｆ′＝ １
１＋ｂ
（σ１＋ｂσ２）－ασ３＝σｔ 当σ２≥

σ１＋ασ３
１＋α

（２０１９ｂ）

其中，α＝σｔ／σｃ为材料的拉压强度比；ｂ为反映中间主应力以及相应面上的正应
力对材料破坏影响的系数。

在岩土力学中，一般采用抗压强度参数。因此，上式可写成

Ｆ＝１ασ１－
１
１＋ｂ
（ｂσ２＋σ３）＝σｃ 当σ２≤

σ１＋ασ３
１＋α

（２０２０ａ）

Ｆ′＝ １
α（１＋ｂ）
（σ１＋ｂσ２）－σ３＝σｃ 当σ２≥

σ１＋ασ３
１＋α

（２０２０ｂ）

若采用抗剪强度参数ｃ和φ，则有

１７２２０２ 应力空间中的塑性理论



α＝１－ｓｉｎφ１＋ｓｉｎφ
， σｔ＝

２ｃｃｏｓφ
１＋ｓｉｎφ

（２０２１）

对于拉压强度相同的材料（σｔ＝σｃ），只需用一个强度参数就可以进行复杂
应力状态下的强度计算。统一理论以ｂ为参数，取不同的值便得到不同的理
论。例如，当ｂ＝０时，退化成Ｍｏｈｒ?Ｃｏｕｌｏｍｂ理论。

２０２４ Ｄｒｕｃｋｅｒ?Ｐｒａｇｅｒ模型

选定屈服条件后，容易根据增量理论的一般形式（１６４３）推导出弹塑性矩
阵。这里仅简单介绍与Ｄｒｕｃｋｅｒ?Ｐｒａｇｅｒ屈服条件相应的本构模型，并采用相关
联的流动法则。这种模型考虑了静水应力对屈服极限的影响。

根据Ｄｒｕｃｋｅｒ?Ｐｒａｇｅｒ屈服条件（２０１５），不难求得

ｆ
σ＝αδ－

１
２ Ｊ槡 ２

Ｊ２
σ＝αδ－

１
２ Ｊ槡 ２

ｓｘ ｓｙ ｓｚ ２ｓｘｙ ２ｓｙｚ ２ｓ［ ］ｚｘ Ｔ

（ａ）

其中

δ＝［１ １ １ ０ ０ ０］Ｔ （２０２２）

根据式（５１４），并注意到体积模量公式

Ｋ＝ Ｅ
３（１－２ν）

（２０２３）

可得

Ｄｆσ＝３Ｋαδ＋
Ｇ
Ｊ槡２
Ｓ （ｂ）

其中

Ｓ＝ ｓｘ ｓｙ ｓｚ ｓｘｙ ｓｙｚ ｓ［ ］ｚｘ Ｔ

对于理想塑性材料，式（１６４３）中的Ａ＝０，于是

Ｄｐ＝Ｄ
ｆ
σ
ｆ
（ ）σ

Ｔ
Ｄ ｆ
（ ）σ

Ｔ
Ｄｆσ

（２０２４）

将式（ａ），（ｂ）代入上式得

Ｄｐ＝
１

９Ｋα２＋Ｇ
９Ｋ２α２δδＴ＋３ＫαＧ

Ｊ槡２
（δＳＴ＋ＳδＴ）＋Ｇ

２

Ｊ２
ＳＳ［ ］Ｔ （２０２５）
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２０３ 应变空间中的塑性理论

２０３１ 预备理论与假设

岩土类材料的软化现象十分重要，在本构理论中应当反映这一特性。显然，

在应力空间中针对稳定材料提出的Ｄｒｕｃｋｅｒ公设不再成立。为此，可考虑

ＡＡＩｌ’ｙｕｓｈｉｎ（１９６１）在应变空间中提出的公设。
（１）应变屈服面
在应变空间中，一个应变状态对应于空间中的一点，即应变点。将材料屈服

时的应变点连成曲面就得到应变屈服面。应变屈服面以内的点对应于弹性状

态，而屈服面上的点对应于塑性状态。屈服面的数学表达式可写成

Ｆ（ε，εｐ，Ｈ）＝０ （２０２６）

其中，Ｆ为应变屈服函数；ε为应变矢量；εｐ为塑性应变矢量；Ｈ 为标量参数，可
取为塑性功或等效塑性应变的函数

Ｈ＝Ｗｐ＝∫σＴｄεｐ 或 Ｈ＝Ｈ（珔εｐ）

在特殊情况下，屈服条件还可简化。例如，等向硬化或软化时，Ｆ只与应变矢量
和Ｈ有关，式（２０２６）成为

Ｆ（ε，Ｈ）＝０ （２０２７）

（２）Ｉｌ’ｙｕｓｈｉｎ公设

Ｉｌ’ｙｕｓｈｉｎ公设可表述为：弹塑性材料在应变空间中的任一应变循环中所完
成的功非负。

图２０９ 应变循环

Ｄｒｕｃｋｅｒ公设只适用于稳定材料（硬化或理想塑
性），而Ｉｌ’ｙｕｓｈｉｎ公设既适用于硬化材料，也适用于软
化材料。根据该公设，可推导出两个基本不等式

（ε－ε０）Ｔｄσｐ≥０ （２０２８）

ｄεＴｄσｐ≥０ （２０２９）

其中，ε０是循环开始时的应变，它是位于屈服面内侧的点；ε是塑性状态的应
变，位于屈服面上；ｄε，ｄσｐ分别代表加载期间的应变增量和塑性应力增量。图

２０９表明应力循环所完成的功（面积０１２３）总是小于应变循环所完成的功（面积

０１２３４）。

３７２２０３ 应变空间中的塑性理论



根据Ｉｌ’ｙｕｓｈｉｎ公设，可以证明应变屈服面是外凸的，且ｄσｐ关于Ｆ＝０具
有正交性，即

ｄσｐ＝ｄλＦε
（２０３０）

其中，ｄλ是非负的塑性因子。
（３）加载准则
在应变空间中，加载准则为

Ｆ
（ ）ε

Ｔ
ｄε
＜０ 卸载

＝０ 中性变载

＞０
烅
烄

烆 加载

（２０３１）

其几何意义是：加载、卸载和中性变载分别对应于应变增量指向应变屈服面的外

侧、内侧和与屈服面相切。

２０３２ 弹塑性矩阵

将应变增量表示为

ｄε＝ｄεｅ＋ｄεｐ （ａ）

弹性应变增量为

ｄεｅ＝Ｄ－１ｄσ （ｂ）

其中，Ｄ为弹性矩阵；ｄε，ｄσ分别为应变增量和应力增量矢量。将式（ｂ）代入式
（ａ）并注意到式（２０３０），有

ｄσ＝Ｄｄε－ｄλＦε
（ｃ）

在卸载和中性变载时，ｄλ＝０，上式即为增量形式的广义Ｈｏｏｋｅ定律。只有当加
载，即

Ｆ
（ ）ε

Ｔ
ｄε＞０

时，有ｄλ＞０。因此，ｄλ可以假定为

ｄλ＝１Ａ
Ｆ
（ ）ε

Ｔ
ｄε （ｄ）

其中，Ａ称为硬化函数。上式可写成

４７２ 第２０章 塑性本构理论进阶



Ｆ
（ ）ε

Ｔ
ｄε－Ａｄλ＝０ （ｅ）

联立式（ｃ），（ｅ），消去ｄλ得

ｄσ＝Ｄｅｐｄε （２０３２）

其中，Ｄｅｐ为弹塑性矩阵，其计算公式为

Ｄｅｐ＝Ｄ－
１
Ａ
Ｆ
ε
Ｆ
（ ）ε

Ｔ
ｄε （２０３３）

为确定硬化函数Ａ，将式（ｄ）写成

Ａ＝ １ｄλ
Ｆ
（ ）ε

Ｔ
ｄε （ｆ）

如果加载条件为Ｆ（ε，εｐ）＝０，则

ｄＦ＝ Ｆ
（ ）ε

Ｔ
ｄε＋ Ｆ

ε（ ）ｐ
Ｔ
ｄεｐ＝０

从而

Ｆ
（ ）ε

Ｔ
ｄε＝－ Ｆ

ε（ ）ｐ
Ｔ
ｄεｐ

注意到式（ｆ）和上式，可知

Ａ＝－１ｄλ
Ｆ
ε（ ）ｐ

Ｔ
ｄεｐ （ｇ）

由于

Ｄｄεｐ＝ｄσｐ＝ｄλＦε

式（ｇ）成为

Ａ＝－ Ｆε（ ）ｐ
Ｔ
Ｄ－１Ｆε

（２０３４）

应该指出，上述本构方程对硬化、理想塑性和软化普遍适用。

２０４ 含有内变量的塑性理论

２０４１ 若干基本概念

经受塑性变形或微细裂纹扩展的物体应当被视为不可逆热力学系统。在本
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构理论问题中，材料单元或试件就是一个热力学系统。在研究材料的变形特性

时，需要测定试件上的应力、应变、温度等基本物理量随时间的变化。在同一时

刻，上述物理量的数值形成一个数组，表征系统的一个状态，故这些物理量称为

系统的状态变量，它们之间的函数关系称为状态方程即本构方程。

对于弹性材料，上述可测量状态变量之间存在着单调函数关系，状态方程仅

由这些变量构成。而对于耗散材料，这些基本状态变量间的单调函数关系并不

存在。人们早就认识到内部结构变化对材料性质的影响，要想确定状态方程，必

须补充反映材料变形过程中内部结构变化的内部状态变量即内变量。内变量是

无法测量或不能直接测量的，但它们是独立的。在经典塑性理论中，已经遇到过

内变量，例如塑性功、塑性应变等。此外，描述材料损伤程度的损伤变量也属于

内变量。相对而言，可直接测量的基本状态变量称为外变量。

２０４２ 塑性内时理论

塑性内时理论是近３０多年来发展起来的一种新型塑性本构理论，其特点是
引入反映材料内部结构变化历史的内变量（文献２７）。该理论假定状态函数对
自变量历史的依赖关系只表现在对某些内变量的即时值的依赖关系上。于是，

内变量也就构成状态变量的一部分，而且有如下公理：一个外变量和内变量的完

整集合总是存在的，该集合的现时值将唯一地决定系统的当前热力学状态。

在塑性内时理论中，内变量刻划塑性变形后内部不可逆的状态变化。问题

是：如何用尽可能少的内变量去表征材料内部不可逆的变化对应力应变关系的

影响，并根据试验结果去确定由此而引入的待定参数。

（１）状态方程
为简单起见，我们只研究无黏性塑性材料的小变形问题。塑性内时理论以

不可逆热力学为基础。对于经受不可逆过程的材料单元，存在着一个被称为

Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ自由能的状态函数ψ（即自由能密度），它以应变εｉｊ、温度θ及其梯度

ｇｉ＝θ，ｉ为外变量，以塑形应变矢量εｐｉｊ、标量硬化参数Ｈ 为内变量。于是，ψ可

表示为

ψ＝ψ（εｉｊ，θ，ｇｉ，εｐｉｊ，Ｈ） （２０３５）

如果任意选择变量εｉｊ，θ，ｇｉ，则可以从内变量演化方程确定内变量εｐｉｊ，Ｈ，
从而可确定状态函数ψ。此外，这种人为规定的热力学过程还必须满足熵不等
式，即

１
ρ
σｉｊεｉｊ－ψ－ｓθ－

１
ρθ
ｈｉｇｉ≥０ （２０３６）
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其中，ｓ为熵；ｈｉ为热流矢量；ρ为质量密度。
式（２０３５）对时间求导得

ψ＝
ψ
εｉｊ
εｉｊ＋

ψ
θ
θ＋ψｇｉ

ｇｉ＋
ψ
εｐｉｊ
εｐｉｊ＋

ψ
Ｈ
Ｈ ＝０

代入熵不等式（２０３６）得

１
ρ
σｉｊ－ρ

ψ
εｉ（ ）
ｊ
εｉｊ－ ｓ＋

ψ（ ）θθ－ψｇｉｇｉ－
１
ρθ
ｈｉｇｉ－

ψ
εｐｉｊ
εｐｉｊ－

ψ
Ｈ
Ｈ ≥０

由于εｉｊ，θ，ｇｉ可以任意选择，故为使上式成立，必须取εｉｊ，θ，ｇｉ的系数为零

σｉｊ－ρ
ψ
εｉｊ
＝０， ｓ＋ψθ＝０

， ψ
ｇｉ
＝０

可见，自由能与温度梯度无关，于是有

ψ＝ψ（εｉｊ，θ，εｐｉｊ，Ｈ） （２０３７）

σｉｊ＝ρ
ψ
εｉｊ
， ｓ＝－ψθ

（２０３８）

因此，可以把自由能看成是一个势，而应力和熵可从这个势导出。

注意到热流矢量总是与温度梯度方向相反，故必有

１
ρθ
ｈｉｇｉ≤０

于是，熵不等式成为

ψ
εｐｉｊ
εｐｉｊ＋

ψ
Ｈ
Ｈ ≤０ （２０３９）

（２）演化方程
建构内时本构方程，必须知道内变量是怎样演化的。内变量演化方程的一

般形式为

εｐｉｊ＝ｆ（εｉｊ，θ，εｐｉｊ，Ｈ）

Ｈ＝（εｉｊ，θ，εｐｉｊ，Ｈ
烍
烌

烎）
（２０４０）

从本质上讲，弹塑性材料的本构方程与时间无关，因此演化方程中必须没有

时间变量通过积分进入，于是可假设

εｐｉｊ＝λＭｉｊ（εｉｊ，θ，εｐｉｊ，Ｈ）
Ｈ＝Ｎｉｊ（εｉｊ，θ，εｐｉｊ，Ｈ）εｐｉ

烍
烌

烎ｊ
（２０４１）
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其中，Ｍｉｊ，Ｎｉｊ是两个张量函数；λ是非负待定系数。
塑性内时理论并不以屈服面概念为基础，然而当假定屈服及硬化规律时却

可以作为该理论的特殊情形。在经典弹塑性理论中，需要确定屈服极限并建立

屈服条件。然而，对于岩土类材料来说，屈服极限很不明显，通常不得不人为地

加以规定。此外，建立屈服条件也遇到很多困难。塑性内时理论可以避免屈服

面，因而具有一定的吸引力。

２０４３ 损伤本构理论

岩土类材料内部的损伤表现为细观结构的缺陷，损伤的发展必然造成材料

模量或刚度的降低。例如，混凝土构件受到一定外力作用后，其内部往往在骨料

界面附近产生许多微裂纹（损伤场），裂纹主要沿骨料界面发展，使混凝土的应力

应变曲线出现“应变软化”效应。描述岩土类材料应变软化现象的本构理论是有

待探索的重要课题。目前的显著趋势是将岩土类材料单元视为损伤单元，通过

引入损伤变量，建立损伤演化方程，并将其结合到本构方程中去。损伤的发展反

映着不可逆变形过程，损伤变量正是内变量。可见，损伤本构理论是在考虑内变

量的塑性内时理论框架内建立起来的。这里仅以简单例子说明损伤理论的基本

概念。

（１）损伤变量
连续介质损伤力学是在连续介质力学框架内发展起来的，其方法基本上是

宏观的唯象方法。将材料中存在的微裂纹理解为连续的变量场即损伤场，并用

损伤变量描述材料的损伤状态。从热力学观点看，损伤变量是一种内部状态变

量，它的演化反映材料结构的不可逆变化过程，也可以说是因不断产生新内裂面

所构成一种能量释放过程。可见，宏观损伤力学用不可逆热力学内变量来描述

这种材料内结构的变化，而不去更细致地考察其变化的机制。

损伤变量的定义有多种形式。例如，若Ａ为材料单元的受力面积，Ａｅ为有
效承载面积，则损伤变量Ｄ可定义为

Ｄ＝
Ａ－Ａｅ
Ａ

（２０４２）

如果损伤与方向无关，则称为各向同性损伤。这时，标量Ｄ 就能表征材料的损
伤。实际材料中的微缺陷往往是各向异性的。特别是受力后，微缺陷的取向、分

布及演化与受力方向密切相关，因此材料损伤实质上是各向异性的。为了描述

损伤的各向异性，通常采用２阶或４阶张量Ｄ来定义损伤。
此外，Ｌｅｍａｉｔｒｅ用单向拉伸试验的卸载模量珟Ｅ来定义损伤变量，即

Ｄ＝１－
珟Ｅ
Ｅ

（２０４３）
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损伤表现在材料的卸载模量珟Ｅ 低于杨氏模量Ｅ。在Ｒｏｕｓｓｅｌｉｅｒ的损伤理论中，
损伤则表现在材料的质量密度ρ低于原始值ρ０。
（２）本构方程
设材料损伤表现在承受力的有效面积Ａｅ比原面积Ａ减小，即

Ａｅ＝Ａ（１－Ｄ） （２０４４）

有效应力σｅ定义为

σｅ＝
σＡ
Ａｅ
＝ σ
１－Ｄ

（２０４５）

其中，σ为表观应力。
假定损伤对变形的影响只通过有效应力来体现，也就是说，损伤材料的本构

方程只需要把原始（无损伤）材料的本构方程中的应力改为有效应力即可。例

如，对于一维线弹性情形，有

ε＝
σｅ
Ｅ＝

σ
Ｅ（１－Ｄ）

（２０４６）

可见，如果表观地看问题，则可以认为损伤体现在弹性模量的降低上。实际上，

上述假设就是等效应变假设，即表观应力σ作用在损伤材料上引起的应变与有
效应力σｅ作用在无损伤材料上引起的应变相等。
考虑到变形达到一定程度损伤才开始，Ｍａｚａｒｓ（１９８２）针对混凝土材料提出

如下本构模型（文献２０）

σ＝
Ｅε ε≤ε０

Ｅε（１－Ｄ） ε＞ε
烅
烄

烆 ０
（２０４７）

其中，ε０为混凝土的应变阈值。
（３）演化方程
在单向拉伸情况下，Ｍａｚａｒｓ将损伤演化方程表示为

Ｄ＝１－
ε０ｔ（１－Ａｔ）

ε －
Ａｔ

ｅｘｐ［Ｂｔ（ε－ε０ｔ）］
（２０４８）

其中，Ａｔ，Ｂｔ，ε０ｔ为材料常数，由试验确定。

习 题

２０１ 试简述岩土类材料与金属材料相比在变形性质方面的特殊性。

２０２ 设应变空间中的加载条件为Ｆ（ε，Ｈ）＝０，其中Ｈ＝Ｗｐ＝∫σＴｄεｐ。试

９７２习 题



推导硬化函数Ａ的计算公式。

答案：Ａ＝－ＦＨσ
ＴＤ－１Ｆε
。

２０３ 试解释下列概念：
（１）弹塑性耦合 （２）剪胀和剪缩 （３）状态变量 （４）内变量
（５）损伤变量 （６）状态方程 （７）演化方程 （８）应变空间
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第２１

章

大变形理论




前面各章讨论的均为小变形问题，其中应变与位移之间的关系式即几何方

程是线性的，列平衡方程时也无需考虑物体位置和形状（简称构形）的变化。这

种小变形分析在很多情况下能够满足精度要求。然而，对于大变形问题，要想较

为精确地确定位移与应力，就必须考虑变形对平衡的影响，同时几何方程也应包

括位移的二次项（故大变形问题也称为几何非线性问题）（文献１５，１６）。
在实际工程中，可能会遇到两类几何非线性问题。一种是尽管应变很小甚

至未超过弹性极限而位移却较大，例如在平板大挠度问题中，应变很小时材料线

元素可有较大的转动。这就是所谓大位移小应变问题，此时材料的本构方程可

以是线性弹性的或非线性的。另一种是大应变问题，即大应变引起大变形，属于

几何和材料双重非线性问题。

本章阐述大变形理论，内容包括：（１）变形和位移；（２）应变度量；（３）应力度
量；（４）本构方程；（５）平衡方程；（６）虚功（率）原理。

２１１ 变形和位移

２１１１ 物体状态描述

（１）物质坐标与空间坐标
物体占有的区域称为该物体的构形。物体在ｔ＝０时刻占有的区域Ω０称

为初始构形，在当前研究的时刻占有的区域ω称为现时构形。为了描述物体的
运动或变形，需要选择某特定时刻的构形Ω作为参考构形，以确定每时刻每个
物质点的位置，据此来判断流动构形的变形程度。参考构形的意义在于运动或

变形是参考这个构形而定义的。

如何标记物质点Ｘ？简单的办法是用物质点Ｘ在参考构形中的位置Ｘ来
命名它。为此，需要建立一个物质坐标系Ｘ１Ｘ２Ｘ３。也就是说，每个物质点Ｘ
都有其在参考构形中的位置Ｘ（Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３），或说Ｘ（Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）标记了物质点



Ｘ。为了描述物质点的运动，需要建立一个空间坐标系ｘ１ｘ２ｘ３，物质点Ｘ在任
一时刻ｔ的空间位置由ｘ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）确定。可见，物质坐标系用于参考构形，空
间坐标系用于现时构形。为简单起见，通常是选择两个完全重合的直角坐标系

（图２１１）。于是，物质点的运动轨迹可用下列方程来描述

ｘ＝ｘ（Ｘ，ｔ） 或 ｘｉ＝ｘｉ（Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３，ｔ） （ｉ＝１，２，３）

图２１１ 参考构形与现时构形

就特定的物质点Ｘ而言，上式表示该物质点的运动轨迹；而当时间ｔ固定时，上
式表示ｔ时刻物体的构形。在连续性假设下，函数ｘｉ（Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３，ｔ）是单值、连
续的，且Ｊａｃｏｂｉ行列式不等于零，即

Ｊ＝
ｘｉ
Ｘｊ

＝

ｘ１
Ｘ１

ｘ１
Ｘ２

ｘ１
Ｘ３

ｘ２
Ｘ１

ｘ２
Ｘ２

ｘ２
Ｘ３

ｘ３
Ｘ１

ｘ３
Ｘ２

ｘ３
Ｘ３

≠０ （２１１）

坐标Ｘｉ（ｉ＝１，２，３）是识别物质点的标志，某一特定物质点在运动中保持同
样的Ｘｉ值，故Ｘｉ称为物质坐标，也称为Ｌａｇｒａｎｇｅ坐标；坐标ｘｉ（ｉ＝１，２，３）是识
别空间点的标志，同一物质点在不同时刻可以占据不同的空间点，同一空间点在

不同时刻可以由不同的物质点所占据，故ｘｉ称为空间坐标，也称为Ｅｕｌｅｒ坐标。
若以空间坐标表示物质坐标，则有

Ｘ＝Ｘ（ｘ，ｔ） 或 Ｘｉ＝Ｘｉ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｔ） （ｉ＝１，２，３）

对于特定的空间点ｘ，上式表示ｔ时刻占据该空间位置的是物质点Ｘ。显然，在
连续性假设下，函数Ｘｉ＝Ｘｉ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｔ）也是单值、连续的，且Ｊａｃｏｂｉ行列式
不等于零，即
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ｊ＝
Ｘｉ
ｘｊ

＝

Ｘ１
ｘ１

Ｘ１
ｘ２

Ｘ１
ｘ３

Ｘ２
ｘ１

Ｘ２
ｘ２

Ｘ２
ｘ３

Ｘ３
ｘ１

Ｘ３
ｘ２

Ｘ３
ｘ３

≠０ （２１２）

（２）两种描述方式
在连续介质力学中，把以物质坐标Ｘｉ和时间ｔ作为独立自变量的描述方法

称为Ｌａｇｒａｎｇｅ描述；把以空间坐标ｘｉ和时间ｔ作为独立自变量的描述方法称为

Ｅｕｌｅｒ描述。Ｌａｇｒａｎｇｅ描述以物质点作为观察对象，Ｅｕｌｅｒ描述则是在介质所占
据的固定的空间点上来研究问题。

在固体力学中，Ｌａｇｒａｎｇｅ描述应用最为普遍，因为它能够很容易地处理复杂
的边界条件。在物体变形过程中，只要参考构形是已知的，就可以按Ｌａｇｒａｎｇｅ
描述并在现时构形上建立基本方程。

２１１２ 变形梯度张量

（１）线元的变换
参考构形Ω中两个相邻物质点Ｘ和Ｘ＋ｄＸ，它们之间的距离为ｄＸ。到了

ｔ时刻，这两个物质点在现时构形ω中的距离是ｄｘ（图２１１）。现在，让我们研
究参考构形中微小线元ｄＸ与现时构形中相应线元ｄｘ之间的变换。显然

ｄｘ＝ｘ（Ｘ＋ｄＸ，ｔ）－ｘ（Ｘ，ｔ）＝ｘＸ
·ｄＸ＝Ｆ·ｄＸ （２１３ａ）

ｄｘｉ＝
ｘｉ
Ｘｊ
ｄＸｊ＝ＦｉｊｄＸｊ （２１３ｂ）

其中

Ｆｉｊ＝
ｘｉ
Ｘｊ
＝

ｘ１
Ｘ１

ｘ１
Ｘ２

ｘ１
Ｘ３

ｘ２
Ｘ１

ｘ２
Ｘ２

ｘ２
Ｘ３

ｘ３
Ｘ１

ｘ３
Ｘ２

ｘ３
Ｘ

烄

烆

烌

烎３

（２１４）

可见，Ｆ反映了微小线元的变形和运动情况，故把它称为变形梯度张量，一般是
非对称的。Ｆ是一个线性变换，它把初始微元ｄＸ变换成现时微元ｄｘ；一方面使

ｄＸ伸长，另一方面又使它旋转一个角度。

３８２２１１ 变形和位移



仿照前面的分析，有

ｄＸ＝Ｘｘ
·ｄｘ＝Ｆ－１·ｄｘ （２１５）

（２）体元的变换
在参考构形Ω中取微小长方体元，其边长分别为ｄＸ１，ｄＸ２，ｄＸ３，微元体积

为

ｄΩ＝ｄＸ１ｄＸ２ｄＸ３
在现时构形ω中，该微元体变为由ａ，ｂ，ｃ三个有向线元组成的微小平行六面体
元ｄω（图２１２）

图２１２ 体元变换

ａ＝
ｘ１
Ｘ１
ｄＸ１ｅ１＋

ｘ２
Ｘ１
ｄＸ１ｅ２＋

ｘ３
Ｘ１
ｄＸ１ｅ３

ｂ＝
ｘ１
Ｘ２
ｄＸ２ｅ１＋

ｘ２
Ｘ２
ｄＸ２ｅ２＋

ｘ３
Ｘ２
ｄＸ２ｅ３

ｃ＝
ｘ１
Ｘ３
ｄＸ３ｅ１＋

ｘ２
Ｘ３
ｄＸ３ｅ２＋

ｘ３
Ｘ３
ｄＸ３ｅ

烍

烌

烎３

于是

ｄω＝ａ·ｂ×ｃ＝

ｘ１
Ｘ１
ｄＸ１

ｘ２
Ｘ１
ｄＸ１

ｘ３
Ｘ１
ｄＸ１

ｘ１
Ｘ２
ｄＸ２

ｘ２
Ｘ２
ｄＸ２

ｘ３
Ｘ２
ｄＸ２

ｘ１
Ｘ３
ｄＸ３

ｘ２
Ｘ３
ｄＸ３

ｘ３
Ｘ３
ｄＸ３

＝ＪｄＸ１ｄＸ２ｄＸ３

即

ｄω＝ＪｄΩ （２１６）
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可见，Ｊ是微元体变形前后的体积之比。根据质量守恒原理，Ｊ＞０，这表明变形
梯度矩阵Ｆ是可逆的。
（３）面元的变换
现时构形ω中的微小面元用ｄａ表示，其法线方向余弦为ｎｉ；在参考构形

Ω中与ｎｉｄａ相应的有向面元用ＮｉｄＡ 表示，Ｎｉ为面元的法线方向余弦。这里
不加证明地给出

ｎｉｄａ＝ＪＮｌＦ－１ｌｉｄＡ 或 ｎｄａ＝ＪＦ－ＴＮｄＡ （２１７）

２１１３ 位移梯度张量

（１）Ｌａｇｒａｎｇｅ描述
若一物质点在参考构形Ω 中的位置为Ｘ，在现时构形ω中的位置为ｘ，则

物质点Ｘ的位移为（图２１３）

图２１３ 物质点的位移

ｕ＝ｘ－Ｘ， ｘ＝Ｘ＋ｕ （２１８）

代入式（２１３）得

ｄｘ＝（Ｉ＋Ｈ）·ｄＸ 或 ｄｘｉ＝ δｉｊ＋
ｕｉ
Ｘ（ ）
ｊ
ｄＸｊ （２１９）

其中

Ｈｉｊ＝
ｕｉ
Ｘｊ
＝

ｕ１
Ｘ１

ｕ１
Ｘ２

ｕ１
Ｘ３

ｕ２
Ｘ１

ｕ２
Ｘ２

ｕ２
Ｘ３

ｕ３
Ｘ１

ｕ３
Ｘ２

ｕ３
Ｘ

烄

烆

烌

烎３

（２１１０）

Ｈ 称为位移梯度张量。比较式（２１３）与式（２１９），可知

５８２２１１ 变形和位移



Ｆ＝Ｉ＋Ｈ （２１１１）

（２）Ｅｕｌｅｒ描述
式（２１８）可写成

Ｘ＝ｘ－ｕ

代入式（２１５）得

ｄＸ＝（Ｉ－ｈ）·ｄｘ， ｄＸｉ＝ δｉｊ－
ｕｉ
ｘ（ ）
ｊ
ｄｘｊ （２１１２）

其中

ｈｉｊ＝
ｕｉ
ｘｊ
＝

ｕ１
ｘ１

ｕ１
ｘ２

ｕ１
ｘ３

ｕ２
ｘ１

ｕ２
ｘ２

ｕ２
ｘ３

ｕ３
ｘ１

ｕ３
ｘ２

ｕ３
ｘ

烄

烆

烌

烎３

（２１１３）

ｈ也称为位移梯度张量。比较式（２１５）与式（２１１２），可知

Ｆ－１＝Ｉ－ｈ （２１１４）

２１１４ 刚体运动描述

任何刚体运动都可以表示为平动ｘＴ（ｔ）和绕原点的转动，即

ｘ（Ｘ，ｔ）＝Ｒ（ｔ）·Ｘ＋ｘＴ（ｔ） （２１１５）

其中，Ｒ（ｔ）是转动张量或转动矩阵，它是一个正交矩阵，即它的转置矩阵等于其
逆矩阵。现证明如下。

对式（２１１５）求微分，注意到平动的微分为零，有

ｄｘ＝Ｒ·ｄＸ （ａ）

因而

ｄｘ·ｄｘ＝Ｒ·ｄＸ·Ｒ·ｄＸ＝ｄＸ·ＲＴ·Ｒ·ｄＸ （ｂ）

由于刚体转动不改变长度，故对于任意ｄＸ，应有

ｄｘ·ｄｘ＝ｄＸ·ｄＸ

故由式（ｂ）可知

６８２ 第２１章 大变形理论



ＲＴ·Ｒ＝Ｉ （２１１６）

可见，转动矩阵Ｒ（ｔ）是正交矩阵。

２１１５ 物理量的导数

当物质坐标固定时，对时间的导数称为物质时间导数，简称物质导数。按定

义，物理量Ｇ的物质导数为

Ｇ＝Ｇｔ＋
Ｇ
ｘｉ
ｘｉ
ｔ＝

Ｇ
ｔ＋ｖｉ

Ｇ
ｘｉ

（１）速度
速度ν（Ｘ，ｔ）是物质点Ｘ的位置矢量的变化率，即当Ｘ保持不变时，位置

矢量ｘ对时间的导数

ｖ（Ｘ，ｔ）＝ｘｔ＝
（Ｘ＋ｕ）
ｔ ＝ｕｔ≡

ｕ （２１１７）

（２）加速度
物质点的加速度即速度的物质导数，其表达式为

ａ（Ｘ，ｔ）＝ν
（Ｘ，ｔ）
ｔ ＝

２ｕ
ｔ２ ≡̈ｕ

（２１１８）

２１２ 应 变 度 量

２１２１ Ｇｒｅｅｎ应变

（１）定义
考察在参考构形Ω和现时构形ω中任意微元线元ｄＳ和ｄｓ，有

（ｄＳ）２＝（ｄＸ１）２＋（ｄＸ２）２＋（ｄＸ３）２＝ｄＸ·ｄＸ （ａ）

（ｄｓ）２＝（ｄｘ１）２＋（ｄｘ２）２＋（ｄｘ３）２＝ｄｘ·ｄｘ （ｂ）

注意到式（２１３），有

（ｄｓ）２＝ｄＸ·Ｃ·ｄＸ

其中

Ｃ＝ＦＴ·Ｆ （２１１９）

线元长度平方的改变量为

７８２２１２ 应 变 度 量



（ｄｓ）２－（ｄＳ）２＝ｄＸ·Ｃ·ｄＸ－ｄＸ·Ｉ·ｄＸ＝ｄＸ·（Ｃ－Ｉ）·ｄＸ

Ｇｒｅｅｎ应变张量定义为

Ｅ＝１２
（Ｃ－Ｉ）＝１２

（ＦＴ·Ｆ－Ｉ） （２１２０）

称为右Ｃａｕｃｈｙ?Ｇｒｅｅｎ变形张量。将式（２１１１）代入式（２１２０）得

Ｅ＝１２
（Ｈ＋ＨＴ＋ＨＴ·Ｈ） （２１２１ａ）

Ｅｉｊ＝
１
２
（Ｈｉｊ＋Ｈｊｉ＋ＨｋｉＨｋｊ）＝

１
２
ｕｉ
Ｘｊ
＋
ｕｊ
Ｘｉ
＋
ｕｋ
Ｘｉ
ｕｋ
Ｘ（ ）
ｊ
（２１２１ｂ）

（２）意义
考虑应变分量Ｅ１１，Ｅ２２，Ｅ３３与相对伸长（即无限小正应变）的关系。若参考

构形中微小线元ｄＸ的分量为

ｄＸ１＝ｄＳ， ｄＸ２＝ｄＸ３＝０

其相对伸长Ｅ１为

Ｅ１＝
ｄｓ－ｄＳ
ｄＳ ＝

ｄｓ－ｄＸ１
ｄＸ１

则

ｄｓ＝（１＋Ｅ１）ｄＸ１ （ａ）

按照Ｇｒｅｅｎ应变张量的定义，此时有

（ｄｓ）２－（ｄＳ）２＝（ｄｓ）２－（ｄＸ１）２＝２Ｅ１１（ｄＸ１）２

由此得

ｄｓ＝ １＋２Ｅ槡 １１ｄＸ１ （ｂ）

比较式（ａ）和（ｂ），得式（ｃ）中的第１式，同理得另外两个关系式

Ｅ１＝ １＋２Ｅ槡 １１－１

Ｅ２＝ １＋２Ｅ槡 ２２－１

Ｅ３＝ １＋２Ｅ槡 ３３

烍

烌

烎－１

（ｃ）

在小变形情况下，Ｅ１１是小量，Ｅ２１１是高阶小量，故

Ｅ１＝ １＋２Ｅ槡 １１－１＝ １＋２Ｅ１１＋Ｅ２１槡 １－１＝Ｅ１１
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同理

Ｅ２＝Ｅ２２， Ｅ３＝Ｅ３３
考虑应变分量Ｅ１２，Ｅ２３，Ｅ３１与直角变小（即无限小剪应变）的关系。若参考

构形中两个正交微小线元ｄＸ和δＸ（图２１４）的分量为

ｄＸ： ｄＸ１＝ｄＳ， ｄＸ２＝ｄＸ３＝０
δＸ： δＸ１＝０， δＸ２＝δＳ， δＸ３＝０

图２１４ 正交线元的角变形

并设它们在现时构形中的相应线元分别为ｄｓ和δｓ，其夹角为α３（图２１４），则由
矢量点积可得

ｄｓδｓｃｏｓα３＝ｄｘｋδｘｋ＝
ｘｋ
Ｘｉ
ｄＸｉ
ｘｋ
Ｘｊ
ｄＸｊ＝

ｘｋ
Ｘ１

ｘｋ
Ｘ２
ｄＳδＳ （ｄ）

根据式（２１２０），有

Ｅ１２＝
１
２
ｘｋ
Ｘ１
ｘｋ
Ｘ２

于是，式（ｄ）变为

ｄｓδｓｃｏｓα３＝２Ｅ１２ｄＳδＳ （ｅ）

仿照前面的分析，有

ｄｓ＝ １＋２Ｅ槡 １１ｄＳ

δｓ＝ １＋２Ｅ槡 ２２δ
烍
烌

烎Ｓ
（ｆ）

代入式（ｅ）得

ｃｏｓα３＝
２Ｅ１２

１＋２Ｅ槡 １１ １＋２Ｅ槡 ２２

９８２２１２ 应 变 度 量



定义剪应变Γ１２

Γ１２＝
π
２－α３

（ｇ）

则得式（ｈ）中的第１式，同理可得另外两个关系式

ｓｉｎΓ１２＝
２Ｅ１２

１＋２Ｅ槡 １１ １＋２Ｅ槡 ２２

ｓｉｎΓ２３＝
２Ｅ２３

１＋２Ｅ槡 ２２ １＋２Ｅ槡 ３３

ｓｉｎΓ３１＝
２Ｅ３１

１＋２Ｅ槡 ３３ １＋２Ｅ槡

烍

烌

烎１１

（ｈ）

在小变形情况下，Ｅｉｊ和Γｉｊ都是小量，故

Γ１２＝２Ｅ１２， Γ２３＝２Ｅ２３， Γ３１＝２Ｅ３１
可见，Ｇｒｅｅｎ应变分量虽然没有明显的几何意义，但把它们应用于小变形情

况时，与无限小应变分量的几何意义完全一样。

（３）客观性
对应于任何刚体运动，与形变有关的物理量（例如应变、应力等）的度量必须

为零，这就是所谓客观性要求。小变形问题中采用的无限小应变不能消除刚体

运动的影响，因而无法度量大变形物体的变形状态（例题２１２）；而Ｇｒｅｅｎ应变
张量是客观张量，适用于描述大变形物体（例题２１１）。
【例题２１１】 试证明Ｇｒｅｅｎ应变张量是客观张量。
设物体发生刚体运动，即

图２１５ 单元转动

ｘ（Ｘ，ｔ）＝Ｒ（ｔ）·Ｘ＋ｘＴ（ｔ）

则

Ｆ＝ｘＸ＝Ｒ

Ｅ＝１２
（ＦＴ·Ｆ－Ｉ）＝１２

（ＲＴ·Ｒ－Ｉ）＝０

可见，刚体运动情况下的Ｇｒｅｅｎ应变为零，因此可
用来度量大转动时物体的变形状态。

【例题２１２】 设一平面单元绕原点发生刚
体转动，转角为θ（图２１５）。试计算小变形条件
下定义的工程应变。
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解 这里发生的纯转动可表示为

ｘ＝ＲＸ

或

ｘ｛ ｝ｙ ＝
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ
ｓｉｎθ ｃｏｓ
［ ］

θ
Ｘ｛ ｝Ｙ

位移为

ｕｘ
ｕ
烅
烄

烆
烍
烌

烎ｙ
＝
ｃｏｓθ－１ －ｓｉｎθ
ｓｉｎθ ｃｏｓθ
［ ］

－１
Ｘ｛ ｝Ｙ

代入线性几何方程得

εｘ＝
ｕｘ
Ｘ＝ｃｏｓθ－１

εｙ＝
ｕｙ
Ｙ＝ｃｏｓθ－１

γｘｙ＝
ｕｘ
Ｙ＋

ｕｙ
Ｘ

烍

烌

烎＝０

根据上式，如果θ较大，刚体转动时的正应变不能视为零。可见，此时线性
几何方程不能采用，需要按几何非线性考虑。显然，上式暗示了转动多大才需按

几何非线性问题对待，因为它表达了存在转动时按小变形分析带来的误差。将

ｃｏｓθ展开成Ｔａｙｌｏｒ级数，代入应变算式

εｘ＝ｃｏｓθ－１＝１－
θ２
２＋Ｏ
（θ４）－１≈－θ

２

２

可见，按小变形计算时，应变误差是二阶的。若转动量级为１０－２弧度，则应
变误差量级为１０－４。若感兴趣的应变量级是１０－２，能够接受的误差为１％，则
转动量级不超过１０－２弧度时可按小变形分析。若感兴趣的应变量级是１０－４，那
么为满足１％的误差，转动量级不超过１０－３弧度时才可按小变形分析。

２１２２ Ａｌｍａｎｓｉ应变张量

根据式（２１５），有

（ｄＳ）２＝ｄＸ·ｄＸ＝ｄｘ·ｃ·ｄｘ

其中

ｃ＝Ｆ－Ｔ·Ｆ－１

１９２２１２ 应 变 度 量



于是，线元长度平方的 改变量为

（ｄｓ）２－（ｄＳ）２＝ｄｘ·Ｉ·ｄｘ－ｄｘ·ｃ·ｄｘ＝ｄｘ·（Ｉ－ｃ）·ｄｘ

Ａｌｍａｎｓｉ应变张量定义为

ｅ＝１２
（Ｉ－ｃ）＝１２

（Ｉ－Ｆ－ＴＦ－１） （２１２２）

将式（２１１４）代入上式得

ｅ＝１２
（ｈ＋ｈＴ＋ｈＴ·ｈ） （２１２３ａ）

ｅｉｊ＝
１
２
（ｈｉｊ＋ｈｊｉ＋ｈｋｉｈｋｊ）＝

１
２
ｕｉ
ｘｊ
＋
ｕｊ
ｘｉ
＋
ｕｋ
ｘｉ
ｕｋ
ｘ（ ）
ｊ
（２１２３ｂ）

容易证明Ａｌｍａｎｓｉ应变张量也是客观张量。此外，Ｇｒｅｅｎ应变张量和Ａｌ
ｍａｎｓｉ应变张量之间存在如下关系：

Ｅ＝ＦＴｅＦ， ｅ＝Ｆ－ＴＥＦ－１ （２１２４）

如果位移分量ｕｉ及其一阶偏导数是小量，则一阶偏导数的乘积可忽略，变
形前后坐标的差别也不需考虑。此时，Ｇｒｅｅｎ应变式（２１２１）和Ａｌｍａｎｓｉ应变式
（２１２３）均退化成小变形情况下的无限小应变，即

εｉｊ＝
１
２
ｕｉ
ｘｊ
＋
ｕｊ
ｘ（ ）
ｉ

２１２３ 变形率与应变率

（１）变形率ｄ
定义速度梯度张量ｌ

ｌ＝νｘ
，ｌｉｊ＝

ｖｉ
ｘｊ

（２１２５）

ｌ可以分解为对称部分和反对称部分

ｌ＝１２
（ｌＴ＋ｌ）－１２

（ｌＴ－ｌ）＝ｄ－ω （２１２６）

其中的对称部分定义为变形率张量ｄ，反对称部分定义为旋转率张量ω，即

ｄ＝１２
（ｌＴ＋ｌ） 或 ｄｉｊ＝

１
２
ｖｊ
ｘｉ
＋
ｖｉ
ｘ（ ）
ｊ

（２１２７）
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ω＝１２
（ｌＴ－ｌ） 或 ωｉｊ＝

１
２
ｖｊ
ｘｉ
－
ｖｉ
ｘ（ ）
ｊ

（２１２８）

ｄ可写成

ｄｉｊ＝
１
２
ｕｊ
ｘｉ
＋
ｕｉ
ｘ（ ）
ｊ
＝１２

ｔ
ｕｊ
ｘｉ
＋
ｕｉ
ｘ（ ）
ｊ

（２１２９）

在物理上，它所代表的是真应变的瞬时变化率。

（２）应变率Ｅ
根据式（２１２０），Ｇｒｅｅｎ应变率张量为

Ｅ＝１２
（ＦＴ·Ｆ－ＦＴ·Ｆ） （２１３０）

为推导变形率ｄ与Ｇｒｅｅｎ应变率Ｅ之间的关系，对式（２１２５）作如下变化：

ｌ＝ｖｘ＝
ｖ
Ｘ
·Ｘ
ｘ＝


ｔ
ｕ
（ ）Ｘ ·Ｘｘ＝Ｆ·Ｆ－１ （２１３１）

故

ｄ＝１２
（ｌＴ＋ｌ）＝１２

（Ｆ－Ｔ·ＦＴ＋Ｆ·Ｆ－１） （２１３２）

根据式（２１３０）和（２１３２），不难推导如下关系式：

Ｅ＝ＦＴ·ｄ·Ｆ 或 Ｅｉｊ＝
ｘｋ
Ｘｉ
ｘｌ
Ｘｊ
ｄｋｌ （２１３３）

ｄ＝Ｆ－Ｔ·Ｅ·Ｆ－１ 或 ｄｉｊ＝
Ｘｋ
ｘｉ
Ｘｌ
ｘｊ
Ｅｋｌ （２１３４）

２１３ 应 力 度 量

２１３１ Ｃａｕｃｈｙ应力

外力是在变形后的物体上与其引起的内力达到平衡的。因此，应该以变形

后物体内的面元定义应力，并从变形后物体内取微元体来建立平衡微分方程和

应力边界条件。在小变形条件下，物体变形前后的构形没有明显的差别，因此无

论是应力的定义还是平衡方程的建立，均不考虑物体变形的影响。然而，在大变

形问题中就不能再忽略变形的影响了。

设物体的现时构形中有一微小面元向量ｎｄａ，面元上作用着面力ｄｔ，其分

３９２２１３ 应 力 度 量



量为ｄｔｉ。Ｃａｕｃｈｙ应力定义为

ｔｉ
（ｎ）＝ｌｉｍ

ｄａ→０

ｄｔｉ
ｄａ

（２１３５）

若该面元与３个平行于坐标面的微小面元ｎｊｄａ构成一微小四面体，则由该四
面体的平衡条件可得

ｄｔｉ＝σｊｉｎｊｄａ， ｄｔ＝ｎ·σｄａ

σｉｊ＝σｊｉ， σ＝σ
烍
烌

烎Ｔ
（２１３６）

故面元ｎｄａ上的应力为

ｔｉ
（ｎ）＝σｊｉｎｊ， ｔ（ｎ）＝ｎ·σ （２１３７）

其中

σｉｊ＝

σ１１ σ１２ σ１３
σ２１ σ２２ σ２３
σ３１ σ３２ σ

烄

烆

烌

烎３３

（２１３８）

这就是Ｃａｕｃｈｙ应力张量。Ｃａｕｃｈｙ应力是一种基于现时构形中变形后单位面积
的应力，因此称为真应力。

２１３２ ＰＫ１应力

尽管Ｃａｕｃｈｙ应力是真应力，但应用起来比较困难，因为求解问题需要给出
边界条件，而现时构形的边界事先并不知道。实际中，采用Ｌａｇｒａｎｇｅ描述的工
程应力比较方便。为此，用ｄＴ＝ｄｔ和ＮｄＡ定义新的应力，即仍用现时构形中
面元ｎｄａ上的作用力，而ＮｄＡ则是参考构形中与ｎｄａ相应的面元（图２１６）。
仿照Ｃａｕｃｈｙ应力，可得

ｄＴｉ＝ｄｔｉ＝ＰｊｉＮｊｄＡ， ｄＴ＝ｄｔ＝Ｎ·ＰｄＡ （２１３９）

Ｐｉｊ＝

Ｐ１１ Ｐ１２ Ｐ１３
Ｐ２１ Ｐ２２ Ｐ２３
Ｐ３１ Ｐ３２ Ｐ

烄

烆

烌

烎３３

（２１４０）

Ｐ称为第一Ｐｉｏｌａ?Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ应力张量，简称ＰＫ１应力张量。
根据式（２１７）即ｎｄａ＝ＪＦ－Ｔ·ＮｄＡ，有

ｄｔ＝σＴ·ｎｄａ＝ＪσＴ·Ｆ－Ｔ·ＮｄＡ （２１４１）

比较式（２１３９）和（２１４１），并注意到σ的对称性，有
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Ｐ＝ＪＦ－１·σ，Ｐｉｊ＝ＪＦ－１ｉｋσｋｊ （２１４２）

注意到σ是对称张量，Ｆ－１是非对称张量，故ＰＫ１应力张量Ｐ 是非对称
的。这种应力张量不适用于描述本构方程，因为应变张量总是对称的。此外，当

物体发生刚体转动时，ｄｔｉ将发生变化而ｄＡ，Ｎｊ不变，故根据式（２１３９），Ｐ将
随刚体转动而发生变化，这表明Ｐ不是客观张量。

图２１６ ＰＫ１应力的定义 图２１７ ＰＫ２应力的定义

２１３３ ＰＫ２应力

Ｐ是非对称、非客观张量，不能用于本构方程。为此，可用参考构形中的面
元ＮｄＡ和作用力ｄＴ来定义应力张量，而ｄＴ就是像微小线元那样“伸长和旋
转”了的ｄｔ（图２１７），即

ｄＴｉ＝
Ｘｉ
ｘｊ
ｄｔｊ，ｄＴ＝Ｆ－１·ｄｔ （２１４３）

于是，仿照Ｃａｕｃｈｙ应力，可得

ｄＴｉ＝ＳｊｉＮｊｄＡ， ｄＴ＝ＳＴ·ＮｄＡ （２１４４）

Ｓｉｊ＝

Ｓ１１ Ｓ１２ Ｓ１３
Ｓ２１ Ｓ２２ Ｓ２３
Ｓ３１ Ｓ３２ Ｓ

烄

烆

烌

烎３３

（２１４５）

Ｓ称为第二Ｐｉｏｌａ?Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ应力张量，简称ＰＫ２应力张量。
根据上述定义，不难推导出Ｓ与σ，Ｓ与Ｐ之间的下述关系式

Ｓ＝ＪＦ－１σＦ－Ｔ， Ｓｉｊ＝Ｊ
Ｘｉ
ｘｋ
Ｘｊ
ｘｌ
σｋｌ （２１４６）

Ｓ＝ＰＦ－Ｔ，Ｓｉｊ＝Ｐｉｋ
Ｘｊ
ｘｋ

（２１４７）
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在ＰＫ２应力的定义中，联系变形前后面元ｄＡ和ｄａ上作用力ｄＴｉ和ｄｔｉ的
关系式，与联系变形前后线段微元ｄＸｉ和ｄｘｉ的关系是相同的。这样，当物体发
生刚体位移时，ｄｔｉ将发生变化而ｄＴｉ总是不变。因参考构形中的ｄＡ，Ｎｊ不
变，故根据式（２１４４），Ｓｉｊ也不随刚体位移而变，即为客观张量。

２１３４ 应力速率张量

为了建立率形式的本构方程，在连续介质力学中，定义了多种不随刚体转动

而改变的速率型对称应力张量，例如Ｊａｕｍａｎｎ率、Ｔｒｕｅｓｄｅｌｌ率和Ｇｒｅｅｎ?Ｎａｇｈｄｉ
率。这里仅给出Ｊａｕｍａｎｎ应力速率张量的定义式

σＪｉｊ＝σｉｊ－σｉｋωｋｊ－σｋｊωｋｉ （２１４８ａ）

σＪ＝σ－σω－ωＴσ （２１４８ｂ）

其中ωｉｊ是转动张量。
可以证明，Ｊａｕｍａｎｎ应力速率张量是客观的对称张量，在物理上所代表的是

真应力的瞬时变化率。

２１４ 本 构 方 程

２１４１ 客观性原理

当物体发生大变形时，用于度量小变形情况的应力和应变不再适合于描述

本构关系，须基于前面定义的应力和应变建立大变形本构方程。在现代连续介

质力学中，特别重视建立本构方程所应遵循的客观性原理。该原理也称为标架

无关性原理，是指本构方程与参考标架的任意变动无关，或者说与持有不同时钟

和进行不同运动的观察者无关。

关于张量的客观性，有两种不同的观点。设对物体施加刚性转动，转动张量

为Ｒ。如果转动前后的张量Ｔ，^Ｔ具有如下关系

Ｔ^＝ＲＴＲＴ

则Ｔｒｕｅｓｄｅｌｌ学派称Ｔ是客观的。
然而，Ｈｉｌｌ认为在刚性转动后形式不变的物理量才是客观的。Ｇｒｅｅｎ应变张

量Ｅ、ＰＫ２应力张量Ｓ就是在这种意义上具有客观性。例如，施加刚性转动Ｒ
后，^Ｆ＝ＲＦ，于是有

Ｅ^＝１２
（^ＦＴ^Ｆ－Ｉ）＝１２

（ＦＴＲＴＲＦ－Ｉ）＝１２
（ＦＴＦ－Ｉ）＝Ｅ
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不过，这两种观点应用到本构方程客观性问题上，结论是一致的。

此外，由于固体材料的应力应变关系取决于变形历史，故本构方程通常以物

质坐标表示，以便能够追踪物质点的运动和材料单元的变形历史。

２１４２ 大位移小应变

Ｓ与Ｅ都是客观的对称张量，而且在小应变情况下，它们在数值上就等于
工程应力和工程应变。这样，大转动小应变时的本构方程与小变形情况下的本

构方程具有相同的形式和材料常数，只是要用Ｓ和Ｅ代替小变形时的应力和应
变即可。

（１）线性弹性
在大转动小应变条件下表现为线性弹性的材料称为Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ材料，其本

构方程为

Ｓｉｊ＝ＤｉｊｋｌＥｋｌ （２１４９）

其中Ｄｉｊｋｌ为弹性本构张量。对于各向同性材料，有

Ｓｉｊ＝λＥｋｋδｉｊ＋２ＧＥｉｊ （２１５０）

λ＝ νＥ
（１＋ν）（１－２ν）

，Ｇ＝ Ｅ
２（１＋ν）

弹性常数Ｅ、Ｇ、ν由通常小变形条件下的材料试验确定。式（２１５０）可写成矩
阵形式

Ｓ＝ＤＥ （２１５１）

其中Ｄ为弹性矩阵，见第５章式（５１４）；Ｓ、Ｅ分别为ＰＫ２应力向量和Ｇｒｅｅｎ应
变向量（符号与相应的张量相同，但具体场合下不难区分张量与向量）

Ｓ＝［Ｓ１１ Ｓ２２ Ｓ３３ Ｓ１２ Ｓ２３ Ｓ３１］Ｔ

Ｅ＝［Ｅ１１ Ｅ２２ Ｅ３３ ２Ｅ１２ ２Ｅ２３ ２Ｅ３１］Ｔ

由于几何非线性分析采用增量形式，故本构方程也写成增量形式，即

ΔＳｉｊ＝ＤτｉｊｋｌΔＥｋｌ 或 ΔＳ＝ＤτΔＥ （２１５２）

显然，线性弹性情况下的切线本构张量Ｄτｉｊｋｌ恒等于Ｄｉｊｋｌ。
（２）非线性弹性
对于非线性弹性材料，应力Ｓｉｊ与应变能密度函数ＷＥ（Ｅｉｊ）（其函数形式与

小变形情况下的完全相同）之间存在下述关系：
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Ｓｉｊ＝
ＷＥ
Ｅｉｊ

（２１５３）

切线本构张量为

Ｄτｉｊｋｌ＝
Ｓｉｊ
Ｅｋｌ

＝
２ＷＥ
ＥｉｊＥｋｌ

（２１５４）

（３）弹塑性
对于弹塑性材料，本构方程以增量形式给出

ΔＳｉｊ＝ＤｅｐｉｊｋｌΔＥｉｊ 或 ΔＳ＝ＤｅｐΔＥ （２１５５）

其中Ｄｅｐｉｊｋｌ是弹塑性本构张量；Ｄｅｐ是弹塑性本构矩阵（见第１６章）。需要注意的
是，本构矩阵与应力向量有关，其中须用Ｓ代替小应变情况下的工程应力向量。

２１４３ 大位移大应变

（１）非线性弹性
对于大应变下的非线性弹性材料，假定存在应变能密度函数ω（是Ｅｉｊ的解

析函数），且ＰＫ２应力Ｓ与Ｇｒｅｅｎ应变Ｅ具有如下关系：

Ｓｉｊ＝
ω
Ｅｉｊ

＝２ωＣｉｊ
（２１５６）

切线本构张量为

Ｄτｉｊｋｌ＝
Ｓｉｊ
Ｅｋｌ

＝ ２ω
ＥｉｊＥｋｌ

（２１５７）

通常称具有上述性质的材料为超弹性材料。其中的ω可用右Ｃａｕｃｈｙ?Ｇｒｅｅｎ变
形张量Ｃ的不变量Ｉ１、Ｉ２、Ｉ３表示。例如，适用于橡胶材料的Ｍｏｏｎｅｙ?Ｒｉｖｌｉｎ模
型表示为

ω＝Ａ（Ｉ１－３）＋Ｂ（Ｉ２－３）＋Ｃ（１／Ｉ２３－１）＋Ｄ（Ｉ３－１） （２１５８）

其中

Ｃ＝１２Ａ＋Ｂ
， Ｄ＝Ａ

（５ν－２）＋Ｂ（１１ν－５）
２（１－２ν）

超弹性材料（例如橡胶类材料）大多是几乎不可压缩材料，其泊松比ν一般在

０４８－０５之间（不包含０５）。
（２）弹塑性
在大应变情况下，为了反映与加载历史的相关性，通常采用速率型弹塑性本
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构方程。我们知道，Ｃａｕｃｈｙ应力的Ｊａｕｍａｎｎ导数σＪｉｊ和变形率ｄｉｊ分别代表真实
应力和真实应变的瞬时速率，因此弹塑性本构方程可表示为

σＪｉｊ＝Ｄｅｐｉｊｋｌｄｋｌ （２１５９）

写成矩阵形式

σＪ＝Ｄｅｐｄ （２１６０）

其中

σＪ＝［σＪ１１ σＪ２２ σＪ３３ σＪ１２ σＪ２３ σＪ３１］Ｔ

ｄ＝［ｄ１１ ｄ２２ ｄ３３ ２ｄ１２ ２ｄ２３ ２ｄ３１］Ｔ

其中弹塑性本构矩阵在形式上与小应变的完全相同（见第１６章），只要把其中的
应力偏量和等效应力分别改用Ｃａｕｃｈｙ应力偏量和等效的Ｃａｕｃｈｙ应力即可。此
外，为确定本构矩阵中的硬化函数Ａ，须进行大应变单向拉伸试验，用真实应力
和真实应变（对数应变）描述材料行为。

必须指出，不能用Ｃａｕｃｈｙ应力的物质导数σｉｊ和变形率ｄｉｊ来建立率形式的
本构方程，因为ｄｉｊ是客观张量而σｉｊ不是客观率。例如，受初应力σ０ｉｊ作用的物体
发生转动时，变形率ｄｉｊ为零；而应力分量在转动中将发生变化，即应力的物质导
数σｉｊ非零，故σｉｊ＝Ｄｅｐｉｊｋｌｄｋｌ无效。

２１５ 平 衡 方 程

荷载作用下的物体是在变形后的现时构形ω上达到平衡的。因此，平衡方
程（包括平衡微分方程和应力边界条件）应该在现时构形中列出。在小变形情况

下之所以在初始构形上给出平衡方程，是因为此时可忽略初始构形和现时构形

的差别；而在大变形情况下，忽略这种差别是不允许的。

如果在现时构形中任取一微小六面体单元，其面与坐标面平行，那么与小变

形问题类似，有限变形问题的平衡微分方程表示Ｃａｕｃｈｙ应力分量与体力分量之
间的关系。在边界处取微小四面体，则应力边界条件表示Ｃａｕｃｈｙ应力分量与面
力分量之间的关系。在现时构形中，物体的全部边界、面力边界和位移边界分别

为ａ、ａσ和ａｕ。根据平衡原理可得

σｊｉ
ｘｊ
＋ｆｉ＝ρｖｉ 在ω内 （２１６１）

σｊｉｎｊ＝珔ｐｉ 在ａσ上 （２１６２）
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其中ｆｉ、珔ｐｉ分别为现时构形中的体力分量、面力分量；ρ是现时构形的质量密
度；ｖｉ是加速度分量。

２１６ 虚 功 原 理

在几何非线性问题的近似解法中，也需要从平衡微分方程和应力边界条件

的等效积分形式出发，通过分部积分建立弱形式即虚功原理或虚功率原理。

２１６１ 虚功率原理

设几何方程、位移边界条件和本构方程事先得到满足，现研究定解问题的弱

形式。取虚速度即速度的变分δｖｉ为任意函数，则式（２１６１）、（２１６２）的等效积
分形式为

－∫ω
σｊｉ
ｘｊ

＋ｆｉ－ρｖ（ ）ｉδｖｉｄω＋∫ａσ（ｎｊσｊｉ－珔ｐｉ）δｖｉｄａ＝０ （ａ）

对上式中的第一项进行分部积分

∫ω
σｊｉ
ｘｊ
δｖｉｄω＝∫ω ｘｊ（σｊｉδｖｉ）－σｊｉ

（δｖｉ）
ｘ［ ］
ｊ
ｄω （ｂ）

根据散度定理，有

∫ω ｘｊ（σｊｉδｖｉ）ｄω＝∫ａｎｊσｊｉδｖｉｄａ （ｃ）

由于δｖｉ在速度或位移边界上为零，因此上式可写成

∫ω ｘｊ（σｊｉδｖｉ）ｄω＝∫ａσｎｊσｊｉδｖｉｄａ （ｄ）

将上式代入式（ｂ），再代入式（ａ）得

∫ωσｊｉ
（δｖｉ）
ｘｊ

ｄω＋∫ωρｖｉδｖｉｄω－∫ωｆｉδｖｉｄω－∫ａσ珔ｐｉδｖｉｄａ＝０ （ｅ）

注意到σｉｊ的对称性以及变形率ｄｉｊ＝
１
２
ｖｉ
ｘｊ
＋
ｖｊ
ｘ（ ）
ｉ
，不难推得上式第一项为

∫ωσｊｉ
（δｖｉ）
ｘｊ

ｄω＝∫ωσｉｊδｄｉｊｄω
于是，式（ｅ）成为用Ｃａｕｃｈｙ应力和变形率表示的虚功率方程
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∫ωσｊｉδｄｉｊｄω＋∫ωρｖｉδｖｉｄω－∫ωｆｉδｖｉｄω－∫ａσ珔ｐｉδｖｉｄａ＝０ （２１６３ａ）
对于静力学问题有

∫ωσｊｉδｄｉｊｄω－∫ωｆｉδｖｉｄω－∫ａσ珔ｐｉδｖｉｄａ＝０ （２１６３ｂ）

以下为公式简洁起见，只考虑静力问题（增加惯性项不会引起任何困难）。

该虚功率方程要求在现时构形ω上积分，而现时构形是未知的且随变形而
不断变化，现时构形中的体力分量ｆｉ和面力分量珔ｐｉ也是未知的。因此，在固体
力学中，上述方程很少应用。由于在已知的参考构形上易于描述边界条件，故可

考虑将式（２１６３）转换为参考构形上的积分公式。为此，将式（２１３４）、（２１４６）
分别写为

ｄｉｊ＝Ｆ－ＴｉｋＥｋｌＦ－１ｌｊ ，Ｓｉｊ＝ＪＦ－１ｉｋσｋｌＦ－Ｔｌｊ
从而有

∫ωσｊｉｄｉｊｄω＝∫ΩＪＦ－１ｌｊσｊｉＦ－ＴｉｋＥｋｌｄΩ＝∫ΩＳｌｋＥｋｌｄΩ＝∫ΩＳｊｉＥｉｊｄΩ
用许可的变形率δｄｉｊ及相应的应变率δＥｉｊ分别代替上式中的ｄｉｊ和Ｅｉｊ，上式自然
也是成立的，从而有

∫ωσｊｉδｄｉｊｄω＝∫ΩＳｌｋδＥｋｌｄΩ （ａ）

假定荷载是保守的，即在物体运动过程中荷载的大小和方向都不变。若在

参考构形Ω中，全部边界、面力边界和位移边界分别用Ａ、Ａσ和Ａｕ表示；体力
分量、面力分量分别用Ｆｉ、珚Ｐｉ表示，则有

ＦｉｄΩ＝ｆｉｄω，珚ＰｉｄＡ＝珔ｐｉｄａ

从而

∫ωｆｉδｖｉｄω＝∫ΩＦｉδｖｉｄΩ，∫ａσ珔ｐｉδｖｉｄａ＝∫Ａσ珚ＰｉδｖｉｄＡ （ｂ）

将式（ａ）、（ｂ）代入式（２１６３），便得到用ＰＫ２应力Ｓ和Ｇｒｅｅｎ应变率Ｅ表示的虚
功率方程

∫ΩＳｊｉδＥｉｊｄΩ－∫ΩＦｉδｖｉｄΩ－∫Ａσ珚ＰｉδｖｉｄＡ＝０ （２１６４）

１０３２１６ 虚 功 原 理



２１６２ 虚位移原理

式（２１６４）乘以时间微元ｄｔ，可得用ＰＫ２应力Ｓ和Ｇｒｅｅｎ应变Ｅ表示的虚
功方程

∫ΩＳｊｉδΔＥｉｊｄΩ－∫ΩＦｉδΔｕｉｄΩ－∫Ａσ珚ＰｉδΔｕｉｄＡ＝０ （２１６５ａ）

或 ∫ΩＳｊｉδΔＥｉｊｄΩ＝δΔＷ （２１６５ｂ）

其中δΔＷ 为外力虚功增量，即

δΔＷ ＝∫ΩＦｉδΔｕｉｄΩ＋∫Ａσ珚ＰｉδΔｕｉｄＡ
可见，Ｃａｕｃｈｙ应力σ与变形率ｄ、ＰＫ２应力Ｓ与Ｇｒｅｅｎ应变率Ｅ在功率上

都是共轭变量；Ｓ与Ｅ在功上是共轭变量。事实上，能量的度量必定与参考框
架无关，即它是客观的。在实际问题分析中，为保证应变能密度的客观性，应力

和应变必须共轭，即无论应力和应变采取什么样的度量形式，它们必须使应变能

保持客观性，即两者之积给出功或功率（在功率上共轭的变量也可以说在功或能

量上是共轭的）的真实描述。

习 题

２１１ 何谓参考构形？为什么要用参考构形？在几何非线性分析中常用的参考
构形有哪几种？

２１２ 证明Ｇｒｅｅｎ应变张量和Ａｌｍａｎｓｉ应变张量为客观张量，即证明当发生刚
体转动ｘ＝ＲＸ（Ｒ为转动矩阵）时，Ｇｒｅｅｎ和Ａｌｍａｎｓｉ应变张量为零，从而
可以度量大变形物体的变形状态；而按小变形条件下的线性应变公式计

算的应变分量并不等于零。

２１３ 试证明Ｇｒｅｅｎ应变张量Ｅ与Ａｌｍａｎｓｉ应变张量ｅ之间满足关系式：

Ｅ＝ＦＴｅＦ，ｅ＝Ｆ－ＴＥＦ－１

２１４ 为什么要将在现时构形中建立的弱形式即虚功率原理转换到参考构
形上？
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数学基础

在近代力学和数学刚刚获得发展的文艺复兴时期，达·芬奇就曾写道：“力学

是数学的乐园，因为我们在这里获得了数学的果实。”现在重温这句话，更感亲切

而真实。

弹塑性力学属于连续介质力学，极为广泛地应用到各种各样的数学知识，特

别是微积分。本书根据内容特点，特别注意到充分且灵活地运用数学工具。例

如，用张量分析讲述一般理论具有书写简洁、推导清晰、物理意义明确的特点；用

常规符号处理弹塑性力学具体问题则更为直观方便。

本书涉及到的大部分数学知识在大学本科阶段曾经学习过，而另一些知识

则在此基础上也不难掌握，例如张量分析、场论基础、变分概念等。为了使不熟

悉这些数学分支的读者不必去读专门的书籍，本附录遵循够用为限的原则对它

们进行了简要介绍。

Ａ１ 张 量 基 础

Ａ１１ 张量的定义

张量被用来描述客观存在的物理量。在数学上，张量是不依赖于任何特定

坐标系而存在的量。诸如温度、位移和应力等物理量都是客观存在的，不依赖于

坐标系而变化，因而它们都是张量。但是，在研究这些物理量空间分布或变化规

律时，又得在一定的参考坐标系中进行，而在不同坐标系中通常具有不同的分

量。这样，张量在不同坐标系中的不同分量之间必定具有某种确定的变换规律。

因此，张量也可定义如下：分量满足一定的坐标变换规律的量就是张量。

在３维空间坐标系中，如果一个张量的分量个数为３Ｎ，则该张量就称为Ｎ
阶张量，例如标量、矢量和应力张量分别为零阶、一阶和二阶张量。



Ａ１２ 张量表示法

（１）标量
标量是只有大小没有方向的物理量，通常用斜体字母表示，例如温度Ｔ、密

度ρ、时间ｔ、体积Ｖ等。标量没有方向，分量个数为１，因此为零阶张量。
（２）矢量
矢量是既有大小又有方向的物理量，常用小写黑体字母（或字母上加箭头）

来表示，例如位移ｕ（或ｕ
→
）、体力ｆ（或ｆ

→
）、压力ｐ（或ｐ

→
）等。这种表示方法称为

实体记法。

在参考坐标系中，其他矢量均可用ｅｉ的线性组合来表示，例如三维空间矢
量ａ可表示为

ａ＝ａ１ｅ１＋ａ２ｅ２＋ａ３ｅ３＝∑
３

ｉ＝１
ａｉｅｉ （Ａ１）

其中ａｉ为矢量ａ在ｅｉ轴的投影或分量，下标ｉ称为指标。这种同时写出分量和
相应的基矢量的表示方法称为分解式记法。显然，我们也可以用全部分量的集

合来表示矢量，省略相应的基矢量，例如用

ｕｉ（ｉ＝１，２，３） （Ａ２）

表示位移矢量。这种字母加指标的表示方法称为指标或分量记法。矢量在笛卡

尔坐标系中有３个分量，故为一阶张量。
当指标不重复出现时，该字母要在１，２，⋯，Ｎ 的范围内取值，其中Ｎ 为规

定指标域的确定整数。在指标写法中，不重复出现的指标称为自由指标。如果

一个指标重复出现两次，则该指标要取完指标域中所有的值，然后将各项加起

来。这就是爱因斯坦求和约定，重复出现的指标称为哑标。按此约定，式（Ａ１）
可写为

ａ＝ａｉｅｉ （Ａ３）

哑标仅表示要遍历求和，因此可用除该项中自由指标以外的任何字母代替而不

改变该项的意义。例如

ａ＝ａｉｅｉ＝ａｊｅｊ＝ａｋｅｋ （Ａ４）

哑标只能成对地出现。若要对同项内出现两次以上的指标进行遍历求和，必须

加求和号，例如

ａ１ｂ１ｃ１＋ａ２ｂ２ｃ２＋ａ３ｂ３ｃ３＝∑
３

ｉ＝１
ａｉｂｉｃｉ （Ａ５）
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（３）张量
具有多重方向性的物理量称为狭义的张量。这种高阶张量的实体记法通常

用黑体字母Ａ、σ等表示。对于具有９个分量的二阶张量Ａ，其分解式记法为

Ａ＝Ａｉｊｅｉｅｊ （Ａ６）

其中ｅｉｅｊ称为并矢基，共有９个。张量也可用指标记法

Ａｉｊ（ｉ＝１，２，３） （Ａ７）

Ａ的转置记为ＡＴ，即

ＡＴ＝Ａｊｉｅｉｅｊ （Ａ８）

如果Ａ的分量满足

Ａｉｊ＝Ａｊｉ （Ａ９）

即与其转置张量相等，则Ａ称为对称张量。如果Ａ的分量满足

Ａｉｊ＝－Ａｊｉ （Ａ１０）

则Ａ称为反对称张量。

Ａ１３ 公式的张量表示

根据求和约定和指标记法，代数方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋⋯＋ａ１ｎｘｎ＝ｂ１
ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋⋯＋ａ２ｎｘｎ＝ｂ２
⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

ａｎ１ｘ１＋ａｎ２ｘ２＋⋯＋ａｎｎｘｎ＝ｂ

烍

烌

烎ｎ

（Ａ１１ａ）

可写为

ａｉｊｘｊ＝ｂｉ （ｉ＝１，２，⋯，ｎ） （Ａ１１ｂ）

自由指标表示，若轮流取该指标范围内的任何值，关系式均成立。可见，通过哑

标可把许多项缩写成一项，再通过自由指标又把许多方程缩写成一个方程。

Ａ１４ 张量运算法则

（１）矢量与矢量
矢量与矢量的点积定义为

ａ·ｂ＝ａ１ｂ１＋ａ２ｂ２＋ａ３ｂ３＝｜ａ｜｜ｂ｜ｃｏｓα （Ａ１２）
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其中α为两矢量之间的夹角，点积的结果为一个标量，故也称为标量积。
矢量与矢量的叉积定义为

ａ×ｂ＝

ｅ１ ｅ２ ｅ３
ａ１ ａ２ ａ３
ｂ１ ｂ２ ｂ３

＝
ｉ ｊ ｋ
ａｘ ａｙ ａｚ
ｂｘ ｂｙ ｂｚ

（Ａ１３）

矢量间叉积的几何意义是面元矢量，其大小等于ａ和ｂ构成的平行四边形面
积，即｜ａ｜｜ｂ｜ｓｉｎα，方向为该面元的法线方向，且遵守右手法则。
三个矢量的混合积定义为

［ａ，ｂ，ｃ］＝ａ·ｂ×ｃ＝ａ×ｂ·ｃ＝

ａ１ ａ２ ａ３
ｂ１ ｂ２ ｂ３
ｃ１ ｃ２ ｃ３

（Ａ１４）

当ａ、ｂ、ｃ构成右手系时，混合积表示这３个矢量所构成的平行六面体的体积；
若构成左手系，则为体积的负值。

（２）矢量与张量
矢量ｖ与张量Ａ＝Ａｉｊｅｉｅｊ的点积为一矢量，即

ｖ·Ａ＝（ｖｉｅｉ）·（Ａｉｊｅｉｅｊ）＝ｖｉＡｉｊｅｊ （Ａ１５）

Ａ·ｖ＝（Ａｉｊｅｉｅｊ）·（ｖｊｅｊ）＝ｖｊＡｉｊｅｉ （Ａ１６）

（３）张量与张量
张量Ａ＝Ａｉｊｅｉｅｊ与张量Ｂ＝Ｂｋｌｅｋｅｌ的点积为一张量，即

Ａ·Ｂ＝（Ａｉｊｅｉｅｊ）·（Ｂｋｌｅｋｅｌ）＝ＡｉｊＢｋｌδｊｋｅｉｅｌ＝ＡｉｋＢｋｌｅｉｅｌ （Ａ１７）

同阶的笛卡尔张量相加减，和差张量的分量等于各张量的分量之和差，例如

二阶张量之和差

Ａ±Ｂ＝Ｃ （Ａ１８）

为

Ａｉｊ±Ｂｉｊ＝Ｃｉｊ （Ａ１９）

（４）张量的主值
假设Ｔ是二阶张量，如果有一个方向ｎ，使得下式

ｎ·Ｔ＝λｎ 或 ｎｉＴｉｊ＝λｎｊ （Ａ２０）

成立，则ｎ称作Ｔ的主方向或主轴；而标量λ称为Ｔ的主值。
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（５）矢量的微积分
设有标量函数

Φ＝∫
ｘ１

０
Ｐ１ｄｘ１＋∫

ｘ２

０
Ｐ２ｄｘ２＋⋯＋∫

ｘｎ

０
Ｐｎｄｘｎ＝∫

ｘ

０
ＰＴｄｘ

其中，Ｐ＝［Ｐ１ Ｐ２ ⋯ Ｐｎ］Ｔ；ｘ＝［ｘ１ ｘ２ ⋯ ｘｎ］Ｔ。显然有

Φ
ｘ＝Ｐ

它表示一个标量对矢量的偏导数，得到的是一个矢量。

设有向量函数Φ＝［Φ１（ｘ） Φ２（ｘ） ⋯Φｍ（ｘ）］Ｔ，则它对向量ｘ的导数
表示为

Φ
ｘ＝

Φ１
ｘ１

Φ１
ｘ２
⋯ Φ１

ｘｎ
Φ２
ｘ１

Φ２
ｘ２
⋯ Φ２

ｘｎ
… … … …

Φｍ
ｘ１

Φｍ
ｘ２
⋯ Φｍ
ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ

（Ａ２１）

可见，向量对向量求导数，得到的是一个二阶张量或矩阵。

（６）矢量的坐标变换
现研究矢量ａ从原坐标系ｏｘ１ｘ２ｘ３变换到新坐标系ｏｘ′１ｘ′２ｘ′３时各分量间

的关系。新坐标轴ｘ′ｍ 的单位矢量为ｅ′ｍ，原坐标轴ｘｉ的单位矢量ｅｉ。显然有

ａ＝ａ′ｍｅ′ｍ＝ａｉｅｉ

两边点乘ｅ′ｍ 得

ａ′ｍ＝ｅ′ｍ·ｅｉａｉ＝βｍ′ｉａｉ （Ａ２２）

其中

βｍ′ｉ＝ｅ′ｍ·ｅｉ＝ｃｏｓ（ｘ′ｍ，ｘｉ） （Ａ２３）

（７）张量的坐标变换
设Ｔ是二阶张量，则有

Ｔｍ′ｎ′ｅ′ｍｅ′ｎ＝Ｔｉｊｅｉｅｊ

两边左点乘ｅ′ｍ、右点乘ｅ′ｎ得
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Ｔｍ′ｎ′＝βｍ′ｉβｎ′ｊＴｉｊ （Ａ２４）

若用ｌｉ，ｍｉ，ｎｉ表示新坐标轴ｘ′ｉ在原坐标系中的方向余弦，并组成方向余弦矩阵

β＝

ｌ１ ｍ１ ｎ１
ｌ２ ｍ２ ｎ２
ｌ３ ｍ３ ｎ

熿

燀

燄

燅３

（Ａ２５）

则式（Ａ２４）可写成如下矩阵形式：

Ｔ′＝βＴβＴ （Ａ２６）

Ａ２ 场 论 基 础

在连续介质力学领域，可能会遇到各种各样的场，例如应力场、应变场、位移

场、温度场、渗流场等。场是指定义在空间某个区域内的函数。如果所定义的场

函数为标量（如温度），矢量（如位移）或张量（如应力），则相应地称为标量场，矢

量场或张量场。场论就是关于场的性质与规律的理论。

Ａ２１ 基本概念

（１）矢量算子
正交坐标系中的矢量算子

Δ

定义为

Δ

＝ｅ１

ｘ１
＋ｅ２


ｘ２
＋ｅ３


ｘ３

（Ａ２７）

（２）标量场梯度
设φ为标量场函数，标量场中任一点Ｐ的梯度定义为

Δ

φ＝ｇｒａｄφ＝ｅ１
φ
ｘ１
＋ｅ２

φ
ｘ２
＋ｅ３

φ
ｘ３

（Ａ２８）

梯度是一个矢量，其方向正交于该点所在的等位面φ＝常数。现证明如下：
等位面上的一点Ｐ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）可用矢量Ｓ表示，即

Ｓ＝ｘ１ｅ１＋ｘ２ｅ２＋ｘ３ｅ３＝ｘｉｅｉ

曲面在该点的切线方向为

ｄＳ＝ｄｘ１ｅ１＋ｄｘ２ｅ２＋ｄｘ３ｅ３

于是
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Δ

φ·ｄＳ＝
φ
ｘ１
ｄｘ１＋

φ
ｘ２
ｄｘ２＋

φ
ｘ３
ｄｘ３＝ｄφ＝０

从而证明了梯度方向与等位面的正交性。梯度是标量场不均匀性的量度，可写

成ｖ＝ｇｒａｄφ的矢量场称为位势场，而φ称为位势函数。
（３）散度和旋度
矢量ａ的散度定义为

Δ

·ａ＝ｄｉｖａ＝
ａ１
ｘ１
＋
ａ２
ｘ２
＋
ａ３
ｘ３
＝ａｉ，ｉ （Ａ２９）

矢量ａ的旋度定义为 Δ

×ａ＝ｃｕｒｌａ （Ａ３０）
容易证明

ｃｕｒｌｇｒａｄφ＝

Δ

×（

Δ

φ）＝０
ｄｉｖｃｕｒｌａ＝

Δ

·（

Δ

×ａ） ｝＝０ （Ａ３１）

（４）Ｌａｐａｃｅ算子

Δ

２＝

Δ

·

Δ

＝ ｅ１

ｘ１
＋ｅ２


ｘ２
＋ｅ３


ｘ（ ）
３
·ｅ１


ｘ１
＋ｅ２


ｘ２
＋ｅ３


ｘ（ ）
３

＝
２

ｘ２１
＋

２

ｘ２２
＋

２

ｘ２３
（Ａ３２）

Ａ２２ 散度定理

设Ω为物体的体积域，Γ为其边界，ｎ为边界外法向单位矢量。关于矢量
场Ｕ的散度定理（也称为高斯定理）为

∫Ω

Δ

·ＵｄΩ＝∫ΓＵ·ｎｄΓ，∫ΩＵｉ，ｉｄΩ＝∫ΓＵｉｎｉｄΓ （Ａ３３）

推而广之，在张量场Ｔ中也可以得到相应上式的积分表达式

∫Ω

Δ

·ＴｄΩ＝∫ΓＴ·ｎｄΓ （Ａ３４）

Ａ３ 变 分 基 础

Ａ３１ 泛函与变分

（１）泛函
简单地说，泛函就是函数的函数。在某域内可变化的函数称为自变函数，例

９０３Ａ３ 变 分 基 础



如物体中的位移、应变和应力等都是位置坐标的函数。依赖于自变函数而变的

量称为自变函数的泛函，例如物体的应变能是应力和应变的泛函。

泛函一般表示为在所依赖函数定义域上的积分，被积函数为自变量、函数及

其导数的某个复合函数。

（２）变分
现以单变量问题为例，来研究自变函数和泛函的变分。如果自变函数ｙ（ｘ）

的增量微小，就称之为变分，用δｙ表示。δｙ是指ｙ（ｘ）与同其相近的ｙ１（ｘ）之
差，即

δｙ＝ｙ（ｘ）－ｙ１（ｘ） （Ａ３５）

δｙ也是ｘ的函数，只是在指定的ｘ域中都是微量，即它是任意小的自变函数。
这里，我们要注意微分ｄｙ与变分δｙ的区别：对于给定函数ｙ（ｘ），在一点ｘ０处
对应于ｄｘ的增量ｄｙ是完全确定的，而δｙ则是ｙ（ｘ）的容许函数邻域内任意函
数与ｙ（ｘ）之差。
如果变分是任意微小的位移，且满足位移边界条件，即在Ｓｕ上有

δｕ＝０，δｖ＝０，δｗ＝０ （Ａ３６）

则变分就是虚位移。

曲线ｙ＝ｙ（ｘ）和ｙ＝ｙ１（ｘ）怎样才算很接近？如果在整个域ｘ内，ｙ（ｘ）和

ｙ１（ｘ）的差的模都很小，那么这两条曲线就有“零阶接近度”。如果ｙ（ｘ）－

ｙ１（ｘ）和ｙ′（ｘ）－ｙ′１（ｘ）的值到处都很小，则两条曲线具有“一阶接近度”。一
般地说，如果δｙ＝ｙ（ｘ）－ｙ１（ｘ），δｙ′＝ｙ′（ｘ）－ｙ′１（ｘ），⋯，δｙ

（ｋ）＝ｙ（ｋ）（ｘ）－
ｙ（ｋ）１ （ｘ）都很小，则称这两条曲线有ｋ阶接近度。
变分δｙ引起泛函Π的增量为

ΔΠ＝Π（ｙ＋δｙ）－Π（ｙ）＝δΠ＋１２！δ
２Π＋１３！δ

３Π＋⋯ （Ａ３７）

增量ΔΠ的线性主部称为泛函的一阶变分δΠ。
（３）驻值
与函数求极值类似，变分法的目标是确定这样的自变函数，它们使其相应的

泛函取得极值。如果泛函Π（ｙ）在任何一条与ｙ＝ｙ０（ｘ）接近的曲线上的值不
大于（或小于）Π（ｙ０），也即

ΔΠ＝Π（ｙ）－Π（ｙ０）≤０ （或≥０）

则称泛函在曲线ｙ＝ｙ０（ｘ）上达到极大（或极小）值，而且在ｙ＝ｙ０（ｘ）上有驻值
条件
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δΠ（ｙ）＝０ （Ａ３８）

驻值条件（Ａ４８）是泛函取极值的必要条件。若要取极值，还得满足下述
条件：

δ２Π＞０ 极小值

δ２Π＜０
烍
烌

烎极大值
（Ａ３９）

注意：函数的极值是在自变量的一个邻域内进行比较；而泛函的极值则要在

容许函数空间中函数的一个邻域内进行比较。

Ａ３２ 运算规则

变分运算与微分运算的规则完全相同，而且微分或积分与变分的次序可以

交换。下面给出若干常用算式。

δ（ｙ′）＝（δｙ）′

δ∫
ｂ

ａ
Ｆｄｘ＝∫

ｂ

ａ
δＦｄｘ

δ（Ｆ１＋Ｆ２）＝δＦ１＋δＦ２
δ（Ｆ１·Ｆ２）＝Ｆ１δＦ２＋Ｆ２δＦ１
δ（Ｆ１／Ｆ２）＝（Ｆ２δＦ１－Ｆ１δＦ２）／Ｆ２２
δＦｎ＝ｎＦｎ－１δ

烍

烌

烎Ｆ

（Ａ４０）

Ａ３３ 预备定理

设Φ（ｘ）是区间ａ≤ｘ≤ｂ上的连续函数，δｙ是该区间上自变函数ｙ（ｘ）的
变分。如果δｙ在满足约束条件的前提下任意变化时，下式始终成立

∫
ｂ

ａ
Φ（ｘ）δｙｄｘ＝０ （Ａ４１）

则被积函数Φ（ｘ）在区间ａ≤ｘ≤ｂ上必处处为零，即

Φ（ｘ）≡０ （Ａ４２）

这就是变分法的基本预备定理。现用反证法证明如下：设Φ（ｘ）在区间ａ≤ｘ≤
ｂ不处处为零。由于δｙ可以任意选择，我们选δｙ为处处与Φ（ｘ）同号的函数。
于是，Φ（ｘ）δｙ在域内恒正，要满足式（Ａ４１），必须Φ（ｘ）≡０。
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