
书书书

粘 性 流 体 力 学

阎　超　钱翼稷　连祺祥　编著

北京理工大学出版社　西北工业大学出版社
哈尔滨工业大学出版社　哈尔滨工程大学出版社



内容简介

全书共分８章，主要论述粘性流体力学的基本概念、理论、方法和现象，讲述粘性流体力学
理论的实际应用，介绍现代粘性流体力学的新成就以及存在的困难。本书力图使读者在全面
学习粘性流体力学基本理论的基础上，掌握粘性流体力学的分析方法和研究思路，学会实际工
程中粘性流体力学的分析和计算方法，了解粘性流体力学的当前进展、成就和存在的困难，以
激发读者研究粘性流体力学的兴趣和独立探索思考的能力。
本书是针对航空航天院校流体力学、空气动力学及飞行器设计专业“粘性流体力学”课程

要求所编写的教材。主要适用于高年级本科生和研究生，同时也可供高等院校、科研院所及研
制设计部门有关专业人员参考。

　图书在版编目（ＣＩＰ）数据

　粘性流体力学／阎超等编著．—北京：北京航空航天
大学出版社，２００５．８
　ＩＳＢＮ７ ８１０７７ ６４０ １

　Ⅰ．粘…　Ⅱ．阎…　Ⅲ．粘性流体—流体力学

Ⅳ．０３５７

　中国版本图书馆ＣＩＰ数据核字（２００５）第０５５２４５号

粘性流体力学

阎　超　钱翼稷　连祺祥　编著

责任编辑　宋淑娟

北京航空航天大学出版社出版发行

北京市海淀区学院路３７号（１０００８３）

发行部电话：０１０ ８２３１７０２４　传真：０１０ ８２３２８０２６

ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｂｕａａｐｒｅｓｓ．ｃｏｍ．ｃｎ

Ｅ ｍａｉｌ：ｂｈｐｒｅｓｓ＠２６３．ｎｅｔ
北京市松源印刷有限公司印装 各地书店经销

开本：７８７×９６０ １／１６
印张：１２．２５ 字数：２７４千字

２００５年８月第１版 ２００５年８月第１次印刷

印数：２５００册

ＩＳＢＮ７ ８１０７７ ６４０ １ 定价：１７．００元



国防科工委“十五”规划教材编委会
（按姓氏笔画排序）

主　任：张华祝　　　　　　　　　　　　　　　　
副主任：王泽山　陈懋章　屠森林　　　　　　　　
编　委：王　祁　王文生　王泽山　田　莳　史仪凯

乔少杰　仲顺安　张华祝　张近乐　张耀春
杨志宏　肖锦清　苏秀华　辛玖林　陈光礻禹
陈国平　陈懋章　庞思勤　武博祎　金鸿章
贺安之　夏人伟　徐德民　聂　宏　贾宝山
郭黎利　屠森林　崔锐捷　黄文良　葛小春



书书书

总　　序

国防科技工业是国家战略性产业，是国防现代化的重要工业和技术基础，

也是国民经济发展和科学技术现代化的重要推动力量。半个多世纪以来，在
党中央、国务院的正确领导和亲切关怀下，国防科技工业广大干部职工在知识
的传承、科技的攀登与时代的洗礼中，取得了举世瞩目的辉煌成就；研制、生产
了大量武器装备，满足了我军由单一陆军，发展成为包括空军、海军、第二炮兵
和其他技术兵种在内的合成军队的需要，特别是在尖端技术方面，成功地掌握
了原子弹、氢弹、洲际导弹、人造卫星和核潜艇技术，使我军拥有了一批克敌制
胜的高技术武器装备，使我国成为世界上少数几个独立掌握核技术和外层空

间技术的国家之一。国防科技工业沿着独立自主、自力更生的发展道路，建立
了专业门类基本齐全，科研、试验、生产手段基本配套的国防科技工业体系，奠
定了进行国防现代化建设最重要的物质基础；掌握了大量新技术、新工艺，研
制了许多新设备、新材料，以“两弹一星”、“神舟”号载人航天为代表的国防尖
端技术，大大提高了国家的科技水平和竞争力，使中国在世界高科技领域占有
了一席之地。十一届三中全会以来，伴随着改革开放的伟大实践，国防科技工
业适时地实行战略转移，大量军工技术转向民用，为发展国民经济做出了重要

贡献。
国防科技工业是知识密集型产业，国防科技工业发展中的一切问题归根

到底都是人才问题。５０多年来，国防科技工业培养和造就了一支以“两弹一
星”元勋为代表的优秀的科技人才队伍，他们具有强烈的爱国主义思想和艰苦
奋斗、无私奉献的精神，勇挑重担，敢于攻关，为攀登国防科技高峰进行了创造
性劳动，成为推动我国科技进步的重要力量。面向新世纪的机遇与挑战，高等
院校在培养国防科技人才，生产和传播国防科技新知识、新思想，攻克国防基

础科研和高技术研究难题当中，具有不可替代的作用。国防科工委高度重视，
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积极探索，锐意改革，大力推进国防科技教育特别是高等教育事业的发展。

高等院校国防特色专业教材及专著是国防科技人才培养当中重要的知识

载体和教学工具，但受种种客观因素的影响，现有的教材与专著整体上已落后

于当今国防科技的发展水平，不适应国防现代化的形势要求，对国防科技高层

次人才的培养造成了相当不利的影响。为尽快改变这种状况，建立起质量上

乘、品种齐全、特点突出、适应当代国防科技发展的国防特色专业教材体系，国

防科工委全额资助编写、出版２００种国防特色专业重点教材和专著。为保证

教材及专著的质量，在广泛动员全国相关专业领域的专家、学者竞投编著工作

的基础上，以陈懋章、王泽山、陈一坚院士为代表的１００多位专家、学者，对经

各单位精选的近５５０种教材和专著进行了严格的评审，评选出近２００种教材

和学术专著，覆盖航空宇航科学与技术、控制科学与工程、仪器科学与技术、信

息与通信技术、电子科学与技术、力学、材料科学与工程、机械工程、电气工程、

兵器科学与技术、船舶与海洋工程、动力机械及工程热物理、光学工程、化学工

程与技术、核科学与技术等学科领域。一批长期从事国防特色学科教学和科

研工作的两院院士、资深专家和一线教师成为编著者，他们分别来自清华大

学、北京航空航天大学、北京理工大学、华北工学院、沈阳航空工业学院、哈尔

滨工业大学、哈尔滨工程大学、上海交通大学、南京航空航天大学、南京理工大

学、苏州大学、华东船舶工业学院、东华理工学院、电子科技大学、西南交通大

学、西北工业大学、西安交通大学等，具有较为广泛的代表性。在全面振兴国

防科技工业的伟大事业中，国防特色专业重点教材和专著的出版，将为国防科

技创新人才的培养起到积极的促进作用。

党的十六大提出，进入２１世纪，我国进入了全面建设小康社会、加快推进

社会主义现代化的新的发展阶段。全面建设小康社会的宏伟目标，对国防科

技工业发展提出了新的更高的要求。推动经济与社会发展，提升国防实力，需

要造就宏大的人才队伍，而教育是奠基的柱石。全面振兴国防科技工业必须

始终把发展作为第一要务，落实科教兴国和人才强国战略，推动国防科技工业
２



走新型工业化道路，加快国防科技工业科技创新步伐。国防科技工业为有志

青年展示才华，实现志向，提供了缤纷的舞台，希望广大青年学子刻苦学习科

学文化知识，树立正确的世界观、人生观、价值观，努力担当起振兴国防科技工

业、振兴中华的历史重任，创造出无愧于祖国和人民的业绩。祖国的未来无限

美好，国防科技工业的明天将再创辉煌。

３
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前　　言

粘性流体力学是流体力学的重要分支，已经有一百多年的发展历史。
粘性流体力学广泛应用于航空、航天、海洋、船舶、大气、机械、水利、化工、
环境保护和动力等各领域。
粘性流体力学同其他学科一样，伴随着现代科学技术的进步而不断

发展。近半个世纪以来，粘性流体力学在湍流拟序结构和计算流体动力
学等方面取得了很大的进展。本书力图反映这些方面的新成果，尤其是
其在航空航天方面的新应用。其实不难发现粘性流体力学在人们身边的
影子，如：

　　①２００４年３月２９日，美国在人类航空航天史上，首次试飞成功了超
燃冲压推进高超声速飞行器Ｘ ４３，美国科学家称Ｘ ４３将成为“莱特兄
弟首次飞行以来航空技术的最重大突破”。在Ｘ ４３飞行器研制的关键
技术中，涉及很多粘性流体力学问题，包括湍流、转捩、激波／边界层干扰、
边界层分离及其控制、靠近物面的薄激波层和熵层、由于激波压缩和粘性
阻滞产生的气动加热、超燃的混合及燃烧等。

　　② 近２０多年来，由于计算机技术的快速发展、计算技术的不断提高，
计算流体动力学———ＣＦＤ（ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＦｌｕｉｄＤｙｎａｍｉｃｓ）取得了很大的
进步，逐渐成为粘性流体力学研究的主要手段之一。ＣＦＤ无论在粘性流
体力学的基础理论研究还是在其工程应用中，都发挥着越来越大的作用，
其特有的优点使其在湍流的直接数值模拟、转捩过程仿真、复杂流动数值
模拟、分离及其控制、粘性减阻计算、非定常流动研究等方面都取得了很
大的成就。

　　③ 近十几年来，仿生飞行、微型飞行器、游泳机器人、鲨鱼皮泳衣等受
到了人们越来越多的关注。这些都是典型的粘性流体力学问题。
当然，粘性流体力学还有很多问题没有解决，如经典的湍流和转捩等

基础问题。这些问题经过科学家们一百多年的努力，虽然取得了不少进
展，但至今仍然还没有解决。

１



　　本书主要论述粘性流体力学的基本概念、理论、方法和现象，讲述粘
性流体力学理论的实际应用，介绍现代粘性流体力学的成就和遇到的困
难。其目的是：使读者在全面学习粘性流体力学基本理论的基础上，掌握
粘性流体力学的分析方法和研究思路，学会实际工程中粘性流体力学的
分析和计算方法，了解粘性流体力学的现代成就和存在的困难，激发读者
研究粘性流体力学的兴趣和独立探索思考的能力。

　　作为一本面向高年级本科生和研究生的教科书，本书强调基础知识、
掌握实际应用、引发思考探索、诱导读者兴趣、了解学科前沿；但不可能把
粘性流体力学的前沿问题都涉及到。对粘性流体力学有兴趣的读者可以
阅读书中所引用的参考文献。
本书共分８章。第１章介绍粘性流体运动所特有的物理现象：存在

内摩擦，存在层流和湍流两种流态，实际物体绕流和管内流动中存在的分
离现象。第２章介绍描写粘性流体运动的基本方程———Ｎａｖｉｅｒ Ｓｔｏｋｅｓ
方程，以及在一个特殊条件下的精确解，并导出了相似原理。第３章着重
介绍边界层概念及其对流体力学的发展所起的里程碑作用，建立了边界
层微分方程，求出了平板层流边界层的解析解。第４章介绍求解边界层
流动的动量积分法。第５章介绍流动稳定性理论，试图从稳定性观点来
解释转捩现象，详细讨论了流动稳定性及转捩的新方法和新成果。第６
章介绍湍流的基本理论、雷诺应力张量、雷诺方程以及湍流模型，突出反
映了湍流理论的新发展和新动态。第７章介绍将边界层理论应用于解决
高速飞行器当前遇到的一些新问题。第８章介绍粘性流体力学的新手段
———计算流体动力学（ＣＦＤ）理论和技术的发展，讲述用数值模拟求解粘
性流动问题的方法，并给出一些实例。在教学中，这些内容可视学时的多
少而有所选择。
本书是针对航空航天院校流体力学、空气动力学及飞行器设计专业“粘

性流体力学”课程要求所编写的教材。主要适用于高年级本科生和研究生，
同时也可供高等院校、科研院所及研制设计部门有关专业人员参考。
由于作者水平所限，书中一定存在一些缺点和不足之处，恳请指正！

编　者

２００５年３月
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第１章　粘性流体运动概述

１．１　流体的粘性

如图１．１所示，有流体在两块无限长的平行平板之间流动。此二平板距离为ｈ，下板不
动，上板以速度Ｖ 沿图示之方向运动；二板之间的压强为恒值。实验表明，流体是“粘附”在两

图１．１　粘性流体在平板之间的速度分布

个壁面上的。因此，紧贴下板的那一层流体速度
为０，紧贴上板的那一层流体速度为Ｖ。实验还
表明，保持上板以恒速Ｖ 运动所需要的力，是与

Ｖ
ｈ
成正比的。这就是摩擦力或剪切力。单位面

积平板所受的剪切力（即剪应力）以τ表示，则τ

与Ｖ
ｈ
成正比。实验又表明，两板之间的速度分布

规律是直线，即

ｖ（ｙ）＝ｙｈＶ
（１．１）

因此，τ与Ｖｈ
成正比，也就是τ与ｄｖｄｙ

成正比。若以μ表示这个比例系数，则流体所受的摩擦应

力或剪应力τ可以写为

τ＝μ
ｄｖ
ｄｙ

（１．２）

这个比例系数μ称为粘性系数，其大小与流体性质有关，还与温度有关。水和酒精这类流体的

μ值较小，而滑油或甘油这类粘稠流体的μ值则较大。
式（１．２）称为“牛顿摩擦定律”，也可看做是粘性的定义。粘性系数μ的单位为

［μ］＝
ｋｇ
ｍ·ｓ＝Ｐａ

·ｓ＝Ｎ
·ｓ
ｍ２

（１．３）

粘性系数μ与密度ρ的比，称为运动粘性系数，记为ν

ν＝μ
ρ

（１．４）

式中，ν的单位为ｍ２／ｓ，与力及质量无关，是运动学中的量。
水和空气的μ与ν的数值参见表１．１。



表１．１　水和空气的粘性系数及运动粘性系数

ｔ／℃

水 空气（０．０９９ＭＰａ）

ρ
／（ｋｇ·ｍ－３）

μ×１０－６

／（Ｐａ·ｓ）
ν×１０－６

／（ｍ２·ｓ－１）
ρ

／（ｋｇ·ｍ－３）
μ×１０－６

／（Ｐａ·ｓ）
ν×１０－６

／（ｍ２·ｓ－１）

－２０ — — — １．３９５ １６．１ １１．５

－１０ — — — １．３４４ １６．６ １２．４

０ ９９９．８ １７８１ １．７８５ １．２９３ １７．１ １３．２

１０ ９９９．７ １３０７ １．３０６ １．２４８ １７．６ １４．１

２０ ９９８．２ １００２ １．００３ １．２０５ １８．１ １５．０

４０ ９９２．２ ６５３ ０．６５８ １．１２８ １９．０ １６．８

６０ ９８３．２ ４６６ ０．４７４ １．０６０ ２０．０ １８．７

８０ ９７１．８ ３５４ ０．３６４ １．０００ ２０．９ ２０．９

１００ ９５８．４ ２８２ ０．２９４ ０．９４６ ２１．８ ２３．１

气体的μ随温度的变化也可以用解析公式来近似表达。空气的μ与Ｔ 的关系式常用萨
瑟兰（Ｓｕｔｈｅｒｌａｎｄ）公式表示为

μ
μ０
＝ Ｔ
Ｔ（ ）０

３
２ Ｔ０＋Ｃ
Ｔ＋Ｃ

（１．５）

式中，μ０ 是Ｔ＝Ｔ０＝２８８．１５Ｋ时的μ值；Ｃ是一个常数，取１１０．４Ｋ。此式在应用时有时不方
便，代之以一个指数关系近似表达为

μ
μ０
＝ Ｔ
Ｔ（ ）０

ｎ
（１．６）

式中的指数ｎ在不同的温度范围内应取不同的值。在９０Ｋ＜Ｔ＜３００Ｋ范围内，ｎ取８９＝

０８８８９；若４００Ｋ＜Ｔ＜５００Ｋ，则取ｎ≈０．７５。
由表１．１可以看出，空气的粘性（或粘性系数）是很小的。所以在处理空气的许多流动问

题时，第一步可以不计其粘性作用。这种不考虑其粘性的流体，称为理想流体。

１．２　雷诺实验及相似原理

１．１节介绍了流体的粘性以及计算粘性应力的牛顿摩擦应力公式（１．２），此公式是否适用
于粘性流体在任何情况下的流动呢？不适用，该式只适用于层流，不适用于湍流。那么，层流
和湍流又是怎么一回事？

英国人雷诺（ＯｓｂｏｒｎｅＲｅｙｎｏｌｄｓ）在１８８３年用图１．２所示设备对粘性流体（即实际流体）
的流态进行观察，使水由水箱进入供观察流态用的试验管（圆玻璃管）内。为了清楚地看到流
２



体在管内的运动情况，他将颜色水通过一根细针管引入主流中。打开节门后，即可观察水在管
内的运动情况。
多次实验表明，在一定的条件下，管内的染色液体并不与主流相掺混，而是像图１．３那样，

染色液体伸展为一根细线，看起来好像一根拉紧了的弦一样。如果用两三根针管将染色液引
入主流，则可看到主流中有两三条染色线。显然，这只有当管内一切流体微团皆以互相平行
（与管轴也平行）的方向运动时才会这样。正因为如此，流体微团之间才互不掺混，并以层状的
方式运动。这种流态，称为层流。

图１．２　雷诺实验

在图１．２所示实验设备中，层流流态发生在节门开度较小的情况之下，也就是管内流速较
低的情况。当节门开度加大到一定程度之后（流速增大了），层流流态开始发生变化。管内的
染色流迹起初略起微波，继而产生个别漩涡，接着染色流迹被冲毁并与主流掺混起来，如
图１．４所示。这种物理图画表明，在导管中，流体微团必有不规则的运动或所谓脉动运动（包
括横向与纵向脉动）存在，否则不会出现这么紊乱的流动现象。这种具有不规则运动的流态，
称为湍流（或紊流）。从层流到湍流的变化，称为转捩。

图１．３　层流流谱 图１．４　湍流流谱
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多次实验发现，管中湍流的出现不是单纯地取决于平均流速Ｖ 或管直径Ｄ，而是取决于
所谓雷诺数这样一个组合数，符号是Ｒｅ，定义为

Ｒｅ＝ρＶＤ
μ

（１．７）

或

Ｒｅ＝ＶＤν
这是一个量纲一的数。在管子直接与水箱连接、入口处不用圆角的条件下，实验发现，当

Ｒｅ≥２３００ （１．８）
时，就会出现湍流。这个数值称为临界雷诺数，或转捩雷诺数，以Ｒｅ表示。当Ｒｅ≥Ｒｅ时，
就会出现湍流。这个规律是有普遍意义的，即不论管内介质是水还是空气或是其他流体，只要

Ｒｅ≥Ｒｅ，其流态一定是湍流。
实验还表明，湍流的出现与进入管子的流体原先是否安静也有很大关系。如果人为地给

以扰动，则可能提前出现湍流。如果进口处有很好的圆角，且水箱中的流体几乎又是完全静
止，则Ｒｅ甚至可以高达１０５。因此，有时把２３００称为下临界雷诺数。
实验还表明，从层流到湍流的过渡并不是一瞬间在全管之间同时出现的。当流动接近于

临界状态时，层流是先在一小段上受到破坏，随着Ｒｅ继续加大，才完全变成湍流。
总之，从雷诺实验可知，粘性流体的运动可以分成两种截然不同的流态：一种是层流，另一

种是湍流。
至于说为什么当Ｒｅ≥Ｒｅ时就出现湍流，到目前为止，学术界尚未完全弄清楚。有一种

理论是从运动稳定性来解释的。说的是，当Ｒｅ达到一定的数值以后，若有任何偶然的外界因
素对层流运动施以极微弱的扰动，那么，随着时间的进展，扰动强度将会迅速增大，从而使层流
运动失去稳定性；而在Ｒｅ值较小时（Ｒｅ＜Ｒｅ），层流运动则是稳定的。不过，本课程不拟对此
做深入的讨论。下面，举例说明怎样判断流态。

　　例１．１　某种冷却剂在环形圆管内流动（图１．５），管的内径Ｄ＝１５５ｍｍ，冷却套缝隙

δ＝２ｍｍ，冷却剂的质量流量ｍ＝１．０２ｋｇ／ｓ，密度ρ＝１５４．０８ｋｇ／ｍ
３，运动粘性系数ν＝０．２５×

１０－６ｍ２／ｓ，试判断冷却套中的流态。

图１．５　环形管内的流动
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解：对于这种环形截面管，不能用内径Ｄ 代到雷诺数中去计算，而要用“水力直径”ｄｈ 代
入Ｒｅ的表达式。水力直径ｄｈ 是通道的截面积被湿周周长除的４倍，即

ｄｈ ＝４·
π
４
［（Ｄ＋２δ）２－Ｄ２］

π（Ｄ＋２δ）＋πＤ ＝２δ＝４ｍｍ

因此

Ｒｅ＝Ｖ
·ｄｈ
ν ＝

ｍ
ρ·πＤδ

·ｄｈ

ν ＝１０８７５８＞２３００

可见Ｒｅ＞Ｒｅ，由此判断，流态为湍流。
粘性流体的运动有截然不同的两种流态，但１．１节所介绍的牛顿摩擦定律式（１．２）只适用

于层流。下面针对圆管内的层流流动，应用式（１．２）求出其速度分布及沿程损失。

１．３　圆管层流流动———Ｈａｇｅｎ Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ流动

　　现在求圆管层流的速度分布。参看图１．６，有粘性流体在半径为Ｒ的圆管内流动。任意
取一块半径为ｒ、长为Ｌ的柱形流体作为研究对象。假设流动是定常流，这时，作用在所研究

图１．６　圆管层流流动分析

流体上的力应处于平衡状态。这块流体受的力有两个：一是压力，二是粘性力。由于只考虑柱
形流体沿轴线Ｏｘ方向的平衡，所以重力就不予考虑了。这时，压力是

（ｐ１－ｐ２）πｒ２

粘性力是

τ·２πｒＬ ＝－μ２πｒＬ·
ｄｖ
ｄｒ

此处用负号是因为ｖ随ｒ的增大而减小，因而ｄｖｄｒ
是负值的缘故。处于平衡状态时，此二力的代
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数和应为零，于是下式
（ｐ１－ｐ２）πｒ２－τ·２πｒＬ ＝０

成立，由此得

（ｐ１－ｐ２）πｒ２＋μ·２πｒＬ·
ｄｖ
ｄｒ＝０

或

－ｄｖ＝ｐ１－ｐ２２μＬ
·ｒ·ｄｒ

积分得

－ｖ＝ｐ１－ｐ２４μＬ
ｒ２＋Ｃ

因ｒ＝Ｒ时，ｖ＝０，得积分常数为

Ｃ＝－ｐ１－ｐ２４μＬ
Ｒ２

代入前式，即得圆管层流的速度分布规律为

ｖ＝ｐ１－ｐ２４μＬ
（Ｒ２－ｒ２） （１．９）

当ｒ＝０时，ｖ＝ｖｍａｘ＝ｐ１
－ｐ２
４μＬ

Ｒ２。所以，式（１．９）又可写为

ｖ
ｖｍａｘ ＝

１－ ｒ（ ）Ｒ
２

（１．１０）

图１．７　圆管层流速度分布

式中，ｖｍａｘ是流体在管轴处的速度，它在一个管截面上是最
大值。此式表明，在粘性不可压定常层流中，沿圆管任何一
个截面上的速度是按抛物线规律分布的。图１．７示出此分
布情况。
有了速度分布规律，可以求流动损失，即摩擦损失；它

与一些局部现象（如管截面突然放大、突然收缩、拐弯等）没
有关系，称为沿程损失。下面，具体推导摩擦系数（或称沿
程损失系数）的表达式。

流过任一截面的体积流量ｑＶ 是

ｑＶ ＝∫
Ｒ

０
ｖ·２πｒ·ｄｒ＝ｐ１－ｐ２Ｌ

π
２μ∫

Ｒ

０
（Ｒ２－ｒ２）ｒ·ｄｒ＝ｐ１－ｐ２Ｌ

·π
８μ
·Ｒ４ （１．１１）

体积流量与平均速度Ｖ 的关系是

ｑＶ ＝πＲ
２·Ｖ

令此二式相等，得
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πＲ２Ｖ ＝ｐ１－ｐ２Ｌ
π
８μ
Ｒ４

若以Δｐ表示（ｐ１－ｐ２），即得

Δｐ＝８Ｌ
·μＶ
Ｒ２ ＝ ６４μ

ρＶＤ
·Ｌ
Ｄ
·ρＶ

２

２
（１．１２）

这个Δｐ与摩擦系数有什么关系呢？从压力与粘性力平衡的关系可得

Δｐ＝τ·２ＬＲ ＝４τ·ＬＤ
如将τ表示为

τ＝ｆρＶ
２

２
式中，ｆ是摩擦系数，即可得到

Δｐ＝４ｆ·ＬＤ
ρＶ

２

２
（１．１３）

对比式（１．１２）与式（１．１３）得

４ｆ＝ ６４μ
ρＶＤ

＝６４Ｒｅ
（１．１４）

此处，Ｒｅ＝ρＶＤ
μ
。由式（１．１４）可见，摩擦系数ｆ并不是常数，它是雷诺数Ｒｅ的函数，在定常不

可压圆管层流问题中，ｆ是与管流的雷诺数成反比的。这里的记号４ｆ，在其他书上称为“损失
系数”，记为λ。
以上所述的圆管层流流动，称为哈根 泊肃叶（Ｈａｇｅｎ Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ）流动，式（１．１４）称为

Ｈａｇｅｎ Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ公式。下面举例说明层流沿程损失的计算方法。
例１．２　参看图１．８，这是一个飞机润滑系统的部分示意图。已知，飞机在１６ｋｍ高度作

水平飞行，从油箱到泵进口这一段管长ｌ＝２ｍ，管直径ｄ＝１８ｍｍ，油箱液面与泵中心线的距
离为ｚ＝０．７ｍ，油箱液面上方为当地大气压强。为了保证在发动机处于最大工作状态下的散
热，要求滑油的流量为ｑＶ＝１６Ｌ／ｍｉｎ。滑油为 ＭＫ ８，其运动粘性系数ν＝０．１１×１０－４ｍ２／ｓ，
密度ρ＝９００ｋｇ／ｍ

３，重度为γ。不计局部损失，试求油泵进口截面１—１处压强是多大？

　　解：滑油在管内的平均流速为

Ｖ ＝４ｑＶ
πｄ２ ＝

４×１６×１０－３

π×１．８２×１０－４×６０
ｍ／ｓ＝１．０４８ｍ／ｓ

雷诺数为

Ｒｅ＝Ｖｄν ＝１．０４８×０．０１８０．１１×１０－４
＝１７１５

由此得知，管内流态是层流，计算损失时需用层流公式。
摩擦损失（即沿程损失）为

７



图１．８　计算沿程损失

Δｐ
γ ＝４ｆ·ｌｄ

·Ｖ
２

２ｇ＝
６４
１７１５×

２．０
０．０１８×

１．０４８２
２×９．（ ）８ ｍ＝０．２３２ｍ

泵进口处的压强用０—０及１—１截面之间的伯努利方程计算得

ｚ＋ｐａγ ＝
ｐ１
γ ＋β２

Ｖ２
２ｇ＋

Δｐ
γ

式中，β２ 是考虑速度分布不均匀性的一个系数，层流时，数值为２。由此得

ｐ１
γ ＝

ｚ＋ｐａγ －β２
Ｖ２
２ｇ－

Δｐ
γ

此处，ｐａ
γ
中的ｐａ是大气压强，在海平面处是１．０１３×１０５Ｐａ；在１６ｋｍ高空处应是０．１０３５×

１０５Ｐａ（相当于０．０７７６４ｍ水银柱高度）。所以，折合成滑油柱高度，ｐ１／γ应是

ｐ１
γ ＝

０．７０＋０．０７７６４×１３．６０．９－
２×１．０４８２
２×９．８１ －

０．（ ）２３２ ｍ＝１．５２９４ｍ（滑油柱高度）

因此，泵的进口压强为

ｐ１＝γ·ｐ１γ
＝９００×９．８×１．５２９４Ｐａ

＝１３４８９．３Ｐａ≈０．１３４９×１０５Ｐａ
由 Ｈａｇｅｎ Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ流动的算例来看，层流问题不难处理。但是，湍流现象比较复杂，理

论上不太好处理，像研究损失系数这样的问题，往往需要做实验。但是，实验应怎样安排？要
测哪些量？怎样整理实验结果？研究表明，要想把个别条件下的实验结果加以推广，只有对那
些所谓相似的物理现象才能做到。
什么是相似的物理现象？首先定义几何相似。参看图１．９，那些对应边成同一比例且对

应角度相等的几何图形，叫相似形。图１．９中所示两个三角形的边长和角度具有下述关系。
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图１．９　几何相似

ａⅠ
ａⅡ
＝ｂⅠｂⅡ

＝ｃⅠｃⅡ
αⅠ ＝αⅡ，　βⅠ ＝βⅡ，　γⅠ ＝γⅡ

这两个三角形就是相似形。也就是说，若将图１．９（ｂ）的各边放大 ａⅠａ（ ）
Ⅱ
倍，就与图１．９（ａ）相

重合。
流体力学上的几何相似是指约束流体运动的物体表面的几何形状相似。这个物体，可以

是管道，也可以是机身或机翼。但不管是什么东西，其对应尺寸必须成同一比例。例如，若
图１．１０中两个管道几何相似，就必须具有下述关系，即

ｌⅠ
ｌⅡ
＝ｄ１Ⅰｄ１Ⅱ

＝ｄ２Ⅰｄ２Ⅱ
（１．１５）

图１．１０　几何相似的管道及运动相似的流场

在约束着流体运动的物体几何相似的前提下，如果流场上对应点处的速度成同一比例，则
称为运动相似。例如图１．１０中，下述关系成立

ｖＡⅠ
ｖＡⅡ

＝ｖＢⅠｖＢⅡ
（１．１６）

在其他对应点，速度（或各分速）的比值也符合上述关系，则这两个流场就是运动相似的流场。
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也可以说，两个运动相似流场上对应的流线形状是几何相似的。
若作用在运动相似流场中对应流体微团上的力成同一比例，而且力的作用方向相同，则称

为动力相似。例如图１．１０中，微团Ａ受有惯性力Ｆ，粘性力Ｔ，重力Ｇ及压力Ｐ 的作用，对于
动力相似的Ⅰ及Ⅱ流场而言，有关系

ＦＡⅠ
ＦＡⅡ

＝ＴＡⅠＴＡⅡ
＝ＧＡⅠＧＡⅡ

＝ＰＡⅠＰＡⅡ
（１．１７）

或

Ｐ（ ）Ｆ Ⅰ
＝ Ｐ（ ）Ｆ Ⅱ

，　 Ｔ（ ）Ｆ Ⅰ
＝ Ｔ（ ）Ｆ Ⅱ

，　 Ｇ（ ）Ｆ Ⅰ
＝ Ｇ（ ）Ｆ Ⅱ

（１．１８）

这就是说，作用在对应微团上的力多边形是相似的。
如果所考察的所有力都成同一比例，这样的流场称为完全相似流场。例如，满足式（１．１７）

或式（１．１８）的流场，就是完全相似流场；而只有一部分起主要作用的力彼此成比例，但别的力
不成同一比例的流场，称为部分相似流场或非完全相似流场。例如

Ｐ（ ）Ｆ Ⅰ
＝ Ｐ（ ）Ｆ Ⅱ

，　 Ｔ（ ）Ｆ Ⅰ
＝ Ｔ（ ）Ｆ Ⅱ

；　 但 　 Ｇ（ ）Ｆ Ⅰ
≠
Ｇ（ ）Ｆ Ⅱ

就是部分相似流场。
将由式（１．１７）或式（１．１８）所表示的动力相似条件具体化，就可以得到流场动力相似的具

体条件或所谓相似准则。取边长为Δｌ的立方体流体微团，它所受的惯性力为

ΔＦ＝Ｋ·ρ（Δｌ）
３·ｄｖ
ｄｔ＝Ｋρ

（Δｌ）３·ｄｖｄｓ
·ｄｓ
ｄｔ＝

Ｋρ·（Δｌ）
３ｖ·ｄｖｄｓ

此处Ｋ 是与微团几何形状有关的量纲一的比例系数，ｄｓ是微团的位移。
将上式同时乘以和除以ｌ２ 及Ｖ２，得

ΔＦ＝Ｋ·Δｌｄｓ
· Δｌ（ ）ｌ

２

·ｖ
Ｖｄ

ｖ（ ）Ｖ ·Ｖ２ｌ２

式中，ｌ是管长，Ｖ 是某截面处的平均流速。此式等号右边前５项对于几何相似及运动相似的
流场而言，在对应微团上的数值是一样的。因此，可以将上式写成

ΔＦ～ρＶ
２ｌ２（本书用符号“～”表示数量级，例如，ｘ～δ表示“ｘ的数量级是δ”）

但

ｌ２ ～Ａ
这里Ａ是管截面积，故得

ΔＦ～ρＶ
２Ａ

既然每一个流体微团所受的惯性力与ρＶ
２Ａ成正比，则整个流束所受的惯性力Ｆ亦必与ρＶ

２Ａ
成正比，即
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Ｆ～ρＶ
２Ａ （１．１９）

同理，微团Ａ所受的压力为

ΔＰ＝ｐ·ｌ２ ～ｐＡ
因而整个流束所受的压力亦与ｐＡ成正比，即

Ｐ～ｐＡ （１．２０）
由式（１．１８）的第１个式子有

Ｐ（ ）Ｆ Ⅰ
＝ Ｐ（ ）Ｆ Ⅱ

将式（１．１９）及式（１．２０）代入此式，得

ｐＡ
ρＶ

２（ ）Ａ Ⅰ
＝ ｐＡ
ρＶ

２（ ）Ａ Ⅱ
（１．２１）

消掉Ａ，并假设流场Ⅰ及流场Ⅱ上是同一种介质，其γ值相同，则得

γｐ
ρＶ（ ）２

Ⅰ
＝ γｐ
ρＶ（ ）２

Ⅱ

由此得

ＭａⅠ ＝ＭａⅡ （１．２２）
由此可见，相似流场上的马赫数必相等。这是流场相似的一个条件，也是一个相似准则。这也
是人们只强调速度和声速的比值，而不强调速度的绝对值的原因。
如果用管长ｌ上的压强降落Δｐ代替式（１．２１）中的ｐ，则得

Δｐ
ρＶ（ ）２

Ⅰ
＝ Δｐ
ρＶ（ ）２

Ⅱ
（１．２３）

即

ζⅠ ＝ζⅡ （１．２４）
式中，ζ为局部损失系数。式（１．２４）直接表明局部损失系数相等。沿程损失也是一样的，因
式（１．２３）相当于

４ｆ·ｌ（ ）ｄ Ⅰ
＝ ４ｆ·ｌ（ ）ｄ Ⅱ

式中ｄ为管直径。对于几何相似的流场而言

ｌ（ ）ｄ Ⅰ
＝ ｌ（ ）ｄ Ⅱ

由此得

（４ｆ）Ⅰ ＝ （４ｆ）Ⅱ （１．２５）
或

（λ）Ⅰ ＝ （λ）Ⅱ
即沿程损失系数值也应该相等。总而言之，相似流场的损失系数值相等。所以，管流损失的实
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验数据都应当整理成损失系数，这样就可以把由模型实验测量得到的ζ，λ或４ｆ值直接用到实
物流场上去。
又考虑到对应流体微团所受的粘性力与惯性力之比相等，则可得

ρＶ
２Ａ

μＶＡ
烄

烆

烌

烎ｄ Ⅰ

＝
　
ρＶ

２Ａ
μＶＡ
烄

烆

烌

烎ｄ Ⅱ

消掉Ｖ·Ａ以后，得

ρＶｄ（ ）μ Ⅰ
＝ ρＶｄ（ ）μ Ⅱ

即

ＲｅⅠ ＝ＲｅⅡ （１．２６）
可见，考虑惯性力及粘性力时，相似流场的雷诺数必须相等。这是流场相似的另一个条件。这
样就可以理解，为什么要把管流损失的模型实验数据整理成雷诺数Ｒｅ的函数了。因４ｆ是Ｒｅ
的函数，只有对Ｒｅ相同的流场，才能直接转用４ｆ值。所以，必须保证模型流场与实物流场的
雷诺数Ｒｅ相同。
雷诺数Ｒｅ，马赫数Ｍａ，损失系数４ｆ，λ或ζ，在相似流场中的数值是一样的。或再概括而

言：相似现象中的同名相似准则必相等，这就是相似第一定理的内容。
从式（１．２６）的来源看出，雷诺数的物理意义是它代表了流场上惯性力与粘性力的比。Ｒｅ

大，表示惯性力比粘性力大得多，比如说Ｒｅ＝１０６，这时，在理论上处理问题时就可以把粘性力
略去不计；而Ｒｅ小，就表示惯性力与粘性力的数量级比较接近了，比如说，Ｒｅ＝１，说明惯性力
与粘性力是同一数量级，二者都很重要，必须同时考虑；如果Ｒｅ１，粘性力比惯性力大得多，
在理论上处理问题时就可以把惯性力略去不计。
从上面提到的几个准则可以看出，准则是具有不同性质的，像Ｒｅ及Ｍａ中所包含的量，是

给定的或已知的，这是属于已定准则。像ζ及４ｆ中所包含的量，如Δｐ，是待测的，是未知量，
这种准则属于待定准则。因为相似现象的物理本质是一样的，差别仅仅是现象中出现的同名
物理量数值大小不同，但都按一定的比例放大或缩小，因此，描写相似现象的微分方程式是一
样的。根据这一点，如果把实验结果按准则方程式的形式来整理，就反映了现象的相似。所谓
准则方程式，就是待定准则与已定准则的函数关系式。
相似第二定理的内容是，相似现象具有相同的准则方程式。把层流的粘性损失规律整理

成

４ｆ＝６４Ｒｅ
（１．２７）

就是一个最简单的准则方程式，４ｆ是待定准则，Ｒｅ是已定准则。湍流时，沿程损失规律整理
成

４ｆ＝ｆ Ｒｅ，Δｄ／（ ）２ （１．２８）
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用图线表达则如图１．１１所示，式（１．２８）也是一种准则方程式。这里的 Δｄ／２
是相对粗糙度（ｄ是

管直径）。由此看出，凡是准则方程式中所涉及的物理量，都是需要测量的，应保证用实验设备
及仪器获得这些量。做完实验后，按准则方程式整理实验结果，就可以把在个别情况下做的实
验结果推广到所有相似的现象上去。

图１．１１　尼古拉茨曲线

但是，对于完全相似的流场而言，要满足的准则是比较多的。是不是在任何情况下都必须
满足所有的准则呢？不一定，例如，粘性不可压流体流动时，压缩性影响就可以完全不考虑，因
而，马赫准则就不必考虑，只要考虑雷诺准则就行了。对于可压的理想流场而言，粘性力不存
在，雷诺准则不必考虑，只要考虑马赫准则。因此，对具体问题而言，只要抓住主要因素研究部
分相似就行了。
究竟要满足什么条件，物理现象才一定相似？相似第三定理说，已定准则相等的现象必是

相似现象。这是相似第一定理的逆定理。具体到不可压流在圆管中的损失问题而言，只要Ｒｅ

及 Δ
ｄ／２
相等，就可以保证模型流场与实物流场一定是相似流场。

如果不做上述相似性分析，而仅仅做量纲分析，也可以得到雷诺准则。此方法是说，任何
一个物理关系式，与所采用的单位系统（单位制）是无关的。物理关系式的这一性质，称为完整
性。保证完整性的充分必要条件是量纲齐次，即量纲一化。在管道流动问题中，决定着流动的
物理量有管直径（特征尺寸）ｄ，流速Ｖ，流体密度ρ和流体的粘性系数μ。现在提出问题：是否
存在如下形式的一个量纲一的组合量

Ｖαｄβργμδ （１．２９）
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如果存在，此组合量可以写成

Ｖαｄβργμδ ＝Ｆ
０Ｌ０Ｔ０ （１．３０）

式中，Ｆ，Ｌ，Ｔ是３个基本量，分别代表力、长度和时间。不失一般性，假设α＝１，上式可写为

Ｖαｄβργμδ ＝
Ｌ
ＴＬ

β ＦＴ
２

Ｌ（ ）４

γ ＦＴ
Ｌ（ ）２ δ

＝Ｆ０Ｌ０Ｔ０

因Ｆ，Ｌ，Ｔ是互相独立的，所以可由上式得出以下３个关系式，即

γ＋δ＝０
１＋β－４γ－２δ＝０
－１＋２γ＋δ＝０

由此解得

β＝１
γ＝１
δ＝－１

意即

Ｖαｄβργμδ ＝
ＶＤρ
μ

（１．３１）

这就证明了上述４个量Ｖ，ｄ，ρ，μ的量纲一组合是存在的，它恰好是雷诺数

Ｒｅ＝ρＶｄ
μ
　 或 　 Ｒｅ＝Ｖｄ（ ）ν （１．３２）

在实验工作中，要确定圆管流动由层流转捩为湍流的条件，只需要做一次实验测出某一个
圆管出现转捩时的ρ，Ｖ，ｄ，μ以确定临界雷诺数，就可以作为任何圆管流动出现转捩的判别准
则。

１．４　位流理论与实验结果的比较

理想流体绕流一个圆柱体时，其流线谱是位流流谱，如图１．１２所示，既上下对称，又左右

图１．１２　绕圆柱体的位流流谱

对称。图中的点Ａ和Ｃ 分别为前、后驻点，流速为零；点

Ｂ为最低压强点，流速最大，该点附近的流线最密。绕此
圆柱体的压强分布如图１．１３所示，压强系数Ｃｐ 为

Ｃｐ ＝１－４ｓｉｎ２θ
图中的实线是在θ＝１８０°处对称的两条正弦平方曲线。
由此对称的压强分布曲线可以看出，这个圆柱体既不受
到升力作用，也不受到阻力作用，于是出现了达朗伯（ｄ’

Ａｌｅｍｂｅｒｔ）疑题，即从实践中明明知道物体在流体中运动
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时一定受到阻力，但理论上却算不出阻力，这是很矛盾的。其根本原因在于位流理论没有计及
流体的粘性。
计及粘性时，图１．１２中的流谱上下还是对称的，但前后不对称了，后面出现了分离区

（图１．１４）。相应的Ｃｐ分布曲线（图１．１３中标有Ｒｅ值的３条虚线）也不对称了，而与雷诺数

Ｒｅ有关了。

图１．１３　绕圆柱体的压强分布 图１．１４　绕圆柱体的粘流分离流谱（Ｒｅ＝２６）

如果物体的外形不是圆柱体，而是一个流线体，情况会好得多。如图１．１５所示，其Ｃｐ分
布的位流值与实验值的差别是很小的，只是后缘附近差别较大，因为此处毕竟有一个小的分
离区。

图１．１５　绕流线体的压强分布

习　题

１．１　直径为１．４ｃｍ的圆球置于速度为１８ｍ／ｓ的自由流 （２０℃，１０１ｋＰａ）中。如果这种流
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体是（ａ）空气，（ｂ）水，（ｃ）氢，试求此圆球的雷诺数（以直径为基准）是多大？

１．２　旋风可以用一种“两部分旋转流动”在圆柱坐标系中表达，其ｖｒ＝ｖｚ＝０，但

ｖθ＝ω·ｒ　（当ｒ≤Ｒ时），　ｖθ＝ω·Ｒ２／ｒ　（当ｒ≥Ｒ时）
试求每一部分流动的涡量及应变率。

１．３　一种二维非定常流的速度分量为

ｕ＝ ｘ
１＋ｔ

，　ｖ＝ ｙ
１＋２ｔ

试求ｔ＝０时通过点（ｘ０，ｙ０）的流线方程。

１．４　一种混合气在２０℃及１０１ｋＰａ之下，由２３％ ＣＯ２，１４％ Ｏ２，６３％ Ｎ２ 组成，各成分的属
性如下：

组成气体 摩尔分数 μ／（Ｐａ·ｓ） γ／（Ｗ·ｍ－１·Ｋ－１）

ＣＯ２ ０．２３ １．３７Ｅ－５ ０．０１４６

Ｏ２ ０．１４ １．９２Ｅ－５ ０．０２４４

Ｎ２ ０．６３ １．６６Ｅ－５ ０．０２４２

表中γ是比热比。试求此混合气的粘性系数及导热系数。

１．５　两块水平放置的无限长平板，相距ｈ，两板之间是粘性空气。如下板不动，上板以恒速Ｖ
沿板面运动。假设沿流动方向没有ｐ／ｘ。（ａ）求此二板间速度变化的表达式；（ｂ）若

Ｔ＝３２０Ｋ，ｖ＝３０ｍ／ｓ，ｈ＝０．０１ｍ，试求上板及下板所受的剪应力。

１．６　如果习题１．５中的两块平板都不动，但沿ｘ方向有压强梯度，ｄｐ／ｄｘ＝常数。（ａ）求此二
板间速度变化的表达式；（ｂ）求以ｄｐ／ｄｘ为参变量的剪应力表达式。

１．７　某飞机液压系统管路中的流体是 ＡＭΓ １０，其运动粘性系数ν＝０．４２ｃｍ２／ｓ，管直径

ｄ＝１２ｍｍ，体积流量ｑＶ＝０．２５Ｌ／ｓ。（ａ）求管内流态；（ｂ）当运动粘性系数ν达何值时，
流态会发生改变。
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书书书

第２章　粘性流体力学基础

２．１　应力及其符号规定，应力张量

２．１．１　应力和应力张量

当流体流动时，若在流体中任取一表面为Ｓ、体积为Ｖ 的流体，如图２．１所示，则由于周围
流体的作用，沿Ｖ 的表面Ｓ上，每一点都将受有表面力。在Ｓ上任一点Ａ 处取微元面积ΔＳ，

图２．１　一点处的表面力

设此ΔＳ所受的表面力为ΔＰ。如果流体是理想流体，则ΔＰ
的方向是沿此表面的法线方向；而在粘性流体中，ΔＰ的方向
和大小均取决于流体的运动情况。仿照理想流体中压强的
定义，点Ａ的应力定义为

ｐ＝ｌｉｍ
ΔＳ→０

ΔＰ
ΔＳ

显然，应力ｐ是一向量，其方向与ΔＰ相同，是待定的。将ｐ
分别在过点Ａ 的法线方向和切线平面内分解，可得ｐｎ和ｐｔ，
其大小分别为ｐｎ和ｐｔ。过同一点Ａ，如ΔＳ取得不同，应力

ｐｎ和ｐｔ也是不同的。

２．１．２　微元矩形六面体表面上的应力及符号规则

如图２．２所示，取一个微元矩形六面体ｄｘｄｙｄｚ，其各个表面分别平行于坐标平面。现做
如下规定。

图２．２　流体微团表面上的应力

　　正表面———外法线方向与坐标轴正向相同
的表面，例如图２．２中由实线围成的３个表面。

　　负表面———外法线方向与坐标轴负向相同
的表面，图２．２中的其他３个表面即为此种表面。

　　再规定，ｘ正表面上的应力ｐｘ 的３个分量为
法向应力ｐｘｘ及剪切应力ｐｘｙ和ｐｘｚ。下标中的
第１个字母表示表面的法线方向（平行于ｘ轴），
第２个字母表示应力的方向。在正表面中，所有



沿坐标轴之正向的应力为正。参看图２．２，在ｘ正表面中所画的各个应力均为正，反之为负。
对于其他两个正表面，其应力分别为ｐｙ（ｐｙｘ，ｐｙｙ，ｐｙｚ）和ｐｚ（ｐｚｘ，ｐｚｙ，ｐｚｚ），其正、负的规定按ｘ
的正负表面类推。
对于３个负表面，则规定沿坐标轴负向的应力为正，例如图２．２中的ｐ′ｘ（ｐ′ｘｘ，ｐ′ｘｙ，ｐ′ｘｚ）

的各分量均为正。

图２．３　正表面与负表面

为什么要这样来定义？因为仅仅说求某表

面（例如图２．２中的ｘ面）上、某点（例如点Ａ）处
的应力是不够的，还要说明此表面是属于哪一边
流体的。以图２．３为例，过点Ａ所作的ｘ 面，既
可以是左边流体的表面（正ｘ面），也可以是右边
流体的表面（负ｘ面）。但按牛顿第三定律，此两
面中过同一个点Ａ 的应力，其大小应该相等，但
方向应该相反。用了上述符号规则以后，就能满
足牛顿第三定律而不必补充说明是属于哪一边

流体的表面了。例如，如果说“过点Ａ 的法向应力ｐｘｘ为正值，其大小为每平方厘米多少牛
顿”，无论从哪一侧看，其大小和方向都很明确，没有含糊不清之处。同样，剪切应力也是如此。

２．１．３　过一固定点处任一截面上的应力

参看图２．４。在理想流体中的任一点 Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ）处，在任一瞬间ｔ的应力只有法向应力

ｐ（压强），其大小与所取截面的方位无关，即ｐ的大小是一个代数点函数ｐ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）。求出此
函数后，流体中各点的应力状况就完全确定了。但是，在粘性流体中，过某一点的、任一截面上
的应力状况比较复杂，不是一个代数点函数所能确定的。下面就来求这些函数。
仍然参看图２．４。在瞬时ｔ、过点Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ）作３个分别与坐标面平行的平面，再作一个平

图２．４　一点处的应力

面ＡＢＣ，其外法线的单位向量ｎ为

ｎ＝ｉｃｏｓ（ｎ，ｘ）＋ｊｃｏｓ（ｎ，ｙ）＋ｋｃｏｓ（ｎ，ｚ）
（２．１）

这４个平面构成一个微元四面体。先求微元面积

ＡＢＣ上的应力ｐｎ的表达式。令ｐｎ 在３个坐标面上
的分量分别为ｐｎｘ，ｐｎｙ和ｐｎｚ，并以ΔＳ表示△ＡＢＣ的
面积，则

ΔＳｘ ＝ △ＭＡＢ 的面积 ＝ΔＳｃｏｓ（ｎ，ｘ）

ΔＳｙ ＝ △ＭＡＣ的面积 ＝ΔＳｃｏｓ（ｎ，ｙ）

ΔＳｚ ＝ △ＭＢＣ的面积 ＝ΔＳｃｏｓ（ｎ，ｚ）
再以 ΔＶ 表示此微元四面体的体积，其大小应为
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（ｈ／３）·ΔＳ。ｈ是此四面体以Ｍ 为顶点的高度。将此四面体视为一个流体微团，对其应用牛
顿第二定律，得

ＸρΔＶ＋（ｐｎΔＳ）ｘ－ｐｘｘΔＳｘ－ｐｙｘΔＳｙ－ｐｚｘΔＳｚ ＝ρΔＶａ′ｘ
ＹρΔＶ＋（ｐｎΔＳ）ｙ－ｐｘｙΔＳｘ－ｐｙｙΔＳｙ－ｐｚｙΔＳｚ ＝ρΔＶａ′ｙ
ＺρΔＶ＋（ｐｎΔＳ）ｚ－ｐｘｚΔＳｘ－ｐｙｚΔＳｙ－ｐｚｚΔＳｚ ＝ρΔＶａ′

烍
烌

烎ｚ

（２．２）

式中，Ｘ，Ｙ，Ｚ和ａ′ｘ，ａ′ｙ，ａ′ｚ 分别为单位质量流体微团所受的彻体力和微团加速度在３个坐
标轴上的分量。此外，以下关系式成立。

（ｐｎΔＳ）ｘ ＝ （ｐｎΔＳ）ｃｏｓ（ｎ，ｘ）＝ｐｎｘΔＳ
（ｐｎΔＳ）ｙ ＝ （ｐｎΔＳ）ｃｏｓ（ｎ，ｙ）＝ｐｎｙΔＳ
（ｐｎΔＳ）ｚ ＝ （ｐｎΔＳ）ｃｏｓ（ｎ，ｚ）＝ｐｎｚΔ

烍
烌

烎Ｓ

（２．３）

所以，式（２．２）中的第１式化为

Ｘρ
１
３（ ）ｈ ＋ｐｎｘ－ｐｘｘｃｏｓ（ｎ，ｘ）－ｐｙｘｃｏｓ（ｎ，ｙ）－ｐｚｘｃｏｓ（ｎ，ｚ）＝ρ １３（ ）ｈａ′ｘ

当ΔＶ 或ｈ趋于零时，由此式得到

ｐｎｘ ＝ｐｘｘｃｏｓ（ｎ，ｘ）＋ｐｙｘｃｏｓ（ｎ，ｙ）＋ｐｚｘｃｏｓ（ｎ，ｚ） （２．４ａ）
同理可得

ｐｎｙ ＝ｐｘｙｃｏｓ（ｎ，ｘ）＋ｐｙｙｃｏｓ（ｎ，ｙ）＋ｐｚｙｃｏｓ（ｎ，ｚ） （２．４ｂ）

ｐｎｚ ＝ｐｘｚｃｏｓ（ｎ，ｘ）＋ｐｙｚｃｏｓ（ｎ，ｙ）＋ｐｚｚｃｏｓ（ｎ，ｚ） （２．４ｃ）
式（２．４ａ～ｃ）完全决定了图２．４中过点Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ）、任一截面ＡＢＣ（其外法线的单位向量ｎ是
给定的）上的应力ｐｎ（ｐｎｘ，ｐｎｙ，ｐｎｚ）。也就是说，ｐｎ 取决于９个应力值或９个代数点函数ｐｘｘ，

ｐｘｙ，ｐｘｚ，ｐｙｘ，ｐｙｙ，ｐｙｚ，ｐｚｘ，ｐｚｙ和ｐｚｚ的值。因为ｐｘｘ，ｐｙｙ和ｐｚｚ为通过点Ｍ 的、平行于坐标面的

３个法向力，而其余６个量则分别为这３个平面上的剪切应力，习惯上用下列符号表示为

　　　　　　　　　　　　ｐｘｘ ≡σｘ，　ｐｙｙ ≡σｙ，　ｐｚｚ ≡σｚ
ｐｘｙ ≡τｘｙ， ｐｙｘ ≡τｙｘ，ｐｚｘ ≡τｚｘ
ｐｘｚ ≡τｘｚ， ｐｙｚ ≡τｙｚ， ｐｚｙ ≡τｚｙ

如以张量符号表示，则流场中任一点的应力状况取决于以下的应力张量：

σｘ τｘｙ τｘｚ
τｙｘ σｙ τｙｚ
τｚｘ τｚｙ σ
烅
烄

烆
烍
烌

烎ｚ

（２．５）

２．１．４　剪应力互等定理

此定理说的是，粘性流体运动时，式（２．５）中的６个剪应力存在下列关系：

τｘｙ ＝τｙｘ，　τｘｚ ＝τｚｘ，　τｙｚ ＝τｚｙ （２．６）
现在就来证明这一点。设在任一瞬间ｔ，在流场中取任一点Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ），并以点Ｍ 为几何中心
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取一矩形六面体的流体微团，如图２．５所示，其边长分别为ｄｘ，ｄｙ，ｄｚ。并假设在此瞬间，点Ｍ
处的应力为

σｘ τｘｙ τｘｚ
τｙｘ σｙ τｙｚ
τｚｘ τｚｙ σ
烅
烄

烆
烍
烌

烎ｚ

（２．７）

则此微团６个表面上的应力（以各表面几何中心处的应力作为各表面应力的平均值）如图２．５
所示（未完全画出）。此微团所受的彻体力为

ρＸｄｘｄｙｄｚ，　ρＹｄｘｄｙｄｚ，　ρＺｄｘｄｙｄｚ
此微团之加速度为ａｘ，ａｙ，ａｚ。应用达朗伯原理，将惯性力

（－ρａｘｄｘｄｙｄｚ），　（－ρａｙｄｘｄｙｄｚ），　（－ρａｚｄｘｄｙｄｚ）

图２．５　剪应力互等示意图

加于此微团上，则表面力、彻体力和惯性力就可视为一个平衡力系。对通过点Ｍ、且平行于Ｏｚ
的轴取矩，彻体力和惯性力都不产生力矩（可视为通过点Ｍ），可得

τｘｙ ＋１２
τｘｙ
ｘ
ｄ（ ）ｘ ｄｙｄｚ ｄｘ（ ）２ ＋ τｘｙ －１２

τｘｙ
ｘ
ｄ（ ）ｘ ｄｙｄｚ ｄｘ（ ）２ －

τｙｘ ＋１２
τｙｘ
ｙ
ｄ（ ）ｙ ｄｘｄｚ ｄｙ（ ）２ － τｙｘ －１２

τｙｘ
ｙ
ｄ（ ）ｙ ｄｘｄｚ ｄｙ（ ）ｚ ＝０

或

τｘｙｄｘｄｙｄｚ－τｙｘｄｘｄｙｄｚ＝０
所以

τｘｙ ＝τｙｘ
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同样，对通过点Ｍ、平行于坐标轴的其他两个轴取矩，得

τｘｚ ＝τｚｘ，　τｙｚ ＝τｚｙ
这就是剪应力互等定理。由此可知，在流体中决定任一点处应力状况的应力张量是一个对称
张量。因此，只要知道６个点函数σｘ，σｙ，σｚ，τｘｙ，τｘｚ和τｙｚ就可以决定通过任一点的任一截面上
的应力了。

２．２　应力的坐标转换方程式

２．２．１　空间应力的坐标转换方程式

前已证明，在任一瞬间ｔ，决定流场中任一点 Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ）处的应力由一个对称应力张量
式（２．７）来决定。该式中的诸张量元为过点 Ｍ、平行于坐标面的平面上的应力。坐标轴是人
为选定的。如果选另一直角坐标系Ｏｘ′ｙ′ｚ′如图２．６所示，则同一点Ｍ（ｘ′，ｙ′，ｚ′）处的应力状
况将取决于以下的对称张量：

σｘ′ τｘ′ｙ′ τｘ′ｚ′
τｙ′ｘ′ σｙ′ τｙ′ｚ′
τｚ′ｘ′ τｚ′ｙ′ σ
烅
烄

烆
烍
烌

烎ｚ′

（２．８）

式中，诸张量元为过点 Ｍ、且平行于Ｏｘ′ｙ′ｚ′坐标系中的３个坐标面的表面应力。当然，
式（２．８）中的诸张量元与式（２．７）中的对应量是不相等的，但它们都是在同一瞬间描写同一点

Ｍ 处的应力状况，只是坐标轴的方向取得不同而已。所以，它们之间应该有一定的关系，此关
系称为转换方程式。

图２．６　应力的坐标转换示意图
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设新坐标系Ｏｘ′在Ｏｘｙｚ坐标系中的方向余弦为（ｌ１，ｍ１，ｎ１），Ｏｙ′的为（ｌ２，ｍ２，ｎ２），Ｏｚ′的
为（ｌ３，ｍ３，ｎ３）。过点Ｍ 作一平面ＡＢＣ，使其外法线沿Ｏｘ′轴的正向，即ｎ平行于Ｏｘ′，并规定

ｐｎ（或ｐｘ′）表示此面上的应力。根据式（２．４），此应力的３个分量分别为

ｐｎｘ ＝ｐｘ′ｘ ＝ｐｘｘｃｏｓ（ｎ，ｘ）＋ｐｙｘｃｏｓ（ｎ，ｙ）＋ｐｚｘｃｏｓ（ｎ，ｚ）＝
σｘｌ１＋τｙｘｍ１＋τｚｘｎ１

ｐｎｙ ＝ｐｘ′ｙ ＝τｘｙｌ１＋σｙｍ１＋τｚｙｎ１
ｐｎｚ ＝ｐｘ′ｚ ＝τｘｚｌ１＋τｙｚｍ１＋σｚｎ

烍

烌

烎１

（２．９）

再看ｐｘ′在Ｏｘ′轴上的分量。

ｐｘ′ｘ′ ＝ｐｘ′ 在Ｏｘ′轴上的分量 ＝
ｐｘ′ｘ，ｐｘ′ｙ，ｐｘ′ｚ 在Ｏｘ′轴上的分量之和 ＝
ｐｘ′ｘｌ１＋ｐｘ′ｙｍ１＋ｐｘ′ｚｎ１ ＝
（σｘｌ１＋τｙｘｍ１＋τｚｘｎ１）ｌ１＋（τｘｙｌ１＋σｙｍ１＋τｚｙｎ１）ｍ１＋
（τｘｚｌ１＋τｙｚｍ１＋σｚｎ１）ｎ１

故得

σｘ′ ＝ｐｘ′ｘ′ ＝σｘｌ２１＋σｙｍ２
１＋σｚｎ２１＋２τｘｙｌ１ｍ１＋２τｘｚｌ１ｎ１＋２τｙｚｍ１ｎ１ （２．１０）

同样

ｐｘ′ｙ′ ＝τｘ′ｙ′ ＝ｐｘ′ 在Ｏｙ′轴上的分量 ＝
ｐｘ′ｘ，ｐｘ′ｙ，ｐｘ′ｚ 在Ｏｙ′轴上的分量之和 ＝
ｐｘ′ｘｌ２＋ｐｘ′ｙｍ２＋ｐｘ′ｚｎ２

将式（２．９）代入后得

τｘ′ｙ′ ＝ｌ１ｌ２σｘ＋ｍ１ｍ２σｙ＋ｎ１ｎ２σｚ＋（ｌ１ｍ２＋ｌ２ｍ１）τｘｙ ＋
（ｌ１ｎ２＋ｌ２ｎ１）τｘｚ ＋（ｍ１ｎ２＋ｍ２ｎ１）τｙｚ （２．１１）

ｐｘ′ｚ′ ＝τｘ′ｚ′ ＝ｐｘ′ 在Ｏｚ′轴上的分量 ＝
ｌ１ｌ３σｘ＋ｍ１ｍ３σｙ＋ｎ１ｎ３σｚ＋（ｌ１ｍ３＋ｌ３ｍ１）τｘｙ ＋
（ｌ１ｎ３＋ｌ３ｎ１）τｘｚ ＋（ｍ１ｎ３＋ｍ３ｎ１）τｙｚ （２．１２）

如过点Ｍ 所作的平面ＡＢＣ的外法线是沿Ｏｙ′的方向，则ｐｎ＝ｐｙ′，且有

ｐｙ′ｘ ＝σｘｌ２＋τｙｘｍ２＋τｚｘｎ２
ｐｙ′ｙ ＝τｘｙｌ２＋σｙｍ２＋τｚｙｎ２
ｐｙ′ｚ ＝τｘｚｌ２＋τｙｚｍ２＋σｚｎ２

以及

σｙ′ ＝ｐｙ′ｙ′ ＝ｐｙ′ 在Ｏｙ′轴上的分量 ＝
ｐｙ′ｘｌ２＋ｐｙ′ｙｍ２＋ｐｙ′ｚｎ２ ＝
σｘｌ２２＋σｙｍ２

２＋σｚｎ２２＋２τｘｙｌ２ｍ２＋２τｘｚｌ２ｎ２＋２τｙｚｍ２ｎ２ （２．１３）
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τｙ′ｚ′ ＝ｐｙ′ 在Ｏｚ′轴上的分量 ＝
ｐｙ′ｘｌ３＋ｐｙ′ｙｍ３＋ｐｙ′ｚｎ３ ＝
σｘｌ２ｌ３＋σｙｍ２ｍ３＋σｚｎ２ｎ３＋（ｌ２ｍ３＋ｌ３ｍ２）τｘｙ ＋
（ｌ２ｎ３＋ｌ３ｎ２）τｘｚ ＋（ｍ２ｎ３＋ｍ３ｎ２）τｙｚ （２．１４）

τｙ′ｚ′ ＝τｚ′ｙ′　　　　　　　　　　　　　　　　　　
如过点Ｍ 所作之平面ＡＢＣ的外法线方向是沿Ｏｚ′的方向，则得

σｚ′ ＝ｐｚ′ｚ′ ＝σｘｌ２３＋σｙｍ２
３＋σｚｎ２３＋２ｌ３ｍ３τｘｙ ＋２ｌ３ｎ３τｘｚ ＋２ｍ３ｎ３τｙｚ （２．１５）

以及

τｚ′ｘ′ ＝τｘ′ｚ′，　τｚ′ｙ′ ＝τｙ′ｚ′
于是在新坐标系中的９个张量元，都可以用旧坐标系中的张量元按式（２．１０）～式（２．１５）表示
出来了。这６个式子称为应力的转换方程式。实际上，这就证明了应力张量是服从张量转换
法则的。

２．２．２　平面应力的坐标转换方程式

对于平面应力而言，在任一瞬间ｔ，任一点Ｍ（ｘ，ｙ）处的应力状况取决于以下４个应力：

σｘ，　σｙ，　τｘｙ，　τｙｘ
现在的问题是求新坐标系Ｏｘ′ｙ′（图２．７）中的应力σｘ′，σｙ′，τｘ′ｙ′，τｙ′ｘ′与旧坐标系中的应力σｘ，

σｙ，τｘｙ，τｙｘ的关系。这种关系用不着另外求了，只须在空间应力转换方程中将与ｚ有关的项去
掉即可，即

σｘ′ ＝σｘｌ２１＋σｙｍ２１＋２τｘｙｌ１ｍ１
σｙ′ ＝σｘｌ２２＋σｙｍ２

２＋２τｘｙｌ２ｍ２
τｘ′ｙ′ ＝ｌ１ｌ２σｘ＋ｍ１ｍ２σｙ＋（ｌ１ｍ２＋ｌ２ｍ１）τｘ

烍
烌

烎ｙ

（２．１６）

图２．７　新旧坐标系的关系示意图

如以θ表示Ｏｘ′与Ｏｘ之间的夹角，也就是新坐标系对旧坐标系转动的角度，则

ｌ１ ＝ｃｏｓθ，　　ｍ１ ＝ｓｉｎθ
ｌ２ ＝－ｓｉｎθ，　 ｍ２ ＝ｃｏｓ ｝θ （２．１７）

将式（２．１７）代入式（２．１６），即可得到人们所熟悉的平面应力转换方程式
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σｘ′ ＝σｘｃｏｓ２θ＋σｙｓｉｎ２θ＋２τｘｙｃｏｓθｓｉｎθ＝

　　 σｘ１＋ｃｏｓ２θ２ ＋σｙ１－ｃｏｓ２θ２ ＋τｘｙｓｉｎ２θ＝

　　 σｘ＋σｙ
２ ＋σｘ－σｙ２ ｃｏｓ２θ＋τｘｙｓｉｎ２θ

σｙ′ ＝σｘ＋σｙ２ －σｘ－σｙ２ ｃｏｓ２θ－τｘｙｓｉｎ２θ

τｘ′ｙ′ ＝－σｘ－σｙ２ ｓｉｎ２θ＋τｘｙｃｏｓ２

烍

烌

烎
θ

（２．１８）

２．３　应变率张量

２．３．１　流体微团运动的分解

参看图２．８。在任一瞬间ｔ，任取一流体微团ΔＶ。在此微团上任取一个点Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ），并

图２．８　流体微团的运动示意图

以Ｍ 为原点作一运动坐标系Ｍ（ｘ１，ｙ１，ｚ１），此动坐
标系随着点 Ｍ 运动，方向则保持与Ｏｘｙｚ坐标系平
行。如果这个微团是刚体，则其上任一点Ｍ１（ｘ＋ｘ１，

ｙ＋ｙ１，ｚ＋ｚ１）在此瞬间的速度为

ｖＭ１ ＝ｖＭ ＋ω×ｒ１
或

ｕ１ ＝ｕ＋ωｙｚ１－ωｚｙ１
ｖ１ ＝ｖ＋ωｚｘ１－ωｘｚ１
ｗ１ ＝ｗ＋ωｘｙ１－ωｙｘ

烍
烌

烎１

（２．１９）

式中，ｖＭ（ｕ，ｖ，ｗ）为点Ｍ 与点Ｍ１ 在同一瞬间的速度，

ｒ１（ｘ１，ｙ１，ｚ１）为点Ｍ１对点Ｍ 的向径，ω（ωｘ，ωｙ，ωｚ）为
微团的角速度；ω×ｒ１ 为点Ｍ１ 绕点Ｍ 转动的速度。
对于流体微团而言，因为在运动中还有变形，点Ｍ１的速度应当比式（２．１９）多一项因变形

而引起的速度，即

ｕ１ ＝ｕ＋（ωｙｚ１－ωｚｙ１）＋（εｘｘ１＋γｘｙｙ１＋γｘｚｚ１）

ｖ１ ＝ｖ＋（ωｚｘ１－ωｘｚ１）＋（γｙｘｘ１＋εｙｙ１＋γｙｚｚ１）

ｗ１ ＝ｗ＋（ωｘｙ１－ωｙｘ１）＋（γｚｘｘ１＋γｚｙｙ１＋εｚｚ１
烍
烌

烎）
（２．２０）

式中
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ωｘ ＝ １２
ｗ
ｙ－

ｖ
（ ）ｚ

ωｙ ＝ １２
ｕ
ｚ－

ｗ
（ ）ｘ

ωｚ ＝ １２
ｖ
ｘ－

ｕ
（ ）

烍

烌

烎ｙ

（２．２１）

εｘ ＝ｕｘ
，　εｙ ＝ｖｙ

，　εｚ ＝ｗｚ
（２．２２）

γｘｙ ＝ １２
ｕ
ｙ＋

ｖ
（ ）ｘ ＝ １２

ｖ
ｘ＋

ｕ
（ ）ｙ ＝γｙｘ

γｘｚ ＝ １２
ｕ
ｚ＋

ｗ
（ ）ｘ ＝ １２

ｗ
ｘ＋

ｕ
（ ）ｚ ＝γｚｘ

γｙｚ ＝ １２
ｖ
ｚ＋

ｗ
（ ）ｙ ＝ １２

ｗ
ｙ＋

ｖ
（ ）ｚ ＝γｚ

烍

烌

烎ｙ

（２．２３）

式（２．２０）右端的第３项就是因变形而引起的速度。关于微团的角速度表达式（２．２１）将于后面
证明。现在，先来说明决定变形速度的９个物理量εｘ，εｙ，εｚ，γｘｙ＝γｙｘ，γｘｚ＝γｚｘ和γｙｚ＝γｚｙ的物
理意义（９个量中，只有６个量是独立的）。

２．３．２　直线应变率与剪切应变率

参看图２．９。设在某一瞬间ｔ，在流场中任一点Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ）处，以Ｍ 为顶点，取一矩形六面
体微元，其边长分别为无限小量ｘ１，ｙ１ 和ｚ１。现在来讨论此矩形六面体微元的变形速度。先
看平面ＭＢＤＣ（图２．１０）上的变形速度。设此时点 Ｍ 的速度分量为ｕ，ｖ，ｗ，则点Ｃ的速度
应为

图２．９　考虑流体微团的应变率示意图 图２．１０　（图２．９）中的一个面
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ｕＣ ＝ｕ＋ｕｘ
ｘ１

ｖＣ ＝ｖ＋ｖｘ
ｘ１

故点Ｃ的水平速度改变量为

ｕＣ－ｕ＝ｕｘ
ｘ１

其作用是使ＭＣ边拉长。点Ｃ的铅垂速度改变量为

ｖＣ－ｖ＝ｖｘ
ｘ１

其作用是使ＭＣ边转动，其转动角速度为

ｖＣ－ｖ
ｘ１ ＝ｖｘ

转动方向是逆时针的。
点Ｂ的速度为

ｕＢ ＝ｕ＋ｕｙｙ１

ｖＢ ＝ｖ＋ｖｙｙ１

故点Ｂ的铅垂速度改变量为

ｖＢ－ｖ＝ｖｙｙ１

其作用是使ＭＢ边拉长。点Ｂ的水平速度改变量为

ｕＢ－ｕ＝ｕｙｙ１

其作用是使ＭＢ边转动，其转动角速度为

ｕＢ－ｕ
ｙ１ ＝ｕｙ

转动方向是顺时针的。

因此，矩形ＭＢＤＣ在此瞬间的ｘ方向的直线变形速度为 ｕｘｘ（ ）１ ，ｙ方向的直线变形速度
为 ｖ
ｙｙ（ ）１ 。直角∠ＢＭＣ 将以角速度 ｕｙ＋ｖ（ ）ｘ 来减小。同样，ｚ方向的直线变形速度为

ｗ
ｚｚ１

。直角∠ＢＭＥ将以角速度 ｖｚ＋
ｗ
（ ）ｙ 来减小，直角∠ＣＭＥ 将以角速度 ｗｘ＋ｕ（ ）ｚ 来减

小。令ＭＣ，ＭＢ，ＭＥ之长度分别为ｘ１，ｙ１，ｚ１，并定义直线应变率为每单位长度的直线变形速
度，则得点Ｍ 的３个直线应变率为
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εｘ ＝ｕｘ＝
ｕＣ－ｕ
ｘ１ 　　 （ｘ方向的直线应变率）

εｙ ＝ｖｙ＝
ｖＢ－ｖ
ｙ１ 　　 （ｙ方向的直线应变率）

εｚ ＝ｗｚ ＝
ｗＥ－ｗ
ｚ１ 　 （ｚ方向的直线应变率）

再定义剪切应变率为直角减小的速度，则得点Ｍ 的３个（或６个）剪切应变率为

２γｘｙ ＝２γｙｘ ＝ ｕ
ｙ＋

ｖ
（ ）ｘ

２γｘｚ ＝２γｚｘ ＝ ｕ
ｚ＋

ｗ
（ ）ｘ

２γｙｚ ＝２γｚｙ ＝ ｗ
ｙ＋

ｖ
（ ）ｚ

现在，就知道这６个（或９个）量的物理意义了，其中３个表示点Ｍ 的直线应变率，另外３个
（或６个）表示剪切应变率的一半。

２．３．３　转动角速度

矩形ＭＢＤＣ对点Ｍ 的相对运动可视为如刚体一样绕点Ｍ 的转动与变形之和。现在单
独考察∠ＢＭＣ角度的变化情况。设在瞬间ｔ的矩形ＭＢＤＣ 经过ｄｔ时间后，其两边 ＭＣ和

图２．１１　流体微团的转动示意图

ＭＢ 分别转动到了 ＭＣ″和 ＭＢ″的 位 置，如
图２．１１所示。设在ｄｔ时间内，由于微团有旋转
运动，整个矩形绕点Ｍ 转了一个角度ｄα（即ＭＣ
边和ＭＢ 边转到了ＭＣ′和ＭＢ′的位置）；但因同
时有剪切变形，ＭＢ′和ＭＣ′边又各转了一个角度

ｄβ才到达最后位置ＭＢ″和ＭＣ″。现在来求这两
个角度ｄα和ｄβ。

前已说明，ＭＣ边的旋转角速度为ｖｘ
，旋转

方向是逆时针，故

ｄα＋ｄβ＝
ｖ
ｘ
ｄｔ

ＭＢ边的旋转角速度为ｕｙ
，旋转方向是顺时针，

故

ｄβ－ｄα＝
ｕ
ｙ
ｄｔ
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所以

ｄβ＝
１
２
ｖ
ｘ＋

ｕ
（ ）ｙ ｄｔ

矩形ＭＢＤＣ在瞬间ｔ的角速度ωｚ（绕通过点Ｍ、平行于ｚ轴的转动角速度）为

ωｚ ＝ｄαｄｔ＝
１
２
ｖ
ｘ－

ｕ
（ ）ｙ

直角∠ＢＭＣ的剪切应变率为

２ｄβｄｔ＝
ｖ
ｘ＋

ｕ
ｙ＝

２γｘｙ ＝２γｙｘ

这正是前面已得到的结果。
同样，将上述方法应用于矩形ＭＢＦＥ和矩形ＭＥＧＣ，得

ωｘ ＝ １２
ｗ
ｙ－

ｖ
（ ）ｚ

ｗ
ｙ＋

ｖ
ｚ＝

２γｙｚ ＝２γｚｙ

ωｙ ＝ １２
ｕ
ｚ－

ｗ
（ ）ｘ

ｕ
ｚ＋

ｗ
ｘ ＝

２γｘｚ ＝２γｚｘ

从式（２．２０）知道，在求得点Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ）的９个应变率εｘ，εｙ，εｚ，γｘｙ＝γｙｘ，γｘｚ＝γｚｘ和γｙｚ＝γｚｙ
后，其邻点Ｍ１（ｘ＋ｘ１，ｙ＋ｙ１，ｚ＋ｚ１）因变形而引起的速度就可以立即求得了。如以张量符号
表示，流场中任一点的应变率情况取决于以下的应变率张量。

εｘ γｘｙ γｘｚ
γｙｘ εｙ γｙｚ
γｚｘ γｚｙ ε
烅
烄

烆
烍
烌

烎ｚ

（２．２４）

正如同知道了某点的应力张量就可以立即求出在该点任一方向的应力一样，在知道了某
点的应变率张量以后，即可由式（２．２０）求出该点附近任一点的变形率。
与应力张量一样，应变率张量也是一个对称张量，因而γｘｙ＝γｙｘ，γｘｚ＝γｚｘ，γｙｚ＝γｚｙ。下面

来证明应变率张量服从张量的坐标转换法则。

２．４　应变率的坐标转换方程式

为了简单起见，先研究平面应变率的坐标转换方程。
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图２．１２　坐标转换关系示意图

２．４．１　平面应变率的坐标转换方程式

参看图２．１２，取两个坐标系Ｏｘｙ和Ｏｘ′ｙ′，其间
的夹角θ为一规定的常数。在任一瞬间ｔ，流场中任
一点Ｍ 的坐标在两个坐标系间的关系为

ｘ＝ｘ′ｃｏｓθ－ｙ′ｓｉｎθ
ｙ＝ｘ′ｓｉｎθ＋ｙ′ｃｏｓ ｝θ

或

ｘ′＝ｘｃｏｓθ＋ｙｓｉｎθ
ｙ′＝－ｘｓｉｎθ＋ｙｃｏｓ ｝θ （２．２５）

点Ｍ 的速度分量在两个坐标系间的关系为

ｕ′＝ｄｘ′ｄｔ ＝
ｄｘ
ｄｔｃｏｓθ＋

ｄｙ
ｄｔｓｉｎθ＝ｕｃｏｓθ＋ｖｓｉｎθ

ｖ′＝ｄｙ′ｄｔ ＝－
ｄｘ
ｄｔｓｉｎθ＋

ｄｙ
ｄｔｃｏｓθ＝－ｕｓｉｎθ＋ｖｃｏｓ

烍

烌

烎θ
（２．２６）

这正是理论力学中人们已熟知的关于速度的转换公式。
关于点Ｍ 的应变率，在Ｏｘｙ坐标系中为

εｘ ＝ｕｘ
，　εｙ ＝ｖｙ

，　γｘｙ ＝ １２
ｕ
ｙ＋

ｖ
（ ）ｘ （２．２７）

同一个点Ｍ 在Ｏｘ′ｙ′坐标系中的应变率为

εｘ′ ＝ｕ′ｘ′
，　εｙ′ ＝ｖ′ｙ′

，　γｘ′ｙ′ ＝ １２
ｕ′
ｙ′＋

ｖ′
（ ）ｘ′ （２．２８）

求应变率转换方程式的意思是指在某一瞬间ｔ，当某点（例如点Ｍ）的应变率式（２．２７）已知后，
如何求此同一点（例如，仍是点 Ｍ）在同一瞬间ｔ的应变率在另一坐标系中的表达式，即求
式（２．２８）的具体表达式，求解过程如下。

εｘ′ ＝ｕ′ｘ′＝
ｕ′
ｘ
ｘ
ｘ′＋

ｕ′
ｙ
ｙ
ｘ′＝

ｕ
ｘ
ｃｏｓθ＋ｖｘ

ｓｉｎ（ ）θｃｏｓθ＋ ｕ
ｙ
ｃｏｓθ＋ｖｙ

ｓｉｎ（ ）θｓｉｎθ＝
ｃｏｓ２θｕｘ＋

ｓｉｎ２θｖｙ＋
ｕ
ｙ＋

ｖ
（ ）ｘ ｓｉｎθｃｏｓθ＝

１＋ｃｏｓ２θ
２ εｘ＋１－ｃｏｓ２θ２ εｙ＋γｘｙｓｉｎ２θ＝

εｘ＋εｙ
２ ＋εｘ－εｙ２ ｃｏｓ２θ＋γｘｙｓｉｎ２θ （２．２９ａ）

同样
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εｙ′ ＝ｖ′ｙ′＝
ｖ′
ｘ
ｘ
ｙ′＋

ｖ′
ｙ
ｙ′
ｙ′＝

－ｕｘ
ｓｉｎθ＋ｖｘ

ｃｏｓ（ ）θ （－ｓｉｎθ）＋ －ｕｙ
ｓｉｎθ＋ｖｙ

ｃｏｓ（ ）θｃｏｓθ＝
ｓｉｎ２θｕｘ＋

ｃｏｓ２θｖｙ－
ｖ
ｘ＋

ｕ
（ ）ｙｓｉｎθｃｏｓθ＝

１－ｃｏｓ２θ
２ εｘ＋１＋ｃｏｓ２θ２ εｙ－γｘｙｓｉｎ２θ＝

εｘ＋εｙ
２ －εｘ－εｙ２ ｃｏｓ２θ－γｘｙｓｉｎ２θ （２．２９ｂ）

γｘ′ｙ′ ＝１２
ｕ′
ｙ′＋

ｖ′
（ ）ｘ′ ＝

１
２

ｕ′
ｘ
ｘ
ｙ′＋

ｕ′
ｙ
ｙ
ｙ（ ）′ ＋ ｖ′

ｘ
ｘ
ｘ′＋

ｖ′
ｙ
ｙ
ｙ（ ）［ ］′ ＝ 　 　　　　

－εｘ－εｙ２ ｓｉｎ２θ＋γｘｙｃｏｓ２θ （２．２９ｃ）

这就是平面应变率的坐标转换方程式。将式（２．２９ａ～ｃ）与式（２．１８）比较后看出，应变率的转
换方程及应力的转换方程都是服从张量的坐标转换法则的。

２．４．２　空间应变率的坐标转换方程式

参看图２．１３，设Ｏｘ′ｙ′ｚ′直角坐标系的３个坐标轴及其方向余弦在Ｏｘｙｚ坐标系中分别为

图２．１３　不同坐标系之间的关系

Ｏｘ′（ｌ１，ｍ１，ｎ１），Ｏｙ′（ｌ２，ｍ２，ｎ２）和Ｏｚ′（ｌ３，

ｍ３，ｎ３）。设在任一瞬间ｔ，流场中任一点Ｍ
的向径为ｒ，则此点在两个坐标系中坐标之
间的关系为

ｘ′＝ｒ在Ｏｘ′轴上的分量

＝ｘ，ｙ，ｚ在Ｏｘ′轴上的分量之和

＝ｌ１ｘ＋ｍ１ｙ＋ｎ１ｚ （２．３０）
同理

ｙ′＝ｌ２ｘ＋ｍ２ｙ＋ｎ２ｚ　　　 　　
ｚ′＝ｌ３ｘ＋ｍ３ｙ＋ｎ３ｚ　　　 　　
或

　　

ｘ＝ｌ１ｘ′＋ｌ２ｙ′＋ｌ３ｚ′

ｙ＝ｍ１ｘ′＋ｍ２ｙ′＋ｍ２ｚ′
ｚ＝ｎ１ｘ′＋ｎ２ｙ′＋ｎ３

烍
烌

烎ｚ′

（２．３１）
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故

ｕ′＝ｄｘ′ｄｔ ＝ｌ１
ｄｘ
ｄｔ＋ｍ１

ｄｙ
ｄｔ＋ｎ１

ｄｚ
ｄｔ＝ｌ１ｕ＋ｍ１ｖ＋ｎ１ｗ

ｖ′＝ｌ２ｕ＋ｍ２ｖ＋ｎ２ｗ
ｗ′＝ｌ３ｕ＋ｍ３ｖ＋ｎ３

烍

烌

烎ｗ

（２．３２）

这就是在理论力学中所熟知的、不同坐标系下的速度转换关系式。在任一指定瞬间ｔ，任一点

Ｍ 的应变率在Ｏｘｙｚ坐标系中的表达式为

εｘ ＝ｕｘ
，　εｙ ＝ｖｙ

，　εｚ ＝ｗｚ

γｘｙ ＝ １２
ｕ
ｙ＋

ｖ
（ ）ｘ

γｘｚ ＝ １２
ｕ
ｚ＋

ｗ
（ ）ｘ

γｙｚ ＝ １２
ｖ
ｚ＋

ｗ
（ ）

烍

烌

烎ｙ

（２．３３）

同一点Ｍ，在同一瞬间ｔ，其应变率在Ｏｘ′ｙ′ｚ′坐标系中的表达式为

εｘ′ ＝ｕ′ｘ′
，　εｙ′ ＝ｖ′ｙ′

，　εｚ′ ＝ｗ′ｚ′

γｘ′ｙ′ ＝ １２
ｕ′
ｙ′＋

ｖ′
（ ）ｘ′

γｘ′ｚ′ ＝ １２
ｕ′
ｚ′＋

ｗ′
（ ）ｘ′

γｙ′ｚ′ ＝ １２
ｖ′
ｚ′＋

ｗ′
ｙ（ ）

烍

烌

烎′

（２．３４）

求应变率的转换方程就是在式（２．３３）已知后，求表达式（２．３４）。具体做法如下。

εｘ′ ＝ｕ′ｘ′＝
ｕ′
ｘ
ｘ
ｘ′＋

ｕ′
ｙ
ｙ
ｘ′＋

ｕ′
ｚ
ｚ
ｘ′＝

ｌ１ｕｘ＋
ｍ１ｖｘ＋

ｎ１ｗ（ ）ｘｌ１＋
ｌ１ｕｙ＋

ｍ１ｖｙ＋
ｎ１ｗ（ ）ｙ ｍ１＋

ｌ１ｕｚ＋
ｍ１ｖｚ＋

ｎ１ｗ（ ）ｚｎ１ ＝
ｌ２１εｘ＋ｍ２１εｙ＋ｎ２１εｚ＋２ｌ１ｍ１γｘｙ ＋２ｌ１ｎ１γｘｚ ＋２ｍ１ｎ１γｙｚ （２．３５ａ）

同理

εｙ′ ＝ｖ′ｙ′＝
ｌ２２εｘ＋ｍ２２εｙ＋ｎ２２εｚ＋２ｌ２ｍ２γｘｙ ＋２ｌ２ｎ２γｘｚ ＋２ｍ２ｎ２γｙｚ （２．３５ｂ）
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εｚ′ ＝ｗ′ｚ′ ＝
ｌ２３εｘ＋ｍ２３εｙ＋ｎ２３εｚ＋２ｌ３ｍ３γｘｙ ＋２ｌ３ｎ３γｘｚ ＋２ｍ３ｎ３γｙｚ （２．３５ｃ）

γｘ′ｙ′ ＝１２
ｕ′
ｙ′＋

ｖ′
（ ）ｘ′ ＝

ｌ１ｌ２εｘ＋ｍ１ｍ２εｙ＋ｎ１ｎ２εｚ＋（ｌ１ｍ２＋ｌ２ｍ１）γｘｙ ＋ 　　　　
（ｌ１ｎ２＋ｌ２ｎ１）γｘｚ ＋（ｍ１ｎ２＋ｍ２ｎ１）γｙｚ （２．３５ｄ）

γｘ′ｚ′ ＝１２
ｕ′
ｚ′＋

ｗ′
（ ）ｘ′ ＝

ｌ１ｌ３εｘ＋ｍ１ｍ３εｙ＋ｎ１ｎ３εｚ＋（ｌ２ｍ３＋ｌ３ｍ２）γｘｚ ＋ 　　　　
（ｌ１ｎ３＋ｌ３ｎ１）γｘｚ ＋（ｍ１ｎ３＋ｍ３ｎ１）γｙｚ （２．３５ｅ）

γｙ′ｚ′ ＝１２
ｖ′
ｚ′＋

ｗ′
（ ）ｘ′ ＝

ｌ２ｌ３εｘ＋ｍ２ｍ３εｙ＋ｎ２ｎ３εｚ＋（ｌ２ｍ３＋ｌ３ｍ２）γｘｙ ＋ 　　　　
（ｌ２ｎ３＋ｌ３ｎ２）γｘｚ ＋（ｍ２ｎ３＋ｍ３ｎ２）γｙｚ （２．３５ｆ）

这就是空间应变率的转换方程。将式（２．３５ａ～ｆ）与式（２．１０）～式（２．１５）对比，可以看出，应变
率的转换方程同应力的转换方程一样，都是服从张量的坐标转换法则的。
由此可得结论，在粘性流场中，在任一瞬间，任一点的应力和应变率都可以用对称张量来

表示。但是，此二者之间有没有关系呢？在固体中，如果在弹性限度以内，应力与应变是成正
比的，或者说可以用胡克定律将二者联系起来；而在粘性流体中，有没有与胡克定律相类似的
定律？答案是肯定的。

２．５　应力与应变率之间的关系

将固体中的应变与应力联系起来的胡克定律是一个由实验得出的定律；但在流体中，应变
率与应力很难直接测量，因此，直接从实验来确立应力与应变率之间的关系就困难了。但是可
以根据已有的实践经验，引用一些合理的假设，运用逻辑推理和数学演绎来推导它们之间应当
存在的关系；然后，将此关系应用于具体问题，并将得到的结果与实验结果进行比较，反过来验
证这些假设的正确性。

２．５．１　三个假设（斯托克斯假设）

　　这三个假设的内容如下。

① 应力只与应变率有关，而且是线性关系。
假设

σｘ ＝σｘ（εｘ，εｙ，εｚ，γｘｙ，γｘｚ，γｙｚ）＝
Ａεｘ＋Ｂεｙ＋Ｃεｚ＋Ｄγｘｙ ＋Ｅγｘｚ ＋Ｆγｙｚ ＋Ｇ （２．３６）

２３



式中，Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ，Ｆ，Ｇ都是待定的与应变率无关的系数。对于其他５个应力σｙ，σｚ，τｘｙ，τｘｚ
和τｙｚ也有类似的方程式。这是仿照固体力学中的胡克定律直接写出的。

② 应力与应变率之间的关系不因坐标系的转换而改变（各向同性假设）。
假设在Ｏｘ′ｙ′ｚ′坐标系中也存在形式如下的６个关系式

σｘ′ ＝Ａεｘ′＋Ｂεｙ′＋Ｃεｚ′＋Ｄγｘ′ｙ′＋Ｅγｘ′ｚ′＋Ｆγｙ′ｚ′＋Ｇ （２．３７）
而且式（２．３７）中的诸系数Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ，Ｆ，Ｇ与式（２．３６）中的相应系数完全一样。这就是假
设流体的物理性质不因坐标轴方向的改变而改变。这种性质，称为各向同性。

③ 当所有的应变率均等于零时，应力应当等于静压强。
当εｘ＝０，εｙ＝０，εｚ＝０，γｘｙ＝０，γｘｚ＝０，γｙｚ＝０的时候，下式成立

σｘ ＝σｙ ＝σｚ ＝－ｐ
τｘｙ ＝τｘｚ ＝τｙｚ ＝ ｝０ （２．３８）

这个假设是必须的。因为所得的应力与应变率之间的关系，在流体静止（应变率等于零）时也
应当成立。
以上所做的三个假设，现在只能说似乎是合理的。究竟客观规律是否如此，只有先从这些

假设出发，推得应力与应变率之间的关系，然后用实验事实来进行验证。

２．５．２　平面应力与应变率之间的关系

为了简单起见，可以根据以上三个假设来推导平面应力与平面应变率之间的关系。根据
假设①，可将流场中任一点的应力与应变率之间的关系写为

σｘ ＝Ａ１εｘ＋Ｂ１εｙ＋Ｃ１γｘｙ ＋Ｄ１
σｙ ＝Ａ２εｘ＋Ｂ２εｙ＋Ｃ２γｘｙ ＋Ｄ２
τｘｙ ＝Ａ３εｘ＋Ｂ３εｙ＋Ｃ３γｘｙ ＋Ｄ

烍
烌

烎３

（２．３９）

式中，Ａ１，Ｂ１，…，Ｄ３是待定的、与应变率无关的１２个系数。现在来求这１２个系数。
先进行坐标转换

ｘ″＝－ｘ
ｙ″＝ ｝ｙ

（２．４０）

即任一点Ｍ 在原坐标系中的坐标（ｘ，ｙ）与其在新坐标系中的坐标（ｘ″，ｙ″）以式（２．４０）相联系。
根据假设②，点Ｍ 的应力与应变率间的关系应是

σｘ″ ＝Ａ１εｘ″＋Ｂ１εｙ″＋Ｃ１γｘ″ｙ″＋Ｄ１
σｙ″ ＝Ａ２εｘ″＋Ｂ２εｙ″＋Ｃ２γｘ″ｙ″＋Ｄ２
τｚ″ｙ″ ＝Ａ３εｘ″＋Ｂ３εｙ″＋Ｃ３γｘ″ｙ″＋Ｄ

烍
烌

烎３

（２．４１）

对式（２．４０）微分，得点Ｍ 的速度在两坐标系间的关系为
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ｕ″＝ｄｘ″ｄｔ ＝－
ｄｘ
ｄｔ＝－ｕ

ｖ″＝ｄｙ″ｄｔ ＝
ｄｙ
ｄｔ＝

烍

烌

烎
ｖ

（２．４２）

式（２．４２）为同一个点Ｍ 的速度、但用图２．１４所示的两个不同坐标系描写时应有的关系。现
在来看同一个点Ｍ 的应变率用图２．１４所示的两个不同坐标系描写时的关系如何。

图２．１４　不同坐标系中的应变与应变率

εｘ″ ＝ｕ″ｘ″＝
ｕ″
ｘ
ｘ
ｘ″＋

ｕ″
ｙ
ｙ
ｘ″＝


ｘ
（－ｕ）（－１）＋ｙ

（－ｕ）（０）＝ｕｘ＝εｘ　　
（２．４３ａ）

εｙ″ ＝ｖ″ｙ″＝
ｖ″
ｘ
ｘ
ｙ″＋

ｖ″
ｙ
ｙ
ｙ″＝


ｘ
（ｖ）（０）＋ｙ

（ｖ）（１）＝ｖｙ＝εｙ　　　　　
（２．４３ｂ）

γｘ″ｙ″ ＝１２
ｕ″
ｙ″＋

ｖ″
（ ）ｘ″ ＝

１
２

ｕ″
ｘ
ｘ
ｙ″＋

ｕ″
ｙ
ｙ
ｙ（ ）″ ＋ ｖ″

ｘ
ｘ
ｘ″＋

ｖ″
ｙ
ｙ
（ ）［ ］ｘ″ ＝

１
２

ｙ
（－ｕ）＋ ｘ

（ｖ）（－１［ ］）＝
－１２

ｕ
ｙ＋

ｖ
（ ）ｘ ＝－γｘｙ （２．４３ｃ）

再看同一个点Ｍ 的应力用图２．１４所示的两坐标系描写时的关系如何。过点Ｍ 作一个很小
的矩形ａｂｄｃ，并设此矩形表面的应力为σｘ，σｙ，τｘｙ（＝τｙｘ），如图２．１４所示。用Ｏｘｙ坐标系来
描写ｂｄ面上的应力时，因ｂｄ面为正ｘ面，故σｘ 为正应力，τｘｙ为正剪应力。但用Ｏｘ″ｙ″坐标系
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来描写同一ｂｄ面上的应力时，因ｂｄ面为负ｘ″面，所以σｘ″为正应力，τｘ″ｙ″为负剪切应力。同理，有

σｘ ＝σｘ″
τｘｙ ＝－τｘ″ｙ″

（２．４４）

以及

σｙ ＝σｙ″
将式（２．４３ａ～ｃ）代入式（２．４１），得

σｘ″ ＝Ａ１εｘ＋Ｂ１εｙ＋Ｃ１（－γｘｙ）＋Ｄ１
σｙ″ ＝Ａ２εｘ＋Ｂ２εｙ＋Ｃ２（－γｘｙ）＋Ｄ２
τｘ″ｙ″ ＝Ａ３εｘ＋Ｂ３εｙ＋Ｃ３（－γｘｙ）＋Ｄ

烍
烌

烎３

（２．４５）

将式（２．４４）代入式（２．３９），得

σｘ″ ＝Ａ１εｘ＋Ｂ１εｙ＋Ｃ１γｘｙ ＋Ｄ１
σｙ″ ＝Ａ２εｘ＋Ｂ２εｙ＋Ｃ２γｘｙ ＋Ｄ２
τｘ″ｙ″ ＝－Ａ３εｘ－Ｂ３εｙ－Ｃ３γｘｙ －Ｄ

烍
烌

烎３

（２．４６）

由式（２．４６）中的第１、第２和第３式分别减去式（２．４５）中的第１、第２和第３式得

２Ｃ１γｘｙ ＝０
２Ｃ２γｘｙ ＝０
２Ａ３εｘ＋２Ｂ３εｙ＋２Ｄ３ ＝

烍
烌

烎０

（２．４７）

因为点Ｍ 是任意选的，其应变率εｘ，εｙ，γｘｙ均不为零，所以

Ｃ１ ＝Ｃ２ ＝Ａ３ ＝Ｂ３ ＝Ｄ３ ＝０ （２．４８）
这样，１２个未知数中就只有７个是未知的了，而式（２．３９）就变为

σｘ ＝Ａ１εｘ＋Ｂ１εｙ＋Ｄ１
σｙ ＝Ａ２εｘ＋Ｂ２εｙ＋Ｄ２
τｘｙ ＝Ｃ３γｘ

烍
烌

烎ｙ

（２．４９）

图２．１５　不同的坐标系

再进行一次坐标轴转换（图２．１５）。设Ｏｘ′ｙ′坐标
系与Ｏｘｙ坐标系间的夹角为θ，则根据假设②，应有下
列关系式存在，即

σｘ′ ＝Ａ１εｘ′＋Ｂ１εｙ′＋Ｄ１
σｙ′ ＝Ａ２εｘ′＋Ｂ２εｙ′＋Ｄ２
τｘ′ｙ′ ＝Ｃ３γｘ′ｙ

烍
烌

烎′

（２．５０）

将式（２．４９）代入应力转换方程式（２．１８），得

σｘ′ ＝σｘ＋σｙ２ ＋σｘ－σｙ２ ｃｏｓ２θ＋τｘｙｓｉｎ２θ＝

εｘ
２
（Ａ１＋Ａ２）＋εｙ２

（Ｂ１＋Ｂ２）＋Ｄ１＋Ｄ２２ ＋Ｃ３γｘｙｓｉｎ２θ＋　 　　　　
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εｘ
２
（Ａ１－Ａ２）＋εｙ２

（Ｂ１－Ｂ２）＋Ｄ１－Ｄ２［ ］２ ｃｏｓ２θ （２．５１）

此外，将应变率转换方程式（２．２９ａ～ｃ）代入式（２．５０），得

σｘ′ ＝Ａ１εｘ′＋Ｂ１εｙ′＋Ｄ１ ＝

Ａ１ εｘ＋εｙ２ ＋εｘ－εｙ２ ｃｏｓ２θ＋γｘｙｓｉｎ２（ ）θ ＋
Ｂ１ εｘ＋εｙ２ ＋εｘ－εｙ２ ｃｏｓ２θ－γｘｙｓｉｎ２（ ）θ ＋Ｄ１ （２．５２）

因θ为任何值时，式（２．５１）和式（２．５２）均成立，故ｓｉｎ２θ和ｃｏｓ２θ以及没有θ的项在以上３式
中必须相等。由此得到

γｘｙ（Ａ１－Ｂ１）＝Ｃ３γｘｙ
εｘ
２
（Ａ１－Ａ２）＋εｙ２

（Ｂ１－Ｂ２）＋Ｄ１－Ｄ２２ ＝

　　Ａ１２
（εｘ－εｙ）＋

Ｂ１
２
（εｘ－εｙ）＝

　　εｘ２
（Ａ１－Ｂ１）＋εｙ２

（Ｂ１－Ａ１）

εｘ
２
（Ａ１＋Ａ２）＋εｙ２

（Ｂ１＋Ｂ２）＋Ｄ１＋Ｄ２２ ＝

　　Ａ１２
（εｘ＋εｙ）＋

Ｂ１
２
（εｘ＋εｙ）＋Ｄ１ ＝

　　εｘ２
（Ａ１＋Ｂ１）＋εｙ２

（Ａ１＋Ｂ１）＋Ｄ

烍

烌

烎１

（２．５３）

εｘ 和εｙ 为任何值时，式（２．５３）均必须满足，故式（２．５３）左右两边的εｘ 和εｙ 的系数必须分别相
等，即

Ｄ１－Ｄ２
２ ＝０

Ａ１－Ａ２ ＝Ａ１－Ｂ１
Ｂ１－Ｂ２ ＝Ｂ１－Ａ１
Ａ１－Ｂ１ ＝Ｃ３

由此得
Ｄ１ ＝Ｄ２，　Ａ２ ＝Ｂ１，　Ａ１ ＝Ｂ２ （２．５４）

将式（２．５４）代入式（２．４９），该式化为

σｘ ＝Ａ１εｘ＋Ｂ１εｙ＋Ｄ１ ＝ （Ａ１－Ｂ１）εｘ＋Ｂ１（εｘ＋εｙ）＋Ｄ１
σｙ ＝Ａ２εｘ＋Ｂ２εｙ＋Ｄ２ ＝Ｂ１εｘ＋Ａ１εｙ＋Ｄ１ ＝
　　 （Ａ１－Ｂ１）εｙ＋Ｂ１（εｘ＋εｙ）＋Ｄ１
τｘｙ ＝Ｃ３γｘｙ －（Ａ１－Ｂ１）γｘ

烍

烌

烎ｙ

（２．５５）
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现在只有３个系数Ａ１，Ｂ１ 和Ｄ１ 待定了。
再引用假设③，当所有的应变率εｘ＝εｙ＝γｘｙ＝０时，下列关系式应成立，即

σｘ ＝σｙ ＝－ｐ，　τｘｙ ＝０
代入式（２．５５），得

Ｄ１ ＝－ｐ （２．５６）
因此，原来的１２个待定系数，现在只剩下两个系数Ａ１和Ｂ１待定了。这是在上述三个假设的
情况下，简化得到的数量最少的系数，不可能再减少了。
为了与一般的粘性系数的定义符合，采用两个系数μ和μ′来代替Ａ１和Ｂ１，即定义

Ａ１－Ｂ１ ＝２μ

Ｂ１ ＝－２３
（μ－μ′）

则式（２．５５）最后化为

σｘ ＝２μεｘ－
２
３
（μ－μ′）（εｘ＋εｙ）－ｐ＝

　　 ２μ
ｕ
ｘ－

２
３
（μ－μ′）

ｕ
ｘ＋

ｖ
（ ）ｙ

σｙ ＝２μ
ｖ
ｙ－

２
３
（μ－μ′）

ｕ
ｘ＋

ｖ
（ ）ｙ －ｐ

τｘｙ ＝μ
ｕ
ｙ＋

ｖ
（ ）

烍

烌

烎ｘ

（２．５７）

这就是所求得的平面应力与平面应变率间的关系式。如何决定这两个待定系数μ和μ′（μ称
为粘性系数，μ′则称为第二粘性系数）以及怎样解释其物理意义，就是下面要做的事。值得注
意的是，在不可压流体中，因连续方程为

ｕ
ｘ＋

ｖ
ｙ＝

０

式（２．５７）可简化为

σｘ ＝２μ
ｕ
ｘ－ｐ

σｙ ＝２μ
ｖ
ｙ－ｐ

τｘｙ ＝μ
ｕ
ｙ＋

ｖ
（ ）
烍

烌

烎ｘ

（２．５８）

因此，在不可压流情况下，只剩下一个待定系数μ了。这个待定系数，下面会看到，就是粘性
系数。

２．５．３　空间应力与应变率之间的关系

完全仿照上面的做法，只是代数过程麻烦一点，不难得到空间应力和应变率之间的关系为
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σｘ ＝２μ
ｕ
ｘ－

２
３
（μ－μ′）

ｕ
ｘ＋

ｖ
ｙ＋

ｗ
（ ）ｚ －ｐ

σｙ ＝２μ
ｖ
ｙ－

２
３
（μ－μ′）

ｕ
ｘ＋

ｖ
ｙ＋

ｗ
（ ）ｚ －ｐ

σｚ ＝２μ
ｗ
ｚ－

２
３
（μ－μ′）

ｕ
ｘ＋

ｖ
ｙ＋

ｗ
（ ）ｚ －ｐ

τｘｙ ＝μ
ｕ
ｙ＋

ｖ
（ ）ｘ ＝τｙｘ

τｘｚ ＝μ
ｕ
ｚ＋

ｗ
（ ）ｘ ＝τｚｘ

τｘｚ ＝μ
ｖ
ｚ＋

ｗ
（ ）ｙ ＝τｚ

烍

烌

烎ｙ

（２．５９）

在不可压流体中，因连续方程为

ｕ
ｘ＋

ｖ
ｙ＋

ｗ
ｚ ＝

０

故应力与应变率之间的关系简化为

σｘ ＝２μ
ｕ
ｘ－ｐ

σｙ ＝２μ
ｖ
ｙ－ｐ

σｚ ＝２μ
ｗ
ｚ－ｐ

τｘｙ ＝μ
ｕ
ｙ＋

ｖ
（ ）ｘ ＝τｙｘ

τｘｚ ＝μ
ｕ
ｚ＋

ｗ
（ ）ｘ ＝τｚｘ

τｙｚ ＝μ
ｖ
ｚ＋

ｗ
（ ）ｘ ＝τｚ

烍

烌

烎ｙ

（２．６０）

与平面流动情况一样，此处也只剩下一个待定系数，即粘性系数μ了。
由式（２．５９）看出，当流体静止时，其所有的应变率均等于零，从而剪应力均等于零。这时，

３个正应力都等于（－ｐ），这正是静力学所要求的。

２．６　应力与应变率间关系的验证

参看图２．１６，两个无限长平板间充满粘性流体，下板静止不动，上板以等速Ｖ 沿其平面移
动。这时，流体将一层一层地流动；但各层的速度不同，紧贴下板的流体速度为零，而紧贴上板
的流体速度则为Ｖ，沿Ｏｙ线上的速度分布如图２．１６所示。在第１章有关剪应力的定义中，任
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图２．１６　粘性应力实例

一点Ｍ 处的剪应力可表示为
剪应力 ＝ 粘性系数×速度梯度

即

τ＝ 粘性系数×ｕｙ
（２．６１）

现在，将２．５节得出的剪应力公式

τｙｘ ＝μ
ｖ
ｘ＋

ｕ
（ ）ｙ

应用于此情况，因

ｖ≡０
所以

ｖ
ｘ＝

０

由此得

τｙｘ ＝μ
ｕ
ｙ

（２．６２）

将式（２．６２）和式（２．６１）比较可知，待定系数μ就是牛顿定律中的粘性系数。μ的单位是

［μ］＝
Ｎ·ｓ
ｍ２ ＝Ｐａ·ｓ

根据实验测量结果，压强对空气的粘性系数μ影响不大，一般都可以忽略；而温度的影响则可
用下式表示为

μ（ｔ）＝１．７４５×１０－
６＋５．０３×１０－９×ｔ℃ Ｎ·ｓ

ｍ（ ）２ （２．６３）

由式（２．６３）也可以看出，当温度变化不大时，μ可视为常数。在ｔ＝１５℃时，空气的μ为

μ＝１．８２×１０－
６Ｎ·ｓ
ｍ２

（２．６４）

但当温度变化甚大，例如高速飞行，飞行器表面因摩擦而导致温度升高很多时，温度对μ的影
响就不能忽略，而要用式（２．６３）来计算μ值了。只有在低速飞行时，μ方可视为常数。
关于第二粘性系数μ′，现在还无法用实验直接测出。但根据分子运动理论，如将流体视

为完全气体（即这种气体可视为一群单个的、完全弹性的小球互相杂乱无章地碰撞所组成的气
体）时，可得到结果为

μ＝
１
３ρｃｌ

，　μ′＝０ （２．６５）

式中，ｌ为分子运动的平均自由程；ｃ是分子运动的速度；ρ是气体的密度。在一般情况下，空气
可以近似地视为完全气体，所以μ′可以近似地视为零。今后就假设μ′＝０。
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２．７　纳维 斯托克斯运动微分方程

２．７．１　一般情况下的纳维 斯托克斯方程

现在，在最一般情况下来推导粘性流体运动时所服从的动力学规律。假设流体不但有粘
性而且可压缩。参看图２．１７，在任一瞬间ｔ，在流场中任一点Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ），以Ｍ 为几何中心，作
一矩形六面体流体微团，边长分别为ｄｘ，ｄｙ，ｄｚ。设在点Ｍ 处流体微团的速度与密度分别为

ｕ，ｖ，ｗ和ρ，单位质量流体所受的彻体力为Ｘ，Ｙ，Ｚ，应力为σｘ，σｙ，σｚ，τｘｙ＝τｙｘ，τｘｚ＝τｚｘ，τｙｚ＝
τｚｙ，则此流体微团的示力图如图２．１７所示（力未画全）。此流体微团之质量为

ρｄｘｄｙｄｚ

图２．１７　流体微团所受的粘性力

将牛顿第二定律应用于此微团，得ｘ方向的运动方程为

σｘ＋１２
σｘ
ｘ
ｄ（ ）ｘ － σｘ－１２σｘｘｄ（ ）［ ］ｘ ｄｙｄｚ＋

τｙｘ ＋１２
τｙｘ
ｙ
ｄ（ ）ｙ － τｙｘ －１２τｙｘｙｄ（ ）［ ］ｙ ｄｘｄｚ＋

τｚｘ ＋１２
τｚｘ
ｚ
ｄ（ ）ｚ － τｚｘ －１２τｚｘｚｄ（ ）［ ］ｚ ｄｘｄｙ＋

ρＸｄｘｄｙｄｚ＝ρｄｘｄｙｄｚ
ｄｕ
ｄｔ

整理后得

０４



ρ
ｄｕ
ｄｔ＝ρＸ＋

σｘ
ｘ＋

τｙｘ
ｙ ＋

τｚｘ
ｚ

（２．６６ａ）

同理，在ｙ方向和ｚ方向可得

ρ
ｄｖ
ｄｔ＝ρＹ＋

σｙ
ｙ＋

τｘｙ
ｘ ＋

τｚｙ
ｚ

（２．６６ｂ）

ρ
ｄｗ
ｄｔ ＝ρＺ＋

σｚ
ｚ＋

τｘｚ
ｘ ＋

τｙｚ
ｙ

（２．６６ｃ）

在应力与应变率间的关系式（２．５９）中，令μ′＝０以及μ＝常数，并代入式（２．６６ａ），得

ρ
ｄｕ
ｄｔ＝ρＸ＋


ｘ
２μ
ｕ
ｘ－

２
３μ

ｕ
ｘ＋

ｖ
ｙ＋

ｗ
（ ）ｚ －［ ］ｐ ＋


ｙμ

ｖ
ｘ＋

ｕ
（ ）［ ］ｙ ＋ｚμ

ｗ
ｘ＋

ｕ
（ ）［ ］ｚ ＝

ρＸ＋２μ
２ｕ
ｘ２－

２
３μ


ｘ
ｕ
ｘ＋

ｖ
ｙ＋

ｗ
（ ）ｚ －ｐｘ＋

μ

ｙ
ｖ
（ ）ｘ ＋μｙ ｕ（ ）ｙ ＋μｚ ｕ（ ）ｚ ＋μｚ ｗ（ ）ｘ ＝

ρＸ＋μ
２ｕ
ｘ２＋

２ｕ
ｙ２

＋
２ｕ
ｚ（ ）２ ＋１３μｘ ｕ

ｘ＋
ｖ
ｙ＋

ｗ
（ ）［ ］ｚ －ｐｘ

或

ｄｕ
ｄｔ＝Ｘ－

１
ρ
ｐ
ｘ＋ν

２ｕ
ｘ２＋

２ｕ
ｙ２

＋
２ｕ
ｚ（ ）２ ＋ν３ ｘ ｕｘ＋ｖｙ＋ｗ（ ）ｚ （２．６７ａ）

同理，得

ｄｖ
ｄｔ＝Ｙ－

１
ρ
ｐ
ｙ＋ν

２ｖ
ｘ２＋

２ｖ
ｙ２

＋
２ｖ
ｚ（ ）２ ＋ν３ ｙ ｕｘ＋ｖｙ＋ｗ（ ）ｚ （２．６７ｂ）

ｄｗ
ｄｔ ＝Ｚ－

１
ρ
ｐ
ｚ＋ν

２ｗ
ｘ２ ＋

２ｗ
ｙ２

＋
２ｗ
ｚ（ ）２ ＋ν３ ｚ ｕｘ＋ｖｙ＋ｗ（ ）ｚ （２．６７ｃ）

这就是粘性、可压缩流体所服从的动力学规律，也就是所谓的纳维 斯托克斯（Ｎａｖｉｅｒ
Ｓｔｏｋｅｓ）方程（亦称Ｎ Ｓ方程），它与理想流体的欧拉方程比较，多了右边因粘性而引起的两
项。如μ＝０（ν也等于０），则式（２．６７ａ～ｃ）就化成欧拉方程了。

２．７．２　不可压流的纳维 斯托克斯方程

不可压流的运动学规律是

ｕ
ｘ＋

ｖ
ｙ＋

ｗ
ｚ ＝

０ （２．６８）

代式（２．６８）入式（２．６７ａ～ｃ），即得不可压粘流所服从的动力学规律为

１４



ｄｕ
ｄｔ＝Ｘ－

１
ρ
ｐ
ｘ＋ν

２ｕ
ｘ２＋

２ｕ
ｙ２

＋
２ｕ
ｚ（ ）２

ｄｖ
ｄｔ＝Ｙ－

１
ρ
ｐ
ｙ＋ν

２ｖ
ｘ２＋

２ｖ
ｙ２

＋
２ｖ
ｚ（ ）２

ｄｗ
ｄｔ ＝Ｚ－

１
ρ
ｐ
ｚ＋ν

２ｗ
ｘ２ ＋

２ｗ
ｙ２

＋
２ｗ
ｚ（ ）

烍

烌

烎２

（２．６９）

２．７．３　不可压粘流问题的边界条件

当流体的压缩性可忽略以及ρ可视为常数时，问题化为在给定的边界条件下求４个未知
函数ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ），ｖ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ），ｗ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）和ｐ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）。这里正好有４个方程式（２．６８）和
式（２．６９），所以，问题是可解的。解此诸方程的物面边界条件为：物面上任一点的速度等于与
其接触的流体微团的速度。如物体是静止的，则与物体表面接触的流体微团的速度等于零，即
不但有

ｖｎ＝ 沿物体表面的法线分速 ＝０ （２．７０）
且有

ｖｔ＝ 沿物体表面的切向分速 ＝０ （２．７１）
这比理想流体的物面边界条件多了一个，即式（２．７１）。这是必须的，因式（２．６９）比欧拉方程提
高了一阶，边界条件就应该多一个。

２．７．４　可压缩粘性流动问题

可压缩粘性流动所服从的动力学规律是式（２．６７ａ～ｃ），运动学规律是

ρ
ｔ＋


ｘ
（ρｕ）＋


ｙ
（ρｖ）＋


ｚ
（ρｗ）＝０ （２．７２）

此时，未知函数是ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ），ｖ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ），ｗ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ），ρ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ），ｐ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ），μ（Ｔ）和温
度Ｔ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ），即７个未知数。现在，运动方程只有式（２．６７ａ～ｃ）和式（２．７２）这４个方程，故
尚需另找３个补充方程，其中之一为表示流体粘性性质的方程，如式（２．６３）

μ＝μ（Ｔ） （２．７３）
其二为流体的状态方程，如为完全气体（有时亦称为理想气体，但因为已定义μ＝０的流体为理
想流体，故此处用完全气体这一名词，以示μ≠０），则其状态方程为

ｐ＝ρＲＴ （２．７４）
其三就是热力学中的能量方程。

２．８　粘性不可压流的相似律

第１章已介绍了流场相似的概念。了解到，在完全相似的流场中，任何一对对应点上的任
２４



何一种物理量（如密度、压强和粘性系数等）都是成比例的，即

ρ′
ρ
＝ 常数 ＝ｋρ

ｐ′
ｐ ＝
常数 ＝ｋｐ

μ′
μ
＝ 常数 ＝ｋμ

…
同时也了解到雷诺数Ｒｅ是流场相似的一个条件或准则。在此基础上，应该讨论下列两个问
题：① 在什么条件下，两个流场会达到完全相似？② 在相似的条件下，模型实验的流场和实
物流场之间有什么关系？如何把模型实验的结果转用到实际情况中去？现在，有了Ｎ Ｓ方
程，就可以由此方程出发，全面分析一下流场相似的必要与充分条件。

２．８．１　两个粘性不可压流场完全相似的必要与充分条件

在不可压粘性流动中，流体运动所服从的规律是连续方程

ｕ
ｘ＋

ｖ
ｙ＋

ｗ
ｚ ＝

０

和纳维 斯托克斯方程

ｕ
ｔ＋

ｕｕ
ｘ＋

ｖｕ
ｙ＋

ｗｕ
ｚ＝

Ｘ－１
ρ
ｐ
ｘ＋

μ
ρ
２ｕ
ｘ２＋

２ｕ
ｙ２

＋
２ｕ
ｚ（ ）２

ｖ
ｔ＋

ｕｖ
ｘ＋

ｖｖ
ｙ＋

ｗｖ
ｚ＝

Ｙ－１
ρ
ｐ
ｙ＋

μ
ρ
２ｖ
ｘ２＋

２ｖ
ｙ２

＋
２ｖ
ｚ（ ）２

ｗ
ｔ＋

ｕｗ
ｘ＋

ｖｗ
ｙ＋

ｗｗ
ｚ ＝

Ｚ－１
ρ
ｐ
ｚ＋

μ
ρ
２ｗ
ｘ２ ＋

２ｗ
ｙ２

＋
２ｗ
ｚ（ ）

烍

烌

烎２

（２．７５）

式中，ρ和μ均为常数。
现在，把式（２．７５）中的诸物理量化为量纲一的形式，即假设

ｕ＝ｕ′Ｖ∞，　ｖ＝ｖ′Ｖ∞，　ｗ＝ｗ′Ｖ∞

ｐ＝ｐ′ｐ∞， ρ＝ρ′ρ∞， μ＝μ′μ∞

Ｘ ＝Ｘ′ｇ， Ｙ ＝Ｙ′ｇ， Ｚ＝Ｚ′ｇ
ｘ＝ｘ′Ｌ， ｙ＝ｙ′Ｌ， ｚ＝ｚ′Ｌ，　ｔ＝

烍

烌

烎ｔ′Ｔ

（２．７６）

在不可压流中，ρ＝ρ∞，μ＝μ∞。由此得，ρ′＝１，μ′＝１。式中带“′”者均是量纲一的量，有下标
“∞”者为远前方（或原始流动）的物理量，Ｌ和Ｔ 是这个流动中有代表性的长度和时间，ｇ为重
力加速度。将式（２．７６）代入式（２．７５），经过下列推导可得量纲一形式的方程组（２．７７ａ～ｃ）：

Ｖ∞

Ｌ
ｕ′
ｘ′＋

ｖ′
ｙ′＋

ｗ′
（ ）ｚ′ ＝０

３４



或 ｕ′
ｘ′＋

ｖ′
ｙ′＋

ｗ′
ｚ′ ＝

０

Ｖ∞

Ｌ
ｕ′
ｔ′＋

Ｖ２∞
Ｌ
ｕ′ｕ′
ｘ′＋

ｖ′ｕ′
ｙ′＋

ｗ′ｕ′
（ ）ｚ′ ＝

ｇＸ′－ｐ∞
ρ∞Ｌ

ｐ′
ｘ′＋

μ∞Ｖ∞

ρ∞Ｌ
２
２ｕ′
ｘ′２＋

２ｕ′
ｙ′２

＋
２ｕ′
ｚ′（ ）２

用Ｖ
２
∞

Ｌ
除上式各项，得

Ｌ
Ｖ∞

Ｔ
ｕ′
ｔ′＋

ｕ′ｕ′
ｘ′＋

ｖ′ｕ′
ｙ′＋

ｗ′ｕ′
（ ）ｚ′ ＝

ｇＬ
Ｖ２∞

Ｘ′－ ｐ∞

ρ∞Ｖ
２
∞



ｐ′
ｘ′＋

μ∞
ρ∞Ｖ∞


Ｌ
２ｕ′
ｘ′２＋

２ｕ′
ｙ′２

＋
２ｕ′
ｚ′（ ）２ （２．７７ａ）

同理，得其余二式为

Ｌ
Ｖ∞

Ｔ
ｖ′
ｔ′＋

ｕ′ｖ′
ｘ′＋

ｖ′ｖ′
ｙ′＋

ｗ′ｖ′
（ ）ｚ′ ＝

ｇＬ
Ｖ２∞

Ｙ′－ ｐ∞

ρ∞Ｖ
２
∞



ｐ′
ｙ′＋

μ∞
ρ∞Ｖ∞


Ｌ
２ｖ′
ｘ′２＋

２ｖ′
ｙ′２

＋
２ｖ′
ｚ′（ ）２ （２．７７ｂ）

Ｌ
Ｖ∞

Ｔ
ｗ′
ｔ′＋

ｕ′ｗ′
ｘ′＋

ｖ′ｗ′
ｙ′＋

ｗ′ｗ′
（ ）ｚ′ ＝

ｇＬ
Ｖ２∞

Ｚ′－ ｐ∞

ρ∞Ｖ
２
∞



ｐ′
ｚ′＋

μ∞
ρ∞Ｖ∞


Ｌ
２ｗ′
ｘ′２ ＋

２ｗ′
ｙ′２

＋
２ｗ′
ｚ′（ ）２ （２．７７ｃ）

绕实物或绕模型的流场都是服从纳维 斯托克斯方程的，所以，如果假设式（２．７５）是对实
物流场写下的，则同样可写下模型流场的运动方程为

ｕ′
ｘ′１＋

ｖ′
ｙ′１＋

ｗ′
ｚ′１ ＝

０

Ｌ１
Ｖ１∞Ｔ


１

ｕ′１
ｔ′１＋

ｕ′１ｕ′１ｘ′１＋
ｖ′１ｕ′１ｙ′１＋

ｗ′１ｕ′１ｚ′（ ）１ ＝
ｇＬ１
Ｖ２１∞

Ｘ′１－ ｐ１∞

ρ１∞Ｖ
２
１∞



ｐ′１
ｘ′１＋

μ１∞
ρ１∞Ｖ１∞Ｌ

１

２ｕ′１
ｘ′２１

＋
２ｖ′１
ｙ′２１

＋
２ｗ′１
ｚ′（ ）２

１
（２．７８ａ）

Ｌ１
Ｖ１∞Ｔ


１

ｖ′１
ｔ′１＋

ｕ′１ｖ′１ｘ′１＋
ｖ′１ｖ′１ｙ′１＋

ｗ′１ｖ′１ｚ′（ ）１ ＝
ｇＬ１
Ｖ２１∞

Ｙ′１－ ｐ１∞

ρ１∞Ｖ
２
１∞



ｐ′１
ｙ′１＋

μ１∞
ρ１∞Ｖ１∞Ｌ

１

２ｖ′１
ｘ′２１

＋
２ｖ′１
ｙ′２１

＋
２ｖ′１
ｚ′（ ）２

１
（２．７８ｂ）

Ｌ１
Ｖ１∞Ｔ


１

ｗ′１
ｔ′１＋

ｕ′１ｗ′１ｘ′１ ＋
ｖ′１ｗ′１ｙ′１ ＋

ｗ′１ｗ′１ｚ′（ ）１ ＝

ｇＬ１
Ｖ２１∞

Ｚ′１－ ｐ１∞

ρ１∞Ｖ
２
１∞



ｐ′１
ｚ′１＋

μ１∞
ρ１∞Ｖ１∞Ｌ

１

２ｗ′１
ｘ′２１

＋
２ｗ′１
ｙ′２１

＋
２ｗ′１
ｚ′（ ）２

１
（２．７８ｃ）
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比较方程组（２．７７）和方程组（２．７８）可以看出，只要这两组方程中的彻体力相等和由波浪线所
标示的复合参数（由流场中具有代表性的物理量所组成，对一定的流场而言，是等于常数的）分
别相等，即

Ｌ
Ｖ∞Ｔ

＝ Ｌ１
Ｖ１∞Ｔ１

，　 ｇＬ
Ｖ２ ＝

ｇＬ１
Ｖ２１∞

ｐ∞
ρ∞Ｖ

２
∞
＝ ｐ１∞
ρ１∞Ｖ

２
１∞

，　 μ∞
ρ∞Ｖ∞Ｌ

＝ μ１∞
ρ１∞Ｖ１∞Ｌ

烍

烌

烎１

（２．７９）

则这两组方程就完全相同。如果边界条件相同（包括模型和实物几何相似）和初始条件相同，
这两组方程的解也一定完全相同，亦即在两流场中任一对应点（ｘ′１，ｙ′１，ｚ′１）和任一对应时间ｔ′，
将有

ｕ′＝ｕ′１，　ｖ′＝ｖ′１，　ｗ′＝ｗ′１
ｐ′＝ｐ′ ｝

１

（２．８０）

根据量纲一的定义式（２．７６）和式（２．８０），得

ｕ
Ｖ∞

＝ ｕ１Ｖ１∞

或 ｕ１
ｕ ＝

Ｖ１∞
Ｖ∞

＝ 常数 ＝ｋＶ

同样

ｖ１
ｖ ＝

ｖ１∞
Ｖ∞

＝ｋＶ

ｗ１
ｗ ＝ｖ１∞Ｖ∞

＝ｋ
烍

烌

烎Ｖ
（２．８１）

ｐ１
ｐ ＝

ｐ１∞
ｐ∞

＝ 常数 ＝ｋｐ

亦即，在任何一对对应点上，在任何对应瞬间，两流场中所对应的物理量都保持一定的常数比，
这就符合了先前所下的两个流场完全相似的定义。

２．８．２　相似准则

式（２．７９）中的复合参数都是量纲一的，在流体力学中，分别有一定的名称和惯用的符号，
现分述如下。

　　（１）斯特劳哈尔数Ｓｒ

Ｓｒ＝ Ｌ
Ｖ∞Ｔ

（２．８２）

　　（２）弗劳德数Ｆｒ

Ｆｒ＝ Ｖ∞

ｇ槡Ｌ
（２．８３）

５４



　　（３）欧拉数Ｅｕ

Ｅｕ＝ ｐ∞
ρ∞Ｖ

２
∞

（２．８４）

　　（４）雷诺数Ｒｅ

Ｒｅ＝ρ∞Ｖ∞Ｌ
μ∞

（２．８５）

　　根据上面所述，任何两个粘性不可压流动，只要初始条件和边界条件相同，再加上Ｓｒ，Ｆｒ，

Ｅｕ和Ｒｅ诸数相等，则这两种流动就完全相似。通常又称Ｓｒ，Ｆｒ，Ｅｕ和Ｒｅ为不可压粘性流动
的四个相似准则。
这样，就回答了本节开始时所提出的第①个问题，即在什么条件下，两个流动达到完全相

似的问题。下面来讨论第②个问题，即：在相似的情况下，模型实验结果和实际流场有什么关
系？如何把模型实验结果转用到实际流场中去？

２．９　两组相似流场间空气动力特性间的关系

假设模型与实物是几何相似的，流过两物体的流场也完全相似，如图２．１８所示。在任一
对应瞬间ｔ和ｔ１，在流场中任一对应点Ａ和Ａ１处取两个体积为ΔＶ 和ΔＶ１的相似流体微团，
其质量分别为Δｍ和Δｍ１。令Δｌ和Δｌ１ 分别表示其长度尺寸，则

Δｍ＝ρΔＶ ＝Ｋρ（Δｌ）
３

Δｍ１ ＝ρ１ΔＶ１ ＝Ｋρ１（Δｌ１）
３

图２．１８　流场相似示意图

式中，Ｋ 是一个常数，取决于所取流体微团的几何形状（如为立方体，则Ｋ＝１）。设此二微团
的加速度分别为ａ和ａ１，所受的微合力分别为ΔＦ和ΔＦ１。因为流动完全相似，此二微合力的
方向当然相同，它们的绝对值之比可写为

ΔＦ１
ΔＦ ＝

Δｍ１ａ１
Δｍａ ＝Ｋρ１ａ１

（Δｌ１）３

Ｋρａ（Δｌ）
３ ＝ρ１ａ１

（Δｌ１）３

ρａ（Δｌ）
３ ＝ｋρｋａ（ｋｌ）３ （２．８６）

或

ｄＦ１
ｄＦ ＝ｋρ

ｋｌ
ｋ２（ ）
ｔ
（ｋｌ）３ ＝ｋρ

ｋｌ
ｋ（ ）ｔ

２

ｋ２ｌ ＝ｋρｋ２Ｖｋ２ｌ （２．８７）

因为ΔＦ和ΔＦ１ 的方向相同，所以它们的３个分量之间的关系也可以写成
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ΔＸ１
ΔＸ ＝ｋρｋ２Ｖｋ２ｌ

ΔＹ１
ΔＹ ＝ｋρｋ２Ｖｋ２ｌ

ΔＺ１
ΔＺ ＝

ｋρｋ２Ｖ２

烍

烌

烎ｌ

（２．８８）

如将流体分成许多小微团，则整个流体所受的力为这许多小微团受力之和，即

Ｘ＝ΣΔＸ，　 Ｙ ＝ΣΔＹ，　 Ｚ＝ΣΔＺ
Ｘ１ ＝ΣΔＸ１，　Ｙ１ ＝ΣΔＹ１，　Ｚ１ ＝ΣΔＺ ｝１ （２．８９）

将式（２．８８）代入式（２．８９），得

Ｘ１
Ｘ ＝ｋρｋ２Ｖｋ２ｌ，　

Ｙ１
Ｙ ＝ｋρｋ２Ｖｋ２ｌ，　

Ｚ１
Ｚ ＝ｋρｋ

２
Ｖｋ２ｌ （２．９０）

按反作用定律，流体对物体的作用力与流体所受到的反作用力大小相等，方向相反。所以，如
将Ｘ，Ｙ，Ｚ和Ｘ１，Ｙ１，Ｚ１分别看做物体与模型所受的气动力，则式（２．９０）仍然成立。
以直匀流流过如图２．１９所示等速平飞的飞机为例，这时迎角为零。此飞行器受到一个阻

力Ｄ，其方向为Ｏｘ轴的正方向；还受到一个升力Ｌ，其方向为Ｏｚ轴的正方向。并定义下列气
动力系数

ＣＤ ＝ Ｄ
１
２ρＶ

２
∞Ｓ
＝ 阻力系数 （２．９１ａ）

ＣＬ ＝ Ｌ
１
２ρＶ

２
∞Ｓ
＝ 升力系数 （２．９１ｂ）

图２．１９　空气动力

式中，Ｓ为机翼的投影面积，或简称机翼面积（矩形
机翼的 Ｓ＝ 翼弦 × 翼展）。将式（２．９１ａ）代入
式（２９０），得其第１式为

　　
ＣＤ１ １２ρ１Ｖ

２
１∞Ｓ１

ＣＤ １２ρＶ
２
∞Ｓ

＝ｋρｋ２Ｖｋ２ｌ ＝ρ
１Ｖ２１∞ｌ２１
ρＶ

２
∞ｌ２

（２．９２）

式中，ｌ和ｌ１ 为机翼和模型的一个代表性尺寸（例
如翼弦长度）。因为模型与机翼几何相似，显然有

Ｓ１
Ｓ ＝ｋ

２
ｌ ＝ｌ

２
１

ｌ２

因此，式（２．９２）成为

ＣＤ ＝ＣＤ１ （２．９３ａ）
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同样，对于升力系数而言，下式成立

ＣＬ ＝ＣＬ１ （２．９３ｂ）
因此，得到下列重要结论：在流动完全相似的情况下，模型与实物的气动力系数相等。因此，如
果将在模型上所测得的Ｘ１，Ｙ１，Ｚ１换算成其相应的气动力系数，然后代入式（２．９０），就可以求
出实际物体所受的力Ｘ，Ｙ，Ｚ了。可以证明，在完全相似的流场中，模型与实物的这些气动
力系数皆分别相等。
这样，在２．８节开始处所提出的两个问题，就全部解决了。下面再进一步说明一些相似准

则的物理意义。

２．１０　一些相似准则的物理意义

一般说来，作用在流体微团上的力有下列数种（图２．２０）：粘性力Ｆｆ、压力Ｆｐ 和重力ＦＧ
（彻体力），再加以惯性力ＦＩ，可以组成一个封闭的力多边形。在完全相似的两种流动中，对应
点上（在对应的瞬间）的力多边形是相似的，据此可以看出一些相似准则的物理意义。

图２．２０　动力相似流场

２．１０．１　计及粘性力的相似准则———雷诺数Ｒｅ

假设在流动中彻体力可以忽略不计，流体的密度也可以视为不变，而且流动是定常的（空
气的低速定常流动就属于此种情况）。此时，相似条件就由主要作用力（粘性力和惯性力）的关
系来确定。
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参看图２２０，惯性力的大小等于流体微团的质量Δｍ乘以加速度ａ。如令ΔＦＩ 表示惯性
力，则

ΔＦＩ ＝ 惯性力 ＝Δｍ×ａ＝Ｋρ１（Δｌ）
３ａ１

所以

ΔＦＩ１
ΔＦＩ ＝

Ｋρ１（Δｌ１）
３ａ１

Ｋρ（Δｌ）
３ａ ＝ｋρｋ３ｌｋａ ＝ｋρｋ２Ｖｋ２ｌ

Ｋρ１ｖ
２
１ｌ２１

Ｋρｖ
２ｌ２ ＝

ρ１ｖ
２
１ｌ２１

ρｖ
２ｌ２

（２．９４）

粘性力ΔＦｆ 等于剪应力乘以作用面积ΔＳ。根据牛顿粘性定律，剪应力τ与法向速度梯
度成正比，且比例常数就是粘性系数μ，故

ΔＦｆ ＝τΔＳ＝μ
ｖ
ｎΔ
Ｓ

模型流场上的微元粘性力是

ΔＦｆ１ ＝τ１ΔＳ１ ＝μ１
ｖ１
ｎ１Δ

Ｓ１

所以

ΔＦｆ１
ΔＦｆ

＝
μ１
ｖ１
ｎ１Δ

Ｓ１

μ
ｖ
ｎΔ
Ｓ
＝ｋμｋＶｋｌ （２．９５）

当力多边形相似时，各对应边应成比例，故

ΔＦｆ１
ΔＦｆ

＝ΔＦＩ１ΔＦＩ　
或 　ΔＦＩ１ΔＦｆ１

＝ΔＦＩΔＦｆ
（２．９６）

因此得到

Ｋρ１（Δｌ１）
３ａ１

μ１
ｖ１
ｎ１Δ

Ｓ１
＝Ｋρ

（Δｌ）３ａ

μ
ｖ
ｎΔ
Ｓ

将上式两边同除右边的式子，得

ｋρｋ３ｌｋａ
ｋμｋＶｋｌ

＝１

或

ｋρｋＶｋｌ
ｋμ

＝１

最后得到

Ｒｅ１ ＝ρ１ｖ１ｌ１
μ１

＝ρｖｌ
μ
＝Ｒｅ （２．９７）

这就是说，当两个流场的惯性力与粘性力成同一比例时，其雷诺数必须相等。这是在相似流动
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中早已知道了的。但是，这里告诉我们，雷诺数的物理意义是流体微团所受的惯性力与粘性力
之比［见式（２．９６）］。雷诺数愈大，相对于惯性力而言，粘性力就愈小。
在模型实验中，如果两种流体的运动粘性系数相等，即

ν１ ＝μ１
ρ１
＝μ
ρ
＝ν

则在计及粘性相似时，式（２．９７）化为

ｖ１ｌ１ ＝ｖｌ （２．９８）
可见，如果模型比实物小，则流速必须成比例地放大才能保持Ｒｅ数相等。

２．１０．２　计及重力时的相似准则———弗劳德数Ｆｒ

作用在流体微团上的重力ΔＦＧ，其大小为

ΔＦＧ ＝Δｍ·ｇ＝Ｋρ（Δｌ）３ｇ
ΔＦＧ１ ＝Δｍ１·ｇ＝Ｋρ１（Δｌ１）

３ｇ
如流场相似，则力多边形的对应边成比例。将重力与惯性力分别比较，应有

ΔＦＧ１
ΔＦＧ ＝

ΔＦＩ１
ΔＦＩ

或
ΔＦＧ１
ΔＦＩ１ ＝

ΔＦＧ
ΔＦＩ

将重力和惯性力的表达式（２．９６）分别代入上式，得

Ｋρ１（Δｌ１）
３ｇ

Ｋρ１（Δｌ１）
２ｖ２１
＝ Ｋρ

（Δｌ）３ｇ
Ｋρ（Δｌ）

２ｖ２

由此得

Δｌ１ｇ
ｖ２１

＝Δｌｇｖ２

将Δｌ１ 和Δｌ分别以其特征长度ｌ１ 和ｌ代替，得

Ｆｒ１ ＝ｌ１ｇｖ２１
＝ｌｇｖ２ ＝Ｆｒ

（２．９９）

这就是说，当重力与惯性力成比例时，Ｆｒ数必须相等。从这里还可以知道Ｆｒ数的物理意义是
流体微团的重量与其惯性力之比。
做模型实验时，如都在重力场中做实验，由式（２．９９）知，当Ｆｒ数相等时，有

ｌ１
ｖ２１
＝ ｌｖ２

（２．１００）

所以，如果模型比实物小，速度也应按下列比例缩小，即

ｖ１ ＝ｖ ｌ１槡ｌ （２．１０１）
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如不计及彻体力时，此准则自然不存在了。在空气动力学中，彻体力通常是忽略不计的，
但在处理水流问题，例如船在水中航行时，重力是不能忽略的，因而模型实验的Ｆｒ１ 应保证与
实际流场的Ｆｒ相等。

２．１０．３　压力相似时的相似准则———欧拉数Ｅｕ

流体微团所受压力的合力ΔＦｐ 等于其压强ｐ乘以表面积ΔＳ，所以

ΔＦｐ ＝ｐΔＳ

ΔＦｐ１ ＝ｐ１ΔＳ１
将压力与惯性力比较，如果力多边形相似，则

ΔＦｐ１
ΔＦｐ

＝Δ
ＦＩ１
ΔＦＩ

或

ΔＦｐ１
ΔＦＩ１

＝ ｐ１ΔＳ１
Ｋρ１（Δｌ１）

２ｖ２１
＝ΔＦｐΔＦＩ ＝

ｐΔＳ
Ｋρ（Δｌ）

２ｖ２

由此得

Ｅｕ１ ＝ ｐ１
ρ１ｖ

２
１
＝ ｐ
ρｖ

２ ＝Ｅｕ （２．１０２）

这就是说，当压力与惯性力成比例时，两个流场的欧拉数Ｅｕ必须相等。从这里也可知道，欧
拉数Ｅｕ的物理意义是压力与惯性力之比。

２．１０．４　非定常流动的相似准则———斯特劳哈尔数Ｓｒ

以上讨论的三种相似准则都与时间无关，而Ｓｒ数则是非定常运动的相似准则。假设两个
流场不但几何相似，而且对应点处的速度在对应瞬间成比例，则

ｖ１ ＝ｄｌ１ｄｔ１

ｖ＝ｄｌｄｔ
式中，ｌ１和ｌ分别为对应流线上的弧长（流体微团的对应路径）。因此

ｋＶ ＝ｖ１ｖ ＝
ｄｌ１／ｄｔ１
ｄｌ／ｄｔ ＝ｋｌ／ｋｔ （２．１０３）

如以Ｔ１，ｌ１ 和Ｔ，ｌ分别表示二流场的特征时间和特征长度，则式（２．１０３）可写为
ｖ１
ｖ ＝

ｌ１／Ｔ１
ｌ／Ｔ

或

Ｓｒ１ ＝ｖ１Ｔ１Ｌ１ ＝ｖＴＬ ＝Ｓｒ

１５



这就是说，在非定常流中，如果运动相似，则斯特劳哈尔数Ｓｒ必须相等。

２．１１　粘性不可压层流问题解法概述

粘性不可压流体流动所服从的动力学规律是下述纳维 斯托克斯方程

ｕ
ｔ＋

ｕｕ
ｘ＋

ｖｕ
ｙ＋

ｗｕ
ｚ＝

Ｘ－１
ρ
ｐ
ｘ＋ν

２ｕ
ｘ２＋

２ｕ
ｙ２

＋
２ｕ
ｚ（ ）２

ｖ
ｔ＋

ｕｖ
ｘ＋

ｖｖ
ｙ＋

ｗｖ
ｚ＝

Ｙ－１
ρ
ｐ
ｙ＋ν

２ｖ
ｘ２＋

２ｖ
ｙ２

＋
２ｖ
ｚ（ ）２

ｗ
ｔ＋

ｕｗ
ｘ＋

ｖｗ
ｙ＋

ｗｗ
ｚ ＝

Ｚ－１
ρ
ｐ
ｚ＋ν

２ｗ
ｘ２ ＋

２ｗ
ｙ２

＋
２ｗ
ｚ（ ）

烍

烌

烎２

（２．１０４）

以及连续方程

ｕ
ｘ＋

ｖ
ｙ＋

ｗ
ｚ ＝

０

式中，Ｘ，Ｙ，Ｚ是单位质量流体所受彻体力的分量。这些方程中的未知函数共有４个：ｕ，ｖ，ｗ
和ｐ，现在正好有４个方程式，所以问题是可以解决的。在具体求解式（２．１０４）时，待求的４个
未知函数尚需满足初始条件（例如ｔ＝０时）

ｕ＝ｆ１（ｘ，ｙ，ｚ，０）

ｖ＝ｆ２（ｘ，ｙ，ｚ，０）

ｗ＝ｆ３（ｘ，ｙ，ｚ，０）

ｐ＝ｆ４（ｘ，ｙ，ｚ，０

烍

烌

烎）

（２．１０５）

和边界条件（例如物体静止不动时）
在物体表面上 （ｖｎ）表面 ＝０
在无限远处 ｖ＝Ｖ∞

烍
烌
烎

（２．１０６）

　　与欧拉方程比较，式（２．１０４）多了右边最后一项。该项是二阶导数，其余诸项均为一阶导
数，故式（２．１０４）是比欧拉方程高了一阶的偏微分方程，因此确定其解所需的边界条件就应比
欧拉方程多一个。实验证明，沿静止物体表面不但法向速度ｖｎ 等于零，而且切向速度ｖｔ也等
于零，即式（２．１０６）。故问题是有确定解的。在定常情况下，式（２．１０４）左边第１项就没有了，
初始条件式（２．１０５）也没有了。
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这种方程式非常难解，只有极少的几种特殊情况下，可以求得其精确解，后面将讲一个具
有实际应用价值的例子。这里顺便指出难解的原因，主要是方程的非线性性质，即方程的左边

含有非线性项如ｕｕｘ
等。这样，基本解的叠加法就不能用了，因而要求得其精确解并满足物

体表面边界条件就非常困难了。但是，如果具体问题中的Ｒｅ很小，也就是说，流体微团所受
的惯性力远比粘性力小时（如雾滴的降落，泥沙的沉淀等等），则作为近似方程，式（２．１０４）左边
的表示惯性力的非线性项可以忽略不计，这时式（２．１０４）及连续方程就成为如下形式

ｕ
ｔ＝

Ｘ－１
ρ
ｐ
ｘ＋ν

２ｕ
ｘ２＋

２ｕ
ｙ２

＋
２ｕ
ｚ（ ）２

ｖ
ｔ＝

Ｙ－１
ρ
ｐ
ｙ＋ν

２ｖ
ｘ２＋

２ｖ
ｙ２

＋
２ｖ
ｚ（ ）２

ｗ
ｔ ＝

Ｚ－１
ρ
ｐ
ｚ＋ν

２ｗ
ｘ２ ＋

２ｗ
ｙ２

＋
２ｗ
ｚ（ ）２

ｕ
ｘ＋

ｖ
ｙ＋

ｗ
ｚ ＝

烍

烌

烎０

（２．１０７）

也就是变成了线性偏微分方程，问题就比较容易解决了。航空上遇到的问题多半都是雷诺数

Ｒｅ很大的情况，在大雷诺数下如何简化式（２．１０４），将在边界层理论中讨论。

２．１２　直圆管中的定常、不可压层流问题

设有一半径为Ｒ的、水平放置的无限长圆管，管内有密度为ρ、粘性系数为μ的不可压流
体流过，每单位时间内通过此圆管的体积流量ｑＶ 为已知，或者说平均速度ｕ平均为已知，即

ｕ平均 ＝ ｑＶ
πＲ２ ＝
已知 （２．１０８）

假定重力可以忽略不计，雷诺数小于临界雷诺数，流动为定常层流，流动情况应大致如
图２．２１所示。因导管为无限长，且流动是定常的，则沿管长任一截面的速度分布情况，应当与
其他截面的速度分布一样。如取管轴为ｘ轴，则管内任一点Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）处的速度应为

ｕ＝ｕ（ｙ，ｚ），　ｖ＝０，　ｗ＝０ （２．１０９）
如用圆柱坐标系表示Ｐ点的速度，则应是

ｕ＝ｕ（ｒ）

ｖ＝０
ｗ＝

烍
烌

烎０

（２．１１０）

此处要求解以下３个问题：

　　① 任一截面处的速度分布，即求ｕ＝ｕ（ｒ）；② 每单位管长的压强降落；③ 管壁所受的剪
应力τｗ 和长为ｌ的管段所受的摩擦阻力。
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图２．２１　圆管不可压层流

　　解决此问题的方法如下。将式（２．１０９）代入基本方程式（２．１０４），并引用定常假设，得

ｕｕ
ｘ＝－

１
ρ
ｐ
ｘ＋ν

２ｕ
ｘ２＋

２ｕ
ｙ２

＋
２ｕ
ｚ（ ）２

０＝－１
ρ
ｐ
ｙ

０＝－１
ρ
ｐ
ｚ

ｕ
ｘ＝

烍

烌

烎０

（２．１１１）

边界条件是

ｒ＝ ｙ２＋ｚ槡 ２ ＝Ｒ处 ｕ＝０ （２．１１２）
所以，问题化为在满足式（２．１１２）的条件下，求ｕ和ｐ。由式（２．１１１）中的第２、第３和第４个方
程得

ｐ＝ｐ（ｘ）　 以及 　ｕ＝ｕ（ｙ，ｚ） （２．１１３）
将式（２．１１３）代入式（２．１１１）中的第１式，得

ｄｐ
ｄｘ＝μ

２ｕ
ｙ２

＋
２ｕ
ｚ（ ）２ （２．１１４）

此式左边仅为ｘ的函数，右边仅为ｙ和ｚ的函数，故二者必须都等于同一常数，令此常数为

Ｋ，则

ｄｐ
ｄｘ＝Ｋ ＝

待定常数 ＝ 每单位长度的压强降落 （２．１１５）

式（２．１１４）成为

μ
２ｕ
ｙ２

＋
２ｕ
ｚ（ ）２ ＝Ｋ （２．１１６）

因为已知ｕ只是ｒ的函数，在圆柱坐标系下积分式（２．１１６）较为方便（图２．２２），因此得

ｘ＝ｘ，　ｙ＝ｒｃｏｓθ，　ｚ＝ｒｓｉｎθ
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图２．２２　直角坐标系（ｘ，ｙ，ｚ）与圆柱坐标系（ｘ，ｒ，θ）

所以

ｕ
ｙ＝

ｕ
ｒ
ｒ
ｙ＋

ｕ
θ
θ
ｙ＝

ｄｕ
ｄｒ

ｙ
（ｙ２＋ｚ槡 ２）＋（Ｏ）θｙ＝

ｄｕ
ｄｒ
１
２

２ｙ
ｙ２＋ｚ槡 ２

＝ｄｕｄｒ
ｒｃｏｓθ
ｒ ＝ｄｕｄｒｃｏｓθ

式中（Ｏ）θ
ｙ
表示该项的数量级是θ

［ ］ｙ
２ｕ
ｙ２

＝ｒ
ｕ
（ ）ｙ ｒｙ＋θｕ（ ）ｙ θｙ＝

ｄ２ｕ
ｄｒ２ｃｏｓ

２θ＋θ
ｄｕ
ｄｒｃｏｓ（ ）θ θｙ＝

ｄ２ｕ
ｄｒ２ｃｏｓ

２θ＋ －ｄｕｄｒｃｏｓ（ ）θ 
ｙ
ａｒｃｔａｎｚ（ ）ｙ ＝

ｄ２ｕ
ｄｒ２ｃｏｓ

２θ－ｄｕｄｒｓｉｎθ
１

１＋（ｚ／ｙ）２

ｙ

ｚ（ ）ｙ ＝

ｄ２ｕ
ｄｒ２ｃｏｓ

２θ－ｄｕｄｒｓｉｎθ
ｙ２

ｙ２＋ｚ２
－ｚ
ｙ（ ）２ ＝

ｄ２ｕ
ｄｒ２ｃｏｓ

２θ＋１ｒ
ｄｕ
ｄｒｓｉｎ

２θ

同样

ｕ
ｚ＝

ｕ
ｒ
ｒ
ｚ＋

ｕ
θ
θ
ｚ＝

ｄｕ
ｄｒｓｉｎθ　　

２ｕ
ｚ２ ＝

ｕ
ｒ
ｕ
（ ）ｚ ｒｚ＋θｕ（ ）ｚ θｚ＝

ｄ２ｕ
ｄｒ２ｓｉｎ

２θ＋θ
ｄｕ
ｄｒｓｉｎ（ ）θθｚ＝

ｄ２ｕ
ｄｒ２ｓｉｎ

２θ＋１ｒ
ｄｕ
ｄｒｃｏｓ

２θ
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故式（２．１１６）化为下列常微分方程

２ｕ
ｙ２

＋
２ｕ
ｚ２ ＝

ｄ２ｕ
ｄｒ２＋

１
ｒ
ｄｕ
ｄｒ＝

Ｋ
μ
＝ 常数 （２．１１７）

这样，求解就很容易了，即

ｒｄ
２ｕ
ｄｒ２＋

ｄｕ
ｄｒ＝

ｄ
ｄｒ
ｒｄｕｄ（ ）ｒ ＝Ｋ

μ
ｒ

ｒｄｕｄｒ＝
１
２
Ｋ
μ
ｒ２＋Ａ

ｄｕ＝ １２
Ｋ
μ
ｒｄｒ＋Ａｄｒ

烍

烌

烎ｒ
所以

ｕ＝ １４
Ｋ
μ
ｒ２＋Ａ·ｌｎｒ＋Ｂ

式中，Ａ和Ｂ 表示积分常数。当ｒ＝０时，即在管中心线上时，ｕ应为有限值（不能为无限大）。
要满足此条件，积分常数Ａ必须为零，即

Ａ≡０
再引用ｒ＝Ｒ时，ｕ＝０的边界条件，得

０＝ Ｋ４μ
Ｒ２＋Ｂ

所以

Ｂ＝－Ｋ４μ
Ｒ２

图２．２３　圆管截面示意图

最后得

ｕ＝ Ｋ４μ
（ｒ２－Ｒ２） （２．１１８）

现在来求Ｋ 值。在任一截面上，在半径为ｒ处，
取一环状截面如图２．２３所示，则每单位时间
内，流过此环状截面的流体体积为

ｄｑＶ ＝ｕ２πｒｄｒ
流过整个截面的体积流量为

ｑＶ ＝２π∫
Ｒ

０
ｕｒｄｒ＝２πＫ４μ∫

Ｒ

０
（ｒ２－Ｒ２）ｄｒ

２

２ ＝

Ｋπ
４μ
ｒ４
２－Ｒ

２ｒ（ ）２ Ｒ

０
＝Ｋπ４μ

Ｒ４
２ －Ｒ（ ）４ ＝－Ｋπ８ｕＲ４

Ｋ ＝－８μｑＶ
πＲ４ ＝－

８μ
Ｒ２ｕ
平均 （２．１１９）

将式（２．１１９）代入式（２．１１８），就回答了第①个问题，即求得了任一截面处的速度分布为
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ｕ＝２ｕ平均 １－ｒ
２

Ｒ（ ）２
当ｒ＝０时，即在中心线上，ｕ达到最大值

ｕｍａｘ＝２ｕ平均 ＝２ｑＶπＲ２
（２．１２０）

由此得

ｕ＝ｕｍａｘ １－
ｒ２
Ｒ（ ）２ （２．１２１）

可见速度分布是一根抛物线，见图２．２１。

关于第②个问题，每单位管长的压强降落ｄｐｄｘ
可由下式求得

ｄｐ
ｄｘ＝Ｋ ＝－

８μ
Ｒ２
ｕ平均 ＝－８μｑＶπＲ４ ＝

常数 （２．１２２）

式中，负号表示ｘ增大时ｐ减小。
现在来回答第③个问题，即求管壁所受的剪应力τｗ 以及长度为ｌ的管段所受的摩擦阻

力。根据牛顿粘性定律，流体所受的剪应力为

τｗ ＝（τ）ｒ＝Ｒ ＝ μ
ｕ
（ ）ｒ ｒ＝Ｒ

＝μ
ｄｕ
ｄ（ ）ｒ ｒ＝Ｒ

＝ μ
Ｋ
２μ（ ）ｒ ｒ＝Ｒ

＝

μＫＲ
２μ

＝－８μ
２ｑＶＲ

２μπＲ
４ ＝－

４μｑＶ
πＲ３ ＝－

４μｕ平均
Ｒ

（２．１２３）

根据反作用定律，管壁所受剪应力应是

－τｗ ＝４μｕ平均Ｒ ＝ 常数

长度为ｌ的管段所受的摩擦阻力为剪切应力乘以表面面积，即

４μｕ平均
Ｒ

·２πＲ·ｌ＝８πμｌｕ平均 （２．１２４）

至此，３个问题已全部解决了。现在把这个结果化成水力学上常用的形式。定义损失系
数λ，即

λ＝ｐ１－ｐ２１
２ρｕ

２
平均

Ｄ
ｌ

（２．１２５）

用λ来表示压强降落情况，式中，Ｄ为管直径，ｌ为所取管长，ｐ１－ｐ２ 为管段两端的压强差。显然

ｐ１－ｐ２
ｌ ＝ 每单位管长的压强降落 ＝８μＲ２ｕ

平均（等于Ｋ 的绝对值）

由此得

λ＝８μＲ２ｕ
平均·Ｄ· １

１
２ρｕ

２
平均

＝ ６４μ
ρｕ平均Ｄ

７５



即

λ＝６４Ｒｅ
（２．１２６）

式中，Ｒｅ为管流的雷诺数Ｒｅ＝（ρｕ平均Ｄ／μ），而λ就是第１章式（１．２７）中的（４ｆ）。此式与
式（１．２７）完全一致，但这里不是用工程分析方法，而是严格地在给定边界条件下求解Ｎ Ｓ方
程所得的结果。这表明，对于比较简单的问题，Ｎ Ｓ方程是可以求得精确解的。不过在一般
情况下，要求得精确解是不可能的，需要用数值解。式（２．１２６）说明，损失系数λ与管流的雷诺
数Ｒｅ是成反比的。在小雷诺数下，此式已为实验所证实。
实际工程中所遇到的管流问题（如自来水管流动，或油管流动）可分为两类，一类是要在一

定的流量ｑＶ（或ｕ平均）之下，计算应有的压强差；第二类是已知压强差，要求计算管中流量。第
一类问题解法是：根据式（２．１２７）算出Ｒｅ，然后按照式（２．１２６）算出λ，最后代入式（２．１２５）计算
出所需的压强差

ｐ１－ｐ２ ＝λ １２ρｕ
２（ ）平均 ｌＤ （２．１２７）

关于第二类问题，已知的是ｐ１－ｐ２，而λ和ｑＶ（或ｕ平均）均不知道，这样就不便于直接算出

ｑＶ 来。要先估计一个平均速度ｕ１平均的值，代入式（２．１２５），算出λ１；然后将所得到的λ１ 的值代
入式（２．１２６），计算出ｕ２平均 来，此ｕ２平均 当然不会正好等于ｕ１平均；然后再以ｕ２平均 代入
式（２１２５），计算出λ２；将λ２ 代入式（２．１２６），计算出ｕ３来；……如此下去，直至最后一次的ｕ平均
与前一次的ｕ平均值之差与所要求的精确度符合为止。这样，最后一次的ｕ就是问题的解。
需强调一下，以上求得损失系数λ的公式（２．１２６）只适用于层流。如果是湍流，公式是不

同的。

习　题

２．１　试证明
ｕｉ
ｘｊ
是一个二阶张量，以及ｅｉｊ＝ ｕｉ

ｘｊ
＋ｕｊｘ（ ）ｉ 是一个对称的二阶张量。

图２．２４　习题２．２附图

２．２　参看图２．２４，用图示之圆柱坐标系中的微元控制体，应用
质量守恒定律，推导圆柱坐标系中的连续方程。

２．３　将圆柱坐标系（ｒ，θ，ｚ）中的连续方程简化为平面极坐标系
中定常可压流的连续方程，并导出相应的流函数与速度的
关系式。

２．４　假设某平面不可压等温流的流函数表达式为

ψ＝Ｃ（ｘ
２ｙ－ｙ３／３）

式中，Ｃ是一个常数。试问此流函数所代表的流动是否是
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在μ为常值下的一个精确解？如果是，试求压强分布ｐ（ｘ，ｙ），并绘制几条有代表性的流
线。

２．５　一种二维不可压非定常流的速度分布为

ｖｒ ＝０，　ｖθ＝ Ｃｒ １－ｅｘｐ －ｒ
２

４ｔ（ ）［ ］ν
式中，Ｃ和ν都是常数，重力忽略不计。试问此流动是不是连续方程和Ｎ Ｓ方程的一个
精确解？如果是，请在几个有代表性的时间之下画出速度型。

２．６　平面无旋可压流的微分方程为

２
ｔ２＋


ｔ
（ｕ２＋ｖ２）＋（ｕ２－ａ２）

２
ｘ２＋

（ｖ２－ａ２）
２
ｙ２

＋２ｕｖ 
２

ｘｙ＝
０

式中，是速度位势，ａ是声速。试将此式化为量纲一，并定义一些组合参数。

２．７　在中等雷诺数及大雷诺数下，压强的改变是用（ρ０Ｖ
２
０）来化为量纲一的；但在雷诺数很小

的条件下，压强的改变要用（μＶ０／Ｌ）来化为量纲一。试在雷诺数很小的条件下，重新将

Ｎ Ｓ方程化为量纲一，定义所出现的一些组合参数，并阐述这时的流动现象。
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书书书

第３章　平面流动的边界层方程及其解

３．１　边界层概念的提出

粘性很小的流体以大雷诺数运动时，在大部分流场上可以略去粘性作用，但在物面附近的
很薄一层的流体内必须考虑粘性的作用。这一薄层流体，称为边界层。提出这个概念是有历
史原因的。

１９世纪末，流体力学的研究工作有两个互不沟通的方向：一是理论流体力学（亦称水动力
学），采用数学方法研究流体对固体物的绕流，当时已达到较高的水平；但计算结果往往与实验
结果不一致。例如圆柱体绕流，计算结果是没有阻力，但实验表明有阻力。于是，在流体力学
史上留下了达朗伯疑题（ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ’ｓｐａｒａｄｏｘ）。二是水力学，主要采用实验方法进行研究，
将实验结果归纳成经验公式或半经验公式应用于工程实际，但缺乏理论基础。
理论流体力学的计算结果与实验结果不一致的原因是在运动方程中没有将流体的粘性考

虑进去。计及流体粘性的、由Ｎａｖｉｅｒ与Ｓｔｏｋｅｓ分别于１８２１年及１８４５年建立起来的Ｎａｖｉｅｒ
Ｓｔｏｋｅｓ（Ｎ Ｓ）方程，又因过于复杂而不可能在当时的技术条件下求解。所以，流体力学的发
展遇到了困难。一方面是无粘流理论解决不了实际问题，另一方面是粘流理论无法求解（蠕流
有解，但没有实用价值）。边界层概念提出来以后，把这两方面的困难都解决了。
德国空气动力学家路德维希·普朗特 （ＬｕｄｗｉｇＰｒａｎｄｔｌ）在汉诺威大学执教时，用水槽对

流动现象进行了大量的观察研究。他发现，在大雷诺数前提下，粘性系数很小的流体在大部分
流场上的流谱与无粘流的流谱是一致的，差别主要在物面附近（图３．１）。因此，他提出了“边

图３．１　物体的粘性绕流流谱



界层”概念，即将大雷诺数下的流场分成两部分处理。在“边界层”以外，仍用无粘理论来处理
问题，而在边界层之内则考虑流体的粘性（图３．２）。但由于边界层很薄，粘流的运动方程在边
界层内可以大大简化，以至于可以得到一些有用的解析解。所以，边界层概念提出来以后，既
挽救了无粘流理论，使其在大部分流场上可以应用；也挽救了粘流理论，使其得以求得解答。
在工程应用方面，尤其是在航空工程中，小粘性、大雷诺数的流动问题是非常多的，完全可以用
边界层理论来解决。这样，边界层概念对流体力学的发展起了很大的作用。当然，现在已经进
入２１世纪了，计算技术与计算机发展得很快，人们已经可以用数值法直接求解 Ｎ Ｓ方程。
但在研究物理现象时，边界层概念仍然是很有用的。

图３．２　平板边界层示意图

边界层概念是普朗特于１９０４年在德国海德堡召开
的第三届国际数学大会上宣读的论文中正式提出的，论
文题目是《论粘性很小的流体运动》（üｂｅｒＦｌüｓｓｉｇｋｅｉｔｓ
ｂｅｗｅｇｕｎｇｂｅｉｓｅｈｒｋｌｅｉｎｅｒＲｅｉｂｕｎｇ）。参加此次大会的

Ｇｔｔｉｎｇｅｎ大学数学系主任克莱因（Ｆ．Ｋｌｅｉｎ）教授称赞
普朗特的文章是本届大会的最优秀论文，并邀请普朗特
到Ｇｔｔｉｎｇｅｎ大学去组建应用力学系。此后，普朗特就
一直在Ｇｔｔｉｎｇｅｎ工作，直到１９５３年去世。他研究边界层时用过的水槽原件，现在作为文物
陈列在法兰克福的德国国家博物馆内。

３．２　平面不可压层流边界层微分方程

３．２．１　边界层流动图画

粘性流体流经任一物体（例如机翼与机身）的问题，归结为在相应的边界条件下解 Ｎ Ｓ
（纳维 斯托克斯）方程的问题。由于Ｎ Ｓ方程太复杂，在很多实际问题中，不能不做一些近
似假设使其简化，以求问题得以近似地解决。简化时，必须符合物理事实，因此首先看看空气
流过静止物体（例如翼型）的物理图画。由直接观察得知，流场可以分为３个区，如图３．３所
示。第１区称为边界层。注意到，在物体表面上，流动速度ｕ＝０；离开表面很小的距离，速度
就有很快的增长。沿物面任一点Ｐ处法线上的速度分布（速度型）如图３．２所示。由此图看
出，在靠近物面的一薄层流体中，速度梯度很大。因此，即使流体的μ很小，粘性摩擦力（μ与
速度梯度的乘积）也是不能忽略的。此薄层流体称为边界层。在此层的外边界上，速度就和层
外的自由流速差不多了。当然，边界层的内边界就是被绕流物体的表面。
第２区称为尾迹区。边界层内的流动是有旋流。顺流而下，在物体后面形成一系列细小

的旋涡，称之为尾迹区。通常尾迹区是很狭窄的。
第３区称为位流区。在边界层和尾迹区以外，速度梯度很小。只要流体的粘性系数不大，
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图３．３　有边界层的流动图谱

摩擦力就可以忽略。也就是说，可以将边界层和尾迹区以外的广大区域视为位流区。
因此，位流区内的流体可看做理想流体，并用欧拉方程来研究其运动。在边界层内则用

Ｎ Ｓ方程来研究其运动。又因边界层很薄，Ｎ Ｓ方程可以大大简化。本章研究边界层内的
流动问题。

３．２．２　二维平板的边界层微分方程式

设直匀流Ｖ∞以零迎角平行流过一块长度为ｌ的平板，如图３．４所示。由于流体有粘性，
在任一位置ｘ处，平板表面上的速度为零，其他各点的流速则随ｙ的增大而逐渐增大。从理
论上讲，只有当ｙ→∞时，速度才等于Ｖ∞。不过，速度的增大主要集中在ｘ轴附近的边界层

图３．４　平板边界层

内。为了确切指明边界层的厚度，人们规定，当某个ｙ处的速度达到层外自由流速（此时为

Ｖ∞）的９９％时，这一点到物体表面的距离（ｙ）称为边界层在该点的厚度，记为δ。显然，边界层
的厚度是与ｘ有关的，所以写成δ（ｘ）。平板前缘处，δ＝０；往下游去，δ是逐渐增大的。尽管如
此，就总体来说，δ（ｘ）仍然是很薄的，即

δ（ｘ）ｌ （３．１）
现在，在忽略彻体力的前提下，利用式（３．１）来简化平面流动的Ｎ Ｓ方程
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ｕ
ｔ＋

ｕｕ
ｘ＋

ｖｕ
ｙ＝－

１
ρ
ｐ
ｘ＋ν

２ｕ
ｘ２＋

２ｕ
ｙ（ ）２

ｖ
ｔ＋

ｕｖ
ｘ＋

ｖｖ
ｙ＝－

１
ρ
ｐ
ｙ＋ν

２ｖ
ｘ２＋

２ｖ
ｙ（ ）２

ｕ
ｘ＋

ｖ
ｙ＝

烍

烌

烎
０

（３．２）

在式（３．２）中，ｙ的数值限制在边界层之内，即

０≤ｙ≤δ （３．３）
这就是说，ｙ的数值是δ级的小量，记为

ｙ～δ （３．４）
现在来比较式（３．２）中各项的大小，并简化此式。因为物面上ｕ＝０，而在边界层的外缘处

（速度为Ｖ），ｕ具有Ｖ 的量级，由此可知，当ｙ由０变化到δ时，ｕ的增量Δｕ具有Ｖ 的量级，即

Δｕ～Ｖ，Δｙ～δ，所以ｕｙ
的量级应是

ｕ
ｙ～

Ｖ
δ

同样可以证明，在边界层内，
２ｕ
ｙ２
的量级应是

２ｕ
ｙ２ ～

Ｖ
δ２

现在来估计ｕ
ｘ
的量级。当沿着物面移动物体长度ｌ时，ｕ的改变可以从０到Ｖ，即Δｕ～Ｖ 和

Δｘ～ｌ，所以

ｕ
ｘ～

Ｖ
ｌ
，　

２ｕ
ｘ２ ～

Ｖ
ｌ２

由式（３．２）中的第３式（连续方程）知

ｕ
ｘ＝－

ｖ
ｙ

ｖ
ｙ～

ｕ
ｘ～

Ｖ
ｌ

故得

ｖ＝∫
ｙ

０

ｖ
ｙ
ｄｙ～∫

ｙ

０

Ｖ
ｌｄｙ～

Ｖδ
ｌ

和

ｖ
ｘ～

Ｖδ
ｌ２
，　

２ｖ
ｘ２ ～

Ｖδ
ｌ３
，　

２ｖ
ｙ２ ～

Ｖ
ｌδ

现在写下式（３．２）中的第１式，并在其每一项的下方注明该项的量级
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ｕ
ｔ＋

ｕｕ
ｘ＋

ｖｕ
ｙ＝－

１
ρ
ｐ
ｘ＋ν

２ｕ
ｘ２＋

２ｕ
ｙ（ ）２

　Ｖ
２

ｌ　
Ｖ２
ｌ　　　　　　　

Ｖ
ｌ２　

Ｖ
δ２

显然，此式右边括号中的第１项的量级远比第２项小，故此式可简化为

ｕ
ｔ＋

ｕｕ
ｘ＋

ｖｕ
ｙ＝－

１
ρ
ｐ
ｘ＋ν

２ｕ
ｙ２

（３．５）

　　Ｖ
２

ｌ　
Ｖ２
ｌ　　　　　　 ν

Ｖ
δ２

根据边界层的定义，层内流体所受的粘性力与惯性力具有同一量级。即可以假设Ｖ
２

ｌ
和

νＶδ２
是同一量级的。再假设ｕ

ｔ
和１
ρ
ｐ
ｘ
的量级也是惯性项的级别，即Ｖ

２

ｌ
。因此式（３．５）就是

式（３２）中第１式的简化结果。下面再看如何简化式（３．２）中的第２式。根据以上所述，该式
各项的量级分别为

ｖ
ｔ＋

ｕｖ
ｘ＋

ｖｖ
ｙ＝－

１
ρ
ｐ
ｙ＋ν

２ｖ
ｘ２＋

２ｖ
ｙ（ ）２

　　　　Ｖ
２δ
ｌ２ 　

Ｖ２δ
ｌ２ 　 　　　　　 Ｖδ

ｌ３ 　
Ｖ
ｌδ　 　

显然，右边括号中的第１项可以忽略不计，故上式可简化为

ｖ
ｔ＋

ｕｖ
ｘ＋

ｖｖ
ｙ＝－

１
ρ
ｐ
ｙ＋ν

２ｖ
ｙ２

　　 　Ｖ
２δ
ｌ２ 　

Ｖ２δ
ｌ２ 　　　　　　

νＶ
ｌδ　　

再假设粘性力与惯性力具有同一量级，以及ｖ
ｔ
也与惯性项同量级，即ｖ

ｔ～
Ｖ２δ
ｌ２
。因此，从上式

可得结论

１
ρ
ｐ
ｙ～

Ｖ２δ
ｌ２ 

Ｖ２
ｌ ～

１
ρ
ｐ
ｘ

意即

ｐ
ｙ

ｐ
ｘ

所以可用

ｐ
ｙ＝

０ （３．６）

来代替式（３．２）中的第２式。式（３．６）的物理意义是，在边界层内，沿物体表面法线方向的压强ｐ
是不变的，亦即等于外边界处自由流的压强。这个结果已为实验所证实。这样，粘性流体在边
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界层中所服从的运动规律是下列边界层方程

ｕ
ｔ＋

ｕｕ
ｘ＋

ｖｕ
ｙ＝－

１
ρ
ｐ
ｘ＋ν

２ｕ
ｙ２

ｐ
ｙ＝

０

ｕ
ｘ＋

ｖ
ｙ＝

烍

烌

烎０

（３．７）

在对式（３．７）第１式的简化过程中，曾假设Ｖ
２

ｌ～ν
Ｖ
δ２
，这相当于假设了

Ｖ２
ｌ νＶδ（ ）２ ～１

即

Ｖｌ
ν
δ（ ）ｌ

２

～１

也就是假设了雷诺数

Ｒｅ＝Ｖｌν ～
１（ ）δ

２

很大。而边界层的厚度

δ～ １
槡Ｒｅ

很小，这在层流边界层中一般都是如此的。
在定常流中，从式（３．７）的第２式知，在边界层内，ｐ只是ｘ的函数，故边界层方程可写成

如下形式

ｕｕ
ｘ＋

ｖｕ
ｙ＝－

１
ρ
ｄｐ
ｄｘ＋ν

２ｕ
ｙ２

ｕ
ｘ＋

ｖ
ｙ＝

烍

烌

烎
０

（３．８）

３．２．３　二维微弯曲面的边界层方程式

空气流过曲面时，同样会形成边界层，如图３．５所示。边界层内任一点Ｐ的位置可用其
至物面的距离ｙ（沿法线）和沿物面的长度ｘ来决定（即所谓曲线坐标系）。其速度也可以分解
为ｕ（沿物面的切线方向）和ｖ（沿法线方向）。当物面曲率很小时，以上得到的边界层方程
式（３．７）和式（３．８）也可以近似地使用，只是要将ｘ和ｙ按上述曲线坐标处理即可。但应指出

ｐ
ｙ＝

０

仍然成立。意即：在边界层内，沿物体表面的法线方向，压强ｐ是一个常数。
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图３．５　曲面边界层

３．２．４　定常层流边界层问题解法概述

边界层内的流动可能是层流，也可能是湍流。湍流边界层问题暂不讨论，现在来讨论定常
层流边界层问题。上面已经导出了层流边界层的微分方程，接下来的任务就是结合具体的边
界条件求解。可按下列步骤进行。
第一步，求位流解。这时，略去边界层与尾迹，求解理想流体流过物体的绕流问题。这个

问题已在理论流体力学中解决了。所以，假设物体表面的速度分布已经求得，并以ｕ（ｘ）表示。
此处的ｘ表示自驻点沿物面量度之曲线坐标（弧长）。因边界层很薄，故ｕ（ｘ）可视为边界层外
边界上的切向速度分布，即在任一坐标ｘ处，当ｙ＝δ时，有

ｕ＝ｕδ（ｘ）
沿边界层外边界，伯努利方程成立，即

ｐ＋１２ρｕ
２
δ ＝ 常数

由此可求得

ｄｐ
ｄｘ＝－ρｕδ

ｄｕδ
ｄｘ

（３．９）

因此，边界层内的压强分布通过位流解得到了，即（ｄｐ／ｄｘ）是一个已知函数了。
第二步，考察边界层方程与边界条件。曲线坐标下的定常流边界层方程仍是式（３．８），

但（ｘ，ｙ）是曲线坐标，即

ｕｕ
ｘ＋

ｖｕ
ｙ＝－

１
ρ
ｄｐ
ｄｘ＋ν

２ｕ
ｙ２

ｕ
ｘ＋

ｖ
ｙ＝

烍

烌

烎
０
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因ｄｐ／ｄｘ是已知函数，所以这两个方程式中只有两个未知数ｕ（ｘ，ｙ）和ｖ（ｘ，ｙ），问题是可解
的。求解时，应服从的边界条件是
物面，即ｙ＝０处 ｕ＝０，　ｖ＝０ （３．１０ａ）
边界层外缘，即ｙ＝δ处 ｕ＝ｕδ（ｘ） （３．１０ｂ）
严格地说，当ｙ＝δ时，ｕ并不等于ｕδ（ｘ），而是等于０．９９ｕδ（ｘ）。所以准确的外缘条件应是

ｙ→ ∞ 处 ｕ→ｕδ（ｘ） （３．１１）
第三步，解法思路。目前的问题就是在边界条件式（３．１０ａ～ｂ）和式（３．１１）之下，求解边界

层方程组（３．８）。下面的Ｂｌａｓｉｕｓ解就是一个求解的范例。假定已经解出了速度分布

ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ）
那么，物体表面的摩擦应力τｗ（ｘ）可自下式

τｗ（ｘ）＝μ
ｕ
（ ）ｙ ｙ＝０

求出。有了表面摩擦应力分布τｗ（ｘ）之后，再通过积分就不难求出物体所受的总的摩擦
阻力了。

３．３　平板边界层的Ｂｌａｓｉｕｓ解

对于二维定常层流（平板或曲面）边界层问题，Ｂｌａｓｉｕｓ根据式（３．８）中第２式（连续方程）
引入流函数ψ（ｘ，ｙ），则

ψ
ｙ＝

ｕ，　ψｘ＝－
ｖ （３．１２）

并将此关系代入式（３．８）中的第１式，得

ψ
ｙ
２ψ
ｘｙ－

ψ
ｘ
２ψ
ｙ２

＝－１
ρ
ｄｐ
ｄｘ＋ν

３ψ
ｙ３

（３．１３）

这时，二维定常层流边界层的求解问题，就化为在相应的边界条件下由式（３．１３）求一个函数

ψ（ｘ，ｙ）的问题了。对于平板的边界层问题，可以采用以下的提法：粘性不可压流体（ρ，ｕδ 已
知）以零迎角、流速Ｖ∞流过一块厚度为零的半无限长平板，如图３．６所示。试求：① 摩擦应力
分布τｗ（ｘ）和长度为Ｌ的平板的摩擦阻力；② 层内速度分布（速度型）；③ 边界层厚度δ（ｘ）。

图３．６　平板边界层

先由图３．６看一下大致的流动图画。在原点Ｏ处，边
界层厚度δ＝０。往下游流去，随着ｘ增大，δ逐渐增厚，而
且是愈往下游愈厚。任一法线上的速度型大致如图３．６所
示，从物面的零速度逐渐增大到外缘处的ｕδ。对于一块没
有厚度没有迎角的半无限长平板绕流而言，流动是上下对
称的，所以只需求上表面的解即可。
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上面讲过，第一步是求速度分布的位流解。此平板绕流的位流速度分布非常简单，显然是

ｕ（ｘ）＝ｕδ（ｘ）＝Ｖ∞ ＝ 常数
所以

ｄｐ
ｄｘ＝－ρｕδ

ｄｕδ
ｄｘ ＝０

（３．１４）

将式（３．１４）代入用流函数表示的边界层方程式（３．１３），得

ψ
ｙ
２ψ
ｘｙ－

ψ
ｘ
２ψ
ｙ２

＝ν
３
ψ
ｙ３

（３．１５）

边界条件为

ｙ＝０处 　　　　　　　　　　ｕ＝ψｙ＝
０，　ｖ＝－ψｘ＝

０

ｙ→ ∞ 处 　　　　　　　　　　 （ｕ）ｙ→∞ ＝ ψ
（ ）ｙ ｙ→∞

＝Ｖ∞

烍

烌

烎

　　　　　　　　　　　　（３．１６）

现在，问题化为在边界条件式（３．１６）之下，求解式（３．１５）。

Ｂｌａｓｉｕｓ引进了一个新变量

η＝
ｙ
νｘ
Ｖ∞槡

（３．１７）

根据相似律，可导出ψ的函数形式应为

ψ＝ νｘＶ∞槡 ｆ（η） （３．１８）
式中，ｆ（η）是η的待定函数。因此，以下诸关系式成立

ｕ＝ψｙ＝
ψ
η
η
ｙ＝ νｘＶ∞槡 ｆ′（η）

１
νｘ
Ｖ∞槡

＝Ｖ∞ｆ′（η）

ｖ＝－ψｘ＝－ｆ
（η）

ｘ
（νｘＶ∞槡 ）－ νｘＶ∞槡 ｆ

η
η
ｘ＝

１
２
νＶ∞槡ｘ （ηｆ′－ｆ）

２ψ
ｙ２

＝ｕｙ＝

η
ψ
（ ）ｙ ηｙ＝Ｖ∞ｆ″（η）

１
νｘ
Ｖ∞槡

＝ Ｖ∞

ν槡ｘＶ∞ｆ″（η）

２ψ
ｘｙ＝

ｕ
ｘ＝

Ｖ∞ｆ″（η）
η
ｘ＝－

Ｖ∞
ｙ
２ｘ

Ｖ∞

ν槡ｘｆ″（η）＝－Ｖ∞

２ｘηｆ″
（η）

３ψ
ｙ３

＝
２ｕ
ｙ２

＝ Ｖ∞

ν槡ｘＶ∞ｆ（η）
１
νｘ
Ｖ∞槡

＝Ｖ
２
∞

νｘｆ
（η）

将以上诸式代入式（３．１５），得
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Ｖ∞ｆ′（η）－
Ｖ∞

２ｘηｆ″
（η［ ］）＋１２ νＶ∞槡ｘ （ηｆ′－ｆ）

Ｖ∞

ν槡ｘＶ∞ｆ″（η）＝ν
Ｖ２∞
νｘｆ

（η）

所以

－Ｖ
２
∞

２ｘηｆ′
（η）ｆ″（η）＋

Ｖ２∞
２ｘ
（ηｆ′ｆ″－ｆｆ″）＝

Ｖ２∞
ｘｆ

（η）

整理后得ｆ（η）所服从的常微分方程为

２ｆ＋ｆｆ″＝０ （３．１９）
对应于边界条件式（３．１６），ｆ（η）应服从的边界条件由物面处（ｙ＝０）的ｕ＝０和ｖ＝０改变为

η＝０处 ｆ′（０）＝０，　ｆ（０）＝０ （３．２０ａ）
无限远处的边界条件则由ｙ→∞时ｕ→Ｖ∞改变为

η→ ∞ 处 ｌｉｍ
η→∞
ｆ′（η）＝１ （３．２０ｂ）

式（３．１９）是一个三阶非线性常微分方程，有３个边界条件式（３．２０ａ）和式（３．２０ｂ）可用，所以

ｆ（η）是可以求得的。
对于非线性的常微分方程式（３．１９），只能用无穷级数来求解。Ｂｌａｓｉｕｓ假设

ｆ（η）＝Ａ０＋Ａ１η＋
Ａ２
２！η

２＋Ａ３３！η
３＋…＋Ａｎｎ！η

ｎ＋… （３．２１）

式中，Ａ０，Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ，…为待定常数。
在满足边界条件式（３．２０ａ）的前提下，可以很容易地推得

Ａ０ ＝０　 以及 　Ａ１ ＝０
因此，ｆ（η）成为如下形式

ｆ（η）＝
Ａ２
２！η

２＋Ａ３３！η
３＋…＋Ａｎｎ！η

ｎ＋…

ｆ″（η）＝Ａ２＋Ａ３η＋…＋
Ａｎ

（ｎ－２）！η
ｎ－２＋…

ｆ（η）＝Ａ３＋Ａ４η＋
Ａ５
２！η

２＋…＋ Ａｎ
（ｎ－３）！η

ｎ－３＋…

将以上诸式代入式（３．１９），得

２Ａ３＋Ａ４η＋
Ａ５
２！η

２＋（ ）… ＋ Ａ２
２！η

２＋Ａ３３！η
３＋（ ）… · Ａ２＋Ａ３η＋

Ａ４
２！η

２＋Ａ５３！η
３＋（ ）…

整理后，得

２Ａ３＋η（２Ａ４）＋η
２

２！
（Ａ２２＋２Ａ５）＋η

２

３！
（４Ａ２Ａ３＋２Ａ６）＋

η
４

４！
（６Ａ２Ａ４＋４Ａ２３＋２Ａ７）＋η

５

５！
（１１Ａ２Ａ５＋１５Ａ３Ａ４＋２Ａ８）＋… ＝０

因为上式对任何η值均须满足，故各系数必须分别等于零，即
９６



Ａ３ ＝０，　Ａ４ ＝０，　Ａ５ ＝－Ａ
２
２

２

Ａ６ ＝０，　Ａ７ ＝０，　Ａ８ ＝－１１２Ａ２Ａ５ ＝
１１
４Ａ

３
２

如此继续做下去，所有诸不等于零之系数Ａ均可用Ａ２来表示。而Ａ２ 则是一个待定常数。令

Ａ２＝ａ，则

ｆ（η）＝∑
∞

ｎ＝０
－（ ）１２

ｎ Ｃｎａｎ＋１
（３ｎ＋２）！η

３ｎ＋２ （３．２２）

式中
Ｃ０ ＝１，　　Ｃ１ ＝１，　　　Ｃ２ ＝１１
Ｃ３ ＝３７５，　Ｃ４ ＝２７８９７，　Ｃ５ ＝３８１７１３７

　　　　　　　…
所以，式（３．２２）就是要求的解ｆ（η），但其中尚有一常数ａ待定。此常数可用η→∞时

ｌｉｍ
η→∞
ｆ′（η）＝１

的边界条件来确定。Ｂｌａｓｉｕｓ定得

ａ＝０．３３２
现在来求平板的摩擦应力τｗ（ｘ）、摩擦阻力以及摩擦阻力系数。τｗ（ｘ）由下式表示为

τｗ（ｘ）＝μ
ｕ
（ ）ｙ ｙ＝０

＝μ
Ｖ∞

ν槡ｘｆ″（η）Ｖ∞［ ］
η＝０
＝μＶ∞

Ｖ∞

ν槡ｘｆ″（０）
又

ｆ″（０）＝ Ａ２＋Ａ３η＋
Ａ４
２！η

２＋（ ）…
η＝０
＝Ａ２

所以

τｗ（ｘ）＝μＶ∞
Ｖ∞

ν槡ｘＡ２ ＝μａＶ∞
Ｖ∞

ν槡ｘ （３．２３）

式（３．２３）就是沿平板的摩擦应力分布，它的大小是与ｘ的平方根成反比的。假设平板之
宽度为１（垂直于纸面），长为Ｌ，试求此平板的一个表面所受的摩擦阻力Ｄｆ。其表达式应是

Ｄｆ ＝∫
Ｌ

０
τｗ（ｘ）·１·ｄｘ＝μａ∫

Ｌ

０
Ｖ∞

Ｖ∞

ν槡ｘｄｘ＝２ａ μρＬＶ２∞槡

因此，摩擦阻力系数应是

ＣＤｆ ＝
Ｄｆ

１
２ρＶ

２
∞·Ｌ

＝４ａ μ
ρＶ∞槡 Ｌ＝

１．３２８
Ｒｅ槡 Ｌ

（３．２４）

式中

ＲｅＬ ＝ 雷诺数 ＝ρＶ∞Ｌ
μ

即摩擦阻力系数ＣＤｆ与雷诺数ＲｅＬ 的平方根成反比。
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因ａ＝０．３３２，Ｂｌａｓｉｕｓ按式（３．２２）算出了ｆ（η），ｆ′（η），ｆ″（η）的数值，列在表３．１中。有了
此表，即可求速度分布曲线如图３．７所示。

表３．１　零迎角平板边界层的函数ｆ（η）及其导数

η＝ｙ
Ｖ∞

ν槡ｘ ｆ ｆ′＝ ｕＶ∞
ｆ″

０ ０ ０ ０．３３２０６
０．２ ０．００６６４ ０．０６６４１ ０．３３１９９
０．４ ０．０２６５６ ０．１３２７７ ０．３３１４７
０．６ ０．０５９７４ ０．１９８９４ ０．３３００８
０．８ ０．１０６１１ ０．２６４７１ ０．３２７３９
１．０ ０．１６５５７ ０．３２９７９ ０．３２３０１

１．２ ０．２３７９５ ０．３９３７８ ０．３１６５９
１．４ ０．３２２９８ ０．４５６２７ ０．３０７８７
１．６ ０．４２０３２ ０．５１６７６ ０．２９６６７
１．８ ０．５２９５２ ０．５７４７７ ０．２８２９３
２．０ ０．６５００３ ０．６２９７７ ０．２６６７５

２．２ ０．７８１２０ ０．６８１３２ ０．２４８３５
２．４ ０．９２２３０ ０．７２８９９ ０．２２８０９
２．６ １．０７２５２ ０．７７２４６ ０．２０６４６
２．８ １．２３０９９ ０．８１１５２ ０．１８４０１
３．０ １．３９６８２ ０．８４６０５ ０．１６１３６

３．２ １．５６９１１ ０．８７６０９ ０．１３９１３
３．４ １．７４６９６ ０．９０１７７ ０．１１７８８
３．６ １．９２９５４ ０．９２３３３ ０．０９８０９
３．８ ２．１１６０５ ０．９４１１２ ０．０８０１３
４．０ ２．３０５７６ ０．９５５５２ ０．０６４２４

４．２ ２．４９８０６ ０．９６６９６ ０．０５０５２
４．４ ２．６９２３８ ０．９７５８７ ０．０３８９７
４．６ ２．８８８２６ ０．９８２６９ ０．０２９４８
４．８ ３．０８５３４ ０．９８７７９ ０．０２１８７
５．０ ３．２８３２９ ０．９９１５５ ０．０１５９１

５．２ ３．４８１８９ ０．９９４２５ ０．０１１３４
５．４ ３．６８０９４ ０．９９６１６ ０．００７９３
５．６ ３．８８０３１ ０．９９７４８ ０．００５４３
５．８ ４．０７９９０ ０．９９８３８ ０．００３６５
６．０ ４．２７９６４ ０．９９８９８ ０．００２４０

６．２ ４．４７９４８ ０．９９９３７ ０．００１５５
６．４ ４．６７９３８ ０．９９９６１ ０．０００９８
６．６ ４．８７９３１ ０．９９９７７ ０．０００６１
６．８ ５．０７９２８ ０．９９９８７ ０．０００３７
７．０ ５．２７９２６ ０．９９９９２ ０．０００２２
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续表３．１

η＝ｙ
Ｖ∞

ν槡ｘ ｆ ｆ′＝ ｕＶ∞
ｆ″

７．２ ５．４７９２５ ０．９９９９６ ０．０００１３
７．４ ５．６７９２４ ０．９９９９８ ０．００００７
７．６ ５．８７９２４ ０．９９９９９ ０．００００４
７．８ ６．０７９２３ １．０００００ ０．００００２
８．０ ６．２７９２３ １．０００００ ０．００００１

８．２ ６．４７９２３ １．０００００ ０．００００１
８．４ ６．６７９２３ １．０００００ ０．００００１
８．６ ６．８７９２３ １．０００００ ０．００００１
８．８ ７．０７９２３ １．０００００ ０．００００１

由表３．１看出，尽管各个ｘ位置处的速度型是不同的，但若以η作为自变量，则速度型是一样
的，如图３．７所示。这个结果已由Ｎｉｋｕｒａｄｓｅ的实验予以证实了。

图３．７　零迎角平板层流边界层内的速度分布

有了表３．１，计算边界层的厚度分布δ（ｘ）就很方便了。按定义，ｕ达到０．９９Ｖ∞时的ｙ值

就是边界层的外缘δ。由表３．１知，当ｕＶ∞
＝ｆ′（η）＝０．９９时，η＝５．０，即

η＝
δ
νｘ
Ｖ∞槡

＝５．０

由此得

δ＝５．０ｘ
Ｒｅ槡 ｘ

（３．２５）
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式中

Ｒｅｘ ＝ρＶ∞ｘ
μ

＝ 以ｘ为特征长度的雷诺数

可见，边界层厚度δ（ｘ）是以抛物线形式随ｘ的增大而增大的。

３．４　可压流边界层

３．４．１　温度边界层及气动热

当一个物体以很高的速度在空气中运动时，由于物体与空气的摩擦，会产生很大的热量。
大家熟知的陨石坠入大气层内时，由于飞行速度很高，所产生的高温常使陨石本身熔化。同
样，高速飞行器在空气中飞行时，也产生大量的摩擦热，称为气动热。如果物面是绝热的，则物
面处的静温度最高，因而在物面与附近的气流之间产生很大的温度梯度，从而由物面向外传
热。实验证明，当气流以超声速流经一个物体时，传热作用只限于物体表面附近的一薄层气流
内，称为温度边界层［图３．８（ａ）］或热边界层。温度边界层内任一截面上的温度分布，称为温
度分布剖面或温度型。
与速度型相似，温度型是指物面任一点法线上各点的温度分布。温度边界层的厚度，也是

沿法线计量的，当温度从物面温度Ｔｗ 沿法线方向递减（速度是沿法向递增的）到与当地自由
流温度很接近的那一点时，就认为达到了温度边界层的外缘（或边界）。如果物体表面是绝热
面，其温度分布如图３．８（ｂ）所示，从绝热壁温Ｔａｗ沿法线递减到外界静温Ｔδ。与速度边界层
相类似，温度边界层的厚度以δＴ 表示。
温度型与速度型的差异在物面处最显著。当流体与固体物直接接触时，由于传热作用而

互相交换热量。因此，要按物面的冷热程度不同将物体分成不同的类型来处理。一是绝热壁，

物面的温度梯度为零，Ｔ
ｙ ｙ＝０

＝０；二是热壁，物面温度大于气流温度，Ｔｙ ｙ＝０
＜０；三是冷壁，

物面温度小于气流温度，Ｔ
ｙ ｙ＝０

＞０，如图３．８（ｃ）所示。壁面类型不同，温度边界层内的温度

分布曲线是大不相同的。对绝热壁而言，温度分布曲线的特点是在物面处的切线与物面垂直，
然后沿ｙ由Ｔａｗ递减到Ｔδ；对热壁而言，温度分布曲线的切线在物面处呈现负斜率，随后沿ｙ
由Ｔｗ 递减到Ｔδ；对冷壁而言，温度分布曲线的切线则是在物面处呈现正斜率，随后沿ｙ由Ｔｗ

递增到Ｔδ。但不论是哪种性质的壁面，其温度边界层内总有温度分布曲线（或温度型）

Ｔ＝Ｔ（ｙ）的。据此，即可按Ｆｏｕｒｉｅｒ公式求出单位时间内，通过单位面积的热量为

ｑ＝－λＴｙ
式中，λ是导热系数。
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图３．８　温度边界层概念与三种壁面附近的温度分布

温度边界层厚度δＴ 与物体长度ｌ之比的数量级为

δＴ
ｌ ～

１
槡Ｐｒ Ｒｅ槡 ｌ

其中，Ｐｒ＝ｃｐμλ
是普朗特数，其数量级是１（在空气中，０．７６＞Ｐｒ＞０．６８）。故以数量级而论，只

要Ｒｅｌ足够大，例如大于１０６，那么δＴｌ
也是一个小量。

比较温度边界层厚度δＴ 与速度边界层厚度δｕ 可以看出

δＴ
δｕ ～

１
槡Ｐｒ

当Ｐｒ＝１时，二者的数量级相同。当Ｐｒ＜１时，δＴ＞δｕ；当Ｐｒ＞１时，δＴ＜δｕ。
由以上的边界层概念可以知道，当高速气流流过物体时，在物面附近，速度减小，温度增

高，而物面上的速度则降到零。假设边界层内的空气是理想气体，速度降到零是一个等熵绝热
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的过程，没有热变换和能量损失，因而物面上的温度就是驻点温度Ｔ０，表示为

Ｔ０ ＝Ｔδ １＋γ－
１
２ Ｍａ２（ ）δ （３．２６）

可是，实际流体是有粘性的。边界层内流体的能量，通过热传导和摩擦损失，不断地交换和传
递。摩擦损失是机械能转化成了热能。速度大的地方动能也大，所以由边界层内的速度型可
以看到：能量是由外层向物面传递的，而热传导则是由高温处向低温处传递的。由温度型可以
看出，一般是由物面附近向外层传递出去的，因而物面附近的温度会有所降低。意即，即使物
面是绝热的，其温度也会低于驻点温度Ｔ０。这个温度称为恢复温度，记为Ｔｒ，其表示式为

Ｔｒ＝Ｔδ １＋ｒγ－
１
２ Ｍａ２（ ）δ ＝Ｔａｗ （３．２７）

式中，ｒ称为复温系数，它表示当地自由流中的动能在物面上的回收值，即

ｒ＝Ｔａｗ－ＴδＴ０－Ｔδ
（３．２８）

此处，Ｔａｗ－Ｔδ 是相对于自由流而言的物面实际温度增高量，Ｔ０－Ｔδ则是没有粘性和热传导时
的理想温度增高量。由式（３．２８）可以导出式（３．２７）。为确定ｒ，已有人做过许多实验，如图３．９
及图３．１０所示。由实验得知，ｒ主要是随Ｐｒ数而改变的。在层流与湍流边界层中，ｒ的值也

不同。理论计算和实验结果都一致表明，在层流边界层内，应取ｒ＝槡Ｐｒ，而在湍流边界层内，
则应取ｒ＝

３
槡Ｐｒ。

图３．９　复温系数与Ｍａ的关系

知道了ｒ以后，即可由式（３．２７）求出绝热壁温Ｔａｗ。在实际问题中，当飞行器作长期定常
飞行时，若蒙皮的导热性能不是很好，在飞行Ｍａ不是很大的情况下（这时可以忽略蒙皮的辐
射热），蒙皮所达到的平衡温度是很接近绝热壁温的。在设计飞行器时，绝热壁温就是蒙皮上
所可能达到的最高温度。
事实上，飞行器的蒙皮并不是绝热的，因此，实际的物面温度比恢复温度低。在设计高速

飞行器时，计算边界层传给蒙皮的热量是一个很重要的问题，这个热量是指气体与固体直接接
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图３．１０　复温系数与雷诺数Ｒｅｗ 的关系

触时，相互间的对流换热量。而这又涉及气体本身的热传导以及气体运动而引起的热能对流
交换过程。单位时间内单位面积上的对流换热量ｑ（即面积热流量）与二者的温度差是成正比
的，即

ｑ～ΔＴ　 或 　ｑ＝αΔＴ （３．２９）
式中的α称为表面传热系数（有时也用ｈ表示），它也是许多物理量的函数，并随飞行高度、Ｍａ
和蒙皮温度而变，是在边界层理论中要计算的一个量。不过，一般计算时并不直接求α，而习
惯用一个量纲一的表面传热系数，叫Ｓｔａｎｔｏｎ数，符号是Ｓｔ。其定义是

Ｓｔ＝ α
ｃｐρδｕδ

（３．３０）

因而

ｑ＝Ｓｔ·ρδｕδ·ｃｐΔＴ （３．３１）
由此可见，要想求得ｑ，必须知道Ｓｔａｎｔｏｎ数。而Ｓｔ又随层流或湍流流态而不同，也与飞行高
度、飞行Ｍａ和蒙皮表面温度有关。对于一些简单形状的物体而言，层流边界层的Ｓｔ可以用
理论方法求出；而湍流边界层的Ｓｔ，则主要依靠半经验的理论和实验数据。

３．４．２　高速、高温对边界层的影响

在边界层计算中，由于飞行器速度增大（或相对而言，气流速度增大），使边界层内的气体

温度增高，因而使许多物理参数（如粘性系数μ、密度ρ、导热系数λ以及质量定压热容ｃｐ 等）
都将随温度变化。所以，低速时建立起来的物理关系式不够用了，必须加上更多的物理条件，
所用的数学表达形式也比较复杂。温度更高时，空气会被分解甚至电离，边界层内出现分子和
原子的扩散现象，这时就要考虑化学性质甚至导电性质，问题就更复杂了。
作边界层计算时，需要利用外流的一些参数。当速度不太高时，边界层很薄。把无粘性气

流在物体表面上的物理参数作为边界层的外缘值，误差不大，是可以这么做的。但在高超声速
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时就有问题了，一方面是边界层增厚了，另一方面是激波强度更大了，与被绕流物体贴得更近
了，这就导致激波与边界层的相互干扰。其结果是，外流的压强分布发生了变化，因而不能直
接用无粘性流体绕流物体时的参数作为边界层的外缘值。
为了计算气体绕流物体时，物体上的温度分布及摩擦阻力，必须知道边界层内气体流动所

遵循的规律，即边界层的基本方程式。由于介质是气体，它必须满足状态方程；又因气体是运
动着的，又必须满足流体力学方程；再由于有热交换的关系，还必须满足热力学方程。也就是
说，应满足连续方程（质量守恒定律），运动方程或动量方程（牛顿运动定律），能量方程（热力学
第一定律或能量守恒定律）。在这些方程中，许多参数，如空气密度ρ，粘性系数μ，导热系数λ，
质量定压热容ｃｐ 等都随温度Ｔ 的变化而变化。本节中一方面根据边界层的简化物理条件，写
出以前已知的而现在仍然有用的方程，并导出新的方程；另一方面，根据实验结果，分析一些参
数与温度Ｔ的关系，以决定能否简化，或写出这些参数与温度Ｔ的关系式。
在人们感兴趣的实际应用问题中，一般来说，雷诺数是比较大的。根据边界层在大雷诺数

时是很薄 δｌ～
１
槡（ ）Ｒｅ
的事实，在物体曲率不大的条件下，可以进行如下的近似简化（在此过程

中，取平行于物体表面的方向为ｘ，垂直于表面的方向为ｙ，相应的分速则以ｕ及ｖ表示）。

　　① 由于δｘ１
，故δｘ；而ｖｕ～

δ
ｘ
，因此ｖｕ。

　　②ｐｙ≈０
，即沿垂直于边界层的方向，压强ｐ可以看做常值。所以ｐ由外界无粘性流体

的流动规律来确定，认为是已知值。

　　③ 由于ｕｘ
ｕ
ｙ
，Ｔ
ｘ

Ｔ
ｙ
，因而在方程中可以忽略由于ｕ

ｘ
和Ｔ
ｘ
所产生的粘性力和传导

热。这样，就可以只考虑在ｘ方向上的粘性力和ｙ 方向上的传导热，即τｘｙ ＝μ
ｕ
ｙ
和ｑ＝

－λＴｙ
。

粘性和热传导并不影响气流质量的变化，因而，在边界层内具有和理想流体同样的连续方
程式，即

（ρｕ）
ｘ ＋

（ρｖ）
ｙ ＝０ （３．３２）

按简化条件②，ｙ方向的动量方程可以写成

ｐ
ｙ≈

０ （３．３３）

现在来导出ｘ方向的动量方程。在边界层中取一个控制区，如图３．１１所示。根据动量定律，
通过控制区ｘ方向的动量流量应等于作用在控制区表面的合力在ｘ 方向的投影。如忽略彻
体力，则有
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
ｘ
（ρｕ

２）＋ｙ
（ρｕｖ）＝－

ｐ
ｘ＋


ｙμ

ｕ
（ ）ｙ （３．３４）

图３．１１　动量方程的推导图解

此式可整理成如下形式

ρｕ
ｕ
ｘ＋ρ

ｖｕ
ｙ＝－

ｐ
ｘ＋


ｙμ

ｕ
（ ）ｙ （３．３５）

这就是平面、定常、可压流边界层内的动量方程。
关于能量方程，也可以取一个控制区来进行考察。根据热力学第一定律，输入与输出此控

制区的能量一定保持平衡。因此，由控制区输出的焓和动能，必等于输入控制区的热流量和粘
性力所作的剪切功。从图３．１２可以看出，通过控制区的焓和动能的变化量为


ｘ

（ρｕ）ｈ＋
ｕ２＋ｖ２（ ）［ ］２ ＋ｙ

（ρｖ）ｈ＋
ｕ２＋ｖ２（ ）［ ］２

式中，ｈ为气体的焓。将此式展开得

ｈ＋ｕ
２＋ｖ２（ ）２


ｘ
（ρｕ）＋


ｙ
（ρｖ［ ］）＋ρｕ ｘｈ＋ｕ

２＋ｖ２（ ）２ ＋ρｖ

ｙ
ｈ＋ｕ

２＋ｖ２（ ）２

将式（３．３２）和ｄｈ＝ｃｐｄＴ（设ｈ只是Ｔ 的函数）以及
ｈ
ｙ＝ｃｐ

Ｔ
ｘ
等关系代入该式，得

ρｕｃｐ
Ｔ
ｘ＋


ｘ
ｕ２＋ｖ２（ ）［ ］２ ＋ρｖｃｐ

Ｔ
ｙ＋


ｙ
ｕ２＋ｖ２（ ）［ ］２

输入控制区的热流量为
ｙλ

Ｔ
（ ）ｙ ；单位面积上，粘性力所作的功为

ｙ
ｕμ
ｕ
（ ）ｙ 。根据能量守

恒定律，由控制区输出的焓和动能应等于输入的热流量和粘性力所作的功。因此，得到能量方
程为

ρｕｃｐ
Ｔ
ｘ＋


ｘ
ｕ２＋ｖ２（ ）［ ］２ ＋ρｖｃｐ

Ｔ
ｙ＋


ｙ
ｕ２＋ｖ２（ ）［ ］２ ＝


ｙ
λＴ（ ）ｙ ＋ｙμ

ｕｕ
（ ）ｙ （３．３６）
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图３．１２　能量方程的推导图解

式（３．３６）也可以做如下的变换：将式（３．３５）乘以ｕ，再从式（３．３６）减去所得结果，得

ρｕｃｐ
Ｔ
ｘ＋ρ

ｖｃｐＴｙ＝

ｙ
λＴ（ ）ｙ ＋ｕｐｘ＋μ

ｕ
（ ）ｙ

２

此式亦可写成

ρｕ
ｈ
ｘ＋ρ

ｖｈ
ｙ＝


ｙ

μ
Ｐｒ
ｈ
（ ）ｙ ＋ｕｄｐｄｘ＋μ ｕ（ ）ｙ

２
（３．３６ａ）

气体的密度ρ、压强ｐ及温度Ｔ 是３个重要的物理量，它们之间是有函数关系的，最简单
的关系式是
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ｐ＝ρＲＴ （３．３７）
这是完全气体的状态方程，其中Ｒ是气体常数。在空气动力学中，除极高温度（或很低的压
力）外，都可以将空气视为完全气体。在实用中，也可以用焓ｈ来代替温度Ｔ，将上式写成另外
一种形式

ｐ
ρ
＝γ－１γ

ｈ （３．３７ａ）

其中，γ＝
ｃｐ
ｃＶ
，ｈ＝ｃｐＴ。

在质量、动量和能量方程中，ρ，μ，ｃｐ 和λ等参数都会随温度Ｔ 改变。其中ρ随Ｔ 的变化
已在气体状态方程式（３．３７）中描述了；ｃｐ 随Ｔ 的变化不大（参见表３．２），可以看做常数；λ在
本书中当做给定的，它随Ｔ的变化关系不在这里讨论。这里要讨论的是μ和Ｔ 的关系。分子
运动论中给出的单一成分气体的粘性系数公式为

μ＝ＣＴ
ｎ　 或 　 μ

μ∞
＝ Ｔ
Ｔ∞（ ）ｎ （３．３８）

其中Ｃ是常数，在图３．１３中给出了几种气体的μ随Ｔ 变化的曲线。

图３．１３　几种气体的粘性系数随温度的变化

空气是多种气体的混合物。实验测量表明，μ随Ｔ 的变化规律应该用更准确的Ｓｕｔｈｅｒ
ｌａｎｄ半经验公式

μ
μ∞

＝ Ｔ
Ｔ∞（ ）

３
２

＋ Ｔ∞ ＋Ｓ
Ｔ＋（ ）Ｓ （３．３９）

其中，Ｓ＝１１４Ｋ。
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但在求解边界层方程时，使用此式增加了数值计算中的困难，因而许多人都设法简化
式（３．３９）。基本方向是采用式（３．３８）的形式，但寻求适当的常数Ｃ及ｎ。常用的有以下三种
形式

μ
μδ
＝ ＴＴδ

（３．４０）

或

μ
μδ
＝ Ｔ
Ｔ（ ）δ

ｎ
（３．４１）

一般情况下，当边界层温度为９０Ｋ＜Ｔ＜３００Ｋ时，取ｎ＝８９
；当２５０Ｋ＜Ｔ＜６００Ｋ时，取

ｎ＝３４＝０．７５
或０．７６。计算结果表明，这样做是足够准确的。

最后一种形式是

μ
μδ
＝ＣＴＴδ

其中的Ｃ值要按如下选取

Ｃ＝ Ｔｗ
Ｔ槡δ
·Ｔδ＋Ｓ
Ｔｗ＋Ｓ

此处的Ｓ就是Ｓｕｔｈｅｒｌａｎｄ公式中的Ｓ值，其中的ＴＴδ
也可以写成ｈ

ｈδ
。图３．１４给出了这三种近

似表达式与准确公式的比较。

图３．１４　Ｓｕｔｈｅｒｌａｎｄ公式与幂次定律及线性近似的比较
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为了对这几个参数随温度的变化有一个更清楚的数量上的概念，此处选取了传热学上的
一个数值表（表３．２）作为参考。表内数据是干燥空气的压强为１０１．３２５ｋＰａ时的ρ，μ，λ，ｃｐ 等
随Ｔ 的变化情况。

表３．２　空气的诸参数随温度的变化

Ｔ／℃
ρ／

（ｋｇ·ｍ－３）
μ×１０６／

（Ｐａ·ｓ）
λ×１０３／

（Ｗ·ｍ·Ｋ－１）

ｃｐ／

（Ｊ·ｋｇ－１·Ｋ－１）
Ｐｒ

０ １．２９４ １７．２ ２４．２ １００３ ０．７１
５０ １．０９３ １９．５ ２７．６ １００６ ０．７１
１００ ０．９４７ ２１．７ ３１．０ １０１０ ０．７１
１５０ ０．８３５ ２３．８ ３４．４ １０１６ ０．７０
２００ ０．７４７ ２５．７ ３７．６ １０２４ ０．７０
２５０ ０．６７５ ２７．６ ４０．８ １０３４ ０．７０
３００ ０．６１６ ２９．３ ４３．９ １０４５ ０．７０
４００ ０．５２５ ３２．５ ４９．７ １０６９ ０．７０
５００ ０．４５７ ３５．５ ５５．３ １０９３ ０．７０
６００ ０．４０５ ３８．３ ６０．９ １１１４ ０．７０
７００ ０．３６３ ４０．９ ６５．９ １１３５ ０．７０
８００ ０．３２９ ４３．４ ７０．３ １１５３ ０．７１
９００ ０．３０１ ４５．７ ７４．７ １１７０ ０．７２
１０００ ０．２７７ ４７．９ ７８．６ １１８４ ０．７２

在边界层中，气体的流动除了遵守一般的物理学规律以外，还受到流动边界上的物理条件
所制约。具有不同边界条件的流动，虽然它们遵守的运动规律是一样的，但求解所得的结果是
不同的。所以，要想求得式（３．３２）、式（３．３５）、式（３．３６ａ）和式（３．３９）确定的解，还必须给出流
体运动的边界条件。
首先讨论在静止的、但气体不能穿透的物面上运动的边界条件，也就是阐明在这样的物面

上，粘性流体速度的大小和方向是怎样的？它的十分严格的解答现在还给不出，因为现今的测
量仪器，还无法测量气流在物面本身上的速度。在有些实验中，虽然量过离开物面距离达

０００５ｍｍ处的速度，但测量误差也有４１％。不过，大量的实验证明，沿物面法线由外向内，
速度是连续减小的。因此，只能假设在静止且流体不能穿透的物面上，气流速度为零。
这个假设可以从下面的事实来解释。从物理学中知道，在两个物体的接触面上与在它们

内部一样，作用着分子间的相互作用力，但其有效的影响半径很小。正是这些力，在硬壁上滞
止了一层极薄的流体微团，该流体层仅由几排静止状态的分子组成。因此，流体微团的运动始
终不会在物面的边壁上发生，而是沿着被分子滞止在边壁上的流体分子层发生的。但是，由于
这些分子的尺寸很小（数量级为１×１０－７～１×１０－５ ｍｍ），因此，在实际计算中，可以认为在

ｙ＝１×１０－５ｍｍ≈０ｍｍ时，ｖ＝０。此外，还通过一些间接的实验结果来判断，上述关于物面上
流体速度的假设是可用的。此外，人们进行过大量实验，来确定物面上的摩擦力分布。在静止
物面上速度为零的假设之下，将所得到的理论解答和实验结果做对比，在大多数的情况下，二
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者都能很好地符合一致。因此，可以认为上述假设是完全可以采用的。
关于物面温度的边界条件，则要由物体表面的性质来决定。如果物面是绝热的，在流体和

物面之间没有热交换，因而温度边界条件是

ｑｗ ＝λＴｙ ｙ＝０
＝０，　 即 　Ｔｙ ｙ＝０

＝０

如果物面是不绝热的，根据温度分布的连续性这一性质，可以认为在物面边壁上的流体温度和
物面温度是相等的，即

Ｔ｜ｙ＝０ ＝Ｔｗ
显然，在边界层的外缘，层内流体的运动速度和温度必须等于层外流体在这些点上的速度和温
度。因此，下式应成立

ｙ＝δ时 ｕ＝ｕδ　 以及 　Ｔ＝Ｔδ
但是，确定边界层厚度尚无精确方法。这一问题可以近似地用两个方法来解决。第一，近

似地给出δ（ｘ）＝ ｘ
Ｒｅ槡 ｘ

。第二，因在边界层之外，速度和温度的改变远没有边界层内那样剧烈。

所以可以认为不是当ｙ＝δ时，ｕ＝ｕδ 和Ｔ＝Ｔδ；而是当ｙ→∞时，ｕ＝ｕδ 和Ｔ＝Ｔδ。显然，当

ｙ＝δ和ｙ→∞时的两个速度和温度的差别愈小，则计算中的误差也愈小。对于平板而言，假设
它们的差别为零。但在求解具体问题时，应用哪一种方法，则取决于问题本身的性质。例如，
在求解平板问题时，实验表明，应用第二种方法有足够的精确度。但对于绕柱体的流动来说，
第二种方法却导致显著的误差。因此，必须承认，上述求解方法的最大弱点是在确定边界层的
厚度方面。因而用此方法只能解决一些为数有限的问题；而在其他情况下，则迫使人们想办法
找出求解边界层内粘性流动的其他方法。

３．４．３　可压层流边界层的两个特解———完全气体定常流的Ｃｒｏｃｃｏ Ｂｕｓｅｍａｎｎ关系式

定常层流二维边界层的质量、动量、能量方程具有如下形式


ｘ
（ρｕ）＋


ｙ
（ρｖ）＝０ （３．４２ａ）

ρｕ
ｕ
ｘ＋ρ

ｖｕ
ｙ＝－

ｄｐｅ
ｄｘ＋


ｙμ

ｕ
（ ）ｙ （３．４２ｂ）

ρｕ
ｈ
ｘ＋ρ

ｖｈ
ｙ＝

ｕｄｐｅｄｘ＋

ｙ

μ
Ｐｒ
ｈ
（ ）ｙ ＋μ ｕ（ ）ｙ

２
（３．４２ｃ）

对于平板流动，ｄｐｅ／ｄｘ＝０。将式（３．４２ｂ）通乘以ｕ，再与式（３．４２ｃ）相加，最后得

ρｕ
Ｈ
ｘ＋ρ

ｖＨ
ｙ ＝


ｙ

μ
Ｐｒ
Ｈ
（ ）ｙ ＋ｙ

１－ １（ ）Ｐｒμｕ
ｕ
［ ］ｙ （３．４３）

如果近似取Ｐｒ＝１（空气的Ｐｒ＝０．６９），则式（３．４３）的最后一项就没有了。由此立即可得到一
个特解
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Ｈ ＝ 常数 （３．４４）
这是指在整个边界层内，总焓Ｈ 为常数。但是

Ｈ ＝ｈ＋ｕ
２

２
（３．４４ａ）

在物面上，ｕ＝０，由式（３．４４ａ）得

ｈ
ｙ＝

０ （３．４４ｂ）

这表明在壁面处的热流量为零，因此，这个壁面是绝热壁。

Ｐｒ＝１时，还可以得到另一个特解。令

ｈ＝ｈ（ｕ）
则

ｈ
ｙ＝

ｄｈ
ｄｕ
ｕ
ｙ

将此关系代入能量方程式（３．４２ｃ），整理后得

ｄｈ
ｄｕρｕ

ｕ
ｘ＋ρ

ｖｕ
ｙ－


ｙμ

ｕ
（ ）［ ］ｙ ＝ １＋ｄ

２ｈ
ｄｕ（ ）２ μ ｕ（ ）ｙ

２
（３．４５）

此式左边方括号内正是ｄｐｅ
ｄｘ＝０
条件下的动量方程式（３．４２ｂ），应该等于零。因此，式（３．４５）的

右侧也应该等于零，即

ｄ２ｈ
ｄｕ２ ＝－１

由此得

ｈ＝－ｕ
２

２＋Ｃ１ｕ＋Ｃ２
（３．４６）

在物面上，ｕ＝０，可见

Ｃ２ ＝ｈｗ
在边界层外缘ｕ＝ｕｅ处，ｈ＝ｈｅ，由此得

Ｃ１ ＝ ｈｅ＋ｕ
２
ｅ

２－ｈ（ ）ｗ ｕｅ

代入式（３．４６），得

ｈ＝－ｕ
２

２＋ ｈｅ＋ｕ
２
ｅ

２－ｈ（ ）ｗ ｕｕｅ＋ｈｗ
总焓应为

Ｈ ＝ｈ＋ｕ
２

２ ＝Ｃ２＋Ｃ１ｕ＝ｈｗ＋
（Ｈｅ－ｈｗ）ｕｕｅ

（３．４７）

以上两个特解式（３．４４）和式（３．４７）是由德国人Ｂｕｓｅｍａｎｎ和意大利人Ｃｒｏｃｃｏ分别于１９３１年
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和１９３２年独立发现的，所以称为Ｃｒｏｃｃｏ Ｂｕｓｅｍａｎｎ能量积分关系式。

若进一步假设ｃｐ＝常数，则在Ｐｒ＝１及
ｄｐ
ｄｘ＝０
的条件下，式（３．４７）可写为

Ｔ＝Ｔｗ＋ Ｔｅ＋ｕ
２
ｅ

２ｃｐ
－Ｔ（ ）ｗ ｕｕｅ－ｕ

２

２ｃｐ
（３．４８）

式中的 Ｔｅ＋
ｕ２ｅ
２ｃ（ ）
ｐ
就是绝热壁温Ｔａｗ。将上式对ｙ微分，并考虑物面边界条件ｕ＝０，即可得壁

面热流与表面摩擦的关系为

ｑｗ ＝λｗ Ｔ（ ）ｙ ｗ
＝
（Ｔａｗ－Ｔｗ）λｗ
ｕｅμｗ

τｗ

或

Ｓｔ＝ ｑｗ
ρｅｕｅｃｐ Ｔａｗ－Ｔ（ ）ｗ

＝ＣＤｆ２Ｐｒ
（３．４９）

这就是雷诺比拟关系式。严格地说，只有在Ｐｒ＝１以及ｄｐｄｘ＝０
时才正确。但对气体而言，若

将上式中的Ｐｒ修改为Ｐｒ２／３，上式用于层流及湍流的任意情况下也都很好。

３．４．４　可压湍流边界层的两个特解

可压湍流边界层的动量方程和能量方程分别为

珋ρ珔ｕ
珔ｕ
ｘ＋

珋ρ珔ｖ
珔ｕ
ｙ＝－

ｄ珚ｐ
ｄｘ＋


ｙ

（μ＋μｔ）
珔ｕ
［ ］ｙ （３．５０ａ）

珋ρ珔ｕ
Ｈ
ｘ＋

珋ρ珔ｖ
Ｈ
ｙ ＝


ｙ

μ
Ｐｒ＋

μｔ
Ｐｒ（ ）ｔ Ｈ［ ］ｙ ＋ｙμ

１－ １（ ）Ｐｒ ＋μｔ １－
１
Ｐｒ（ ）［ ］

ｔ


ｙ
珔ｕ２（ ）２
（３．５０ｂ）

式中

Ｐｒｔ＝μｔｃｐλｔ
（３．５１）

是湍流Ｐｒａｎｄｔｌ数。
如果假设Ｐｒ＝Ｐｒｔ＝１，并略去压强梯度，则以上动量方程和能量方程与层流边界层的数

学形式相同，且立即可以得到两个特解，即

Ｈ ＝珔ｈ＋
珔ｕ２
２ ＝
常数 （３．５２ａ）

以及

Ｈ ＝Ｃ１＋Ｃ２珔ｕ （３．５２ｂ）
或

珔ｈ＝Ｃ１＋Ｃ２珔ｕ－
珔ｕ２
２

（３．５２ｃ）
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此式与层流的式（３．４６）形式相同，在ｃｐ 为常数的条件下，也可写成温度之间的关系

珡Ｔ≈Ｔｗ＋（Ｔａｗ－Ｔｗ）
珔ｕ
ｕｅ－

ｒ珔ｕ２
２ｃｐ

（３．５３）

式中的ｒ是复温系数。此式也称为Ｃｒｏｃｃｏ Ｂｕｓｅｍａｎｎ关系式。当然，实际上Ｐｒ≠１，湍流时
的复温系数ｒ取为

ｒ＝Ｐｒ１／３ ≈０．８８
就可以认为足够准确了。

习　题

３．１　一块平板，弦长１２．７ｃｍ，在海平面高度以Ｍａ＝４飞行。假设全板为层流，表面为绝热
壁，试求单位展长平板的摩擦阻力。

３．２　续习题３．１，假设全板为湍流，再求单位展长平板的摩擦阻力。

３．３　有一块平板，板上为层流边界层。假设Ｐｒ＝１，而且是完全气体（ｃｐ，ｃＶ 也都是常数）。试
证明边界层内的总温分布与速度分布的关系为

Ｔ０ ＝Ｔｗ＋（Ｔ０，ｅ－Ｔｗ）ｕｕｅ
式中，Ｔｗ 是壁温，Ｔ０，ｅ和ｕｅ是边界层外边界处的总温和速度。

３．４　有一飞行器在３５ｋｍ高度飞行，其环境压强与温度分别为５８３．５９Ｎ／ｍ２ 及２４６．１Ｋ。此
飞行器的球头半径为２．５４ｃｍ。假设Ｐｒ＝０．７２，ｃｐ＝１００８Ｊ／（ｋｇ·Ｋ），粘性系数按

Ｓｕｔｈｅｒｌａｎｄ公式确定。头部的壁温为４００Ｋ。假设头部的复温系数为１．０，试求飞行速
度为 （ａ）１５００ｍ／ｓ，（ｂ）４５００ｍ／ｓ时，传给驻点的气动热是多大？

３．５　假设边界层内的温度型为

Ｔ－Ｔｅ＝ （Ｔｗ－Ｔｅ）（１－２ζ＋２ζ
３－ζ

４）

式中，ζ＝δＴ／δ。问此温度型应满足什么样的边界条件？速度型按
ｕ
Ｖ＝

２ｙ
δ －

ｙ２

δ２
计算。

３．６　参看图３．１５，一块等边三角形薄板淹没在直匀流中。来流速度为１２ｍ／ｓ，Ｔ＝２０℃，

ｐ＝１０１．３２５ｋＰａ。假设流动为层流，试求此平板所受之阻力（以Ｎ计）。

３．７　参看图３．１６，整流器是由放置在气流中的小管阵列组成，用来除去旋涡和其他的横向速
度。任取其中的一个小管，可以理想化为图示之薄壁小方盒。试用平板层流边界层理论
导出流过一束ｎ×ｎ个小方盒时的压降Δｐ公式。
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图３．１５　习题３．６附图

图３．１６　习题３．７附图
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书书书

第４章　求解平面定常流边界层方程的近似方法

４．１　概　述

第３章已介绍了边界层概念，并描绘了边界层的流动图画。现在，继续讨论边界层问题。
图４．１（ａ）描述了边界层厚度及层内速度分布沿流动方向的变化，图４．１（ｂ）则是点Ａ处流速
沿物面法向的变化照片。在第３章还介绍过，边界层有层流和湍流之分。如果来流的湍流度

图４．１　边界层流动图画

不大的话，物面上的边界层起初总有一段是层流流态。若将边界层某截面上的流动当做一个
对应的管流来看，其对应的管直径是２δ。边界层厚度既然愈往下游愈厚，则以２δ为代表性尺
寸计算雷诺数时，总会超过临界值的。这时，层流流态便经过一个过渡段转变成湍流边界层。
过渡段很短，通常看成一点。这样，整个边界层内的流态如图４．２所示。在第３章还讲述了怎
样从Ｎ Ｓ方程简化得出边界层方程，并据此求得了平板层流边界层的解析解，即Ｂｌａｓｉｕｓ解。
这种做法虽然很严格，但只限于层流，湍流还办不到。本章讨论用比较简单的动量积分法来计
算平板的阻力系数，从而可以得到很接近于Ｂｌａｓｉｕｓ解的结果。此方法不仅适用于层流，也适
用于湍流，而且可以用来求解微弯物面的阻力。因为当物形不是平板时（例如机翼表面），往往
需要借用平板的公式或将表面展开当成平板来计算。



图４．２　边界层流态

４．２　平板边界层

４．２．１　动量积分关系式

参看图４．３，在边界层内取控制面ＡＢＣＤ。假设流动是定常流，并假设垂直于纸面的尺寸
为１单位。对此控制面内的流体应用动量定理，来建立边界层的积分关系式。
假设边界层内某点Ｐ处的气流速度为

ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ）
则在ｄｔ时间内，通过ＡＢ边的气流质量为

ｍ＝∫
δ

０
ρｕ·ｄｔ·ｄｙ＝ｄｔ∫

δ

０
ρｕ·ｄｙ

在同一时间间隔内，由ＣＤ边流出的质量为

ｍ＋ｄｍｄｘ
·ｄｘ＝ｄｔ∫

δ

０
ρｖ·ｄｙ＋ ｄｔ·ｄｄｘ∫

δ

０
ρｕ·ｄ（ ）ｙ ｄｘ

因此，经ＡＢ和ＣＤ 流出控制面的净质量为

ｄｔ·ｄｘ·ｄｄｘ∫
δ

０
ρｕ·ｄｙ （４．１）

对于定常流而言，从封闭的控制面内流出的质量应等于流进此控制面的质量。即在ｄｔ时间
内，应由ＡＤ边流进控制面的质量也是

ｄｔ·ｄｘ·ｄｄｘ∫
δ

０
ρｕ·ｄｙ

在ｄｔ时间内，由ＡＢ流进控制面的动量为

ｄｔ∫
δ

０
ρｕ

２·ｄｙ

由ＣＤ边流出控制面的动量为

ｄｔ∫
δ

０
ρｕ

２·ｄｙ＋ ｄｔ·ｄｄｘ∫
δ

０
ρｕ

２·ｄ（ ）ｙ ｄｘ （４．２）
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图４．３　动量积分法示意图

由ＡＤ边流进控制面的动量为

ｄｔ·Ｖδ·
ｄ
ｄｘ∫

δ

０
ρｕ·ｄ（ ）ｙ ｄｘ （４．３）

Ｖδ 表示边界层边界上的流速。于是，通过控制
面ＡＢＣＤ的动量变化便是

ｄｔ·ｄｘ ｄ
ｄｘ∫

δ

０
ρｕ

２·ｄｙ－Ｖδ·ｄｄｘ∫
δ

０
ρｕ·ｄ（ ）ｙ

（４．４）
再看作用在控制面边界上的力。略去彻体

力，并注意边界层边界上的摩擦力为零，而且

ＡＢ及ＣＤ 面上的摩擦力在ｘ方向没有分力，所
以只要列出ＡＢ，ＣＤ 和ＡＤ 这３个面上的压力
以及物面ＢＣ上的摩擦力就行了。这几个面上

的作用力在ｘ方向的投影分别为

ＡＢ 面 ｐ·δ

ＣＤ 面 － ｐδ＋ ｐ·ｄδ＋δ·ｄｐｄｘｄ（ ）［ ］ｘ

ＡＤ 面 ｐ·ｄδ
ＢＣ面 －τｗ·ｄｘ
式中，下标“ｗ”代表“物面”。这几个力的合力的冲量是

－ δ·ｄｐｄｘ＋τ（ ）ｗ ｄｘ·ｄｔ （４．５）

根据动量定律，动量的改变量应等于外力的冲量，故式（４．４）应与式（４．５）相等，即

ｄ
ｄｘ∫

δ

０
ρｕ

２·ｄｙ－Ｖδ·ｄｄｘ∫
δ

０
ρｕ·ｄｙ＝－δ

ｄｐ
ｄｘ－τｗ

（４．６）

式（４．６）就是定常流的边界层动量积分关系式，也叫卡门 波尔豪森（Ｋａｒｍａｎ Ｐｏｈｌｈａｕｓ
ｅｎ）动量积分关系式。该式不仅适用于层流边界层，也适用于准定常湍流边界层；不仅适用于
平板，也适用于微弯曲面；既适用于不可压流，也适用于可压流。在不可压流的情况下，密度ρ
是常数，可以从积分号中移出来，于是式（４．６）化为

ｄ
ｄｘ∫

δ

０
ｕ２·ｄｙ－Ｖδ·ｄｄｘ∫

δ

０
ｕ·ｄｙ＝－δ

ρ
ｄｐ
ｄｘ－

τｗ
ρ

（４．７）

这是不可压流的动量积分关系式。不过，具体用来解决问题时，还要将此式改写成另一个样
子。引用两个新概念，一个叫位移厚度δ，另一个叫动量损失厚度δ（有的书上用记号θ），
分别定义为

δ ＝∫
δ

０
１－ｕＶ（ ）δ ｄｙ （４．８）
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δ ＝∫
δ

０

ｕ
Ｖδ
１－ｕＶ（ ）δ ｄｙ （４．９）

这两个量δ及δ的物理意义如下。参看图４．４，假设某点Ｐ处的边界层厚度是δ，则在δ的
范围内以速度Ｖδ 流动的理想流量是

∫
δ

０
ρＶδ·ｄｙ＝ρＶδ·δ

图４．４　位移厚度示意图

而实际通过δ的流量却是

∫
δ

０
ρｕ·ｄｙ

此处ｕ是边界层中距物面为ｙ处的流速。上述两部分流量
之差是

∫
δ

０
ρ（Ｖδ－ｕ）ｄｙ

这就是说，当设想δ范围内各点皆以速度Ｖδ 流动时，通过的

流量比实际流量多出来的值是∫
δ

０
ρ（Ｖδ－ｕ）ｄｙ。或者说，δ

嫌太大了。为了保持实际的流量，就必须把Ｐ 点处的物面
往上移动一段距离，叫做位移厚度，记为δ，它由下式确定，即

ρＶδ·δ ＝∫
δ

０
ρ（Ｖδ－ｕ）ｄｙ

对于不可压流而言，位移厚度δ的表达式为

δ ＝∫
δ

０
１－ｕＶ（ ）δ ｄｙ （４．１０）

因此，当Ｐ处物面上移δ到达Ｐ′以后，设想在Ｐ′Ｑ 这段距离上的各点皆以速度Ｖδ（边界
层边界处的流速）流动时所通过的流量，就正好等于由Ｐ到Ｑ 的实际流量。δ也相当于流线
在边界层边界处被挤入边界层外的距离。这在设计喷管时是有实际意义的。因为设计喷管时
都是先按理想流来计算型线的，为了把粘性影响考虑进去，就要把按理想流算出的型线各点的

ｙ坐标都增加当地位移厚度δ那么大的尺寸，如图４．５所示。图中的虚线是理想流的型线，
实线是做了边界层修正之后的实际型线。

图４．５　喷管型线的粘性修正示意图

　　δ的物理意义是：由式（４．９）知

ρＶ
２
δ·δ ＝∫

δ

０
（ρＶδ·ｕ－ρｕ

２）ｄｙ

等号右侧第一项是实际流量乘以层外流速Ｖδ 这样一
个假想动量，而第二项则是实际流量乘以实际流速ｕ，
这是实际动量。二者之差就是层内那部分流量在没有
粘性力作用时应有的动量与有粘性力作用时的实际动

１９



量之差，这也就是由于有粘性力作用而损失的动量。这些损失了的动量折合成以Ｖδ 流动的、

厚度为δ的一层流体所具有的动量，即

δ ＝∫
δ

０

（ρｕＶδ－ρｕ
２）

ρＶ
２
δ

ｄｙ＝∫
δ

０

ｕ
Ｖδ
１－ｕＶ（ ）δ ｄｙ （４．１１）

因此，δ称为动量损失厚度。
有了δ及δ，动量积分关系式（４．７）可以整理成比较整齐的形式了，式（４．７）中的第二项

可以先改写为

Ｖδ·ｄｄｘ∫
δ

０
ｕ·ｄｙ＝ｄｄｘ∫

δ

０
Ｖδ·ｕ·ｄｙ－∫

δ

０
ｕ·ｄＶδｄｘｄｙ＝

ｄ
ｄｘ∫

δ

０
Ｖδ·ｕ·ｄｙ－∫

δ

０
Ｖ′δ·ｕ·ｄｙ

式中Ｖ′δ＝
ｄＶδ
ｄｘ
。式（４．７）右侧第一项可写为

－δ
ρ
ｄｐ
ｄｘ＝－

δ
ρ
ｄ
ｄｘ ｐ０－

１
２ρＶ

２（ ）δ ＝δ·Ｖδ·Ｖ′δ
因此，式（４．７）可按下述步骤改写为

ｄ
ｄｘ∫

δ

０
ｕ２·ｄｙ－ ｄｄｘ∫

δ

０
Ｖδ·ｕ·ｄｙ＋∫

δ

０
Ｖ′δ·ｕ·ｄｙ＝δ·Ｖδ·Ｖ′δ－τｗ

ρ
ｄ
ｄｘ∫

δ

０
ｕ（Ｖδ－ｕ）·ｄｙ＋Ｖ′δ∫

δ

０
（Ｖδ－ｕ）·ｄｙ＝τｗ

ρ
　　 　

ｄ
ｄｘ
（Ｖ２δ·δ）＋Ｖ′δ·Ｖδ·δ ＝τｗ

ρ

Ｖ２δ·ｄδ


ｄｘ ＋２Ｖ′δ·Ｖδ·δ ＋Ｖ′δ·Ｖδ·δ ＝τｗ
ρ
　 　　　

引用符号Ｈ＝δ


δ
，上式可化为

ｄδ
ｄｘ ＋Ｖ′δ

·δ
Ｖδ

（２＋Ｈ）＝ τｗ
ρＶ

２
δ

（４．１２）

这就是最终的形式。这种形式的动量积分关系式，在做较复杂的计算时（如曲面边界层）用起
来要方便一些。
具体求解边界层问题的步骤大致如下。首先，略去边界层厚度，用位流理论求出物面的速

度分布，并认为这个速度分布就是边界层边界处的速度分布

Ｖδ（ｘ） （４．１３）

接着按伯努利方程ｐ＋１２ρＶ
２
δ＝Ｃ求出边界层边界处的压强分布ｐ（ｘ）。由ｐｙ＝０

得知，这个

ｐ（ｘ）就是物面上的压强分布。由此即可求得
２９



ｄｐ
ｄｘ＝－ρＶδ

ｄＶδ
ｄｘ

（４．１４）

　　其次，找补充关系式。因把式（４．１３）和式（４．１４）代入式（４．７）以后，一个方程中还有３个
未知数ｕ，δ和τｗ，故尚需找两个补充关系式。办法是根据具体的物理情况或根据实验，假设
边界层内的速度分布曲线（即速度型）为

ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ） （４．１５）
层流时，即可由牛顿摩擦定律得到第二个补充关系式

τｗ（ｘ）＝μ
ｕ
（ ）ｙ ｙ＝０

（４．１６）

　　最后，将式（４．１５）及式（４．１６）代入式（４．１２），使该式成为δ的一个常微分方程，此方程一
般是容易求解的。由此可见，这种解法的关键在于速度型ｕ（ｘ，ｙ）是否假设得正确。当然，绝
对正确是做不到的，但完全可以做到相当精确。所以，卡门动量积分法是一种近似方法，但精
确度可以相当高。下面就用此方法具体求解平板边界层问题。

４．２．２　平板层流边界层

　　参看图４．６，假设流速为Ｖ∞的不可压（ρ＝常数）直匀流流过一块顺流放置的平板，边界层

外的流速是Ｖ∞＝常数，层内速度ｕ则是ｙδ
的函数。这时

Ｖ′δ ＝
ｄＶδ
ｄｘ ＝０

图４．６　平板层流边界层

因而积分关系式（４．１２）就变得很简单
了，即

ｄδ
ｄｘ ＝ τｗ

ρＶ
２
∞

（４．１７）

现在的目的是要求出① 边界层厚度的变
化规律δ（ｘ）；② 摩擦阻力系数ＣＤｆ。
根据４２１小节求解边界层问题的

解法步骤，第一步求位流速度分布已自
然解决了，因理想不可压直匀流流过平
板时，流速不变，Ｖδ＝Ｖ∞＝常数。第二步

是需要找两个补充关系式，即速度分布ｕ
Ｖδ
＝ｆ ｙ（ ）δ 和τｗ。先找速度分布。比照圆管内的

Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ流动，流速沿管截面是按抛物线规律分布的。现在把边界层看做半径为δ的半根管
子，其速度分布规律应与抛物线类似，因而假设速度分布函数为

３９



ｕ
Ｖ∞

＝Ａ０＋Ａ１ｙδ ＋
Ａ２ ｙ（ ）δ

２

＋Ａ３ ｙ（ ）δ
３

（４．１８）

此式中的诸系数是待定的，由下述边界条件来确定，即

物面条件ｙ＝０时 ｕ＝０，　
２ｕ
ｙ２

＝０

边界层外边界条件ｙ＝δ时 ｕ＝Ｖ∞，　ｕｙ＝
０

由这４个条件可以定出４个系数为

Ａ０ ＝０，　Ａ１ ＝ ３２
，　Ａ２ ＝０，　Ａ３ ＝－１２

于是，速度分布便是

ｕ
Ｖ∞

＝ ３２
ｙ
δ －

１
２
ｙ（ ）δ

３
（４．１９）

再找第二个补充关系。牛顿摩擦定律可写为

τｗ ＝μ·
ｕ
（ ）ｙ ｙ＝０

将式（４．１９）代入上式，得

τｗ ＝ ３２μ
·Ｖ∞

δ
（４．２０）

至此，两个补充关系式已找齐。第三步是对式（４．１７）求解。为此，先求出δ的表达式。把速
度分布式（４．１９）代入δ的定义公式（４．１１），得

δ ＝∫
δ

０

ｕ
Ｖ∞

１－ ｕＶ∞（ ）ｄｙ＝δ∫
１

０

ｕ
Ｖ∞

１－ ｕＶ∞（ ）ｄ ｙ（ ）δ ＝ ３９２８０δ
（４．２１）

把式（４．２１）及式（４．２０）代入式（４．１７），得到一个常微分方程

１３
１４０δ

·ｄδ＝ μ
ρＶ∞

ｄｘ （４．２２）

利用边界条件ｘ＝０时δ＝０，积分上式，得边界层厚度沿板长的变化规律是

δ＝４．６４ｘ
Ｒｅ槡 ｘ

（４．２３）

其中Ｒｅｘ＝
Ｖ∞ｘ
ν
就是距平板前缘为ｘ处的、以长度ｘ表示的当地雷诺数。

作用在宽度为ｂ（垂直于纸面的）、长为ｌ的平板一个面上的摩擦阻力为

Ｄｆ ＝∫
ｌ

０
τｗ·ｂ·ｄｘ

将式（４．２０）及式（４．２３）代入此式，得

Ｄｆ ＝１．２９６
Ｒｅ槡 ｌ

ρＶ
２
∞

２ Ｓ

４９



式中，Ｒｅｌ＝
Ｖ∞ｌ
ν
；Ｓ是平板的投影面积，其大小为ｂｌ。于是，单面平板的摩阻①系数为

ＣＤｆ ＝
Ｄｆ

１
２ρＶ

２
∞·Ｓ

＝１．２９６
Ｒｅ槡 ｌ

（４．２４）

式（４．２３）与式（４．２４）就是用动量积分关系式求解平板不可压层流边界层的最后结果，与
由边界层微分方程出发所求得的平板层流边界层Ｂｌａｓｉｕｓ精确解结果

δ＝５．０ｘ
Ｒｅ槡 ｌ

（４．２５）

ＣＤｆ ＝１．３２８
Ｒｅ槡 ｌ

（４．２６）

相对比，ＣＤｆ的误差不超过３％，而Ｂｌａｓｉｕｓ精确解已由Ｎｉｋｕｒａｄｓｅ用实验证明了是符合实际的。
因此，Ｋａｒｍａｎ动量积分法虽然简单，但其结果还是相当准确的。
由式（４．２５）及式（４．２６）可以看出，边界层厚度δ是随ｘ而增厚的。所以，在平板不可压层流

边界层条件下，边界层边界是一条二次抛物线。摩阻系数ＣＤｆ不是常数，是随Ｒｅｌ增大而减小的。
下面，举例说明平板层流边界层公式的应用。

图４．７　例４．１附图

例４．１　一块平板Ｌ＝１．６ｍ，放在Ｖ∞＝２ｍ／ｓ的
空气流中。已知空气温度为２０℃，试求平板末端的边
界层厚度δ，摩阻系数ＣＤｆ，以及单面平板的总阻力。
给定，平板宽度ｂ＝１ｍ（图４．７）。
解：ｔ＝２０℃时，空气的运动粘性系数ν＝０．１６×

１０－４ｍ２／ｓ。因此

ＲｅＬ ＝Ｖ∞·Ｌ
ν ＝ ２×１．６

０．１６×１０－４
＝２×１０５

对平板而言，以长度计的转捩雷诺数ＲｅＬ ＝５×１０５，因此判定流态为层流边界层。
由式（４．２５）得

δ＝５．０Ｌ
Ｒｅ槡 Ｌ

＝ ５×１．６
２×１０槡 ５

＝０．０１７９ｍ＝１７．９ｍｍ

由式（４．２６）得

ＣＤｆ ＝１．３２８
Ｒｅ槡 Ｌ

＝ １．３２８
２×１０槡 ５

＝０．００２９７

单面平板的总阻力为

Ｄｆ ＝ＣＤｆρ
Ｖ２∞
２ｂＬ ＝０．００２９７×

０．１２５×４
２ ×１．６＝０．０１１６６Ｎ

５９

① 摩阻是摩擦阻力的简称。该简称在本书中适用。



这个例题说明了怎样用边界层公式来求摩擦力及边界层厚度。顺便，还可以以边界层厚
度公式为依据来补充说明连续介质假设的适用范围，即Ｋｎｕｄｓｅｎ数Ｋｎ＜０．０１。

４．２．３　关于连续介质的范围

　　由雷诺数的定义得

Ｒｅ＝ρｖＬ
μ
＝ρ
珚Ｖｌ
μ
·ｕ
ｃ
·ｃ珚Ｖ

·Ｌ
ｌ

（４．２７）

式中，珚Ｖ及ｌ分别是气体分子运动的平均速度与平均自由程，ｃ是声速，μ是粘性系数，Ｌ是物
体的特征长度，ρ是密度，ｕ是气体宏观运动的速度。
由分子运动论得知，就数量级而言，下列关系式成立，即

μ＝ρ珚Ｖｌ
珚Ｖ＝ｃ

因此，就数量级而言，式（４．２７）中的ρ珚Ｖｌ可与μ消掉，ｃ可与珚Ｖ 消掉，于是式（４．２７）可写为

Ｒｅ＝Ｌｌ
·Ｍａ

或

Ｌ
ｌ ＝

Ｒｅ
Ｍａ

（４．２８）

对式（４．２５），就数量级而言，边界层厚度与物体特征尺寸之比应是 １
槡Ｒｅ
的数量级，即

δ
Ｌ ～

１
槡Ｒｅ

（４．２９）

将式（４．２８）代入式（４．２９）得

δ
ｌＲｅＭａ

～ １
槡Ｒｅ

由此推知，边界层厚度δ与分子运动平均自由程ｌ之比的数量级应是

δ
ｌ ～

槡Ｒｅ
Ｍａ

（４．３０）

钱学森在１９４６年建议，连续介质气体动力学的范围要限制在，边界层厚度的数量级至少
是分子运动平均自由程的１００倍以上，就是说

δ
ｌ ～

槡Ｒｅ
Ｍａ ＞１００

（４．３１）

而Ｋｎｕｄｓｅｎ数Ｋｎ就定义为

Ｋｎ＝ Ｍａ
槡Ｒｅ

（４．３２）

６９



于是δ
ｌ＞１００

即可表示为

Ｋｎ＜０．０１ （４．３３）

４．２．４　平板湍流边界层

仍参看图４．６，假设有速度为Ｖ∞的不可压直匀流流过零迎角的平板，板面上从头到尾都

是准定常湍流边界层，ρ，Ｖ∞，μ，Ｌ及ｂ皆为已知，试求δ湍（ｘ）和ＣＤｆ湍。
对于准定常湍流边界层而言，卡门动量积分式对各参数的时均值是照样成立的。不过，一

般略去时均值符号。直接写成式（４．１７）的形式，即

ｄδ
ｄｘ ＝ τｗ

ρＶ
２
∞

（４．３４）

找补充关系时，需要注意现在是湍流，其速度分布比层流饱满。所以，把湍流光滑管的速度分
布借用过来，即假设速度分布为

ｕ
Ｖ∞

＝ ｙ（ ）δ
１
７

（４．３５）

代入式（４．１１），可求得

δ ＝δ∫
２

０

ｙ（ ）δ
１
７
· １－ ｙ（ ）δ［ ］

１
７
·ｄ ｙ（ ）δ ＝ ７７２δ

（４．３６）

壁面摩擦应力τｗ 不能用牛顿公式计算，因湍流不服从此规律。湍流的τｗ 也从圆管湍流
借用过来，即

τｗ ＝０．０２２５ρＶ
２
∞

ν
Ｖ∞·（ ）δ

１
４

（４．３７）

把式（４．３６）及式（４．３７）代入式（４．３４），得

７
７２
·ｄδ
ｄｘ＝０．０２２５

ν
Ｖ∞·（ ）δ

１
４

（４．３８）

δ湍 ＝０．３７ｘ
Ｒｅ

１
５
ｘ

（４．３９）

可见，湍流边界层的厚度是随ｘ
４
５成正比增长的，比层流的增长快得多。

单面平板的摩擦阻力为

Ｄｆ湍 ＝∫
ｌ

０
τｗ·ｂ·ｄｘ＝ ７７２ρＶ

２
∞·ｂ·δ＝

０．０３６ρＶ
２
∞

ν
Ｖ∞·（ ）Ｌ

１
５
·ｂＬ

摩阻系数为

７９



ＣＤｆ湍 ＝０．０７２
Ｒｅ

１
５
Ｌ

（４．４０）

图４．８中画出了不可压层流及湍流零迎角平板局部摩阻系数Ｃｆ ＝τｗ
１
２ρＶ

２
∞（ ）［ ］与雷诺

数的关系曲线。实验证明，式（４．２６）及式（４．４０）很好地反映了实际情况。实验也表明，
式（４．４０）中的常数若用０．０７４就更符合实际，即式（４．４０）应修正为

ＣＤｆ湍 ＝０．０７４
Ｒｅ

１
５
Ｌ

（４．４１）

式（４．４１）的应用范围为５×１０５＜ＲｅＬ＜１０７。当ＲｅＬ 值更高时，在１０７≤ＲｅＬ≤１０９ 范围内，常用

Ｓｃｈｌｉｃｈｔｉｎｇ经验公式

ＣＤｆ湍 ＝ ０．４５５
（ｌｇＲｅＬ）２．５８

（４．４２）

来计算湍流边界层的摩阻系数。

图４．８　平板局部摩阻系数与雷诺数的关系

例４．２　一块平板宽ｂ＝３．０５ｍ，长Ｌ＝３０．５ｍ，以Ｖ∞＝６．１ｍ／ｓ的速度在２０℃的水中

运动，试求平板末端的δ和δ，平板的摩阻系数ＣＤｆ，以及单面平板的阻力。

解：水在２０℃时的运动粘性系数为ν＝０．０１×１０－４ｍ２／ｓ，故得

ＲｅＬ ＝Ｖ∞Ｌ
ν ＝６．１×３０．５０．０１×１０－４

＝１．８６×１０８

８９



此值大于ＲｅＬ ＝５×１０５，故判定流态为湍流。
由式（４．４２）得

ＣＤｆ ＝ ０．４５５
（ｌｇＲｅＬ）２．５８

＝０．００１９６

单面阻力Ｄｆ为

Ｄｆ ＝ＣＤｆ·ρ
Ｖ２∞
２
·ｂＬ ＝０．００１９６×１０２×３７．２１２ ×３．０５×３０．５＝３．３８ｋＮ

由式（４．３９）得

δ＝０．３７ＬＲｅ０．２Ｌ
＝０．３７×３０．５４５．１ ＝０．３５ｍ

现在，Ｖ∞＝Ｖδ，故
ｕ
Ｖδ
＝ｕＶ∞

。又因在湍流中

ｕ
Ｖ∞

＝ ｙ（ ）δ
１
７

所以，由式（４．８）得位移厚度为

δ
δ ＝∫

２

０
１－ ｙ（ ）δ［ ］

１
７
·ｄ ｙ（ ）δ ＝ ｙ

δ －
７
８
ｙ（ ）δ［ ］

８
７ １

０
＝ １８

即

δ ＝δ８ ＝
３５０
８ ＝４３．７５ｍｍ

答：δ＝３５０ｍｍ，δ＝４３．７５ｍｍ，ＣＤｆ＝０．００１９６，Ｄｆ＝３．３８ｋＮ。

４．３　曲面边界层的分离现象

用烟风洞观察实际流体流过曲面物体（例如圆柱体）时，会看到分离现象。流过曲面与流

图４．９　圆柱体的无粘绕流

过平板的主要不同之处在于沿着前者物面的压强

梯度ｐ
ｘ
不是零，而沿平板的ｐ

ｘ
则恒为零。而压强

梯度是会影响边界层流动的。
参看圆柱体的无粘绕流图４．９，在圆柱体表面

上，由前驻点Ａ往下游去，流速在ＡＢ段是增大的，
到Ｂ点达最大值，然后在ＢＣ段内减速，到后驻点

Ｃ处流速降为零。而压强的变化趋势则正与流速
的变化趋势相反，在ＡＢ段内，压强是逐渐减小的，
而在ＢＣ段内则是逐渐增大的。如果取曲线坐标

９９



系，将圆柱面当做ｘ坐标，就是ｐｘ
开始小于零，然后在ＢＣ段大于０。在这种压强梯度的作用

下，理想流体不会分离，因流体微团在Ｂ处得到的动能正好足够把流体微团送到Ｃ 点。有粘
性的实际流体就不同了，从Ａ到Ｂ 有摩擦，消耗了一部分动能；从Ｂ到Ｃ 既有摩擦又有逆压，
都要消耗动能，这就使流体微团没到Ｃ点就走不动了。现在把物面上分离点附近的流动图画
示于图４．１０（ａ）中，由图看到，在Ｂ点下游，有这样一点Ｓ，在该处

ｕ
（ ）ｙ ｙ＝０

＝０ （４．４３）

图４．１０　曲面边界层的分离

Ｓ点称为分离点 图４．１０（ｂ）中清晰地显示该点ｕｙ＝［ ］０ 。在分离点下游，例如Ｆ点，因ｐｘ＞０，
物面附近的流体微团将由下游向上游流去，形成一股逆流，这股逆流的总机械能是比较低的，
不可能冲到Ｓ点上游的主流中去，而是不断地被主流带走，流线拐了一个弯。Ｆ点处的速度分
布曲线如图４．１０（ａ）和图４．１０（ｂ）所示，其中有一点Ｄ，在该点ｕ＝０，而物面上Ｆ点的速度梯
度是小于零的，即

ｕ
（ ）ｙ ｙ＝０

＜０
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这是因为物面附近有回流之故。若将各个截面上ｕ＝０的点连接起来，则得主流与回流的分界
线ＳＤＥ。在ＳＤＥ上下两侧有两个反方向的流动，产生很大的剪应力，形成漩涡，迫使主流流
线离开物面，这就是从实验中观察到的分离现象，如图４．１０（ｃ）所示。这种现象，在物形不好
（如圆柱体）或物形虽好但迎角过大［如图４．１０（ｄ）］时，都会发生。
在发动机的进气扩压器内，又有摩擦作用又有逆压梯度，气流容易分离，在设计时一般是

取扩压器的张角不超过６°～８°来限制逆压梯度。在火箭发动机喷管中，情况好一些，因为虽然

有摩擦，但没有逆压梯度，而只有顺压梯度，即ｐ
ｘ＜０

，气流是不容易分离的。但是，在喷管的

某些工作情况下，出现激波与边界层相互作用形成逆压梯度时，也会有分离现象。

习　题

４．１　图４．１１所示是一根管道进口段中的层流流动，进口处为直匀流，ｕ＝Ｖ∞，其下游速度型
为抛物线ｕ（ｒ）＝Ｃ（ｒ２０－ｒ２），式中Ｃ为常数。试用动量积分关系式证明，从０到ｘ这段
管壁所受的摩擦阻力为

Ｄｆ ＝πｒ２０ ｐ∞ －ｐｘ－
１
３ρＶ

２
∞（ ）

图４．１１　习题４．１附图

４．２　皮普 切诺基（Ｐｉｐｅｒ Ｃｈｅｒｏｋｅｅ）多用途飞机的矩形机翼，展长９．７５ｍ，弦长１．６ｍ。巡
航速度为２２６．９１ｋｍ／ｈ，飞行高度为海平面。假设此机翼的表面摩阻可以近似地按同样
尺寸的平板计算，试求以下两种情况下的摩擦阻力：（ａ）流动完全是层流；（ｂ）流动完全
是湍流。

４．３　续习题４．２，求机翼后缘边界层在 （ａ），（ｂ）两种情况下的厚度。

４．４　续习题４．２，考虑转捩，并假设转捩雷诺数为５×１０５，再求此机翼的摩擦阻力。

４．５　一块平板以零迎角放置在气流中，气流处于海平面标准状态［ｐ∞ ＝１．０１×１０５ Ｎ／ｍ２，

Ｔ∞＝２８８Ｋ，μ∞＝１．７８９４×１０
－５ｋｇ／（ｍ·ｓ）］。平板的弦长（从前缘到后缘）为２ｍ，面

积为４０ｍ２，平板表面为绝热壁。当自由流速为 （ａ）１００ｍ／ｓ；（ｂ）１０００ｍ／ｓ时，此平板
的摩擦阻力各是多大。
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４．６　假设边界层内的速度型如下

ｕ
Ｖ ＝

３
２
ｙ（ ）δ －１２

ｙ（ ）δ
３

试用动量积分关系的结果求：（ａ）（δ／ｘ）Ｒｅ槡 ｘ；（ｂ）（δ／ｘ）Ｒｅ槡 ｘ；（ｃ）（δ／ｘ）Ｒｅ槡 ｘ；

（ｄ）ＣＤｆ Ｒｅ槡 ｘ；（ｅ）ＣＤＦ Ｒｅ槡 ｌ。

４．７　几何参数及流动参数皆与习题４．５相同。试在全湍流条件下，再算此平板的摩阻。

４．８　参看图４．１２，上方平板的速度Ｖ 为６０．９６ｍ／ｓ，下板不动，二板的垂直距离ｈ 为

０．０２５４ｃｍ。二板间的介质为空气，假设是不可压的。二板的温度为２８８Ｋ。试求：（ａ）

０．５ｈ处的速度；（ｂ）各处的剪应力；（ｃ）气流中的最大静温；（ｄ）壁面的热流量；（ｅ）如
果突然使下壁成为绝热壁，壁温应是多大。

图４．１２　习题４．８附图

４．９　同习题４．８，二板温度都是２８８Ｋ，空气压强为１０１．３２５ｋＰａ。上板Ｍａ＝３，下板剪应力
为７２Ｎ／ｍ２，再求两板的传热系数是多大。
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书书书

第５章　湍流的产生

５．１　概　述

５．１．１　湍流的科学发现

湍流是自然界里最复杂的现象之一。它广泛存在于大气、海洋、河流以及工业流动中。人
们很早就从水流中看到湍流，它是一种不规则的、不断变化的流动现象。但是人们还没有从科
学角度认识湍流。

　　１９世纪雷诺在圆管流动实验中发现了湍流。图５．１是雷诺实验的圆管流动示意图。清
水从一个有恒定水位的水箱流入等截面直圆管，在圆管入口的中心，一细空心针引入染色液
体。在圆管的出口端有一个节门可调节流量，以改变流动的雷诺数。入口有收缩段，以增加流
动的均匀性。通过圆管截面上的流量为ｑＶ，管内的平均流速为Ｖ，雷诺数Ｒｅ定义为

Ｒｅ＝Ｖｄ／ν （５．１）
式中，ｄ是圆管直径；ν为水的运动粘性系数。实验过程中，逐渐开大节门，这时管内流速逐渐
增大。当管内流速较小时，圆管中心的染色线保持直线状态［图５．１（ａ）］；当流速增大到某一

Ｒｅ时染色线开始出现波形扰动；继续增大流量时，染色线由剧烈振荡到破裂，并很快和清水剧
烈掺混以至不能分辨出染色液线［图５．１（ｂ）］。

图５．１　圆管层流和湍流染色液的显示图像示意图

上述第一阶段的流动状态称为层流，最后阶段的流动状态称为湍流。中间阶段的流动状
态极不稳定，称为过渡流动。在不加特殊控制的情况下，圆管流动出现湍流状态的最低雷诺数
约为Ｒｅ＝２３００。在特殊控制环境下，使得外界扰动非常微弱（如控制环境振动和噪声或管壁
粗糙度等）时，圆管内流动的层流状态可维持到Ｒｅ＝１０５量级。在常见的其他流动中，如边界
层、射流或混合层等，随着流动特征雷诺数的增大，也会发生从层流到湍流的演变。总之，湍流
是一种极普遍的现象，当流动的特征雷诺数足够大时，它就转变为不规则的湍流状态。
湍流的特性表现在它的流速的不规则性和不重复性。具体来说，就是当重复前面的雷诺



图５．２　热线风速计两次测量的流速

实验，并使每次实验保持相同流量、相同
粘度等条件，并且每次实验的时间变量
均由启动瞬间算起，则在这种重复试验
的流动中，在同一空间点上的速度时间
序列是不重复的。图５．２为表示不重复
性的示意图，它表示在不同时刻采集的
圆管湍流中心线上的流向瞬时速度ｕ以
及两次采集的速度时间序列都是极不规

则的，并且两次采集的结果没有重复性，
如图５２所示。

　　湍流虽然很不规则，但是也有一定
规律。用统计理论研究湍流，是把湍流
流速分解为平均流速和脉动流速。速度
的瞬时值写成

ｕ＝珔ｕ＋ｕ′ （５．２）
式中，上横线表示平均值，根据定义，ｕ′
的平均值为零。湍流是不规则运动，但
是它是否具有可预测特性呢？或者说，
用什么方法可以从不规则的变量中寻求

可预测的特征呢？不规则运动属于随机

过程，随机变量最基本的可预测特性是
它的概率和概率密度。首先，用直观的
方法建立概率和概率密度的概念。以前
面的圆管湍流中心脉动速度测量结果为

例，从表面上看，每次采样的速度序列都极不规则，而且两次采集的结果没有重复性。如果把
采集速度按速度大小分类，并考察出现在某速度区间上采集点数的分布，那么两次采样结果就

图５．３　脉动流速的概率分布

有几乎相同的分布规律。而且基本上是高斯正
态分布。图５．３是一次湍流脉动速度测量结果
的概率密度分布，它表现出湍流脉动速度的概率
密度基本上符合高斯正态分布。
湍流是极为复杂的流动，并不是所有的湍流

脉动都符合高斯正态分布。但是所有的湍流都
有不规则性和不重复性。
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５．１．２　湍流的主要特征、种类和研究方法

从雷诺实验发现湍流开始，流体力学研究者们认识到，一切流动当在低雷诺数时是层流，
超过临界雷诺数时转捩为湍流。而临界雷诺数的数值是随流动的种类和条件变化的。湍流比
层流复杂得多，而且湍流几乎无处不在，它对人类的生活、工农业以及地球环境都产生巨大的
影响。流体力学家从此开始了对湍流一百多年的热烈的研究，至今仍在继续。
这里讨论的湍流是在连续介质范畴内流体的不规则运动，它不同于气体分子的不规则运

动。湍流流动的最小时间尺度和最小空间尺度都远远大于气体分子热运动的相应尺度。由于
湍流是流体微团的不规则运动，因此湍流运动产生的质量和能量的输运将远远大于分子热运
动产生的宏观输运，这就导致湍流场中质量和能量的平均扩散速度远远大于层流扩散。例如，
在化学反应器中，为了充分混合以加速化学反应，常常利用各种方法产生湍流以加强流动中反
应物的质量扩散。另外，湍流脉动导致能量耗散，因此湍流运动往往导致流动摩阻的增加，例
如，湍流边界层的物面摩阻远远大于层流摩阻。
研究湍流的目的有理论和应用两方面。在理论方面，湍流是最复杂的流体力学问题，了解

和探索其规律是许多科学家追求的目标。在应用方面则以估计及控制湍流产生的摩阻、传热
和扩散等工程问题为目标。
湍流自其被发现以后，直到２０世纪６０年代，一直被认为是一种紊乱的、无规律的和随机

的流动；并按照处理随机现象的方法来进行研究。在２０世纪２０年代以后，随着热线风速计的
发展，为湍流运动的统计理论积累了大量的实验数据，使湍流统计理论得到了很大的发展。当
时的著名流体力学家几乎都参与了湍流的研究，如Ｐｒａｎｄｔ１，Ｋａｒｍａｎ，Ｔａｙｌｏｒ，Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ等。
到２０世纪４０年代Ｋｏｍｏｇｏｒｏｖ和周培源是这方面有名的代表。
湍流理论，亦即湍流统计理论，是把流动分解为平均速度和脉动速度来处理，建立和求解

Ｒｅｙｎｏｌｄｓ方程。在建立 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ方程时，湍流流速被分解为时均流速和脉动流速之和。

Ｒｅｙｎｏｌｄｓ方程中由脉动流速的相关量组成的Ｒｅｙｎｏｌｄｓ应力项也是未知量，因此Ｒｅｙｎｏｌｄｓ方
程不封闭。众多学者发展了很多湍流模式，用种种方法来建立补充方程，以使Ｒｅｙｎｏｌｄｓ方程
封闭，用以求解。但是湍流模式的补充方程往往又引出一些新的未知量，它们一般需要从所研
究对象的实验数据来确定。这样，虽然湍流模式理论在工程上得到广泛的应用，但是由于湍流
在不同条件下表现出的差异性，使得这些模式理论的结果缺乏通用性，即当研究对象变更后，
往往需要新的实验数据来确定有关的参数。
流体的运动是受到约束的。它受到连续方程、Ｎ Ｓ方程和涡量方程等的约束，因此它的

随机性要受到一定的限制。早就有人猜想，湍流中可能存在具有一定组织性的流动。但是，这
种有组织的流动，即拟序结构，是经过了长期探索及大量实验才逐步发现的。早在１９５２年，

Ｔｈｅｏｄｏｒｓｅｎ提出了在湍流边界层中存在发卡涡的假说。１９５６年Ｔｏｗｎｓｅｎｄ提出了大涡假说
（ｂｉｇｅｄｄｙ），即大涡加上随机的湍流次结构。Ｔｏｗｎｓｅｎｄ的双重结构概念是不清晰的，没有现
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在拟序结构的组织性、相干性和拟序性等内容。Ｔｏｗｎｓｅｎｄ的双重结构的概念是基于定点测
量的结果。定点测量是欧拉性质的实验；而拟序结构基本上是跟随流体运动，是拉格朗日性质
的，是定点测量不能发现的。
拟序结构的名称是在三十多年前才广为流体力学界所采用。１９６７年Ｋｌｉｎｅ等发表了用氢

气泡法和色液法在湍流边界层的近壁区观测到的快慢斑和猝发等流动结构，认为湍流边界层
中湍流能量的主要来源是猝发。其后，Ｋｉｍ和Ｋｌｉｎｅ（１９７１年）又用氢气泡法发现了流向涡和
横向涡等涡结构。Ｂｒｏｗｎ和Ｒｏｓｈｋｏ（１９７４年）又用光学法发现了混合层中的展向大涡结构。
这些大涡在下游逐渐互相合并。大涡的流向分布以及合并都有拟序性质。后来Ｒｏｓｈｋｏ等还
用流动显示法发现了附于大涡的流向小涡。射流、分离流和尾流都是自由剪切流。这些自由
剪切流也都有卷起大涡的现象，与混合层的大涡结构很相似。这些流动也是工程中和自然界
广泛存在的一大类流动现象，它们包含的湍流拟序结构称为自由剪切流拟序结构。后来湍流
拟序结构的概念逐渐广泛地在流体力学界中流行起来。它们几乎存在于一切剪切湍流中。
湍流实际上可以分为两大类型，一种是剪切湍流，它的时均速度为剪切层；另一种是无剪

切层的湍流，例如均匀各向同性湍流。后者是统计湍流理论研究的主要对象。剪切湍流不是
各向同性的，而且是大尺度。拟序结构存在于各种剪切湍流中。剪切湍流又分为壁湍流和自
由剪切层湍流两大类，前者包括了湍流边界层、管流和槽道流等，后者存在于射流、混合层流动
和尾流中。壁湍流的研究成果广泛应用于航空航天飞行器、车、船以及油、气、水等流体的输
运；也应用于大气层和环境污染等的研究。自由剪切层湍流的研究成果则应用于化学工业和
燃烧等方面。拟序结构存在于各种剪切湍流中，对其特性起主导作用。涡结构是拟序结构的
核心。因为剪切层实际上是由涡线组成。拟序结构是大尺度结构，它们的尺度一般是剪切层
厚度的量级，例如湍流边界层涡结构的尺度是边界层厚度的量级。涡结构一方面产生的传热
传质的输运量，远远大于湍流微团产生的输运量，因而拟序结构对摩阻、传热及扩散等有很大
影响；另一方面，由于涡结构的尺度大，有利于控制。拟序结构发现后，已经出现了多种控制涡
结构的方法，有的已有成效。控制涡结构，在湍流边界层可起到减阻或增加传热率的作用，在
混合层中可提高燃烧效率或提高化学反应的效率。拟序结构的发现是湍流研究在２０世纪的
重大进展。

５．２　湍流的测量方法

湍流是很复杂的流动现象，目前还主要依靠实验来进行研究。实验技术的进展，对研究的
深入往往起到决定性的作用。对湍流测量的技术有两大类，一类是定点测量技术，如热线风速
计和激光测速计，它们可得到大量的时间序列数据；另一类是流动显示技术，它可测量和观察
流动结构的空间形态。
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５．２．１　热线风速计

湍流流速是空间位置和时间的不规则函数ｕｉ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）。目前，要完整测量ｕｉ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
还是不可能的。最常用的热线风速计和激光风速计是一种定点测速仪器，它们只能测量固定
点（ｘ０，ｙ０，ｚ０）处的时间序列流速。２０世纪初出现了热线风速计，并在２０年代后期发展起来，
它对湍流统计理论的发展具有重大贡献，至今仍是主要的湍流测量仪器。激光测速仪在２０世
纪６０年代出现，它的优点是对流场无干扰，可以和一些测量流动的方法（如氢气泡法）同时使
用一起显示、记录湍流的流动结构与瞬时流速的关系。粒子图像测速法是２０世纪后期发展起
来的，原则上它可以测量完整的ｕｉ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）。不过目前只有少数研究者测量了二维的非定
常不规则流场。本书只介绍应用最普遍的热线风速计。
热线风速计可分为热线探测头和电子仪器两部分。热线探测头又包括热线、支杆和保护

罩，如图５．４所示。图中的探头是单热丝，只能测量一个分量的流速。

１—热线；　２—支杆；　３—保护罩

图５．４　热线风速计探测头

热线风速计既可测量平均风速珚Ｖ，也可测量脉动速度ｕ′，ｖ′和ｗ′，所以它在湍流边界层测
量、湍流度测量以及一般试验中得到了广泛应用。其特点如下。

① 可测量小风速。Ｐｉｔｏｔ管所产生的压差正比于珚Ｖ２，在小风速时只有极小的压差（如珚Ｖ＝
４ｍ／ｓ时，Δｐ大约为１０Ｐａ，在液体压力计上为１ｍｍ水柱），不易测准。而热线风速计在小风
速时更灵敏。因壁面附近边界层流速很低，所以应用热线风速计很方便。

② 感应元件小。热线直径ｄ＝０．２～２μｍ，长度ｌ＜２００ｄ（ｌ≈０．５ｍｍ），其尺寸比湍流尺
度小，所以对流场干扰很小。

③ 反应快。可准确反应ｆ＝２０００～５０００Ｈｚ的脉动。
热线风速计的工作原理是：垂直气流方向安装的通电金属丝，在达到热平衡后供给的电能

将与传到气流中的热能相等；而金属丝的散热随气流速度而改变，利用此关系可以测速。忽略
热辐射和自然对流，考虑圆柱体强迫传热的热流密度公式为

ｑ＝ｈπｄｌ（Ｔｗ－Ｔｇ） （５．３）
式中，Ｔ为热力学温度；下标ｇ代表气体，下标ｗ代表热丝；ｈ为表面传热系数，是气体速度ｕ
的函数。由实验可得下式

ｈｄ
κｇ
＝０．４２Ｐｒ０．２＋０．５７Ｐｒ０．３３Ｒｅ０．５
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式中，普朗特数Ｐｒ＝ｃｐμｇκｇ
，雷诺数Ｒｅ＝ρｇｕｄ

μｇ
，κ是导热系数。

　　电能为

ｑ′＝Ｉ２Ｒｗ （５．４）
式中，热线电阻Ｒｗ＝Ｒ０［１＋ｂ１（Ｔｗ－Ｔ０）＋…］，其中，Ｒ０ 为标准温度下的标定电阻，ｂ１ 是材料
常数。
达到平衡后ｑ＝ｑ′，即

Ｉ２Ｒｗ ＝ｈπｄｌ（Ｔｗ－Ｔｇ）·ｅ
式中，ｅ是单位换算常数（＝４．２），即焦耳与卡的比值。由此可得

Ｉ２Ｒｗ
Ｒｗ－Ｒｇ

＝Ａ＋ 槡Ｂ ｕ （５．５）

式中，常数Ａ＝０．４２ｅπκｇｌｂ１Ｒ０Ｐｒ
０．２；Ｂ＝０．５７ｅπκｇｌｂ１Ｒ０Ｐｒ

０．３３（ｄ／ｕ）０．５；Ｒｇ 是在Ｔｇ 下对应的热线电阻；

Ｒｗ 是平衡温度下的电阻。Ａ 和Ｂ 值通过实验检测而得。检测是在低湍流速度风洞中进行

的，并绘出Ｉ２ 槡ｕ曲线。
采用热线风速计的测量方法有两种，即恒电流法和恒温法。恒电流法是把一个电阻Ｒ和

热线串联。Ｒ远大于热线电阻Ｒｗ。流速的变化导致Ｒｗ 变化，但因总电阻变化不大，电流基本
上恒定，故可由跨热线电压Ｖｗ 的变化测定气流速度。恒电流法热线风速计的电子线路简单，
在２０世纪初期流行；但是热惯性大，不能测高频的脉动，因而，现在一般用恒温法。
一般热线探测头可以从市场上购买。不过世界上许多研究湍流的实验室和科学家往往自

制适合自己研究目的的热线探测头，如超小型探头，三维湍流边界层探头，多热丝探头等。
热线风速计有一定的局限性，主要是强度低，易损坏；如果受到气流中微粒的影响，微粒冲

击还可能损坏热线；电吸附微粒还可使传热特性改变。
热线的老化（氧化和粘污等）使线径变化，因此要经常校测标定，标定工作要在低湍流度风

洞中进行。
相对于边界层厚度，热线探测头尺寸仍不小，而且不适合于同时测量多点。在用多条热丝

组合的多点测量方法中，支杆对流场干扰很大。

２０世纪６０年代后发展起来的激光测速计，具有对流场无干扰的优点，而且还可以测得大
量时间序列数据；但它也是定点测量，不能得到空间序列数据。激光测速计的原理是用激光照
射流场中散布的微粒，测量其反光，根据多普勒效应，测量微粒运动的速度。实际上激光测速
计测定的是流体中微粒的速度。只有当微粒的速度等于当地流速时，所得的数据才是准确的。
微粒在流场中的速度是否等于当地流速的问题，称为跟随性问题，这将在５．２．２节中讲述。

５．２．２　示踪粒子显示法

热线风速计和激光测速计虽然可以测得大量的时间序列数据，但是得不到空间系列数
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据，而湍流本身是三维的，湍流是在空间发展的。因此热线风速计虽然对统计湍流的研究有很
大的贡献，但是不可能用于发现湍流拟序结构。故而对拟序结构的研究主要使用示踪粒子显
示法。

１ 示踪粒子的跟随性
粒子示踪法是显示流动的一种方法，多半是在水洞（或水槽）中加入可见粒子，如氢气泡和

固体微粒等，在强光照射下显示它们的运动。粒子示踪法对湍流拟序结构的发现和发展起了
很大的作用。到了２０世纪８０年代后期，从粒子示踪法发展起来的粒子图像测速法，理论上可
测瞬时三维流场的三维流速分布ｕｉ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ），因而可望将来成为研究湍流的利器。粒子速
度能否代表当地流速，是粒子示踪法的根本问题，即跟随性问题。激光测速计的准确性，也依
赖于所使用的微粒的跟随性。
对粒子的跟随性问题，一般要考虑它的浮沉速度和它对流场动态变化的跟随问题。

　　（１）粒子的沉浮速度
粒子在流体中受到自身重力和流体浮力的作用，如果浮力大于重力，则上浮，反之则下落。

微粒观测法都应考虑微粒自身的上浮与下落速度不宜太大，否则干扰观测。设粒子的上浮速
度或下落速度已达到定常，为Ｖｐ。此时，粒子的浮力Ｆ和重力Ｗ 之差等于粒子上浮或下落运
动的阻力Ｄ，即

Ｆ－Ｗ ＝Ｄ
　　由于粒子很小，一般是微米级，所以Ｒｅ１，其阻力Ｄ 可由Ｎ Ｓ方程中忽略惯性项后得
到的线化方程而解出。一般阻力表示为

Ｄ＝ｃπμｄＶｐ （５．６）
式中，ｄ是粒子直径；μ为流体粘性系数。对于固体微粒，适用Ｓｔｏｋｅｓ式，ｃ＝３；对于气泡，由于
表面速度不为零，所以可以近似解得ｃ＝２。一般文献多用Ｓｔｏｋｅｓ式。
由此可得

Ｖｐ＝ｇｄ２／ｂν （５．７）
式中，ν是流体运动粘性系数；ｇ是重力加速度；ｂ是物性常数，对于固体粒子ｂ＝１８，对于气泡

ｂ＝１２。
例　一个氢气泡，ｄ＝０．０２ｍｍ，水的运动粘性系数ν＝０．０１１ｃｍ２／ｓ，则Ｖｐ＝０．００８ｃｍ／ｓ。

若水流速ｖ＝１０ｃｍ／ｓ，则Ｖｐ／ｖ＝０．０００８，其影响可以忽略。

　　（２）粒子对动态流场的跟随性
粒子的动态跟随性是当流体有速度变化时，产生了粒子和流体的相对运动。这种相对运

动如果较大，则是跟随性不好。在粒子和流体有相对运动时，粒子的加速度产生惯性力，相对
运动产生阻力，两者应平衡。对于固体粒子其力的平衡方程式为

ｍｄｕｐｄｔ ＝３πμｄ
（ｕ－ｕｐ） （５．８）
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左边是惯性力，右边是阻力。式中，ｕ是流体流速，ｕｐ是粒子速度，二者之差是相对速度；ｄ是
粒子直径；ｍ是质量，它包括粒子质量和粒子加速产生的附加质量。物体加速时的附加质量
是它带动周围流体一起加速时折合的等效质量。一般圆球粒子的附加质量近似为等体积流体
质量的１／２。
式（５．８）可整理为

τｄｕｐｄｔ＋ｕｐ＝ｕ
（５．９）

式（５．９）是气泡或粒子动态运动的基本方程式。式中，ｕ为流场流速，ｕｐ 为粒子的速度，τ为特
征时间。对于液体中的气泡，气泡的质量远远小于附加质量，因此可以只考虑附加质量，故得

τ＝ｄ２／２４ν；对于固体粒子，则需按式（５．８）、粒子密度和流体密度计算的附加质量，求得τ，如果
固体粒子密度远远小于流体密度，可得τ＝ｄ２／３６ν。
粒子在湍流中的动态反应有很多种。下面只讨论常用的两种。

① 流场流速为ｕ＝ｕ０ｃｏｓωｔ，即流速有振动，求氢气泡的跟随性。
解式（５．９）得振幅比

ｕｐ
ｕ０ ＝

ｃｏｓ（ωｔ－φ）
（１＋ω２τ２）０．５

（５．１０）

式中，相位差为φ＝ａｒｃｔａｎ（ωτ）。
粒子和流速的振幅差的百分比为

ε＝ｕ０－ｕｐｕ０
％ （５．１１）

２个气泡的计算例子，其结果列在表５．１中。从表中可以看出若要反应高频脉动，气泡直
径宜小。

表５．１　气泡在振动流场中的振幅差ε和相位差φ

脉动频率ｆε，φ
粒子直径ｄ

１０００Ｈｚ ２０００Ｈｚ

２μｍ ０．５％，７° ３％，１３°

４０μｍ １３％，２５° ３５％，４２°

② 流场为：当ｔ＝０时，ｕ＝０；当ｔ＞０时，ｕ＝ｕ０，即流场有台阶型速度增加。
解式（５．９），可得

ｕｐ
ｕ０ ＝

１－ｅ－ｔ／τ （５．１２）

从式（５．９）导出

ε＝ｕ０－ｕｐｕ０ ＝ｅ－ｔ／τ （５．１３）
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按式（５．１３），当ｔ／τ＝９时，表示跟随性误差的ε＝０．０００１。
例如氢气泡ｄ＝２０μｍ时，τ＝０．００００１６ｓ，即大约在０．０００１ｓ，氢气泡的速度即可达到流

场流速的０．９９９９倍，几乎是瞬时跟上。而一般流场的加速远远小于台阶型增速，因此，可以
认为微小氢气泡基本上反映出瞬间流场的变化。
示踪粒子的种类很多。在拟序结构的研究中，常用氢气泡显示法。

２ 氢气泡显示法
氢气泡法是２０世纪６０年代发展起来的方法，可做定性观测，也可做定量测量，主要用于

湍流的结构研究以及一般复杂流动的观测。
氢气泡的产生方法是将铂金丝或钨丝放置在水槽中与直流电的负极连接，在远处水中置

正极，通电产生水电解，形成微小的氢气泡，气泡平均直径约为铂丝直径的一半。
氢气泡发生线的两端或一端连接电源的负极。电源输出通常是可调节的方波。它在均匀

流场中形成的图像如图５．５所示，是一些平行线条。
在流向及流速定常和均匀的条件下，氢气泡时间线的间距ｓ正比于当地的流速ｕ，再乘以

氢气泡时间线产生的时间间隔Δｔ，得

ｓ＝ｕΔｔ （５．１４）
时间线间距ｓ可以是从一条时间线的前缘到下一条时间线的前缘；也可以是从后缘到后缘。
从时间线间距ｓ可近似测量当地流速ｕ。如果流场是定常流，而且流速沿流向的变化梯度不
大，那么，测量的误差是不大的。图５．６是氢气泡法显示的一个层流边界层的速度型。铂丝垂
直于壁面。每一条氢气泡时间线的流向位移，基本上正比于Ｂｌａｓｉｕｓ速度型的流向坐标。

流速方向自左向右

图５．５　一个均匀的加速流

　　　　流场的氢气泡时间线

图５．６　氢气泡时间线显示的

　　　层流边界层速度型

氢气泡法在湍流边界层中的流动显示，可以分为平面图和侧面图两种，铂丝的布置方法如
图５．７所示。氢气泡法的平面图像是由一条平行于壁面并且垂直于来流的铂丝释放的氢气泡
所形成的图像。这些氢气泡最初都是在一个平行于壁面的平面上，故称为平面图。平面图像
照片是从ｙ方向摄影的。侧面图像是由一条垂直于壁面的铂丝释放的氢气泡所形成的。这
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些氢气泡最初是在一个垂直于壁面的平面内顺流向释放。侧面图像的照片是从ｚ方向摄影
的。一般氢气泡法用的是聚光灯照明，为了在平面图上得到一些拟序结构为垂直于壁面方向
的状况，使用了聚光灯和倾斜片激光同时照射。

图５．７　观测湍流边界层的氢气泡法的常用布置法

５．３　稳定性理论

一般流动在雷诺数很小时，总是层流；而在雷诺数很大时，总是湍流。从层流向湍流过渡
是很复杂的过程。不同的流动有不同的过渡过程。层流向湍流的过渡，一般称为转捩。例如
圆管层流的转捩就和层流边界层的转捩很不相同。实验室中边界层的转捩，一般有两种途径。
一是用强烈的扰动造成湍流，例如在平板边界层内，装置一条展向的、较粗的线，干扰流场，使
层流边界层转捩成湍流边界层，称为旁路转捩。另一途径是在层流边界层内，在雷诺数达到一
定临界值的区域，引进微弱波动。由于流动的不稳定性，波动幅度逐渐放大，最后产生湍流。
这种由微弱扰动导致转捩的过程，要经历线性放大，非线性放大，最后紊乱化，才完成转捩过
程。此一过程要流经很长的距离。一般研究湍流边界层的科学家，并不使用这种产生湍流的
途径，而是使用旁路转捩，从而可以用较短的试验平板，得到作为观测研究用的湍流边界层。
目前还没有整个转捩过程的理论，下面介绍的稳定性理论只是关于微弱简谐扰动的线性

放大阶段的理论。它是预报在一定的扰动频率和雷诺数的条件下，微弱的简谐扰动在层流边
界层内，是放大或衰减的理论。它对于进行实验研究转捩的研究者，在设置扰动频率时是有
用的。
在稳定性理论的研究中，都认为在层流中有一个微小的扰动，例如对于管道，这个扰动可

能是流体进入管道焊缝引起的；对于边界层流动，扰动可能是固体壁面的粗糙率或边界层外引
起的。稳定性理论试图研究这一初始扰动随时间的变化规律。如果这附加于层流的微小扰动
随着时间的推移而衰减，那么层流将是稳定的；如果随着时间而增长，那么层流将是不稳定的；
也就有可能过渡到湍流状态。雷诺于１８９５年曾提出了下述假定：层流作为一种可能存在的运
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动形式，当雷诺数达到其临界值以后将是不稳定的并将转变为湍流。
设直角坐标系的３个轴分别为ｘ，ｙ，ｚ，基本层流流速在各轴上的投影分别为ｖｘ，ｖｙ，ｖｚ，微

小扰动流速在各轴上的投影分别为ｖ′ｘ，ｖ′ｙ，ｖ′ｚ，基本层流和扰动流的压强分别为ｐ和ｐ′，而

用Ｖｘ，Ｖｙ，Ｖｚ 和Ｐ 表示扰动层流各相应值，因此有

Ｖｘ ＝ｖｘ＋ｖ′ｘ
Ｖｙ ＝ｖｙ＋ｖ′ｙ
Ｖｚ ＝ｖｚ＋ｖ′ｚ
Ｐ＝ｐ＋ｐ

烍

烌

烎′

（５．１５）

稳定性理论是研究在一定的基本层流流场中初始扰动量发展的规律。如果初始扰动量不
断衰减，最终恢复到没有扰动的流场，则流场是稳定的；反之则是不稳定的。
流动稳定性理论已经经历了约一百年的发展，提出了许多理论和研究方法，可用于许多自

然现象和工程流动现象的解释。下面介绍应用最普遍的平行流稳定性的线性理论。
平行流是指流线都是互相平行的流动，如平面Ｐｏｉｓｅｕｌｌｅ流等。平板边界层、射流及自由

剪切层等，它们的流线不是严格地互相平行，但在线性理论中，一般近似地作为平行流来处理。
按平行流定义，可设基本层流只在ｘ方向上有流速ｖｘ，且其值仅在ｙ轴方向上有变化，即

认为ｖｘ＝ｖｘ（ｙ），ｖｙ＝ｖｚ＝０。边界层中的层流运动也近似于这种简单情况，因为流速沿程（即
沿ｘ方向）的变化远比沿垂直于壁面方向（即沿ｙ方向）的变化为缓。基本层流的压强ｐ应当
认为同时是坐标ｘ和ｙ的函数。因此对于基本层流来说可以写出

ｖｘ ＝ｖｘ（ｙ）

ｖｙ ＝０
ｖｚ ＝０

ｐ＝ｐ（ｘ，ｙ

烍

烌

烎）

（５．１６）

附加于基本层流上的二元扰动流的流速和压强，则不仅是坐标ｘ和ｙ的函数，而且也与时间ｔ
有关，故

ｖ′ｘ ＝ｖ′ｘ（ｘ，ｙ，ｔ）

ｖ′ｙ ＝ｖ′ｙ（ｘ，ｙ，ｔ）

ｖ′ｚ ＝０

ｐ′＝ｐ′（ｘ，ｙ，ｔ

烍

烌

烎）

（５．１７）

因此式（５．１５）可以改写为

Ｖｘ ＝ｖｘ＋ｖ′ｘ
Ｖｙ ＝ｖ′ｙ
Ｖｚ ＝０
Ｐ＝ｐ＋ｐ

烍

烌

烎′

（５．１８）
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将式（５．１８）代入Ｎ Ｓ方程和连续方程并考虑到ｖ′ｘ，ｖ′ｙ 和ｐ′均为微小值而忽略其高阶项，得

ｖ′ｘ
ｔ ＋

ｖｘｖ′ｘｘ ＋
ｖ′ｙ

ｖｘ
ｙ ＝

１
ρ
ｐ′
ｘ＋ν

２ｖ′ｘ
ｘ２ ＋

２ｖ′ｘ
ｙ（ ）２

ｖ′ｙ
ｔ ＋

ｖｘｖ′ｙｘ ＝－１
ρ
ｐ′
ｙ＋ν

２ｖ′ｙ
ｘ２ ＋

２ｖ′ｙ
ｙ（ ）２

ｖ′ｘ
ｘ ＋

ｖ′ｙ
ｙ ＝

烍

烌

烎０

（５．１９）

这样，就有３个方程式可以用来确定３个扰动值ｖ′ｘ，ｖ′ｙ 和ｐ′。其边界条件为，在固体壁面ｖ′ｘ
和ｖ′ｙ 均为零。

如果将式（５．１９）的第１式取偏导数ｙ
，第２式取偏导数ｘ

，则很容易消去压强ｐ′，从而可

以有两个方程式确定两个未知数ｖ′ｘ 和ｖ′ｙ，即

２ｖ′ｘ
ｙｔ－

２ｖ′ｙ
ｘｔ＋


ｙ
ｖｚｖ′ｘ（ ）ｘ － ｘ

ｖｘｖ′ｙ（ ）ｘ ＋ｙ
ｖ′ｙ

ｖｘ
（ ）ｙ ＝

　　ν 
３ｖ′ｘ
ｙｘ２

＋
３ｖ′ｘ
ｙ３

－
３ｖ′ｙ
ｘ３ －

３ｖ′ｙ
ｘｙ（ ）２

ｖ′ｘ
ｘ ＋

ｖ′ｙ
ｙ ＝

烍

烌

烎
０

（５．２０）

现在就来讨论这个方程组中的扰动流流速ｖ′ｘ 和ｖ′ｙ。设附加于基本层流的扰动是由一
些单独振动组成的 ，每个振动都是一个沿轴向ｘ 传播的波。这个二元扰动的流函数用

ψ（ｘ，ｙ，ｔ）表示为

ψ（ｘ，ｙ，ｔ）＝φ（ｙ）ｅ
ｉ（αｘ－βｔ） （５．２１）

式中，φ是振幅，由实值部分φｒ和虚值部分φｉ组成，即φ＝φｒ＋ｉφｉ，其中ｉ＝ －槡 １；α是一实值，

即通常所说的波数，与扰动波长λ之关系为λ＝２πα
；β为一复数，即β＝βｒ＋ｉβｉ，其中βｒ为振动频

率，βｉ为“发展系数”，当βｉ＞０时振动随时间而增大，即层流不稳定，当βｉ＜０时振动随时间而

衰减，即层流是稳定的，当βｉ＝０时属于从稳定到不稳定的“中性”状态。如果用ｃ表示β与α
之比值，则有

ｃ＝βα ＝ｃｒ＋ｉｃｉ （５．２２）

式中，ｃｒ＝βｒα
表示波沿ｘ方向的传播速度；而ｃｉ＝βｉα

仍是一个表示振动发展或衰减的系数，即

当ｃｉ＜０时，振动将逐渐衰减，当ｃｉ＞０时，振动将增大，当ｃｉ＝０时，振动将处于不增不减的中
性状态。于是基本层流只与ｙ的坐标有关，故振幅φ也只是ｙ的函数。
利用流函数可以写出
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ｖ′ｘ ＝ψｙ＝φ
′ｅｉ（αｘ－βｔ）

ｖ′ｙ ＝－ψｘ＝－
ｉαφｅ

ｉ（αｘ－βｔ
烍

烌

烎
）

（５．２３）

将式（５．２３）代入式（５．２０），并化简，得

（φ″－α
２
φ）（ｖｘ－ｃ）－φ

２ｖｘ
ｙ２

＝－ ｉ
αＲｅ

（φ″″－２α
２
φ″＋α

４
φ） （５．２４）

此式称为Ｏｒｒ Ｓｏｍｍｅｒｆｅｌｄ方程式，是稳定性理论的基础方程。式中，Ｒｅ＝ＶＬν
，其他符号均

为量纲一的数。式（５．２４）左边各项是从运动方程式中的惯性项得来，右边各项则考虑粘滞阻
力得来。这个四阶微分方程式应当满足４个边界条件。例如对于边界层的层流运动来说，在
壁面处切向和法向扰动流速均应为零，即当ｙ＝０时，ｖ′ｘ＝０，ｖ′ｙ＝０，也就是

φ′＝０，　φ＝０ （５．２５）
在远离壁面处，切向和法向的扰动流速也为零，即认为自由流无扰动。当ｙ＝∞时，ｖ′ｘ＝０，

ｖ′ｙ＝０，亦即

φ′＝０，　φ＝０ （５．２６）
雷诺数Ｒｅ中的特征长度和特征流速，在边界层流中则代表边界层厚度。在边界层问题中Ｖ
是边界层外自由流速度。
层流稳定性问题的数学分析是非常困难的。为了能够从理论上确定层流失去稳定的雷诺

数，许多学者先后经过几十年的探索才使问题得到初步解决。本书不对这个问题做详细介绍，
只对某些重要成果做一些定性的论述。
虽然稳定性的线性理论已经做了重大简化，但求解线性理论的扰动微分方程式，即Ｏｒｒ

Ｓｏｍｍｅｒｆｅｌｄ方程，仍然是很复杂的。满足Ｏ Ｓ方程和其边界条件的非零解（即扰动不为零的
解）存在的条件，是方程式中的参数（Ｒｅ，α，β）必须满足一定的函数关系，称为特征关系，即

Ｆ（α，Ｒｅ，β）＝０
当给定α和Ｒｅ，就可以求得复特征值β，且β＝βｒ＋ｉβｉ，其中βｒ是其实部，βｉ是其虚部。若βｉ＜０，
则扰动将衰减，层流是稳定的；若βｉ＞０，则扰动随时间增长，层流是不稳定的；若βｉ＝０，扰动幅
度将保持不变，称为中性情况。按中性条件求得不同的α和Ｒｅ的组合，可绘成中性曲线。

Ｏ Ｓ方程特征值问题的计算，在计算机未出现前遇到了很大的困难。Ｏ Ｓ方程是１９０８年
提出的。经过许多科学家的努力，其中有著名科学家Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ，Ｔｏｌｌｍｉｅｎ，Ｓｃｈｌｉｃｈｔｉｎｇ和林家翘
等，到１９４５年才形成了基本上严格的理论，求得了比较简单的平行流层流，如平板层流，边界
层的中性曲线，也建立了Ｔ Ｓ波在平板层流边界层（Ｂｌａｓｉｕｓ速度型）中发展的理论，并得到了
实验证实。当时得到的中性曲线如图５．８（ａ）所示。图中δ是边界层位移厚度，Ｖ 是边界层
外的自由流流速。图中的曲线是理论计算的中性曲线，黑点是实验点。中性曲线有上下分支，
上下分支之间是层流边界层不稳定区域。计算机出现后，将数值计算用于求Ｏ Ｓ方程的解，
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得到了更准确的中性曲线，如图５．８（ｂ）所示。图中纵坐标

Ｆ／１０６ ＝２πνｆ／Ｖ２

式中，ν是流体的运动粘性系数；ｆ是扰动频率，单位 Ｈｚ。横坐标

Ｒ＝ （Ｖｘ／ν）０．５

式中，ｘ是实验点离平板前缘的距离；ν是流体的运动粘性系数。

图５．８　平板层流边界层线性稳定性理论的中性曲线

线性稳定性理论得到的中性曲线基本上符合实验结果。
有几点值得注意：现在计算机和计算方法有了很大的发展，在实际问题中人们已基本上不

用他们发展的解析方法。对于边界层问题，平行流是近似的假定，非平行流的稳定性问题也在
研究中。边界层转捩，即使是微弱扰动激发的转捩，经过初期的放大后，扰动速度可达到很大。
例如２０世纪６０年代发现的尖峰脉动（ｓｐｉｋｅ），其瞬时脉动速度可达自由流流速的４０％。线性
理论或弱非线性理论都不能适用于如此大幅度脉动的流场。
稳定性理论所预测的微弱扰动在一定条件下放大，只是从转捩到湍流的第一步，并不能完
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全解释湍流的产生。稳定性理论所分析的微弱扰动是有规律的简谐波振动，放大只是增大其
振幅，理论上不改变其简谐波的有规律的性质；而湍流是无规律的。不过稳定性理论是探索湍
流产生中很重要的第一步，它给那些由微弱扰动激发的转捩的研究提供了一个基础。在一般
进行人工激发的平板层流边界层转捩实验研究中，人工扰动的引进点是设置在稳定性的中性
曲线的下分支。稳定性理论也表明，一定雷诺数的层流边界层，只能放大一定范围频率的微弱
扰动。也就是有一定的选择性。

５．４　湍流的产生———层流边界层的转捩

湍流的产生有多种多样的方式。一般把流动从层流到湍流的变化称为转捩。本书只讨论
层流边界层的转捩。目前受到注意的转捩有三种方式：自然转捩、旁路转捩和人为微弱扰动转
捩。自然转捩是很普遍的现象，例如机翼上的边界层，靠近前缘的是层流边界层，是不用人为
的扰动，到下游时转变为湍流边界层。旁路转捩是研究湍流边界层常用的方式。一般是在平
板前缘下游的层流边界层内，放置一条展向的、平行于壁面的拌线，只要线径适当，即可在其下
游产生湍流。旁路转捩的过程很短，不便于研究转捩发展的过程。自然转捩也不便于研究。
研究转捩最普遍的方式是人为的微弱扰动转捩。它的发展过程缓慢，便于分析研究。
若直匀自由流流向一块平板，当气流未到达平板前缘时是不受摩擦影响的；而当气流到达

了前缘并与平板接触以后，粘性摩擦立刻起作用，紧贴物面的一层气流受到滞止。愈往下游，
平板上方受到滞止的气流愈多，所以边界层厚度沿流向逐渐增大。开始时，前缘下游的一段距
离内，流动为层流；但经过一定的距离以后，层流变得不稳定，而且迅速得到强化，最终转捩为
湍流。从层流到湍流的转捩是在一段距离之内发生的，图５．９画出了一个曲面上边界层转捩
的示意图。但是，为了便于分析起见，通常用一个点来代表转捩区，称为“转捩点”。该点上游
的流动看做层流，该点下游的流动则视为湍流。转捩点到前缘的距离记为ｘｔｒ，其大小与如下
物理因素有关。

　　① 表面粗糙度。

　　② 自由流的湍流度。

　　③ 逆压梯度。

　　④ 物面对气流的加热程度。

图５．９　边界层转捩示意图
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影响转捩的流动参数主要是雷诺数和马赫数，其中尤其是雷诺数的影响更重要。转捩雷
诺数定义为

Ｒｅｔｒ＝ρ∞Ｖ∞ｘｔｒ
μ∞

不过，对于不同的物形，在不同的流动条件下，很难确定Ｒｅｔｒ的值，通常按经验取Ｒｅｔｒ≈５×１０５。
设在风洞中沿流向放置一块平板，在海平面条件下吹风，ρ∞ ＝１．２３ｋｇ／ｍ

３，μ∞ ＝１．７９×
１０－５ｋｇ／（ｍ·ｓ），风速Ｖ∞＝１２０ｍ／ｓ，测得ｘｔｒ＝０．０５ｍ。由此求得：Ｒｅｔｒ＝４．１２×１０５。若把风
速增大为２４０ｍ／ｓ，则在距前缘０．０２５ｍ处即可观察到转捩。
当然，实际的转捩现象并非如此简单，更不是在一个点（转捩点）处突然转捩为湍流。近期

的实验结果参看图５．１０。在此图中，画出了实际的转捩过程：前缘附近是稳定的层流；经过一
段距离以后，出现了不稳定的二维Ｔｏｌｌｍｉｅｎ Ｓｃｈｌｉｃｈｔｉｎｇ波；随后，Ｔ Ｓ波发展为三维的不稳
定波及发卡涡；再往下游，进入局部高剪切区，出现涡破裂；涡破裂串联起来形成全三维脉动；
在局部强脉处形成湍流斑；湍流斑聚合起来形成湍流区。

图５．１０　平板边界层实际转捩的流动图画

在上述三种转捩中，只有人工微弱扰动激发的转捩的初期是线性稳定性理论所描述的现
象。初期微弱扰动的振幅沿流向逐渐放大，产生Ｔ Ｓ波。Ｔ Ｓ波是层流边界层内的一种二
维波动。放大现象表现在Ｔ Ｓ波的幅度放大，但是周期不变，并仍然保持其二维特性，如图

５．１１（ａ）所示，图中氢气泡时间线的疏密变化是Ｔ Ｓ波造成的。
湍流是三维的流动，在转捩过程中，Ｔ Ｓ波必然要向三维扰动转变。最先出现的是氢气
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泡时间线的疏密度增加，如图５．１１（ａ）的中部；然后氢气泡时间线呈现明显的三维特征，时间
线的中部向上游凸出，如图５．１１（ｂ）所示。

流动方向自左向右

图５．１１　微弱扰动产生的Ｔ Ｓ波向三维转变的氢气泡时间线图像

平板层流边界层所有的涡量都是展向的，可以设想涡量分布是由若干展向涡线组成。因
此图５．１１（ａ）中的每一条氢气泡时间线都代表若干条涡线。涡线三维变形后，按Ｂｉｏｔ Ｓａｖａｒｔ
定律产生的诱导速度，使三维变形继续演变。它先发展成为“Λ”形状的结构，如图５．１２所示。
“Λ”结构的两侧是两条准流向涡。“Λ”结构继续发展，成为发卡涡，如图５．１３所示。发卡涡是
一条集中涡，呈发卡形状，亦称为马蹄涡。图５．１３是用氢气泡法在转捩边界层观测到的发卡
涡，流动是从左向右，发卡涡的头部呈“Ω”形状。按Ｂｉｏｔ Ｓａｖａｒｔ定律和旋涡旋转的方向，发
卡涡的头部不断地上升，头部上升到边界层外，伸入自由流。头部的“Ω”形状部分往往和发卡
涡的两腿分离，形成一个涡圈。发卡涡的两腿在涡圈上游合并，形成新的发卡涡。涡圈在它的
中间产生强烈的诱导速度，可达到自由流流速的４０％，即 Ｋｌｅｂａｎｏｖ在１９６２年用热线风速计
发现的“尖峰结构”。当时人们对如此大的扰动的来源感到困惑。后来用氢气泡法观测到的图
像，使人们对尖峰结构的产生和作用得到了满意的解释。

“Λ”结构在图像中部，呈“Λ”形状。流动方向自左向右

图５．１２　“Λ”结构的氢气泡时间线平面图
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呈发卡形状。流动方向自左向右

图５．１３　发卡涡的氢气泡时间线平面图

　　用数值模拟可以算得从涡线的三维变形演变为发卡涡的过程，如图５．１４所示。

图５．１４　直接数值模拟得到的

　　　　　　转捩边界层的发卡涡图像

虽然采用热线风速计进行测量，并配合直接数值
模拟和流动显示法，对层流边界层在人工微弱扰动激
发下的扰动转捩的研究已取得了很多进展，但是仍然
有许多重要问题没有解决。湍流是不规则和不重复
的。在目前微弱扰动转捩实验的最后阶段，虽然流动
的周期性有变化，但是一些流动结构仍然有明显的周
期性。目前的实验结果中，图像有紊乱，但是流动结
构如何演变的过程和引起紊乱的直接因素还不清楚。
况且目前的研究，主要是平板层流边界层的微弱扰动

所激发的转捩；而工业流动的转捩问题比平板流动要复杂得多，尚缺少系统的研究。人们研究
层流转捩的一个重要目的是控制转捩。如果能抑制转捩，则在航空和汽车等交通运输工业，可
能节约大量能源。如果能增强转捩过程，则可能在化工等需要混合的流动，产生巨大的效益。
目前的转捩研究离此目标尚有很大的距离。

习　题

５．１　人类认识湍流主要是从经验、实验或理论入手？试述它们各自的局限性和优点。

５．２　试述稳定性理论对湍流产生的研究所起的作用。

５．３　常用铂丝产生的氢气泡的平均直径大约为１０μｍ，你认为流速低于多少时，所显示的图
像就显著失真。若设自由流流速为１５ｃｍ／ｓ，氢气泡法可适用到离壁面的距离是多少？
提示：设为层流边界层，自己设置两个距平板前缘的距离。

５．４　试述稳定性研究所取得的主要成就。

５．５　转捩的研究和稳定性的研究有何关系？

５．６　为何对转捩的研究基本上是研究由人工激发的微弱扰动所产生的转捩过程？
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第６章　湍流理论和湍流拟序结构

６．１　引　言

　　人们对湍流的认识，是从实验得来的。２０世纪初，热线风速计出现。流体力学家用它对
湍流进行测量，得到了大量湍流脉动速度的时间序列数据。湍流的脉动速度表现为随机的脉
动，人们认为它服从于统计规律，由此发展了湍流的统计理论。统计理论把湍流流场的速度分
解为时均速度和脉动速度。对脉动速度进行处理，得到可表达湍流脉动特征的关联函数、高阶
矩和结构函数。把时均速度和脉动速度代入Ｎ Ｓ方程，导出雷诺应力方程和湍流动能方程。
为了求解不封闭的雷诺方程，２０世纪４０年代后期，许多学者发展了模式理论，即从物理概念
建立新的方程。但是引进一个新方程，往往又多了一个未知数。因此模式理论的方程组都要
假定某些参数的数值，使方程组封闭。假定的参数数值，一般是根据实验来确定；计算对象如
果超出实验范围，计算结果的准确性就不可靠了。
统计理论得到了小尺度湍流的一些基本规律。例如时均速度无剪切的湍流，因没有湍流

动能产生，而耗散仍然存在，所以最终湍流必然消亡，这就是射流和尾流在远下游的湍流消亡
的原因。由统计理论发展起来的模式理论，在湍流边界层的摩阻和传热率等的工程估算中发
挥了很大的作用。但是模式理论采用的参数设定有一定的随意性；而由Ｎ Ｓ方程采用直接
数值模拟没有这些缺点，且有较高的准确性。随着计算机内存和计算速度的快速发展，以及数
值计算方法的发展，采用直接数值模拟计算工程流动中的湍流问题将有很大的发展。不过，由
于湍流问题十分复杂，直接数值模拟要完全取代模式理论在工程问题中的应用，还不是短期内
可以达到的。
湍流是在剪切层中产生的，在转捩过程中，总有大尺度的涡结构出现。在边界层转捩中是

出现发卡涡，在混合层中是大涡结构（Ｂｒｏｗｎ Ｒｏｓｈｋｏ涡）。它们的尺度，都往往超过边界层
或混合层的厚度。发卡涡的头部形成涡环，产生脉动速度高达自由流速度的４０％（即尖峰结
构）。边界层转捩后，仍然有大尺度的发卡涡等涡结构。以小尺度脉动为基础的统计湍流和雷
诺方程，不能预测拟序结构。用超级计算机和直接数值模拟，可以得到一些有拟序结构的湍流
流场。不过对拟序结构的研究还主要是依靠实验。



６．２　湍流统计理论和模式理论

６．２．１　湍流的平均值运算、关联函数和高阶矩

１．湍流脉动值的平均运算
湍流虽然很不规则，但是也有一定规律。用统计理论研究湍流，是把湍流流速分解为平均

流速和脉动流速。速度的瞬时值写成

ｕ＝珔ｕ＋ｕ′
式中，上横线表示平均值；ｕ′为脉动速度。
可以用许多方法来确定平均值：如果湍流流场是准定常的或平衡随机的，则可用对时间的

平均；在均匀湍流流场情况，可考虑对空间的平均；但如果流场既不是定常的又不是均匀的，则
取时间平均或空间平均就不一定行了，在这种情况中，可假定对具有同样初始条件和边界条件
的大量实验结果取平均，称为系综平均值。这三种平均方法用数学形式表示为
对平衡湍流的时间平均

ｕ（ｘ０）＝ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
２Ｔ∫

＋Ｔ

－Ｔ
ｕ（ｘ０，ｔ）ｄｔ （６．１）

对均匀湍流的空间平均

ｕ（ｔ０）＝ｌｉｍ
Ｘ→∞

１
２Ｘ∫

＋Ｘ

－Ｘ
ｕ（ｘ，ｔ０）ｄｘ （６．２）

对ｎ个相同实验的系综平均

〈ｕ（ｘ０，ｔ０）〉＝
∑
Ｎ

ｉ＝１
ｕｉ（ｘ０，ｔ０）

Ｎ
（６．３）

对一个平衡的均匀湍流，可假定这三种平均方法导致同样的结果，这就是所谓的各态历经假
定。实际的湍流既不是真正平衡的，也不是均匀的，为了实用，只能对有限的Ｔ或Ｘ 值来进行
对时间或空间的平均；但这样就必须满足某些条件，例如，流动可包含很慢的变化，这种变化不
把它看成属于湍流运动。取一有限值Ｔ，现在把速度的瞬时值写成ｕ＝珔ｕ＋ｕ′，其中上横线表
示平均值。根据定义珔ｕ′＝０。
前面规定平均值用上横线表示。在湍流研究中不仅经常对单个量而且还要对量的乘积进

行平均。平均运算有下面的规则。
设Ａ＝珡Ａ＋ａ与Ｂ＝珚Ｂ＋ｂ。在进一步取任何平均时，珡Ａ与珚Ｂ 可作为常数处理，这样有

Ａ＝Ａ＋ａ＝Ａ＋珔ａ
由此

ａ＝０
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Ａ　Ｂ＝Ａ　Ｂ＝Ａ　Ｂ
因为

珔ｂ＝０
故

Ａｂ＝Ａ珔ｂ＝珡Ａ珔ｂ＝０
类似地，因为

珔ａ＝０
故 Ｂａ＝Ｂ珔ａ＝珚Ｂ珔ａ＝０

ＡＢ＝（珡Ａ＋ａ）（珚Ｂ＋ｂ）＝Ａ　Ｂ＋Ａｂ＋Ｂａ＋ａｂ＝珡Ａ珚Ｂ＋ａｂ
２．湍流脉动值的关联函数
湍流脉动速度虽然是不规则的，但是也有一定规律。在时间和空间都无限接近的两点的

脉动速度总是相同的。假定湍流是准定常的，则这个统计平均值应只是两时刻的间隔ｔ的偶
函数。定义量纲一的欧拉时间关联系数为

ＲＥ（ｔ）＝ｕ１
（ｔ′）ｕ１（ｔ′＋ｔ）
ｕ２

（６．４）

它有如下形式的泰勒级数展开式

ＲＥ（ｔ）＝１＋１２
２ＲＥ
ｔ（ ）２

ｔ＝０
ｔ２＋１４！

４ＲＥ
ｔ（ ）４

ｔ＝０
ｔ４＋… （６．５）

根据上式ｔ２项的系数，可定义一个时间尺度τＥ，使

１
τ２Ｅ
＝－１２

２ＲＥ
ｔ（ ）２

ｔ＝０

τＥ 是ｕ１（ｔ）中出现的变化最快的时间尺度（周期）的代表，由于它与泰勒的微尺度λ之间的密切
联系，故被称为欧拉耗散时间尺度。也可定义一个积分时间尺度

ＴＥ ＝∫
＋∞

０
ＲＥ（ｔ）ｄｔ （６．６）

作为ｕ１（ｔ）的脉动特性中变化最慢的时间尺度的代表。当ｔ增大时，ＲＥ（ｔ）一般是减小；当ｔ增
大到一定数值（此数值正比于ＴＥ）时，ＲＥ（ｔ）趋近于零。ＴＥ 大，表示有大尺度结构。

　　欧拉空间关联函数ｆ（ｒ）的定义为

ｆ（ｒ）＝ｕ１
（ｘ１）ｕ１（ｘ１－ｒ）

ｕ２
（６．７）

因为热线风速计不能同时测量相距不远的两点的流速，因此，一般是按泰勒的冻结假设，把时
间序列的测量数据，换算为空间序列的数据。在均匀湍流场中有一平均速度珚Ｖ，假定珚Ｖｕ′，
则在流场中一固定空间点上所观测到的ｕ１（ｘ１）设想被冻结起来，并以平均速度珚Ｖ快速地移过
此点而形成脉动速度的空间分布。这一近似被称为泰勒的冻结假设。在此假设下，空间关联
中的ｒ与时间关联中的ｔ之间存在的变换关系为
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ｒ＝珚Ｖｔ （６．８）
于是，在积分长度尺度Ｌ与积分时间尺度ＴＥ之间也有关系，如

Ｌ＝∫
＋∞

０
ｆ（ｒ）ｄｒ＝珚Ｖ∫

＋∞

０
ＲＥ（ｔ）＝珚ＶＴＥ

湍流的泰勒微尺度λ与欧拉耗散时间尺度τＥ 之间也有关系，如

１
λ２ ＝－

２ｆ
ｒ（ ）２ ｒ＝０

＝－ ２ＲＥ
ｔ（ ）２

ｔ＝０

１
珚Ｖ２ ＝

２
（珚ＶτＥ）２

或

槡２λ＝珚ＶτＥ （６．９）
欧拉时间关联函数ＲＥ（ｔ）与欧拉空间关联函数ｆ（ｒ）之间有何联系呢？只有在均匀湍流的情况
下可以导出它们之间的一个近似关系。

３．湍流脉动值的高阶矩

　　脉动速度的高阶矩也有一定的规律。利用脉动速度的概率分布是高斯正态分布的特点，
可以求得脉动速度高阶矩的一些特征。已知高斯分布的概率密度函数为

ｐ（ｕ）＝ １
（２πσ）１／２

ｅｘｐ（－ｕ２／２σ２）

现将全系综平均（以下简称系综平均或平均值）用〈ｕ〉表示，即

〈ｕ〉＝∫
∞

－∞
ｕｐ（ｕ）ｄｕ＝ｌｉｍ

ｎ→∞∑
Ｎ

ｉ＝１

ｕｉ
Ｎ

则ｕ的ｎ阶统计矩为

〈ｕｎ〉＝∫
∞

－∞
ｕｎｐ（ｕ）ｄｕ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｕｎｉ

Ｎ
它的１～４阶统计矩分别等于

〈ｕ〉＝∫
∞

－∞
ｕｐ（ｕ）ｄｕ＝０

〈ｕ２〉＝∫
∞

－∞
ｕ２ｐ（ｕ）ｄｕ＝σ２

〈ｕ３〉＝∫
∞

－∞
ｕ３ｐ（ｕ）ｄｕ＝０

〈ｕ４〉＝∫
∞

－∞
ｕ４ｐ（ｕ）ｄｕ＝３σ４

　　已知高斯分布是关于ｕ的偶函数，因此它的奇阶矩都等于零。平均值等于零的随机变量，
它的２阶矩称为方差，σ２ 就是高斯分布的方差。平均值等于零的随机变量的３阶矩表示该随
机变量的概率密度函数的不对称性，用扭率表示，定义为

Ｓ＝ 〈ｕ３〉／〈ｕ２〉３／２ （６．１０）
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平均值等于零的随机变量的４阶矩表示该随机变量的间歇性，用平坦度表示，定义为

Ｋ ＝ 〈ｕ４〉／〈ｕ２〉２ （６．１１）

　　通常认为高斯分布是没有间歇性的正态分布，它的平坦度等于３；平坦度大于３的随机变
量认为具有间歇性。由平坦度公式可以推断：如果｜ｕ｜值很大时，概率密度ｐ（ｕ）值大，平坦度
公式中分子上的４阶矩就大。形象地说，平坦度大的随机变量是以较高频率间歇地出现大值
变量。式（６１０）和式（６１１）的Ｓ和Ｋ 是按正态分布的脉动速度求得的；如果它不是正态分
布，求得的Ｓ和Ｋ 有不同的结果，并由此可以判断脉动速度偏离正态分布的程度。

６．２．２ 纳维 斯托克斯方程和雷诺方程

本节讨论牛顿型流体的湍流运动方程。
不可压缩牛顿型流体运动的控制方程是纳维 斯托克斯（Ｎａｖｉｅｒ Ｓｔｏｋｅｓ）方程（简称Ｎ Ｓ

方程），在直角坐标系下，它可表示为

ｕｉ
ｔ＋

ｕｊ
ｕｉ
ｘｊ

＝－１
ρ
ｐ
ｘｉ＋ν

２ｕｉ
ｘｊｘｊ

＋ｆｉ （６．１２）

ｕｉ
ｘｉ ＝

０ （６．１３）

式中，ρ是流体的密度；ν是流体的运动粘性系数；ｆｉ是质量力。

Ｎ Ｓ方程是非线性的对流扩散型偏微分方程。一般情况下，Ｎ Ｓ方程初边值问题解的
存在和惟一性尚未完全得到证明，只有在很苛刻的条件下，Ｎ Ｓ方程解的存在和惟一性才有
明确的答案。

Ｎ Ｓ方程初边值问题，在雷诺数较小时，存在惟一的确定性解，也就是定常或非定常层流
解。这和实际观察到的现象是一致的。
可以认为，无论是在层流还是湍流，流体运动都服从Ｎ Ｓ方程。
湍流服从Ｎ Ｓ方程，对Ｎ Ｓ方程取平均就可以描述湍流统计量的演化。湍流速度和压

强都可以分解为平均量和脉动量之和，即

ｕｉ（ｘ，ｔ）＝珔ｕｉ（ｘ，ｔ）＋ｕ′ｉ（ｘ，ｔ） （６．１４）

ｐ（ｘ，ｔ）＝珚ｐ（ｘ，ｔ）＋ｐ′（ｘ，ｔ） （６．１５）
下面分别导出湍流平均量和脉动量ｕ′ｉ及ｐ′的控制方程。有三种平均方法，即时间平均

法、空间平均法和系综平均法。湍流实验的测量结果是时间序列数据，因此适于用时间平
均法。
对Ｎ Ｓ方程式（６．１２）和式（６．１３）做时间平均，有

ｕｉ
ｔ＋

ｕｊ
ｕｉ
ｘｊ

＝－１
ρ
ｐ
ｘｊ

＋ν 
２ｕｉ

ｘｊｘｊ
＋珚ｆｉ

ｕｉ
ｘｉ ＝

０
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遵照求导和时间平均运算，以上公式中线性项的平均值可以直接求出，例如ｕｉ
ｘｉ
＝ｕｉｘｉ

，因

而平均的连续方程为

ｕｉ
ｘｉ ＝

０ （６．１６）

按平均值运算的规律，将各平均量稍加整理后可得

ｕｉ
ｔ ＋

ｕｊ
ｕｉ
ｘｊ

＝－１
ρ
珚ｐ
ｘｉ＋ν

２ｕｉ
ｘｊｘｊ

－ｕ′ｉｕ′ｊｘｊ
＋珚ｆｉ （６．１７）

式（６．１６）和式（６．１７）称为雷诺方程。从式（６．１６）和式（６．１７）可见，除了在平均运动方程

中多了一项－ｕ′ｉｕ′ｊｘｊ
外，湍流的平均运动控制方程与Ｎ Ｓ方程极其相似。换句话说，在质点

的平均运动中，除了有平均压强作用力、平均分子粘性作用力、平均质量力珚ｆｉ 外，还有一项附

加应力作用项－ｕ′ｉｕ′ｊｘｊ
。附加应力可记作－ρｕ′ｉｕ′ｊ，称为雷诺应力。由于雷诺应力是未知量，

使未知量数目大于方程式数目，即方程式不封闭。
将Ｎ Ｓ方程式（６．１２）和式（６．１３）与雷诺平均方程式（６．１６）和式（６．１７）相减，得到脉动

量的控制方程。通常质量力是确定性的，即质量力没有脉动。
经过简单的代数运算，得到脉动量的控制方程为

ｕ′ｉ
ｔ ＋

珔ｕｊ
ｕ′ｉ
ｘｊ

＋ｕ′ｊ
ｕｉ
ｘｊ

＝－１
ρ
ｐ′
ｘｉ＋ν

２ｕ′ｉ
ｘｊｘｊ

－ ｘｊ
（ｕ′ｉｕ′ｊ－ｕ′ｉｕ′ｊ） （６．１８）

ｕ′ｉ
ｘｉ ＝

０ （６．１９）

式（６．１８）称为脉动运动方程，式（６．１９）称为脉动连续方程。不难发现，在脉动运动方程中也出
现了雷诺应力项ｕ′ｉｕ′ｊ，因此脉动方程也是不封闭的。

６．２．３　不可压流的雷诺应力方程及湍流动能方程

　　下面进一步考察雷诺应力－ρｕ′ｉｕ′ｊ，以及雷诺应力输运方程和湍流动能输运方程。
首先，雷诺应力－ρｕ′ｉｕ′ｊ与脉动速度向量的一阶相关，因此它是二阶对称张量。在湍流

平均运动中，附加的雷诺应力和流体分子运动产生的粘性应力有着量级上的区别。湍流平均
运动中，雷诺应力往往远大于分子粘性应力。设想有一层厚度为δ的湍流剪切层，它的平均速
度为Ｖ，假定流向脉动速度ｕ′１ 的均方根是０．１Ｖ，横向脉动速度ｕ′２ 是ｕ′１／１０，这时典型的雷
诺切应力为－ρｕ′１ｕ′２～０．００１ρＶ

２，而平均分子粘性应力的量级可估计为μＶ／δ，雷诺切应力和
平均分子粘性切应力之比为０．００１Ｖδ／ν。在高雷诺数时，如Ｒｅ＝Ｖδ／ν是１０５ 量级，雷诺应力
和平均分子粘性应力之比约为１０２ 量级。由此可见，湍流运动中，雷诺应力是不能忽略的，而
分子粘性应力常常可以忽略（除了靠近固壁区域外）。分子运动的特征长度是分子运动的平均

６２１



自由程，它远远小于流动的宏观尺度；而湍流脉动的最小特征尺度仍在宏观尺度范围内。从湍
流脉动方程式（６．１８）出发，在ｕ′ｉ脉动方程上乘以ｕ′ｊ，再在ｕ′ｊ 脉动方程上乘以ｕ′ｉ，两式相加
后进行平均运算并整理，得到雷诺应力输运方程为

ｕ′ｉｕ′ｊ
ｔ ＋ｕｋｕ′ｉｕ′ｊｘ

烐烏 烑
ｋ

Ｃｉｊ

＝－ｕ′ｉｕ′ｋ
珔ｕｊ
ｘｋ－

ｕ′ｊｕ′ｋ
珔ｕｉ
ｘ

烐烏 烑
ｋ

Ｐｉｊ

＋ｐ′
ρ
ｕ′ｉ
ｘｊ

＋ｕ′ｊｘ（ ）ｉ －

Φｉｊ

ｘｋ

ｐ′ｕ′ｉ
ρ
δｊｋ ＋ｐ

′ｕ′ｊ
ρ
δｉｋ ＋ｕ′ｉｕ′ｊｕ′ｋ－ν

ｕ′ｉｕ′ｊ
ｘ（ ）

烐烏 烑
ｋ

Ｄｉｊ

－２νｕ′ｉｘｋ
ｕ′ｊ
ｘｋ

Ｅｉｊ

（６．２０）

　　式（６．２０）称为不可压缩湍流的雷诺应力输运方程，方程中各项分别用Ｃｉｊ，Ｐｉｊ，Φｉｊ，Ｄｉｊ，Ｅｉｊ
表示，它们的含义如下。

　　①Ｃｉｊ（方程左边两项之和）是雷诺应力张量在平均运动轨迹上的增长率。

　　②Ｐｉｊ＝－ｕ′ｉｕ′ｋ
ｕｊ
ｘｋ
－ｕ′ｊｕ′ｋ

ｕｉ
ｘｋ
称为产生项。

　　③Φｉｊ＝ｐ
′
ρ
ｕ′ｉ
ｘｊ
＋ｕ′ｊｘ（ ）ｉ 称为再分配项。

　　④Ｄｉｊ具有扩散性质，称为扩散项。

　　⑤Ｅｉｊ＝２ν
ｕ′ｉ
ｘｋ
ｕ′ｊ
ｘｋ
称为耗散项。

　　在理解雷诺应力输运过程以前，先讨论脉动动能平均量（称为湍动能）ｋ＝１２ｕ′ｉｕ′ｉ
的输运。

将雷诺应力输运方程做张量收缩运算，得

ｕ′ｉｕ′ｉ
ｔ ＋珔ｕｋｕ′ｉｕ′ｉｘｋ ＝－２ｕ′ｉｕ′ｋｕｉｘｋ －


ｘｋ

２ｐ′ｕ′ｋ
ρ

＋ｕ′ｉｕ′ｉｕ′ｋ－νｕ′ｉｕ′ｉｘ（ ）ｋ
－２νｕ′ｉｘｋ

ｕ′ｉ
ｘ（ ）ｋ

将ｕ′ｉｕ′ｉ＝２ｋ代入上式，得湍动能输运方程为

ｋ
ｔ＋

珔ｕｋ ｋｘ
烐烏 烑

ｋ

Ｃｋ

＝－ｕ′ｉｕ′ｋ
珔ｕｉ
ｘｋ

Ｐｋ　　

－ 
ｘｋ

ｐ′ｕ′ｋ
ρ

＋ｋ′ｕ′ｋ－νｋｘ（ ）
烐烏 烑

ｋ

Ｄｋ

－νｕ′ｉｘｋ
ｕ′ｉ
ｘｋ

　ε

（６．２１）

式中，ｋ′＝１２ｕ′ｉｕ′ｉ
是单位质量脉动运动的动能，简称脉动动能。方程中各项分别用Ｃｋ，Ｐｋ，

Ｄｋ，ε表示，它们的含义如下。

　　①Ｃｋ 是湍动能在平均运动轨迹上的增长率。

　　②Ｐｋ＝－ｕ′ｉｕ′ｋ
珔ｕｉ
ｘｋ
表示雷诺应力通过平均运动的变形率向湍流脉动输入的平均能量。
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Ｐｋ＞０表示平均运动向脉动运动输入能量；反之，Ｐｋ＜０将使湍动能减小。因此Ｐｋ 称为湍动
能的生成项。

　　③Ｄｋ 是梯度形式项，它表示一种扩散过程，由三部分组成： 由压力速度相关产生的扩

散作用； 由湍流脉动三阶相关１２ｕ′ｉｕ′ｉｕ′ｋ
产生的扩散，它是由湍流脉动ｕ′ｋ 的不规则运动携

带的脉动动能平均值，属于湍流的扩散作用，有别于分子粘性的湍动能扩散； 由分子粘性产

生的湍动能扩散ν
ｕ′ｉｕ′ｉ
ｘｋ

。

　　④Ｅｉｉ＝ν
ｕ′ｉ
ｘｋ
ｕ′ｉ
ｘｋ

，它是湍动能的耗散项，常用ε表示。因为肯定有ε＞０，而在湍动能方程

中这一项的贡献是－ε，它总是使湍动能减少。

　　湍动能的增长率主要来源于生成项Ｐｋ＝－ｕ′ｉｕ′ｊ
珔ｕｉ
ｘｊ
。在平均变形率等于零的均匀湍流

场中，湍流必衰减。这时湍动能方程简化为

ｋ
ｔ＝－ν

ｕ′ｉ
ｘｋ

ｕ′ｉ
ｘｋ ＝－ε＜

０

由此可见，均匀无剪切平均流场中湍动能不断衰减，直至全部消灭。在平均变形率不等于零的
湍流场中，通过雷诺应力将平均流场中的一部分能量转移到脉动运动，抵消湍动能耗散，维持
湍流脉动。例如在湍流边界层中，自由流中的能量不断转移到边界层内，维持湍流脉动。

６．２．４ 可压缩湍流的统计方程

湍流流场使可压缩流体中速度、压强、密度、温度和其他热力学量也都有脉动分量，当流动
速度很高时（Ｍａ１），压强脉动和密度脉动等都很大，这时在统计运动方程中除了雷诺应力
外，还有其他力学量和速度脉动之间的相关项。假定可压缩流体是常比热比的牛顿型完全气
体，即它具有以下的运动方程和状态方程

ρ
ｔ＋

ρｕｉ
ｘｉ ＝

０　　　　　　 　　 （６．２２）

ρｕｉ
ｔ ＋ρｕｉｕｊｘｊ

＝－ｐｘｉ＋
τｉｊ
ｘｊ
　　　　　　 （６．２３）

ρｅ
ｔ ＋

ρｕｊｅ
ｘｊ

＝ 
ｘｊ

κθｘ（ ）ｊ －ｐｕｊｘｊ＋Φ （６．２４）

式中，ｅ是气体内能；θ是气体的温度；κ是气体的导热系数；τｉｊ是牛顿流体粘性应力张量；Φ是
粘性耗散功。它们分别有以下关系式，即

ｅ＝ｃＶθ （６．２５）

ｐ＝Ｒρθ （６．２６）
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τｉｊ ＝μ
ｕｉ
ｘｊ

＋ｕｊｘ（ ）ｉ －２３μｕｋｘｋδｉｊ （６．２７）

Φ＝τｉｊ
ｕｉ
ｘｊ

（６．２８）

式中，ｃＶ 是气体的质量定容热容；Ｒ是气体常数；μ是气体的粘性系数。假定它们都是物性常
数。牛顿型气体的湍流平均运动方程，比不可压流的方程复杂得多。可压缩流体平均运动方
程较不可压缩流体平均运动方程多出的项，绝大多数是和密度脉动有关的，如果密度脉动比较
小，可压缩流体的湍流运动性质可能接近于不可压缩流体的湍流运动性质，从这种设想出发，
提出一种密度加权的平均方法，用这种平均方法导出的可压缩流动的平均运动方程和不可压
缩牛顿流体平均湍流方程极其相似。

　　密度加权平均量用上标“—”表示，定义如下

珔ｑ＝
〈ρｑ〉
〈ρ〉

（６．２９）

即密度加权平均量（以下简称加权平均）等于该量和密度乘积的系综平均值与系综平均密度之
商。物理量按加权平均的分解式为

ｑ＝珔ｑ＋ｑ″ （６．３０）
例如速度、温度和内能的分解式分别为

ｕｉ＝珔ｕｉ＋ｕ″ｉ
θ＝珋θ＋θ″ （６．３１）

ｅ＝珋ｅ＋ｅ″ （６．３２）
根据加权平均的定义，加权平均分解有以下性质，即

〈珔ｑ〉＝珔ｑ
〈ρｑ″〉＝０

〈ｑ″〉＝－〈ρ′ｑ″〉／〈ρ〉
〈ｑ″〉＝ 〈ｑ〉－珔ｑ

连续性方程式（６．２２）和运动方程式（６．２３）经平均后得

〈ρ〉
ｔ ＋ ｘｊ

（〈ρ〉珔ｕｊ）＝０ （６．３３）


ｔ
（〈ρ〉珔ｕｉ）＋


ｘｊ
（〈ρ〉珔ｕｉ珔ｕｊ）＝－

〈ｐ〉
ｘｉ ＋

〈τｉｊ〉
ｘｊ

－ ｘｊ
〈ρｕ″ｉｕ″ｊ〉 （６．３４）

式中，〈ρ〉，〈ｐ〉，〈τｉｊ〉均为系综平均，珔ｕｊ 是密度加权平均速度。可压缩流体的全系综平均方程
很复杂，加权平均方程要简单得多。

　　同样的推导可以得到密度加权的能量方程，利用ｅ＝珋ｅ＋ｅ″，θ＝珋θ＋θ″，则有


ｔ
（〈ρ〉珋ｅ）＋


ｘｊ
（〈ρ〉珔ｕｊ珋ｅ）＝


ｘｊ

ｋ
珋θ
ｘ（ ）ｊ －〈ρ〉

珔ｕｊ
ｘｊ

＋
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〈Φ〉－〈ｕ″ｊｐ′ｘｊ〉－ ｘｊ（ρｅ″ｕ″ｊ） （６．３５）

密度加权的能量方程式（６．３５）也比原来的方程简化了很多。
总之，采用密度加权的速度、内能和温度以后，可压缩流体湍流平均运动方程和不可压缩

流体湍流平均运动方程在形式上基本相同，附加的湍流输运项则可近似地采用不可压缩湍流
的相应关系式。一般认为密度加权平均可用于Ｍａ＜５的流动。

６．２．５　湍流模式理论

湍流模式理论是用理论方法和经验，建立一些有关雷诺应力的假设，然后从雷诺方程得到
封闭的方程组。这是工程计算中常用的方法。大量的工程流体力学问题，当涉及湍流，就需要
估计湍流的影响，例如飞行器的边界层一般是湍流。湍流产生的阻力，湍流对边界层分离的影
响，对壁面温度的影响，都是飞行器设计中十分重要的问题。解决此问题的途径有三个：实验、
直接求解Ｎ Ｓ方程和模式理论计算方法。实验往往耗费巨大，各大国虽然建立了许多庞大
的风洞设备，但是也不能测试和解决所有飞行的湍流问题。随着计算机的迅速发展，从Ｎ Ｓ
方程直接数值模拟湍流虽然有很大的进展，但是离解决工程湍流问题还有很大距离。因此湍
流模式理论成为解决工程湍流问题的常用途径。
许多科学家和工程师根据自己的经验和推理，建立了许许多多的湍流模型或湍流模式。

它们的共同特点是从雷诺方程出发，增加一些联系雷诺应力的方程式，得到封闭的方程组。方
程组中包含了若干由经验假定的常数，如果不需要调节这些常数，就能对不同的流动得到较准
确结果的话，这样的模型就是较好的模型。
目前应用最广泛的模型是ｋ ε模型。它是一种二方程模型，其雷诺应力模型为

Ｄｕ′ｉｕ′ｊ
Ｄｔ ＝ ｘｌ

Ｃｋｋ
２

ε
ｕ′ｉｕ′ｊ
ｘｌ ＋νｕ′ｉｕ′ｊｘ（ ）ｌ

＋Ｐｉｊ－２３δｉｊε－

Ｃ１εｋ
ｕ′ｉｕ′ｊ－２３δｉｊ（ ）ｋ －Ｃ２ Ｐｉｊ－２３δｉｊＰ（ ）ｋ （６．３６）

式中，Ｐｉｊ≡－ ｕ′ｉｕ′ｋ
珔ｕｊ
ｘｋ＋ｕ′ｊｕ′ｋ

珔ｕｉ
ｘ（ ）ｋ ，Ｐｋ 为能量产生项。经验常数为

Ｃｋ＝０．０９～０．１１，　Ｃ１＝１．５～２．２，　Ｃ２＝０．４～０．５
模拟后的湍流动能方程（ｋ方程）则为

Ｄｋ
Ｄｔ＝


ｘｌ

Ｃｋｋ
２

ε
ｋ
ｘｌ＋ν

ｋ
ｘ（ ）ｌ ＋Ｐｋ－ε （６．３７）

最广泛采用的模拟后的ε方程为

Ｄε
Ｄｔ＝


ｘｌ

Ｃεｋ
２

ε
ε
ｘｌ＋ν

ε
ｘ（ ）ｌ －Ｃε１εｋｕ′ｉｕ′ｌ珔ｕｉｘｌ－Ｃε２ε

２

ｋ
（６．３８）

式中的经验常数推荐值为
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Ｃε＝０．０７～０．０９，　Ｃε１＝１．４１～１．４５，　Ｃε２＝１．９～１．９２
在涉及传热或其他标量输运的问题中，在平均温度或标量的对流扩散方程中出现了湍流

交换项ｕ′ｉθ′（这里θ′可理解为脉动温度或脉动标量）。在二阶封闭模型的范围内还必须建立

ｕ′ｉθ′的模型方程，即

Ｄｕ′ｉθ′
Ｄｔ ＝ ｘｌ

ＣＴｋ
２

ε
ｕ′ｉθ′
ｘｌ ＋Ｋｕ′ｉθ′ｘ（ ）ｌ

－ ｕ′ｉｕ′ｌＴｘｌ＋
ｕ′ｌθ′ｕｉｘ（ ）ｌ －

ＣＴ１εｋｕ′ｉθ′＋ＣＴ２
珔ｕｉ
ｘｍ
ｕ′ｍθ′ （６．３９）

式中的经验常数由实验确定为

ＣＴ＝０．０７，　ＣＴ１＝３．２，　ＣＴ２＝０．５
于是，得到了完整的雷诺应力模型，它包括由平均运动的１个连续方程和３个动量方程、雷诺
应力的６个方程、ｋ方程与ε方程，总共包含１２个未知量的１２个微分方程组成的封闭方程组。
如还要计算温度或其他标量的分布，则还要加上１个平均温度方程与３个ｕ′ｉθ′的方程，总共有

１６个方程。对于一般工程中的湍流流动问题，这个方程组的计算工作量太大，为了减少计算
工作量，又出现了许多简化模型。在简化的模型中，将雷诺应力ｕ′ｉｕ′ｊ或ｕ′ｉθ′直接用推广的

Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ的涡粘性模型来表示，即

－ｕ′ｉｕ′ｊ ＝νｔ 
珔ｕｉ
ｘｊ

＋
珔ｕｊ
ｘ（ ）ｉ －２３δｉｊｋ （６．４０）

－ｕ′ｉθ＝κｔＴｘｉ
（６．４１）

式中，涡运动粘性系数νｔ与涡导热系数κｔ要用ｋ和ε来表示，根据量纲分析，得

νｔ＝Ｃμ
ｋ２

ε
，　κｔ＝ＣＴｋ

２

ε ＝
Ｃμ
Ｐｒｔ
ｋ２

ε
（６．４２）

式中的ｋ和ε要用ｋ方程式（６．３７）和ε方程式（６．３８）来求解，而经验常数要通过实验来确定。
常用的数值为Ｃμ＝０．０９，Ｐｒｔ＝０．８～１．３。以上模型常简称为ｋ ε模型，它是目前应用得最广
泛的湍流模型。这个模型中除了用到平均运动的方程以外，只用到了ｋ和ε的两个微分方程，
因此属二方程模型之列。除ｋ ε模型外，还有多种不同的二方程模型。

　　一方程模型最简单，只保留ｋ方程，即

Ｄｋ
Ｄｔ＝


ｘｌ

Ｃｋｋ
２

ε＋（ ）ν ｋｘ［ ］
ｌ
－ｕｉｕｌ

珔ｕｉ
ｘｌ－ε

式中的ε都要用

ε＝ｋ
３／２

ｌ
来代替。ｌ可看为混合长度，它必须另做假设。一般地，ｌ随具体流动而变化，有不同的形式，
不可能给出普遍有效的统一公式。因而一方程模型的通用性与预报性都很差。在一方程模型
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中的雷诺应力或ｕｉθ项仍用涡粘性模型，不过其中的涡运动粘性系数要用ｋ与ｌ来表示，设它正
比于混合长度ｌ，则

νｔ＝Ｃμ槡ｋｌ
于是

－ｕｉｕｊ ＝Ｃμ槡ｋｌ 
珔ｕｉ
ｘｊ

＋
珔ｕｊ
ｘ（ ）ｉ －２３δｉｊｋ （６．４３）

－ｕｉθ＝Ｃμ槡ｋｌＰｒｌ
Ｔ
ｘｉ　　　 　　　 （６．４４）

式中，常数Ｃμ＝Ｃｋ＝０．０９，Ｐｒｌ＝０．８～１．３。

６．３　湍流拟序结构

６．３．１　湍流拟序结构概况

２０世纪６０年代后期发现在湍流中存在的大尺度结构。它反复出现，但没有固定周期；其
形态相似，却不完全重复。也就是说，它是一种不完全随机，也不完全无序，并且不是周期性重
复的流动结构，后来称为湍流拟序结构。湍流拟序结构的发现，对以前流行的湍流观念产生了
很大的影响。
湍流拟序结构是三维非定常的流动结构。传统的热线风速计和激光测速计都是定点测量

仪器，它们可以在短时间内测得在探测头所在点流速的大量时间序列数据，但是不能测得瞬时
流速的空间分布数据，因而测不出湍流拟序结构。对湍流拟序结构的研究，常用的方法是流动
显示。事实上，湍流边界层和混合层拟序结构的发现，都是采用了流动显示方法，前者是用氢
气泡法，后者是用光学方法。
湍流作为一种连续介质流动，虽然是很复杂的，但它服从流体运动的基本方程，即连续方

程和Ｎ Ｓ方程，也就是服从质量守恒定律和牛顿动量定律。在湍流被发现之后，研究者一直
寻求在一定条件下，即一定的边界条件和初始条件下，从基本方程求得一定的解。在计算机和
数值模拟方法没有发展起来之前，直接求解 Ｎ Ｓ方程没有成功。湍流研究者多年追求从

Ｒｅｙｎｏｌｄｓ方程获得一种普遍适用的解，但是这一努力也没有成功。随着计算机的快速发展，
从Ｎ Ｓ方程用数值模拟计算湍流已取得进展。拟序结构是瞬时流场中空间分布的流动结
构，它的演变服从Ｎ Ｓ方程和连续方程。拟序结构是湍流中客观存在的流动现象，是否能得
到和流动显示观察到的拟序结构一致的结果，是评判数值模拟或其他理论计算的一个客观标
准。实际上，在用数值计算研究湍流的初期，已经使用了这一标准。
湍流拟序结构可以分为两大类型。一类是自由剪切层拟序结构，它的主要代表是混合层

的Ｂｒｏｗｎ Ｒｏｓｈｋｏ大涡结构，大涡的合并和演化具有拟序性质，这一类拟序结构也存在于钝
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体的尾流区和分离区的剪切层，以及射流剪切层。２０世纪８０年代对大涡的合并进行了许多
控制研究，其中声控方法取得了很大的进展。另一类是湍流边界层拟序结构，也称为壁湍流拟
序结构。这两类拟序结构发生和演化的机制是有很多差别的。后一类拟序结构的机理要更复
杂一些，因为壁面不断地产生或吸收涡量，参与了边界层拟序结构的演变。
无论是壁湍流或自由剪切层湍流，涡结构都是其中的拟序结构的核心。拟序结构是在剪

切层中产生，而剪切层可视为由涡线组成。湍流脉动可使一些涡线拉伸，并使其涡量增强，聚
集成涡结构。例如，在转捩边界层中，Ｔ Ｓ波的扰动作用导致发卡涡的生成。在一切壁湍流
中都有发卡涡或被扭曲了的不完整的发卡涡。涡结构产生的诱导速度产生上升流和下扫流，
是产生壁湍流内外层的质量交换、动量交换和热量交换的源头，亦即是影响摩阻和传热率等特
性的主要因素。因此，在工业中控制涡结构可以达到减阻或增加传热率等效果。在混合层用
一定频率的扰动，可以控制大涡合并的过程，以达到增加混合速度的目的。在湍流边界层中用
破坏流向涡的方法，可以减少内外层的动量交换，从而降低摩阻。这些方法都已经取得了成
效。
涡量是附着于流体并随流体运动的，而涡量的粘性扩散是缓慢的过程，所以涡结构也随流

体运动。因而拟序结构也是随流体流动的，并有拉格朗日性质。此特点对于实验研究中选择
观测方法，或选择理论研究的分析方法都有重要的意义。
由于有粘性扩散或旋涡破裂，因此，一个涡结构终归要消亡。在自由剪切湍流中，涡结构

消亡后，湍流也逐渐消散；而在壁湍流中，则必须要有新的涡结构不断生成，才能使涡结构和拟
序结构得以持续。对于涡结构的再生和自持续，已是现在湍流拟序结构研究中的重点。

６．３．２　湍流边界层的拟序结构

１．快慢斑
湍流边界层拟序结构的发现主要来源于流动显示。１９６７年Ｋｌｉｎｅ等用氢气泡法在近壁区

的氢气泡平面图上发现了慢斑快斑等结构，用色液法发现了猝发。图６．１是Ｋｌｉｎｅ等用间断
绝缘的铂丝，在平板湍流边界层的近壁区所产生的氢气泡线平面图，流动的方向向上。铂丝平
行于ｚ轴，它产生的氢气泡时间线，最初基本上在平行于ｘｚ的平面上。铂丝产生的氢气泡时
间线被间断地绝缘分割为若干白色的小块，这些小块中流向间距密集的区域表示当地流速慢，
称为慢斑；稀疏的区域，表示当地流速高，称为快斑。图６．１下侧的左边箭头指向一个快斑，右
边箭头指向一个慢斑。每个快慢斑都占有一定的流向和展向区域，在其内部，流动相对均匀。
在快慢斑块的下游，是一些长带条结构，它们是一些顺流向的白色带条，它们的间距分布

具有一定的随机性，它们的平均值以量纲一的壁面单位表示，约为１００。间距的量纲一的壁面
单位定义为

λ＋＝λｕ＋／ν
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式中，λ是间距（ｃｍ）；ν是运动粘性系数；ｕ＋＝（τ／ρ）
０．５，其中τ是壁面摩擦应力，ρ是流体密度。

在湍流边界层的研究中，壁面量纲一的单位是常用的，ｙ＋也是量纲一的壁面单位，且ｙ＋ ＝
ｙｕ＋／ν。这是基于认为壁面附近发生的湍流结构和壁面摩擦应力有关。长带条结构是壁湍流
拟序结构的一种普遍现象，在各种压力梯度的壁湍流中都有发现，而且长带条间距平均值以量
纲一的壁面单位表示也大约是１００。

图６．１　１９６７年Ｋｌｉｎｅ等发现湍流边界层

拟序结构的氢气泡平面图，ｙ＋＝２．７

用间断绝缘的铂丝产生的氢气泡时间线虽然可

以表现氢气泡的横向运动，但是它显示的图像不太清
晰。后来，一般使用没有绝缘的铂丝产生连续的氢气
泡时间线，如图６．２所示。图６．２（ａ）是很靠近壁面的
氢气泡时间线平面图，是在无压力梯度的平板上的实
验结果。图６．２（ｂ）则是在有逆压梯度的湍流边界层
的实验结果，图下侧的两个箭头，右边一个指向快斑，
左边一个指向慢斑；图中三角形的标记指向长带条。
快慢斑和长带条的图像都很清晰，而且快慢斑的图像
区别也很分明。比较图６．２（ａ）和（ｂ），可见后者慢斑

较宽，而且多数慢斑只有一条长带条。图６．２（ａ）的慢斑都是很狭窄的，分辨不了长带条是从
慢斑中间还是快斑与慢斑的界面上产生的。长带条实际上是流向涡的遗迹。

图６．２　快慢斑示意图

快慢斑和长带条都是大尺度结构，快慢斑的平均间距是１００壁面单位，长带条得到的长度
是１０００壁面单位的量级，是边界层厚度的２倍以上。这些大尺度结构，出现在各种壁湍流
中。在它们的内部，流动相对均匀，剧烈的变化出现在它们的界面上。这些现象超出了统计理
论所描述的范围，因此开始以新的观念来研究湍流，特别是剪切湍流。
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图６．３　壁面引进的染色液表现的

猝发现象（Ｋｌｉｎｅ等，１９６７年）

２．猝发、上升流和下扫流

１９６７年Ｋｌｉｎｅ等的另一重要发现是猝发（ｂｕｒｓｔ）。猝发
现象是用染色液从壁面小孔引进而观察到的。染色液带条
在慢斑中缓慢上升，如图６．３中ｔ为０～４δｔ的值。当上升到

ｙ＋＝３０左右，染色线开始振荡，最后崩溃。从观察的氢气
泡平面图像也可以看到，从壁面上升的长带条的下游部分
出现剧烈的大幅度振荡，然后长带条的下游部分迅速消散。
染色线或氢气泡线的迅速消散，可认为是小尺度湍流脉动
大量出现产生强烈的混合作用，使显示长带条的染色液与
流体迅速混合，从而使它们的浓度降低而从图像中消失。
这一假说，在１９７１年Ｋｉｍ等的实验中得到进一步证

实。在图６．４的直方图上，Ｎ 是在一定时间内及规定的

ｙ＋（横坐标）区间内观察到的猝发次数。从图６．４上看
出，直方图与１９５６年Ｋｌｅｂａｎｏｆｆ用热线风速计测量的湍动
能产生率的分布曲线基本上是重合的，故湍流能量的产生
基本上正比于猝发的次数。由此可见，猝发是湍流边界层
中的重要现象，它是产生湍流能量的主要来源。

Ｋｌｉｎｅ（１９６７年）和 Ｋｉｍ （１９７１年）等的研究把长带条
的升起、振荡和造成猝发视为很重要的现象。长带条是慢
斑流体所形成的，它从壁面上升，在一定高度发生振荡，并
转化为尺度较小的湍流，是湍流边界层内小尺度湍流能量的主要来源。绝大多数振荡和猝发
出现在ｙ＋为１０～４０之间，如图６．４所示。由于猝发产生湍动能，因而受到研究湍流的科学家

图６．４　湍动能产生率ｐ（ｙ＋）（Ｋｌｅｂａｎｏｆｆ，１９５６年）和猝发出现的概率分布（Ｋｉｍ等，１９７１年）
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的重视。产生猝发的上升流，以及产生上升流的发卡涡和流向涡也受到很大的关注，并有许多
着重研究发卡涡和流向涡的论文发表。
长带条从壁面附近上升，是低速流体上升的上升流，它带来的脉动速度ｕ′为负值，ｖ′为正

值，产生的雷诺应力为正值。另一个产生正雷诺应力的流动结构是下扫流。

２０世纪７０年代，Ｂｒｏｄｋｅｙ和多个合作者用示踪粒子和立体摄影观测了湍流边界层的内区
和外区的流动，发现了下扫流。不过立体摄影照片很难转换成文献上观看的图像。１９７８年

Ｐｒａｔｕｒｉ和Ｂｒｏｄｋｅｙ把观测的结果描绘成流动模型示意图，如图６．５所示。图中直线箭头是流
动方向，圆弧箭头是旋涡旋转方向。密集的向下箭头代表下扫流。下扫流和壁面之间的锯齿
形曲线代表自由流和边界层的界面。自由流方向向左。此模型主要描绘了边界层中从内区流
向外区的上喷流，和从外区流向内区的下扫流。在外区边界层流体和自由流流体的界面呈锯
齿状。如果一个热线风速计放置在边界层的外区，它所感受到的湍流流体和自由流流体的交
替表现为湍流的间歇性。

图６．５　Ｐｒａｔｕｒｉ和Ｂｒｏｄｋｅｙ（１９７８年）描绘的下扫流和相关的上升流模型

下扫流正好和上升流相反，是高速流体从边界层外层下扫到近壁区，它带来的脉动速度

ｕ′为正值，ｖ′为负值，产生的雷诺应力为正值。因此下扫流也可能产生湍动能。
自Ｂｒｏｄｋｅｙ在２０世纪７０年代提出了下扫流之后，研究下扫流的文献不多。人们的研究

集中在上升流引起的猝发，以及产生上升流的发卡涡。到近几年，下扫流才得到较大的重视。
下扫流不但是雷诺应力的一个重要产生源，而且它把外层的高速流体带到近壁区，直接增加了
壁面摩擦力。对于减阻研究，下扫流是值得关注的重要的研究对象［１４］。
下面介绍下扫流在近壁区产生的流动结构。
图６．６是一个下扫流的侧面图。图６．６（ａ）中的白色方框内有一小块氢气泡，它向壁面移

动。在图６．６（ｂ）中，它已经很接近壁面。从实验所得的序列照片中很容易辨认和跟踪此小块
氢气泡，这里取了其中２幅照片，用以说明下扫流流向壁面的形态，以及它在壁面附近引起的
流动。从图６．６可见，下扫流经过的区域呈现一条没有氢气泡的黑色带条，其旁边的氢气泡基
本上没有跟着它下扫。１９７８年 Ｐｒａｔｕｒｉ和 Ｂｒｏｄｋｅｙ在其论文中描述下扫流呈手指形状。
图６６（ａ）中的下扫流也是一狭窄的条带，下扫流在它的上游和下游都产生流体向上运动，如图
中的氢气泡时间线向上凸出，就是当地流体向上流动形成的图像。
对下扫流和其周围的流动结构做了一系列的观测之后，发现其结果有两个特点：其一是下
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图６．６　下扫流的侧面图（Ｌｉａｎ，１９９９年），图（ａ）和图（ｂ）的时间间距为１／４ｓ

扫流前后往往出现横向涡，在横向涡的前后又可能还有另外的下扫流；另一特点是一个下扫流
两侧慢斑流体的上升高度，比一般慢斑流体上升得更高，而且速度更快。Ｋｌｉｎｅ等在１９６７年指
出，慢斑流体上升产生猝发，是湍流能量的主要来源。对下扫流特点的观测表明：下扫流流体
是由外区下扫流体形成的，它具有比一般快斑流体更大的流速和更大的动能；它两侧的上升流
体可能具有更高的上升高度和更大的上升速度，并且可能产生更多的湍流能量；这一结果还表
明，下扫流区域是自由流或外层的流体动能传输到内层，并转化为湍流能量的一个重要渠道。
从上面叙述的下扫流对壁面摩擦应力的作用可见，如果能够控制下扫流就可能降低摩阻。

因此，深入了解产生下扫流的机制和下扫流发展的过程，有助于开发有效的减阻技术。

３．拟序结构的统计特征和条件采样
拟序结构的空间分布和时间分布都有一定的随机性，但是它们的统计特征却有一定的规

律。例如长带条的展向间距呈对数正态分布，实验表明慢斑流体升起的时间间隔也呈现对数
正态分布。
在对拟序结构特征的统计研究方法中，进行得最多的是条件采样法。条件采样法是利用

热线风速计或激光测速计获得的大量时间序列信息，统计其中和某个拟序结构有关的信息。
在２０世纪７０年代后，为了从热线风速计获得拟序结构或猝发产生的频率，出现了条件采样
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法。无论是拟序结构还是猝发，都是一种空间结构，它们基本上随流体流动；而热线风速计则
固定在空间的一定位置上。它所采集的信息，有一部分是某一特定的结构流过热线探针时产
生的，其他部分则不是此特定结构所产生的。此结构可能多次通过探针，把此结构每一次通过
时所产生的信息都采集下来，而其余的信息都不要，就是条件采样。
条件采样获得的信息，有可能是探针扫描过结构的中心、上部、下部、左部或右部所采集到

的；也可能是结构变化比较平稳时，或是结构迅速变化时，例如染色线剧烈振荡时，所采集到
的。因此，如何分析热线风速计所采集的信息与经过探针的结构特征的关系，成为一个复杂的
问题，从而用多种方法研究湍流边界层猝发频率的论文很多。条件采样的基本方法如下。
设ｓ（ｔ）是流速计采集到的流速信息，令

ｆ（ｔ）＝Ｄ（ｔ）ｓ（ｔ） （６．４５）
式中，Ｄ（ｔ）为检测函数。当流速信息满足欲检测的某个拟序结构时，令Ｄ（ｔ）＝１；否则令

Ｄ（ｔ）＝０。由此得到的ｆ（ｔ）就是条件采样提供的信息。用ｆ（ｔ）可以统计某个结构出现的频率，
例如猝发频率；也可以得到某个结构的流速平均值，例如在检测湍流的间歇因子时，可在脉动速
度大于边界层外的自由流的脉动速度时，令Ｄ（ｔ）＝１；而其余时间，认为是非湍流，令Ｄ（ｔ）＝０。
由此可得出现湍流的时间比例，亦即间歇因子。
对于猝发的检测要复杂得多。检测函数Ｄ（ｔ）的取舍往往要加上人为的门槛值。例如检

测瞬时雷诺应力最大值的流速门槛法，设
当ｕ′＜－Ｌｕｒｍｓ时 Ｄ（ｔ）＝１
否则 Ｄ（ｔ）＝ ｝０ （６．４６）

式中，ｕ′为脉动流速；ｕｒｍｓ为脉动流速的均方根值；Ｌ为门槛值，一般取０．５～１．３。人为取的门
槛值大小，影响条件采样的结果。为了避免门槛值带来的误差，１９９７年姜楠、王振东和舒玮发
展了一种小波分析的条件采样法。

６．３．３　壁湍流的涡结构

１９５２年Ｔｈｅｏｄｏｒｓｅｎ提出了在壁湍流中发卡涡是基本涡结构的概念。他提出的发卡涡的
初期形状如图６．７所示。图中直线箭头是来流方向，圆弧箭头是旋涡旋转方向。他论证了发
卡涡的主要特征：在升力Ｌ的作用下，它的头部要从壁面附近上升到边界层的外层，两腿的下
端则留在壁面，形成“发卡”形状。Ｔｈｅｏｄｏｒｓｅｎ提出发卡涡后，当时并未受到重视，到湍流边界
层拟序结构发现之后才日益受到研究湍流的科学家们的重视，并出现了许多研究发卡涡的论
文，如１９８１年 Ｈｅａｄ和 Ｂａｎｄｙｏｐａｄｈｙａｙ用倾斜片激光观测研究湍流边界层中的发卡涡；

１９８２年Ｐｅｒｒｙ和Ｃｈｏｎｇ试图用发卡涡为基本单元来组成湍流边界层，不过没有很大进展；

１９８７年Ａｃａｒｌａｒ和Ｓｍｉｔｈ以及１９９４年 Ｈａｉｄａｒｉ和Ｓｍｉｔｈ研究用人工扰动产生的发卡涡的发
展；１９９５年Ｓｍｉｔｈ和 Ｗａｌｋｅｒ评述发卡涡的发展。

　　发卡涡受到重视的原因是它与湍流边界层流动结构的生成、发展和持续有着密切的关系。
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图６．７　Ｔｈｅｏｄｏｒｓｅｎ提出的壁湍流基本结构模型

———发卡涡，亦称马蹄涡（Ｔｈｅｏｄｏｒｓｅｎ，１９５２年）

５．４节中已经讲过，在人工激发的边界层转捩
过程中都有发卡涡；发卡涡在它的两腿中间
产生上升流；上升流是壁面低速流体上升，它
的流速远远小于外层流速；它上升后，和高速
流体的界面是一高剪切层，是不稳定的，导致
猝发而产生湍动能。人们知道，二维层流边界
层的涡线都是横向的，即垂直于流向，而没有流
向涡线。湍流边界层中有许多流向涡，它们的
流向涡量，当然只能是从横向的涡线转变而来。
微弱流向扰动使横向涡线变形，如图６．８（ａ）
所示，成为一条微型发卡涡，它在按Ｂｉｏｔ
Ｓａｖａｒｔ定律产生的诱导速度作用下，头部向外
层上升到流速较高的区域，而两腿下端仍然停
留在壁面，两腿拉长，形成如图６．８（ｂ）所示的发卡涡。按涡动力学理论，旋涡拉伸，其涡量增
加，但环量不变。两腿旋涡产生更大的诱导速度，头部进一步上升到外层，甚至到边界层之外，
得到更大的速度，进一步迅速拉伸两腿（旋涡），产生两条很长的流向涡，这就是流向涡产生的
原因。产生流向涡和相应的长带条是所有壁湍流中的普遍现象。拉伸后的流向涡的动能远远
大于它最初的动能，因为它从周围流场吸取了能量。这种旋涡拉伸也是一种能量从大尺度结
构向小尺度结构转移的结果，例如自由流拉伸发卡涡，就是自由流能量向边界层能量转移的
结果。

图６．８　在剪切流中的涡管受到流向小扰动后发展

　　成为发卡涡（Ｓｍｉｔｈ和 Ｗａｌｋｅｒ，１９９５年）
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拟序结构，如各种涡结构，由于粘性耗散总要消散，所以必须要有新的涡结构产生。流向
涡的产生和拉伸是湍流边界层自持续的一个重要因素。
在湍流边界层实验中观测到，流向涡的数目远远超过横向涡的数目。如果按照发卡涡产

生涡结构的概念，它的头部是横向涡，两腿是流向涡，则流向涡的数目应该是横向涡的两倍；而
实际上，实验观测到的不止两倍，因为流向涡往往受到拉伸，涡量增加，存在的时间很长，而横
向涡是很短的。在湍流边界层中，湍流脉动干扰了发卡涡的生长，因而完整的对称的发卡涡很
少出现，观测到的基本上是单个的流向涡或横向涡。因此，１９９１年Ｒｏｂｉｎｓｏｎ提出了不完整的
发卡涡模型，如图６．９所示，它也称为“单腿发卡涡”。

图６．９　湍流边界层中受到湍流脉动影响而生成的变形的发卡涡（Ｒｏｂｉｎｓｏｎ，１９９１年）

单个流向涡和单个横向涡的图像如图６．１０～图６．１３所示。

１９７１年Ｋｉｍ等从氢气泡侧面图像中发现了流向涡和横向涡。氢气泡侧面图像是由垂直
于壁面的铂丝所释放的氢气泡形成的。照片是从ｚ轴方向拍摄的。靠近铂丝的氢气泡时间线
与铂丝的距离，正比于当时当地的流速，因此时间线的形状代表了当时当地的速度型。形成侧
面图像的氢气泡基本上位于一个平行于ｘｙ面的平面上，它可以显示横向涡的截面，这是因为
横向涡基本上垂直于ｘｙ面。侧面图也可以显示靠近它的流向涡或ｘｙ向涡。流向涡并不是
完全平行于ｘ轴，横向涡也不是完全平行于ｚ轴，它们只基本上是流向或横向。这两类是湍流
边界层主要的涡结构。
图６．１０中，在近壁区有一个流向涡。图６．１１是一个有逆压梯度的湍流边界层侧面图的

序列照片，可看到一个流向涡的发展过程。此流向涡的下游部分逐渐向上抬升，形成向上倾斜
的流向涡。发卡涡的腿部也是向上倾斜。
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图６．１０　用氢气泡法取得的湍流边界层侧面图上

　显示的流向涡（Ｋｉｍ等，１９７１年）

图６．１１　侧面图上的ｘｙ向涡

　　（Ｌｉａｎ，１９９０年）

图６．１２　平面图上的流向涡（箭头所指）

（Ｌｉａｎ，１９９０年）　　
图６．１３　平面图上的横向涡（Ｌｉａｎ，１９９０年）

图６．１２是一个在逆压区的湍流边界层的平面图，图中箭头所指的下方都是流向涡。这些
流向涡也都处在慢斑的边缘。图６．１３也是一个在逆压区的湍流边界层的平面图，图中左边箭
头所指的下方是横向涡，右边箭头所指的是此横向涡和一个流向涡的连接处。从图６．１０～
图６．１３可见，湍流边界层中的流向涡和横向涡是很多的。湍流边界层中充满多种尺度的涡结
构，多数流向涡是向上延伸的，如图６．１１所示，这些向上延伸的流向涡受到拉伸，涡量增强，动
能增加，长度增加，对于湍流边界层的湍动能和拟序结构的持续起到了重要作用。

６．３．４ 自由剪切层的拟序结构

１９７４年Ｂｒｏｗｎ和 Ｒｏｓｈｋｏ观测两种气体形成的混合层，利用两种气体折光率的差别，采
用光学方法显示了两种气体的分界面，从而显示了分界面形成的流动结构，即大涡结构。
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图６．１４是他们观测到的混合层大涡的照片。这种大涡的发生频率有一定的拟序性质，因而它
的流向分布不是等间距的。
从图６．１４可以明显地看出大涡分布的不均匀性。大涡随着往下游流动，不断地互相合

并，从图６．１５可以看出大涡合并的情况，这种合并也是拟序性质的。后来，１９８６年Ｂｅｒｎａｌ和

Ｒｏｓｈｋｏ又用流动显示法发现了附着在大涡上的流向小涡。Ｂｒｏｗｎ和Ｒｏｓｈｋｏ发现的大涡结
构是二维的，可以用纹影法或阴影法显示出来；而这种流向小涡是三维的，不能用这种光学方
法显示，他们使用了一种激光激发荧光技术，观测到了这种三维小涡。混合层的作用是使两种
流体充分混合，以促进其中的化学物质进行反应，因此，对于化学工业具有重要意义。

图６．１４ 混合层大涡结构（Ｂｒｏｗｎ和 Ｒｏｓｈｋｏ，１９７４年）

图６．１５　混合层大涡逐渐合并图（箭头所指为两涡正在合并）

大涡合并对于混合有重要作用。混合层的大涡合并本来是随机的，但在１９８２年 Ｈｏ和

Ｈｕａｎｇ却使用声波来控制涡的合并过程。观察到的现象是：当声波为次倍频时，大涡成对地
合并；当声波为１／３次倍频时，则每３个大涡进行合并。天津大学的舒玮和张洪泉在水槽中的
混合层上游用振动片造成小扰动，也重现了次倍频扰动造成的大涡合并现象。
分离流的剪切层，尾流的剪切层，以及射流的剪切层都有卷成大涡的现象。１９８９年Ｌｉａｎ

和 Ｈｕａｎｇ在对起动涡的观测中，就有分离流的剪切层卷涡和涡合并的现象，如图６．１６所示，
图中的大涡是由分离流的剪切层卷成。剪切层先分裂并卷成若干小涡，然后再卷入大涡。小
涡在卷入大涡之前就有配对合并的现象，图６．１６中箭头所指，就是一对小涡正在合并的图像。
分离流、尾流和射流都是工程中广泛存在的流动现象。用声音或其他小扰动控制自由剪
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图６．１６ 起动涡的外层剪切层卷涡和小涡的合并（Ｌｉａｎ和Ｈｕａｎｇ，１９８９年）

切流的大涡合并，可以影响分离，还可以改变阻力、减阻或增升。目前声控法控制这些流动用
得很广泛。
后向台阶流作为一种典型的分离流，它的分离线是固定的，流动结构比一般的分离流简

单，经常用来研究分离流。１９９２年 Ｈａｚａｎ用小扰动来控制一个后向台阶流的流动结构，实验
是在风洞中进行的。风洞实验段是０．８ｍ×１．１ｍ×３ｍ，风速为２～２５ｍ／ｓ；实验用的后向台
阶高度是３ｃｍ，宽度是６０ｃｍ；用一个１５０Ｗ 的扩音器产生小扰动，来控制流动结构。
利用声控法直接控制机翼上的分离区，用以减少阻力和增加升力的研究文献也不少，例如

１９９２年Ｚａｍａｎ发表的文章。
壁剪切流的拟序结构与自由剪切流的拟序结构有很大的差异。在混合层和尾流中，大涡

结构逐渐转化为小涡。虽然在初期，大涡要互相合并形成更大的涡；但是在合并过程中往往要
形成轴向的不均匀性，导致涡的破裂，形成不规则的小尺度涡，越是往下游，涡的尺度越小。但
是在壁湍流中，涡结构的尺度是正比于边界层厚度的，它顺流向的变化不大。任何一个涡，在
时间增长过程中，要因粘性扩散而逐渐消失，或因破裂而消失。壁湍流的涡结构能够在流向保
持稳定的尺度以及拟序相似图像的原因，应该是由于不断有新的涡结构的形成。
在湍流边界层中，除了涡结构区域，其他区域的涡量基本上是微弱而且混乱的。它们如何

能聚集成集中的有规则的涡结构，有关这样的涡结构，对其生成过程的观测研究还很少，原因
主要是由于观测的困难。涡的聚集过程也是在拉格朗日体系中随流体而运动的，它是一个缓
慢的过程，在它的初期，氢气泡法也很难显示出来，因为氢气泡法要显示出一个清晰的涡结构
图像，需要一定的条件［２０］。在一般的氢气泡法观测中，即使有图像表现了氢气泡正在卷成旋
涡状的图像，也很难判断它是正在形成新的旋涡，还是绕着一个已有的旋涡旋转。虽然没有从
壁湍流中直接观测到从微弱分散的涡量聚集成大尺度流向涡或横向涡的实验资料，但是这种
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聚集应该是存在的，否则由于粘性扩散，旧的大涡消失，在远下游的边界层，就会没有拟序性大
涡了。自由流和壁面的相对运动产生的涡量是横向涡的方向，这也是时均速度型对壁面相对
运动的涡量的方向。从这个意义上说，湍流边界层中生成的初始涡结构应该主要是横向涡，它
受到不均匀的流速分布而变形和拉伸，逐渐演变成流向涡。

６．３．５ 展　望

湍流的发现虽然已有一百多年，而且许多著名的流体力学家都曾经涉足于湍流的研究，如

Ｐｒａｎｄｔｌ，Ｋａｒｍａｎ，Ｔａｙｌｏｒ，Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ等；但是湍流仍然是一个很不清楚的物理现象，它的复
杂性可能超过了许多流体力学家早期的估计。许多年来在对湍流的研究上，科学家都期望从
基本方程求得一个适用范围广泛的解，但经过上百年的努力仍没有实现这一期望。
湍流拟序结构的发现加深了对湍流的认识，主要是对其复杂性的认识。现在看来，湍流基

本上是由大尺度和小尺度的多重结构组成。结构的差异不仅在于尺度的大小，更主要的是它
们的流动特征，二者的时、空变化都有一定的随机性。小尺度湍流的随机性表现为正态分布；
大尺度的是拟序结构，其随机性多表现为对数正态分布。小尺度是相对均匀的，并且比较近于
各向同性。
对于均匀各向同性的小尺度湍流，早期的流体力学家发展了湍流统计理论，并应用到湍流

的传质传热分析和估算中。有关的研究在１９７５年 Ｈｉｎｚｅ所著的《Ｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ》一书中有丰富
的文献。对均匀各向同性湍流的实验研究，早期广泛采用热线风速仪，这是一种定点的、欧拉
性质的测量。不过既然是在空间均匀分布，且与测量点的位置无关，而且按Ｔａｙｌｏｒ的冻结理
论，时间序列的测速数据也可以转化为脉动流速沿流向的分布，因此湍流拟序结构要比小幅度
的均匀各向同性的湍流复杂得多。
现在能够对拟序结构进行量化的仅仅是一部分拟序结构的少数特征，如底层快慢斑的间

距，慢斑上升或猝发的频率。因为现在对拟序结构的认识还主要是从它的图像，而拟序结构本
身是立体的，是沿时空四度空间变化的，所以对于湍流边界层拟序结构的立体图像的观测很困
难。虽然１９７８年Ｐｒａｔｕｒｉ和Ｂｒｏｄｋｅｙ用微粒显示进行过观测，但是所得的结果只有文字叙述。
现在，虽然微粒成像测速技术（ＰＩＶ）已有了很大的发展，但是测量三维流场瞬时流速的分辨率
还是很低；虽然使用立体摄影可以测量散布微粒的瞬时三维流速的分布，但是现在只能使用很
稀疏的微粒分布，因而所得的数据空间分辨率很低，不足以分析研究拟序结构。现在流动显示
所得的拟序结构图像基本上是平面照片，因而它们只能代表拟序结构的一部分特征。即使对
一种拟序结构的观测也是不完整的。例如，对于慢斑的观测，现在所得的图像大多数是近壁区
的平面图像。一个慢斑如何向垂直于壁面的方向发展这样的问题就很少有人分析研究。猝发
是一个重要的现象，它的频率已经在许多进行条件采样的实验中进行过测量。早期就知道它
是慢斑上升的结果；但是在慢斑中，上升的流体如何演变成为猝发的过程还很不清楚，且研究
文献也很少。
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对于涡结构存在的形式，它们从内区到外区的变化以及涡结构的生成过程等也还不够清
楚。发卡涡曾经被认为是主要的涡结构，但是近来的实验表明，在充分发展的湍流边界层中很
难存在完整的发卡涡。这些都是有待解决的问题。
拟序结构的应用方面还是取得了不少进展。利用拟序结构研究的结果来发展应用性研

究，例如减小摩阻、缩减分离区、增加传热率以及降低噪声等等都有所进展。
由于计算机的迅速发展，采用直接数值模拟研究湍流正在迅速发展。同时，三维ＰＩＶ技

术也在迅速发展，高分辨率的瞬时三维速度场的时间序列测量将可能实现。二者结合可能对
湍流的研究有很大的促进作用。但二者都产生海量数据，如何从中获得规律性结果，是一难
题。现今，采用流动显示获得拟序结构的直观图像，仍将在湍流研究中发挥重要作用。

习　题

６．１　试述用雷诺平均方法研究湍流的优点和局限性。

６．２　在一般风洞中，湍流的时间平均值、空间平均值和系综平均值能相同吗？说明其原因。

６．３　在风洞中，用热线风速计测量数据求得的自相关，可以代表流向的互相关吗？说明其
原因。

６．４　雷诺方程为何难以获得准确解。

６．５　如果将来有一天，数值模拟可以比模式理论更方便更准确地求得湍流应用问题的解，那
时基于雷诺平均方法得到的一些基本方程对湍流的研究还有用吗？

６．６　湍流是三维流动，而热线风速计一般不能测量三维脉动速度，更不能测量瞬时流场。从

２０世纪初至６０年代，湍流研究仍然取得了很大的进展。分析其进展状况和原因。

６．７　湍流边界层的近壁面的结果尺度通常用量纲一的壁面单位表示，例如，λ＋ ＝λｕ＋／ν，其
中，λ是物理长度（ｃｍ）；ν是流体运动粘性系数；ｕ＋是壁面摩擦速度，且ｕ＋＝（τ／ρ）

０．５，
其中，τ是壁面摩擦应力，ρ是流体密度。试解释使用壁面单位的机理。

６．８　分析下扫流对壁面摩阻的影响。

６．９　设下扫流的流量一定，分析下扫流集中和分散两种情况下产生的摩阻的差异。

６．１０　设想一种减少摩阻的流动，并建议或设计一种减阻方法。

６．１１　分析一个圆形湍射流的湍能的流向变化，设射流离开喷嘴时是层流。

６．１２　分析湍流边界层快斑和慢斑的产生机理，为何快慢斑的流向长度一般远远大于其展向
宽度？

６．１３　是否快速发展计算机和计算技术，将来可取代湍流的实验研究？
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第７章　边界层理论的应用———ＳＣＴ


的减阻

７．１　引　言

自从Ｐｒａｎｄｔｌ于１９０４年提出边界层概念以来，人们一直将这一概念应用于减阻的研究和
实践。当物体在空气中飞行或在水中航行时，与流体总有摩擦作用，必然受到阻力。为了克服
阻力，飞行器上必须有动力，这就要消耗燃料，从而付出代价。
当飞行器的速度（或雷诺数）达到一定值以后，边界层内的流态就由层流转捩为湍流，而湍

流中的阻力系数是远远大于层流的。这就提出了一个问题：怎样尽可能地保持层流流态？
此外，边界层是有分离现象的。边界层分离之后，对机翼而言，不但阻力大大增加，而且升

力大大减小，甚至出现失速现象。因此，人们需要研究采用什么方法来避免失速或分离。
保持层流流态或防止流动分离，实质上都是边界层控制问题。如果能够付出较小的代价

使边界层得到控制，以保持层流流态，并使流动不分离，从而得到较大的收益，这将是很有现实
意义的事情。
最初的办法是使物体表面尽量光滑以保持层流，后来又设计了“层流翼型”，它可以在一定

的条件下保持层流边界层。这称为自然层流（ＮＦＬ）。这种方法毕竟很受限制。所以人们又
采用了许多人工方法来控制边界层，以达到影响边界层结构，从而避免边界层内气流分离，进
而达到减小阻力并增大升力的目的。通过对边界层的主动控制，使得边界层在按弦长计量的
雷诺数大于不控制时的转捩值以后，仍能保持层流。这一技术称为层流控制（ＬＦＣ）。不过，不
要将ＬＦＣ误解为是边界层的流态变为湍流以后再使其重新回到层流，那样的话，所消耗的能
量将比ＬＦＣ大一个量级。

７．２　超声速商用运输机的减阻问题

超声速运输机对阻力是非常敏感的，所以，应用层流流动来减阻的技术就很重要了。这是达
到超远航程的先决条件。在早先的研究工作中，人们假设超声速运输机只有在应用层流技术的
条件下才能实现；但是，现在要求超声速运输机不用层流也能实现，这样，当层流技术达到实际应
用时，超声速运输机的竞争能力就会更强。层流减阻技术通过减少所烧掉的燃料而使飞机的尺

 ＳＣＴ是超声速商用运输机的简称。



寸及质量减小，或者使航程增大；否则，飞机的尺寸及质量就会一直（随航程）增大上去。边界层
从层流到湍流状态的各种转换机理（附着线转捩，横流不稳定，ＴＳＩ）所起的作用和跨声速运输
机是一样的；但超声速运输机上的条件则更苛刻一些，即后掠角较大、表面有冷却和较高的模态
不稳定性（高模态不稳定性）等因素至少应该予以考虑（虽然在Ｍａ＜３时这些因素还不是很重
要）。但是迄今为止，在预计的巡航马赫数（１．６～２．４）之下，在世界范围内还没有地面试验设备
来研究ＴＳＩ，在德国的斯图加特有这么一个设备，叫路德维希管，但仍处在验证阶段。

７．２．１ 未来超声速商用运输机的性能指标

要造出一架新型的超声速运输机，必须满足一些极具挑战性的环境及成本要求（图７．１）。
只有在满足未来的关于排放及噪声条例的条件下，才能证明超声速运输机能否给制造商和航
空公司带来利润。阻力是与烧掉的燃料、排放及营业成本直接相关的；但是也通过飞机的尺寸
和质量影响到噪声。

图７．１　一种新型超声速商用运输机

一架超声速运输机只有在航程至少是２０００ｎｍｉｌｅ（３７０４ｋｍ）时才有意义。航程愈大，对
乘客就愈有吸引力。当飞行时间大于４～６小时以后，大多数乘客会感到不舒服，而且很多人
认为飞行时间是时间的浪费，甚至旅游者也这么看。但是超声速运输机必须和未来的新型亚
声速运输机（图７．２）去竞争，后者为了更好地适应长时间飞行而给旅客提供了更大的空间和
更舒适的条件，而且这些飞机的营业费用很低，是超声速运输机比不了的。所以，超声速运输
机必须用速度、舒适度和生产率去和亚声速运输机的效率、空间和舒适度竞争。为了满足这些
挑战，超声速运输机必须主要针对以下４个不同的设计点予以优化。

　　① 以Ｍａ＝２～２．４作非常高效的超声速巡航。

　　② 以陡峭的航迹角安静地起飞和着陆。

　　③ 以高亚声速巡航能力（Ｍａ＝０．９）飞越不允许作超声速飞行的居民区。

７４１

 ＴＳＩ（Ｔｏｌｌｍｉｎ ＳｃｈｌｉｃｈｔｉｎｇＩｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ）是托尔明 施利希廷不稳定波的缩写，或简写为托 施不稳定波。



　　④ 以Ｍａ＝１．１左右作跨声速加速。

　　在上述４点中，使气动阻力最小的问题将是各项挑战中的主要问题。阻力的来源有波阻、
涡阻和摩阻。
本章重点放在通过层流化以减小摩阻方面。

图７．２　未来的远程飞机

　　超声速运输机的机翼面积比较大，大约是同级亚声速运输机的３倍。由于升致阻力（包括
波阻和诱阻）大，巡航时必须用小迎角和小升力系数ＣＬ。超声速巡航时，摩阻约占总阻力的

３５％，这部分阻力是可以通过层流化使之大大减小的。目前的超声速运输机设计方案中，在绕
流为湍流的情况下，机翼的升阻比（Ｌ／Ｄ）是８．５左右。作了部分层流化以后，升阻比有可能接
近于１０。人们的目标是湍流时达到９．５，层流时达到１１。２５０～３００座的超声速客机预计在

２０１０年的最大航程，当采用湍流时不会超过５０００ｎｍｉｌｅ（９２６０ｋｍ），采用层流时则可达到

６０００ｎｍｉｌｅ（１１１１２ｋｍ），其起飞质量在４００ｔ以下（图７３）。

图７．３　超声速运输机的各项指标

７．２．２ 超声速运输机的层流化

　　为了使超声速运输机有效地层流化，需要一种杂交方法。图７．４表明了一种涉及不同物
理属性的概念。
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图７．４　可能实现的层流化方案

因为内翼具有大后掠角的亚声速前缘（前缘位于其自身的马赫锥以内），因此，前缘设计成
了圆头，但这仍然不能使用自然层流（ＮＬＦ）技术，而要求使用层流控制（ＬＦＣ）技术。自然层流
只有在适当的造形之下（能控制压强梯度以及前缘处的三维扩张流动）才能实现层流化。层流
控制是采用人工方法来改变边界层流动，即用边界层吸除法来改变与层流扰动阻尼有关的边
界层速度型。
外翼及尾翼很可能具有超声速前缘（前缘位于其自身的马赫锥以外），这通常是尖前缘。

自然层流多半可以用在尖前缘的下游，至少当剖面的曲率很小时可以做到；但是，局部雷诺数
的迅速增大会导致转捩。此外，曲率所引起的压强梯度会在后掠翼上产生垂直于流动方向的
压强梯度，而这又会激发某种失稳的边界层横流波。抽吸可以延长层流区，但在边界层达到活
动舵面的铰链轴之前，层流应该转变为湍流，以免产生由不利的激波／边界层干扰而导致的层
流分离。
只要机身边界层是湍流的，就会有一个湍流楔从翼身相交处向下游延伸，这在根弦很长的

超声速运输机机翼表面上占了很大一部分。
在ＮＡＳＡ的一项研究中，报道了波音已经研究了层流化对超声速运输机的影响。表７．１

列举了得自层流化的改进情况：飞机是２５０座的运输机，设计Ｍａ＝２．４，乐观的（至少是可以
比拟的）设计航程为５０００ｎｍｉｌｅ（９２６０ｋｍ）以及６５００ｎｍｉｌｅ（１２０３８ｋｍ），抽吸系统的附加
质量大约是４．５ｔ，推力减小０．２％，而这与以下各项收益相比简直是可以略去不计了。

① 减少了燃料的受热（这在以Ｍａ＝２．４作远程飞行时是很严重的）。

② 质量大大减少。

③ 燃料消耗量大大减少。
这只是在略去不计某些滚雪球效应的条件下，并做了初步研究之后所证实的结果，具体的

收益数量如表７１所列。可以预料，经过优化之后，还能得到进一步改善。
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表７．１ 层流超声速运输机的收益表（Ｍａ＝２．４，２５０座）

项　目
收　益

航程５０００ｎｍｉｌｅ 航程６５００ｎｍｉｌｅ

燃料受热量 －２５．０％ －２５．０％
ｍＭＴＯＵ －８．５％ －１２．５％
ｍＯＥＭ －６．０％ －１０．０％
总耗油量 －１２．０％ －１６．０％
ｍＭＴＯＷ（用涡喷时可达到） ３５０．０ｔ ５３０．０ｔ

注：ＭＴＯＷ—最大起飞质量；　ＯＥＷ—运营空载质量。

航程为６５００ｎｍｉｌｅ（１２０３８ｋｍ）且边界层为湍流的飞机，在所假设的５００ｔ质量限制之下
是实现不了的。但是根据经验，一架超声速运输机的质量甚至必须保持在４００ｔ以下，才能满
足起飞噪声的限制。超过了４００ｔ，所有的设计方案看来都不行，尤其是因为这时已经达到了
绝对噪声极限；而在质量较小时，噪声极限却是与起飞质量有关的。

７．２．３　影响超声速转换的因素及控制方法

　　在内翼的亚声速前缘处，附着线转捩是会像在亚声速运输机上一样发生的（图７．５）。之
所以在后掠翼上会如此，是因为气流在附着线处并不与物面接触（当地雷诺数为０），而是沿着
附着线将气流分为沿机翼上、下表面的两股流动。对于无限后掠机翼而言，附着线处的边界层
的发展处于某种平衡状态，即沿附着线对流的边界层物质（使边界层质量增加）与绕过机翼移
走物质的发散流动（使边界层质量减少）之间的质量平衡。

ＡＬＴ—附着线转捩；　ＣＦＩ—横流不稳定；　ＨＭＩ—高模态不稳定

图７．５　转捩的类型

圆前缘下游有一个很强的三维流区，它产生横流不稳定波（ＣＦＩ），其程度比中等后掠翼跨
声速飞机上的横流不稳定波强烈得多。一般地说，横流不稳定波是一种“稳定的”、边界层内的
涡流波，其波峰指向流线，或者说波是与流线垂直的。因为这种波指向流线，但并不运动，所以
扰动是沿流线积累的。
再往下游去，机翼的几何形状有一大块表面曲率很小的区域，这里占优势的流动状态几乎

是锥型流。典型的二维扰动是托 施不稳定波。当流速很低时，托 施不稳定波的波峰是与流
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动方向垂直的，但这些波是沿流动方向运动的。在超声速流中，托 施不稳定波是与流动方向
倾斜的，因而波峰的方向是介于法线与马赫角之间，但较接近于无粘流的马赫角。此外，其他
方向的不稳定波及波速也会出现，但是横流不稳定性（其方向几乎是沿流线）和托 施不稳定
波通常是最重要的。
在超声速运输机上，几乎是常值流动状态的锥型流方向既不与主流方向一致，也不与主流

方向垂直，而是与主流方向严重倾斜。这就给机翼上的三维流（几乎是锥型流区）施加了趋于
生成旋涡的影响。因此，虽然托 施不稳定波在发展，但横流不稳定性在这里仍然存在。应该
料到，必有很强的干扰。
在外翼及尾翼的超声速前缘后面如果是一个平面流动（绕楔流动），则流动只是二维的。在

这里，附着线转捩是不存在的，ＴＳＩ在发展，但只要一遇到曲率，横流不稳定性就变得很重要了。
在超声速流中，除了横流不稳定性及托 施不稳定波之外，还会出现高模态不稳定性：这

些是以超声速的速度相对于未扰动气流而传播的波。对于平板而言，这些高模态不稳定性仅
仅在自由流Ｍａ数大于３时才发生；但还不能预料这些波对超声速运输机是否很重要。
托 施不稳定波及高模态不稳定性对于边界层内温度分布型的变化很敏感。冷却给托 施

不稳定波以阻尼（即表面温度小于气流的恢复温度），但会使高模态不稳定性放大；加热作用与
此正相反。在超声速运输机上，凡对层流化有意义的所有表面，都或多或少地能冷却边界层。
有两种冷却机制很重要：一个是通过结构及燃料的热汇做热容式冷却，另一个是由于表面温度
升高而产生的辐射冷却。后者在温度相当低（大多数情况下小于４５０Ｋ）的超声速运输机上没
有多大的影响，但也不能做绝热流假设。热表面只发生在减速阶段，或在发动机上。

７．２．４　超声速转捩的理论计算

附着线转捩可由Ｐｆｅｎｎｉｎｇｅｒ／Ｐｏｌｌ准则来计算，可以假设这个准则在超声速之下是成立
的。但是在人们感兴趣的Ｍａ之下来证实这个准则的工作却没有人做过。避免附着线转捩的
办法可以从亚声速知识借鉴过来。再做一些研究工作仍然很有意义，因为要设计及制造一种
在巡航及起飞时能保持很高气动性能的亚声速前缘，既要避免附着线转捩，又要能够使用抽吸
方法来控制ＣＦＩ，这在技术上是一项有分量的挑战。

　　横流不稳定性、托 施不稳定波及高模态不稳定性是通过边界层扰动的稳定性分析来预
测的。
线化理论（“ｅＮ”）业已成熟，而且可以做例行的应用，即使是在超声速的研究课题中也可以

利用，但是要注意受到冷却的表面和高模态不稳定性。线化理论用叠加法可以对以下两种流
动方程求解：① 未受扰动气流；② 对单位扰动模态的小扰动（单位扰动模态是指在以流动方
向为单位倾斜角之下的单位频率响应和单位波长）。
因为扰动很小，线化是允许的。最后，人们可以导出一个纯局部扰动方程的表达式，此式

是用在上述扰动方程组沿垂直于壁面方向求解时的某个位置上的。结果是在这个位置上所选
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定的扰动模态的局部增大值。总增大率则通过以下步骤求得。
首先，找出一个增大率为０的中性点，即从有阻尼变到放大的那一点；然后从这一点出发，

追随一条适当的积分线（无粘流线）往下游走，并沿这条积分线，对于所选定的扰动模态（此模
态可能逐点变化，与所选用的积分策略有关）进行积分，求出局部增大率。若以指数形式写出
这个积分，得出的增大率Ａ为

Ａ＝ｅＮ

式中，Ｎ＝ｌｎＡ就是所谓的Ｎ 因子。因此，这个线化理论的结果就是一个增大率，而不是扰
动本身。所以，对转捩的预测需要通过转捩试验来验证，并校核相关的增大率。这个校核可能
与环境（自由飞，风洞，外部扰动如湍流度及噪声，内部扰动如粗糙度、波纹度及表面振动）有
关。这个经常被引用的极限Ｎ 因子，其数值大约是１０，但仅限于一些专门的计算方法（包括
所选用的边界层代码）和应用题目（有人提出，１０是看出来的，因为人有１０个手指）。
按定义，线化理论不能计算以下问题。

图７．６　用于计算转捩的ＮＴＳ／ＮＣＦ

　　① 由各种扰动所引发的未受扰动气流的变化。

　　② 不同增大模态的干扰。

　　③ 转捩对外部或内部扰动的敏感度（即所谓感
受度）。

　　 线化理论所受到的各项限制是很明显的
（图７．６）：首先，横流不稳定性和托 施不稳定波可
能发生或强或弱的耦合。这强、弱两种情况下的相
关数据是完全不同的，但在这二者之间的整个区域
却可能是一致的。其次，其他的效应，如曲率问题和
边界层发散也都必须予以关注。迄今为止，只有后
者还没人去考虑，但它很可能是造成某些混乱结果
的原由。再则，用于横流不稳定性时，线化理论的正
确性是有问题的，特别在横流不稳定性很强时是如
此（例如在超声速运输机的机翼上）。最后，在超声

速流中，托 施不稳定波是不与流动方向垂直的，其倾斜角与马赫角很接近。因此，托 施不稳
定波和横流不稳定性的耦合有可能增强。
此外，线化理论只能计算增大率（指数Ｎ），而它又要由实验来验证，但目前还没有做超声

速转换实验的地面设备。
有一种补救办法是把稳定性方程（偏微分方程）抛物化，它能处理横流不稳定性和托 施

不稳定波的耦合，也许还可以用来研究感受度问题。后一个问题必须解决，才能理解超声速风
洞的模拟问题。
解析方法限于一些非常特殊的问题。
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为了深入了解复杂流动的物理现象，以及为了校核简化的方法，人们需要用直接的数值模
拟（ＤＮＳ）做进一步的研究。
对于所有的工程方法而言（线化或抛物化的扰动方程），其前提条件是要有未受扰动气流

中的精确解。它要求有两个方向的边界层的速度型和温度型的解（精确到二阶导数）。在未来
的几年内，这是对于强三维流的最重要的任务。

７．２．５　超声速层流风洞

附着线转捩及横流不稳定性对于来流或噪声放射的扰动不太敏感。因此，经典的风洞是
适合做研究的。但是在大后掠角的亚声速前缘条件下，所要求的抽吸量很大（模型雷诺数高达

３×１０８），而上述风洞模拟不了这么大的抽吸流动，至少是不能对全机模型做模拟。抽吸表面
上的抽吸孔直径已经小到了工艺上的极限，抽吸孔直径无法按模型的比例尺再缩小，这就破坏
了模拟的定律。当抽吸孔直径不是比边界层厚度小很多时，这个破坏作用就很严重了。用在
超声速运输机上，这种飞机前缘处的抽吸孔直径与边界层厚度相差不多，所以在全机模型上做
抽吸模拟就不可能了，至少在前缘附近是如此。
托 施不稳定波对外界扰动是非常敏感的。对于超声速风洞而言，这些扰动是来流中的

湍流度（像亚声速风洞一样）。还有大强度的噪声会放射到试验段中。有一部分是由上游噪声
产生的，即通过稳定段放射过来的，例如下吹式风洞阀门的噪声；但最严重的部分还是边界层
噪声，它是由进入试验段的风洞喷管湍流边界层放射过来的：边界层外缘处的每一个湍流涡团
后部都产生一道很弱的激波，它沿马赫线方向放射出一股强噪声，这个噪声激起过早的转捩。
因此，超声速风洞中有效的转捩，看来是取决于喷管的雷诺数，而不是模型的雷诺数，即所谓设
备雷诺数的效应。
此外，在大多数超声速风洞中所能达到的雷诺数是绝对不够的，此值一般太小。在（通过

绊丝）激起转捩以后，会出现重新层流化。超声速运输机的巡航雷诺数大约是ＲｅＬ＝３×１０８

（以飞机长度Ｌ为准）！
过去，是不考虑超声速风洞模型的表面温度的。为了研究托 施不稳定波（及高模态不稳

定性），就必须精确地模拟边界层中的温度型，即必须模拟模型的壁温与滞止温度之比。
为了能够测量超声速转捩，在ＮＡＳＡ的Ｌａｎｇｌｅｙ中心（图７．７）建造了一座安静的超声速

风洞，这是一座Ｍａ＝３．５的小型的皮托式风洞：喷管喉部亚声速部分的边界层被除掉了，给风
洞喷管以新生的层流边界层，这个层流边界层并不放射出严重的噪声进入试验段；当喷管边界
层转变为湍流时，就有噪声放射出来；但是在超声速流中，噪声是紧跟在特征线（马赫线）后面
的，这样，就能为人们提供一个安静的试验区，它从直匀流截面开始，以喷管转捩区的特征线结
束。这座风洞提供了可以与飞行试验相比的转捩测量结果。
另一座风洞提供了不显示设备雷诺数效应的试验数据，这就是哥廷根的路德维希管，其测

量Ｍａ为５（图７．８）。能获得这些高质量测量结果的原因还不完全清楚。路德维希管提供了
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图７．７　安静的超声速风洞

图７．８　路德维希管

湍流度极低的来流，但风洞喷管的湍流边界层是处于很高的喷管雷诺数之下的，即边界层厚度
很薄，而这时扰动的噪声量级及波谱也许都不强。
对于未来的超声速层流实验而言，路德维希原理应该在欧洲得到考虑，在设计用于测试超

声速运输机的路德维希管上，也许会像美国那样带有一个安静喷管。这种设施的某些优点是
很明显的，它们是：

　　① 气流质量极好。

　　② 可以达到很高的雷诺数（３×１０８ 左右）。

　　③ 测试时间短，容易设计安静喷管。

　　④ 测试时间短，模型容易冷却。

　　⑤ 造价低，欧洲能承受。

　　⑥ 运行时间较短。
由于运行时间短，这个测试设备不适用于标准的开发试验，而更适合于性能质量很高的校
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核。已经有一座实用的路德维希管（目前的Ｍａ为１．５及２．５，直径大于１ｍ）建在斯图加特大学。
考虑到这些实际情况，人们必须开发一种设计飞机的新规程。它更多地依赖于理论计算、

常规风洞的部分模拟试验（即涉及湍流的模型试验），以及在高质量路德维希管中做一些经过
细心选取的校核，其中大多数是估算转捩现象的验证实验。有一些可以互相对比的规程已经
对于再入飞行器（例如 Ｈｅｒｍｅｓ）开发出来了，这些规程只用了部分模拟试验以及很少量的校
核实验，主要的是依赖于理论计算。

７．２．６ 超声速层流的飞行试验

　　在 ＮＡＳＡ的Ｌａｎｇｌｅｙ中心，有一架Ｆ １６ＸＬ改装成了超声速层流研究机（Ｆ １６ＸＬＳＳＬＦＣ，
图７．９）。人们设计了一个抽吸套用于这架飞机上，在超声速飞行时，通过亚声速圆前缘后面的抽

图７．９　Ｆ １６ＸＬＳＳＬＦＣ在试飞

图７．１０　带有两个翼套的Ｆ １６ＸＬＳＳＬＦＣ

吸作用，成功地实现了层流流动。显然，层流仅在俯
冲（没有升力）时实现了，但是要想理解这些结果以及
证实所用的方法还有些困难，原因可能出在未受扰动
气流解中的边界层剖面分辨率不佳，其中包括了二阶
导数的分辨率在内（边界层内垂直于表面，大约有２０
个测点，而不是所要求的８０个测点）；但是，不管怎么
说，一套能够在超声速飞行时提供出层流流动的抽吸
系统已经被证明是可行的。

　　此后，在用 Ｆ １６ＸＬＳＳＬＦＣ作的第二批试飞
系列中，人们采用了左右翼不同的新翼套设计
（图７．１０），并完成了这些测试。
总之，试飞对于验证层流技术是很关键的，它们

不能完全用地面上的试验来取代；但由于费用太高，
应该限于最小的用量，这可以通过改进理论计算及
地面试验设备来达到。但某些验证试飞仍然是很根
本的。
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７．２．７ 结　论

层流化对于未来的超声速商用运输机是一种很有前途的技术。初步的研究表明，层流化
对于飞机的效率可以有重大的改进。
层流／湍流转捩的理论计算，要求对未受扰动的三维流大大改进其ＣＦＤ解。
稳定性分析本身必须改进，以描述不同失稳（横流不稳定性及托 施不稳定波）的耦合，但

也要考虑非绝热壁及高模态不稳定性。
一座Ｍａ为１．６～２．４以及高雷诺数（ＲｅＬ约为３×１０８）的安静路德维希管应该投入使用，

以便使人们能够在地面上做高质量的校核实验。总之，在层流化方面，人们应该注意以下
各点。

　　① 理论计算。

　　② 用常规超声速风洞中的湍流试验做部分模拟。

　　③ 必须依赖在安静的高雷诺数地面试验设备中所选取的校核试验。

　　④ 利用仔细设计的飞行试验所做的验证来开发新的设计。

７．３　高速飞行器气动热的工程估算

７．３．１　边界层外缘条件的确定

边界层外缘条件在确定气动加热和表面摩擦中起着重要的作用。对于高超声钝头飞行器
而言，由于头部形状是钝的，头部必产生弯曲的弓形激波，从而在边界层外缘的无粘流中产生
很大的熵梯度，在靠近边界层外缘处形成很大的无粘流速度梯度。通过弓形激波上不同点处
的流线有着不同的熵值。此外，物面上的边界层离驻点越远，其厚度就越大。所以，通过弓形
激波上的不同点处的流线，将在不同距离处淹没在边界层中。这个过程叫做流线吞咽过程，也
叫做熵层吞咽过程。因此，在边界层外缘形成了变熵条件。
为了精确确定变熵的影响，对于轴对称流动，在工程上最常用的是质量平衡方法（图７．１１）。

这种方法的基本思想是通过所求物面点的边界层的质量流量和自由流中流管的质量流量相等，
来求出对应于该点的边界层外缘的熵值。在这个方法中，要求给出沿物面的压力分布和激波形
状。一般来说，应用这种方法，对于细长的钝体，不论是层流还是湍流，均可取得较满意的结果；
但对于短的钝体，特别是湍流条件下，求得的热流会比只用粘性激皮层方法要高出３０％至４０％。
质量平衡方法的计算步骤如下。

① 应用无粘流的计算方法，计算出物面压强分布ｐｅ，激波形状ｙｓ。

　　② 对于任何一个假设的激波角βｉ，由自由流压强ｐ∞和焓值ｈ∞，通过斜激波关系求得激
波后的压强ｐｓｉ和焓值ｈｓｉ。
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图７．１１　考虑变熵影响的质量平衡方法

　　③ 由状态方程求出激波后的熵值为

Ｓｓｉ ＝ｆ（ｐｓｉ，ｈｓｉ） （７．１）
由于式（７．１）既可以包括完全气体的状态方程，也可以包括真实气体的状态方程，因此在这一
步中，可以考虑真实气体的影响。

　　④ 由Ｓｓｉ和ｐｅ求出ｈｅ，即

ｈｅ＝ｆ（Ｓｓｉ，ｐｅ） （７．２）

　　⑤ 由ｈｅ和自由流的流动参数求出ｕｅ，ρｅ和μｅ，即

ｕｅ＝ｕ∞ １－
ｈｅ
ｈ（ ）０

０．５

１＋ ２
γ－１

１
Ｍａ２∞（ ）０．５ （７．３）

ρｅ＝ｆ（ｐｅ，ｈｅ） （７．４）

μｅ＝ｆ（ｈｅ） （７．５）

式（７．３）中ｈ０ 为总焓。

⑥ 根据可压缩边界层的公式，计算边界层厚度δ和动量损失厚度δ。

⑦ 根据质量平衡公式

ρ∞Ｖ
２
∞πｙ２ｓ ＝２πｒ∫

δ

０
ρｕｄｙ＝ρｅｕｅ２πｒ（δ－δ） （７．６）

判断计算求得的ｙｓ，ρｅ，ｕｅ，δ和δ是否满足质量平衡的条件。如果不能满足式（７．６），则要修
改所假设的βｉ值，直到满足质量平衡条件为止。

⑧ 根据最后确定的βｉ，求出相应的边界层外缘条件。

７．３．２　可压缩粗糙湍流边界层的工程计算方法

由于高超声速再入飞行器的头部在再入过程中承受严重的烧蚀而引起表面粗糙度增加，
使得端头表面的热流和摩擦增加，因此要求确定高超声速再入飞行器粗糙壁的热流。除此以
外，粗糙壁的表面粗糙度还会对边界层转捩产生重要的影响。不过，转捩问题将不在此讨论。
为了使用边界层方程，假定粗糙元的高度小于边界层的厚度。同时，和不可压缩的情况一
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样，引进等价砂粒粗糙元的概念。下面，介绍可压缩湍流边界层的积分方法，为此要应用轴对
称流动的边界层动量积分方程。为了求解这个方程，假设边界层内的速度剖面为幂次律，即

ｕ
ｕｅ ＝

ｙ（ ）δ
１／ｎ

（７．７）

并假设边界层内的温度剖面满足克罗柯（Ｃｒｏｃｃｏ）关系式，即

Ｔ
Ｔｅ ＝

ａ０＋ａ１ ｕｕ（ ）ｅ ＋ａ２ ｕｕ（ ）ｅ
２

（７．８）

ａ０ ＝ＴｗＴｅ
（７．９）

ａ１ ＝Ｔｒ－ＴｗＴｅ
（７．１０）

ａ２ ＝Ｔｅ－ＴｒＴｅ
（７．１１）

根据Ｈ 的定义，Ｈ＝（δ／δ），可以求得

Ｈ ＝ １
ｎ－Ｉ（ ）ｎ Ｉｎ－Ｉｎ＋（ ）１ （７．１２）

Ｉｉ＝∫
１

０
ｘｉ（ａ０＋ａ１ｘ＋ａ２ｘ２）－１ｄｘ （７．１３）

在具体计算中，假设ｎ＝６。进一步，采用参考焓方法来估算光滑壁的表面摩阻系数为

ＣＤｆ
２ ＝ρ



ρｅ
５．７５ｌｇＲｅθμｅ

μ（ ） ＋４．［ ］９ －２

（７．１４）

式中，表示参考量。
对于粗糙壁，将使光滑壁的速度剖面向下移动一段距离，即

ｕｅ
ｕτ
＝ ρｗ
ρ槡 ５．７５ｌｇＲｅθμ

ｅ

μ（ ） ＋４．［ ］９ －Δｕ１ｕτ （７．１５）

式中的ｕτ为摩擦速度，Ｒｅθ＝ｕτδ／νｗ，则有

ｕτ＝ τｗ
ρ槡ｗ
＝ ρｅ
ρｗ
ＣＤｆ槡 ２ｕｅ

（７．１６）

图７．１２绘出了Δｕ１ｕτ
随粗糙区域雷诺数ＲｅＫ 的变化，ＲｅＫ 表示为

ＲｅＫ ＝ｕτＫｓ

νｗ
（７．１７）

式中，Ｋｓ是等价砂粒粗糙元的高度。由图７．１２可见，根据ＲｅＫ 的不同，可以将图分成３个区

域：①ＲｅＫ≤５，为光滑壁区域，此时，Δ
ｕ１
ｕτ
＝０；②５≤ＲｅＫ≤７０，为过渡区域；③ＲｅＫ≥７０，为完全
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粗糙区域，在这区域内

Δｕ１
ｕτ
＝５．７５ｌｇＲｅＫ －３．０ （７．１８）

图７．１２　Δ
ｕ１
ｕτ
随ＲｅＫ 的变化

　　在过渡区域内，则采用以ｌｇＲｅＫ 为参数的三项式。除此以外，还考虑了压力梯度的影响，
由压力梯度而引起粗糙壁摩擦系数的增量为

ΔＣＤｆ
２ ＝０．３７８Ｋｓｕ－１ｅ ｄｕｅｄｘ

（７．１９）

最后可求得

ｕτ
ｕｅ ＝ 　ρｗ

ρ槡 ５．７５ｌｇＲｅθμ
ｅ

μ（ ） ＋４．［ ］９ －Δｕ１ｕ｛ ｝
τ

－１

＋ ０．３７８ρｅ
ρｗ
Ｋｓｕ－１ｅ ｄｕｅｄ（ ）ｘ

１
２

（７．２０）

　　关于粗糙壁的热流，一般采用亚层斯坦顿数Ｓｔδ的概念，此时不可压流的公式为

２Ｓｔ
ＣＤｆ

＝ １＋ ＣＤｆ槡２ １
Ｓｔδ
－８．（ ）［ ］５

－１

（７．２１）

推广到可压缩流动，此时有

２Ｓｔ
ＣＤｆ

＝ １＋ ρｅ
ρｗ
ＣＤｆ槡 ２

１
Ｓｔδ
－８．（ ）［ ］５

－１

（７．２２）

式中，对于完全粗糙区有

１
Ｓｔδ
＝５．１９Ｒｅ０．２Ｋ Ｐｒ０．４４ （７．２３）

由于光滑壁的雷诺数比拟因子为Ｐｒ－
２
３，所以此时的Ｓｔδ满足

１
Ｓｔδ
＝ ８．５－（１－Ｐｒ

２
３［ ］） ρｗ

ρｅ
２
ＣＤ槡 ｆ

（７．２４）
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　　在过渡区域，１Ｓｔδ
可以采用以ｌｇＲｅＫ 为参数的三项式。至此，就可以利用方程式（７．１２）来

计算Ｈ，用式（７．２０）计算ｕτｕｅ
，并由式（７．１４）计算ＣＤｆ。求得Ｈ 和ＣＤｆ后，就可以用龙格 库塔

（Ｒｕｎｇｅ Ｋｕｔｔａ）方法求解一个常微分方程

ｄ（δｒ）
ｄｘ ＋ｒδ



ｕｅ
ｄｕｅ
ｄｘ
（２＋Ｈ－Ｍａ２ｅ）＝ＣＤｆｒ２

（７．２５）

Ｋ：粗糙元的平均高度

图７．１３　球头粗糙壁的热流分布

最后，通过方程式（７．２２）求得粗糙壁的气动
加热。
图７．１３给出了一份计算结果和实验结果

的比较。实验 Ｍａ为５．０，实验模型是半径为

８９ｍｍ的半球，表面粗糙度有两种情况：① 中
等尺度的随机粗糙度，从波峰到波谷的粗糙元
高度是０．０５ｍｍ～０．１ｍｍ；② 大尺度的立体
粗糙度，在球心角＜５８°时，粗糙元的高度为

１ｍｍ，粗糙元之间的间距为２ｍｍ。由图７．１３
可见，对于这两种情况，计算结果和实验结果基
本上是吻合的；但实验结果有较大的散布，很可
能是由于风洞实验中测量粗糙壁热流很困难的

缘故。由图７．１３还可见到，粗糙壁的热流要比
光滑壁的热流增加很多。进一步的分析表明，
粗糙壁热流增加的原因是很复杂的，包括附加
的局部激波、粗糙元引起的分离旋涡等因素的

影响，以及粗糙元使得加热的面积增加等。

习　题

７．１　从减阻的角度考虑，为什么要使超声速商用运输机的绕流层流化？

７．２　从减小气动热的角度考虑，为什么要使超声速商用运输机的绕流层流化？

７．３　有哪些因素影响超声速商用运输机的绕流层流化？怎样控制这些因素？

７．４　目前在超声速层流的风洞实验方面存在哪些困难？应怎样解决？

７．５　目前在超声速层流的飞行试验方面存在哪些困难？应怎样解决？
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书书书

第８章　粘性流动的数值计算

８．１ 引　言

在流体工程设计、流体理论研究等诸多方面，需要研究大量的粘性流体力学问题。目前，
粘性流体力学的研究手段一般分为理论分析、实验研究和数值计算等三种。
理论分析的方法是在研究流体运动规律的基础上，建立各种简化的流动模型，形成描述流

动的各类控制方程。在一定假设和条件下，经过解析、推导和运算，得到问题的解析解或简化
解。其最大特点是，它往往可以给出带普遍性的信息，在一些情况下可得到封闭及简单的公
式，因此可以用最小的代价和时间给出规律性的结果或变化趋势。但由于粘性流体力学的控
制方程一般是非线性的，只有极少数情况可以得到解析解，而与工程相关的复杂流体力学问题
几乎不可能得到解析解。因此，这类方法主要用于进行定性分析或初步的设计和分析。
长期以来，实验研究一直是粘性流体动力学的主要研究手段。其原理是利用相对运动原

理，建立地面实验设备，如水洞、水槽、风洞、激波管和电弧加热器等，直接测量流动参数，以获
取速度、压力、力、力矩和热力学参数等流体力学方面的数据。这就形成了流体动力学的一个
重要分支———实验流体动力学。一般说来，由于它是实际测量的流动参数，比较真实可靠，因
此一直是流体力学研究的主要手段。但是，实验研究一般是在模拟条件———一定比例的缩小
模型和一定相似条件的流动环境———下完成的，几乎所有的地面实验设备都不能完全满足所
有相似参数和相似定律的要求，而且实验有洞壁效应、支架干扰及测量误差，还有在高超声速
流动中真实气体的非平衡效应等很难模拟的因素等，所以实验研究也具有不少限制。一般说
来，实验研究周期长、费用高。
上述的理论分析和实验研究方法历史悠久，它们伴随着整个流体力学的发展历程；而数值

计算方法（通常称为计算流体力学或计算流体动力学———ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＦｌｕｉｄＤｙｎａｍｉｃｓ，简
写为ＣＦＤ）则是一个年轻的方法，经过三十多年的发展，目前已经成为一个独立的学科分支，
成为当今流体力学中最活跃和最有生命力的领域之一。
本章就介绍粘性流体力学的ＣＦＤ方法和技术。
已经知道，流体的动力学行为服从质量、动量和能量三大守恒定律，并由这三大守恒定律

定量确定。经典流体动力学的主要成就之一就是给出了这三大守恒定律的严格数学形式———
控制方程。从１８世纪开始，科学家们陆续创立了各种形式的控制方程，如经典的Ｅｕｌｅｒ方程
和Ｎａｖｉｅｒ Ｓｔｏｋｅｓ方程。遗憾的是，这些控制方程绝大多数无解析解，只能采用各种数学手



段求其近似解，这就是广义的流体力学数值计算，也就是今天的ＣＦＤ的雏形。所以说，实际上

ＣＦＤ方法一直伴随着流体力学的发展，历史悠久。但是，由于受当时计算条件等的限制，ＣＦＤ
真正成为一门独立的学科是从２０世纪６０年代起，许多流体力学专家、计算数学专家在研究求
解流体力学基本方程的数值方法的同时，研制相应的计算机软件，于是，一个流体力学新的分
支逐渐形成。这一时期，是ＣＦＤ的探索时期、出生时期。重要的是，从２０世纪７０年代末期，
由于一大批杰出科学家在计算方法上的突破，加上计算机技术的快速发展，ＣＦＤ从此开始了
飞速的发展。因此，ＣＦＤ真正的发展也就是近三十年的事情。
所谓计算流体动力学，就是在电子计算机上数值求解流体与气体动力学基本方程的学科。

它通过数值求解各种简化的或非简化的流体动力学基本方程，以获取各种条件下流场的数据
和作用在绕流物体上的力、力矩、流动图像和热量等。
目前，常用的ＣＦＤ方法主要有：有限差分法（包括其一脉相承的有限体积法）、有限元法、

边界元法、有限分析法和谱方法等，其中主要的是有限差分法。对于空气动力学来说，有限差
分法更是占据了绝对优势，所以这里只介绍有限差分法。
同目前流体力学研究最常用的实验方法相比较，ＣＦＤ的特点如下。

①ＣＦＤ只需使用计算机和ＣＦＤ软件，所以花费低、周期短、损耗小。

② 可以在计算机上方便地改变几何数据和流动条件，也没有洞壁干扰、支架干扰等的影响。

③ 可以给出流体运动区域内的离散解，定量给出各个物理量的流动参数，细致描述局部
或总体的流场以及定量刻画流动的时间变化。

　　④ 目前，ＣＦＤ还没有完全发展成熟，抽象出来的数学提法往往是十分复杂的、多维非线性
偏微分方程组，其数值解的数学理论尚研究得不够充分，如严格的稳定性分析、误差估计、收敛
性和惟一性等理论的发展还不能提供完全可靠的数值解，仍需要进行验证和确认等进一步的
研究。

⑤ 一些复杂的流动问题还缺乏可靠、有效的模型，如湍流、燃烧流动和真实气体效应等。

⑥ 在一些情况下，如复杂非定常流动计算、直接数值模拟等，ＣＦＤ的计算量巨大，超过了
目前的计算机水平。

　　一般说来，ＣＦＤ计算分为以下三步。

① 前处理。选定包含所要研究物体的流动区域，也就是计算区域；对计算区域进行网格
划分，也就是将计算区域离散成一个个的网格点或网格单元；给出边界条件和初始条件。

② 流场计算。在离散的网格上，构造逼近物理方程的近似离散方程———使用最广泛的是
有限差分方程；通过计算机和ＣＦＤ计算软件，求解这些近似离散方程，得到网格点上的物理量
的近似解，如压力、密度和速度等的近似解。

③ 后处理。对这些近似解进行处理，得到人们关心的计算结果：如画出压力等值线图、积
分得出气动力和力矩、画出速度分布图等。
上述ＣＦＤ的计算过程如图８．１所示。
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图８．１ ＣＦＤ计算的基本流程示意图

图８．２给出了一个用ＣＦＤ方法计算ＮＡＣＡ００１２翼型跨声速流动的实例，使用的是“Ｏ”型
网格，控制方程为Ｅｕｌｅｒ方程。

图８．２ ＣＦＤ计算实例
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８．２ 有限差分法介绍

有限差分法是数值解法中最经典、最常用的方法。简单地说，它是将求解域划分为差分网
格（最简单的为矩形网格），用有限个网格结点（即离散点）代替连续的求解域，然后将偏微分方
程的导数用差商代替，推导出含有离散点上有限个未知数的差分方程组。差分方程组（即代数
方程组）的解，就作为微分方程定解问题的数值近似解。它是一种直接将微分问题变为代数问
题的近似数值解法，发展的历史较长、较成熟。

８．２．１　差分网格划分

以一维的初值问题为例：

ｕ
ｔ＋α

ｕ
ｘ＝β

２ｕ
ｘ２　

（－∞ ＜ｘ＜ ∞；ｔ＞０；α，β＞０）

ｕ（ｘ，０）＝Ｆ（ｘ
烍
烌

烎）
（８．１）

图８．３　网格划分示意图

在求解域ｘ ｔ上划分矩形网格如图８．３所
示，其格距称步长，Δｘ为空间步长（一般设为等
距），Δｔ为时间步长，步长大小根据以后说明的稳
定性条件决定。网格中的每个结点可分为边界点
和内点两类。待求函数ｕ及其导数的结点值分别
表示为ｕｎｉ（ｉ表示ｉΔｘ位置，ｎ表示ｎΔｔ时刻）及

ｕ
ｔ

ｎ

ｉ
，
２ｕ
ｘ２

ｎ

ｉ
。在多维情况下，脚标就不止一个，如

用ｕｎｉ，ｊ表示点（ｘｉ，ｙｉ，ｔｎ）的ｕ值。

图８．４ 差商近似示意图

８．２．２　几种差商近似

差分法依据于差商为微商的近似，微商是差商的极限，即

ｙ′（ｘ）＝ｌｉｍ
Δｘ→０

ｙ（ｘ＋Δｘ）－ｙ（ｘ）
Δｘ

对于一阶导数ｄｙ／ｄｘ，可用下列几种差商近似，如
图８．４所示。

１．前差商（又称右差商）
前差商表示为

ｄｙ
ｄｘ ｘ

≈ｙ
（ｘ＋Δｘ）－ｙ（ｘ）

Δｘ
（８．２）
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２．后差商（又称左差商）
后差商表示为

ｄｙ
ｄｘ ｘ

≈ｙ
（ｘ）－ｙ（ｘ－Δｘ）

Δｘ
（８．３）

３．中心差商
中心差商表示为

ｄｙ
ｄｘ ｘ

≈ｙ
（ｘ＋Δｘ）－ｙ（ｘ－Δｘ）

２（Δｘ）
（８．４）

４．二阶差商

　　一般采用前差商的后差商来得到，即

ｄ２ｙ
ｄｘ２ ｘ

≈ｙ′
（ｘ）－ｙ′（ｘ－Δｘ）

Δｘ ＝

ｙ（ｘ＋Δｘ）－ｙ（ｘ）
Δｘ －ｙ

（ｘ）－ｙ（ｘ－Δｘ）
Δｘ

Δｘ ＝

ｙ（ｘ＋Δｘ）－２ｙ（ｘ）＋ｙ（ｘ－Δｘ）
（Δｘ）２

（８．５）

５．一阶和二阶偏差商
对于多元函数ｕ（ｘ，ｙ，ｔ），则用偏差商来逼近偏导数。对空间和时间的偏导数也有三种主

要差商（差分）形式，例如对时间的向前差分为

ｕ
ｔ

ｎ

ｉ，ｊ
＝ｕ

ｎ＋１
ｉ，ｊ －ｕｎｉ，ｊ
Δｔ

（８．６）

对空间ｘ的向后差分为

ｕ
ｔ

ｎ

ｉ，ｊ
＝ｕ

ｎ
ｉ，ｊ－ｕｎｉ－１，ｊ
Δｘ

（８．７）

对空间ｘ的二阶差分为

２ｕ
ｘ２

ｎ

ｉ，ｊ
＝ｕ

ｎ
ｉ＋１，ｊ－２ｕｎｉ，ｊ＋ｕｎｉ－１，ｊ

（Δｘ）２
（８．８）

式中，ｎ表示ｎΔｔ时刻，ｉ，ｊ表示位置（ｉΔｘ，ｊΔｙ），ｕｎ＋１ｉ，ｊ 表示时刻为（ｎ＋１）Δｔ、位置为（ｉΔｘ，ｊΔｙ）
的ｕ值。

６．逼近误差和差商精度
用差商近似微商而带来的误差称为逼近误差。通过泰勒级数展开，可导出其逼近误差。

假定ｕ（ｘ，ｔ）具有任意阶偏导数，这样，ｕｎｉ－１及ｕｎｉ＋１的泰勒级数展开式（保留三阶项）为

　　ｕｎｉ＋１ ＝ｕｎｉ＋ｕｘ
ｎ

ｉ
·（Δｘ）＋１２！

２ｕ
ｘ２

ｎ

ｉ
·（Δｘ）２＋１３！

３ｕ
ｘ３

ｎ

ｉ
·（Δｘ）３＋Ｏ［（Δｘ）４］ （８．９）

　　ｕｎｉ－１ ＝ｕｎｉ－ｕｘ
ｎ

ｉ
·（Δｘ）＋１２！

２ｕ
ｘ２

ｎ

ｉ
·（Δｘ）２－１３！

３ｕ
ｘ３

ｎ

ｉ
·（Δｘ）３＋Ｏ［（Δｘ）４］ （８．１０）
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式中，Ｏ［（Δｘ）４］表示展开式后面高于（Δｘ）４ 的所有高阶项，则前差商为

ｕｎｉ＋１，ｊ－ｕｎｉ，ｊ
Δｘ ＝ｕｘ

ｎ

ｉ
＋
（Δｘ）
２！
２ｕ
ｘ２

ｎ

ｉ
＋
（Δｘ）２
３！

３ｕ
ｘ３

ｎ

ｉ
＋Ｏ［（Δｘ）３］＝

ｕ
ｘ

ｎ

ｉ
＋Ｏ（Δｘ） （８．１１）

所以，用前差商近似微商是舍去了含有因子（Δｘ）以后的所有高阶项而得到的，通常称前差商
的逼近误差为Ｏ（Δｘ）。同样，后差商的逼近误差也为Ｏ（Δｘ），因为

ｕｎｉ，ｊ－ｕｎｉ－１，ｊ
Δｘ ＝ｕｘ

ｎ

ｉ
－
（Δｘ）
２！
２ｕ
ｘ２

ｎ

ｉ
＋
（Δｘ）２
３！

３ｕ
ｘ３

ｎ

ｉ
－Ｏ［（Δｘ）３］＝

ｕ
ｘ

ｎ

ｉ
＋Ｏ（Δｘ） （８．１２）

中心差商的逼近误差为Ｏ［（Δｘ）２］，将式（８．１１）和式（８．１２）相加得

ｕｎｉ＋１，ｊ－ｕｎｉ－１，ｊ
２（Δｘ） ＝ｕｘ

ｎ

ｉ
＋
（Δｘ）２
３！

３ｕ
ｘ３

ｎ

ｉ
＋Ｏ［（Δｘ）４］＝

ｕ
ｘ

ｎ

ｉ
＋Ｏ［（Δｘ）２］ （８．１３）

二阶差商的逼近误差同样为Ｏ［（Δｘ）２］，将式（８．１１）与式（８．１２）相减得

ｕｎｉ＋１，ｊ－２ｕｎｉ，ｊ＋ｕｎｉ－１，ｊ
（Δｘ）２ ＝

２ｕ
ｘ２

ｎ

ｉ
＋Ｏ［（Δｘ）２］ （８．１４）

由此可见，不同差商的逼近误差不同。若前差商和后差商的逼近误差为Ｏ（Δｘ），则称前差商
和后差商具有一阶精度；若中心差商和二阶差商的逼近误差为Ｏ［（Δｘ）２］，则称中心差商和二
阶差商具有二阶精度。

８．２．３　差分格式

将微分方程中每一微商用相应的差商来代替，就可以得到在每一网格点上相应的差分方
程式。逼近微分方程的差分方程和逼近微分方程定解条件的公式一起，称为微分方程定解问
题的差分格式。

１．差分格式的构造
现以一维对流方程的初值问题为例，说明差分格式的构造。

ｕ
ｔ＋α

ｕ
ｘ＝

０　（－∞ ＜ｘ＜ ∞，ｔ＞０）

ｕ（ｘ，０）＝Ｆ（ｘ
烍
烌

烎）
（８．１５）

在时间与空间上可取不同的差商来逼近，因而得到以下不同的差分格式。

　　（１）Ａ格式

Ａ格式为在时间上取前差商，空间上取中心差商，代入式（８．１５）得
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ｕｎ＋１ｉ，ｊ －ｕｎｉ，ｊ
Δｔ ＋αｕ

ｎ
ｉ＋１，ｊ－ｕｎｉ－１，ｊ
２（Δｘ） ＝Ｏ［Δｔ＋（Δｘ）２］ （８．１６）

Ｏ［Δｔ＋（Δｘ）２］表示该Ａ格式的截断误差，则得差分格式的Ａ格式为

ｕｎ＋１ｉ，ｊ －ｕｎｉ，ｊ
Δｔ ＋αｕ

ｎ
ｉ＋１，ｊ－ｕｎｉ－１，ｊ
２（Δｘ） ＝０

ｕ０ｉ ＝Ｆ（ｘｉ
烍
烌

烎）
（８．１７ａ）

写成求解式为

ｕｎ＋１ｉ ＝ｕｎｉ－α２
Δｔ
Δｘ
（ｕｎｉ＋１－ｕｎｉ－１）

ｕ０ｉ ＝Ｆ（ｘｉ
烍
烌

烎）
（８．１７ｂ）

从式（８．１６）看出，用Ａ格式近似微分方程，若其截断误差用Ｒｎｉ 表示，则Ｒｎｉ＝Ｏ［Δｔ＋（Δｘ）２］，
它具有对时间差商的一阶精度和对空间差商的二阶精度，记为Ｏ［Δｔ＋（Δｘ）２］。当Δｔ／Δｘ＝γ
时（γ＝常数），Ｒｎｉ＝Ｏ（Δｔ），通常称此Ｒｎｉ 为一阶精度格式。Ａ格式图如图８．５（ａ）所示，即由ｎ
时层上的ｉ－１和ｉ＋１两点“×”求ｎ＋１时层上的ｉ点“○”。

图８．５　差分格式示意图

（２）Ｂ格式

Ｂ格式为在时间和空间上都取前差商，代入式（８．１５）得

ｕｎ＋１ｉ －ｕｎｉ
Δｔ ＋αｕ

ｎ
ｉ＋１－ｕｎｉ
Δｘ ＝Ｏ（Δｔ＋Δｘ） （８．１８）

则得差分格式的Ｂ格式为

ｕｎ＋１ｉ －ｕｎｉ
Δｔ ＋αｕ

ｎ
ｉ＋１－ｕｎｉ
Δｘ ＝０

ｕ０ｉ ＝Ｆ（ｘｉ
烍
烌

烎）
（８．１９ａ）

写成求解式为

ｕｎ＋１ｉ ＝ｕｎｉ－αΔｔΔｘ
（ｕｎｉ＋１－ｕｎｉ）

ｕ０ｉ ＝Ｆ（ｘｉ
烍
烌

烎）
（８．１９ｂ）

从式（８．１８）看出，Ｂ格式的截断误差为Ｒｎｉ＝Ｏ（Δｔ＋Δｘ），说明Ｂ格式具有一阶精度。
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Ｂ格式图如图８．５（ｂ）所示，表示由ｎ时层上的ｉ和ｉ＋ｌ两点求ｎ＋１时层上的ｉ点。

　　（３）Ｃ格式

Ｃ格式在时间上取前差商，空间上取后差商，同样分析得到其差分格式为

ｕｎ＋１ｉ －ｕｎｉ
Δｔ ＋αｕ

ｎ
ｉ－ｕｎｉ－１
Δｘ ＝０

ｕ０ｉ ＝Ｆ（ｘｉ
烍
烌

烎）
（８．２０ａ）

写成求解式为

ｕｎ＋１ｉ ＝ｕｎｉ－αΔｔΔｘ
（ｕｎｉ－ｕｎｉ－１）

ｕ０ｉ ＝Ｆ（ｘｉ
烍
烌

烎）
（８．２０ｂ）

Ｃ格式的截断误差为Ｒｎｉ＝Ｏ（Δｔ＋Δｘ），说明Ｃ格式也具有一阶精度，Ｃ格式图如图８．５（ｃ）所
示，表示由ｎ时层上的ｉ和ｉ－１两点求ｎ＋１时层上的ｉ点。
以上对同一问题的三种格式，因其稳定性条件不同，有的甚至不能用于计算。这将在以后

说明。

２．显式与隐式差分格式
为了便于说明，以一维扩散方程的混合问题为例

ｕ
ｔ＝β

２ｕ
ｘ２　

（０≤ｘ≤１，ｔ＞０，β＞０）

ｕ（ｘ，０）＝Ｆ（ｘ）

ｕ（０，ｔ）＝Ｇ０（ｔ）

ｕ（１，ｔ）＝Ｇ１（ｔ

烍

烌

烎）

（８．２１）

用时间前差及在ｎ时层上取空间二阶差进行离散得

ｕｎ＋１ｊ －ｕｎｊ
Δｔ ＝β

ｕｎｊ＋１－２ｕｎｊ＋ｕｎｊ－１
（Δｘ）２

（８．２２）

设Ｓ＝ βΔｔ（Δｘ）２
，则得其差分格式为

ｕｎ＋１ｊ ＝ｕｎｊ＋Ｓ（ｕｎｊ＋１－２ｕｎｊ＋ｕｎｊ－１）

ｕ０ｊ ＝Ｆ（ｘｊ）

ｕｎ０ ＝Ｇ０（ｔｎ）

ｕｎ１ ＝Ｇ１（ｔｎ

烍

烌

烎）

（８．２３）

式中，ｊ＝１，２，…，Ｊ－１，其中Ｊ＝Ｌ／Δｘ为整数；ｎ＝１，２，…，Ｎ，其中Ｎ＝Ｔ／Δｔ为整数；Ｌ，Ｔ为
计算总长度和总时间。故其截断误差为Ｒｎｉ＝Ｏ［Δｔ＋（Δｘ）２］，它对时间具有一阶精度，对空间
具有二阶精度。其格式图如图８．６（ａ）所示。
这种格式称为ＦＴＣＳ显格式，它与式（８．１７ａ～ｂ）、式（８．１９ａ～ｂ）和式（８．２０ａ～ｂ）具有一个

共同特点，即ｎ＋１时层某结点的待求函数值完全能由格式图上ｎ时层上的已知点值确定。这
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样利用第１时层的已知值（边界和初始值），可以单独计算求得第２时层上各点的函数值；依此
类推，逐层计算下去，就可以得到全部的待求未知变量值，也就是完成了数值计算。所以称这
种格式为显式差分格式或简称显格式（ｅｘｐｌｉｃｉｔｓｃｈｅｍｅ）。

图８．６ 显式与隐式差分格式示意图

现在对同一方程式（８．２１）构造另一种差分格式，对时间取前差商，而在ｎ＋１时层上取空
间二阶差商，则得到ＦＴＣＳ隐格式为

ｕｎ＋１ｊ －ｕｎｊ
Δｔ ＝β

ｕｎ＋１ｊ＋１－２ｕｎ＋１ｊ ＋ｕｎ＋１ｊ－１
（Δｘ）２

ｕ０ｊ ＝Ｆ（ｘｊ）

ｕｎ０ ＝Ｇ０（ｔｎ）

ｕｎ１ ＝Ｇ１（ｔｎ

烍

烌

烎）

（８．２４）

　　式（８．２４）是联系ｎ时层上的１个已知量及ｎ＋１时层上的３个未知量的方程，从格式
图８．６（ｂ）看出，由ｎ时层上的已知点，不可能列一个方程求解ｎ＋１时层上的３个未知结点
值。如果ｘ方向有Ｊ＋１个结点，其内结点有Ｊ－１个，则需列Ｊ－１个方程联立求解，因而称
为隐式差分格式或简称隐格式（ｉｍｐｌｉｃｉｔｓｃｈｅｍｅ）。

３．截断误差与差分格式精度

这里再说明截断误差的定义。以式ｕ
ｔ＋α

ｕ
ｘ＝０
为例，设ｕｎｊ 表示点（ｊΔｘ，ｎΔｔ）上微分方

程的精确解，将其代入微分方程，一定满足ｕ
ｔ

ｎ

ｊ
＋αｕｘ

ｎ

ｊ
＝０，但将ｕｎｊ 代入任一差分方程，如

Ｃ格式差分方程，则

ｕｎ＋１
ｊ －ｕｎ

ｊ

Δｔ ＋αｕ
ｎ
ｊ－ｕｎ

ｊ－１

Δｘ ≠０

该格式截断误差定义为

Ｒｎｊ ＝
ｕｎ＋１
ｊ －ｕｎ

ｊ

Δ（ ）ｔ ＋αｕ
ｎ
ｊ－ｕｎ

ｊ－１

Δ（ ）ｘ － ｕ
ｔ

ｎ

ｊ
＋αｕｘ

ｎ（ ）ｊ （８．２５）

　　确定Ｒｎｊ 可直接从差商的逼近误差来分析，例如，很明显地看出Ｃ格式对时间是前差，对
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空间是后差，则根据其差商的逼近误差得到差分格式的截断误差为Ｒｎｊ＝Ｏ［Δｔ＋Δｘ］。对于构
造形式比较复杂的差分格式，则需采用泰勒级数推导得到截断误差。以 Ｃ格式为例进行
分析。珔ｕｎ＋１ｊ 及珔ｕｎｊ－１的泰勒级数展开式为

ｕｎ＋１
ｊ ＝ｕｎ

ｊ＋（Δｔ）
ｕ
ｔ

ｎ

ｊ
＋
（Δｔ）２
２！
２ｕ
ｔ２

ｎ

ｊ
＋… （８．２６ａ）

ｕｎ
ｊ－１＝ｕｎ

ｊ－（Δｘ）
ｕ
ｘ

ｎ

ｊ
＋
（Δｔ）２
２！
２ｕ
ｔ２

ｎ

ｊ
＋… （８．２６ｂ）

从式（８．２６ａ）可得

ｕｎ＋１
ｊ －ｕｎ

ｊ

Δｔ ＝ｕｔ
ｎ

ｊ
＋Ｏ（Δｔ） （８．２６ｃ）

ｕｎ
ｊ－ｕｎ

ｊ－１

Δｘ ＝ｕｘ
ｎ

ｊ
＋Ｏ（Δｘ） （８．２６ｄ）

将式（８．２６ｄ）乘以α并与式（８．２６ｃ）相加得

Ｒｎｊ ＝
ｕｎ＋１
ｊ －ｕｎ

ｊ

Δ（ ）ｔ ＋αｕ
ｎ
ｊ－ｕｎ

ｊ－１

Δ（ ）ｘ － ｕ
ｔ

ｎ

ｊ
＋αｕｘ

ｎ（ ）ｊ ＝Ｏ（Δｔ＋Δｘ） （８．２７）

即 Ｒｎｊ＝Ｏ（Δｔ＋Δｘ）
差分格式的精度可根据式Ｒｎｊ＝Ｏ［（Δｔ）ｑ＋（Δｘ）ｐ］确定，并称对ｔ具有ｑ阶精度，对ｘ具有

ｐ阶精度。例如Ｃ格式对ｔ及ｘ都具有一阶精度。

８．２．４　差分方程的相容性、稳定性、收敛性以及Ｌａｘ等价定理

１．相容性（ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙ）
相容性说明某个差分方程能否真正代表对应的微分方程。如果偏微分方程与其差分表达

式之间的差别（即截断误差）随网格变细而减少，或者说当网格间距或步长趋于零时，截断误差
亦趋于零，此时差分方程趋于微分方程，则称该偏微分方程的差分表达式（即差分方程）是相容
的。

２．稳定性 （ｓｔａｂｉｌｉｔｙ）
严格说来，数值稳定性的概念仅适用于可推进求解的问题，例如双曲型方程的初值问题。

所谓差分方程是稳定的，它的含义是：在利用推进方法数值推进求解差分方程的过程中，如果
初始误差的增长有界，即这些误差的传播逐渐减小或只控制在一个有限的范围内，则称差分方
程或差分格式是稳定的，否则称为是不稳定的。

３．收敛性（ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ）
如果网格间距或步长趋于零，差分方程的真解趋于具有同样边界和起始条件的微分方程

的真解，则称计算用的差分方程或差分格式是收敛的。
直接证明差分格式的收敛性是比较困难的，利用Ｌａｘ等价性定理，可以绕过收敛性的证

明，通过比较容易的稳定性证明来间接证明解的收敛性。

０７１



４．Ｌａｘ等价定理

Ｌａｘ很早就注意到了收敛性问题，当他研究偏微分方程的初始值问题时发现，如果存在条
件：① 初始值问题是适定的（即微分方程初始值问题的解存在、惟一且连续依赖于初值）；②
偏微分方程是线性的，且系数不明显依赖于ｔ；③ 偏微分方程的差分表达式（即差分方程）是线
性的，且满足相容性条件，则稳定性是收敛性的必要和充分条件。
也就是说：对于一个适定的线性初值问题，及一个与它相容的差分格式，其收敛性的充分

和必要条件是此差分格式的稳定性。也就是说对一适定的线性初值问题，相容性加稳定性等
价于收敛性。

８．３ 流体力学控制方程组的数学性质与双曲型方程的求解

　　目前，差分格式种类繁多，但都有一定的适用范围，不同数学性质的控制方程只能使用相
应的差分格式。
流体力学控制方程是拟线性偏微分方程，其时间导数项是线性的，而空间导数项常常是非

线性的，因此计算流体力学或流体流动中的数值方法，是偏微分方程数值解法的一部分。为
此，首先要对控制方程的数学性质有一个较好的了解。

８．３．ｌ　偏微分方程的分类及其意义

偏微分方程一般划分为双曲型、抛物型和椭圆型三种类型。不同类型的方程所描述流场
的主要特征与物理背景不一样，求解时定解条件的提法也不同，数值计算的处理方法也大相径
庭。因此，这里首先按数理方程的基本原理对控制方程组在不同条件下属于什么类型进行分
类。三种类型方程的基本差别如下。

１．三种类型微分方程解的适定性要求对定解条件有不同的提法

　　以椭圆型方程

２ｕ
ｘ２＋

２ｕ
ｙ２

＝ｆ（ｘ，ｙ）　（ｘ，ｙ∈Ｄ） （８．２８）

为例，提第一类边值问题

ｕ（ｘ，ｙ）＝ｇ（ｘ，ｙ）　（ｘ，ｙ∈Ｄ）
式中，Ｄ是边界为Ｄ的有界区域。这样的问题是适定的，即解存在、惟一且稳定，还连续依赖
于定解条件或其他附属数据。但如果对式（８．２８）提柯西问题，即纯初值问题，通常是不适定
的。阿达玛（Ｈｄａｍａｒｄ）指出，此时只要初始条件稍有变化，解就会出现大的变动，即不适定。
在数值求解过程中，定解条件表达中误差的出现是不可避免的，较小的误差若引起解的很大变
动，将会使解失去意义；另外，对双曲型方程如只提边值问题，也是不适定的。总之，三种不同
类型的方程，其定解条件有相应的正确提法，进而对数值解的定解条件也有相应的规则。若违
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背这些规则，就得不到正确的解。

２．三类方程解的光滑性不同，对定解条件的光滑性要求也不一样
椭圆型和抛物型方程的解是充分光滑的，因此对定解条件的光滑性要求不高。双曲型方

程允许有所谓弱解存在（如流场中的激波），即解的一阶导数可以不连续，因而对定解条件的光
滑性要求甚高。这也正是有限元法解双曲型方程困难较多的原因之一。

３．三类方程的影响区和依赖区不一样
双曲型和抛物型方程控制的流场，某一点的影响区是有界的，可以步进求解。如双曲型方

程求解时，为了与影响区的特征一致，采用迎风差分格式比较适宜；而椭圆型方程的影响范围
遍及全场，必须全场计算，所选用的差分方法也要相应采用中心差分格式。
从上面的叙述可知，应当对控制微分方程进行数学分类，然后根据其不同的属性分别探讨

求解的数值方法。
目前的ＣＦＤ理论，一般将流体力学的控制方程通过各种方法转化为双曲型方程，所以下

面介绍双曲型方程的基本解法。

８．３．２ 双曲型方程的求解

现代的ＣＦＤ主要是指针对Ｅｕｌｅｒ方程和Ｎ Ｓ方程的各类数值方法。Ｎ Ｓ方程的数值
方法一般分为无粘项（Ｅｕｌｅｒ方程）和粘性项，而粘性项的数值方法很简单———采用中心差分
方法，所以Ｎ Ｓ方程的数值方法归根结底依然是Ｅｕｌｅｒ方程的数值方法。因此，一般的ＣＦＤ
理论主要是针对Ｅｕｌｅｒ方程而展开的。
无粘流动的基本控制方程是Ｅｕｌｅｒ方程，这是一个非线性耦合方程，可以写成多种形式。

已经知道，Ｅｕｌｅｒ方程是由质量守恒、动量守恒和能量守恒推导出的，因此，为了正确描述波的
传输、激波和接触间断等不连续特性，一般使用守恒形式的Ｅｕｌｅｒ方程。
因变量的选择不同，Ｅｕｌｅｒ方程有不同的表达形式。由密度、动量和总能所构成的向量，

因为服从方程的守恒形式，称为守恒变量；而能够直接描述和定义流动的密度、速度和压力的
向量称为原始变量。

Ｅｕｌｅｒ方程是一种典型的非线性双曲型守恒系统，因此，了解Ｅｕｌｅｒ方程的基本数学理论，
对于认识、构造和掌握ＣＦＤ格式是一件基础和十分重要的事情。
已知，同椭圆型方程和抛物型方程不同，双曲型方程存在特征线，且信息或扰动以特征速

度沿特征线传播。这是双曲型方程的主要性质，因此，求解双曲型方程的差分格式应该体现这
种特征性质，这类格式就是迎风（ｕｐｗｉｎｄ，也译为上风）差分格式。目前，迎风差分格式已经成
为ＣＦＤ的主要计算方法，得到了很高的评价和广泛的应用，而且仍然在不断发展之中，这里仅
简单介绍它的基本原理和构造方法。
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１．特征线与迎风（ｕｐｗｉｎｄ，也译为上风）概念
典型的双曲型方程有一阶形式如一维对流方程，二阶形式如波动方程，等等。这里首先以

常系数方程———一维对流方程为例进行分析，方程为

ｕ
ｔ＋

ａｕ
ｘ＝

０　（ａ＝ 常数） （８．２９）

其初始条件为ｕ（ｘ，０）＝Ｆ（ｘ）。
设ａ＞０，因

ｄｕ
ｄｔ＝

ｕ
ｔ＋

ｕ
ｘ
ｄｘ
ｄｔ

当ａ＝ｄｘｄｔ
时，ｄｕ
ｄｔ＝０

，说明存在一族特征线，即

ｄｘ
ｄｔ＝ａ　

或 　ｘ－ａｔ＝ξ　（ξ为常数）

在这些特征线上满足特征关系

ｄｕ
ｄｔ＝０　

或 　ｕ（ｘ，ｔ）＝ 常数

以初始条件代入，可得其解析解

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ（ξ，０）＝Ｆ（ξ）＝Ｆ（ｘ－ａｔ）
这说明：ｘ ｔ平面上任一点（ｘ，ｔ）上的ｕ（ｘ，ｔ）值，只要过点（ｘ，ｔ）作特征线ｘ－ａｔ＝ξ，且此

特征线与初值线（ｔ＝０）的交点为（ξ，０），则初始函数Ｆ（ｘ）在该交点上的值就是待求点的ｕ值，
如图８．７所示。

图８．７　特征线示意图

特征线的方向代表初始扰动传播的方向，因为ａ＞０，则
式（８．２９）表示向右传播的扰动波。若初始扰动Ｆ（ｘ）为一
尖峰波形，则该波形以速度ａ向右移动，在ｔ时刻移动ａｔ的
距离，而波形不变。称初值线（ｔ＝０）上的点（ξ，０）为过该点
的特征线上（ｘ，ｔ）解的依赖区，而直线ｘ－ａｔ＝ξ称为初值
点（ξ，０）的影响区。

２．上风格式构造方法的基本原理
特征线体现了微分方程的解，或者说其扰动、信息的传

播方向。它既具有很强的数学意义，更体现了问题的物理
背景，换句话说，它表达了波动、流量等的传输方向。因此，
在理论分析和数值方法的设计上，就应该与之相适应，而不可反其道而行之。这就是通常所
说的数值方法的迎风性（或ｕｐｗｉｎｄ型）设计。例如，当ａ＞０时，考虑到当前信息来自后方，应
该采用向后空间差分逼近，此时差分格式就是迎风的或者说上风的，即
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ｕｎ＋１ｉ －ｕｎｉ
Δｔ ＋ａｕ

ｎ
ｉ－ｕｎｉ－１
Δｘ ＝０

或写为

ｕｎ＋１ｉ ＝ｕｎｉ－ａλ（ｕｎｉ－ｕｎｉ－１）　 λ＝ Δ
ｔ
Δ（ ）ｘ （８．３０）

这就是最简单的上风格式，理论证明，该格式在｜ａ｜λ≤１时是稳定的、有效的或数值耗散
的；反之，可以证明，采用向前空间差分或空间中心差分都是不稳定的，或者称为数值逆耗
散的。
同样，如果ａ＜０，应该采用向前空间差分，则上风格式应为

ｕｎ＋１ｉ ＝ｕｎｉ－ａλ（ｕｎｉ＋１－ｕｎｉ）　 λ＝ Δ
ｔ
Δ（ ）ｘ （８．３１）

正是基于这种物理背景的考虑，目前很多的数值方法，尤其是一些高分辨率的有限差分方
法、有限元方法和有限体积方法，常常把ｕｐｗｉｎｄ型的设计看做是求解双曲型守恒律方程问题
的数值方法的重要特征。上风格式在今天众多的ＣＦＤ格式中占有明显优势。
为了将式（８．３０）和式（８．３１）写为统一的形式，引入记号

ａ＋＝ｍａｘ（ａ，０）＝ １２
（ａ＋｜ａ｜）≥０

ａ－＝ｍｉｎ（ａ，０）＝ １２
（ａ－｜ａ｜）≤

烍

烌

烎
０

（８．３２）

于是，式（８．３０）和式（８．３１）可以统一写为

ｕｎ＋１ｉ ＝ｕｎｉ－λ［ａ＋ （ｕｎｉ－ｕｎｉ－１）＋ａ－ （ｕｎｉ＋１－ｕｎｉ）］ （８．３３）
或

ｕｎ＋１ｉ ＝ｕｎｉ－１２ａλ
（ｕｎｉ＋１－ｕｎｉ－１）＋１２｜ａ｜λ

（ｕｎｉ＋１－２ｕｎｉ＋ｕｎｉ－１） （８．３４）

将式（８．３４）写为守恒型格式为

ｕｎ＋１ｉ ＝ｕｎｉ－λ（ｆｎｉ＋１２ －ｆ
ｎ
ｉ－１２
） （８．３５）

式中的数值通量

ｆｎｉ＋１２ ＝
１
２
（ａｕｎｉ＋１＋ａｕｎｉ）－１２｜ａ｜

（ｕｎｉ＋１－ｕｎｉ）＝

ａ－ｕｎｉ＋１＋ａ＋ｕｎｉ ＝
ａｕｎｉ＋１ （ａ＜０）

ａｕｎｉ （ａ＞０
烅
烄

烆 ）
（８．３６）

如果将ｆｎｉ＋１２理解为是对
１
Δｔ∫

ｔｎ＋１

ｔｎ
ｆ（ｕ（ｘｉ＋１２，ｔ））ｄｔ的逼近，在方程式（８．２９）中，ｆ（ｕ）＝ａｕ，则

式（８．３６）可以写为

ｆｎｉ＋１２ ＝ｆ
ｎ（ｕｎｉ＋１，ｕｎｉ）＝

ｆ（ｕｎｉ＋１）　（ａ＜０）

ｆ（ｕｎｉ）　 （ａ＞０
烅
烄

烆 ）
（８．３７）
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也就是说，在计算通量ｆｎｉ＋１２时，所用到的ｕ（ｘｉ＋１２，ｔ）的信息是根据特征速度ａ的方向来选取
的，这就是上风格式的特点。
由方程式（８．３６）还可以得到

ｆｎｉ＋１２ ＝
１
２
（ａｕｎｉ＋１＋ａｕｎｉ）－１２｜ａ｜

（ｕｎｉ＋１－ｕｎｉ）＝

１
２
（ｆｉ＋１＋ｆｉ）－１２｜ａ｜

（ｕｎｉ＋１－ｕｎｉ） （８．３８）

这个数值通量表达式是现代ＣＦＤ先进格式常用的基本公式，在此基础上，可以构造一些
高分辨率的先进ＣＦＤ格式，如著名的Ｒｏｅ格式。

３．其他著名的格式

　　（１）蛙步格式（ｌｅａｐｆｒｏｇ）

　　对ｘ，ｔ都取中心差分，则有

ｕｎ＋１ｉ －ｕｎ－１ｉ

Δｔ ＋ａｕ
ｎ
ｉ＋１－ｕｎｉ－１
Δｘ ＝０

这是一个三层二阶显式格式，其稳定条件是｜ａ｜ΔｔΔｘ≤１
。它在计算第ｎ＋１层的函数值时，需要

利用第ｎ层及第ｎ－１层的值。这种多层格式对存储要求较高、计算精度较差。

　　（２）Ｌａｘ格式

　　Ｌａｘ格式的基本思想是利用特征线和特征线插值，如图８．８所示。

图８．８　Ｌａｘ格式示意图

　　在特征线ＰＤ 上，ｕＰ＝ｕＤ，ｕＤ 在Ｂ 和Ｃ 之间的插
值为

ｕＤ ＝ｕＢ＋ｕＣ－ｕＢ｜ＢＣ｜｜
ＢＤ｜＝ｕＰ

将各点ｕＰ＝ｕｎ＋１ｉ ，ｕＢ＝ｕｎｉ－１等联系起来，上式可写为

ｕｎ＋１ｉ ＝ｕｎｉ－ａΔｔ２Δｘ
（ｕｎｉ＋１－ｕｎｉ－１）＋１２

（ｕｎｉ＋１－２ｕｎｉ＋ｕｎｉ－１）

这就是Ｌａｘ格式，可以证明它是一阶显式的，其稳定性
条件为

ａΔｔ
Δｘ ≤１

　　（３）Ｌａｘ Ｗｅｎｄｒｏｆｆ格式

　　该格式采用泰勒级数法推导，即

ｕｎ＋１ｉ ＝ｕｎｉ＋ ｕ
（ ）ｔ

ｎ

ｉ
（Δｔ）＋ ２ｕ

ｔ（ ）２ ｎ

ｉ

（Δｔ）２
２！ ＋

…
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利用原微分方程求ｕ
ｔ
和

２ｕ
ｔ２
的离散式为

ｕ
ｔ＝－

ａｕ
ｘ≈－

ａｕ
ｎ
ｉ＋１－ｕｎｉ－１
２Δｘ

２ｕ
ｔ ＝

ａ２
２ｕ
ｘ２ ≈

ａ２ｕ
ｎ
ｉ＋１－２ｕｎｉ＋ｕｎｉ－１
（Δｘ）２

将上述两式带入原微分方程，有

ｕｎ＋１ｉ ＝ｕｎｉ－ａΔｔ２Δｘ
（ｕｎｉ＋１－ｕｎｉ－１）＋１２ａ

２ Δｔ
Δ（ ）ｘ

２
（ｕｎｉ＋１－２ｕｎｉ＋ｕｎｉ－１）

这就是著名的Ｌａｘ Ｗｅｎｄｒｏｆｆ格式，简称Ｌ Ｗ 格式，其稳定条件是

ａΔｔ
Δｘ ≤１

８．４ 目前ＣＦＤ计算方法介绍

计算流体动力学的计算方法包括有限差分、有限元和边界元等多种，由于流动方程的高度
非线性，有限差分最为常用。有限差分数值格式按照空间离散流动控制方程所采用的方法，通
常可将计算格式分成两大类：迎风格式和中心格式。

８．４．１ 迎风格式和中心格式的比较

迎风格式是根据特征速度方向来确定差分取向，在物理上符合信息传播规律。由于含有
自适应性的格式粘性，因此不必添加人工粘性便可捕捉间断。迎风格式的格式粘性耗散自然
而合理，分辨率和精度较高，其显式格式的稳定性较好，隐式格式因系数矩阵对角占优势而有
利于求解；然而与中心格式相比，迎风格式存在着构造复杂、单步计算量大以及处理二阶粘性
项不便等缺点。
与迎风格式相比，中心格式优点突出，但缺点明显。中心格式的最大缺点是不能保持解的

单调特性，且稳定性较差，需要添加人工粘性来阻尼高频误差及抑制激波及驻点附近出现的非
物理振荡；而人工粘性包含依赖于流动问题的可调参数，这些都需要依靠经验和数值试验确
定，因此人为因素较多。但是，中心格式具有构造简单、易于编程、计算量小、适应性强，以及对
连续流动具有高分辨率等优点，计算定常流动时易于结合加速收敛措施，从而构成高效算法。

８．４．２ 中心格式的发展

２０世纪６０年代提出的Ｌａｘ Ｗｅｎｄｒｏｆｆ格式是一种典型的二阶精度的中心格式。它的出
现不但提高了带激波流动的计算精度，而且在当时还掀起了研究高于二阶精度格式的热潮。

Ｌａｘ Ｗｅｎｄｒｏｆｆ格式影响深远，至今仍是构造其他格式的重要参考。ＭａｃＣｏｒｍａｃｋ于１９６９年
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提出了以他自己名字命名的中心格式，该格式成为２０世纪７０年代二维定常流动计算的主角
之一。
目前实际计算中最具有代表性的中心格式是由Ｊａｍｅｓｏｎ，Ｓｃｈｍｉｄｔ和Ｔｕｒｋｅｌ于１９８１年提

出的二阶精度的有限体积中心格式，该格式与多步Ｒｕｎｇｅ Ｋｕｔｔａ法相结合后获得了高效可
靠的计算性能。然而，Ｊａｍｅｓｏｎ等最初提出的人工粘性是各向同性的，仅适合于求解无粘流
动。Ｍａｒｔｉｎｅｌｌｉ对各向同性的人工粘性进行了改进，提出了各向异性的人工粘性，将Ｊａｍｅｓｏｎ
中心格式应用于粘性流动计算。一般将各向同性人工粘性和各向异性人工粘性统称为标量人
工粘性。

２０世纪９０年代初期，Ｔｕｒｋｅｌ等通过类ＴＶＤ变量修正将Ｊａｍｅｓｏｎ中心格式从亚声速、跨
声速流动计算推广到超声速、高超声速流动计算。中心格式的人工粘性和迎风格式的数值粘
性是相通的，两类格式之间可以相互转化：中心格式加上适当的人工粘性后可解释为迎风格
式；反之，迎风格式也可写为中心格式加耗散项。两类格式的主要区别在于如何处理耗散。基
于上述结论，Ｓｗａｎｓｏｎ等又提出了矩阵人工粘性，与类 ＴＶＤ变量修正相结合后，成功地将

Ｊａｍｅｓｏｎ中心格式应用于高雷诺数及高马赫数的流动计算，获得了高分辨率特性。
在此基础上，近年来Ｊａｍｅｓｏｎ及其合作者们又相继提出了ＬＥＤ，ＥＬＥＤ和ＣＵＳＰ等格式

构造的新概念，可以说中心格式在应用与理论方法两个方面仍在继续发展。因此，中心格式在
理论研究与实际应用两个方面是不断发展完善的，对其能力不应低估。

８．４．３ 迎风格式的发展

目前广受欢迎的迎风格式一般可分为两类：①Ｓｔｅｇｅｒ和 Ｗａｒｍｉｎｇ及ｖａｎＬｅｅｒ等分别提
出的矢通量分裂格式（ＦｌｕｘＶｅｃｔｏｒＳｐｌｉｔｔｉｎｇ，ＦＶＳ）；② Ｒｏｅ和Ｏｓｈｅｒ等分别提出的通量差分
分裂格式（ＦｌｕｘＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅＳｐｌｉｔｔｉｎｇ，ＦＤＳ）。

Ｓｔｅｇｅｒ和 Ｗａｒｍｉｎｇ格式是将无粘通量矢量按其特征值的符号进行分裂。ｖａｎＬｅｅｒ格式
则改进了分裂方式，是按当地的马赫数进行分裂，它的突出优点是通量矢量的一阶导数在声速
时是连续的，而Ｓｔｅｇｅｒ和 Ｗａｒｍｉｎｇ格式在该处的不连续性则会导致非物理膨胀激波的产生。
多数ＦＤＳ格式推演自Ｇｏｄｕｎｏｖ开拓性的一阶迎风格式，该格式具有其他一阶格式无可

比拟的激波捕获效果。Ｇｏｄｕｎｏｖ格式假设每个单元内物理量常值分布，单元间存在间断，每
个间断按当地Ｒｉｅｍａｎｎ问题处理。在每一个单元上精确求解Ｒｉｅｍａｎｎ问题非常费时，从而引
入多种简化形式。Ｒｏｅ格式就是在构造近似Ｒｉｅｍａｎｎ解法基础上得到的。

ｖａｎＬｅｅｒ格式与Ｒｏｅ格式具有优秀的激波间断分辨率，自诞生以来广泛应用于各种复杂
流场的计算，可以说是实际应用中最成功的两种迎风格式；但在计算实践过程中仍发现一些不
足，ｖａｎＬｅｅｒ格式分裂形式简单，计算效率高，但数值耗散比较大，尤其是分辨接触间断时有较
为明显的抹平现象，这会导致显著的粘性区计算误差，而且通过简单地加密网格或是使用高阶
差分并不能消除这种误差。Ｒｏｅ格式则存在红玉（ｃｏｖｕｎｃｌｅ）现象，一些情况下会出现非物理
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解，由于它的耗散项与通量Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵有关，逻辑构造复杂，计算量大，当推广到真实气体、
平衡流和非平衡流时，增加控制方程，耗散项会更为复杂，计算量也将不仅仅是线性地增加。

８．４．４ 计算格式的新进展

近些年来，发展了一些介于中心格式和迎风格式之间的新型格式———汲取了中心格式和
迎风格式的优点且尽量避开其缺点的混和格式，其代表是 Ｍ．Ｓ．Ｌｉｕ于１９９３—１９９５年构造的

ＡＵＳＭ（ＡｄｖｅｃｔｉｏｎＵｐｓｔｒｅａｍＳｐｌｉｔｔｉｎｇＭｅｔｈｏｄ）格式。ＡＵＳＭ格式在理论上将流动对流特征
中的线性场（与特征速度ｕ有关）和非线性场（与特征速度ｕ±ａ有关）相区别，并且压力项与对
流通量分别分裂。从格式构造来讲，ＡＵＳＭ格式是ｖａｎＬｅｅｒ格式的一种发展改进，但从其耗
散项来分析，这是一种ＦＶＳ与ＦＤＳ的复合格式。ＡＵＳＭ格式兼有Ｒｏｅ格式的间断高分辨率
和ｖａｎＬｅｅｒ格式的计算效率，而且克服了二者的部分缺点。这类方法目前仍然在发展中。
目前计算格式的发展目标是高分辨率（高精度）、高计算效率、高可靠性和高适用范围。

８．５ 数值计算实例

粘性流体力学的数值计算在流体力学基础研究和流体工程应用等方面都取得了长足的进

展，图８．９～图８．１４给出一些计算实例，以增强感性认识。

对称面和横截面等处的马赫线

图８．９　ＰｅｓｈｉｎｇⅡ导弹弹头流场计算结果

（Ｍａ＝５．０，α＝１０°）

流线图

图８．１０　Ｆ １８战斗机流场计算结果

（Ｍａ＝０．３，α＝３０°）
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流线图

图８．１１ 翼型俯仰振荡的非定常计算结果

（Ｍａ＝０．３，α＝３０°）
图８．１２ 翼型压力分布计算同实验的比较

（Ｍａ＝０．７３，α＝２．７９°）

图８．１３ 平板边界层速度分布计算结果及其同Ｂｌａｓｉｕｓ解的比较（Ｍａ＝０．１５，α＝０°）

图８．１４ ７６°后掠三角翼分离及涡流计算结果（Ｍａ＝０．３，α＝２０．５°）
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习　题

８．１　试用Ｔａｙｌｏｒ级数推导分析Ｂ格式的精度。

８．２　构造以下齐次波动方程混合问题的差分格式，并分析其精度。

２ｕ
ｔ２ －

ａ２
２ｕ
ｘ２ ＝

０　（０≤ｘ≤１，ｔ＞０）

ｕ（ｘ，０）＝（ｘ）

ｕ
ｔ （ｘ，０）

＝（ｘ）

ｕ（０，ｔ）＝Ｇ１（ｔ）

ｕ（１，ｔ）＝Ｇ２（ｔ

烍

烌

烎）
其中，（０）＝Ｇ１（０），（１）＝Ｇ２（０）。

８．３　假设有一根初始温度为０℃的传热细杆，长度为１单位，其边界两端突然加热至１００℃，
并随时间保持不变。用Ｔ（ｘ，ｔ）代表细杆ｘ断面ｔ时刻的温度。设杆是均质的，其热扩
散率ａ是常数。要求：
（１）说明该问题是边值问题、初值问题、还是混合问题。
（２）写出其热传导方程、初始条件和边界条件。
（３）构造ＦＴＣＳ显格式，并分析其精度。

８．４　根据迎风格式的概念，构造
２ｕ
ｔ２
＝

２ｕ
ｘ２
的迎风格式。
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