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前 言

磨削加工是机械制造中重要的加工方法之一。在磨削过程中，
振动是一种十分有害的现象，它不仅会降低加工表面质量、缩短砂
轮寿命、还会影响生产率的提高，严重时甚至导致加工无法进行。
本书对动态磨削过程进行了建模和理论分析，深入研究了磨削过
程稳定性和磨削颤振机理。对磨削过程中颤振的产生和发展规律
以及由此产生的工件表面形貌误差进行了实验研究和理论分析。
针对磨削颤振的复杂性，采用确定性混沌理论的分析方法研究磨
削颤振信号与动态磨削过程。采用人工神经网络对磨削过程的稳
定性与磨削颤振进行识别和预报。书中对变速磨削抑制颤振的机
理做了全面、深入地研究。基于一系列磨削试验，提出了抑制磨削
颤振的实用方法——工艺条件适配法，得出了切入速度对磨削颤
振的影响规律方程。此外，还比较系统地论述了圆度、圆柱度误差
分离技术。本书可供高等学校机械工程领域本科生、研究生以及机
械制造企业的工程技术人员阅读。
本书是以作者的博士学位论文为基础撰写的。在此谨向导师

张永忠教授表示衷心感谢！同时，对作者在上海交通大学访问学习
期间的指导教师洪迈生教授表示衷心感谢！本书的出版得到了中
国矿业大学研究生院、机电工程学院的资助，在此一并致谢！撰写
本书参考了大量文献，谨向文献作者表示谢意！
由于水平所限，书中难免存在疏漏和不妥，欢迎批评指正。

作者

２００５年６月
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书书书

１　绪　　论

１．１　引言［１～５］

先进制造技术是当前国内外的一个重点研究方向，是推动国
防、汽车等基础工业发展的高新技术，其最终目标是低成本、高效
率、高质量地完成生产任务。制造过程自动化是先进制造技术的
主要标志之一，其关键性技术基础为：

（１）并行工程环境下的ＣＡＤ／ＣＡＭ一体化；
（２）面向自动化的虚拟制造技术；
（３）制造过程中的检测、监控与诊断技术；
（４）机器人化制造技术。
可见，制造过程中的检测、监控与诊断技术已成为先进制造技

术中重要的研究内容。制造过程的工况监测与故障诊断的目标是
对生产过程中产生的各种信息进行获取、传输、处理、分析和应用，
确保生产加工高效合格地进行。先进制造过程中可以依靠生产设
备自身所具有的完善的自监视、自诊断及自动控制、补偿功能、故障
自排除功能来保证无废品加工。先进制造中的监控技术是集传感
器技术、计算机技术、信号处理及自动控制等为一体的综合性技术。
通过对制造过程进行检测、监控，可以保证加工质量、降低产

品生产成本、保证加工系统的安全运行。当前在该领域所开展的
研究工作主要包括：

（１）机床状态监控（如机床动态特性监控、机床运动精度诊断
等）；

（２）刀具状态监控（如刀具磨损、破损状态监控）；
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（３）加工过程监控（如加工中振动监控、温度监控等）；
（４）工件加工质量监控（如工件尺寸、形状误差的检测与监控

等）。
先进制造技术的发展，对加工过程与产品质量检测、监控提出

了更高的要求，要求其与制造自动化、智能化、柔性化及集成化相
适应。
磨削加工是机械制造中重要的加工方法之一。它不仅是精密

加工的主要方法，而且随着ＣＢＮ磨料的使用，高速、强力磨削（如
缓进给深磨等）技术的推广，以及磨削过程自动化、数控化和智能
化的发展，已成为一种高效率的加工方法。磨床在加工机床中也
占有相当大的比例。１９９７年欧洲机床展览会（ＥＭＯ）的调查数据
表明，２５％的企业认为磨削是他们应用的最主要的加工技术，占

４７％，而车削只占２３％，铣削占２２％，其他占８％；而磨床在企业
中占机床的比例高达４２％，车床占２４％，铣床占２２％，钻床等占

１２％。我国从１９４９～１９９８年，开发生产的通用磨床有１８００多
种，专用磨床有几百种，磨床的拥有量占金属切削机床总拥有量的

１３％左右。可见，磨削技术在机械制造业中占有极其重要的位置。
目前，磨削技术的发展趋势是：发展超硬磨料磨具；研究精密及超
精密磨削、高速高效磨削机理并开发有关新的磨削工艺技术；研制
高精度、高刚性的自动化磨床。其关键技术为：磨削机理及磨削工
艺的研究；高速、高精度主轴单元制造技术；精密、高速进给单元制
造技术；砂轮制造及其新技术；机床支承及辅助单元制造技术；砂
轮在线修整技术；环境友好的相关磨削技术；磨削过程的检测控制
技术；磨削过程的仿真与虚拟技术。
磨削过程的检测与控制，主要是通过传感器拾取有关信号，并

对其进行分析与处理，进而实现对磨削过程实时监控。例如，对砂
轮的磨损及破损情况进行监测和控制，对工件的尺寸、形状与位置
精度和加工表面质量进行监控。与国外相比，国内在磨削过程的

·２·
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在线监测、监控技术等方面具有较大差距。国内应以实用化为目
标，加强对砂轮磨损及破损、工件的加工质量等在线监控技术的研
究，开展自适应控制及智能控制的研究。随着计算机技术及模拟
技术的发展，利用计算机进行磨削基本参数及磨削工艺的仿真，通
过模拟磨削过程，分析和预测不同条件下磨削效果和磨床性能，也
将成为重要的研究内容。
在磨削过程中，振动是一种十分有害的现象，它不仅会降低加

工表面质量、缩短砂轮的寿命，还会影响生产率的提高，严重时甚
至导致加工无法进行。因此本书主要研究磨削过程振动，特别是
磨削颤振（自激振动）现象产生的机理，对磨削过程振动进行检测、
监控，提出抑制振动的技术措施以及对磨削表面形貌误差进行分
析。此项工作的开展具有重要的理论意义和实用价值，符合磨削
技术的发展和现代制造过程的要求。２００１年８月在法国南锡举
行的第５１届ＣＩＲＰ（国际生产工程研究学会）大会磨削方面的主题
报告为“磨削颤振———产生和抑制”，也充分说明此项工作的重要
意义。

１．２　机械加工颤振研究概况

加工过程中的振动一般分为两类———强迫振动和自激振动
（颤振）。前者产生的原因和解决办法一般比较明确，而后者产生
的机理、发展规律以及对加工系统的影响比较复杂。
机械加工中颤振的研究，自２０世纪５０年代以来，一直是制造

业中的主要研究课题之一。２０世纪８０年代以来，一方面，加工质
量、生产效率、自动化程度的提高以及现代化制造系统的发展，要
求对颤振实施在线监控技术；另一方面，计算机技术、控制论、系统
论、信息论的深入应用，各学科之间的日益相互渗透与交叉，为颤
振研究提供了更为广阔的理论基础与技术手段，使得切削颤振的
研究无论在理论研究还是在实用技术开发方面都较过去有了较深
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刻的变化与长足的发展。集中体现在以下四个方面：① 颤振机理
与模型的研究，主要包括颤振产生的物理原因、线性或非线性数学
模型、稳定性条件等；② 系统动态特性的研究，主要包括机床结构
的动态特性、切削过程的动态特性、机床切削系统的辨识；③ 颤振
预防与控制的研究，主要包括机床结构的设计与改进、减振装置的
使用、切削参数的调整等；④ 颤振的在线检测与监控，主要包括颤
振征兆的特征与判别、控制策略等。

１．２．１　切削颤振的研究概况
就切削（如车削、铣削、钻削等）颤振的研究而言，在上述四个

方面国内外学者已经取得显著成果，形成了大量的文献性资料。
在颤振机理与模型研究方面，根据颤振形成的物理原因，目前

得到公认的有再生型颤振、振型耦合型颤振和摩擦型颤振，其中再
生型颤振在实际中最为多见。再生型颤振是由于上次切削所形成
的振纹与本次切削的振动位移之间的相位差导致刀具切削厚度的

不同而引起的颤振，也称切削厚度变化效应。在线性理论范围内，
一般采用控制理论中传递函数方块图的方法求出系统的稳定性条

件，或直接由系统微分方程得到特征方程而求出系统的稳定性条
件。再生颤振的非线性理论则考虑了切削过程的非线性因素（诸
如后角限制、刀具振离工件表面等）与机床结构的非线性因素（诸
如机床结构的非线性刚度等）建立非线性模型。非线性模型及其
研究方法无疑是再生颤振研究的重大进展，它使再生颤振在理论
与研究方法上更加完备，在应用中更接近实际。振型耦合型颤振
是由于振动系统在两个方向上的刚度相接近导致两个固有振型相

接近（即耦合）时而引起的颤振。耦合型颤振一般是对两自由度线
性系统而言，一般采用振动理论中模态分析方法即可得到系统的
特征方程与稳定性条件。耦合型颤振的理论对机床设计时考虑如
何配备机床各部件在不同方向上的刚度具有指导意义。摩擦型颤
振是指切削速度方向上刀具与工件之间的相互摩擦所引起的颤
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振，而产生这种相互摩擦的原因较多，如切削速度增大时切削力的
下降特性，切削力相对于切削速度与刀具前角的动态变化的相位
滞后特性，等等［６］。再生颤振是指刀具与工件之间在切入方向（横
向）上的相对振动。摩擦型颤振则是指切削方向（周向）上的振动，
就目前的研究情况来看，对这种颤振产生原因与物理机理的认识
比较一致，但还没有提出描述这种颤振的较为合理的数学模型。
需要指出，除上述公认的三种颤振类型外，星铁太郎还提出了一种
混合型颤振，称为“位移干扰强迫振动”［７］，这是由强迫振动频率与
机床切削系统的颤振频率相重合时所引起的一种振动。后有人［８］

更新了星铁太郎的这一概念，提出了强迫再生振动的概念，并进行
了深入研究。
对机床切削系统动态特性的研究可分为三个方面：机床结构

动态特性的研究，切削过程动态特性的研究和机床切削系统辨识。
机床结构动态特性的研究主要有有限元计算分析法和试验模态分

析法，这在２０世纪８０年代甚为盛行［９～１３］。计算分析法在计算中
很难准确地计入实际刚度与阻尼，对复杂机械结构还必须作适当
的简化，计算结果只能大体反映机床结构的动态特性；而实验分析
法与计算分析法相结合，共同确定机床结构的动态特性已经发展
得较为成熟，但其缺点在于，机床非工作状态下的动态特性往往与
工作（切削）状态下的动态特性有较大差别，因此试验结果很难反
映切削状态下的机床切削系统的动态特性。切削过程的动态特性
主要是指切削力的动态特性，可通过动态切削力系数（Ｄｙｎａｍｉｃ
ＣｕｔｔｉｎｇＦｏｒｃｅＣｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ，ＤＣＦＣ）进行研究。这一研究具有以试
验为基础，再根据试验结果确定理论公式的特点。ＤＣＦＣ的试验
方法分为静态法与动态法。静态法是利用稳态切削的结果经理论
计算而确定ＤＣＦＣ，动态法则是进行动态切削（如造波切削、去波
切削等）而确定ＤＣＦＣ，研究中多采用动态法［１４～１９］。分析ＤＣＦＣ
的目的是为了研究与机床结构动态特性无关的、切削过程本身所
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固有的动态特性，然而，由于试验必须在机床上进行，所取的动态
切削力信号中必然包含机床结构动态特性的信息，很难肯定由此
得出的ＤＣＦＣ就完全是单纯切削过程的动态特性。以上两方面
研究是对机床切削系统中的两个环节分别加以研究，但由于机床
结构与切削过程是相互耦合在一起的，很难将两者的动态特性绝
对分开。２０世纪８０年代以来，发展了对机床切削系统进行系统
辨识的方法。这种方法是在切削加工状态下，以机床切削系统为
对象，对整个系统进行辨识，而不是研究其中的单个环节。以Ｓ．
Ｍ．Ｗｕ为代表的一批学者将时序分析与系统辨识相结合，进行机
床切削系统动态特性的辨识与分析，开展了大量的研究［２０～２４］。由
于时序分析通常是测取机床切削加工状态下的振动信号进行建

模、分析，由此得出的是整个机床切削系统的动态特性。
关于颤振预防与控制的研究可归纳为三类方法：（１）机床结

构改进与优化设计的预防方法，该方法以增大机床结构的刚度与
阻尼为手段，在设计阶段考虑机床的抗振性；或是在机床的使用阶
段对机床的薄弱环节进行结构改进以增大刚度和阻尼。（２）采用
吸振器或附加装置的控制方法，该方法多采用被动型的吸振器，最
为典型的是用于镗杆消振的冲击吸振器，其基本结构是在镗杆中
装入一个冲击块，依靠冲击块与镗杆孔的摩擦阻尼而消耗镗杆的
振动能量。（３）反馈控制减振器法，就是应用控制理论从外部供
给能量进行主动补偿控制，如采用激振器在刀具与工件之间施加
一个与颤振同频率、同振幅但反相位的振动位移，或施加与动态切
削力同频率、同振幅但反相位的激励力，以抵消刀具与工件之间的
相对振动［２７，２８］。上述控制方法总需要对机床结构附加一套吸振
或消振装置，使用不太方便。调整切削参数的控制方法主要是通
过调整切削参数，如主轴转速、进给量、切削深度、刀具角度等，实
质上是改变切削刚度与切削阻尼，以抑制颤振。在调整切削参数
的控制方法中，特别值得指出的是变速切削的控制，即按照一定的
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规律（如正弦波、三角波、方波等）连续改变主轴转速以抑制颤振。
此方法国内外进行了许多研究［２９～３１］。变速切削对于不同动态特
性的机床切削系统，只需通过软件改变控制系统的变速规律便可
进行控制，因此具有较好的适应性。
切削颤振的在线监视与控制技术，是２０世纪８０年代开始迅

速发展起来的一项实用技术。这是因为，一方面，上述对颤振机
理、系统动态特性与颤振控制的研究实际上不可能完全避免颤振；
另一方面，现代测试技术、信号处理技术、计算机技术、自动化技术
以及有关理论的发展，为颤振的监控提供了必要的技术与理论基
础。因此，颤振的在线监控日益受到广泛的重视，国内外学者开展
了大量的研究工作［３２～３７］。这项研究是在线监视切削过程的动态
信号（如振动信号、切削力信号等），提取颤振预兆作为特征量并进
行分类，对颤振进行早期预报，以及时采取控制措施避免颤振，其
关键在于特征量的构造及其准确性。需要指出，随着人工智能、专
家系统技术在工程上的广泛应用，颤振在线监控的智能化将成为
切削过程工况检测与故障诊断技术发展的趋势。

１．２．２　磨削颤振的研究与进展
磨削颤振是磨削加工中最重要的误差源之一，对工件最终几

何精度有直接的影响。磨削过程中有两种基本形式的振动———强
迫振动和自激振动。强迫振动的主要原因是砂轮不平衡和偏心，
易于确定。消除砂轮不平衡和偏心可通过多次平衡和整形交替进
行。而颤振（自激振动）很难确定和成功地抑制。
除机床结构动态特性研究方面（１．２．１部分已有所论述）以

外，与切削颤振的研究相比，磨削颤振的研究在各方面显得进展较
慢，主要原因在于磨削过程的特殊性（使用特殊刀具———砂轮），使
得影响磨削过程动态特性的因素十分复杂，给磨削颤振机理与监
控的研究带来很大困难。尽管如此，长期以来，国内外学者一直不
断地进行磨削颤振理论和实验研究，以揭示磨削颤振产生机理、发
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展规律，寻求监控和抑制磨削颤振的有效方法。自１９５４年Ｒ．Ｓ．
Ｈａｈｎ提出磨削过程的再生颤振理论后，一个时期（至２０世纪７０
年代）以来一批学者对磨削颤振现象进行了较为深入的研究，在磨
削过程动态建模与分析方面形成了两种流派：

（１）频域法：它是基于经典控制理论中的传递函数法建立系
统的数学模型，求得系统的传递函数，由其特征方程获得系统的稳
定性判据，在复频域中画出 Ｎｙｑｕｉｓｔ图进行分析。该方法最具代
表性的是Ｒ．Ｓｎｏｅｙｓ的磨削过程频域动态模型［３８］。

（２）时域法：它由系统的微分方程解得系统的稳态响应，进而
由系统参数获得稳定性判据，进行稳定性分析。该方法最具代表
性的是Ｒ．Ａ．Ｔｈｏｍｐｓｏｎ的磨削过程时域动态模型［３９］。
从国内外学者对磨削颤振的研究情况看，绝大多数以Ｓｎｏｙｅｓ

模型为基础进一步研究系统的稳定性，揭示颤振产生机理、发展规
律和寻求抑制颤振的办法。Ｉｎａｓａｋｉ等应用磨削过程的特征方程，
通过研究其根，来研究稳定极限和不稳定增长系数［４０］。Ｆ．Ｈａｈｉｍ
ｏｔｏ等对砂轮与工件之间动态几何干涉的表达、特征根的形态、接
触刚度的处理及颤振增长率进行了理论研究和实验分析［４１，４２］。

Ｓｒｉｎｉｖａｓａｎ根据特征方程及其根的分布，提出再生谱的概念（它是
一种基于特征方程的频域函数），利用再生谱函数进而分析系统的
稳定性［４３］。Ｔ．Ｍａｔｓｕｂａｒａ等［４４，４５］和 Ｍ．Ｗｅｃｋ等［４６］分别就工件再
生颤振和砂轮再生颤振研究了系统的动态过程稳定性。Ｈ．Ｔｅｔｓ
ｕｔａｒｏ［４７］进行了改变磨削参数抑制磨削颤振的研究。国内学者徐
燕申、李刚将接触阻尼引入动态模型，并将模型中各参数视为磨削
状态的函数进行研究和分析［４８，４９］；于骏一、韩相吉等在变速磨削
抑制颤振方面进行了理论和实验研究［５０，５１］。
自２０世纪９０年代起，在磨削过程时域建模与仿真以及磨削

颤振监控方面取得了一定的进展。文献［５２］基于所建模型，将磨
削过程中振动对砂轮和工件表面的影响进行计算机仿真：输入为
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砂轮的横向进给量，输出为砂轮的总磨损量和工件的总磨除量，并
将砂轮和工件的磨损（除）进展情况绘出图形输出，在此基础上进
一步分析磨削过程的动态特性。文献［５３］根据磨削过程系统方块
图模型，建立了对应的Ｓｉｍｕｌｉｎｋ模型，以具体的磨削数据运行该
模型可获得所需变量的数据或有关图形。在磨削颤振的识别和分
类与监控研究中，Ｋ．Ｍｏｒｉ等［５４］研制了一种磨削过程振动诊断系
统，它集成了神经网络和基于知识的系统。文献［５５］将熵函数用
于磨削再生颤振分类中，并与神经网络方法进行了比较。文献
［５６］提出了识别砂轮寿命的神经网络方法，网络输出只有一个，表
示颤振是否发生，即按照网络输出值识别出颤振加速度的阈值。
尽管对磨削颤振国内外学者进行了大量的研究，但在以下方

面仍待进一步深化和加强。
（１）对于磨削颤振的产生机理尚待进一步认识和研究，如横

向上的两种再生颤振类型———砂轮再生型颤振、工件再生型颤振
的具体形成条件的再认识，以及周向颤振的研究。

（２）关于磨削过程动态模型的建立与分析。目前对砂轮与工
件之间的接触参数的描述和求取还不够完善（如仅以静态接触刚
度作为接触参数）；在建模分析中除横向振动外，还应考虑工件和
（或）砂轮的扭转振动加以研究，在这一方面虽有人涉足［５７］，但还
不够完善。

（３）处于加工状态下的机床结构与磨削过程构成一个闭环系
统，其中两个环节是相互耦合在一起的，很难将两者的动态特性绝
对分开。因此，在探索磨削颤振产生、发展规律的研究中应重视使
用系统辨识的方法（如时间序列分析方法），即在加工状态下，以磨
削系统（磨床—砂轮—工件系统）为对象，对整个系统进行辨识。

（４）实际的磨削动态过程为非线性时变系统。对这种复杂系
统的研究，一方面应继续利用人工神经网络的优势加以研究，另一
方面还应重视混沌理论与分析方法的应用。目前已开展了有关切
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削加工过程的混沌研究：文献［５８］指出切削颤振与混沌有关；文献
［５９］对车削过程的混沌特性进行了研究；文献［６０］基于非线性模
型，研究了铣削过程的混沌特性。而磨削过程的混沌研究尚未见
报道。因此，应用混沌理论和分析方法，特别是由一维输出时间序
列（如磨削力、振动加速度等）通过重构相空间对动力系统进行混
沌分析的方法，应作为进一步研究磨削颤振的一个重要方面。

（５）在抑制磨削颤振技术措施方面，传统的方法是采用变速
磨削，即在磨削过程中以一定的规律改变磨削参数（如工件转速、
砂轮速度等）抑制颤振。一方面其抑振机理尚待进一步研究；另一
方面变速磨削时有很大的电流通过驱动电机，实际使用时对供电
线路、功率放大器、电动机的热载能力均有较高要求；此外，由于要
附加一些调速装置使得实现起来比较麻烦。因此，有必要寻求更
为方便、实用、有效的磨削颤振抑制方法。

（６）磨削表面形貌误差（如表面波纹度等）作为砂轮和工件之
间相对振动的结果，其信息中理应含有系统动态特性及颤振信息。
或者说，加工中动态磨削力、砂轮与工件之间的相对振动以及工件
表面波纹这三方面的信息不是孤立的，是相互联系的。因此，通过
研究磨削表面形貌误差来研究磨削颤振及其抑制应作为一个重要

途径。

１．３　精密检测中的误差分离技术（ＥＳＴ）概述

精密加工与检测是先进制造技术中的重要研究内容之一。一
般说来，提高加工或测量精度主要通过两个途径：一是提高机床或
测量机本身的精度（即使用超精密机床或量仪）；二是实施基于误
差分离技术（ＥｒｒｏｒＳｅｐａｒａｔｉｏｎＴｅｃｈｎｉｑｕｅ，ＥＳＴ）的补偿加工。不
能单纯靠提高加工或测量设备精度的传统方法来控制加工对象，
这一点已为专家所共识。例如，使用先进的ＴａｙｌｏｒＨｏｂｓｏｎ公司
的Ｔａｌｙｒｏｕｎｄ３００圆度仪，其工作台主轴的回转精度可达２５ｎｍ，
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移动导轨直线度可达０．５μｍ／５００ｍｍ，但因移动导轨与工作台回
转轴线平行度只能保证１″，因此，在分别测量１００ｍｍ、５００ｍｍ长
的圆柱度时，测量机本身可能造成的极限测量误差分别接近１μｍ
和３μｍ，远低于被测工件的精度。由此可见，误差分离技术在精
密加工与测量中具有重要的意义。
误差分离（ＥＳ）的思路是：利用被测工件轮廓不变这一特征，

通过适当布置传感器对工件进行测量。这时测量信号为一综合误
差信号，其中含有被测工件的形状误差，也含有机床或测量机的运
动误差。然后经过适当的数学变换与处理，把被测工件形状误差
与机床或测量机的运动误差区分开，从而获得工件形状误差以及
机床或测量机的运动误差，以便实施补偿加工或对加工、测量设备
进行精度诊断。
自从１９６６年日本东京大学的大园教授提出三点法圆度误差

分离技术以来，国内外学者一直不断地对此加以研究和应用。近
十年来日本几所大学对ＥＳＴ进行了较深入的研究：加藤秀雄提出
了测头转位的圆度误差分离法，并以此做了进一步的研究［６２，６３］；
清野慧在研究物体表面形状测量时，为克服直线度误差两点法的
不足提出混合两点法并加以研究［６４，６５］。国内一些大学近些年来
也做了许多有关研究：上海交通大学的洪迈生教授等、国防科技大
学的李均教授等、天津大学的张国雄教授等、清华大学的顾启泰教
授等，分别在磨削加工中就地实施ＥＳＴ和在测量机上使用ＥＳＴ
进行了研究，取得了不少成果［６６～７０］。
纵观２０世纪９０年代以来国内外ＥＳＴ方面的研究，可知仍然

存在一些有待深入的问题，主要有：
（１）各种ＥＳＴ方法的内在联系以及统一规律；
（２）测量精度的提高以及分离的完全性；
（３）多维ＥＳＴ（如圆柱度误差）及分离后形状误差的表面精确

重构。
·１１·
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１．４　本书的主要研究内容

本书的研究是结合中国矿业大学科技基金资助课题“磨削颤
振机理及抑制技术的研究”与国家自然科学基金资助课题“高精密
表面空间反滤波及重构技术”（作者在上海交通大学的访问研究课
题）进行的。研究内容主要包括以下两部分：外圆切入式磨削颤振
的研究和基于ＥＳＴ的磨削表面形状误差测量的研究。
第一部分是课题的主要研究内容，具体包括：
（１）对磨削颤振机理的深入研究，特别是对再生型颤振的机

理研究和砂轮与工件系统的扭转振动对磨削颤振影响的研究。
（２）建立更加完善的磨削系统动力学模型，从理论、计算机仿

真和实验诸方面对系统进行稳定性分析。
（３）在试验基础上，研究磨削过程动态特性，寻求颤振的产生

机理和发展规律，以及磨削表面形貌误差（表面波纹度）与磨削振
动之间的关系。

（４）对磨削颤振进行非线性研究。一方面，应用人工神经网
络对磨削颤振进行识别和分类；另一方面，应用混沌理论分析方
法，从单个输出变量的时间序列提取系统的动力特性，从而进一步
研究磨削颤振信号的非线性行为。

（５）对现有变速磨削抑振方法进行机理分析，在实验的基础
上，提出更为经济实用、方便有效的磨削颤振抑制策略，即在一定
磨削条件下的工艺参数合理匹配原则。
第二部分主要研究磨削表面的圆度误差分离和圆柱度误差分

离与重构理论和方法：
（１）研究圆度误差分离诸方法间的相互关系及内在统一性。
（２）研究引起圆度误差分离结果失真的诸因素，提出提高圆

度误差分离精度的措施。
（３）研究圆柱度误差分离与重构理论和方法。
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２　磨削过程动态模型
与磨削颤振机理

２．１　引言

磨削是精加工的主要方法之一，要求得到较高的加工表面质
量。因此，应尽可能地保持磨削过程的稳定性，避免颤振的产生。
为了获得更高的生产率，通常是在一次装夹的条件下，用磨削的方
法对工件进行粗、精加工。这时，磨削加工的颤振问题显得更加突
出，它不仅降低加工表面的质量，而且是限制充分利用磨床的可用
能力的主要因素。因此，根据磨床及磨削过程的动力特性，研究磨
削过程是否稳定，亦即是否产生颤振，就变得尤其重要。由于磨削
中的颤振有其特殊性，其机理揭示得还不够充分，有待深入研究。
磨削与其他具有固定刀刃的切削相比，虽然都属于金属切削，

但是，磨削过程远比一般的切削过程要复杂得多，磨削中的颤振更
比一般的切削颤振要复杂。因为在磨削过程中砂轮的圆周表面会
出现不均匀的磨损和堵塞，从而改变了砂轮的形状和切削性能，砂
轮的不均匀磨损和堵塞又反过来影响磨削过程。除有关切削过程
的各种效应也会在磨削中出现外，还存在以下特殊问题。

２．１．１　砂轮的接触刚度
由于在磨削过程中砂轮只有部分磨粒与工件相接触，磨粒又

支撑在弹性结合剂上，故砂轮的接触刚度较之于金属刀具的接触
刚度要小，因此，砂轮的接触变形对颤振产生较大的影响。而且，
砂轮接触刚度还具有硬弹簧型的非线性特性，即随着磨削力的增
加，由于实际接触的磨粒增加，而使接触刚度增加。砂轮的接触刚
度受很多因素的影响，如砂轮硬度的不同、结合剂的种类不同，砂
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轮和工件接触的磨粒数也不会相同，因此接触刚度也就不同。又
如，工件直径产生变化，使接触长度不同而引起接触刚度的变化。
接触刚度的具体数值取决于砂轮结构的弹性模量、砂轮和工件的
尺寸以及砂轮与工件之间的径向作用力等参数。

２．１．２　砂轮的磨损
在磨削过程中，虽然砂轮与其他金属切削刀具一样都会被磨

损，但是，砂轮中被磨钝的磨粒会自动脱落而出现新的磨粒，因此，
砂轮的磨损率比普通刀具的磨损率要大。通常把磨削过程称为砂
轮和工件的相互切削过程。磨削中的再生效应不仅会在工件上残
留下振纹，而且也会在砂轮上留下振纹。具有振纹的砂轮进行切
削，又给磨削过程带来了振源。砂轮上的振纹是由砂轮的动态磨
损形成的。由于某种偶然原因（如工件表面上的硬质点），砂轮和
工件之间的径向力发生变化，将在砂轮某扇形区产生磨损不均匀
而留下振纹，随着磨削持续进行，振纹就扩展到整个圆周表面上。

２．１．３　磨削中的几何干涉
在车削颤振中，刀刃在工件上的振动轨迹，就是加工表面的廓

形。若不考虑塑性变形及方向系数的影响，工件表面上振纹的振
幅，就等于刀具相对于工件振动的振幅。而在磨削颤振中，工件加
工表面的廓形，并不与砂轮中心相对于工件的振动轨迹相同，而是
在此轨迹上各砂轮圆周表面的包络线，或者说工件表面上的振纹
是由砂轮振动各连续位置的包络线形成的。在一定条件下，工件
表面上振纹的幅值小于砂轮相对于工件振动的振幅，这个现象被
称为磨削过程的几何干涉或磨削过程的几何传递效应。
本章就外圆切入式磨削，对其动态磨削过程进行建模与分析，

并进一步研究磨削颤振机理。
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２．２　磨削过程基础模型

２．２．１　模型的建立
如图２１所示，设磨削过程中任一时刻ｔ，砂轮的总进给量为

Ｕ０（ｔ）、砂轮的总磨损量为Ｗｇ（ｔ）、工件的总磨除量为Ｗｗ（ｔ）、砂轮
与工件之间的接触变形为Ｘｃ（ｔ）、机床结构变形为Ｘｍ（ｔ），则磨削
过程应满足下列方程

Ｕ０（ｔ）＝Ｗｇ（ｔ）＋Ｗｗ（ｔ）＋Ｘｃ（ｔ）＋Ｘｍ（ｔ） （２１）

图２１　磨削过程模型

而

Ｗｇ（ｔ）＝Ｗｇ（ｔ－Ｔｇ）＋ΔＷｇ（ｔ） （２２）

Ｗｗ（ｔ）＝Ｗｗ（ｔ－Ｔｗ）＋ΔＷｗ（ｔ） （２３）

Ｘｃ（ｔ）＝Ｆｎ（ｔ）／ｋｃ （２４）

Ｘｍ（ｔ）＝Ｇｍ
（ｓ）
ｋｍ

Ｆｎ（ｔ） （２５）

ΔＷｇ（ｔ）＝Ｆｎ（ｔ）／ｋｇ （２６）

ΔＷｗ（ｔ）＝Ｆｎ（ｔ）／ｋｗ （２７）
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式（２２）～式（２５）中，ΔＷｇ（ｔ）为砂轮瞬时磨损量；ΔＷｗ（ｔ）为工件
的瞬时磨除量；Ｔｇ为砂轮的旋转周期；Ｔｗ 为工件的旋转周期；ｋｇ
为砂轮的磨损刚度；ｋｗ 为工件的磨削刚度；Ｆｎ（ｔ）为法向（径向）磨
削力；ｋｃ为砂轮与工件之间的接触刚度；ｋｍ 为机床结构刚度；

Ｇｍ（ｓ）为机床结构的标准化传递函数；Ｇｍ（ｓ）／ｋｍ 为机床结构动柔
度。
分别对式（２１）～式（２７）进行拉氏变换，得

Ｕ０（ｓ）＝Ｗｇ（ｓ）＋Ｗｗ（ｓ）＋Ｘｃ（ｓ）＋Ｘｍ（ｓ） （２８）

Ｗｇ（ｓ）／ΔＷｇ（ｓ）＝１／（１－ｅ－Ｔｇｓ） （２９）

Ｗｗ（ｓ）／ΔＷｗ（ｓ）＝１／（１－ｅ－Ｔｗｓ） （２１０）

ΔＷｇ（ｓ）＝Ｆｎ（ｓ）／ｋｇ （２１１）

ΔＷｗ（ｓ）＝Ｆｎ（ｓ）／ｋｗ （２１２）

Ｘｃ（ｓ）＝Ｆｎ（ｓ）／ｋｃ （２１３）

Ｘｍ（ｓ）＝ ［Ｇｍ（ｓ）／ｋｍ］Ｆｎ（ｓ） （２１４）
由式（２８）～式（２１４）可绘出磨削过程的系统框图如图２２所示。

图２２　磨削过程系统方块图

由图２２可得磨削过程系统的传递函数为
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Ｆｎ（ｓ）
Ｕ０（ｓ）＝

ｋｃ

１＋ｋｃ
Ｇｍ（ｓ）
ｋｍ ＋１ｋｇ

１
１－ｅ－Ｔｇｓ

＋１ｋｗ
１

１－ｅ－Ｔｗ［ ］ｓ
（２１５）

其特征方程为

　１＋ｋｃ
Ｇｍ（ｓ）
ｋｍ ＋１ｋｇ

１
１－ｅ－Ｔｇｓ

＋１ｋｗ
１

１－ｅ－Ｔｗ［ ］ｓ ＝０　 （２１６）

２．２．２　磨削过程系统稳定性分析
将特征方程式（２１６）改写为

Ｇｍ（ｓ）
ｋｍ ＝－ １

ｋｃ＋
１
ｋｇ

１
１－ｅ－Ｔｇｓ

＋１ｋｗ
１

１－ｅ－Ｔｗ（ ）ｓ （２１７）

　　系统的特征方程描述了系统的固有特性，它的根确定系统的
状态。特征根的一般式为ｓ＝σ＋ｊω。当σ＜０时，系统的振动是收
敛的，即系统稳定；当σ＞０时，系统是发散的，即系统失稳。因此
可以用σ作为磨削颤振的增长系数来表征系统的状态。
通常颤振频率与机床结构的某一固有频率有关。为了便于分

析，将机床结构简化为单自由度系统进行理论研究，传递函数为

Ｇｍ（ｓ）＝ １
ｓ２／ω２ｎ＋２ξｓ／ωｎ＋１

（２１８）

式中，ωｎ为机床结构固有频率；ξ为机床结构阻尼比。将式（２１８）
代入式（２１７）得

１
ｋｍ
· １
ｓ２／ω２ｎ＋２ξｓ／ωｎ＋１

＝

－ １
ｋｃ＋

１
ｋｇ

１
１－ｅ－Ｔｇｓ

＋１ｋｗ
１

１－ｅ－Ｔｗ（ ）ｓ （２１９）

令ｓ＝σ＋ｊω，代入式（２１９），使两边实部对应相等，整理得

－１ｋｃ ＝
１
ｋｍ

σ２－ω２

ω２ｎ
＋２ξσω２ｎ

＋１

σ２－ω２

ω２ｎ
＋２ξσω２ｎ

＋（ ）１
２

＋ ２σω
ω２ｎ
＋２ξωω（ ）ｎ

２
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＋１ｋｇ
１－ｅ－ＴｇσｃｏｓＴｇω

１－２ｅ－ＴｇσｃｏｓＴｇω＋ｅ－２Ｔｇσ

＋１ｋｗ
１－ｅ－ＴｗσｃｏｓＴｗω

１－２ｅ－ＴｗσｃｏｓＴｗω＋ｅ－２Ｔｗσ
（２２０）

　　根据式（２２０）选择适当的参数进行仿真计算，可得到颤振增
长系数与接触刚度之间的关系曲线如图２３所示。

图２３　颤振增长系数与接触刚度关系曲线

从图２３可以看出：颤振增长系数σ是接触刚度ｋｃ 的增函
数；减小ｋｃ则σ降低，系统的稳定性增加。σ＝０是系统稳定的临
界条件，此时ｓ＝ｊω，代入式（２１９）并整理得

１
ｋｍ

１－ω
２

ω２（ ）ｎ －ｊ２ξωωｎ
１－ω

２

ω２（ ）ｎ
２

＋ ２ξω
ω（ ）ｎ

２ ＝－
１
２
２
ｋｃ＋

１
ｋｇ
＋１ｋ（ ）ｗ ＋

１
２ｊ

ｓｉｎＴｇω
１－ｃｏｓＴｇω

＋ ｓｉｎＴｗω
１－ｃｏｓＴｗ（ ）ω （２２１）

　　根据式（２２１）可得磨削过程稳定性图，如图２４所示。图中
直线η为磨削过程动柔度曲线；圆为机床结构动柔度曲线。由图
可见：如果机床动柔度曲线与直线η不相交，则系统稳定。直线η
的位置受ｋｃ、ｋｇ、ｋｗ 的影响，它们的值越小，直线η就越远离虚轴，
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系统稳定性越强。由于ｋｃ项的系数为２，即ｋｃ发生变化时具有双
倍效应，所以砂轮与工件的接触刚度对系统稳定性的影响最大。

图２４　磨削过程稳定性图

砂轮与工件之间的接触变形，可分为砂轮接触变形和工件接
触变形两部分。但由于工件一般具有较高的硬度，并且体积小，它
的接触变形远小于砂轮的接触变形，所以分析中可以用砂轮的接
触变形来代替砂轮与工件之间的总变形。

２．３　磨削系统时域法建模与分析

实际的磨削系统是一个非线性时变系统。时变性主要是由于
砂轮的磨损和切削载荷的变化，而非线性主要表现在磨削力与接
触变形之间的相互关系。根据李亚普诺夫稳定性理论，一个小变
化量的实际系统的稳定性与它的局部线性化系统的稳定性是相一

致的（局部稳定性）。为了使问题简化，能够得到比较实用的结论，
一般在进行磨削系统分析时都忽略它的非线性和时变性。假定磨
削系统是一个线性定常系统，将磨削稳定性分析方法分为两类。
一类是基于经典控制理论中的传递函数法建立数学模型，得到系
统的传递函数，由特征方程获得系统的稳定性判据（如２．２部分所
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述）。另一类则是基于时域法，由系统的微分方程，解得系统的稳
态响应，再由系统参数获得稳定性判据。下面采用时域法对磨削
系统进行建模及稳定性分析。

２．３．１　时域模型的建立［７１］

外圆切入磨削模型如图２５所示。

图２５　外圆切入式磨削时域模型

磨削变量Ｙｉ应是静态变量Ｘｉ与动态变量ｘｉ之和，即

Ｙｉ＝Ｘｉ＋ｘｉ （２２２）

　　图中只研究动态变量部分，符号意义如下：ｘ１（ｔ）为砂轮中心
离平衡位置的动态位移；ｘ２（ｔ）为一转磨削结束后砂轮半径的动态
变量；ｘ２（ｔ－Ｔｇ）为一转磨削开始前砂轮半径的变动量；ｘ３（ｔ）为砂
轮磨损增量的变动量；ｘ４（ｔ）为工件磨削厚度的变动量；ｘ５（ｔ）为一
转磨削结束后工件半径的动态变量；ｘ５（ｔ－Ｔｗ）为一转磨削开始
前工件半径的动态变量；Ｔｇ、Ｔｗ 为砂轮、工件转一转的时间；Ｆｄ（ｔ）
为动态法向磨削力；Ｆ０（ｔ）为静态法向磨削力。

·０２·
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对六个未知数ｘ１～ｘ５ 和Ｆｄ有下列六个基本方程

主轴运动方程 ｍｘ１
··
＋ｃｘ

·
１＋ｋｘ１＝Ｆｄ （２２３）

砂轮再生关系式 ｘ２＝ｘ２（ｔ－Ｔｇ）－ｘ３ （２２４）
砂轮磨损方程 ｘ３＝ＫｇＦｄ （２２５）
工件磨削方程 ｘ４＝ＫｗＦｄ （２２６）
工件再生关系式 ｘ５＝ｘ５（ｔ－Ｔｗ）－ｘ４ （２２７）
接触关系式 ｘ１＝ｘ２＋ｘ３＋ｘ５ （２２８）
其中，ｍ、ｋ和ｃ分别是假定工件刚性安装时，砂轮主轴的等效质
量、刚度和阻尼；Ｋｇ 和Ｋｗ 分别是砂轮的磨耗柔度和工件的磨削

柔度。
在稳态条件下，动态磨削力可表示为

Ｆｄ＝Ｆｓｉｎωｔ （２２９）
将式（２２９）代入式（２２３）～式（２２７），可以解出ｘ１～ｘ５ 如下

ｘ１ ＝Ｆ
（－ｍω２＋ｋ）ｓｉｎωｔ－ｃωｃｏｓω［ ］ｔ
（－ｍω２＋ｋ）２＋（ｃω）［ ］２

（２３０）

ｘ２ ＝－１２ＫｇＦｓｉｎωｔ＋Ｌｇｃｏｓωｔ
（２３１）

ｘ３ ＝ＫｇＦｓｉｎωｔ （２３２）

ｘ４ ＝ＫｗＦｓｉｎωｔ （２３３）

ｘ５ ＝－１２ＫｗＦｓｉｎωｔ＋Ｌｗｃｏｓωｔ （２３４）

其中，Ｌｇ、Ｌｗ 分别表示砂轮和工件表面的波瓣高度，表达式为

Ｌｇ＝ １２ＫｇＦｓｉｎωＴｇ／（１－ｃｏｓωＴｇ） （２３５）

Ｌｗ ＝ １２ＫｗＦｓｉｎωＴｗ／（１－ｃｏｓωＴｗ） （２３６）

　　磨削颤振频率ω可表示为波瓣产生频率与波瓣进动率之
和［７１］，故
对砂轮有 ω＝２πＮｇ／ＴＧ＋Ωｇ （２３７）

·１２·
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对工件有 ω＝２πＮｗ／Ｔｗ＋Ωｗ （２３８）
其中，Ｎｇ、Ｎｗ 分别为砂轮与工件的波瓣个数；Ωｇ、Ωｗ 分别为砂轮
与工件的波瓣进动率。
将式（２３０）～式（２３４）代入式（２２８）可得两个重要方程

－ｃωＦ／ （－ｍω２＋ｋ）２＋（ｃω）［ ］２ ＝Ｌ （２３９）
其中，Ｌ是波瓣高度之和

Ｌ＝Ｌｇ＋Ｌｗ （２４０）

又　　（－ｍω２＋ｋ）／ （－ｍω２＋ｋ）２＋（ｃω）［ ］２ ＝－
１
２Ｋ

（２４１）

其中，Ｋ 是总切削柔度

Ｋ ＝Ｋｗ＋Ｋｇ （２４２）

２．３．２　磨削的无条件稳定性
首先定义两类磨削稳定性：无条件稳定性和条件稳定性。前

者是不论在何种砂轮与工件的速度下系统均为稳定的，后者是在
一定的砂轮和工件速度下系统才是稳定的。先讨论磨削系统的无
条件稳定性。
因为式（２３５）～式（２４２）表征了磨削的稳态响应，故它们的

各个参数都具有使再生颤振保持在稳定域边界上的值。在磨削系
统中机床参数ｍ、ｋ和切削参数Ｋｇ、Ｋｗ 等保持一定的条件下，只
考虑阻尼ｃ，那么式（２３９）和式（２４１）中系统的阻尼必须正好保
持系统在稳定边界上。如果ｃ的实际值ｃ０ 大于ｃ，则系统是稳定
的。
首先从式（２３９）、式（２４１）中消去ω解出ｃ

ｃ２ ＝２ｍａ２／（αａ４＋βａ
２＋２ｋ） （２４３）

其中，α＝Ｋ
３

４ １＋１２（ ）ｋＫ ；β＝Ｋ（１＋ｋＫ）；ａ＝Ｆ／Ｌ。

参数ａ（定义为稳定性指数）在条件稳定性分析中是很重要
的。由式（２３９）可解出ａ，因为ｃ和ω都是正的，ａ永远是负的，由

·２２·
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式（２４３）考虑到α、β和Ｋ 是正实常数，得

ｌｉｍ
ａ→０
ｃ＝０和ｌｉｍ

ａ→∞
ｃ＝０ （２４４）

根据式（２４４），当ａ＝Ｆ／Ｌ趋于零或负无穷时维持系统稳定所需
的阻尼也趋于零。在这两个数值之间必有一个ａ值使ｃ达到最
大。这个阻尼值称为ｃｍ，即维持无条件稳定的最小阻尼值。如果
系统实测阻尼ｃ０小于ｃｍ（ｃ０＜ｃｍ），则系统处于条件稳定状态。在
特定的砂轮和工件速度下颤振就会发生。如果ｃ０＞ｃｍ 则系统始
终是稳定的。

由ｄｃ／ｄａ＝ ２槡ｍ（－αａ４＋２ｋ）／（αａ４＋βａ２＋２ｋ）３
／２＝０ （２４５）

得－αａ４＋２ｋ＝０，即

ａ４ ＝２ｋ／α （２４６）
代入式（２４３）得

ｃ２ｍ ＝２ｍ １
Ｋ＋（ ）ｋ １－

１
Ｋ２

ｋ＋１（ ）Ｋ槡

熿

燀

燄

燅

２
（２４７）

故系统的无条件稳定判据

ｃ２０ ＞２ｍ（Ｄ＋ｋ）１－ １－Ｄ２／（ｋ＋Ｄ）槡［ ］２ （２４８）

式中用磨削刚度Ｄ代替了磨削柔度Ｋ

Ｄ＝ １Ｋ ＝
１

Ｋｗ＋Ｋｇ
＝ １
１
Ｄｗ
＋ １Ｄｇ

＝ ＤｗＤｇ
Ｄｇ＋Ｄｗ

（２４９）

其中，Ｄｇ、Ｄｗ 分别为砂轮的磨耗刚度和工件的磨削刚度。
下面讨论稳定性指数ａ的物理意义：由比值ａ＝Ｆ／Ｌ 和式

（２４４），可以认为参数ａ是磨削力与波纹相互作用而产生的能量
大小的量度，故ａ的数值与颤振是否发生有密切关系，因而与系统
的稳定性也有密切的关系。在极限情况下，即ａ趋于零或趋于负
无穷时，有下列情况发生：

·３２·
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（１）ａ＝０，即Ｆ＝０：这意味着动态磨削力为０。这时当然没有
能量提供给磨削系统，颤振不会发生，系统是稳定的。

（２）ａ＝－∞，即Ｌ＝０：这意味着砂轮和工件表面没有波纹产
生，因而就没有再生作用产生。由再生效应理论，此时也没有能量
提供给磨削系统，颤振不会发生，系统是稳定的。只有当ａ为某些
特定的数值时，才会有足够能量提供给磨削系统激发颤振使之增
大，系统称为不稳定。

２．３．３　磨削的条件稳定性
将式（２４３）改写为

αａ４－（２ｍ／ｃ２０－β）ａ
２＋２ｋ＝０ （２５０）

式中，ｃ０ 为系统实测阻尼。
由式（２５０）解出ａ得

ａ１，２ ＝－ １
２槡α

（２ｍ／ｃ２０－β）± （２ｍ／ｃ２０－β）
２－８α槡［ ］Ｋ

（２５１）
对于给定的ｃ０，α得两个值ａ１、ａ２ 使系统处于临界稳定状态，即保
持系统在稳定域边界上。如前面所指出，当ａ→０或ａ→－∞时，
没有能量从磨削过程提供给机床，因此，对这两种情况即使阻尼很
小系统也是稳定的。但是当ａ从－∞开始增大或从０开始减小
时，就有能量提供给机床。如果某一阻尼值不能消耗这个能量，颤
振就会产生。由机床提供的阻尼ｃ０ 是一固定的值，根据式（２
５１），ａ的两个值ａ１、ａ２ 正好保持机床在稳定性边界上。
如果ａ＞ａ１ 或ａ＜ａ２，切削过程提供的能量小于开始颤振所

需能量，系统是稳定的。但如果ａ１＞ａ＞ａ２，情况就相反，颤振就
产生了。当ｃ０＝ｃｍ 时，ａ１＝ａ２，系统始终是稳定的，故稳定条件判
据为

ａ＞ａ１ 或ａ＜ａ２ 时，系统稳定（无颤振）

ａ１ ＞ａ＞ａ２ 时，系统不稳定（有颤振｛ ）
（２５２）

·４２·
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上述结果可用图２６表示。

图２６　磨削稳定性判别图

若定义无量纲稳定性系数ｚ＝ａＫ／２，则方程式（２３９）变成

ｃω／ （－ｍω２＋ｋ）２＋（ｃω）［ ］２ ＝－Ｌ／Ｆ＝－１／ａ＝－Ｋ／２ｚ
（２５３）

由方程式（２５３）和式（２４１）可以解出

ω＝ ｋ／槡 ｍ １＋（２／ｋＫ）ｚ２／（ｚ２＋１［ ］槡 ） （２５４）

ｚ１，２ ＝ －１
２＋槡 ｋＫ

×

２ｍ
Ｋｃ２－ｋＫ－１±

２ｍ
Ｋｃ２－ｋＫ－（ ）１

２

－ｋＫ（２＋ｋＫ槡槡 ）

（２５５）
如果上式中内根号为零，则ｚ１＝ｚ２，导致无条件的（或速度独立的）
稳定性结果。若ｚ值在ｚ１ 和ｚ２ 之间，则系统是不稳定的。

２．３．４　稳定性规律的时、频一致性
考虑接触区的接触刚度，假设是一个线性弹簧接触，则接触区

的动态变形可以写成

ｘｃ＝ＫｃＦｄ （２５６）
式中，Ｋｃ为接触柔度。所以，磨削的接触关系为

·５２·
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ｘ１ ＝ｘ２＋ｘ３＋ｘ５－ＫｃＦｄ （２５７）
而Ｋｃ必须从方程式（２４１）右端减去，变为

（－ｍω２＋ｋ）／ （－ｍω２＋ｋ）２＋（ｃω）［ ］２ ＝－Ｋ／２－Ｋｃ
（２５８）

方程式（２５８）的右端可以写成：－Ｋ／２－Ｋｃ＝－ＫＨ／２ （２５９）
其中 Ｈ＝１＋２Ｋｃ／Ｋ （２６０）

Ｈ 是无量纲赫芝接触参数，那么如果接触变形是零，表示无限刚
性接触，Ｈ＝１。
通过这些修正，方程式（２４１）和式（２５３）可以写成

ｕ／（ｕ２＋ｖ２）＝－ＫＨ／２；ｕ＝－ｍω２＋ｋ （２６１）

ｖ／（ｕ２＋ｖ２）＝－Ｋ／２ｚ；ｖ＝ｃω （２６２）
通过方程式（２６１）、式（２６２）可以解出ω和ｚ

ω＝ ｋ／槡 ｍ １＋（２／ｋＫ）Ｈｚ２／（Ｈ２ｚ２＋［ ］槡 １ （２６３）

ｚ１，２ ＝－ ２Ｈ３＋ｋＫＨ［ ］４ －１／２×

２ｍ
Ｋｃ２－ｋＫＨ

２－（ ）Ｈ ± ２ｍ
Ｋｃ２－ｋＫＨ

２－（ ）Ｈ
２

－ｋＫ（２Ｈ３ｋＫＨ４槡［ ］）
１／２

（２６４）

ｚ的值在ｚ１ 和ｚ２ 之间是不稳定的。
下面对稳定性时域分析所得结果与频域法进行比较。
前面基础模型（频域法）已经给出了绝对稳定性条件

Ｒｅｍ／ｋｍ ＝ （１／２ｋｗ＋１／２ｋｓ＋１／ｋｃ）
按照上面所给名词术语，方程右边是ＫＨ／２，左边Ｒｅｍ／ｋｍ 是机床
结构传递函数Ｇｍ（ｓ）／ｋｍ 的最小负实部，设机床传递函数可表示
为

Ｇｍ（ｓ）／ｋｍ ＝ （ｍｓ２＋ｃｓ＋ｋ）－１

由此可计算出 Ｒｅｍ／ｋｍ＝ ２ｃ ｋ／槡 ｍ＋ｃ２／［ ］ｍ －１，所以频域法稳定

性条件演变为

·６２·
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ＫＨ／２＝ ２ｃ ｋ／槡 ｍ＋ｃ２／［ ］ｍ －１ （２６５）

　　按照方程式（２５５），绝对稳定性出现在当方程式（２６４）中ｚ１
＝ｚ２ 时，这一条件等价于方程式（２６４）中根式为０。可以方便地
证明：如果令方程式（２６４）中根式内为０，即得到方程式（２６５）。
所以由频域分析和时域分析而导出的稳定性规律是相同的。
以上分析表明：两种方法从不同侧面反映了磨削系统的稳定

性情况，各有特点。由频域法所获得稳定性判据一般反映了系统
的无条件稳定性；而时域法可以得到系统的条件稳定性判据，即系
统的稳定域直接与砂轮和工件的速度有关。

２．４　再生型磨削颤振

在第一章中，按颤振形成机理将切削颤振分为再生型、振型耦
合型和摩擦型三种颤振形式。对于磨削加工，主要体现为再生型
颤振，这在以上频域法及时域法建模与分析中均得到体现。磨削
中的再生效应是指砂轮或（和）工件表面上一转留下的振纹对瞬时
磨削力的影响，进而形成磨削颤振。下面对再生型磨削颤振机理
进一步加以研究。

２．４．１　砂轮表面再生型磨削颤振

Ｒ．Ｈａｈｎ早在１９５９就声明了他通过实验在砂轮表面上所观
察到的再生效应：如果使用软砂轮，则会在外圆上出现多角形磨
耗；如果使用硬砂轮，则会在外圆上生成大体上等间隔的堵塞条
纹。这种现象的发展则会导致颤振，此即“砂轮表面再生效应”。
砂轮表面再生效应是由于相当复杂的混合机理引起的振动。

砂轮的动态不平衡、砂轮的磨耗与修整条件、磨削条件以及机床结
构的动态特性均会给这种振动的发生与振幅的加大施以综合的影

响。在外圆磨削中，这种振动会在工件表面造成密集的直线条纹。
这种条纹往往成为塞规、工具心轴等配合面以及冷压轧辊等精密
加工不合格的原因。随着磨削时间的增长，在砂轮表面上逐渐形

·７２·
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成间隔大致相等的不均匀磨耗，与此相伴的是振幅增大，已加工表
面恶化，而且会发生颤振噪声。在磨削工序中此问题有时会成为
一个严重的问题。
对于砂轮表面，假设修整时未发生振动，因此开始使用的砂轮

表面无起伏，此时砂轮表面再生效应的复映系数εｇ 为零。如果某
一特定频率的振动持续发生，砂轮表面的某些特定区域由于和工
件表面反复地强力接触，那些区域的磨粒将发生磨耗（ｗｅａｒ）、破
碎（ｆｒａｃｔｕｒｅ）、堵塞（ｌｏａｄｉｎｇ）或脱落（ｒｅｌｅａｓｉｎｇ），局部的损伤逐渐
发展，因此，在砂轮表面逐渐形成大体上等间隔的磨耗带，复映系
数εｇ增大。损伤部分与无损伤部分相邻接，并交替出现，遍及整
个砂轮外圆表面，从而形成砂轮表面的再生效应。砂轮表面再生
效应的复映系数εｇ对于刚刚重新修整的砂轮来说为零，如果在一
定频率上的振动持续下去，则砂轮表面形状的周期不均匀性将会
发展起来，从而开始具有一定的值，于是同一频率的磨削力增大，
振动得以持续与扩大。
在磨削过程基础模型中，只考虑砂轮表面的再生效应，就可以

得到砂轮再生型颤振磨削系统的数学模型。由式（２１７）可以得到
该系统的特征方程

－ １
ｋｇ（１－ｅ－Ｔｇｓ）

＝Ｇｍ
（ｓ）
ｋｍ ＋１ｋｃ

（２６６）

拉普拉斯算子ｓ＝σ＋ｊω，这里定义砂轮再生颤振增长率为ρ＝
Ｔｇ·σ／２π，代入上式并整理得

－ １
１－ｅ－２πρｅ－ｊωＴｇ

＝ｋｇＧｍ
（ｓ）

ｋｍ ＋ｋｇｋｃ ＝ｐ
（ｘ＋ｊｙ）＋ｑ（２６７）

式中，ｐ＝
ｋｇ
ｋｍ
；ｑ＝
ｋｇ
ｋｃ
；Ｇｍ（ｓ）＝ｘ＋ｊｙ。将式（２６７）分解成实虚部形

式，并令等式两边实虚部分别相等，进而解联立方程可得

ρ＝－
１
４π
ｌｎ１
ｐ２
１＋ １＋２（ｐｘ＋ｑ）
ｐ２ｙ２＋（ｐｘ＋ｑ）［ ］２ （２６８）
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上式即为砂轮再生颤振增长率ρ的求解公式，下面分析ρ的物理
意义。
在假定磨削系统为单自由度振动系统的情况下，由振动理论

可知，磨削振动的幅值仅与振动方程的拉氏算子的实部有关，即有

Ａ（ｔ）＝Ａ０ｅσｔ （２６９）
其中，Ａ（ｔ）为ｔ时刻的振幅；Ａ０ 为初始（ｔ＝０）时刻的振幅。
由方程式（２６９）可以写出第ｎ转（ｔｎ 时刻）及第ｎ＋１转（ｔｎ＋１

时刻）磨削的振幅为Ａｎ＝Ａ０ｅσｔｎ和Ａｎ＋１＝Ａ０ｅσｔｎ＋１，相邻两转磨削
振幅相除并注意到ｔｎ＋１－ｔｎ＝Ｔｇ，可得Ａｎ＋１／Ａｎ＝ｅσ（ｔｎ＋１－ｔｎ）＝ｅσＴｇ

＝ｅ２πρ，故

ρ＝
１
２π
ｌｎ（Ａｎ＋１－Ａｎ） （２７０）

由式（６７０）可知，颤振增长率的物理意义就是单位弧长上砂轮相
邻两转振幅的对数变化率。
当ρ＜０时，振幅衰减，系统稳定；
当ρ＝０时，系统为稳幅振动，系统处于临界状态；
当ρ＞０时，振幅逐渐增大，系统处于不稳定状态。
所以颤振增长率ρ是描述磨削过程从稳态到失稳全过程的重

要评价参数。ρ（ρ＞０）越小，表明振幅增长越缓慢，砂轮修整时间
间隔就可延长；反之ρ越大，振幅增长急剧，将缩短砂轮修整时间
间隔。

２．４．２　工件表面再生型磨削颤振
磨削前工件表面的波纹以及磨削中振动的幅值不同程度残留

在工件表面上，而且在表面上前一转所复映的起伏波纹，在下一转
磨削中其幅值将不同程度地被改变（用复映系数εｗ 体现）。工件
表面残留的起伏量所造成的变动效应称为工件再生效应。通常砂
轮的半径很大，由几何学的包络线所描述的工件再生的复映系数

εｗ 是很小的，这种效果称为砂轮表面的几何滤波［７］。当工件的速

·９２·
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度低于某一临界速度时，工件表面生成的起伏值将小于砂轮和工
件间的相对振动的两倍。此临界速度ｖｃ由下式给出

ｖｃ＝ ＲｗＲｇ
Ｒｗ＋Ｒｇ槡 ｙ２πｆ （２７１）

其中，Ｒｗ、Ｒｇ为工件与砂轮半径；ｙ为振动幅值；ｆ为振动频率。
在外圆切入磨削的情况下，工件再生效应的复映系数εｗ 在一

般切削条件下比较小，因此很少发生由于这一效应而产生工件再
生型振动的情况。另一方面，工件再生颤振一般出现在磨削开始
阶段，而砂轮再生颤振通常出现在经过较长磨削时间以后。因此，
在实际磨削过程中，可以很容易地区别前者和后者。后者可以通
过合理地选取和修整砂轮加以抑制，而切入磨削中的工件再生颤
振的分析，在实际过程中则比较麻烦。下面将从磨削力的动态构
成入手对此进行理论研究。
切入磨削中的磨削力及其特性对工件表面再生型磨削颤振具

有重要影响。这里将“动态磨削力”定义为“振动中与砂轮、工件之
间瞬时切入速度成正比的磨削力”。
这里基于单位磨削能（磨削比能）为常数的假设，推导动态磨

削力。为简单起见我们考虑一个平面磨削模型，如图２７所示。
磨削深度在时间ｄｔ内以相同的速度由ｕ０ 变到ｕ０＋ｄｕ。在ｄｔ内
磨削断面积总量Ｓ由下式给出

Ｓ＝ ｕ０＋１２ｄ（ ）ｕｖｗｄｔ＋ ２Ｒｇｕ０ｄ槡 ｕ （２７２）

式中，ｖｗ 为工件速度；Ｒｇ为砂轮半径。
假设工件材料的磨削比能γ为常数，ｄｔ时间内去除体积为

ＢｗＳ所需的能量Ｅ１ 为

Ｅ１ ＝γＢｗ ｕ０＋１２ｄ（ ）ｕｖｗｄｔ＋ ２Ｒｇｕ槡 ０ｄ｛ ｝ｕ （２７３）

式中，Ｂｗ 为磨削宽度。

·０３·
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图２７　动态磨削示意图

砂轮磨削耗能Ｅ２ 可以写成下面形式

Ｅ２ ＝Ｆｔ（ｖｇ＋ｖｗ）ｄｔ （２７４）
这里，Ｆｔ为切向磨削力，ｖｇ 为砂轮圆周速度。如果砂轮耗能全部
用于去除工件材料，则能量Ｅ１ 等于Ｅ２，而导出切向力Ｆｔ如下

Ｆｔ＝γＢｗ ｕ０＋１２ｄ（ ）ｕ Ｋｖ

１＋Ｋｖ＋
２Ｒｇｕ槡 ０

ｖｇ（１＋Ｋｖ）
ｄｕ
ｄ｛ ｝ｔ （２７５）

这里Ｋｖ是速度比（ｖｗ／ｖｇ）。

方程式（２７５）中的 ｕ０＋１２ｄ（ ）ｕ 项是平均瞬时磨削深度。所
以瞬时磨削力由两种磨削力之和来定义，一种与瞬时深度成正比，
另一种与切入速度成正比。前者称静态磨削力，后者称动态磨削
力。
在以上论述中仅考虑切向力，总的磨削力同样可以写成与方

程式（２７５）相同的形式。因此，磨削力可以用静态磨削刚度ｋｓ和
动态磨削刚度ｋｄ来表达。前者为与瞬时磨削深度成正比的静态
力系数；后者为与瞬时切入速度成正比的动态磨削力系数。它们

·１３·
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表达为：

ｋｓ＝ψＢｗ
Ｋｖ

１＋Ｋｖ
（２７６）

ｋｄ＝ψＢｗ
２Ｒｇｕ槡 ０

ｖｇ（１＋Ｋｖ）
＝ｋｓ ２Ｒｇｕ槡 ０

ｖｗ
（２７７）

这里ψ为材料常数。它与磨削比能具有相同的量纲形式，为简单
起见，称之为磨削比能。
方程式（２７６）、式（２７７）是以平面磨削导出的，对于外圆切入

磨削则有

ｋｄ＝ｋｓ １ｖｗ
Ｕ０
１
ｄｇ
＋μｄ槡 ｗ

（２７８）

其中，ｄｇ、ｄｗ 分别为砂轮和工件的直径。
在此假定，外圆切入磨削振动模式是在与磨削速度正交（垂

直）的方向上。图２７表示砂轮以常值速度切入工件表面时的动
态磨削模型。在这种情况下，瞬时磨削力由两部分组成，即静态磨
削力和动态磨削力。其中若考虑砂轮没有振动切入工件，瞬时磨
削力仅由一部分组成，即静态磨削力（方程式（２７５）右边第一项），
它与瞬时磨削深度成正比。瞬时磨削深度为工件表面的波动量、
砂轮与工件之间的相对位移量、名义磨削深度之和，即说明静态磨
削力将受到工件表面再生效应的影响。而第二项则不依赖于工件
表面的波动，只取决于砂轮工件之间的相对切入速度。因此可以
认为：动态磨削力不受工件再生作用的影响。

２．５　扭转振动对磨削颤振的影响

２．５．１　问题的提出

在磨削颤振机理以及建模分析方面，前人的研究工作通常忽
略了一种潜在重要的影响，即工件和（或）砂轮的扭转振动的存在。

·２３·
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当颤振出现时，存在一个变动的力，使得在工件或（和）砂轮上产生
一个变动的力矩。而磨削中的磨削力矩既随工件速度变化又随砂
轮速度变化。
在无振动条件下，如果忽略滑擦和犁耕，磨削力由下式给

出［７３］

Ｐｔ＝ｕｃｈｖｗδｂｖｇ
　　Ｐｎ＝ｋ１Ｐｔ （２７９）

其中，Ｐｔ是切向力分量；Ｐｎ是法向力分量；ｖｗ 是工件的表面速度；

ｖｇ是砂轮的表面速度；δ是工件待磨除材料的深度；ｂ是砂轮的切
削宽度，ｕｃｈ称磨屑形成比能。显然磨削力将随速度而变化，这意
味着扭转振动会引起磨削力的改变。
如果考虑磨削力随时间的变化，并取ｕｃｈ和ｂ为常量，则对Ｐｔ

求导可得

ｄＰｔ
ｄｔ ＝ｕｃｈｂ

ｖｗ
ｖｇ
ｄδ
ｄｔ＋

δ
ｖｇ
ｄｖｗ
ｄｔ －

δｖｗ
ｖ２ｇ
ｄｖｇ
ｄ（ ）ｔ （２８０）

　　若不考虑扭转因素，表面速度可以看做常量，则方程变为以下
形式

ｄＰｔ
ｄｔ ＝

ｕｃｈｂｖｗ
ｖｇ

ｄδ
ｄｔ＝λ

ｄδ
ｄｔ

（２８１）

此时磨削力的变动与磨削深度的变化成正比。
然而方程式（２８０）表明，存在其他可能变化项，特别是其中之

一为负，它可能对稳定性不利。由文献［７９，８５］进一步可知，在许
多转动系统中，扭转振动中存在的阻尼相对较小。因此，磨削中就
存在扭转振动引起磨削力变化的可能性。在小阻尼条件下，这可
能引起扭转振动的幅值导致速度较大的波动。考察方程式（２
７９），显然，该方程不能适用于所有振动条件。可以设想砂轮具有
一定频率和幅值进行扭转振动，ｖｇ 的值将产生变化，甚至可能出
现负值，这将意味着存在ｖｇ 值为零的时刻，如果使用方程式（２

·３３·
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７９），则包含无穷大的磨削力，这将严重影响磨削过程的稳定性。

２．５．２　时域建模与分析
建立模型考虑三种单自由度振动模式：工件与砂轮间的相对

直线位移引起的横向振动；工件及装夹系统扭转振动；砂轮和主轴
系统扭转振动。假设两种扭转响应和横向响应除通过磨削过程外
不发生耦合，并假定砂轮与工件之间的接触为线接触，磨削力取决
于接触线上的工件切屑厚度。
为获得工件与砂轮当前形貌的信息，分别在工件和砂轮上作

等距径向线（因为工件和砂轮有不同的旋转速度，这种径向线的数
目在工件和砂轮上是不同的）。图２８所示为工件和砂轮上两个
邻接的径向线。以与中心相连方向上的这些线确定将要磨削的
点。两线之间的时间间隔对工件和砂轮是相同的，将其定义为

ｄｔ。

图２８　工件和砂轮上径向线的定义

磨削过程中，对于每一径向线，相应地有一去除参数。对工
件设为Ｒｗｌ［ｐ］；对砂轮设为Ｒｇｌ［ｐ］。参数ｐ确定哪一径向线处于
磨削状态（ｐ＝１，２，３…）。
应用方程式（２７９），磨削力值由下式给出

Ｆ＝ｕｃｈｖｗδｂｖｇ
＝λδｂ

·４３·
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对于工件，可以写成 Ｆ＝λｗｂδｗ （２８２）
其中，λｗ 为常数，通常称为切削力系数；δｗ 为工件上的瞬时切深；ｂ
为砂轮的切削宽度。
类似地，砂轮上大小相等、方向相反的力为

Ｆ＝λｇｂδｇ （２８３）
从式（２８２）、式（２８３）中消去Ｆ，得

δｇ＝δｗλｗ／λｇ （２８４）

　　为使从工件和砂轮上去除材料定量化，引入磨削比［８４］

Ｇｒ＝
由工件上去除的体积
由砂轮上去除的体积 ＝

δｗ×ｎｗ×２πＲｗ０
δＧ×ｎＧ×２πＲｇ０

式中，ｎｗ 和ｎＧ 为转速；Ｒｗ０为工件初始半径；Ｒｇ０为砂轮初始半径。
将上式代入式（２８４），并整理得

λＧ ＝λｗＧｒＲｇ０ｎｇ／（Ｒｗ０ｎｗ）

　　对于横向振动，切入量为ｘ０（ｘ０＝ｘ０＋ｆｄｔ），作为机床动态特
性的输入。如果考虑以单自由度系统来表示，则砂轮相对工件的
实际运动可表示为

ｍｘ
··
＝ｃ（ｘ

·
－ｆ）＋ｋ（ｘ－ｘ０）＝－Ｆｃｏｓα （２８５）

式中，ｍ、ｃ、ｋ分别为模态的质量、阻尼和刚度；ｆ为切入速度；α为
合成力与中心连线间的夹角，横向模态振动方向为沿连接砂轮、工
件两中心的直线方向。
考虑磨削过程某时刻各变量之间的连接关系，则有

Ｒｗ０－Ｒｗｌｌ－δｗ＋Ｒｇ０－Ｒｇｌｌ－δｇ＋ｘ＝Ｒｗ０＋Ｒｇ０
这里引入了两个新的变量Ｒｗｌｌ和Ｒｇｌｌ，它们分别为一圈以前在两个
径向线上半径去除值。
将上面的关系式代入方程式（２８４），整理得

δｗ ＝ （ｘ－Ｒｗｌｌ－Ｒｇｌｌ）／（１＋λｗ／λｇ）
然后由方程式（２８４）求出δｇ，进而根据式（２８２）或式（２８３）求出

Ｆ值，并用方程式（２８５）对下一个时间增量ｄｔ算出ｘ 和ｖ的值
·５３·
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（四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法）。
如果考虑工件及驱动装置的扭转，则效果为存在一个由力Ｆ

而产生的扭矩，其大小为

Ｔｗ ＝ＦＲｗ０ｓｉｎα
该扭矩将引起工件转速（工件表面速度）的改变，进而影响力Ｆ。
考虑这一变化，对其修正如下

Ｆ＝ Ｆｎｗ
ｎｗ＋θ

·

ｗ
６０
２（ ）π

其中，θ
·

ｗ 为由扭矩引起的角速度的变化，ｒａｄ／ｓ。
扭转模态考虑为单自由度系统，所以

Ｉｗθ
··

ｗ＋ｃｗθ
·

ｗ＋ｋｗθ＝－Ｔｗ （２８６）

　　方程式（２８６）用于确定下一个时间增量ｄｔ内θｗ 和θ
·

ｗ 的值

（四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法），且Ｔｗ 的值在同一时间间隔ｄｔ内取为常
数。
如果考虑砂轮及驱动装置的扭转，则效果为存在一个由力Ｆ

而产生的扭矩，其大小为

Ｔｇ＝ＦＲｇ０ｓｉｎα
该扭矩将引起砂轮转速（砂轮表面速度）的改变，进而影响力Ｆ。
考虑这一变化，再次修正该力（仍包含工件速度的影响）

Ｆ＝Ｆ ｎｇ
ｎｇ＋θ

·

ｇ
６０
２（ ）πｎｗ

ｎｗ＋θ
·

ｗ
６０
２（ ）π

其中，θ
·

ｇ为由扭矩引起的角速度的变化。
扭转模态考虑为单自由度系统，所以

Ｉｇθ
··

Ｇ＋ｃｇθ
·

ｇ＋ｋｇθｇ＝－Ｔｇ （２８７）

　　方程式（２８７）用于确定下一时间增量ｄｔ内θｇ 和θ
·

ｇ 的值（四
阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法），且Ｔｇ的值在同一时间间隔ｄｔ内视为常数。

·６３·
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以上述所建立的时域模型为基础，可以通过给定有关参数进
行仿真，以观察工件与砂轮的表面磨削形貌的动态变化以及考虑
扭转效应后对它的影响。

２．６　本章小结

本章在分析磨削过程颤振特点的基础上，就典型的外圆切入
式磨削，对其动态磨削过程进行建模与理论分析，并进一步深入研
究了磨削过程稳定性及磨削颤振机理。

（１）通过建立磨削过程基础模型（频域模型），研究磨削过程
系统的传递函数及其特征方程，对磨削过程系统稳定性进行了深
入分析，指出：① 系统的特征方程的根确定系统的状态。可以采
用其根的实部σ作为磨削颤振的增长系数来表征系统的状态。②
磨削过程稳定性主要受ｋｃ、ｋｇ、ｋｗ 的影响，砂轮与工件的接触刚度

ｋｃ对系统稳定性的影响最大。颤振增长系数σ是接触刚度ｋｃ 的
增函数；减小ｋｃ则σ降低，系统的稳定性增加。

（２）通过建立外圆切入磨削时域模型，得到以砂轮的磨耗柔
度和工件的磨削柔度以及砂轮和工件表面的波瓣高度表征的磨削

系统的稳态响应。在此基础上，讨论了磨削的无条件稳定性和条
件稳定性。定义参数ａ＝Ｆ／Ｌ为稳定性指数，给出稳定性判据：当

ａ趋于零或负无穷时，维持系统稳定所需的阻尼也趋于零。在这
两个数值之间必有一个ａ值使ｃ达到最大，此时的阻尼值称为维
持无条件稳定的最小阻尼值ｃｍ。如果系统实际阻尼ｃ０＞ｃｍ则系
统始终是稳定的；如果ｃ０＜ｃｍ，则系统处于条件稳定状态，即在特
定的砂轮和工件速度下颤振就会发生。与阻尼ｃ０ 所对应的保持
系统在稳定性边界上的两个ａ值为ａ１、ａ２，相应的稳定性判据为

ａ＞ａ１ 或ａ＜ａ２ 时，系统稳定（无颤振）

ａ１ ＞ａ＞ａ２ 时，系统不稳定（有颤振｛ ）

　　（３）通过定义无量纲稳定性系数，推导出相应的稳定性判据。
·７３·
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在此基础上证明了稳定性规律的时、频一致性：稳定性分析的时域
法和频域法从不同侧面反映了磨削系统的稳定性情况。由频域法
所获得稳定性判据一般反映了系统的无条件稳定性；而时域法可
以得到系统的条件稳定性判据，即系统的稳定域直接与砂轮和工
件的速度有关。

（４）对再生型磨削颤振（砂轮表面再生型和工件表面再生型）
进行了深入的研究。
在磨削过程基础模型中，只考虑砂轮表面的再生效应，得到砂

轮再生型颤振磨削系统的数学模型。研究其特征方程，定义砂轮

再生颤振增长率为ρ＝Ｔｇ
σ
２π
，并推导出ρ的的求解公式。颤振增

长率的物理意义就是单位弧长上砂轮相邻两转振幅的对数变化

率。当ρ＜０时，表明振幅衰减、系统稳定；当ρ＝０时，表明系统为
稳幅振动、系统处于临界状态；当ρ＞０时，表明振幅逐渐增大，系
统处于不稳定状态。
切入磨削中的磨削力及其特性对工件表面再生型磨削颤振具

有重要影响。基于磨削比能为常数的假设，推导出磨削力的表达
式由两部分组成，即静态和动态磨削力。静态磨削力与瞬时磨削
深度（工件表面的波动量、砂轮与工件之间的相对位移量、名义磨
削深度之和）成正比，说明静态磨削力将受到工件表面再生效应的
影响。动态磨削力，只取决于砂轮工件之间的相对切入速度，不依
赖于工件表面的波动。因此动态磨削力不受工件表面再生作用的
影响。

（５）考虑磨削力将随工件和砂轮速度而变化，则工件或（和）
砂轮的扭转振动将会引起磨削力的改变，进而对磨削颤振产生影
响。基于此，建立了用于仿真的、包含有三种振动模式（工件与砂
轮间的相对直线位移引起的横向振动；工件及装夹系统扭转振动；
砂轮及主轴系统扭转振动）的时域动态模型。

·８３·
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３　磨削振动与磨削表面波纹度实验研究

上一章对磨削过程动态模型与磨削颤振机理进行了系统研

究。本章首先对强迫振动与磨削表面波纹进行理论分析，然后在
实验的基础上，一方面对上一章的一些结果进行验证，另一方面进
一步研究磨削颤振的频域特征以及由于工件与砂轮之间相对振动

而造成的工件表面形貌误差———磨削表面波纹度。

３．１　强迫振动与磨削表面波纹理论分析

在磨削过程中，砂轮不平衡将引起强迫振动，对磨削效率、磨
削质量等都有较大影响。这里主要讨论砂轮不平衡量对磨削表面
波纹度影响。
在不计主轴摆动的情况下，外圆磨床工艺系统的动力学模型

可简化为如图３１所示。图中，ｋ１ 为砂轮主轴及支撑系统的等效
刚度；ｋ２ 为工件及支撑系统的等效刚度；ｃ１、ｃ２ 为上述系统的等效
阻尼；ｍ１、ｍ２ 分别为砂轮和工件质量；ｋｇ 为磨削刚度；ｋｃ为接触刚
度；ｘ１ 为砂轮中心的绝对位移；ｘ２ 为工件轴线的绝对位移；ｘ１′为
砂轮表面的绝对位移；Ｆ为砂轮不平衡量引起的强迫振动力。
其运动微分方程为

ｍ１ｘ··１＋ｃ１ｘ··１＋（ｋ＋ｋ１）ｘ１＋ｋｘ２ ＝Ｆ

ｍ２ｘ··２＋ｃ２ｘ··２＋（ｋ＋ｋ２）ｘ２＋ｋｘ１ ＝烅
烄

烆 ０
（３１）

式中，ｋ＝ｋｃ·ｋｇ／（ｋｃ＋ｋｇ）；Ｆ＝Ｕω２１ｃｏｓωｔ；Ｕ 为砂轮不平衡量；ω１
为砂轮旋转角速度。
砂轮表面和工件表面之间的振动关系为

Δｘ（ｔ）＝ｘ１′（ｔ）－ｘ２（ｔ）＝ΔＸｃｏｓωｔ （３２）

·９３·
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图３１　工艺系统的动力学模型

不计阻尼项的影响，可由方程式（３１）解得

ΔＸ＝ Ｕω２（ｋ２－ｍ２ω２）
ｍ１ｍ２（ω２ａ１－ω２１）（ω２ａ２－ω２２）（１＋ｋｇ／ｋｃ）

（３３）

式中，ω２ 为工件旋转角速度，ωａ１、ωａ２分别为砂轮系统及工件系统
的固有频率。将（３３）代入（３２）得

Δｘ（ｔ）＝ Ｕω２（ｋ２－ｍ２ω２）ｃｏｓωｔ
ｍ１ｍ２（ω２ａ１－ω２１）（ω２ａ２－ω２２）（１＋ｋｇ／ｋｃ）

（３４）

式中，ωａ１＝槡２２
ｋ１＋ｋ
ｍ１

＋ｋ２＋ｋｍ２
－ ｋ＋ｋ２

ｍ２ －
ｋ＋ｋ１
ｍ（ ）１

２

＋ ４ｋ
２
２

ｍ１ｍ［ ］２
１／

｛ ｝
２ １／２

　　ωａ２＝槡２２
ｋ１＋ｋ
ｍ１

＋ｋ２＋ｋｍ２
＋ ｋ＋ｋ２

ｍ２ －
ｋ＋ｋ１
ｍ（ ）１

２

＋ ４ｋ
２
２

ｍ１ｍ［ ］２
１／

｛ ｝
２ １／２

由于砂轮与工件表面之间发生了相对位移Δｘ（ｔ），因此，磨削
·０４·
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深度也发生变化，其大小为

ａｐ（ｔ）＝ａｐ＋Δｘ（ｔ） （３５）
式中，ａｐ为给定磨削深度。
由方程式（３４）可知，砂轮表面和工件表面的相对振动为简谐

振动，其周期Ｔ＝２π／ω。这一振动必然在加工表面上留下波纹。
加工后，工件表面由于砂轮不平衡量引起的波纹个数Ｚ为

Ｚ＝ｎ１／ｎ２ （３６）
式中，ｎ１ 为砂轮转速；ｎ２ 为工件转速。

３．２　实验条件与实验系统

实验主要是为了研究在切入式磨削过程中，颤振的产生和发
展情况。磨削颤振实验条件如下：
磨床：Ｍ１４３２ 型万能外圆磨床，砂轮采用 Ｐ４００×５０×

１２７ＷＡ６０Ｌ５Ｖ３５；
工件：材料为４５钢，经淬火处理硬度ＨＲＣ４５～５０，宽度为３５

ｍｍ，直径为１００ｍｍ，装夹在轴向位置可调的芯棒上，支撑在磨床
前后两顶尖之间；
工艺参数：砂轮转速为１４５０ｒ／ｍｉｎ，工件转速为５５ｒ／ｍｉｎ，

进给速度为１５μｍ／ｓ，
砂轮修整参数：单颗粒金刚石修整器，修整深度为０．０２ｍｍ，

导程为２．５ｍｍ／ｓ；
磨削方式：采用切入式磨削方式，水基冷却液，试验不进行光

磨，进给量达到一定值（即磨削到达一定时间），砂轮便快速退回以
保留工件表面形貌。
实验系统框图如图３２所示。
实验过程中，通过人工监视示波器上的振动信号，决定起振

时刻，同时开始记录信号和记时。对所记录的信号用动态信号分
析仪对其作时域及频谱分析，对所得到的工件磨削表面用圆度仪

·１４·
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测量其形貌。

３．３　实验结果与分析

图３３、图３４、图３５、图３６分别为起振前、颤振初期、颤振中
期和颤振末期振动信号的时域波形与频谱图。

图３３　起振前振动信号的时域波形与频谱图

图３４　颤振初期振动信号的时域波形与频谱图

·３４·
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图３５　颤振中期振动信号的时域波形与频谱图

图３６　颤振末期振动信号的时域波形与频谱图

·４４·
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说明：磨削颤振受到许多因素的影响，如砂轮和工件的转速，
进给速度，工艺系统的刚度，机床的动态特性，砂轮和工件的材料、
硬度、表面情况，砂轮修整条件等。这些因素中，有些在磨削过程
中实际上是不断变化的，所引起的作用就像一种随机干扰，故不可
能保持各次磨削过程都是在完全一致的条件下进行。为了提高试
验结果的可靠性，一方面要进行多次试验，以便观察其平均效应，
消除随机因素的影响，另一方面要尽量保证在相同的条件下进行
各次磨削试验。本实验在相同的磨削条件下进行了四次，图３３
～图３６所示为其中一次（实验３）所得结果。
由图３３～图３６可见：
（１）颤振发生后，时域波形明显为幅值调制形成的拍波，拍波

周期为砂轮的每转回转时间（６０／１４５０＝４１ｍｓ）。
（２）频谱图出现因幅值调制造成的等间隔分布的谱线，即边

带，而且间隔频率等于砂轮回转频率（砂轮回转频率为１４５０／６０＝
２４．２Ｈｚ）。

（３）颤振频率不是单一的，即颤振呈现多频性，并且优势频率
具有前移现象，各阶段优势频率值如表３１。

表３１ 颤振优势频率及其变化

颤振阶段 颤振初期 颤振中期 颤振末期

优势频率

ｆ１，ｆ２…／Ｈｚ
１０３１，２１６３… ９５６，１８９４… ８１９，１７６３…

（４）随着磨削时间的增长，磨削颤振逐渐增强（见图３７）。
根据图３７所示颤振发展过程，在初期阶段可以认为是以工

件再生效应为主；在中期阶段可以认为是由工件再生效应向砂轮
再生效应过渡；在末期接段则可以认为砂轮再生效应为主。经过
颤振末期阶段，砂轮达到其耐用度的终点，需要修整。

·５４·

３　磨削振动与磨削表面波纹度实验研究



图３７　磨削颤振时域发展

图３８为磨削振动实验所得到的工件表面形貌。

图３８　实验所得磨削表面形貌

从图３８中可以观察到，在整个工件圆周具有明显的由砂轮
旋转造成的表面形貌波动，与砂轮—工件转速比为１４５０∶５５＝
２６．４∶１相对应，它反映了系统的强迫振动（多为砂轮的不平衡引
起）所导致的低频磨削表面波纹。另一方面，图中还可以观察到由
于颤振所导致的高频磨削表面波纹。

·６４·
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将实验中所测磨削振动信号与磨削工件表面波纹信号作对比

可以发现：从本质上讲两者是相联系的，工件表面波纹是砂轮相对
工件的振动在工件表面上的反映结果。只是两者各自所能提供的
有效信息量不同。

３．３．１　关于颤振信号的多频性和频率前移分析
由表３１中可知，磨削高频颤振具有多频性，并且随着磨削过

程的进行，出现频率前移变化现象。
文献［８６］试验得出了 Ｍ１４３２型万能外圆磨床在加工状态下的

模态频率，如表３２所示。与表３１对照分析可见，颤振优势频率
的发展一般趋向某阶模态频率的倍数。如８１９／２７５．０５＝３（６阶固
有频率的３倍）；１７６３／２２１．１１＝８（４阶固有频率的８倍）。

表３２ Ｍ１４３２Ａ型万能外圆磨床模态频率

模态 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７

频率／Ｈｚ ６７．５６ １０２．４４ １８４．０８ ２２１．１１ ２５５．０１ ２７５．０５ ３０５．６０

颤振频率会随磨削时间而变化，这是在实验中发现的砂轮表
面再生型振动中又一特征。这种振动频率的变化，是由于磨削过
程中砂轮表面的有效刚度作为一种新的弹性要素，附加到砂轮与
工件之间，使得结构的固有频率升高。而此有效刚度又随磨削条
件以及修整情况和磨耗状态而发生变化，因而使得振动频率发生
变化。
砂轮表面的有效刚度Ｋｇｗ由磨粒的两部分作用产生：作为切

削刃进行切削的作用，以及与工件表面接触，仅仅进行滑擦的作
用。在图３９中，虽然以砂轮表面的两类磨粒来分别表示以上两
种作用，但实际上这两种作用多存在于一个磨粒上。前者作为切
削刃，具有切削刚度Ｋｇ，又如图（ｂ）所示，磨粒自身具有与砂轮的
结合刚度Ｋｃ，由于是串联，可知相对于工件表面的实际刚度比Ｋｇ

·７４·

３　磨削振动与磨削表面波纹度实验研究



图３９　砂轮表面对工件表面的作用机制

要小。由于滑擦引起的弹簧刚度Ｋｂ具有随磨削力Ｆ的静态成分
增大而增大的非线性特征。Ｆ通过结构动柔度而与静弹性变形量
成比例。
由于Ｋｂ与切削刃的刚性是并联的，因此，两者合成的砂轮表

面的有效刚度Ｋｇｗ可以由下式表示

Ｋｇｗ ＝
Ｋｇ·Ｋｃ
Ｋｇ＋Ｋｃ

＋Ｋｂ （３７）

　　上述有效刚度的作用，会在一定的程度上改变结构的固有频
率。砂轮表面上ｉ点与工件表面上的ｊ点两点之间附加上砂轮表
面的有效刚度Ｋｇｗ后，所引起的固有频率的相对变化率与模态柔
度成正比，可用下式表示［７］

ｄｚｎ
ｚｎ ＝

ｆｎｒ（ｉ，ｊ）
２ Ｋｇｗ （３８）

·８４·
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式中，ｚｎ、ｆｎｒ分别为模态频率和模态柔度。可以通过试验测定模
态柔度，以显示砂轮、工件间由于附加砂轮表面的有效刚度而导致
的结构固有振动频率变化的敏感性。
随着磨削过程的进行与磨削颤振的发展，此有效刚度的影响

将相对减弱，从而表现为颤振频率前移。

３．３．２　关于振动信号的调制现象分析
实验发现磨削颤振有明显的调制现象，调制产生的边带十分

显著，集中了相当的能量，可以认为这种调制现象是产生颤振的又
一个相当重要的原因。在磨削过程中，砂轮、工件等一些回转件，
由于存在不平衡，会产生强迫振动，这些振动的频率取决于它们的
转速。对磨削自激振动起主要调制作用的有砂轮强迫振动ｘ１（ｔ）

＝Ａ１ｃｏｓ２πｆ１ｔ，和工件电机引起的强迫振动ｘ２（ｔ）＝Ａ２ｃｏｓ２πｆ２ｔ。
对于工件本身，由于其转速较低，因此由于工件不平衡引起的强迫
振动不明显。
假设磨床自激振动的频率为ｆｃ，可以粗略认为，其主要振动

分量是ｘ（ｔ）＝Ａｓｉｎ（２πｆｃｔ＋φ）。根据调制理论，当调制函数为

ｘ１（ｔ）、ｘ２（ｔ）时，振幅调制可表示为

Ｙ（ｔ）＝Ａ １＋ｍ１ｃｏｓ２πｆ１ｔ＋ｍ２ｃｏｓ２πｆ２［ ］ｔ×ｓｉｎ（２πｆｃｔ＋φ）

＝Ａｓｉｎ（２πｆｃｔ＋φ）＋
Ａｍ１

２ ｓｉｎ２π
（ｆｃ＋ｆ１）ｔ＋［ ］φ ＋

Ａｍ１

２ ｓｉｎ２π
（ｆｃ－ｆ１）ｔ＋［ ］φ ＋

Ａｍ２

２ ｓｉｎ２π
（ｆｃ＋ｆ２）ｔ＋［ ］φ ＋

Ａｍ２
２ ｓｉｎ２π

（ｆｃ－ｆ２）ｔ＋［ ］φ

（３９）

其中，ｍ１＝
Ａ１
Ａ
、ｍ２＝

Ａ２
Ａ
为调制因子，取决于振动的实际状态。可

以看到，幅值调制的结果增加了振幅为Ａｍ１／２、Ａｍ２／２，频率为ｆｃ

±ｆ１、ｆｃ±ｆ２ 的振动分量。振动信号的能量增加了
Ａ２ｍ２１
２ ＋Ａ

２ｍ２２
２
，

·９４·
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因此，调制加剧了振动。
一般认为，再生颤振是磨削颤振的主要形态。在实际磨削加

工中，由于受迫振动，特别是砂轮不平衡引起的干扰，将使砂轮和
工件之间产生相对振动，与再生颤振混合在一起，形成混合型磨削
颤振，而影响磨削加工过程。由实验结果可见：高频再生颤振作为
载波，低频强迫振动作为调制波，通过调制将低频强迫振动载到高
频颤振发生区域，对颤振发生影响。磨削系统首先要产生作为载
波信号的高频再生颤振，然后与已存在的强迫振动产生调制而形
成混合型颤振，并进而加剧颤振的发展。这里将由于强迫干扰对
颤振进行调制而形成的混合型颤振定义为再生—强迫混合型磨削
颤振。下面对此作进一步研究。

３．３．２．１　再生—强迫混合型磨削颤振数学模型
由图３１０所示砂轮再生磨削颤振系统闭环框图可以写出砂

轮再生颤振的运动微分方程

图３１０　 砂轮再生颤振磨削系统框图
ｍｘ
··
１（ｔ）＋ｃｘ

·
１（ｔ）＋ｋｘ１（ｔ）＝Ｆ（ｔ）

ｘ１（ｔ）＝ｘ（ｔ）－ｘ２（ｔ）

ｘ２（ｔ）＝Ｆ
（ｔ）
ｋｃｂ

Ｆ（ｔ）＝－ｋｇｂｘ（ｔ）－μｘ（ｔ－Ｔｇ［ ］

烅

烄

烆 ）

（３１０）

式中，ｍ、ｃ、ｋ分别为振动系统等效质量、阻尼、刚度；ｘ１（ｔ）为砂轮
本身振动位移；ｘ２（ｔ）为砂轮的接触变形；ｘ（ｔ）为砂轮与工件之间
瞬时位移；ｋｇ为单位磨削宽度上砂轮的磨削刚度；ｋｃ 为单位磨削

·０５·
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宽度上砂轮的接触刚度；ｂ为磨削宽度；μ为重迭系数；Ｔｇ 为砂轮
每转时间；Ｆ（ｔ）为再生效应引起的动态磨削力。
设砂轮不平衡量引起的离心力作用在磨削系统主振方向上的

强迫干扰Ｆｅ（ｔ）为

Ｆｅ（ｔ）＝ｅＭω２０ｓｉｎω０ｔ （３１１）
式中，ｅ为砂轮质心相对转轴的偏移量；Ｍ 为砂轮质量；ω０ 为砂轮
回转角频率。
当砂轮不平衡引起的离心力对再生效应引起的动态磨削力进

行幅值调制时，动态磨削力的幅值将变为时间的函数。由幅值调
制原理可得调制后的磨削力Ｆｐ（ｔ）为

Ｆｐ（ｔ）＝－Ｋｓｂ（１＋Ｑ
－
ｓｉｎω０ｔ）（ｘ－μｘＴ） （３１２）

式中，调制因子Ｑ
－
＝ｅＭω２０／ｐ，ｐ为量纲修正系数。

由方程（３１０）、式（３１２）可得再生—强迫混合型颤振的运动
微分方程

ｍｘ
··

１＋ｃｘ
·

１＋ｋｘ１ ＝Ｆｐ（ｔ）

ｘ１ ＝ｘ－ｘ２

ｘ２ ＝Ｆｐ
（ｔ）
ｋｃｂ

Ｆｐ（ｔ）＝－ｋｇｂ（１＋Ｑ
－
ｓｉｎω０ｔ）（ｘ－μｘＴ

烅

烄

烆 ）

（３１３）

引入微分算子Ｄ＝ｄ／ｄｔ，代入式（３１３）整理得

ｘ（ｔ）＋ｋｇｂ（１＋Ｑ
－
ｓｉｎω０ｔ）× １

ｍＤ２＋ｃＤ＋ｋ＋
１
ｋｃ（ ）ｂ ×

（１－μｅ－
ＤＴｇ）ｘ（ｔ）＝０

改写为

ｘ（ｔ）＋Ｗ（Ｄ，ｔ）ｘ（ｔ）＝０ （３１４）

式中，Ｗ （Ｄ，ｔ）＝ｋｇｂ（１＋Ｑ
－
ｓｉｎω０ｔ）× １

ｍＤ２＋ｃＤ＋ｋ＋
１
ｋｃ（ ）ｂ ×

１－μｅ
－ＤＴ（ ）ｇ 。
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方程（３１４）进一步写成

ｘ（ｔ）＋∧ ｘ（ｔ［ ］）＝０ （３１５）
式中，∧［·］为对应于Ｗ（Ｄ，ｔ）的微分算子。显然∧［·］是以

２π／ω０为周期的线性微分算子。由于Ｗ（Ｄ，ｔ）的时变性，在力学上
方程式（３１５）称为参数激励系统。
方程式（３１５）即为砂轮不平衡引起的再生—强迫混合型振动

系统模型。可见该模型是一个周期参数激励模型。

３．３．２．２　再生—强迫混合型磨削颤振响应特征
根据参数激励系统的Ｆｌｏｗｑｅｔ理论［８８］方程式（３１５）存在如

下正规解

ｘ（ｔ）＝Φ（ｔ）ｅσｔ （３１６）
其中，Φ（ｔ）是以２π／ω０ 为周期的周期函数；σ为解的特征指数。
由Φ（ｔ）的周期性，可使其展开成付氏级数

Φ（ｔ）＝ ∑
＋∞

ｒ＝－∞
Φｒｅｊω０ｒｔ （３１７）

其中，Φｒ为付氏级数的第ｒ项指数。将式（３１７）代入式（３１６）得

ｘ（ｔ）＝ ∑
＋∞

ｒ＝－∞
Φｒｅ（σ＋ｊｒω０ｔ） （３１８）

　　砂轮不平衡干扰引起的再生—强迫混合型颤振，由于调制作
用，其响应必然是多频的。在时域上反映为拍波现象，在频域上则
产生许多边频带。这可以从式（３１８）中得以证明。
令式（３１８）中特征指数σ＝ｊωｃ（ωｃ为颤振的主振频率），代入

后可得

ｘ（ｔ）＝ ∑
＋∞

ｒ＝－∞
Φｒｅｊ（ωｃ＋ｒω０）ｔ （３１９）

对式（３１９）进行付氏变换可得

Ｆ ｘ（ｔ［ ］）＝２π∑
＋∞

ｒ＝－∞
Φｒδω－（ωｃ＋ｒω０［ ］） （３２０）

·２５·
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图３１１　再生—强迫混合型颤振响应谱

与上式对应的响应谱如图３１１所示。由图可知，再生—强迫混合
型颤振响应谱以再生颤振主振频率ωｃ为中心，两边由于调制生成
许多等间隔排列的边频带，其间隔恰好为砂轮的回转频率。

３．４　磨削表面波纹度

表面波纹度是介于宏观几何形状误差和微观表面粗糙度之间

的一种表面形貌误差。就作为主要精加工方法的磨削加工而言，
表面波纹度问题越来越受到人们的重视。磨削表面波纹度是轴承
噪声的主要来源之一，诸如主轴、机床导轨和曲轴等重要零件，对
其表面波纹度也都有严格要求。表面波纹度日益成为与表面宏观
形状精度、表面粗糙度相当的加工质量指标。
磨削表面波纹度作为砂轮和工件相对振动的结果，受到许多

因素的影响，包括机床本身的结构及其动态特性，加工时所采用的
工艺参数，所用砂轮的性能以及被加工零件本身的结构、尺寸、材
料、装夹方法等。我国机械工业部颁布的ＪＢ／Ｚ１６８８１号指导性技
术文件“磨削表面波纹度”中指出：“磨削表面波纹度是磨削加工过
程中主要由机床—工件—砂轮系统的振动而在零件表面上形成的
具有一定周期的高低起伏。”最近被国际标准（ＩＳＯ１２０８５∶１９９６）
所采纳的描述工程表面轮廓结构波纹度的 ＭＯＴＩＦ法，以图形的
方式基于包络线评价体系，规定了四个波纹度参数（一个间距参数

·３５·
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和三个幅值参数）：平均间距ＡＷ；平均深度Ｗ；最大深度Ｗｘ；总
深度Ｗｔｅ。然而遗憾的是，从成因出发对表面波纹度进行评价的
问题至今未能很好地解决，有待深入研究。本部分基于磨削过程
中的强迫振动和自激振动（颤振），将提出合理的表面波纹度评定
参数。
由于表面波纹度曲线与表面粗糙度曲线比较相似，可以采用

仿效研究粗糙度的方法来讨论波纹度。就反映振动强度的幅值参
数而言，可用以下参数评价表面波纹度。

（１）算术平均偏差Ｗａ———取样长度Ｌ内波纹偏距ｙ（ｘ）绝对
值的算术平均值，即

Ｗａ ＝ １Ｌ∫
Ｌ

０
｜ｙ（ｘ）｜ｄｘ （３２１）

或近似等于

Ｗａ ＝ １ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
｜ｙｉ｜ （３２２）

式中，ｙｉ为ｉ点处的波纹偏距。
（２）均方根偏差Ｗｑ———取样长度Ｌ内波纹偏距ｙ（ｘ）的均方

根值，即

Ｗｑ ＝ １
Ｌ∫

Ｌ

０
ｙ２（ｘ）ｄ槡 ｘ （３２３）

或近似等于

Ｗｑ ＝
∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ｙ）２

ｎ－槡 １
（３２４）

　　（３）波纹度平均高度Ｗｚ———取样长度内５个最大波幅的算
术平均值。
我国ＪＢ／Ｚ１６８８１文件中对于表面波纹度的评定参数规定为

波纹度平均高度Ｗｚ。它又分为直线波纹度和圆周波纹度两种情

·４５·
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图３１２　圆周波纹曲线

况。圆周波纹度的波幅值是圆周波纹度曲线上某一波的两邻峰谷
的半径之差，如图３１２所示。在同一横截面内波纹度曲线上５个

最大波幅的算术平均值为波纹度平均高度Ｗｚ ＝ １５∑
５

ｉ＝１
Ｗｍａｘｉ。

由于表面波纹度其频率介于宏观形状误差和表面粗糙度之

间，所以如何划分频域范围是一个值得讨论的问题。有些国家根
据轴承行业的特点规定了表面波纹度的频率范围，认为在一个圆
周上的峰值数应在７≤ｎ≤４πｄ以内（ｄ为工件直径），其主要反映
的是强迫振动的影响，而对颤振波纹则不加考虑。这种对表面波
纹度所属频率范围的划分对轴承行业来讲可能是合适的，但从磨
削加工的角度看它是不全面的。实际上磨削表面波纹度是由于砂
轮表面与工件相对振动而产生的，因此工件表面由于强迫振动和
低频颤振（自激振动）产生的波纹均属于表面波纹度的研究范围。
基于此，本书提出采用“一定波频下的平均波高Ｗｚ｜ｆ”来作为表
征表面波纹度的参数。根据波频可划分为低频波（由强迫振动引
起）和高频波（由低频颤振引起），相应的波纹度评定参数由低频平
均波高Ｗｚｌ和高频平均波高Ｗｚｈ一对参数来表征。这样，一方面可
以更全面地表征表面波纹度，另一方面可以根据表面波纹度评定
参数考察磨削过程的动态性能。

·５５·
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对于圆形表面波纹度的测量以及评定参数的获得，目前有两
种方法，一种是用专用波度仪，另一种则是在通用圆度仪上进行测
量。波度仪是专门用来测量波纹度的仪器，目前一般在轴承行业
中使用，例如日本生产的ＬＭ—ＭＳ—Ｚ型套圈波度仪。就一般圆
度仪而言，每圈最多能测出５００个峰值，用圆度仪测量所得到的主
要是反映强迫振动波纹的信息。所以仅仅使用圆度仪测量表面波
纹在一般情况下不能获得有关表面波纹度的所有信息。本研究
中，采用圆度仪测量强迫振动波纹并求出参数Ｗｚｌ（图３１３（ａ）），
用表面轮廓仪的传感器测量表面由低频自激励振动产生的波纹并

求出参数Ｗｚｈ（图３１３（ｂ）），从而获得表面波纹度的全部信息。如
图３８所示试验所得磨削表面对应的波纹度Ｗｚｌ＝４．２６μ｜２６Ｈｚ，

Ｗｚｈ＝３．１２μ｜８２０Ｈｚ。

３．５　砂轮特性与磨削表面波纹度

砂轮和工件之间的相对振动，一是工件方面的原因，二是砂轮
方面的原因。工件表面在前一道工序中残留下来的波纹，如果磨
削过程是稳态，残留波纹能够逐渐减小，否则，随着磨削时间的延
长，工件的再生效应会使波纹增大。对于确定的工件材料，如果选
用的砂轮过硬或者过软，所产生的波纹要比硬度与工件材料相适
应的砂轮产生的波纹明显得多，从图３１４中可以清楚地看到这一
点。产生这种现象的原因主要是由于砂轮过软，磨削过程中的扰
动会使砂轮表面上的磨损不均匀。使砂轮表面也出现了波纹；若
砂轮过硬，扰动则会使砂轮表面的堵塞不均匀。以这两种砂轮磨
削工件必将在工件表面形成波纹，而工件表面的波纹反过来会促
使砂轮的不均匀的磨损和堵塞更加严重。如此相互影响，相互促
进，使振动越来越激烈。总之，砂轮和工件之间的相对振动，不管
发生在法向还是在切向上，都会引起一个脉动的磨削压力，这一压
力导致砂轮的不均匀磨损和不均匀堵塞，这两种影响也可以同时

·６５·
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图３１３　磨削表面波纹的测量与评定参数的获得示意图
（ａ）用于低频波；（ｂ）用于高频波

出现。因此砂轮的特性对磨削颤振和磨削表面波纹度起着重要作
用。

３．６　本章小结

本章首先对强迫振动与磨削表面波纹进行理论分析。通过实
验研究了磨削过程中颤振的产生和发展情况以及由于工件与砂轮

之间相对振动而造成的工件表面形貌误差———表面波纹度，主要
·７５·
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图３１４　砂轮硬度对表面波纹度增长的影响

ａ———砂轮太软；ｂ———砂轮太硬；ｃ———砂轮适当

结论为：
（１）关于磨削颤振发展过程的解释：初期阶段以工件再生效

应为主；中期阶段由工件再生效应向砂轮再生效应过渡；末期阶段
则以砂轮再生效应为主。

（２）颤振时域波形明显为幅值调制形成的拍波，拍波周期为
砂轮的每转回转时间。频谱图出现因幅值调制造成的等间隔分布
的谱线，即边带，而且间隔频率等于砂轮回转频率。

（３）颤振频率不是单一的，即颤振呈现多频性，并且优势频率
具有前移现象。

（４）磨削工件形貌反映了系统中砂轮与工件之间相对振动的
结果，其中强迫振动反映得较充分。

（５）在实验的基础上，分别对颤振信号的多频性和频率前移
以及振动信号的调制现象进行了理论分析，并提出了“再生—强迫
混合型”磨削颤振的概念。

·８５·
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（６）针对磨削表面波纹与磨削振动之间的联系，提出以“一定
波频下的平均波高”来作为表征表面波纹度的参数，为基于工件
表面波度误差对加工动态性能进行诊断以及新型量仪的研发提供

了有益的思路。
最后分析了砂轮特性对磨削表面波纹度的影响。

·９５·
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４　磨削颤振的非线性分析

上一章采用谱分析技术对磨削颤振信号进行了研究。谱分析
是一种线性分析方法，应用于复杂的非线性系统，特别是混沌系统
的诊断时，不是很有效。混沌与分形动力学理论的发展为复杂的
非线性系统的诊断提供了新的思路。
在工程实际中，有大量的系统无法采用分析方法去认识，因为

这种系统相当复杂，人们对其较为本质的机理并不十分了解，有些
连系统的输入也无法观测，所知道的只是一些输出变量随时间的
变化情况。如何通过某一个或几个输出变量的时间序列去认识、
了解系统的动力特性，这是工程信号处理的一大难题。目前用得
较多的方法是对所测得的输出变量的时间序列建立ｎ阶自回归ｍ
阶滑动平均模型，即 ＡＲＭＡ（ｎ，ｍ）模型。这类模型建立时，其参
数估计工作较为繁琐，尤其是高阶自回归（ｎ较大时），这是由于

ＡＲＭＡ（ｎ，ｍ）模型的非线性回归问题引起的参数估计将十分困
难，另外，ＡＲＭＡ（ｎ，ｍ）模型也不能直观地、有效地从单变量时间
序列中把系统的动力特性描绘出来。确定性混沌理论的发展，为
该问题的解决提供了途径。确定性混沌理论能从一个输出变量的
时间序列有效地提取系统的动力特性，从而帮助人们去认识该系
统。因为时间序列包含着丰富的信息，它蕴含了参与动态的全部
变量的痕迹。确定性混沌理论的分析方法主要包括以下几个方面
的内容：

（１）由所测时间序列重建相空间吸引子，它代表了系统的动
力特性。

（２）计算所测时间序列的关联维数，它是系统在相平面上复
·０６·

磨削颤振与磨削表面形貌误差的研究



杂程度的一个尺度。
（３）计算所测时间序列Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，它表征系统对初始值

的敏感性，进而识别系统是否作混沌振动。
由于磨削颤振的复杂性，本章拟采用确定性混沌理论的分析

方法去研究磨削颤振信号与磨削颤振系统。

４．１　理论基础［８８，９０，９１］

混沌运动是貌似随机行为的确定性运动。我们对混沌现象的
研究，首先对貌似随机信号的来源有了新的认识，即确定性系统也
可以产生随机性行为，增加了人们对它进行处理的希望；其次，混
沌现象的研究带来一些新的概念和工具，如分维数和Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数等，可用于复杂信号，特别是混沌信号的分析。这里将介绍一
些有关的基本概念与理论。

４．１．１　混沌振动
混沌振动是非线性系统特有的一种运动形式，是产生于确定

性系统且对初始条件极为敏感的往复性非周期运动，类似于随机
振动而具有长期不可预测性。混沌振动的研究已成为振动力学中
一个蓬勃发展的新领域。工程中广泛存在着非线性因素，在适当
的参数和初值条件下可能出现混沌振动。
混沌振动的往复非周期特性可以用相平面图的几何方法表示

出来。利用相平面内的相轨迹曲线可以直观地了解系统的运动性
态。周期运动的相轨迹曲线是封闭曲线。混沌振动不具有周期
性，因而混沌振动的相轨迹曲线是不封闭的曲线，而运动的往复性
则反映在相轨迹曲线局限于一有界区域内，不会发散到无穷远。
混沌振动的识别问题是指对于给定系统判断其运动是否为混

沌振动。由于对于混沌的本质尚无充分认识，也缺乏有效的数学
处理工具，数值实验成为研究混沌振动的重要方法。在实践过程
中，人们发现若干数值特征可用于识别混沌振动，主要指功率谱、

·１６·
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Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数、分形维数等。当系统运动的上述数值特征中一种
或数种满足特定条件时，便可断定系统作混沌振动。

４．１．２　李雅普诺夫（Ｌｙａｐｕｎｏｖ）指数
混沌振动的初值敏感性使得初始时刻靠得很近的两条相轨迹

随着时间增长逐渐远离。如果能够定量刻划这种邻近轨迹的发散
性，便可建立混沌振动的一种数值识别方法。Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数就是
表示相空间内邻近轨迹的平均指数发散率的数值特征。

ｎ维相空间中的某一时刻，两条邻近轨迹之间的距离可以分
解在ｎ个不同的方向，这ｎ个不同方向上的距离增长率是不同的，
每一个增长率就是一个Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数。上述直观的基本思想可
作更精确的表述。
振动系统可以写成ｎ个自治一阶微分方程组的形式

ｘ· ＝ｆ（ｘ）　ｘ∈Ｒｎ （４１）
选系统（４１）式两条起始点相近的轨迹Ｌ１ 和Ｌ２，起始点分别为ｘ０
和ｘ０＋Δｘ０，称以ｘ０ 为初始值的轨线为基准轨迹，以ｘ０＋Δｘ０ 为
初始值的轨迹为邻近轨迹。ｔ时刻基准轨迹和邻近轨迹上的点为

ｘ（ｘ０＋Δｘ０，ｔ）和ｘ（ｘ０，ｔ），记ｗ（ｘ０，ｔ）＝ｘ（ｘ０＋Δｘ０，ｔ）－ｘ（ｘ０，ｔ）。
当ｗ充分小时，满足方程式（４１）的线性化方程为

ｗ· ＝Ｄｆｗ （４２）
其中，ｎ×ｎ雅可比矩阵Ｄｆ在ｘ０ 处计算。此时两条邻近轨迹沿ｗ
方向的平均指数发散率为

λ（ｘ０，ｗ）＝ｌｉｍ
ｔ→∞ｗ→０

１
ｔｌｎ

‖ｗ‖
‖ｗ０‖

（４３）

式中，ｗ０＝ｗ（ｘ０，０）。在ｎ维相空间中ｗ 的全体张成一个随轨迹
运动的ｎ维空间，成为切空间。选择该切空间的一组基底｛ｅｉ，ｉ＝
１，２，…，ｎ｝，对应于每个基底矢量ｅｉ，由式（４３）可确定ｎ个数值λ
（ｘ０，ｅｉ）（ｉ＝１，２，…，ｎ）。将这组数值由大到小排列，称为系统（４
１）的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数。

·２６·
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λ１ ≥λ２ ≥ … ≥λｎ （４４）

　　Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数可能为正，也可能为负。正Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数表
示对应方向上的发散，负Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数表示对应方向上的收缩。
如果所有Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数均为负，系统将趋于静止。如果有Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ指数为零而其余的为负，系统作周期运动。如果系统存在
正Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，系统作混沌振动。由此可见，用Ｌｙａｐｕｎｏｖ指
数识别混沌振动只需确定最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数是否为正。因此，
在识别混沌振动时往往不需要计算出系统所有的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指
数，而只需要计算出最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数。

４．１．３　分形的概念
在线性代数中，空间的维数是指张成该空间所需独立向量的

数目。这种维数概念与人们日常生活中形成的直观的几何意识相
符，点的维数为０，直线的维数为１，平面的维数为２……。但这种
维数概念难以描述数学研究中某些似点又似线的几何结构，如著
名的康托（Ｇ．Ｃａｎｔｏｒ）集合。取一单位长度线段，等分为３段，截
去中段，得到２个长度为１／３的线段；再将这两个线段３等分，截
去中段，得到４个长度为１／９的线段；如此进行下去，得到２ｎ 个长
度为３－ｎ的线段，令ｎ→∞所得到集合为康托集合。康托集合是无
穷多但又无穷稀疏的点集，其维数介于０和１之间，上述维数概念
不再适用。理论分析和数值计算都表明存在非常规的几何形体，
其维数不是整数。
为推广维数的概念，可以从另一角度进行分析。正方形之所

以为２维，是因为如果边长增加ｋ倍，则面积增加ｍ＝ｋ２ 倍。同
理，立方体的边长增加ｋ倍，则体积增加ｍ＝ｋ３ 倍，因而是３维。
一般地，对于ｄ维几何体，若一个空间方向上几何尺寸增加ｋ倍，
则体积增加ｍ＝ｋｄ 倍。因而可将维数定义为

ｄ＝ｌｎｍｌｎｋ
（４５）
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如上定义的维数不再局限于整数。
一般的分形结构可能极为复杂，描述性的定义式（４５）往往不

能直接应用。这时可对维数重新定义。设集合Ｓ为ｎ维空间的
子集，Ｎ（ａ）是覆盖集合Ｓ 所需边长为ａ的ｎ维立方体的最小数
目，则有以下豪斯多夫（Ｆ．Ｈａｕｓｄｏｒｆ）维数

ｄ＝ｌｉｍ
ａ→０

ｌｎＮ（ａ）

ｌｎ１ａ

（４６）

　　分形具有内在的几何规律。不断地显微放大任何部分，其几
何结构与整体类似。这种性质称做自相似性。具有自相似的几何
体维数往往不是整数。

４．１．４　奇怪吸引子的维数
在实际问题中，有时只对运动的长期性态有要求，此时稳定性

的概念可减弱为吸引性，定义为：若给定任意小的正数ε，存在正
数δ，对于一切受扰运动，只要其初扰动满足｜ｘ（ｔ０）｜≤δ，则存在与

ｔ０、ｘ（ｔ０）和ε相关的正数η，对于所有ｔ＞ｔ０＋η均有｜ｘ（ｔ）｜＜ε，则
称未扰运动ｙｓ（ｔ）是吸引的。具有吸引性的未扰运动称做吸引子。
稳定的未扰运动例如稳定平衡位置或稳定极限环都是吸引子。
有阻尼的振动系统称为耗散系统。耗散系统的稳态运动对应

于相空间中称做吸引子的有限集合，它是耗散系统运动状态长时
间演化的归宿。例如，稳定的平衡点对应的吸引子为相空间中的
一个点，稳定周期运动对应的吸引子为相空间中的闭曲线，稳定的
准周期运动对应的吸引子为相空间中的闭环面。由点、闭曲线或
闭环面构成的吸引子称做平凡吸引子。由于混沌振动是非周期而
又有限的运动，在相空间中其相轨迹被吸引在一个有限的空间区
域内往复缠绕而恒不相交，对应的吸引子是不平凡的吸引子，称做
奇怪吸引子。
考虑轨迹通过小立方体概率的维数为相关维数。记Ｐｉ 为轨

·４６·
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迹出现在第ｉ个小立方体的概率，关联维数定义为

ｄｃ＝ｌｉｍ
ａ→０

ｌｎ∑
Ｎ（ａ）

ｉ＝１
Ｐ２ｉ

ｌｎａ
（４７）

若相轨迹落入每个小立方体的概率均相等，即Ｐｉ＝１／Ｎ（ａ），则式
（４７）回到定义式（４５）。关联维数的特点是便于计算。
关于混沌和奇怪吸引子及其维数，概括地说，当非线性动力系

统处于特定初始条件时，其演化过程可能和随机系统的演化行为
很相似，其轨道始终限于有限区域且永不重复。这种将确定性的
方程与随机性的结果联系起来的现象，就是混沌现象。其演化轨
道就是奇怪吸引子。奇怪吸引子的实际定义是：对初始条件具有
敏感依赖性的吸引子，这种敏感性可以用Ｌｉａｐｕｎｏｖ指数定量地表
达，而且它的维数一定是分数。分维的存在说明了系统具有奇异
结构和无限层嵌套的自相似性。
分形维数提供了数值识别混沌振动的一种判据，若稳态运动

对应的吸引子的分形维数不是整数，一般可以认为该稳态运动为
混沌振动。
李雅普诺夫指数描述了混沌振动的初值敏感性，分形维数描

述了由混沌振动的非周期性产生的相轨迹的不规则性。一般情况
下，用李雅普诺夫指数或分形维数可以识别混沌振动，对于一些特
殊情形需要综合运用李雅普诺夫指数、分形维数和功率谱密度函
数并辅以相平面和庞加莱映射才能判断系统是否呈现混沌振动。

４．２　由单变量时间序列重建相空间吸引子

实验所得的单变量时间序列｛ｘｋ（ｔ）｝（ｋ＝１，２，…，ｎ）记录了动
力系统随时间的演化过程，其中蕴含了参与动态演化过程的全部
变量的痕迹。作为数学中的反演问题，由观测到的时间序列重构
动力系统的相空间，可以从中提取系统的动力特性。从单变量的
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时间序列｛ｘｋ（ｔ）｝（ｋ＝１，２，…，ｎ）中找寻吸引子，如果吸引子存在，
计算其维数，并由此确定吸引子的类型和动力学特征，实质是在从
所观测的时间序列｛ｘｋ（ｔ）｝（ｋ＝１，２，…，ｎ）中探测其本质特征。
从单变量时间序列中提取系统的动力特性，最先提出解决方

法是Ｐａｃｋａｒｄ等（１９８０），他们认为在某种程度上等效于系统根本
特性的相图可从实验数据中获得。Ｔａｋｅｎｓ（１９８１）提出了滞后方
法，亦即嵌入理论。该理论认为，确定任何一个系统状态所需的全
部动力学信息包含于该系统任一变量的时间序列之中，把单变量
时间序列嵌入到一个新的坐标系中所得到的状态轨道保留了原空

间状态轨道的主要特征：① 嵌入变换可能会使轨道变形，但它与
原状态轨道是等价的；② 嵌入变换是一个光滑的一对一的映射
时，它不改变轨道上点的次序，保留了原来的方向；③ 若原空间轨
道是闭合的，则经对映射在嵌入空间仍是闭合的；④ 保留了原空
间固定点的稳定性。Ｔａｋｅｎｓ原理解决了怎样才能从这单一的时
间序列建立和描述有限维的吸引子，及重构动力系统这一问题。
设实验观测记录到某一物理量的时间历程为

ｘ０（ｔ），ｘ１（ｔ），…ｘｎ（ｔ），… （４８）
将其按τ（τ＝ｍ·Δｔ）的整数倍逐次滑动变位，将原时间序列式（４
８）进行拓展，构造出如下ｎ×ｎ个线性无关的数据元

ｘ（ｔ０）， ｘ（ｔ１）， … ｘ（ｔｎ－１）

ｘ（ｔ０＋τ）， ｘ（ｔ１＋τ）， … ｘ（ｔｎ－１＋τ）
… … … …

ｘ（ｔ０＋（ｎ－１）τ）， ｘ（ｔ１＋（ｎ－１）τ）， … ｘ（ｔｎ－１＋（ｎ－１）τ）
（４９）

其中，ｎ为任意整数；Δｔ为两次相邻的采样时间间隔。式（４
９）即可构成一个ｎ维的相空间。构成方法是用一个能显示ｎ个数
据的可移窗口，沿着１维的时间序列式（４８）滑动，得到嵌入空间

Ｒｎ 中的任意一点
·６６·
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Ｘｉ｛ｘ（ｔｉ），ｘ（ｔｉ＋τ），…，ｘ（ｔｉ＋（ｎ－１）τ）｝ （４１０）
从式（４８）到式（４９），意味着把１维的时间序列拓展成ｎ维空间，
式（４９）所包含的信息远比式（４８）所包含的信息量大。
将磨削颤振信号，经离散采样后，得式（４８）所示的实验数据

序列。作为一维时间序列按照式（４９）的方式输入到拓展空间的
程序中，获得信号的反演相型。以便从几何上观察系统所呈现的
吸引子性态是否具有奇怪吸引子的特征，但这仅仅是几何上的描
述，还应该从理论上对系统的性态进行更深刻的描述，对奇怪吸引
子给出定量的刻划和描述。

４．３　由单变量时间序列计算关联维数

Ｈａｕｓｄｏｒｆ维数的定义在数学上是很严密的，其理论性很强，
但实际应用很困难。

１９８３年Ｇｒａｓｓｂｅｒｇｅｒ和Ｐｒｏｃａｃｃｉａ根据嵌入理论和重建相空
间思想，提出了从时间序列直接计算关联维数Ｄ２ 的算法，即Ｇ—

Ｐ算法［９４］。
对经离散采样后得时间序列如式（４８）所示，将其拓展成ｎ维

相空间如式（４９）所示，从Ｒｎ 相空间上任取一个点Ｘｉ，以ｒ为半
径去包覆Ｘｉ与其余（Ｎ１）个点Ｘｊ 的距离｜Ｘｉ－Ｘｊ｜，这样得到以

Ｘｉ为中心，以ｒ为半径内的数据点，对所有的ｉ重复这一过程得到

Ｃ（ｒ）＝ １
Ｎ２∑

ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
Ｈ（ｒ－｜Ｘｉ－Ｘｊ｜） （４１１）

Ｃ（ｒ）即是吸引子的关联积分。其中Ｈ 为 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ函数

Ｈ（ｒ－｜Ｘｉ－Ｘｊ｜）＝
１　ｒ－｜Ｘｉ－Ｘｊ｜≥０
０　ｒ－｜Ｘｉ－Ｘｊ｜＜｛ ０

（４１２）

　　考虑存在如下关系

Ｃ（ｒ）∝ｒν （４１３）

Ｇｒａｓｓｂｅｒｇｅｒ和Ｐｒｏｃａｃｃｉａ通过对Ｌｏｒｅｎｚ方程等著名非线性方程

·７６·

４　磨削颤振的非线性分析



的验证，得到幂指数ν与容量维数Ｄｃ 几乎相等，从而推出Ｇ—Ｐ
算法的关联维数Ｄ２ 为

Ｄ２ ＝ｌｉｍ
ｒ→０

ｌｇＣ（ｒ）
ｌｇｒ

（４１４）

　　关联维数的理论基础也是基于覆盖的测度思想。它相当于用

Ｎｉ个尺度为ｒｎ 的超几何体覆盖相空间。
关联维数的实用性在于，可以在不知道系统的背景相空间的

条件下，只依靠实验测得的少数甚至是单一时间序列数据计算维
数。显然只要取不同的标尺ｒ，将在ｌｇＣ（ｒ）—ｌｇｒ坐标系下形成
曲线。若曲线存在直线段，则该直线段的斜率即为Ｇ—Ｐ算法的
关联维数。
由式（４１４）可知，如果双对数坐标系中的曲线具有明显的直

线段，则关联维数可通过计算该曲线的斜率获得。采用直线方程

ｌｎＣ（ｒ）＝ａ＋Ｄ２（ｎ）ｌｎｒ （４１５）
去拟合计算数据，为使计算值与回归方程（４１５）的偏差最小，利用
最小二乘法对参数ａ和Ｄ２ 进行最小二乘估计，令

Ｑ（ａ，Ｄ２（ｎ））＝∑
ｋ

ｉ＝１

（ａ＋Ｄ２（ｎ）ｌｎｒｉ－ｌｎＣ（ｒｉ））２ （４１６）

其中，Ｄ２（ｎ）表示ｎ维相空间的关联维数。由于Ｑ（ａ，Ｄ２（ｎ））是ａ
和Ｄ２ 的非负二次函数，其最小值必存在，同时它是ａ和Ｄ２ 的可

微函数，故参数ａ和Ｄ２ 应是下列方程组的解

Ｑ
ａ＝

２∑
ｋ

ｉ＝１

（ａ＋Ｄ２（ｎ）ｌｎｒｉ－ｌｎＣ（ｒｉ））＝０

Ｑ
Ｄ２ ＝

２∑
ｋ

ｉ＝１

（ａ＋Ｄ２（ｎ）ｌｎｒｉ－ｌｎＣ（ｒｉ））ｌｎｒｉ＝
烅

烄

烆
０

（４１７）

化简后得

·８６·
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ｋａ＋ ∑
ｋ

ｉ＝１
ｌｎｒ（ ）ｉ Ｄ２（ｎ）＝∑

ｋ

ｉ＝１
ｌｎＣ（ｒｉ）

∑
ｋ

ｉ＝１
ｌｎｒ（ ）ｉ ａ＋ ∑

ｋ

ｉ＝１

（ｌｎｒｉ）（ ）２ Ｄ２（ｎ）＝∑
ｋ

ｉ＝１
ｌｎｒｉ·ｌｎＣ（ｒｉ

烅

烄

烆 ）

（４１８）
解方程式（４１８）得

Ｄ２（ｎ）＝
∑
ｋ

ｉ＝１
ｌｎｒｉｌｎＣ（ｒｉ）－１ｋ ∑

ｋ

ｉ＝１
ｌｎｒ（ ）ｉ ∑

ｋ

ｉ＝１
ｌｎＣ（ｒｉ（ ））

∑
ｋ

ｉ＝１

（ｌｎｒｉ）２－１ｋ ∑
ｋ

ｉ＝１
ｌｎｒ（ ）ｉ

２

（４１９）

　　按照上述数值实验算法，对于一维时间序列，将其拓展到任
意多维相空间并计算相关维数的计算机程序框图如图４１所示。

４．４　由单变量时间序列计算Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数

对于一个非线性动力学系统的混沌特性，可以直接通过相应
的解析模型进行研究，即通过解析算法直接计算Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数。
如果系统的解析模型未知，或者虽然解析模型已知，但形式比较复
杂，使得几乎无法对模型进行直接的分析，则可由单变量时间序列
通过重构相空间实现系统的混沌分析。磨削颤振信号时间序列在
一定程度上反映了磨削系统的本质特征。可以通过拓展至相空间
对其进行分析研究，从而提取蕴含在其中磨削系统的重要信息。
由一维时间序列计算Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数最早的算法是由 Ｗｏｌｆ

等［９５］提出来的，但该算法需要输入的参数太多，同时当实验数据
中噪声水平较高时，其结果的可靠性难以保证。基于这样的原因，

Ｋａｎｔｚ［９６］提出了一种稳健算法，基本上克服了 Ｗｏｌｆ算法的不足。
对于非线性动力学系统，即对流φｔ 按等间隔时步Δｔ离散采

样得到一维系统状态点序列｛ｘｋ｝（ｋ＝１，２，…，Ｌ）。将其按式（４
·９６·
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９）的方式进行拓展相空间，得相空间中的点｛ｘｊ｝（ｊ＝１，２，…，ｎ）。
在以ｘｊ为中心，ε为半径的小球范围，寻找相邻点集｛ｘｉ｝（ｉ＝１，２，
…，Ｎ），则｛ｘｉ｝（ｉ＝１，２，…，Ｎ）中的任意点可视为在相空间中与
｛ｘｊ｝（ｊ＝１，２，…，ｎ）所在轨道十分邻近的点。它们满足关系

｛Ｙｉ｝＝ ｛ｘｉ－ｘｊ｜‖ｘｉ－ｘｊ‖ ≤ε｝ （４２０）
式中，Ｙｉ表示ｘｉ和ｘｊ之间的位移向量。
经过τ＝ｍ·Δｔ时间的演化，状态点ｘｊ 变到ｘｊ＋ｍ，相邻点集

｛ｘｉ｝变到｛ｘｉ＋ｍ｝，而位移向量Ｙｉ＝ｘｉ－ｘｊ则映射到
｛Ｚｉ｝＝ ｛ｘｉ＋ｍ －ｘｊ＋ｍ｜‖ｘｉ－ｘｊ‖ ≤ε｝ （４２１）

若半径ε足够小，则可以认为，位移向量｛Ｙｉ｝和｛Ｚｉ｝是切空间的切
向量。由Ｙｉ演化到Ｚｉ可由下式描述

Ｚｉ＝ＡｊＹｉ （４２２）
式中，Ａｊ为变换矩阵。
用参数识别与估计的最小二乘原理，可根据｛Ｙｉ｝和｛Ｚｊ｝而获

得Ａｊ的最佳估计

ｍｉｎ
Ａｊ
Ｓ ＝ｍｉｎ

Ａｊ

１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
‖Ｚｉ－ＡｊＹｉ‖２ （４２３）

若以ａｋｌ（ｊ）表示矩阵Ａｊ的（ｋ，ｌ）元素，则由

Ｓ
ａｋｌ（ｊ）＝

０ （４２４）

得到ｍ×ｍ个待解方程。
当Ｎ≥ｍ时，一般有

ＡｊＵ ＝Ｖ

（Ｕ）ｋｌ ＝ １Ｎ∑
Ｎ

ｌ＝１
ＹｉｋＹｉｌ

（Ｖ）ｋｌ ＝ １Ｎ∑
Ｎ

ｉ＝１
ＺｉｋＹ

烅

烄

烆
ｉｌ

（４２５）

式中，Ｕ 和Ｖ 为ｍ×ｍ 阶协方差矩阵；Ｙｉｋ和Ｚｉｋ分别为向量Ｙｉ 和
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Ｚｉ的第ｋ 个分量。因此，可以从单一实验数据序列估计 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ指数谱

λｉ ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎτ∑

ｎ

ｊ＝１
ｌｎ‖Ａｊｅｊｉ‖　（ｉ＝１，２，…，ｍ） （４２６）

式中，Ａｊ为式（４２５）的解；ｎ为重复计算式（４２５）的次数；ｅｊｉ 为ｘｊ
处切空间的基向量。式（４２６）的平均值即为最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指
数。对于任意一维时间序列｛ｘｋ（ｔ）｝（ｋ＝１，２，…，Ｎ），将其拓展到
任意多维相空间并计算Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的程序框图如图４２所
示。
对磁带机记录的振动信号（第三章）进行重放，并利用微机声

卡、通过 ＭＡＴＬＡＢ数据采集工具箱ＤＡＱ将数据采集（采样频率

ｆ＝８ｋＨｚ）至微机生成数据文件，进而获得磨削颤振信号时间序
列，供有关处理软件使用。
将实测的磨削颤振信号按等间隔离散后，作为一维时间序列

输入程序进行计算，其Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱如图４３所示，计算出最
大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为λｍａｘ＝０．４３０２＞０，由此说明磨削颤振信号具
有混沌特性。

图４３　磨削颤振信号的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱

·１７·
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４．５　本章小结

本章首先综述了混沌振动理论以及用于识别混沌振动的若干

数值特征（Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数、分形维数等），进而论述了由单变量时
间序列重构相空间吸引子、计算关联维数和Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的算
法。在此基础上，针对磨削颤振的复杂性，首次提出采用确定性混
沌理论的分析方法去研究磨削颤振信号与磨削颤振系统。根据所
测磨削颤振信号时间序列计算其Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，表明磨削振动
系统具有混沌特性。这一发现可为磨削颤振系统的非线性建模提
供理论依据。

·２７·
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５　磨削颤振的监控策略与抑制方法

前面几章已经对磨削颤振的机理及其发展规律作了理论和实

验研究。在此基础上对磨削振动状态的识别与监控以及磨削颤振
的抑制进行研究，即在研究振动和颤振发生机理的同时，监测加工
中的振动，判别振动的程度，预报颤振的发生，从而采取措施防范
和抑制颤振，则更具有实用价值。

５．１　磨削颤振的神经网络监测方法

５．１．１　引言
当前，人工神经网络作为生物控制论的一个辉煌成果，它的触

角几乎已经伸展到各个工程领域。人工神经网络作为一种新颖的
建模技术，于２０世纪８０年代中期开始引起国内机械工程领域广
大科技人员的浓厚兴趣和广泛重视，并进行了大量研究、改进及应
用的探索工作，至今仍然方兴未艾。
与其他模型不同，人工神经网络模型师法大自然的杰作———

人类大脑的拓扑结构，从而形成了以下特点：
（１）结构化。人工神经网络模型是一种结构化模型，它是由

一定数量的功能简单的单元———神经元，相互联接而构成的。一
个神经元的输出与其他神经元的输入，按一定的权值相联接。人
工神经网络模型的神奇之处在于它所包含的诸多神经元之间的连

接方式，包括联接关系和联接强度（即权值），也就是该模型的组织
结构。不同的组织结构，构成不同的模型，描述不同的对象，实现
不同的目的。这种以大量简单的元素，形成一定的组织结构，以获
得所需要的宏观（总体）性能的建模方式称为结构化建模，所构成

·３７·
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的模型称为结构化模型。
（２）分布式、全息性和鲁棒性。人工神经网络作为一种结构

化模型，它以所包含的诸神经元之间的联接方式来反映它所代表
的对象的特征。换句话说，人工神经网络模型以它的联接权值，或
者说以它的拓扑结构来存储对象的信息，而不是将信息分别存储
在各个单元之中。值得注意的是，这种模型的总体性能虽然反映
了对象的宏观特征，但是模型的各个部分与对象的各个部分或各
项特征之间并不存在分别的对应关系。事实上，对象的任一部分
或任一特征，都是由所有的权值（或相当多的权值）来综合反映的。
另一方面，一项联接权值可能与对象的多个部分或多个性能有关。
因此说人工神经网络模型的信息存储是分布式的或全息式的。在
这种信息存储方式下，模型各部分所存储的信息相互支持，相互补
充，从而赋予模型较强的容错性能和联想能力，使它不会因为部分
神经元的损坏而严重影响其总体性能，也不会因为输入信号受到
一定程度的噪声污染而严重歪曲其输出。因此，人工神经网络模
型具有鲁棒性。

（３）并行性。输入信息在人工神经网络模型中是以一种并行
的方式进行处理的。在这种方式下，网络中的各个神经元各自独
立地从与其输入端相联接的其他神经元采集输入，并计算其输出，
再将其传递给上一层（或其他）的神经元，作为它们的一个输入，或
作为整个模型的输出。在这种模型中，各神经元在信息共享的基
础上，按规则“各行其是”，又相互配合，无需听命于某个指挥中心。
这种并行模式赋予模型高速的信息处理能力和对输入变化的快速

响应能力。
（４）非线性。利用人工神经网络模型可以实现多变量之间的

各种非线性映射。非线性科学是当代发展迅速、十分活跃的一个
领域。人工神经网络的非线性映射特性，使其具有广泛的应用前
景。

·４７·
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总之，人工神经网络之所以能够得到广泛的应用，首先在于它
不像专家系统那样需要事先建立知识库，运行所需要的知识规则
是由训练样本训练后存储在网络的权系数中的；其次，由于只需要
模拟现实复杂系统的输入和输出，网络又具有极强的非线性映射
能力 ，使网络的结构十分简单；第三，人工神经网络的容错性能很
好，在局部节点或连接失效乃至于规则完全不掌握的情况下，仍然
能够正常工作；第四，人工神经网络可以通过有监督学习或无监督
学习来模拟过去必须由人来完成的一些操作。
制造过程的复杂性、随机性，使其工况监测、预报和控制非常

困难。人工神经网络的非线性映射能力、对任意函数的逼近能力
和并行高速计算能力，为解决这类问题提供了有力工具。人工神
经网络在这一过程的作用是通过检测与工况相关的一系列动态信

号，如振动、噪声、作用力、加速度等，提取其特征参数，作为人工网
络的输入，网络的输出则为所识别出的工艺系统的状态。若再配
以合适的控制策略，据此可作出相应的控制决策，实现制造过程的
在线控制。从预测的角度应用人工神经网络，并根据预测结果进
行过程控制，以防患于未然。这实质上是用过去Ｎ（Ｎ≥１）个数据
对未来Ｍ（Ｍ≥１）个时刻的值进行预测，即实现ＲＮ 到ＲＭ 的映射。
用三层前馈网络可完成对被测对象时序动态建模的功能，其学习
样本可在已知时序中取Ｎ 个作为输入而后Ｍ 个作为理想输出，
下一样本可由前一样本平移产生，如此重复Ｋ 组。据报道［９７］，用
人工神经网络建模比用传统的ＡＲ模型建模的预报精度高。
需要说明的是，人工神经网络模型是一种类似于“黑箱”的隐

式模型，它虽然有能力逼近任何未知的、系统固有的模型结构，但
这并不能替代对制造过程中的各种对象的深入的机理研究和定量

的精确建模。事实上，后者的研究对人工神经网络的建模，特别是
对神经网络的输入特征选择，乃至人工神经网络的实际适用能力
有至关重要的作用。

·５７·
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人工神经网络在加工振动状态监测和颤振预报方面，国内外
学者也取得一些探索性成果［１０２．１０３］。下面将基于ＢＰ神经网络模
型，对磨削过程中的振动监测和磨削颤振的预报进行研究。

５．１．２　多层前向网络与ＢＰ算法

图５１　多层前向网络

多层前向网络（ｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｆｅｅｄｆｏｒｗａｒｄｎｅｔｗｏｒｋ）是用得最
为广泛的一类网络（见图５１）。它由输入层、输出层和一个或数
个隐层构成。每一层包含有若干个神经元节点。输入层和输出层
神经元数目ｎ和ｍ 按实际需要确定，而隐层的神经元数目ｒ一般
由经验确定。神经元之间相互联接，但同一层的神经元之间并不
相联，输入信息Ｘ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）从输入层经隐层向前传到输出

层，成为输出Ｙ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｍ）。Ｗｉｊ（ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｎ）
是信号从输入层第ｊ个神经元到隐层第ｉ个神经元的联接权值，

Ｗｋｉ（ｋ＝１，２，…，ｍ；ｉ＝１，２，…，ｒ）是信号从隐层第ｉ个神经元传到

输出层第ｋ个神经元的联接权值，θｊ是输入层神经元的阈值，θｉ是

隐层神经元的阈值，以上关系确定了由输入空间Ｒｎ 到输出空间

Ｒｍ 的一个非线性映射Ｘ→Ｙ。已经证明［１０４］：具有一个隐层的３

·６７·
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层前向网络可以有效地逼近各种映射关系。
上述权值Ｗｉｊ和Ｗｋｉ以及阈值θｊ和θｉ需要在训练过程中确定。

多层前向网络之所以获得非常广泛的应用，是由于Ｒｕｍｅｌｈａｒｔ［１０５］

提出了反向传播算法（ＢＰ算法），为网络中诸神经元权值和阈值的
调整和优化提供了一条可行的途径。ＢＰ算法的主要思路是，设有

Ｓ个训练样本｛Ｘｌ，Ｙｌ｝（ｌ＝１，２，…，ｓ），任意设定网络中的权和阈

的初值，以Ｘｌ输入，得到输出Ｙｌ，于是全部样本的均方误差为

ｅ＝∑
ｓ

ｌ＝１

（Ｙｌ－Ｙｌ）２ ＝ｅ（Ｗｉｊ，Ｗｋｉ，θｉ，θｊ） （５１）

　　ＢＰ算法的核心是按ｅ的梯度方向调整权值及阈值，从而使误
差降至最小，这种误差逆传算法称为累积误差逆传算法。此外，还
有以每对输入、输出误差调整权值和阈值的标准误差逆传算法和
其他多种改进算法。

ＢＰ神经网络中第ｋ层第ｊ个神经元具有如下输入输出关系

ｙ（ｋ）ｊ ＝ｆ（ｋ）ｊ ∑
Ｎｋ－１

ｉ＝１
Ｗ（ｋ－１）
ｉｊ ·ｙ（ｋ－１）ｉ －θ（ｋ）（ ）ｊ （５２）

（ｋ＝１，２，…，Ｍ；ｊ＝１，２，…，Ｎｋ）
式中，Ｗ（ｋ－１）

ｉｊ 为第ｋ－１层第ｉ个节点到该节点的联接权值；θｋｊ 为
该神经元的阈值；ｙ（ｋ－１）ｉ 为第ｋ－１层第ｉ个节点的输出；ｆ（ｋ）ｊ 为节
点作用函数；Ｎｋ 为第ｋ层节点的数目；Ｍ 为总层数。

ＢＰ网络采用反向传播算法，即ＢＰ算法进行学习。该算法通
过样本对网络进行训练，根据期望输出与实际输出的差值不断调
整各神经元之间的联接权值Ｗ，以使得最终的Ｗ 所确定的网络
的输出能以要求的精度逼近期望值。权值的调整按下式进行

Ｗ（ｋ－１）
ｉｊ （ｔ＋１）＝Ｗ（ｋ－１）

ｉｊ （ｔ）＋η·∑
Ｉ

ｈ＝１
δ（ｋ）ｈｊ ·ｙ（ｋ－１）ｈｊ （５３）

其中，Ｉ为样本总数；η为学习步长，０＜η＜１；δ
（ｋ）
ｈｊ 为误差传播项。

对输出层 δ（Ｍ）ｈｊ ＝ ｙ^（Ｍ）ｈｊ －ｙ（Ｍ）ｈ（ ）ｊ ·ｆｊ ｙ（Ｍ）ｈ（ ）ｊ （５４）
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对其他层 δ（ｋ）ｈｊ ＝ｆｊ ｙ（ｋ）ｈ（ ）ｊ ∑
Ｎｋ＋１

ｌ＝１
δ（ｋ＋１）ｈｌ ·Ｗ（ｋ）

ｊｌ （ｔ） （５５）

网络输出的误差ε１ 按下式计算

ε１ ＝∑
Ｉ

ｈ＝１
∑
ＮＭ

ｊ＝１
ｙ^（Ｍ）ｈｊ －ｙ（Ｍ）ｈ（ ）ｊ

２ （５６）

上面各式中，^ｙ（Ｍ）ｈｊ 为网络实际输出；ｙ（Ｍ）ｈｊ 为网络期望输出。
如果ε１＞ε（ε为预定误差），则继续学习调整权值，反之则可停

止训练。由此时的Ｗ 权值构成的网络即可在ε误差范围内实现
期望输出。
传统的ＢＰ学习算法存在收敛速度和易陷于局部极小的不

足。之所以会造成这种状况是因为前馈网络的输出误差是权矢量
空间的一个曲面，它由大片平坦区和小斜度的凹槽组成［１００］。不
同的网络结构，不同的研究对象，其误差曲面的形状不同。ＢＰ算
法沿梯度方向调整权值，按等步长搜索误差的极小值，这对于存在
大量局部极小点的情况，常常不能达到全局最小，等步长搜索又易
于造成振荡，使收敛速度减慢。克服局部极小点最有效的方法是
采用“模拟退火”算法。它模仿金属的退火过程，通过逐步降低控
制“温度”，并加入小的随机扰动而使搜索过程跳过局部极小。这
种算法虽然解决了局部极小问题，但学习过程非常缓慢。提高ＢＰ
网络的训练速度可从两个方面来着手：一是调整网络结构，如修改
激励函数，在Ｓ型函数中加入若干参数，改变Ｓ曲线的形状或使
用其他类型的函数代替Ｓ 函数，使误差函数具有更加陡峭的曲
面，没有平坦的地段，从而提高网络的训练速度和训练效果。二是
修改训练方法，如改变搜索方向和步长，避开局部极小点和振荡，
使网络尽快收敛。此外，基因算法（ＧＡ）同人工神经网络一样是从
生物进化受到启示而提出的一种优化算法，将它与ＢＰ算法相结
合，可以有效地解决局部极小和收敛速度问题。

５．１．３　磨削颤振的监测

·８７·
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磨削颤振的监测采用含有一个隐层的３层ＢＰ网络，每个神
经元节点的阈值均为０。输入层的作用函数采用了线性函数：ｆ
（ｘ）＝ｋｘ；而对隐层和输出层，其作用函数为Ｓｉｇｍｏｉｄ函数：

ｆ（ｘ）＝１／（１＋ｅ－ｘ） （５７）

　　选择振动加速度作为监控参数，当磨削系统趋向发生颤振时，
振动信号时序｛ｘｉ｝的方差σ２ｘ 显著增大，同时，其一步相关系数ρ１
也迅速增大，因此这两者的大小变化可以用来判断颤振发生与
否［２６］。另外，根据时序理论，一阶自回归模型ＡＲ（１）的模型残差
｛ａｔ｝的方差σ２ａ，因其密切反映了系统状态信息，所以也可作为判别
颤振发生的判据之一。因此采用σ２ｘ、σ２ａ、ρ１ 这三个数据作为网络的
输入。与之对应，取网络的输入层节点数为３，网络只有一个隐
层、隐层节点数取４，输出层节点数为１。输出节点的值定义为：当
磨削振动在正常范围内时，认为磨削过程稳定，其值为０；当磨削
振动增大到即将发生颤振（临界状态或颤振初始），输出值为１。
据此，当网络输出接近或超过１时，即可发出颤振预警，提示磨削
过程发生异常。这里，ＢＰ网络实际上相当于一个模式识别器，识
别两种振动模式。
另外，网络训练时的收敛误差取经验值０．０２，这样既可保证

精度又不致于学习时间太长；而训练步长η 采用可变步长：

η＝η０ｅ
－αｔ，其中α为系数，η０ 为常数，ｔ为训练次数，这样可加快网

络的收敛速度［１０１］。
将实验得到的振动加速度数据分成两组，第一组１５０个为正

常磨削时的值，对应状态值为０；第二组１５０个为颤振初始时的
值，对应状态值为１。对每组数据，每１０个求一次σ２ｘ、σ２ａ、ρ１，信号
时序｛ｘｉ｝的一步自相关系数ρ１ 为

ρ１ ＝
∑
ｎ

ｔ＝２

（ｘｔ－μｘ）（ｘｔ－１－μｘ）

∑
Ｎ

ｔ＝２

（ｘｔ－μｘ）
２

（５８）
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其方差为

σ２ｘ ＝ １Ｎ∑
Ｎ

ｔ＝１

（ｘｔ－μｘ）
２ （５９）

而ＡＲ（１）模型的残差方差为

σ２ａ ＝ １
Ｎ－１∑

Ｎ

ｔ＝２

（ｘｔ－μｘ）－ρ１（ｘｔ－１－μｘ［ ］）２ （５１０）

　　这样每组可得１５个特征量组合：｛σ２ｘ、σ２ａ、ρ１ 状态值｝。从各组任
选１０个组合共２０个作为训练样本，其状态值即对应网络的期望输
出。训练进行到２０个样本分别输入到网络后，均能在ε范围内得到
对应状态值输出为止，网络就训练好了。剩余的１０个数据组合可
作为检验集对经过训练的网络进行检验，用以判断网络性能。
实现以上算法的程序分为三个部分：输入量的计算；网络的训

练；网络的检验。程序流程如图５２所示。应用检验集数据对网
络进行检验的结果见表５１。为了避免σ２ｘ、σ２ａ、ρ１ 之间大小相差悬
殊，表中列出的σ２ｘ、σ２ａ、ρ１ 是经过归一化处理后的值。这并不影响
数据所代表的模式含义。从表５１列出的结果可以看出，网络的
工作性能是比较可靠的。

表５１ 网络检验结果

序号 ρ１ σ２ｘ σ２ａ 期望输出 实际输出 误差

１ 　０．０６５２８ ０．８１３８９ ０．５４００３ １．０ ０．９８９１ ＜ε

２ 　０．０５８９２ ０．７７６８６ ０．６４２５５ １．０ １．０１５３ ＜ε

３ －０．２６２０９ ０．７２８８４ ０．６２６３６ ０．０ ０．０２８２ ＞ε

４ －０．９２８９８ ０．３４１０１ ０．１４２５５ ０．０ ０．０１４７ ＜ε

５ 　０．０６３６０ ０．８２９４０ ０．５０９７７ １．０ ０．９９８４ ＜ε

６ －０．８８１７２ ０．４２６８６ ０．２３７２２ ０．０ ０．０１４０ ＜ε

７ 　０．０５１１２ ０．７９０１０ ０．６２００１ １．０ ０．９９６５ ＜ε

８ －０．７４６０８ ０．３５９４９ ０．３６０１０ ０．０ ０．０１２６ ＜ε

·０８·
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续表５１

序号 ρ１ σ２ｘ σ２ａ 期望输出 实际输出 误差

９ －０．３５６６６ ０．７００１２ ０．５９８７８ ０．０ ０．０２５２ ＞ε

１０ 　０．０５６３９ ０．８１６２３ ０．５８８１１ １．０ １．００７８ ＜ε

５．２　基于信号幅值域特征变化识别磨削颤振

对颤振的监测和预报，一般通过设定颤振某一特征量的警戒
阈值来判定。但受各种因素影响，使得难以针对不同的加工条件
设置合理的监测阈值，且由于颤振发展过程是在瞬间完成的，往往
为采样和数据处理的时间所覆盖，因此难以实现对颤振发展过程
的实时监控。下面通过对磨削振动信号幅值域概率密度函数发展
变化过程的分析，采用径向基函数神经网络估测信号的概率密度，
实现迅速对颤振信号发展的识别，进而对磨削颤振进行预报，从而
使在加工过程中实时监视颤振的发展和在颤振充分发展前有效地

抑制颤振成为可能。

５．２．１　颤振发展过程中信号幅域特征及数学描述
由磨削试验中实测的磨削过程由稳定状态向颤振状态转化的

典型时域、频域、幅值域信号可见，在颤振发展过程中，振动信号的
特征是：时域上振幅逐渐增大，频域上由宽带向窄带过渡，幅值域
上概率密度由正态分布向盘形分布过渡。有关信号的时域、频域
分析在第三章已经论及，下面就信号在幅值域上随颤振发展而变
化的特征加以论述。
所测得的振动信号在稳定磨削状态可视为随机信号。根据统

计分析原理，信号动态分量Ｘｒ应服从正态分布，其概率密度函数

Ｐｒ（Ｘｒ）＝ １
σｒ ２槡π

ｅｘｐ －
Ｘ２ｒ
２σ（ ）２ｒ （５１１）

当颤振孕育发生时，信号动态分量逐渐由随机信号向谐振波信号
·１８·
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转变［８］。这里，假设颤振时信号动态分量可描述为

Ｘｓ（ｔ）＝Ｓｓｉｎ（ωｔ＋φ） （５１２）
式中，Ｓ为信号动态分量的幅度；ω为信号动态分量的角频率；φ为
信号动态分量的初相位。
因为此谐振波信号的初相位φ在这里是一随机信号，所以，

Ｘｓ的概率密度函数为盘形分布，可表示为

Ｐｓ（Ｆｓ）＝
π ２σ２ｓ －ｘ槡［ ］２ －１ （－Ｓ＜ｘ＜Ｓ）

０ （｜ｘ｜≥Ｓ
烅
烄

烆 ）
（５１３）

式中，σｓ＝Ｓ／槡２，是谐振波的标准方差。
正弦分布和正态分布的概率密度函数的图形如图５３所示。

图５３　谐振波信号和随机信号的概率密度函数

正弦分布概率密度函数如同正态分布一样完全由其均值和

方差决定，但是，在均值处正弦分布的概率密度达到最小值，在最
大幅值处达到最大值。而正态分布概率密度函数在均值处达到最
大值，在最大幅值处达到最小值。正弦分布信号和正态分布信号
的差异明显。
实际加工中的动态信号在颤振的发展阶段可被认为是服从正

态分布的随机信号和服从正弦分布的谐振波信号的叠加，可表示
为

·２８·
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Ｘ（ｔ）＝Ｘｒ（ｔ）＋Ｘｓ（ｔ） （５１４）
式中，Ｘｒ（ｔ）为随机信号；Ｘｓ（ｔ）为谐振波信号，它们相互独立。随
着颤振的发展，谐振波加强，随机信号相对减弱。若两随机变量相
互独立，其联合概率密度为两随机变量概率密度的卷积。所以Ｘ
（ｔ）的概率密度函数可简单地表示为式（５１１）和式（５１３）的卷积。
假设，Ｘｒ（ｔ）、Ｘｓ（ｔ）的均值都为０，则Ｘ（ｔ）的概率密度函数可表示
为

Ｐ（ｘ）＝ １
σｒπ ２槡π∫

π

０
ｅｘｐ － ｘ－Ｓｃｏｓφ

４σ（ ）ｒ［ ］
２

ｄφ （５１５）

式中，σｒ为Ｘｒ（ｔ）的标准方差；Ｓ和φ分别为Ｘｓ（ｔ）的幅值和相位。
相对于不同的Ｒ＝σ２ｓ／σ２ｒ，Ｐ（ｘ）的图形见图５４。由图５４可

知，随着谐振波幅值的增加，信号概率密度函数是一个渐变的过
程，其趋势是均值处的概率密度逐渐缩小，最大幅值处的概率密度
逐渐增大，这一特点可以用来识别颤振。实际颤振信号在幅值域
的概率密度分布如图５５所示。

图５４　随机噪声中谐振波的概率密度

５．２．２　应用ＲＢＦ网络估算概率密度
用于估算概率密度的方法很多，当信号的概率分布类型已知

时采用参数法，当概率分布类型未知时采用非参数法。常用的是
·３８·

５　磨削颤振的监控策略与抑制方法



图５５　颤振信号幅值域概率密度示意图

上述两种方法的混合，其基本思想［１０７］为

Ｐ（ｘ）＝∑
Ｍ

ｊ＝１
Ｐ（ｘ｜ｊ）Ｐ（ｊ） （５１６）

∑
Ｍ

ｊ＝１
Ｐ（ｘ｜ｊ）＝１ （５１７）

０≤Ｐ（ｘ｜ｊ）≤１ （５１８）
式中，Ｐ（ｘ）为信号的概率密度函数；Ｐ（ｘ｜ｊ）为信号相对于以ｊ为
中心的局部范围内的概率函数；Ｐ（ｊ）为Ｐ（ｘ｜ｊ）在整个信号概率
密度函数中所占的比重。
神经网络可以有多种分类方法，在模式识别中主要应用神经

网络的函数逼近功能，若从这个角度，可分为全局逼近和局部逼近
神经网络。如果网络的一个或多个权值或自适应可调参数在输入
空间的每一点对任何一个输出都有影响，则该网络为全局逼近网
络，多层前馈网络（ＢＰ网络）是全局逼近网络的典型例子。对于每
个输入输出数据对，网络的权值均需要调整，从而导致全局逼近网
络学习速度很慢。若对输入空间的某个局部区域，只有少数几个
权值影响网络的输出，则称该网络为局部逼近网络，径向基函数
（ＲＢＦ）网络是一种典型的局部逼近网络。ＢＰ网络用于函数逼近
时权值的调整是用梯度下降法，存在局部极小和收敛速度慢的缺
点，而ＲＢＦ网络在逼近能力和学习速度方面均优于ＢＰ网络。

·４８·
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图５６　ＲＢＦ网络结构图

具有ｎ个输入和一个输出的ＲＢＦ网络结构如图５６所示。
此网络通过

ｆｒ（ｘ）＝λ０＋∑
ｍ

ｉ＝１
λｉΦ（‖ｘ－ｃｉ‖） （５１９）

实现了Ｒｎ→Ｒ的映射。
式中，ｘ∈Ｒｎ 为输入量；Φ（·）为非线性转化函数；λｉ（０≤ｉ≤

ｍ）为权值；ｃｉ∈Ｒｎ（１≤ｉ≤ｍ）为ＢＲＦ中心；ｍ为中心的个数。
由图可知，ＲＢＦ网络由含有径向基神经元的隐层和含有线性

神经元的输出层组成。隐层中每一个神经元中心和局部感受域决
定了ＲＢＦ的位置和宽度，输出层神经元将隐层的ＲＢＦ加权叠加，
只要选择足够的隐层神经元、适当的中心、局部感受域和权值，

ＲＢＦ网络可以任意精度拟合任意函数。
在ＲＢＦ中假设Φ（·）和ｃｉ是固定的，给定一组输入和相对应

的期望输出，可确定权值λｉ。Φ（·）的选择对网络性能影响不大，
常用高斯函数。Φ（·）具有局部感受的特点，即只在中心周围的

·５８·
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一部分区域反映较强，体现了大脑皮质层的反映特点。对网络性
能影响较大的是中心ｃｉ 的选择，实际中心往往选择数据的子集，
常采取随机地从数据点中选择中心的方法。在ＲＢＦ网络学习算
法中，正交最小二乘（ＯｒｔｈｏｇｏｎａｌＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓ，ＯＬＳ）学习算
法［１０８］以其简单易行、精度高且运算速度快的特点而成为首选。
依据上述理论，采用径向基函数神经网络对采样信号进行概

率密度的估算。
网络采用无监督学习，网络结构见图５７。网络输入Ｒｉ为采

样序列，输出为Ｒｉ处的概率密度的估算值。网络结点的传递函数
为高斯函数，概率密度的估计值由下式给出

图５７　 用于估算概率密度的ＲＢＦ网络

Ｐ^（ｒｉ）＝∑
Ｎ

ｋ＝１
ωｋΦｋ（ｒｉ） （５２０）

其中，传递函数

Φｋ（ｒｉ）＝ １
σｋ ２槡π

ｅ－
１
２

ｘ－ｃｋ
σ（ ）ｋ

２ （５２１）

式中，Ｎ 为网络结点数；ωｋ、ｃｋ、σｋ 分别为每个结点的权值、中心和
标准差。
网络采用无监督学习，结点的权值、中心值和标准差随采样点

的增加自适应地调整。学习时，始终满足∑
Ｎ

ｋ＝１
ωｋ ＝１，标准偏差取

·６８·
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相邻结点最短距离的一半。

５．２．３　磨削颤振的识别
首先构造判别准则如下

｜ＸＰｍａｘ－Ｘａｖ｜
｜Ｘｍａｘ－Ｘａｖ｜ ≥ρ

（５２２）

这里ＸＰｍａｘ满足Ｐ^（ＸＰｍａｘ）＝ｍａｘ（^Ｐ（ｘ）），Ｘｍａｘ＝ｍａｘ（Ｘ），Ｘａｖ为Ｘ
的均值，其中Ｘ的选用采用动态刷新的办法，只取前５０个采样点
进行判别。ρ的取值很重要，ρ取得过大，当作出预报时振幅已较
大，则失去预报的快速性；ρ取得过小，则可能造成误判。经实验ρ
＝０．２较为合适。

图５８　颤振判别流程图
判别流程如图５８所示。

·７８·
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由于随机信号同谐振波信号的概率密度函数有明显的差异，
所以判断结果有较高的准确性。同时它的识别速度也得到很大提
高（ＲＢＦ网络估算单个采样点的概率密度函数所花的时间只有几
分之一毫秒）。但是，ＲＢＦ网络的学习有一定的延迟，因为随机信
号向谐振波信号过渡需要一定的样本进行学习。一般，ＲＢＦ网络
学习可保证在几十毫秒内由随机信号过渡到谐振波信号的概率密

度函数。

５．３　变速磨削抑制颤振的机理

磨削颤振的抑制可以从多方面进行考虑，其中变速磨削是诸
多抑制磨削颤振的方法之一。所谓变速磨削，就是在磨削过程的
某段时间内或整个过程中，人为地改变工件与砂轮的的瞬时转速
比或进给速度。下面就有关变速磨削抑制颤振的机理予以进一步
研究。

５．３．１　变进给速度抑制磨削颤振
自激振动的特征为：在外界输入为０时，系统仍能维持振动。

所以在发生颤振时，由式（２１６）磨削闭环系统的传递函数应有如
下特征方程

１
ｋｍ
Ｇｍ（ｓ）＝－ １

ｋｃ＋
１
ｋｇ
· １
１－ｅ－Ｔｇｓ

＋１ｋｗ
１

１－ｅ－Ｔｗ（ ）ｓ （５２３）

由于系统处于临界稳定的条件是ｓ＝ｊω，代入上式的右边，得

－Ｈ（ｊω）＝ １ｋｃ＋
１
ｋｇ
· １
１－ｃｏｓωＴｇ＋ｊｓｉｎωＴｇ

＋

１
ｋｗ

１
１－ｃｏｓωＴｗ＋ｊｓｉｎωＴｗ

＝ １ｋｃ＋
２
ｋｇ
· １－ｊｃｏｔωＴｇ（ ）２ ＋２ｋｗ

· １－ｊｃｏｔωＴｗ（ ）２

＝ １ｋｃ＋
２
ｋｇ
＋２ｋｗ－ｊ

２
ｋｇ
ｃｏｔωＴｇ

２ ＋２ｋｗ
ｃｏｔωＴｗ（ ）２

（５２４）

·８８·
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　　磨床在磨削过程中发生颤振，颤振频率在敏感模态所对应的
固有频率附近［７２］。因此在分析中可将磨床系统视为单自由度系
统。敏感模态的等效动力学参数设为ｍ，ｋ，ｃ（ωｎ，ｋ，ξ），则该磨床
的频率响应函数近似处理成

１
ｋｍ
Ｇｍ（ｊω）＝ １

ｋ－ｍω２＋ｊωｃ

＝ ｋ－ｍω２－ｊωｃ
（ｋ－ｍω２）２＋（ωｃ）２

（５２５）

由于式（５２４）、式（５２５）分别为式（５２３）的右边和左边，即式（５
２４）等效于式（５２５），故两式的实部和虚部应分别对应相等。所以
有

ｋ－ｍω２
ｋ－ｍω（ ）２ ２＋（ωｃ）２ ＝－

１
ｋｃ＋

２
ｋｇ
＋２ｋ（ ）ｗ （５２６）

由于（ｋ－ｍω２）（ωｃ）２，则上式变为

１
ｋ－ｍω２ ＝－

１
ｋｃ＋

２
ｋｇ
＋２ｋｗ

（５２７）

所以

ω＝ １／ ｍｋｃ＋
２ｍ
ｋｇ
＋２ｍｋ（ ）ｗ ＋ω２槡 ｎ （５２８）

根据文献［１１１］，ｋｇ＝ｋｇ０ １－ε２
·Δａ（ ）ａ ，ｋｃ＝ｋｃ０ １－ε２

·Δａ（ ）ａ （其中，

ｋｇ０，ｋｃ０，ε为有关常数；ａ为磨削厚度），代入上式得

ω＝ １
ｍ

ｋｃ０ １－ε２
·Δａ（ ）ａ

＋ ２ｍ

ｋｇ０ １－ε２
·Δａ（ ）ａ

＋２ｍｋｗ

＋ω２

槡
ｎ

（５２９）

由式（５２９）可知，改变进给速度，即改变Δａａ
，将改变发生颤振的临

界频率。

·９８·
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在预报颤振发生后，可以通过改变进给速度抑制磨削颤振。
不同的进给速度对应不同的发生颤振临界频率，如果反复改变进
给速度，同时使变化时间间隔小于颤振成长时间，则可达到抑制颤
振的目的。

５．３．２　变砂轮转速抑制磨削颤振
抑制磨削颤振主要考虑的应是如何抑制或延缓颤振的发展、

提高磨削表面质量、延长砂轮的修整周期。采用颤振增长率参数
作为磨削颤振发生发展全过程的评价指标符合磨削加工的实际情

况。下面通过颤振增长率对变砂轮转速磨削抑制和延缓颤振机理
进行理论研究。
由（２１６）式，可得砂轮再生颤振时磨削系统的特征方程为

－ １
ｋｇ １－ｅ－Ｔｇ（ ）ｓ

＝Ｇｍ
（ｓ）
ｋｍ ＋１ｋｃ

（５３０）

式中，拉氏算子ｓ＝σ＋ｊω（实部σ称为颤振增长系数）。
将颤振增长率α定义为

α＝Ｔｇσ２π
（５３１）

将式（５３１）代入式（５３０），并整理得

　－ １
１－ｅ－２παｅ－ｊωＴｇ ＝

ｋｇ
ｋｍ
Ｇｍ（ｓ）＋ｋｇｋｃ ＝ｐ

（ｘ＋ｊｙ）＋ｑ （５３２）

其中，ｐ＝ｋｇ／ｋｍ，ｑ＝ｋｇ／ｋｃ，Ｇｍ（ｓ）＝ｘ＋ｊｙ。将式（５３２）分解成实
虚部形式，并令等式两边实、虚部分别相等，进而解其联立方程得

α＝－１４π
ｌｎ１＋ １＋２（ｐｘ＋ｑ）

ｐ２ｙ２＋（ｐｘ＋ｑ）［ ］２ （５３３）

式（５３３）为颤振增长率的求解公式。
颤振增长率的物理意义为：在假定磨削系统为单自由度振动

系统的情况下，由振动理论可知，磨削振动的幅值仅与振动方程的
拉氏算子的实部有关，即有

Ａ（ｔ）＝Ａ０ｅσｔ （５３４）

·０９·
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其中，Ａ（ｔ）为ｔ时刻的振幅；Ａ０ 为初始（ｔ＝０）时刻的振幅。
由方程式（５３４）可以写出第ｎ转（ｔｎ 时刻）磨削振幅为Ａｎ＝

Ａ０ｅσｔｎ。同理，第ｎ＋１转（ｔｎ＋１时刻）磨削振幅为Ａｎ＋１＝Ａ０ｅσｔｎ＋１。
而相邻两转磨削时刻的关系为ｔｎ＋１－ｔｎ＝Ｔｇ，相邻两转磨削振幅
相除可得Ａｎ＋１／Ａｎ＝ｅσ（ｔｎ＋１－ｔｎ）＝ｅ２πα，所以

α＝ １２π
ｌｎ（Ａｎ＋１／Ａｎ） （５３５）

由式（５３５）可知，颤振增长率的物理意义就是单位弧度上砂轮相
邻两转振幅的对数变化率。
当α＜０时，表明振幅衰减，系统稳定。
当α＝０时，表明系统为稳幅振动，系统处于临界状态。
当α＞０时，表明振幅逐渐增大，系统处于不稳定状态。
所以颤振增长率是描述磨削过程从稳态到失稳全过程的重要

评价参数。α（α＞０）越小，表明振幅增长缓慢，砂轮修整时间间隔
就可以延长；反之，α越大，振幅增长急剧，就应缩短砂轮修整时间
间隔。
抑振机理为：不同的颤振频率所对应的颤振增长率大小不

同［１０９］。在此我们关心的是最大颤振增长率，因为在磨削过程中，
由于再生颤振的闭环反馈作用，系统将在最大颤振增长率所对应
的频率下发生颤振，此时由于颤振增长率处于最大值，故颤振振幅
增长较快。而颤振频率随砂轮转速具有同步变化规律［４７］，所以变
速磨削的实质就是通过连续改变砂轮转速，不让磨削颤振始终处
于最大颤振增长率对应的频率下振动，从而保证变速磨削期间平
均颤振增长率小于最大颤振增长率，以达到抑制或延缓颤振增长
的目的。
由颤振增长率定义式（５３５）可以得到如下递推公式

Ａｎ ＝Ａｎ－１ｅ２παｎ （５３６）
式中，αｎ 为第ｎ转磨削时对应的颤振增长率。由式（５３６）递推公

·１９·
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式进一步可得

Ａｎ ＝Ａ０ｅ２π∑
ｎ

ｉ＝１
αｉ （５３７）

　　恒速磨削时，颤振将在最大颤振增长率αｍａｘ对应的频率下发
生，经过ｎ次磨削后，恒速磨削时颤振振幅（Ａｎ）Ｈ 为：

（Ａｎ）Ｈ ＝Ａ０ｅ２πｎαｍａｘ （５３８）

　　变砂轮转速磨削时，由于变速使颤振频率发生连续变化，导致
颤振增长率连续变化，但均小于αｍａｘ，经过ｎ转磨削后，变速磨削
时颤振振幅（Ａｎ）Ｂ 为

（Ａｎ）Ｂ ＝Ａ０ｅ２π∑
ｎ

ｉ＝１
αｉ （５３９）

显然有（Ａｎ）Ｈ＞（Ａｎ）Ｂ，即在相同的磨削时间下，变速磨削时的颤
振振幅小于恒速磨削时的颤振振幅，变速磨削具有抑制和延缓颤
振的效果。

５．３．３　变工件转速抑制磨削颤振
由磨削自激振动的再生效应理论可知，磨削颤振的加大主要

是由于工件或砂轮表面波纹引起的。就工件再生效应而言，其作
用的具体过程如下：
在磨削过程中，工件在前一转切削时表面产生了波纹，后一转

时砂轮将在有波纹的表面上进行切削，并在工件表面上形成新的
波纹。前后两次波纹之间的相互关系有下列几种可能，如图５９
所示。

（１）如果自激振动的频率与工件转速成整数倍，则前后两次
波纹之间无相位差如图５９（ａ）所示，磨削深度就基本不变，磨削力
也基本不变，即不产生动态磨削力。

（２）如果自激振动的频率与工件转速不成整数倍，它们的关
系可用下式表示

６０ｆ
ｎｗ ＝

Ｊ＋ε （５４０）

·２９·
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图５９　工件表面前后两次波纹的相互关系

其中，ｆ为自激振动频率；Ｊ为工件表面波纹数中的整数部分；ε为
工件表面波纹数中的小数部分，且－０．５＜ε＜０．５。
若ε＞０，如图５９（ｂ）所示，第二次切削时在ａｂ段，砂轮作切

入工件的运动。此时由于径向进给，切削面积增大，磨削力增大。
在ｂｃ段，砂轮作切离工件的运动，切削面积减小，磨削力也随之减
小。
若ε＜０，如图５９（ｃ）所示，第二次切削时，在ａｂ段，砂轮切入

工件时切削面积减小，磨削力减小。在ｂｃ段，砂轮切离工件时，切
削面积增大，磨削力增大。
下面推导它们之间的数学关系。
设磨削时工件表面前一圈波纹为ｘ０＝Ｘｃｏｓωｔ，后一圈波纹

为ｘ＝Ｘｃｏｓ（ωｔ－φ）。其中，φ为相位滞后角，－π＜φ＜π，φ＝２πε。
·３９·
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当－０．５＜ε＜０时－π＜φ＜０；当０＜ε＜０．５时０＜φ＜π。前
后两圈波纹之差，即磨削厚度的动态分量为

ｄａ≈Δｘ＝ｘ－ｘ０ ＝Ｘ ｃｏｓ（ωｔ－φ）－ｃｏｓω［ ］ｔ （５４１）
由磨削原理［８４］可知，法向磨削力为

Ｆｒ＝ＣＦＢ
Ｖｗ

Ｖ（ ）ｇ
α

ａβ （５４２）

其中，Ｖｗ、Ｖｇ 分别为工件与砂轮的速度；ａ为名义进给量，在外圆
切入磨削时即为每转径向磨削厚度；Ｂ为磨削宽度；ＣＦ 为常量。
一般认为磨削力变化主要是由于磨削厚度的变化所引起的。

在假定Ｖｗ、Ｖｇ、Ｂ均为常数的前提下有

Ｆｒ＝Ｃａβ （５４３）
动态法向磨削力为

ｄＦｒ＝Ｃβａβ－
１ｄａ＝Ｃ′ｄａ （５４４）

其中，Ｃ′＝Ｃβａβ
－１为常数。因一般磨削中ａ不变，动态法向磨削力

所做的功为

Ｅ＝∫
２π

０
ｄＦｒｄｘ＝∫

２π

０
Ｃ′Ｘ ｃｏｓ（ωｔ－φ）－ｃｏｓω［ ］ｔ ×

　　　ｄ（Ｘｃｏｓωｔ）＝πＣ′Ｘ２ｓｉｎφ （５４５）
此即磨削振动系统所获得的能量。
由分析结果可知，当０＜φ＜π时，即后一圈磨削振纹滞后于

前一圈振纹时，动态磨削力做正功，磨削系统输入能量，在这种情
况下，再生效应起激发颤振、使振动加大的作用；并且当φ＝π／２
时，输入系统的能量最大，这时对振动系统的影响最大。反之，当

－π＜φ＜０时，即后一圈磨削振纹超前于前一圈振纹时，动态磨削
力做负功，磨削系统输出能量，再生效应起抑制颤振的作用。我们
把Ｅ＞０时φ的范围称为颤振激发区；Ｅ＜０时φ的范围称为颤振
抑制区，如图５１０所示。
在磨削过程中，工件表面前一圈波纹的变化作为激励产生动

·４９·
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图５１０　颤振中波纹相位差与能量的关系示意图

态磨削力，而这个力又作为激励在后次磨削时引起再生激振，产生
了后一圈振纹的变化。由于正弦激励响应亦为正弦信号且相位一
般滞后，故在切削过程中，后圈振纹总是滞后前圈振纹，因而总是
处在０＜φ＜π的范围之内，即总是处在颤振激发区，这样就使得
颤振不断扩大。而变速磨削时由于人为地不断改变工件的转速，
而工件表面的振纹相移φ也被人为地不断改变，这样就有可能使
系统不断地离开颤振激发区，从而使颤振受到抑制。
在实际磨削中，颤振频率是在不断变化的，而颤振波形中一般

也会含有多个频率分量，并不是单一的正弦波形式，故实际磨削过
程的颤振激发区和抑制区并不是一层不变的。颤振频率的变化，
使得在同一工件速度下，某一时刻φ处于颤振抑制区，过了片刻φ
就处于激发区了。而多种频率分量更使得不同频率分量的颤振抑
制区和激发区之间交叉存在。这样，实际问题的分析就复杂了。
但是不论在哪种情况下，只要变速磨削时变速的幅度、频率适当，
总可以使磨削系统在某一时间段内避开颤振激发区，得到比恒速
磨削较好的效果。

５．４　抑制磨削颤振的实用方法———工艺条件适配法

变速磨削，一方面由于要附加一些调速装置使得实现起来比
较麻烦，另一方面变速磨削时有很大的电流通过驱动电机，实际使
用时对供电线路、功率放大器、电动机的热载能力均有较高要求。

·５９·

５　磨削颤振的监控策略与抑制方法



因此，有必要寻求更为方便、实用、有效的磨削颤振抑制方法。本
部分在一系列磨削实验的基础上，提出抑制磨削颤振的实用方
法———工艺条件适配法。
所采用的实验系统与３．１部分所述相同。正如前面各章节所

述，影响磨削颤振的因素很多，如机床系统的刚度、砂轮及其特性、
工件结构及其材质、磨削工艺参数等都会影响磨削颤振的产生和
发展。这里将加工中不同的工件结构参数和可调的主要工艺参数
作为试验中考虑的因素，通过正交试验和单因素试验，对抑制磨削
颤振的效果进行试验研究，寻求一定的规律并针对加工对象合理
匹配工艺条件，以降低和消除颤振对磨削加工质量的影响。

５．４．１　正交试验设计与分析
将一定磨削深度（ａｒ＝１．２ｍｍ）下的颤振时域信号均方根值

ｘ（ｍＶ）作为试验考察指标。由２．４部分的分析可知，速度比Ｋｖ＝
Ｖｗ／Ｖｇ＝Ｄｗｎｗ／Ｄｇｎｇ 对磨削力有重要影响，根据切入式磨削的特
点，工艺参数进给速度Ｖｆ、工件支撑刚度（以工件距头架顶尖的距
离Ｌ表征）对磨削稳定性均有较大影响，故选定Ｋｖ、Ｖｆ和Ｌ为试
验因子，各取３个水平按Ｌ９（３４）正交表安排试验。为提高试验结
果的可靠性，每次试验重复５次，试验考察指标取值为同条件下５
次实验的平均值。表５２为正交试验因素水平表；采用Ｌ９（３４）正
交表的试验方案、试验结果及计算如表５３所示。

表５２ 因素水平表

因素
水平

Ａ
Ｋｖ

Ｂ
Ｖｆ／μ·ｓ－１

Ｃ
Ｌ／ｍｍ

１ ０．０１５５１７ １５ ２２０
２ ０．００９４８３ １０ １３５
３ ０．００４２２４ ５ ５０

　　注：Ｋｖ三个水平的获得条件为：Ｄｇｎｇ＝４００×１４５０；Ｄｗｎｗ＝１００×９０、１００×５５、

７０×３５。

表５３ 试验方案、试验结果及计算表

·６９·

磨削颤振与磨削表面形貌误差的研究



因 素

试 验 号
Ａ Ｂ ｅ Ｃ

Ｘ
／ｍＶ

１ １ １ １ １ ４０．６

２ １ ２ ２ ２ ４４．２

３ １ ３ ３ ３ ３０．１

４ ２ １ ２ ３ ５６．５

５ ２ ２ ３ １ ３４．５

６ ２ ３ １ ２ ５３．７

７ ３ １ ３ ２ ５２．８

８ ３ ２ １ ３ ４３．８

９ ３ ３ ２ １ ２７．３

Ｔ１

Ｔ２

Ｔ３

１１４．９

１４４．７

１２３．９

１４９．９

１２２．５

１１１．１

１３８．１

１２８．０

１１７．４

１０２．４

１５０．７

１３０．４

ｔ１＝Ｔ１／３

ｔ２＝Ｔ２／３

ｔ３＝Ｔ３／３

３８．３

４８．２

４１．３

５０．０

４０．８

３７．０

４６．０

４２．７

３９．１

３４．１

５０．２

４３．５

Ｒ ９．９ １３ ６．９ １６．１

Ｑ＝（Ｔ１２＋Ｔ２２

＋Ｔ３２）／３
１６５４２ １６６５０ １６３７２ １６７０２

Ｓ＝Ｑ－Ｔ２／ｎ ２０１ ３０９ ３１ ３６１

Ｔ＝∑Ｘｉ＝３８３．５

Ｔ２／ｎ＝１６３４１

ＱＴ ＝∑Ｘｉ２＝１７２２６

ＳＴ＝ＱＴ－Ｔ２／ｎ＝８８５

正交试验结果分析一般分为两种方法：一种是直观分析法
（或称极差分析法），另一种是方差分析法（又称统计分析法）。前
者简单实用，后者分析精度高。
利用表５３的计算结果，以因素水平为横坐标，以同水平下指

标的平均值为纵坐标，可以绘出因素与指标的关系趋势如图５１１
所示。

·７９·
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图５１１　因素水平与试验指标关系直观图

通过表５３和图５１１对试验结果进行直观分析，从中可以看
出：

（１）最优的水平组合为Ａ１Ｂ３Ｃ１，即以大的速度比Ｋｖ、小的切
入速度Ｖｆ、将工件安装在靠近尾座顶尖附近，对抑制颤振有利。

（２）比较小的和比较大的速度比Ｋｖ对抑制颤振均是有利的，
即存在使颤振增大的Ｋｖ，也即当砂轮的直径和转速一定时，一定
的工件直径和转速组合会导致颤振增大。

（３）随着切入速度的增加，颤振呈非线性增长。
（４）工件的安装位置在芯棒的中部时会导致颤振增大；靠近

头架或尾座处对抑制颤振有利，且靠近尾座更加有利，说明低的扭
转刚度更有利于抑制颤振。
表５４为正交试验的方差分析表。从中可知各因素对试验指

标（颤振）影响的显著性及各因素的主次顺序。

５．４．２　单因素试验与分析
从正交试验结果分析中得出了速度比、切入速度和工件安装

位置三个因素对颤振的不同影响及显著性。为更深入地研究切入
速度对颤振的影响规律，作者还专门选择切入速度进行了单因素
试验，进而建立了相应的数学模型。

·８９·
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　　表５４ 方差分析表

方差来源
偏差平方和

Ｓ

自由度

ｆ

平均偏差

平方和Ｖ
Ｆ值 显著性

Ａ

Ｂ

Ｃ

ｅ

２０１

３０９

３６１

３１

２

２

２

２

１００．５

１５４．５

１８０．５

１５．５

６．４８

９．９７

１１．６５

有影响

影响较显著

影响较显著

Ｔ ８８５ ８

　　注：Ｆ０．２５（２，２）＝３，Ｆ０．１（２，２）＝９，Ｆ０．０５（２，２）＝１９，Ｆ０．０１（２，２）＝９９。

单因素试验是在正交试验的基础上进行的。选定试验条件为

Ａ１、Ｃ１ 和可变动的因素Ｂ，即取速度比Ｋｖ＝０．０１５５１７（Ｄｗｎｗ＝
１００×９０），工件安装在靠尾座处（Ｌ＝２２０ｍｍ）作为固定参量，切
入速度Ｖｆ作为可变动的参量。确定切入速度（μ／ｓ）分别为２、５、

８、１０、１２、１５、１８七种，其中切入速度为１５ （μ／ｓ）的试验，即

Ａ１Ｂ１Ｃ１已经在正交实验中取得结果（４０．６ｍＶ）。实验结果见表

５５，相应Ｖｆ—ｘ的关系散点图如图５１２所示。

表５５ 单因素试验结果与回归计算表

Ｖｆ
／μ·ｓ－１

Ｘ
／ｍＶ

ｆ（Ｖｆ）＝０．１５（Ｖｆ－２）２＋１４．７ ｇ（Ｖｆ）＝２２．８×１．０８５９Ｖｆ－８

２ １４．７ １４．７ １３．９０５８

５ ２０．４ １６．０５ １７．８０５９６

８ ２２．８ ２０．１ ２２．８

１０ ２６．５ ２４．３ ２６．８８５２８

１２ ３２．２ ２９．７ ３１．７０２５５

１５ ４０．６ ４０．０６ ４０．５９４１７

１８ ５３．１ ５３．１ ５１．９７９６３

残差平方和 ３７．６０５ ９．０１０９７４

·９９·
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图５１２　Ｖｆ—ｘ关系图

观察图５１２散点图可以发现，Ｖｆ—ｘ的关系为非线性关系。
下面分别用二次函数模型和指数模型对试验数据进行拟合。

（１）可以证明［１１９］，过最低点（ｘ１，ｙ１）和另一点（ｘ２，ｙ２）的抛物
线方程为

ｙ＝ｆ（ｘ）＝ ｙ２－ｙ１
（ｘ２－ｘ１）２

（ｘ－ｘ１）２＋ｙ１

将试验数据中的两点（２，１４．７）和（１８，５３．１）使用上式进行拟合，得

ｆ（Ｖｆ）＝０．１５（Ｖｆ－２）２＋１４．７ （５４６）

　　（２）可以证明［１１９］，过任意两点（ｘ１，ｙ１）、（ｘ２，ｙ２）的指数函数

为ｙ＝ｇ（ｘ）＝ａ·ｂｘ＝ｙ１ ｘ２－ｘ１ｙ２／ｙ槡（ ）１ ｘ－ｘ１。将试验数据中的两点

（８，２２．８）和（１５，４０．６）使用上式进行拟合得

ｇ（Ｖｆ）＝２２．８×１．０８５９Ｖｆ－８ （５４７）

　　通过计算、比较两个拟合函数的残差平方和（表５５）可知，指
数模型较为理想，即可以认为颤振幅值随切入速度近似地服从式
（５４７）以指数规律增加。

５．４．３　工艺条件的适配
磨削过程中影响磨削颤振产生和发展的因素主要有：机床系

统的刚度；砂轮及其特性；工件结构及其材质；磨削工艺参数。

·００１·
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所谓工艺条件的适配，就是在磨削加工时，根据工件的材质、
结构，合理确定所用砂轮的特性及磨削工艺参数，以保证在一定生
产率的条件下防止磨削颤振的发生，提高磨削表面质量。有关砂
轮特性（主要指硬度）及工件材质性能（主要指强度、硬度）对磨削
过程稳定性的影响，理论和实践均证明［４４、４５］：砂轮硬度和工件材
质硬度越高，越容易发生颤振。综合本书５．４．１部分试验分析，提
出外圆切入磨削抑制颤振的工艺条件适配原则如下：

（１）砂轮特性与工件材质性能的适配：磨削较硬工件时选择
较软砂轮；磨削较软工件时选择较硬砂轮。

（２）工件转速与磨削直径的适配：适配工件转速（ｎｗ）与磨削
直径（Ｄｗ），使得Ｄｗ·ｎｗ 的值避开因其匹配不当而产生的颤振峰
点。由于在一定的切入速度Ｖｆ下，当ｎｗ 增大时可使每转切入量

ｆｒ减小，更有利于抑制颤振，所以当磨削直径Ｄｗ 一定时应首先考

虑采用较大的工件转速ｎｗ。
（３）关于磨削轴向位置：当工件由双顶尖支承时，在工件结构

可能的情况下，应使磨削位置处于靠近尾座。
（４）关于切入速度：切入速度（Ｖｆ）既是影响磨削颤振的主要

因素，又是磨削生产率的决定因素。为防止颤振发生以提高磨削
表面质量，同时保证一定的生产率，应在其他工艺条件适配的前提
下，尽可能适当提高切入速度。也就是说，降低切入速度不是抑制
磨削颤振的首选因素。
按适配的磨削工艺条件进行磨削与没有按适配的磨削工艺条

件进行磨削所得到的磨削表面形貌分别如图５１３（ａ）、（ｂ）所示。
两者切入速度均为Ｖｆ＝１０μ／ｓ，即保证生产率一定。比较两图可
见，工艺条件适配法可以有效地抑制磨削颤振、提高加工质量。
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图５１３　适配工艺条件下与非适配工艺条件下磨削表面形貌
（ａ）适配工艺条件：

工件：４５钢，淬火 ＨＲＣ４５～５０；砂轮：Ｐ４００×５０×１２７ＷＡ６０Ｌ５Ｖ３５

Ｄω＝φ１００ｍｍ；Ｌ＝２００ｍｍ；ｎｗ＝５５ｒ／ｍｉｎ；ｎｇ＝１４５０ｒ／ｍｉｎ
（ｂ）非适配工艺条件：

工件：４５钢，淬火 ＨＲＣ４５～５０；砂轮：Ｐ４００×５０×１２７ＷＡ６０Ｑ５Ｖ３５

Ｄｗ＝φ１００ｍｍ；Ｌ＝１００ｍｍ；ｎｗ＝３５ｒ／ｍｉｎ；ｎｇ＝１４５０ｒ／ｍｉｎ

５．５　本章小结

本章研究了利用神经网络对磨削颤振进行监测与识别；深入

分析了变速磨削抑制磨削颤振的机理；提出了抑制磨削颤振的实
用方法———工艺条件适配法。

（１）选择振动加速度作为监控参数，对磨削过程中的振动进
行监测和预报。采用含有一个隐层的３层ＢＰ神经网络模型，以

信号时间序列的σ２ｘ、σ２ａ、ρ１ 三个数据作为网络的输入，网络具有一
个输出，并定义为：当磨削振动在正常范围内时，认为磨削过程稳
定，其值为０；当磨削振动增大到即将发生颤振（临界状态或颤振
初始），输出值为１。此时ＢＰ网络实际上相当于一个模式识别器，
以识别磨削过程是否稳定。对训练后的网络进行检验，结果表明
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其工作性能是比较可靠的。
（２）通过对磨削振动信号幅值域概率密度函数变化过程的分

析，证明在颤振产生和发展过程中，概率密度由正态分布（白噪声）
向盘形（谐振波）过渡。采用径向基函数（ＲＢＦ）神经网络估测信号
的概率密度，实现迅速对颤振信号发展的识别，进而对磨削颤振进
行预报。ＲＢＦ网络是一种典型的局部逼近网络，在逼近能力和学
习速度方面均优于ＢＰ网络。网络采用无监督学习，输入Ｒｉ为采
样序列，输出为Ｒｉ处的概率密度的估算值，网络结点的传递函数
为高斯函数。基于ＲＢＦ网络的学习，根据式（５２２）判别准则，进
一步完成对磨削颤振的识别。由于随机信号同谐振波信号的概率
密度函数有明显的差异，所以判断结果有较高的准确性。

（３）就有关变速磨削抑制颤振的机理分别从三方面进行了深
入的研究：
基于对磨削闭环系统传递函数特征方程的分析，指出：不同的

进给速度对应不同的颤振临界频率，磨削时如果反复改变进给速
度，同时使变化时间间隔小于颤振成长时间，则可达到抑制颤振的
目的。
基于对仅考虑砂轮再生颤振时磨削系统的特征方程的分析，

定义颤振增长率为α＝Ｔｇ（σ／２π），讨论了其物理意义，就是单位弧
度上砂轮相邻两转振幅的对数变化率。利用这一参数对砂轮变速
磨削以抑制和延缓颤振机理进行了理论研究：系统将在最大颤振
增长率所对应的频率下发生颤振，而颤振频率随砂轮转速具有同
步变化规律。变速磨削的实质就是通过连续改变砂轮转速，不让
磨削颤振始终处于最大颤振增长率对应的频率下振动，以达到抑
制或延缓颤振增长的目的。
基于工件再生效应，分析了工件表面磨削前后两圈波纹的相

互关系：当后一圈磨削振纹滞后于前一圈振纹时，动态磨削力做正
功，磨削系统输入能量，再生效应起激发颤振的作用；反之，后一圈

·３０１·

５　磨削颤振的监控策略与抑制方法



磨削振纹超前于前一圈振纹时，动态磨削力做负功，磨削系统输出
能量，再生效应起抑制颤振的作用。在磨削过程中，工件表面前一
圈波纹的变化将作为激励产生动态磨削力，而这个力又作为激励
在后次磨削时引起再生激振，产生了后一圈振纹的变化。正弦激
励的响应亦为正弦信号且相位一般滞后，故后一圈磨削振纹一般
滞后于前一圈振纹，即一般处在颤振激发区。磨削时不断改变工
件转速，使工件表面振纹相移φ也不断地改变，就可能使系统不断
地离开颤振激发区，从而使颤振受到抑制。

（４）基于一系列磨削试验（正交试验、单因素试验），提出了抑
制磨削颤振的实用方法———工艺条件适配法；得出了切入速度对
颤振的影响规律方程，即颤振幅值随切入速度近似地以指数规律
增大。通过实验验证了工艺条件适配法抑制磨削颤振的有效性。
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６　基于ＥＳＴ的磨削表面圆度、
圆柱度误差研究

６．１　引言

轴类零件是机械工程中应用最广泛的零件之一，其形状误差
对产品的装配质量与使用性能有很大影响。圆度、圆柱度是评定
轴类零件形状精度的重要指标。圆度误差是指回转体的同一正截
面上实际被测轮廓对其理想圆的变动量。机械零件回转表面正截
面轮廓的圆度误差对机器和仪器的功能具有直接影响，因此在设
计机器和仪器时，根据零件的功能要求，要给以适宜的公差。而加
工后零件的圆度误差是否被控制在给定的公差范围之内，需要通
过测量加以判定。因此，对回转体零件的重要截面进行圆度误差
测量是检验该类零件加工质量的重要指标之一。数十年来，国内
外许多专家学者一直致力于此方面的研究，但距问题的完满解决
仍有一定的差距。
目前，圆度误差的精密测量多采用圆度仪。但圆度仪价格昂

贵、对操作环境条件要求严格，通常仅限于计量室中使用，不能用
于车间现场；同时，圆度仪作为一种高精度的仪器，频繁地用于一
般零件的测量也不经济；此外，圆度仪由于其规格所限，只能用于
中小型零件的圆度误差的测量，这也使圆度仪的使用受到一定限
制。对于中小型精密零件的测量，坐标测量机也是一种精确有效
的测量手段。测量时，在被测截面圆轮廓上选定若干测点，一一测
出它们的坐标，然后进行数据处理，求解圆度误差值。对大型、长
轴类零件也存在难于安装的问题。因此，在生产实际中通常采用
一些近似的方法，如Ｖ形块法等。Ｖ形块法设备简单，测量方便，
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但存在测量原理误差，使得测量结果很不可靠，甚至和真实误差值
相差很大，因此测量精度很低。综上可见，对圆度误差的精密检测
技术的研究、开发和应用具有重要意义。
误差分离技术（ＥＳＴ）是现代误差理论与计算机相结合的产

物。应用误差分离技术测量圆度误差，可将被测轮廓的圆度误差
部分同基准件的回转误差部分分离开来，以求得准确的圆度误差
值和主轴回转误差值。一般误差分离技术可以解决两方面的问
题：用于量仪（如圆度仪）上可以在不提高量仪原有精度的前提下
大幅度提高测量精度；用于在位测量（或称临床测量）可以在保证
较高测量精度的前提下显著降低对主轴回转精度的要求，另外在
加工中测量还可以对加工设备进行精度诊断。一般地，当多路信
号作非同时依次拾取时称为多步法，适于作静态或离线测量，多用
于精密量仪和加工后的误差分离；当多路信号作同时拾取时称为
一次定位的多测头法（或称多点法），此法用于在位测量或加工过
程中的误差分离。本章就多点法（主要是三点法）误差分离技术用
于圆柱体磨削表面的圆度误差临床检测，从理论到实践做进一步
的深入研究。

６．２　三点法圆度误差分离原理

在多点法圆度误差分离技术中，最具代表性的是由日本学者
大园最早提出的三点法圆度误差分离技术，后来发展的其他多点
法（如四点法、两点法等）都可以看成是三点法的演化或近似。三
点法误差分离技术的原理如图６１所示。
三个传感器Ａ、Ｂ、Ｃ分别安装在工件圆周的不同位置（安装

角分别为α、β），三传感器的轴线交于坐标原点Ｏ 。取工件轮廓曲
线的最小二乘心Ｏ１ 为极心，极角θ＝ωｔ。设工件圆度误差为ｒ
（θ），主轴回转误差在Ｘ、Ｙ 方向上的分量分别为δＸ（θ）和δＹ（θ）。
于是各传感器的输出Ａ（θ）、Ｂ（θ）和Ｃ（θ）分别为
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图６１　三点法圆度误差分离原理

Ａ（θ）＝ｒ（θ）＋δＸ（θ） （６１）

Ｂ（θ）＝ｒ（θ＋α）＋δＸ（θ）ｃｏｓα＋δＹ（θ）ｓｉｎα （６２）

Ｃ（θ）＝ｒ（θ＋α＋β）＋δＸ（θ）ｃｏｓ（α＋β）＋δＹ（θ）ｓｉｎ（α＋β）
（６３）

对式（６１）～式（６３）分别乘以不等权系数１、ｂ和ｃ，然后相加消
去δＸ（θ）和δＹ（θ）得到三点法圆度误差分离的基本方程

Ｓ（θ）＝Ａ（θ）＋ｂ·Ｂ（θ）＋ｃ·Ｃ（θ）

＝ｒ（θ）＋ｂ·ｒ（θ＋α）＋ｃ·ｒ（θ＋α＋β） （６４）
式中，ｂ＝－ｓｉｎ（α＋β）／ｓｉｎβ；ｃ＝ｓｉｎα／ｓｉｎβ；Ｓ（θ）称为组合信号。
记θ＝（２π／Ｎ）ｋ（ｋ＝０，１，２，…，Ｎ－１）；ｐ、ｑ为整数，且ｐ＝
（Ｎ／２π）α，ｑ＝（Ｎ／２π）β；Ｎ 为圆周均布的采样点数。
将式（６４）离散化，得

Ｓ（ｋ）＝ｒ（ｋ）＋ｂｒ（ｋ＋ｐ）＋ｃｒ（ｋ＋ｐ＋ｑ） （６５）
对式（６５）进行离散傅立叶变换（ＤＦＴ），得

Ｓ（ｎ）＝Ｒ（ｎ）Ｗ（ｎ） （６６）
式中，Ｗ（ｎ）称为权函数，Ｗ（ｎ）＝１＋ｂｅｊｎα＋ｃｅｊｎβ＝１＋ｂｅｊ２πｐｎ／Ｎ＋
ｃｅｊ２π（ｐ＋ｑ）ｎ／Ｎ。
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当Ｗ（ｎ）≠０时，有

Ｒ（ｎ）＝Ｓ（ｎ）／Ｗ（ｎ） （６７）
对式（６７）进行离散傅利叶逆变换（ＩＤＦＴ），即可求得圆度误差序
列ｒ（ｋ）

ｒ（ｋ）＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
Ｒ（ｎ）ｅｊ

２π
Ｎ（ ）ｎ ｋ （６８）

代入式（６１）、式（６２）求得主轴回转误差运动分量δＸ（ｋ）和δＹ（ｋ）

δＸ（ｋ）＝Ａ（ｋ）－ｒ（ｋ） （６９）

δＹ（ｋ）＝ Ｂ（ｋ）－ｒ（ｋ＋ｐ）－δＸ（ｋ）ｃｏｓ［ ］α／ｓｉｎα （６１０）
从而完成工件形状误差和机床运动误差的分离。
三点法圆度误差分离过程可以用下面的一般形式表述［６６、６７］：
设ｒ（ｉ）为被测零件在采样点ｉ处的圆度形状误差；ｐ０、ｐ１、ｐ２

分别为０、１、２号传感器测量轴线和坐标轴ＯＸ 的间隔；Ｎ 为每周
的采样点数。三个传感器的输出方程可表示为

Ｙ ＝Ａｅ （６１１）
式中

Ｙ ＝ ［Ｙ０（ｉ），Ｙ１（ｉ），Ｙ２（ｉ））］Ｔ （６１２）
为测量传感器０、１、２输出Ｙ０（ｉ）、Ｙ１（ｉ）、Ｙ２（ｉ）构成的列向量；

　ｅ＝ ［ｒ（ｉ－ｐ０），ｒ（ｉ－ｐ１），ｒ（ｉ－ｐ２），δｘ（ｉ），δｙ（ｉ））］Ｔ （６１３）
为被测零件经延时ｐ０、ｐ１、ｐ２ 后圆度形状误差和回转运动误差构
成的列向量；

Ａ＝

１ ０ ０ ｃｏｓ（２πｐ０／Ｎ） ｓｉｎ（２πｐ０／Ｎ）

０ １ ０ ｃｏｓ（２πｐ１／Ｎ） ｓｉｎ（２πｐ１／Ｎ）

０ ０ １ ｃｏｓ（２πｐ２／Ｎ） ｓｉｎ（２πｐ２／Ｎ

熿

燀

燄

燅）
（６１４）

为测量传感器的输出系数矩阵。
以权值系数行向量

Ｃ＝ （ｃ０　ｃ１　ｃ２） （６１５）
左乘矩阵方程式（６１１）并展开、整理，得
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Ｙｎ（ｉ）＝ＣＹ ＝ｃ０ｒ（ｉ－ｐ０）＋ｃ１ｒ（ｉ－ｐ１）＋ｃ２ｒ（ｉ－ｐ２）＋
ｃ０ｃｏｓ（２πｐ０／Ｎ）＋ｃ１ｃｏｓ（２πｐ１／Ｎ）＋ｃ２ｃｏｓ（２πｐ２／Ｎ［ ］）δＸ（ｉ）＋
ｃ０ｓｉｎ（２πｐ０／Ｎ）＋ｃ１ｓｉｎ（２πｐ１／Ｎ）＋ｃ２ｓｉｎ（２πｐ２／Ｎ［ ］）δＹ（ｉ）

（６１６）
若取权值系数向量为如下形式

ｃ０ ＝１
ｃ１ ＝－ｓｉｎ２π（ｐ２－ｐ０）／［ ］Ｎ ／ｓｉｎ２π（ｐ２－ｐ１）／［ ］Ｎ
ｃ２ ＝ｓｉｎ２π（ｐ１－ｐ０）／［ ］Ｎ ／ｓｉｎ２π（ｐ２－ｐ１）／［ ］
烅

烄

烆
Ｎ

（６１７）
代入式（６１６）可消去δＸ（ｉ）、δＹ（ｉ）得

Ｙｎ（ｉ）＝ｒ（ｉ－ｐ０）＋ｃ１ｒ（ｉ－ｐ１）＋ｃ２ｒ（ｉ－ｐ２） （６１８）

　　对上式进行离散傅氏变换并应用其时延相移性质，可以解出
被测零件圆度误差的频域表达式

Ｒ（ｌ）＝Ｙｎ（ｌ）／Ｇ（ｌ） （６１９）
式中

Ｇ（ｌ）＝ＣΩ （６２０）
称为误差分离权函数，Ω为相移旋转因子

Ω＝ ［ｅｊ２πｌｐ０／Ｎ，ｅｊ２πｌｐ１／Ｎ，ｅｊ２πｌｐ２／Ｎ］Ｔ （６２１）
式（６１９）即为三点法圆度误差分离的基本方程。对于任意的谐波
次数ｌ，如果其权函数Ｇ（ｌ）≠０，则圆度形状误差在该阶谐波上的
分量均可由式（６１９）给出。对该式作逆傅氏变换则可得到被测零
件的圆度形状误差ｒ（ｉ），将其代回矩阵方程式（６１１）可解得主轴
回转误差运动分量δＸ（ｉ）和δＹ（ｉ）。
容易证明，当谐波次数ｌ＝１时，权函数Ｇ（１）≡０，这说明三点

法圆度分离必然产生一阶谐波抑制。一般情况下一阶谐波分量是
由被测工件的安装偏心造成的，不影响圆度形状误差的评定，但会
使得分离出的回转轴的回转误差运动中包含了由于安装偏心引入
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的误差，从而使回转误差运动的分离精度降低。

６．３　影响分离精度的因素及提高分离精度的措施

在实际测量过程中，测量装置结构参数选择不当将引起圆度
误差分离结果的谐波抑制而导致分离结果失真；测量过程中的噪
声和随机干扰同样也会引起圆度形状误差分离结果的失真；另外，
传感器的安装位置误差、传感器的灵敏度标定误差等都会影响圆
度误差的测量和分离精度。为保证测量及分离结果的准确可靠，
有必要深入探讨引起圆度误差分离结果失真的原因，提出提高分
离精度的措施。

６．３．１　圆度误差分离谐波抑制及其消除
引起圆度误差测量和分离结果失真的重要原因之一是圆度误

差分离技术中的谐波抑制。由前述三点法圆度误差分离原理的分
析可知，当权函数Ｇ（ｌ）＝０时，圆度形状误差的第ｌ阶谐波分量难
以用误差分离的办法得出而强置该阶谐波分量为零，这必然引起
圆度误差测量和分离结果的严重失真。
可以证明［１２５］，只要选取适当的ｐ１、ｐ２（设ｐ０＝０）使ｐ１、ｐ２、Ｎ

的最大公因数ｆ＝１（即它们两两互质），总可以使除ｌ＝１以外的
所有Ｇ（ｌ）≠０成立，从而避免谐波抑制的发生。如前所述，一阶谐
波分量被抑制并不影响圆度误差的测量和评定。另外，利用这一
特性可检验测量数据是否有效。由式（６１９）可知，由于Ｇ（１）≡０，
必有加权组合信号的一阶谐波分量Ｙｎ（１）＝０。若测量信号中含
有使Ｙｎ（１）≠０的成分，可以肯定测量信号中混入了较大的噪声，
有理由断定该次测量数据是无效的。需要说明的是，这种检验只
是必要的，而不是充分的。实际测量时，测量数据中总是有噪声存
在的，因此加权组合信号的一阶谐波分量Ｙｎ（１）不可能精确为零。
一般使用其一阶分量的模小于某一给定值ε（例如取测量仪器量
程的３％～５％）来检验测量数据是否有效，如下式。

·０１１·
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｜Ｙｎ（ｌ）｜＜ε （６２２）

６．３．２　圆度误差分离的幅值传递
上面讨论了圆度误差分离技术中的谐波抑制现象，解释了圆

度误差分离的权函数存在零点是造成圆度误差分离谐波抑制的根

本原因。理论上只要保证除谐波阶次ｌ＝１外权函数不再有零点，
圆度误差分离结果将是精确的。实际上测量过程中存在有噪声，
权函数Ｇ（ｌ）的取值大小决定了噪声对分离结果的影响程度。由
于权函数Ｇ（ｌ）在不同谐波分量上的取值不同，测量系统的噪声对
各阶谐波分量的影响也不同。这是因为权函数Ｇ（ｌ）的取值决定
了组合信号Ｙｎ（ｌ）中的随机误差传递到分离结果Ｒ（ｌ）中的传递率
的大小。由式（６１９）可知，若Ｙｎ（ｌ）中含有随机误差Δ（ｌ），则由Δ
（ｌ）引起的分离结果Ｒ（ｌ）的误差为Δ（ｌ）／Ｒ（ｌ）。当｜Ｒ（ｌ）｜＞１时
误差Δ（ｌ）被衰减，反之则被增大。这里用幅值传递率来衡量圆度
误差分离结果和测量信号之间的相关程度。
将（６１９）式写成如下形式

Ｒ（ｌ）＝Ｙｎ（ｌ）／Ｇ（ｌ）＝Ｙｎ（ｌ）α
（ｌ）－ｊβ（ｌ）

α２（ｌ）＋β
２（ｌ）＝Ｙｎ

（ｌ）Ｗ（ｌ）ｅｊφ（ｌ）

（６２３）
式中，α（ｌ）、β（ｌ）分别为权函数Ｇ（ｌ）的实部和虚部；

Ｗ（ｌ）＝１／ α２（ｌ）＋β
２（ｌ槡 ） （６２４）

φ（ｌ）＝ｔａｎ－
１
β（ｌ）／α（ｌ［ ］） （６２５）

　　式（６２４）表明了组合信号Ｙｎ（ｌ）和圆度形状误差Ｒ（ｌ）之间的
比例关系，所以称Ｗ（ｌ）为圆度误差分离的幅值传递率。Ｗ（ｌ）越
大，该阶圆度误差谐波分量中引入的噪声也越大，也就是该阶圆度
误差谐波分量分离时的信噪比越低。与权函数Ｇ（ｌ）一样，幅值传
递率Ｗ（ｌ）的取值随传感器安装间隔的变化而变化。对于任一确
定的测量传感器安装间隔及每周测量采样点数，Ｗ（ｌ）的取值也就
随之确定。
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６．３．３　圆度误差分离的灵敏度分析
设组合信号的第ｌ阶谐波分量可以写成Ｙｎ（ｌ）＝Ｃ（ｌ）＋ｊＤ

（ｌ），则式（６２３）变为

Ｒ（ｌ）＝ Ｃ（ｌ）＋ｊＤ（ｌ［ ］） α（ｌ）－ｊβ（ｌ［ ］）Ｗ２（ｌ）

＝ Ａ（ｌ）＋ｊＢ（ｌ［ ］）Ｗ２（ｌ） （６２６）
式中

Ａ（ｌ）＝Ｃ（ｌ）α（ｌ）＋Ｄ（ｌ）β（ｌ）

Ｂ（ｌ）＝Ｄ（ｌ）α（ｌ）－Ｃ（ｌ）β（ｌ｛ ）
（６２７）

对式（６２６）求全微分，得

ｄＲ（ｌ）＝ ｛α（ｌ）ｄＣ（ｌ）＋β（ｌ）ｄＤ（ｌ）－ β（ｌ）Ｂ（ｌ）＋α（ｌ）Ａ（ｌ［ ］）×
ｄα（ｌ）＋ α（ｌ）Ｂ（ｌ）－β（ｌ）Ａ（ｌ［ ］）ｄβ（ｌ）｝Ｗ

２（ｌ）＋
ｊ｛－β（ｌ）ｄＣ（ｌ）＋α（ｌ）ｄＤ（ｌ）＋ β（ｌ）Ａ（ｌ）－α（ｌ）Ｂ（ｌ［ ］）×

ｄα（ｌ）－ α（ｌ）Ａ（ｌ）＋β（ｌ）Ｂ（ｌ［ ］）ｄβ（ｌ）｝Ｗ
２（ｌ） （６２８）

式中，ｄＣ（ｌ）、ｄＤ（ｌ）可以看做由测量传感器的非线性、灵敏度系数
误差及随机噪声等引入的圆度误差分离结果的第ｌ阶谐波分量的
误差；ｄα（ｌ）、ｄβ（ｌ）可以看做由测量装置的测量参数如传感器安装
间隔偏差、传感器测量轴线偏斜等引起的圆度误差分离结果的第

ｌ阶谐波分量的误差。
从式（６２８）中可以看出，由传感器引入的误差对圆度误差分

离结果的影响方式相对测量机构的测量参数对圆度误差分离结果

的影响方式要简单得多。前者的影响只和测量机构的测量参数有
关，而后者除和测量机构的测量参数有关外，还和被测零件圆度形
状误差的大小有关。为进一步研究传感器引入的误差对圆度误差
分离精度的影响，暂不考虑测量机构测量参数的影响，并设三个传
感器输出信号的频域表示为

Ｙ０（ｌ）＝Ｃ０（ｌ）＋ｊＤ０（ｌ）

Ｙ１（ｌ）＝Ｃ１（ｌ）＋ｊＤ１（ｌ）

Ｙ２（ｌ）＝Ｃ２（ｌ）＋ｊＤ２（ｌ
烅
烄

烆 ）
（６２９）
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因此组合信号Ｙｎ（ｌ）＝Ｃ（ｌ）＋ｊＤ（ｌ）的实部和虚部可以写成

Ｃ（ｌ）＝ｃ０Ｃ０（ｌ）＋ｃ１Ｃ１（ｌ）＋ｃ２Ｃ２（ｌ）

Ｄ（ｌ）＝ｃ０Ｄ０（ｌ）＋ｃ１Ｄ１（ｌ）＋ｃ２Ｄ２（ｌ｛ ）
（６３０）

其全微分形式为

ｄＣ（ｌ）＝ｃ０ｄＣ０（ｌ）＋ｃ１ｄＣ１（ｌ）＋ｃ２ｄＣ２（ｌ）

ｄＤ（ｌ）＝ｃ０ｄＤ０（ｌ）＋ｃ１ｄＤ１（ｌ）＋ｃ２ｄＤ２（ｌ｛ ）
（６３１）

假定三传感器０、１、２引入的圆度形状误差的ｌ阶谐波分量具有相
同的标准差σ（ｌ），根据误差传递理论有

σＣ（ｌ）＝σＤ（ｌ）＝ ｃ２０＋ｃ２１＋ｃ槡 ２
２σ（ｌ） （６３２）

由式（６２８）可得圆度形状误差第ｌ阶谐波分量的标准差为

σＲ（ｌ）＝ （１＋ｊ） ｃ２０＋ｃ２１＋ｃ槡 ２
２Ｗ（ｌ）σ（ｌ）＝ （１＋ｊ）Ｑ（ｌ）σ（ｌ）

（６３３）
其中

Ｑ（ｌ）＝ ｃ２０＋ｃ２１＋ｃ槡 ２
２Ｗ（ｌ）＝ ｃ２０＋ｃ２１＋ｃ２２

α２（ｌ）＋β
２（ｌ槡 ）

（６３４）

称为圆度形状误差的第ｌ阶谐波分量的误差传递率。可以看出，

Ｑ（ｌ）越小，传感器误差对圆度误差分离结果的影响也越小。同时
可以看出Ｑ（ｌ）的取值只和测量机构的测量参数有关，因此可以用
由式（６３４）决定的误差传递率的大小来判断测量机构的测量参数
设计是否合理。

６．３．４　其他提高误差分离精度的途径
综上可见，合理选择圆度误差分离时测量机构的测量参数是

非常重要的，除要考虑不产生谐波抑制的因素外，还要考虑到误差
传递率的大小。另外，测量装置的制造精度、传感器及放大器的非
线性、模／数转换过程中产生的量化误差及传输过程中的随机误差
等都会使误差分离精度降低。这里重点讨论消除随机误差的影响
可采取的措施［１３０、１３３］。
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６．３．４．１　集合平均
集合平均就是对同一误差信号进行多次采样，然后对采集的

多幅误差信号按采样点进行平均。集合平均的目的在于抑制测量
信号采集过程中混入的随机噪声。
设测量系统拾取的形状误差信号为ｆ′（ｉ），它由噪声η（ｉ）和被

测零件的真实形状误差ｆ（ｉ）叠加而成，可表示为

ｆ′（ｉ）＝ｆ（ｉ）＋η（ｉ） （６３５）
假定η（ｉ）是均值为０、方差为σ

２
η 的白噪声。在同一形状误差信号

进行Ｍ 次集合平均后得到的形状误差信号ｇ（ｉ）可表示为

ｇ（ｉ）＝ １Ｍ∑
Ｍ

ｋ＝１
ｆｋ′（ｉ） （６３６）

根据统计学原理可得出其数学期望和方差为

Ｅ｛ｇ（ｉ）｝＝ｆ（ｉ） （６３７）

Ｄ｛ｇ（ｉ）｝＝σ２ｇ ＝ １Ｍσ
２
η （６３８）

　　式（６３７）、式（６３８）表明，当集合平均的次数增加时，得出的
形状误差信号的方差减小，并且越接近零件真实的形状误差。必
须指出，所有参加集合平均运算的形状误差信号必须具有严格相
同的采样同步和采样分度点，否则其平滑效果将会受到影响。

６．３．４．２　数字滤波
除集合平均可以实现误差信号的平滑外，数字滤波技术也是

抑制随机噪声、实现误差信号平滑的有效手段。由于可以灵活设
置滤波器的通带宽度，应用低通数字滤波器进行误差信号的平滑
更具有灵活性。
众所周知，零件形状误差的评定是在测量空间域进行的，所以

形状误差信号的任何畸变都将影响评定结果。要保证被测零件形
状误差的真实，就要求平滑用的滤波器具有尽量平坦的幅频特性，
同时不产生任何附加相移。
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考察非递归数字滤波器［１２７］，当滤波器的单位脉冲响应函数

ｈ（ｎＴ）为偶对称时，其附加相移是线性的。其特性可表示为

Ｈ（ω）＝｜Ｈ（ω）｜ｅ－ｊτω （６３９）

τ＝
（Ｎ－１）Ｔ
２

（６４０）

式中，Ｎ 为单位脉冲响应函数ｈ（ｎＴ）的长度，Ｔ 为ｈ（ｎＴ）的采用
间隔。
应用傅氏变换的时延相移性质可知，单位脉冲响应函数为

ｈ（ｎＴ－τ）的滤波器的附加相移必为零。事实上容易理解，偶对称
实序列的傅氏变换的虚部为零，从而保证了其零相移。尽管递归
滤波器具有运算速度快、不需要褶积等优点，但由于递归滤波器的
非线性相移特征，在进行形状误差的平滑滤波中难以应用。
图６２（ａ）、（ｂ）给出了褶积数字滤波器的幅频特性和相频特

性。图６３（ａ）、（ｂ）给出了应用褶积数字滤波器平滑前后被测零
件某一截面的圆度形状误差的对比结果（滤波器的通带为０～３２
阶）。从图中可以看出，褶积数字滤波器具有非常显著的平滑效
果，且无相位失真。

６．４　圆度误差分离的时域法

上面讨论的是三点法圆度误差分离的频域法，这种方法在实
施误差分离过程中需要进行两次傅氏变换，运算速度相对较慢。
下面研究三点法圆度形状误差分离的时域方法。

６．４．１　时域法圆度误差分离原理
在三点法圆度误差分离基本方程式（６１８）中，设ｐ０＝０，ｐ１＝

ｐ，ｐ２＝２ｐ，则式（６１８）可以写成

Ｙｎ（ｉ）＝ｃ０ｒ（ｉ）＋ｃ１ｒ（ｉ－ｐ）＋ｃ２ｒ（ｉ－２ｐ） （６４１）
此时权值系数向量的取值为
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图６２　
（ａ）褶积数字滤波器的幅频特性；（ｂ）褶积数字滤波器的相频特性

图６３　
（ａ）滤波前的圆度形状误差；（ｂ）３２阶滤波后的圆度形状误差

·６１１·
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ｃ０ ＝１
ｃ１ ＝－２ｃｏｓ（２πｐ／Ｎ）

ｃ２ ＝
烅
烄

烆 １

（６４２）

将式（６４２）代入式（６４１），整理得

ｒ（ｉ）＝Ｙｎ（ｉ）＋２ｃｏｓ（２πｐ／Ｎ）ｒ（ｉ－ｐ）－ｒ（ｉ－２ｐ）

ｉ＝０，１，２，…，Ｎ－１ （６４３）
如果ｐ、Ｎ 互为质数，取ｉ的步长为ｐ，并注意到圆度误差的周期性

ｒ（Ｎ＋ｉ）＝ｒ（ｉ），只要给定初值ｒ（－ｐ）、ｒ（－２ｐ）就可利用递推的
方法求出圆度形状误差ｒ（ｉ）。为简化递推过程，可令初值ｒ（－ｐ）

＝ｒ（－２ｐ）＝０。
递推过程中所采用的递推运算终止准则为

∑
Ｎ－１

ｉ＝０
ｒｋ（ｉ）－ｒｋ－１（ｉ［ ］）２ ≤ε１ （６４４）

或者

ｍａｘ ｒｋ（ｉ）－ｒｋ－１（ｉ）
ｒｋ（ｉ｛ ｝） ≤ε２ （６４５）

式中，ｒｋ（ｉ），ｒｋ－１（ｉ）分别为第ｋ次和第ｋ＋１次递推得出的圆度形
状误差；ｉ＝０，１，２，…，Ｎ－１；ε１、ε２ 为给定的正的小量。

６．４．２　时域法和频域法圆度误差分离技术的联系与比较
时域三点法和频域三点法圆度误差分离技术本质上是一致

的。将式（６１８）表示的误差分离的时域基本方程写成Ｙｎ（ｉ）＝

∑
２

ｑ＝０
ｃｑｒ（ｉ－ｐｑ），并进行ｚ变换得出其传递特性Ｔ（ｚ）＝ Ｒ

（ｚ）
Ｙｎ（ｚ）＝

１／∑
２

ｑ＝０
ｃｑｚ－ｐｑ 。根据ｚ变换和付氏变换的关系，令ｚ＝ｅ－ｊｌ，则可得

Ｔ（ｌ）＝１／∑
２

ｑ＝０
ｃｑｅｊｌｐｑ ＝１／ＣΩ ＝１／Ｇ（ｌ）。可见，由式（６１８）表示的

误差分离时域递推方法的传递特性Ｔ（ｌ）为由式（６１９）表示的误
差分离频域方法的权函数Ｇ（ｌ）的倒数，权函数Ｇ（ｌ）的零点即是传

·７１１·

６基于ＥＳＴ的磨削表面圆度、圆柱度误差研究



递函数Ｔ（ｌ）的极点。
不论是时域三点法还是频域三点法，均要求误差分离的权函

数不为零，否则应用时域三点法进行误差分离时将出现递推的不
稳定［１２８］；而频域三点法则表现为分离方程的０／０型不定式。对于
一阶谐波分量的处理，频域三点法在频域内令Ｒ（１）＝０实现一阶
谐波的去除；时域三点法圆度误差分离结果中的一阶谐波分量可
以通过最小二乘方法求出圆度形状误差的最小二乘圆心，然后进
行坐标平移加以消除。
另外，时域三点法误差分离的结果是圆度形状误差的一种估

计，只有递推次数充分大时才能趋于其真值。而频域三点法则是
严格的，其分离结果就是被测零件的圆度形状误差，而不是某种意
义上的逼近。

６．５　三点法圆度误差分离的演化与近似方法

６．５．１　四点法与多点法
在三点法（图６１）的基础上，再增加一个传感器Ｄ，就变成了

四点法，如图６４所示。四个传感器的输出方程如下

Ａ（θ）＝ｒ（θ）＋δＸ（θ） （６４６）

Ｂ（θ）＝ｒ（θ＋α）＋δＸ（θ）ｃｏｓα＋δＹ（θ）ｓｉｎα （６４７）

图６４　 四点法圆度误差分离原理 图６５　 两点近似法圆度误差分离原理

·８１１·
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Ｃ（θ）＝ｒ（θ＋α＋β）＋δＸ（θ）ｃｏｓ（α＋β）＋δＹ（θ）ｓｉｎ（α＋β）
（６４８）

Ｄ（θ）＝ｒ（θ＋α＋β＋γ）＋δＸ（θ）ｃｏｓ（α＋β＋γ）＋δＹ（θ）×
ｓｉｎ（α＋β＋γ） （６４９）

　　对式（６４６）～式（６４９）分别乘以不等权系数１、ｂ′、ｃ′、ｄ′，然
后相加得组合信号

Ｓ′（θ）＝ｒ（θ）＋ｂ′ｒ（θ＋α）＋ｃ′ｒ（θ＋α＋β）＋
ｄ′ｒ（θ＋α＋β＋γ） （６５０）

此时，消除主轴回转误差分量δＸ（θ）和δＹ（θ）的方程组为

１＋ｂ′ｃｏｓα＋ｃ′ｃｏｓ（α＋β）＋ｄ′ｃｏｓ（α＋β＋γ）＝０
ｂ′ｓｉｎα＋ｃ′ｓｉｎ（α＋β）＋ｄ′ｓｉｎ（α＋β＋γ）＝｛ ０

（６５１）
显然，式（６５１）为关于ｂ′、ｃ′、ｄ′的线性方程组，有无穷多解，即传
感器Ｂ、Ｃ、Ｄ的输出加权系数可以有多种选择。
四点法是在三点法圆度误差分离的基础上增加一个传感器，

若再增加传感器就变成了多点法（ｎ点法）。由前面的误差分离精
度分析可知，四点法及ｎ点法在误差分离过程中可以灵活选取加
权系数ｂ′、ｃ′、ｄ′等以调整权函数的取值，使其在各阶谐波分量上
均衡合理，以提高测量、分离精度。当然，由于增加了传感器个数，
就增加了传感器灵敏度标定误差的影响；再有，因布置四个及以上
传感器，使得测量装置复杂、安装调整困难，同时也会受到测量空
间的限制，尤其是加工中临床测量的情况。

６．５．２　两点近似法
在某些特殊场合用三点法及多点法进行误差分离由于测量空

间限制不易实现。因此，希望能有一种既能满足三点法圆度误差
分离技术的要求，又易于实施的测量、分离方案。
在三点法（图６１）中，取安装角α＝π／２，即ｐ＝Ｎ／４；β＝π／２

－Δθ，即ｑ＝Ｎ／４－１（采样间隔Δθ＝２π／Ｎ）。
·９１１·
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当Ｎ 较大时，Δθ很小，此时β≈π／２，加权系数的模分别为

｜ｂ｜＝ｓｉｎ（α＋β）／ｓｉｎβ≈０
｜ｃ｜＝ｓｉｎα／ｓｉｎβ≈１

　　这意味着传感器Ｂ的输出在组合信号中占的比重很小，可以
忽略不计。这样，三点法就演化成了二点近似法，即三点法圆度误
差分离技术可以由两个传感器近似实现。
由式（６４）、式（６５）可得两点法误差分离近似方程为

Ｓ^（θ）＝ｒ（θ）＋ｒ（θ＋π－Δθ）
离散形式为

Ｓ^（ｋ）＝ｒ（ｋ）＋ｒ（ｋ＋Ｎ／２－１） （６５２）
由式（６７）可以得到近似后的圆度误差的频域表示

Ｒ^（ｎ）＝Ｓ^（ｎ）／Ｗ（ｎ） （６５３）

　　二点法作为一种近似方法，自然存在原理误差。由式（６７）及
式（６５３）可得由于近似造成的第ｉ阶谐波分量的误差为

ΔＲ（ｉ）＝Ｒ（ｉ）－Ｒ^（ｉ）＝ Ｓ（ｉ）－Ｓ^（ｉ［ ］）／Ｗ（ｉ）

＝Ｒ（ｉ）ｂｅｊ２πｐ／Ｎ／Ｗ（ｉ）
或者

ΔＲ（ｉ）
Ｒ（ｉ）＝

ｂｅｊ２πｐ／Ｎ
１＋ｂｅｊ２πｐ／Ｎ ＋ｃｅｊ２π（ｐ＋ｑ）／Ｎ

（６５４）

　　进一步研究这种近似造成的原理误差表明：当采样点数较大
（Ｎ≥１２８）时，误差很小，仅为２％左右；谐波分量阶次及其奇偶对
误差也有一定的影响［１２９］。而二点法使得测量装置简化，在测量
空间受到限制时具有其优势，并且根据式（６５２），二点法易于实现
圆度误差的时域递推分离，大大提高了运算速度。

６．６　圆柱度误差分离技术

圆柱度误差是评定轴类零件形状精度的又一个重要指标。圆
柱度形状误差的测量、分离与圆度形状误差及直线度形状误差的
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测量、分离有一定的相似之处，但其实现要比圆度形状误差或直线
度形状误差的测量和分离复杂且困难得多。这是因为圆度形状误
差、直线度形状误差的测量和分离仅需一个测量运动即可实现，属
于一维ＥＳＴ范畴；而圆柱度形状误差的测量和分离则要求两个测
量运动（周向＋轴向）才能完成，因此它属于二维ＥＳＴ范畴。
圆柱度形状误差可分解为三部分：① 截面的尺寸偏差或者截

面的最小二乘半径偏差，它反映零件被测截面基本尺寸的变动情
况。② 截面的圆度形状误差，它反映零件被测截面的轮廓形状误
差。③ 截面最小二乘圆心的位置，它反映零件被测截面在绝对坐
标系中的位置，可用于描述被测零件上各被测截面间的相互位置
关系。
圆柱度形状误差的测量和分离包括两步：首先要正确测量和

分离出圆柱度形状误差的基本要素———各径向截面的平均半径
差、圆度形状误差及最小二乘圆心位置偏差；然后对圆柱度形状误
差的上述要素进行符合实际的、恰如其分的重构即综合，获得可表
征被测零件逼真的表面形状误差形貌，进而按一定的方法进行评
定。

６．６．１　三点法圆柱度ＥＳＴ
在三点法圆度形状误差的测量和分离中，将安装传感器的测

量机构沿被测零件回转轴线的方向移动，以测量零件不同截面的
圆度形状误差，进而完成圆柱度形状误差的测量和分离。如前所
述，圆柱度形状误差的临床测量可用被测零件的截面形状误差、回
转运动误差和测量机构的直行运动误差的合成来实现。因此，测
量传感器拾取的位移信号中既含有被测零件诸截面的圆度形状误

差、母线的直线度误差，同时又混入了测量机构的直行误差运动及
支承被测零件回转的回转误差运动。
为实现圆柱度形状误差的测量和分离，建立坐标系如图６６所

示。为方便起见图中仅以被测零件的第ｊ个截面给出。设绝对坐
·１２１·
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图６６　三点法圆柱度误差分离

标系ｕｖｗ，其中坐标轴ｗ 和被测零件回转时的轴线平均线重合；
测量坐标系ｘｙｚ，其坐标轴ｚ通过传感器１、２、３的交点并和绝对
坐标系的坐标轴ｗ平行，且坐标平面ｘｏｙ和绝对坐标系的坐标平
面ｕｏ′ｖ重合，同时测量坐标系的ｘ、ｙ轴分别和绝对坐标系的ｕ、ｖ
轴平行。
设δｘ（ｉ，ｊ）、δｙ（ｉ，ｊ）分别为被测零件第ｊ号截面回转误差运动

在测量坐标系ｘ、ｙ轴上的运动分量；ｕ（ｊ）、ｖ（ｊ）分别为测量零件
的第ｊ号截面时测量坐标系坐标原点在绝对坐标系坐标平面ｕｏ′ｖ
中的位置，或者说测量机构在第ｊ号截面时的直行误差运动在绝
对坐标系ｕ、ｖ轴上的投影；δｕ（ｉ，ｊ）、δｖ（ｉ，ｊ）为被测零件第ｊ号截
面回转误差运动在绝对坐标系ｕ、ｖ轴上的运动分量；ｒ（ｉ，ｊ）为截
面ｊ上测点ｉ处的圆度形状误差；Ｙ０（ｉ，ｊ）、Ｙ１（ｉ，ｊ）、Ｙ２（ｉ，ｊ）分别
为传感器０、１、２在截面ｊ测点ｉ处的输出；ｐ０、ｐ１、ｐ２ 分别为传感
器０、１、２轴线和测量坐标系ｏｘ轴的夹角或间隔。每截面每周有

Ｎ 个测点，共进行Ｍ 个截面的测量。参照三点法圆度形状误差分
离理论可得出截面ｊ上传感器输出方程的矩阵表示
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磨削颤振与磨削表面形貌误差的研究



Ｙｊ ＝Ａｅｊ　（ｊ＝０，１，２，…，Ｍ－１） （６５５）
式中

Ｙｊ ＝ ［Ｙ０（ｉ，ｊ），Ｙ１（ｉ，ｊ），Ｙ２（ｉ，ｊ）］Ｔ （６５６）
为传感器０、１、２在截面ｊ的输出Ｙ０（ｉ，ｊ）、Ｙ１（ｉ，ｊ）、Ｙ２（ｉ，ｊ）构成
的列向量；

ｅｊ ＝ ［ｒ（ｉ－ｐ０，ｊ），ｒ（ｉ－ｐ１，ｊ）ｒ（ｉ－ｐ２，ｊ），δｘ（ｉ，ｊ），δｙ（ｉ，ｊ）］
（６５７）

为被测零件截面ｊ的圆度形状误差经ｐ０、ｐ１、ｐ２ 延时后得出的误
差序列和截面ｊ的回转误差运动构成的列向量；

Ａ＝

１ ０ ０ ｃｏｓ（２πｐ０／Ｎ） ｓｉｎ（２πｐ０／Ｎ）

０ １ ０ ｃｏｓ（２πｐ１／Ｎ） ｓｉｎ（２πｐ１／Ｎ）

０ ０ １ ｃｏｓ（２πｐ２／Ｎ） ｓｉｎ（２πｐ２／Ｎ

熿

燀

燄

燅）
（６５８）

为测量传感器的输出系数矩阵，由于在测量过程中传感器的位置
关系不变，所以对任意截面ｊ，传感器的输出系数矩阵均有相同的
形式。
应用圆度误差分离技术可得截面ｊ的圆度形状误差的时域与

频域表达式为

Ｙｎｊ（ｉ）＝ＣＹｊ ＝ｃ０Ｙ０（ｉ，ｊ）＋ｃ１Ｙ１（ｉ，ｊ）＋ｃ２Ｙ２（ｉ，ｊ）

＝ｃ０ｒ（ｉ－ｐ０，ｊ）＋ｃ１ｒ（ｉ－ｐ１，ｊ）＋ｃ２ｒ（ｉ－ｐ２，ｊ）（６５９）

Ｒ（ｌ，ｊ）＝Ｙｎｊ（ｌ）／Ｇ（ｌ） （６６０）
其中，Ｃ的取值同式（６１５）及式（６１７）；Ｇ（ｌ）的取值同式（６２０）。
截面ｊ的回转误差运动的时域表达式为

δｘ（ｉ，ｊ）＝ Ｙ０（ｉ，ｊ）－ｒ（ｉ－ｐ０，ｊ［ ］）ｓｉｎ（２πｐ１／Ｎ）－ Ｙ１（ｉ，ｊ）－ｒ（ｉ－ｐ１，ｊ［ ］）ｓｉｎ（２πｐ０／Ｎ）
ｓｉｎ ２π（ｐ１－ｐ２［ ］）

（６６１）

δｙ（ｉ，ｊ）＝
Ｙ１（ｉ，ｊ）－ｒ（ｉ－ｐ１，ｊ）－δｘ（ｉ，ｊ）ｃｏｓ（２πｐ１／Ｎ［ ］）

ｓｉｎ（２πｐ１／Ｎ）
（６６２）
·３２１·
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　　根据对回转体的运动学讨论［６７、１２５］可以得出

ｕ（ｊ）＝－１Ｎ∑
Ｎ－１

ｉ＝０
δｘ（ｉ，ｊ）

ｖ（ｊ）＝－１Ｎ∑
Ｎ－１

ｉ＝０
δｙ（ｉ，ｊ

烅

烄

烆
）

（６６３）

δｕ（ｉ，ｊ）＝δｘ（ｉ，ｊ）－１Ｎ∑
Ｎ－１

ｉ＝０
δｘ（ｉ，ｊ）

δｖ（ｉ，ｊ）＝δｙ（ｉ，ｊ）－１Ｎ∑
Ｎ－１

ｉ＝０
δｙ（ｉ，ｊ

烅

烄

烆
）

（６６４）

　　式（６６３）即是测量坐标系坐标原点在绝对坐标系ｕｏ′ｖ坐标
平面中的运动轨迹。实际上ｕ（ｊ）、ｖ（ｊ）也同时给出了测量机构
（测量坐标系）直行误差运动在绝对坐标系ｕ、ｖ轴上的分量。
式（６６４）则给出截面ｊ（最小二乘圆心）的回转误差运动在绝

对坐标系ｕｏ′ｖ坐标平面中的运动轨迹，容易证明式（６６４）具有下
述特性

∑
Ｎ－１

ｉ＝０
δｕ（ｉ，ｊ）＝０

∑
Ｎ－１

ｉ＝０
δｖ（ｉ，ｊ）＝

烅

烄

烆 ０

（６６５）

６．６．２　截面平均半径差
上一部分讨论了被测零件任意截面ｊ的圆度形状误差和回转

误差运动的分离，同时给出了测量坐标系直行误差运动的分离结
果以及截面最小二乘圆心回转误差运动轨迹在绝对坐标系中的表

示形式，这里讨论获取被测截面平均半径差的方法。
对于被测零件的任意截面ｊ，其最小二乘半径ｒ－（ｊ）是被测截

面自身的特性，并不因测量坐标系位置的变化而改变。设应用三
点法圆度误差分离时三个测量传感器输出为零时表征的基准圆半

径为ｒ０，那么截面ｊ最小二乘半径差Δｒ（ｊ）＝ｒ－（ｊ）－ｒ０ 同样不会
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因测量坐标系的变化而改变。因此有

Δｒ（ｊ）＝ １Ｎ∑
Ｎ－１

ｉ＝０
ｒ（ｉ－ｐ０，ｊ）＝ １Ｎ∑

Ｎ－１

ｉ＝０
ｒ（ｉ－ｐ１，ｊ）

＝ １Ｎ∑
Ｎ－１

ｉ＝０
ｒ（ｉ－ｐ２，ｊ） （６６６）

由式（６５９）不难得出

Δｒ（ｊ）＝ ｃ０Ｙ
－

０（ｊ）＋ｃ１Ｙ
－

１（ｊ）＋ｃ２Ｙ
－

２（ｊ［ ］）
（ｃ０＋ｃ１＋ｃ２）

（６６７）

式中

Ｙ
－

０（ｊ）＝ １Ｎ∑
Ｎ－１

ｉ＝０
Ｙ０（ｉ，ｊ）

Ｙ
－

１（ｊ）＝ １Ｎ∑
Ｎ－１

ｉ＝０
Ｙ１（ｉ，ｊ）

Ｙ
－

２（ｊ）＝ １Ｎ∑
Ｎ－１

ｉ＝０
Ｙ２（ｉ，ｊ

烅

烄

烆

）

（６６８）

　　实施圆度误差分离时通常首先对测量传感器拾取的信号进行
去除直流分量的零均值处理，此时根据式（６６６）、式（６６７）必有

Δｒ（ｊ）＝０。对于圆度误差的分离及评定而言，测量信号的零均值
处理不会带来任何负面效应。但应用于圆柱度形状误差分离时，
测量信号的零均值处理将导致丢失被测圆柱体截面尺寸变化造成

的圆柱度形状误差，使得圆柱度形状误差测量和分离的失真。所
以在实施圆度误差分离时不应进行零均值处理。根据对圆度形状
误差分离权函数的分析可知，三点法圆度误差分离抑制一阶谐波
分量，使得截面的最小二乘圆心和测量坐标系的坐标原点重合，但
并不抑制零阶谐波分量（或直流分量）。应用傅氏变换关于零阶量
的含义不难证明，由式（６６０）决定的圆度形状误差Ｒ（０，ｊ）和式
（６６７）决定的截面平均半径差具有完全相同的形式。需要指出的
是，由圆度形状误差分离得出的零阶谐波分量只表征被测零件截
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面尺寸之间的相对变化，而非被测截面的实际尺寸。尽管如此，对
描述被测零件的圆柱度形状误差也已经足够。

６．６．３　截面最小二乘圆心位置
以上的分析得出了被测零件任意截面的圆度形状误差、平均

半径差、及回转误差运动，并分离出测量机构的直行误差运动，但
被测零件的圆柱度形状误差的测量和分离仍没有完全解决。因为
圆柱度形状误差除取决于零件截面的尺寸变化、圆度形状误差外，
截面间的相互位置同样是影响圆柱度形状误差大小的重要因素。
因此，被测截面最小二乘圆心的位置对零件圆柱度形状误差的测
量和重构至关重要。
由于任意截面ｊ圆度形状误差是严格的周期函数，因此可以

表示为傅氏级数

ｒ（ｉ，ｊ）＝∑
Ｌ

ｌ＝１
Ａｌｊｃｏｓ（２πｌｉ／Ｎ）＋Ｂｌｊｓｉｎ（２πｌｉ／Ｎ［ ］） （６６９）

式中，Ｌ为圆度形状误差中最高的谐波阶数；Ａｌｊ、Ｂｌｊ分别为截面ｊ
的圆度形状误差的ｌ阶谐波分量的余弦和正弦系数。
由于三点法圆度ＥＳＴ具有一阶谐波抑制作用，必有Ａｌｊ＝０，

Ｂｌｊ＝０，上式可改写

ｒ（ｉ，ｊ）＝∑
Ｌ

ｌ＝２
Ａｌｊｃｏｓ（２πｌｉ／Ｎ）＋Ｂｌｊｓｉｎ（２πｌｉ／Ｎ［ ］） （６７０）

求式（６６９）所表示的截面ｊ的圆度形状误差的最小二乘圆心，并
考虑三角级数的正交性，得

ａ（ｊ）＝ ２Ｎ∑
Ｎ－１

ｉ＝０
ｒ（ｉ，ｊ）ｃｏｓ（２πｌｉ／Ｎ）＝０

ｂ（ｊ）＝ ２Ｎ∑
Ｎ－１

ｉ＝０
ｒ（ｉ，ｊ）ｓｉｎ（２πｌｉ／Ｎ）＝

烅

烄

烆
０

（６７１）

　　可见，由三点法圆度ＥＳＴ分离出来的被测截面圆度形状误差
的最小二乘圆心和测量坐标系的坐标原点重合。这一性质使得截
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面的最小二乘圆心叠加在纯回转误差运动中，给圆柱度误差的分
离和重构增加了难度。

６．６．４　圆柱体形状误差的重构
圆柱形状误差测量和分离的最终目的是对被测零件的圆柱形

状作出正确的评判，同时得出被测零件真实的轮廓形貌以便于在
线补偿加工的实施。前面已经分别讨论了直行误差运动、截面圆
度形状误差、截面平均半径差及截面最小二乘圆心坐标的分离技
术，但仍不能全面、直观地评价被测圆柱形状误差。要描述和评价
被测零件圆柱形状误差，需要对上述圆柱形状误差诸要素进行适
当的重构，得出零件具体的误差形貌并采用适当的方法予以评
定［１２５、１３３］。
截面尺寸偏差或截面最小二乘圆半径偏差、截面的圆度形状

误差和截面最小二乘圆心的位置三部分成为圆柱形状误差重构三

要素。由上一小节分析可知被测零件任意截面ｊ的圆度形状误差
的最小二乘圆心和测量坐标系ｘｙｚ的坐标原点重合，说明截面的
最小二乘圆心叠加在纯回转误差运动中。通过“提纯”技术［６７］使
得提纯后的最小二乘圆心的误差运动完全消除了除一阶谐波分量

以外的所有纯回转误差运动的影响，具有良好的复现性。因此有
理由认为回转“主轴”在某一确定的回转位置上具有与工程意义上
相同的瞬时回转轴线。尽管该瞬时回转轴线在绝对坐标系中的位
置是未知的，但可以肯定有“相对于轴线平均线呈现出轴向的、径
向的和角向的运动”的回转轴线存在。所以提纯后的截面最小二
乘圆心的偏移经坐标变换（平移、旋转）后，使得零件理想中心和该
时刻的回转轴线重合。若将被测零件诸截面的圆度形状误差叠加
在提纯后的截面最小二乘圆心上，重构零件的圆柱度形状误差，同
样只是对零件的圆柱形状误差的具体形貌进行了一次坐标变换而

已。这种变换并不影响重构的圆柱形状误差的具体形貌，当然也
不会影响对圆柱形状误差的评定。重构结果可以用直观图形描
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述，且可以采用不同的重构方式：只考虑截面圆形状误差的重构；
考虑截面圆形状误差及最小二乘圆心位置的重构；考虑截面平均
半径、圆形状误差及最小二乘圆心位置的重构；等等。图６７给出
考虑截面圆形状误差及最小二乘圆心位置重构的圆柱形状误差形

貌［１３３］。

图６７　考虑截面圆形状误差及最小二乘圆心位置

重构的圆柱形状误差形貌

应用三点法直线误差分离技术和圆柱度误差分离技术都可

以实现测量机构（磨床工作台）直行误差运动的分离。因此，对比
两种方法分离出的直行误差可以验证圆柱度形状误差分离技术的

正确性，如图６８所示。
应用直线误差分离技术（三点法及对称延拓的三点法［１２５］）可

以测量分离零件母线的直线形状误差，由重构的圆柱体表面形貌
中同样也可以得出圆柱体母线的直线形状误差。因此，两者结果
的对比可以验证圆柱形状误差重构方法的正确性，如图６９所示。
通过图６８、图６９中曲线的对比，充分说明了圆柱度形状误

差分离与重构方法的可行性和正确性［１３３］。

·８２１·

磨削颤振与磨削表面形貌误差的研究



图６８　
（ａ）工作台垂直方向误差运动；（ｂ）工作台水平方向误差运动
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图６９　母线６４的直线度形状误差

６．７　本章小结

本章较全面、系统地介绍了三点法圆度、圆柱度误差分离技
术。

（１）论述了三点法圆度误差分离原理，在此基础上研究了影
响分离精度的因素及提高分离精度的措施，包括谐波抑制及其消
除、误差的幅值传递、灵敏度分析、以及集合平均、数字滤波等其他
提高误差分析精度的途径。

（２）介绍了时域法圆度误差分离原理，并研究了时域法和频
域法圆度误差分离之间的联系与比较。

（３）研究了三点法圆度误差分离的演化与近似方法，证明了
四点法与多点法以及二点近似法均为三点法的演化。将演化形式
与三点法对比，分析了它们各自的特点。

（４）论述了圆柱度误差分离的原理与圆柱度形状误差基本要
素的表征。介绍了圆柱形状误差形貌的重构及验证。
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７　主 要 结 论

机械加工过程的检测、监控与诊断，作为先进制造技术中的重
要内容，对保证加工质量及加工系统的正常运行起到重要作用。
磨削加工是机械加工中重要的加工方法之一，本书针对磨削过程
中振动（特别是颤振）的检测与控制以及磨削表面形貌误差进行了
理论和实验研究，得到如下主要结论：

（１）就典型的外圆切入式磨削，对其动态磨削过程进行建模
与理论分析，进一步深入研究了磨削过程稳定性及磨削颤振机理。

① 基于频域模型，研究了磨削系统的传递函数及其特征方
程，用特征根的实部σ作为磨削颤振的增长系数来表征系统的状
态。研究表明：磨削过程稳定性主要受ｋｃ、ｋｇ、ｋｗ 的影响，砂轮与
工件的接触刚度ｋｃ对系统稳定性的影响最大。σ是ｋｃ的增函数，
减小ｋｃ则σ降低，系统的稳定性增加。

② 基于时域模型，研究了磨削的无条件稳定性和条件稳定
性。定义参数ａ＝Ｆ／Ｌ为稳定性指数，给出了相应的稳定性判据。
并通过定义无量纲稳定性系数ｚ＝ａＫ／２，推导出相应的稳定性判
据，在此基础上证明了稳定性规律的时、频一致性。

③ 由磨削系统频域模型，得到砂轮再生型颤振磨削系统的数
学模型。通过研究其特征方程，定义了砂轮再生颤振增长率ρ＝
Ｔｇ·σ／２π，进而得到砂轮表面再生型磨削颤振的稳定性判据：当

ρ＜０时系统稳定；当ρ＝０时系统处于临界状态；当ρ＞０时系统处
于不稳定状态。

④ 工件表面再生型磨削颤振主要受到磨削力及其特性的影
响。基于磨削比能为常数的假设，推导出磨削力的表达式，由两部
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分组成，即静态和动态磨削力。静态磨削力与瞬时磨削深度成正
比，说明静态磨削力将受到工件表面再生效应的影响。而动态磨
削力只取决于砂轮工件之间的相对切入速度，不受工件表面再生
作用的影响。

⑤ 工件或（和）砂轮的扭转振动将会引起磨削力的改变，进而
对磨削颤振产生影响。基于此，建立了用于仿真的、包含有三种振
动模式（工件与砂轮间的相对直线位移引起的横向振动；工件及装
夹系统扭转振动；砂轮及主轴系统扭转振动）的时域动态模型。

（２）对磨削过程中颤振的发生和发展规律以及由于工件与砂
轮之间相对振动而造成的工件表面形貌误差———表面波纹度进行
了实验研究和理论分析。

① 磨削颤振发展过程表现为：初期阶段以工件再生效应为
主；中期阶段由工件再生效应向砂轮再生效应过渡；末期阶段则以
砂轮再生效应为主。颤振时存在明显的幅值调制、多频性以及优
势频率前移现象。在实验的基础上，分别对上述现象进行了理论
分析，提出了“再生—强迫混合型”磨削颤振的概念，用以解释这些
现象。

② 磨削工件表面形貌反映了系统中砂轮与工件之间相对振
动的结果，其中强迫振动反映得较充分。针对磨削表面波纹与磨
削振动之间的联系，提出以“一定波频下的平均波高”来作为表征
表面波纹度的参数，为基于工件表面波度误差诊断磨削动态性能
以及新型量仪的研发提供了有益的思路。

（３）针对磨削颤振的复杂性，首次提出采用确定性混沌理论
的分析方法去研究磨削颤振信号与磨削颤振系统。根据所测磨削
颤振信号时间序列计算其Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，表明磨削振动系统具
有混沌特性。这一发现为磨削颤振系统的非线性建模提供了理论
依据。

（４）采用ＢＰ人工神经网络识别和预报磨削过程是否稳定，对
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训练后的网络进行检验表明其工作性能是比较可靠的。同时，根
据颤振产生、发展过程中概率密度由正态分布向盘形分布过渡的
特征，提出采用ＲＢＦ神经网络估测信号的概率密度，进而构造判
别准则，对磨削颤振及其发展进行识别和预报。

（５）对变速磨削抑制颤振的机理分别从三方面（变进给速度、
变砂轮速度、变工件速度）进行了深入的研究，揭示了各自的实质
和应用特点。

（６）基于一系列磨削试验（正交试验、单因素试验），提出了抑
制磨削颤振的实用方法———工艺条件适配法；得出了切入速度对
颤振的影响规律方程，即颤振幅值随切入速度近似地以指数规律
增加。通过实验验证了工艺条件适配法抑制磨削颤振的有效性。

（７）系统地论述了三点法圆度、圆柱度误差分离技术。对三
点法圆度误差分离的演化与近似方法进行了研究，证明了四点法
与多点法以及二点近似法均为三点法的演化，并分析了它们各自
的特点。对时域法圆度误差分离进行研究，证明了误差分离方法
本质上的时频一致性。
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