
简 明 微 分 几 何

马  力  编著

清 华 大 学 出 版 社

北   京



内 容 提 要
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前  言 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

本书是这十年来我为数学、自然科学和工程科学二、三年级大

学生讲授微分几何课的结晶 .我力图在一个学期内 (时间大约 60

学时 )把经典微分几何 ( 即曲线和曲面论 ) 与现代微分几何统一起

来而做一个简明的介绍 .书中很多内容可能是在以前的大学生用

的微分几何书中没有出现过的 .比如 , 椭球面上的测地线、KdV 方

程的推导、图形极小曲面的极小性等 .书中强调了经典内容和目前

热点数学问题之间的关系 ,强调几何概念并给出了很多例子 .本书

假定读者没有学过拓扑学 ,而没有拓扑学基础 , 理解流形的概念是

个难点 ,所以书中给出了流形概念的比较直观的公理化定义 .可以

说 ,公理化逻辑思维在本书中起了很重要的作用 .书中强调了外微

分形式的作用 ,采用力学、物理文献中的常用写法来讲解张量分析

和 Lie 导数 ,其主要目的是提高数学系大学生、理工科大学生和研

究生在微分几何理论上、数学修养上甚至数学上的成熟性 .书中安

排了很多习题 ,也希望学生多做习题 , 因为通过演习大量习题对理

解和掌握微分几何的概念和定理非常有好处 ; 如果真能做到这一

点 ,学生必能提高其自修能力 .本书可作为高年级大学生、研究生

和研究人员学习微分几何的入门书和参考书 .

学完本书后 , 如想进一步了解微分几何或黎曼几何的读者

可读 :

陈省身 . 陈省身论文选集 .



伍鸿熙等 . 黎曼几何初步 .

陈省身、陈维桓 . 微分几何讲义 . 北京大学出版社出版 .

而关心其应用的同学可读 :

A . Isidori . Nonlinear Cont rol Sy stems ( 2nd Edition ) .

Springer-Ver lag ,1989 .

马  力

2002 年 4 月于清华园
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第 1 部分  经典微分几何

在中学时代我们学过平面几何 , 它主要描述点、线和面之间

的位置关系 .后来用笛卡儿的观点 , 我们在平面上建立了直角坐

标系 , 从而点、线和面就用一组参数或表达式表示出来 .这样很

多优美的图形也就可以用优美的公式来表示 , 从这些公式中可以

反映出它们之间的数量关系 .在高等数学中 , 我们学习了一个强

有力的科学工具 , 即函数的微分、积分之间的牛顿-莱布尼兹公

式 , 下面就用这一工具来研究空间中的曲线与曲面的表示及其之

间的关系 .



第 1章  曲 线 论

设空间中有一质点在运动 , 其轨迹为一条曲线 .此曲线可表示

为 p( t) = ( x( t) , y( t) , z( t) )或 p( t) = ( x
i
( t) ) ,1≤ i≤3 , a≤ t≤b .在点

p( t) 或时间 t 时 , 质点的速度为�p( t) = (�x i ( t) ) , 其速率为

| �p( t) | = ∑
3

i = 1

�x
i
( t)

2
.

而加速度为 p̈( t) = (̈ x
i
( t) ) .有时简记 w( t) = |�p( t) | .我们要求所

研究的曲线满足一个条件 : w( t)≠0 , " t∈ ( a, b) .我们称 t 为曲线

p( t) 的参数 .一条曲线可用很多参数形式表示 , 但我们要求参数之

间的变换非奇异 ,即若 t = t( u) , u∈ ( c, d) , a = t( c) , b= t( d) , 则须

有 t′( u) ≠0 , " u .最典型且常用的是弧长参数

s =∫
t

a
w (τ) dτ.

我们也常称 s 为自然参数 .于是�s( t) = w( t) = |�p( t) | .我们常记

p( s) = p( t( s) ) .

注意本书中约定所涉及的函数或映射皆光滑 , 即无穷次连

续可微 .

设 F = F( t) 是一族这样的闭曲线 , 即 F: S1 →R3 .记 s = s( t)

为 F ( t) 的自然参 数 .一个有意思的问题是研究如 下演化微

分方程

d
d t

F = d
2

d s
2 F .

这个方程称为缩短曲线流问题 .给定初值 , 利用偏微分方程的理

论 ,我们知道这个问题在小时间里是有解的 .但是这个解会在多长



时间内存在 ,或更一般地问这个方程的适定性如何 , 却是一个很难

的数学问题 .目前 , 还有很多人在进行这方面研究 .

1 .1  平 面 曲 线

设 p = p ( t) 为平面曲线 , 用自然参数 s 表示之为 p ( s) =

( x( s) , y( s) ) .记

p′= p′( s) = ( x′( s) , y′( s) ) ,

于是由复合求导法和弧长参数的定义可知

p′( s) = �p( t) d t
d s

= �p( t)/ | �p( t) | .

于是我们有 | p′( s) | = 1 .规定 T= p′,则 T为曲线 p 在 p( s)处的单

位切矢 .由

T = T( s) = ( x′( s) , y′( s) )

可定义出一个单位法矢 N= N( s) = ( - y′( s) , x′( s) ) , 使得{ T, N}构

成右手系 .以后称{ T, N}或{ p( s); T, N}为 F-标架 (见图 1 .1) .

图  1 .1

据 | T|2 = 1 知 T′·T= 0 ,即 T′与 N平行 .于是有某函数 k = k( s)

满足 T′= kN .易知 N′= - kT .我们称 k 为曲线 p 在 p( s) 处的曲率

或相对曲率 .以后称

31 .1  平 面 曲 线



T′

N′
=

0 k

- k 0

T

N
( 1 .1 .1)

为 F renet 公式或 F-公式 .

若 k≡0 , 则 T′≡0≡ N′, 从而存在常数α和β使得 x′( s) =α,

y′( s) =β, 从而有

x( s) = αs + c1 ,

y ( s) = βs + c2 .

这里 c1 , c2 为常数 .

设 x( t) = r cos t, y( t) = r sin t, r > 0 为常数 ,于是 p( t)为平面

上半径为 r 的圆 .直接计算知 w ( t) ≡ r, 从而 s = rt .这样圆可表

示为

x( s) = r cos( s/ r) ,

y( s) = r sin( s/ r) .

由 x′( s) = - sin ( s/ r) , y′( s) = cos( s/ r)知

T( s) = ( - sin ( s/ r) , cos ( s/ r) ) ,

N( s) = ( - cos( s/ r) , sin( s/ r) ) .

由 T′( s) =
1
r

N ( s) 知 k( s)≡
1
r

, 因此所谓的曲率 k 描述了曲线的

某种弯曲程度 (见图 1 .2 ) .

图  1 .2

4 第 1 章  曲  线  论



由于 T′( s) = p″( s) 为加速度 , 所以曲率 k 可以视为作用力的

大小 .我们常称
1
k
为曲率半径 , 记为ρ.

现在来说明曲率是欧氏运动 ( 即旋转和平移 ) 的不变量 .记

O( 2) 为 2×2 的正交矩阵集合 .设 A∈ O( 2 ) , a∈R2 ,珚p = Ap + a, 则

珚T =珚p′= AT,珡N = AN ,从而得珔k = k; 反过来 , 若曲线 p( s)和珚p( s) 曲

率相同 ,即 k( s) =珔k( s) ,在 s0 处做适当的旋转与平移使得珚T( s0 ) =

AT( s0 ) .令

a = 珚p( s0 ) - Ap( s0 ) ,

即有

珚p( s0 ) = Ap( s0 ) + a .

利用几何直观或利用切矢的坐标表示直接计算 ,得

珡N( s0 ) = AN ( s0 ) .

因为

1
2

( | AT - 珚T |
2

+ | AN - 珡N |
2

)′( s)

= 〈AT - 珚T, AT′- 珚T′〉+〈AN - 珡N , AN′- 珡N′〉

= k〈AT - 珚T, AN - 珡N〉 - k〈AN - 珡N , AT - 珚T〉

≡ 0 ,

所以珚T = AT,珡N = AN ,从而珚p = Ap+ a .总结之有下面的定理 .

定理 1  平面上两条曲线 p( s) 与珚p( s) 曲率相同的充要条件

是 p( s)与珚p( s)只差一个欧氏运动 .

例  计算椭圆 x = acos t, y = bsin t ( a > b> 0)的曲率 .

由于 w ( t) = a2 sin2 t + b2 cos2 t , 所以不能把 s 显式表示为 t

的函数 .但由复合求导法可知

d t
d s

=
1

w( t)
,

51 .1  平 面 曲 线



和

T = d p
d t

· d t
d s

= 1
w( t)

( - asin t , bcos t) .

因此

N = N( t) = 1
w( t)

( - bcos t, - asin t) .

利用

T′= T· d t
d s

= kN

得

k( t) = ab
w ( t)

3 .

  让我们再做一个观察 .设 p = p( s) = ( x ( s) , y ( s) ) 为平面曲

线 , s 为其自然参数 .在小范围里 , 若记φ=φ( s) 为 T( s)与 x 轴的夹

角 (见图 1 .3 ) ,则我们有表示

T( s) = (cosφ, sinφ) , N( s) = ( - sinφ, cosφ) .

图  1 .3

于是 ,由

T′( s) = dφ/ d sN ( s) ,

及 F renet 公式知 k = dφ/ d s .我们设 k≠0 .根据

6 第 1 章  曲  线  论



d x
d s

= cosφ

和

d y
d s

= sinφ,

我们有

x( s) =∫cosφd s =∫cosφ
k(φ)

dφ,

和

y( s) =∫sinφd s =∫sinφ
k(φ)

dφ .

这样 ,我们就在局部上给出了用曲率来表示原来曲线的公式 .

我们总结一下 .在这一节里 , 实际上我们已经学到了微分几何

学中的一个常用技巧 : 对原始数据多次求导 , 然后用这些结果作

代数运算找出优美的公式 .但数学上主要的目的是要求所得的结

果简洁、漂亮而且抓住本质 .要达到这一目标 ,就要多做习题 , 掌握

一些技巧 ,从而获得良好的感觉 .

考虑一下 ,对前面的缩短曲线流问题 , 如果初始曲线是平面曲

线 ,是不是解也是平面曲线 ? 答案是肯定的 , 其证明我们不讲了 .

习   题

1 . 对一般曲线 x = x( t) , y = y( t) ,证明其曲率为

k( t) =
�x( t)̈ y ( t) - ẍ ( t)�y( t)

w( t)
3 .

  2 . 在极坐标 ( r ,θ) 中 ,设曲线表示为 r = F(θ) , a <θ< b, 证明 :

弧长为

∫
b

a
[ r

2
+ ( F′)

2
]

1
2 dθ,

71 .1  平 面 曲 线



曲率为

k = r
2

+ 2( F′)
2

- rF″

[ r2 + ( F′)2 ]
3
2

.

  3 . 求双曲线 x
2

- y
2

= 1 的曲率 .

4 . 对常数 a> 0 ,求曲线 y = acosh
x
a
的曲率 .

5 . 设 p( t) = ( x ( t) , y ( t) )为光滑曲线且它的曲率 k( t) 不为 0 .

设{ T, N}构成 F-标架 , 定义曲线

q( t) = p( t) + 1
k( t)

N( t) .

证明 : q( t) 在 t 处的切矢就是 p( t) 的在 t 处的法矢 .

6 . 设曲线由隐式方程

F( x, y) = 0

给出 (这里我们要设 d F( x, y )≠0 ) .试证其曲率为

k( x, y) =
Fx x F2

y - 2 Fx y F x F y + Fy y F2
x

( F
2
x + F

2
y )

3
2

.

  7 . 设 p( t) = ( x ( t) , y( t) ) , t∈ ( - ∞ , + ∞ ) 为光滑曲线 , 且它

不过原点 (0 ,0 ) .假设

lim
t→ - ∞

| p( t) | = lim
t→+ ∞

| p( t) | = ∞ .

证明存在 t0 ∈ ( - ∞ , + ∞ )使得

| p( t0 ) |≤ | p( t) | , t ∈ ( - ∞ , + ∞ ) .

1 .2  Frenet 公式的应用

定义 1  设 p = p( s) ( s 为自然参数 ) , 称曲线 p 有伴随曲线

q = q( u) , u = s(注意这时 u = s不是 q的自然参数 ) ,是指

q( s) = p( s) + a1 ( s) T( s) + a2 ( s) N( s) , " s,

于是

8 第 1 章  曲  线  论



dq
d s

= p′( s) + a′1 T + a1 T′+ a′2 N + a2 N′.

据 F renet 公式知

dq
d s

= ( a′1 - ka2 + 1 ) T + ( ka1 + a′2 ) N .

定义

δa1

d s
= a′1 - ka2 + 1 ,

δa2

d s
= ka1 + a′2 ,

并称之为点 q( s)处曲线 q在 Frenet 标架{ p( s) ; T, N}中的绝对速

度 , 而称{ a′1 , a′2 }为曲线 q在 F renet 标架 {p( s) ; T, N}中的相对速

度 .所谓的 Cesaro 不动条件为

a′1 - ka2 + 1 = 0 ,

ka1 + a′2 = 0 .

它描述平面上一个固定点 q( s) ≡const 在 Frenet 标架{ p( s) ; T, N}

中相对速度应满足的方程 .

定义 2  设 p = p( s) 为三次可微曲线 .若有 k′( s0 ) = 0 就称

p( s0 )为曲线的顶点 .若曲线的起点 p( 0 ) 与终点 p( L) 相同就称 p

为闭曲线 ; 若进一步有 p( s1 ) ≠p( s2 ) , " 0≤ s1 ≤ s2 < L, 就称 p 为

简单闭曲线 .若连结曲线 p上任何两点的线段在内部区域中 , 就

称 p为卵形线 ( ova1 curve )或闭凸曲线 .

简单闭曲线把平面分成两块区域 , 称其中的有界区域为 p 的

内部区域 .

例  若γ=γ( s) ( s 为自然参数 )为闭凸曲线 , 即γ所围的有界

区域为凸区域 ,对 a > 0 , 定义γ的平行曲线

γa ( s) = γ( s) - aN ( s) .

证明 :

91 .2  F renet 公式的应用



L(γa ) = L(γ) + 2πa,

A(γa ) = A(γ) + aL (γ) +πa
2

,

ka ( s) =
k( s)

1 + ak ( s)
,

其中 N为γ的单位法矢 , A(γ) 为所围有界区域的面积 , L(γ) 为γ

的长度 , ka 为γa 的曲率 .

提示  记 t 为γa 的弧长参数 .由弧长参数的定义知

t =∫ dγa

d s
d s =∫( 1 + ak( s) ) d s,

所以 d t/ ds = 1 + ak ( s) .在这里我们注意到 , 对闭凸曲线总有

k( s)≥0 .利用 k( s) = dφ/ d s立即可得

∫γ
k ( s) d s = 2π .

这样

L(γa ) = L(γ) + a∫k( s) d s = L(γ) + 2πa .

记{γa ; Ta , Na }为γa 的 F renet 标架 , 则有

Ta =
dγa

d s
dγa

d s
= ( T - aN′)/ | ( T - aN′) | = T,

于是 , Na = N .这样我们有

dTa

d t
=

dTa

d s
d t
d s

= kN/ ( 1 + ak) .

于是知道

ka ( s) =
k( s)

1 + ak( s)
.

回忆 ,对可定向的简单闭曲线α( t) , t∈[ b, c] . 它包围的区域 S 的

面积为

A =∫S
d xd y =∫

c

b
x ( t) d y

d t
d t .

利用这个公式我们可以证明
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A(γa ) = A(γ) + aL (γ) +πa2 .

作为 Frenet 公式的另一个应用 ,我们往证历史有名的四顶点定理 .

定理 1(四顶点定理 )  卵形线上至少有四个顶点 .

证明  由 F renet 公式 x″= - k y′, y″= k x′知

∫k′d s = 0 ,

∫p
x k′d s = -∫p

x′kd s = -∫y″d s = 0 ,

∫p
y k′d s = 0 .

因此 ,对任何实数 a, b, c有

∫p
( ax + by + c) k′d s = 0 . ( * )

由 p是有界闭集知 k( s)至少有两个顶点 ,即极大点与极小点 .若 k

只有这两个顶点 ,过这两点作直线 ax + by + c = 0 (见图 1 .4 ) , 则函

数 ( a x + by + c) k′在 p 上 (除这两点外 ) 无零点且不变号 ; 而这与

( * ) 式矛盾 ! 这说明 k′至少还有另一零点 .但是任意光滑函数在

闭凸曲线上符号变化要么为偶数次 , 要么为无穷多次 .也就是说 ,

k′在闭凸曲线 p 上至少有 4 个零点 .即证 .

图  1 .4

注  (1 ) 这一定理是由孟加拉国数学家发现 .

(2 ) 在椭圆上正好有四个顶点 .

111 .2  F renet 公式的应用



(3 ) 这一定理对任何光滑的简单闭曲线都成立 .

另一个值得提到的结果如下 .

定理 2  若 p= p( s)为闭曲线 ,则其全曲率∫
L

0
| k( s) | ds≥ 2π,

且仅当 p为卵形线时才有等号成立 .

此定理的证明我们这里不讲了 .

这些应用是用来说明几何学是在发展和发现一些优美的现

象 ; 而这种过程从形式上看 , 常见的工作是引入一个新概念再导

出一个新结果 .实际上很多数学定理都是这样发挥出来的 .另外大

家也看到了 ,分析和代数的手段在研究几何问题时常起着关键性

作用 .

习   题

1 . 试证 : 椭圆 x = acos t, y = bsin t, a≠ b, 只有 4 个顶点

( a, 0) , ( b, 0) , ( - a, 0 ) , ( - b,0 ) .

2 . 设 p= p( s) , s∈ [ 0 , L]为简单闭曲线 .设此曲线包含在半

径为 R 的圆内 .试证有点 s0 ∈ [0 , L]使得在这个点处曲率≥
1
R

.

3 . 设 p= p( s) , s∈ [ 0 , L]为简单闭曲线 , 设它的曲率满足关

系式 0 < k( s)≤C,这里 C为常数 .试证 :

L ≥ 2π
C

.

  4 . 给定一个光滑函数 k∈ C
2

( [ 0 , 1 ] ) , 利用积分理论来证明

存在一个以弧长为参数的平面曲线 p( s)以 k 为其曲率 .

5 . 利用常微分方程 (以后简写为 ODE )基本定理来证明上面

的习题 4 ,即证明下面的带有初值 x( 0) = y( 0) =φ( 0) = 0 的 ODE
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x′( s) = cosφ( s) ,

y′( s) = sinφ( s) ,

φ( s) = k( s)

有解而且这个解就是要找的曲线 .

6 . 观察到平面曲线的 F-标架是利用R
2
的内积

〈A , B〉 = ∑
2

i = 1

A
i
B

i
, A = ∑

2

i= 1

A
iei , B = ∑

2

i= 1

B
i ei

来定义的 .如果在R2 上我们用以下内积 :

〈A, B〉 = A
1

B
1

- A
2

B
2

, A = ∑
2

i= 1

A
iei , B = ∑

2

i= 1

B
i ei .

试找出对应的平面曲线的 F-标架和 F-公式 .

1 .3  空 间 曲 线

设 p= p( s) = ( x ( s) , y ( s) , z ( s) ) = ( x
i
( s) ) 为空间曲线 ,

0≤ s≤ L为自然参数 ,则

T( s) = p′( s) = ( x′( s) , y′( s) , z′( s) )

为曲线 p在 p( s)处的单位切矢 , 定义 p在 p( s)处的曲率为

k( s) = | T′( s) | = ∑
3

i= 1

xi″( s)2 .

由 T( s)⊥T′( s) ,若设 k( s) > 0 , " s,则可定义

N( s) =
T′( s)
k( s)

.

然后令

B( s) = T( s) × N( s) .

称{ p( s) ; T; N; B}为曲线 p在 p( s)处的 Frenet 标架 ,简称 F -标

架 (见图 1 .5 ) .
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图  1 .5

常记 e1 ( s) = T( s) , e2 = N, e3 = B, 也称延长 e2 而得的直线为

主法线 ,延长 e3 而得的直线为副法线 .由于

ei ·ej = δi j ,

对 s 求导知

e′i·ej + ei·e′j = 0 .

取 j = 2 , i = 1 ,2 ,得

0 = k + e1 ·e′2 ,

和

0 = e2 ·e′2 .

从而 e′2 为 e1 与 e3 的线性组合 ,即有函数τ=τ( s)使得

e′2 = - ke1 +τe3 .

常称τ=τ( s)为曲线 p在 p( s)处的挠率 .若取 j = 3 , i = 1 , 2 ,则得

0 = e1 ·e′3

和

0 = τ+ e2 ·e′3

最后取 i = j = 3 ,得 0 = e′3 ·e3 ; 因此得

e′3 = - τe2 .
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总结之 ,我们就得如下 F renet-Serret 公式 ( FS) :

T

N

B

′

=

0 k 0

- k 0 τ

0 - τ 0

T

N

B

.

由以上推导可看到 ,若 p包含于某个平面中 , 则τ≡0; 反过来 , 若

曲线 p 的 挠 率 τ = 0 , 则 e′3 = 0 , 即 知 e3 为 常 向 量 . 由 于

图  1 .6

(e3 ·p)′= e3 ·e1 = 0从而 e3 ·p≡ const ,

即 p在平面 e3 ·p≡const 中 ,这样我们

就证明了下面的结论 .

定理 1  若空间曲线 p的曲率 k > 0,

则 p在某平面中的充要条件是τ≡0 .

现举例求{ e1 , e2 , e3 }及其 k 和τ .

例  设有正螺线 x = acos t, y = asin t,

z= bt, a> 0, b> 0 为常数(见图 1 .6) .

令 c = a
2

+ b
2

, 则 w = c, s = ct 为

弧长参数 .于是正螺线方程可改写为

x = acos s
c

, y = asin s
c

, z = bs
c

,

所以

e1 = p′=
1
c

- asin
s
c

, acos
s
c

, b ,

e′1 =
1
c

2 - acos
s
c

, - asin
s
c

, 0 ,

k =
a

c2 ,

e2 = - cos s
c

, - sin s
c

, 0 ,

e3 = e1 × e2 = 1
c

bsin s
c

, - bcos s
c

, a .
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据

e′2 = 1
c

, sin s
c

, - 1
c

cos s
c

,0 = - ke1 + b
c

2 e3 ,

知

τ=
b

a
2

+ b
2 .

注意这时 k 与τ全为常数 .

我们要问一个刚性问题 : 若空间曲线 p的曲率 k 与挠率τ全

为常数 ,其中 k > 0 , 那么 p 是否一定是正螺线呢 ? 下面的定理可

立即回答了这一问题 .

定理 2  若空间曲线 p与珚p 的曲率与挠率对应相等 , 则 p 与

珚p 只相差一个欧氏运动 .

由于其证明同 1 .1 节定理 1 , 请大家作为练习题 .当然 , 一个

重要的一般性问题是给定函数 k > 0 和τ, 是否存在一个空间曲线

p以 k 为其曲率 ,而以τ为其挠率呢 ? 答案是肯定的 , 这只需解一

个 ODE( FS) ,自然要先固定好初始点 p(0 )和初始速度

( T(0 ) , N( 0) , B(0 ) ) .

习   题

1 . 试证下列 Bouquet 公式

p( s) = p( 0) + T(0 ) s + k( 0) N(0 )
s

2

2 !
+

[ - k(0 )
2 T( 0) + k′( 0) N( 0) + k(0 )τ(0 ) B(0 ) ]

s3

3 !
+ ⋯ .

  2 . 对一般空间曲线 p= p( t) , 试证它的 F-标架是

T = �p/ | �p | ,

B = �p× p̈/ | �p× p̈ | ,

N = B× T .
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其曲率与挠率分别为

k = | �p× p̈ |
w

2 ,τ=
(�p× p̈)·p⋯

| �p× p̈ | 2
.

  3 . 对曲线 p( t) = ( tcos t, tsin t , t) , 试求它的 F -标架及其曲率

与挠率 .

4 . 设 p( s) = ( x
1

( s) ,⋯ , x
n

( s) )为R
n
中曲线且{ p′, ⋯ , p( n)

}线

性无关 ,试定义它的 F -标架{ ei }
n
i = 1 ,使得有函数

k0 = kn = 0 ,  kj > 0 ,  j = 1 ,⋯ , n - 1 .

满足 e′j = - kj - 1 ej - 1 + kj ej + 1 .

5 . 类似于平面曲线中的 Cesaro 不动条件 , 找出空间曲线中

相应的 Cesaro 不动条件 .

6 . 对空间曲线 p( t) = (2 t, t
2

, t
3
/ 3 ) ,

(1 ) 求出它的 F-标架 .

(2 ) 对于基点 t = 0 , 计算出它的弧长函数 .

(3 ) 求出它的各种曲率 .

7 . 设{ p( s) ; T; N; B}为曲线 p 在 p ( s) 处的 F renet 标架 .

定义

A = τT + kB ,

证明

T′= A× T,

N′= A× N,

B′= A× B .

  8 . 对曲线

p( t) = ( 2 t, t2 , 0 )

和

q( t) = ( - t, t, t
2

) ,

证明存在平移 B 和正交变换 A 使得变换 F = B�A 把 p ( t) 变成
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q( t) , 就是说

q( t) = Fp( t) .

  9 . 找出曲线

p( t) = ( t + 3 sin t ,2cos t , 3 t - sin t)

的曲率和挠率 ,由此来说明它是螺旋线 .试把它写成

q( t) = ( acos t, asin t, bt)

的形式 .

1 .4  空间曲线实例

我们先来看一个例子 .

例  设有空间曲线

p( t) = ( 3 t - t
3

, 3 t
2

, 3 t + t
3

) .

我们有

dp
d t

= 3 (1 - t
2

, 2 t, 1 + t
2

) ,

d
2 p

d t
2 = 6 ( - t, 1 , t) ,

d
3 p

d t
3 = 6 ( - 1 , 0 , 1 ) .

于是

dp
d t

·
dp
d t

= 18 (1 + 2 t
2

+ t
4

) .

所以

w( t) = 18 (1 + t2 ) .

直接计算知

�p× p̈ = 18 ( - 1 + t2 , - 2 t, 1 + t2 ) ,

| �p× p̈ | = 18 2 (1 + t
2

) ,
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�p× p̈·p⋯ = 12 × 18 .

这样我们带入上节习题 2 中的公式就有

k = τ=
1

3( 1 + t
2

)
2 .

下面我们考虑在什么条件下一条空间曲线是柱面螺旋线 .

定义 1  空间曲线 p是柱面螺旋线是指它的单位切矢 T 和一

个固定的方向有固定的夹角 .

定理 1  空间曲线 p有曲率 k > 0 , 则它是柱面螺旋线的充要

条件是τ/ k 为常数 .

证明  设 p = p( s) 以其弧长参数来表示 .先看必要性 .取�

使得

cot�= τ/ k .

定义

U = cos�T + sin�B ,

于是

U′= ( kcos� - τsin�) N = 0 .

即 U 是我们要的一个固定的方向 .

下证充分性 .设 U∈R
3
且 | U | = 1 为给定的固定方向 .记�为

单位切矢 T 和 U 的固定的夹角 .因为

T·U = cos�,

所以

0 = ( T·U )′= T′·U = kN·U .

因为 k > 0 , 所以 N·U = 0 .于是

U = cos�T + sin�B .

求导并利用 F-公式得

0 = ( kcos� - τsin�) N ,

所以τ/ k = cot�.证毕 .

我们令 p0 为空间柱面螺旋线 p上的固定点 .如果我们考虑函
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数 f ( s) =〈p( s) - p0 , U〉, 于是

f′( s) = p′( s)·U = T·U = cos�.

这样

f ( s) = scos�.

  在结束曲线论之前 ,我们要求大家对前面的缩短曲线流问题 ,

求出解曲线的切矢量、法矢量和曲率应满足什么样的方程 , 也希望

大家算一下正螺线的缩短曲线流问题的具体形式 .

习   题

1 . 设空间曲线 p= p( s)以其弧长参数来表示并且有曲率 k > 0 ,

则它是球面上的曲线的充要条件是

τ
k

=
k′

τk2
′

.

  2 . 设 p( t) = (cosh t, sinh t , t) 为空间曲线 , 试给出其弧长参数

的表示式并且求出它的曲率 k .

3 . 设 p( t)是常速度为 C > 0 的空间曲线 , 且它的曲率函数为

正函数 .试证它的 F-标架是

T =�p/ C,

B =�p× p̈/ ( C | p̈ | ) ,

N = p̈/ | p̈ | .

其曲率与挠率分别为

k =
| p̈ |

C2 ,  τ=
(�p× p̈)· p⋯

C2 | p̈ | 2 .

  4 . 观察到空间曲线的 F-标架是利用R
3
的内积

〈A, B〉 = ∑
3

i = 1

Ai B i , A = ∑
3

i= 1

A iei , B = ∑
3

i= 1

Bi ei
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来定义的 .如果在R3 上我们用以下内积 :

〈A, B〉 = A
1

B
1

- A
2

B
2

- A
3

B
3

,

A =∑
3

i= 1

A
iei , B = ∑

3

i = 1

B
iei .

试找出对应的空间曲线的 F-标架和 F-公式 .
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第 2 章  空间中的曲面

这一章是非常重要 的 .曲面几何学中有三大发 现 : 一是

Gau ss 曲 率 , 这后 来导 致了 Einstein 的相 对论 ; 二是 Gauss-

Bon net 公式 , 这后来导致了陈省身示性类 ; 三是切矢场的平移 ,

它导致了联络理论及 Yang-Mills 场 .我们研究空间曲面的基本手

段是 Darboux 和 E .Cartan 的活动标架法 .

2 .1  空间曲面的概念

定义 1  称 R
3
中一个集合 V 为正则曲面是指 , 对任意点

p∈V , 存在 p∈R
3
中的开邻域 W 以及R

2
中的某一开集 Uα 和映射

fα: Uα→V∩W , 而且 :

(1 ) fα 为可微映射 ,

(2 ) " q∈Uα , ( d fα) q : R
2
→R

3
为满秩线性映射 .

这时简称 V 为曲面 .

通常把 fα 表示为

x = x( u
1

, u
2

) , y = y( u
1

, u
2

) ,

z = z( u
1

, u
2

) , ( u
1

, u
2

) ∈ Uα .

于是条件 (2 )即是说雅可比矩阵

x u1 yu1 zu1

x u2 yu2 zu2

在 Uα 上的秩数总是 2 .于是我们常称 ( u
1

, u
2

) 为曲面 V 在 p 附近

的坐标系或参数 .这样在固定坐标后 , 不再区分 p = fα ( u1 , u2 ) 与

( u
1

, u
2

) .有时我们也记 ( u
1

, u
2

) = ( u, v) .



在 V 上的点 p0 = ( x0 , y0 , z0 ) = fα (u0 ) 处有曲面的切平面

Tp
0

V (见图 2 .1 )为

x - x0 y - y0 z - z0

xu1 (u0 ) yu1 (u0 ) zu1 (u0 )

xu
2 (u0 ) yu

2 (u0 ) zu
2 (u0 )

= 0 ,

图  2 .1

或简写为 ( ( x , y , z) - p0 ) · ( pu1 × pu2 )p
0

= 0 , 这里和以后将约定

p = p( u
1

, u
2

) = fα( u
1

, u
2

) .常记

Tp V = spanp
0

{pu1 , pu2 } ,

以及 pi = pu i , i = 1 , 2 等 , 而 ( u, v) = ( u1 , u2 ) .

由隐函数定理不难证明下面的定理 .

定理 1  若 F: R3 →R 为光滑函数 , 令 V = { ( x , y, z ) ∈R3 :

F( x, y, z) = 0 } ; 当于 V 上 d F≠0 时 , 则 V 为曲面 .

最不平凡的例子是球面 S
2

= { ( x, y, z)∈R
3

: x
2

+ y
2

+ z
2

= 1 } ,

作为练习 ,请大家写出在 ( 0 , 0 , 1) 处 S2 的切平面方程 .

再举几个例子 .

例 1  设 A: ( a, b)≡ I→R
3
为空间曲线且 A″( t) ≠0, " t∈ I .

定义 p( t, v) = A( t) + vA′( t) , ( t, v) ∈ I×R + , 则 p 为曲面 , 常称 p

为曲线 A 的切曲面 (见图 2 .2) .

可以验证 Tp
0

V = spanp
0

{ A′( t) , A″( t) } .我们还可以构造 A 的
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图  2 .2

环形曲面 ,设 A= A( s) , s为其自然参数 , 固定常数珔a > 0 ,定义

p( s, v) = A( s) +珔a( N( s)cos v + B( s) sin v) ,

其中 N, B 为 A 的主、副法线 ; 也可验证此 p为曲面 .

例 2  直纹面不见得是曲面 ,当然这是按数学定义来说的 .一

般地 ,直纹面是这样构造的 : 设 A( t) , B( t) 为空间中两条曲线且

B( t)≠0, " t, 定义

p( t, v) = A( t) + vB( t) , t ∈ I, v ∈ R .

  现在我们来看一下空间中两点的距离 .在三角几何中 , 两点间

的距离为连结这两点的矢量长度 ; 引入笛卡儿坐标后 , 点 ( x1 , x2 ,

x3 )与 ( y1 , y2 , y3 )间的距离就是 ∑
3

i= 1

( xi - yi )2

1
2

.而学习了微积分

后 ,点 ( x, y, z)与( x + d x, y + d y, z + d z)间的距离就为 d s,这里

( ds)2 = ( d x) 2 + ( d y)2 + ( d z)2 = | dp | 2 ,

其中 dp = ∑
3

i= 1

pi d ui .由此我们就会求一条空间曲线 p= p( t) 的长

度 ,即 L( p) =∫
b

a
d s . 在 微分几何 中我们称 ( d s)

2
为度量 .当

p = p( t) = p( u( t) , v( t) ) 为曲面 V�R
3
上的空间曲线 , 据�p( t) =

∑
2

i = 1

pi�u
i
知 | �p( t) |

2
= 〈�p( t) ,�p( t)〉 = ∑

2

i, j = 1

gij�u
i
�u

j
, 这里 gi j ( p) =

pipj ,显然 gi j = gj i .由历史原因常记

( d s)
2

= ∑ gi j d u
i
d u

j
= E( d u)

2
+ 2 Fd ud v + G( d v)

2
.
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并称之为曲面 V 的第一基本形式或黎曼度量 .这是一个非常基本

的几何量 .

例 3  环面 : p = ( rsin u, ( R + rcos u) cos v, ( R + rcos u) sin v) ,

0 < r < R .记

g( u) = rsin u

和

h( u) = R + rcos u .

计算知

p1 = pu = ( g′, h′cos v, h′sin v) ,

p2 = pv = ( 0 , - hsin v, hcos v) ,

E = ( rcos u)
2

+ ( rsin u)
2

= r
2

,

F = 0 ,

G = h2 .

由于 rank
p1

p2

= 2 , 所以 矩阵 ( gij ) =
p1

p2

( pT
1 , pT

2 ) 正定 .由

Tp V = span{ p1 , p2 } , 对 A∈Tp V , A= ∑
2

i= 1

ξipi ,有

| A |
2

= ∑
2

i, j = 1

gijξiξj .

这样我们就对 B = ∑
2

i = 1

ηi pi 定义 ds
2

( A, B) = ∑
2

i, j = 1

gi jξiηj .显然

ds2 ( A, B)正好是R3 中的内积〈A, B〉 .另外 d s2 = | dp| 2 也简记为 g .

这些讨论都是在坐标 ( u
1

, u
2

) 上进行的 ; 再由 p1 ×p2 ≠0 , 定

义 V 上 (局部 )单位法矢

e =
p1 × p2

| p1 × p2 |

(见图 2 .3 )和曲面 V 上的第二基本形式 :

Ⅱ = - dp·de .

据 e·dp= 0 知 : - de·dp= e·D
2 p≡D

2 p·e,即有Ⅱ = D
2 p·e≡
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图  2 .3

∑
2

i, j = 1

( pij·e) d u
i
d u

j
≡∑

2

i, j = 1

bij d u
i
d u

j
.显然 bij = bj i .由Ⅱ的定义知 , Ⅱ

为 H esse 矩阵

D
2 p = ( pij d u

i
d u

j
)

在法向 e上的投影 .我们也常记

Ⅱ = L( d u)
2

+ 2 Md ud v + N( d v)
2

.

这也是一个非常基本的几何量 .利用行列式的性质 ,我们可以看出

| pu × pv | = EG - F
2

.

  现在回到上面的环面例子 , 我们来计算它的第二基本形式 :

利用上面的计算结果我们有

EG - F
2

= r
2

( R + rcos u)
2

.

令

w = | pu × pv | = EG - F
2

= r( R + rcos u) ,

则

e = pu × pv/ | pu × pv | = h( h′, - g′cos v, - g′sin v)/ w ,

puu = ( - rsin u, - rcos ucos v, - rcos usin v) ,

pu v = pv u = ( 0 , rsin usin v, - rsin ucos v) ,

pv v = ( 0 , - hcos v, - hsin v) ,

L = r,
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M = 0 ,

N = ( R + rcos u)cos u .

  若 p = p( s) , 为 V 上曲线 ; 其中 s 为自然参数 .定义 kn ( s) =

p″( s)·e为曲线 p 在 p( s)处的法曲率 .

定义 2  若记 p = p( u
1

( s) , u
2

( s) ) , 并定义

Ⅱ ( p′, p′) = ∑
2

i = 1

bij u
i
s u

j
s .

易见 , kn ( s) = Ⅱ ( p′, p′) .对一般的曲线表示 : p= p( u
1

( t) , u
2

( t) ) ,

t∈ I .由于

d s
d t

2

= ∑
2

i = 1

gij�u i�u j , ui
s = �ui/

d s
d t

,

所以

kn ( t) =
Ⅱ (�p,�p)

ds
d t

2
=

Ⅱ (�p,�p)

g(�p,�p)
.

  因此 kn 只与 p 的切向量的方向有关 , 而与切向量的长短无

关 ,这就是下面的定理 .

定理 2(Meusnier定理 )  若曲面 V 上两条曲线在点 p0 处相

切 ,则它们在这点处的法曲率相等 .

容易看出 p0 点处的法曲率正是在平面{ p′0 , e}上过点 p0 处以

p′0 为速度的平面曲线的曲率 .

令 ei =
�e
�ui , 因 e·ei = 0 , 于是存在 ( aj

i ) 使得 ei = ∑
2

j = 1

aj
i p j . 据

bi j = - ei·pj , gi j = pi·pj , 知

- bij = ∑
2

l= 1

a
l
i g lj ,

即
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a
j
i = - ∑

2

l = 1

g
jl
bli ,

其中 ( gi j ) = ( gij ) - 1 ; 从而有

ei = - ∑
2

j = 1

gj l bli pj .

这就是 Weingar ton 方程 .据 bij = pij ·e和 { p1 , p2 , e}构成R
3
的基

底知 ,存在 Γ
k
ij 使得

pij = ∑
2

k = 1

Γk
i j pk + bij e .

这正 是 Gauss 公式 .利用 pij = pji , 易见 Γ
k
ij = Γ

k
ji .常 称 Γ

k
i j 为

Christofell 符号 .总结之 ,我们有如下公式 :

g = ∑
2

i , j = 1

gij d ui d uj , Ⅱ = ∑
2

i, j = 1

bij d ui d uj ,

dp = ∑
2

i= 1

pi d u
i
, gi j = pi·pj , bij = pi j ·e,

dpi = ∑
2

j = 1

pij d uj = ∑
2

j, k = 1

Γk
ij d uj pk + ∑

2

j = 1

bij d uj e,

de = - ∑
2

i, j , k = 1

g
i k

bj i d u
j pk .

以后我们采用 Ein stein 约定求和法则 ,即上下重复指标求和 .

现在我们指出第二基本形式的直观几何意义 .对任意点

p0 ∈V , 记 e0 = e( p0 ) , 并定义 f ( u, v) = e0 · p( u, v) .因 d f | p
0

=

e0 ( dp)p
0

= 0 ,而 H esse 矩阵

H( f ) | p
0

=
f11 f1 2

f21 f2 2 p
0

= ( bij )p
0

.

于是若Ⅱ ( p0 ) > 0 ( < 0 )即正定 ( 负定 ) , 则曲面 V 在 p0 处沿方向

e0 是凸 (凹 ) (见图 2 .4 ) ; 而在Ⅱ ( p0 ) 不定型且不退化时 , 曲面 V

在 p0 处呈马鞍状 ( 见图 2 .5) .
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图  2 .4 图  2 .5

最后请大家做下面的习题 .

习   题

1 . 说明 x2 + y2 - z2 = 1 为直纹面而且是曲面 ; 另外说明

x2 + y2 - z2 = 0不是曲面 .

2 . 给定一个平面曲线 f ( x, y) = c, 定义

g( x, y, z) = f ( x , y2 + z2 ) .

验证 M: g( x , y, z) = c 是曲面 , 找出它的法矢并给出它的第二基

本形式 .

3 . 设 P: R
2
→R

3
,

P( u, v) = ( u + v, u - v, uv) .

验证 M = P( R2 ) 是曲面而且就是 z = ( x2 - y2 )/ 4; 找出它的法矢

并给出它的第二基本形式 .

4 . 试证

Γ
k
i j =

1
2

g
kl �gil

�u
j +

�gj l

�u
i -

�gij

�u
l .

  提示 : 先证明 Γ
k
i j = g

kl
〈pi j , pl〉 .

5 . 据 pi j l = pil j 证明 :
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�Γk
i j

�ul -
�Γk

il

�uj + Γ
m
i jΓ

k
m l - Γ

m
i lΓ

k
m j = bi j g

k m
bm l - bi l g

k m
bmj .

这是 Gauss 方程 .

6 . 据 eij = eji 证明 :

�bij

�u
l -

�bil

�u
j + Γm

i j bm l - Γm
i l bmj = 0 .

这是 Codazzi-Mainardi 方程 .

2 .2  曲面上的曲线

设γ=γ( s) ( s为自然参数 )为曲面 V 上的曲线 ,令 T( s) =γ′( s) ,

B( s) = e( s) , N( s) = B( s)×T( s) ,则{T, N, B}构成曲线γ上的一个活动

标架 .定义曲线γ在曲面 V 上的测地挠率为τg ( s) =〈N′( s) , B( s)〉, 即

N′( s)在 B( s) 上的投影 , 则据 kn ( s) =〈p″( s) , e〉=〈T′( s) , B( s)〉和

〈B, B′〉= 0 知 : B′( s) = - τg N ( s) - knT ( s) .回忆 kn 为γ的法曲

率 ,现定义曲线γ=γ( s)在曲面 V 上的测地曲率为

kg ( s) = 〈T′( s) , N( s)〉,

即

kg ( s) = 〈p″( s) , N( s)〉 .

因此 T′( s) = kg N + kne, 而

N′( s) = - kgT +τg B .

总结之 ,我们得 ( 如同 F renet-Serret 公式 )

T

N

B

′

=

0 kg k n

- kg 0 τg

- kn - τg 0

T

N

B

.

注意这里 B= e为曲面 V 之单位法矢 (据我们的假定 ,曲面 V 的单

位法矢总存在 ) .

我们最感兴趣的一类曲线γ=γ( s)是其测地曲率 kg ≡0 ,并称

之为测地线 .若曲面 V 在局部上可表示为 p = p( u
1

, u
2

) , 而 γ=
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p( u1 ( s) , u2 ( s) ) , 则利用

γ″( s) =
d
d s

( pi ui
s ) = pij u i

s u j
s + pi ui

ss

和

pij = Γ
k
i j pk + bij e,

知

T′( s) = γ″( s) = ( u
k
ss + Γ

k
i j ( s) u

i
s u

j
s ) pk + kne ,

即有

kg ( s) = ( uk
ss + Γk

i j ( s) ui
s u j

s ) pk ·N( s) .

因此γ=γ( s)为测地线的充要条件是

u
k
ss + Γ

k
i j ( s) u

i
s u

j
s = 0 ,  k = 1 , 2 , " s ∈ [0 , L] .

后者称为测地线方程 .此时 , 因为 T′( s) = kg N + kne = kn e, 所以 pss

总垂直于曲面 V .

若γ=γ( s)为连结曲面 V 上两点 A 与 B 的长度最短曲线 , 则γ

为测地线 .为证这一结果我们考虑连结 A 与 B 的曲线族pλ( s) ,这里

p0 ( s) =γ( s) , s为曲线γ的自然参数 ,0≤ s≤ L .要求 F(λ, s) = pλ( s)

对λ, s 光滑依赖 ,λ∈ ( - δ,δ) ,δ> 0 , 而

F(λ, 0) = A,  F(λ, L) = B ,  "λ∈ ( - δ,δ) .

定义

L(λ) = L(pλ) .

于是

L(λ) =∫
L

0

�F(λ, s)
�s

d s

和

L′(λ) = 1
2∫

L

0

�
�λ

�F
�s

·
�F
�s

| Fs |
d s =∫

L

0

�F
�s

·
�

2 F
�λ�s

| Fs |
d s .

定义
D
�s

( Fλ)和
D
�s

( Fs ) 分别为
�

2 F
�λ�s

与
�

2 F
�s

2 在 Tp
λ

( s) V 上的投影 , 并由
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D
�s

( Fλ) =
D
�λ

( Fs )知

L′(λ) =∫
L

0

Fs·
D
�s

( Fλ)

| Fs |
d s .

由
�F
�s

·
D
�s

( Fλ) =
�
�s

( Fs ·Fλ) -
�F
�λ

·
D
�s

( Fs ) 和 | Fs |λ= 0 = 1 知

L′( 0) =∫
L

0

�
�s

( Fs ·Fλ)
λ= 0

- Fλ
λ= 0

·
D
�s

( Fs )
λ= 0

d s

= -∫
L

0
Fλ

λ= 0
· D
�s

( Fs )
λ= 0

d s .

以上利用了 Fλ∈ Tp
λ( s)

V 和 Fλ s= 0 , L = 0 .因 Fλ λ= 0 任意和变分引理知

D
�s

( Fs )
λ= 0

= 0 ,  " s ∈ [0 , L] ,

即
D
�s

(γs ) = 0 , " s∈[ 0 , L] .但
D
�s

(γs ) 为γ″( s) 在 Tγ( s) V 上的投影 ,

这正好是 ( uk
ss +Γk

ij ( s) ui
s uj

s ) pk .因此有

u
k
ss + Γ

k
ij ( s) u

i
s u

j
s = 0 ,  " s ∈ [0 , L] ,

这是测地线方程 .

注意 ,一般说来 , 测地线不见得是长度最短的曲线 , 但在小范

围内这确实是对的 .由于要用第二变分技巧 , 在这就不做了 .

习   题

1 . 求出单位球面 S
2

= { Q∈R
3

: | Q| = 1}连结 A 与 B 的测地线 .

2 . 写出曲面 F( x, y, z) = 0 的测地线方程 .

3 . 求曲面 ( ucos v, usin v, av)上的一般测地线的表达式 .

4 . 证明柱面

M: x
2

+ y
2

= R
2

,

上的一般测地线的表达式是

γ( t) = ( Rcos( at + b) , Rsin ( at + b) , ct + d) .
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2 .3  椭球面上的测地线

设 A为R3 上具有不同特征值 0 < a0 < a1 < a2 的正定对称矩

阵 .定义椭球面

Sa = { x∈ R
3

: 〈A- 1 x,x〉 = 1 } .

记 B= A - 1
,定义

e = | A- 1 x |
- 1 A- 1 x .

设γ( s) = x( s) ( s为自然参数 )为曲面 Sa 上的曲线 .因为

〈A- 1 x, x′〉 = 0 ,

所以 e为 Sa 上单位外法矢 .常称 e: Sa → S
2
为高斯映射 .

我们来看 Sa 上面的测地线方程 .设γ( s) = x( s) ( s为自然参数 )

为曲面 Sa 上的测地线 .令 T( s) =γ′( s) .于是利用〈A- 1 x, x′〉= 0 和

〈T, T′〉= 0 ,知

T′= - λA - 1 x,

这里的λ为待定常数 .因为

〈A- 1 x, x′〉′= 〈A- 1 x, T′〉+〈A- 1 x′, x′〉 = 0 ,

所以

λ= | A- 1 x | - 2〈A- 1 x′, x′〉 .

于是椭球面上的测地线方程为

d2 x
ds2 + | A- 1 x |

- 2
〈A- 1 x′, x′〉A- 1 x = 0 .

现在我们来看这个方程与其他问题之间的关系 .做变量代换 s = d( t) ,

于是

xt t = - λd2
t Bx +

dt t

d t
xt .

取 d( t)使得λd
2
t = 1 , 并令 b( t) =

dt t

d t
, 我们就有

332 .3  椭球面上的测地线



xt t = - Bx + b( t) xt .

利用

〈Bx, x〉 = 1 ,

我们知道

b = 2〈Bx, Bxt〉/ | Bx |
2

,

和

〈Bxt , xt〉 = | Bx | 2 .

令

r = | Bx | ,

直接求导可知

et = r
- 1 B( xt + ( log r) t x) ,

这里

( log r) t = 〈Bx, Bxt〉 | Bx | - 2 .

由此 ,我们知道 e( t)满足以下方程 :

et t = - Be +νe,

这里

ν= 〈Be, e〉 - | et |
2

.

这个方程被称为 C .Neumann 问题 .它描述单位球面上的质点在

引力 - Be作用下的运动方程 .人们现在常用可积系统的观点来研

究这个方程的求解 .

由于测地线方程是 2 阶的 , 利用 ODE 基本定理易见 , 映射

( x, xt ) → ( e,et ) 是双射 .这样 , 我们可以从 C .Neumann 问题来导

出椭球面上的测地线方程 (我们把这个方程的推导留为作业 ) .

2 .4  曲面的曲率

给定一曲面 V 以及 V 上一定点 p0 , 则 Tp
0

V 上的单位切矢

T =ξipi 满足关系 g ijξiξj = 1 .考虑 kn ( T) = Ⅱ ( T, T) 在 | T | 2 = 1 上
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的极值 .因为 | T| 2 = g( T, T) , 据 Lagrange 数乘子法知 , 在极值点

T =ξipi 处 ,存在λ∈R 满足

ΔⅡ ( T, T) = λΔg( T, T) , ( 1)

立即由 Ⅱ ( T, T) = ∑
2

i, j = 1

bijξiξj 知

( bi j - λg ij )ξj = 0 ,  i , j = 1 ,2 . ( 2)

由于 | T| = 1 , 所以 (ξ1 ,ξ2 )≠ ( 0 , 0) ,从而

det ( bij - λgij ) = 0 ,  i, j = 1 , 2 .

即

det ( gij )λ
2

- ( g22 b11 + g11 b22 - 2 g1 2 b12 )λ+ det ( bij ) = 0 .

于是 ,若λ1 ,λ2 为其根 , 则对应于λi 的 (2 ) 式有解 Ti ( i = 1 , 2 ) .由

(2 )式直接计算知λi = Ⅱ ( Ti , Ti ) , 即知λi 为过点 p0 以 Ti 为速度

的曲线的法曲率 .

定义 1  曲面 V 在 p0 处的 Gauss 曲率为

K( p0 ) = λ1 ·λ2 ;

而中 (平均 ) 曲率为

H( p0 ) =
1
2

(λ1 +λ2 ) .

由韦达定理知

K ( p0 ) = det ( bij )/ det ( gij )

和

H( p0 ) = ( g22 b11 - 2 g12 b12 + g11 b22 )/ 2det ( gi j ) .

常称λi 为曲面 V 在点 p0 处的主曲率 , 而对应的 Ti 为主方向 .试

证 ,若λ1 ≠λ2 ,则 g( T1 , T2 ) = 0 .若在 p0 处 ,λ1 =λ2 ,就称 p0 为曲面

V 的脐点 ; 此时 " | T| = 1 有Ⅱ ( T, T) ≡const .处处是脐点的曲面

V 称为迷向曲面 .

定义 2  若在曲面 V 上中曲率为常数 , 就称 V 为常中曲率曲

面 ; 特别地 , 若 H( p)≡0 于 V 上 , 称 V 为极小曲面 .
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例  (1 ) 设 V 为函数 z = f ( x , y ) 的图 .记 ( x, y ) = ( u1 , u2 ) ,

p = ( x, y, z) , 以及 f i = f u
i 等 ,则

gij = δij + f i f j ,

而 p1 ×p2 = ( - f 1 , - f2 , 1) 为法矢 .令

w = | p1 × p2 | = 1 + f
2
1 + f

2
2 ,

则

g
i j

= (δij - f i f j )/ w
2

,

e = ( - f 1 , - f2 , 1)/ w ,

bij = f i j/ w,

从而可求出 K 与 H .

(2 ) 柱面 : x = x( u) , y = y( u) , z = v, 设参数 u 为曲线 ( x ( u) ,

y( u) )的自然参数 ,即 x′
2

+ y′
2

= 1 ,则

g = ( d u)2 + ( dv)2 ,

e = ( y′, - x′, 0 ) .

于是

Ⅱ = - dp·de = ( x″y′- x′y″) ( d u)
2

.

因此λ1 = 0,λ2 = x″y′- x′y″为曲线 ( x, y)的曲率的相反数 , 而 K = 0 ,

H =
1
2

( x″y′- x′y″) .

(3 ) 环面 : p = ( rsin u, ( R + rcos u) cos v, ( R + rcos u) sin v) ,

0 < r < R .记

g( u) = rsin u

和

h( u) = R + rcos u .

计算知

pu = ( g′, h′cos v, h′sin v) ,

pv = ( 0 , - hsin v, hcos v) ,

E = ( rcos u)2 + ( rsin u)2 = r2 ,

F = 0 ,
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G = h2 ,

EG - F2 = r2 ( R + rcos u)2 ,

w = EG - F
2

= r( R + rcos u) ,

e = pu × pv/ | pu × pv | = ( h′, - g′cos v, - g′sin v)/ r,

pu u = ( - rsin u, - rcos ucos v, - rcos usin v) ,

pu v = pv u = ( 0 , rsin usin v, - rsin ucos v) ,

pv v = (0 , - hcos v, - hsin v) ,

L = r,

M = 0 ,

N = ( R + rcos u) cos u,

H =
1
2

1
r

+ cos u
R + rcos u

,

K = cos u
r ( R + rcos u)

.

(见图 2 .6 )

图  2 .6

习   题

1 . 验证曲面 ( Enneper 极小曲面 )

x = 3 u + 3 uv
2

- u
3

,

y = - v
3

+ 3 v + 3 u
2

v,
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z = 3( u2 - v2 )

为极小曲面 .

2 . 求马鞍面

z = xy

的高斯曲率与中曲率 .

3 . 求回转面

p( u, v) = ( f ( u) cos v, f ( u) sin v, g( u) ) ,  f ( u) > 0

的高斯曲率与中曲率 ; 并找出 K≡ - c
2

, c 为常数的曲面 .

4 . 设曲面 V � R 3 为 p: D→ R 3 , D � R 2 为有界区域 , 设

f : D→R 为光滑函数 , 对 |ε|很小 , 定义新曲面

qε = p +εfe ,

其中 e 为 V 的单位法矢 .于是曲面 q∶ = qε 的面积为 A (ε) =

�D
| qu × qv | d ud v, 试证

A′( 0) = d A
dε ε= 0

= - 2�D
f H det ( gi j ) d ud v,

这里 g = ∑
2

i, j = 1

gi j d ui d uj 为曲面 V 的度量 , H 为 V 的中曲率 .

5 . 验证回转面

P( u, v) = γ( u) + vδ( u)

的高斯曲率是

K =
- M

2

E G - F
2 =

- (γ′·δ×δ′)
2

W
4 ,

这里 u为曲线γ的弧长参数 ,δ( u)为单位矢量 ,而

W = | γ′×δ+ vδ′×δ| .

  6 . 对曲面 p( u, v) ,定义

Ⅲ = de·de .

验证

KⅠ - 2 HⅡ + Ⅲ = 0 .
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2 .5  实 例 计 算

为了对曲率有一定的了解 .我们来看几个例子 .

(1 ) M = S
2

( R) 为半径为 R > 0 的球面 .e( p) = - p/ R .所以

M = S
2

( R)为迷向曲面 .λ1 =λ2 = 1/ R, H = 1/ R, K = 1/ R
2

.

(2 ) 广义柱面 : M = { ( x, y, z) ∈ R3 : ( x, y ) = C ( s) } , 这里

C( s)为R2 的光滑曲线 , s 为其自然参数 .M 的法矢 e平行于 x y 平

面 .所以在点 ( C( s) , z)处 , (0 , 0, 1) 为主特征方向 , 对应的λ1 = 0; 另

一个主特征方向是 ( C′, 0) , 对应的λ2 = k( s) .

在以下的例子中 ,我们不特别指明参数 ( u, v)的取值范围 .

(3 ) 椭球 : M = ( x, y, z)∈R
3

:
x

2

a
2 +

y
2

b
2 +

z
2

c
2 = 1 .于是

M: x = acos ucos v,  y = bcos usin v,  z = csin u .

这样

pu = ( - asin ucos v, - bsin usin v, - ccos u) ,

pv = ( - acos usin v, bcos ucos v, 0 ) ,

pu u = - ( acos ucos v, bcos usin v, csin u) ,

pu v = pv u = ( - asin usin v, bsin ucos v, 0 ) ,

pv v = ( acos ucos v, - bcos usin v, 0) ,

w = b
2

c
2
cos

2
ucos

2
v + c

2
a

2
cos

2
usin

2
v + a

2
b

2
sin

2
u,

e = - ( bccos ucos v, cacos usin v, absin u)/ w,

E = a2 sin2 ucos2 v + b2 sin2 usin2 v + c2 cos2 u,

F = ( a2 - b2 ) sin ucos usin vcos v,

G = a2 cos2 usin2 v + b2 cos2 ucos2 v,

EG - F
2

= w
2

cos
2

u,

L = abc/ w,

M = 0 ,
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N = abccos2 u/ w,

H = abc( a2 sin2 ucos2 v + b2 sin2 usin2 v

+ c2 cos2 u + a2 sin2 v + b2 cos2 v)/ (2 w3 ) ,

K = a2 b2 c2 / w4 .

再回到 ( x, y, z) 的表示就有

K = a
- 2

b
- 2

c
- 2 x2

a4 +
y2

b4 +
z2

c4

- 2

和

H =
a2 + b2 + c2 - ( x2 + y2 + z2 )

2 a
2

b
2

c
2 x2

a4 +
y2

b4 +
z2

c4

�� .

  (4 ) 单叶双曲面 M = ( x, y, z)∈R
3

:
x

2

a
2 +

y
2

b
2 -

z
2

c
2 = 1 .于是

M: x = acosh ucos v, y = bcosh usin v, z = csinh u .

令

Q =
x

2

a
4 +

y
2

b
4 +

z
2

c
4 .

这样 ,做类似的计算得

pu = ( asinh ucos v, bsinh usin v, - ccosh u) ,

pv = ( - acosh usin v, bcosh ucos v, 0) ,

pu u = ( acosh ucos v, bcosh usin v, csinh u) ,

pu v = pv u = ( - asinh usin v, bsinh ucos v, 0 ) ,

pv v = ( - acosh ucos v, - bcos h usin v, 0) ,

e = ( - x/ a2 , - y/ b2 , z/ c2 )/ Q,

E = a2 sinh2 ucos2 v + b2 sinh2 usin2 v + c2 cosh2 u,

F = ( b2 - a2 ) sinh ucosh usin vcos v,

G = a
2

cos h
2

usin
2

v + b
2
cos h

2
ucos

2
v,

L = - 1/ Q,

M = 0 ,
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N = cosh2 u/ Q,

H =
( x2 + y2 + z2 ) - ( a2 + b2 - c2 )

2 a2 b2 c2 Q3 ,

K = - a- 2 b- 2 c- 2 Q- 4 .

  (5 ) 螺旋面 M = { ( ucos v, usin v, bv) : ( u, v) ∈R
2
} , b≠0 .记

p = ( ucos v, usin v, bv) .计算知

pu = ( cos v, sin v, 0) ,

pv = ( - usin v, ucos v, b) ,

E = 1 ,

F = 0 ,

G = b2 + u2 ,

EG - F2 = b2 + u2 ,

w = b
2

+ u
2

,

e = pu × pv/ | pu × pv | = ( bsin v, - bcos v, u)/ w,

pu u = 0 ,

pu v = pv u = ( - sin v, cos v, 0) ,

pv v = ( - ucos v, - usin v, 0) ,

L = 0 ,

M = - b/ w,

N = 0 ,

H = 0 ,

K =
- b2

( b
2

+ u
2

)
2 .

  (6 ) 直纹面 M: p( u, v) = C( u) + v A( u) , 这里 C( u)为R
3
中以 u

为弧长参数的曲线; 而 A( u)为单位矢量且〈C′, A′〉= 0 , | A′| ≠0 .直

接计算知

pu = C′+ v A′,

pv = A,
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pu × pv = C′× A + vA′× A,

E = 1 + u
2

| A′|
2

,

F =〈C′, A〉,

G = 1 .

引入函数λ=λ( u)使得

C′× A = λA′,

于是

λ= 〈C′× A, A′〉/ | A′|
2

,

EG - F2 = | pu × pv | 2 = | λA′+ uA′× A | 2

= (λ
2

+ v
2

) | A′|
2

,

w = λ2 + v2 | A′| ,

e= (λA′+ vA′× A)/ w ,

pu u = C″+ vA″,

pu v = pvu = A′,

pv v = 0 ,

L = 〈C″+ vA″,λA′+ vA′× A〉/ w ,

M= 〈C′× A, A′〉/ w
2

=
λ

λ2 + u2 ,

N = 0 ,

H =
1
2

〈C″+ vA″λA′+ vA′× A〉/ w, - 2
λ

λ2 + u2〈C′, A〉

w
2 ,

K =
- λ2

(λ
2

+ v
2

)
2 .

  可展面的定义 : 如果直纹面 M 满足条件

〈A× A′, C′〉 = 0 ,

即λ= 0 ,我们就称它为可展面 .
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我们知道切曲面 ( A= C′)是可展面 .对可展面 ,我们有 K = 0 .这

样我们知道了很多曲面的高斯曲率恒等于零 .以后我们要研究中

曲率恒等于零的曲面 ,即极小曲面 .

习   题

1 . 已知曲面 M�R3 的高斯曲率 K 和中曲率 H .设λ> 0 , 试求

曲面

λM = {λ( x, y, z) : ( x, y, z) ∈ M}

的高斯曲率 Kλ 和中曲率 Hλ .

2 . 设γ为空间曲面 , 而且 0 < k≤ b .令

P( u, v) = γ( u) +ε( cos vN ( u) + sin vB( u) ) .

证明 :

(1 ) Pu ×Pv = -ε( 1 - kεcos v) (cos vN ( u) + sin vB( u) ) .

(2 ) 对小的ε, P( u, v) 是曲面 .

(3 ) e= cos vN ( u) + sin vB( u)为曲面的法矢 .

(4 ) K =
- k( u)cos v

ε( 1 - kεcos v)
.

3 . 验证曲面

P( u, v) = ( u, v, log cos v - log cos u) , u, v ∈
- π
2

, π
2

的中曲率是 0 ,而高斯曲率为

K = - sec
2

usec
2

v
W

4 ,

这里

W = 1 + tan2 u + tan2 v .

  4 . 对ε= 1 或者ε= - 1 , 计算曲面

z =
x

2

a
2 +ε

y
2

b
2
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的高斯曲率 K 和中曲率 H .

5 . 计算马鞍面

z = x3 - 3 x y2

的高斯曲率 K 和中曲率 H .

6 . 给定光滑函数 f∈C2 [ 0 , + ∞ ) , 证明回转面

z = f ( r) ,  r = x
2

+ y
2

的高斯曲率为

K( r) =
f′( r) f″( r)

r( 1 + f′( r)2 )2 ,

试计算它的中曲率 H .

7 . 计算曲面

z = e
- r2/ 2

的高斯曲率 K,并给出 K < 0 和 K > 0 的区域 .

2 .6  曲面上形状算子

设 M 为可定向的曲面 , N为曲面 M 上的单位法矢 .我们引入

下面的定义 .

定义 1  对 p∈M, A∈ Tp M , 令

Sp ( A) = - ΔA N ,

称 Sp 为 M 在 p 处的形状算子 ( 见图 2 .7) .

利用导数的定义 , 我们知道 Sp ( A) = - d N( A) , 从而 Sp 为线

性算子 .因为 | N | 2 = 1 ,〈N,ΔA N〉= 0 , 所以 Sp : Tp M→ Tp M 的线

性算子 .回忆一下 ,ΔA N 为梯度ΔN在 A 方向上的投影.

例  设 M = S
2
为标准的单位球面 .因为 N ( p) = p, 于是

Sp ( A) = - dp( A) = - A .

对 A, B∈ Tp M, 易见

〈Sp ( A) , B〉 = 〈A,Sp ( B)〉,
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图  2 .7

即 Sp 为对称线性算子 .

对 A∈ Tp M 为单位矢量 ,令 k( A) =〈Sp ( A) , A〉 .称之为曲面

在 p处在方向 A 的曲率 .特别地 ,对 A 为主特征方向 ,即

Sp ( A) = k( A) A,

称 k( A) 为其主特征曲率 .以后我们简记 S = Sp .于是 , H ( p) =

1
2

t race( S)和 K (p) = detS .

定理 1  对 A, B∈ Tp M 线性无关 , 我们有

S( A) × S( B) = K (p) A× B

和

S( A) × B + A× S( B) = 2 H( p) A× B .

其证明留作练习 .

现在我们利用形状算子来计算曲面的曲率 .设 g: R3 →R 为

可微函数 .空间曲面 M 由水平集 g = 0 给出 .令

Z = Δg/ 2 ,

于是

e = Z/ | Z |

为单位法矢 ,所以

S( A) = - ΔA e = - ΔAZ/ | Z | + eA ,

这里 eA 为 S( A)的法向部分 (见图 2 .8) .
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图  2 .8

利用以上定理 ,易见 : 对 U,V∈ Tp M 使得 U×V = Z,

K = Z·ΔU Z×ΔV Z/ | Z |
4

和

H = - Z· (ΔU Z× V + U×ΔV Z)/ ( 2 | Z | 3 ) .

现在我们利用这个公式来求椭球面的 Gauss 曲率 .设

M: g =
x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 - 1 = 0 .

记 ( a, b, c) = ( a1 , a2 , a3 ) ,于是

Z = ∑
3

i = 1

xi

a2
i
Ei .

对 U = ti Ei∈ Tp M , 则

ΔU Z =
ti

a2
i
Ei .

取 U,V∈ Tp M 使得 U×V = Z .令 X= x i Ei , 于是

Z·ΔUZ×ΔV Z = X·Z = 1 .

利用以上公式 ,所以有

K = 1/ a
2

b
2

c
2

| Z |
4

.
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习   题

1 . 设γ=γ( s)为空间曲面 M 上的曲线 , e为空间曲面 M 的法

矢在曲线γ上限制 .证明

S(γ′) = - e′.

  2 . 设有空间曲面 M: z = f ( x, y ) ,这里设

f (0 , 0 ) = f x ( 0 , 0) = f y ( 0 , 0) = 0 ,

计算它在 (0 ,0 ,0 )处的形状算子 .

3 . 设有空间曲面

P( u, v) = ( u -
u3

3
+ uv , v -

v3

3
+ vu

2
, u

2
- v

2
) ,

计算它在 (0 ,0 ,0 )处的形状算子 .

4 . 计算马鞍面

z = x
3

- 3 x y
2

在 (0 ,0 ,0 )处的形状算子 .

5 . 对ε= 1 或者ε= - 1 , 计算曲面

z = x
2

a
2 +εy

2

b
2 ,

在 (0 ,0 ,0 )处的形状算子 .

6 . 设γ为空间曲面 , 而且 0 < k≤ b, 令

P( u, v) = γ( u) +ε( cos vN ( u) + sin vB( u) ) .

试利用形状算子来证明

K = - k( u)cos v
ε( 1 - kεcos v)

.

2 .7  外微分形式

本节定义两个变元的外微分形式 .设 D� R
2
为平面区域 ,

f : D→R 为光滑函数 , f = f ( u1 , u2 ) .我们知道 : d f = f1 d u1 +

742 .7  外微分形式



f 2 d u
2

,其中 f i =
�f
�ui , 为 f 在点 u = ( u

1
, u

2
) 处的全微分 .在这里 ,

我们把 d x 和 d y 看成新的变量 .对 A= ( A1 , A2 )∈R2 , 回忆 f 在 u

点处沿 A 方向导数的定义

d f ( A) =
d
d t t= 0

f (u + tA) ,

于是我们知道 du
1

( A) =
d
d t

( u
1

+ t A1 )
t = 0

= A1 .同样 , d u
2

( A) = A2 .

定义 1  若 g1 , g2 为 D 上的光滑函数 ,定义�= g1 d u
1

+ g2 d u
2

为 1-形式 .定义�( A) = g1 A1 + g2 A2 .称 D 上的函数为 0-形式 .

易见 ,在每个点处 , 1-形式为R
2
的线性函数 .

另外 ,对曲面 V = { ( x, y, f ( x, y) ) : ( x, y )∈ D}�R3 , 我们知

道其面积就是

A( f ) =�D
1 + f

2
1 + f

2
2 d u

1
d u

2
.

常称 d D = d u
1

d u
2
为区域 D 上的面积元 .若作参数变换 ( u

1
, u

2
) =

F( v
1

, v
2

) = ( u
1

( v
1

, v
2

) , u
2

( v
1

, v
2

) ) , 即 ( v
1

, v
2

) ∈珦D, D = F(珦D) ,

F为微分同胚 , 则

d u1 d u2 = | ζ| d v1 d v2 , 这里ζ=
�( u

1
, u

2
)

�( v
1

, v
2

)
.

若在 珦D 上ζ> 0 , 则 d u
1

d u
2

= ζd v
1

d v
2

; 而若在 珦D 上 ζ< 0 , 则

d u1 d u2 = - ζd v1 d v2 .注意由于 F 为微分同胚 ,只可能有两种情况 .

这诱使我们引入下面的定义 .

定义 2  外积∧定义如下 :

d ui ∧ d ui = 0 ,  d u1 ∧ d u2 = - d u2 ∧ d u1 ,

并且对α= ( ai d u
i
) ,β= ( bi d u

i
) ,令

α∧β=
a1 a2

b1 b2

d u
1
∧ d u

2
,

于是 d u
1
∧ ( f d u

2
) = fd u

1
∧d u

2
.
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定义 3  常称�= fd u1 ∧d u2 为 2-形式 .对 V1 , V2 ∈R2 ,定义

�(V1 , V2 ) = fdet ( d u
i
(V j ) ) .

  我们现在指出同一形式可有多种表示 ,比如

fd u
1
∧d u

2
= - fd u

2
∧d u

1
=

1
2

f ( d u
1
∧d u

2
- d u

2
∧d u

1
) .

  0-形式 , 1-形式 ,2-形式等简称为微分形式 .

不难看到 ,据上面外积之定义 ,区域 D上的面积元正是d u1 ∧du2 ;

不过其中约定了当 珦D 上ζ< 0 时 , d v2 ∧ d v1 = d v1 dv2 为 珦D 上的面

积元 .事实上 , d u
i

=
�ui

�v
j d v

j
,所以

d u1 ∧d u2 =ζd v1 ∧d v2 = - ζdv2 ∧d v1 = - ζd v1 dv2 .

若在珦D 上ζ> 0 ,称参数变换保持定向或 ( u1 , u2 )与 ( v1 , v2 ) 定向相

同 ; 否则称它们反向 .

定义 4  对 1-形式中φ= g1 d u
1

+ g2 d u
2

, 定义外微分 d 为

dφ= d g1 ∧ d u1 + d g2 ∧ d u2 .

于是 dφ= -
�g1

�u2 +
�g2

�u1 d u1 ∧d u2 ; 而对 2-形式φ, 定义 dφ= 0 .

这样我们对平面区域上的微分形式定义了外微分运算 .试证 :

d
2

= d�d = 0( 习题 ) .

在三维区域 Ω或R3 上 , 我们可以类似地定义 0-形式、1-形式、

2-形式、3-形式、外积和外微分 .比如 , 对光滑函数 f , g, h: R3 →R ,

X = ( x, y, z)∈R3 , 定义 ω= f ( X) d x + g( X) d y + h( X ) d z 为R3 上

1-形式 .其外微分为

dω= ( gx - f y ) d x ∧ d y + ( hy - gz ) d y ∧ d z

+ ( f z - hx ) d z ∧ d x .

如果有光滑映射 F: D�R2 →R3 , 记 F( u) = ( x ( u) , y( u) , z( u) ) .

定义ω的拉回

F* ω= ∑
2

i= 1

( f x i + gy i + hz i ) d ui .
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证明 : F* dω= d F* ω( 习题 ) .当然 , 我们可以定义Rn 上的 k-形式

(0≤ k≤ n) ,外积和外微分 .

对 p: D�R2 →R3 , 我们曾约定

dp = ∑
2

i = 1

pi d u
i
,

其中 pi : D→R
3
是向量

�x j

�ui .现在我们定义向量值 1-形式ω为

ω = ∑
2

i = 1

Gi d u
i
,

这里 Gi : D→R
3
为光滑函数 ,并对两个向量值 1-形式ω1 ,ω2 , 定义

其外积为

ω1 ∧ ω2 = G1
i × G2

j d u
i
∧ d u

j
,

其中 ωm = ∑
2

i = 1

Gm
i d ui , m = 1 , 2 .同样定义外微分于向量形式 .我们

也可以定义矩阵值 1-形式和其外微分等 .

作为上述运算的应用 ,我们考虑曲面片 p: D→R3 ,即

p= p( u
1

, u
2

) , p1 ×p2 ≠0, " ( u
1

, u
2

)∈ D .

定义 Gauss 映射 (见图 2 .9 )

e3 =
p1 × p2

| p1 × p2 |
.

图  2 .9

对 { p1 , p2 } 作 Schmidt 正交化可得单位正交标架 { e1 , e2 } , 且

{ e1 , e2 , e3 }构成R
3
上的基底 .于是存在 1-形式 ( wi j )有
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dei = ∑
3

j= 1

wij ej ,  i = 1 , 2 , 3 .

这样 ,我们就有 wij =〈dei , ej〉 .据〈ei , ej〉=δij 知

dei·ej + ei·dej = 0 ,

即有 wij + wji = 0 ; 也就是说 1-形式矩阵 ( wi j ) 反对称 .这一公式

下节将用到 .

定义 5  ( 1) 0-形式积分的定义就是函数积分的定义 .

(2 ) 设 C: ui = ui ( t) , i = 1 ,2 ,为 D 中的曲线 (由于 w( t)≠0 ,所

以曲线皆是可定向的 ) ,而φ= gi d u
i
为 D 上的 1-形式 ,定义积分

∫C
φ =∫

b

a
gi ( u( t) ) d u

i

d t
d t .

  (3 ) 设 A� D 为子区域 , 而φ= fd u
1
∧ fd u

2
, 定义外微分形式

积分为

∫A
φ =�A

f d u
1

d u
2

.

  由数学分析中的 Green 公式知 ( Stokes 定理 ) : 若 C 为封闭曲

线 , A = in t C,则对 D 上任何 1-形式φ有

∫A
dφ=∫C

φ .

请大家自己证明 .

习   题

1 . 对

α= xd x - yd y,  β= zd x + xd z,

计算α∧β.

2 . 令θ= zd y, 计算 dθ和α∧β∧θ.

3 . 令ω= yd x∧d z + xd y∧d z ,计算α∧ω和 dω .
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4 . 令θ
i

= ∑
3

j = 1

f ij d x
j
,证明

θ1 ∧θ2 ∧θ3 = det ( f ij ) d x1 ∧ d x2 ∧ d x3 .

  5 . 对

η= fd x ∧ d y + gd x ∧ d z + hd y ∧ d z,

计算 dη.

6 . 设 f , g∈C1 ( R2 ) ,计算 :

(1 ) d( fd g + gd f ) ,

(2 ) d( ( f - g) ( d f + d g) ) ,

(3 ) d( fd g∧ gd f ) ,

(4 ) d( gd f ) + d( fd g) ,

(5 ) d f∧d g

的简单表达式 .

2 .8  活动标架法

设 p: D→R
3
为曲面片 , 设{ e1 , e2 , e3 }为上节定义出的活动标

架 ,于是存在满秩矩阵 A = ( aij ) , det A > 0 使得 pi = ∑
3

j = 1

aj i ej 或

( p1 , p2 ) = ( e1 , e2 ) A, 这里 pi =
�p
�u

i .令 θi = aij d u
j
, i = 1 , 2 , 则

dp = ∑
2

i = 1

θiei , 从而曲面的第一基本形式为

g = dp·dp = θ
2
1 +θ

2
2 = ( d u

1
, d u

2
) AT A

d u1

d u2
.

这里利用了 (θ1 ,θ2 ) = ( d u1 , d u2 ) AT ,即知 G= ( gij ) = AT A .

对 dp= ∑
2

i = 1

θi ei 外微分 , 并由 d2 = 0 知

dθi ei - θi ∧ dei = 0 .
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由于 dei = ∑
3

j = 1

wij ej , wij = - w ji ,所以

( dθi - ∑
2

m = 1

θm ∧ wmi ) ei - ∑
2

i = 1

(θi ∧ wi3 ) e3 = 0 ,

于是

dθi = ∑
2

j= 1

θj ∧ wj i ,  i = 1 , 2

称之为曲面的第一结构方程 ,以及

∑
2

i= 1

θi ∧ wi3 = 0 .

记 wi3 = ∑
2

k = 1

hi kθk , 则得

∑
2

i, k = 1

hi kθi ∧θk = 0 ,

所以 hi k = hki .从而曲面的第二基本形式为

Ⅱ = - dp·de3 = - (θ1 e1 +θ2 e2 ) · ( w3 1 e1 + w3 2 e2 )

=θ1 w13 +θ2 w2 3 = ∑
2

i , j = 1

hijθiθj

= ( d u1 , d u2 ) AT 珡HA
d u

1

d u
2

,

这里 珡H = ( hi j ) .回忆Ⅱ = ∑
2

i, j = 1

bi j d u
i
d u

j
, 从而

B = ( bij ) = AT 珡HA .

因此曲面的高斯曲率与中曲率分别为

K =
detB
detG

= det ( hij ) , ( 1)

H =
(λ1 + λ2 )

2
=

1
2

t r珡H =
1
2

( h11 + h22 ) .

再由 d
2 ei = 0( i = 1 ,2 ,3 )知
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0 = d(∑
3

j = 1

wij ej )

= d wij ej - wi j ∧ dej

= ( d wi k - wi j ∧ w jk ) ek ,

所以

d wi k - wij ∧ wjk = 0 ,  i, k = 1 , 2 , 3 .

直接计算知

d w21 = ( h11 h2 2 - h12 h21 )θ1 ∧θ2 = det珡Hθ1 ∧θ2 = Kθ1 ∧θ2 .

这就是曲面的 Gauss 方程或第二结构方程 .

对 i = 1 , 2 及 k = 3 ,有

0 = d wi3 - ∑
3

j = 1

wij ∧ wj3 = d ( hijθj ) - hjk w ij ∧θk .

整理之有

( d hi k - hij w kj - hjk w ij ) ∧θk = 0 .

定义 hik , m 满足

d hi k - hi j wkj - hjk w i j = ∑
2

m = 1

hik , mθm , ( 2)

则得

hi k , mθm ∧θk = 0 .

据θ1 ∧θ1 = 0 =θ2 ∧θ2 ,θ1 ∧θ2 = - θ2 ∧θ1 ≠0 ,知

hi2 , 1 = hi1 , 2 ,  i = 1 , 2 .

这就是曲面的 Mainardi-Codazzi 方程 ,简称 M-C 方程 .

Gau ss 方程和 M-C 方程统称为曲面论的基本方程 ,其原因是

下述定理 (其证明略去 ) .

定理 1(曲面论基本定理)  设 D = ( - a, a)× ( - b, b) , a, b> 0 ,

θ1 ,θ2 为 D 上的 1-形式且θ1 ∧θ2 ≠0 , 令 g =θ
2
1 +θ

2
2 .设 ( hij )为 D 上

的函数构成的矩阵且 hi j = hji , 令Ⅱ = hijθiθj , 则R3 中有以 g 和Ⅱ分

别为第一、二基本形式的曲面片的充要条件是由 ( 1 )式和 ( 2 )式分
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别定义出的函数 K 与 hi k , m 满足 Gauss 方程和 M-C 方程 .

习   题

1 . 证明

g ≡
4

( 1 + u2 + v2 )2 ( d u
2

+ d v
2

)

的 Gauss 曲率 K≡1 .

2 . 已知

Ⅰ = d u
2

+ d v
2

和

Ⅱ = v
2

1 + v2
d u2 + 1

1 + v2
dv2 .

问是否有曲面以Ⅰ和Ⅱ为第一和第二基本形式 ?

3 . 已知

Ⅰ = d u2 + d v2

和

Ⅱ = d u
2

- d v
2

.

问是否有曲面以Ⅰ和Ⅱ为第一和第二基本形式 ?

4 . 已知

Ⅰ =
d u

2
+ d v

2

1 + u
2

+ v
2

和

Ⅱ = d u
2

+ d v
2

1 + u
2

+ v
2 .

问是否有曲面以Ⅰ和Ⅱ为第一和第二基本形式 ?

5 . 已知

Ⅰ = E( u, v) ( d u
2

+ d v
2

)

和

552 .8  活动标架法



Ⅱ = f ( u, v)Ⅰ .

  设有曲面以Ⅰ和Ⅱ为第一和第二基本形式 , 试找 E, f 满足的

条件 .

2 .9  曲面基本方程的求解

我们的问题是利用已知的两个基本形式来找曲面本身 .利用

曲面论基本定理来判断满足已知的两个基本形式的曲面不存在是

方便的 .虽然曲面论基本定理的结果很美 , 可用起来找存在曲面是

不方便的 .所以我们另求它法来用已知的两个基本形式找曲面本

身 .这样人们就必须求解偏微分方程组 .

我们先来回忆一下曲面的两个基本形式和曲面本身是什么样

的关系 .设曲面有表示

p = p( u, v) = X( u, v) .

设它上的幺正标架是 { ei } , 其中 e3 = e 为单位法矢 .每个 ei 为行向

量 .设为{ω
i
}其对偶标架 .记 (ω

i
j )为它的联络形式 .于是我们有

dp = ω
i ei

和

dei = ω
j
i ej .

这两组方程常称之为曲面的基本方程 .记

ωi = ai d u + bi d v,

ω
i
j = a

i
j d u + b

i
j d v,

a = ( a1 , a2 , 0 ) ,

b = ( b1 , b2 , 0) ,

A = ( a
i
j ) ,

B = ( bi
j ) ,

Y = ( e1 , e2 , e3 )
T

,

这里ω
3

= 0 .于是
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YYT = I .

这样以上基本方程可写为

dp= (ad u + bd v)Y ,

dY= ( Ad u + Bd v)Y .

我们用偏微分方程组表示之 ,有

�p
�u

YT = a,

�p
�v

YT = b,

�Y
�u

YT
= A,

�Y
�v

YT
= B .

所以我们要先求 Y 再求出 p ,即得曲面 .注意我们有

ωi = ωj ∧ωi
j .

于是结构方程

dωi
j = ωi

k ∧ωk
j

就成了可积性条件 .一般地在结构方程满足的情况下 , 利用常微分

方程的理论我们知道 ,这个偏微分方程组是可解的 .

下面我们用一个例子来说明这个方法的有效性 .

例  已知

Ⅰ = d u
2

+ (1 + u
2

) dv
2

和

Ⅱ =
- 2

1 + u2
d udv .

  我们来找曲面以Ⅰ和Ⅱ为第一和第二基本形式 .

令 w = 1 + u2 和ω1 = d u,ω2 = wdv .这样我们有

a = (1 , 0 , 0 )

和
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b = (0 , w ,0 ) .

因为

dω
1

= 0 , dω
2

= w′d u ∧ d v = ( log w)′ω
1
∧ω

2
,

所以

ω
1
2 = - ω

2
1 = - ( log w)′ω

2
= - w′d v .

因为ω3
i = hi jωj 和

Ⅱ = hijωiωj = - 2
w

2 ω
1 ω2 ,

我们得

h11 = h22 = 0 , h12 = h2 1 = - 1
w

2 .

因此

ω3
1 = - 1

w
2 ω

2 = - 1
w

d v

和

ω3
2 =

- 1
w

2 ω
1 =

- 1
w

2 d u .

这样

A =

0 0 0

0 0 1
w

2

0
- 1
w

2 0

和

B =

0 - w′ w
- 1

w′ 0 0

- w - 1 0 0

令

Y = Y1 Y2 .
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利用 dYY - 1 = dY1 Y - 1
1 + Y1 ( dY2 Y - 1

2 )Y - 1
1 , 设

dY1 Y - 1
1 = Ad u =

0 0 0

0 0 1

0 - 1 0

d u
w

2

和

Y1 ( dY2 Y- 1
2 )Y - 1

1 = Bd v .

令 u = tan t ,则 d t =
d u
w

2 .而

B =

0 sin t cos t

- sin t 0 0

- cos t 0 0

.

于是知

Y1 = exp t

0 0 0

0 0 1

0 - 1 0

=

1 0 0

0 cos t sin t

0 - sin t cos t

=

1 0 0

0 w- 1 u/ w

0 - u/ w w - 1

和

dY2 Y- 1
2 = Y- 1

1 BY1 d v =

0 0 1

0 0 0

- 1 0 0

dv .

进而知

Y2 =

cos v 0 sin v

0 1 0

- sin v 0 cos v

.

所以
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Y = Y1 Y2 =

cos v 0 sin v

- u
w

sin v w - 1 u
w

cos v

- w
- 1

sin v -
u
w

w
- 1

cos v

.

由于

�p
�u

= aY = (cos v, 0 , sin v)

和

�p
�v

= bY = ( - usin v,1 , ucos v) .

所以经过简单运算 ,我们有

p( u, v) = ( ucos v, v, usin v) .

这里给出了具体的运算过程 .

希望大家用这个例子来体会我们的方法 .

习   题

1 . 已知

Ⅰ = d u
2

+ d v
2

和

Ⅱ = - d v2 .

找曲面以Ⅰ和Ⅱ为第一和第二基本形式 .

2 . 已知

Ⅰ = v
2

d u
2

+ (1 + v
2

) d v
2

和

Ⅱ =
v2

1 + v2
d u

2
+

1

1 + v2
dv

2
.

找曲面以Ⅰ和Ⅱ为第一和第二基本形式 .
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3 . 已知

Ⅰ = d u
2

+ cos
2

ud v
2

和

Ⅱ = d u
2

+ cos
2

ud v
2

.

找曲面以Ⅰ和Ⅱ为第一和第二基本形式 .

2 .10  外微分的进一步应用

记 M2× 2 为实 2×2 矩阵空间 .定义

SL ( 2 , R ) = { X = ( a
i
j ) ∈ M2×2 : detX = 1 } .

定义

ω = d XX - 1
. ( 1)

称之为 Maurer-Car tan 形式 .记为 ω= (ω
i
j ) .

利用 det X= 1 ,我们可以知道

a
1
1 a

2
2 - a

1
2 a

2
1 = 1

和

X- 1
= ( b

i
j ) ,

这里

b1
1 = a2

2 , b2
2 = a1

1 , b1
2 = - a1

2 , b2
1 = - a2

1 .

于是

ωi
j = d ai

k bk
j .

所以直接验证可得

ω
1
1 + ω

2
2 = 0 .

对 (1 )式外微分之 , 得

dω = ω∧ ω, ( 2)

即

dΩ
1
1 = ω

2
1 ∧ω

1
2 ,

dΩ2
1 = 2ω1

1 ∧ ω2
1 ,
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dΩ1
2 = 2ω1

2 ∧ ω1
1 .

设 F: D�R2 → S L(2 , R ) .把 F* ω仍记ω .记

Ω
1
1 = pd x + Ad t,

Ω2
1 = qd x + Bd t,

Ω1
2 = rd x + Cd t .

这样 (2 )式可改写为

- pt + A x - qC + rB = 0 ,

- qt + Bx - 2 pB + 2 qA = 0 ,

- rt + Cx - 2 rA + 2 pC = 0 .

( 2)′

取 p = r = 1 , q= u( x , t) ,我们得

A = C + Cx/ 2

和

B = uC - Cx - Cx x/ 2 .

把这两式代入 (2 )′的中间式得

ut = ux C + 2 uCx + 2 Cx -
1
2

Cx x x .

取 C= 1 -
1
2

u 得

ut =
1
4

ux x x -
3
2

uu x .

这就是著名的 KdV 方程 .

如果我们令

q = r = v( x, t) , p = 1 ,

我们可以得到 MKdV 方程

vt =
1
4

vx x x -
3
2

v
2

vx .

这里我们就不推导它了 (留作习题 ) .易见 , - v 也满足 MKdV 方

程 .也就是说 MKdV 方程的解是成对出现的 .

已知 v 满足 MKdV 方程 .令
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U = vx + v2 ,

则直接可以计算知

U t = 1
4

U x x x - 3
2

UU x ,

即它满足 KdV 方程 .

令

Û = - vx + ( v)
2

,

则 Û 也满足 KdV 方程 .我们把映射 U→Û 称为 Backlund 变换 .

反过来 ,已知 u 满足 KdV 方程 .解方程

vx + v2 = u,

得 v .令

û = - vx + ( v)
2

,

则得 KdV 方程的新解 û .

我们指出 , Backlund 变换方法在可积系统理论中是十分重

要的 .

2 .11  极 小 曲 面

这一节我们从另一个观点来看极小曲面方程和它的性质 .设

f : D�R2 →R 为光滑函数 , 定义它在R3 中的图像为

V = V( f ) = { ( x, y, f ( x, y) ) : ( x, y) ∈ D} .

设 V 为极小曲面 .V 的面积为

A( f ) =�D
| ( 1 , 0 , f x ) × ( 0 , 1 , f y ) |

=�D
1 + f2

x + f 2
y d xd y ,

即

A( f ) =∫D
1 + | Δ f |

2
d xd y .
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  V 的单位法矢为

N = ( - f x , - f y ,1 )/ 1 + f
2
x + f

2
y .

  设ξ: D�R2 →R 为光滑函数而且ξ(�D) = 0 .于是对 t∈R ,有

A( t) = A( f + tξ) =∫D
1 + | Δ ( f + tξ) | 2 d xd y,

所以

A′(0 ) =∫D

〈Δ f ,Δξ〉

1 + | Δ f |
2

d xd y .

因为 V 的中曲率为

H( f ) =
1
2

div
Δ f

1 + | Δ f | 2 = 0 ,

这样我们就有

A′( 0) = -∫D
ξdiv

Δ f

1 + | Δ f |
2 d xd y

= - 2∫D
H ( f )ξd xd y

= 0 .

就是说对任意的ξ, 我们都有

A′( 0) = 0 ,

即面积泛函的一阶变分为零 .

我们现在要证明在 D×R 中 , 在和 V 的边界一样的曲面中 ,

V 的面积是最小的 .定义 D×R 上的 2-形式ω:

ω( X,Y) = 〈X×Y, N〉 .

记

�x = ( 1 , 0 , 0) ,  �y = ( 0 , 1 , 0) ,  �z = ( 0 , 0 , 1) .

直接计算知

ω(�x ,�y ) =
1

1 + | Δ f |
2

,
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ω(�y ,�z ) =
- f x

1 + | Δ f |
2

,

和

ω(�x ,�z ) =
f y

1 + | Δ f | 2
.

因此

ω=
d x ∧ d y - f x d y ∧ d z - f y d z ∧ d x

1 + | Δ f |
2

.

从而

dω= - div
Δ f

1 + | Δ f |
2 d x ∧ d y ∧ d z = 0 .

易见 ,对 ( x , y , z)处的 X,Y: | X| = |Y | = 1 ,〈X,Y〉= 0 有

| ω( X,Y) |≤ 1 .

而且等号成立的充要条件是

z = f ( x, y) ; X,Y ∈ T( x, y, z) V .

其证明留为作业 .

于是对Σ� D×R 满足�Σ=�V , 我们利用 Stokes 定理得

A( f ) =∫V
ω =∫Σ

ω≤ Area(Σ) .

Bernstein 的有名定理是说 , R2 上的极小曲面方程 H( f ) = 0 只以

仿射线性函数为其解 !

习   题

1 . 验证 V: z = cos h
- 1

x
2

+ y
2
为极小曲面 .

2 . 验证 V: ez cos x = cos y 为极小曲面并计算它的高斯曲率 K .

3 . 证明极小曲面方程 H( f ) = 0 满足极值原理 .

4 . 证明在极小曲面上总有高斯曲率 K 总满足 K≤0 .
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第 3 章  二维黎曼几何

伟大的数学家黎曼在年轻时提倡并研究了只与第一基本形式

有关的几何 ,从此开创了黎曼几何、黎曼几何的重要性在于它把欧

氏几何、双曲几何统一在一起了 .

3 .1  黎曼度量与结构方程

在上一章中我们研究了空间中的曲面 , 其第一基本形式来自

于空间度量 .一般地 , 给定 uv( u1 u2 )平面 D 上一个第一基本形式

d s2 = Ed u2 + 2 Fd ud v + Gd v2 , ( 1)

即

E  F

F  G

为对称正定矩阵 .一般地来看 , 我们并不知道它是否是某空间曲面

的黎曼度量 .事实上 , 这里有一例子 : 设

D = { ( u, v) ∈ R2 : u2 + v2 < 1} .

取

d s2 = 4
( 1 - ( u

2
+ v

2
) )

2 ( d u2 + d v2 ) .

此即 Poincaré度量 ; 一个深刻的结果是 , ( D, d s
2

) 不能为空间曲面

的黎曼度量 .在此声明 , 我们所说的空间曲面是R
3
中的曲面 .以下

我们简称 ( D, d s
2

)为黎曼 2-流形 .

在 (1 )式中令

θ
1

= a
1
1 d u + a

1
2 d v,  θ

2
= a

2
1 d u + a

2
2 d v, ( 2)



其中

a
1
1 = E , a

2
1 = 0 , a

1
2 =

F

E
, a

2
2 =

EG - F
2

E
,

则有 d s
2

= (θ
1

)
2

+ (θ
2

)
2

; 当然具有这种性质的θ
1

,θ
2
不惟一 ,作为

习题请大家找与 (2 )式不同的θ
1

,θ
2

.由于 dθ
i
为 2-形式 , 所以存在

惟一的函数 bi , 使得

dθ
1

= - b1θ
1
∧θ

2
, dθ

2
= - b2θ

1
∧θ

2
,

定义ω1
2 = b1θ1 + b2θ2 ,ω2

1 = - ω1
2 ,ω1

1 = ω2
2 = 0 , 于是有

dθi = ∑
2

j= 1

θj ∧ωi
j , i = 1 ,2 . ( 3)

  同样 ,据 dω
1
2 为 2-形式 ,存在惟一的函数 K 使得

dω1
2 = Kθ1 ∧θ2 . ( 4)

我们称 (3 ) 式和 ( 4 ) 式为黎曼 2-流形 ( D, d s2 ) 的结构方程 .而称

{θ
1

,θ
2
}为它的余标架场 ,ω=

0 ω
1
2

ω2
1 0

为 Levi-Civit a 联络 .

现在我们来看不同标架下 , 函数 K 的不变性 .若 {珋θ
1

,珋θ
2

}为另

一个余标架场 ,即 d s2 = (珋θ1 )2 + (珋θ2 )2 .令θ=
θ

1

θ
2

,珔θ=
珋θ

1

珋θ
2

, 则存

在 S∈O( 2)使得

珔θ= Sθ . ( 5)

  外微分 (5 )式有

d珔θ= dS∧θ+ Sdθ .

但 dθ= - ω∧θ, 所以

d珔θ= ( dS·S- 1 - SωS- 1 ) ∧珔θ .

若记珚ω为对应于珔θ之 Levi-Civita 联络 , 则有

珚ω = - dS·S- 1 + SωS- 1 ,

即

珚ωS = - dS + Sω .
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外微分 d (珚ωS) = d ( - dS+ Sω) 的左边为

d珚ω·S - 珚ω∧ dS = d珚ω·S + dS·S- 1
∧ dS - S珚ωS- 1

∧ dS,

而右边为

dS∧ ω+ S·dω .

两边同乘 S- 1
得

d珚ω+ dS·S- 1 ∧ dS·S- 1 - SωS- 1 ∧ dS·S- 1

= dS·S- 1 ∧ S·ω·S- 1 + SdωS- 1 . ( 6)

由 ST S= I,ω=
0 ω

1
2

ω
2
1 0

知

( dS·S- 1
)

T
= S- 1 T

dST
= S·d (S- 1

) = - dS·S- 1
,

且 SωS- 1
为反对称矩阵 ,所以可记

dS·S- 1
=

0 α

- α 0
, SωS- 1

=
0 β

- β 0
,

其中α和β为 1-形式 .直接计算知

dS·S- 1
∧ dS·S- 1

=
0 α

- α 0
∧

0 α

- α 0

=
- α∧α 0

0 - α∧α
= 0

和

SωS- 1
∧ dS·S- 1

+ dS·S- 1
∧ SωS- 1

=
0 β

- β 0
∧

0 α

- α 0
+

0 α

- α 0
∧

0 β

- β 0

=
- β∧α 0

0 - β∧α
+

- α∧β 0

0 - α∧β

= 0 .

因此 (6 )式变为 d珚ω= SdωS- 1 ,即有

0 珡K珋θ1 ∧珋θ2

- 珡K珋θ
1
∧珋θ

2
0
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=
S

1
1 S

1
2

S2
1 S2

2

0 Kθ1 ∧θ2

- Kθ1 ∧θ2 0

S
1
1 S

2
1

S1
2 S2

2

,

其中 S=
S

1
1 S

1
2

S
2
1 S

2
2

, detS= S
1
2 S

2
2 - S

2
1 S

1
2 = 1 .于是有

珡K珋θ
1
∧珋θ

2
= Kθ

1
∧θ

2
.

但是珋θ
1
∧珋θ

2
= ( S

1
1 S

2
2 - S

1
2 S

2
1 )θ

1
∧θ

2
= detSθ1

∧θ
2

,从而 珡K = K ,即 K

与余标架场之特定选择无关 , 称此函数 K 为高斯曲率 .高斯认为

这个结论很好 ,称之为绝好定理 .

下面我们举例计算高斯曲率 .

设 d s2 = Ed u2 + Gd v2 .令θ1 = Ed u,θ2 = Gd v,则

dθ1 = - � E
�v

d u∧ d v = - 1

GE

� E
�v

θ1 ∧θ2 ,

dθ2 = -
� G
�u

d u ∧ d v =
1

GE

� G
�u

θ1 ∧θ2 ,

所以

ω1
2 = 1

GE
� E
�v

θ
1

-
� G
�u

θ
2

=
1

G

� E
�v

d u -
1

E

� G
�u

d v,

dω
1
2 = -

1

EG

�
�u

1
E
� G
�u

+
�
�v

1
G
� E
�v

θ
1
∧θ

2
,

K = -
1

EG

�
�u

1
E
� G
�u

+
�
�v

1
G
� E
�v

.

当 E = G 和 F = 0 时 , 称 ( u, v) 为 D 上的等温坐标系 ( 一个深刻的

结果是 :在小邻域上 , 这样的等温坐标系总是存在的 .因此 , 以后我

们总假定在 D 上此坐标系存在 ) , 此时

K = -
1
E

�2

�u
2 +

�2

�v
2 log E .
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不难计算 ,对 Poincaré度量 , K≡ - 1 .

根据以前的经验 , 我们知道 , 在 D 中的点 x 处的切空间上可

用 d s
2
来定义其上的内积 .但是点 x 处的切空间怎样定义呢 ? 很

简单 ,就是R2 .设{e1 , e2 }为余标架场{θ1 ,θ2 }之对偶 , 称{ e1 , e2 }为标

架场 ,即θ
i
(ej ) =δij , i, j = 1 , 2 .则在黎曼 2-流形 ( D, d s

2
) 上 , 点 x

处的切空间为 spanR { e1 ( x) , e2 ( x) } .对 X = ∑ξ
i ei , Y = ∑η

i ei ,

定义内积为

d s
2

( X, Y) ≡〈X ,Y〉 = ∑ξ
i
η

j
.

于是{e1 , e2 }为正交标架场 .若对另一余标架场 {珋θ
1

,珋θ
2

}设其对偶为

{珋e1 ,珋e2 } ,由珔θ= Sθ知
珋e1

珋e2

= S
e1

e2

,从而内积的定义与 {θ1 ,θ2 }的特

定选择无关 .自然 , 切空间也与{θ
1

,θ
2
}的特定选择无关 .

习   题

1 . 对 Poincaré度量求出ω1
2 .

2 . 设

d s2 = ( f′( u)2 + g′( u)2 ) ( d u)2 + f ( u)2 ( d v)2 ,

其中 f > 0 , f′
2

+ g′
2

> 0 ,求其等温坐标系 , 即求

ξ= ξ( u, v) ,η= η( u, v) ,

使得

d s2 = λ( dξ2 + dη2 ) .

  3 . 对黎曼度量

d s
2

= ( U( u) + V ( v) ) ( d u
2

+ d v
2

) ,

求其结构方程和高斯曲率 .

4 . 对黎曼度量

d s
2

=
d u

2
- 4 vd ud v + 4 ud v

2

4( u - v
2

)
, u > v

2
,
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求其结构方程和高斯曲率 .

3 .2  矢量场与其协变导数

我们来看一下如何更好的理解 ( D, d s
2

) 中的切矢量 .设 D 为

uv 平面上一光滑区域 , 设 f : D→R 光滑 .设 X为R2 中以 ( a, b) 为

始点 , ( a +ξ, b +η)为终点的矢量 ( 见图 3 .1) .

图  3 .1

过去我们定义过 f 在 ( a, b)点处沿 X的方向导数为

X· f = d
d t

f ( a + tξ, b + tη)
t= 0

= ξ�f
�u

+η�f
�v ( a, b)

.

据 f 的任意性 , 我们定义 X =ξ
�
�u

+ η
�
�v

为 ( a, b) 点的切矢 .若

ω= f1 d u + f2 d v 为 D 上的 1-形式 , 定义

ω( X) = f1ξ+ f 2η≡〈ω, X〉

这与 X f =〈d f , X〉= d f ( X)是一致的 .

定义 1  称 X为 D 上的切矢场 (或向量场 )是指在 D 上

X = f
�
�u

+ g
�
�v

,

173 .2  矢量场与其协变导数



其中 f 和 g 为 D 上的光滑函数 .

换句话说 , D 上的向量场正是满足 Leibniz 法则的从 C
∞

( D)

到 C∞ ( D)中的线性映射 .

设 F: 珦D→ D 为坐标变换 : ( t1 , t2 ) → ( u1 , u2 ) = ( u, v) , 从
�
�u

i =

∑
2

j = 1

�tj

�u
i
�
�t

j 和 X = ∑
2

i= 1

X
i �
�ui , 知

X = ∑
2

i, j = 1

X
i �tj

�u
i
�
�t

j

而对ω= ∑
2

i = 1

f i d u
i
,从 d u

i
= ∑

2

j = 1

�u
i

�t
j d t

j
,知

ω= ∑
2

i, j = 1

f i
�u

i

�t
j d tj .

因此据ω( X) = f i X
j

= f k
�uk

�tj X i �tj

�ui 知ω( X)之定义与坐标系

的变化无关 .

定义 2  设 X = ∑
2

i = 1

X
i �
�u

i , Y = ∑
2

i= 1

Y
i �
�u

i 为 D 上的两个向

量场 ,定义一个新向量场[ X ,Y]使得对任意 f∈C
∞

( D) 有

[ X, Y] f = X(Y f ) - Y( X f ) .

  在文献中 ,常称[ X ,Y]为 Poisson 或 Lie 括号 .

现在我们在黎曼 2-流形 ( D, d s2 ) 上定义向量场的协变导数 .

设 d s2 = (θ1 )2 + (θ2 )2 , {e1 , e2 }为{θ1 ,θ2 }之对偶 .

定义 3  若 X =ξ1 e1 +ξ2 e2 为曲线 ( u( t) , v( t) )上的向量场 , 我

们定义 X 沿此曲线的协变导数为

DX
d t

= ∑
2

i= 1

dξi

d t
+ ∑

2

j = 1

ξ
j w

i
j

d t
ei ,

其中ω
i
j 为 ds

2
的 Levi-Civita 联络 .

若
D X
d t

≡0 ,就称 X沿曲线 ( u( t) , v ( t) )平行 ; 当 ( u( t) , v( t) )为
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连结始点 Q到终点 P 的曲线时 ,称 X( P)为 X( Q)沿此曲线的平移 .

需要说明的是
D X
d t

与{θ1 ,θ2 }的特定选择无关 .记

ξ=
ξ1

ξ2
,

e= ( e1 , e2 ) ,

ω =
0 ω

1
2

ω2
1 0

,

则

DX
d t

= e· dξ
d t

+
ω
d t
ξ .

若珔θ= Sθ, 则

珋e = eS- 1 ,珔ξ= Sξ,珚ω = SωS- 1 - dS·S- 1 .

由直接计算知

珋e d珔ξ
d t

+
珚ω
d t
珔ξ = e dξ

d t
+

ω
d t
ξ .

  另一个重要的性质是 : 若 X = ∑
2

i= 1

ξ
i ei , Y = ∑

2

i= 1

η
i ei 为曲线

p( t) 上的向量场 ,则
d
d t
〈X, Y〉=〈

DX
d t

, Y〉+〈X,
DY
d t
〉 .事实上 , 由定

义〈X, Y〉= ∑
2

i = 1

ξ
i
η

i
,

d
d t
〈X, Y〉 = dξ

i

d t
ηi +ξi dηi

d t
.

由于 ω为反对称矩阵 ,ωk
jξkηj = - ωj

kξkηj ,所以

d
d t
〈X, Y〉= η

i dξ
i

d t
+
ωi

j

d t
ξj

+ξ
i dη

i

d t
+
ω

i
j

d t
η

j

= 〈
DX
d t

, Y〉+〈X,
DY
d t
〉 .
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由此知 ,若
DX
d t

≡0,
DY
d t

≡0, 则〈X, Y〉沿曲线 p( t) 保持不变 .

例  在球面

x = acos ucos v, y = acos usin v, z = asin u

上 (除去两极 u = ±
π
2

) ,可决定 e1 , e2 如下 : 首先固定 u 改变 v 得

e1 = ( - sin v, cos v, 0 ) ; 而后固定 v 改变 u 得 e2 = ( - sin ucos v,

- sin usin v, cos u) ,令 e3 = e1 ×e2 , 即有

e3 = (cos vcos u, sin vcos u, sin u) .

直接计算知

de1 = ( sin u) d ve2 - ( cos u) d ve3 ,

de2 = - ( sin u) d ve1 - d ue3 ,

de3 = (cos u) d ve1 + d ue2 .

从此立即知ω
1
2 = - ( sin u) d v .令λ= sin u, 并固定 u .于是沿纬线的

平行矢量场 X=ξ
1 e1 +ξ

2 e2 应满足方程组

dξ1

d v
- λξ

2
= 0 ,

dξ
2

d v
+λξ

1
= 0 .

容易知道此方程组的通解为

ξ1 = αsin(λv) - βcos(λv) ,

ξ2 = βsin(λv) +αcos(λv) .
( 1)

  由此我们可以了解沿纬线的一切平移 .若在 v = 0 处 , X( 0) =

e1 ( 即在 (1 ) 式 中 α= 0 , β= - 1 ) 沿 纬 线平 移 到 v = π 处 得

cos(λπ)e1 - sin(λπ)e2 ; 若 e1 沿纬线负方向平移至 v = - π处就得

cos(λπ)e1 + sin(λπ)e2 .由此可见在同一始点和终点沿不同方向平

移所得结果可以不同 .是与欧氏平面不同之处 , 是由于曲面弯曲的

原因 .

最后我们来看局部坐标下如何来引入协变导数的概念 .
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定义 4  对 ds
2

= ∑
2

i, j = 1

gij d u
i
d u

j
,令 ( g

ij
) = ( gi j )

- 1
, 取

Γij , k =
1
2

�gi k

�u
j +

�gki

�u
i -

�gij

�u
k ,

Γ
k
i j = ∑

2

h = 1

g
kh
Γij , h

和

D �

�ui

�
�u

j = ∑
2

k = 1

Γ
k
i j
�
�u

k .

这里左边表示 ui 变化而其他分量固定时向量场
�
�uj 沿坐标曲线 ui

的协变导数 .同空间曲面一样 , 我们称 Γ
k
ij 为 Christoffel 符号 .这样

对曲线 p( t) = ( u1 ( t) , u2 ( t) ) ,向量场 X= ∑
2

i= 1

X i �
�u

i ,直接计算得

�p( t) = ∑
2

i= 1

d ui

d t
�
�ui , ( 2)

D�p( t) X= ∑
2

i= 1

D�p( t) X
i �
�ui + X

i
D�p( t)

�
�ui

= ∑
2

i= 1

d X i

d t
�
�ui + X

i

∑
2

j = 1

d uj

d t
D �

�u j

�
�ui

= ∑
2

i= 1

d X
i

d t
+ ∑

2

j , k = 1

Γi
jk X j d u

k

d t
�
�u

i .

于是平行向量场方程为

d X
i

d t
+ ∑

2

j , k = 1

Γ
i
jk X

j d u
k

d t
= 0 ,  i = 1 , 2 .

另外 ,我们可以定义向量场 X 在点 p 处沿切矢 T 的协变导数

ΔT X .设 p( t)为曲线使得 p(0 ) = p, p′( 0) = T,定义

ΔTX = DX
d t

| t = 0 = ∑
2

i = 1

dξ
i

d t
+ ∑

2

j= 1

ξj ω
i
j

d t
| t= 0 ei | p ,
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其中 X = ∑
2

i= 1

ξ
iei , { e1 , e2 }为标架场 , ω

i
j 为对应的 Levi-Civita 联

络 .若写 X= ∑
2

i = 1

X
i �
�ui ,则由 (2 )式计算得

DTX = ∑
2

i= 1

d X i

d t
+ ∑

2

j , k = 1

Γ
i
jk X

j
T

k �
�ui | p ,

其中 T
k

=
d u

k

d t
| t = 0 ,即 T = ∑

2

k = 1

Tk �
�u

k | p .

习   题

1 . 试用 X
i
, Y

i
表示出 [ X ,Y] ;

2 . 证明 Jacobi 恒等式

[[ X, Y] , Z] + [ [Y , Z] , X] + [[ Z, X] , Y] = 0 .

3 . 在R
2

+ = { ( u, v) ∈R
2

: v > 0 }上取 d s
2

=
1
v

2 ( d u
2

+ d v
2

) ,

e1 = v
�
�u

, e2 = v
�
�v

,试沿直线 u = t, v = const 确定平行矢量场 .

这两种引入协变导数的方法虽然不同 , 但几何上的含义是一

样的 .我们在这里就不细说了 .

3 .3  测  地  线

接着上节末讨论 .设 d s2 = ∑
2

i , j = 1

gij d ui d uj .

定义 1  称曲线 p( t) = ( u
1

( t) , u
2

( t) )为 ( D, d s
2

)上的测地线

是指 D�p ( t)�p( t) = 0, " t∈ I,即�p( t)向量场在曲线 p( t)上是平行的 .

据�p( t) = ∑
2

i= 1

d ui

d t
�
�ui 和上节的讨论 ,我们可得测地线方程为
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d2 ui

d t2
+ ∑

2

j , k = 1

Γ
i
jk

d uk

d t
d uj

d t
= 0 , i = 1 , 2 .

利用 ODE 基本定理我们得到下面的定理 .

定理 1  给定 ( D, d s2 )上的一个点和该点处的一外切矢 ,则存

在惟一的一个测地线过该点且以该切矢为速度 .

设 d s
2

= (θ
1

)
2

+ (θ
2

)
2

, { e1 , e2 } 为 {θ
1

, θ
2

} 之 对 偶 . 如

p′( t) =ξ
1 e1 +ξ

2 e2 , 则测地线方程为

dξ
i

d t
+ ∑

2

j = 1

ξj w i
j

d t
= 0 , i = 1 ,2 .

  例  在R
2

+ = { ( x, y) ∈R
2

: y > 0 }上 , d s
2

=
1
y

2 ( d x
2

+ d y
2

) , 令

θ1 =
d x
y

, θ2 =
d y
y

, 由 dθ1 =
d x∧d y

y2 =
d x
y

∧ θ2 , dθ2 = 0 ,

知ω
1
2 = -

d x
y

= - ω
2
1 .

设 p( t) = ( x ( t) , y ( t) ) 为其测地线 , 则由�p = �x
�
�x

+�y
�
�y

和

e1 = y
�
�x

, e2 = y
�
�y

,得

�p =
�x
y

e1 +
�y
y

e2 .

于是测地线方程为

�x
y

′-
�x
y
·

�y
y

= 0 ,

�y
y

′
+

�x
y
·

�x
y

= 0 .

令 A =�x/ y, B =�y/ y,则有

A′- AB = 0 ,

B′+ A2 = 0 .

求解之得
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A′
A

= B =
y′
y

,

即知 A = cy, 其中 c为常数 .

设 t = s 为自然参数 ,即 A2 + B2 = 1 , 则有

c2 y2 +
y′
y

2

= 1 .

所以

d s =
d y

y 1 - c
2

y
2

.

当 c≠0时 ,令 y =
1
c

sinλ,则有 ds=
dλ

sinλ
,即有 y′=

dy
dλ
·

dλ
ds

=
1
c

cosλsinλ,

所以

B =
y′
y

= cosλ,

A =
x′
y

= sinλ.

因此

x =∫x′d s =∫x′
d s
dλ

dλ=
1
c∫sinλdλ= -

1
c

cosλ+ a,

这里 a为某常数 .消去λ得

( x - a)
2

+ y
2

=
1
c2 .

  当 c≡0 时 ,则 A = 0 ,即 x≡ a, a 为常数 .

由上推理知 , ( R
2

+ , d s
2

) 上的测地线是中心在 x 轴上的半圆和

与 x 轴垂直的直线 .常称 ( R
2

+ , d s
2

)为 Poincaré上半平面 .

现在我们来看回转面

M: p = ( f ( v)cos u, f ( v) sin u, g( v) )

上的测地线 .我们知道
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E = f2 , F = 0 , G = ( f′)2 + ( g′)2 .

于是直接计算得

Γ
1
1 1 = 0 ,

Γ
1
1 2 =

f f′
f 2 ,

Γ
1
2 2 = 0 ,

Γ2
1 1 = -

f f′
( f′)

2
+ ( g′)

2 ,

Γ
2
1 2 = 0 ,

Γ2
2 2 = f′f″+ g′g″

( f′)
2

+ ( g′)
2 .

设 p( t) = p( u( t) , v( t) )为测地线 .回忆它的测地线方程为

u″+ Γ
1
11 u′

2
+ 2Γ

1
12 u′v′+ Γ

1
2 2 v′

2
= 0 ,

v″+ Γ
2
1 1 u′

2
+ 2Γ

2
12 u′v′+ Γ

2
2 2 v′

2
= 0 .

则我们有

u″+ 2 f f′
f

2 u′v′= 0 ,

v″- f f′
( f′)

2
+ ( g′)

2 u′2 + f′f″+ g′g″
( f′)

2
+ ( g′)

2 v′2 = 0 .

  情形 (1 ) : 对 u = con st , v = v( s) , s为弧长参数 .

显然 ,第一个方程是成立的 .注意 v′≠0 ,我们有

( ( f′)
2

+ ( g′)
2

) v′
2

= 1 ,

所以

v′2 = 1
( f′)

2
+ ( g′)

2 .

求导之得

v″= -
f′f″+ g′g″

( f′)
2

+ ( g′)
2 v′

2
.
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此即为第二个方程 .所以它是测地线 .

情形 (2 ) : 对 v = v0 = const , u = u( s) , s为弧长参数 .

此时 ,第一个方程是 u′= const ; 而第二个方程是

f f′
( f′)2 + ( g′) 2 u′

2
= 0 .

于是有 f′( v0 ) = 0 .也就是当 v0 是 f 的极值点时 , v = v0 = con st ,

u = u( s)为测地线 .

情形 (3 ) : 对 u = u( s) , v = v( s) , s为弧长参数 , 为一般曲线 .

由第一个方程得

( f
2

u′)′= f
2

u″+ 2 f f′u′v′= 0 ,

所以

f 2 u′= const .

称之 为 Clairau t 关 系 . 所 以
d s
d u

2

= f
4
/ c

2
. 这 样 我 们 可 设

v = v( s( u) ) .再利用

f
2

u′
2

+ ( ( f′)
2

+ ( g′)
2

) v′
2

= 1 ,

我们可得

dv
ds

2

( ( f′)
2

+ ( g′)
2

) = -
c
f

2

+ 1

和

d s
d u

2

= f2 + ( ( f′)2 + ( g′)2 )
d v
d s

d s
d u

2

.

所以

d v
d u

= 1
c

f f
2

- c
2

( f′)
2

+ ( g′)
2 .

因此
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u = c∫1
f

( f′)
2

+ ( g′)
2

f
2

- c
2

+ const .

这就是它的测地线方程 .

在黎曼 2-流形上 ,我们也可作弧长的一阶变分 .

设 F(λ) = F( s,λ) 为曲线 p( s) 之变分 ; 对λ= 0 , F(λ) = p .定

义曲线 F(λ)的弧长为 L(λ) =∫
b

a
| Fs | d s .记 T= Fs , N = Fλ , 则利

用ωi
j = - ωj

i 可验证

ΔN T = ΔT N .

从而知 p= p( s)为测地线之充要条件是 L(λ) 在λ= 0 处一阶变分

为零 .于是若 p = p( s)为连结 P 与 Q 的最短曲线 , 则 p= p( s) 为测

地线 .

习   题

1 . 对 d s2 = d u2 + g2 d v2 ,试证 v≡const 为测地线 .

2 . 设

d s2 = ( f′( u)2 + g′( u)2 ) ( d u)2 + f ( u)2 ( dv)2 ,

其中 f > 0 , f′2 + g′2 > 0 ,求其测地线方程 .

3 . 对黎曼度量

d s2 = ( U( u) + V ( v) ) ( d u2 + d v2 ) ,

求其测地线方程 .

4 . 对黎曼度量

d s2 = d u
2

- 4 vd ud v + 4 ud v
2

4( u - v
2

)
, u > v2 ,

求其测地线方程 .
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3 .4  散度和梯度算子

设 ( D, d s
2

)为黎曼二维流形 .在局部坐标 ( u
i
)中 ,记

ds
2

= g = ∑
2

i, j = 1

gi j d u
i
d u

j
.

令

| g | = det ( gij ) .

对向量场 X= ∑
2

j= 1

X
j
�j , 定义其长度为

| X | = ∑
2

i, j = 1

gi j X i X j .

  定义 1  定义 g 的梯度算子Δ使得 : 对 f∈C
2

( D) ,

Δ f = g
ij �f
�uj .

于是

| Δ f | 2 = ∑
2

i, j = 1

gij �f
�u

i
�f
�u

j .

  记

�j =
�
�u

j ,

定义 g 的散度算子 div 使得 : 对向量场 X= ∑
2

j = 1

X
j
�j 有

divX = 1

| g |
∑

2

j = 1

�j ( | g | X j ) .

  对 f∈C2 ( D) ,定义

Δf = div(Δ f ) .

28 第 3 章  二维黎曼几何



于是

Δg f =
1

| g |
∑

2

i= 1

�i | g |∑
2

j = 1

g
ij �f
�uj .

Δg 称之为 ( D, g)的 Laplace 算子 .

在活动标架下 ,我们这样引入 ( D, g)的 Laplace 算子 .

对

g = (θ1 )2 + (θ2 )2 ,

我们回忆结构方程

dθi = ∑
2

j = 1

θi
j ∧θj , dθ1

2 = - Kθ1 ∧θ2 .

引入

d u = ∑
2

i= 1

uiθ
i

.

外微分之有

0 = d ui ∧θi - ∑
2

j = 1

uiθj ∧θi
j .

定义 uij 满足

ujiθ
j

= d uj + uiθ
i
j .

这样我们有 ujiθ
i
∧θ

j
= 0 .所以 uij = uji .

定义

Δg u = uii .

显然对高维也可以这样定义Δg .

在等温坐标系下 ,

g = e2 f ( d x2 + d y2 ) .

取

θ
1

= e
f
d x,θ

2
= e

f
d y,
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容易验证这两种定义是一样的 (习题 ) .

在高维的情况 ,人们用法坐标系可以验证这两种定义是一样的 .

对 u∈C2 ( D) ,定义 ĝ = e2 u g .记 k 为 g 的高斯曲率 ,而 K 为 ĝ

的高斯曲率 .于是我们有下面的定理 .

定理 1  K = e
- 2 u

( - Δg u + k) .

我们用活动标架法来证明这个结论 .令

g = (θ
1

)
2

+ (θ
2

)
2

.

我们回忆结构方程

dθ
i

= ∑
2

j = 1

θ
i
j ∧θ

j
, dθ

1
2 = - Kθ

1
∧θ

2
.

令

θ̂
i

= e
u
θ

i
.

  于是利用 dθ̂
i

= ∑
2

j = 1

θ̂
i
j ∧θ̂

j
, 我们得

θ̂
i
j = θ

i
j + uiθ

j
- ujθ

i
.

所以

d (θ̂
1
2 ) = d(θ

1
2 ) + d ( u1θ

2
- u2θ

1
) .

利用 dθ̂
1
2 = - Kθ̂

1
∧θ̂

2
知

- Ke2 uθ1 ∧θ2 = - kθ1 ∧θ2 + d u1 ∧θ2

- d u2 ∧θ1 + u1 dθ2 - u2 dθ1 .

注意

d ui = ∑
2

j = 1

ui jθj - ujθj
i ,

我们就有

- Ke
2 u
θ

1
∧θ

2
= - kθ

1
∧θ

2
+ Δg uθ

1
∧θ

2
.

  由此即得所要公式 !
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数学上一个有意思的问题是 ,在 S2 上给定函数 K∈C2 ( S2 ) ,

问是否有度量 ĝ 使得它的高斯曲率是 K .这个问题称之为预定高

斯曲率问题 .显然利用 Stokes 定理我们知道 , 一个必要的条件是

K 在一点处取值是正的 .另一个条件是 Kazdan-Warner 条件 .在

这里我们就不推导了 .我们指出 , 我国很多数学家在这个问题上有

很大的贡献 .与这个问题有关的问题有统计物理中的平均场方程

问题 .高维类似的问题是预定数曲率问题 .

数学上另一个有意思的问题是 , 在闭曲面 ( V , g0 ) 或 ( R
2

, g0 )

上研究度量热流问题 :

gt = - Kg g

这里 g = g( t)为单参数度量族 , 而 Kg 为 g 的高斯曲率 ; 我们要求

g(0 ) = g0 .与这个问题有关的问题有 Calabi 热流问题 .这些问题

目前仍有很多人研究 .

习   题

找出 g 和 ĝ 的散度和梯度算子之间的关系 .

3 .5  Gauss-Bonnet 公式

设 ( D, d s2 )为黎曼 2-流形 ,设 C 为 D 中的不自交的分片光滑

闭曲线 ,令 A 为 C 所包围的区域 .

定理 1  Stokes 定理  设φ为 D 上的 1-形式 , 则

∫A
dφ=∫C

φ, ( 1)

其中沿 C的积分为定向积分 ,而且 C 的积分方向使得质点在 C 上
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沿此方向前进时 ,区域 A 的内部总位于质点的左方 .

以下记带此方向的曲线 C为�A(见图 3 .2 ) .

证明  ( 1 ) 设 A = [ 0 , a] × [ 0 , b] ,φ= ∑
2

i = 1

f i d u
i

.因 dφ=

�f2

�u1 -
�f1

�u2 d u
1
∧d u

2
, 所以

∫A
dφ=∫

b

0
d u2∫

a

0

�f2

�u1 -
�f1

�u2 d u1 =∫�A
φ .

  (2 ) 设 A 为与矩形微分同胚的区域 , 利用坐标变换公式和情

形 (1 )知 ( 1) 式对此 A 也真 .

(3 )当 A 为一般区域时 , 把 A 剖分成几个子区域 A1 , ⋯ , Ak ,

使得每个 A 都与某一矩形微分同胚 , 则利用情形 ( 2)知

∫A
dφ= ∑

k

i = 1
∫A

i

dφ= ∑
k

i = 1
∫� A

i

φ =∫�A
φ.

最后这一等式中利用边界积分方向相反时互相抵消 (见图 3 .3 ) .

图  3 .2 图  3 .3

这一定理常用的推论如下.
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  推论

∫� A
dφ= 0 ,

其中φ∈C
2

( D) .

设 d s2 = (θ1 )2 + (θ2 )2 , {e1 , e2 }为{θ1 ,θ2 }之对偶 ,ωi
j 为其 Levi-

Civita 联络 .设 γ= γ( s) ( s 为自然参数 ) 为 D 中一条曲线 , 写

γ′= ∑
2

i= 1

ξiei , ∑
2

i = 1

(ξi )2 = 1 , T=γ′, 令

N = - ξ
2 e1 +ξ

1 e2 ,

则 N⊥T .定义γ=γ( s) 的测地曲率 kg 为

kg = 〈kg , N〉

其中 kg ≡ ∑
2

i = 1

dξ
i

d s
+ ∑

2

j = 1

ω
i
j

d s
ξj ei .据

〈kg , T〉 = ∑
2

i= 1

dξ
i

d s
·ξi +

ω
1
2

d s
+
ω

1
2

d s
ξ1ξ2 = 0

知

kg = kg N .

令ξ1 = cosα,ξ2 = sinα, 则有

kg = - ξ2 dα
d s

+
ω1

2

d s
ξ2 e1 + ξ1 dα

d s
+
ω2

1

d s
ξ1 e2 =

dα
d s

-
ω1

2

d s
N .

从而

kg = dα
d s

-
ω1

2

d s
,

即知在γ=γ( s)上ω
1
2 = dα- kg d s .

定理 2  ( Gau ss-Bonnet , 单连通区域情形 )  设 ( D, d s
2

) 为

黎曼2-流形 , 设 A 为 D 中单连 通区域 , 其边界分片光滑 , 即

�A = ∑
n

i = 1

γi ,γi 为光滑曲线 , 设βi 为从γi 到γi + 1 的外角 , 则
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∫A
Kθ

1
∧θ

2
+∫� A

k g d s = 2π - ∑
n

i = 1

βi . ( 2)

  证明  首先回顾公式 d w
1
2 = Kθ

1
∧θ

2
, 于是由 Stokes 定理知

∫A
Kθ

1
∧θ

2
=∫A

dω
1
2 =∫�A

ω
1
2 .

同上推理在每个γ
i
上所引入αi , 于是在γi 上有

ω
1
2 = dαi - kg d s,

因此

∫A
Kθ1 ∧θ2 = ∑

n

i = 1
∫γ

i

dαi -∫�A
kg d s .

  下面分情形考虑 .

(1) 设�A 只由一条光滑闭曲线γ=γ( s)构成 , 由于 A 可缩 (即

单连通 ) ,因此可取 A 中一点 p0 并引入极坐标 ( r,α) 使得 r = r( s) ,

α=α( s)正好是曲线γ=γ( s) .取 Dε 为 p0 点处 A 中的小圆盘并令

Aε = A \ Dε(见图 3 .4) .

图  3 .4

由 Stokes 定理知

0 =∫�A
ε

dα=∫�A
-∫�D

ε

dα.

但是
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lim
ε→0∫�D

ε

dα= 2π,

从而得到

∫A
Kθ

1
∧θ

2
+∫� A

k g d s = 2π .

  (2 ) 若�A =γ1 + ⋯ +γn , 在珡A 中取一条�A 的光滑逼近闭曲线

β=β′+β″, 其中β′��A .由

∫β′
dα→∫�A

dα

和

∫β″
dα→∑

n

i = 1

βi ,

并据情形 (1 )知 2π =∫� A
dα+ ∑

n

i = 1

βi .于是得到情形 (2 ) .即证 .

推论  设�A 由测地三角形 ( A 为 D 中单连通区域 ) ,而 l1 , l2 ,

l3 为顶点处的内角 ,则由βi =π - li , 得

∫A
Kθ

1
∧θ

2
= l1 + l2 + l3 - π .

从而我们知道

l1 + l2 + l3

> π, 当 A 上 K > 0 ,

= π, 当 A 上 K ≡ 0 ,

< π, 当 A 上 K < 0 .

因此在普通球面上 , l1 + l2 + l3 > π, 而 在 Poincaré上 半平面

上 l1 + l2 + l3 <π .

习   题

1 . 在 D = [ 0 , a]×[ 0 , b]上若给定的黎曼度量 d s
2
的高斯曲率

K≤0 ,试证其上两条测地线不能交于两点 ( 除非重合 ) .
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2 . 在单位球面上若两条大圆相交于南北极且相交处的内角

为α, 试求其所围区域的面积 .

最后我们指出 , 对 R3 中的闭曲面 S , 作三角形剖分并定义

Euler 数χ( s) = v - e + f , 这里 v, e 和 f 分别为此剖分的顶点 , 边

缘和面的几何数目 .先对 S�R3 三角剖分再用上推论可知如下

Gau ss-Bonnet 公式

∫S
Kθ

1
∧θ

2
= 2πχ( S) .

由此我们可以看到χ( s)与 S 的特定三角剖分无关 (因左边与剖分

无关 ) .

3 . 在空间中的环面 T
2
�R

3
上证明

∫T 2
Kθ

1
∧θ

2
= 0 .

  4 . 对空间闭曲面 S , 若 S 上有一个处处不为 0 的向量场 X ,

试证 S 的欧拉数为 0 .

5 . 设 V 为与 S
2
微分同胚的空间闭曲面 .设它的高斯曲率是

正函数 .证明它上的任何两个闭测地线至少有一个交点 .
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第 2 部分  现 代 几 何

现代微分几何发展的主要动力来自于 Einstein 的相对论 .我

们感觉在大学数学中应该涉及到这一核心数学领域 .但是在此只

能介绍其中很少的一部分———极为关键的部分 .这类数学虽然是

属于几何的部分 ,但比较抽象 , 所以我们不得不采用公理化方法来

直接给出定义 .不过一旦大家习惯了这一思维方法 , 那么在数学上

就会获得很大进步 .



第 4 章  微分流形和外微分形式

4 .1  微 分 流 形

简略地说 ,一个 n 维流形是一个集合且带有一个拓扑使得局

部上此集合看起来是 n 维欧氏空间 .精确的定义如下 .

定义 1  我们称带有如下两条性质的集合 M 为 n 维微分流

形 : ( 1) 存在R
n
中的开集 Vα 和单射 fα: Vα→ M 使得∪

α
fα ( Vα ) =

M, 且对 W≡ fα( Vα)∩ fβ( Vβ)≠�,集合 f - 1
α ( W )和 f - 1

β ( W )在R
n
中

为开集 ,而映射 f - 1
α �fβ 和 f - 1

β �fα 可微 ; ( 2 ) 集团 V ≡ ( Vα , fα ) 相

对性质 (1 )是极大的 , 即与 V 中相交的任意满足 ( 1 ) 的集团都在 V

中 (见图 4 .1 ) .

图  4. 1



我们称 ( Vα , fα) 为 M 在点 p∈ fα ( Vα ) 处的参数化 ; 令 φα =

f - 1
α , Uα = fα( Vα) , 称 ( Uα ,φα) 为 M 在点 p∈Uα 处的坐标系 .称如

此得到的集团 ( Uα ,φα)为 M 上的微分结构 .

注  (1 ) 性质 ( 2) 是一个技术性条件 .事实上 ,对满足性质 ( 1)

的集团我们都可以扩张其为极大集团使之满足 (2 ) .因此以后为方

便说法 ,常说满足 ( 1) 的集合为 n 维微分流形 .容易看到R
3
中的曲

面是二维微分流形 .

(2 ) 设 ( x
1

, ⋯ , x
n

) 为R
n
上的直角坐标系 , 设 ( Uα ,φα) 为R

n
上

的一个坐标系 ,常记 x
i
α = x

i
�φα .

(3 ) n 维微分流形 M 上有一个自然的拓扑 , 即称集合 U� M

为开集是指对任何 ( Vα , fα) , f - 1
α ( U) � Vα 为R n 中的开集 .以后我

们要求微分流形 M 满足 H ausdorff 公理和可数公理 .所谓 M 满

足 H ausdorff 公理是指对 M 中不同的两点总存在各自的开邻域

(即含该点的开集合 ) ,它们互不相交 .有了拓扑 ,在这里 , 我们可以

定义紧集的概念 .称集合 K 为 紧集 是指对 K 的一个开覆盖

( Uβ) : K�∪Uβ , 我们可找到有限个 Uβ1 , ⋯ , Uβ
k
仍为 K 的覆盖 .

所谓 M 满足可数公理是指 M 可由可数多个坐标邻域覆盖 (此时

称 M 有可数基 ) .常记 n= dim M, M = M
n
,或 M = (Uα,φα) .

流形的例子 .

例1  Rn 中的开集Ω是 n维微分流形 .这时 ,取 U =Ω,φ= id .

例 2  设

H = {x∈ Rn+ 1 : x2
0 - ⋯ - x2

n = 1 , x0 > 0} .

定义φ: H→Rn 为

φ( x) = ( x1 , ⋯ , xn ) ,

此映射构成 H 的整体坐标系 .于是 H 为 n 维微分流形 .

例 3  设 Sn 为单位球面 .记 N= (1, 0,⋯ ,0)和 S = ( - 1,0 ,⋯ ,0)

为它的北极和南极 .令

U1 = Sn - { N} ,  U2 = Sn - { S} .
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定义球极投影映射

Π1 ( x) = ( x1 , ⋯ , xn )/ ( 1 - x0 ) ;

Π2 ( x) = ( x1 , ⋯ , xn )/ ( 1 + x0 ) .

于是 ( Ui ,Πi )构成 S
n
的坐标系 .因为

Π2 �Π1 : R
n
→ R

n
; Π2 �Π1 ( y) = y/ | y |

2

光滑 ,所以 S
n
为 n 维微分流形 ( 见图 4 .2) .

图  4. 2

定义2  设 M
n
1 = (U

1
α ,φ

1
α )和 M

k
2 = ( U

2
β ,φ

2
β)为微分流形 ,称映射

f: M1 →M2 在点 p∈M1 处光滑是指存在 p点处的坐标系 (Uα,φα) ,

使得对任何 ( Uβ,φβ) ,映射

φβ� f�φ- 1
α : φα( Uα) � Rn → Rm

在φα( p) 处光滑 .称映射 f 在 M1 中的开集上光滑是指 f 在此开

集中的每点处都光滑 .常称 φβ�f�φ- 1
α 为 f 的表示 .

特别地 ,对 M2 = R 我们有光滑函数 f : Mn → R 的概念 ; 对

M1 = ( a, b)�R 我们有光滑曲线γ: I�R → Mn 的概念 .

流形 M 的一个重要属性是 ,在 M 上的单位分解 (ξα)

ξα ∈ C∞ ( M) ,

0 ≤ξα ≤ 1 ,

suppξα � Uα .
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每个点 p∈M有一个邻域 U 使得除去有限个α有 U∩suppξα = ě ,

∑
α

ξα = 1 .

  这里 suppξα = { x∈M: ξα( x)≠0 }为ξα 的支集 .

我们不证明这个结论了 .以下都认定我们的流形 M 有单位分

解 (ξα) .

如同曲面那样 , 我们可以定义点 p∈ M
n
的切空间如下 .设

γ: I→ M为光滑曲线且γ(0 ) = p,记 A 为在点 p 处光滑函数全体 .

如同曲面情形 ,简称γ为曲线.

定义 3  曲线γ在 p 处的切矢为映射γ′(0 ) : A →R :

γ′(0 )φ=
d
d t

(φ�γ) | t = 0 ,φ∈ A .

而称 p∈ M 处的切矢是指它是某光滑曲线 γ在 p 处的切矢 ;

p∈M处的切矢空间记为 T p M ,称之为 p处的切空间 (见图 4 .3 ) .

图  4. 3

值得说明的是 ,在这里我们把光滑映射γ: I�R → M
n
称为光

滑曲线 .这一点不同于我们在平面和空间曲线论中的概念 .

由定义可知切矢量在函数空间上的作用是满足 Leibniz 法则

的线性映射 .

设 ( x
1

, ⋯ , x
n
)为 p∈ M 处的坐标系 , 于是γ=γ( t)有表示

γ( t) = ( x1 ( t) , ⋯ , xn ( t) ) ,

对φ∈ A ,我们有
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d
d t

(φ�γ) | t = 0 =
�φ
�xi

d x i

d t t = 0 ∶= x
i
(0 )

�
�xi p φ,

最后一步为记法 .这样γ′( 0) = x
i
(0)

�
�x

i p 为在坐标系 ( x
1

, ⋯ , x
n

)

中的表示 .事实上 ,
�
�xi

p 为对应于坐标曲线 x
i
→ (0 , ⋯ , x

i
, 0 ,⋯ , 0)

在 p处的切矢 .因此我们知道 Tp M�spanR
�
�x

i p .

引理 1  Tp M = spanR
�
�xi p .

证明  设 v∈spanR
�
�x

i p , 即 v =λi �
�xi p .作曲线γ: I→ M

使得γ在 ( x
1

, ⋯ , x
n

) 中的表示为 x
i
( t) =λ

i
t , 则 γ′( 0 ) = v, 所以

spanR
�
�xi p � Tp M .结合 Tp M�spanR

�
�xi p ,我们有

Tp M = spanR
�
�xi p .

即证 .

若 ( y1 ,⋯ , yn )也是 p∈ M 处的坐标系 , 利用复合求导法则知 :

�
�x

i = ∑
j

�y
j

�x
i
�
�y

j , 这里和以后我们常略去下指标 p .刚才的引理

告诉我们 Tp M 为 n 维线形空间 .以后称 T *
p M = ( Tp M ) * 为 p 处

的余切空间 .

定义 4  设 φ: Mn
1 → Mk

2 为两个光滑流形间的光滑映射 .对

p∈M, 我们定义φ在 p 点处的微分 dφp为 T p M1 到 Tφ( p) M2 的线

性映射

dφp ( v) = (φ�γ)′( 0) ,

其中 v =γ′( 0) ,γ为过 p 点的曲线 .

由φ和γ的表示立即可知 dφp ( v)与曲线γ的特殊选择无关 ,

于是当 ( x1 , ⋯ , xn ) 为 p 处的坐标系时 ,
�
�x

i p 应为 d fα
�
�x

i p ,
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不过为简化记号 ,只记
�
�xi .

定义 5  设φ: M
n
1 → M

k
2 光滑 , n≤ k .称 φ为浸入是指

" p∈ M, dφp : Tp M1 → Tφ( p) M2

为单射 ; 若进一步设 φ( M1 ) 带有 M2 的诱导拓扑 (即 φ( M1 ) 中的

开集正是 M2 中某开集与 φ( M1 ) 之交集 ) 且φ: M1 →φ( M1 ) 为单

射而φ- 1 : φ( M1 )→ M1 仍连续 ( 即开集合之逆像仍为开集 ,从而φ

为 M1 到φ( M1 )之同胚 ) , 就称 φ为嵌入 .特别地 , 若 M1 � M2 , 且

内射 i: M1 → M2 为嵌入 , 就称 M1 为 M2 之嵌入子流形或简称子

流形 .

例 4  设

SO( n) = { A∈ Mn× n ( R ) : det ( A) = 1 ,  AAT
= I} ,

称之为特殊正交群 .它是 Mn× n ( R ) ∶ = R n
2

中的子流形 .事实上 ,

因为

GL+ ( n)∶= { A∈ Mn× n ( R ) : det ( A) > 0 }

为Rn
2

中的开集 .定义 Sn× n 为 M n× n ( R ) 中的对称矩阵空间及映射

F: GL+ ( n) → Sn× n ; F( A) = AAT - I,

于是 SO( n) = F - 1 (0) .如同曲面论中的证明 , 我们可以利用隐函

数定理证明 : SO( n) = F- 1
(0)是 Mn× n ( R ) ∶ = R

n2

中的 n( n - 1)/ 2

维的子流形 .

定义 6  设 M
n
为光滑流形 ,定义 M 的切丛为

TM = { ( p, v ) : p∈ M, v ∈ Tp M} .

  引理 2  T M 为 2 n 维光滑流形 .

证明  设 M = ( Vα , fα ) , fα: Vα→ M .令 φα = f - 1
α = ( x1

α , ⋯ ,

xn
α ) ,则 " q∈Uα≡ fα( Vα) , w∈ Tq M , 有

w = ∑
i

y i
α

�
�x

i
α

.

定义映射 Fα: Vα×R
n
→ T M 为
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Fα( x
1
α , ⋯ , x

n
α ; y

1
α ,⋯ , y

n
α) = fα( xα) ,∑

i

y
i
α

�
�x i

α
.

显然 ( Vα×R
n
, Fα)满足性质 (1 ) ,事实上 , 对

(p, v ) ∈ Fα( Vα× R
n
) ∩ Fβ( Vβ× R

n
) ,

即

( p, v ) = ( fα( qα) , d fα( bα) ) = ( fβ( qβ) , d fβ( bβ) ) ,

其中

qα ∈ Vα , qβ ∈ Vβ, bα, bβ ∈ Rn.

这样我们有

F- 1
β �Fα( qα, bα) = F- 1

β ( fα( qα) , d fα( bα) )

= ( f - 1
β � fα( qα) , d( f - 1

β � fα) ( bα ) ) .

由 f - 1
β �fα 光滑知 F - 1

β �Fα 光滑 .即证 .

以后我们常把带有这一光滑流形结构的 T M 称为切丛 .值得

指出的是 ,切丛具有局部平凡化 , 即乘积 ( Vα×R
n
) .

例 5  我们来看流形

H = {p = ( x0 , x) ∈ R × Rn : | x | 2 - x2
0 = - 1 ,  x0 > 0 }

的切丛 .设 p∈ H , v ∈ Tp H .记 v = ( y0 , y)∈R ×Rn .于是我们有

x·y = x0 y0 .

这样 ,我们得到

T H = { ( p, v ) : p∈ H , x·y = x0 y0 } .

  作为习题 ,试证 T * M = { ( p, v* ) : p∈ M, v* ∈ T *
p M}为 2 n 维

光滑流形 ,常称之为余切丛 .

习   题

1 . 证明两个流形 M 和 N 的乘积空间 M× N 是流形 , 并指出

乘积空间的维数和切空间 .定义映射
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Π1 : M× N → M

和

Π2 : M× N → N .

证明这两个映射是光滑的 .

2 . 试求例 4 中 SO( n) 在 A 处的切空间 .

3 . 定义 Pn ( R ) = ( R
n + 1

- {0} )/ R,这里 R为关系如下 :

x = Ry ∈ Rn+ 1 - {0}

当且仅当有常数λ∈R 使得 x=λy .我们称 Pn ( R )为实射影空间 .

证明这个实射影空间是流形并找出它的切丛 .

4 . 设 Sn 为单位球面 , 找出它的单位分解和它的切丛 .找出不

同于例 3 中 S
n
的坐标系 .

5 . 设 M 是行列式为 1 的 3×3 实矩阵空间 .

(1 ) 构造 M 的一个微分结构 ;

(2 ) 证明 M 为某个R
n
的超平面 ;

(3 ) 求 M 在恒等矩阵 I 处的切空间 T I M .

4 .2  Rn中开集上的外微分形式

现在我们来系统地介绍外微分形式 .我们指出 , 其中最重要的

部分是外微分运算 .设 p∈R
n

, R
n
p 为R

n
在 p 处的切空间 ; 设 ( R

n
p )

*

为 R
n
p 之对偶空间 ,即 R

n
p 上全体线性函数构成的空间 .周知 R

n
p 和

( R
n
p )

*
为 n 维线性空间 .易见 , R

n
p = R

n
.若 R

n
上有直角坐标系

( x1 , ⋯ , xn ) , 则

Rn
p = spanR

�
�x

i p

和

( R
n
p )

*
= spanR d x

i

p ,

其中
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d x
i �
�x j = δij ,  i, j = 1 , ⋯ , n .

以下为书写方便 ,记

E = R
n
p , E

*
= ( R

n
p )

*
,  ei =

�
�x

i p .

  定义 1  称φ为 E 上的 k-线性交错函数是指

φ: E×⋯× E → R ,

对每个变元线性且

φ(⋯ , vi , ⋯ , vj , ⋯ ) = - φ(⋯ , vj ,⋯ , vi ,⋯ ) .

  记此空间为∧k E * , 不难看到∧k E * 为线性空间 .由交错性知

对 k > n,∧ k E * = 0 .

给出φ1 ,⋯ ,φk ,定义

φ1 ∧ ⋯ ∧φk : E×⋯× E → R ,

(φ1 ∧ ⋯ ∧φk ) ( v1 ,⋯ , vk ) = det (φi ( v j ) ) ,

则φ1 ∧⋯∧φk ∈∧ k E * , 称符号∧为外积 .特别地 , 有 ( d xi
1 )p ∧⋯

( d x
i
k )p ∈ ∧

k
E

*
, i1 , ⋯ , ik = 1 , 2 , ⋯ , n; 简 记 此 元 素 为

d xα | p ,α= ( i1 , ⋯ , ik ) .令 In, k 为集合

( i1 ,⋯ , ik ) ; i1 < ⋯ < ik , im ∈ 1 , ⋯ , n .

  命题 1  集合{d x
α

: α∈ In, k }为∧
k
E

*
的基底 .

证明  先证明此集合中的元素线性无关 .若

∑
α

aαd x
α

= 0 ,

在 ( ej
1

, ⋯ , ej
k

)上取值知

∑
α

aαd x
α

( ej
1

, ⋯ , ej
k
) = aj

1
⋯ j

k
= 0 .

  设 f∈∧ k E * ,令

pα = f ( ei
1

, ⋯ , ei
k

) ,  α= ( i1 ,⋯ , ik )

和

g = ∑
α∈ I

n, p

pαd xα .
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则

g ∈∧ k E * ,

且对α∈ In, p 有

g( ei
1

,⋯ , ei
k

) = f ( ei
1

, ⋯ , ei
k
) .

由交替性知

g( ej
1

, ⋯ , ej
k

) = f ( ej
1

,⋯ , ej
k

) .

对一切 j1 , ⋯ , jk = 1 , 2 , ⋯ , n 皆正确 , 即知 g = f .于 是每个

∈∧
k
E

*
都可以用{d x

α
: α∈ In, k }的线性组合表示 .也就是说 ,集合

{d x
α

: α∈ In , k }为∧
k
E

*
的基底 .即证 .

定义 2  称ω为R
n
中开集 W 上的外微分 k-形式是指 " p∈ W

有ω( p)∈∧ k E * , 且有

w(p) = ∑
α∈ I

n, k

aα( p) d xα
p

,

其中 aα: W→R 光滑 .常称 w 为 k-形式并简写为 w = ∑
α

aαd x
α

.

常记 W 上 k-形式空间为 ∧
k
( W ) .

容易验证

d xi ∧ d x j = - d xj ∧ d xi ,  i ≠ j

和

d xi ∧ d xi = 0 .

  一般地 ,我们有下面两个重要的运算 .

定义 3  设 W 为R
n
中的开集 , 定义加法和外积分别为 :

(1 ) 对 k-形式 w1 = ∑
α

aαd x
α

, w2 = ∑
α

bαd x
α
有 ,

w1 + w2 = ∑
α

( aα + bα ) d xα;

  (2 ) 对 k-形式 w = ∑
α

aαd x
α
和 m- 形式φ = ∑

β

bβd x
β

, 有

ω∧φ= ∑
α∈ I

n, k
,β∈ I

n, m

aαbβd xα ∧ d xβ .
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尽管总有 d xi∧d x j = 0 ,但却不能对一切 w有 w∧ w = 0 .

例如 ,在R
4
上 , 对

w = x
1

d x
1
∧ d x

2
+ x

2
d x

3
∧ d x

4
,

有

w ∧ w = 2 x
1

x
2

d x
1
∧ d x

2
∧ d x

3
∧ d x

4
.

  外微分形式有重要的求导运算 ,即外微分 .

定义 4  设ω= ∑
x∈ I

n, k

aαd xα 为 W 上的 k-形式 ,ω的外微分 dω

定义为 dω= ∑
α

d aα∧d xα ,其中 d aα 为函数 aα 的全微分 .

命题 2  ( 1) 若 ω1 和ω2 皆在∧
k

( W )中 , 则

d (ω1 + ω2 ) = dω1 + dω2 .

  (2 ) 对ω∈∧
k

( W ) ,φ∈∧
s
( W ) 有

d (ω∧φ) = dω∧φ+ ( - 1)
k
ω∧ dφ .

  (3 ) d( dω) = d2 ω= 0 .

请作为习题证之 .

例  设ω= x yd x + y zd y + ( x + z) d z∈∧
1

( R
3

) ,则

dω= d( xy ) ∧ d x + d( yz ) ∧ d y + d( x + z) ∧ d z

= ( yd x + xd y) ∧ d x + ( zd y + yd z) ∧ d y + ( d x + d z) ∧ d z

= xd y ∧ d x - yd y ∧ d z + d x ∧ d z

= - xd x ∧ d y - yd y ∧ d z + d x ∧ d z .

最后我们来定义外微分形式的另一个重要属性 .

设 f: W�R
n
→R

m
为光滑映射 ,若 ω∈∧

k
( R

m
) , 定义

f *
ω∈∧

k
( W )

为

f * ω| p ( v1 ,⋯ , vk ) = ω| f( p) ( d fp ( v1 ) ,⋯ , d fp ( vk ) ) .

这里 p∈W , v1 , ⋯ , vk ∈ Rn
p , d fp 为 p 点处的微分映射 .约定对Rm

上的光滑函数 h ,有

f *
( h) = h� f .
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  命题 3  设 f : W�Rn →Rm 光滑 , h: Rm →R 光滑 ; 设 ω和φ

为R
m
上的 k-形式 ,则有 :

(1 ) f *
(ω+φ) = f *

ω+ f *
φ;

(2 ) f *
( hω) = f *

( h) f *
(ω) ;

(3 ) 若φ1 , ⋯ ,φk ∈∧1 ( Rm ) ,则

f *
(φ1 ∧ ⋯ ∧φk ) = f *

(φ1 ) ∧ ⋯ ∧ f *
(φk ) ;

  (4 ) d( f * ω) = f * ( dω) .

证明  设 p∈W , v1 , ⋯ , v k ∈ R
n
p , 则有

(1 )

f * (ω+ φ) ( p) ( v1 , ⋯ , vk )

= (ω+ φ) ( f (p) ) ( d fp ( v1 ) ,⋯ , d fp ( v k ) )

= f *
ω( p) ( v1 , ⋯ , vk ) + f *

φ( p) ( v1 ,⋯ , vk ) .

  (2 )

f *
( hω) (p) ( v1 , ⋯ , vk ) = ( hω) ( f ( p) ) ( d fp ( v1 ) , ⋯ , d fp ( vk ) )

= h� f ( p) f * ω( p) ( v1 , ⋯ , vk ) .

  (3 )

f *
(φ1 ∧ ⋯ ∧φk ) ( v1 , ⋯ , v k )

= (φ1 ∧ ⋯ ∧φk ) ( d f ( v1 ) ,⋯ , d f ( vk ) )

= det (φi ( d f( v j ) ) ) = det ( f *
φi ( v j ) )

= f * φ1 ∧ ⋯ ∧ f * φk ( v 1 , ⋯ , v k ) .

  (4 ) 若ω= d h, 则对Rm 上的坐标系 ( y1 ,⋯ , ym ) 有

f *
( d h) = f * �h

�yi d y
i

= �h
�y

i

�f i

�x
j d x j

=
�( h� f)

�xj d x
j

= d ( h� f)
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= d( f * h) ,

  对 k-形式ω= ∑
α

aαd x
α

, 则

d( f * ω) = d(∑ f * ( aα ) f * ( d xα) )

= ∑d( f * ( aα ) ) ∧ f * ( d xα)

= ∑ f * ( d aα) ∧ f * ( d xα)

= f * (∑ d aα ∧ d xα)

= f *
(ω) .

即证 .

这里需要指出 , 在命题 3 ( 4 ) 部分我们用到了如下习题 3 里

性质 .

习   题

1 . 按定义 3 中的 (2 )仍有

φ1 ∧ ⋯ ∧φk ( v1 , ⋯ , vk ) = det (φi ( vj ) ) ,

其中φ1 ,⋯ ,φk ∈∧1 ( W ) .

2 . 设ω为 k-形式 ,φ为 s-形式 ,θ为 r-形式 , 证明 :

(1 ) (ω∧φ)∧θ= ω∧ (φ∧θ) ,

(2 ) ω∧φ= ( - 1) ks (φ∧ω) ,

(3 ) 当 r = s 时 ,ω∧ (φ+θ) = ω∧φ+ ω∧θ.

3 . 若φ1 和φ2 为Rm 上的两个外微分形式 ,则

f *
(φ1 ∧φ2 ) = ( f *

φ1 ) ∧ ( f *
φ2 ) .

  4 . 若φ为 k-形式 , k 为奇数 , 则

φ∧φ= 0 .

  5 . 在R
3

- {0}上 , 设有 1-形式
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ω= xd y ∧ d z - yd x ∧ d z +
zd x ∧ d y

( x2 + y2 + z2 )3/ 2 .

设 S
2
为R

3
- {0}的单位球面 ,定义映射

Ф: S
2
→ R

3
- {0} ; Φ( x) = x

计算

Φ* ω

和

dΦ
*
ω .

4.3  流形上的微分形式和向量场

设 p∈ M,若∧
k
( Tp M )

*
为 T p M 上的 k-线性交错函数空间和

M = ( Vα , fα) ,则有下面的定义 .

定义 1  称 w 为 M 上的 k-形式 是 指对每 个 p∈ M 有

w (p)∈∧ k ( Tp M ) * ,而且对 p点处的参数化 ( Vα , fα) , 由

wα( v1 ,⋯ , v k ) = w( d fα( v1 ) ,⋯ , d fα( vk ) ) , vi ∈Rn , 1≤ i≤ n, 决

定出 w . ( 1)

在∧k ( Vα)中 , 常记 M 上 k-形式空间为∧k ( M) .由直接验证

知 ,由 ( 1) 决定出的{ wα}满足关系

wα = ( f - 1
β �fα)

*
wβ ,当 fα( Vα)∩ fβ( Vβ) ≠ě 时 . ( 2)

反过来若在每个 Vα 上有 wα∈∧
k

( Vα ) 并满足关系式 ( 2 ) , 则

由关系式 (1 )可定义出 w∈∧
k

( M) .因此我们常把 w∈∧
k

( M) 写

成 w = { wα} .由上节命题 3 之 (4 )知

d wα = ( f - 1
β � fα) * d wβ ,

于是 d wα 决定出一个 d w∈∧ k + 1 ( M) ; 称之为 w 的外微分 .立即

知 ,在 M 上总有 d2 = 0 .

由关系式 (2 )及上节结论 , 我们可以定义 M 上两个外形式的
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外积∧等其他运算 .

定义 2  称 X 为 M 上的光滑向量场是指 X∈ C
∞

( M, T M) ,

且 " p∈M 有 X ( p)∈ Tp M , 即在每个 Vα 上 , X 能表示为

X( p) = ∑
i

ai
α

�
�x

i
α

p ,

其中φα = ( x
1
α , ⋯ , x

n
α) ,而 a

i
α∈C

∞
( Uα) .

记 x( M)为 M 上光滑向量场空间 (见图 4 .4 ) .

图  4 .4

同过去一样 , 对 X , Y ∈ x ( M ) , 可定义 Lie 括号 ( 也称为

Poisson 括号 ) [ X, Y] = X Y - Y X ∈ x( M) .由直接计算可知 , 若局

部的表示 X = a
i �
�x

i , Y = b
i �
�x

i , 则

[ X , Y] = a
i �bj

�x i - b
i �aj

�x i
�
�x

j . ( 3)

  另外我们有下面的命题.

命题 1  设 X , Y , Z∈ x( M) , a, b∈R ,φ,θ∈C
∞

( M) , 则

(1 ) [ X , Y] = - [ Y , X] ,

(2 ) [ a X + bY, Z] = a[ X , Z] + b[ Y , Z] ,
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(3 ) [ [ X , Y] , Z] + [ [ Y , Z] , X] + [[ Z, X] , Y] = 0 ,

(4 ) [θX ,φY] =θφ[ X , Y] +θ· X(φ) Y - φ·Y (θ) X .

证明  由简单计算可证 .

外微分形式的外微分与 Lie 括号有紧密联系 .

定理 1  设 w∈∧
1

( M) , X , Y∈ x( M) , 则

dω( X, Y ) = Xw ( Y ) - Y w ( X) - w( [ X , Y ] ) . ( 4)

  证明  由定义

dω( X , Y ) = a
i
b

j
d w

�
�x

i , �
�x

j .

不失一般性可设 w = fd xk , 其中 f∈C∞ ( M) , 于是

d ( fd xk )
�
�x

i ,
�
�x

j = d f ∧ d xk �
�x

i ,
�
�x

j

= δkj
�f
�x

i - δki
�f
�x

j.

  另一方面 ,利用[�x
i
,�x

j
] = 0 , 可直接计算得

X w ( Y ) - Y w ( X) - w( [ X , Y] ) = a
i
b

k �f
�xi - a

k
b

j �f
�xi.

由此即证得 (4 )式 .

现在我们考虑R
n
上的结构方程 .

为此 ,我们引入如下的定义 .

定义 3  称一个对象 g 为 n 维微分流形 M 的黎曼结构或度

量是指对每一个 p∈ M, g( p) ≡〈,〉p 为 Tp M 上的正定内积并且

对任何 X , Y∈ x( M) , 函数 p→〈X , Y〉p 光滑 ; 称带有黎曼度量的

流形 Mn 为黎曼流形 ,并记为 ( M, g) .

黎曼流形的极好例子是空间曲面 .

设 ( U,φ) 为 p点处的坐标系 ,φ= ( x1 ,⋯ , xn ) , 令

gij ( p) = 〈
�
�x

i ,
�
�x

j〉p .
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对

X = X
i �
�xi , Y = Y

i �
�xi ,

因

〈X , Y〉p = X i Y j〈�
�x

i , �
�x

j〉p

= gij ( p) d x
i
( X) d x

j
( Y ) ,

从而知 g = gi j d x
i
d x

j
.

在R n 上定义内积 g0 为

〈A, B〉 = ∑
n

i = 1

A
i
B

i
,

其中 A= ( A
1

,⋯ , A
n
)和 B= ( B

1
,⋯ , B

n
)为R

n
中矢量 .于是 ( R

n
, g0 )

是一个 n维黎曼流形 , 它正是通常的欧氏空间 .若 ( x1 , ⋯ , xn ) 为

R
n
上的直角坐标系 , 则 g0 = ∑

n

i = 1

( d x
i
)

2
.

定理2(Rn
上的结构方程 ) : 设 { ei }

n
i = 1 为R

n
上的正交活动标架 ,

即

〈ei , ej〉 = δij ,  i, j = 1 , ⋯ , n .

设{ωi }为{ ei }之对偶 , 则存在 1-形式 (ωij ) ,使

ωij = - ωji

且

dωi = ∑
k

ωk ∧ωki ,

dωij = ∑
k

ωi k ∧ ωk j . ( 5)

  证明  令

δ1 = ( 1 , 0 , ⋯ ,0 ) , ⋯ ,δn = ( 0 , ⋯ ,1 )

为Rn 中的典则基 ,设 ( x i )为其直角坐标系 , 则

d xi (δj ) = δij .

因
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ei = ∑
j

bi jδj ,

这里 ( bij )为正交矩阵 , 所以

ωi = ∑
j

bij d xj . ( 6)

  记

d ei = ∑
j

ωi j e j .

由

〈ei , ej〉 = δij ,

知

〈dei , ej〉+〈ei , dej〉 = 0 ,

即有ωi j = - ωji .由

d ei = d( bi jδj ) = dbi jδj

和

ωij ej = ∑
k

ωij bjkδk ,

可得

d bij = ∑
k

ωi k bkj .

  外微分 (6 )式得

dωi = ∑
j

d bij ∧ d x
j

= ∑
j , k

ωi k bkj ∧ d x
j

= ∑
k

ωk ∧ωki .

由 d
2

= 0 知

0 = d( d bij ) = ∑
k

d(ωi k bkj )

= ∑
k

dωi k bkj - ∑
k

ωi k ∧ d bkj ,

所以

∑
k

dωi k bkj = ∑
k

ωi k ∧ dbkj

= ∑
k

ωi k ∧ωk m bmj .
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从而有 (5 )式 .

在本节末我们引入可定向流形的概念 .

定义 4  称 n 维微分流形 M 是可定向的 ,是指 M 上存在一个

处处不为零的 n-形式 ; 不然就称 M 是不可定向的 .

这个概念在流形上的积分理论中是有用的 .

图  4. 5

习   题

1 . 设 F: Mm → Nn 为光 滑映射 , p∈ M, q = F ( p) , 定义

F* : Tp M→ Tq N (常记 F* = dF) (见图 4 .5) ,

〈F* X , w〉q = 〈X , F* w〉p ,

其中

X ∈ Tp M ,ω∈ T *
q N ,〈F* X ,ω〉q ≡ w( F* X) q .

验证 : 若 ( x i )为 p处的坐标系 , ( yα) 为 q 处的坐标系 , Fα = yα�F,
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则有 :

(1 ) F*
( d y

α
) = ∑

i

�F
α

�x
i d x

i
;

(2 ) F*
�
�x

i = ∑
α

�F
α

�x
i�

�
�y

α;

(3 ) dF*
= F*

d .

2 . Car tan 引理  对 k≤m, 设

w1 , ⋯ , wk ∈∧1 ( Rm )

逐点线性无关 .设

θ1 , ⋯ ,θk ∈∧1 ( Rm )

满足

θi ∧ wi = 0 ,

则存在光滑函数 A ij , Aij = A j i ,使得

θi = A ij w j .

  3 . 回顾R
n
上的第一结构方程 :

设{ ei }
n
i = 1 为R

n
上的正交活动标架 , 即

〈ei , ej〉 = δij ,  i, j = 1 , ⋯ , n .

设{ωi }为{ ei }之对偶 , 则存在 1-形式 (ωij ) ,使得

ωij = - ωji

且

dωi = ∑
k

ωk ∧ωki .

定义

Φ= ωI ,  I = ( 1 ,⋯ , k) ,  k < n,

则存在φ∈∧
1

( R
n
) 使得

dΦ = φ∧ Φ .

  4 . 在R
3
上 ,设有向量场

X = ∑
3

i= 1

Xi �
�x

i ,
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试找一个φ∈∧1 ( R3 ) 使得

dφ= ∑
3

i= 1

�X i

�xi d x
1
∧ d x

2
∧ d x

3
.

  5 . 在R3 上 ,设有向量场

X =
1
2

(1 + x
2

- y
2

- z
2

)
�
�x

+ ( x y - z)
�
�y

+ ( xz + y)
�
�z

,

Y = ( xy + z) �
�x

+ 1
2

(1 - x2 + y2 - z2 ) �
�y

+ ( yz - x ) �
�z

,

Z = ( xz - y) �
�x

+ ( yz + x) �
�y

+ 1
2

(1 - x2 - y2 + z2 ) �
�z

.

  (1 ) 验证 : 对每个 p∈R3 , 向量组{ X , Y , Z}为R3 上的正交基 .

(2 ) 计算 Lie 括号[ X, Y] , [ Y , Z] , [ Z, X] ,并把它们用向量组

{ X , Y , Z}表示出来 .

(3 ) 定义区域 U = R
3

- {0}和映射

F: U → U; ( u, v, w) = F( x , y , z) ,

这里

u =
x

x 2 + y2 + z2 ,

v = y
x

2
+ y

2
+ z

2 ,

w =
z

x 2 + y2 + z2 .

计算

F* X, F* Y , F* Z .

  6 . 在R2 n + 1 上 ,定义

ω= d x
2 n+ 1

+ ∑
n

i = 1

x
2 i - 1

d x
2 i

.

验证

ω∧ ( dω)
n
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处处不为零 .这里 ( dω) n 是 n 个 dω之外乘积 .

7 . 在Rn 上 ,定义

Ω = d x
1
∧ ⋯ ∧ d x

n
.

  设有向量场

X = ∑
n

i = 1

X
i �
�xi ,

定义一个 ( n - 1 ) -形式 iXΩ:

iXΩ( Y1 ,⋯ , Y n - 1 ) = Ω( X , Y1 , ⋯ , Y n - 1 ) ,

这里 ( Y1 , ⋯ , Y n - 1 )为任意 n - 1 个向量场 .求 d ( iXΩ) .

4 .4  Lie 导  数

设 X∈ x( M) ,我们先考虑其积分曲线方程γ′( t) = X(γ( t) ) ,

其中γ: I→ M .据常微分方程基本定理有下面的命题 .

命题 1  对任何 p∈ M, 存在区间 Ip , 0∈ Ip 和惟一一条光滑

曲线γp : Ip → M 满足γp ( 0) = p和

γ′p ( t) = X(γp ( t) ) , " t ∈ Ip ;

而且γp 光滑依赖于 p∈ M .进一步 , 若记 φt ( p) = γp ( t ) , 则对

t1 , t2 ∈ Ip 且 t1 + t2 ∈ Ip 有φt
1

+ t
2

= φt
1
�φt

2
.

常把满足上命题的 φt 称为 X 的局部单参数变换群 (或积分

曲线 ) , 而称 X 为局部单参数变换群φt 在 M 上诱导的向量场 .

例 1  设 ( a, b, c) ∈R
3

.在R
3
上 ,设

X( x) = ax
1 �
�x1 + bx

2 �
�x2 + cx

3 �
�x3 ,

则它的积分曲线为

γx ( t) = (e
at

x
1

, e
bt

x
2

, e
c t

x
3

) .

  下面我们假定 ∩p∈ M Ip 为包含 0的开区间 I = ( - ε,ε) .于是由于
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φt �φ- t = Id ,φ0 = Id ,

知φt 为 M 自身的微分同胚而且φ
- 1

t = φ- t .另外记 Xp = X(p) .

设 f∈C
∞

( M) ,则由定义知

Xp f =
d
d t

f (φt ( p) )
t= 0

.

若 F: M→M为微分同胚 , q= F( p) ,则由 F* 之定义知 F* Xp ∈ Tq M .

我们约定 , LX f = X f , 这里 f∈C
∞

( M) .

图  4. 6

命题 2  若φt 为 X 的局部单参数变换群 , F: M→ M 为微分

同胚 ,则 F* X 为局部单参数变换群 F�φt�F - 1
在 M 上诱导的向

量场 .

证明  对任意 f∈C∞ ( M) ,由定义

( F* Xp ) q f = Xp ( f�F) ,

于是我们知道

( F* Xp ) q f =
d
d t

f�F(φt ( p) )
t = 0

= d
d t

f ( F�φt�F- 1 ( q) ) t = 0 .

由 f 的任意性知 F* Xp 为 F�φt�F- 1 在点 q的切矢 .另外 F�φt�F- 1

为局部单参数变换群 , 于是 , F* X 为 F�φt�F- 1 在 M 上诱导的

(切 ) 向量场 .即证 .
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若 Y 为 M 上定义在γp 上的向量场 ,则 (φ- 1
t ) * Yφ

t
( p) 为切空间

Tp M 中的光滑曲线 (见图 4 .6) .

定义 1  称
d
d t t = 0

( (φ- 1
t ) * Yφ

t
( p) ) 为向量场 Y 在 p 点关于 X

的 Lie导数 LX Y .

定理 1  LX Y = [ X, Y]∶ = ad X Y .

证明  设 f 为定义在 p 的邻域上的光滑函数 ,则

( LX Y ) p f = d
d t

( (φ- 1
t ) * Yφ

t
( p) ) f

t = 0

= lim
t→0

(φ- 1
t ) * Yφ

t
( p) f - Y p f

t

= lim
t→0

Yφ
t
( p) ( f�φ- 1

t ) - Yp f

t
.

据

f�φ- 1
t ( p) = f�φ- t ( p)

= f ( p) + tht ( p) ,

其中

ht ( p) =∫
1

0

d
d u

( f�φ- u ( p) )
u = s t

d s

和

h0 (p) =∫
1

0

d
d u

( f�φ- u ( p) )
u = s t

d s

= d
d u

( f�φ- u ( p) )
u = s t

= - Xp f ,

知

( LX Y ) p f = lim
t→0

Yφ
t
( p) f - Yp f

t
+ lim

t→ 0
Yφ

t
( p) ht

= Xp ( Y f ) - Yp ( X f )
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= [ X , Y ]p f ,

即证 .

定义 2  对ω∈∧1 ( M) ,定义 Lie导数 LXω为

( LXω) ( Y ) = LX (ω( Y ) ) - ω( LX Y ) ,

这里 X 和 Y 为向量场 .

若有向量场 X1 , ⋯ , Xk ∈ x( M) 线性无关 , 现在我们来看一个

问题 : 是否有 M 的子流形 N k 使得 T p N = span { X i | p } ( p∈ N)呢 ?

在 k = 1 时命题 1 说这是可以的 ; 但一般说来 , 这是一个很难的

问题 .

但是若是的话 ,我们称向量场组 ( X1 , ⋯ , X k ) 为可积的 , 则必

须有[ X i , X j ] p∈ Tp N .于是存在光滑函数组使得

[ X i , X j ] = ∑
k

m = 1

c
m
ij Xm ,  1 ≤ i, j ≤ k .

常称此式为 F robenius 条件或可积条件 .

定义 3  称任意向量场组 ( X1 ,⋯ , Xk ) (不必线性无关 )在 p∈ M

为可积的 ,如果有 M的子流形 N 使得 Tp N = span{ Xi |p }( p∈ N ) .

Frobenius定理  在一个坐标邻域 U 上 , 若线性无关向量场

X1 ,⋯ , Xk 满足 F-条件 , 则对每个 p∈U 存在 U 中的一个 k 维子

流形 N 使得 , p∈ N 且

Tq N = span{ Xi |q } ,  q∈ N .

  因为此定理的证明较长 , 故略去 .有兴趣的读者参见参考

文献 .

F robenius 定理可以用微分形式来叙述如下 .

Frobenius定理 ( 微分形式描述 )  设 (ωα ) 为一组 1-形式 .方

程组

ωα = 0

可积的充要条件是存在微分形式组 ( Fαβ )使得

dωα = Fαβ ∧ωβ .
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  这里我们来看一个例子以说明 F robenius 条件 .

例 2  在R2 上 ,设

ω= Pd x + Qd y = 0 .

我们知道

dω=
�Q
�x

-
�P
�y

d x ∧ d y .

所以 F robenius 条件 dω= F∧ω对某 F = Ad x + Bd y 成立等价于

�Q
�x

-
�P
�y

= AQ - BP .

由于ω= 0 , 根据 Frobenius 定理知 ,对任何点 ( x0 , y0 ) , 这等价于有

一条过 ( x0 , y0 ) 的光滑曲线 , 它可以由隐式表示 f ( x, y) = c 和显

式表示 p( t) = ( x ( t) , y ( t) )两种方式给出 .于是有 d f ( p′) = 0 .但

是 ,ω( p′) = 0 , 即

Px′+ Qy′= 0 .

所以在点 ( x0 , y0 ) 处 , 有 C( x, y )ω= d f , 这里 C( · , · ) 为光滑

函数 .

现在我们来看一个例子以说明 F robenius 定理的用途 .

例 3  设函数 u = u( x, y) , v = v( x, y)满足以下方程组

�u
�x

+ B1 v= C1 ,

�u
�y

+ B2 v= C2 ,

�v
�x

+ A1 u= C3 ,

�v
�y

+ A2 u= C4 ,

其中 A1 , A2 , B1 , B2 , C1 , C2 , C3 , C4 为 x, y 的已知函数 .

根据 d u = ux d x + uy d y,我们定义

B = B1 d x + B2 d y,
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A = A1 d x + A2 d y,

R = C1 d x + C2 d y ,

W = C3 d x + C4 d y .

这样以上方程组可写成

d u + Bv = R,

d v + Au = W .

定义

ω1 = d u + Bv - R,

ω2 = d v + Au - W .

这样 ,我们的问题是看方程组

ω1 = 0 ,

ω2 = 0 .

在 ( x, y, u, v)的四维空间中是否可积 .

由 F robenius 定理知 , 方程组可积的充要条件为

dω1 ∧ω1 ∧ω2 = 0 ,

dω2 ∧ω1 ∧ω2 = 0 .

因为 A , B , R, W 的定义域是同一个二维空间 ,所以

A ∧ d B = 0 ,

A ∧ d R = 0 ,

A ∧ dW = 0 ,

B ∧ d A = 0 ,

B ∧ d R = 0 ,

B ∧ dW = 0 ,

R ∧ d A = 0 ,

R ∧ d B = 0 ,

R ∧ dW = 0 ,

W ∧ d A = 0 ,

W ∧ d B = 0 ,
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W ∧ d R = 0 .

利用

dω1 = d Bv - B ∧ d v - d R,

dω2 = d Au - A ∧ d u - dW .

我们就得可积条件

�A2

�x
-
�A1

�y
= 0 ,

�B2

�x
-
�B1

�y
= 0 ,

�C2

�x
-
�C1

�y
+ B1 C4 - B2 C3 = 0 ,

�C4

�x
-
�C3

�y
+ A1 C2 - A2 C1 = 0 .

  最后我们指出 , E .Car tan 的外微分法和 F robenius 定理在微

分几何问题 ,特别是在偏微分方程组的研究中有着广泛的用途 .目

前仍有很多数学家在这个方向上做工作 .这个方向的发展应该是

有前途 的 .代 表性人 物有陈 省身 ( S . S . Chern ) , P . Griffiths ,

R .Bryant .有兴趣的读者可以参考他们写的有关专著 .

习   题

1 . 在R3 上 ,我们有向量场

X = y �
�x

- x �
�y

和

Y = z �
�x

- y �
�z

,

求 LX Y .

2 . 证明 : 对 f∈C
∞

( M) , 有
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LX d f = d LX f .

  3 . 设 U∈R
n
为开集 , f∈C

∞
( U) , X, Y∈ x(U) , 对 x∈U, r∈ N

归纳证明 :

〈d L
m
X f ( x) , ad

k+ r
X Y ( x)〉

= ∑
r

i = 0

( - 1 ) i Ci
r L r- i

X 〈d Lm+ i
X f ( x ) , ad k

X Y ( x)〉 .

这里 m, k∈N .

4 . 在R2 n 上 ,定义 2-形式

ω= ∑
i

d x
i
∧ d x

n+ i
.

我们称它为R2 n 上的辛结构 .

(1 ) 验证 : (ω)
n
处处不为零 .这里 (ω)

n
是 n 个ω之外乘积 .

(2 ) 给定R
2 n
上的一个向量场 X ,我们定义一个 1-形式ωX ( 常

记为 iXω)为

ωX ( Y ) = ω( X , Y ) ,

这里 Y 为R
2 n
上的任意一个向量场 .验证 : d(ωX ) = 0 的充要条件

是 LXω= 0 .

(3 ) 验证映射 X→ωX 是 x ( R2 n )到∧1 R2 n 的同构 .

(4 ) 对 f∈C
2

( R
2 n

) ,找出对应于 d f 的向量场 X f 使得

d f = ωX
f

.

  5 . 在R2 - {0}上 , 设

ω= - yd x + xd y = 0 .

验证这个方程是可积的 .

6 . 在R
3
上 ,设

ω= Pd x + Qd y + Rd z = 0 .

找出这个方程的可积性条件 .

7 . 在R
2
上 ,设

x′= y ,
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y′= - x + (1 - x2 - y2 ) y .

证明这个方程组只有一条闭的积分曲线 .

8 . 在R2 - {0}上 , 设

x′= ( x
2

+ y
2

)
- 3/ 2

(12 x
2

y
2

- 3 x
4

- y
4

) ,

y′= ( x
2

+ y
2

)
- 3/ 2

(10 xy
3

- 6 x
3

y) .

找出这个方程组的积分曲线 .

9 . 在R
4
上 ,设

ω1 = [ x3 - ( x1 )2 ] d x1 + x1 x2 d x2 + d x3 = 0 ,

ω2 = f d x1 + gd x2 = 0 .

这里 f , g∈C
2

( R
4

) 待定 .

(1 ) 对 f = 1 ,找出 g 的条件使上方程组是可积的 .

(2 ) 对 f = g = 2 找出对应的积分流形 .

(3 ) 找 f , g 的条件使上方程组是可积的 .

10 . 设 ( a, b, c)∈R
3

.在R
3
上 , 设

ω= [ x3 - ( x1 )2 - x1 x2 ]d x1 ∧ d x2 - dx2 ∧ d x3 + d x3 ∧ dx1 = 0 .

找出过曲线

x1 = at,  x2 = bt,  x3 = ct

的积分流形 .
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第5 章  张量和黎曼几何

过去我们接触过一些对象 , 如函数和其梯度 ( 场 ) 、向量场、外

微分形式和黎曼度量等 , 它们的分量在坐标变换下满足适当的变

换律 .我们先来看一个例子 : 设一质点在 R
3
中运动 , 在坐标系

( x
1

, x
2

, x
3

)中 , 其速度向量的分量为
d x

1

d t
,

d x
2

d t
,

d x
3

d t
, 而在坐标系

( z1 , z2 , z3 )中为
d z

1

d t
,

d z
2

d t
,

d z
3

d t
.据

d xi

d t
=
�x i

�zj

d zj

d t
,  i = 1 , 2 , 3

知 T =
d x

i

d t
分量在坐标变换下满足适当的变换律 .

把这些概念做概括总结就得到了张量的概念 .在这里我们将

采用物理和力学文献中常用的写法来介绍它 .其好处在于计算方

便 .在此约定我们所讨论的对象都在一个 n 维空间 (流形 ) 中 .

5 .1  张量及其代数运算

让我们开门见山定义出张量这一概念 .

定义 1  称一个对象是 ( m, k)型张量 T 是指它在任何坐标系

( x
1

, ⋯ , x
n
)中可用一组函数 ( T

i
1
⋯ i

mj
1
⋯ j

k
) 表示 , 而且在坐标变换 x

i
=

x
i
( z

1
,⋯ , z

n
) 下有变换律

T
i
1
⋯ i

m
j
1
⋯ j

k
= 珡T

r
1
⋯ r

m
s
1
⋯ s

k

�xi
1

�zr
1
⋯

�xi
m

�zr
m

�zs
1

�x j
1
⋯

�zs
k

�x j
k

, ( 1)

其中 (珚T
i
1
⋯ i

mj
1
⋯ j

k
)为此对象在坐标系 ( z

1
, ⋯ , z

n
) 下的表示 .这里 i, j , r, s



为取值 1 ,⋯ , n 的指标 .所谓指标 ,比如说 i1 ,是指它可自由地在集

合 1 ,⋯ , n 中取值 .记 ( i) m = ( i1 ,⋯ , im ) , ( j) k = ( j1 ,⋯ , jk )等 .

注意上、下指标的写法很讲究 .事实上 ,由

�
�xi =

�zr

�xi

�
�zr ,

�
�z r =

�xi

�z r

�
�x i

和

d x
i

=
�xi

�zr d z
r
, d z

r
=
�zr

�x i d x
i
,

我们就得到了 ( m, k)型张量 T的几何记法

T = T
i
1
⋯ i

m
j
1
⋯ j

k

�
�xi

1
í ⋯ í

�
�xi

m
í d x

j
1 í ⋯ í d x

j
k ;

这里和以后我们采用上、下复指标从 1 到 n 求和 ; 记号í 代表在

坐标变换下有变换律 (1 )式 .

在坐标系 ( x
1

, ⋯ , x
n
)中我们常写

T = ( Ti
1
⋯ i

mj
1
⋯ j

k
)

或

T = ( T
( i)

m
( j )

k
) .

  让我们看两个例子 .

例 1  函数的梯度 . 设 f : R 3 →R 为光滑函数 ,在 ( x1 , x2 , x3 )

中其梯度为

Dx f =
�f
�x1 ,

�f
�x2 ,

�f
�x3 ,

在 ( z1 , z2 , z3 )中其梯度为

Dz f =
�f
�z

1 ,�f
�z

2 ,�f
�z

3 .

据

�f
�x

i = �f
�z

j
�z

j

�x
i ,

知函数 f 的梯度是 (0 , 1 )型张量 .常称 (0 , 1 )型张量为协向量 .
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例 2  1 -形式 : ω=ξj d x j . 证明方法是一样的 .

张量有 4 种代数运算如下 .

(1 ) 指标的置换  设 T = ( T( i )
m( j )
k

) , 若 ( q) m 为 ( i) m 的一个置换 ,

而 ( p) k 为 ( j ) k 的一个置换 , 则我们可得一个新的 ( m, k) 型张量

珟T = ( 珦T( q)
m( p)
k

) , 其中

珦T( q)
m( p )
k

= T ( i)
m( j)
k

.

我们不允许上、下指标互换 .所谓置换就是把指标的位置互换 .

(2 ) 缩并 ( 迹 )  把在上、下指标对缩并是指作和式

∑
n

i = 1

T
i
1
⋯ i

t
= i⋯ i

k
j
1
⋯ j

s
= i⋯ j

n
= 珦T

( i )
m- 1

( j)
k- 1

得另一个 ( m - 1 , k - 1 ) 型张量 珦T .特别地 , 对 T = ( T
i
j ) 为 ( 1 , 1 ) 型

张量 ,记珟T = trT= T
i
i ; 显然 trT为函数 .

(3 ) 张量的乘积 ( 也称为 Kronecker 乘积 )  设 T = ( T
( i )

m( j )
k

) 为

( m, k)型张量 , S= ( S
(α)

t(β)
s

)为 ( t, s)型张量 ,则我们定义逐点乘积

T( i)
m( j )
k

S(α)
t(β)
s
∶= Mi

1
⋯ i

m
α

1
⋯α

tj
1
⋯ j

k
β

1
⋯β

s

得一个 ( m + t , k + s)型张量 M = ( M
( i )

m
(α)

t
( j )

k
(β)

s
) .

(4 ) 指标上升或下降  在一个 (广义 ) 黎曼空间 ( N , g) 中 , 若

g= ( gi j ) ,则由分量

S
( i )

m - 1
i( j )

k
∶= gi t T

t ( i)
m- 1

( j )
k

决定出一个 ( m - 1 , k + 1)型张量 S, 称这个过程为下降指标 .

记 ( gi j ) = ( gij ) - 1 ,则由分量

A j( i)
m( j )

k - 1
∶= gj t T

( i)
m

tj
1
⋯ j

k - 1

决定出一个 ( m + 1 , k - 1)型张量 A,此即是上升指标 .

习   题

1 . 试证 : ( 1) 黎曼度量是 (0 ,2 )型张量 .

(2 ) 若在 ( m, k)型张量之间定义逐点定义线性组合
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λT + μS = U = ( U ( i)
m( j)
k

) ,

其中λ,μ∈R , T = ( T( i)
m( j )
k

) , S= ( S
( i)

m
( j ) k ) ,而

U ( i )
m( j )
k

= λT ( i )
m( j)
k

+ μS( i)
m( j )
k

,

则 ( m, k)型张量构成一个 n( m + k)维线性空间 .

2 . 证明 k-微分形式是 (0 , k)型张量 .

3 . 定义

εi
1
⋯ i

n
=

0 ,   当 ( i1 , ⋯ , in ) 中有重复指标时 ;

+ 1 ,  当 ( i1 , ⋯ , in ) 为 (1 ,⋯ , n) 的偶置换时 ;

- 1 ,  当 ( i1 , ⋯ , in ) 为 (1 ,⋯ , n) 的奇置换时 .

对张量 T = ( T
i
j ) 定义

t r( T) = Ti
i .

证明

T j
i
k
εi

1
⋯ i

k- 1
j i

k+ 1
⋯ i

n
= tr ( T)εi

1
⋯ i

n
.

  4 . 说明R3 中的矢乘不是张量乘积 .

5 .2  张量的 Lie导数

设 M 为 n 维微分流形和ξ∈ x( M ) .设ξ在 M 上诱导一个局

部单参数变换群 F t , t∈ I = ( - ε,ε) .若在坐标系 ( x
1

, ⋯ , x
n

) 中ξ

有分量表示 (ξ
i
) , 令 F

i
t = x

i
�Ft ,则由

ξ
i

=
d
d t

( F
i
t )

t = 0
,  i = 1 , 2 , ⋯ , n .

设 ( x1
0 , ⋯ , xn

0 )为点 p∈ M 附近的坐标系 , 于是在 | t | 很小时 , Ft 定

义出一个单参数坐标系

( x1 ( t, x0 ) ,⋯ , xn ( t, x0 ) ) ,

即

Ft : ( x1
0 , ⋯ , xn

0 ) → ( x1 ( t, x1
0 , ⋯ , xn

0 ) ,⋯ , xn ( t , x1
0 , ⋯ , xn

0 ) ) .

做展开式
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x i ( t, x1
0 ,⋯ , xn

0 ) = x i
0 +ξi ( x0 ) t + O( t2 ) , ( 1)

即得

�x
i

�x
j
0

= δi
j + t�ξ

i

�x
j
0

+ O( t2 ) ( 2)

和

�xi
0

�x
j = δi

j - t�ξ
i

�x
j

0

+ O( t2 ) . ( 3)

若 T为 ( m, k)型张量 ,它在坐标系 ( x i )中记为 ( T( t )
m( r)
k

) .

定义 1  

( F*
t T ) ( i)

m( j )
k

= Tt
1
⋯ t

mr
1
⋯ r

k

�x
r
1

�x
j
1

0

⋯�x
r

n

�x
j
k

0

�xi
10

�x
r
1
⋯

�x
i
m

0

�x
r

m

为 T在坐标系 ( x0 )中的表示 .

定义 2  张量 ( T
( i)

m( j )
k

) 沿向量场ξ的 Lie 导数为

LξT
( i)

m
( j )

k
=

d
d t

( F*
t T)

( i )
m

( j )
k t = 0

.

根据 (2 )式和 ( 3) 式知

( F*
t T)

( i )
m( j)
k

= T
t
1
⋯ t

m
r
1
⋯ r

k
( t, x) δr

1j
1

+ t
�ξr

1

�x
j
10

⋯ δr
kj
k

+ t
�ξr

k

�x
j
k0

 × δ
i
1
t
1

- t
�ξi

1

�x t
10

⋯ δ
i
m

t
m

- t
�ξi

m

�x
t
m

0

+ O( t
2

)

= T
( i)

m
( j )

k
( t, x) + t T

( i )
m

rj
2
⋯ j

k

�ξ
r

�x
j
1

0

+ ⋯

 + T
( i)

m
j
1
⋯ j

k- 1
r
�ξ

r

�x
j
k

0

- T
ri

2
⋯ i

m
( j)

k

�ξ
i
1

�x1
- ⋯

 - T
i
1
⋯ i

m - 1
r

( j )
k

�ξi
m

�x
r + O( t

2
) ,

因此

LξT
( i )

m
( j )

k
= ξs

�T
( i)

m
( j )

k

�x
s + T

( i)
m

rj
2
⋯ j

k

�ξ
r

�x
j
1

+ ⋯ + T
( i )

m
j
1
⋯ j

k - 1
r
�ξ

r

�x
j
k
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 - T
ri

2
⋯ i

m
( j)

k

�ξi
1

�xr - ⋯ - T
i
1
⋯ i

m - 1
r

( j )
k

�ξi
m

�xr , ( 4)

这里利用了当 t = 0 时 x
i

= x
i

0 (见 ( 1) 式 ) .

例 1  设 T = f 为光滑函数 , 则

Lξ f = ξ
i �f
�x i = �ξ f .

  例 2  T= ( T
i
)为向量场 , 则

LξT
i

= ξ
j �Ti

�xj - T
j �ξi

�xj .

据

LTξi = T j �ξ
i

�x
j - ξj �T

i

�x
j ,

得 LTξi = - LξT i ,此即 [ξ, T] = - [ T,ξ] .

例 3  设 T = ( Ti j ) 为 (0 ,2 )型张量 , 则

Lξ T i j = ξ
s �T ij

�xs + Trj
�ξr

�xi + T ir
�ξr

�x j ≡ ui j .

称 uij 为应变张量 ( strain tensor ) .

当 T ij =δij 时 ,则有通常形式

uij =
�ξi

�x j +
�ξj

�xi .

现在我们给出微分形式的张量形式的定义 .

定义 3  设 ω= ( T i
1
⋯ i

k
) 为 ( 0 , k ) 型张量 .如果对于指标 it , is

交换变换 ,有

T i
1
⋯ i

t
⋯ i

s
⋯ i

k
= - T i

1
⋯ i

s
⋯ i

t
⋯ i

k
,

我们就称ω为 k 阶微分形式 .它的几何记法是

ω= Ti
1
⋯ i

k
d x

i
1 ∧⋯∧d x

i
k .

例 4  设 g= ( gij )为黎曼度量 ,令 | g| = det ( gij ) ,并定义 ( M, g)

的体积形式为

| g | d x
1
∧ ⋯ ∧ d x

n
= | g |εi

1
⋯ i

n
.
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于是

Lξ( | g |εi
1
⋯ i

n
) = | g |ξk �ln | g |

�x
k εi

1
⋯ i

n

+ | g | εki
2
⋯ i

n

�ξ
k

�x
i
1

+ ⋯ +εi
1
⋯ i

n - 1
k
�ξ

k

�x
i
n

,

但括号中的项正是
�ξi

�x iεi
1
⋯ i

n
,这是因为

εi
1
⋯ i

n
=

0 ,  当 ( i1 , ⋯ , in ) 中有重复指标时 ;

+ 1 , 当 ( i1 , ⋯ , in ) 为 (1 ,⋯ , n) 的偶置换时 ;

- 1 , 当 ( i1 , ⋯ , in ) 为 (1 ,⋯ , n) 的奇置换时 .

  设 A
i m
为 ( gjk ) 的代数余子式 ,则

gi m = Ai m ( | g | ) - 1 .

于是有

� | g |
�xk = εi

1
⋯ i

n

�
�xk ( g1 i

1
⋯ gni

n
)

= Ai m �gi m

�x
k

= | g | g
i m �gi m

�x
k ,

所以

Lξ ( | g |εi
1
⋯ i

m
) = | g |εi

1
⋯ i

m ξk �ln | g |
�x

k + �ξ
i

�x
i

= | g |εi
1
⋯ i

m
ξk 1

2
gi m �gi m

�x
k + �ξ

i

�x
i ,

其中 ( gi j ) = ( gij ) - 1 ,另外

t rg ( ui m ) = gi m ui m = 2 ξ
k 1

2
g

i m �gi m

�xk +
�ξi

�xi ,

从而知
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Lξ( | g |εi
1
⋯ i

n
) =

1
2

g
i m

ui m | g |εi
1
⋯ i

n

= 1
2

trg ( ui m ) | g |εi
1
⋯ i

n
.

习   题

1 . 利用例 1 和例 2 证明 :

Lξ( f T
i
) = f Lξ T

i
+ Lξ f � T

i
.

  2 . 对任何张量 T, R,有

Lξ( Tí R) = LξT í R + Tí LξR .

  3 . 对ω1 ,ω2 为任意两个微分形式 ,证明 :

Lξ(ω1 ∧ ω2 ) = Lξω1 ∧ω2 + ω1 ∧ Lξω2 .

5 .3  对称和反对称张量 ,张量微分

前面介绍了一般型的张量 ,在实际问题中 , 比较常用的有两类

张量 ,分别为对称和反对称张量 .在这里我们仅考虑 (0 , 2 )型对称

张量 (常称为二阶对称张量 ) 和 ( 0 , k ) 型反对称或 ( k, 0 ) 型反对称

张量 .

定义 1  称 (0 ,2)型张量 T= ( Tij )是对称的是指总有 Tij = Tji ,

即指标互换不变 ; 简称 T为二阶对称张量 .

定义 2  称 (0 , k) 型张量 T = ( T i
1
⋯ i

k
) 是反对称的是指在指标

做奇置换下 T= ( T i
1
⋯ i

k
)变号 , 而在指标做偶置换时 T= ( Ti

1
⋯ i

k
) 不

变号 ; 同样可定义 ( k, 0) 型反对称张量 .

黎曼度量 ( gi j ) 是最典型的二阶对称张量 ; 而流形上的 k-形式

是 ( 0 , k) 型反对称张量 .从定义上看 , ( 0 , k) 型反对称张量正是

k-形式 .和以前不同的地方只是记法不一样 .虽然我们不给予很多
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说明 ,但是我们指出 , 这一点并不是很显然的 .请大家作为思考题

做一下 .以后 , 我们把 M 上 k-形式空间记为 A k ( M) .

对一般的 (0 , 2 ) 型张量 , 我们可把它分解为对称与反对称两

部分 .

比方说对 A = ( Aij ) , 定义其对称部 Qij =
1
2

( A ij + A ji ) 为

A( i j ) , 这里 ( i j)表示对称化 A( ij ) = A( ji ) ,即 Qij = Qj i .定义其反对称

化为

Bij =
1
2

( A ij - A ji ) = A[ ij] ,

其中[ i j]表示

A[ ij ] = - A[ ji] ,

即

Bi j = - B ji .

显然有

A ij = Qij + B ij .

在一个黎曼空间中我们可定义 (1 ,1 )型或 ( 2 , 0) 型对称或反对称张

量 .这只需把指标下降成 ( 0 , 2) 型张量就可定义 .

设 ( M, g)为 n维广义黎曼空间 , 令

g = gi j d xi d xj ,

记

| g | = | det ( gij ) | ,

( g
ij

) = ( gi j )
- 1

,

sgn( g) = sgn( det ( gij ) ) .

  定义 3  设

T = T i
1
⋯ i

k
d x

i
1 ∧ ⋯ ∧ d x

i
k

为 M 上的 k-形式 , 我们定义 Hodge 算子如下 :
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( * T ) i
k+ 1

⋯ i
n

=
1

( k !)
| g |εi

1
⋯ i

k
T

i
1
⋯ i

k ,

其中

T i
1
⋯ i

k = gi
1

j
1 ⋯ gi

k
j

k T j
1
⋯ j

k
.

  例 1  在三维欧氏空间R3 上 ,对

ω= Ad x + Bd y + Cd z ,

有

*ω= Ad y ∧ d z + Bd z ∧ d x + Cd x ∧ d y

和

* * ω= ω .

  例 2  在四维欧氏空间R4 上 ,设

g = d x2 + d y2 + d z2 + d w2

为其标准的黎曼度量 .设有 2-形式

R = d x ∧ d z - d y ∧ d w,  T = d y ∧ d z + d x ∧ d w

和

S = d x ∧ d y + d z ∧ d w,

则

* R = R,  * T = T,  * S = S .

  例 3  在R2 上 ,设

g = d t2 - d x2 ,

于是 sgn( g) = - 1 .

ε01 = - ε1 0 = 1 .

所以有

* d t = g0 iεi j d x j = d x

和

* d x = g1 iεi j d x j = d t .

  过去我们曾对 k-形式定义过其微分 ,即外微分 d .这里我们给

出它的一个等价定义 .
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定义 4  对 T 为 k-形式

( d T ) i
1
⋯ i

k+ 1
= ∑

k+ 1

m = 1

( - 1 ) m - 1
�T i

1
⋯ î

m
⋯ i

k+1

�x
i
m

,

这里 îm 代表删除 i m 的意思 .

用这个定义 ,也容易知道 : d�d T = 0 .

现在我们对 k-形式 ,定义余微分δ为

δ= ( - 1)
n ( k+ 1 ) + 1

* d * .

于是对 k-形 式 T , 我们 可 以得 到 一个 ( k - 1 ) -形 式 δT .易

见 :δ
2

= 0 .

这样我们就可以定义著名的 Hodge-Laplace 算子

Δ = δ�d + d�δ .

易见

Δ = ( d +δ)
2

.

  定义 5  如果对 k-形式 T 有 ΔT = 0 , 我们就称 T 为调和

k -形式 .  

例 4  在四维时空R
3 , 1

中 ,我们记 t = x
0

,则其 Lorentz 度量为

g = - ( d x0 )2 + ( d x1 )2 + ( d x2 )2 + ( d x3 )2 ,

回忆 Maxwell 方程组

divE= 4πρ,

curlB -
�
�t

E = 4πj,

divB= 0,

curlE +
�
�t

B = 0 .

这里

E= ( E1 , E2 , E3 ) = 电场 ,

B= ( B1 , B2 , B3 ) = 磁场 ,
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ρ= 电荷密度 ,

j= ( j1 , j2 , j3 ) = 电流矢量 .

定义

Ωαβ =

0 E1 E2 E3

- E1 0 - B3 B2

- E2 B2 0 - B1

- E3 - B2 B1 0

和 2-形式

Ω = Ωαβd xβ ∧ d xα .

令

J = ρd x
0

+ j1 d x
1

+ j2 d x
2

+ j3 d x
3

.

于是 , Maxwell 方程组可写为

dΩ = 0 ,  δΩ = 4πJ .

  对一般的张量 T = ( T
( i )

m
( j )

k
) , 能否定义其微分 dT使之仍为张量

呢 ? 一般说来这是不可能的 .但是 , 我们可以引入一个叫协变导数

的概念 .

我们先在Rn 空间中考虑最简单的情形即 T = ( T i ) 为向量场 ,

这里 T
i
为 T 在直角坐标系 ( x)中的分量表示 .设 z

t
= z

t
( x) 为坐标

变换 (这里 ( z)可为弯曲坐标 ) , 设 T 在 ( z)中有表示 Ti .记函数 Ti

的微分为 T
i
; j .若 T

i
; j 为张量 ,则

T i
; j
�x

j

�z
s
�z

t

�x
i = �T

i

�z
s
�z

t

�x
i .

由于 T i 为向量场 ,所以

Ti = 珡Tk �x
i

�z
k ,  珡T t = T i �z

t

�x
i ,

于是有

珡T t
; s = �

�z
s 珡Tk �x

i

�z
k
�z

t

�x
i
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=
�珡Tt

�zs - T
i �
�zs

�zt

�x i

=
�珡Tt

�zs - 珡T
k �xi

�zk

�2 zt

�xi�xm

�x m

�zs .

令

Γ
t
ks = -

�xi

�zk

�2 zt

�x i�xm

�xm

�zs ,

则有

珡Tt
; s =

�珡T t

�z
s + Γt

ks珡T k .

据

�z
t

�x
m
�x

m

�z
s = δt

s ≡ const ,

得

0 = �
�z

t

�z
i

�x
m ·

�x
m

�z
s

= �x
i

�z
k

�
2

z
t

�x
i
�x

m ·
�x

m

�z
s ,

所以

Γt
ks = - �z

t

�x
m
�

2
x

m

�z
k
�z

s . ( * )

  这些计算引导出下面的定义 .

定义 6  若向量场 T 在坐标系中的分量为 ( T
i
) , 定义 T 的协

变导数 D T 为

T
i
; j =

�Ti

�zj + Γ
i
mj T

m
,

其中Γ
i
m j 在坐标变换 z

i
= z

i
( x)下有表达式 ( * ) .

由上运算知为 , T
i
; j 型 ( 1 , 1 ) 张量 .但这种方法缺乏美感 , 完全

是按我们在曲面论中的经验来硬性定义的 .在下一节 , 我们采用公

理化思维方式来直接定义张量的协变导数 .从历史上讲 , 找到张量
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的协变导数运算经历了很长的时间 .以上介绍的工作主要是由

Christoffel 完成的 .在下一节我们将深入讨论协变导数运算 .

习   题

1 . 设 T 为 k-形式 , 证明 :

* ( * T ) = ( - 1 ) k( n - k) sgn( g) T .

  2 . 若向量场 T在 ( y)坐标中有表示 ( 珡T
i
) , 设其协变导数在 ( y)

中为 ( 珡Ti
; j )即

Dj珡T i∶= 珡T i
j =

�珡T i

�y
j + Γi

mj ·珡T m .

试证 :

(1 ) Γ
i
mj =

�y
i

�z
t Γ

t
rs
�z

r

�y
m
�z

s

�y
j +

�
2

z
t

�y
m
�y

j

(2 ) T
i
mj ≡Γ

i
m j - Γ

i
jm 是张量 .

(3 ) 若 f 为函数 ,则

Dj ( f T
i
) = �j f T

i
+ f D j T

i
.

  3 . 验证

*Δ = Δ* .

  4 . 在四维欧氏空间R4 上 ,找 3 个 2-形式 P , Q和Ω, 使得

* P = - P, * Q = - Q, * Ω = - Ω,

而且它们和例 2 中的 R, S , T 一起构成 A2 ( R4 ) 的一组基底 .

5 . 在C
2
上我们引入以下矩阵乘法结构 :

( z, w)∶=

1 0 0

z 1 0

w - 珔z 1

我们定义 H eisenberg 群
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H3 = { ( z , w) ∈ C 2 : | z | 2 + w + 珡w = 0 } .

  (1 ) 验证 H3 是带微分结构的群 (从而是流形 ) 而且这个群在

变换

z → z + a

和

w → w - 珔az + b

下不变 .

( 2) 于是我们可以找到不变的 1-形式 d z 和 d w +珔zd z .这样我

们可以定义

d s2 = | d z | 2 + | d w +珔zd z | 2 ,

验证 d s
2
是 H

3
上的黎曼度量 .

(3 ) 对 ( z, w)∈ H
3

, 令

z = x + - 1 y,  w = u + - 1 v,

则有

x
2

+ y
2

+ 2 u = 0 .

微分之 ,可得

d u = - xd x - yd y .

定义

η1 = d x,η2 = d y,η3 = d v + xd y - yd x ,

验证

d s2 = (η1 )2 + (η2 )2 + (η3 )2 .

  (4 ) 计算 (ηi )的结构方程 .

6 . 设 M2 为与 S2 同胚的光滑闭曲面 .设 d s2 为它的光滑黎曼

度量 d s2 =θ2
1 +θ2

2 ,这里 (θ1 ,θ2 )为 d s2 的局部活动正交余标架 .于是

我们有结构方程 :

dθ1 = θ2 ∧θ2 1 ,

dθ2 = θ1 ∧θ1 2 ,

θ1 2 = - θ21 ,
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dθ21 = Kθ1 ∧θ2 .

证明 T1 M(即 M 的单位切丛 )为三维流形 .在 T1 M 上定义光滑黎

曼度量

1
4

(θ2
1 +θ2

2 +θ2
12 )

和它的局部活动正交余标架

w1 =
1
2
θ1 , w2 =

1
2
θ2 , w3 = -

1
2
θ1 2 .

计算 ( wi ) 的结构方程 .

7 . 如果例 4 中 Maxwell 方程组中的 Ω和 J 只依赖于变量

( x1 , x2 ) .试给出最简化的 Maxwell 方程组的形式 .

5 .4  协变导数和黎曼曲率

设 M 为 n 维光滑流形 ,记 T1 , 1 ( M) 为 M 上的 ( 1 , 1 )型张量空

间 ,回顾 x( M)为 M 上的向量场空间 .作为公理化的一般性定义 ,

我们称满足 Leibniz 法则的线性算子 D : x ( M )→ T
1 , 1

( M) 为协变

导数或联络 .所谓 Leibniz 法则 , 即是有

D( f X ) = d f í X + f D X

对任何 f∈C∞ ( M)和 X∈ x( M)都成立 .

在局部坐标系 ( x
i
) 中 , X = X

i �
�xi , 常记 D X = X

i
, k
�
�xi í d x

k
.

而对 v∈ Tp M , v = v
i �
�x

i p, 令

DV X ≡〈D X , V〉
p

= V
k

X
i
, k

�
�xi

p
.

并称 Di = D�

�xi
为联络 D 的局 部表示 .另外定 义 Γ

i
jk ( 称 之为

Christoffel 符号 ) 使得

Di
�
�x

j = Γ
k
i j
�
�x

k .
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于是 ,利用 Leibniz 法则我们得

Di X = Di X
k �
�xk + X

k
D i

�
�xk

=
�X k

�xi + X
j
Γ

k
i j

�
�x

k ,

从而 D X 的分量为 X k
; i = d xk ( Di X ) =

�X
k

�x
i + X jΓk

i j .

定义矩阵 Ai = (Γj
i k )并约定

Ai X = X
k
Γ

j
i k

�
�x j

和

�i X = �X
k

�x
i

�
�x

k ,

则有

Di = �i + A i .

这个记法现在在规范场论中广泛流行 .不过在规范场论中 Ai 是要

求满足 Yang-Mills 场方程 ( 它在形式上看很像 Maxwell 方程组 ,

但远比 Maxwell 方程组复杂 ) .这样得到的 D 就称为 Yang-Mills

联络 .

在上节末 ,通过坐标变换我们定义一个重要的量 (Γi
jk ) , 然后

由它定义了向量场的协变导数 (简称协导 ) .根据过去我们对张量

Lie 导数的认识 ,我们可定义 ( m, l) 型张量 T 的协导 DT .协导 DT

是一个 ( m, l + 1) 型张量 .举例讲 , 设 m = 2 , l = 1 ,即 T = ( Ti j
k ) .

定义 1  定义 ( 2 , 1)型张量 T= T
i j
k 的协变导数张量 DT为

Dm T ij
k = Tij

k, m =
�T

ij
k

�x
m - T ij

t Γt
k m + T tj

k Γi
t m + Ti t

k Γj
t m .

  这正是历史上所做的绝对导数 , 它与 Lie 导数的区别之处在

于上、下指标求和时所出现的正负号 .

在黎曼流形 ( M, g) 上 , g = ( gij ) , Levi-Civita 证明了 , 若要求
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协导 Dk 满足

Dk g ij ≡ 0

和

Γi
jk = Γi

kj ,  1 ≤ i ,  j ,  k ≤ n,

则此 Dk 存在惟一 .常称之为 Levi-Civit a 联络 .

一般地 ,我们有下面的定理 .

定理1  若 ( M, g)为广义黎曼流形 , 即 g为流形 M 上的 ( 0 , 2)

型非退化对称张量 , 则在 M 上存在惟一的协导 D , 即一组函数

(Γ
i
jk )满足

Dk g ij = 0 和Γi
jk = Γi

kj . ( 1)

进一步的 ,在坐标系 ( x i )中有

Γi
jk = 1

2
gil �glk

�x
j +

�gj l

�x
k -

�gjk

�x
l . ( 2)

  证明  若 D 为满足 (1 )式的协导 , 则由 (1 )式知

Γ
i
j k = Γ

i
k j

和

�gij

�x
k = Γm

i k gmj + Γm
j k g i m .

定义

Γj , ik = Γ
m
i k gmj ,

则有

Γi , jk = Γi , kj

和

Γj , i k + Γi , jk =
�gij

�x
k . ( 3)

在 (3 )式中置换指标 i, j , k 得

�gki

�x
j = Γk, ij + Γi, kj . ( 4)
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�gkj

�xi = Γj , ki + Γk , j i ( 5)

于是

( 4) + ( 5) - (3 ) = 2Γk, i j ,

即得

Γk, ij =
1
2

�gk i

�x
j +

�gkj

�x
i -

�gi j

�x
k = gk mΓ

m
ij .

据 g
i j

g jm =δ
i
m 得

Γi
jk = gi mΓm , jk .

即得 (2 )式 .

反过来由满足 ( 2 ) 式的 (Γ
i
jk )可定义协导 , 直接计算知它满足

(1 )式 .其惟一性由 (2 )式给出 .

下面总设 ( M, g) 为广义黎曼流形 , D 为其 Levi-Civita 联络 .

取 M
n
上的局部坐标系 ( z

i
) .

若 z
i

= z
i
( t)为 M 上一条给定的曲线 , 令ξ

i
=

d z
i

d t
.设 T= ( T

k
)

为沿曲线 z( t)的向量场 , 则其沿 z( t)的协导定义为

Dξ( t) T
k

= ξ
i
( t) Di T

k
.

如果在曲线 z( t)上总有

Dξ( t ) T k = 0 ,

就称 T = ( T
k
) 为沿曲线 z ( t) 的平行向量场 .易知平行向量场方

程为

d T
k

d t
+ Γ

k
i j T

j d z
i

d t
= 0 ,  " t,  1 ≤ k ≤ n . ( 6)

  定义 2  设 Tp ∈ Tp M , 设 z( t ) 为连接两点 p 与 q 的一条曲

线 .若 T为曲线上的平行向量场且 T ( p) = Tp ,称 T( q)为 Tp 沿曲

线 z( t)从 p到 q的平移 .

平移是与一个联络即协导等价的概念 ,在此我们不做讨论 .
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定义 3  若 T
k

=
d zk

d t
为曲线 z( t) 的速度场 , 且 ( T

k
) 沿 z( t) 平

行 ,就称曲线 z( t) 为 ( M, g) 的测地线 .

直接利用 (6 )式可知测地线方程为

d
2

z
i

d t
2 + Γ

i
kj ( z)

d z
j

d t
d z

k

d t
= 0 ,  " t,  1 ≤ i ≤ n . ( 7)

同在曲面上一样 ,对一般的曲线 z( t) , 记ξ=
dz
d t

.定义 kg ( t) = Dξξ

为曲线 z ( t)的测地曲率矢 .若 kg = ( k
i
g ) , 则

k
i
g =

d
2

z
i

d t2
+ Γ

i
jk

d z
j

d t
d z

k

d t
.

下面我们考虑协导运算的交换性质 .现在我们计算 Dk D l - Dl Dk .

设 T = ( T
i
)为 M 上的向量场 ,则

Dl T i = �T
i

�z
l + TmΓi

ml

Dk D l T
i

=
�
�zk D l T

i
+ Γ

i
pk D l T

p
- Γ

p
lk D p T

i

=
�
�zk

�Ti

�zl + T
m
Γml

i
+ Dl T

m
Γ

i
m k - Dm T

i
Γ

m
l k

=
�2 Ti

�zk�zl +
�Tm

�zk Γ
i
ml + T

m �
�zk (Γ

i
m l )

 + Dl T mΓi
m k - Dm T iΓm

k l .

注意到

Dl T
m
Γ

i
m k - Dm T

i
Γ

m
k l =

�T m

�zl Γ
i
m k + T

r
Γ

m
r lΓ

i
m k

 -
�T i

�zmΓ
m
kl - T

r
Γ

i
rmΓ

m
kl ,

因此

( Dk D l - Dl D k ) Ti = Tr �
�z

kΓ
i
rl -

�
�z

lΓ
i
rk + Γm

rlΓi
mk - Γm

r kΓi
ml
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∶= Tr R i
r kl ,

其中

Ri
r kl = �

�z
kΓ

i
rl - �

�z
lΓ

i
r k + Γm

r lΓi
m k - Γm

r kΓi
m l . ( 8)

  定义 4  把由 ( 8)式确定的张量 ( R
i
r k l )称为黎曼曲率 .

令 Rqi kl = gip R p
q kl , 则有性质

Ri qkl = - Rq i kl ,  Ri qkl = Rkl iq . ( 9)

当我们把表达式 (2 )代入 ( 8) 式 ,可直接验证下列 Bianchi 恒等式 :

R
i
qkl + R

i
qk + R

i
kl q = 0 .

具体细节留作习题 ; 另外还有

Rq ik l =
1
2

�
2

gil

�z
q
�z

k +
�

2
gqk

�z
i
�z

l -
�

2
gi k

�zq�zl -
�

2
gql

�z
i
�z

k

 + gip Γm
qkΓp

ml - Γm
q lΓp

m k .

由此可知 ( Rq ik l )为 (0 , 4 )型张量 ,具有 (9 )式的性质 .

定义 5  若 T1 = ( T
i j
1 )和 T2 = ( T

kl
2 ) 为 (2 ,0 )型张量 , 定义

R( T1 , T2 ) = T
i j
1 T

kl
2 Rij kl

为曲率算子 ,并令

〈ξ∧η,ξ∧η〉 = g(ξ,ξ) g(η,η) - g(ξ,η)
2

.

由 (9 )式知

R( T1 , T2 ) = R(T2 , T1 ) .

若 T1 = T2 =ξ∧η, 其中ξ,η为向量场 , 我们定义ξ∧η平面上的截

曲率为

R(ξ,η) = R(ξ∧η,ξ∧η)/ 〈ξ∧η,ξ∧η〉 .

  最后 ,定义

Rq l = R
i
q il

为 ( M, g)的 Ricci 曲率 (张量 ) ,而定义

R = g
lq

Rq l = g
lq

R
i
q i l
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为 ( M, g)的数 (纯量 )曲率 ,也称为 scala r 曲率 .

现在我们用另一个观点来看 Bianchi 恒等式 .定义

ωi
j = Γi

jr d zr

和

Ω
i
j = dω

i
j - ω

k
j ∧ω

i
k .

直接计算知

Ωi
j = 1

2
�
�z

jΓ
i
rl - �

�z
lΓ

i
r j + Γm

rlΓi
mj - Γm

rjΓi
ml d zr ∧ d zl ,

所以

Ωi
j = 1

2
R i

jr l d zr ∧ d zl .

定义

ωij = gjkω
k
i ,

称之为联络 1-形式 .而称

Ωij = gjkΩk
i

为曲率 2-形式 .

于是有

Ωij =
1
2

R ijr l d z
r
∧ d z

l
.

对

Ω = dω - ω∧ω

外微分 ,我们得

dΩ = ω∧ Ω - Ω∧ ω .

这就是 Bianchi 恒等式 .

如同在二维黎曼几何中一样 , 我们可以利用正交活动标架

(θ
i
)来计算联络 1-形式 (ω

i
j ) 和曲率 2-形式 (Ω

i
j ) .这里我们要求

(ωi
j )满足

dθ
i

= θ
j
∧ω

i
j .

而
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Ωi
j = dωi

j - ωk
j ∧ωi

k .

  最后我们来谈一下黎曼几何在广义相对论中的应用 .设 ( M, g)

为广义黎曼流形 .在广义相对论中 , 著名的 Ein stein 场方程就是

Rq l -
1
2

Rg ql = - λT q l , Dj ( gjk T ki ) = 0 ,

其中张量 ( Tq l )代表某物理量 , 而λ为 ( M, g)上的一个光滑函数 .

特别地 ,称

Rq l = 0

为真空 Ein stein 方程 .当然 , 度量平坦的广义黎曼流形 , 即有曲率

张量

Rqik l = 0 ,

满足这个方程 .

定义 6  满足真空 Einstein 方程的 Kahler 流形 ( 即一种带黎

曼几何结构的复流形 )称之为 Calabi-Yau 流形 .

对紧的 Calabi-Yau 流形 , 目前人们还没有找到非平凡的显示

例子 .求解 Einstein 场方程在数学和物理上都是非常重要的 .下面

我们指出真空 Ein stein 方程几个特解 .

例 1  Schwarzchild 解

g = - 1 - 2 M
r

d t2 + 1 - 2 M
r

- 1

d r2 + r2 ( dθ2 + sin2θdξ2 ) ,

这里 ( r,θ,ξ)为R3 的极坐标 , M > 0 为常数 .

例 2  Eguchi-Hanson 解

引入微分 1-形式

θx = xd t - td x + yd z - zd y,

θy = yd t - td y + zd x - xd z ,

θz = zd t - td z + xd y - yd x .

定义

g = 1 -
a
r

4 - 1

d r
2

+ r
2
θ

2
x +θ

2
y + 1 -

a
r

4

θ
2
z ,
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这里 a> 0 为常数 .

例 3  Robinson-T rautman 解

g =
r

2

x3 ( d x
2

+ d y
2

) + 2 d ud r +
3
2

xd u
2

,

这里 r
2

= x
2

+ y
2

.

例 4  Taub-N U T 解

g = V ( d x
2

+ d y
2

+ d z
2

) + V
- 1

( d t + ω)
2

,

这里ω∈ A1 ( R3 )为 1-形式满足

dω= * dV ,

V = 1 +
m
r

,

m > 0  为常数 ,

r = x2 + y2 + z2 .

习   题

1 . 若 ( M, g) 为二维黎曼流形 , 试证 R/ 2 正是 ( M, g) 的高斯

曲率 .

提示 : 只需在曲面 z = f ( x, y ) 上 D f ( x, y ) = 0 的点上验证

即可 .

2 . 设 ( M
n

, g) 为黎曼流形 .在局部坐标系 ( x
i
)下 , 记

g = gij d x
i
d x

j
, ( g

ij
) = ( gi j )

- 1
, | g | = det ( gij ) ,

和 Christoffel 符号Γ
i
jk .试证

Γ
i
i k =

�
�xk log | g | ,

并由此证明

Dη= 0 ,

这里
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η= | g | d x1 ∧ ⋯ ∧ d xn .

  3 . 设 u∈ C∞ ( Ω, R ) 为严格凸函数满足 det ( ui j ) = 1 , 这里

uij =
�

2
u

�x i�x j
,Ω� Rn 为开集 .令 gij = ui j , 试求 Γi

jk , Ricci 和 scala r

曲率 .

4 . 利用正交活动标架 (θi ) 来计算例 1 , 例 2 和例 3 的联络

1-形式和曲率 2-形式 .

5 . 设 ( M
n

, g) 为黎曼流形 .在局部坐标系 ( x
i
) 下 , 设它的黎曼

度量为

g = gi j d x
i
d x

j
,

黎曼曲率为 ( Riqkl ) , Ricci 曲率为 ( R i k ) .记

( gi j ) = ( gi j ) - 1 .

  设 f∈C∞ ( M) .在R × M 上 , 定义黎曼度量

珔g = e2 f d t2 + g,

则珔g有黎曼曲率

珚R iqk l = Riqkl ,

珚R0 qkl = 0 ,

珚R0 i0 j = e
2 f

( Di D j f - Di f D j f ) .

和 Ricci 曲率

珚Rαβ =
e

2 f
(Δ f - | D f |

2
)

0
0

Ri j + Di D j f - Di f D j f
,

这里

Δ f =
1

| g |
�i ( g

i j
| g |�j f ) .

  6 . 设 ( M
n

, g) 为黎曼流形 .在局部坐标系 ( x
i
)下 , 设

X = ∑
j

X j �
�x

j

和
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h = | g | - 1/ n g .

  (1 ) 试证

LX h = | g | - 1/ n LX g - 2
n

D j Y j g .

  (2 ) 定义

T = | g |
1/ n

L X h∶= ( Tij ) ,

和α= ∑
i

ai d xi , 这里 ai = gij X j .令δa = ∑
n

i = 1

è i X i , 试证

T ij = Di aj + Dj ai +
2
n
δa gi j .

  7 . 现在我们来看如何在R
n
上找度量平坦的广义黎曼度量 .在

R
n
上 ,设

u = u( x
1

, ⋯ , x
n
)

为 ( x
1

, ⋯ , x
n
)齐次函数 .定义

g = �u
�x

1 ( d x1 )2 + ⋯ + �u
�x

n ( d xn )2 .

假定

d u =
�u
�x1 d x

1
+ ⋯ +

�u
�xn d x

n

的协变导数为 0 .则称这种广义黎曼流形为 Frobenius 流形 .

(1 ) 试证 :

X =
�
�x

1 + ⋯ +
�
�x

n

的协变导数为 0 .

(2 ) 设 n = 3 , 引入变量 s = ( x1 - x2 )/ ( x3 - x2 ) .设 A = A( s) ,

B = B( s) , C= C( s) 为光滑函数 .试证 : 广义黎曼度量

g = - A
- 2

( d x
1

)
2

+ B
- 2

( d x
2

)
2

+ CB
- 2

( d x
3

)
2

平坦的充要条件是 ( A, B, C)满足方程组 :

A′= -
BC

s (1 - s)
, ( A )
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B′= -
AC
s

, (B)

C′= - AB
1 - s

. ( C)

  (3 ) 设 ( A , B, C)满足上方程组 ( A) , ( B) , ( C) .试证 :

A2 - B2 - C2 = - 1
4

.

  8 . 设 ( M
n

, g) 为黎曼流形 .在局部坐标系 ( x
i
) 下 , 设它的黎曼

度量为

g = gi j d xi d xj ,

黎曼曲率为 ( Riqkl ) , Ricci 曲率为 ( R i k )和 scalar 曲率 R .记

( g
i j

) = ( gi j )
- 1

.

  设 f∈C∞ ( M) ,在 M 上 , 定义黎曼度量

珔g = e2 f g .

试利用 f 的导数以及 ( Riqkl ) , ( R i k ) 和 R 来计算珔g 的黎曼曲率

珚R iqkl , Ricci 曲率珚R ij 和 scalar 曲率珚R .

5 .5  欧氏空间的子流形

我们先来看一般的结果 .设 ( Nn + d , g)为黎曼流形 .设

(θ
A

) = (θ
1

,⋯ ,θ
n+ d

)

为 N 上的局部活动正交余标架 .记

( eA ) = ( e1 ,⋯ , en+ d )

为它的对偶标架 .于是 gAB = δA B .这里我们约定指标的取值范围

如下 :

1≤ A , B , C, D,⋯ ≤ n + d

1≤α,β , ⋯ ≤ d

1≤ i , j , k, l, ⋯ ≤ n .

  我们有结构方程
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dθA = θB ∧ wA
B ,

w
A
B = - w

B
A ,

Φ
A
B = d w

A
B - w

C
B ∧ w

A
C

= 1
2

KA
B C DθC ∧θD ,

KA
B C D = - KA

B DC .

定义

θA = θA ,

wAB = gEB w E
A ,

ΦAB = gEBΦ
E
A ,

KBAC D = gEA K E
B C D .

这样我们就有

dθA = θB ∧ wBA ,

wBA = - wAB ,

ΦAB = d wAB - wAC ∧ wCB ,

=
1
2

KABC DθC ∧θD ,

KABC D = - KBA D C .

  设 Mn 为 n 维光滑流形 .设有光滑侵入 F: M→ Nn + d .我们称

M 为黎曼空间 N n + d 的侵入子流形 .设我们的标架在 M 上满足

θ
α

= 0 ,  α= 1 , ⋯ , d,

即这个方程组的积分子流形是 F( M) .

因为

dθ
α

= 0 ,

即

w
α
i ∧θ

i
= 0 ,

所以利用 Car tan 引理有

w
α
i = h

α
ijθ

j
,  h

α
i j = h

α
j i .
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  回忆 M 的结构方程

dθ
i
= θ

j
∧ w

i
j ,

wi
j = - w j

i ,

Ω
j
i = d w

j
i - w

k
i ∧ w

j
k

=
1
2

R
j
i k lθ

k
∧θ

l
,

R
j
i kl = - R

j
il k .

定义

Ωij = gmjΩ
m
i ,

Rj ikl = gm i Rm
jkl .

这样我们就有

dθi = θj ∧ wji ,

wij = - wj i ,

Ωij = d wij - wi m ∧ wm j

=
1
2

K ij klθk ∧θl ,

Kij kl = - Kj ikl .

利用

d w
i
j - w

k
j ∧ w

i
k = w

α
j ∧ w

i
α + Φ

i
j ,

即有

1
2

R
i
jklθ

k
∧θ

l
= - h

α
j k h

α
i lθ

k
∧θ

l
+

1
2

K
i
jk lθ

k
∧θ

l
.

另写之为

1
2

Rj ik lθk ∧θl = - hαjk hα
i lθk ∧θl + 1

2
Kj iklθk ∧θl .

由此 ,我们可得 Gauss 方程

Rj ikl = K jik l + h
α
i k h

α
jl - h

α
i l h

α
jk .

如同在曲面论中一样 ,我们可以进一步发展来得到 Codazzi 方程 .

其证明这里省去 ,留作习题 .
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现在设 M 为欧氏空间R n + d 的侵入子流形 .我们来看一下这种

子流形的联络和其他一些性质 .由于我们可以用 M 上的坐标系来

给予 F( M) ,这和欧氏空间R n + d 给于 F( M)的坐标系是等价的 ,所以

我们不区分 M 和 F( M) .设 ( x1 ,⋯ , xn )为侵入子流形 M 上的局部坐

标系 .令 Fj =
�F
�x

j .向量组 ( Fi )张成子流形 M 的切空间 .以后记

Fi j =
�

2 F
�x

i
�x

j .

  子流形 M 上的诱导度量是

gij = 〈Fi , F j〉 .

显然 ( gi j ) 是正定的 , 从而它是 M 上黎曼度量 .于是它有 Levi-

Civita 联络 D

Γ
i
jk =

1
2

g
i l �glk

�x j +
�gjl

�xk -
�gjk

�xl .

这里

( gi j ) = ( gi j ) - 1 .

对 X = X
j �
�x

j ,我们有

Di X =
�X

j

�xi

�
�x j + Γ

k
i j X

j �
�xk .

这个关系也常记为

Di X j = �X
j

�x
i + Γj

i k X k . ( * )

类似的 ,对 1-形式ω=ξj d x j , 我们有

Diξj =
�ξj

�xi - Γ
k
i jξk . ( * )′

  现在我们来看 Dk F j ∶ = DF
k

F j =Γi
jk F i 在Rn + d 的几何意义 .直

接计算知

�glk

�x
j = 〈Fl j , Fk〉+〈Fl , Fkj〉 .

1515 .5  欧氏空间的子流形



代入到 Dk F j ∶ = Γi
j k F i , 我们可得

Dk F j = 〈Fkj , Fl〉 gli F i .

也就是说 Dk F j 是 F kj 在 M 上的切向部分

Dk F j = ( Fkj )
T

.

  设 Np 为 M在R
n + d

中在点 p处的垂直空间 .取να ,α= 1 ,⋯ , k,为

一组单位正交法矢基 (见图 5 .1 ) .

图  5. 1

于是我们有 Gauss 公式 :

Fkj = Dk F j + hαkjνα ,

这里

h
α
kj = 〈Fkj ,να〉 .

易见 , h
α
kj = h

α
jk .

定义  如同在空间曲面中一样 ,我们称

Ⅱ = hαkjναd xi d x j

为 M 的第二基本形式 .我们称

珨H = g
kj

h
α
kjνα

为 M 的平均曲率矢量 .

利用 Gauss 公式 ,我们有

Ⅱ ( Fk , Fj ) = Fkj - Dk F j

和
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珨H = gkj ( Fkj - Γi
kj F i ) .

或

珨H = gkj ( Fkj - 〈Fkj , Fl〉 gli F i ) = ( gkj F kj ) N .

即 珨H 为向量 g kj F kj 在 M 上的垂直部分 .

回忆

ΔF = (ΔF1 , ⋯ ,ΔFn+ d ) T .

于是有

ΔF = 1

| g |
�i ( | g | gij F j ) .

由于

�k g ij = - gil g jm�k g l m

和

�i ( log | g | ) = Γk
i k ,

所以

�i g ij = - gil g jm�i gl m .

展开ΔF 表达式计算知

ΔF = �i ( log | g | ) gij F j +�i g ij F j + gi j F i j

= Γ
k
i k g

ij
F j - g

il
g

jm
�i g l m F j + g

ij
F ij

= gi j F ij + Γk
i k gi j F j - gil g j m�i g l m F j

= g
i j

( Fij - Γ
k
i j F k )

= 珨H .

  如果 M 紧无边而且 珨H = 0 , 对ΔFA
= 0 , A = 1 , ⋯ , n + d, 用极

值原理即得这样的 F 是没有的 ,除非 F = const .

这样我们就有下面的定理 .

定理 1  设有 F: M→ R
n + d

为欧氏空间R
n + d

的侵入子流形 ,

则有

珨H = ΔF .
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特别地 ,如果 M 紧 , 无边 ,珨H = 0 , 则这样的 F 是没有的 , 除非 F =

const .

定理 2  一般说来 ,对光滑的�: M→R , 有

Δ�= Di ( gi j D j�) = gi j D i D j� .

也就是说Δ�是 D i D j�的迹 .

  记 Dj�=�j . 这样我们利用 Dk g
i j

= 0 和公式 ( * )′得

Di D j�= Di�j =
��j

�x
i - Γk

i j�k .

如同定理 1 前面的推导 ,就有

Δ�= gij ��j

�x i - Γ
k
i j�k

= gij D i D j� .

  于是定理 2 即得证 !

需要说明的是 ,如果我们引入法坐标系 , 即 : 对每个 x∈ M, 有

M 上的局部坐标系 ( x1 , ⋯ , xn ) 使得在点 x处 , 有

gij = δij ,  Γ
k
i j = 0 .

那么 ,以上的定理是很容易证明的 .限于篇幅 , 我们这里就不引入

它了 .

习   题

1 . 在R
n
上 ,设

u = u( x
1

, ⋯ , x
n
)

为 ( x
1

, ⋯ , x
n
)光滑函数 .设

M = z = ( x, y) ∈ Rn+ 1 :  y = u( x) .

给定Rn + 1 的度量为 g= d z2 .求M 在 ( Rn + 1 , g)中的平均曲率 .

2 . 如果习题 1 的 u 是凸的而且对应的M 的平均曲率 = 0 , 问

u 是否为线性函数 ? 为什么 ?
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3 . 在Rn 上 ,设

u = u( x
1

, ⋯ , x
n
)

为 ( x1 , ⋯ , xn )光滑函数 .设

M = z = ( x, y) ∈ R
n+ 1

:  y = u( x) .

给定R n + 1 的度量为 g = e - 2 | z|
2

d z2 . 求 M 在 ( R n + 1 , g) 中的平均

曲率 .

4 . 设 U�Rn 为有界光滑区域 ,设

u: U → R

为 ( x1 , ⋯ , xn )光滑函数 .设

M( u) = z = ( x, y) ∈ R
n + 1

:  y = u( x) , x∈ U .

给定Rn + 1 的度量为 g= d z2 .设 M( u) 在 ( Rn + 1 , g) 中的平均曲率 = 0 .

记 A( u) 为 M( u)的体积 .对光滑函数

f : U → R ,  f ( x) = u( x) ,  x∈�U .

记 A( f ) 为对应的图像 M( f )的体积 .试证

A( u) ≤ A( f ) .

  5 . 定义

S3 = ( x , y, u, v) ∈ R4 : x2 + y2 + u2 + v2 = 1 .

找出它的一个局部活动正交余标架并利用它来计算 S
3
曲率张量 .

6 . 在定理 1 的证明中 , 试直接证明ΔF 和子流形 F ( M) 是垂

直的 ; 从而给出这个定理的另一个证明 .

7 . 设 Mn 为 n 维光滑流形 .设有光滑侵入 F: M→ Nn + d .我们

称 M 为黎曼空间 N
n + d

的侵入子流形 .如同在曲面论中一样 , 导出

它的 Codazzi 方程 .

5 .6  常曲率空间

我们举例来让大家对黎曼流形有一个比较好的理解 .因此我

们来看一些简单的空间 ,即所谓的常曲率空间 .
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本节我们利用活动标架法来研究常曲率空间 .

设 ( M
n

, g) 为黎曼流形 .设 (θ
1

,⋯ ,θ
n
)为 M 上的局部活动正交

标架 .于是有

g = (θ
1

)
2

+ ⋯ + (θ
n
)

2

和结构方程

dθ
i
= θ

j
∧ w

i
j ,

w
i
j = - w

j
i ,

Ω
i
j = d w

i
j - w

k
j ∧ w

i
k

=
1
2

Ri
jklθk ∧θl .

  定义 1  称 ( M
n
, g) 为常曲率 K 的黎曼流形是说 , 有常数

K 使得

Ω
i
j = Kθ

j
∧θ

i

于 M 上成立 .也就是说在每个点处 , M 的截面曲率是常数 K .

定义 2  流形 Mn 称为单连通的 ,如果对连续的 f : S1 → M 有

连续的映射 F: S1 ×[0 ,1 ]→ M 使得 F(· , 0 ) = f 而 F(· , 1) 为常

值映射 .

定义3  称黎曼流形 Mn 是完备的 , 如果每一条测地线都是可

以无穷延拓的 .

定义 4  单连通的、完备的常曲率空间称为空间形式 .

显然 ,欧氏空间Rn 为常曲率 0 的黎曼流形 .

例  在 M = { x∈R
n
: x

n
> 0}上给定黎曼度量

g = 1
( x

n
)

2 | dx | 2 .

取

θi = 1
x

n d x i ,

于是有
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wj
i = δnjθi - δniθj

满足

w
i
j = - w

j
i

和

dθ
i

= θ
j
∧ w

i
j .

直接计算得

Ω
j
i = - θ

i
∧θ

j
.

这样我们称此 ( M
n

, g) 为常曲率 - 1 的黎曼流形 .这个 M 就是著名

的 Poincaré上半平面 ,也称之为双曲空间 , 记为 Hn ( - 1) .

习   题

1 . 证明标准的球面 S
n
为常曲率 1 的黎曼流形 .

2 . 对 M
n
为常曲率 K 的黎曼流形 , 设 (θ

1
, ⋯ ,θ

n
)为 M 上的局

部活动正交标架 .证明

Rij kl = - K(δi kδjl - δi lδjk ) .

  3 . 设 BR = { x∈R
n

: | x | < R} ,对常数 K ,定义函数

ρ( x) = 1 +
K
4

| x |
2

和度量

gi j ( x ) = 1
ρ

2
( x)

δij .

证明 ,对很小的 R, ( BR , g)是常曲率 K 的黎曼流形 .

4 . 计算 H
n
( - 1) × S

k
的黎曼曲率、Ricci 曲率和 scalar 曲率 .
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5 .7  流形上的积分简介

设ω为流形 M n 上的 n-形式 .利用 M 上的单位分解 (ξα )可以

定义 ω 在 流 形 Mn 上 的 积 分 . 设 ( Uα , fα ) 为 M 中 的 坐 标

邻域 .令   

φα = f - 1
α

和

Vα = f - 1
α (Uα) .

设 suppξα�Vα�R
n

.

定义 1  定义ω在开集 U 上的积分

∫U
ωξα =∫V

φ* ωξα�φ

和ω在流形 M
n
上的积分

∫M
ω = ∑∫U

α

ωξα .

  这里我们指出 ,ω在流形 M n 上的积分与单位分解的选择是

无关的 .

我们有著名的 Stokes 定理 .

Stokes定理  设 Mn 为紧的 , 可定向的带边的流形 .设 ω为流

形 M
n
上的 n - 1 形式 .我们有

∫M
dω=∫�M

ω .

这里 我 们 也 不 证 这 个 结 论 了 . 其 证 明 大 家 可 以 看 所 附 的

参考书 .  

设 ( M
n

, g) 为紧的 , 可定向的带边的黎曼流形 .设 ( x
1

, ⋯ , x
n
)

为 M 上的局部坐标系 .对光滑向量场 X = X
i �
�x

i 定义它的散度
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div X =
1

| g |

�( X i | g | )
�xi .

在 M 上 ,有 M 的体积元 d vg 为

d vg = | g | d x1 ∧ ⋯ ∧ d xn .

  定义 2  设 u∈C( M) ,定义 u 在 M 上的积分为∫M
ud vg .

这样利用单位分解 ,如同在高等数学里一样有如下的定理 .

Stokes定理 (向量场形式 ) : 设 ( M
n
, g) 为紧的 , 可定向的带边

的黎曼流形 , n > 2 .设ν为�M 上的单位外法矢 , 则

∫M
div Xd vg =∫�M

〈X ,ν〉dσg ,

这里 dσg 为流形�M 上的体积元 .

令

X = Δu = g
ij �u
�x j

�
�xi ,

记

grad u = Δu,

则有

Δu = div X .

于是有下面的推论 .

推论  设 ( Mn , g) 为紧的 , 可定向的 ( 带边的 ) 黎曼流形 , n >

2 .设ν为�M 上的单位外法矢 .对 u∈C
2

( M) ,有

∫M
Δud vg =∫�M

〈Δu,ν〉dσg .

  利用这个结论我们可以给出 5 .5 节定理 1 的另一个证法

如下 .

令 f = F
i

.直接计算知

Δ( | f | 2 / 2 ) = fΔ f + | grad f | 2 .

所以由Δ f = 0 和�M =�知
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0 =∫M
Δ( | f |

2
/ 2 ) =∫M

| grad f |
2

.

于是 | grad f | 2 = 0 ,所以 F = const .

习   题

1 . 设 U�R
n
为有界光滑区域 ,设

u: U → R

为 ( x
1

, ⋯ , x
n
)光滑函数 .设

M( u) = { z = ( x, y) ∈ Rn + 1 :  y = u( x) , x∈ U} .

给定R
n + 1

的度量为 g= d z
2

.设 M ( u) 在 ( R
n + 1

, g) 中的平均曲率为

H .记 A( u)为 M( u)的体积 .对光滑函数

f : U → R ,  f ( x) = 0 ,  x∈�U .

对 t∈R ,记 A( t) = A( u + t f ) 为对应的图像 M ( u + t f ) 的体积 .

试证 :

d
d t

A ( t)
t = 0

= - n∫U
H f .

  2 . 设 ( Mn , g) 为紧的 , 可定向的带边的黎曼流形 , n > 2 .设ν

为�M 上的单位外法矢 .

∫M
L X Rd vg =

2 n
n - 2∫�M

T ( X ,ν) dσg

这里

T = Ric -
R
n

g .
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附   录

本附录回忆几个常用的基本定理 .

常微分方程基本定理: 设 U�R
n
为开集 .对ε> 0 , Iε = ( -ε,ε)及

i = 1 , ⋯ , n,

f i ( t, x) ∈ C
r
( Iε× U) , r ≥ 1 .

则 : 对每个 x∈U, 存在δ> 0 和 x的邻域 V�U 使得对每个 a∈V ,

存在惟一确定的 Cr + 1 映射 xa : Iδ→U , x( t)∶ = xa ( t) = ( x1 ( t) , ⋯ ,

xn ( t) )满足常微分方程

d x i

d t
= f i ( t , x) ,  i = 1 , ⋯ , n

和初值条件 x(0) = a; 进一步定义映射 x: Iδ×V→U, x( t, a) = xa ( t) ,

则它为 C
r
映射 .

隐函数定理 : 设 U� R
k
为开集和设 V� R

n
为开集 , F: U×

V→R
n
为 C

r
映射 , r≥1 .设 F( x0 , y0 ) = 0 而且

Fy ( x0 , y0 ) : R
n
→ R

n

可逆 .则 存 在 x0 的 邻 域 U1 和 在 y0 的 邻 域 V1 以 及 映 射

h∈Cr (U1 , Rn )使得

(1 ) F( x,h( x) ) = 0 对每个 x∈U1 .

(2 ) 对满足 F( x, y) = 0 的 ( x, y)∈U1 ×V1 ,我们有 y= h( x) .

(3 ) hx ( x) = - [ Fy ( p) ] - 1�Fx ( p) ,这里 p= ( x,h(x) ) ,x∈U1 .

极值原理 : 设 ( Mn , g) 为紧 , 无边的黎曼流形 .设 u∈ C∞ ( M)

为调和函数 ,即Δu = 0 于 M 上 .则 u为常数 .



I t requires wisdom to understand wisdom ; the music is

nothing if the audience to deaf .

———Walter Lippman

Mu sic washes away from the soul the dust of everyday life .

———AuerDach
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