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前  言

众所周知,线性规划是由于解决二战期间美军的后勤运输问题而提出来的。半个世纪

以来,它的应用范围日益扩大, 几乎遍及商业活动、工业生产等一切经济领域, 甚至于关系

到许多军事行动。单纯形法始终扮演着光彩夺目的角色。线性规划也成为运筹学的主要

内容受到普遍的重视,以至于许多高校的数学系、经济管理系以及系统工程等专业都把它

列为一门必修课。

线性规划在它发展的历程中有几件事是值得特别提及的。一是受经济理论的影响, 经

济活动已不完全像“经济人”那样, 追求的是“利润极大”、“代价极小”, 代以决策时开始考

虑“普遍感到满意”。多目标规划便应运而生。单目标规划仅是它的一个特例, 它比单目标

规划更灵活,应用的领域更广阔。开展它的研究,推广它的应用, 在今天有着非常现实的意

义。

另一个是 20世纪 70 年代以来计算机科学蓬勃发展,计算复杂性理论新军突起, 成果

骄人。其中与线性规划有关而值得一提的有: ( a) 单纯形法的时间复杂性被提出来; ( b)

大量属于整数线性规划的著名问题被证明属于 N P 类中最困难的一类。算法复杂性理论

中

P = N P?

是问题的关键。线性规划究竟是属于 P 类还是其他? 有的权威猜测它属于 NP 困难类问

题。70年代末前苏联的数学家哈奇杨(Хачиян)发表了他的线性规划的椭球算法,并证明

了椭球算法的多项式时间复杂性。这一消息在西方引起了轰动。如若线性规划属于 N P 困

难类,现在找到多项式算法, 似乎使

P = NP

这结论曙光在望。但椭球算法计算效果十分不理想,仅有理论价值。它只是证明了线性规

划是 P 类问题。不久,贝尔实验室的印度人卡玛卡( Karmarkar)发表了他的线性规划问题

投影算法,证明了它的复杂性也是多项式, 而且优于椭球算法。卡玛卡( K armarkar )算法

的思想异于单纯形法,它企图在可行解域内部找一最快方向奔向极值点。这种想法十分新

颖,引起广泛的兴趣, 研究的结果也多起来。无论如何, 它已打破了单纯形法一枝独秀的局

面。

现实中有许多整数规划的问题,它的难度较相应的线性规划大得多。其中不少是 NP

理论中的著名问题。就是这样一类的困难问题,找近优的启发式算法也是十分吸引人的。

作者从事组合优化和算法的教学多年, 本书也是这方面工作的总结。第 1章, 第 6章,

第 8章及第 12章是由卢华明执笔的。囿于作者的水平,存在错误和不妥将很难避免, 敬请

读者指正。
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第 1 章 引  论

1.1 引  言

  自从丹捷( George B. Dant zig)于 1947 年公开发表他的单纯形法以来(实际上他提出

单纯形法远在第二次世界大战期间) , 有许多作者在线性规划这个领域作出了贡献,这里

包括理论研究、算法以及它的应用。至今单纯形法依然在线性规划领域中占据了重要的位

置,其原因在于许多复杂的经济问题大都能在合理的时间里获得解决。尽管近年来提出了

若干理论分析方面占有便宜的算法,但单纯形法依然光彩耀人。正是由于这个原因, 本书

将着重讨论它,后面还将对其中若干有希望的算法做简单介绍。

所谓线性规划问题指的是在一组线性不等式约束下求线性目标函数的极大或极小值

问题。例如:

min z = c1x 1 + c2 x2 + ⋯ + cnx n

s . t . a1 1x 1 + a1 2 x2 + ⋯ + a1 nx n≥ b1

a2 1x 1 + a2 2 x2 + ⋯ + a2 nx n≥ b2

⋯

am 1x 1 + am 2x 2 + ⋯ + amnx n≥ bm

     x 1 , x 2 , ⋯, x n ≥ 0

( 1. 1)

  这里 s . t .是 subject t o的缩写, 即“满足于”的意思。其中, 线性函数 c1x 1 + c2 x 2 + ⋯+

cnx n 称为目标函数; x 1 , x 2 ,⋯, xn 称为判决变量。第 i个约束条件可以写成:

∑
n

j = 1

a ij x j ≥ bi, i= 1, 2,⋯, m

由系数 a ij构成的矩阵称为约束矩阵,即

A =

a 11 a 1 2 ⋯ a 1n

a 21 a 2 2 ⋯ a 2n

┆ ┆ ┆ ┆

am 1 am 2 ⋯ a mn

= ( a ij ) m× n

由右端 bi构成的向量

b =

b1

b2

┆

bm

称为右端项。

一组满足( 1.1)约束条件的变量 x 1 , x 2 ,⋯, xn 的值称为一组可行解, 可行解的集合称

为可行解域,或可行解空间。线性规划问题也就是在可行解域上寻找使目标函数取得极小
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(或极大)值的可行解。

例 1.1 

min z = 3x 1 + 2x 2

s . t . 2x 1 + 3x 2≥ 6

x 1 + x 2≤ 4

      x 1 , x 2 ≥ 0

可行解域是由 4 条边界线包围起来的域, 4条边界线为 2x 1 + 3x2 = 6, x 1 + x 2 = 4, x 1 = 0, x 2

= 0。由它们包围起来的可行解域如图 1.1中阴影线所示。箭头�标出可行解域在该边界

线的一侧。例如其中 2x 1 + 3x 2≥6如图 1.2所示。

图 1.1 图 1.2

1.2 问题的提出

这一节将提出若干典型的线性规划实际问题, 目的在于说明如何对具体问题的控制

变量找出其间存在的具有线性约束条件的数学模型来。

例 1.2 饲料问题

饲养场的饲料由各种食物混合而成,要求各种营养素达到各自一定的限量。假定有 n

种食物 f 1 , f 2 ,⋯, f n 可供选择, m 种营养素 v1 , v2 ,⋯, vm , 要求每天所供给的量分别不少于

b1 , b2 , ⋯, bm 单位,食物 f i的单位重量的价格为 ci, f i含 v j 的百分比为 a j i, j = 1, 2,⋯, m, i

= 1, 2, ⋯, n。

假定每天每份饲料含食物 f i的重量为 x i, i= 1, 2,⋯, n,则代价 z = c1 x1 + c2x 2 + ⋯+

cnx n。要求在保证营养素 vi不少于 bi的条件下, i= 1, 2, ⋯, m,使代价最小, 则问题导致

min z = c1x 1 + c2 x2 + ⋯ + cnx n

s . t . a1 1x 1 + a1 2 x2 + ⋯ + a1 nx n≥ b1

a2 1x 1 + a2 2 x2 + ⋯ + a2 nx n≥ b2

⋯

am 1x 1 + am 2x 2 + ⋯ + amnx n≥ bm

     x 1 ≥ 0, x 2 ≥ 0, ⋯, x n ≥ 0
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  如若考虑营养素 vi不得少于 bi, 但不得超过bi, bi≥bi, i= 1, 2, ⋯, n, 则问题导致

min z = c1 x1 + c2 x 2 + ⋯ + cnx n

s . t. b1 ≥a 11 x1 + a 12 x 2 + ⋯ + a 1nx n≥ b1

b2 ≥a 21 x1 + a 22 x 2 + ⋯ + a 2nx n≥ b2

⋯

bm ≥am 1 x1 + a m2 x 2 + ⋯ + am nx n≥ bm

     x 1 ≥ 0, x 2 ≥ 0,⋯, xn ≥ 0

如若进一步考虑饲料中食物 f i的含量不得超过 d i单位, i= 1, 2,⋯, n, 则问题导致

min z = c1x 1 + c2 x2 + ⋯ + cnx n

s. t. b1 ≥a1 1x 1 + a 12 x2 + ⋯ + a1 nx n≥ b1

b2 ≥a2 1x 1 + a 22 x2 + ⋯ + a2 nx n≥ b2

⋯

bm ≥am 1x 1 + am 2 x2 + ⋯ + am nx n≥ bm

 0≤ x 1 ≤ d 1 , 0 ≤ x 2 ≤ d 2 ,⋯, 0≤ xn ≤ dn

  例 1.3 生产计划问题

某工厂生产两种产品 P 1 和 P 2。产品 P 1 的单位售价 29元, 产品 P 2 单位售价 23元;

产品 P 1 每单位原材料费为 12元, 而产品 P 2 每单位原材料费为 11元;产品 P 1 每单位需

要机器 m1 2 小时和机器m 2 1小时, 产品 P 2 每单位需要机器m 1 和机器 m2 各 1 小时。产品

P 1 每单位机器费用 13 元,产品 P 2 每单位机器费用 10元。该工厂机器 m1 每天有 100 小

时可供使用, 机器 m 2 每天有 80小时可供使用。产品 P 1 销售量不受限制, 而产品 P 2 最多

只能卖出 40个单位。问该厂生产应如何安排使利润达到最大。

假定每日生产产品 P 1 为 x 1 单位, 生产产品 P 2 为 x 2 单位。产品 P 1 每单位的利润为

29- 12- 13= 4元,产品 P 2 每单位的利润为 23- 11- 10= 2 元。

总利润

z= �4x 1 ^+ 2 �x 2

约束条件

2x 1 + x 2≤100

x 1 + x 2≤80

x 1≥0, 0≤x 2≤40

故生产计划问题导致下面的线性规划问题,即安排生产使总利润达到最大。

max z = 4x 1 + 2x 2

s . t . 2x 1 + x 2≤ 100

x 1 + x 2≤ 80

     0≤ x 1 , 0≤ x 2 ≤ 40

  例 1.4 下料问题

现有钢筋长为 l, 由它截成长度为 l i的钢条 bi根, i= 1, 2,⋯, m。假定现有 n 种切割方
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案,每种方案用一列向量表示它, 即

a j =

a 1j

a 2j

┆

a mj

,  j = 1, 2,⋯, n

其中 a ij为第 j 种方案截取长度为 l i的钢条数, 即

a 1j l 1 + a 2j l 2 + ⋯ + a mj lm ≤ l

假定用第 j 种方案截断的钢筋数为 x j , j = 1, 2,⋯, n。于是问题导致

min z = x 1 + x 2 + ⋯ + x n

s . t . a1 1x 1 + a1 2x 2 + ⋯ + a 1nxn ≥ l 1

a2 1x 1 + a2 2x 2 + ⋯ + a 2nxn ≥ l 2

  ⋯

am 1x 1 + am 2x 2 + ⋯ + a mnxn ≥ lm

    x i≥ 0且均为整数, i= 1, 2, ⋯, n

  例 1.5 运输问题

设某产品有 m 个产地 A1 , A2 , ⋯, A m ; n 个销地 B1 , B2 , ⋯, Bn。每单位产品从产地 Ai

运往销地 B j 的运费为 cij ( i= 1, 2,⋯, m, j = 1, 2,⋯, n) ,如图 1.3所示。已知产地 A i的产

量为 ai, i= 1, 2,⋯, m, 销地 B j 的需求量为 bj , j = 1, 2, ⋯, n。试问应如何安排运输, 使保证

供给且运费最省。已知∑
m

i= 1

a i≥∑
n

j = 1

bi。

图 1.3

设由 Ai 运往 B j 的产品为 x ij单位,则此问题变成

min z = ∑
m

i= 1
∑
n

j = 1

cij x ij

s . t . ∑
m

i= 1

x ij ≥ bj  j = 1, 2, ⋯, n

∑
n

j = 1

x ij ≤ a i i= 1, 2,⋯, m

xij ≥ 0,  i= 1, 2,⋯, m; j = 1, 2, ⋯, n
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  例 1.6 投资问题

假定某单位拟在以后 4 年内对某项目依次投资 300 万, 500万, 900 万, 600万元, 为

了筹措这笔资金, 该单位打算出售长期债券。长期债券的市场年利率四年中依次为

7.5% , 6% , 7.5% , 6.5% , 可连续付 10年利息后还本。与此同时, 有短期存款年利率分别

为 6.5% , 6.5% , 5.5%。问最佳投资策略是什么?即每年出售多少长期债券和用多少作为

短期存款,使最后付出最小?

设第 i年开始时卖出的长期债券为 x i百万元, i= 1, 2, 3, 4。收到长期债券后立即用于

投资,余下的款作为短期存款以备下一年投资用。又设第 j 年存入的短期存款为 y j 百万

元, j = 1, 2, 3。因此

第 1 年售出长期债券 x 1 万元, y 1 万元用于短期存款, 故有

x 1 - y 1 = 3;

第 2 年开始时短期存款还本付息数量为 1.065y1 , 第 2 年开始时长期债券卖出 x 2 , y 2 用于

短期存款。故有

1. 065y1 + x 2 - y2 = 5;

第 3 年有

1. 065y2 + x 3 - y3 = 9;

第 4 年有

1. 055y3 + x 4 = 6。

应该如何安排使得 10年里付的总利息最少。问题导致

min z = 10( 0. 075x 1 ) + 10( 0. 06x 2 ) + 10( 0. 075x 3 ) + 10( 0. 065x 4 )

s . t . x 1 - y1 = 3     

1. 065y1 + x 2 - y2 = 5

1. 065y2 + x 3 - y3 = 9

1. 055y3 + x 4 = 6

     x i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4; y j ≥ 0, j = 1, 2, 3

    

  例 1.7 用工安排问题

某邮局从星期一到星期日,每天需要工作人员数见下表:

星期 一 二 三 四 五 六 日

需要工作人员数 17 �13 v15 G19 �14 �16 �11 �

邮局规定每位工作人员连续工作 5天,休息 2天。试问该邮局应如何雇用工作人员使所雇

总人数最少?

设 x i为从星期 i开始工作的人数, i= 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7。其中 x 7 为星期日雇用工作人

员数,于是依题意有
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min z = x 1 + x 2 + x 3 + x 4 + x 5 + x6 + x 7

s. t . x 1 + x 4 + x 5 + x6 + x 7≥ 17

x 1 + x 2 + x 5 + x6 + x 7≥ 13

x 1 + x 2 + x 3 + x6 + x 7≥ 15

x 1 + x 2 + x 3 + x 4 + x 7≥ 19

x 1 + x 2 + x 3 + x 4 + x 5 ≥ 14

x 2 + x 3 + x 4 + x 5 + x6 ≥ 16

x 3 + x 4 + x 5 + x6 + x 7≥ 11

     xi ≥ 0 整数, i= 1, 2,⋯, 7

  将许多实际问题转化为线性规划问题,本身就是一门学问。它的案例丰富多彩, 不一

而足,这里只是抛砖引玉, 介绍以上几个典型例子,详细讨论超出本书范围。

1.3 标准形式与矩阵表示法

后面讨论的线性规划问题基本上可以归结为两种形式

       '( A)  jmin z = �∑
n

j = 1

cj x j

s . t . ∑
n

j = 1

a ij x j ≥ bi, i= 1, 2, ⋯, m

x j ≥ 0, j = 1, 2,⋯, n

( B)  max z = ∑
n

j = 1

cj x j

s . t . ∑
n

j = 1

a ij x j ≤ bi, i= 1, 2, ⋯, m

x j ≥ 0, j = 1, 2,⋯, n

其他形式可以转换为这两种形式之一。以后我们将主要讨论形式( B) , 而形式( A)则

可以通过在目标函数中两边同乘- 1转化成( B)。至于可能出现的约束 x j≥d > 0, 则可通

过 x′j = x j - d≥0变换来实现标准化。

为了方便起见,引进矩阵符号

C = ( c1 c2⋯cn ) ,

x = ( x1 x 2⋯xn ) T

b = ( b1 b2⋯bm )
T
,

A = ( aij ) m× n

于是标准问题可写为

max z = Cx

s . t . Ax≤ b

x≥ 0

( 1. 2)

通常还可以将 A写成( a 1 a 2⋯an ) ,其中
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a i = ( a 1i a 2i⋯ a mi)
T
, i= 1, 2,⋯, n

即 a i 为矩阵 A的第 i列列向量, 所以标准问题也可表示为

max z = Cx = ∑
n

i= 1

cix i

s . t . ∑
n

i= 1

a ix i≤ b

x i≥ 0, i= 1, 2, ⋯, n

( 1. 3)

  读者务必要熟悉这些表示法。

1.4 几 何 解 释

这一节介绍一种求解线性规划问题的几何方法,尽管它仅适用于维数很低的小问题,

但其中却包含了这类问题的基本原理和它直观的几何意义。

还是先举例说明。

例 1.8 求解线性规划问题

max z = x 1 + x2

s. t. 2x 1 + 3x2≤ 6

3x 1 + 2x2≤ 6

    x1 ≥ 0, x 2 ≥ 0

  满足 2x 1 + 3x 2≤6的域如图 1.4中影线所示, �表示域在直线 2x 1 + 3x 2 = 6 的一侧。

同样理由, 3x 1 + 2x2≤6 所示域如图 1.5 中影线部分。

图 1.4 图 1.5

所以例 1.8 的可行解域如图 1.6 所示。

目标函数 x 1 + x 2 = c在 ox 1 x 2 平面上是一直线,�表示使目标函数值增大的方向, 见

图 1.7。不难直观得出目标函数在可行域的顶点
6
5

,
6
5
处取得极大值 max z =

6
5

+
6
5

=
12
5
。
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图 1.6 图 1.7

例 1.9 求解线性规划问题

max z = 2x 1 + 3x2

s. t. 2x 1 + 3x2≤ 6

3x 1 + 2x2≤ 6

    x1 ≥ 0, x 2 ≥ 0

  类似于例 1.8方法画出可行域如图 1.8。显然, 从此图可看出联接( 0, 2)与
6
5

,
6
5
的

线段上的所有点都是使得目标函数在可行域上取得极大值的点,即最优解有无穷多个。

图 1.8 图 1.9

例 1.10 解线性规划问题

max z = x 1 + x2

s. t.   2x 1 + 3x 2≤ 6

  3x 1 + 2x 2≤ 6

  x 1 + x 2≤ 3

     x 1 , x 2 ≥ 0
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  由图 1.9 容易看出约束条件 x 1 + x 2≤3是多余的。

例 1.11 解线性规划问题

max z = - 2x 1 + x 2

s. t .  - 2x 1 + 3x 2≤ 6

 - x 1 + x 2≤ 1

      x1 , x 2 ≥ 0

  本题与前面诸题不同, 从图 1.10知, 其可行解域无界, 但目标函数在 ( 0, 1)处取得极

大值 max z = 1。

图 1.10

但线性规划问题

max z = x 1 + x 2

s . t .   - 2x 1 + 3x2≤ 6

  - x 1 + x2≤ 1

      x 1 , x 2 ≥ 0

显然没有有界解。

但也并非所有线性规划问题都有解。比如下面的问题就无解, 因可行解域根本不存

在,也就是约束条件不合理, 见图 1.11。

图 1.11
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max z = x 1 + x2

s. t.   2x 1 + 3x 2≤ 6

  3x 1 + 2x 2≤ 6

  x 1 + x 2≥ 3

     x 1 , x 2 ≥ 0

  总而言之,可行解域可能是有界的, 也可能是无界域,还可能是空集。最优解可以是一

个,也可能是无穷多个, 还可能解是无界的,甚至可能无解。二维情况如此, 高维情况也类

似。以上的例子给出线性规划可行解域的一些直观概念。

还应特别指出的是: 有界极值点必在可行解域顶点上取得;对于二维问题可行解域

是由若干直线包围起来的凸多边形,即边界为直线的凸多边形;其极值点是凸多边形的顶

点。这些特点带有共性,即对于 n( > 2)维问题, 也有类似的结果。

对于线性规划问题

max z = Cx

s . t. Ax≤ b

x≥ 0

其中矩阵 A= ( aij ) m× n= ( a 1 a2⋯a n ) , 则问题可改写为

max z = ∑
n

i= 1

cix i

s . t . ∑
n

j = 1

a j x j ≤ b

x j ≥ 0, j = 1, 2,⋯, n + m

  已给向量 a 1 , a 2 ,⋯, a n , 寻找非负数 x 1 , x 2⋯, x n 使得

b≥∑
n

j = 1

a j x j

成立, 并让∑
n

j = 1

cj x j取极大值,∑
n

j = 1

a j x j表示由向量 a 1 , a 2 ,⋯, an产生的锥体, 其中x j≥ 0, j =

1, 2, ⋯, n。

例 1.12 对于约束条件为

2x 1 + x2≤ 2

- x 1 + 3x2≤ 3

 x 1 , x2 ≥ 0

引进松弛变量 x 3 , x 4 使

2x 1 + x 2 + x3 = 2

- x 1 + 3x 2 + x 4 = 3

x i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4

b =
2
3

, a 1 =
2

- 1
, a2 =

1
3

, a 3 =
1
0

, a 4 =
0
1

  ∴ b = 2a3 + 3a 4
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说明存在 x 1 , x 2 , x 3 , x4≥0,使 b= a 1x 1 + a 2x 2 + a 3x 3 + a 4x 4 故例 1.12 存在可行解域。

例 1.13 对于约束条件为

2x 1 + x 2 + x 3 = - 2

- x 1 + 3x 2 + x 4 = 3

 xi ≥ 0, i= 1, 2, 3, 4

显然不可能找到 x i≥0, i= 1, 2, 3, 4, 使
- 2

3
=

2
- 1

x 1 +
1
3

x 2 +
1
0

x 3 +
0
1

x 4 成立,

故例 1. 13不存在可行解, 它的可行解域是空集。

习 题 一

1. �已知有 4 台机器分别位于( 3, 0) , ( 0, - 3) , ( - 2, 1)和( 1, 4)点,现有一台新机器安放在

( x 1 , x 2 )点处。要求:

( a) 新机器到其他 4台机器的街道距离之和最短。所谓( x 1 , x 2 )与( x 1 , x2 )间街道距离 d

指的是

d = ©¦x 1 - x 1 ©¦+ ©¦x2 - x 2 ©¦;

( b) 若对( x 1 , x 2 )附加条件- 1≤x 1≤2, 0≤x 2≤1, 又将如何?

2. �一工厂生产两种季节性产品, 第一种产品 10月份到 12月份需要 100 000 单位; 1到 4

月份只需要 10 000;其他月份需要 30 000单位。第二种产品从 10月到 2月需要 50 000

单位;其余月份只需要 15 000单位。第一种产品和第二种产品每单位成本分别为 5 元

和 8元。这些产品在 6月份交货, 6月以后成本分别降为 4.5元和 7元, 那是由于新设

备的引进。这两种产品任何一个月生产总量都不要超过 120 000, 此外第一种产品占 2

立方英尺的空间,第二种产品占 1立方英尺,假定最大库存为 150 000 立方英尺,库存

每 1立方英尺付出 0.1元。试问应如何安排生产使全部生产费用达到最省。

3. 用几何方法解下列问题

( a) max z= 5x 1 + x 2

s. t . x 1 + x 2≤12

4x 1 + x 2≤20

       x 1 , x2≥0

   �

( b ) max z = 5x 1 + x 2

s . t . x 1 + x 2≤12

4x 1 - x 2≤20

       x 1 , x 2≥0

( c) min z = 3x 1 - x 2

s . t . x 1 + 2x 2≥12

4x 1 - x 2≤20

3x 1 + 6x 2≥36

       x 1 , x2≥0

( d) 问题( c)中, 若 x 1 , x 2 不加限制。

 

 

 

 

( e) max z= x 1 + x2

s . t . x 1 + x2≤10

x 1 + x2≥5

      x 1 , x2≥0

( f) min z= 4x 1 + x2

s . t . x 1 + 2x2≤7

3x 1 + 2x2≥30

       x 1 , x 2≥0
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4. ��某电视机制造厂决定生产彩色和黑白电视机, 市场调查表明,每月最多能卖 1 000 台彩

电和 4 000台黑白电视机。假定现每月最多可供 50 000个工时。而一台彩电需要 20 个

工时,黑白电视需要 15 个工时。每台彩电和黑白电视机的利润分别为 60 美元与 30 美

元。问如何安排生产使其利润最大。建立其数学模型。

5. �某生产经理正考虑在 4 台机器上加工 3 种产品, 每种产品都可以在每台机器上加工,

设单位产品代价列表如下(单位: 元) :

机  器

产品 1 �2 �3 �4 �

1 04 �4 �5 �7 �

2 06 �7 �5 �6 �

3 012 �10 �8 �11 �

各产品在机器上生产每单位产品所需时间(小时)列表如下:

机  器

产品 1 �2 �3 �4 �

1 00 v. 3 0 v. 25 0 �. 2 0 �. 2

2 00 v. 2 0 �. 3 0 �. 2 0 �. 25

3 00 v. 8 0 �. 6 0 �. 6 0 �. 5 �

设需产品数分别为 4 000, 5 000, 3 000,有效机器时数分别为 1 500, 1 200, 1 500, 2 000,

请建立此问题的线性规划模型。

6. ��某钢厂生产 4 种规格的钢条: 小型、中型、大型和超大型。这些钢条可以在 3种类型A ,

B, C 的机器上的任一机器上生产。每台机器每小时可产长度列表如下: (单位: 米)

钢条
机  器

A B C

小型 300 �600 �800 t

中型 250 �400 �700 t

大型 200 �350 �600 t

超大型 100 �200 �300 t�

假定每台机器最多只能使用 50 小时/周,机器每小时代价分别为 30 元, 50 元, 80元,

不同规格钢条需求量分别为 10 000, 8 000, 6 000, 6 000(单位: 米/周)。试建立此问题

的线性规划模型。
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第 2章 单 纯 形 法

2.1 凸  集

2.1.1 凸集概念

  定义 2.1 X 是 E
n 空间的点集, x1 和 x2 是 X上任意两点, 若对任意 0≤λ≤1使得

λx1 + ( 1 - λ) x2 ∈ X

则称 X 为凸集。

这里λx1 + ( 1- λ) x2 表示以 x1 和 x2 为两端点的线段,若设

x1 =

x ( 1 )
1

x
( 1 )
2

┆

x
( 1 )
n

,  x2 =

x ( 2)
1

x
( 2)
2

┆

x
( 2)
n

则λx1 + ( 1- λ) x2 = ( x 1 x 2⋯ x n )
T , 其中 0≤λ≤1, 且 x i= λx

( 1)
i + ( 1- λ) x

( 2)
i , i= 1, 2, ⋯, n。

二维空间凸集的概念容易理解。比如圆 x
2 + y

2≤R
2 就是一个凸集。而图 2.1 所示区

域便为非凸集,因为在该区域内存在两点 x1 , x2 使得两点间的联线上有不属于区域的点。

图 2.1

例 2.1 设 A= ( aij ) m× n , b= ( b1 b2⋯ bm ) T ,存在 x ,使 Ax= b。证明{x©¦Ax= b, x≥0}是

凸集。

证明 设 �x 1 : Ax 1 = b, x1≥0

x 2 : Ax 2 = b, x2≥0

对" λ( 0≤λ≤1) : x= λx 1 + ( 1- λ) x2 有 x≥0, 且

Ax= λAx1 + ( 1 - λ) Ax2

= λb + ( 1 - λ) b

= b

  故由凸集定义得证。

定义 2.2 x 是 X 的顶点当且仅当不存在 x1 , x2∈X 及 λ, 0≤λ≤1, 使得 x = λx1 +

( 1- λ) x 2成立。

定义 2.3 {x©¦ax= b}称为 E
n
空间的超平面,其中 a 是 E

n
的非零行向量, b为实数。
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超平面 a1 x 1 + a 2 x2 + ⋯+ anx n= b,当 n= 2时是 E
2
中的直线, n= 3 时为 E

3
中的平面

图 2.2

概念的拓广。向量 a 通常称为与超平面正交的法向

量。

设 x0 是超平面中的一个点, 即 ax 0 = b

a ( x - x 0 ) = 0

即向量 a 和平面上的任一向量 x - x0 正交, 如图 2.2

所示。

2.1.2 可行解域与极方向概念

超平面 a x= b是凸集, 还可证明线性规划问题的可行解域是凸集。

定义 2.4 称{x©¦ax≤b}和{x©¦ax≥b}为 E
n 的半空间。

E
n 被超平面 ax= b分割成{x©¦ax≤b}和{x©¦a x≥b}两个半空间。

定义 2.5 {x0 + λd©¦λ> 0}称为以 x0 为顶点, d 为方向的射线, 其中 d 为非零向量。

射线也是凸集。

定义 2.6 已知一凸集, x0 是集上任意一点, 如若存在非零向量 d, 使得射线{x0 + λd©¦

λ≥0}也属于该凸集, 则称 d 是凸集的方向。

显然有界域没有方向。

对于超多面体{x©¦Ax = b, x≥0}, d 为该多面体方向的充要条件是 A( x + λd) = b, x+

λd≥0, λ≥0, x∈X, 由于 Ax= b,故 Ad= 0。

总之, d 是多面体{x©¦Ax= b, x≥0}的方向当且仅当

d ≥ 0, d ≠ 0, Ad = 0

  同样理由可证 d 是凸集{x©¦Ax≥b, x≥0}的方向,当且仅当 d≠0, d≥0, 并且 Ad≥0。

凸集的方向集合也是一凸集。

例 2.2 已知凸集{x©¦Ax≥b, x≥0},其中 A=
1 - 2

1 - 1
, b=

- 6

- 2
, x =

x 1

x 2

。见图

2.3。

图 2.3
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根据假定,对于 x=
x1

x2

∈X 的方向 d =
d 1

d 2

应满足
d1

d2

≠
0

0
, Ad≥0, 即

d 1 - 2d2 ≥ 0, d 1 - d 2 ≥ 0,

d 1 ≥ 0, d 2 ≥ 0, d 1 ≥ 2d2

  直观上可以观察到这个例子的方向集合本身也是一凸集。若对方向标准化, 即取方向

的模为 1,则此例有两个方向很特殊:

d1 =
1

0
, d2 =

2/ 5

1/ 5

  这两个方向称为极方向,而凸集的任一其他方向都可表示为

d = λ1 d1 + λ2 d2 ,  λ1 ,λ2 > 0

  定义 2.7 d 是凸集的方向, 若不存在两个方向 d1 和 d2 , λ1 , λ2 > 0, 使得 d = λ1 d1 +

λ2 d2 ,则称 d 为极方向。

定义 2.8 a1 , a2 , ⋯, ak 是一组向量, C= ∑
k

i= 1

λia i λi≥0, i= 1, 2, ⋯, k 称为由 a1 , a2 ,

⋯, ak 组合成的凸锥。

定义 2.9 有限个半空间的交集{x©¦Ax≤b}称为多面体,其中 A= ( a ij ) m× n , b= ( b1 b2⋯

bm ) T ,若 b= 0 时有{x©¦Ax≤0}称为多面锥体, 即所有的超平面过原点。

2.2 凸 多 面 体

先讨论有界多面体的情形。

1. n= 1 一维的单纯形为线段, 设两端点为 x 1 , x 2 , x 是线段中任一点, 设 λ=

x - x 1

x 2 - x 1
, 则 x = ( 1- λ) x 1 + λx 2 或改写为

x = λ1 x 1 + λ2x 2 , λ1 + λ2 = 1, λ1 ,λ2 ≥ 0 ( 2. 1)

  2. n= 2 平面上的单纯形为三角形,三个顶点设为 x1 , x2 , x3。见图 2.4。

x 是三角形内任意一点, 过 x1 , x 引直线交 x2 x3 线段于 x�点, 根据( 2.1)得

x
�

= λ1x2 + λ2 x3 , λ1 + λ2 = 1, λ1 ,λ2 ≥ 0 ( 2. 2)

但 x 在 x1 与 x�的线段上,故由( 2.1)有

x = μ1 x1 + μ2x
�

, μ1 + μ2 = 1, μ1 , μ2 ≥ 0 ( 2. 3)

将 x�的( 2.2)式代入( 2.3)得

x = μ1x1 + μ2 (λ1 x2 + λ2 x3 )

= μ1x1 + λ1μ2x2 + λ2μ2 x3

= λ′1x1 + λ′2 x2 + λ′3 x3

λ′1 + λ′2 + λ′3 = μ1 + λ1μ2 + λ2μ2 = 1, 且λ′1 ,λ′2 ,λ′3≥0

3. n= 3 三维空间的单纯形为四面体, 四个顶点设为 x1 , x2 , x3 , x4 , x 是单纯形内部

一点。过 x1 , x 点引直线交对面于一点 x�(见图 2.5) , 有 x�= λ1x2 + λ2 x3 + λ3 x4 , λ1 + λ2 + λ3 =

1, λ1 , λ2 , λ3≥0。又因 x= μ1x1 + μ2 x�,μ1 + μ2 = 1, μ1 ,μ2≥0
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图 2.4 图 2.5

∴ x = μ1 x1 + μ2 (λ1 x2 + λ2 x3 + λ3 x4 )

= λ′1 x1 + λ′2 x2 + λ′3 x3 + λ′4 x4

其中λ′1 = μ1 , λ′2 = λ1μ2 , λ′3 = λ2μ2 ,λ′4 = λ3μ2 ,

λ′1 + λ′2 + λ′3 + λ′4 = μ1 + λ1μ2 + λ2μ2 + λ3μ2

= μ1 + μ2 (λ1 + λ2 + λ3 )

= μ1 + μ2 = 1

且λ′1 ,λ′2 ,λ′3 ,λ′4≥0:

依此类推可证一般。

定理 2.1 X= {x©¦Ax= b, x≥0}为有界凸集,有有限个顶点 x1 , x2 ,⋯, xk , 则 x∈X 的

充要条件是存在λ1 ,λ2 ,⋯, λk≥0, ∑
k

i= 1

λi = 1,使得 x = ∑
k

i= 1

λixi。

无界多面体的情形

在给出无界多面体的表示之前,先就二维情形作一直观分析。

例图 2.6 中点 x 可以看作是 x
�和μd1 之和, 其中 d1 是某一极方向, 即

x = x
�

+ μd1

图 2.6

  但 x�= λ1 x1 + λ2 x2 + λ3 x3 , λ1 + λ2 + λ3 = 1且 λ1 ,λ2 ,λ3≥0

∴ x = λ1 x1 + λ2 x2 + λ3 x3 + μd1

定理 2.2 令 X = {x ©¦Ax= b, x≥0}为无界多面体, 则有有限个顶点 x 1 , x2 , ⋯. xk 及

有有限个极方向 d1 , d 2 ,⋯, dh , x∈X 的充要条件是存在 λ1 , λ2 , ⋯,λk≥0, λ1 + λ2 + ⋯+ λk =

1及 μ1 , μ2 , ⋯,μh≥0, 使得

x = ∑
k

i= 1

λixi + ∑
h

j = 1

μj d j

  定理的严格证明从略。

了解凸多面体的结构对讨论线性规划是重要的。
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2.3 松 弛 变 量

2.3.1 松弛变量概念

  假如讨论的典型问题是

max z = c1x 1 + c2x 2 + ⋯ + cnx n

s . t . a 1 1x 1 + a1 2x 2 + ⋯ + a 1nx n≤ b1

a 2 1x 1 + a2 2x 2 + ⋯ + a 2nx n≤ b2

⋯

am 1x 1 + am 2x 2 + ⋯ + a mnx n≤ bm

     x 1 ≥ 0, x 2 ≥ 0, ⋯, x n ≥ 0

( 2.4)

或记为

max z = Cx

s . t. Ax≤ b

x≥ 0

( 2.5)

  其中 A= ( aij ) m× n , C= ( c1 c2⋯ cn ) , x= ( x1 x 2⋯ x n )
T , b= ( b1 b2⋯ bm ) T。

引进变量 x n+ 1 , x n+ 2 ,⋯, x n + m (后面称之为松弛变量)可将问题( 2.4)转换为下列形式

max z = c1 x 1 + c2 x 2 + ⋯ + cnx n

s . t. a 11 x 1 + a 12 x 2 + ⋯ + a 1nxn + xn + 1 = b1

a 21 x 1 + a 22 x 2 + ⋯ + a 2nxn + xn + 2 = b2

⋯

a m1 x 1 + a m2 x 2 + ⋯ + a mnxn + xn + m = bm

     xi ≥ 0, i= 1, 2, ⋯, n + m

或记为

max z = Cx�

s . t. A�x�= b

x
�
≥ 0

  其中 x�= ( x 1 x 2⋯ xn x n+ 1⋯ x n+ m ) , C= ( c1 c2⋯ cn+ m ) , A�= ( A  I ( m ) ) , I ( m)表示 m 维

的单位矩阵。举例如下

max z = x 1 + x2

s. t. 2x 1 + 3x2≤ 6

3x 1 + 2x2≤ 6

      x1 , x 2 ≥ 0

  引进松弛变量 x 3 , x 4 得

max z = x 1 + x 2

s . t . 2x 1 + 3x 2 + x 3 = 6

3x 1 + 2x 2 + x 4 = 6

    x i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4
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2.3.2 松弛变量的几何意义

x 1 , x 2 是变量, 松弛变量是什么意思呢? x1 = 0, x2 = 0是坐标轴, x 3 = 0, x 4 = 0又是什

么呢?从 2x 1 + 3x 2 + x 3 = 6可知, 2x 1 + 3x2 = 6 这条直线便是 x 3 = 0; 2x 1 + 3x2 = 3 这条直线

便是 x 3 = 3。所以,与 2x 1 + 3x 2 = 6这条直线平行的直线族对应于 x 3 = 常数的平行线族。

同理, 对于 3x 1 + 2x 2 + x 4 = 6, 3x 1 + 2x 2 = 6 便是 x 4 = 0, 与之平行的直线族 3x 1 + 2x 2

= c便是 x 4 = 常数的平行直线族,见图 2.7。

图 2.7

图( d)饶有趣味。可行解域的边界分别为 x1 = 0, x 2 = 0, x 3 = 0, x 4 = 0,恰巧是由 4 个约

束条件: x 1≥0, x2≥0, 2x 1 + 3x 2≤6( x 3≥0) , 3x 1 + 2x 2≤6( x 4≥0)所确定。4 个顶点( 0, 0,

6, 6) , ( 2, 0, 2, 0) ,
6
5

,
6
5

, 0, 0 , ( 0, 2, 0, 2) , 每个顶点为两条边界线的交点, 可行解域的

每个顶点都有两个坐标为 0, 例如( 0, 0, 6, 6)即 x1 = 0和 x 2 = 0两边界线的交点; ( 2, 0, 2,

0)为 x 2 = 0与 x 4 = 0两条线的交点。
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引进松弛变量后,线性规划问题

max z = c1x 1 + c2x 2 + ⋯ + cnx n

s . t . a 1 1x 1 + a1 2x 2 + ⋯ + a 1nx n≤ b1

a 2 1x 1 + a2 2x 2 + ⋯ + a 2nx n≤ b2

⋯

am 1x 1 + am 2x 2 + ⋯ + a mnx n≤ bm

     x 1 , x 2 , ⋯, x n ≥ 0

变成了

max z = c1 x 1 + c2 x 2 + ⋯ + cnxn

s. t. a 11 x 1 + a 12 x 2 + ⋯ + a 1nxn + xn + 1 = b1

a 21 x 1 + a 22 x 2 + ⋯ + a 2nxn + x n+ 2 = b2

⋯

a m1 x 1 + a m2 x 2 + ⋯ + a mnx n + x n+ m = bm

     xi≥ 0, i= 1, 2, ⋯, n + m

或用矩阵形式写成

max z = Cx

s . t. A
�

x= b

x≥ 0

  其中 A
�= ( A  I ( m ) ) m× ( n+ m)。它的几何意义和 n= 2时的情形类似。不过 n= 2 时可行

解域的边界是直线,而一般情况下, 可行解域的边界为 n 维空间的超平面。n= 2 时可行解

域的顶点为两条边界线的交点,而 n 维空间可行解域的顶点为 n 个超平面的交点。

2.4 单纯形法的理论基础

2.4.1 极值点的特性

  对于问题

max z = Cx

s . t. Ax= b

x≥ 0

  {x©¦Ax= b, x≥0}是有界域。x∈S,必存在顶点 x1 , x2 , ⋯, xk ,使得

x = λ1 x1 + λ2x2 + ⋯ + λkxk

λi≥ 0, i= 1, 2,⋯, k; λ1 + λ2 + ⋯ + λk = 1

由于 Cx= c1 x 1 + c2x 2 + ⋯+ cnxn 是线性函数,

∴ C( x) = C ∑
k

i= 1

λixi = ∑
k

i= 1

λiC( xi)

  要求 z= Cx 达到极大, 问题导致求顶点 xh , 使 max {C( x1 ) , C( x2 ) , ⋯, C( xk ) }= M =

C( xh )则 x= xh ,λh = 1, 其余 λi= 0( i≠h)。
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于是找使 C( x)取 max 的问题变成求凸多面体{x ©¦Ax= b, x≥0}的顶点中使 C( x)达

到最大的点 xh。

还是讨论前面的例子。

max z = x 1 + x 2

s . t . 2x 1 + 3x 2 + x 3 = 6

3x 1 + 2x 2 + x 4 = 6

    x i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4

( 2. 6)

  从联立方程组

2x 1 + 3x2 + x 3 = 6

3x 1 + 2x2 + x 4 = 6

分别求得多边形的顶点:

( 1) 边界线 x 1 = 0, x 2 = 0的交点。

以 x 1 = 0, x 2 = 0代入( 2.6)的约束条件分别得

x 3 = 6

x 4 = 6
 即

1 0

0 1

x 3

x 4

=
6

6

 
x 3

x 4

=
1 0

0 1

6

6
=

6

6

故得顶点 x1 ( 0, 0, 6, 6) T , C= ( 1, 1, 0, 0) , Cx1 = 0。

( 2) 求边界线 x 1 = 0, x 3 = 0的交点, 以之代入( 2.6)的约束条件得

3x 2  = 6

2x 2 + x 4 = 6

3 0

2 1

x 2

x 4

=
6

6
,

x 2

x 4

=
3 0

2 1

- 1 6

6
=

2

2

故得顶点 x2 ( 0, 2, 0, 2) T , Cx2 = ( 1, 1, 0, 0)

0

2

0

2

= 2。

( 3) 边界线 x 1 = 0, x 4 = 0的交点为

3x 2 + x 3 = 6

2x 2 = 6
  

3 1

2 0

x 2

x 3

=
6

6

x 2

x 3

=
3 1

2 0

- 1
6

6
=

3

- 3

  由于 x 3 = - 3< 0, 故( 0, 3, - 3, 0)不在可行解域上。

( 4) 边界线 x 2 = 0, x 3 = 0的交点为

2x 1 = 6

3x 1 + x 4 = 6
  

2 0

3 1

x 1

x 4

=
6

6

x 1

x 4

=
2 0

3 1

- 1 6

6
=

- 3

3
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由于 x 4 = - 3< 0, 故( - 3, 0, 3, 0)也不在可行域上。

( 5) x 2 = 0, x4 = 0 的交点为

2x 1 + x 3 = 6

3x 1 = 6
  

2 1

3 0

x 1

x 3

=
6

6

x 1

x 3

=
2 1

3 0

- 1
6

6
=

2

2

x3 = ( 2, 0, 2, 0)
T
, Cx3 = 2

  ( 6) x 3 = 0, x4 = 0 的交点为

2x 1 + 3x2 = 6

3x 1 + 2x2 = 6
  

2 3

3 2

x 1

x 2

=
6

6

x 1

x 2

=
2 3

3 2

- 1
6

6
=

6/ 5

6/ 5

x4
6
5

,
6
5

, 0, 0
T

, Cx4 = 12/ 5

  ∴ max z = max 0, 2, 2,
12
5

= 12/ 5

极大值点为( x 1 , x 2 ) = ( 6/ 5, 6/ 5)。

2.4.2 矩阵求逆

这里用到矩阵求逆的一种算法。设 A= ( aij ) n× n , 作加边矩阵 A�= ( A  I ( n) ) ,其中 I ( n)

是 n 阶单位阵。对 A�作初等变换(某行乘除以某个数,或某行乘除一数加到另一行去)相

当于对 A�左乘某一矩阵,当将 A�变换成( I ( n )  A�
- 1

)形式时,显然 A的 I ( n )子矩阵部分变成

了 A
- 1
。以求

2 3

3 2

- 1

为例。

2 3 1 0

3 2 0 1

( 1) / 2 , ( 2) / 3
>

1 3/ 2 1/ 2 0

1 2/ 3 0 1/ 3

( 2)← ( 2) - ( 1)
>

1 3/ 2 1/ 2 0

0 - 5/ 6 - 1/ 2 1/ 3

( 2) -
6
5

>
1 3/ 2 1/ 2 0

0 1 3/ 5 2/ 5

( 1)← ( 1) -
3
2

( 2)

>

1 0 - 2/ 5 3/ 5

0 1 3/ 5 - 2/ 5

其中( 1) / 2表示第 1行除以 2, ( 2) - ( 1)表第 2 行减以第 1 行,余此类推。

∴
2 3

3 2

- 1

=
- 2/ 5 3/ 5

3/ 5 - 2/ 5

2.4.3 可行解域无界的情况

可行解域为无界域问题,即假定

S: A *x = b

x ≥ 0
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为无界域。对于 x∈S, 存在有限个顶点 x1 , x2 ,⋯, xk 及有限个极方向 d 1 , d2 ,⋯, dh ,使

x = ∑
k

i= 1

λixi + ∑
h

j = 1

μj d j

其中λi≥0, i= 1, 2,⋯, k,且 λ1 + λ2 + ⋯+ λk = 1,μj≥0, j = 1, 2,⋯, h。

Cx = ∑
k

i= 1

λiC( xi) + ∑
h

j = 1

μj C( d j )

问题导致求

max z = ∑
k

i= 1

λiC( xi) + ∑
h

j = 1

μj C( d j )

λ1 + λ2 + ⋯+ λk = 1, λi≥0, i= 1, 2,⋯, k;μj≥0, j = 1, 2, ⋯, h。

如若存在 C( d j ) > 0,可见在 S 域上 Cx 可无限增长, 问题无解或有无穷大解。若对所

有的 j , C( d j ) < 0,可选取 μj = 0, j = 1, 2,⋯, h ,问题导致求max
i

{C( xi) }。

例 2.3 求解线性规划问题

max z = - 2x 1 + 3x 2

s . t . - x 1 + x 2 + x 3 = 2

- x 1 + 2x 2 + x 4 = 6

    x i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4

  从图 2.8 可得

x 1 =
0

0
, x2 =

0

2
, x3 =

2

4

图 2.8

d 1 =
1

0
, d2 =

2/ 5

1/ 5
, C= ( - 2, 3)

Cd1 = ( - 2, 3)
1

0
= - 2< 0

Cd2 = ( - 2, 3)
2/ 5

1/ 5
=

- 1

5
< 0

Cx1 = ( - 2, 3)
0

0
= 0, Cx2 = ( - 2, 3)

0

2
= 6

Cx3 = ( - 2, 3)
2

4
= 8

故 max z = 8, 极大值点为( 2, 4)。

例 2.4        max z = x1 + x 2

s . t. - x1 + x 2 + x 3 = 2

- x1 + 2x 2 + x 4 = 6

               x i≥0, i= 1, 2, 3, 4
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由于 <Cd1 = ( 1, 1)
1

0
= 1> 0

Cd2 = ( 1, 1)
2/ 5

1/ 5
= 3/ 5 > 0

故问题解无界。

综上讨论可见,对于一般问题

max z = Cx

s . t. Ax= b

x≥ 0

  假定

A = ( A�  I ( m ) ) m× ( n+ m)

其中 b = ( b1 b2 ⋯ bm )
T

C = ( c1 c2 ⋯ cn 0⋯ 0) 1× ( n + m)

A�= ( a ij ) m× n

  约束条件有 n+ m个, 可行解域顶点可能有 C( n+ m, n) =
( m+ n) !
m! n!
个。

因 n 维空间 n 个超平面一般可确定一交点, 所以当 n 和 m充分大时, 搜索可行解域

顶点的穷举法是不可取的。

2.4.4 退化型举例

一般说来, n 维空间的一个顶点由 n 个超平面决定。但是也有例外, 如例 2.5中所讨

论的情况。

例 2.5        max z = x 1 + x 2

s . t. 2x 1 + 3x 2≤6

5x 1 + 2x 2≤10

7x 1 + 5x 2≤16

               x 1 , x2≥0

图 2.9

直观不难发现 7x 1 + 5x 2 = 16 是多余的。过

18
11

,
10
11
有 3条直线: 2x 1 + 3x 2 = 6, 5x 1 + 2x 2 =

10以及 7x 1 + 5x2 = 16。见图 2.9。

引进松弛变量 x 3 , x 4 , x 5 得

max z = x1 + x 2

s. t. 2x1 + 3x 2 + x 3 = 6

5x1 + 2x 2 + x 4 = 10

7x1 + 5x 2 + x 5 = 16

      x i≥ 0, i= 1, 2, ⋯, 5

不难发现,令 x 3 = x 5 = 0
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2x1 + 3x 2 = 6 

5x1 + 2x 2 + x 4 = 10 

7x1 + 5x 2 = 16 

解联立方程组得

x1

x2

x4

=

18/ 11

10/ 11

0

即 x 1 = 18/ 11, x 2 = 10/ 11, x 3 = x 4 = x 5 = 0。

类似地令 x 4 = x 5 = 0得

2x1 + 3x 2 + x 3 = 6 

5x1 + 2x 2 = 10 

7x1 + 5x 2 = 16 

解联立方程组得

x1

x2

x3

=

18/ 11

10/ 11

0

即 x 1 = 18/ 11, x 2 = 10/ 11, x 3 = x 4 = x 5 = 0。

这个例子是 3 条直线过同一顶点,即以后讨论时要遇到的退化的情形。

2.5 单纯形法基础

2.5.1 基本公式

  这一节将导出单纯形法依据的若干公式。读者务必熟练地掌握它。

上一节已经证明了线性规划的最优解可以在其可行解域的顶点上找到, 虽然可将搜

索的目标缩小到有限个顶点,但实际上因搜索工作量太大, 不可行。

一般对于问题

max z = Cx

s . t. Ax≤ b

x≥ 0

  若 A= ( aij ) m× n , 引进松弛变量 x n+ 1 , x n+ 2 , ⋯, x n+ m后,将问题转化为求如 ( 2.6)形式可

行解域的每一个顶点,它的 n+ m个坐标中必然有 n 个为零, m 个非零,一般如此。非零坐

标的变量称为基变量,坐标为零对应的变量为非基变量。例如

max z = x 1 + x 2

s. t. 2x 1 + 3x 2≤ 6

3x 1 + 2x 2≤ 6

    x1 , x 2 ≥ 0

  引进松弛变量 x 3 , x 4 后得
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max z = x 1 + x 2

s . t . 2x 1 + 3x 2 + x 3 = 6

3x 1 + 2x 2 + x 4 = 6

    x i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4

x 1 = x 2 = 0, x 3 = 6, x 4 = 6, 满足约束条件,故对应于顶点 ( 0, 0, 6, 6) , x 3 , x 4 是基变量, x 1 , x 2

为非基变量, ( 0, 0, 6, 6)是可行解域的另一个顶点。类似有顶点( 6/ 5, 6/ 5, 0, 0) ,其中 x 1 ,

x 2 为基变量, x 3 , x 4 为非基变量。对于一般问题也有类似情况。

约束条件为 Ax= b, A= ( a ij ) m× ( m+ n) , 设 x 分为基变量部分 xB 和非基变量部分 xN。相

应地, 目标函数系数 C也分为基变量对应的系数 CB 和非基变量的系数 CN。矩阵 A各列也

相应地分为 B 和 N 两部分,不失一般性, 设 x =
xB

xN

, C= ( CB  CN ) ,

A = ( B  N) = ( a1 a2 ⋯ an + m )

其中 B 也可以看作是属于基变量的下标序列, N 是属于非基变量的下标序列, B 是矩阵

A与 B 序列对应的列, N 是与 N 序列对应的列。a 1 , a 2 ,⋯, a n+ m分别是矩阵 A的列向量。

Ax= b可以写为( B  N)
xB

xN

= b

  即 BxB + N xN = b

  或 xB = B
- 1

b - B
- 1

NxN = B
- 1

b - ∑
j∈ N

B
- 1

a j x j

如令 xN = 0

则 xB = B
- 1

b

z = CB xB + CN xN = CB B
- 1

b

将 xB = B
- 1

b- B
- 1

NxN = B
- 1

b- ∑
j∈ N

B
- 1

a j x j 代入

z = CB xB + CN xN = CB ( B- 1 b - B- 1 N xN ) + CN xN

= CB B- 1 b + ( CN - CB B- 1 N) xN

= CB B
- 1

b + ∑
j∈N

( cj - CB B
- 1

a j ) x j

  可见, 若非基变量 x j 有 cj - CB B
- 1

a j > 0, 则 x j 从零增加, 使目标函数 z 有所增加, 对

提高 z 有好处。后面我们将观察 x j 增加引起的问题。

总之,对于非基变量 x j ,对应的 cj - CB B
- 1

a j > 0可选择 x j 从 0 增大以改善目标函数。

必须指出, 如若对所有的 j , cj - CB B
- 1

a j = cj - z j≤0,则已达到极值点, 因目标函数无法改

善了。

如果 x
*
B = B

- 1
b, x
*
N = 0是

max z = Cx

s . t. Ax= b

x≥ 0

的可行解,而且 CN - CB B
- 1

N≤0, 则 x
*

= ( x
*
B , x
*
N )是最优解。假如 x 是某一可行解, 可证
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Cx≤Cx
*
。

由于 x 是可行解, 由 x
*
B = B

- 1
b,可得

Ax = BxB + NxN = b

xB = B- 1 b - B- 1 NxN

C( x - x
*

) = CB ( x - x
*
B ) + CN ( xN - x

*
N )

= CB [ B- 1 ( b - NxN ) - B- 1 b] + CN ( xN - 0)

= CB [ B- 1 b - B- 1 NxN - B- 1b] + CN xN

= - CB B
- 1

NxN + CN xN

= ( CN - CB B- 1 N ) xN

由假定 CN - CB B
- 1

N≤0

∴ Cx≤Cx
*

2.5.2 退出基的确定与进入基的选择

不失一般性,不妨假定 A= ( a 1 a 2⋯ an+ m )矩阵经 B
- 1
左乘后为( p1 , p 2 ,⋯, pn + m ) , 其中

p j = B
- 1

a j , 而且( p 1 p 2⋯ p m ) = I ( m)。

即

p 1 =

1

0

0

┆

0

, p 2 =

0

1

0

┆

0

,  ⋯ , p m =

0

0

0

┆

1

,

B- 1 A =

1 0 0 ⋯ 0 p 1, m+ 1 p 1, m+ 2 ⋯ p 1, m + n

0 1 0 ⋯ 0 p 2, m+ 1 p 2, m+ 2 ⋯ p 2, m + n

0 0 1 ⋯ 0 p 3, m+ 1 p 3, m+ 2 ⋯ p 3, m + n

┆ ┆ ┆ ┆ ┆

0 0 0 ⋯ 1 p m, m+ 1 p m , m+ 2 ⋯ p m, m + n

  假定基变量为 x 1 , x 2 , ⋯, x m ,非基变量为 xm + 1 , xm + 2 , ⋯, x m+ n。

B
- 1

b = p 0 =

p 1

p 2

┆

p m

p 0 = p 1p 1 + p 2p 2 + p 3 p 3 + ⋯ + p m p m

对应于一可行解域的一个顶点 ( p 1 , p 2 ,⋯, p m , 0,⋯, 0

n个0

) ,即 p 0 = ∑
m

i= 1

p ip i表示基变量 x i =

p i, i= 1, 2, ⋯, m,其他为非基变量。该点的目标函数值为
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z1 = c1 p 1 + c2p 2 + ⋯ + cm p m = CB B
- 1

b

若 cj - CB B
- 1

a j > 0 或 cj - CB p j > 0

p j =

p 1j

p 2j

┆

p mj

= p 1j p 1 + p 2j p 2 + ⋯ + p mj p m

p 0 - βp j = p 1 p 1 + p 2 p 2 + ⋯ + p mp m - β( p 1j p 1 + p 2 j p 2 + ⋯ + p m j pm )

= ( p 1 - βp 1j ) p 1 + ( p 2 - βp 2j ) p 2 + ⋯ + ( p m - βp mj ) p m

或
p 0 = ( p 1 - βp 1j ) p 1 + ( p 2 - βp 2j ) p 2 + ⋯ + ( p m - βp mj ) p m + βp j

由于β从 0 增大,当

β= min
h

p h

p h j
p h j > 0 =

p l

p l j
, 1≤ l ≤ m ( 2. 7)

  ( 2.7)式很重要, 从此可见 p l - βp lj = 0, p l 项从 p0 中消失, 但 βp j 出现, 通常也说 p l

退出基,而 p j 进入基。若 p l≤0,即 p l 的所有分量均为负,这时 ( 2.7)找不到 β, 即 p l 不消

失。即随β的无限增长而趋向无穷,故为无界问题。

p 0 = ( p 1 - βp 1j ) p 1 + ( p 2 - βp 2j ) p j + ⋯ + ( p l - β
=
0

p lj ) p l

+ ⋯ + ( p m - βp mj ) p m + βp j

即 p j 进入时 p l 消失, 即从顶点( p 1 , p 2 , ⋯, p m , 0, 0,⋯0)改为新的顶点( m 个坐标非零, n

个坐标为 0) :

( p 1 - βp 1j , p 2 - βp 2j ,⋯, p l - β
=
0

p l j , ⋯, p m - βp mj , 0,⋯, β
↑
第j项

, 0,⋯, 0)

该点的目标函数值为

z = c1 ( p 1 - βp 1j ) + c2 ( p 2 - βp 2j ) + ⋯ + cm ( p m - βp mj ) + cjβ

= c1 p 1 + c2 p 2 + ⋯ + cmp m + β( cj - c1 p 1 j - c2 p 2j - ⋯ - cm p m j )

= z 1 + β( cj - CB B- 1 a j )

z 1 = c1 p 1 + c2 p 2 + ⋯ + cmp m 为( p 1 , p 2 , ⋯, p m , 0, ⋯, 0) 点的目标函数值。

  总之,非基变量 x j 对应的基 p j 的进入和基变量 x l 对应的基 p l 的退出, 从顶点( p 1 ,

p 2 ,⋯, p m , 0,⋯, 0)换到新的顶点

( p 1 - βp 1j , p 2 - βp 2j ,⋯, 0
↑
第l项

, ⋯, p m - βp mj , 0,⋯, β
↑
第j项

, 0,⋯, 0)

使目标函数有所提高,如此反复进行, 直至达到极大点。这就是单纯形法。

2.5.3 例

下面用前面讨论过的实例,用单纯形法求解。请读者特别注意符号推演背后的真实含

意。

·72·



max z = x 1 + x 2

s . t . 2x 1 + 3x 2 + x3 = 6

3x 1 + 2x 2 + x 4 = 6

      x i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4

p 0 =
6

6
= 6p 3 + 6p 4 说明 x3 = 6, x 4 = 6, x 1 = x 2 = 0, 即基变量为 x 3 , x 4 , 非基变量为 x 1 , x 2

对应于顶点( 0, 0, 6, 6)。

c1 = c2 = 1, c3 = c4 = 0,故( 0, 0, 6, 6)点的目标函数为 0。c1 - CB B
- 1

a1 = 1> 0, 取 p 1 作为

进入基。

p 1 =
2

3
= 2p 3 + 3p4 , p 0 =

6

6
= 6p 3 + 6p 4

p 0 - βp 1 = ( 6 - 2β) p 3 + ( 6 - 3β) p 4 ,

当 β= min
6
2

,
6
3

*

= 2时, 6 - 3β= 0

  ∴ p 0 = 2p 3 + 2p1

  这一过程可以用消去步骤说明如下。已知

2x 1 + 3x 2 + x 3 = 6

3x 1 + 2x 2 + x 4 = 6

( 1)

( 2)

  由( 2)得 2x 1 +
2
3

x 2  �+
1
3

x 4 = 2 ( 3)

( 1) - 2( 3)得   
5
3

x 2 + x 3-
2
3

x 4 = 2 ( 4)

用( 4)取代( 1)和( 3)并列得

5
3

x 2 + x 3 -
2
3

x 4 = 2

x 1 +
2
3

x 2 +
1
3

x 4 = 2

此时 p 3 =
1

0
, p1 =

0

1
, p 2 =

2

2
= 2p 3 + 2p 1。

即 x 1 和 x 3 作为基, p 1 进入, p 4 退出, ( 2, 0, 2, 0)是新的顶点,目标函数值为 2。这时相当于

取

B =
1 2

0 3
, B

- 1
=

1 - 2/ 3

0 1/ 3

以 B
- 1左乘 A得

1 - 2/ 3

0 1/ 3

2 3 1 0

3 2 0 1
=

0 5/ 3 1 - 2/ 3

1 2/ 3 0 1/ 3

B
- 1
左乘 b 得

p 0 =
1 - 2/ 3

0 1/ 3

6

6
=

2

2
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  再进一步重复此过程

CB = ( 0, 1) ,  B
- 1

=
1 - 2/ 3

0 1/ 3

c2 - CB B- 1 a2 = 1 - ( 0, 1)
1 - 2/ 3

0 1/ 3

3

2
= 1 - ( 0, 1)

5/ 3

2/ 3
=

1
3

> 0

故选 p 2 作为进入基

p 0 = 2p3 + 2p 1

p 2 =
5
3

p 3 +
2
3

p 1

p 0 - βp2 = 2 -
5
3
β p 3 + 2 -

2
3
β p 1

β= min
6
5

*

, 3 =
6
5

即 p 2 进入, p 3 退出。

∴ p 0 =
6
5

p 1 +
6
5

p 2

故基变量 x 1 = x 2 =
6
5

,非基变量 x 3 = x 4 = 0,
6
5

,
6
5

, 0, 0 点的目标函数值为

z =
12
5

= 2
2
5

2.6 单纯形法(续)

2.6.1 基本定理

  定理 2.3 设 x = ( x 1 x 2⋯ x n+ m ) T 满足约束条件

A �x = b

x ≥ 0

其中 A= ( aij ) m× ( m+ n) , b= ( b1 b2⋯ bm ) T , x 是可行解域顶点的充要条件是基变量对应于矩

阵 A的列向量线性无关。

证明 用反证法。

先证必要性。设 x 是顶点, 为方便起见,不失一般性,不妨设基变量为 x 1 , x 2 , ⋯, x m ,

非基变量为 x m+ 1 , x m+ 2 ,⋯, xn + m , 即设 x= ( x 1 x 2⋯ xm 0⋯0

n个

)
T
。但 a1 , a2 , ⋯, a m 线性相关,

其中 a i是矩阵 A的第 i列列向量, i= 1, 2,⋯, m+ n,即

A = ( a 1 a 2 ⋯ a n+ m )

故存在不全为零的常数α1 , α2 ,⋯, αm , 使得

α1 a1 + α2a 2 + ⋯ + αm am = 0

令 z= (α1 α2⋯ αm 0⋯0

n个

) T。取 ε足够小,使
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x ± εz ≥ 0

而且

A( x ± εz) = Ax + εAz = Ax = b

所以

x ±εz ∈ S

S 是可行解域,令

x 1 = x+ εz, x2 = x- εz使得

x =
1
2

z1 +
1
2

z2

与 x 是顶点的假定矛盾, S 多面体的顶点不可能存在 z1∈S, z2∈S,使得 x 在 z1 与 z2 的连

线上。

再证充分性。设 a1 , a2 , ⋯, a m 线性无关, 但对应的 x= ( x 1 x 2⋯ x m 0⋯0

n个

) T 不是顶点。

存在 x1∈S, x2∈S,使

x = λx1 + ( 1 - λ) x2 , 0 < λ< 1

由于 x 的坐标中 xm + 1 = x m+ 2 = ⋯= xn + m = 0,故 x1 和 x2 相应的后面 n 个坐标均为 0,

x1 = ( x ( 1 )
1 x ( 1)

2 x ( 1)
3 ⋯ x ( 1)

m 0⋯0

n个

) T

x2 = ( x ( 2 )
1 x ( 2)

2 x ( 2)
3 ⋯ x ( 2)

m 0⋯0

n个

) T

  令 �y = x+ ( x1 - x 2 ) , x1≠x2 ,

  ∴ y≠x

  又 +A( y- x) = 0

  ∴ ( y1 - x 1 ) a 1 + ( y 2 - x 2 ) a 2 + ⋯+ ( y m - x m ) a m = 0

这与 a 1 , a 2 ,⋯, a m 线性无关的假定矛盾,因而 x 是 S 的顶点。

2.6.2 退化型概念

定义 2.10 如果 b可表示成 A的少于 m 个列向量的线性结合,称 Ax = b为是退化

型的。

如果退化,则可能出现这样的顶点, 它的坐标中零元素的个数超过 n, 也就是说有多

于 n 个约束平面过一点。除非特别声明,以后讨论中都假定问题不存在退化情况。

定理 2.4 x= ( x 1 x 2⋯ xn + m )
T
∈S 是 S 顶点的充要条件是 x 1 , x2 , ⋯, x n+ m中非零元素

数目是 m 个。

证明 先证必要性。若 x是顶点, 但非零元素超过 m 个,不失一般性, 设 x= ( x 1 x 2⋯

x m x m+ 1 0 ⋯ 0)
T
, x i> 0, i= 1, 2,⋯, m+ 1,取

A0 = ( p1 p 2 ⋯ p m+ 1 )

则方程组

A0z = 0
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为 m 个约束, m+ 1个未知数, 故必有非零解。设为

z = ( z 1 z 2 ⋯ z m+ 1 )
T

> 0

  令

z�= ( z 1 z2 ⋯ zm + 1 0⋯0

n- 1个

)
T

  则

Az�= 0

  令  x 1 = x+ εz�  x2 = x- εz�

ε为充分小数, 使 x1 > 0, x2 > 0,且

Axi = b  i= 1, 2

即 x1∈S, x2∈S,且

x =
1
2

x1 +
1
2

x2

跟 x 是 S 顶点的假定相矛盾。

充分性证明: 设 x = ( x 1 x 2⋯ xm 0 ⋯ 0)
T
,其中 x i> 0, i= 1, 2, ⋯, m,证 x 必为 S 的顶

点。如若不然,存在

xi = ( x ( i)
1 x ( i)

2 ⋯ x ( i)
m 0 ⋯ 0) T , i= 1, 2

使得

x =
1
2

x1 +
1
2

x2

由于假 xi∈S, i= 1, 2,故

Axi = b  i= 1, 2

  ∴ A( x1 - x2 ) = 0

  令

y = x + α( x1 - x2 )

Ay = Ax + αA( x1 - x2 ) = b

  设

y = ( y1 y2 ⋯ ym 0 ⋯ 0)
T

yi = x i + α( x ( 1)
i - x ( 2)

i ) , i= 1, 2,⋯, m

α是任意实数, 可适当选择使 y 1 , y 2 ,⋯, y m 中至少必有一元素为零。结果使得

Ay = b

即

y 1p 1 + y 2 p 2 + ⋯ + y mp m = b

即 b可表为 A的少于 m 个列向量的线性结合,与非退化的假设相矛盾。 □

2.6.3 单纯形法步骤

针对        max z = Cx

s. t . Ax≤b

x≥0
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  现在将单纯形法的步骤归纳如下:

S 1 �解方程组确定 xB , BxB = b, 得 xB = B
- 1

b= b�, xN = 0, z = CB xB

S 2 �计算 CN - CB B
- 1

N , 即

ci - zi = ci - CB B
- 1

a i, i∈ N

N 是非基变量的下标序列。若所有的 ci- zi≤0, i∈N ,已得到最优解, 终止。

如若不然, cj - z j = cj - CB B
- 1

a j > 0, 则转 S 3

S 3 �计算 p j = B
- 1

a j , 若 p j≤0,则问题解无界, 否则转 S 4

S 4 �x j 进入基, 计算

β= min
h

bh

p hj
p hj > 0 = bk / p kj

  x j 进入基取代 xk , 即 x k 退出。转 S 1

这里附带说明 S 2 找进入基 x j ,满足 cj - z j > 0 有 3 种策略:

1. cj - z j = max
i

{ci- z i©¦ci- zi> 0}

2. 任一 cj - z j > 0

3. cj - z j > 0是非基变量中下标最小的一个。

图 2.10是其步骤的流程图。

图 2.10
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2.6.4 举例

例 2.6 用单纯形法解线性规划问题

max z = x 1 + 3x2

s . t .  2x 1 + 3x 2≤ 6

 - x 1 + x 2≤ 1

      x 1 , x 2 ≥ 0

  引进松弛变量 x 3 , x 4 , 使问题变为

max z = x 1 + 3x 2

s . t .  2x 1 + 3x 2 + x3 = 6

 - x 1 + x 2 + x 4 = 1

       x i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4

  第一轮迭代:

基变量为 x 3 = 6, x 4 = 1,非基变量 x 1 = x 2 = 0, B=
1 0

0 1
, B

- 1
=

1 0

0 1
, CB = ( 0 0) ,

c1 - CB B
- 1

a1 = 1> 0, 令 x 1 为进入基, 为了计算退出基,计算

β=
b�1
p 1 1

=
6
2

= 3

故 x 1 为进入基以取代 x 3 , x 3 为退出基。

以上步骤还可叙述为

1. �xB =
x3

x4

, xN =
x 1

x 2

, B=
1 0

0 1
= B

- 1
。

2. c1 - CB B
- 1

a1 = 1> 0, 令 x 1 为进入基。

3. B
- 1

a1 = ( 2, - 1)
T
。

4. �为确定退出基,计算 β=
b1

p 11
= 3。x 1 进入。

第二轮迭代:

基变量为 x 1 , x 4 , 非基变量 x 2 , x 3。 X

B=
2 0

- 1 1
, B

- 1
=

1/ 2 0

1/ 2 1
, CB = ( 1 0)

b�=
x 1

x 3

= B
- 1

b=
1/ 2 0

1/ 2 1

6

1
=

3

4

c2 - CB B
- 1

a 2 �= 3- ( 1 0)
1/ 2 0

1/ 2 1

3

1
= 3- ( 1 0)

3/ 2

5/ 2

= 3-
3
2

=
3
2

> 0

故 x 2 为进入基, p 2 = B
- 1

a 2 =
1/ 2 0

1/ 2 1

3

1
=

3/ 2

5/ 2
为确定退出基,计算

β= min
3

3/ 2
,

4
5/ 2

= min 2,
8
5

*

=
8
5
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  故 x 4 退出。

第三轮迭代:

x 1 , x2 是基, B=
2 3

- 1 1
, B

- 1 =
1/ 5 - 3/ 5

1/ 5 2/ 5

b=
x1

x2

=
1/ 5 - 3/ 5

1/ 5 2/ 5

6

1
=

3/ 5

8/ 5
, CB = ( 1 3)

c3 - CB B- 1 a3 = 0 - ( 1 3)
1/ 5 - 3/ 5

1/ 5 2/ 5

1

0
= 0 - ( 1 3)

1/ 5

0
= -

1
5

< 0

c4 - CB B- 1 a4 = 0 - ( 1 3)
1/ 5 - 3/ 5

1/ 5 2/ 5

0

1
= 0 - ( 1 3)

- 3/ 5

6/ 5
= -

3
5

< 0

  至此最优解已找到

x 1 =
3
5

, x 2 =
8
5

, x 3 = x4 = 0, max z =
27
5

  显然,我们的第二、三、四次迭代都是按第一次迭代的四个步骤来进行的。

例 2.7 用单纯形法解

max z = 3x 1 + x 2 + 2x 3

s . t . x 1 + 2x 2 + 4x 3 ≤ 18

3x 1 + 2x 2 + 12x 3≤ 54

      x 1 , x 2 , x 3 ≥ 0

  引进松弛变量 x 4 , x 5 得

max z = 3x 1 + x 2 + 2x 3

s . t. x 1 + 2x 2 + 4x 3 + x 4 = 18

3x 1 + 2x 2 + 12x 3 + x 5 = 54

      xi ≥ 0, i= 1, 2, ⋯, 5

  第一轮迭代:

基变量 x 4 , x 5 , B=
1 0

0 1
= B

- 1 , CB = ( 0 0) , c1 - CB B
- 1

a 1 = 1> 0, 故 x 1 为进入基。为

确定退出基,计算

β= min
18
1

,
54
3

= 18

若 x 5 退出,则

xB = ( x 4 x 1 )
T
, B =

1 1

0 3
, B

- 1
=

1 -
1
3

0
1
3

b�= B- 1b =

1 -
1
3

0
1
3

18

54
=

0

18
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c2 - CB B
- 1

a 2 = 1 - ( 0 3)

1 -
1
3

0
1
3

2

2
< 0

c3 - CB B
- 1

a 3 = 2 - ( 0 3)

1 -
1
3

0
1
3

4

12
< 0

c5 - CB B- 1 a 5 = 0 - ( 0 3)
1 -

1
3

0
1
3

0

1
< 0

  故 x 1 = 18, x 2 = x 4 = x 3 = x 5 = 0 便是最优解, max z = ( 3 1 2 0 0) ( 18 0 0 0 0) T

= 54。

本例为退化情形。

例 2.8 用单纯形法解

max z = 5x 1 - 2x 2 + 3x 3

s . t . 3x 1 + x 2 + 2x 3 + x 4 = 7

x 1 + x 2 + x 5 = 3

      x i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4, 5

  第一轮迭代:

xB =
x 4

x 5

=
7

3
, CB = ( 0 0) , c1 - CB B- 1a 1 = 5 > 0,

故引 x 1 为进入基。为确定退出基,计算

β= min
7
3

*

, 3 =
7
3

  故 x 4 退出。

第二轮迭代:

xB =
x 1

x 5

, CB = ( 5 0) , B =
3 0

1 1

B
- 1

=

1
3

0

-
1
3

1
, B

- 1
b = b�=

7/ 3

2/ 3

c2 - CB B
- 1

a 2 = - 2 - ( 5 0)

1
5

0

-
1
3

1

1

1
< 0

c3 - CB B
- 1

a 3 = 3 - ( 5 0)

1
3

0

-
1
3

1

2

0
< 0
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c4 - CB B
- 1

a4 = 0 - ( 5 0)

1
3

0

-
1
3

1

1

0
< 0

故 x 1 = 7/ 3, x 2 = x 3 = x 4 = x 5 = 0, z =
35
3
是最优解。

例 2.9 解线性规划问题

max z = x 1 + 3x 2

s. t. x 1 - 2x 2≤ 4

- x 1 + x 2≤ 3

      x1 , x 2 ≥ 0

  引进松弛变量 x 3 , x 4 后得

max z = x1 + 3x 2

s . t . x1 - 2x 2 + x 3 = 4

- x1 + x 2 + x 4 = 3

      x i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4

  第一轮迭代:

xB =
x3

x4

=
4

3
, c1 - CB B

- 1
a 1 = 1> 0, x 1 为进入基。为了确定退出基,计算

β= 4,故 x 3 退出。

第二轮迭代:

xB =
x 1

x 4

, CB = ( 1 0) , B =
1 0

- 1 1
, B

- 1
=

1 0

1 1

b�=
1 0

1 1

4

3
=

4

7

c2 - CB B- 1 a 2 = 3 - ( 1 0)
1 0

1 1

- 2

1
= 5 > 0

故 x 2 为进入基。为了确定退出基,计算

p 2 =
1 0

1 1

- 2

1
=

- 2

- 1
< 0

  故问题解无界,见图 2.11。

图 2.11

·63·



例 2.10 用单纯形法解

max z = 6x 1 + 14x 2 + 13x 3

s . t . x 1 + 4x 2 + 2x 3≤ 48

x 1 + 2x 2 + 4x 3≤ 60

      x 1 , x 2 , x3 ≥ 0

  引进松弛变量 x 4 , x 5 , 问题变成:

max z = 6x 1 + 14x 2 + 13x 3

s . t . x 1 + 4x 2 + 2x 3 + x 4 = 48

x 1 + 2x 2 + 4x 3 + x 5 = 60

      x 1 , x 2 , x 3 , x 4 , x 5 ≥ 0

  第一轮迭代:

xB =
x 4

x 5

=
48

60
, CB = ( 0 0) , B =

1 0

0 1
= B- 1

c3 - CB B
- 1

a3 = 13> 0,故将 x 3 引进基变量。为了确定退出基变量,计算

β= min
48
2

,
60*

4
= 15

故 x 5 退出。

第二轮迭代:

xB =
x 4

x 3

, B =
1 2

0 4
, B- 1 =

1 -
1
2

0
1
4

, b�=
1 -

1
2

0
1
4

48

60
=

18

15

c1 - CB B
- 1

a1 = 6 - ( 0 13)

1 -
1
2

0
1
4

1

1
= 6 - ( 0 13)

1
2

1
4

= 6 - 3
1
4

= 2
3
4

> 0

故 x 1 作为进入基变量。为了确定退出基变量,计算

p 1 =

1 -
1
2

0
1
4

1

1
=

1
2

1
4

, β= min{36
*

, 60} = 36

故 x 4 退出基变量。

第三轮迭代:

xB =
x 1

x 3

, CB = ( 6 13) , B =
1 2

1 4
, B

- 1
=

2 - 1

-
1
2

1
2
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c2 - z2 = c2 - CB B- 1a 2 = 14 - ( 6 13)
2 - 1

-
1
2

1
2

4

2
= - 9 < 0

c5 - z 5 = c5 - CB B
- 1

a 5 = - ( 6 13)

2 - 1

-
1
2

1
2

0

1
< 0

故

xB =

2 - 1

-
1
2

1
2

48

60
=

36

6

max z = ( 6 13)
36

6
= 294。

2.7 单纯形表格

上面讨论的单纯形法其计算步骤可以程式化为如下一种表格法, 即将上面介绍的计

算过程变成表上作业。表 2.1 为单纯形表。

表 2.1

xB CB

b
C

x   x1 �x 2 �⋯ x j ⋯ x n+ m

c1 �c2 �⋯ cj ⋯ cn+ m

β

xB1 4cB1 �b1 3a 11 �a12 �⋯ a1 �j ⋯ a 1 ^, n+ m b1 -/ a1j

xB2 4cB2 �b2 3a 21 �a22 �⋯ a2 �j ⋯ a 2 ^, n+ m b2 -/ a2j

┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆

xBk
cBk bk ak1 �ak2 �⋯ akj ⋯ a k, n+ m bk / akj

┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ⋯ ┆ ┆ ┆ ┆

xB
m

cB
m bm am1 �a m2 �⋯ amj ⋯ a m, n+ m bm / amj

z0 5c1 �- z1 c2 �- z 2 ⋯ cj - z j ⋯ cn+ m- zn+ m

  表上的元素如表上所标明的一样,不一一说明。

计算过程说明如下:

( 1) 计算 z0 及 cj - z j , j = 1, 2, ⋯, n+ m

z0 = cB
1
b1 + cB

2
b2 + ⋯+ cB

m
bm

z j = cB
1 a1 j + cB

2 a 2j + ⋯+ cB
ma mj

( 2) 如果所有 ci- zi≤0, 则已达到最大值。否则,设 cj - z j > 0,则 p j 作为进入基。

( 3) 计算 β= min
i

{bi/ a ij ©¦aij > 0}= bk/ akj

( 4) 利用 akj作为主元素进行行消元

b
( 1)
k = bk / a kj , a

( 1 )
ki = a ki/ a kj , i= 1, 2,⋯, n + m
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b
( 1 )
i = bi -

bk

akj
a ij , i= 1, 2,⋯, k - 1, k + 1, ⋯, m

a ( 1)
il = a il -

a kl

akj
a ij , i= 1, 2,⋯, k - 1, k + 1, ⋯, m

        l = 1, 2,⋯, j - 1, j + 1,⋯, n + m

c ( 1)
i - z i = ci - zi -

a kl

akj
( ci - zi) , i= 1, 2,⋯, j - 1, j + 1, ⋯, n + m

  下面说明为什么在以 a kj为主元素进行列消元时, ci- z i, i= 1, 2, ⋯, n+ m,也同时进

行。

按规定

z
( 1)
l = cB

1
a 1l -

akl

akj
a 1j + cB

2
a2 l -

a kl

a kj
a 2j + ⋯

+ cj
a kl

a kj
+ ⋯ + cB

m
a ml -

ak l

akj
am j

= CB p l - cB
k
a kl + cj

a kl

akj
-

a kl

a kj
( CB p j - cB

k
a kj )

= z l +
a kl

akj
( cj - z j )

  ∴ cl - z
( 1)
l = cl - z l -

a kl

akj
( cj - z j )

将所得结果写入表中。

还必须特别指出,初始表中原单位阵所在的部分, 在迭代过程中便是新基下的逆矩阵

B
- 1
。

请注意, 消元结束, x j 取代 x B
k
作为新的基, 应将 cB 列中原为 cB

k
者改为 cj , 即新的 cB

k

= cj ,新的第 j 列除第 k个元素变为 1外,其余为 0。

表 2.2 为新的单纯形表。

表 2.2

xB CB

b
C

x   x1 �x 2 �⋯ x j ⋯ x n+ m

c1 �c2 �⋯ cj ⋯ cn+ m

β

xB1 4cB1 �b( 1 3)
1 a( 1 �)

11 a (1 �)
12 ⋯ 0 �⋯ a ( 1 y)

1, n+ m

xB2 4cB2 �b
( 1 3)
2 a

( 1 �)
21 a

(1 �)
22 ⋯ 0 �⋯ a

( 1 y)
2, n+ m

┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ⋯ ┆ ⋯ ┆

x j cj b( 1 3)
k a( 1 �)

k1 a (1 �)
k2 ⋯ 1 �⋯ a ( 1 z)

k, n+ m

┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ⋯ ┆ ⋯ ┆

xB
m

cB
m b( 1 3)

m a( 1 �)
m1 a (1 �)

m2 ⋯ 0 �⋯ a ( 1 s)
m, n+ m

z( 1 5) c1 �- z( 1)
1 c2 d- z ( 1)

2 ⋯ cj - z (1 �)
j ⋯ cn+ m- z( 1 �)

n+ m

  例 2.11 用表上运算解线性规划问题
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max z = 3x 1 + 6x 2 + 2x3

s . t. 3x 1 + 4x 2 + x3≤ 2

x 1 + 3x 2 + 2x3≤ 1

      xi ≥ 0, i= 1, 2, 3

  引进松弛变量 x 4 , x 5 , 导致

max z = 3x 1 + 6x 2 + 2x 3

s . t . 3x 1 + 4x 2 + x 3 + x 4 = 2

x 1 + 3x 2 + 2x 3 + x 5 = 1

      x i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4, 5

  表上运算如下(见表 2.3) :

表 2.3

xB CB

b
C

x   x 1 "x 2 �x3 �x 4 ~x 5 �

3 �6 �2 �0 p0 �
β

x 4 �0 �2 q3 �4 �1 �1 p0 �1 */ 2

x 5 �0 �1 q1 �③ 2 �0 p1 �○��

0 q3 �⑥ 2 �0 p0 �

x 4 �0 �2 C/ 3 ○�� 0 �- 5 �/ 3 1 p- 4 �/ 3 2 */ 5

x 2 �6 �1 C/ 3 1 �/ 3 1 �2 �/ 3 0 p1 �/ 3 1 X

2 q① 0 �- 2 *0 p- 2 �

x 1 �3 �2 C/ 5 1 �0 �- 1 *3 B/ 5 - 4 �/ 5

x 2 �6 �1 C/ 5 0 �1 �1 �- 1 p/ 5 3 �/ 5

12 Z/ 5 0 �0 �- 1 *- 3 p/ 5 - 6 �/ 5

第一轮迭代

第二轮迭代

第三轮迭代

  从表上可得出最优解

x 1 = 3, x 2 = 6, x 3 = x 4 = x 5 = 0, max z = 12/ 5。

为了便于理解,现用单纯形法解之如下, 读者可以比较。可见单纯形表格实即单纯形

法的表上作业。

第一轮迭代:

1. xB =
x4

x5

, xN =

x 1

x 2

x 3

, B=
1 0

0 1
= B

- 1
, CB = ( 0 0)

2. �c1 - CB B
- 1

a1 = 3> 0, c2 - CB B
- 1

a 2 = 6> 0

c3 - CB B
- 1

a3 = 2> 0, x 2 作为进入基变量。

3. �p 2 = B
- 1

a 2 =
4

3
, β= min

2
4

,
1
3

= 1/ 3,故 x 5 退出。

第二轮迭代:

1. �xB =
x4

x2

, CB = ( 0 6) , B=
1 4

0 3
, B

- 1
=

1 -
4
3

0 1/ 3
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2. �c1 - z 1 = c1 - CB B
- 1

a1 = 3- ( 0 6)

1 -
4
3

0
1
3

3

1
= 1

c3 - z 3 = 2- ( 0 6)

1 -
4
3

0
1
3

1

2
= 2- ( 0 6)

- 5/ 3

2/ 3
= - 2< 0

c5 - z 5 = 0- ( 0 6)

1 -
4
3

1
1
3

0

1
= ( 0 6)

-
4
3

1
3

= - 2< 0

故 x 1 为进入基变量。

3. �p 1 =
1 - 4/ 3

0 1/ 3
a1 =

5/ 3

1/ 3
, p 0 =

1 - 4/ 3

0 1/ 3

2

1
=

2/ 3

1/ 3

β= min
2
3

5
3

,
1
3

1
3

=
2
5

, 故 x 4 退出。

第三轮迭代:

1. �xB =
x1

x2

, CB = ( 3 6) , B=
3 4

1 3
, B

- 1 =

3
5

-
4
5

-
1
5

3
5

2. �c3 - z 3 = 2- CB B
- 1

a 3 = 2- ( 3 6)

3
5

-
4
5

-
1
5

3
5

1

2
= - 1< 0

c4 - z 4 = - ( 3 6)

3
5

-
4
5

-
1
5

3
5

1

0
= -

3
5

< 0

c5 - z 5 = - ( 3 6)

3
5

-
4
5

-
1
5

3
5

0

1
= -

6
5

< 0

故 x=
2
5
 

1
5
 0 0 0

T

是最优解, max z = CB xB = ( 3 6)

2
5

1
5

= 12/ 5。

例 2.12 解线性规划问题

max z = x 1 + 3x 2

s. t. 2x 1 + 3x 2 + x 3 = 8

- x 1 + x 2 + x 4 = 1

      x1 , x 2 , x 3 , x 4 ≥ 0
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  几何解法如图 2.12所示。

图 2.12

原问题可改写成 �

max z = x 1 + 3x 2

s . t.  2x 1 + 3x2≤ 8

- x 1 + x2≤ 1

    x 1 , x 2 ≥ 0

  显然,当直线 x 1 + 3x 2 = c 朝右上方移动时, x 1 + 3x2 便是一个逐渐增大的过程, 最后

在( 1, 2)点处取得最优解, max z = 1+ 3× 2= 7。

表上作业法如表 2.4 所示。

表 2.4

xB CB

b
C

x   x 1 Qx2 "x 3 �x4 �

1 B3 �0 �0 �
β

x 3 �0 �8 q2 B3 �1 �0 �8 */ 3

x 4 �0 �1 q- 1 q① 0 �1 �①

0 q1 B③

x 3 �0 �5 q⑤ 0 �1 �- 3 �1 X

x 2 �3 �1 q- 1 q1 �0 �1 �

3 q④ 0 �0 �0 �

x 1 �1 �1 q1 B0 �1 �/ 5 - 3 �/ 5

x 2 �3 �2 q0 B1 �1 �/ 5 2 �/ 5

7 q0 B0 �- 4 �/ 5 - 3 �/ 5

第一轮迭代

第二轮迭代

第三轮迭代

  从单纯形最终表可以看出与几何解法有相同的最优解。

矩阵方法(单纯形法)

第一轮迭代:
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1. �xB =
x3

x4

=
8

1
, CB = ( 0 0) , B= B

- 1
=

1 0

0 1

2. c1 - z 1 = 1, c2 - z 2 = 3, x2 引进作为基变量。

3. 为确定退出变量,计算

β= min
8
3

,
1
1

= 1

  故 x 4 退出基变量。

第二轮迭代:

1. �xB =
x3

x2

, B=
1 3

0 1
, B

- 1
=

1 - 3

0 1

2. �CB = ( 0 3) , c1 - z 1 = 1- ( 0 3)
1 - 3

0 1
= 4> 0

x 1 引进作为基变量

3. 为了确定退出基变量

p 1 = B- 1 a1 =
1 3

0 1

2

- 1
=

5

- 1

p 0 = B- 1 b =
1 - 3

0 1

8

1
=

5

1

  β= 1,故 x 1 作为进入基变量。

第三轮迭代:

1. �xB =
x1

x2

, B=
2 3

- 1 1
, B

- 1
=

1
5

-
3
5

1
5

2
5

2. �c3 - z 3 = 0- ( 1 3)

1
5

-
3
5

1
5

2
5

1

0
= -

4
5

< 0

c4 - z 4 = 0- ( 1 3)

1
5

-
3
5

1
5

2
5

0

1
= -

3
5

< 0

故 xB =
x 1

x 2

=
1

2
是最优解, max z = 7。

例 2.13 用表上作业法解

max z = 2x 1 + x 2 - x 3

s. t. x 1 + x 2 + 2x 3≤ 6

x 1 + 4x 2 - x 3≤ 4

      x1 , x 2 , x 3 ≥ 0

  引进松弛变量 x 4 , x 5 得
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max z = 2x 1 + x 2 - x 3

s . t . x 1 + x 2 + 2x 3 + x 4 = 6

x 1 + 4x 2 - x 3 + x 5 = 4

      x i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4, 5

  表上运算如下(见表 2.5) :

表 2.5

xB CB

b
C

x   x1 hx 2 9x3 �x 4 �x 5 �

2 Y1 *- 1 *0 �0 �
β

x 4 #0 �6 Z1 Y1 *2 �1 �0 �6 n

x 5 #0 �4 Z① 4 *- 1 *0 �1 �④

② 1 *- 1 *0 �0 �

x 4 #0 �2 Z0 Y- 3 Y③ 1 �- 1 �2 @/ 3

x 1 #2 �4 Z1 Y4 *- 1 *0 �1 �

8 Z0 Y- 7 Y① 0 �- 2 �

x 3 #0 �2 ,/ 3 0 Y- 1 Y1 �1 �/ 3 - 1 �/ 3

x 1 #2 �14 C/ 3 1 Y3 *0 �1 �/ 3 2 o/ 3

26 C/ 3 0 Y- 6 Y0 �- 1 �/ 3 - 5 �/ 3

  得最优解:

x 3 =
2
3

, x 1 =
14
3

, x 2 = x 4 = x 5 = 0, max z =
26
3
。

  例 2.14 分别用表上作业和单纯形的矩阵法求解线性规划问题

max z = 2x 1 + 3x 2 + 4x 3

s . t . x 1 + x 2 + 2x 3 + x 4 = 2

x 1 + 4x 2 - x 3 + x5 = 1

x 1 + 2x 2 - 4x 3 + x 6 = 1

      x i≥ 0, i= 1, 2,⋯, 6

  表上运算如单纯形表(表 2.6)所述。

从表上可以看出最优解:

( x 1 x 2 x 3 x 4 x 5 x 6 )
T

= 0
4
9

7
9

0 0
29
9

T

, max z =
40
9
。

  下面与矩阵方法进行比较。

第一轮迭代:

1. �xB =

x4

x5

x6

, B=

1 0 0

0 1 0

0 0 1

= B
- 1

, CB = ( 0 0 0)

2. �c1 - z 1 = 2- CB B
- 1

a 1 = 2

c2 - z 2 = 3- CB B
- 1

a 2 = 3
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c3 - z 3 = 4- CB B
- 1

a 3 = 4

因为 4 最大,所以选 x 3 作为入基变量。

3. �β= 1,故 x 4 退出基变量。

  表 2.6

xB CB

b
C

x   x 1 9x2 �x 3 !x 4 �x5 �x 6 }

2 +3 �4 �0 �0 �0 o
β

x 4 #0 �2 Z1 +1 �② 1 �0 �0 o①

x 5 #0 �1 Z1 +4 �- 1 A0 �1 �0 o

x 6 #0 �1 Z1 +2 �- 4 A0 �0 �1 o

2 +3 �④ 0 �0 �0 o

x 3 #4 �1 Z1 �/ 2 1 q/ 2 1 �1 Y/ 2 0 �0 o2 @

x 5 #0 �2 Z3 �/ 2 ○�� 0 �1 Y/ 2 1 �0 o○��
x 6 #0 �5 Z3 +4 �0 �2 �0 �1 o5 �/ 4

4 Z0 +① 0 �- 2 �0 �0 o

x 3 #7 ,/ 9 1 �/ 3 0 �1 �4 Y/ 9 - 1 �/ 9 0 o

x 2 #4 ,/ 9 1 �/ 3 1 �0 �1 Y/ 9 2 �/ 9 0 o

x 6 #29 C/ 9 5 �/ 3 0 �0 �14 p/ 9 - 8 �/ 9 1 o

40 C/ 9 - 1 +/ 3 0 �0 �- 19 �/ 9 - 2 �/ 9 0 o

  第二轮迭代:

1. �xB =

x3

x5

x6

, B=

2 0 0

- 1 1 0

- 4 0 1

, B
- 1 =

1
2

0 0

1
2

1 0

2 0 1

, CB = ( 4 0 0)

2. �c1 - z 1 = c1 - CB B
- 1

a1 = 2- ( 4 0 0)

1
2

0 0

1
2

1 0

2 0 1

1

1

1

= 0

c2 - z 2 = c2 - CB B
- 1

a2 = 3- ( 4 0 0)

1
2

0 0

1
2

1 0

2 0 1

1

4

2

= 1
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c4 - z 4 = - CB B
- 1

a 4 = - ( 4 0 0)

1
2

0 0

1
2

1 0

2 0 1

1

0

0

= - 2

因为仍有 1> 0, 故选 x 2 作为入基变量。

3. �p 0 = B
- 1

b=

1
2

0 0

1
2

1 0

2 0 1

2

1

1

=

1

3/ 2

5

p 2 = B
- 1

a 2 =

1
2

0 0

1
2

1 0

2 0 1

1

4

2

=

1
2

9/ 2

4

β= min 2,
1
3

, 5/ 4 =
1
3

故 x 5 便为退出基变量。

第三轮迭代:

1. �xB =

x3

x2

x6

, B=

2 1 0

- 1 4 0

- 4 2 1

, B
- 1

=

4/ 9 - 1/ 9 0

1/ 9 2/ 9 0

14/ 9 - 8/ 9 1

, CB = ( 4 3 0)

2. �c1 - z 1 = c1 - CB B
- 1

a1 = 2- ( 4 3 0)

4
9

-
1
9

0

1
9

2
9

0

14
9

-
8
9

1

1

1

1

= -
1
3

< 0

c4 - z 4 = c4 - CB B
- 1

a4 = - ( 4 3 0)

4
9

-
1
9

0

1
9

2
9

0

14
9

-
8
9

1

1

0

0

= -
19
9

< 0

c5 - z 5 = - ( 4 3 0)

4
9

-
1
9

0

1
9

2
9

0

14
9

-
8
9

1

0

1

0

= -
2
9

< 0
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故 x 2 =
4
9

, x 3 =
7
9

, x 6 =
29
9

, x 1 = x4 = x5 = 0 是 最 优 解, max z = CB xB =

( 4 3 0)

7
9

4
9

29
9

=
40
9
。

例 2.15 用表上运算解

max z = 3x 1 + 2x 2 - x 3 + x 4

s . t . 2x 1 - 4x 2 - x 3 + x 4 + x 5 = 8

x 1 + x 2 + 2x 3 - 3x 4 + x 6 = 10

x 1 - x 2 - 4x 3 + x 4 + x 7 = 3

      x i≥ 0, i= 1, 2,⋯, 7

  解法见下面单纯形表(表 2.7)。

表 2.7

xB CB

b
C

x   x 1 �x 2 �x3 gx 4 �x 5 Ox6 �x 7 7

3 q2 �- 1 �1 �0 A0 �0 )
β

x 5 �0 �8 �2 q- 4 �- 1 �1 �1 A0 �0 )4 �

x 6 �0 �10 �1 q1 �2 Y- 3 �0 A1 �0 )10 �

x 7 �0 �3 �① - 1 �- 4 �1 �0 A0 �1 )③

0 �③ 2 �- 1 �1 �0 A0 �0 )

x 5 �0 �2 �0 q- 2 �⑦ - 1 �1 A0 �- 2 W○2 y/ 7

x 6 �0 �7 �0 q2 �0 Y- 4 �0 A1 �- 1 W7 o/ 6

x 1 �3 �3 �1 q- 1 �- 4 �1 �0 A0 �1 )

9 �0 q8 �，？ - 2 �0 A0 �- 3 W

x 3 �- 1 ,2 r/ 7 0 q- 2 �/ 7 1 Y- 1 �/ 7 1 �/ 7 0 �- 2 )/ 7

x 6 �0 �37 �/ 7 0 q26 �/ 7 0 Y- 22 �/ 7 - 6 A/ 7 1 �5 �/ 7

x 1 �3 �29 �/ 7 1 q- 15 �/ 7 0 Y3 �/ 7 4 �/ 7 0 �3 �/ 7

85 �/ 7 0 q○30 �/ 7 0 Y- 3 �/ 7 - 11 X/ 7 0 �11 �/ 7

x 3 �- 1 ,
126 �
182

0 q0 �1 Y-
51 �
7

7 A
91

14 �
182

-
42 n

182

x 2 �2 �
37 �
26

0 q1 �0 Y-
22 �
7

-
6 o
26

7 �
26

5 )
26

x 1 �3 �
1309 �
182

1 q0 �0 Y-
309 )
49

14 X
182

105 �
182

153 W
182

1442 �
182

0 q0 �0 Y
820 �
49

656 o
182

-
399 �
182

-
265 �
182

  x 4 列对应的 p4 < 0,故问题无解。
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习 题 二

1. �对线性规划问题

max z = x 1 - 2x 2 - x3 + x 4

s . t . 3x 1 + 2x 2 + x3 = 5

x 1 + 2x 2 + x 4 = 6

      x i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4

试列出所有的基矩阵,并讨论它对应的解是否为可行解。

2.        max z = x 1 + x 2 + 2x 3 + x 4 - x 5 + 3x 6 + x 7

s. t . x 1 + 2x 3 + 2x 4 + x 6 = 4

x 2 + x 3 + 3x 4 + 4x 6 = 4

x 3 + 2x 4 + x 5 + 4x 6 = 2

x 3 + 3x 4 + x 6 + x 7 = 5

                  x i≥0, i= 1, 2, ⋯, 7

  x = ( 4, 4, 0, 0, 0, 2, 5) T 是否是可行解? 为什么?

3. �设线性规划问题

max z = x 1 + 3x 2

s . t .   - x 1 + x 2≤ 4

  - x 1 + 2x 2≤ 12

  x 1 + x 2≤ 10

      x 1 , x 2 ≥ 0

画出可行解域,并用图解法求解。

4. �设 S 是满足约束条件 Ax≥b的域,其中 A是 m× n 的矩阵, m> n, 则 x0 是某一顶点的

充要条件是 A和 b分别可以分解为

A =
A1

A2

, b =
b1

b2

其中 A1 , b1 有 n 行, A2 , b2 有 m- n 行, 使得

A1 x0 = b1 , A2x0 ≥ b2

5.         max z = 2x 1 + x 2 - x 3

s. t . x 1 + x 2 + 2x 3≤6

x 1 + 4x 2 - x 3≤6

              x 1 , x2 , x 3≥0

  �求出可行解域顶点,计算它的目标函数, 并求问题的最优解。

6.         max z = x 1 + 2x 2 + 4x 3 + x 4 + 5x 5 + x 6

s. t . 2x 1 + 6x 2 + 3x 3 + 2x 4 + 3x 5 + 4x 6≤600

             x i≥0, i= 1, 2, ⋯, 6
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 求所有的基可行解,通过比较它们的值找出最优解。

7. �分别用图解法和单纯形法求解

max z = 5x 1 + 4x 2

s . t . x 1 + 2x 2≤ 6

2x 1 - x 2≤ 6

5x 1 + 3x 2≤ 15

    x 1 , x 2 ≥ 0

8. �用单纯形法求解下列线性规划问题,每一轮都确定它的 B和 B
- 1
。

max z = 3x 1 + 2x 2

s . t . 2x 1 - 3x 2≤ 3

- x 1 + x 2≤ 5

     x 1 , x 2 ≥ 0

9. 已知( 4, 0)点是下列问题的基可行解, 由此起步解下面问题

max z = - x 1 + 2x 2

s . t . 3x 1 + 4x 2 = 12

2x 1 - x 2≤ 12

      x 1 , x 2 ≥ 0

10. 用表上作业法和单纯形法的矩阵运算求解下列线性规划问题:

( a)  max z= 20x 1 + 24x 2

s. t . 2x 1 + x 2≤24

2x 1 + 3x 2≤48

x 1 + x 2≤20

2x 1 - 3x 2≤0

        x 1 , x2≥0

     �

( b)  max z = 45x 1 + 15x 2

s. t. 4x 1 + x 2≤364

8x 1 + 5x 2≤120

     x 1≥0, 0≤x2≤2

 

 

( c)  max z = 10x 1 + 8x 2

s . t . 2x 1 + x 2≤4

3x 1 + x 2≥10

        x 1 , x2≥0

( d)  max z= 5x1 + 4x 2 + 2x 3

s . t . 2x1 + x 2 + x 3≤4

4x1 + 4x 2 + 2x 3≤12

        x 1 , x2 , x 3≥0

( e)  max z= x 1 - 2x 2 + x 3

s . t . x 1 + x 2 + x 3≤12

2x 1 + x 2 - x 3≤6

- x 1 + 3x 2 ≤9

        x 1 , x2 , x 3≥0

( f)  max z = 2x 1 + x 2 - 3x 3 + 5x 4

s. t. x 1 + 2x 2 + 4x 3 - x 4≤6

2x 1 + 3x 2 - x 3 + x 4≤12

x 1 + x 3 + x 4≤4

        x i≥0, i= 1, 2, 3, 4
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第 3 章 改善的单纯形法

3.1 数 学 准 备

3.1.1 改善之一: CB ( B
- 1

a ) = ( CB B
- 1 ) a

  单纯形法至今依然是线性规划最常用的算法。所谓改善的单纯形法只不过是对单纯

形法某些步骤作些改进,使得效率提高许多。也就是说, 前面讲的单纯形法步骤中有若干

多余的计算,可以省略。读者通过计算的过程也可以发现。

例如对于 i∈N 反复计算

ci - z i = ci - CB B
- 1

ai

  但 CB B
- 1

ai = CB ( B
- 1

ai) = ( CB B
- 1

) a i

CB ( B
- 1

ai)即先计算 B
- 1

a j ,再计算 CB ( B
- 1

a j ) ,是单纯形表格用的方法。根据矩阵乘法的结

合律,先计算 π= CB B
- 1

, 再计算 ci- zi= πai,也可以节省计算量。

3.1.2 改善之二: 矩阵求逆

单纯形法求解过程的关键性计算是对基矩阵求逆,换一个基后还要对新矩阵求逆, 新

旧矩阵仅仅一列之差, 它的求逆有没有更方便的方法? 矩阵求逆在线性代数中讨论得很

多,常用的有约当( Jordan)求逆法。这是一般的方法。特殊的问题能否利用其特殊性? 答

案是肯定的。其实,在从事单纯形表格计算时, 细心的读者不难发现无需整个表格消元完

毕后, B
- 1
才出来, 其实只要进入的基的列作主元素消去法,就可以确定 B

- 1
。

下面先讨论一个问题

已知 Bo = ( p 1 p 1⋯ p k⋯ p n ) n× n及 B
- 1
o , 矩阵 Bn 只是 Bo 中的 pk 列改为 p ,即

Bn = ( p 1 p 2 ⋯ p
↑
第k列

⋯ p n ) n× n

求 B
- 1
n 。令

Boy = p , y = B- 1
o p = ( y 1 y 2 ⋯ yn ) T

令

E k =

1 0 ⋯ y1 ⋯ 0

0 1 ⋯ y2 ⋯ 0

┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆

┆ ┆ ┆ yk ⋯ 0

┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆

0 0 ⋯ yn ⋯ 1

= e1 e2 ⋯ y ⋯en

即 E k 为 n× n 的单位阵 I ( n)第 k列用 y取代之, 其中 ei为第 i个元素为 1的单位列向量。
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不难验证

Bo E k = Bn

  因 �Boei= p i, i= 1, 2,⋯, n, Boy= p

  ∴ B
- 1
n = ( BoE k ) - 1 = E

- 1
k B

- 1
o

  

但

 

 

 

 

 

E
- 1
k =

1 0 ⋯ - y1 / yk ⋯ 0

0 1 ⋯ - y2 / yk ⋯ 0

┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆

0 0 ┆ 1/ y k ┆ 0

┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆

0 0 ⋯ - yn / yk ⋯ 1

从约当求逆法可知,对矩阵 E k I 即对矩阵

1 0 ⋯ y1 ⋯ 0 1 0 ⋯ 0

0 1 ⋯ y2 ⋯ 0 0 1 ⋯ 0

┆

┆ ┆ ┆ yk ┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆

┆

0 0 ⋯ yn ⋯ 1 0 0 ⋯ 1

进行初等变换,当出现 I ( n) D 时,即

1 0 ⋯ 0 ⋯ 0 1 0 ⋯ - y1 / yk ⋯ 0

0 1 ⋯ 0 ⋯ 0 0 1 ⋯ - y2 / yk ⋯ 0

┆ ┆

┆ ┆ ┆ 1 ┆ ┆ ┆ ┆ ┆ 1/ y k ┆ ┆

┆ ┆

0 0 ⋯ 0 ⋯ 1 0 0 ⋯ - yn / yk ⋯ 1
↑
第k列

↑
第k列

D 即为 E
- 1
k 。这个过程只要对列向量 y 以 y k 为主元素进行列消元时, 右半部分便出现

E
- 1
k 。这说明以 y 的 yk 为主元素进行列消元的过程相当于左乘以 E

- 1
k 。这一点非常重要,

在改善单纯形法中主要改善之点便在于求 B
- 1
n 。另一方面请注意

1 0 ⋯ - y1 / y k ⋯ 0

0 1 ⋯ - y2 / y k ⋯ 0

┆

┆ ┆ ┆ 1/ yk ┆ ┆

┆

0 0 ⋯ - yn / yk ⋯ 1

y1

y2

┆

yn

=

0

0

┆

1

┆

0

← 第 k行

都说明用 E k 左乘于 B
- 1
o 相当于对增广矩阵

B- 1
o y

·15·



对 y 以 y k 为主元素进行列消元, 即得

B
- 1
n E k

  例 3.1 已知

Bo =

2 1 0

- 1 4 0

- 4 2 1

, B
- 1
o =

4/ 9 - 1/ 9 0

1/ 9 2/ 9 0

14/ 9 - 8/ 9 1

, Bn =

2 1 1

- 1 4 1

- 4 2 0

求 B
- 1
。

第一步求 y= B
- 1
o p =

4/ 9 - 1/ 9 0

1/ 9 2/ 9 0

14/ 9 - 8/ 9 1

1

1

0

=

1/ 3

1/ 3

2/ 3

,问题变成对下列增广矩阵对○

所示的元素进行列消元。

4/ 9 - 1/ 9 0 1/ 3

1/ 9 2/ 9 0 1/ 3

14/ 9 - 8/ 9 1 ○��

 

→

第3行乘以
3
2

4
9

-
1
9

0
1
3

1
9

2
9

0
1
3

7
3

-
4
3

3
2

1

 

→

第3行乘-
1
3

分别加到第1, 2行

-
1
3

1
3

-
1
2

0

-
2
3

2
3

-
1
2

0

7
3

-
4
3

3
2

1

  ∴

2 1 1

- 1 4 1

- 4 2 0

- 1

=

-
1
3

1
3

-
1
2

-
2
3

2
3

-
1
2

7
3

-
4
3

3
2

3.2 改善的单纯形法

3.2.1 改善单纯形法步骤

  改善的单纯形法就是单纯形法,不同点在于矩阵 B求逆的方法, 以及求 CN - CB B
- 1

N

时用到的方法。改善的单纯形法大大降低了时间复杂度。后面还将看出空间复杂性变化

不大。

以问题        max z = Cx

           s . t . Ax≤b

x≥0
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为例,求解步骤如下:

S 1. 确定 xB ,求 B
- 1

S 2. 计算 π= CB B
- 1

, ci- z i= ci- πa i, i∈N , 若所有 cj - z j≤0, 则已达到最优解,结束。

  若 cj - z j > 0, 则 x j 进入基变量。转 S3。

S 3. 为了确定退出基,计算 b�= B
- 1

b, p j = B
- 1

a j。若 p j≤0,则问题无界。

β= min
h

bh

p hj
p h j > 0 =

bk

p kj

则 x k 为退出基变量,转 S1。

3.2.2 举例

例 3.2 用改善单纯形法求解

max z = 2x 1 + x 2

s . t . x 1 + 4x 2≤ 32

x 1 + x 2≤ 11

5x 1 + x 2≤ 35

     x 1 , x 2 ≥ 0

  引进松弛变量 x 3 , x 4 , x 5 , 问题变为:

maxz = 2x 1 + x 2 + 0 ¡¤x 3 + 0 ¡¤x 4 + 0 ¡¤x 5

s . t . x 1 + 4x 2 + x 3 = 32

x 1 + x 2 + x 4 = 11

5x 1 + x 2 + x 5 = 35

          x i≥ 0, i= 1, 2,⋯, 5

  第一轮迭代:

1. �xB =

x3

x4

x5

=

32

11

35

, B=

1 0 0

0 1 0

0 0 1

= B
- 1 , CB = ( 0 0 0)

2. �π= CB B
- 1

= ( 0 0 0)

1 0 0

0 1 0

0 0 1

= ( 0 0 0)

c1 - z 1 = c1 - πa 1 = 2> 0

c2 - z 2 = c2 - πa 2 = 1> 0

因 2> 1故选 x 1 作为进入基变量。

3. �为了确定退出基,计算 b�= b, p 1 = a 1

β= min 32, 11,
35
5

= 7

故 x 5 作为退出基变量。

第二轮迭代:
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1. �xB =

x3

x4

x1

, B=

1 0 1

0 1 1

0 0 5

, 求 B
- 1

B
- 1

=

1 0 0

0 1 0

0 0 1

, y=

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1

1

5

=

1

1

5

, k= 3

1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 ⑤

�

1 0 0 1

0 1 0 1

0 0
1
5
①

�

1 0 -
1
5

0

0 1 -
1
5

0

0 0
1
5

1

故

1 0 1

0 1 1

0 0 5

- 1

=

1 0 -
1
5

0 1 -
1
5

0 0
1
5

2. �π= CB B
- 1

= ( 0 0 2)

1 0 -
1
5

0 1 -
1
5

0 0
1
5

= 0 0
2
5

c2 - z 2 = 1- 0 0
2
5

4

1

1

=
3
5

> 0

c5 - z 5 = 0- 0 0
2
5

0

0

1

= -
2
5

< 0

故选 x 2 作为进入基, b= B
- 1

b=

1 0 -
1
5

0 1 -
1
5

0 0
1
5

32

11

35

=

25

4

7

。

3. �p 2 = B
- 1

a 2 =

1 0 -
1
5

0 1 -
1
5

0 0
1
5

4

1

1

=

19/ 5

4/ 5

1/ 5

β= min
25

19/ 5
,

4
4/ 5

,
7

1/ 5
= 5
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故 x 4 退出。

第三轮迭代:

1. �xB =

x3

x2

x1

, B=

1 4 1

0 1 1

0 1 5

, 求 B
- 1

y = B
- 1
o p =

1 0 -
1
5

0 1 -
1
5

0 0
1
5

4

1

1

=

19
5

4
5

1
5

, k= 2

1 0 -
1
5

19
5

0 1 -
1
5 ○45

0 0
1
5

1
5

�

1 0 -
1
5

19
5

0
5
4

-
1
4
①

0 0
1
5

1
5

�

1 -
19
4

3
4

0

0
5
4

-
1
4

1

0 -
1
4

1
4

0

故

1 4 1

0 1 1

0 1 5

- 1

=

1 -
19
4

3
4

0
5
4

-
1
4

0 -
1
4

1
4

。

2. ��π= CB B
- 1 = ( 0 1 2)

1 -
19
4

3
4

0
5
4

-
1
4

0 -
1
4

1
4

= 0 
3
4
 

1
4

c4 - πa 4 = - 0 
3
4
 

1
4

0

1

0

= -
3
4

< 0

c5 - πa 5 = - 0 
3
4
 

1
4

0

0

1

= -
1
4

< 0

故 �

xB =

x3

x2

x1

=

1 -
19
4

3
4

0
5
4

-
1
4

0 -
1
4

1
4

32

11

35

=

6

5

6
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xN =
x 4

x 5

= 0 是最优解。

max z = ( 0 1 2)

6

5

6

= 17

例 3.3 用改善单纯形法求解

max z = - x 1 - x 2 + 4x 3

s . t . x 1 + x 2 + 2x 3 + x 4 = 9

x 1 + x 2 - x 3 + x 5 = 2

- x 1 + x 2 + x 3 + x 6 = 4

      x i≥ 0, i= 1, 2,⋯, 6

  第一轮迭代:

1. �xB = ( x 4 x 5 x 6 )
T
, CB = ( 0 0 0)

B= B
- 1

=

1 0 0

0 1 0

0 0 1

2. �π= CB B
- 1

= ( 0 0 0)

c1 - z 1 = - 1, c2 - z 2 = - 1, c3 - z 3 = 4

故 x 3 为进入基变量。

3. �为了确定退出基,计算

β= min
9
2

,
4
1

= 4, 故 x 6 退出。

第二轮迭代:

1. �xB = ( x 4 x 5 x 3 ) T , CB = ( 0 0 4)

B=

1 0 2

0 1 - 1

0 0 1

, 求 B
- 1
。

1 0 0 2

0 1 0 - 1

0 0 1 ①

�

1 0 0 2

0 1 1 0

0 0 1 1

�

1 0 - 2 0

0 1 1 0

0 0 1 1

故

1 0 2

0 1 - 1

0 0 1

- 1

=

1 0 - 2

0 1 1

0 0 1

2. �π= CB B
- 1

= ( 0 0 4)

1 0 - 2

0 1 1

0 0 1

= ( 0 0 4)

c1 - z 1 = c1 - πa 1 = - 1- ( 0 0 4)

1

1

- 1

= 3> 0
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c2 - z 2 = c2 - πa 2 = - 1- ( 0 0 4)

1

1

1

= - 5< 0

故 x 1 选为进入基变量。

3. �b�= B
- 1

b=

1 0 - 2

0 1 1

0 0 1

9

2

4

=

1

6

4

p 1 = B
- 1

a 1 =

1 0 - 2

0 1 1

0 0 1

1

1

- 1

=

3

0

- 1

β=
1
3

, 故 x 4 退出。

第三轮迭代:

1. �xB =

x1

x5

x3

, B=

1 0 2

1 1 - 1

- 1 0 1

,求 B
- 1
。

y =

1 0 - 2

0 1 1

0 0 1

1

1

- 1

=

3

0

- 1

1 0 - 2 ③

0 1 1 0

0 0 1 - 1

�

1
3

0 -
2
3

1

0 1 1 0

0 0 1 - 1

�

1
3

0 -
2
3

1

0 1 1 0

1
3

0
1
3

0

故 B
- 1

=

1
3

0 -
2
3

0 1 1

1
3

0
1
3

。

2. �CB = ( - 1 0 4) , π <= CB B
- 1 = ( - 1 0 4)

1
3

0 -
2
3

0 1 1

1
3

0
1
3

= ( 1 0 2)

c2 - z 2 = - 1- πa 2 = - 1- ( 1 0 2)

1

1

1

= - 4< 0

c4 - z 4 = - ( 1 0 2)

1

0

0

= - 1< 0

·75·



c6 - z 6 = - ( 1 0 2)

0

0

1

= - 2< 0

故 x 1 =
1
3

, x 2 = 0, x 3 =
13
3

, z = 17 是最优解。

3.3 改善的单纯形法表格及其分析

3.3.1 改善的单纯形法表格

  改善的单纯形法也可以在表上进行作业,目的在于使运算能够紧凑地进行。表格如下

(见表 3.1) ,其中 p k 是进入基, pk = B
- 1
o a k。

表 3.1

xB CB b B - 1 �ak pk β

┆ ┆ ┆ ⋯ ┆ ┆

z CBB - 1 �

  例 3.4 见上一节例 3.3, 读者可以比较。

c1 - z 1 = - 1, c2 - z 2 = - 1, c3 - z 3 = 4, 故 x 3 进入。将 p 3 填入表 3.2和表 3.4。

表 3.2 表 3.3

xB CB b B - 1 �a k pk β

x 4 �0 �9 �1 �0 �0 q2 Y2 p9 Y/ 2

x 5 �0 �2 �0 �1 �0 q- 1 �- 1 �

x 6 �0 �4 �0 �0 �1 q1 Y① ④

0 �0 �0 �0 q

�

xB CB b B - 1 Up

x4 g0 o1 �1 o0 )- 2 �0 �

x5 g0 o6 �0 o1 )1 �0 �

x3 g4 o4 �0 o0 )1 �1 �

16 �0 o0 )4 �

 c1 - z 1 = - 1- ( 0 0 4)

1

1

- 1

= 3> 0, 故 x 1 进入基变量。

表 3.4 表 3.5

xB CB b B - 1 �a 1 dp 1 �β

x 4 �0 �1 �1 �0 �- 2 �1 Y③ ○��
x 5 �0 �6 �0 �1 �1 q1 Y0 p

x 3 �4 �4 �0 �0 �1 q- 1 �- 1 �

16 +0 �0 �4 q

�

xB CB b B- 1 �p 1 �

x1 g- 1 �1 X/ 3 1 A/ 3 0 )- 2 �/ 3 1 �

x5 g0 o6 �0 o1 )1 �0 �

x3 g4 o13 o/ 3 1 A/ 3 0 )1 �/ 3 0 �

17 �- 1 �0 )2 �
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  c2 - z 2 = - 1- ( 1 0 2)

1

1

1

= - 4< 0

  c4 - z 4 = - ( 1 0 2)

1

0

0

= - 2< 0

  c6 - z 6 = - ( 1 0 2)

0

0

1

= - 2< 0

  故 x 1 =
1
3

, x 2 = 0, x 3 =
13
3

, max z = 17是最优解。

例 3.5 用改善单纯形表格解

max z = x 1 + 2x 2 - x 3 + x 4 + 4x 5 - 2x 6

s . t . x 1 + x 2 + x 3 + x 4 + x 5 + x 6 + x 7 = 6

2x 1 - x 2 - 2x 3 + x 4 + x 8 = 4

x 3 + x 4 + 2x 5 + x 6 + x 9 = 4

      x i≥ 0, i= 1, 2,⋯, 9

  c5 - z 5 = 4> 0,选 x 5 进入基变量改善单纯形表格见表 3.6。

       表 3.6

xB CB b B
- 1 �a5 �p5 �β

x 7 �0 �6 01 G0 ^0 u1 �1 �6 �

x 8 �0 �4 00 G1 ^0 u0 �0 �

x 9 �0 �4 00 G0 ^1 u2 �② ②

0 00 G0 ^0 u

         消元得

xB CB b B - 1 -p 5 �

x7 <0 �4 �1 �0 �- 1 u/ 2 0 �

x8 <0 �4 �0 �1 �0 u0 �

x5 <4 �2 �0 �0 �1 G/ 2 1 �

  c1 - z 1 = 1- ( 0 0 2)

1

2

0

= 1> 0, 故 x 1 进入基变量(见表 3.7)。
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         表 3.7

xB CB b B - 1 �a1 �p1 �β

x 7 �0 �4 01 G0 ^- 1 v/ 2 1 �1 �4 �

x 8 �0 �4 00 G1 ^0 u2 �② ②

x 5 �4 �2 00 G0 ^1 G/ 2 0 �0 �

8 00 G0 ^2 u

         消元得

xB CB b B - 1 -p 1 �

x7 <0 �2 �1 �- 1 �/ 2 - 1 u/ 2 0 �

x8 <1 �2 �0 �1 �/ 2 0 u1 �

x5 <4 �2 �0 �0 �1 G/ 2 0 �

  c2 - z 2 = 2- 0
1
2

2

1

- 1

0

=
3
2

> 0, 故 x 2 进入基变量(见表 3.8)。

       表 3.8

xB CB b B - 1 �a2 �p2 �β

x 7 �0 �2 01 G- 1 _/ 2 - 1 v/ 2 1 �○�� ③

x 1 �1 �2 00 G1 0/ 2 0 u- 1 �1 u/ 2

x 5 �4 �2 00 G0 ^1 G/ 2 0 �0 �

10 G0 G1 0/ 2 2 u

         消元得

xB CB b B - 1 -p 2 �

x2 <2 �4 �/ 3 2 _/ 3 - 1 �/ 3 - 1 u/ 3 1 �

x1 <1 �8 �/ 3 1 _/ 3 1 �/ 3 - 1 u/ 6 0 �

x5 <4 �2 �0 �0 �1 G/ 2 0 �

  c3 - z 3 = - 1-
5
3

-
1
3

7
6

1

- 2

1

= - 1-
73
30

< 0

  c4 - z 4 = 1-
5
3

-
1
3

7
6

1

1

1

= 1-
43
30

< 0
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  c6 - z 6 = - 2-
5
3

-
1
3

7
6

1

0

1

= - 2-
17
6

< 0

  c7 - z 7 = -
5
3

-
1
3

7
6

1

0

0

= -
5
3

< 0

  c8 - z 8 = -
5
3

-
1
3

7
6

0

1

0

=
1
3

> 0

  c9 - z 9 = -
7
6

< 0

x 8 作为进入基变量(见表 3.9 和表 3.10)。

       表 3.9

xB CB b B - 1 �a8 �p8 �β

x 2 �2 �4 �/ 3 2 �/ 3 - 1 _/ 3 - 1 v/ 3 0 �- 1 �/ 3

x 1 �1 �8 �/ 3 1 �/ 3 1 0/ 3 - 1 v/ 3 1 �○�� ⑧

x 5 �4 �2 00 G0 ^1 G/ 2 0 �0 �

22 �/ 3 5 �/ 3 - 1 _/ 3 7 G/ 6

         消元得

xB CB b B - 1 -p 8 �

x2 <2 �4 �1 �0 �- 1 u/ 2 0 �

x8 <0 �8 �1 �1 �- 1 u/ 2 1 �

x5 <4 �2 �0 �0 �1 G/ 2 0 �

         表 3.10

xB CB b B - 1 D

x 2 n2 04 �1 �0 �- 1 �/ 2

x 8 n0 08 �1 �1 �- 1 �/ 2

x 5 n4 02 �0 �0 �1 ^/ 2

16 �2 �0 �1 �

         消元得

xB CB b B - 1 -p 8 �

x2 <2 �4 �1 �0 �- 1 u/ 2 0 �

x8 <0 �8 �1 �1 �- 1 u/ 2 1 �

x5 <4 �2 �0 �0 �1 G/ 2 0 �
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  c1 - z 1 = 1- ( 2 0 1)

1

2

0

= - 1< 0

  c3 - z 3 = - 4< 0

  c4 - z 4 = - 2< 0

  c6 - z 6 = - 1< 0

  c7 - z 7 = - 2< 0

  c9 - z 9 = - 1< 0

  故 xB =

x 2

x 8

x 5

=

4

8

2

, xN = 0, max z = 16是最优解。

3.3.2 改善单纯形法的复杂性分析

还是以问题

max z = Cx

s . t. Ax≤ b

x≥ 0

为例,其中 A= ( a ij ) m× n ,来比较单纯形表格与改善单纯形表格的时空复杂性。

空间复杂性分析: 单纯形表格占有单元数

( m + 1) ( m + n + 4) = mn + m
2

+ n + 5m + 4

改善单纯形法表格占有单元数

nm + ( m + 1) ( m + 6) = mn + m
2

+ 7m + 6

单考虑到高阶项 mn 和 m
2
一样, 所以两种方法的空间复杂性基本上差别不大。

时间复杂性分析: 消元运算对改善单纯形法是在( m+ 1) m 阶矩阵上进行, 而单纯形

法则在 m( m+ n)阶矩阵上进行。改善单纯形法占明显优势。

计算 ci- z i, i∈N , 在最坏情况下,改善单纯形法共需 m
2
+ mn 次乘法。而单纯形表格

则需作 nm
2
次乘法运算。

一般 n> m,所以改善单纯形法在时间复杂性上优势明显。

3.4 变量有上下界约束的问题

3.4.1 下界不为零的情况

  在许多实际问题中,变量通常是有约束条件的, 即有上界或下界。下面将讨论问题:

max z = Cx

s . t . Ax= b

l≤x ≤ u

但如果变量的下界不为零,可通过简单的变换, 将它变为零。例如:
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max z = 2x 1 + x 2

s . t . x 1 + 2x 2≤ 6

x 1 + x 2≤ 4

x 1 - x 2≤ 2

     1 ≤ x 1 ≤ 3, 1 ≤ x 2 ≤ 2

  引进松弛变量 x 3 , x 4 , x 5 , 得

max z = 2x 1 + x 2

s. t. x 1 + 2x 2 + x 3 = 6

x 1 + x 2 + x 4 = 4

x 1 - x 2 + x 5 = 2

      1≤ x1 ≤ 3, 1≤ x 2 ≤ 2

  可作 x 1 = x�1 + 1, x 2 = x�2 + 1代入得

max z = 2x
�

1 + x
�

2 + 3

s . t . x�1 + 2x�2 + x 3 = 3

x�1 + x�2 + x4 = 2

x�1 - x�2 + x 5 = 2

    0 ≤ x
�

1 ≤ 2, 0≤ x
�

2 ≤ 1

从而变成了下界为零的问题。

3.4.2 有上界的情况

设 x =
xB

xN

, A= B N , C= CB CN , B 是基变量对应的方阵, N 是非基变量对

应的矩阵。

  ∴       �BxB + NxN = b

xB = B
- 1

b - B
- 1

NxN = B
- 1

b - ∑
j∈N

B
- 1

a j x j

z �= CB xB + CN xN = CB B- 1 b + ( CN - CB B- 1 N ) xN

= CB B- 1 b + ∑
j∈N

( cj - CB B- 1a j ) x j

= CB B- 1 b + ∑
j∈N

( cj - z j ) x j

在变量有上界时,考虑要复杂些, 必须考虑非基变量 xN 分成非基变量在下界 0和非

基变量在上界 u 两种情况,即 N = N 1∪N 2 , 使得 xN
1
= 0, xN

2
= u2。

当非基变量 x k 进入基变量时,也有两种情况: ( 1) ck - z k > 0, 而 xk = 0, x k 从零上升,

有可能作为基变量上升到它的上界再退出。( 2) 另一种可能是 xk 未达到它的上界 uk。

当然 x k 进入基变量, x k 从 0上升到 β, 可能引起其他基变量的变化, 必须保证其他基

变量不至于低于各自的下界,不超过各自的上界。

还是通过一个实例来说明,一般的道理都是一样的。
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例 3.6      max z = 2x 1 + x 2

s . t. x 1 + 2x 2 + x 3 = 10

x 1 + x 2 + x 4 = 6

x 1 - x 2 + x 5 = 2

0≤x 1≤3, 0≤x 2≤2, x 3 , x 4 , x 5≥0

表上作业见表 3.11。

表 3.11

xB CB

b
C

x   x1 hx 2 9x3 �x 4 �x 5 �

2 Y1 *0 �0 �0 �
β

x 3 #0 �10 q1 Y2 *1 �0 �0 �10 �

x 4 #0 �6 Z1 Y1 *0 �1 �0 �6 n

x 5 #0 �2 Z① - 1 Y0 �0 �1 �②

②

  xB =

x3

x4

x5

=

10

6

2

, xN =
x 1

x 2

= 0, x 1 作为进入基。

p 0 =

10

6

2

= 10p 3 + 6p 4 + 2p 5

p 1 =

1

1

1

= p 3 + p 4 + p5

p 0 - βp1 = ( 10- β) p 3 + ( 6- β) p 4 + ( 2- β) p 5

x 1 从零增至 β,不仅考虑基变量退出的问题,还应该考虑新进入的基变量 x 1 不超过

它的上界 3, 同时考虑基变量 x 3 从原来的 10 降到 10- β。基变量 x 4 从 6 降到 6- β, x 5 从

2降至 2- β都不要低于各自的下界。故

β= min{10, 6, 2
*

, 3} = 2

  β= 2 时, 即 x 1 上升到 2, x 3 下降到 8, x 4 下降为 4, x5 下降为下界 0, 故从( 0, 0, 10, 6,

2)点变到( 2, 0, 8, 4, 0)点, 目标函数 z 从 0 增至 4, x 5 以退到下界 0而退出。对表 3.11 进

行以 x 1 进入基取代 x 5 的单纯形法运算得表 3.12。

再选 x 2 作为进入基,非基变量 x 2 从 0增至 β。

p0 =

8

4

2

= 8p 3 + 4p 4 + 2p 1

p2 =

3

2

- 1

= 3p 3 + 2p4 - p 1
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p 0 - βp 2 = ( 8 - 3β) p 3 + ( 4 - 2) p 4 + ( 2 + β) p1

  表 3.12

xB CB b C

x   x1 hx 2 9x3 �x 4 �x 5 �

2 Y1 *0 �0 �0 �
β

x 3 #0 �8 Z0 Y3 *1 �0 �- 1 �

x 4 #0 �4 Z0 Y2 *0 �1 �- 1 �

x 1 #2 �2 Z1 Y- 1 Y0 �0 �0 �

0 Y3 *0 �0 �0 �

  而 β增加要保证 x 2 不超过上界 2, 不仅如此, x 3 不使值 8- 3β≤0, x 4 的值不至于使 4

- 2β≤0, x 1 的值 2+ β不超过 3,即

β= min{3 - 2
*

, 8/ 3, 4/ 2, 2} = 1

  即以 x 1 达到上界 3而退出, x 2 进入, x 1 退出, xB =

x 3

x 4

x 2

, B=

1 0 2

0 1 1

0 0 - 1

, 求 B
- 1。或

由 Bo=

1 0 1

0 1 1

0 0 1
p 3 p 4 p 1

, B
- 1
0 =

1 0 - 1

0 1 - 1

0 0 1

, Bn=

1 0 2

0 1 1

0 0 - 1

求 B
- 1
n 。

y = B
- 1
o p =

1 0 - 1

0 1 - 1

0 0 1

2

1

- 1

=

3

2

- 1

1 0 - 1 3

0 1 - 1 2

0 0 1 ○- 1

�

1 0 2 0

0 1 1 0

0 0 - 1 1

  ∴

1 0 2

0 1 1

0 0 - 1

- 1

=

1 0 2

0 1 1

0 0 - 1

xB = B- 1 b - B- 1 a 1x 1

 =

1 0 2

0 1 1

0 0 - 1

10

6

2

-

1

1

1

3 =

5

2

1

即

x 3

x 4

x 2

=

5

2

1

, 这和 β= 1时 x 3 = 8- β= 5, x 4 = 4- 2β= 2, x2 = β= 1一致。

x
*
1 表示非基变量 x 1 已达到上界,考虑 x 5 进入基变量。

B- 1a 1 =

3

2

- 1

, B- 1 a 5 =

2

1

- 1
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得单纯形表格(表 3.13)。

  表 3.13

xB CB
p 0 MC

x   x *1 +x2 �x 3 �x 4 �x5 }

2 *1 �0 �0 �0 n

x 3 �0 �5 �3 *0 �1 �0 �2 n

x 4 �0 �2 �2 *0 �0 �1 �1 n

x 2 �1 �1 �- 1 Y1 �0 �0 �- 1 �

3 *0 �0 �0 �1 n

  p 0 =

5

2

1

= 5p 3 + 2p 4 + p2 + 3p 1

  p 5 = 2p3 + p 4 - p 2

  p 0 - βp5 = ( 5- 2β) p 3 + ( 2- β) p 4 + ( 1+ β) p 2 + 3p 1

β= min
5
2

, 2, 2- 1
*

= 1

以 x 2 从 1升到上界 2而退出基,β= 1时, x 1 = 3, x 2 = 2, x3 = 3, x 4 = 1, x 5 = 1或求

B =

1 0 0

0 1 0

0 0 1
p 3 p 4 p5

的逆 B
- 1

xB = B
- 1

b - B
- 1

1

1

1

3 +

2

1

- 1

2 或

x 3

x 4

x 5

=

10

6

2

-

7

5

1

=

3

1

1

  表 3.14

xB CB
p 0 MC

x   x *1 +x *2 �x 3 �x 4 �x5 }

2 *1 �0 �0 �0 n

x 3 �0 �3 �1 *2 �1 �0 �0 n

x 4 �0 �1 �1 *1 �0 �1 �0 n

x 5 �0 �1 �1 *- 1 *0 �0 �1 n

2 *1 �0 �0 �0 n

  由于 c1 - z 1 = 2> 0, c2 - z2 > 0, 而且 x 1 和 x 2 各达到其界, 故已达到最优解 (见表

3.14)。
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  例 3.7

max z = 2x 1 + 4x 2 + x3

s. t. 2x 1 + x 2 + x3≤ 10

x 1 + x 2 - x3≤ 4

    0≤ x1 ≤ 4,  0≤ x 2 ≤ 6,  0≤ x 3 ≤ 4

  引进松弛变量 x 4 , x 5 得

max z = 2x 1 + 4x 2 + x 3

s. t . 2x 1 + x 2 + x 3 + x 4 = 10

x 1 + x 2 - x 3 + x 5 = 4

   0≤ x 1 ≤ 4,  0≤ x2 ≤ 6,  0≤ x 3 ≤ 4,  x 4 , x 5 ≥ 0

  表 3.15是其单纯形表。

表 3.15

xB CB p 0 MC

x   x 1 9x2 �x 3 �x 4 �x5 }

2 *4 �1 �0 �0 n

x 4 �0 �10 �2 *1 �1 �1 �0 n

x 5 �0 �4 �1 *① - 1 �0 �1 n

0 �2 *④ 1 �0 �0 n

  考虑 x 2 作为进入基

p 0 =
10

4
= 10p 4 + 4p 5 , p 2 =

1

1
= p 4 + p 5

p 0 - βp 2 = ( 10 - β) p4 + ( 4 - β) p 5

β= min{10, 4
*

, 6} = 4

  故 x 2 进入, x 5 退出。

得单纯形表格(表 3.16)。

  表 3.16

xB CB p 0 MC

x   x 1 9x2 �x 3 �x 4 �x5 }

2 *4 �1 �0 �0 n

x 4 �0 �6 �1 *0 �2 �1 �- 1 �

x 2 �4 �4 �1 *1 �- 1 �0 �1 n

16 �- 2 Y0 �5 �0 �- 4 �

  选 x 3 作为进入基,

p 0 =
6

4
= 6p 4 + 4p 2

p 3 =
2

- 1
= 2p 4 - p 2
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p 0 - βp3 = ( 6 - 2β) p 4 + ( 4 + β) p 2

β= min
6
2

, 6 - 4* , 4 = 2

  以基变量 x 2 达到上界而退出,即 x 3 取代 x 2。β= 2 时, x
*
2 = 6, x 3 = 2, x 4 = 4。

B =
1 1

0 - 1
, B

- 1
=

1 1

0 - 1

xB =
1 1

0 - 1

10

4
-

1 1

0 - 1

1

1
6 =

1 1

0 - 1

4

- 2
=

2

2

  表 3.17是其单纯形表。

表 3.17

xB CB p 0 MC

x   x 1 9x *2 �x 3 �x 4 �x5 }

2 *4 �1 �0 �0 n

x 4 �0 �2 �3 *2 �0 �1 �1 n

x 3 �1 �2 �- 1 Y- 1 *1 �0 �- 1 �

③ 5 �0 �0 �1 n

  z = 26

x 1 作为进入基, p 0 = 2p 4 + 2p3 , p 1 = 3p 4 - p 3

p 0 = ( 2 - 3β) p 4 + ( 2 + β) p 3 + βp 1

β= min
2
3

*

, 4, 2 = 2/ 3, x 4 退出。

  表 3.18是其单纯形表。

表 3.18

xB CB
p 0 MC

x   x 1 9x *2 �x 3 �x 4 �x5 }

2 *4 �1 �0 �0 n

x 1 �2 �2 �/ 3 1 *2 �/ 3 0 �1 o/ 3 1 @/ 3

x 3 �1 �2 �0 *- 1 �/ 3 1 �1 o/ 3 - 2 o/ 3

0 *3 �0 �- 1 �0 n

  c2 - z 2 > 0, 但 x 2 已到了上界,故问题已达到最优解, z= 28。

3.5 分 解 原 理

3.5.1 问题的提出

  现代许多经济或技术问题涉及的范围十分广,有时仅约束条件就多达数千甚至上万。

若技术由若干单位协作或由若干部分组成,每个单位或部分有自己内部的约束条件, 也有

各单位或部分间的约束条件,于是线性规划问题有如下的形式
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max z = c1 x1 + c2x2 + ⋯ + cn xn

s . t . A1 x1 + A2x2 + ⋯ + An xn≤ b

B1 x1 ≤ b1

B2x2 ≤ b2

 w

Bn xn≤ bn

     x i ≥ 0, i = 1, 2,⋯, n

  约束矩阵 A:

A =

A1 A2 ⋯ An

B1

B2 0
0 w

Bn

其中 �Ai= ( a hk ) M× n
i
, B j = ( bl m ) l

i
× n
i
, Ci= ( cj ) 1× n

i
, xi= ( x

( i)
1 , x

( i)
2 ,⋯, x

( i)
ni )

T
, i= 1, 2, ⋯, n

b= ( b1 b2⋯ bm ) T , bi= ( b
( i)
1 , b

( i)
2 ,⋯, b

( i)
l i ) T , i= 1, 2,⋯, n

可见 A是稀疏矩阵, 即 0 元素占很大比例。

例如 n 个城市间航空运输, k 种物品由各自的产地运往销地。令 x
h
ij为第 h 种物品从 i

地运往 j 地的数量; bij为由 i地运往 j 地的运输容量; c
h
ij为物品 h 由 i地运往 j 地的单位运

费; d
h
i 为 i地提供的物品 h 的数量; d

h
i< 0 为表示 i地为物品 h 的销售地。

于是问题为:

min z = ∑
i, j

c1
ij x 1
ij + ∑

i, j

c2
ij x 2
ij + ⋯ + ∑

i, j

ck
ij xk
ij

s . t . x
1
ij + x

2
ij + ⋯ + x

k
ij ≤ bij  对 " i, j

∑
j

x
1
ij - ∑

l

x
1
l i = d

1
i 对 " i

∑x
2
ij - ∑

l

x
2
l i = d

2
i 对 " i

┆

∑
j

x
k
ij - ∑

l

x
k
l i = d

k
i 对 " i

x h
ij ≥ 0, 对所有 i, j , h

3.5.2 分解算法

上述大型问题用一般的单纯形解法无疑占的存储单元十分巨大, 花费的计算时间也

非常可观。下面介绍针对这类问题的单纯形解法。以 n= 2为例。

max z = c1 x1 + c2 x2

s. t . A1 x1 + A2 x2 = b

B1 x1 = b1

B2 x2 = b2

     x1 , x2 ≥ 0

( 3. 1)
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  将问题( 3.1)改写为

max z = Cx

s. t . Ax= b

x∈ S

其中 x=
x1

x2

, A= A1 A2 , C= C1 C2

S:

B1x1 = b1

B2x2 = b2

x1 , x2 ≥ 0

S 是多凸面体。设 S 有界, 故有顶点 x�1 , x�2 , ⋯, x�l , 对于 x∈S,存在 t1 , t 2 ,⋯, t l 使

x = ∑
l

i= 1

t ix�i, ∑
l

i= 1

t i = 1, t i≥ 0, i= 1, 2,⋯, l

  于是有关 t 1 , t 2 , ⋯, t l 的问题:

max z = ∑
l

i= 1

( Cx�i) ti

s . t . ∑
l

i= 1

( Ax�i) t i = b

∑
l

i= 1

ti = 1

t i≥ 0, i= 1, 2,⋯, l

  l 的数目一般是非常大的, x�1 , x�2 ,⋯, x�l 是事实上存在,然而不可能完全给出来的。也

就是说数 Cx�i和 Ax�i 都是未知的,在计算过程逐步求出。下面利用改善的单纯形法求解。

引进符号

Ax�1 = A1 , Ax�2 = A2 , ⋯, Ax�l = Al

cx�1 = c1 , cx�2 = c2 , ⋯, cx�n = cn

于是问题导致

max z = c1 t 1 + c2 t 2 + ⋯ + clt l

s. t. A1 t 1 + A2 t 2 + ⋯ + Alt l= b

t 1 + t 2 + ⋯ + t l = 1

     ti ≥ 0, i= 1, 2, ⋯, l

  请注意系数 c1 , c2 ,⋯, cl 以及 A1 , A2 , ⋯, Al 都和多面体 S 的顶点对应, 当顶点找到时,

对应的项便计算出来了。

令 p k =
Axk

1
,根据单纯形法, 要求

ck - zk = max
j

{cj - z j } > 0

cj = Cx�j , z j = CB B- 1 p j = CB B- 1
Ax�j

1
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寻找进入基导至解一线性规划问题:

max ω= Cx - CB B- 1
Ax

1

x ∈ S

  如若解ω≤0,即为最优, 这相当于对所有的 i, ci- zi≤0。

3.5.3 说明举例

通过简单例子来说明分解算法是怎样进行的,对加深直观理解是有好处的。

例 3.8     max z = 2x 1 + x 2 + 3x 3 + x 4

s . t. x 1 + x 2 + x 3 + x 4≤4

x 2 + 2x 3 + x 4≤6

x 1 + x 2 ≤6

x 2 ≤2

- x 3 + x 4≤3

x 3 + x 4≤5

             x i≥0, i= 1, 2, 3, 4

C= ( 2 1 3 - 1) , A=
1 1 1 1

0 1 2 1

S: �
1 1

0 1

x 1

x 2

≤
6

2
  �( S1 )

- 1 1

1 1

x 3

x 4

≤
3

5
( S2 )

x 1

x 2

≥0,
x 3

x 4

≥0

S 1 和 S2 见图 3.1。

图 3.1

本问题的 S= S1× S2 , 即多面体是由低维的 S 1 和 S2 两个多边形的直积构成, S 的顶点

可以想像是由 S1 的顶点和 S2 的顶点的直积构成,其中 y1 = ( 0 0 0 0)
T
是一个顶点。本

题的顶点有 l= 16个, 令
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A1 = Ax�1 =
1 1 1 1

0 1 2 1

0

0

0

0

=
0

0

c1 = Cx�1 = ( 2 1 3 1)

0

0

0

0

= 0

代入下式

max z = c1 t 1 + c2 t 2 + ⋯ + c16 t 16

s . t. A1 t 1 + A2 t 2 + ⋯ + A16 t 16≤ b

t 1 + t 2 + ⋯ + t 16 = 1

     ti ≥ 0, i= 1, 2, ⋯, 16

其中 b=
4

6
,引进松弛变量 t s1和 t s2使得约束条件有

A2t 2 + A3t 3 + ⋯ + A16 t 16 + E s1 t s1 + E s2 t s2 = b

t 1 + t 2 + ⋯ + t 1 6 = 1

t i≥ 0, i= 1, 2, ⋯, 16

其中 E s 1 =
1

0
, E s 2 =

0

1
, 所以 t s1和 t s2及 t1 构成了基, t 1 = 1, t s1 = 4, t s2 = 6, t 2 = t 3 = ⋯= t1 6

= 0是一组可行解,单纯形法以此起步。

第一轮迭代:

1. B=

1 0 0

0 1 0

0 0 1

= B
- 1 , Cx�1 = 0, CB B

- 1 = ( 0 0 0)

2. 寻找进入基导至问题

max w = Cx - CB B
- 1

p

x ∈ S

  其中, p =
Ax

1
, 即

max w = ( 2x1 + x 2 + 3x 3 + x 4 ) - ( 0 0 0)

x 1 + x2 + x 3 + x 4

x2 + 2x 3 + x 4

1

x ∈ S

即 max z = 2x 1 + x 2 + 3x 3 + x 4

x ∈ S

  可分解成两个子问题:
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max w 1 = 2x 1 + x 2

s. t . x 1 + x 2≤6

x 2≤2

     x 1 , x2≥0

    

max w 2 = 3x 3 + x 4

s. t. - x 3 + x 4≤3

x 3 + x 4≤5

     x3 , x 4≥0

可用单纯形法解上面子问题,实际上本题还可通过几何方法得解, 见图 3.1。

x 1 = 6, x 2 = 0, x 3 = 5, x 4 = 0,即得新的顶点 x�2 = ( 6 0 5 0)
T
。

c2 = Cx�2 = ( 2 1 3 1)

6

0

5

0

T

= 27。

取 x�2 = ( 6 0 5 0) T , 由于 CB B
- 1 = ( 0 0 0)

c2 - z 2 = Cx�2 - CB B
- 1

Ax�2

1
= c2 = 2> 0

故 p 2 =
Ax�2

1
作为进入基。

Ax�2 =
1 1 1 1

0 1 2 1

6

0

5

0

=
11

10

p 2 = B
- 1

Ax�2

1
=

1 0 0

0 1 0

0 0 1

11

10

1

=

11

10

1

3. 为确定退出基,进行表上作业, 由表 3.19化为表 3.20。

  表 3.19 表 3.20

基 CB p 0 �B- 1 ]p2 �p�2 �β

ts1 =0 �4 �1 w0 10 �11 �，？ ○4 �/ 11

ts2 =0 �6 �0 w1 10 �10 �10 �6 _/ 10

t1 40 �1 �0 w0 11 �1 �1 �1 �

�

基 CB p0 �B - 1 �p�2 �

t2 �27 �/ 11 4 �/ 11 1 �/ 11 0 .0 �0 �

ts2 �0 �26 �/ 11 - 10 // 11 1 .0 �1 �

t1 �0 �7 �/ 11 - 1 �/ 11 0 .1 �0 �

故 t s1退出基变量。t 1 = 7/ 11, t 2 = 4/ 11可得

x = t 1 x�1 + t 2 x�2 =
4
11

6

0

5

0

=

24/ 11

0

20/ 11

0

z = Cx = ( 2 1 3 1)

24/ 11

0

20/ 11

0

= 108/ 11
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CB =

c2

0

c1

= ( 27 0 0)
T

  第二轮迭代:

1. �B
- 1

=

1/ 11 0 0

- 10/ 11 1 0

- 1/ 11 0 1

, xB =

t 2

t s2

t 1

, CB = ( 27 0 0)

CB B
- 1 = ( 27 0 0)

1/ 11 0 0

- 10/ 11 1 0

- 1/ 11 0 1

=
27
11
 0 0

2. 为确定进入基,解

max w = Cx - CB B
- 1

Ax

1

x ∈ S

  即

max w = 2x 1 + x 2 + 3x 3 + x 4 -
27
11

0 0

x 1 + x 2 + x 3 + x 4

x 2 + 2x 3 + x 4

1

= -
5

11
x 1 -

16
11

x2 +
6

11
x 3 -

16
11

x 4

         x ∈ S

  问题分解为两个子问题:

max w 1 K= -
5
11x 1 -

16
11x 2

s . t .   x 1 + x 2≤6

x 2≤2

     x 1 , x2≥0

     x 1 = x 2 = 0

max w 2 �=
6

11
x 3 -

16
11

x 4

s . t .   - x 3 + x 4≤3

x 3 + x 4≤5

     x 3 , x 4≥0

 

  解得 x 1 = x 2 = 0, x 3 = 5, x 4 = 0, x�3 = ( 0 0 5 0)
T
, c3 = Cx�3 = ( 2 1 3 1)

0

0

5

0

= 15

Ax�3 =
1 1 1 1

0 1 2 1

0

0

5

0

=
5

10
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p 3 =
Ax�3

1
=

5

10

1

c3 - z 3 = c3 - CB B
- 1

Ax�3

1
= 15 -

27
11

0 0

5

10

1

= 15 - 135/ 11 > 0

  故 p 3 进入。

3. p 0 = B
- 1

b=

1/ 11 0 0

- 10/ 11 1 0

- 1/ 11 0 1

4

6

1

=

4/ 11

26/ 11

7/ 11

计算

表 3.21 表 3.22

基 CB p0 iB- 1 Xp 3 �p�3 �β

ts1 �27 �4 �/ 11 1 [/ 11 0 �0 *5 �5 p/ 11 4 �/ 5

t2 �0 r26 ,/ 11 - 10 �/ 11 1 �0 *10 �60 �/ 11 ○26 �/ 60

t1 �0 r7 �/ 11 - 1 �/ 11 0 �1 *1 �6 p/ 11 7 �/ 6

�

基 CB p 0 �B- 1 'p�3 �

ts1 �27 �1 �/ 6 1 �/ 6 - 1 �/ 12 0 (0 �

t3 �15 �13 �/ 30 - 1 �/ 6 11 �/ 60 0 (1 �

t1 �0 �2 �/ 5 0 �- 1 �/ 10 1 (0 �

  故 t s2退出。

第三轮迭代:

1. �xB = ( t 2 t 3 t 1 )
T
, B

- 1
=

1/ 6 - 1/ 12 0

- 1/ 6 11/ 60 0

0 - 1/ 10 1

CB = ( c2 c3 c1 ) = ( 27 15 0)

CB B
- 1

= ( 27 15 0)

1/ 6 - 1/ 12 0

- 1/ 6 11/ 60 0

0 - 1/ 10 1

= 2
1
2

0

2. 寻找进入基,解

max w = Cx - CB B- 1
Ax

1

x ∈ S

即

Cx - CB B
- 1

Ax

1
= 2x 1 + x 2 + 3x3 + x 4 - 2

1
2

0

x 1 + x 2 + x 3 + x4

x 2 + 2x 3 + x4

1

= 2x 1 + x 2 + 3x3 + x 4 - 2x 1 -
5
2

x 2 - 3x 3 -
5
2

x 4
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max w = -
3
2

x 2 -
3
2

x 4

x ∈ S

  问题分解成解以下两个子问题:

  max w 1 �= -
3
2

x 2

  

s . t .   x 1 + x 2≤6

2x 2≤2

     x 1 , x 2≥0

max w 2 �= -
3
2

x 4

s . t .   - x 3 + x 4≤3

x 3 + x 4≤5

     x 3 , x 4≥0

  解得 x 1 = 0, x 2 = 0, x 3 = 0, x 4 = 0

x�A = ( 0 0 0 0)
T
, c4 = Cx = 0

c4 - z4 = - 2
1
2

0
Ax�4

0
= 0

  故问题已得到最优解。

∴ x 1 = ( 0 0 0 0) T , t1 = 2/ 5

∴ x = t 2 x2 + t 3x3 =
1
6

6

0

5

0

+
13
30

0

0

5

0

=

1

0

3

0

, z= ( 2 1 3 1)

1

0

3

0

= 11

总而言之:

1. 问题转化

max z = Cx

s. t. Ax≤b

x≥0

 

 

  �  

max w = ∑
j

cj t j

s. t. ∑
j

Aj t j≤b

∑
j

t j = 1

    tj≥0, j = 1, 2,⋯, l

其中每一列的元素 cj = Cx j , Aj = Ax j 都对应于 S 的顶点 x j 计算的值。

2. 为引进新的基,求 cj - z j 的最大值转化为解线性规划问题

max w = Cx - CB B- 1
Ax

1

x ∈ S

  �而且可分解为若干个子问题,解为 S 的顶点 x, p =
Ax

1
为新基。

3. �为了确定退出基,利用改善的单纯形法进行。

下面再举一个例子。
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例 3.9      max z = 2x 1 + x 2 + 3x 3 + x 4

s . t. x 1 + x 2 + x 3 + x 4≤6

x 2 + 2x 3 + x 4≤4

x 1 + x 2 ≤6

x 2 ≤2

- x 3 + x 4≤3

x 3 + x 4≤5

               x 1 , x2 , x 3 , x 4≥0

C= ( 2 1 3 1) , A=
1 1 1 1

0 1 2 1
, b=

6

4

x = ∑
l

i= 1

t ixi, ∑
i

t i = 1, t i≥ 0对 " i

问题变为

x1 =

0

0

0

0

, c1 = Cx1 = 0

max z = ∑
l

i= 1

t i( Cxi)

∑
l

i= 1

( Axi) t i≤ b

∑
l

i= 1

t i = 1

t i≥ 0, i= 1, 2, ⋯, l

max z = 2x 1 + x 2 + 3x 3 + x 4

s . t . x 1 + x 2 + x 3 + x 4≤ 6

x 2 + 2x 3 + x 4≤ 4

      x ∈ S = S1× S2

其中

 

 

 

      

S 1 :

x 1 + x2≤6

x2≤2

 x 1 , x2≥0

    

S2 :

- x 3 + x 4≤3

x 3 + x 4≤5

  x 3 , x 4≥0

图 3.2 是其域图。

第一轮迭代:

1. B=

s1

s2

t 1

, CB = ( 0 0 0) , B=

1 0 0

0 1 0

0 0 1
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图 3.2

2. 为了寻找进入基,导致

max w = Cx - CB B
- 1 Ax

1

s. t.   x ∈ S

  即

max w = 2x 1 + x 2 + 3x 3 + x 4

s. t.   x ∈ S

  分解为两个子问题:

     

max w 1 = 2x 1 + x 2

s. t . x 1 + x 2≤6

x 2≤2

     x 1 , x2≥0

    

max w 2 = 3x 3 + x 4

s. t. - x 3 + x 4≤3

x 3 + x 4≤5

     x3 , x 4≥0

解之得 x 1 = 6, x 2 = 0, x 3 = 5, x 4 = 0

max w = 27

c2 = Cx2 = ( 2 1 3 1)

6

0

5

0

= 27 > 0

Ax2 =
1 1 1 1

0 1 2 1

6

0

5

0

=
11

10

故

11

10

1

是进入基, t 2 是进入基变量。

3. Cx2 - CB B
- 1

Ax2

1
= c2 = 27

t 2 进入, s2 退出。
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表上作业如表 3.23和 3.24 所示。

表 3.23 表 3.24

基 CB b B - 1 (p p� β

s1 �0 �6 �1 B0 �0 �11 �11 A6 �/ 11

s2 �0 �4 �0 B1 �0 �10 �，0 ○��
t 1 �0 �1 �0 B0 �1 �1 p1 *1 A

�

基 CB p 0 �B- 1 �p�2 �

s1 -0 �8 �/ 5 1 �- 11 �/ 10 0 �0 �

t 2 ,27 )2 �/ 5 0 �1 �/ 10 0 �1 �

t 1 ,0 �3 �/ 5 0 �- 1 �/ 10 1 �0 �

第二轮迭代:

1. xB =

s1

t 2

t 1

, B
- 1 =

1 - 11/ 10 0

0 1/ 10 0

0 - 1/ 10 1

, CB = ( 0 27 0) , CB B
- 1 = ( 0 27/ 10 0)

2. 为了确定进入的基

max w = Cx - CB B
- 1

Ax

1

s. t.   x ∈ S

Cx - CB B- 1
Ax

1
= 2x 1 + x 2 + 3x 3 + x 4 -

27
10

( x 2 + 2x 3 + x 4 )

= 2x 1 -
17
10

x 2 -
24
10

x 3 -
17
10

x 4

  问题导至解两个子问题:

max w 1 = 2x 1 -
17
10

x2

s. t .
x 1

x 2

∈S1

    

max w2 = -
24
10

x 3 -
17
10

x 4

s . t .
x 3

x 4

∈S 2

解得 x 1 = 6, x 2 = 0, x 3 = 0, x 4 = 0, x3 = ( 6 0 0 0) T , c3 = Cx 3 = ( 2 1 3 1)

6

0

0

0

= 12

Ax3 =
1 1 1 1

0 1 2 1

6

0

0

0

=
6

0

所以 t 3 进入。

3. 为了确定退出基,表上作业如表 3.25 和 3.26所示。

表 3.25 表 3.26

基 CB b B - 1 �p 3 8p�3 �β

s1 �0 �8 C/ 5 1 B- 11 Y/ 10 0 p6 *⑥ 8 �/ 30

t 2 �27 �2 C/ 5 0 B1 �/ 10 0 p0 *0 �

t 1 �0 �3 C/ 5 0 B- 1 B/ 10 1 p1 *1 �3 �/ 5

基 CB p0 �B- 1 �p�3 �

t3 �12 �8 A/ 30 - 1 �/ 6 - 11 �/ 60 0 �1 �

t2 �27 �2 X/ 5 0 �1 �/ 10 0 �0 �

t1 �0 �10 o/ 5 - 1 �/ 6 5 �/ 60 1 �0 �
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  故 s1 退出, c3 = Cx3 = 12, CB = ( 12 27 0)

CB B
- 1

= ( 12 27 0)

1/ 6 - 11/ 60 0

0 1/ 10 0

- 1/ 6 5/ 60 1

= 2
1
2

0

第三轮迭代:

1. xB =

t3

t2

t1

, B
- 1

=

1/ 6 - 11/ 60 0

0 1/ 10 0

- 1/ 6 5/ 60 1
2. 为了计算进入基

max z= Cx- CB B
- 1

Ax

1

s . t . x∈S

max z = 2x 1 + x 2 + 3x 3 + x4 - 2
1
2

0

x 1 + x 2 + x 3 + x 4

x 2 + 2x 3 + x 4

1
即

              
max z = -

3
2

x 2 -
3
2

x 4

s . t .   x∈S
分解为两个子问题:

max w 1 = -
3
2

x 1

s. t .  
x 1

x 2

∈S1

  

max w 2 = -
3
2

x 4

s . t .  
x 3

x 4

∈S4

解之得 x 1 = x 2 = x 3 = x 4 = 0, x4 =

0

0

0

0

, c4 = 0, CB B
- 1

Ax4

1
=

0

0

0

, c4 - z 4 = 0

故已达到最佳。x =
2
5

6

0

5

0

+
8

30

6

0

0

0

=

4

0

2

0

, max z= ( 2 1 3 1)

4

0

2

0

= 14

3.6 无界域问题的分解算法

3.6.1 分解原理

  无界域问题的分解算法与有界域略有不同。若 S 是无界域, 则对于 x∈S 有

x = ∑
l

i= 1

t ix�i + ∑
m

j = 1

sj r j

·08·



∑
l

i= 1

t i = 1, t i≥ 0, si≥ 0

i= 1, 2, ⋯, l; j = 1, 2, ⋯, m

其中 x�1 , x�2 ,⋯, x�l 是 S 域的顶点, r 1 , r 2 ,⋯, r m 是域 S 的极方向。和前面讨论一样, l 和 m 都

是数目很大的整数, 并非 x�1 , x�2 , ⋯, x�l 都已完全计算出来。问题导至下列关于 s1 , s2 , ⋯, sm ,

t 1 , t2 , ⋯, t l 的线性规划问题

max z = ∑
l

i= 1

( Cx�i) ti + ∑
m

j = 1

( Cr j ) sj

s. t. ∑
l

i= 1

( Ax�i) ti + ∑
m

j = 1

( Ar j ) sj = b

∑
l

i= 1

ti = 1, t i≥ 0, i= 1, 2,⋯, l

sj ≥ 0, j = 1, 2,⋯, m

  还是通过例子加以说明。

3.6.2 说明举例

例 3.10      max z= x 1 + 2x 2 + x 3

s . t . x 1 + x 2 + x 3≤12

- x 1 + x 2 ≤2

- x 1 + 2x 2 ≤8

x 3≤3

              x 1 , x2 , x 3≥0

经引进松弛变量 x 4 , x 5 , x 6 , x7 后, 便可化成标准型。先用单纯形表运算, 如表 3.27 所

示。

图 3.3 是其域图。

图 3.3
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  表 3.27

xB CB
b C

x   x 1 �x 2 �x3 gx 4 �x 5 Ox6 �x 7 7

1 q2 �1 Y0 �0 A0 �0 )
β

x 4 #0 Z12 �1 q1 �1 Y1 �0 A0 �0 )12 �

x 5 #0 Z2 �- 1 �① 0 Y0 �1 A0 �0 )2 �

x 6 #0 Z8 �- 1 �2 �0 Y0 �0 A1 �0 )4 �

x 7 #0 Z3 �0 q0 �1 Y0 �0 A0 �1 )

2 �

x 4 #0 Z10 �2 q0 �1 Y1 �- 1 o0 �0 )5 �

x 2 #2 Z2 �- 1 �1 �0 Y0 �1 A0 �0 )

x 6 #0 Z4 �① 0 �0 Y0 �- 2 o1 �0 )4 �

x 7 #0 Z3 �0 q0 �1 Y0 �0 A0 �1 )

③

x 4 #0 Z2 �0 q0 �① 1 �3 A- 2 �0 )2 �

x 2 #2 Z6 �0 q1 �0 Y0 �- 1 o1 �0 )

x 1 #1 Z4 �1 q0 �0 Y0 �- 2 o1 �0 )

x 7 #0 Z3 �0 q0 �1 Y0 �0 A0 �1 )

x 3 #1 Z
2 �
3

0 q0 �○1 g
3

1 �
3

1 E-
2 �
3

0 -
2 �
3

x 2 *2 ^6 �0 u1 �0 ]0 �- 1 {1 �0 -

x 1 *1 ^4 �1 u0 �0 ]0 �- 2 {1 �0 -

x 7 *0 ^1 �0 u0 �0 ]- 1 �- 3 {2 �1 -

0 u0 �0 ]- 1 �1 E- 1 �0 -

x 5 *0 ^
2 �
3

0 u0 �
1 ]
3

1 �
3

1 E-
2 �
3

0 -

x 2 *2 ^
20 �
3

0 u1 �
1 ]
3

1 �
3

0 E
1 �
3

0 -

x 1 *1 ^
16 �
3

1 u0 �
2 ]
3

2 �
3

0 E-
1 �
3

0 -

x 7 *0 ^3 �0 u0 �1 ]0 �0 E0 �1 -

56 �
3

0 u0 �-
1 �
3

- 1 �0 E-
1 �
3

0 -

  再用分解算法求解。
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max z = Cx

s. t . Ax≤ b

x∈ S

C = ( 1 2 1) , A = ( 1 1 1) , b = ( 2)

S:  

- x 1 + x 2≤ 2

- x 1 + 2x 2≤ 8

  0≤ x 3 ≤ 3

x = ∑
i

t ix�i + ∑
j

sj r j

max z = ( Cx�1 ) t 1 + ( Cx�2 ) t 2 + ⋯ + ( Cx�l ) t l

+ ( Cr 1 ) s1 + ( Cr 2 ) s2 + ⋯ + ( Cr m ) sm

s . t . ( Ax�2 ) t 2 + ⋯ + ( Ax�l ) t l

+ ( Ar 1 ) s1 + ⋯ + ( Ar m ) sm + t s = 12

t 1 + t2 + ⋯ + t l = 1

t i≥ 0, i= 1, 2, ⋯, l; sj ≥ 0, j = 1, 2,⋯, m

  第一轮迭代:

1. �基变量为 t s
1
和 t 1 , B

- 1 =
1 0

0 1
, CB = ( 0 0) , CB B

- 1 = ( 0 0)

2. 为寻找进入基,求 max{ci- z i},导致

max w = Cx - CB B
- 1 Ax

1

s . t . x ∈ S

即

max w = x 1 + 2x 2 + x 3

s. t . x ∈ S

分解为

max w 1 = x 1 + 2x2

s. t . - x 1 + x2≤ 2

- x 1 + 2x2≤ 8

      x 1 , x2 ≥ 0

  

max w 2 = x 3

s. t . 0≤ x 3 ≤ 3

  标准化:

max w1 = x 1 + 2x 2

s . t . - x 1 + x 2 + x 3 = 2

- x 1 + 2x 2 + x 4 = 8

      x i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4

  表上作业如表 3.28所示。
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  表 3.28

xB CB p 0 5C

x   x1 �x 2  x3 Nx 4 |

1 �2 �0 @0 n
β

x3 :0 �2 �- 1 �① 1 @0 n2 m

x4 :0 �8 �- 1 �2 �0 @1 n4 m

0 �1 �2 �

x2 :2 �2 �- 1 �1 �1 @0 n

x4 :0 �4 �① 0 �- 2 n0 n

4 �③ 0 �- 2 n0 n

x2 :2 �2 �0 �1 �- 1 n1 n

x1 :1 �6 �1 �0 �- 2 n1 n

10 �0 �0 �② - 3 �

  故此子问题为无界问题。

我们还应该考察 Cr - CB B
- 1

Ar

0
。

通过观察可知

r =

2

1

0

是一极方向,而且

c�1 - z�1 = Cr - CB B
- 1 Ar

0
= ( 1 2 1)

2

1

0

= 4

Ar = ( 1 1 1)

2

1

0

= 3,
3

0
作为进入基。

  表上作业如表 3.29所示。

表 3.29

基 CB p0 �B- 1 Wp

ts1 �0 �12 �1 q0 �③

t1 �6 �1 �0 q1 �0 Y

�

基 CB p 0 �B - 1 Up�

s1 \4 o4 �1 o/ 3 0 �1 �

t 1 Z0 o1 �0 �1 �0 �

故 r 取代 t s
1
作为基,进入第二轮迭代。

第二轮迭代:

1. �基 r 和 t 1 , B
- 1

=
1/ 3 0

0 1
, CB = ( 4 0) , CB B

- 1
= ( 4 0)

1/ 3 0

0 1
= ( 4/ 3 0)

2. 为了确定进入基,解
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max z = Cx- CB B

- 1 Ax

1

s. t . x∈S

Cx - CB B- 1
Ax

1
= x 1 + 2x 2 + x 3 -

4
3

0
x 1 + x 2 + x 3

1

= -
1
3

x 1 +
2
3

x 2 -
1
3

x 3

即         max z = -
1
3

x 1 +
2
3

x 2 -
1
3

x 3

s. t .    x∈S

分解为

max w 1 = -
1
3

x 1 +
2
3

x 2

s. t . - x 1 + x 2≤2

- x 1 + 2x 2≤8

      x 1 , x2≥0

    

max w 2 = -
1
3

x 3

s . t . 0≤x 3≤3

 

 

用图解法可知 x 1 = 4, x 2 = 6, x 3 = 0

x 2 =

4

6

0

, c2 = 16, Ax2 = 10, p 2 =
10

1
进入基。

3. 确定退出基

表上作业如表 3.30所示。

  表 3.30

基 CB po B - 1 �p p� β

s1 �4 �4 �1 �/ 3 0 �10 �10 �/ 3 12 */ 10

t 1 �0 �1 �0 �1 �1 �① ①

�

基 CB p 0 �B - 1 Up�

s1 \4 o2 X/ 3 1 o/ 3 - 10 �/ 3 0 �

x2 g2 o1 �0 �1 �1 �

故 x 2 进入基取代 t 1 , 即 t 1 退出。

第三轮迭代:

1. �B=
r 1

x 2

, B
- 1

=
1/ 3 - 10/ 3

0 1
, CB = ( 4 16) ,

CB B
- 1

= ( 4 16)

1
3

-
10
3

0 1
=

4
3

8
3

2. 为找出进入基,导至

max w = Cx -
4
3

8
3

x 1 + 2x 2 + x 3

1

s. t . x ∈ S

即
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Cx - CB B- 1 Ax

1
= x 1 + 2x 2 + x 3 -

4
3

( x 1 + x 2 + x3 ) -
8
3

= -
1
3

x 1 +
2
3

x 2 -
1
3

x 3 -
8
3

x =

4

6

0

+
2
3

2

1

0

=

16/ 3

20/ 3

0

, max z =
56
3

max z = -
1
3

x 1 +
2
3

x 2 -
1
3

x3 -
8
3

s . t . x ∈ S

x ∈ S, max w = 0

  故问题已得到最优解。

习 题 三

1. 用改善的单纯形法解下列线性规划问题

  ( a)  max z = 2x 2 - x 3

   

 s . t .  - x 1 + 2x 2 - x 3≤4

x 1 + x 2 + x 3≤9

2x 1 - x 2 - x 3≤5

     x 1 , x2 , x 3≥0

 ( b)  max z = 3x 1 + 4x 2 + x 3 + 7x 4

   

s . t .  8x 1 + 3x 2 + 4x 3 + x4≤7

2x 1 + 6x 2 + x 3 + 5x4≤3

x 1 + 4x 2 + 5x 3 + 2x4≤8

      x 1 , x2 , x 3 , x 4≥0

  

( c)  min z = x 1 + 6x 2 - 7x 3 + x 4 + 5x 5

s . t . x 1 -
3
4

x 2 + 2x 3 -
1
4

x 4 = 5

-
1
4

x 2 + 3x 3 -
3
4

x 4 + x 5 = 5

      x i≥0, i= 1, 2, 3, 4, 5

( d)  max z= 7x1 - 7x 2 + 2x 3 + x 4 + 6x 5

s . t . 3x1 - x 2 + x 3 - 2x 4 = 3

2x1 + x 2 + x 4 + x 5 = 4

- x1 + 3x 2 - 3x 4 + x6 = 12

      x i≥0, i= 1, 2, ⋯, 6

( e)  max z = x 4 - x 5

    

s . t . - 2x 2 + x 3 + x 4 - x 5≤0

- 2x 1 - 2x 3 + x 4 - x 5≤0

- x 1 + 2x 2 + x 4 - x 5≤0

x 1 + x 2 + x 3 ≤1

       x i≥0, i= 1, 2, 3, 4, 5
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( f)  max z = 5x 1 - x2 + x 3 - 10x 4 + 7x 5

s. t. 3x 1 - x2 - x 3 = 4

x 1 - x2 + x 3 + x 4 = 1

2x 1 + x2 + 2x 3 + x 5 = 7

      x i≥0,  i= 1, 2, 3, 4, 5

2. 求解 max z = x 1 + x 2 + 3x 3

s. t . x 1 + x 2 + x 3≤12

- x 1 + x 2 ≤5

x 2 + 2x 3≤8

         0≤x 1≤3,  0≤x 2≤6

         0≤x 3≤4

3. 求解 max z = - x 1 - 2x 2 - 3x 3 + x4

s. t . x 1 - x 2 + x 3 - 2x4≤6

- x 1 + x 2 - x 3 + x4≤8

2x 1 + x 2 - x 3 ≥2

         0≤x 1≤3,  0≤x 3≤10

         1≤x 2≤4,  2≤x 4≤5

4. 求解 max z = 2x 1 + 3x 2 - 2x 3

s. t . x 1 + x 2 + x 3≤8

2x 1 + x 2 - x 3≥8

        0≤x 1≤4,  - 2≤x 2≤6

        2≤x 3

5. 求解 max z = 2x 1 + 3x 2 + 8x 3 + x4 + x 5

s. t . 3x 1 + 7x 2 + 12x 3 + 2x4 + 3x 5≤10

        x i≥0,  i= 1, 2, 3, 4, 5

6. 求解 max z = 2x 1 + 6x 2 - x 3 - 4x 4 + x 5

s. t . 2x 1 + x 2 + 4x 3 + x 4 + x 5 = 10

3x 1 + 8x 2 - 3x 3 + x 4 = 7

        0≤x 1≤3,  1≤x 2≤4

        0≤x 3≤8,  1≤x 4≤2

        0≤x 5≤20

7. 求解 max z = 6x 1 + 4x 2 + 2x 3

s. t . 4x 1 - 3x 2 + x 3≤8

x 1 + 2x 2 + 4x 3≤10

        0≤x 1≤3,  0≤x 2≤2,  x 3≥0
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8. 求解 max z = x 1 + x 2 + 2x 3 + x 4

s. t . x 1 + 2x 2 + 2x 3 + x 4≤40

- x 1 + x 2 + x 3 + x 4≤10

x 1 + 3x 2 ≤30

2x 1 + x 2 ≤20

x 3 ≤10

x 4≤10

x 3 + x 4≤15

        x i≥0,  i= 1, 2, 3, 4

9. 求解 max z = x 1 + 3x 2 - x 3 + x 4

s. t . x 1 + x 2 + x 3 + x 4≤8

x 1 + x 2 ≤6

x 3 + 2x 4≤10

- x 3 + x 4≤4

         x i≥0,  i= 1, 2, 3, 4

10. 求解 max z = x 1 + x 2 + 3x 3 - x 4

s . t . x 1 + x 2 + x 3 + x 4≤12

- x 1 + x 2 ≤2

3x 1 - 4x 3 ≤5

x 3 + x 4≤4

- x 3 + x 4≤5

         x i≥0,  i= 1, 2, 3, 4

·88·



第 4 章 单纯形法的若干补充与灵敏度分析

前面几章我们集中讨论典型问题

max z = Cx

s . t. Ax≤ b

x≥ 0

的单纯形解法。这类问题的特点是引进松弛变量 x s 使问题具有基可行解, 从此起步, 一

步一步地前进最后到达极值点, 实际问题不一而足, 不完全都具有这个特点, 不能简单

地转化成上面这种类型。利用单纯形法求解线性规划问题还需要若干补充办法。最简

单的问题,例如右端项 b若出现负分量怎么办? 因为它不符合可行解非负的要求。又如

Ax= b又怎么办? 单纯形法是很有效的一种算法, 但对于 Ax = b 的约束条件不能自己

起步。

这一章里主要讨论一般问题

max z = Cx

s . t. Ax= b

x≥ 0

  至于

min z = Cx

s. t. Ax≥ b

x≥ 0

也可以通过引进松弛变量 x s 后变成

min z = Cx

s . t . Ax - x s = b

x s ≥ 0, x ≥ 0

4.1 二 阶 段 法

对于约束条件 Ax= b, 引进 x a 使得 Ax + x a = b,形式上有一基可行解,单纯形法似乎

可以起步。为了回到原问题,我们必须设法让引进的 x a 最后退出去。xa 不同于松弛变量,

是人为引进的,目的在于找到基可行解, 找到后便失去作用,称之为人工变量。如何设法驱

出人工变量 x a 呢?这一节介绍一种二阶段法: 第一阶段驱逐人工变量, 让 xa 退出基, 用原

问题的变量取而代之,于是在原问题的可行解域找一基可行解, 第二阶段才开始着手解原

问题。

也就是说
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第一阶段解

min z = Ix a

s. t. Ax + x a = b

x, x a≥ 0

若最优解中有 x a = 0,则第一阶段结束, x a 退出基变量。将原问题的变量分为基变量 xB 和

非基变量 xN。如若最优解中 x a≠0,则原问题无解, 说明原问题的约束条件有矛盾。当然后

面我们将讨论到一种情况,第一阶段结束时 x a = 0, 但并未全部退出基变量的情况。

第二阶段  在第一阶段最后结果 xB = B
- 1

b,约束条件改为 B
- 1

xB + B
- 1

N xN = B
- 1

b 的基

础上解

max z = CB xB + CN xN

s. t. B
- 1

xB + B- 1 NxN = B- 1 b

xB , xN≥ 0

  例 4.1 用二阶段法解

min z = 2x 1 + x 2

s. t. 3x 1 + x 2≥ 3

4x 1 + 3x 2≥ 6

x 1 + 2x 2≥ 2

     x 1 , x 2 ≥ 0

  引进松弛变量 x 3 , x 4 , x 5 得

min z = 2x 1 + x 2

s . t . 3x 1 + x 2 - x 3 = 3

4x 1 + 3x 2 - x 4 = 6

x 1 + 2x 2 - x 5 = 2

      x i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4, 5

再引进人工变量 x 6 , x 7 , x 8 , 并进入第一阶段

min w = x6 + x 7 + x 8

s. t .   3x 1 + x 2 - x3 + x 6 = 3

  4x 1 + 3x 2 - x 4 + x 7 = 6

  x 1 + 2x 2 - x 5 + x 8 = 2

      xi ≥ 0, i= 1, 2, ⋯, 8

  表上作业如表 4.1 所示。

第一阶段求的是目标函数为 min w = x 6 + x 7 + x 8。求解 min 问题不同于求解 max 之

处就在于 ck - zk < 0时 xk 便可以进入基变量。

第一阶段结束, x 6 = x 7 = x8 = 0退出基变量,同时也找到了原问题的一个初始基可行

解。x 1 =
6
5

, x2 =
2
5

, x 3 = 1, x 4 = x 5 = 0。
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  表 4.1

xB CB b C

x   x1 9x 2 �x 3 �x4 7x5 |x6 �x 7 �x 8 K

0 *0 �0 �0 (0 m1 �1 �1 <
β

x 6 �1 +3 �③ 1 �- 1 �0 (0 m1 �0 �0 <

x 7 �1 +6 �4 *3 �0 �- 1 W0 m0 �1 �0 <

x 8 �1 +2 �1 *2 �0 �0 (- 1 �0 �0 �1 <

11 �○- 8 f- 6 �1 �1 (1 m0 �0 �0 <

x 1 �0 +1 �1 *1 Y/ 3 - 1 �/ 3 0 (0 m1 �/ 3 0 �0 <3 �

x 7 �1 +2 �0 *5 Y/ 3 4 �/ 3 - 1 W0 m- 4 �/ 3 1 �0 <6 k/ 5

x 8 �1 +1 �0 *○3 e/ 5 1 �/ 3 0 %- 1 �- 1 �/ 3 0 �1 9○3 w/ 5

3 �0 '○- 10 �/ 3 - 5 �/ 3 1 %1 j5 �/ 3 0 �0 9

x1 �0 (6 s/ 5 1 '0 �- 2 �/ 5 0 %1 A/ 5 2 �/ 5 0 �- 1 9/ 5

x7 �1 (1 �0 '0 �① - 1 N1 j- 1 �1 �- 1 b

x2 �0 (3 s/ 5 0 '1 �1 �/ 5 0 %- 3 j/ 5 - 1 �/ 5 0 �3 �/ 5

1 �0 '0 �○- 1 �1 (- 1 �2 �0 �2 <

x 1 �0 +6 q/ 5 1 *0 �0 �- 2 )/ 5 3 ?/ 5 0 �2 �/ 5 - 3 =/ 5

x 3 �0 +1 �0 *0 �1 �- 1 W1 m- 1 �1 �- 1 k

x 2 �0 +2 q/ 5 0 *1 �0 �1 �/ 5 - 4 n/ 5 0 �- 1 �/ 5 4 �/ 5

0 �0 *0 �0 �0 (0 m1 �1 �1 <

  现在转入第二阶段。利用上面的最终单纯形表,不过要去掉人工变量所在诸列, 并更

换 C行元素, 重新计算 ci- z i, 见表 4.2。

表 4.2

xB CB b C

x   x1 �x 2 �x3 gx 4 8x 5 �

2 �1 �0 X0 )0 �

x1 R2 �6 �/ 5 1 �0 �0 X- 2 */ 5 3 �/ 5

x3 R0 �1 �0 �0 �1 X- 1 X① ①

x2 R1 �2 �/ 5 0 �1 �0 X1 �/ 5 - 4 �/ 5

14 �/ 5 0 �0 �0 X3 �/ 5 - 2 �/ 5

x1 R2 �3 �/ 5 1 �0 �- 3 Y/ 5 1 �/ 5 0 �

x5 R0 �1 �0 �0 �1 X- 1 X1 �

x2 R1 �6 �/ 5 0 �1 �4 */ 5 - 3 */ 5 0 �

12 �/ 5 0 �0 �2 */ 5 1 �/ 5 0 �

  故得最优解( x 1 x 2 ) =
3
5

6
5

, min z=
12
5
。
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  例 4.2 用二阶段法求解

min z = 2x 1 + 3x 2

s. t . 2x 1 + x 2≤ 16

x 1 + 3x 2≥ 20

x 1 + x 2 = 10

      x1 , x 2 ≥ 0

  引进松弛变量 x 3 及人工变量 x 4 , x 5 得

min z = 2x 1 + 3x 2

s . t . 2x 1 + x 2 + x 3 = 16

x 1 + 3x 2 - x4 + x 5 = 20

x 1 + x 2 + x 6 = 10

      x i≥ 0, i= 1, 2,⋯, 6

  第一阶段求解

min w = x 5 + x 6

s . t . 2x 1 + x 2 + x4 = 16

x 1 + 3x 2 - x 3 + x 5 = 20

x 1 + x 2 + x 6 = 10

      x i≥ 0, i= 1, 2,⋯, 6

  第一阶段的单纯形法表上作业如表 4.3 所示。

表 4.3

xB CB
b C

x   x 1 �x2 gx 3 �x 4 Ox5 �x 6 7

0 �0 Y0 �0 A1 �1 )
β

x4 R0 �16 +2 �1 Y0 �1 A0 �0 )16 �

x5 R1 �20 +1 �③ - 1 �- 1 o1 �0 )○20 �/ 3

x6 R1 �10 +1 �1 Y0 �0 A0 �1 )10 �

30 +- 2 �○- 4 �1 �1 A0 �0 )

x4 R0 �28 �/ 3 5 �/ 3 0 Y1 �/ 3 1 �/ 3 - 1 �/ 3 0 )28 �/ 5

x2 R0 �20 �/ 3 1 �/ 3 1 Y- 1 �/ 3 - 1 A/ 3 1 �/ 3 0 )20 �

x6 R1 �10 �/ 3 ○2 �/ 3 0 Y1 �/ 3 1 �/ 3 - 1 �/ 3 1 )⑤

10 �/ 3 ○- 2 �/ 3 0 Y- 1 �/ 3 - 1 A/ 3 1 �/ 3 0 )

x4 R0 �1 �0 �0 Y1 �/ 30 1 �/ 30 1 �/ 2 - 5 )/ 2

x2 R0 �5 �0 �1 Y- 1 �/ 2 - 1 A/ 2 1 �/ 2 1 �/ 3

x1 R0 �5 �1 �0 Y1 �/ 2 1 �/ 2 - 1 �/ 2 3 �/ 2

0 �0 �0 Y0 �0 A1 �1 )

  第二阶段求解计算
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  表上作业如表 4.4 所示。

表 4.4

xB CB b C

x   x 1 Px 2 ~x 3 �x 4 �

2 B3 p0 �0 �
β

x4 R0 �1 �0 B0 p1 Y/ 30 1 �/ 30

x2 R3 �5 �0 B1 p- 1 �/ 2 - 1 �/ 2

x1 R2 �5 �1 B0 p1 p/ 2 1 �/ 2

25 +0 B0 p1 p/ 2 1 �/ 2

  最优解 x 1 = 5, x 2 = 5, x 4 = 1, x 3 = 0, z= 25。

当第一阶段结束时 x a á 0, 这时原问题无解, 否则若存在 x≥0, 满足 Ax= b, 则
x

0
是

第一阶段的最优解 minz = 0, 这与第一阶段最优解 x aá 0 的假定矛盾。即若原问题有解 x,

构造
x

0
, 证明它是第一阶段的问题可行解。但目标函数为 0,与最优解 x aá 0的假定矛

盾。

第一阶段结束时 x a = 0,且全体退出基变量, 第二阶段即可接着开始,由于 x a 退出, 即

约束条件可改为

BxB + Nxb = b

x ≥ 0
 或  

xB + B
- 1

N xN = B
- 1

b

x ≥ 0

但也存在 x a 未全部退出基变量的情形,但 x a = 0, 例如,下面例 4.3中所讨论的情形。

例 4.3     max z = 2x 1 + x 2 + x 3

s . t. 4x 1 + 6x 2 + 3x 3≤8

x 1 - 9x 2 + x 3≤- 3

- 2x 1 - 3x 2 + 5x 3≤- 4

           x i≥0, i= 1, 2, 3

引进松弛变量 x 4 , x 5 , x 6 得

4x 1 + 6x 2 + 3x 3 + x4 = 8

x 1 - 9x 2 + x 3 + x 5 = - 3

- 2x 1 - 3x 2 + 5x 3 + x 6 = - 4

( 4. 1)

( 4. 2)

( 4. 3)

( 4. 2) - ( 4. 3)得 3x 1 - 6x 2 - 4x 3 + x 5 - x 6 = 1

再引进人工变量 x 7 得

4x 1 + 6x 2 + 3x 3 + x 4 = 8

3x 1 - 6x 2 - 4x 3 + x 5 - x 6 = 1

2x 1 + 3x 2 - 5x 3 - x 6 + x7 = 4

表上作业如表 4.5 所示。
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  表 4.5

xB CB
b C

x   x 1 ~x2 �x3 fx 4 �x5 Nx6 �x 7 6

0 p0 �0 X0 �0 @0 �1 (
β

x 4 �0 B8 �4 p⑥ 3 X1 �0 @0 �0 (4 n/ 3

x 5 �0 B1 �3 p- 6 �- 4 �0 �1 @- 1 �0 (

x 7 �1 B4 �2 p3 �- 5 �0 �0 @- 1 �1 (4 n/ 3

4 �- 2 �○- 3 (5 X0 �0 @1 �0 (

x 2 �0 B4 �/ 3 2 B/ 3 1 �1 */ 2 1 �/ 6 0 @0 �0 (

x 5 �0 B9 �7 p0 �- 1 �1 �1 @- 1 �0 (

x 7 �1 B0 �0 p0 �- 13 o/ 2 - 1 �/ 2 0 @- 1 �1 (

0 �0 p0 �13 A/ 2 1 �/ 2 0 @1 �0 (

  第一阶段结束,人工变量 x7 = 0,但没有退出基变量。一种办法是直接进入第二阶段,

由表 4.6可知 x7 = 0 保持不变。等式两端同乘以( - 1)右端仍不出现负号,从而使 x 7 退出

基变量,即消去 x 7 ,同时得到最优解:

x 1 =
7
9

, x2 = 10/ 21, x 3 = x 4 = x 5 = 0, max z = 64/ 21。

表 4.6

xB CB
b C

x   x 1 ~x2 �x3 fx 4 �x5 Nx6 �x 7 6

2 p1 �1 X0 �0 @0 �0 (
β

x 2 �1 B4 �/ 3 2 B/ 3 1 �1 */ 2 1 �/ 6 0 @0 �0 (2 �

x 5 �0 B9 �⑦ 0 �- 1 �1 �1 @- 1 �0 (○9 x/ 7

x7 �0 ?0 �0 l0 �- 13 i/ 2 - 1 �/ 2 0 <- 1 �1 $

○4 L/ 3 0 �1 +/ 2 - 1 �/ 6 0 <0 �0 $

x2 �1 ?10 �/ 21 0 l1 �25 +/ 42 1 �/ 14 - 2 (/ 21 2 s/ 21 0 $

x1 �2 ?9 �/ 7 1 l0 �- 1 T/ 7 1 �/ 7 1 �/ 7 - 1 �/ 7 0 $

x7 �0 ?0 �0 l0 �- 13 i/ 2 - 1 �/ 2 0 <- 1 �1 $

64 �/ 21 0 l0 �29 +/ 42 - 5 �/ 14 - 4 (/ 21 ○4 �/ 21 0 (

x 2 �1 B10 �/ 21 0 p1 �- 1 A/ 42 1 �/ 42 - 2 )/ 21 0 �2 �/ 21

x 1 �2 B9 �/ 7 1 p0 �11 */ 14 3 �/ 14 1 �/ 7 0 �- 1 (/ 7

x 6 �0 B0 �0 p0 �13 A/ 2 1 �/ 2 0 @1 �- 1 V

64 �/ 21 0 p0 �- 23 X/ 42 19 �/ 42 - 4 )/ 21 0 �- 4 �/ 21

  其实在第一阶段结束时,可以设法将为 0的人工变量从基中消去。以本例为例, 办法

是将最后一行(即 x 7 列元素 1所在行)取任一非人工变量的列的非零元素作为主元素, 由

于本行右端项为 0,故消元结果不至于右端项出现负数。表上作业如表 4.7所示。
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  表 4.7

xB CB
b C

x   x 1 ~x2 �x3 fx 4 �x5 Nx6 �x 7 6

0 p0 �0 X0 �0 @0 �1 (
β

x 2 �0 B4 �/ 3 2 B/ 3 1 �1 */ 2 1 �/ 6 0 @0 �0 (

x 5 �0 B9 �7 p0 �- 1 �1 �1 @- 1 �0 (

x 7 �1 B0 �0 p0 �- 13 o/ 2 - 1 �/ 2 0 @○- 1 �1 (

x 2 �0 B4 �/ 3 2 B/ 3 1 �1 */ 2 1 �/ 6 0 @0 �0 (

x 5 �0 B9 �7 p0 �11 A/ 2 3 �/ 2 1 @0 �- 1 V

x 6 �0 B0 �0 p0 �13 A/ 2 1 �/ 2 0 @1 �- 1 V

0 �0 p0 �0 X0 �0 @0 �1 (

  这种将人工变量基赶出去的办法有其普遍性。用非基变量 x 6 取代 x 7 , 得第一阶段的

最优解,利用这单纯形表格去掉 x 7 列, 改换 C行, 开始第二阶段(见表 4.8)。

表 4.8

xB CB
b C

x   x 1 �x2 gx 3 �x 4 Ox5 �x 6 7

2 �1 Y1 �0 A0 �0 )
β

x2 R1 �4 �/ 3 2 �/ 3 1 Y1 �/ 2 1 �/ 6 0 �0 )2 �

x5 R0 �9 �⑦ 0 Y11 �/ 2 3 �/ 2 1 �0 )9 o/ 7

x6 R0 �0 �0 �0 Y13 �/ 2 1 �/ 2 0 �1 )

4 �/ 3 ○4 �/ 3 0 U1 �/ 2 - 1 =/ 6 0 �0 %

x 2 O1 �10 �/ 21 0 �1 U- 1 �/ 42 1/ 42 - 2 �/ 21 0 %

x 1 O2 �9 �/ 7 1 �0 U11 �/ 14 3/ 14 1 �/ 7 0 %

x 6 O0 �0 �0 �0 U13 �/ 2 1 �/ 2 0 �1 %

64 �/ 21 0 �0 U- 23 �/ 42 - 19 =/ 42 - 4 �/ 21 0 %

  得到与前面相同的结果。

例 4.4        min z = 2x 1 + x 2 

s . t . 5x 1 + 10x 2≥8

2x 1 + 2x 2≤1

              x 1 , x2≥0

引进松弛变量 x 3 , x 4 , 人工变量 x 5 后得

min z = 2x 1 + x 2 

s . t . 5x 1 + 10x 2 - x 3 + x5 = 8

2x 1 + 2x 2 + x 4 = 1

      x i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4, 5
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  第一阶段  min w = x 5

表 4.9 是其单纯形表格。

表 4.9

xB CB

b
C

x   x1 �x 2 �x3 gx 4 8x 5 �

0 �0 �0 X0 )1 �
β

x5 R1 �8 �5 �10 �- 1 �0 )1 �4 o/ 5

x4 R0 �1 �2 �② 0 X1 )0 �○1 y/ 2

8 �- 5 �○- 10 �1 X0 )0 �

x5 R1 �3 �- 5 �0 �- 1 �- 5 X1 �

x2 R0 �1 �/ 2 1 �1 �0 X1 �/ 2 0 �

3 �5 �0 �1 X5 )0 �

  因人工变量 x 5≠0,故原问题无解。

例 4.5     max z = 2y1 - 3y2 + 4y 3 - y4 

s . t. y1 + y2 + 2y 3 - 4y4≥4

y1 - 3y2 - 2y4≤6

y1 - y 3 = - 1

y1 + y2 + y4 = 0

            y 3≥0, y4≥0

            y 1 , y 2 无约束

令 y 1 = x 1 - x 2 , y 2 = x 3 - x 4 , y 3 = x 5 , y 4 = x6

代入原问题得

max z = 2x 1 - 2x 2 - 3x 3 + 3x 4 + 4x 5 - x 6

s . t . x 1 - x 2 + x 3 - x 4 + 2x 5 - 4x 6 ≥ 4

x 1 - x 2 - 3x 3 + 3x 4 - 2x 6 ≤ 6

x 1 - x 2 - x 5 = - 1

x 1 - x 2 + x 3 - x 4 + x 6 = 0

      x i≥ 0, i= 1, 2,⋯, 6

  引进松弛变量 x 7 , x 8 , x 9 , 人工变量 x 9 , x 1 0 , x 11把原问题化为标准型:

max z = 2x 1 - 2x 2 - 3x 3 + 3x 4 + 4x 5 - x 6

s . t . x 1 - x 2 + x 3 - x 4 + 2x 5 - 4x 6 - x 7 + x 9 = 4

x 1 - x 2 - 3x 3 + 3x 4 - 2x 6 + x 8 = 6

- x 1 + x 2 + x 5 + x 10 = - 1

x 1 - x 2 + x 3 - x 4 + x 6 + x 11 = 0

      x i≥ 0, i= 1, 2,⋯, 11
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  第一阶段:求 min w = x 9 + x 10 + x 11

表 4.10是其单纯形表格。

  表 4.10

xB CB
b C

x   x 1 9x2 Px3 gx 4 ~x 5 �x6 �x7 �x 8 �x 9 �x10 �x11 ,

0 *0 A0 X0 o0 �0 �0 �0 �1 �1 �1 �
β

x9 �1 �4 �1 *- 1 p1 X- 1 �2 �- 4 �- 1 �0 �1 �0 �0 �

x8 �0 �6 �1 *- 1 p- 3 �3 o0 �- 2 �0 �1 �0 �0 �0 �

x10 �1 �1 �- 1 Y1 A0 X0 o① 0 �0 �0 �0 �1 �0 �

x11 �1 �0 �1 *- 1 p1 X- 1 �0 �1 �0 �0 �0 �0 �1 �

5 �- 1 Y1 A- 2 �2 o○- 3 �3 �1 �0 �0 �0 �0 �

x9 �1 �2 �3 *- 3 p1 X- 1 �0 �- 4 �- 1 �0 �1 �- 2 (0 �

x8 �0 �6 �1 *- 1 p- 3 �3 o0 �- 2 �0 �1 �0 �0 �0 �

x5 �0 �1 �- 1 Y1 A0 X0 o1 �0 �0 �0 �0 �1 �0 �

x11 �1 �0 �① - 1 p1 X- 1 �0 �1 �0 �0 �0 �0 �1 �

2 �- 4 Y4 A- 2 �2 o0 �3 �1 �0 �0 �2 �0 �

x9 �1 �2 �0 *0 A- 2 �② 0 �- 7 �- 1 �0 �1 �- 2 (- 3 ?

x8 �0 �6 �0 *0 A- 4 �4 o0 �- 4 �0 �1 �0 �0 �- 2 ?

x5 �0 �1 �0 *0 A1 X- 1 �1 �1 �0 �0 �0 �1 �1 �

x1 �0 �0 �1 *- 1 p1 X- 1 �0 �1 �0 �0 �0 �0 �1 �

2 �0 *0 A2 X- 2 �0 �7 �1 �0 �0 �3 �4 �

x4 �0 �1 �0 *0 A- 1 �1 o0 �-
7 �
2

-
1 �
2

0 �
1 �
2

- 1 (-
3 ?
2

x8 �0 �2 �0 *0 A0 X0 o0 �
1 �
2

2 �1 �- 2 �4 �4 �

x5 �0 �2 �0 *0 A0 X0 o1 �-
5 �
2

-
1 �
2

0 �
1 �
2

0 �-
1 ?
2

x1 �0 �1 �1 *- 1 p0 X0 o0 �-
5 �
2

-
1 �
2

0 �
1 �
2

- 1 (-
1 ?
2

0 �0 *0 A0 X0 o0 �0 �0 �0 �1 �1 �1 �

  第一阶段结束,人工变量全部退出基, 下面进入第二阶段(见表 4.11)。

得最优解:

x 1 1 = 11, x 2 = x 3 = x 7 = x 8 = 0, x 4 = 15, x 5 = 12, x6 = 4,

y 1 = 11, y 2 = - 15, y3 = 12, y4 = 4,

max z = 111。
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  表 4.11

xB CB b C

x   x1 �x 2 �x 3 �x4 �x5 !x 6 8x 7 Ox8 f

2 �- 2 �- 3 �3 �4 �- 1 X0 @0 W
β

x4 R3 �1 �0 �0 �- 1 �1 �0 �- 7 */ 2 - 1 A/ 2 0 W

x8 R0 �2 �0 �0 �0 �0 �0 �○1 �/ 2 2 =1 T

x 5 O4 �2 �0 �0 �0 �0 �1 �- 5 &/ 2 - 1 =/ 2 0 T

x 1 O2 �1 �1 �- 1 �0 �0 �0 �- 5 &/ 2 - 1 =/ 2 0 T

13 %0 �0 �0 �0 �0 �49 �/ 2 9 �/ 2 0 T

x 4 O3 �15 %0 �0 �- 1 �1 �0 �0 &27 (/ 2 7 T

x 6 O- 1 :4 �0 �0 �0 �0 �0 �1 &4 =2 T

x 5 O4 �12 %0 �0 �0 �0 �1 �0 &19 (/ 2 5 T

x 1 O2 �11 %1 �- 1 �0 �0 �0 �0 &19 (/ 2 5 T

111 90 �0 �0 �0 �0 �0 &187 =/ 2 49 h

4.2 大 M 法

上面的二阶段法,引入人工变量后, 第一步设法将它驱赶出基变量, 使得在原问题的

可行解域上找到一立脚点,然后单纯形法方可施展其步步进逼极值点的目的。下面介绍另

一种将人工变量赶出基变量的大 M 法。还是通过例子来叙述大 M 法思想。它针对问题:

min z = Cx

s. t. Ax= b

x≥ 0

  例 4.6 用大 M 法解

min z = - 5x 1 + x 2 + x 3 + 2x 5 + x 6     

s . t .   2x 1 + x 2 - x 3 + x 4 - 2x 5 + 6x 6 = 4

3x 2 + 6x 3 - 6x 4 - 2x 5 + 12x 6 = 18

  2x 1 + x 2 + 8x 3 + 4x 4 - 2x 5 + 6x 6 = 4

      x i≥ 0, i= 1, 2,⋯, 6

  引进人工变量 x 7 , x 8 , x 9 , 并将原问题变为

min z = - 5x 1 + x2 + x 3 + 2x 5 + x 6 + M( x7 + x 8 + x 9 )    

s . t .   2x 1 + x2 - x 3 + x4 - 2x 5 + 6x 6 + x 7 = 4

3x2 + 6x 3 - 6x4 - 2x 5 + 12x 6 + x 8 = 18

  2x 1 + x2 + 8x 3 + 4x4 - 2x 5 + 6x 6 + x 9 = 4

      x i≥ 0, i= 1, 2,⋯, 9

其中 M 是充分大一个数的标志。

现用单纯形表格解之如下,通过这样的办法逼迫 x 7 , x 8 , x 9 退出基(见表 4.12)。
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表 4.12

x B CB b C

x   x 1 �x 2 �x 3 Kx 4 �x 5 ux 6 �x 7 �x 8 wx 9 �

- 5 �1 �1 =0 �2 g1 �M M M
β

x 7 �M 4 )2 �1 �- 1 a1 �- 2 �6 �1 �0 i0 �4 �/ 6

x 8 �M 18 ;0 �3 �6 =- 6 �- 2 �12 �0 �1 i0 �

x 9 �M 4 )2 �1 �8 =4 �- 2 �⑥ 0 �0 i1 �○4 �/ 6

26 �M - 5 H- 4M 1 c- 5M 1 �- 13M M 2 �+ 6M ○1 N- 24M 0 �0 k0 �

x 7 �M 0 +0 �0 �- 9 h- 3 �0 i0 �1 �0 k- 1 �

x 8 �M 10 @- 4 �1 �- 10 }- 14 -② 0 �0 �1 k- 2 �

x 6 �1 /
2 +
3

1 �
3

1 �
6

4 ?
3

2 �
3

-
1 �
3

1 �0 �0 k
1 �
6

10 �M+
2
3

4 �M-
16
3

5 w
6

- M -
1 �
3

+ 19M -
2 �
3

+ 17M○7 !
3

- 2M 0 �0 �0 k4 PM-
1
6

x 7 �M 0 +0 �0 �- 9 h○- 3 (0 i0 �1 �1 k- 1 �

x 5 �2 /5 +- 2 �1 �/ 2 - 5 h- 7 �1 i0 �0 �1 B/ 2 - 1 �

x 6 �1 /
7 +
3

-
1 �
3

1 �
3

-
1 h
3

-
5 �
3

0 i1 �0 �
1 k
6

-
1 �
6

37 @
3

-
2 �
3

-
1 �
3

31 �
3

+ 9M
47 �
3

+ 3M 0 i0 �0 �M -
7 �
6

2 PM+
13
6

x 4 �0 /0 +0 �0 �3 ?1 �0 i0 �- 1 �/ 3 0 k1 �/ 3

x 5 �2 /5 +- 2 �
1 �
2

，？ 0 �1 i0 �-
7 ,
3

1 k
2

4 �
3 ○5 �

16

x 6 �1 /
7 +
3

-
1 �
3

1 �
3

14 T
3

0 �0 i1 �-
5 ,
9

1 k
6

7 �
18

1 �
2

37 @
3

-
2 �
3

-
1 �
3

- 36 >
2
3

0 �0 i0 �M +
47 f
9

M -
7 �
6

M -
55 6
18

  人工变量虽然被驱赶出基变量,但发现这时问题无界, 可证原问题也无界。一般也如

此。

例 4.7 用大 M 法解

min z = x 1 - 2x 2

s . t . x 1 + x 2≥ 2

- x 1 + x 2≥ 1

x 2≤ 3

     x 1 , x 2 ≥ 0

  引进松弛变量 x 3 , x 4 , x 5 , 人工变量 x 6 , x 7 得

min z = x 1 - 2x 2 + M( x 6 + x 7 )

     

s . t . x 1 + x 2 - x 3 + x 6 = 2

- x 1 + x 2 - x 4 + x7 = 1

x 2 + x 5 = 3

      x i≥ 0, i= 1, 2,⋯, 7

  表 4.13是其单纯形表格。
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  表 4.13

xB CB
b C

x   x 1 Qx2 "x3 �x 4 8x 5 �x6  x 7 �

1 B- 2 B0 �0 *0 �M M
β

x 6 �M 2 q1 B1 �- 1 �0 *0 �1 �0 �2 �

x 7 �M 1 q- 1 q① 0 �- 1 X0 �0 �1 �①

x 5 �0 �3 q0 B1 �0 �0 *1 �0 �0 �3 �

3 GM 1 B○- 2 �- 2M M M 0 �0 �0 �

x 6 �M 1 q② 0 �- 1 �1 *0 �1 �- 1 �○1 �
2

x 2 �- 2 ,1 q- 1 q1 �0 �- 1 X0 �0 �1 �

x 5 �0 �2 q1 B0 �0 �1 *1 �0 �- 1 �2 �

M- 2 �- 2 �M+ 3 0 �M - M- 2 �0 �0 �2 �M+ 2

x 1 �1 �
1 q
2

1 B0 �-
1 �
2

1 *
2

0 �
1 �
2

-
1 �
2

x 2 �- 2 ,
3 q
2

0 B1 �-
1 �
2

-
1 X
2

0 �
1 �
2

1 �
2

x 5 �0 �
3 q
2

0 B0 �○1 �
2

1 *
2

1 �-
1 @
2

-
1 �
2

- 1 �0 B0 �○- 1
2

1 *
2

0 �M+
1 j
2

M+
1 �
3

x 1 �1 �2 q1 B0 �0 �① 1 �0 �- 1 �
1 �
2

x 2 �- 2 ,3 q0 B1 �0 �0 *1 �0 �0 �

x 3 �0 �3 q0 B0 �1 �1 *2 �- 1 @- 1 �3 �

- 4 �0 B0 �0 �○- 1 f1 �M M+ 1 �

x 4 �0 �2 q1 B0 �0 �1 *1 �0 �- 1 �

x 2 �- 2 ,3 q0 B1 �0 �0 *1 �0 �0 �

x 3 �0 �1 q- 1 q0 �1 �0 *1 �- 1 @0 �

- 6 �1 B0 �0 �0 *2 �M M

  得原问题的最优解为:

x 2 = 3, x 3 = 1, x 4 = 2, x 1 = x 5 = 0, min z= - 6

但也可能出现人工变量不退出基,而为 0的情况。

例 4.8     min z = x1 - 3x 2 - x 3

s . t . 2x1 + x 2 + x 3≤4

x1 - x 3≥4

x1 ≥3

            x 1 , x2 , x 3≥0
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  引进松弛变量 x 4 , x 5 , x 6 , 人工变量 x 7 , x 8

min z = x 1 - 3x 2 - x 3

s . t . 2x 1 + x 2 + x 3 + x 4 = 4

x 1 - x 3 - x 5 + x7 = 4

x 1 - x 6 + x 8 = 3

      x i≥ 0, i= 1, 2,⋯, 8

  表 4.14是其单纯形表格。

表 4.14

xB CB
b C

x   x 1 �x2 "x3 �x 4 8x5 ~x 6 �x 7 �x8 �

1 q- 3 B- 1 �0 *0 o0 �M M
β

x 4 �0 ,4 �② 1 �1 �1 *0 o0 �0 �0 �2 �

x 7 �M 4 �1 q0 �- 1 �0 *- 1 �0 �1 �0 �4 �

x 8 �M 3 �1 q0 �0 �0 *0 o- 1 �0 �1 �3 �

7 �M 1 �- 2M - 3 B- 1 �+ M 0 *M M 0 �0 �

x 1 �1 ,2 �1 q
1 �
2

1 �
2

1 *
2

0 o0 �0 �0 �

x 7 �M 2 �0 q-
1 B
2

-
3 �
2

-
1 X
2

- 1 �0 �1 �0 �

x 8 �M 1 �0 q-
1 B
2

-
1 �
2

-
1 X
2

0 o- 1 �0 �1 �

0 q-
7 �
2

+ M
3 F
2

+ 2M M-
1 �
2

M M 0 �0 �

  M 是大数,故所有的 ci- zi≥0,可见人工变量 x7 , x 8 始终留在基内, 即原问题无可行

解。

例 4.9 用大 M 法解

min z = - x 2 - x 3

s . t . - x 1 - x 2 + x 3 = 1

2x 1 + x 2 - x 3 - x 4 = 1

      x 1 , x 2 , x 3 , x 4 ≥ 0

  引进人工变量 x 5 , x 6 , 将原问题变为

min z = - x 2 - x 3 + Mx 5 + Mx 6

s . t . - x 1 - x 2 + x 3 + x 5 = 1

2x 1 + x 2 - x 3 - x 4 + x6 = 1

        x i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4, 5, 6

  做出其单纯形表,如表 4.15 所示。
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  表 4.15

xB CB b C

x   x 1 �x 2 �x3 gx4 �x 5 Ox6 f

0 �- 1 �- 1 �0 �M M
β

x5 RM 1 �- 1 �- 1 �1 X0 �1 @0 W

x6 RM 1 �② 1 �- 1 �- 1 )0 @1 W

M - M - 1 �- 1 �M 0 @0 W

x1 R0 �
3 �
2

0 �-
1 �
2

1 X
2

-
1 )
2

1 @
1 W
2

x6 RM
1 �
2

1 �○1 �
2

-
1 }
2

-
1  
2

0 =
1 S
2

M
2 �

0 �- 1 *-
1
2 M - 1 �+

1
2 M

M
2 �

0 =
M
2 S

x 1 O0 �2 �1 �0 �0 U- 1  1 =1 T

x 2 O- 1 :1 �2 �1 �- 1 ~- 1  0 =1 T

- 1 92 �0 �0 U○- 1 90 @M+ 1 �

  故问题无界。

例 4.10 用大 M 法解

min z = - x 1 - x2

s. t . - x 1 + x2≥ 1

x 1 - x2≥ 1

    x1 , x 2 ≥ 0

  引进松弛变量 x 3 , x 4 , 人工变量 x 5 , x 6 得

min z = - x 1 - x 2 + M( x 5 + x6 )

   

s . t .  - x 1 + x 2 - x 3 + x 5 = 1

x 1 - x 2 - x4 + x6 = 1

      x i≥ 0, i= 1, 2,⋯, 6

  做出其单纯形表,如表 4.16 所示。

表 4.16

xB CB b C

x   x 1 �x2 gx 3 �x 4 Ox5 �x 6 7

- 1 �- 1 �0 �0 AM M
β

x5 RM 1 �- 1 �1 Y- 1 �0 A1 �0 )

x6 RM 1 �① - 1 �0 �- 1 o0 �1 )

2 �M - 1 �- 1 �0 �0 A0 �0 )

x5 RM 2 �0 �0 Y- 1 �- 1 o1 �1 )

x1 R- 1 C1 �1 �- 1 �0 �- 1 o0 �1 )

2 �M- 1 0 �0 YM M- 1 �0 �1 )

  所有的 ci- z i≥0,但人工变量 x 5 = 2, 保持为基变量,故原问题无可行解。
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总之,大 M 法有以下几种可能结果:

1. �有有限的最优解。人工变量全部为零,非人工变量则给出原问题的解。

2. �有有限的最优解。但人工变量不全为零,可以证明, 这时原问题无可行解。

3. �解无界。若所有人工变量为零,则可证原题的解无界。

4. �解无界。人工变量不全为零,则原问题无可行解。

以上结论的证明留给读者自己去做。

4.3 退 化 情 形

4.3.1 退化形问题

  对于问题

max z = Cx

s . t. Ax= b

x≥ 0

其中 A= ( aij ) m× ( n+ m ) , b= ( b1 b2⋯ bm )
T
, C= ( c1 c2⋯ cn+ m ) , x = ( x 1 x 2⋯ x n+ m )

T

如若 b可表为少于 m个 A的列向量的线性结合,或更确切地说,存在一基可行解, 其

中至少有一分量为零时,称该问题为退化的。当 n= 2时比较直观,如

max z = 2x 1 + 5x 2

s . t . 2x 1 + 3x 2≤ 6

3x 1 + 2x 2≤ 6

x 1 + x 2≤ 12/ 5

      x 1 , x 2 ≥ 0

6

6

12
5

=
6
5

2

3

1

+
6
5

3

2

1

, b=
6
5

a 1 +
6
5

a2

在图 4.1中直观可见 x 1 + x 2 =
12
5
与 2x 1 + 3x 2 = 12, 3x 1 + 2x 2 = 12 共过

12
5

,
12
5
点, 即

三线共点。实际上, 3个约束条件中有一个是多余的, 如果引进松弛变量 x 3 , x4 , x 5 便得

max z = 2x 1 + 5x2

s . t . 2x 1 + 3x2 + x 3 = 6

3x 1 + 2x2 + x 4 = 6

x 1 + x2 + x 5 = 12/ 5

      x i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4, 5

  从 图 4.1 中 可 见, 在 可 行 解 域 的 四 个 顶 点 2, 0, 2, 0,
2
5

, 0, 2, 0, 2,
2
5

,

0, 0, 6, 6,
12
5

,
6
5

,
6
5

, 0, 0, 0 中每个顶点都只有两个零元素, 唯有
6
5

,
6
5

, 0, 0, 0 有 3
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图 4.1

个 0。n= 2 时, 一般两条直线定一交点, b=
6
5

a1 +
6
5

a 2 , 表达了 x 1 = x 2 =
6
5

, x 3 = x 4 = x 5

= 0, 即
6
5

,
6
5

, 0, 0, 0 为三条线 x 3 = 0, x 4 = 0, x 5 = 0的交点。

以这个例来分析。三条线原交于 3 点,比如给它们以微扰 ε,如

2x 1 + 3x 2 = 6 + ε,

3x 1 + 2x 2 = 6 + ε,

x 1 + x 2 =
12
5

+ ε

则应有 3 个交点:

P 1
6+ ε

5
,

6+ ε
5

, P 2
6
5

+ 2ε,
6
5

- ε, P 3
6
5

- ε,
6
5

+ 2ε, 所以
6
5

,
6
5
点可以看作是当ε

→0时, P 1 , P 2 , P 3 点汇聚在一起的结果。了解这一点, 后面讨论为什么会循环不已以及如

何回避循环出现就有了基础。

4.3.2 出现循环举例

min z = -
3
4

x 1 + 20x 2 -
1
2

x 3 + 6x 4

s . t .
1
4

x 1 - 8x 2 - x 3 + 9x 4≤ 0

1
2

x 1 - 12x 2 -
1
2

x 3 + 3x 4≤ 0

x 3 ≤ 1

      x 1 , x 2 , x 3 , x 4 ≥ 0

  引进松弛变量 x 5 , x 6 , x 7 使得
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min z = -
3
4

x 1 + 20x 2 -
1
2

x 3 + 6x 4

s. t .
1
4

x 1 - 8x 2 - x 3 + 9x 4 + x 5 = 0

1
2

x 1 - 12x 2 -
1
2

x 3 + 3x 4 + x 6 = 0

x 3 + x 7 = 1

      xi ≥ 0, i= 1, 2, ⋯, 7

  其单纯形表如表 4.17所示。

表 4.17

xB CB b C

x   x 1 �x 2 Px3 �x 4 8x 5 �x6  x 7 �

- 3 �/ 4 20 Y- 1 �/ 2 6 *0 �0 �0 �
β

x 5 #0 �0 +○1 �/ 4 - 8 p- 1 �9 *1 �0 �0 �

x 6 #0 �0 +1 �/ 2 - 12 �- 1 �/ 2 3 *0 �1 �0 �

x 7 #1 �1 +0 �0 B1 �0 *0 �0 �1 �

0 +- 3 �/ 4 20 Y- 1 �/ 2 6 *0 �0 �0 �

x 1 #- 3 �/ 4 0 +1 �- 32 �- 4 �36 A4 �0 �0 �

x 6 #0 �0 +0 �④ 3 �/ 2 - 15 o- 2 �1 �0 �

x 7 #0 �1 +0 �0 B1 �0 *0 �0 �1 �

0 +0 �○- 4 �- 7 �/ 2 33 A3 �0 �0 �

x 1 #- 3 �/ 4 0 +1 �0 B⑧ - 84 o- 12 �0 �0 �

x 2 #20 �0 +0 �1 B3 �/ 8 - 15 A/ 4 - 1 �/ 2 1 �/ 4 0 �

x 7 #0 �1 +0 �0 B1 �0 *0 �0 �1 �

0 �0 B○- 2 �18 A1 �1 �0 �

x 3 #- 1 �/ 2 0 +1 �/ 8 0 B1 �- 21 A/ 2 - 3 �/ 2 0 �0 �

x 2 #20 �0 +- 3 �/ 64 1 B0 �3 �/ 16 1 Y/ 16 - 1 �/ 8 0 �

x 7 #0 �1 +- 1 �/ 8 0 B0 �21 �/ 2 3 p/ 2 - 1 @1 �

1 �/ 4 0 B0 �- 3 X- 2 �3 �0 �

x 3 #- 1 �/ 2 0 +- 2 �/ 5 56 Y1 �0 *② - 6 @0 �

x 4 #6 �0 +- 1 �/ 4 16 +/ 3 0 �1 *1 p/ 3 - 2 �/ 3 0 �

x 7 #0 �1 +5 �/ 2 - 56 �0 �0 *2 �6 �1 �

0 +- 1 �/ 2 16 Y0 �0 *○- 1 �1 �0 �

x 5 #0 �0 +- 5 �/ 4 28 Y1 �/ 2 0 *1 �- 3 @0 �

x 4 #6 �0 +1 �/ 6 - 4 p- 1 �/ 6 1 *0 �1 �/ 3 0 �

x 7 #0 �1 +0 �0 B1 �0 *0 �0 �1 �

0 +- 7 �/ 4 44 Y1 �/ 2 0 *0 �- 2 @0 �

x 5 #0 �0 +1 �/ 4 - 8 p- 1 �9 *1 �0 �0 �

x 6 #0 �0 +1 �/ 2 - 12 �- 1 �/ 2 3 *0 �1 �0 �

x 7 #0 �1 +0 �0 B1 �0 *0 �0 �1 �

0 +- 3 �/ 4 20 Y1 �/ 2 6 *0 �0 �0 �
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  请注意,迭代至第 7轮, 恢复到原来的状态,其实 7次迭代中始终是原地踏步, 从未离

开过 x 1 = x 2 = x 3 = x 4 = x 5 = x 6 = 0, x 7 = 1这个可行解。

上面这个循环例子,其实改变进入基便立即走出循环不已的“迷宫”。见表 4.18, 说明

循环不已并非是问题固有的。例子揭示了这种可能性。

表 4.18

xB CB

b C

x   x 1 �x 2 Px3 �x 4 8x 5 �x6  x 7 �

-
3 �
4

20 Y-
1 �
2

6 *0 �0 �0 �
β

x 5 #0 �0 +-
1 �
4

- 8 p- 1 �9 *1 �0 �0 �

x 6 #0 �0 +○1 �
2 - 12 �-

1 �
2

3 *0 �1 �0 �

x 7 #0 �1 +0 �0 B1 �0 *0 �0 �1 �

○- 3 �
4

20 Y-
1 �
2

6 *0 �0 �0 �

x 5 #0 �0 +0 �- 2 p-
3 �
4

15 A
2

1 �
1 �
2

0 �

x 1 #-
3 �
4

0 +1 �- 24 �- 1 �6 *0 �2 �0 �

x 7 #0 �1 +0 �0 B① 0 *0 �0 �1 �

0 +0 �2 B○- 5 �
4

21 A
2

0 �
3 �
2

0 �

x 5 #0 �0 +0 �2 B0 �
15 A
2

1 �
1 �
2

3 �
4

x 1 #-
3 �
4

0 +1 �- 24 �0 �6 *0 �2 �1 �

x 3 #-
1 �
2

1 +0 �0 B1 �0 *0 �0 �1 �

0 �2 B0 �
21 A
2

0 �
3 �
2

5 �
4

4.4 防 止 循 环

4.4.1 退出基不唯一时的选择办法

  出现循环的现象见上一节,虽然很少见, 但理论上已说明它的确存在。如何防止出现

循环不已,也是理论上必须回答的问题。还是假定

max z = Cx

s . t. Ax= b

x≥ 0
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其中, A= ( a ij ) m× ( m + n) , b= ( b1 b2⋯ bm )
T
, x= ( x 1 x 2⋯ x n+ m )

T
, C= ( c1 c2⋯ cm+ n )

单纯形法开始时,从基矩阵为单位阵出发。不失一般性,假定开始时最后 m 列是单位

阵,并假定 ck - zk > 0, xk 作为进入基, 单纯形法退出基 xB
r
的确定是根据: 若唯一存在 r ,

使

min
bi
a ik

aik > 0 =
br

a r k

则令 x B
r
作为退出基。

如若 min
i

bi
a ik

a ik> 0 不仅存在唯一一个,而是一个集合, 用 R 0 表示。

R0 = r
br

a rk
= min

i

bi
a ik

aik > 0

  下面令 B
- 1 = ( a 1 a 2⋯a m ) , 定义

R1 = r 1

a r
1

1

a r
1

k
= min
i∈ R

0

ai1
aik

  若 R 1 只有一个 r 1 ,则令 xB r
1
为退出基,如若不然, 用 R 2 表示它的集合。

R 2 = r j

a r
j
j

a r
j
k

= min
i∈ R

j - 1

a ij
aik

如此反复直到 R j 只有一个元素 r j 为止,则令 xB r
j
退出基。

4.4.2 首正向量概念

下面来证明上述的退出基的选择可以避免循环。先引进一概念, 假定非零向量 A的

第一个非零元素为正时, 用A> 0来表示它,称向量 A为首正向量。例如( 2, - 1, 0, 2) , ( 0,

1, 1, - 1) , ( 0, 0, 2, 1)等都是首正向量,而( 0, 0, - 1, 2)不是首正向量, ( 0, 0, 0, 0)也不是首

正向量。

下面证明开始时 b I ( m ) > 0, 在单纯形法迭代过程中, 如若依照上述退出基的法

则,则 B
- 1

b B
- 1
> 0。

若开始迭代前的单纯形表格如表 4.19, 为了讨论方便起见,前 m 列为 B
- 1所在的列。

表 4.19

xB CB b C

x   x 1 �x 2 9⋯ xm xm+ 1 P⋯ xk ⋯ xn+ m

c1 �c2 1⋯ cm cm+ 1 G⋯ ck ⋯ cn+ m

x B
1 �

cB
1 �b1 Ja 11 �a12 C⋯ a 1 Om a 1 �, m+ 1 ⋯ a1 �, k ⋯ a1 �, n+ m

x B2 �cB2 �b2 Ja 21 �a22 C⋯ a 2 Om a 2 �, m+ 1 ⋯ a2 �, k ⋯ a2 �, n+ m

┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆

xBr cBr br ar1 �a r2 @⋯ arm ar , m+ 1 d⋯ ○ar , k ⋯ ar , n+ m

┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆

x Bm cBm bm a m1 �am2 I⋯ amm a m, m+ 1 m⋯ am, k ⋯ am, n+ m

z c1 h- z 1 c2 �- z2 ⋯ cm - z m cm+ 1 �- zm+ 1 ⋯ ○ck - zk ⋯ cn+ m- zn+ m
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  迭代后的单纯形表格如表 4.20所示。

  表 4.20

xB CB
b C

x   x1 �x2 ⋯ xh ⋯ x m ⋯ xk ⋯ xn+ m

c1 �c2 ⋯ ch ⋯ cm ⋯ ck ⋯ cn+ m

x B1 �cB1 �b1 m-
br

a rk
a 1k ⋯ a1 �h -

arh

ark
a 1k ⋯ 0 X⋯ a 1 �n+ m -

arn+ m

a rk
a1 k

x B
2 �

cB
2 �b2 m-

br

a rk
a 2k ⋯ a 2 �h -

a rh

a rk
a2k ⋯ 0 X⋯ a2 �n+ m-

ar n+ m

ark
a 2k

┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆

x k ck br/ ark ⋯ arh / ark ⋯ 1 X⋯
arn+ m

a rk

┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆

x Bm cBm bm -
br

a rk
a mk ⋯ a mh -

a rh

a rk
amk ⋯ 0 X⋯ am n+ m-

ar n+ m

ark
a mk

z-
br

a rk
( ch - zh) ⋯ ( ch- zh ) -

a rh

a rk
( ck - zk ) ⋯ ⋯ 0 X

4.4.3 不出现循环的证明

B- 1 b B- 1 的第 i行分为 i≠r 和 i= r 两种情况:

bi -
br

a rk
aik a i1 -

a r 1

a r k
a ik ⋯ aim -

a r m

a r k
a ik , i≠ r

即 ( bi ai1 ai2 ⋯ a im ) -
aik
a rk

( br a r1 a r2 ⋯ a r m )

br

a r k

a r1

a rk
⋯

a rm

a r k
,    i= r

  先考虑 i= r。

由于 a rk > 0,所以第 r 行(即 i= r 行)迭代后有> 0。

i≠r 有两种情况: i∈R 0 和 i| R0

( 1) i| R 0 ,又分若 a ik < 0, 则

( bi, ai1 , a i2 ,⋯, a im ) -
a ik
a rk

( br , a r1 , a r 2 ,⋯, a rm ) > 0

  若 a ik > 0,因 i| R0 , 故

br

a rk
<

bi
aik

  ∴ bi -
br

a rk
aik > 0

  故

( bi ai1 ai2 ⋯ a im ) -
a ik
a rk

( br a r1 a r 2 ⋯ a r m ) > 0
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  ( 2) i∈R 0 ,根据 R 0 的定义, a ik > 0,且

bi
a ik

=
br

a r k

  又分 i∈R 1 和 i| R 1 两种情形

 ( a) i| R 1 ,由 R 1 的定义

a i1
a ik

>
a r1

a rk
, a t1 -

a r1

a rk
a ik > 0

  故第 i行> 0。

 ( b ) i∈R 1 , ai1 -
a r 1

a r k
a ik = 0, 又分 i∈R2 或 i| R 2 两种情形, 这种分析可以一直延续

m+ 1步,直到证明 B- 1 b B- 1 > 0。

利用上述结果可证明依照上述退出基的准则不可能出现重复出现的基。可证从基 Bj

到 B j + 1迭代过程, 下列等式成立。

CB
j
B

- 1
j b CB

j
B

- 1
j - CB

j + 1
B

- 1
j + 1 b CB

j + 1
B

- 1
j + 1 =

ck - zk

a r k
( br a r 1 a r2 ⋯ a r m )

  由于 ck - zk > 0, a r k > 0故

CB
j
B- 1

j b CB
j
B- 1

j - CB
j + 1

B- 1
j + 1 b CB

j + 1
B- 1

j + 1 > 0

  最后证明,不至于出现循环。如若不然,

B1 , B2 ,⋯, Bl = B1

CB
1
B

- 1
1 b CB

1
B

- 1
1 - CB

2
B

- 1
2 b CB

2
B

- 1
2 > 0

CB
2
B- 1

2 b CB
2
B- 1

2 - CB
3
B- 1

3 b CB
3
B- 1

3 > 0

    ┆

CB
l- 1

B- 1
l - 1 b CB

1
B- 1

l - 1 - CB
1
B- 1 b CB

1
B- 1

1 > 0

  ∴ CB
1
B

- 1
1 b CB

1
B

- 1
1 - CB

1
B

- 1
1 b CB

1
B

- 1
1 > 0

导出矛盾。这就证明了有限次迭代可获得最优解,避免了基循环出现。

伯兰德( Bland)也导出避免循环的准则。要求进入的基 xi 有 ci- z i> 0,且 i是关于 A

矩阵中列的序数最小的。也就是选 i的最小值, i= min
j

{j ©¦cj - z j > 0},二者实质类似, 这里

就不讨论它了。

4.5 灵敏度分析

在许多实际问题中,包括大型线性规划问题, 其参数经常有少许变动。比如目标函数

的系数,右端项或约束条件有数量不大的变动。当然, 继续动用单纯形法重新求解是可以

的,能否在原有基础上适当地修正就可以给出变动以后的答案呢? 回答是肯定的。这一节

将讨论这一问题。分几种情况举例讨论如下。
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例 4.11      max z= x 1 + 2x 2 + x 3

s . t . 2x 1 + x 2 - x 3 + x 4 = 2

2x 1 - x 2 + 5x 3 + x 5 = 6

4x 1 + x 2 + x 3 + x 6 = 6

          x i≥0, i= 1, 2, ⋯, 6

单纯形表格见表 4.21。

表 4.21

xB CB b C

x   x 1 �x2 gx 3 �x 4 Ox5 �x 6 7

1 �2 Y1 �0 A0 �0 )
β

x4 R0 �2 �2 �① - 1 �1 A0 �0 )2 �

x5 R0 �6 �2 �- 1 �5 �0 A1 �0 )

x6 R0 �6 �4 �1 Y1 �0 A0 �1 )6 �

0 �0 �1 �② 1 �0 A0 �0 )

x2 R2 �2 �2 �1 Y- 1 �1 A0 �0 )

x5 R0 �8 �4 �0 Y4 �- 1 o1 �0 )2 �

x6 R0 �4 �2 �0 Y② - 1 o0 �1 )2 �

4 �- 3 �0 Y③ - 2 o0 �0 )

x2 R2 �4 �3 �1 Y0 �
1 A
2

0 �
1 )
2

x5 R0 �0 �0 �0 Y0 �3 A1 �- 2 W

x3 R1 �2 �1 �0 Y1 �-
1 o
2

0 �
1 )
2

10 +- 6 �0 Y0 �-
1 o
2

0 �-
3 W
2

4.5.1 C有变化

C 有变化又分两种情况:

( 1) x k 非基变量, ck 改为 c�k, zk 不因 ck 的改变而改变,但

c�k - z k = ( c�k - ck ) + ( ck - z k )

  ck - z k < 0, 若 c�k - ck 的值没能改变到使 c�k - z k 改变为正值, 则原来解依然有效。

例如 c1 从 1改为 3, c�1 - z1 = - 4, 则原来的解不变, 若 c1 从 1改为 8, 则 c�1 - z1 = 1> 0 则

起质的变化。x 1 必将进入基, 也只要在最后的单纯形表格再进行一次迭代而无需从头

开始。

表上作业如表 4.22所示。表 4.22 是在表 4.21基础上进行的。
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  表 4.22

xB CB
b C

x   x 1 �x2 gx 3 �x 4 Ox5 �x 6 7

8 �2 Y1 �0 A0 �0 )
β

x2 R2 �4 �③ 1 Y0 �
1 A
2

0 �
1 )
2

4 �
3

x5 R0 �0 �0 �0 Y0 �3 A1 �- 2 W

x3 R1 �2 �1 �0 Y1 �-
1 o
2

0 �
1 )
2

2 �

10 +① 0 Y0 �-
1 o
2

0 �- 3 W

x1 R8 �
4 �
3

1 �
1 Y
3

0 �
1 A
6

0 �
1 )
6

x5 R0 �0 �0 �0 Y0 �3 A1 �- 2 W

x3 R1 �
2 �
3

0 �-
1 �
3

1 �-
2 o
3

0 �
1 )
3

34 +
3

0 �-
1 �
3

0 �-
2 o
3

0 �-
5 W
3

  ( 2) x k 是基变量, ck 改为 c�k, 则 z j 代以 z�j = C�B B
- 1

a j

cj - z�j = cj - C�B B
- 1

a j

= ( cj - CB B
- 1

a j ) - ( c�k - ck ) a kj

= ( cj - z j ) - ( c�k - ck) akj

j = 1, 2, ⋯, n + m

  cj - z�j 按上式进行修改, 其中 a kj是 B
- 1

A矩阵第 k 行第 j 个元素。例如 x 3 从 1改为 2,

可见解改为

x 2 = 4, x 3 = 2, x 1 = x 4 = x 5 = x6 = 0, z = 12

表上作业如表 4.23所示。

表 4.23

xB CB b C

x   x 1 �x2 gx 3 �x 4 Ox5 �x 6 7

1 �2 Y2 �0 A0 �0 )
β

x2 R2 �4 �3 �1 Y0 �
1 A
2

0 �
1 )
2

x5 R0 �0 �0 �0 Y0 �3 A1 �- 2 W

x3 R2 �2 �1 �0 Y1 �-
1 o
2

0 �
1 )
2

12 +- 7 �0 Y0 �0 A0 �- 2 W

  若 c3 从 2改为 4, 情况有不同。

表上作业如表 4.24所示。
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  表 4.24

xB CB b C

x   x 1 �x2 gx 3 �x 4 Ox5 �x 6 7

1 �2 Y4 �0 A0 �0 )
β

x2 R2 �4 �3 �1 Y0 �
1 A
2

0 �
1 )
2

x5 R0 �0 �0 �0 Y0 �③ 1 �- 2 W

x3 R4 �2 �1 �0 Y1 �-
1 o
2

0 �
1 )
2

16 +- 9 �0 Y0 �① 0 �- 3 W

x2 R2 �4 �3 �1 Y0 �0 A-
1 �
6

5 )
6

x4 R0 �0 �0 �0 Y0 �1 A
1 �
3

-
2 W
3

x3 R4 �2 �1 �0 Y1 �0 A
1 �
6

1 )
6

16 +- 9 �0 Y0 �0 A-
1 �
3

-
7 W
3

4.5.2 右端项改变

例如 b3 从 6 改为 3,新的解基不变的

b�= B- 1 b =

1
2

0
1
2

3 1 - 2

-
1
2

0
1
2

2

6

3

=

5
2

6

1
2

  即 x 2 =
5
2

, x 5 = 6, x 3 =
1
2

, x 1 = x 4 = x 6 = 0

min z = 11/ 2

  若 b3 = 1, 则情况有变化

b�=

1
2

0
1
2

3 1 - 2

-
1
2

0
1
2

2

6

1

=

3
2

10

-
1
2

  右端出现负数,遇到这种情况如何处理, 留到以后讨论。

4.5.3 a i j改变

若 x j 不是基变量, 则 B
- 1不变, 但 z�j = CB B

- 1
a�j。若 cj - z�j 为正号, 则 a ij的改变不影响

原来解, 否则在原来解的基础上作相应的处理。若 x j 是基变量,则修改 B
- 1

, 并考虑由此

引起的一切影响。
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例如 a 11由 2改为 4, c1 - z�1 = 1- 8= - 7< 0, 故原来的解不变。

若 x j 是基变量, 则将引起 B
- 1的改变, 并由此引起一系列变化。

这里用到前面讨论过的:

已知 Bo= ( a1 a2⋯ a k⋯ a n )及其逆 B
- 1
o , Bn 只是用 a 取代 ak ,即

Bn = ( a1 a2⋯ a
↑
第k列

⋯an )

求 B
- 1
n 。

求  a�= B
- 1

a = ( a 1 a 2⋯ a k⋯ a n )
T

对矩阵
  

a 1 

a 2 

┆ B
- 1
o  

○a k

┆

an

�

0 

0

┆

0 B- 1
n  

1

0

┆

0
即以 a k 为主元素进行消元, 即得 B

- 1
n 。

例如,上例中若 a2 3从 5改为 1, 即已知 B
- 1
o =

1 0 - 1

- 1 1 5

1 0 1

- 1

=

1
2

0
1
2

3 1 - 2

-
1
2

0
1
2

求 Bn=

1 0 - 1

- 1 1 1*

1 0 1
Bn 看作是 Bo 的第 3列被取代, 根据 3.1节方法

a =

 
1
2

0
1
2

 3 1 - 2

-
1
2

0
1
2

- 1

1

1

=

0

- 4

1

0  
1
2

0
1
2

- 4  3 1 - 2

① -
1
2

0
1
2

�

0
1
2

0
1
2

0 1 1 0

1 -
1
2

0
1
2

 即 B- 1
n =

1 0 - 1

- 1 1 1

1 0 1

- 1

=

 
1
2

0
1
2

 1 1 0

-
1
2

0
1
2
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  根据单纯形法迭代相当于用 B
- 1
n 左乘矩阵 A。即左乘于矩阵

2 2 1 - 1

6 2 - 1 5

8 4 1 1

即

1
2

0
1
2

1 1 0

-
1
2

0
1
2

2 2 1 - 1

6 2 - 1 5

6 4 1 1

=

4 3 1 0

8 4 0 0

2 1 0 1

做出单纯形表,于是有表 4.25。

表 4.25

xB CB
b C

x   x 1 �x2 gx 3 �x 4 Ox5 �x 6 7

1 �2 Y1 �0 A0 �0 )

x2 R2 �4 �3 �1 Y0 �
1 A
2

0 �
1 )
2

x5 R0 �8 �4 �0 Y0 �1 A1 �0 )

x3 R1 �2 �1 �0 Y1 �-
1 o
2

0 �
1 )
2

10 +- 6 �0 Y0 �-
1 o
2

0 �-
3 W
2

故得最优解 x 2 = 4, x 3 = 2, x 5 = 8, x 1 = x 4 = x 6 = 0, max z= 10。

4.5.4 A的列向量改变

例如将

a 13

a 23

a 33

改为

- 3

9

2

求 B
- 1

考虑 Bo 的第 3列被改变。

a =

 
1
2

0
1
2

 3 1 - 2

-
1
2

0
1
2

- 3

9

2

=

-
1
2

- 4

5
2

  对下列矩阵作消元计算。

1
2
 

1
2

0
1
2

- 4  3 1 - 2

○5/ 2 -
1
2

0
1
2

�

0
2
5

0
3
5

0
11
5

1 -
6
5

1 -
1
5

0
1
5

即
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1 0 - 3

- 1 1 9

1 0 2

- 1

=

2
5

0
3
5

11
5

1 -
6
5

-
1
5

0
1
5

2
5

0
3
5

11
5

1 -
6
5

-
1
5

0
1
5

2 2 1 - 3

6 2 - 1 9

6 4 1 2

=

22
5

16
5

1 0

16
5

8
5

0 0

4
5

2
5

0 1

  做单纯形表格,如表 4.26 所示。

表 4.26

xB CB b C

x   x 1 �x2 gx 3 �x 4 Ox5 �x 6 7

1 �2 Y1 �0 A0 �0 )
β

x2 R2 �
22 +
5

16 �
5

1 Y0 �
2 A
5

0 �
3 )
5

x5 R0 �
16 +
5

8 �
5

0 Y0 �
11 X
5

1 �-
6 W
5

x3 R1 �
4 �
5

2 �
5

0 Y1 �-
1 o
5

0 �
1 )
5

48 +
5

-
29 *
5

0 Y0 �-
3 o
5

0 �-
7 W
5

故得最优解 x 2 =
22
5

, x 3 =
4
5

, x5 =
16
5

, x 1 = x 4 = x 6 = 0, max z=
48
5
。

4.5.5 A的行向量改变

现在来看一看若( a 21 a2 2 a 23 )从( 2 - 1 5)改为( 10 - 10 10)如何处理。首先证明等式

( B
T
)

- 1
= ( B

- 1
)

T

  只要对上式右端左乘(或右乘) B
T 得 B

T ( B
- 1 ) T = ( B

- 1
B) T = I

  ∴ ( B- 1 ) T = ( BT ) - 1

  已知

1 0 - 1

- 1 1 5

1 0 1

- 1

=

 
1
2

0
1
2

 3 1 - 2

-
1
2

0
1
2
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  ∴

1 - 1 1

0 1 0

- 1 5 1

- 1

=

1
2

3 -
1
2

0 1  0

1
2

- 2  
1
2

问题变成求

1 - 10
*

1

0  1 0

- 1  10* 1

- 1

, * 表示改变了的元素。可以考虑 Bo 的第 2 列被新的取

代。

A =

1
2

3 -
1
2

0 1  0

1
2

- 2  
1
2

- 10

1

10

=

- 7

1

- 2

  对下列矩阵进行主元素消元,

- 7
1
2

3 -
1
2

① 0 1  0

- 2
1
2

- 2  
1
2

�

0
1
2

10 -
1
2

1 0 1  0

0
1
2

0  
1
2

  ∴

1 - 10 1

0 1 0

- 1 10 1

- 1

=

1
2

10 -
1
2

0 1  0

1
2

0  
1
2

,

  ∴

1 0 - 1

- 10 1 10

1 0 1

- 1

=

1
2

0
1
2

10 1 0

-
1
2

0
1
2

  计算

1
2

0
1
2

10 1 0

-
1
2

0
1
2

2 2 1 - 1

6 10 - 10 10

6 4 1 1

=

4 3 1 0

26 30 0 0

2 1 0 1

  表 4.27是其单纯形表格。
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  表 4.27

xB CB b C

x   x 1 �x2 gx 3 �x 4 Ox5 �x 6 7

1 �2 Y1 �0 A0 �0 )
β

x2 R2 �4 �3 �1 Y0 �
1 A
2

0 �
1 )
2

x5 R0 �26 +30 �0 Y0 �10 X1 �0 )

x3 R1 �2 �1 �0 Y1 �-
1 o
2

0 �
1 )
2

10 +- 6 �0 Y0 �-
1 o
2

0 �-
3 W
2

  故得最优解 x 2 = 4, x 3 = 2, x 5 = 26, x1 = x 4 = x 6 = 0, max z = 10。

4.5.6 增加新变量

例如新增一变量 y :

max z = x 1 + 2x 2 + x 3 + αy

s. t . 2x 1 + x 2 - x 3 + α1 y+ x 4 = 2

2x 1 - x 2 + 5x 3 + α2 y + x 5 = 6

4x 1 + x 2 + x 3 + α3 y + x 6 = 6

      x i≥ 0, i= 1, 2, ⋯, 6, y ≥ 0

  对于基 x 2 , x 5 , x 3 , 有 B
- 1 =

1
2

0
1
2

3 1 - 2

-
1
2

0
1
2

,检查 cy - zy = cy - CB B
- 1

ay。

若 cy - zy > 0, 则 y 为进入基变量进行迭代;若 cy - zy≤0,则原问题的解不变, y 作为

非基变量, y = 0。

B- 1 ay =

1
2

0
1
2

3 1 - 2

-
1
2

0
1
2

α1

α2

α3

=

1
2
α1 +

1
2
α3

3α1 + α2 - 2α3

-
1
2
α1 +

1
2
α3

CB B
- 1

a y = ( 2 0 1)

1
2
α1 +

1
2
α3

3α1 + α2 - 2α3

-
1
2
α1 +

1
2
α3

=
1
2
α1 +

3
2
α3

cy - z y = α+
1
2
α1 +

3
2
α3

  比如 α= 5,α1 = α2 = α3 = 2。

cy - zy = 5> 0, 则 y 作为进入基变量,
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B
- 1

ay =

1

2

0

,最优解为 y= 4, x 3 = 1, x 5 = x 1 = x 2 = x4 = 0, max z = 22

做单纯形表,如表 4.28 所示。

表 4.28

xB CB b C

x   x 1 �x 2 Px3 �x 4 8x 5 �x6  y

1 �2 B1 �0 *0 �0 �5 �
β

x 2 #2 �4 +3 �1 B0 �
1 *
2

0 �
1 �
2
① 2 �

x 5 #0 �8 +4 �0 B0 �1 *1 �0 �2 �2 �

x 3 #1 �2 +1 �0 B1 �-
1 X
2

0 �
1 �
2

0 �

10 B- 6 �0 B6 �-
1 X
2

0 �-
3 @
2
⑤

y 5 �4 +3 �1 B0 �
1 *
2

0 �
1 �
2

1 �

x 5 #0 �0 +- 2 �- 2 p0 �0 *1 �- 1 @0 �

x 3 #1 �2 +1 �0 B1 �-
1 X
2

0 �
1 �
2

0 �

22 B- 15 �- 3 p0 �- 2 X0 �- 3 @0 �

4.5.7 增加新约束条件

已知

max z = Cx

s . t. Ax= b

x≥ 0

  设 A= B N , B 是基变量 xB 对应的矩阵, N 是非基变量 xN 对应的矩阵。x=
xB

xN

,

则 xB + B
- 1

NxN = B
- 1

b。若新增加的约束条件为:

A�1xB + A�2 xN ≤ b�, 则

A�1xB + A�2 xN + xN + 1 = b�

  又因 A�1xB + A�1 B
- 1

NxN = A�1 B
- 1

b

  ∴ ( A�2 - A�1 B
- 1

N ) xN + xN + 1 = b�- A�1 B
- 1

b

  若 b�- A�1 B
- 1

b≥0, 则新增加的约束条件自然满足,这时原来的解不变。

上面的做法实际上是将原问题的解代入新增加的约束条件中去,看是否解满足, 若右

端项≥0, 则 xN = 0, xN + 1 = 0。如若不然, 出现右端为负,这种情况也留以后讨论。

例如新增加的约束条件为 x 1 + x 2 + x 3≤8,从单纯形表格(见表 4.29)
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  表 4.29

xB CB
b C

x   x 1 �x2 gx 3 �x 4 Ox5 �x 6 7

1 �2 Y1 �0 A0 �0 )
β

x2 R2 �4 �3 �1 Y0 �
1 A
2

0 �
1 )
2

x5 R0 �0 �0 �0 Y0 �3 A1 �- 2 W

x3 R1 �2 �1 �0 Y1 �-
1 o
2

0 �
1 )
2

10 +- 6 �0 Y0 �-
1 o
2

0 �-
3 W
2

  可得

  

3x 1 + x 2 +
1
2

x 4 +
1
2

x 6 = 4

3x 4 + x 5 - 2x 6 = 0

x 1 + x3 -
1
2

x 4 +
1
2

x 6 = 2

( 1) + ( 3)得    

4x 1 + x 2 + x3 + x 6 = 6

新增约束条件为  

x 1 + x 2 + x3 + x 7 = 8

或     - 3x 1 - x 6 + x 7 = 2

( 1)

( 2)

( 3)

 

 

 

 

 

  相当于新的单纯形表格(见表 4.30)。

表 4.30

xB CB b C

x   x 1 �x 2 Px3 �x 4 8x 5 �x6  x 7 �

1 �2 B1 �0 *0 �0 �0 �
β

x 2 #2 �4 +3 �1 B0 �
1 *
2

0 �
1 �
2

0 �

x 5 #0 �0 +0 �0 B0 �3 *1 �- 2 @0 �

x 3 #1 �2 +1 �0 B1 �-
1 X
2

0 �
1 �
2

0 �

x 7 #0 �2 +- 3 �0 B0 �0 *0 �- 1 @1 �

10 B- 6 �0 B0 �-
1 X
2

0 �-
3 @
2

0 �

  若新加约束条件:

x 1 + x 2 + x 3≤5

则出现

- 3x1 - x 6 + x 7 = - 1

做单纯形表(见表 4.31)。
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表 4.31

xB CB b C

x   x 1 �x 2 Px3 �x 4 8x 5 �x6  x 7 �

1 �2 B1 �0 *0 �0 �0 �
β

x 2 #2 �4 +3 �1 B0 �
1 *
2

0 �
1 �
2

0 �

x 5 #0 �0 +0 �0 B0 �3 *1 �- 2 @0 �

x 3 #1 �2 +1 �0 B1 �-
1 X
2

0 �
1 �
2

0 �

x 7 #0 �- 1 Z- 3 �0 B0 �0 *0 �- 1 @1 �

10 B- 6 �0 B0 �-
1 X
2

0 �-
3 @
2

0 �

x 2 #2 �
7 +
2

3 �
2

1 B0 �
1 *
2

0 �0 �
1 �
2

x 5 #0 �2 +6 �0 B0 �3 *1 �0 �- 2 �

x 3 #1 �
3 +
2

-
1 �
2

0 B1 �-
1 X
2

0 �0 �
1 �
2

x 6 #0 �1 +3 �0 B0 �0 *0 �1 �- 1 �

17 B
2

-
3 �
2

0 B0 �-
1 X
2

0 �0 �-
3 �
2

  得最优解 x 2 =
7
2

, x 3 =
3
2

, x 5 = 2, x 6 = 1, x 1 = x 4 = x 7 = 0, max z =
17
2
。

4.5.8 应用举例

某工厂生产 P 1 , P 2 , P 3 三种产品, 单位产品的利润分别为 2, 3, 1单位。设 x 1 , x 2 , x 3 分

别表示这 3 种产品的每周产量,其约束条件无非是人力和材料两方面。设

人力限制: x 1 + x2 + x 3≤3

材料限制: x 1 + 4x 2 + 7x 3≤9

问如何安排生产,使每周的利润最大?

引进松弛变量 x 4 , x 5 得

max z = 2x 1 + 3x 2 + x 3

s. t . x 1 + x 2 + x 3 + x 4 = 3

x 1 + 4x 2 + 7x 3 + x 5 = 9

      x i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4, 5

  表 4.32是其单纯形表格。

现若人力约束有变化: 右端 3改为 b1 时

b =
b1

9
, B- 1b =

4 - 1

- 1 1

b1

9
=

4b1 - 9

9 - b1

  只要 4b1 - 9≥0, 9- b1≥0,即
9
4
≤b1≤9时, 前面的计划可以不改变,但当 b1 > 9时, 情
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  表 4.32

xB CB
b C

x   x1 �x 2 �x3 gx 4 8x 5 �

2 �3 �1 X0 )0 �
β

x4 R0 �3 �1 �1 �1 X1 )0 �3 �

x5 R0 �9 �1 �④ 7 X0 )1 �○9 ~/ 4

0 �2 �3 �1 U0 &0 �

x 4 O0 �1 �/ 4 ○1 �/ 4 0 �- 1 U/ 4 1 &- 1 �/ 4 ①

x 2 O3 �9 �/ 4 1 �/ 4 1 �7 ,/ 4 0 &1 �/ 4 9 �

5 �/ 4 0 �- 17 i/ 4 0 &- 3 �/ 4

x 1 O2 �1 �1 �0 �- 1 ~1 &- 1  

x 2 O3 �2 �0 �1 �2 U- 1 O1 �

8 �0 �0 �- 3 ~- 5 O- 1  

况有变。比如 b1 = 12:

B
- 1

b =
4 - 1

- 1 1

12

9
=

39

- 3

  其单纯形表为表 4.33。

表 4.33

xB CB b C

x   x1 �x 2 �x3 gx 4 8x 5 �

2 �3 �1 X0 )0 �
β

x1 R2 �39 �1 �0 �- 1 �4 )- 1 )

x2 R3 �- 3 �0 �1 �2 X- 1 X1 �

69 �0 �0 �- 3 �- 5 X- 1 )

x1 R2 �27 �1 �4 �7 X0 )3 �

x4 R0 �3 �0 �- 1 �- 2 �1 )- 1 )

54 �0 �- 5 �- 13 �0 )- 6 )

  即当 b1 增为 12时, x 1 = 27, x 4 = 3, x 2 = x 3 = x 5 = 0, max z= 54。

4.5.9 参数规划

( 1) 目标函数含有参数

例如 4.5.8 节讨论的例

max z = ( 2 + λ) x 1 + ( 3 - λ) x 2 + ( 1 + λ) x 3

s . t .   x 1 + x2 + x 3 + x 4 = 3

  x 1 + 4x2 + 7x 3 + x 5 = 9

        x i≥ 0, i= 1, 2, 4, 5, 3

  表 4.34是其单纯形表格。
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  表 4.34

xB CB
b C

x   x1 �x 2 �x3 gx 4 8x 5 �

2 t+ λ 3 E- λ 1 �+ λ 0 )0 �
β

x 1 #2 u+ λ 1 �1 �0 �- 1 �4 )- 1 )

x 2 #3 u- λ 2 �0 �1 �2 X- 1 X①

8 t- λ 0 �0 �- 3 -+ 4λ - 5 �- 5λ - 1 �+ 2λ

  - 3+ 4λ≤0, � λ<
3
4

- 5- 5λ≤0, � λ≥- 1

- 1+ 2λ≤0, � λ≤
1
2

即- 1≤λ≤
1
2
时生产计划不变。

当
1
2

< λ<
3
4
时, c5 - z 5 > 0, x5 进入基。

再进行表上作业(见表 4.35)。

表 4.35

xB CB b C

x   x1 �x 2 �x3 gx 4 8x 5 �

2 t+ λ 3 E- λ 1 �+ λ 0 )0 �
β

x1 R2 �+ λ 3 �1 �1 �1 X3 )0 �

x5 R0 �2 �0 �1 �2 X- 1 X1 �

6 ]+ 3λ 0 �1 .- 2λ - 1 �- 6 �- 3λ 0 �

  ( 2) 右端项出现参数

max z = 2x 1 + 3x 2 + x 3

s. t. x 1 + x 2 + x 3 + x 4 = 3( 1 + λ)

x 1 + 4x 2 + 7x 3 + x 5 = 3( 3 - λ)

      xi ≥ 0, i= 1, 2, 3, 4, 5

  故 B
- 1

=
4 - 1

- 1 1
, B

- 1
b=

4 - 1

- 1 1

3( 1+ λ)

3( 3- λ)
=

3+ 15λ

6- 6λ
故 x 1 = 3+ 15λ, x 2 = 6- 6λ。

当 3+ 15λ≥0, λ≥-
1
5

 6- 6λ≥0, λ≤1

即当-
1
5
≤λ≤1 时,计划不变。当 λ> 1 时,右端出现负号。

λ> 1 时, x 1 = 27- 9λ, x 4 = 6λ- 6, x2 = x 3 = x 5 = 0, max z = 54- 18λ

表 4.36是其单纯形表格。
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  表 4.36

xB CB
b C

x   x1 �x 2 �x3 gx 4 8x 5 �

2 �3 �1 X0 )0 �
β

x1 R2 �3 F+ 15λ 1 �0 �- 1 �4 )- 1 )

x2 R3 �6 ]- 6λ 0 �1 �2 X○- 1 e1 �

24 ]+ 12λ 0 �0 �- 3 �- 5 X- 1 )

x1 R2 �27 t- 9λ 1 �4 �7 X0 )3 �

x4 R0 �6 ]λ- 6 0 �- 1 �- 2 �1 )- 1 )

54 ]- 18λ 0 �- 5 �- 13 �0 )- 6 )

习 题 四

1. 用二阶段法解

max z = 2x1 - x 2 + x 3

s . t. x1 + x 2 - 2x 3≤ 8

4x1 - x 2 + x 3≥ 2

2x1 + 3x 2 - x 3≥ 4

    x i≥ 0, i= 1, 2, 3

2. 解          min z = x 1 + 3x 2 - x 3

s. t. x 1 + x 2 + x 3≥3

- x 1 + 2x 2 ≥2

- x 1 + 5x 2 + x 3≤4

               x i≥0, i= 1, 2, 3

3. 解          max z = 4x 1 + 5x 2 - 3x 3

s. t . x 1 + x 2 + x 3 = 10

x 2 - x 2 ≥1

2x 1 + 3x 2 + x 3 ≤20

                x 1 , x2 , x 3≥0

4. 用几何方法及二阶段法解

max z = x 1 + 2x2

s. t . x 1 + x2≥ 1

- x 1 + x2≤ 3

x2≤ 5

    x 1 , x 2 ≥ 0
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5. 解         max z = 9x 2 + x 3 - 2x 5 - x 6

s. t . 5x 2 + 50x 3 + x 4 + x 5 = 10

x 1 - 15x 2 + 2x 3 = 2

x 2 + x 3 + x 5 + x 6 = 6

                x i≥0, i= 1, 2, ⋯, 6

6. 用大 M 法解

max z = 2x 1 - 2x 2 - x 3 - x 4

s . t . x 1 + 2x 2 + x 3 + x 4≤ 2

x 1 - x 2 + x 3 + 5x 4≥ 4

2x 1 - x 2 + x 3 ≥ 2

      x i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4

7. 用二阶段法及大 M 法解

min z = 3x 1 - 2x 2 + 5x 3

s. t. x 1 + 2x 2 + x 3≥ 5  

- 3x 1 + x 2 - x 3≤ 4

      x 1 , x 2 , x 3 ≥ 0

8. 解          max z = x 1 + 2x 2 + x 3

s. t . x 1 + 4x 2 + 6x 3≤4

- x 1 + x 2 + 4x 3≤1

x 1 + 3x 2 + x 3≤6

                x 1 , x2 , x 3≥0

9. 试解下面退化型问题

 ( a)       min z = -
3
4

x 4 + 20x 5 -
1
2

x 6 + 6x 7

         

s . t . x 1 +
1
4

x4 - 8x 5 - x 6 + 9x 7 = 0

x 2 +
1
2

x4 - 12x 5 -
1
2

x 6 + 3x 7 = 0

x 3 + x 6 = 1

              x i≥0, i= 1, 2, ⋯, 7

 ( b)       min z = -
3
4

x 1 + 150x2 -
1

50
x 3 + 6x 4

s. t. -
1
4

x 1 - 60x2 -
1

25
x 3 + 9x 4 + x 5 = 0

1
2

x 1 - 90x2 -
1

50
x 3 + 3x 4 + x6 = 0

x 3 + x 7 = 1

              x i≥0, i= 1, 2, ⋯, 7

10. 试证在单纯形法的迭代过程中, 从基矩阵 B j 到 B j + 1 , 下列不等式成立
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CB
j
B

- 1
j b CB

j
B

- 1
j - CB

j + 1
B

- 1
j + 1 b CB

j + 1
B

- 1
j + 1 b CB

j + 1
B

- 1
j + 1 > 0

11. 讨论线性规划问题

( a)         min z = ( 3- λ) x 1 - ( 2+ λ) x 2

           

s . t .  2x 1 + 5x 2≤10

 6x 1 + x 2≤12

  x 1 - x 2≤1

    x i≥0, i= 1, 2

( b)         min z= 2λx 1 + ( 1- λ) x2 - 3x 3 + λx 4 + 2x 5 - 3λx6

           

s . t .   x 1 + 3x 2 - x 3 + 2x 5 = 7

- 2x 2 + 4x 3 + x4 = 12

- 4x 2 + 3x 3 + 8x 5 + x 6 = 10

     x i≥0, i= 1, 2, ⋯, 6

12. 讨论线性规划问题

max z = 45x 1 + 80x 2

s. t. 5x 1 + 20x 2≤ 400

10x 1 + 15x 2≤ 450

      x 1 , x 2 ≥ 0

  ( a) 若 c1 从 45 改为 45+ δ,讨论问题的解。

( b) 若 b1 从 400 改为 400+ β, 讨论问题的解。

( c) a 11从 5改为 5+ α, 讨论问题的解。

( d) 若增加一约束条件 x 1 + x2 = β,试讨论之。

13. 讨论

min z = x 2 - 3x3 + 2x 5     

    

s . t .   x 1 + 3x2 - x 3 + 2x 5 = 7

- 2x2 + 4x 3 + x 4 = 12

- 4x2 + 3x 3 + 8x 5 + x 6 = 10

      x i≥ 0, i= 1, 2,⋯, 6

  ( a) 若 c6 从 0变为 r 时,讨论之。

( b) 若 b2 从 12变为 12+ β时, 讨论之。

( c) 若 a1 2从 3 改变为 3+ α时,讨论之。

( d) 若第 2 个约束条件改为- 3x 2 + 8x 3 + x 4 = 14时, 讨论之。

14. 在下列情况下解线性规划问题。

max z = 2x 1 - x 2 + x3

s. t. x 1 + x 2 + x3≤ 6

x 1 + 2x 2 ≤ 4

      x1 , x 2 , x 3 ≥ 0

  ( a) 若 c2 从- 1改为 3。
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( b) 若 c1 从 2改为 0时。

( c) 若 a2 从
1

2
改为

2

5
时。

( d) 若右端项从
6

4
改为

3

4
时。

( e) 若新增一变元 x 6 ,已知 c6 = 1, a6 =
- 1

2
, x 6 > 0。

( f) 若新增一约束条件: - x 1 + 2x 3≥2。

15. 对线性规划问题

max z = x 1 + 3x2

s. t . x 1 + x2≤ 6

- x 1 + 2x2≤ 6

    x 1 , x 2 ≥ 0

  ( a) 若 c1 从 1改为 1+ 2λ, c2 从 3改为 3+ λ, 讨论问题的解。

( b) 若右端项从
6

6
改为

6- λ

6+ λ
时,讨论之。
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第 5 章 对偶原理与对偶单纯形法

5. 1 对 偶 问 题

5. 1. 1 对偶问题定义

  与一个线性规划问题相关联的线性规划问题,称为原来问题的对偶问题, 原来的问题

就称为原问题。例如

原问题: �max z = �∑
n

i= 1

cix i

s. t. ∑
n

j = 1

a ij x j ≤ bi

x j ≥ 0

i= 1, 2,⋯, m; j = 1, 2, ⋯, n

  与原问题对应的对偶问题为: �

min w = �∑
m

i= 1

biy i

s . t . ∑
m

i= 1

aij yi≥ cj

yi ≥ 0

j = 1, 2,⋯, n; i= 1, 2,⋯, m

  原问题与对偶问题的关系可用表 5. 1 表示:

表 5. 1

对偶变量

原 变 量   

x1 )≥0

 

x 2 W≥0

 

⋯

 

x n≥0 B

原
关
系 min w

y1 �≥0 a 11 xa12 �⋯ a1 �n ≤ b1 �

y2 �≥0 a 21 xa22 �⋯ a2 �n ≤ b2 �

┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆

ym≥0 3a m1 ~am2 �⋯ amn ≤ bm

对偶关系
≤ ≤

⋯
≤

max z c1 fc2 �⋯ cn

  或用矩阵形式来表示
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  原问题:

  max z = �Cx

  s . t . Ax≤b

x≥0

对偶问题

min w = �yb

s . t . yA≥C

y≥0

其中, Nx= ( x 1 x 2 ⋯ xn )
T
, y = ( y1 y2 ⋯ ym )

A= ( a ij ) m× n , C= ( c1 c2 ⋯ cn ) ,

b= ( b1 b2 ⋯ bm ) T

例 5. 1 原问题

max z = 4x 1 + 2x 2 + 4x 3 + 7x 4 + 9x 5

s . t . x 1 + x 2 + x 3 + x 4 + x 5≤ 10

2x 2 + x 3 + x 4  ≤ 4

6x 1 + 6x 2 - 4x 3 - 4x 4 + 3x 5≤ 2

4x 1 + 10x 2 - x 3 - 2x 4 - 3x 5≤ 1

x i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4, 5

C = ( 4 2 4 7 9) , b = ( 10 4 2 1)
T

A =

1 1 1 1 1

0 2 1 1 0

6 6 - 4 - 4 3

4 10 - 1 - 2 - 3

  其对偶问题为:

min w = 10y1 + 4y 2 + 2y3 + y4

s. t .  y1 + 6y3 + 4y4≥ 4

 y1 + 2y 2 + 6y3 + 10y4≥ 2

 y1 + y 2 - 4y3 - y4≥ 4

 y1 + y 2 - 4y3 - 2y4≥ 7

 y1 + 3y3 - 3y4≥ 1

y1 , y 2 , y3 , y4 ≥ 0

5. 1. 2 对偶问题的意义

我们用下面的例题来说明原问题与对偶问题的含义。

例 5. 2 设某工厂甲生产 3种产品: P 1 , P 2 , P 3。P 1 , P 2 , P 3 产品的单位利润分别为

60, 30, 20。三种单位产品占用三种机器 m 1 , m 2 , m 3 的时间见表 5. 2(单位: 小时) :

表 5. 2

机 器
产 品  P 1 tP 2 sP 3 r

m1 w8 _6 ^1 ]
m2 w4 _2 ^1 /. 5
m3 w2 _1 ^0 /. 5
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工厂每天机器 m1 , m2 , m3 可供时间分别为 48, 20, 8小时。设每天 P 1 , P 2 , P 3 产品的产量分

别为 x 1 , x 2 , x 3 则有如下问题

max z = 60x 1 + 30x 2 + 20x 3

s . t . 8x 1 + 6x 2 + x 3≤ 48

4x 1 + 2x 2 + 1. 5x 3≤ 20

2x 1 + 1. 5x 2 + 0. 5x 3≤ 8

x1 , x 2 , x 3 ≥ 0

  若有乙厂因生产需要, 拟向甲厂租所有机器, 则从乙厂来看如何使租金达到最少, 当

然甲厂利润也要得到保证。显然,如若甲厂的利润得不到保证, 甲厂是不肯出租的。这就

变成如下问题:

设 y 1 , y2 , y3 分别表示机器 m 1 , m 2 , m 3 的单位时间租金, 则导致

min w = 48y1 + 20y 2 + 8y3

s . t . 8y1 + 4y 2 + 2y3≥ 60

6y1 + 2y 2 + 1. 5y3≥ 30

 y1 + 1. 5y 2 + 0. 5y3≥ 20

y1 , y 2 , y3 ≥ 0

  若 8y1 + 4y2 + 2y 3 < 60, 则甲厂宁可生产 P 1 也不愿出租, 同样理由 6y1 + 2y 2 + 1. 5y 3

≥30, 及 y 1 + 1. 5y 2 + 0. 5y 3≥20是甲厂出租机器的经济依据。显然这个问题恰好便是前

问题的对偶问题。

5. 1. 3 互为对偶

对偶问题本身还是一个线性规划问题,它作为原问题也还应有自己的对偶问题。

若将对偶问题 #min <w = yb

s . t . yA= C

y≥0

改写成 1max w = �- ∑
m

i= 1

biyi      

s . t . ∑
m

i= 1
- aij yi≤- cj

yi≥0,  i= 1, 2, ⋯, m,  j = 1, 2, ⋯, n

由定义可得

  3min z = �∑
n

j = 1

- cj x j

s . t . ∑
n

j = 1

- a ij x j ≥- bi

i= 1, 2, ⋯, m

x j ≥ 0,  j = 1, 2, ⋯, n

 

 

即 �

max z = E∑
n

j = 1

cj x j

s . t . ∑
n

j = 1

aij x j ≤ bi

x j ≥ 0

i= 1, 2, ⋯, m

j = 1, 2,⋯, n
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  所以对偶问题的对偶问题就是原问题; 就是说, 原问题与对偶问题间是互为对偶的。

5. 1. 4 Ax= b的情形

对于问题

max z = ∑
n

j = 1

cj x j

s . t .   ∑
n

j = 1

aij x j = bj

    i= 1, 2, ⋯, m

    x j ≥ 0,  j = 1, 2, ⋯, n

可转化为

max z = ∑
n

j = 1

cj x j

∑
n

j = 1

aij x j ≤ bi

∑
n

j = 1

- a ij x j ≤- bi

i= 1, 2, ⋯, m

x j ≥ 0,  j = 1, 2, ⋯, n

其对偶问题为: �

min w = �∑
m

i= 1

biy
+
i + ∑

m

i= 1

- biy
-
i       

s. t. ∑
m

i= 1

a ij y+
i + ∑

m

i= 1

- aij y -
i ≥ cj

j = 1, 2, ⋯, n

y
+
i ≥ 0, y

-
i ≥ 0,  i= 1, 2,⋯, n

或 �min w = j∑
m

i= 1

bi( y
+
i - y

-
i )       

s. t . ∑
m

i= 1

a ij ( y
+
i - y

-
i ) ≥ cj

j = 1, 2, ⋯, n

y+
j ≥ 0, y -

j ≥ 0,  j = 1, 2, ⋯, n

令 y i= y
+
i - y

-
i 则 �

min w = E∑
m

i= 1

biy i      

s . t . ∑
m

i= 1

aij yi≥ ci,

j = 1, 2,⋯, n
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  这里 y i无约束条件, i= 1, 2,⋯, m

5. 1. 5 其他类型 �

max z = c∑
n

j = 1

cj x j          

s . t. ∑
n

j = 1

a ij x j ≤ bi,  i= 1, 2, ⋯, m1

∑
n

j = 1

a ij x j ≥ bi,  i= m 1 + 1, m 1 + 2,⋯, m2

∑
n

j = 1

a ij x j = bi,  i= m 2 + 1, m 2 + 2,⋯, m

x j ≥ 0,  j = 1, 2,⋯, n

  引进松弛变量,使问题变为 �

max z = c∑
n

j = 1

cj x j          

s . t. ∑
n

j = 1

a ij x j + xn + i = bi,  i= 1, 2, ⋯, m 1

∑
n

j = 1

a ij x j - xn + i = bi,  i= m1 + 1, m 1 + 2, ⋯, m2

∑
n

j = 1

a ij x j = bi,  i= m 2 + 1, m 2 + 2,⋯, m

x j ≥ 0,  j = 1, 2,⋯, n + m

利用 5. 1. 4 节所得结果,得对偶问题。令 yi, yi′, yi″分别为三组对偶变量 �

min w = �∑
m

1

i= 1

biyi + ∑
m

2

i= m
1

+ 1

biyi′+ ∑
m

i= m
2

+ 1

biyi″  

s. t . ∑
m

1

i= 1

a ij y i + ∑
m

2

i= m
1

+ 1

a ij y i′+ ∑
m

i= m
2

+ 1

a ij y i″≥ cj

j = 1, 2, ⋯, n

yi≥ 0,  i= 1, 2,⋯, m

- yi′≥ 0( y i′≤ 0) ,  i= m 1 + 1, m 1 + 2,⋯, m2

  这里 y i″无约束, i= m 2 + 1, m2 + 2,⋯, m。

对于问题 �

min z = Y∑
n

j = 1

cj x j          

s . t . ∑
n

j = 1

aij x j ≤ bi,  i= 1, 2,⋯, m 1

∑
m

2

j = m
1

+ 1

aij x j ≥ bi,  i= m 1 + 1, m1 + 2, ⋯, m 2
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∑
m

j = m
2

+ 1

aij x j = bi,  i= m 2 + 1, m2 + 2, ⋯, m

x j ≥ 0,  j = 1, 2, ⋯, n

  其对偶问题为 }

max w = X∑
m

1

i= 1

biy i + ∑
m

2

i= m
1

+ 1

biyi′+ ∑
m

i= m
2

+ 1

biyi″

s . t . ∑
m

1

i= 1

aij yi + ∑
m

2

i= m
1

+ 1

aij yi′+ ∑
m

i= m
2

+ 1

aij yi″≥ cj

yi ≤ 0,  i= 1, 2, ⋯, m 1

yi′≥ 0,  i= m1 + 1, m1 + 2, ⋯, m 2

  原问题与对偶问题有一般的对偶关系。首先, 原问题等号约束条件对应于对偶问题无

限制的变量; 原问题不等式约束条件对应于对偶问题的有限制的变元等等。对应关系归

结如下:

表 5. 3

原问题( max) 对偶问题( min)

第 i个约束≤ 第 i个变量≥0 �

第 i个约束≥ 第 i个变量≤0 �

第 i个约束= 第 i个变量无约束

第 j 个变量≥0 �第 j 个约束条件≥

第 j 个变量≤0 �第 j 个约束条件≤

第 j 个变量无约束 第 j 个约束条件=

5. 2 对 偶 性 质

5. 2. 1 弱对偶性质

  这节我们假定讨论的原问题为 �

max z = yCx  

s . t . Ax ≤ b

x ≥ 0

  对偶问题

min w= yb

s . t .   yA≥ C

 y ≥ 0

( 5. 1)

其中, Nx= ( x 1 x 2⋯ x n )
T , C= ( c1 c2⋯ cn ) , A= ( a ij ) m× n , b= ( b1 b2⋯ bm ) T , y= ( y 1 y 2⋯ y m )

弱对偶性质 若 x�j , j = 1, 2,⋯, n, 是原问题的可行解, y�j 是对偶问题的可行解。则
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∑
n

j = 1

cj x�j ≤∑
m

i= 1

biy�i

  证明: 由于 =

∑
n

j = 1

a ij x�j ≤ bi,  i= 1, 2, ⋯, m, x�j ≥ 0,  j = 1, 2,⋯, n

∑
m

i= 1

a ij y�i≥ cj ,  j = 1, 2,⋯, n, y�i≥ 0,  i= 1, 2,⋯, m

  原问题第 i个约束条件乘以 y�i, 相加得

∑
m

i= 1

y�i∑
n

j = 1

a ij x�j = ∑
m

i= 1
∑
n

j = 1

aij x�j y�i≤∑
m

i= 1

biy�i

  对偶问题的第 j 个约束条件乘以 x�j , 相加得

∑
n

j = 1

x�j∑
m

i= 1

a ij y�i = ∑
m

i= 1
∑
n

j = 1

aij x�j y�i≥∑
n

j = 1

cj x�j

但 ∑
m

i= 1

y�i∑
n

j = 1

a ij x�j = ∑
n

j = 1

x�j∑
m

i= 1

a ij y�i

∴ ∑
n

j = 1

cj x�j ≤∑
m

i= 1

biy�i

□

  弱对偶性质的直接推论是, 若原问题的可行解的目标函数值和对偶问题的可行解的

目标函数值相等,则各可行解都是各自最优解。对偶问题的可行解是原问题解的上界; 原

问题的可行解是对偶问题解的下界; 若原问题无界, 则对偶问题无可行解。

5. 2. 2 强对偶定理

若 x 和 y分别是原问题与其对偶问题的最优解, 则 Cx= yb

证明 根据假设, x 是原问题最优解。故 (

max z = �Cx

s . t . Ax ≤ b

x ≥ 0

  同理 y 满足 �min w = �yb 

s. t. yA≥C

y≥0

对原问题引进松弛变量 x s 使 :

max z = �( C  0)
x

x s

s . t . ( A  I )
x

x s

= b

x

x s

≥ 0

  设( A  I ) = ( a 1 a 2 ⋯ an + m )。
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设 B 为原问题最优解的基矩阵, x = B
- 1

b, z j = CB B
- 1

a j , j = 1, 2, ⋯, n+ m。令 y =

CB B
- 1

, 可以通过论证 y 是对偶问题的可行解。

y( A  I ) = CB B
- 1

( A  I ) = ( CB B
- 1

A  CB B
- 1

)

由于 B
- 1是最优解基矩阵,故 cj - z j≤0, j = 1, 2, ⋯, n+ m, 即 CB B

- 1
A≥C, CB B

- 1≥0, 即

yA = CB B- 1 A≥ C, y ≥ 0 ( 5. 2)

  由( 5. 2)知 y= CB B
- 1
是对偶问题( 5. 1)的可行解。另一方面,因

yb = CB B- 1b = CB ( B- 1 b) = CB xB

  根据对偶定理可知 x 和 y分别是原问题和对应的对偶问题的最优解, 则

Cx = yb

成立 □

5. 2. 3 min 问题的对偶解法

强对偶定理证明过程很别致, 实际上提供了求 min 问题的一种解法。即若 B 是 max

题最优解的基矩阵,则 CB B
- 1
是 min 问题的最优解。原问题与对偶问题是互为对偶, 也就

提供了求解线性规划问题的又一种途径。

对偶性质可以归结为如下几点:

( a) �原问题最优,则对偶问题也最优, 反之亦然。

( b) �原问题无界,则对偶问题无解。

( c) �对偶问题无界, 则原问题无解。

( d) �原问题无解,则对偶问题无界或无解。

( e) �对偶问题无解, 则原问题无界或无解。

由对偶定理还可得出下面重要结果:

定理 若 x
* 和 y

* 分别是下面问题 z

max z = 7Cx      Tmin w = �yb      

s . t . Ax ≤ b s. t. yA≥ C

x ≥ 0 y ≥ 0

的最优解。其中 x
* = ( x

*
1 x
*
2 ⋯ x

*
n ) T , y

* = ( y
*
1 y
*
2 ⋯ y

*
m )

( a) 若 y
*
i > 0,则∑

n

j = 1

aij x
*
j = bi,  i= 1, 2,⋯, m

( b) 若∑
n

j = 1

aij x
*
j < bi, 则 y

*
i = 0,  i= 1, 2,⋯, m

证明  ∵ ∑
n

j = 1

cix*i ≤∑
m

i= 1
∑
n

j = 1

a ij x *j y *i ≤∑
m

i= 1

biy *i

又 ∑
n

j = 1

cj x
*
j = ∑

m

i= 1

biy
*
i

∴ ∑
n

j = 1

cj x *j = ∑
m

i= 1
∑
n

j = 1

a ij x *j y*i = ∑
m

i= 1

biy*i

由  ∑
m

i= 1
∑
n

j = 1

a ij x
*
j y
*
i = ∑

m

i= 1

biy
*
i
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∴ ∑
m

i= 1
∑
n

j = 1

a ij x *j - bi y *i = 0

若 y
*
i > 0,则只能∑

n

j = 1

aij x j = 0。同样道理,若∑
n

j = 1

a ij x
*
j < bi, 则只能 y

*
i = 0

又从∑
n

j = 1

cj x
*
j = ∑

n

j = 1
∑

m

i= 1

a ij x
*
j y
*
i 可得

( a) 若 x *j > 0, 则 �∑
m

i= 1

a ij y *i = cj      

∴ ∑
n

j = 1

cj - ∑
m

i= 1

a ij y *i x*j = 0

( b) 若∑
m

i= 1

a ij y
*
j > cj ,则 x

*
i = 0

上面定理也称为互补松弛条件,可利用它求出对偶问题最优解。例如下面的例题。

例 5. 3 已知原问题 |

max z = 94x 1 + 3x 2 &

s . t . x 1 + 2x 2 ≤ 2

x 1 - 2x 2 ≤ 3

2x 1 + 3x 2 ≤ 5

x 1 + x 2 ≤ 2

3x 1 + x2 ≤ 3

x 1 , x 2 ≥ 0

的最优解为 x 1 =
4
5

, x 2 =
3
5

, z = 5。

其对偶问题为 �

min w = n2y1 + 3y2 + 5y 3 + 2y 4 + 3y 5 �

s . t . y1 + y2 + 2y3 + y4 + 3y5 ≥ 4

2y1 - 2y2 + 3y 3 + y4 + y 5 ≥ 3

y i≥ 0,  i= 1, 2, 3, 4, 5

  由于原问题第 1, 5 个约束条件等式成立,第 2, 3, 4个约束成立严格不等式, 故由互补

松弛条件知 y 2 = y 3 = y4 = 0

又∵ x 1 , x2 > 0 故

y 1 + 3y 5 = 4

2y1 + y 5 = 3
 � 

y 1 = 1

y 5 = 1

  故得对偶问题最优解 y 1 = 1, y 5 = 1, y2 = y3 = y4 = 0, w = 5。

例 5. 4 �max z = ox 1 + x 2

s . t . 2x 1 + 3x 2≤6

3x 1 + 2x 2≤6

x 1 , x2≥0

表 5. 4 是其单纯形表格。
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表 5. 4

xB CB

b C

x   x 1 ?x2 �x 3 �x4 �

1 0  1 �0 �0 �
β

x 3 �0 �6 �2 0  3 �1 �0 �3 t

x 4 �0 �6 �③  2 �0 �1 �2 t

0 �1 0  1 �0 �0 �

x 3 �0 �2 �0 0  ○5 �/ 3 1 �- 2 _/ 3 ○6 F/ 5

x 1 �1 �2 �1 0  2 �/ 3 0 �1 _/ 3 3 t

2 �0 0  1 �/ 3 0 �- 1 _/ 3

x 2 �1 �6 �/ 5 0 0  1 �3 �/ 5 - 2 _/ 5

x 1 �1 �6 �/ 5 1 0  0 �- 2 �/ 5 3 _/ 5

12 �/ 5 0 0  0 �- 1 �/ 5 - 1 _/ 5

  对偶问题 {

min w = A6y1 + 6y2 (

s . t . 2y1 + 3y2 ≥ 1

3y1 + 2y2 ≥ 1

y , y 2 ≥ 0

  由于 CB B
- 1
是对偶问题的解,可知对偶问题的最优解为

y1 =
1
5

, y 2 =
1
5

, w =
12
5
。

例 5. 5 �min z = /2x 1 + 6x 2 �

s . t . 3x 1 + x 2 ≥3

4x 1 + 3x 2 ≥6

x 1 + 2x 2 ≥2

x 1 , x 2≥0

其对偶问题为

max w = 3y 1 + 6y2 + 2y 3

s . t . 3y 1 + 4y2 + y 3≤ 2

y 1 + 3y2 + 2y 3≤ 1

  y 1 , y2 , y 3 ≥ 0

  表 5. 5 为对偶问题的单纯形表格。

可见原问题的解为

x 1 =
3
5

, x2 =
6
5

, z=
12
5
。

若原问题用二阶段法计算就麻烦得多了。
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  表 5. 5

yB CB

b C

y   y1 �y 2 %y 3 �y4 Py5 �

3 �6 �2 �0 U0 �
β

y4 m0 _2 �3 �4 �1 �1 U0 �1 �/ 2

y5 m0 _1 �1 �③ 2 �0 U1 �1 �/ 3

3 �6 �2 �0 U0 �

y4 m0 _2 v/ 3 ○5 v/ 3 0 �- 5 �/ 3 1 U- 4 m/ 3 2 �/ 5

y2 m6 _1 v/ 3 1 v/ 3 1 �2 �/ 3 0 U1 m/ 3 1 E

2 �1 �0 �- 2 �0 U- 2 �

y1 m3 _2 v/ 5 1 �0 �- 1 �3 �/ 5 - 4 m/ 5

y2 m6 _1 v/ 5 0 �1 �1 �- 1 �/ 5 3 m/ 5

12 �/ 5 0 �0 �- 1 �- 3 �/ 5 - 6 k/ 5

  例 5. 6 �min w = Jy 1 + 2y2 �

s. t. 3y1 + 4y 2≥6

y 1 + 3y2 ≥3

2y1 + y2 ≥2

y1 , y 2≥0

先用二阶段法求解。

引进松弛变量 y 3 , y4 , y5 及人工变量 y 6 , y7 , y8 , 得

min w = y1 + 2y2

s. t. 3y1 + 4y2 - y3 + y6 = 6

y1 + 3y2 - y4 + y7 = 3

2y1 + y2 - y5 + y8 = 2

y i≥ 0,  i= 1, 2, ⋯, 8     

  表 5. 6 和表 5. 7 为用二阶段求解时的单纯形表格。

原问题最优解 y 1 =
6
5

, y2 =
3
5

, min w=
12
5

下面通过解对偶问题求原问题的解。

对偶问题:

 

 

max z = 6x 1 + 3x 2 + 2x 3

s . t . 3x 1 + x 2 + 2x 3 + x 4 = 1

4x 1 + 3x 2 + x 3 + x 5 = 2

x 1 , x 2 , x 3 , x4 , x 5 ≥ 0

  表 5. 8 是通过解对偶问题时的单纯形表格。
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  表 5. 6

yB CB

b C

y   y 1 �y2 :y 3 �y4 �y5 �y6 Ny7 �y8 �

0 �0 ?0 �0 �0 �1 S1 �1 �
β

y6 �1 �6 �3 �4 ?- 1 �0 �0 �1 S0 �0 �3 �/ 2

y7 �1 �3 �1 �③ 0 �- 1 �0 �0 S1 �0 �1 �

y8 �1 �2 �2 �1 ?0 �0 �- 1 �0 S0 �1 �2 �

11 �- 6 �- 8 ?1 �1 �1 �0 S0 �0 �

y6 �1 �2 �5 �/ 3 0 ?- 1 �4 m/ 3 0 �1 S- 4 </ 3 0 �6 �/ 5

y2 �0 �1 �1 �/ 3 1 ?0 �- 1 m/ 3 0 �0 S1 </ 3 0 �3 �

y8 �1 �1 � ○5 �/ 3 0 ?0 �1 m/ 3 - 1 �0 S- 1 </ 3 1 �3 �/ 5

3 �- 10 �/ 3 0 ?1 �- 5 m/ 3 1 �0 S8 </ 3 0 �

x6 �1 �1 �0 �0 ?- 1 �1 �① 1 S- 1 �- 1 �①
x2 �0 �4 �/ 5 0 �1 ?0 �2 m/ 5 1 �/ 5 0 S2 </ 5 - 1 �/ 5 4 �

x1 �0 �3 �/ 5 1 �0 ?0 �1 m/ 5 - 3 �/ 5 0 S- 1 </ 5 3 �/ 5

1 �0 �0 ?1 �- 1 �- 1 �0 S2 �3 �

y5 �0 �1 �0 �0 ?- 1 �1 �1 �1 S- 1 �- 1 �
y2 �0 �3 �/ 5 0 �1 ?1 (/ 5 - 3 m/ 5 0 �- 1 �/ 5 3 </ 5 0 �
y1 �0 �6 �/ 5 1 �0 ?- 3 (/ 5 4 m/ 5 0 �3 �/ 5 - 4 </ 5 0 �

0 �0 �0 ?0 �0 �0 �1 S1 �1 �

  表 5. 7

yB CB

b C

y   y1 �y 2 %y3 �y4 �y 5 �

1 �2 �0 �0 �0 t
β

y5 m0 _1 �0 �0 �- 1 �1 �1 t
y2 m2 _3 v/ 5 0 �1 �1 H/ 5 - 3 �/ 5 0 t
y1 m1 _6 v/ 5 1 �0 �- 3 H/ 5 4 �/ 5 0 t

12 �/ 5 0 �0 �1 H/ 5 2 �/ 5 6 t

  表 5. 8

xB CB

b C

x   x1 �x 2 &x3 �x 4 �x 5 �

6 �3 �2 �0 �0 �
β

x 4 o0 _1 �③ 1 �2 �1 �0 �1 �/ 3

x 5 o0 _2 �4 �3 �1 �0 �1 �2 E

0 �6 �3 �2 �0 �0 �

x 1 o6 _1 v/ 3 1 �1 �/ 3 2 H/ 3 1 �/ 3 0 �1 E

x 5 o6 _2 v/ 3 0 �○5 �/ 3 - 5 H/ 3 - 4 �/ 3 1 �2 �/ 5

2 �0 �① - 2 �- 2 �0 �

x 1 o6 _1 v/ 5 1 �0 �1 �3 �/ 5 - 1 0/ 5

x 2 o3 _2 v/ 5 0 �1 �- 1 �- 4 �/ 5 3 0/ 5

12 �/ 5 0 �0 �- 1 �- 6 �/ 5 - 3 0/ 5
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y = CB B
- 1

= ( 6 3)

 
3
5

-
1
5

-
4
5
 

3
5

=
6
5
 

3
5

  和前表上结果一致。

5. 3 影 子 价 格

  原问题

  �max z = �Cx

s . t . Ax≤b

x≥0

对偶问题

min ω= |yb

s . t . yA≥C

y≥0

  设 B 是原问题最优解基矩阵, z = CB B
- 1

b= yb, 或 z = ∑
m

i= 1

yibi, y = ( y 1 y2 ⋯ ym )

= grad z ,即 y i =
�z
�bi

, i= 1, 2, ⋯, m。称 y为影子价格。如果右端项 b是产品的资源条件,

即 bi是第 i种资源的限额, 则 y i是目标函数 z 关于第 i种资源限额的变化率, i= 1, 2,⋯,

m。判定目标函数(通常是利润) 对第i个约束条件右端 bi的变化率对一位经济工作者作出

如何改变右端项资源以提高 z 的值有着重要意义。影子价格是系统内部的资源价值。这在

经济学有其重大的意义。

以 5. 1 节例 5. 2 为例:

max z = 60x 1 + 30x 2 + 20x 3

s . t. 8x 1 + 6x 2 + x 3 + x 4 = 48

4x 1 + 2x 2 + 1. 5x 3 + x 5 = 20

2x 1 + 1. 5x 2 + 0. 5x 3 + x 6 = 8

x1 , x 2 , x 3 ≥ 0      

  表 5. 9 是其单纯形表格。

对偶问题

min w = 48y 1 + 20y 2 + 8y3

s. t. 8y 1 + 4y 2 + 2y3≥ 60

6y 1 + 2y 2 +
3
2

y3≥ 30

y 1 +
3
2

y 2 +
1
2

y3≥ 8

  yi≥ 0,  i= 1, 2, 3

的最优解为 y 1 = 0, y 2 = 10, y 3 = 10, 即影子价格为 y= ( 0 10 10)。机器 m1 时数的增加

对 z 改变率为 0,其他两项各为 10。从 x 4 = 24仔细观察不难发现,机器 m 1 有很大余力。若
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有资金投到 m 2 和 m3 上可以直接提高效益,若将资金投到 m1 上将产生浪费。所以说影子

价格是系统内部的资源价值,说的就是这个意思。

表 5. 9

xB CB

b C

x   x 1 Ux 2 �x 3 �x 4 ;x 5 �x 6 �

60 ^30 �20 �0 -0 �0 �
β

x 4 �0 H48 G8 G6 �1 �1 -0 �0 q6 �

x 5 �0 H20 G4 G2 �1 ]. 5 0 -1 �0 q5 �

x 6 �0 H8 0② 1 �. 5 0 ]. 5 0 -0 �1 q4 �

0 060 ^30 20 �0 -0 �0 q

x 4 �0 H16 G0 G0 �- 1 �1 -0 �- 4 �

x 5 �0 H4 00 G- 1 �○1 �
2 0 -1 �- 2 �8 �

x 1 �60 _4 01 G
3 �
4

1 �
4

0 -0 �-
1 �
2

16 �

240 ^0 G- 15 .5 �0 -0 �- 30 �

x 4 �0 H24 G0 G- 2 �0 �1 -2 �- 8 �

x 3 �20 _8 00 G- 2 �1 �0 -2 �- 4 �

x 1 �60 _2 01 G
5 �
4

0 �0 --
1 �
2

3 q
2

280 ^0 G- 5 �0 �0 -- 10 �- 10 �

5. 4 对偶单纯形法

5. 4. 1 基本公式

  对于问题 Dmax z= �Cx

s . t. Ax≤b

x≥0

当 b中出现有负元素时, 单纯形法便出现麻烦。通常借用二阶段法,计算量将随之增

加许多。这一节将介绍一种对偶单纯形法,主要针对 b可能出现负数的情况,当然也更适

用于解 min 问题。

已知单纯形表格如表 5. 10所示, 且所有 ci- z i≤0。

若其中 br < 0,存在 a r k< 0,令 a rk为主元素进行消元得表 5. 11。

其中 z�h �= cB
1

a 1h -
a r h

a rk
a 1k + cB

2
a 2h -

a r h

a r k
a 2k + ⋯+ ck

a rh

a rk
+ ⋯+ cB

m
am h -

a rh

a rk
am k

= ( cB
1 a 1h + cB

2a 2h + ⋯+ cB
ma mh ) - cB

r a rh + ck
a rh

a rk
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 -
a r h

a rk
( cB

1
a 1k + cB

2
a 2k + ⋯+ cB

m
am

k
- cB

r
a r k )

= z h - cB
r
a rh + ck

a rh

a rk
-

a rh

a rk
( zk - cB

r
a r k )

= z h +
a rh

a rk
( ck - zk )

∴ ch - z�h = ch - z h -
a rh

a rk
( ck - zk ) ( * )

h = 1, 2, ⋯, n, h≠k

表 5. 10

xB CB

b C

x   x 1 Ux 2 �⋯ x k ⋯ x n

c1 Mc2 �⋯ ck ⋯ cn
β

x B
1 "

cB
1 _b1 8a11 _a12 �⋯ a 1 +k ⋯ a 1 nn

x B2 "
cB2 _b2 8a21 _a22 �⋯ a 2 +k ⋯ a 2 nn

┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆

xBr cBr br ( < 0 �) ar 1 \a r2 �⋯ a rk( < 0 �) ⋯ a rn

┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆

x B
m

cB
m bm am1 eam2 �⋯ a mk ⋯ a mn

z c1 �- z1 c2 �- z2 ⋯ ck- zk ⋯ cn- zn

  表 5. 11

xB CB

b C

x   x1 �x 2 �⋯ xh ⋯ xk ⋯ x n

c1 �c2 �⋯ ch ⋯ ck ⋯ cn
β

xB 1 �cB1 �b1 D-
br

a rk
a1k ⋯ a 1 �h-

a rh

ark
a1k ⋯ 0 �⋯

xB 2 �cB2 �b2 D-
br

a rk
a2k ⋯ a 2 �h-

a rh

ark
a2k ⋯ 0 �

┆ ┆ ┆ ┆ ┆

xk ck
br

a rk
⋯

arh

ark
⋯ 1 �⋯

┆ ┆ ┆ ┆ ┆

x Bm
cBm bm-

br

a rk
amk ⋯ amh-

a rh

ark
amk ⋯ 0 �

z� ⋯ ch - z�h ⋯ 0 �⋯

  同理可证 z�= z-
br

a r k
( ck - zk )。
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5. 4. 2 对偶单纯形法

5. 4. 1节的公式( * )是下面矩阵

b1 a1 1 a 12 ⋯ a1k ⋯ a1 n

b2 a2 1 a 22 ⋯ a2k ⋯ a2 n

┆ ┆ ┆ ┆ ┆

br a r1 a r 2 ⋯ ○ark ⋯ a rn

┆ ┆ ┆ ┆ ┆

bm am 1 a m2 ⋯ amk ⋯ am n

z c1 - z1 c2 - z 2 ⋯ ck - z k ⋯ cn - zn

进行以 a rk为主元素的列消元的结果。显然右端项有

br

a r k
> 0

  下面证明:

若要保持所有的 ci- z i≤0仍保持不改变符号, 可选择 k 使

ck - z k

a rk
= min

j

cj - z j

a r j
a r j < 0 ( * * )

  分两种情况讨论如下:

( a) �a r h > 0

由于 �ck - zk < 0, a r k < 0, 故
ck - zk

a r - k
≥0  

ch - z�h = ( ch - zh ) -
a rh

a rk
( ck - z k )≤0

( b) �a r h < 0

∵ �
ck - zk

a rk
≤

ch - zh

a rh
, ch - zh≤

a r h

a rk
( ck - z k )

∴ ch - z�h = ( ch - z h ) -
a r h

a r k
( ck- z k)≤0

这说明若 br < 0,可选择主元素 a r k满足( * * )要求。消元结果 ci- zi≤0 依然不变符

号,但右端项改变了符号。这在解 min 问题时可以利用。

5. 4. 3 举例

例 5. 7 �min z = 83x 1 + x 2 �

s . t . x 1 + x 2≥1

2x 1 + 3x 2≥2

x 1 , x 2≥0

转化为 mmax w = �- 3x 1 - x 2 5

s . t . - x 1 - x 2 ≤- 1

- 2x 1 - 3x 2 ≤- 2
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x1 , x 2≥0

引进松弛变量 x 3 , x 4 , 使

max w = - 3x 1 - x 2

s . t . - x 1 - x 2 + x 3 = - 1

- 2x 1 - 3x 2 + x 4 = - 2

x 1 , x2 , x 3 , x 4 ≥ 0 

  表 5. 12是其单纯形表。

表 5. 12

xB CB

b C

x   x 1 ?x2 �x 3 �x4 �

- 3 _- 1 00 �0 �
β

x 3 �0 �- 1 1- 1 _- 1 01 �0 �

x 4 �0 �- 2 1- 2 _○- 3 .0 �1 �

0 �- 3 _○- 1 .0 �0 �

x 3 �0 �-
1 1
3

-
1 _
3

0 �1 �○- 1 �
3

x 2 �- 1 �
2 �
3

2 0
3

1 �0 �-
1 �
3

-
2 1
3

-
7 _
3

0 �0 �○- 1 �
3

x 4 �0 �1 �1 00 �- 3 �1 �

x 2 �- 1 �1 �1 01 �- 1 �0 �

- 1 1- 2 _0 �- 1 �0 �

c1 - z 1 = - 3, c2 - z 2 = - 1, c3 - z 3 = c4 - z 4 = 0, b2 = - 2, min
3
2

,
1
3

=
1
3

故得解 x 2 = 1, x 4 = 1, z= 1。

例 5. 8 ;min z = �x 1 + 3x 2 + 2x 3 h

s . t .  6x 1 + 3x 2 - 4x 3 ≤8

3x 1 + x 2 - 3x 3 ≥2

 x 1 , x2 , x 3≥0

引进松弛变量 x 4 , x 5 得

max w = - x 1 - 3x 2 - 2x 3

s. t . 6x 1 + 3x 2 - 4x 3 + x 4 = 8

- 3x 1 - x 2 + 3x 3 + x 5 = - 2

xi ≥ 0,  i= 1, 2, 3, 4, 5

  表 5. 13是其单纯形表格。
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  表 5. 13

xB CB

b C

x   x1 �x 2 &x3 �x4 �x 5 �

- 1 �- 3 F- 2 �0 0 t
β

x 4 o0 _8 �6 �3 �- 4 �1 0 t

x 5 o0 _- 2 �○- 3 �- 1 F3 �0 1 t

- 1 �- 3 F- 2 �0 0 t

x 4 o0 _4 �0 �1 �2 �1 2 t

x 1 o- 1 �
2 �
3

1 �
1 �
3

- 1 �0 -
1 �
3

-
2 �
3

0 �-
8 F
3

- 3 �0 -
1 �
3

  得解 x 1 =
2
3

, x 4 = 4, x 2 = x3 = x 5 = 0, z=
2
3
。

例 5. 9 见 4. 5节例 4. 11。已知

max z = x 1 + 2x 2 + x 3

s . t . 2x 1 + x 2 - x 3 + x 4 = 2

2x 1 - x 2 + 5x 3 + x 5 = 6

4x 1 + x 2 + x 3 + x 6 = 6

x i≥ 0,  i= 1, 2, ⋯, 6

有解 x 2 = 4, x 3 = 2, x 5 = 0, x 1 = x 4 = x 6 = 0,最终单纯形表为表 5. 14。

表 5. 14

xB CB

b C

x   x 1 Ux 2 �x 3 �x 4 ;x 5 �x 6 �

1 G2 �1 �0 -0 �0 q

x 2 �2 H4 03 G1 �0 �
1 -
2

0 �
1 q
2

x 5 �0 H0 00 G0 �0 �3 -1 �- 2 �

x 3 �1 H2 01 G0 �1 �-
1 [
2

0 �
1 q
2

10 G- 6 u0 �0 �-
1 [
2

0 �-
3 �
2

若右端项 b3 从 6 改为 1

b�=

1
2

0
1
2

3 1 - 2

-
1
2

0
1
2

2

6

1

=

 
3
2

 10

-
1
2

  可利用对偶单纯形法得表 5. 15。
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  表 5. 15

xB CB

b C

x   x 1 Ux 2 �x 3 �x 4 ;x 5 �x 6 �

1 G2 �1 �0 -0 �0 q
β

x 2 �2 H3 �/ 2 3 G1 �0 �1/ 2 0 �1 C/ 2

x 5 �0 H10 G0 G0 �0 �3 -1 �- 2 �

x 3 �1 H- 1 1/ 2 1 G0 �1 �○- 1 L/ 2 0 �1 C/ 2

x 2 �2 H1 04 G1 �1 �0 -0 �1 q
x 5 �0 H7 06 G0 �6 �0 -1 �1 q
x 4 �0 H1 0- 2 u0 �- 2 �1 -0 �- 1 �

- 7 u0 �- 1 �0 -0 �- 2 �

例 5. 10

 

 

max z = 2x 1 + 3x 2 + x 3

s . t . x 1 + x 2 + x 3 + x 4 = 3

x 1 + 4x 2 + 7x 3 + x 5 = 9

x 1 , x 2 , x 3 , x4 , x 5 ≥ 0

其最终表为表 5. 16。

表 5. 16

xB CB

b C

x   x1 �x 2 &x3 �x4 �x 5 �

2 �3 �1 �0 0 t
β

x 1 o2 _1 �1 �0 �- 1 �4 - 1 �

x 2 o3 _2 �0 �1 �2 �- 1 .1 t

8 �0 �0 �- 3 �- 5 .- 1 �

  若右端含参数
3+ 3λ

9- 3λ

b�=
4 - 1

- 1 1

3 + 3λ

9 - 3λ
=

3 + 15λ

6 - 6λ
, λ> 1

  表 5. 17是其单纯形表格。

表 5. 17

xB CB

b C

x   x1 �x 2 &x3 �x4 �x 5 �

2 �3 �1 �0 0 t
β

x 1 o2 _3 4+ 15λ 1 �0 �- 1 �4 - 1 �

x 2 o3 _6 K- 6λ 0 �1 �2 �○- 1 -1 t

24 K+ 12λ 0 �0 �- 3 �- 5 .- 1 �

x 1 o2 _27 b- 9λ 1 �4 �7 �0 3 t
x 4 o0 _6 Kλ- 6 0 �- 1 F- 2 �1 - 1 �

54 K- 18λ 0 �- 5 F- 13 �0 - 6 �
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  对偶单纯形法的步骤:

已知 Dmax z= �Cx

s . t. Ax= b

x≥0

其中 C≤0, A= ( aij ) m× n。

S 1 �若 b�i≥0, i= 1, 2,⋯, m, 则结束,表明已找到最优解, 否则存在 b�i< 0。

S 2  �b�r = min
i

{b�i©¦b�i< 0}, 若 a�r j≥0, j = 1, 2, ⋯, n,则问题无可行解, 结束; 否则, 存在 a�r j <

0。

S 3 �
cs- z�s

a rs
= min

j

cj - z�j
a�r j

a�r j < 0

S 4 �第 r 个基变量代以 x s ,以 a�r s为主元素进行列消元。

S 5 转 S 1。

对偶单纯形迭代可使 b�j < 0变号, S 2 计算 b�r ,目的在于将负值 b�i 中绝对值最大的予以

优先解决。

5. 5 主偶单纯形法

5. 5. 1 问题的引入

  前面介绍了单纯形法和对偶单纯形法,其实这两种方法可以灵活地交替应用。

先举一个例子。

例 5. 11 �max z= 93x 1 + 6x2 �

s. t. x 1 + 2x2 ≥6

3x 1 + x2 ≥9

7x 1 + 5x2 ≤35

 x 1 , x 2≥0

引进松弛变量 x 3 , x 4 , x 5 得

max z = 3x 1 + 6x2

s . t . - x 1 - 2x2 + x 3 = - 6

- 3x 1 - x2 + x 4 = - 9

7x 1 + 5x2 + x 5 = 35

x i≥ 0,  i= 1, 2, 3, 4, 5

  表上运算见表 5. 18。

在这例中,第一次迭代用的是单纯形法, 第二次迭代用的是对偶单纯形法。可见, 巧妙

地交替使用单纯形法和对偶单纯形法还是很有效的。

可以想像, 用对偶单纯形法在使原 ci- zi≤0 不致于被破坏的前提下,使 bj < 0 变正,

最后达到 b≥0, 然后用单纯形法求解。

这方面的办法不一而足,介绍其中两个很有启发。
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表 5. 18

xB CB

b C

x   x1 �x 2 &x3 �x4 �x 5 �

3 �6 �0 �0 0 t
β

x 3 o0 _- 6 �- 1 �- 2 F1 �0 0 t

x 4 o0 _- 9 �- 3 �- 1 F0 �1 0 t

x 5 o0 _35 �7 �⑤ 0 �0 1 t

3 �6 �0 �0 0 t

x 3 o0 _8 �9 v/ 5 0 �1 �0 2 t/ 5

x 4 o0 _- 2 �○- 8 �/ 5 0 �0 �1 1 t/ 5

x 2 o6 _7 �7 v/ 5 1 �0 �0 1 t/ 5

- 27 �/ 5 0 �0 �0 - 6 t/ 5

x 3 o0 _23 �/ 4 0 �0 �1 �9/ 8 5 t/ 8

x 1 o3 _5 v/ 4 1 �0 �0 �- 5/ 8 - 1 t/ 8

x 2 o6 _21 �/ 4 0 �1 �0 �7/ 8 3 t/ 8

141 �/ 4 0 �0 �0 �27/ 8 15 t/ 8

5. 5. 2 主偶单纯形法之一

S 1 . 问题的形式: 将问题转化为 max 型, 约束条件为≤。

S 2 . 增加松弛变量使之成为 Ax = b。

S 3 . 若问题已解决则结束, 否则作

( a) 假定用单纯形法

设主元素为 a rk , 计算

δ1 =
( ck - zk ) br

a rk

  ( b) 假定用对偶单纯形法

设主元素为 a r
1

k
1
,计算

δ2 =
( ck - zk ) br

1

a r
1

k
1

S 4 . 若 δ1 > δ2 ,则采用单纯形法, 否则用对偶单纯形法,转 S 3。

这里 δ1 , δ2 无非给选用那种算法以定量的判定。

例 5. 12  min z = �- 3x 1 + x 2 - 2x 3 �

s . t .  x 1 - x 2 + 2x 3 ≤10

- x 1 + x 2 ≥3

 x 1 , x 2 , x 3≥0
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  转化为 �max z′= B3x 1 - x 2 + 2x 3   �

s . t . x 1 - x 2 + 2x 3 + x 4 = 10

x 1 - x 2   + x 5 = - 3

x i≥0, i= 1, 2, 3, 4, 5

表上运算见表 5. 19。

表 5. 19

xB CB

b C

x   x1 �x 2 &x3 �x4 �x 5 �

3 �- 1 F2 �0 0 t
β

x 4 o0 _10 �① - 1 F2 �1 0 t

x 5 o0 _- 3 �1 �- 1 F0 �0 1 t

0 �3 �- 1 F2 �0 0 t

x 1 o3 _10 �1 �- 1 F2 �1 0 t

x 5 o0 _- 13 �0 �0 �- 2 �- 1 .1 t

30 �0 �2 �- 4 �- 3 .0 t

  若采用单纯形法,以 a1 1为主元素,若采用对偶单纯形法, 以 a 22为主元素。

由于δ1 =
10·3

1
= 30, δ2 =

- 3·( - 1)
1

= 3

故第一轮迭代应用单纯形法。

问题无界。

5. 5. 3 主偶单纯形法之二

  再通过例子说明另一种主偶单纯形法基本方法。

例 5. 13 |max z = �- 2x 1 + 3x 2 &

s . t . x 1 + x 2 ≤6

- x 1 + 2x 2 ≤-
1
2

x 1 - 3x 2 ≤- 1

x 1 , x 2≥0

引进松弛变量 x 3 , x 4 , x 5 得 a

max z = �- 2x 1 + 3x 2    B

s. t. x 1 + x 2 + x 3 = 6

- x 1 + 2x 2 + x 4 = -
1
2

x 1 - 3x 2  + x5 = - 1

x 1 , x 2 , x 3 , x 4 , x 5 ≥ 0

  将问题看成θ的函数,见表 5. 20。
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表 5. 20

xB CB

b C

x   x1 �x 2 &x3 �x4 �x 5 �

- 2 �3 �- θ 0 �0 0 t
β

x 3 o0 _6 �1 �1 �1 �0 0 t

x 4 o0 _-
1 �
2

+ θ - 1 �② 0 �1 0 t

x 5 o0 _- 1 �+ θ 1 �- 3 F0 �0 1 t

z 0 �3 �- θ 0 �0 0 t

  当 θ充分大时,可得最优解, 然后逐渐降低 θ直至为 0。开始时 θ= 4, 降至θ< 3,情况

开始起变化, c2 - z2 > 0,应将 x 2 引入基, 根据

b�r
a�r s

= min
i

bi
a�r i

a�r i > 0

  表上运算见表 5. 21。

表 5. 21

xB CB

b C

x   x 1 (x 2 �x 3 >x 4 �x 5 �

- 2 H3 y- θ 0 00 �0 u
β

x 3 )0 �
25 [
4

-
1
2
θ

3 �
2

0 �1 0-
1 �
2

0 u

x 2 )3 L- θ -
1 r
4

+
1
2
θ -

1 H
2

1 �0 0
1 �
2

0 u

x 5 )0 �-
7 r
4

+
5
2 θ ○-

1 >
2 0 �0 0

3 �
2

1 u

( 3 �- θ)
θ
2

-
1
4

-
1 �
2

-
θ
2

0 �0 0-
3 �
2

+
θ
2

0 u

  θ降至
7
10
以下, 右端项第 3 项改为负号, x 5 退出基, x 1 进入基, 利用对偶单纯形法(见

表 5. 22)得

表 5. 22

xB CB

b C

x   x1 �x 2 &x3 �x4 �x 5 �

- 2 �3 �- θ 0 �0 0 t
β

x 3 o0 _1 J- 7θ 0 �0 �1 �4 3 t

x 2 o3 �- θ
3 J
2

- 2θ 0 �1 �0 �- 1 .- 1 �

x 1 o- 2 �
7 J
2

- 5θ 1 �0 �0 �- 3 .- 2 �

2 �θ2+
5
2
θ-

5
2

0 �0 �0 �- 3 �- θ - 1 _- θ

  θ= 0 时便得最优解。
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习 题 五

1. 求下列问题的对偶问题。

( a) �min z = L3x 1 + 2x 2 - 3x3 + 4x 4 �

s . t . x 1 - 2x 2 + 3x3 + 4x 4 ≤3

   x 2 + 3x 3 + 4x 4≥- 5

2x 1 - 3x 2 - 7x3 - 4x 4 = 2

 x 1≥0, x 4≤0, x2 , x 3 无约束

( b) �max z = i3x 1 + 2x 2  

s. t . x 1 + 3x 2 ≤3

6x 1 - x 2 = 4

x 1 + 2x 2 ≤2

 x 1≥0, x 2≥0

2. 已知 �max z = �- 4x 2 + 3x 3 + 2x 4 - 8x5 �

s . t . 3x 1 + x 2 + 2x 3 + x4 = 3

x 1 - x 2 + x 4 + x 5≥2

 x i≥0,  i= 1, 2, 3, 4, 5

用图解法求对偶问题的解,通过对偶问题的解判断哪些变元在原问题中的解中为 0。

3. �minz = �2x 1 + x 2    4

s . t . - 4x 1 + 3x 2 - x3≥16

x 1 + 6x 2 + 3x3≥12

x 1 , x 2 , x3≥0

( a) 写出对偶问题。

( b) 利用对偶单纯形法求原问题最优解。

( c) 利用( b )的结果求对偶问题解。

4. 已知 �min z = � 2x 1 + 3x 2 + 5x3 + 6x 4 E

s . t . x 1 + 2x 2 + 3x3 + x 4 ≥2

- 2x 1 + x 2 - x3 + 3x 4 ≤- 3

x 1 , x 2 , x3 , x 4≥0

( a) 给出对偶问题。

( b) 用图解法解对偶问题。

( c) 利用对偶问题解的信息讨论原问题解。

5. 已知 �min z = �2x 1 + 3x 2 - 5x3  �

s . t . x 1 + x 2 - x3 + x 4≥5

2x 1  + x 3 ≤4

   x 2 + x 3 + x4 = 6

   x 2 , x 3≥0, x1≤0
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   x 4 无约束

求其对偶问题。

6. 用主偶单纯形法解下列问题。

( a) �max z = ax 1 + 6x 2 �

s . t . x 1 + x 2 ≥2

x 1 + 3x 2 ≤3

x 1 , x 2≥0

( b) �min z= Tx 1  + 2x 3 - x 4 �

s. t . x 1 + x2 + x 3 + x 4 ≤6

2x 1 - x 2 + 3x 3 - 3x 4≥5

 x i≥0,  i= 1, 2, 3, 4

( c) �max z= ]5x 1 + 7x 2 + 2x 3   w

s . t. 2x 1 + 3x 2 + x 3 + x 4 = 5

1
2

x 1 + x 2    + x 5 = 1

x i≥0,  i= 1, 2, 3, 4, 5
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第 6 章 运输问题及其他

  这一章将讨论若干特殊类型的线性规划问题,它们也可以用单纯形法求解。但由于它

的特殊性,因而可以利用特殊的方法处理, 究其实,本质上还是单纯形法。

6. 1 运输问题的数学模型

6. 1. 1 问题的提出

  设某种物品有 m个产地 A 1 , A2 , ⋯, Am ; n 个销地 B 1 , B2 , ⋯, B n。Ai地的产量为 a i, i=

1, 2, ⋯, m; B j 处的需求量为 bj , j = 1, 2, ⋯, n。

不妨假定∑
m

i= 1

ai = ∑
n

j = 1

bj。对所有 i和 j , ai, bj > 0。如果∑
m

i= 1

ai > ∑
n

j = 1

bj , 即供过于求

时, 可假定有一虚拟的销地 Bn + 1 , bn+ 1 = ∑
m

i= 1

ai - ∑
n

j = 1

bj , 而且 ci, n+ 1 = 0, i= 1, 2,⋯, m。

若∑
m

i= 1

a i < ∑
n

j = 1

bj 则问题无解。由 Ai运往 B j 单位产品的运费为 cij , i= 1, 2,⋯, m, j = 1,

2, ⋯, n。

问题是决定最优运输方案: 保证供给, 使运费最少。

假定从 Ai 运往 B j 的量为 x ij个单位,于是运输问题的数学模型为: �

min z = �∑
m

i= 1
∑
n

j = 1

cij xij           

s . t . ∑
n

j = 1

x ij = a i,  i= 1, 2,⋯, m

∑
m

i= 1

x ij = bj ,  j = 1, 2, ⋯, n ( N )

x ij ≥ 0,  i= 1, 2,⋯, m;  j = 1, 2, ⋯, n

∑
n

j = 1

x ij = a i表示从 Ai 运出的量正好是 Ai的产量 ai,  i= 1, 2, ⋯, m。同样的理由,∑
m

i= 1

x ij

= bj 表示运往 B j 的量正好是它的需求量 bj , j = 1, 2,⋯, n。共mn个变量, m + n 个约束条

件。运输问题( N ) 以后简称为问题( N )。

令 �

x= ( x 1 1 x 12 ⋯ x 1n x 21 x 22 ⋯ x 2n ⋯ xm 1 x m 2 ⋯ x mn )
T

C= ( c11 c12 ⋯ c1n c21 c22 ⋯ c2n ⋯ cm1 cm2 ⋯ cmn )

b= ( a1 a 2 ⋯ am b1 b2 ⋯ bn )

A= ( a 11 a 12 ⋯ a1n a 21 a2 2 ⋯ a 2n ⋯ am 1 am2 ⋯ a mn )

·251·



其中 a ij = ei+ em+ j , ei为n+ m维列向量且第i个分量为1 , 其余分量为 0 , em+ j为第

图 6. 1

m+ j个分量为 1, 其余为 0, i= 1, 2, ⋯, m; j = 1, 2,⋯,

n。则有 �

min z = �Cx

s . t . Ax = b

x ≥ 0

  例 6. 1 m= 3, n= 5

产地与销地关系如图 6. 1 所示。

则有 3× 5= 15 个变元, 3+ 5 = 8 个约束条件, 列举如

下: �

x 1 1 + x 1 2 + x 13 + x 14 + x 15 M�= a 1

x 21 + x 22 + x 23 + x 24 + x 25 = a 2

x 31 + x 32 + x 33 + x 34 + x 35 = a 3

x 1 1 + x 21 + x 31 = b1

  x 12 + x 2 2 + x 32 = b2

    x 13 + x 2 3 + x 33 = b3

      x 1 4 + x 2 4 + x 34 = b4

x 1 5 + x 2 5 + x 35 = b5

6. 1. 2 运输问题的特殊性

对于一般的运输问题,矩阵 A为 m+ n 行 mn 列,具有下列形式:

A =

1 0 ⋯ 0

0 1 ⋯ 0

┆ ┆ ┆

0 0 ⋯ 1

I I ⋯ I ( m+ n) m n

其中 1 为元素均为 1 的 n 维行向量,即

1 = ( 1, 1, ⋯, 1)
n个 1

同样 0 是元素全部为 0 的 n 维行向量。

I 为 n× n 单位方阵

∴ 矩阵 A每列只有 2个 1, 一在产地约束 m 行,一在销地约束的 n 行, 其余元素均

为 0。

定理 6. 1 运输问题( N )有可行解。

证明 由于∑
m

i= 1

ai = ∑
n

j = 1

bj = s, 可以验证, x ij =
aibj

s
, i= 1, 2, ⋯, m; j = 1, 2, ⋯, n 是

一组可行解。
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7

∑
n

j = 1

x ij = a i∑
n

j = 1

bj

s
= ai

∑
m

i= 1

x ij = bj∑
m

i= 1

ai
s

= bj

而且 0≤x ij≤min {a i, bj }

推论 问题( N )有最优解, 而且无需用二阶段法。

6. 2 矩阵 A的性质

m 和 n 大于 2时, mn≥m+ n, 故A的秩小于等于 m+ n。不难看出 A矩阵前m 行之和

等于后 n 行之和,即 A的 m+ n 行不是独立的。

性质 6. 1 rank( A) = m+ n- 1

因 A的 m+ n 行不独立,所以 rank( A)≤m+ n- 1。

要证明 rank ( A) = m+ n- 1, 只要构造一个 m+ n- 1阶的子方阵, 它的行列式不为零

就可以了。

先举一个例子,它的构造法包含有普遍的规律性。图 6. 1的矩阵 A将其最后一行去

掉,得

A = ( a 11 a 12 a 13 ⋯ a 15 a 21 a 22 ⋯ a 25 a 31 a 32 ⋯ a 35 )

其中 a ij为对应于 x ij一列, i= 1, 2, 3; j = 1, 2, ⋯, 5,例如 a15对于 x 15的列应为

( 1 0 0 0 0 0 0) T

从 A矩阵中取

( a 15 a 25 a 35 a 11 a 22 a 33 a 34 )

a 15 a 25 a3 5 a 11 a 22 a 33 a 34

1 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1 1

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1

=
I 3 D

0 I 4

这个矩阵为上三角矩阵,对角线元素为 1。故行列式不为 0。

一般的情形不再赘述, 总之可构造类似的( m+ n- 1)× ( m+ n- 1)的上三角方阵, 行

列式不为零。

知道 A的秩为 m+ n - 1, 则对 m+ n 个约束条件可任意去掉一个, 剩下 m+ n - 1 个

约束条件是线性无关的,必存在一组基。

性质 6. 2 A的任一子方阵的行列式值为±1或 0。

A 只有 0 和 1元素, 由于 rank ( A) = m+ n- 1, 故任一 m+ n 阶子方阵的行列式为

零。
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现用数学归纳法证明上述结论。假定 A的任一( k- 1)阶子方阵的行列式为 0, 证任一

k 阶子方阵 Ak 的行列式为零。

Ak 的每一列元素或为全零,或含有 1个 1,其余为 0;最多两个 1, 其余为 0。

( 1) 若有一列全为 0, 则其行列式为 0。

( 2) 若Ak 每一列有两个 1, 则一个 1 在前m 个产地约束上,另一个在后 n 个约束销地

上,故属于产地约束的行之和等于销地约束之和, 故 Ak 的行线性相关, det Ak= 0。

( 3) 若 Ak 有一列有一个元为 1, 则 detAk = ±det Ak - 1。

6. 3 运输问题的求解过程

6. 3. 1 求初始可行解的西北角法

  上面讨论了关于运输问题矩阵 A的特点,下面根据它的特殊结构找到单纯形法的有

效步骤。其过程有:

1. 寻找初始可行解。

2. 检查是否已达最优。若已是最优或无可行解,则结束。

3. 进一步改善目前的解。

当初始可行解找到后,反复应用 2与 3步, 有限步后达到最优。

运输问题属于 Ax= b 型的约束条件, 但求解无需用二阶段法, 而且后面两个步骤也

非常简单。可用表 6. 1 表示。

表 6. 1

B1 uB2 tB3 s⋯ Bn- 1 �Bn

A 1 x

c11 �

x 11 �

c12 �

x 12 �

c13 �

x 13 �

⋯
c1 �, n- 1

x1 �, n- 1

c1 �n

x 1 �n

a1 f

A 2 x

c21 �

x 21 �

c22 �

x 22 �

c23 �

x 23 �

⋯
c2 �, n- 1

x2 �, n- 1

c2 �n

x 2 �n

a2 f

┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆

A m

cm1 �

x m1 �

cm2 �

x m2 �

cm3 �

x m3 �

⋯
cm, n- 1 !

xm, n- 1 )

cmn

x mn

am

b1 ib2 hb3 g⋯ bn- 1 �bn

  表中每行对应于产地 , 列对应于销地 , 最后一行是需求量 , 最后一列是产量。格子

( i, j ) 左上角是单位运费 cij , 右下方是 x ij值。第i行x ij的总和等于 ai , 第 j 列x ij和等

于 bj。

要使用单纯形法, 首先应确定初始基可行解, 有许多方法可以产生初始基可行解。

其中最简单的一种方法通过例子介绍于后, 一般的文字叙述从略, 因为道理是完全一样

的。
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�

min z = ��10x 11 + 8x 12 + 12x 13 + 11x 14 + 11x 21 + 14x 22 + 15x 23 + 9x 24

+ 16x 31 + 11x 32 + 18x 33 + 7x 34

s . t . �x 11 + x 12 + x 13 + x1 4 �\= 40

x2 1 + x 2 2 + x 2 3 + x 24 �= 60

x 31 + x 32 + x 33 + x 34= 45

x 11 + x 21 + x3 1 = 50

  x 1 2  + x 2 2 + x 32 = 25

    x 1 3    + x 23 + x 3 3 = 35

      x 1 4      + x 24 + x 3 4 = 35

   x ij≥0,  i= 1, 2, 3,  j = 1, 2, 3, 4

表 6. 2 是表示这一运输问题的。

表 6. 2

B1 �B2 -B3 �B 4 C

A 1 �

10 �8 _12 �11 �
40

A 2 �

11 �14 v15 �9 u
60

A 3 �

16 �11 v18 �7 u
45

50 �25 035 �35 F145 �

  先不考虑运输代价, A1 先满足 B 1 的需要, x 11 = min {a 1 , b1 }= min {40, 50}= 40, A 1 全

部空,但 B1 未满足, 差额为 10。A2 给 B1 , x1 2 = min {60, 10}= 10, B 1 全部满足。A2 余 50,

给 B 2 25,即 x 22 = min{50, 25}= 25,余 25, B 2 完全满足, A2 余下 25 全部给 B 3 , A2 空, B 3 差

10, A3 给 B 3 10, A 3 余下 35全部给 B 4。这样, A3 空, B 3 , B 4 全部得到满足。

上述方法也称西北角法则,意即从最左上方开始, 不考虑代价,最大限度地运往销地。

图 6. 2 和图 6. 3 直观地表达这一过程,该过程用表的形式表示于表 6. 3。

图 6. 2 图 6. 3
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表 6. 3

B1 �B2 -B3 �B 4 C

A 1 �40 �  40

A 2 �10 �25 025 �  

60  

50  

25

A 3 �10 �35 F  
45  

35  

50 �  

10  
25 0  

35 �  

10  
35 F

6. 3. 2 最小元素法

  下面介绍另一种求初始运输方案的方法,即最小元素法。

首先考虑最小运价 7,即( A3 , B 4 )格, 将对应产、销量最小值即 35填入此格,同时从产

销两个量中减去此数; 再考虑次小运价 8(若有两个相同运费,则可先任选一个, 下次再选

另一个,等等)。在( A1 , B 2 )格, 实行上述相同操作; 再选第三小的运价 9,在( A2 , B 4 )格, 又

实施上述相同操作,直至检查完所有运价。最后可得一初始运输方案, 实行过程如表 6. 4

所示。

表 6. 4

产
销  B1 �B2 -B3 �B 4 C

A 1 �

10 �

15 1

8 _

25 �

12 �11 �  40  

15

A 2 �

11 �

35 1

14 v15 �

25 G

9 u  60  

25

A 3 �

16 �14 v18 �

10 G

7 u

35 �  

45  

10  

50 �  

35  

25 0

0  

35 �  

10  

35 F

0
145 �

  在实行过程中,若遇所在格对应产或销量已为 0时, 则跳过此格。

这两种给出初始基可行解的方法各有利弊,西北角法简单, 最小元素法给出的解可能

较接近最优解。

图 6. 4( a)、( b)两图分别是用两种方法得出的初始基可行解的表示法。3× 4格子, 每

一格子代表 A矩阵的行列。比如( a)图说明 x 11 , x 21 , x2 2 , x 23 , x 3 3 , x 34构成了基; ( b ) 图表示

x 1 2 , x 11 , x2 1 , x 23 , x 33 , x 34构成另一组基, 每组都是 6 个元素, 而且每行每列都有一个属于基

的方格。对于一般m 个产地, n 个销地的运输问题可以证明用以上方法产生的初始基可行
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解最多有 m+ n- 1个非零解。

图 6. 4

以上基的性质无疑是带有普遍性。下面将说明怎样才能保证使得矩阵 A的任何一列

都可以用基来表示。

前面已知

A = ( a 11 a 12 ⋯ a1n a 21 a 22 ⋯ a 2n ⋯ a m1 a m2 ⋯ a mn )

有 a ij = ei+ em+ j , 其中 ei 是 n+ m- 1维空间中第 i个分量为 1, 其他分量为 0的列向量。

对于图 6. 4( a) a1 4可以看作是

a 14 = a 11 - a21 + a2 3 - a 33 + a 34

  事实上,右端= ( e1 + e4 ) - ( e2 + e4 ) + ( e2 + e6 ) - ( e3 + e6 ) + ( e3 + e7 ) = e1 + e7 = 左端。

对于图 6. 4( b )也有类似情形。

和图 6. 4一样, 一般 m 个产地, n 个销地的运输问题,属于基的格子点用水平垂直的

边连接起来的图是一棵支撑树,是一棵有 m+ n- 1 个结点的支撑树,既然是树,不能存在

回路。如若构成一回路,则彼此非线性无关, 也就是说一般最多有 m+ n- 1 个正数解, 跟

基的概念矛盾。

6. 3. 3 图上作业法

任何基可行解都对应一棵支撑树,这将使得单纯形法运算起来比较方便。

图 6. 5

例如,已知支撑树如图 6. 5所示。从图中找出线度为

1的点,其中有 A1 和 B 4 , 说明 A1 已空, B 4 已满。将 A1 从

图中删去, 将 B 1 的需求量降为 10, 同样将 B 4 删去, 将 A3

的产量从 45改为 10, 在剩下的图中找线度为 1的点, 即

B 1 和 A 3 ,同样的办法删去 B1 将 A2 的产量 60改为 50, 将

A 3 删去,将 B 3 的需求量从 35改为 25。在剩下的图中继续

寻求线度为 1 的点, B 3 , B 2 是所求的,将 B 3 删去,将 A2 的

量 45 改为 25。为了直观起见, 用图 6. 6表示这个过程; 或

用图 6. 7 表示这个全过程。

这过程说明了一个很重要的结论:

若 a 1 , a 2 ,⋯, am , b1 , b2 , ⋯, bn 都是整数, 因为解题过程只用到加减运算, 则运输问题的

解也都是整数。
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图 6. 6 图 6. 7

6. 4 ci- zi 的计算,进入基的确定

基可行解确定之后要计算所有的 cij - z ij ,判断是否达到最优, 若未达到最优, 则要确

定进入的基。

cij - zij = cij - CB B
- 1

aij i= 1, 2, ⋯, m; j = 1, 2,⋯, n

  请注意: aij = ei+ em+ j , 又由于 A的秩为 n+ m- 1, 不妨约定将最后一行删去。所以,

实际上

aij =
ei     j = n, i= 1, 2,⋯, m

ei + em + j   i= 1, 2, ⋯, m; j = 1, 2,⋯, n - 1

  令 �CB B
- 1 = ( u1 u2 ⋯ um v1 v2 ⋯ vn- 1 ) ,

cij - zij = cij - ui- vj ,  i= 1, 2,⋯, m; j = 1, 2, ⋯, n

为了方便起见,假定 vn= 0。CB B
- 1的 m+ n- 1个分量正好由 m+ n- 1 个基来定。

对于基 x ij ,必有 cij - zij = 0。例如在图 6. 8中, 由于 x 11 , x 2 1 , x 22 , x 23 , x 33 , x 34是基变量,

z = 10× 40 + 11× 10 + 14× 25 + 15× 25 + 18× 10 + 7× 35

= 1660

图 6. 8

而且由于 A的最后一行删去, 故

a ij =
ei j = 4

ei + e3+ j , j ≠ 4 或 a ij = ei + em+ j

但令 v4 = 0

图 6. 8 是表示该过程的图。

( u1 u2 u3 v1 v2 v3 ) a 11 = c11 ,  u1 + v1 = 10

( u1 u2 u3 v1 v2 v3 ) a 21 = c21 ,  u2 + v1 = 11

( u1 u2 u3 v1 v2 v3 ) a 22 = c22 ,  u2 + v2 = 14

( u1 u2 u3 v1 v2 v3 ) a 23 = c23 ,  u2 + v3 = 15

( u1 u2 u3 v1 v2 v3 ) a 33 = c33 ,  u3 + v3 = 18

( u1 u2 u3 v1 v2 v3 ) a 34 = c34 ,  u3 = 7

∵ u 3 = 7

∴ �v3 = 18- u3 = 18- 7= 11
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u 2 = 15- v3 = 15- 11= 4

v2 = 14- u2 = 14- 4= 10

v1 = 11- u2 = 11- 4= 7

u 1 = 10- v1 = 10- 7= 3

∴ �c12 - z12 = 8- u1 - v2 = 8- 3- 10= - 5

c13 - z13 = 12- u1 - v3 = 8- 3- 11= - 6

c14 - z14 = 11- u1 - v4 = 8- 3= 5

c24 - z24 = 9- u2 - v4 = 9- 4= 5

c31 - z31 = 16- u3 - v1 = 16- 7- 7= 2

c32 - z32 = 14- u3 - v2 = 14- 7- 10= - 3

因为是 min 问题, 故选 x 13作为进入基变量。

6. 5 退出基的确定

还是以上一节例为研究对象,通过它说明退出基的确定。

若 x 1 3进入基,从图 6. 11可知, 令 θ= 25, 即与 x1 3同行及同列的基为 x 11 , x 23 , 考虑将

x 1 1和 x 23各减 25, 使 x 23退出基, x 1 3从 0 升为 25, 这时使约束条件得到满足,但

z = 10× 15 + 11× 35 + 14× 25 + 12× 25 + 18× 10 + 7× 35 = 1610

显然有所改善。

图 6. 9,图 6. 10和图 6. 11表示了这一过程。

图 6. 9 图 6. 10

图 6. 11

重新计算 cij - zij

u 1 + v1 = c11 = 10, u1 + v3 = c1 3 = 12,

u 2 + v1 = c21 = 11

u 2 + v2 = c22 = 14, u3 + v3 = c3 3 = 18, u3 = c14 = 7

∴ v3 = 18- u3 = 11, u1 = 12- v3 = 12- 11= 1,

v1 = 15- u1 = 14, u2 = 11- v1 = 11- 14= - 3

v2 = 14- u2 = 14+ 3= 17
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故 u1 = 1, u2 = - 3, u3 = 7, v1 = 14, v2 = 17, v3 = 11, v4 = 0

c12 - u1 - v2 = 8- 1- 17= - 10

c14 - u1 - v4 = 11- 1= 10

c23 - u2 - v3 = 15- ( - 3) - 11= 7

c24 - u2 - v4 = 9- ( - 3) = 12

c31 - u3 - v1 = 16- 7- 14= - 5

c32 - u3 - v2 = 14- 7- 17= - 10

故 x 12作为进入基变量, 从图 6. 12可知 x 11退出, 得图 6. 13。

图 6. 12 图 6. 13

这时

z �= 8× 15+ 12× 15+ 11× 35+ 14× 10+ 18× 10+ 7× 35= 1535

c12 = u1 + v2 = 8, c13 = u1 + v3 = 12, c21 = u2 + v1 = 11

c22 = u2 + v2 = 14, c3 3 = u3 + v3 = 18, c34 = u3 + v4 = 7

∴ u 3 = 7, v3 = 18- u3 = 18- 7= 11, u1 = 12- v3 = 12- 11= 1

v2 = 8- u1 = 8- 1= 7, u2 = 14- v2 = 14- 7= 7

v1 = 11- u2 = 11- 7= 4

∴ u 1 = 1, u2 = 7, u3 = 7, v1 = 4, v2 = 7, v3 = 11

c11 - u1 - v1 = 10- 1- 4= 5

c14 - u1 - v4 = 11- 1= 10

c23 - u2 - v3 = 15- 7- 11= - 3

c24 - u2 - v4 = 9- 7= 2

c31 - u3 - v1 = 16- 7- 4= 5

c32 - u3 - v2 = 14- 7- 7= 0

故 x 23进入基, 从图 6. 14可知 θ= 10,使 x 22退出,得图 6. 15。

u 1 + v2 = c12 = 8, u1 + v3 = c13 = 12, u2 + v1 = c21 = 11

u 2 + v3 = c23 = 15, u3 + v3 = c3 3 = 18, u3 + v4 = c3 4 = 7

∴ u 3 = 7, 依次回溯 v3 = 18- u3 = 11

u 2 = 15- v3 = 15- 11= 4, v1 = 11- u2 = 11- 4= 7

u 3 = 12- v3 = 12- 11= 1, v2 = 8- u 1 = 8- 1= 7
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u 1 = 1, u2 = 4, u3 = 7, v1 = 7, v2 = 7, v3 = 11

c11 - u1 - v1 = 10- 1- 7= 2

c14 - u1 - v4 = 11- 1= 10

c22 - u2 - v2 = 14- 4- 7= 3

c24 - u2 - v4 = 9- 4= 5

c31 - u3 - v1 = 16- 7- 7= 2

c32 - u3 - v2 = 14- 7- 7= 0

图 6. 14 图 6. 15

故已达到最优解:

x 1 2 = 25, x 13 = 15, x 21 = 50, x 23 = 10, x 33 = 10, x3 4 = 35,其余为 0。

总运价

z h= 8× 25+ 12× 15+ 11× 50+ 15× 10+ 18× 10+ 7× 35

= 1505

6. 6 举  例

下面完整地计算一例子,看看单纯形法在运输问题上是怎么运作的。

例 6. 2 已知一运输问题,其单位运价及产销量均见表 6. 5,求最佳运输方案。

表 6. 5

B1 uB2 tB3 sB4 rB5 qB6 p

A 1 x
10 �12 �13 �8 �14 �19 �18 r

A 2 x
15 �18 �12 �16 �19 �20 �22 r

A 3 x
17 �16 �13 �14 �10 �18 �39 r

A 4 x
19 �18 �20 �21 �12 �13 �

14 r

10 x11 w13 v20 u24 t15 s93 r

  用西北角法得初始解,见表 6. 6。
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表 6. 6

B1 �B2 }B3 �B4 �B5 HB6 �

A 1 �10 �8 i  18 -  8 =

A 2 �3 i13 �6 �  22 -  19 T  6 T

A 3 �14 �24 K1 �  39 -  25 T  1 T

A 4 �14 �  14 -  

10 �

  

11 �  

3  

13 �

  

20 �  

14  

24 K

  

15 �  

14

z 0 �= 10× 10+ 12× 8+ 18× 3+ 12× 13+ 16× 6+ 14× 14+ 10× 24+ 18× 1+ 13× 14

= 1140

u 1 + v1 = c11 ,  u1 + v1 = 10

u 1 + v2 = c12 ,  u1 + v2 = 12

u 2 + v2 = c22 ,  u2 + v2 = 18

u 2 + v3 = c23 ,  u2 + v3 = 12

u 2 + v4 = c24 ,  u2 + v4 = 16

u 3 + v4 = c34 ,  u3 + v4 = 14

u 3 + v5 = c35 ,  u3 + v5 = 10

u 3 + v6 = 18,  u3 = 18

u 4 + v6 = 13,  u4 = 13

从后面算起,依次回溯得 u4 = 13, u3 = 18, u3 + v5 = c35 = 10, v5 = - 8等等,所以

u 4 = 13, u3 = 18

∵ u 3 + v5 = 10,∴ v5 = 10- u 3 = - 8

∵ u 3 + v4 = 14, ∴ v4 = 14- u 3 = - 4,

u 2 + v4 = 16 ∴ u2 = 16- v4 = 16+ 4= 20

u 2 + v3 = 12, v3 = 12- u 2 = - 8

u 2 + v2 = 18, ∴ v2 = 18- u 2 = 18- 20= - 2

∵ u 1 + v2 = 12, ∴ u1 = 12- v2 = 14

u 1 + v1 = 10, ∴ v1 = 10- u 1 = 10- 14= - 4

∴ u 1 = 14, u2 = 20, u3 = 18, u4 = 13, v1 = - 4

v2 = - 2, v3 = - 8, v4 = - 4, v5 = - 8, v6 = 0

c13 - u1 - v3 = 13- 14+ 8= 7

c14 - u1 - v4 = 8- 14+ 4= - 2

c15 - u1 - v5 = 14- 14+ 8= 8

c16 - u1 - v6 = 19- 14= 5

c21 - u2 - v1 = 15- 20+ 4= - 1

c25 - u2 - v5 = 19- 20+ 8= 7
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c26 - u2 - v6 = 20- 20= 0

c31 - u3 - v1 = 17- 18+ 4= 3

c32 - u3 - v2 = 16- 18+ 2= 0

c33 - u3 - v3 = 13- 18+ 8= 3

c41 - u4 - v1 = 19- 13+ 4= 10

c42 - u4 - v2 = 18- 13+ 2= 7

c43 - u4 - v3 = 20- 13+ 8= 15

故 x 14进入基, 从图 6. 16可知 θ= 6, 即 x 24退出, 如图 6. 17所示。

图 6. 16 图 6. 17

调整后得

z �= 10× 10+ 12× 2+ 8× 6+ 12× 13+ 18× 9+ 14× 14+ 10× 24+ 18× 1+ 13× 14

= 1126

u 4 + v6 = 13,  u4 = 13, u3 = 18

u 3 + v5 = 10,  v5 = 10- 18= - 8

u 3 + v4 = 14,  v4 = 14- 18= - 4

u 1 + v4 = 8,  u1 = 8+ 4= 12

u 1 + v2 = 12,  v2 = 12- 12= 0

u 1 + v1 = 10,  v1 = 10- 12= - 2

u 2 + v2 = 18,  u2 = 18

u 2 + v3 = 12,  v3 = 12- 18= - 6

∴ u 1 = 12, u2 = 18, u3 = 18, u4 = 13

v1 = - 2, v2 = 0, v3 = - 6, v4 = - 4, v5 = - 8

c13 - u1 - v3 = 13- 12+ 6= 7

c15 - u1 - v5 = 14- 12+ 8= 8

c16 - u1 - v6 = 19- 12= 7

c21 - u2 - v1 = 15- 18+ 2= - 1

c24 - u2 - v4 = 16- 18+ 4= 2

c25 - u2 - v5 = 19- 18+ 8= 9

c26 - u2 - v6 = 20- 18= 2
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c31 - u3 - v1 = 17- 18+ 2= 1

c32 - u3 - v2 = 16- 18= - 2

c33 - u3 - v3 = 13- 18+ 6= 1

c41 - u4 - v1 = 19- 13+ 2= 8

c42 - u4 - v2 = 18- 13= 5

c43 - u4 - v3 = 20- 13+ 6= 13

c44 - u4 - v4 = 21- 13+ 4= 12

c45 - u4 - v5 = 12- 13+ 8= 7

故 x 32作为进入基。其过程如图 6. 18和图 6. 19所示。

图 6. 18 图 6. 19

从上图可知θ= 2,即 x 12退出得图 6. 19。

调整后

z h= 10× 10+ 8× 8+ 14× 12+ 16× 2+ 18× 9+ 12× 13+ 10× 24+ 18+ 13× 14

= 1122

u 4 + v6 = c46 = 13, u4 = 13, u3 = c3 6 = 18

u 3 + v5 = c35 = 10, v5 = 10- 18= - 8

u 3 + v4 = c34 = 14, v4 = 14- 18= - 4

u 3 + v2 = 16, v2 = 16- 18= - 2, u 2 + v2 = 18, u2 = 20

u 2 + v3 = c23 = 12 ∴ v3 = 12- 20= - 8

u 1 + v4 = 8, u1 = 8+ 4= 12, u1 + v1 = 10, v1 = 10- 12= - 2

∴ u 1 = 12, u2 = 20, u3 = 18, v4 = 13, v1 = - 2

v2 = - 2, v3 = - 8, v4 = - 4, v5 = - 8

c11 - u1 - v2 = 12- 12+ 2= 2

c13 - u1 - v3 = 13- 12+ 8= 9

c15 - u1 - v5 = 14- 12+ 8= 10

c16 - u1 - v6 = 19- 12= 7

c21 - u2 - v1 = 15- 20+ 2= - 3

c24 - u2 - v6 = 16- 20+ 4= 0

c25 - u2 - v5 = 19- 20+ 8= 7
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c26 - u2 - v6 = 20- 20= 0

c31 - u3 - v1 = 17- 18+ 2= 1

c33 - u3 - v3 = 13- 18+ 8= 3

c41 - u4 - v1 = 19- 13+ 2= 8

c42 - u4 - v2 = 18- 13+ 2= 7

c43 - u4 - v3 = 20- 13+ 8= 15

c44 - u4 - v4 = 21- 13+ 4= 12

c45 - u4 - v5 = 12- 13+ 8= 7

故 x 21作为进入基变量, 请注意: 在图 6. 20中可看出 θ= 9, x 22退出。

图 6. 20

调整后的运输方案如图 6. 21所示。

图 6. 21

z h= 10+ 8× 15+ 15× 9+ 12× 13+ 16× 11+ 14× 3+ 10× 24+ 18+ 13× 14

= 1079

检验是否是最优。

u 4 = 13, u3 = 18, u3 + v5 = 10, v5 = - 8, u3 + v4 = 14, v4 = - 4, u3 + v2 = 16, v2 = - 2,

u 1 + v4 = 8, u1 = 8+ 4= 12, u1 + v1 = 10, v1 = - 2, u2 + v1 = 15, u2 = 17, u2 + v3 = 12,

v3 = 12- 17= - 5, u3 + v2 = 16, v2 = 16- u3 = 16- 18= - 2

∴ �u 1 = 12, u2 = 17, u3 = 18, u4 = 13, v1 = - 2, v2 = - 2, v3 = - 5, v4 = - 4, v5 = - 8, v6 = 0

继续计算所有非基变量 x ij的 cij - ui- v j ,发现 cij - zij≥0, 故有最优解 z = 1079

例 6. 3 运输问题如图 6. 22所示, 并同时得到初始解。

初始基 x 22 = 0,即出现退化现象, 下面以 x 2 2 = 0直接参加运算。
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图 6. 22 �

u 3 + v4 = 3,  u3 = 0,  u2 + v4 = 1,  u2 = 1

u 2 + v3 = 5,  v3 = 5- 1= 4,  u2 + v2 = 12,  v2 = 11

u 1 + v2 = 3,  u1 = - 8,  u1 + v1 = 2,  v1 = 10

c13 - u1 - v3 = 4+ 8- 4= 8

c14 - u1 - v4 = 9+ 8= 17

c21 - u2 - v1 = 14- 1- 10= 3

c31 - u3 - v1 = 12- 3- 10= - 1

c32 - u3 - v2 = 15- 3- 11= 1

c33 - u3 - v3 = 9- 3- 4= 2

故 x 31作为进入基。如图 6. 23( a )所示。

图 6. 23

故θ= 0,即 x 31作为进入基, x 22退出。

调整后如图 6. 23( b)所示。

u 3 = 3,  u2 = 1,  u3 + v1 = 12,  v1 = 9

u 2 + v3 = 5,  v3 = 4,  u1 + v1 = 2,  u1 = - 7

u 1 + v2 = 3,  v2 = 10

c13 - u1 - v3 = 4+ 7- 4= 7

c14 - u1 - v4 = 9+ 7- 0= 16

c21 - u2 - v1 = 14- 1- 9= 4

c22 - u2 - v2 = 12- 1- 10= 1
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c32 - u3 - v2 = 15- 3- 10= 2

c33 - u3 - v3 = 9- 3- 4= 2

请注意不论图 6. 22 或 6. 23,将取 0 值的基消去后, 支撑树分解为不连通的两个子树

T 1 和 T 2 ,例如图 6. 23( b )中粗线所示。上面的基恒有

∑
T

1

ai = ∑
T

1

bj ,  ∑
T

2

a i = ∑
T

2

bj

6. 7 任务安排问题

6. 7. 1 任务安排与运输问题

  任务安排是运输问题的特殊情形,即 m= n,且 a 1 = a2 = ⋯= am = b1 = b2 = ⋯= bn = 1。

背景是 n 个工作人员 A 1 , A2 , ⋯, An 和 n 项任务 B 1 , B 2 , ⋯, B n ,若 Ai 从事 B j 任务所需代

价为 cij , 令 x ij = 0表示 Ai不从事 B j 工作; x ij = 1表示 Ai从事 B j 工作。其数学模型是: �

min z = a∑
n

i= 1
∑
n

j = 1

cij x ij         

s . t . ∑
n

j = 1

x ij = 1,  i= 1, 2,⋯, n

∑
n

i= 1

x ij = 1,  j = 1, 2, ⋯, n

x ij = 0或 1,  i, j = 1, 2, ⋯, n

  或写成矩阵形式 3

min z = �Cx

s. t . Ax = I

其中 x= ( x 11 ⋯ x 1n x 21 ⋯ x 2n ⋯ x n1 ⋯ xn n )
T
,  x ij = 0 或 1,  i, j = 1, 2, ⋯, n。C叫代

价矩阵。

A= ( aij ) 2n× n2 = ( a 11 ⋯ a1 n a2 1 ⋯ a 2n ⋯ an 1 ⋯ ann )

a ij = ei+ en + j。作为运输问题,它有整数解, 而且由于约束条件无一超过 1, 故可将问题改为 3

min z = �Cx

s. t . Ax = I

x ≥ 0

也就是说 x ij = 0或 1的约束无必要。其中 I = ( 1 1 ⋯ 1
m + n个

)
T
。

问题导至解一般的运输问题了,但不难发现有出现退化可能。

6. 7. 2 求解举例

例 6. 4 已知工作人员 A1 , A 2 , A3 , A4 , 从事 B 1 , B 2 , B 3 , B 4 任务的代价矩阵 C,求最佳

安排问题的解。
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C =

A 1

A 2

A 3

A 4

�3 52 �5 4

0 1 2 3

4 1 - 1 3

2 5 3 4
B1 B2 B3 B4

  问题的约束条件和初始求解如图 6. 24和图 6. 25 所示。

图 6. 24 图 6. 25

得到初始解后,计算:

c44 - u4 - v4 = 4- u4 - v4 = c4 4 = 0,   �u4 = 0

c43 - u4 - v3 = 3- u4 - v3 = 0, v3 = - 1

c33 - u3 - v3 = - 1- u3 - v3 = 0, u3 = 0

c32 - u3 - v2 = 1- u3 - v2 = 0, v2 = 1

c22 - u2 - v2 = 1- u2 - v2 = 0, u2 = 0

c21 - u2 - v1 = 0- u2 - v1 = 0, v1 = 0

c11 - u1 - v1 = 3- u1 - v1 = 0, u1 = 3

c12 - u1 - v2 = 2- 3- 1= - 2

c14 - u1 - v4 = 4- 3= 1

c23 - u2 - v3 = 2+ 1= 3

c24 - u2 - v4 = 3

图 6. 26

c31 - u3 - v1 = 4

c34 - u3 - v4 = 3

c41 - u4 - v1 = 2- 4= - 2

c42 - u4 - v2 = 5- 4- 1= 0

故 x 41作为进入基, x 21退出。

调整后如图 6. 26所示。

c44 - u4 = 0, u4 = 4

c41 - u4 - v1 = 0, 2- 4- v1 = 0, v1 = - 2, c11 - u1 - v1 = 0, u1 = 5
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c43 - u4 - v3 = 0,  v3 = - 1

c33 - u3 - v3 = 0,  u3 = 2

c32 - u3 - v2 = 0,  v2 = - 1

c22 - u2 - v2 = 0,  u2 = 2 即

u 1 = 5, u2 = 2, u3 = 2, u4 = 4,  v1 = - 2,  v2 = - 1,  v3 = - 1,  v4 = 0

c12 - u1 - v2 = 2- 5+ 1= - 2,  �c2 4 - u2 - v4 = 3- 2= 1

c13 - u1 - v3 = 5- 5+ 1= 1, c3 1 - u3 - v1 = 4- 2+ 2= 4

c14 - u1 - v4 = 4- 5= - 1, c3 4 - u3 - v4 = 3- 2= 1

c21 - u2 - v1 = - 2+ 2= 0, c4 2 - u4 - v2 = 5- 4+ 1= 2

c23 - u2 - v3 = 2- 2+ 1= 1

故 x 12作为进入基变量, x 32退出。

调整后如图 6. 27所示。

u 4 = 4, v4 = 0, v3 = - 1, v1 = - 2, u1 = 5, c1 2 - u1 - v2 = 0

v2 = - 3, c22 - u2 - v2 = 0, u2 = 4, c33 - u3 - v3 = 0, u3 = 2

∴ u 1 = 5, u2 = 4, u3 = 2, u4 = 4, v1 = - 2, v2 = - 3, v3 = - 1, v4 = 0

c11 - u1 - v3 = 5- 5+ 3= 3; 8c1 4 - u1 - v4 = 4- 5= - 1

c21 - u2 - v1 = - 4+ 2= - 2; c2 3 - u2 - v3 = 2- 4+ 1= - 1

c24 - u2 - v4 = 3- 4= - 1; c3 1 - u3 - v1 = 4- 2+ 2= 4

c32 - u3 - v2 = 1- 2+ 3= 2; c3 4 - u3 - v4 = 3- 2= 1

c42 - u4 - v2 = 5- 4+ 3= 4

图 6. 27

故选 x 21为进入基变量, x 11退出。如图 6. 28所示。

图 6. 28
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u 4 = 4, v4 = 0, v3 = - 1, v1 = - 2, u3 = 2, v3 = - 1

c21 - u2 - v1 = 0, u2 = 2, c22 - u2 - v2 = 0, v2 = - 1

c12 - u1 - v2 = 0, 2- u1 + 1= 0, u1 = 3

故 u1 = 3, u2 = 2, u3 = 2, u4 = 4, v1 = - 2, v2 = - 1, v3 = - 1, v4 = 0

c11 - u1 - v1 = 3- 3+ 2= 2; �c1 3 - u1 - v3 = 5- 3+ 1= 3

c14 - u1 - v4 = 4- 3= 1; c2 3 - u2 - v3 = 2- 2+ 1= 1

c24 - u2 - v4 = 3- 2= 1; c3 1 - u3 - v1 = 4- 2+ 2= 4

c32 - u3 - v2 = 1- 2+ 1= 0; c3 4 - u3 - v4 = 3- 2= 1

c42 - u4 - v2 = 5- 4+ 1= 2

故得最优解 x 12 = x 21 = x 33 = x 44 = 1, z = 5。

6. 8 任务安排的匈牙利算法

6. 8. 1 代价矩阵

  任务安排的数学模型是运输问题的特例, 可作为运输问题来求解, 前面对此已作讨

论。本节将介绍一种比较方便的匈牙利算法,它对于手算更有效。

下面我们通过例子来说明。

假定代价矩阵为

C = ( cij ) =

A1

A2

A3

A4

A5

<3 �5 �5 "4 �1

8 4 5 5 5

6 6 6 3 7

6 3 3 4 4

4 4 3 5 5
J 1 J 2 J 3 J 4 J 5

其中 A 1 , A2 , A3 , A 4 , A5 表示工作人员, J 1 , J 2 , J 3 , J 4 , J 5 表示任务, cij为第 i个工作人员 Ai

从事第 j 项任务 J j 的代价。可将它转化为与之等价的问题, 办法如下:

( a) 取矩阵 C每行的最小元素, 用它作为减数,该行所有元素减去该数, 这样一来, 每

行就至少有一个 0 元素。

( b) 在( a)的基础上,每列减去该列的最小元素, 结果得到每列至少有一个 0 元素。

由( a) , ( b )步骤, 执行过程:

3 5 5 4 1

8 4 5 5 5

6 6 6 3 7

6 3 3 4 4

4 4 3 5 5

1

4

3

3

3

步骤( a)
> �

2 4 4 3 0

4 0 1 1 1

3 3 3 0 4

3 0 0 1 1

1 1 0 2 2

步骤( b)
>

1 4 4 3 0

3 0 1 1 1

2 3 3 0 4

2 0 0 1 1

0 1 0 2 2
1

15 = 1 + 4 + 3 + 3 + 3 + 1

  矩阵外的数 1, 4, 3, 3, 3分别是第 1, 2, 3, 4, 5行的最小元素, 矩阵下面的 1 为第 1 列
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最小元素,最后的 15 是这些数之和。

问题转化为代价矩阵

C′= ( cij′) =

A 1

A 2

A 3

A 4

A 5

�1 �4 p4 T3 80
*

3 0
*

1 1 1

2 3 3 0
*

4

2 0 0
*

1 1

0
*

1 0 2 2
J 1 J 2 J 3 J 4 J 5

的任务安排问题( C′的特点是每行每列都有 0元素) , 理由是,上述转化相当于 A1 的工作

代价一律降 1, A2 的工作代价一律降 4, A 3 , A4 , A5 的工作代价一律降 3。同时,从事任务 J 1

的代价一律再降 1。由于任务安排 A1 , A 2 , A3 , A 4 , A5 每人都有一项,且仅有一项任务, 每项

任务都有一人且仅由一人去做, 所以 C矩阵的任务安排问题等价于 C′矩阵的任务安排问

题。

任务安排问题看作是运输问题的特殊情形。若把 C矩阵看作是运费矩阵, 其道理更

容易理解, 从 A i发出的运费都降一样的钱,进入 B j 的旅费也降一样的, 则对应的最佳运

输方案也必然是 C′对应的最佳运输方案。

C′有许多 0 元素, 每行每列至少有一个 0,若能从 C′中取 5 个 0元素, 使得每行每列

都正好有其中一个,比如, c51′, c22′, c4 3′, c34′, c15′。即矩阵 C′中打* 号的 0, 其所在行列均不相

同。它给出了问题的最优解: 即 A1 从事 J 5 , A2 从事 J 2 , A3 从事 J 4 , A4 从事 J 3 , A5 从事

J 1 , 代价为 15。

这 5 个 0 元素是通过观察法得到的,当问题规模较大时, 必须有一种算法。下面给出

的匈牙利算法就是其中的一种。

6. 8. 2 科秏格( K o�nig)定理

已知 ( 0, 1) -矩阵 A= ( a ij ) n× n , 可适当选择若干行和列, 使这些行、列覆盖 A的所有元

素 1,办法不唯一。其中存在使用的行、列数之和 m 为最少的, 显然 m≤n。

另一方面,从 A中找出若干元素 1, 使得两两不同行也不同列, 其中必存在这样的 1

最多者, 记为 M, 即从 A中可选出 M 个元素 1, 散布在 A中,使得每行每列最多只有其中

的 1 个。关于 m 和 M 有下面的定理。

科秏格定理 m= M

证明 m≥M 是显然的, 因为 m 条线就能覆盖住所有 1, 也必然能覆盖住这 M 个 1

元素。所以只要证明 M≥m即可。

设这 m 条线中有 r 条是行, c条是列,即 m= r + c, 不妨假定这 r 行是 i1 , i2 , ⋯, ir 行, c

列为第 j 1 , j 2 , ⋯, j c 列。

对应于这 r 行中的 ih , 有

sh > {l ©¦a i
h

l = 1,  l ≠ j 1 , j 2 ,⋯, j c}

即 sh 是第 ih 行中元素 1 的列标序列,但不包括属于 c列: j 1 , j 2 , ⋯, j c 的。

于是对 s1 , s2 , ⋯, sr ,从中任取 k( k≤r )个, 它所包含的不同元素个数不少于 k, 否则这
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k 行可用少于它的列所取代,这与 m= r+ c是最少的行列数矛盾了。这个结论对于 1≤k≤

r 都对,根据匹配理论(见拙著《图论及其应用》) , 故可从这 r 行中找到 r 个 1 分别在不同

的 r 列上,而且也不在 j 1 , j 2 ,⋯, j c 列中任何一列上。

类似的理由可知,从 j 1 , j 2 ,⋯, j c 列可选出 c个元素 1分别在不同的 c行上,而且也不

在 i1 , i2 , ⋯, ic 行中任何一行上。

故可得 r + c个 1 两两不在同一行、同一列上, 这就证明了 M≥m。

6. 8. 3 标志数法

令 J 为 1, 2,⋯, n 的某一排列 j 1 j 2 ⋯ j n , 它对应于一种任务安排方案,即第 1 个

工作人员完成 j 1 任务, 第 2人完成 j 2 任务,⋯, 第 n 人完成 j n 任务。

W ( J ) = ∑
n

i= 1

cij
i

为其代价。问题导至求排列 J 使 W( J )取极小值。

若对 A i给以标志数 l( Ai) , i= 1, 2, ⋯, n; J j 给以标志数 l( J j ) , j = 1, 2, ⋯, n, 满足

l ( Ai) + l( J j )≤cij , i, j = 1, 2, ⋯, n。这样的标志数 l ( Ai) , l ( J j )也不是唯一的, 下面假定

( cij )是整数矩阵。

定理 6. 2 设排列 J = ( j 1 , j 2 , ⋯, j n )使得 W ( J )取得最小值, 则存在标志数 l( Ai) ,

l ( J j ) , i, j = 1, 2, ⋯, n, 使得

min
J

W ( J ) = max
( l ) ∑
n

i= 1

[ l( A i) + l( J i) ]

并且满足

l( Ai) + l( J j
i
) = cij

i

  证明 证明是构造性的,也就是证明的过程就是给出算法。

令

m= max
( l ) ∑
n

i= 1

[ l( Ai) + l( J i) ]

M= min
( l )
∑
n

i= 1

cij
i

  取初始标志数

l ( Ai) = min
j

( cij ) , l ( J i) = 0,  i= 1, 2, ⋯, n

∴ l( A i) + l( J j ) ≤ cij

∑
n

i= 1

[ l( Ai) + l( J j
i
) ] = ∑

n

i= 1

[ l ( Ai) + l( J i) ] ≤∑
n

i= 1

cij
i

这式子说明对于任何满足条件 l( Ai) + l( J j )≤cij的标志数 l, 则

∑
n

i= 1

[ l( Ai) + l( J j
i
) ] 不小于∑

n

i= 1

cij
i

自然也不大于利润的最大值 m, 所以 m≤M。只要能找到一种标志数, 使
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∑
n

i= 1

[ l( Ai) + l ( J j ) ] = ∑
n

i= 1

cij
i

即 m= M, J = ( j 1 , j 2 , ⋯, j n )便是最优解,即 Ai 从事 J j
i
工作, i= 1, 2, ⋯, n, 使代价达到最

小。下面提供一种不断修改标志数,逐步提高∑
n

i= 1

[ l ( Ai) + l( J i) ] 的和数,最后达到最大。

作矩阵

B = ( bij ) n× n , bij = cij - [ l( Ai) + l ( J j ) ]

i, j = 1, 2,⋯, n。显然,若 B存在一组 n 个 0元素, 其中不存在两个 0元素同行或同列, 则

这些 0 元素的位置设为( i, j i) ,即

∑
n

i= 1

[ l ( Ai) + l( J j
i
) ] = ∑

n

i= 1

cij
i
,即 m = M

即得问题的解。如若不然, B 矩阵只能找到最多 k( < n)个 0元素, 使得其中任意两个不在

同一行或同一列上。根据科秏格定理,这相当于可以找到总数为 k的行和列, 覆盖住所有

A 矩阵中的 0元素。假定这 k 个行和列分别是 r 行 c列, k= r + c,其中 r 行分别是 i1 , i2 ,

⋯, ir ; c列分别是 j 1 , j 2 , ⋯, j c, 对标志数 l 作如下修改:

( a) Ai
1
, Ai

2
, ⋯, Ai

r
的标志数不动, 对其解 n - r 行的标志数分别加上作为新的标志

数;

( b) J j
1
, J j

2
, ⋯, J j

c
的标志数减 1 作为新的标志数,此外的 n- c列的标志数不变。

其中 A p 是任意一行, J q 是任意一列, 请注意右端虚线相交的格子点○·代表在新标志数 l′

下, l′( Ai) + l′( J j ) = l( A i) + l ( J j )的点, �代表 l′( Ai) + l′( J j ) = l( A i) + l( J j ) - 1的点, �

表示 l′( Ai) + l′( J j ) = l( Ai) + l ( J j ) + 1的点。

总之,在 l′标志数下,条件:

l′( Ai) + l′( J j )≤cij成立。但可能出现新的 0元素。分别讨论如下:

令 Ar = ( Ai
1
, Ai

2
, ⋯, Ai

r
) , J c= ( J j

1
, J j

2
,⋯, J j

c
)

( 1) Ai∈Ar , J j∈J c 时

l′( Ai) + l′( J j ) = l( Ai) + l( J j ) - 1< cij

( 2) Ap | Ar , J q| Bc 时,

l′( Ai) + l′( J j ) = l( Ai) + l( J j ) + 1≤cij

( 3) Ai∈Ar , J j| J c(或 Ai| Ar , J j∈J c)有

l′( Ai) + l′( J j ) = l( Ai) + l( J j )
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但对于新标号 l′有

∑
n

i= 1

[ l′( Ai) + l′( J i) ] = ∑
n

i= 1

[ l( A i) + l( J j ) ] + ( n - r ) - c

即标号和增加了,增加的量为 n- r - c= n- ( r + c) > 0, 经过有限次迭代到达最大值。 �

 

 

 

 

C =

 

 

 

 �

3 �5 85 �4 |1

2 3 4 3 4

2 4 4 1 5

3 2 1 3 3

1 2 1 3 3

l ( Ai)  
↓

1

2

1

1

1

 

 

 

 

 

B1 =

 

 

 

 

2  4 4  3  0
*  

0
*

1 2 1 2

1 3 3 0
*

4

2 1 0 2 2

0 1 0* 2 2
l( J j ) 0 0 0 0 0

B 被 4条线所覆盖, 故修改标号如下: �

    

 

 �

 3 � 5 J 5 � 4 � 1

 2  3  4  3  4

 2  4  4  1  5

 3  2  1  3  3

 1  2  1  3  3

l ( Ai)
↓

2

3

2

2

2

 l ( J j ) → - 1  0 - 1 - 1 - 1

B2 =

2 3 4 3 0*

0* 0 2 1 2

1 2 3 0
*

4

2 0
*

0 2 2

0 0 0
*

2 2

即得任务安排的最优方案: A1—J 5 , A2—J 1 , A 3—J 4 , A4—J 2 , A5—J 3。总代价为

∑
5

i= 1

[ l( Ai) + l( J j ) ] = 2 + 3 + 2 + 2 + 2 - 4 = 7

  这里附带说, 从 B2 找出 5个 0 元素,分别位于 5 行 5列, 即不存在两个零同行或同

列,一般的办法可以看成是对二分图求匹配。

B2 矩阵中第 1行有 1个 0 元素为 b15 , 则从A 1 连 J 5 以直线。同样, A 2 行有 2 个 0 元素

b21 , b22 , 则 B 2 与 J 1 , J 2 相联, 等等,可得二分图(见图 6. 29)。其中存在一匹配, 即A i和唯一

J j 有连线(见图 6. 30)。寻找匹配的一般算法可参见图论。

本例 A1 只有 一条 边 A 1J 5 , A3 也仅 有 A3J 4 , 从 A 2 出发 不难 找一 交 互道:

A 2J 1 A5 J 3 A4 J 2。所谓交互道,指一端为 Ai, 另一端为 J j 的道路, 故得匹配:

A 1—J 5 , A2—J 1 , A3—J 4 , A4—J 2 , A 5—J 3

A 1—J 5 表示 A1 和 J 5 匹配,余此类推。
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图 6. 29 图 6. 30

6. 8. 4 匈牙利算法

一般的任务安排问题 %

min z = �∑
n

i= 1
∑
n

j = 1

cij x ij       

s . t . ∑
n

j = 1

x ij = 1,  i= 1, 2,⋯, n

∑
n

i= 1

x ij = 1,  j = 1, 2, ⋯, n

x ij = 0或 1 i, j = 1, 2,⋯, n

  下面给出的算法是前面讨论的总结

S 1. �初始标号: l( Ai)←min
j

{cij }, i= 1, 2, ⋯, n; l( J j )←0, j = 1, 2, ⋯, n

S 2. �构造矩阵 B l = ( bij ) , bij←cij - l( Ai) - l( J j ) , i, j = 1, 2, ⋯, n。构造二分图 Gl = ( V, E ) ,

V= {x 1 x 2 ⋯ x n y 1 y2 ⋯ yn}, E= {( x i, y j ) ©¦bij = 0, i, j = 1, 2, ⋯, n}

S 3. �若能找到图 Gl 的匹配,从 E 中选出 n 条边使 x= ( x 1 x 2 ⋯ x n )和 y = ( y 1 y2  

⋯ y n )每点都与一条边有且仅有一条边关联, 则已达到最优解,停止; 否则转 S4。

S 4. �找一未饱和点 x 0∈x, 作 V1←{x 0 }, V2←�

S 5. �若图 G l 有 Γ( V1 ) = V2 ,则转 S6,否则转 S7。

S 6. �α←min{cij - l( x i) - l( y j ) ©¦xi∈V1 , y j∈Γ( V1 ) \ V2 }

l( v)←

l( v) + α

l( v) - α

l( v)

 

v∈ V1

v∈ V2

其他

    构造矩阵 B l 及二分树 Gl。

S 7. �找 y∈Γ( V1 ) \ V2。

S 8. �若 y 饱和则转 S 9, 否则转 S 10。

S 9. �存在饱和边 y x , V1←V1∪{x }, V2←V2∪{y },转 S5。

S 10. H从 x 0 到 y 有一增广道路 P ,作

M←M�E ( P )
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转 S3。

为了使上述算法更清晰起见,写下流程图如图 6. 31 所示。

图 6. 31

几点说明:

( 1) 饱和: 二分图的顶点 x i或 y j 得到匹配, 则称为饱和,否则称为未饱和。

( 2) Γ( v) : 在图 Gl 中 v 点的邻接点集合。

( 3) 增广道路: 若道路 xi
1
y j

1
xi

2
y j

2
⋯xi

k
y j

k
的首尾二顶点 x i

1
, y j

k
未饱和, y j

1
—x i

2
, y j

2
—

x i
3
,⋯, y j

k- 1
—xi

k
都是匹配边, 则称该道路为可增广道路。可改变匹配为: xi

1
—y j

1
, x i

2
—

y j
2
, ⋯, x i

k
—y j

k
, 使匹配的边数增加。这里 y—x 表示 y 和 x 相匹配。

( 4) 对称差�: 指的是满足规则 1+ 1= 0+ 0= 0, 1+ 0= 0+ 1= 1 的运算,比如

M = {y j
1
x i

2
, y j

2
x i

3
, ⋯, y j

k- 1
xi

k
}

E( P ) = {xi
1
y j

1
, y j

1
x i

2
, x i

2
y j

2
, y j

2
xi

3
,⋯, y j

k- 1
x i

k
, x i

k
y j

k
}

则 M � E( P ) = {x i
1
y j

1
, xi

2
y j

2
, ⋯, x i

k
y j

k
}。      

  对于已知利润矩阵的任务安排问题, 即已知 P = ( p ij ) n× n , 其中 p ij为 Ai 从事 J j 的利
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润,问题导致 S

max z = �∑
n

i= 1
∑
n

j = 1

p ij x ij

s . t . ∑
n

j = 1

xij = 1,  i= 1, 2,⋯, n

∑
n

i= 1

xij = 1,  j = 1, 2, ⋯, n

  类似可用匈牙利算法求解,不同之点:

( 1) �初始标志数 l ( Ai) = max
j

{p ij }, i= 1, 2, ⋯, n, l ( J j ) = 0, i= 1, 2, ⋯, n, 保证

l ( Ai) + l( J j )≥p ij

( 2) �B= ( bij ) n× n ,其中 bij = p ij - l( Ai) - l( J j ) , i, j = 1, 2,⋯, n

( 3) S6 中α= min{l( Ai) + l( J j ) - p ij },

l( v) =

l( v) - α   v∈ V1

l( v) + α   v∈ V2

l( v)     其他

  例 6. 5 已知利润矩阵

P =

5 7 7 6 3

4 4 0 4 4

4 6 6 3 0

0 3 3 0 0

3 4 3 5 5

  求最佳任务安排。 �

   

 

 D

5 �7 �7 *6 �3

4 4 0 4 4

4 6 6 3 0

0 3 3 0 0

3 4 3 5 5

l ( Ai)
↓

7

4

6

3

5

  

 

 

B l =

  

 

  

2 0*  0  1 4

0* 0 4 0 0

2 0 0
*

3 6

3 0 0 3 3

2 1 2 0* 6
l( J j ) →0 0 0 0 0

  取 4条行列覆盖住矩阵 B 的所有 0元素, 由科秏格定理可知最多只能取 4个 0元素,

使得两两不同行不同列。例如: A1 - J 2 , A2 - J 1 , A 3 - J 3 , A3 - J 4

S 4. A4 未匹配, V1←{A4 }, V2←�,

S 5. Γl ( V1 ) = {J 2 , J 3 }≠V2 ,Γl ( V1 ) \ V2 = {J 2 , J 3 }

S 7. 取 J 3 , 匹配边 A 3J 3∈M

S 9. �所以 V1←V1∪{A3 }= {A3 , A 4 }

V2←V2∪{J 3 }= {J 3 }, Γl ( V1 ) = {J 2 , J 3 }≠V2 ,

Γl ( V1 ) \ V2 = {J 2 },取 A1 J 2 匹配边,即
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A1 J 2∈M, ∴ V1 = {A 1 , A3 , A 4 }, V2 = {J 2 , J 3 }

Γl ( V1 ) = {J 2 , J 3 }= V2

Γ( V1 ) \ V2 = {J 1 , J 4 , J 5 }

α= min
A
i
∈V

1
J

j
∈Γ( V

1
) \ V

2

{l ( Ai) + l( J j ) - p ij }= min
i= 1, 2, 3
j = 1, 4, 5

{l( Ai) + l( J j ) - p ij }= 1

重新更改标志数: l ( A 1 ) = 7- 1= 6, l ( A 3 ) = 6- 1= 5, l ( A4 ) = 0, l ( J 2 ) = 0+ 1= 1,

l ( J 3 ) = 1

在新的标志数 l 下: �

5 r7 �7 �6 X3

4 4 0 4 4

4 6 6 3 0

0 3 3 0 0

3 4 3 5 5

,  B l =

1 0 0 0* 3

0* 1 5 0 0

1 0* 0 2 5

2 0 0* 2 2

2 2 3 0 0
*

0 1 1 0 0

  或作出二分树 Gl (见图 6. 32)。

图 6. 32

即 A1 - J 4 , A 2 - J 1 , A3 - J 2 , A4 - J 3 , A5 - J 5 是最佳安排,利润为 24。本例 n= 5, Bl 矩

阵 0 元素 12个, 找出匹配不难, n 比较大时要有算法,即步骤。

6. 8. 5 匹配算法

这里附上匹配算法,供使用参考, 读者不难看出其思路和最佳任务安排有类似之处:

先给初始匹配,然后经过修改, 最后达到最大限度地匹配。

算法步骤如下:

S 1. �任给初始匹配 M。

S 2. �若 x 已完全匹配, 则结束; 否则转 S3。

S 3. �取 x 0∈x, 要求 x 0 为未饱和点,作 V1←{x 0 }, V2←�。

S 4. �若 Γ( V1 ) = V2 ,则无法继续匹配而结束, 否则任选 y∈Γ( V1 ) \ V2。

S 5. �若 y 已匹配,则转 S6,否则, 作

求一条从 x 0 到 y 的可增广道路 P , 改变匹配 M←M�E( P ) ,转 S2。

S 6. �由于 y 已饱和,故 M 中存在匹配边( y, z ) ,作 V1←V1∪{z }, V2←V2∪{y},转 S4。

以前面的问题为例,如图 6. 33 所示,进行 S1和 S2。
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图 6. 33

S 3. �x 4 未匹配, 作 V1←{x 4 }, V2←�。

S 4. �Γ( V1 ) = {y2 , y3 }≠V2 , Γ( V1 ) \ V2 = {y2 , y 3 }。任选 y2 已匹配,转 S6。

S 6. �存在匹配边( y 2 , x 3 ) , V1←{x 4 , x 3 }, V2←{y 2 }。

S 4. �Γ( V1 ) = {y2 , y3 },Γ( V1 )≠V2 , 从 Γ( V1 ) \ V2 中选 y3 , y 3 已匹配。

S 6. �( x 1 , y 2 )为已匹配边, 作 V1←{x 1 , x 4 , x 3 }, V2←{y2 , y3 }。

S 4. �Γ( V1 ) = {y2 , y3 , y 4 }≠V2 ,取 y4∈Γ( V1 ) \ V2 , y 4 已匹配。

S 6. �( x 2 , y 4 )是匹配边, 故 V1←{x 1 , x 2 , x 3 , x 4 }, V2←{y2 , y3 , y 4 }。

S 4. �Γ( V1 ) = {y1 , y2 , y 3 , y 4 }≠V2 , 取 y 1∈Γ( V1 ) \ V2 , y1 未匹配, 故存在可增广道路:

y1→x 2→y 4→x 1→y 3→x 4 ,

{x 2 y1 , x 2 y 4 , x 1y 4 , x 1 y3 , x 4 y3 }�{x 1 y3 , x 2 y 4 , x 3y 2 , x 5 y5 }

= {x 2 y1 , x 1 y 4 , x 3y 2 , x 4 y3 , x 5 y5 }

即得匹配:

x 1—y 4 , x 2—y 1 , x 3—y2 , x 4—y3 , x 5—y 5

6. 9 任务安排的分支定界法

关于任务安排问题,还有一种有效的算法: 分支定界法。举例说明如下:

设已知利润矩阵

P =

A1

A2

A3

A4

A5

S6 �11 �10 �4 }7

13 10 10 8 5

5 9 7 7 4

15 12 10 11 5

8 11 8 8 4
J 1 J 2 J 3 J 4 J 5

  设确定 A1 从事 J 1 工作, 排除 A1 从事其他工作的可能, 也排除其他人从事 J 1 工作。

从矩阵 P 划去 A1 行和 J 1 列, 得

P 1 =

A2

A3

A4

A5

�10 010* J8 d5*

9 7 7 4

12* 10 11* 5

11 8 8 4
J 2 J 3 J 4 J 5

矩阵 P 1 中有* 的元素分别是该元素所在列的最大元素。我们用

① 4 2 4 2

4 4

·081·



表示 A1 确定从事 J 1 的前提下, A4 从事 J 2 , A 2 从事 J 3 , A4 从事 J 4 , A2 从事 J 5 可达到最大

利润 44= 6+ 12+ 10+ 11+ 5。44是界,可知 A1 从事 J 1 的前提下最高利润不超过 44, 在

A 1 从事 J 1 的前提下, A2 从事 J 2 利润最大, 余此类推。类似可划去矩阵的 A2 行、J 1 列得

P 2 =

A1

A3

A4

A5

�11 010
* J

4 d7
*

9 7 7 4

12
*

10 11
*

5

11 8 8 4
J 2 J 3 J 4 J 5

得
② 4 1 41

53
,

同样理由得

③ 4 2 4 1

4 5
,
④ 5 1 2 1

5 1
,
⑤ 4 1 4 1

4 8

以
② 4 1 4 1

5 3
界最高,即 A 2 从事 J 1 工作获得的利润可能最高。故先在 A2 从事 J 1

工作前提下,继续搜索。

确定 A2 从事 J 1 的前提下, 若确定 A 1 从事 J 2 ,从 P 中划去 A1 , A2 两行, J 1 , J 2 两列后得

A 3

A 4

A 5

7 7 4

10* 11* 5*

8 8 4

用
② ① 4 4 4

50
表示。

同理有

② ③ 1 4 1

50
,
② ④ 1 5 1

50
,
② ⑤ 1 4 1

52
, 以
② ⑤ 1 4 1

52
最有搜索

价值:

② ⑤ ① 4 4

50
,
② ⑤ ③ 4 1

49
,
② ⑤ ④ 3 1

48
。已找到一合理方案: A1—J 5 ,

A 2—J 1 , A3—J 3 , A4—J 4 , A5—J 2 , 利润为 49, 是目前找到的最佳方案。

回过头来看
① 4 2 4 2

44
,
③ 4 2 4 1

45
,
⑤ 4 1 4 1

48
估的界都低于 49,都没

有搜索价值。

从图 6. 34可以比较直观地了解分支定界算法的思想。但
④ 5 1 2 1

51
还必须进一

步考察(见图 6. 35)。

又找到新的分配方案
④ ⑤ ② 3 1

50
:

A 1—J 5 , A2—J 3 , A3—J 4 , A4—J 1 , A 5—J 2 , 利润为 50, 其他各树枝上的状态都低于或等于

50,故无搜索价值, 最优解已得到。
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图 6. 34

图 6. 35

6. 10 一般的任务安排问题

前面讨论的是n个工作人员、n项任务 , 每人完成一项任务 , 每项任务由1人完成。

如 若有n项任务 , m个人 , n> m , 每个人可以完成几项工作 , 但每个人工作的时间有限

制。

设已知 A1 , A2 , A3 , A4 4位工作人员, 9项任务: J 1 , J 2 , ⋯, J 9 ,

C =

A1

A2

A3

A4

�4 x8 53 �10 �10 �8 z7 R5 �10

3 10 5 6 3 10 2 9 8

12 12 2 2 7 9 10 4 15

7 6 5 4 9 9 12 14 7

= ( cij ) 4× 9

J 1 J 2 J 3 J 4 J 5 J 6 J 7 J 8 J 9

cij = Ai 从事 J j 工作所需时间, i= 1, 2, 3, 4; j = 1, 2,⋯, 9。且已知 b= ( 15 12 20 14)
T
,

其中 15, 12, 20, 14 分别表示 A1 , A2 , A3 , A4 四个人的有效时间。最佳安排导致:
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[

min z = �∑
4

i= 1
∑

9

j = 1

cij xij     

s . t . ∑
4

i= 1

x ij = 1,  j = 1, 2,⋯, 9

∑
9

j = 1

cij x ij ≤ bi,  i= 1, 2, 3, 4

x ij = 0或 1,  i= 1, 2, 3, 4; j = 1, 2,⋯, 9

x ij =
0,  第 j 项任务不由 A i去做

1,  其他

  当然,我们假定min
j

{cij }≤bi,如若不然, Ai 什么任务也干不了,只好退出了。

先建立一个表(见表 6. 7)。

表 6. 7

J 1 �J 2 �J 3 �J 4 �J 5 mJ 6 �J 7 UJ 8 �J 9 =

A1 �4 �8 �3 w10 �10 v8 �7 G5 �10 F15 �

A2 �3 �10 �5 w6 �3 _10 �2 G9 �8 /12 �

A3 �12 �12 �2 w2 �7 _9 �10 ^4 �15 F20 �

A4 �7 �6 �5 w5 �9 _9 �12 ^14 �7 /14 �

1 �2 �1 w3 �4 _1 �5 G1 �1 /

最后一行是该列最小元素与次小元素的差。例如第 7 列最小元素为 2, 次小为 7, 两者之差

为 5。5是最后一行中的最大数,便得任务 J 7 给了 A2 , A2 余下的有效时间为 12- 2= 10

(见表 6. 8)。

表 6. 8

J 1 �J 2 �J 3 OJ 4 �J 5 �J 6 9J 7 �J 8 �J 9 #

A 1 �4 �8 �3 A10 �10 �8 +7 y5 �10 ,15 z

A 2 �3 �10 �5 A6 �3 �10 B② 9 �8 �  12 y10 �

A 3 �12 �12 �2 A2 �7 �9 +10 �4 �15 ,20 z

A 4 �7 �6 �5 A5 �9 �9 +12 �14 �7 �14 z

1 �2 �1 A3 �4 �* 1 +1 �1 �

现在,最后一行最大数为 4, 故得 J 5 任务再分派给 A2 ,结果见表 6. 9。

表 6. 9

J 1 7J 2 sJ 3 �J 4 �J 5 'J 6 cJ 7 �J 8 �J 9 �

A 1 94 )8 e3 �10 �10 08 U7 �5 �10  15 \

A 2 93 )10 |5 �6 �③ 10 l② 9 �8 �  12 [  10 �7 �

A 3 912 @12 |2 �② 7 �9 U10 �4 �15  20 \

A 4 97 )6 e5 �5 �9 �9 U12 �14 �7 �14 \

1 )2 e1 �3 �* 1 U1 �1 �
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剩下的最后一行元素中最大的为 3, 故 J 4 分派给 A3 , A3 的有效时间从 20 降为 18(见表

6. 10)。

表 6. 10

A 1 84 (8 d3 �10 �10 /8 T7 �5 �10 �15 [

A 2 83 (10 {5 �6 �③ 10 k② 9 �8 �  12 Z  10 �7 �

A 3 812 ?12 {2 �② 7 �9 T10 �4 �15 �  20 Z18 �

A 4 87 (6 d5 �5 �9 �9 T12 �14 �7 �14 [

1 (2 ^* 1 �1 T1 �1 �

依上述方法继续得表 6. 11。

表 6. 11

J 1 7J 2 sJ 3 �J 4 �J 5 'J 6 cJ 7 �J 8 �J 9 �

A 1 94 )8 e3 �10 �10 08 U7 �5 �10  15 \

A 2 93 )10 |5 �6 �③ 10 l② 9 �8 �  12 [  10 �7 �

A 3 912 @12 |2 �② 7 �9 U10 �4 �15   20 [18 �

A 4 97 )6 e5 �5 �9 �9 U12 �14 �7 �  14 [8 �

1 #* 1 �1 U1 �1 �

  算法的思想十分直观,即依优势最大的先分配工作。用什么作为评判优势的标准呢?

即同一项目中时间最小的与其次小的差作为考虑的依据。这样得到的结果可能只是近似

解。

继续解上面的例得表 6. 12。

表 6. 12

J 1 �J 2 *J 3 AJ 4 XJ 5 oJ 6 �J 7 �J 8 �J 9 �

A 1 '4 �8 �3 210 `10 w8 w7 �5 �10 �15 �

A 2 '③ 10 25 26 I③ 10 �② 9 �8 �  12 �  10 F  7 t4 �

A 3 '12 �12 2② ② 7 `9 w10 �4 �15 �  20 �18 F

A 4 '7 �⑥ 5 25 I9 `9 w12 �14 �7 �  14 �8 /

1 ,* 1 w1 �1 �

请注意这时 A2 的有效时间已不足完成余下的任务, A 2 退出(见表 6. 13)。

表 6. 13

J 1 �J 2 *J 3 AJ 4 XJ 5 oJ 6 �J 7 �J 8 �J 9 �

A 1 '4 �8 �3 210 `10 w⑧ 7 �5 �10 �15 �

A 2 '③ 10 25 6 ③ 10 ② 9 8   12 �  10 F  7 t4 �

A 3 '12 �12 22 2② 7 `9 w10 �4 �15 �  20 �  18 F16 �

A 4 '7 �⑥ 5 25 I9 `9 w12 �14 �7 �8 �

1 w1 �3 �*
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最后一行最后元素改为 3 , 由于A2退出 , 最小元素与次小数之差为 1 0 - 7 = 3 ( 见表

6. 14)。

表 6. 14

J 1 �J 2 *J 3 AJ 4 XJ 5 oJ 6 �J 7 �J 8 �J 9 �

A 1 '4 �8 �3 210 `10 w8 w7 �5 �10 �15 �

A 2 '③ 10 25 6 ③ 10 ② 9 8   12 �  10 F  7 t4 �

A 3 '12 �12 2② ② 7 `9 w10 �4 �15 �  20 �18 F

A 4 '7 �⑥ 5 25 I9 `9 w12 �14 �⑦  14 �  8 /1 t

1 w1 �

  依同样方法可将问题解至最后(见表 6. 15 和表 6. 16)。

表 6. 15

J 1 �J 2 *J 3 AJ 4 XJ 5 oJ 6 �J 7 �J 8 �J 9 �

A 1 '4 �8 �3 23 I10 w8 w7 �5 �10 �15 �

A 2 '③ 10 25 25 I③ 10 �② 9 �8 �  12 �  10 F  7 t4 �

A 3 '12 �12 2② ② 7 `9 w10 �4 �15 �  20 �18 F

A 4 '7 �⑥ 5 25 I9 `9 w12 �14 �⑦  14 �  8 /1 t

1 q* 1 �

  表 6. 16

J 1 �J 2 *J 3 AJ 4 XJ 5 oJ 6 �J 7 �J 8 �J 9 �

A 1 '4 �8 �3 23 I10 w⑧ 7 �5 �10 �  15 �7 /

A 2 '③ 10 25 25 I③ 10 �② 9 �8 �  12 �  10 F  7 t4 �

A 3 '12 �12 2② ② 7 `9 w10 �④ 15 �  20 �  18 F14 �

A 4 '7 �⑥ 5 25 I9 `9 w12 �14 �⑦  14 �  8 /1 t

  即 A1 从事 J 6 ; A2 从事 J 1 , J 5 , J 7 ; A3 从事 J 3 , J 4 , J 8 ; A 4 从事 J 2 , J 9。

6. 11 运 输 网 络

6. 11. 1 网络流

  在这一节将介绍另一类运输问题。它的提法是这样的: 若已知一有向图 G= ( V, E ) ,

且

( a) 有且仅有一顶点 Z, 它的入度为零,即 d
-

( Z) = 0, 这个顶点 Z 称为源。

( b) 有且仅有一点 Z�, 它的出度为零,即 d
+

( Z�) = 0, 这个顶点 Z�称为沟。

( c) 每一条边都有一非负数, 称为该边的容量。边( vi, v j )的容量用 cij表示。
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显然源点 Z 可以看作是某一产品的产地,沟点 Z�可以看作是产品的销地。每条边是

图 6. 36

运输通道,容量是该通道的运输量。

这样定义的网络称为运输网络。

例如, 有如图 6. 36 所示运输网络, 要求对这样的运

输网络找出一种运输方案, 使得从 Z 运往 Z�的量达到最

大。

边( vi, v j )上的运输量设为 f ij , 以图 6. 36 为例, 问题

导致下列的线性规划问题 p

max z = -w                  

s. t.  f Z a + f Zb + f Zc = w

f Z a + f ba = f a Z + f a b

f Z b + f a b + f cb = f bZ + f bd + f ba

f Z c = f cb + f cd

f bd + f cd = f dZ

f a Z + f bZ + f dZ = w

0≤ f Z a ≤ 4,  0 ≤ f Zb ≤ 3,  0≤ f Zc ≤ 4

0≤ f a b ≤ 2,  0≤ f a Z ≤ 3,  0≤ f ba ≤ 3

0≤ f bd ≤ 2,  0≤ f cb ≤ 1,  0≤ f cd ≤ 2

0≤ f bZ ≤ 2,  0≤ f d Z ≤ 4,  0≤ f a Z ≤ 3

w ≥ 0

  其中 f Za + f ba = f a Z
�+ f a b, 即进入 a 点的运输量等于从 a 点输出的量, 即运输量守恒。

其余同此。

针对具体的这样一类特殊的运输问题,下面介绍一种较方便的网络流方法。

对于网络流图 G= ( V, E ) , 每一条边( i, j )都给定一非负的数 f ij。这一组数是下列两

条件时称为是该运输网络的容许流,用 f 表示它。

( a) 每一条边( i, j )有 f ij≤cij。

( b) 除 Z 点和 Z�点外, 其他所有的点 i恒有

∑
j

f ij = ∑
k

f ki

这个等式也就是 i点的流量守恒, 输入量等于输出量。

( c) 对于源 Z 和沟 Z�有

∑
i

f Z i = ∑
j

f j Z
� = w

w 被称为这个网络流的流量。

6. 11. 2 割切

已知网络流图 G= ( V, E ) , S 是 V 的一个子集,并满足下面两个条件:

( a) Z∈S

( b) Z�| S
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令 S�= V\ S ,这样将 V 分成 S 和 S�两部分, 其中 Z∈S , Z�∈S�。对于一端点在 S, 另一端

点在 S�的所有边构成的集合叫做一割切,用( S, S�)表示它。把始点在 S ,终点在 S�的边的

容量总和称为这割切的容量,用 C( S, S�)表示它。即

C( S, S�) = ∑
i∈ S
j∈S�

cij

  以图 6. 36为例, 若 S = {Z, b, c, d }, S�= {a , Z�},则

C( S , S�) = cZa + cba + cbZ + cd Z = 4 + 3 + 2 + 4

= 13

  不同的割切有不同的割切容量。

定理 6. 3 对于已知的网络流,从源 Z 到沟 Z�的流量 w , 恒有

min C( S, S�) ≥ max w

其中 S 和 S�是任意割切。即割切容量的最小值大于流量的最大值。

这个定理说明流量不可能超过割切容量的最小值。给流量一个上界。

证明 对 i点既不是 Z 点也不是 Z�点时,恒满足流量守恒律, 即

∑
j∈V

f ij - ∑
j∈V

f j i = 0 ( 6. 1)

  但

∑
j∈V

f Z j = w ( 6. 2)

  i∈S 对( 6. 1)和( 6. 2)求和得

∑
i∈S , j∈ V

[ f ij - f j i] = w

  由于

V= S∪S�

所以

∑
i∈ S , j∈V

[ f ij - f j i] = �∑
i∈S , j∈ S

[ f ij - f j i]

+ ∑
i∈S , j∈ S

�
[ f ij - f j i] = w

但 ∑
i∈ S , j∈S

[ f ij - f j i] = ∑
i∈ S , j∈S

f ij - ∑
i∈S , j∈ S

f j i

= ∑
i∈ S , j∈S

f ij - ∑
j∈S , i∈ S

f j i = 0

∴ ∑
i∈ S , j∈ S

�
[ f ij - f j i] = w

但 f ij - f j i ≤ f ij ≤ cij

∴ w �= ∑
i∈S , j∈ S

�
[ f ij - f j i] ≤ ∑

i∈ S , j∈S
�
f ij = C( S, S�)

  流 f 以及割切( S , S�)都是任意的,即流量 w 不能超过任意割切容量,

w ≤ min C( S , S�) ,

∴ max w ≤ min C( S, S�)
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6. 11. 3 福德-福克逊( For d-Fulker son )定理

定理 6. 3 证明任一流 f , 恒有流量 w 不超过任一割切容量。

福德-福克逊定理回答只有流 f 的流量 w 等于某一割切容量 C( S, S�)时, 才是最大

流。定理的证明是构造性的,证明用的办法可以引出求最大流的算法。

定理 6. 4 在一给定的网络流图上,流的极大值等于割切容量的最小值, 即

max
f

w = min
S

C( S, S�)

  由于已证

max w ≤ min C( S, S�)

所以只需证明对于某一割切( S, S�) ,仅仅是 max w < min C( S , S�)是不够的。证明过程实

际上提供一种进一步提高流量的算法,直至使 max w= min C( S , S�)成立。为此定义网络

流图 G中, 从 Z 到 Z�的道路为网络流道路, 即设

Z( = v0 )  v1 ⋯ vn ( = Z�)

为网络流图 G上点的序列。对于 i= 0, 1, 2,⋯, n- 1恒有( vi, vi+ 1 )或( vi+ 1 , vi)边是 G的一

条边时,则称 Z( = v0 ) v1⋯vn ( = Z�)是一条从 Z 点到 Z�点的道路。

由于图 G是有向图, 道路上的边的方向与道路方向一致与否分为两类,如图 6. 37 所

示。若( vi, vi+ 1 )是 G的边, 则称它为向前边,即边的方向与道路方向一致; 反之, 若( vj + 1 ,

v j )是 G的边, 则称之为后退边,后退边的方向与 Z→Z�的道路方向相反, 也叫反向边。

图 6. 37

对于向前边( i, j ) , 若 f ij = cij ,或后退边( i, j )的流量 f ij = 0,称之为饱和边。

对于从 Z 点到 Z�点的道路上所有的向前边( i, j )恒有 f ij < cij ; 对于所有后退边 ( i, j )

恒有 f j i> 0,则称这条道路为可增广道路。令

δij =
cij - f ij , 当( i, j ) 为向前边

f ij ,  当( i, j ) 为后退边

δ= min{δij }

所谓可增广道路也就是它的向前边均未饱和,向前边流量可增加, 后退边流量可减少, 后

退边流量实为倒流量。即在这条道路上每条向前的边的流都可以提高一增量 δ, 而相应地

后退的边的流减少δ,从而使得这个网络流的流量获得增加。同时保证使得每条边的流量

不超过它的容量,而且保持为正的, 也不影响其他边的流量。总之,可增广道路的存在, 便

可以使得流量得到相应的增加。

现在我们证明定理: max w = min C( S, S�)。

设网络流图 G的网络流 f 使得流量达到极大。我们定义一割切( S, S�)如下:

( a) Z∈S ,
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( b) �若 x∈S, 且 f x y < cx y , 则 y∈S;

若 x∈S 且 f yx > 0, 则 y∈S。

显然,收点 Z�∈S�= V\ S; 否则按子集 S 的定义存在一条从 Z 到 Z�的道路:

Z = v1 , v2 ,⋯, vk = Z�。

在这条道路上所有的向前边都满足 f i, i+ 1 < ci, i+ 1 , 所有的向后边都满足 f i+ 1, i> 0。因而这

条道路是可增广道路,这和 f 是最大流的假设矛盾。因而 Z�∈S�; 即 S 和 S�是个割切( S,

S�)。

按照 S 的定义, 若 x∈S , y∈S�,则 f x y = cx y。若 y∈S�, x∈S, 则 f y x = 0。

所以

w = ∑
x∈ S , y∈S

�
cx y = C( S, S�)

即

max
f

w = min
S

C( S, S�)

  定理的证明提供了一种利用逐渐增大流量 w 的办法, 循环反复可达到最大流的目

的。

6. 11. 4 标号法

这一节将介绍一种寻找可增广道路的办法。只要存在这样的可增广道路, 便可以提高

流量,直至达到最大。

标号法可分为两个过程, 一是标号过程, 通过标号找到一条可增广道路, 接着沿已找

的可增广道路增加流量。

A . 标号过程

( 1) 给发点 Z 以标记( + Z�,∞)。

( 2) 选择一个已给标记的顶点 x ,对于 x 的所有未给标记的邻接点 y ,按下列规则处

理:

( a) �若边( y , x )∈E , y 未给标记, 而且 f y x > 0 时,

令δy = min[ f y x , δx ] , 则 y 给以标记( - x ,δy )。

( b) �若( x , y )∈E , y 未给标记,而且 cx y > f x y时,

令 δy = min[ cx y - f x y , δx ] , 则 y 给以标记( + x ,δy )。

( 3) 重复( 2)直到收点 Z�被标记, 或不再有顶点可以标记为止。如若 Z�点给了标记, 说

明存在一条可增广道路,故转向增广过程 B。如若 Z�点不能获得标记,而且不存在其他可

标记的顶点时,算法结束, 所得到的流便是最大流。

B. 增广过程

( 1) 令 u= Z�。

( 2) �若 u 的标记为( + v,δ) , 则

f vu←f vu + δZ ;

若 u 的标记为( - v,δ) , 则

f uv←f uv - δZ。
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( 3) 若 v= Z, 则把全部标记去掉,并转向标记过程 A。如若不然,令 u= v 并回到增广

过程的( 2)。

下面我们通过例子(见图 6. 38( a ) )说明标号法如下。图 6. 38( b)中各边都标以一对有

序数,第一个数是该边容量, 第二个数是该边的流量。

图 6. 38

从各边的流量为零开始,标记法的全部过程如图 6. 38( b )所示。
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从上面的标记过程可知,当一顶点 v 被标记时, 说明从发点 Z 到 v 点的流可以增加

δv。如若 Z�被标记表明从 Z 到 Z�存在一条可增广道路,这条道路上的流的增量由δZ 确定。

当边的容量都是正整数时, 对每一次增广过程,至少使网络流的流量增加一个单位。

由于极大流也是正整数,故可在有限步骤内使网络流达到极大。类似的理由可说明: 当各

边的流量为有理数时,可在有限步骤内使网络流达到最大。

6. 11. 5 埃德蒙斯-卡普( Edmonds-Karp )修正算法

福德-福克逊算法理论上存在着严重的弱点, 以下面图 6. 39为例, 各边上的权是它们

图 6. 39

的容量,若交替地采用 Za bZ�和 Zba Z�作为增广道路, 当初始

流量 f 0 为零时, 无疑需作 2m 次的增加流量才能使之达到

最大, 可见福德-福克逊算法的时间复杂度不仅依赖于网络

的规模(即依赖于网络点数和边数) , 还和各边的容量有关。

以图 6. 39 为例, 当 ZabZ�和 Zba Z�交替作为增广道路时, 出

现 ab边交替地用作向前边和后退边。福德-福克逊算法的复

杂性分析变得很困难了。

埃德蒙斯( Edmonds)和卡普( Karp)对福德-福克逊法作了修正, 可概括为一句话:

“先给标记的先扫描。”它的意思是对已给标记的顶点 v 进行扫描时, 先对所有和 v 邻接

的未给标记的顶点给予标记。具体地说, 在图 6. 39的例子中, 顶点 Z 先标记, 所以应该

先扫描。因此避免了福德-福克逊算法那样交替地出现 Za bZ�, ZbaZ�的情况; 也就避免了

a b边交替地以向前边和后退边来回摇摆的局面。按照埃德蒙斯-卡普算法, Z 首先标记,

对 Z 扫描时若依次对 a 和 b标记; 根据先给标记先扫描的原则应对 a 扫描, 所以埃德蒙

斯-卡普的修正实质是对顶点给标记过程采用了“宽度优先”策略。使得流量增加总是沿

着一条长度最短的道路从 Z 流向 Z�。

假定 f 0 是网络的初始流, 通过埃德蒙斯-卡普标记法依次得流序列: f 0 , f 1 , ⋯, f k - 1 ,

f k⋯。

设 f k+ 1的一条增广道路是

P :  ¡¤
Z= u0

e1

¡¤
u1

e2

¡¤
u 2

⋯ ¡¤
u l - 1

el

¡¤  
u l = Z�

令 �ε
P
i =

c( ei) - f k ( ei) ,

f ( ei)    ,
 

ei是向前边

ei是后退边

ε
P

= min
i

{ε
P
i } = ε

P
j

其中 c( ei)为 ei边的容量, f k ( ei)为 ei边的流量, min
i

{ε
P
i }= ε

P
j 说明 ej 边是“瓶颈”。通过标记

法使得流 f ( ej )产生如下的变化, 若 ej 边是向前边,则令 c( ej ) = f k + 1 ( ej ) , 即使 ej 边达到饱

和; 若 ej 边是后退边,则令 f k+ 1 ( ej ) = 0,即使之倒流量降为零。

令 l i( u, v)表示流 f i中由 u 到 v 最短未饱和路径的长度。既然是未饱和路径, 路径上

的向前边 ej 必然有 c( ej ) > f i( ej ) , 后退边 el 有 f i( el ) > 0。

假定下面是一条由 Z 到 u 流 f k 最短的未饱和的路径
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 ¡¤
Z= u0

e1 
¡¤
u1

e2 
¡¤

u2

⋯ ¡¤
 

¡¤
u l - 1

el 
¡¤  
u l = u

若 ej 是这路径上一条向前边, 则有

c( ej ) > f k ( ej )

对于 f k+ 1自然有

c( ej ) ≥ f k+ 1 ( ej )

若 ej 是后退边则有 0< f k ( ej )≤c( ej ) ,而且

0≤ f k+ 1 ( ej ) ≤ c( ej )

也就是说从 Z 到 u , f k 流未饱和边的最短路径上有可能出现 f k+ 1流的饱和边, 故有

l k ( Z, u) ≤ l k+ 1 ( Z, u )

类似的理由

l k ( u, Z�) ≤ l k+ 1 ( u, Z�)

  下面这个结论是很重要的:

引理 利用埃德蒙斯-卡普修正算法, e= ( u, v)作为增广路径中的向前边从 f k 流转

变为 f k+ 1流,又在 f h 流中作为增广路径中的后退边转变为 f h+ 1 , h> k,则

l h ( Z, Z�) ≥ l k ( Z, Z�) + 2

也就是从 Z 到 Z�的最短路径 f h 流比 f k 流至少要长出 2。由于

l h ( Z, u)≥l k ( Z, u) , l h ( v, Z�)≥l k ( v, Z�)

l k ( Z, Z�) = l k ( Z, u) + l k ( v, Z�) + 1, l k ( Z, v) = l k ( Z, u) + 1

l h ( Z, Z�) = l h ( Z, v) + l h ( u, Z�) + 1≥l k ( Z, v) + l k ( u, Z�) + 1= l k ( Z, u) + l k( u, Z�) + 2

∴ l h ( Z, Z�)≥l k ( Z, Z�) + 2

请注意这里的 l h ( Z, v) , l h ( u, Z�)等都是利用埃德蒙斯-卡普算法所得的最短距离。

下面对埃德蒙斯-卡普算法的复杂性进行估计。

假定网络图有 n 个顶点, m 条边。则从 Z 到 Z�的最长路径不超过 n- 1。每条边最多

作为增广路径上的后退边反复了
1
2

( n- 1)次,所以增广路径数不超过

1
2

( n - 1) m

也就是埃德蒙斯-卡普算法在不超过
1
2

( n- 1) m 次增广过程达到最大流。

6. 11. 6 狄里( Dinic)算法

狄里算法的特点是将顶点按其与 Z 点的最短距离分层。埃德蒙斯-卡普算法的实质也

是一种分层。如果说福德-福克逊算法是采用了深度优先策略,埃德蒙斯-卡普算法则是用

宽度优先取代了深度优先。狄里算法则是兼取这两种方法,在分层时用的是宽度优先法,

而寻求增广路径时则采用深度优先策略。

狄里算法

( 1) 对所有 e∈E , f ( e)←0。

( 2) L 0←{Z}, i←0, R←V\ {Z}。
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( 3) S←{v©¦v∈R,且存在一条从 L i某一顶点到 v 的未饱和边}。

( 4) 若 S= �, 则网络流已达到最大,停止。否则若 Z�| S 则转( 5) , 否则转( 6)。

( 5) i←i+ 1, L i←S, R←R\ {Li}, 转( 3)。

( 6) u←Z, T←�。

( 7) 选择未饱和边 e= ( u, v) , 其中 v在后面一层, 将 e进入栈 T , u←v, 若 u≠t 则转

( 7) , 否则转( 8)。

( 8) 存在一条从 Z 到 Z�的增广路径 P 作 �

δ( e) =
c( e) - f ( e) ,

f ( e) ,

若 e是向前边

若 e是后退边

δ= min
e∈ P

{δ( e) }

  ( 9) 对所有 e∈P 作

f ( e) =
f ( e) + δ, 若 e是向前边

f ( e) - δ, 若 e是后退边

  ( 10) 转( 2)

狄里算法的时间复杂性为 O( n
2
m) ,现通过例子说明如下。

图 6. 40中各边括弧里第一个数是边容量, 第 2 个数是该边的流 f ( e)。

第一次应用狄里算法得图 6. 41。

图 6. 40 图 6. 41

流量为 12+ 9= 21。

根据非饱和边构成的导出网络见图 6. 42, 对图 6. 42进行分层得图 6. 43。

图 6. 42 图 6. 43

再利用分层法得图 6. 44。继续下去得 S= �。故得最大流见图 6. 45。

最后,我们简单地谈一谈最大流最小割切定理的推广。

多产地多销地问题:

某一种物资若有 l 个发点 Z 1 , Z 2 , ⋯, Z l , m 个收点 Z�1 , Z�2 ,⋯, Z�m。如图 6. 46所示, 对于
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这种网络, 我们放入两个顶点 Z 和 Z�, Z 作为新的发点, Z�作为新的收点,连接新的弧( Z,

Z 1 ) , ( Z, Z2 ) , ⋯, ( Z, Z l)和( Z�1 , Z�) , ( Z�2 , Z�) , ⋯, ( Z�m , Z�)指定它们的容量均为+ ∞, 这样就

把原来的网络化为一个发点和一个收点的网络。在求得最大流后,通过 Z i的物资均看作

是由 Z i发点, 经由 Z�i的物资均由 Z�i收留。

图 6. 44 图 6. 45 图 6. 46

习 题 六

1. 试求下列运输问题的解。

( a) �min z = ��9x 11 + 8x 12 + 12x 13 + 13x1 4 + 10x 21 + 10x 2 2 + 12x 23 + 14x 24 + 8x 31

+ 9x3 2 + 11x 33 + 12x 3 4 + 10x 41 + 10x 42 + 11x 43 + 12x 44

s . t . ∑
4

j = 1

x 1j = 18,∑
4

j = 1

x 3j = 6

∑
4

j = 1

x 2j = 24,∑
4

j = 1

x 4j = 12

∑
4

i= 1

x i1 = 6,∑
4

i= 1

x i2 = 14

∑
4

i= 1

x i3 = 35,∑
4

i= 1

xi4 = 5

x ij ≥ 0,  i, j = 1, 2, 3, 4

( b) �min z = ��5x 11 + 6x 12 + 2x 13 + 4x 14 + 3x2 1 + 6x 2 2 + 8x 2 3 + 2x 2 4 + 4x 31 + x 32

+ 9x 33 + 10x 34

s. t . ∑
4

j = 1

x 1j = 35,∑
4

j = 1

x 2 j = 42,∑
4

j = 1

x 3j = 23

∑
3

i= 1

x i1 = 20,∑
3

i= 1

xi2 = 10,∑
3

i= 1

x i3 = 40,∑
3

i= 1

x i4 = 30

x ij ≥ 0,  i= 1, 2, 3; j = 1, 2, 3, 4

( c) �min z = ~~6x 11 + 2x 12 - x1 3 + 4x 2 1 + 7x 2 2 + 2x 2 3 + 5x 24 + 3x 31 + x3 2 + 2x 3 3

+ x 3 4

s . t. ∑
4

j = 1

x 1j = 5,∑
4

j = 1

x 2j = 25,∑
4

j = 1

x 3j = 25

∑
3

i= 1

x i1 = 10,∑
3

i= 1

x i2 = 10,∑
3

i= 1

xi3 = 20,∑
3

i= 1

x i4 = 15,

·491·



xij ≥ 0,  i= 1, 2, 3, j = 1, 2, 3, 4

2. 已知代价矩阵 C,解下面任务安排问题。

C =

A

B

C

�2 �1 ^0

1 3 4

1 2 6
J 1 J 2 J 3

3. 讨论下面问题的解法 �

min z = a∑
m

i= 1
∑
n

j = 1

cij x ij         

s . t . ∑
n

j = 1

x ij = ai,  i= 1, 2, ⋯, m;

∑
m

i= 1

x ij = bj ,  j = 1, 2,⋯, n

x ij ≥ 0,  i= 1, 2, ⋯, m; j = 1, 2,⋯, n

4. 已知代价矩阵

D =

A1

A2

A3

A4

A5

A6

�13 s42 K18 #16 �19 �14

15 21 18 16 54 16

23 24 26 41 28 29

19 51 21 20 28 26

8 9 21 11 11 31

24 26 26 31 26 44
J 1 J 2 J 3 J 4 J 5 J 6

 求最佳任务安排方案。

5. 用匈牙利法求题 4 的解。

6. 用分枝定界法求题 4 的解。

7. �若题 4 的矩阵是利润矩阵,用分枝定界法及匈牙利法求最佳任务安排方案。

8. �已知有 J 1 , J 2 , ⋯, J 1 0十项任务, m1 , m2 , m3 , m 4 四台机器, m 1 , m 2 , m 3 , m 4 加工 J 1 , J 2 ,⋯,

J 1 0所需时间为

T =

m1

m2

m3

m4

�5 �7 �8 S12 F6 �10 �9 �9 �10 ~3

14 3 10 14 17 8 6 10 12 3

6 6 6 8 8 8 9 9 9 14

10 5 12 10 4 8 10 9 12 6
J 1 J 2 J 3 J 4 J 5 J 6 J 7 J 8 J 9 J 10

  �m 1 , m 2 , m 3 , m 4 的有效时间为 22, 18, 26, 30,试问应如何有效地安排任务?

9. �已知 J 1 , J 2 , ⋯, J 7 七项任务, A1 , A2 , A3 , A4 四位工作人员,它们完成任务所需时间为

T =

A 1

A 2

A 3

A 4

10 8 20 12 17 5 9

12 10 10 14 15 10 8

8 7 22 20 14 15 12

7 7 30 32 15 16 17

  �A 1 , A2 , A 3 , A4 的有效时间分别为 20, 18, 20, 22, 求最佳任务安排。
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第 7章 哈奇扬(Хачиян)算法与卡玛卡( Kar mar kar )算法

7. 1 克里( Klee)与明特( Minty)举例

  线性规划的单纯形法自从 40年代提出以来表现一直良好, 应用范围不断扩大,但它

的时间复杂性分析始终未触及。后来, 克里和明特举出一个例子揭示了单纯形法的时间复

杂性有可能是指数型。于是线性规划问题究竟是否属于多项式类问题, 也就是说是否存在

计算复杂性是规模 n 的多项式问题成了计算机科学家和数学家十分感兴趣的问题。

1979年前苏联数学家哈奇扬利用索尔( H-зШор)的求解非线性规划椭球算法来求线

性规划问题的解,并证明了它的时间复杂性是规模 n 的多项式, 第一次解决了线性规划是

否属于多项式类的问题,遗憾的是线性规划的椭球算法的实际表现极不理想, 所以它的贡

献只是在理论上。几年后,印度人卡玛卡于 1984 年又提出另一种多项式算法,作者申言,

它的算法对于超大型问题超过单纯形法, 但在一般情况下仍然远不如单纯形法。不管怎

样,单纯形法的一统天下开始受到挑战。

下面先介绍克里和明特的例子, 而且仅讨论二维和三维情况, 关于高维问题, 同理可

推,不详细讨论。

n= 2 时 �

max z = Ax 2        

s. t. x 1 ≥ ε

x 1 ≤ 1

x 2 - εx 1 ≥ 0

x 2 + εx 1 ≤ 1

x 1 , x2 ≥ 0

  引进松弛变量ξ1 , ξ2 ,η1 ,η2 得 �

max z = Ax 2        

s. t. x 1 - ξ1 = ε

x 1 + η1 = 1

x 2 - εx 1 - ξ2 = 0

x 2 - εx 1 + η2 = 1

x 1 , x2 , ξ1 ,ξ2 , η1 , η2 ≥ 0

  其可行解域如图 7. 1 所示。

图 7. 1 中 v1 , v2 , v3 , v4 是可行解域的 4个顶点,沿着路径 v1→v2→v3→v4 目标函数 x 2

是单调增加的。

对于三维问题( n= 3时) ,其可行解域如图 7. 2所示。
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图 7. 1 图 7. 2 �

max z = �x 3          

s. t. x 1 ≥ ε

x 1 ≤ 1

x 2 - εx 1 ≥ 0

x 2 + εx 1 ≤ 1

x 3 - εx 2 ≥ 0

x 3 + εx 2 ≤ 1

x 1 , x2 , x 3 ≥ 0,  0 < ε<
1
2

  可行解域的 8 个顶点:

v1 (ε, ε
2
,ε

3
) , v2 ( 1, ε,ε

2
) , v3 ( 1, 1- ε,ε- ε

2
) , v4 (ε, 1- ε

2
, ε- ε

2
)

v5 (ε, 1- ε
2
, 1- ε+ ε

3
) , v6 ( 1, 1- ε, 1- ε+ ε

2
) , v7 ( 1,ε, 1- ε

2
) , v8 (ε, ε

2
, 1- ε

3
)

注意序列 v1 , v2 , v3 , v4 , v5 , v6 , v7 , v8 中前后两点相邻,而且目标函数 x3 依序单调增。

从 n= 2推广到 n= 3的过程可以推广到更一般 n 维空间问题。 �

max z = �xn          

s. t. x 1 > ε

x 1 < 1

xi - εx i- 1 > 0

xi + εx i- 1 < 1

xi ≥ 0,  i= 1, 2, ⋯, n

  引进松弛变量ξi,ηi得 �

max z = �xn          

s. t. x 1 - ξ1 = ε

x 1 + η1 = 1

xi - εx i- 1 - ξi = 0,  i= 2, 3, ⋯, n

xi + εx i- 1 + ηi = 1

·791·



xi,ξi, ηi≥ 0,  i= 1, 2, ⋯, n

  该问题的可行解域有 2
n
个顶点,可以证明: 存在一个顶点序列 v1 , v2 , ⋯, v2

n使得前后

两顶点相邻,而且 x
( 1)
n < x

( 2)
n < ⋯< x

( 2
n

)
n ,其中 x

( i)
n 是 vi点的 x n 坐标。

7. 2 哈奇扬算法

7. 2. 1 问题的转化

  对于线性规划问题

max z = Cx

s . t .   Ax ≤ b

    x ≥ 0

( P)

有对偶问题

min w = yb

s . t .   yA≥ C

    y ≥ 0

( D)

其中 x= ( x 1 x 2 ⋯ xn )
T , y= ( y1 y2 ⋯ ym ) , A= ( a ij ) m× n , C= ( c1 c2 ⋯ cn ) , b=

( b1 b2 ⋯ bm ) T。

若 x 和 y分别是问题( P)和( D)的可行解, 则有 Cx≤yb, x 和 y分别是问题( P)和( D)

最优解的充要条件为 Cx= yb。于是问题( P )对应一不等式组:

Cx ≥ yb

yA≥ C

Ax ≤ b

x ≥ 0,  y ≥ 0

( I)

问题( P)有解的充要条件是( I)有解, 可将( I)化为:

- Cx + yb≤ 0

  - yA≤- C

   Ax ≤ b

   - x ≤ 0

   - y ≤ 0

( I′)

  问题( I′)可简记为 A x�≤b�。这样的不等式组可以化为严格的不等式组 A�x< b�, 以后就

假定直接讨论某一严格的不等式组 Ax< b。

A= ( aij ) m× n , b= ( b1 b2 ⋯ bm ) T ,并假定 A和 b的元素均为整数。令

L = ∑
m

i= 1
∑
n

j = 1

log2 ( ©¦a ij ©¦+ 1) + ∑
m

i= 1

log2 ( ©¦bi©¦+ 1) + log2 ( mn) + 1

数 L 表达了线性规划( P )问题规模的大小。

7. 2. 2 哈奇扬算法步骤

哈奇扬算法,也就是椭球算法, 步骤如下:
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S 1. �j←0, ej←0, B j←n
2
2

2L
E( n) (即给定初始椭球: E = {x ©¦x

T
B

- 1
j x≤1,向量 x 满足 Ax≤

b}。)

S 2. �若 Aej < b, 则 e j 已是问题的解,结束; 否则

若 j > 16n( n+ 1) L,则无解, 否则转 S 3。

S 3. �若 a iej≥bi, 则做

始 X

ej + 1←ej -
1
n + 1

B j a
T
i aiBj a

T
i ;

Bj + 1←
n2

n2 - 1
B j -

2
n + 1

B j a
T
i a iB

T
j

aiBj a T
i

j←j + 1,转 S2

  终。

先举例说明哈奇扬算法。

不等式组:

- x 1 - x2 < - 1

x 1 - 2x 2 < - 1

x 1 + 3x 2 < 5

- 5x 1 + 3x 2 < 1

即 A =

- 1 - 1

1 - 2

1 3

- 5 3

, b =

- 1

- 1

 5

 1

, n = 2

第一轮迭代:

S 1. 取正定矩阵 B0 =
5 0

0 4
。

S 2. Ae0 = 0≤/

- 1

- 1

 5

 1

令 i←1 a
T
1 =

- 1

- 1
。

S 3. _B0 a
T
1 =

5 0

0 4

- 1

- 1
=

- 5

- 4
      

a 1B0 a
T
1 = ( - 1 - 1)

- 5

- 4
= 9, a 1 B0a

T
1 = 3

e1 = e0 -
1
n+ 1

B0 a
T
1 a1 B0 a

T
1 = -

1
9

- 5

- 4
=

1
9

5

4

( B0 a
T
1 ) ( B0 a

T
1 ) T =

- 5

- 4
( - 5 - 4) =

25 20

20 16

B1 �=
n2

n2 - 1
B0 -

2
n+ 1

B0a
T
1 ( B0a

T
1 )

T

a 1 B0a T
1

=
4
3

5 0

0 4
-

2
27

25 20

20 16
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=
4
3

5 0

0 4
-

50
27

40
27

40
27

32
27

=
4
3

85
27

-
40
27

-
40
27

76
27

=

340
81

-
160
81

-
160
81

304
81

第二轮迭代:

Ae1 =

- 1 - 1

1 - 2

1 3

- 5 3

5
9

4
9

=

- 1

- 3/ 9

17/ 9

- 13/ 9

不满足条件 Ae1 < b。

即( 1 - 2)

5
9

4
9

= -
1
3

> - 1

故 i= 2, a 2 = ( 1 - 2) 9

B1 a
T
2 =
 340/ 81 - 160/ 81

- 160/ 81  304/ 81

 1

- 2
=
 660/ 81

- 768/ 81

a 2 B1 a
T
2 = ( 1 - 2)

 660/ 81

- 768/ 81
= 2196/ 81

B1 a
T
2 ( B1 a

T
2 )

T
=
 660/ 81

- 768/ 81

660
81

- 768
 81

∴ B1 a
T
2 ( B1 a

T
2 )

T
=

66. 392 - 77. 257

- 77. 257 89. 898

e2 = e1 -
1
n + 1

B1 a
T
2 a 2B1 a

T
2

=
1
9

5

4
-

3

2196

 660/ 81

- 768/ 81
=

0. 5555 - 0. 5215

0. 4444 + 0. 6069

=
0. 034

1. 13

B2 =
4
3

B1 -
2
3

( B1 aT
2 ) ( B1a 2 ) T )
a 2B1 a

T
2

=
4
3

340/ 81 - 160/ 81

- 160/ 81 304/ 81
-

2
3

¡¤
81

2196

66. 392 - 77. 257

- 77. 257 89. 898
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=
4
3

2. 5650 - 0. 0756

- 0. 0756 1. 5424

=
3. 4199 - 0. 1008

- 0. 1008 2. 0565
, j = 3

第三轮迭代:

Ae2 =

- 1 - 1

1 - 2

1 3

- 5 3

0. 034

1. 13
=

- 1. 164

- 2. 226

 3. 424

 3. 223

∵ ( - 5 3)
0. 034

1. 13
= 3. 323 > 1

  ∴ 不满足条件 Ae2≤b

∴ i= 4, a 4 = ( - 5 3) 6

B2a T
4 =
 3. 4199 - 1. 008

- 0. 1008  2. 0565

- 5

 3
=

- 17. 4023

6. 6735

a 4 B2 a T
4 = ( - 5 3)

- 17. 4023

6. 6735
          

= 87. 0115 + 20. 0205

= 107. 032

( B2 aT
4 ) ( B2a T

4 ) T =
- 17. 4023

6. 6735
( - 17. 4023 6. 6735)

=
302. 84 - 116. 1342

- 116. 1342 44. 5366

e3 = e2 -
1
n + 1

B2 a
T
4 a 4B2 a

T
4           

=
0. 034

1. 13
-

1
3× 10. 3456

17. 4023

6. 6735

=
0. 5946989

0. 914969

B3 =
4
3

B2 -
2
3

( B2a
T
4 ) ( B2 a

T
4 )

T

a4 B2 a
T
4

=
4
3

 3. 4199 - 0. 1008

- 1. 008  2. 0565
-

2
3× 107. 032

×
 302. 84 - 116. 1342

- 116. 1342  44. 5366

=
4
3

 3. 4199 - 1. 8664 - 0. 1008 + 0. 723399

- 0. 1008 + 0. 723399 2. 0565 - 0. 277415

=
1. 0447 0. 8301

0. 8301 2. 3721

 j = 4
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第四轮迭代:

Ae3 =

- 1 - 1

1 - 2

1 3

- 5 3

0. 5947

0. 9150
=

- 1. 5097

- 1. 283

3. 3397

- 0. 2285

<

- 1

- 1

 5

 1

∴ y =
0. 5947

0. 9150
是最优解。

7. 2. 3 算法的正确性证明的准备
�

定理 7. 1 设 B j 是正定矩阵, ej∈R
n
, a 是任意 n 维空间非零行向量, ej + 1和 B j + 1是椭

球算法 S 3中定义的向量和矩阵,则有

( a) �B j + 1是正定矩阵, 即 E j + 1 = {x©¦( x- ej + 1 ) T
B

- 1
j + 1 ( x- ej + 1 )≤1, x∈R

n}也是一椭球。

( b) �半椭球{x©¦( x- ej ) T
B

- 1
j ( x- ej )≤1, a ( x - a j )≤0, x∈R

n}�E j + 1

( c) �E j 和 E j + 1体积之比为

vol( E j + 1 )
vol( E j )

< 2
-

1
2( n + 1 )

  定理 7. 1 的证明要用到下面的几个引理。首先设

B= diag
n

2

( n+ 1)
2 ,
n

2

n
2
- 1

,⋯,
n

2

n
2
- 1

,即

B =

n2

( n + 1) 2

0
n

2

n
2

- 1

w

 0
n

2

n
2

- 1

, B- 1 =

( n + 1) 2

n2

0
n

2
- 1
n

2

w

 0
n

2
- 1
n

2

都是正定的。

若 e=
- 1
n+ 1

0 ⋯ 0
T

∈R
n
, 则

E = {x ∈ R
n
©¦( x - e)

T
B

- 1
( x - e) ≤ 1}, Sn = {x ©¦x

T
x ≤ 1}

是一个椭球。

引理 7. 1 半球
1
2 SnC {x∈R

n©¦x
T
x≤1, x 1≤0}是 E 的子集。

证明 设 x∈
1
2

Sn , 考察
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( x - e) T B- 1 ( x - e) =
( n + 1)

2

n2
x 1 +

1
n + 1

2

+
n

2
- 1
n2 ∑

n

i= 2

x 2
i

=
n

2
- 1
n

2 xT x +
2n + 2
n

2 x 2
1 +

2n + 2
n

2 x 1 +
1
n

2

≤ 1 +
2n + 2
n2

( x
2
1 + x 1 )  (因 x ∈ Sn )

≤ 1 (因 x ∈
1
2

Sn )

∴ x ∈ E ,  
1
2

Sn � E

  引理 7. 2 
vol( E)
vol( Sn )

< 2
-

1
2( n+ 1)

证明 设

ξ1 =
n+ 1
n

x 1 +
1
n+ 1

, ξi=
n

2
- 1
n

x i, i= 2, 3,⋯, n。则椭球 E 变为 Sn : ξ
2
1 + ξ

2
2 + ⋯+

ξ
2
n≤1, 所以 �

d x 1 dx 2⋯d xn =
n
n + 1

n

n2 - 1

n - 1

dξ1 dξ2⋯dξn

vol( E)
vol( S n )

=
n
n + 1

n

n
2

- 1

n- 1

=
n
n + 1

n
2

n
2

- 1

n - 1
2

由不等式: 当 x > 0时 e
- x

≥1- x , e
x

≥1+ x

n
2

n
2

- 1
= 1 +

1
n

2
- 1
≤ e

1

n2- 1

n
n + 1

= 1 -
1
n + 1
≤ e

-
1
n+ 1

∴
vol( E)
vol( S n )
≤ e

-
1

2( n + 1 ) < 2
-

1
2( 1+ n )

  设 B j 是一对称正定方阵,则存在非奇异阵 L,使 B j = Lj L
T
j 。

若 e j∈R
n
, ai 是 A的一个行向量, R 是一旋转正交阵, 即 R

- 1
= R

T
, RR

T
= E ( n) , 且其行

列式等于 1,使得

RT LT
j a T
i = (‖LT

j aT
i‖2 0 ⋯ 0) T

其中‖x‖2 表示 x 的一种范数, 即 ‖x‖2 = ∑
n

i= 1

x 2
i

1
2

引进变换

T∶ Tj ( x) = ej + Lj Rx

则存在逆变换

T
- 1
∶ T

- 1
j ( y) = R

T
L

- 1
j ( y - e j )

  引理 7. 3 令 S n= {x∈R
n©¦x

T
x≤1}

E j = {x∈R
n©¦( x- ej ) T

B
- 1
j ( x - e j )≤1}

则 Tj ( Sn ) = E j
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证明 Tj ( Sn ) = {Tj ( x) ©¦x
T
x ≤ 1}

= {y©¦( R
T
L

- 1
j ( y - e j ) )

T
( R

T
L

- 1
j ( y - ej ) ) ≤ 1}

= {y©¦( y - ej ) T ( L- 1
j ) T RRT L- 1

j ( y - ej ) ≤ 1}

= {y©¦( y - ej )
T
( Lj L

T
)

- 1
( y - e j ) ≤ 1}

= {y©¦( y - ej ) T B- 1
j ( y - ej ) ≤ 1}

  引理 7. 4 令 E = {x∈R
n
©¦( x - e)

T
B

- 1
( x- e)≤1}

其中 e=
- 1
n+ 1

0 ⋯ 0
T

∈R
n
, B= diag

n2

( n+ 1) 2

n2

n2 - 1
⋯
n2

n2 - 1
;

且令 E j + 1 = {x∈R
n
©¦( x - e j + 1 )

T
B

- 1
j + 1 ( x- e j + 1 )≤1}

其中 0E j + 1 = ej -
1
n+ 1

B j a
T
i a iBj a

T
i   

B j + 1 =
n2

n2 - 1
Bj -

2
n+ 1

B j a
T
i aiB

T
j

a iB j aT
i

则

Tj ( E ) = E j + 1

其中 Tj ( x) = ej + L j Rx

  证明 因为 B j = Lj L
T
j = L j RR

T
L

T
j

∴ Bj + 1 =
n2

n2 - 1
B j -

2
n + 1

Bj a
T
i a iB

T
j

aiB j a T
i

=
n

2

n
2

- 1
B j -

2
n + 1

Lj R( R
T
( L

T
j a

T
i ) ( aiLj ) R) R

T
L

T
j

a iLj R
T
RL

T
j a

T
i

=
n

2

n2 - 1
B j -

2
n + 1

Lj R diag(‖LT
j a T
i‖2

2 0 ⋯ 0) RT LT
j

‖LT
j aT

j ‖2
2

=
n

2

n
2

- 1
B j -

2
n + 1

L j R diag( 1 0 ⋯ 0) R
T
L

T
j

=
n

2

n
2

- 1
L j RR

T
L

T
j -

2
n + 1

Lj R diag( 1 0 0 ⋯ 0) R
T
L

T
j

=
n

2

n
2

- 1
Lj R diag

n - 1
n + 1

1 ⋯ 1 R
T
L

T
j

= Lj R diag
n

2

( n + 1)
2
n

2

n
2

- 1
⋯
n

2

n
2

- 1
R

T
L

T
j

= Lj RBR
T
L

T
j

因此得

x - e j + 1 = x - ej +
1
n + 1

Lj RRT LT
j a T
i

a iLj L
T
j a

T
i

= x - ej +
Lj R(‖L T

j aT
i‖2 0 ⋯ 0) T

( n + 1)‖LT
j a T
i‖2

= ( x - ej ) + L j R
1
n + 1

0 ⋯ 0
T

= Lj R( T- 1
j ( x) - e)
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其中, e= -
1
n+ 1
 0 ⋯ 0

T

因为若 y= Tj ( x) = ej + Lj Rx, 则

T
- 1
j ( y) = R

T
L

- 1
j ( y - ej )

但 y - ej = Lj Rx

所以 x - ej = Lj R( T- 1
j ( x) )

Tj ( E) = {Tj ( x) ©¦( x - e) T B- 1 ( x - e) ≤ 1}

= {x©¦( T- 1
j ( x) - e) T B- 1 ( T - 1

j ( x ) - e) ≤ 1}

= {x©¦( x - ej + 1 )
T
( L

- 1
j )

T
RB

- 1
R

T
L

- 1
j ( x - ej + 1 ) ≤ 1}

= {x©¦( x - ej + 1 ) T B- 1
j + 1 ( x - ej + 1 ) ≤ 1}

= E j + 1

  引理 7. 5 Tj
1
2

Sn =
1
2

E j ( a )

其中 �
1
2 E j ( a ) = {x ©¦x∈E j , a ( x - e j )≤0}

1
2

S n= {x©¦x∈Sn , x 1≤0}

证明 由于

{x©¦x
T
x ≤ 1, x ∈ R

n
, x 1 ≤ 0} = {x ∈ R

n
©¦x

T
x ≤ 1} ∩ {x ∈ R

n
©¦x 1 ≤ 0}

即
1
2

Sn= Sn∩{x∈R
n
©¦x 1≤0}

∴ T j
1
2

Sn = T j ( Sn )∩T j ( {x∈R
n©¦x 1≤0})

由引理 7. 3 T j ( Sn ) = E j

另一方面,由于

T j ( x) = ej + L j Rx, RT LT
j aT = (‖LT

j a T‖2 0 ⋯ 0) T

所以 a ( T j ( x) - e j ) = ( aLj R) x = ‖L
T
j a

T
‖2 x 1

∴ x 1≤0�a ( T j ( x ) - ej )≤0

这意味着 �

 T j ( {x ∈ R
n
©¦x 1 ≤ 0}) = T j ( {x ∈ R

n
©¦a ( x - ej ) ≤ 0})

T j
1
2

Sn = Tj ( Sn ) ∩ Tj ( {x ∈ R
n
©¦a ( x - ej ) ≤ 0})

= E j ∩ Tj ( {x ∈ R
n
©¦a ( x - e j ) ≤ 0})

=
1
2

E j ( a)

7. 2. 4
*
 定理的证明

现在我们转而证明定理 1

( a) 若 B j 正定,则 B j + 1也正定。

由引理 7. 4 可知,存在变换 T1 使椭球:
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( x - ej )
T
B

- 1
j ( x - ej ) ≤ 1

在 T 1 作用下变为 Bj + 1 , 即变为椭球

( x - ej + 1 ) T B- 1
j + 1 ( x - ej + 1 ) ≤ 1

但椭球 ( x- ej ) T
B

- 1
j ( x - e j )≤1

是由 x
T
x≤1经 T 2 变换而得的, 即

{x ∈ R
n
©¦x

T
x ≤ 1}

T 2 
> {x ∈ R

n
©¦( x - ej )

T
B

- 1
j ( x - ej ) ≤ 1}

T 1 
> {x ∈ R

n
©¦( x - ej + 1 )

T
B

- 1
j + 1 ( x - ej + 1 ) ≤ 1}

即

{x ∈ Rn©¦xT x ≤ 1}
T 3 = T 2 T 1 

> {x ∈ Rn©¦( x - e j + 1 ) T B- 1
j + 1 ( x - ej + 1 ) ≤ 1}

  T 1 和 T 2 都是仿射变换,故 T 3 = T 2T 1 也为仿射变换, 即

{x∈R
n
©¦( x - ej + 1 )

T
B

- 1
j + 1 ( x - e j + 1 )≤1}> E j + 1是一椭球, 所以 B j + 1也正定。

( b) 证明

1
2

E j ( a ) = {x ∈ R
n
©¦( x - ej )

T
B

- 1
j ( x - e j ) ≤ 1, a( x - ej ) ≤ 0} � E j + 1

  由引理 7. 5 知,存在变换 T 使

{x∈ Rn©¦xT x ≤ 1, x1 ≤ 0}
T  

> {x ∈ Rn©¦( x - ej ) T B- 1
j ( x - ej ) ≤ 1, a ( x - e j ) ≤ 0}

  而根据引理 7. 1 有

1
2

Sn = {x ∈ R
n
©¦x

T
x ≤ 1, x 1 ≤ 0}

E = {x ∈ Rn©¦( x - e) T B- 1 ( x - e) ≤ 1}

而后者在变换 T 作用下, 将它变为 E j + 1 , 即

1
2

S n= x
T
x≤1, x 1≤0 在 T 1 作用下变为

1
2

E j ( a )

E = ( x- e) T B- 1 ( x- e)≤1 在 T 2 作用下变为 E j + 1 ,

但
1
2

Sn�E

故
1
2

E j ( a )�E j + 1

( c) 证明
vol( E j + 1 )
vol( E j )

< 2
-

1
2( 1+ n )。

由引理 7. 3 和 7. 4 知,存在变换 T 使

Sn{x∈R
n
©¦x

T
x≤1}
变换 T  

> E {x∈R
n
©¦( x- e)

T
B

- 1
( x- e)≤1}

其中 x
T
x= x

2
1 + x

2
2 + ⋯+ x

2
n = ( x 1 x 2 ⋯ x n )

x 1

x 2

┆

x n

E{x∈R
n©¦( x- e) T

B
- 1 ( x- e)≤1}

T  
> E j + 1 {x∈R

n©¦( x- ej + 1 ) T
B

- 1
j + 1 ( x- ej + 1 )≤1}
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其中 T ( x) = ej + L j Rx

∴
vol( E j )
vol( Sn )

= ©¦det ( Lj R) ©¦

但
vol( E)
vol( Sn )

< 2
-

1
2( 1 + n) < 1

∴ vol( E j + 1 )
vol( E j )

=
vol( T j ( E) )
vol( T j ( S n ) )

=
©¦det ( Lj R) ©¦vol( E)
©¦det ( Lj R) ©¦vol( Sn )

=
vol( E )
vol( Sn )

< 2
-

1
2( n+ 1) < 1

这个结果说明: S0 , S 1 , S2 ,⋯, 这个序列的体积递减。

线性规划问题可转化为解一组不等式:

Ax ≤ b,  x ≥ 0

设这个问题的解集为 C。

半椭球
1
2

E j ( a )是 E j 中满足 a x≤ae j 的部分,但 a ej≥b, 因此椭球另一部分中所有的

点均满足 a x> b, 即不包含不等式组的解,因此

( E j∩C)�
1
2

E j�E j + 1

故有 ( E 0 ∩ C) � E j ,  j = 1, 2, ⋯

也就是说,只要 E 0∩C≠�,则 E 1 , E 2 , ⋯始终与 C相交。定理 7. 1 证明了 E 1 , E 2 , ⋯, 的体

积是单调递减序列,且趋于 0。

上面虽然证明了椭球算法的正确性,但还有若干问题需要解决。

引理 7. 6 凸多面体 Ax≤b, x≥0的顶点为

V = ( v1 , v2 ,⋯, vn )

则 max {‖Vi‖}< 2L / mn

而且 Vi= Di/ ©¦D©¦,  i= 1, 2, ⋯, n

©¦D ©¦< 2
L
/ mn

证明 证明过程中用到哈达曼德( Hadamand)不等式,即

y =

y 11 y1 2 ⋯ y 1n

y 21 y2 2 ⋯ y 2n

┆ ┆ ┆ ┆

y n1 yn2 ⋯ y nn

令 yi = ( yi1 , yi2 , ⋯, yin ) ,  i= 1, 2,⋯, n

‖yi‖2 = ∑
n

j = 1

y
2
ij = ( yi, yi)

det( y ¡¤yT ) = [ det( y) ] 2 ≤∏
n

i= 1

( yi, yi)
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即

 

 

 

y11 y 12 ⋯ y1n

y21 y 22 ⋯ y2n

┆ ┆ ┆ ┆

yn1 yn 2 ⋯ ynn

2

≤∏
n

i= 1
∑
n

j = 1

©¦yij ©¦
2

或

 

 

 

y 11 y1 2 ⋯ y 1n

y 21 y2 2 ⋯ y 2n

┆ ┆ ┆ ┆

y n1 yn 2 ⋯ y nn

≤∏
n

i= 1

‖yi‖
2
2  

  现在证明引理 7. 6。

凸多面体的顶点 V( v1 , v2 , ⋯, vn )是 n 个约束超平面的交点, vi= det ( Di) / det ( D ) ,

i= 1, 2, ⋯, n,其中 D 和 Di所含元素都是{0, 1, a ij , bi}中的,

D =

d 1 1 d 12 ⋯ d 1n

d 2 1 d 22 ⋯ d 2n

┆ ┆ ┆ ┆

d n1 d n2 ⋯ d nn

证 di = ( d i1 d i2 ⋯ d in ) ,  i= 1, 2,⋯, n

‖di‖
2
2 = ( d

2
i1 + d

2
i2 + ⋯ + d

2
in )

≤ ( ©¦di1 ©¦+ 1)
2
( ©¦d i2 ©¦+ 1)

2
⋯( ©¦d in©¦+ 1)

2

∴ ©¦di©¦≤∏
n

j = 1

( ©¦d ij ©¦+ 1)

另外由于

L =   ∑
m

i= 1
∑
n

j = 1

log2 ( ©¦a ij ©¦+ 1) + ∑
n

i= 1

log2 ( ©¦bi©¦+ 1) + log2 ( mn)   

=   log2 mn∏
m

i= 1

( ©¦bi©¦+ 1)∏
n

j = 1

( ©¦aij ©¦+ 1)   

∴ det( D) ≤∏
n

i= 1

‖di‖ < ∏
m

i= 1
∏
n

j = 1

( ©¦aij ©¦+ 1) ≤ 2
L
/ mn

  同理可得 det ( Di) < 2
L
/ mn。

由最初的假定可知 det( D)是整数, 不小于 1,从而 max{‖vi‖}< 2
L
/ mn

这个引理说明了为何球体的初始半径取 2
L
的原因。

7. 2. 5*  严格不等式组

引理 7. 7 线性不等式

a 11 x 1 + a 12 x 2 + ⋯ + a1 nx n ≤ b1

a 21 x 1 + a 22 x 2 + ⋯ + a2 nx n ≤ b2

      ┆

a m1 x 1 + a m2 x 2 + ⋯ + a mnx n ≤ bm

(Ⅰ)
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有解的充要条件是下面线性不等式有解:

a 11 x1 + a1 2x 2 + ⋯ + a 1nxn < b1 + ε0

a 21 x1 + a2 2x 2 + ⋯ + a 2nxn < b2 + ε0

      ┆

am 1x 1 + am 2x 2 + ⋯ + a mnxn < bm + ε0

(Ⅱ)

其中ε0 = 2
- L
。

如果引理 7. 7 成立的话,则说明问题(Ⅰ)和(Ⅱ)是等价的, 这样也就证明线性规划问

题可化为解一组严格的不等式。

证明 若(Ⅰ)有解,则这个解显然也满足(Ⅱ)。反之,若(Ⅱ)有一个解, 那么我们由这

个解来构造(Ⅰ)的一个解。

设 x�= ( x�1 x�2 ⋯ x�n )是(Ⅱ)的解, 有

a i1 x�1 + a i2x�2 + ⋯ + a inx�n < bi + ε,  i= 1, 2,⋯, m

令 IAi = ( a i1 , ai2 , ⋯, a in ) ,

I > {i©¦0≤ Aix�- bi < ε}

集合 I 表示对(Ⅱ)的解满足 Aix�- bi≥0的 Ai 的下标集合。

不妨假定对一切 j : 1≤j≤m,存在常数 βj i使得

Aj = ∑
i∈ I

βj iAi

因为若 Aj 与 I 中的诸 Ai不相关, 那么

Aiy = 0,  i∈ I

Aj y = 1,  j | I
(Ⅲ)

有解 y�, 我们取 x
�= x�+ λy�,那么当 λ充分小时, 比如取

λ= min
i

-
Aix�- bi

Ai y
Aiy�> 0 = -

Ak x�- bk

Aky�

  由于 j | I 时有 Aj x- bj < 0, 故 λ> 0,而且对于 j | I , 有 λ≤-
Ax�j - bj

Aj y�
。

下面证明 x�满足(Ⅱ)。

因

Aix�- bi= Aix�- bi + λAiy�

≤

Aix�- bi < ε,         i∈ I

Aj x�- bj -
Aj x�- bj

Aj y�
Aj y�= 0,  j | I

故 x�满足(Ⅱ) , 且 i∈I 时, Aix�- bi= Aix�- bi> 0, 但对于 j | I , Aj x�- bj = Aj x�- bj + λAj y≤

0, 且其中至少有一个 k,使得

Ak x
�

- bk = Akx�- bk + λAky�= 0

  这样就使得 I 增加了一个数 k, 这一过程最多重复 m 次后停止,此时 I 便满足要求。

不失一般性,设 I = {1, 2, ⋯, r}, x
*
是下列方程的解:

Aix = bi,  i= 1, 2, ⋯, r

可以证明 x
* 也是(Ⅰ)的解。设
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Aj = βj 1 A1 + βj 2 A2 + ⋯ + βj r Ar

或

DAj = ∑
r

i= 1

D j iAi

其中βj i= D j i/ D, D 是矩阵 A的子行列式,由于 Aix
* = bi,  i= 1, 2,⋯, r , 所以

D( Aj x
*

- bj ) = ∑
r

j = 1

D j iAix
*

- Dbj = ∑
r

i= 1

Dj ibi - Dbj

然而

DAj = ∑
r

i= 1

D j iAi

∴ ∑
r

j = 1

D j iAix�- DAj x�= 0

其中 x�是(Ⅱ)的解, 所以

D( Aj x
*

- bj ) = ∑
r

i= 1

D j ibi - Dbj

= - ∑
r

i= 1

Dj iAix�- DAj x�

= - ∑
r

i= 1

( D j iAix�- D j ibi) + D ( Aj x�- bi)

= - ∑
r

i= 1

D j i( Aix�- bi) + D( Aj x�- bj )

< ε∑
r

i= 1

D j i + D

< 2
- L 2L

mn
+

2L

n
< 1

然而

∑
r

j = 1

D j ibj - Dbi

是整数,所以 Aix
*

- bi≤0, i= 1, 2, ⋯, m,也就是说, x
*
是(Ⅰ)的解。

7. 2. 6*  复杂性分析

引理 7. 8 球体 x
T
x≤2

L
内部满足 Ax < b, x> 0的体积不少于 2

- ( n + 1 ) L
。

证明 若 Ax< b有解, 满足

Ax < b, 0≤ x i≤ 2L / n,  i= 1, 2, ⋯, n

的 n+ 1个顶点, 它们的坐标列向量记为

v�0 v�1 ⋯ v�n

这 n+ 1个向量线性无关, 由这 n+ 1 个顶点确定的超多面体体积为

1
n!

det
1 1 ⋯ 1

v�0 v�1 ⋯ v�n
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但 v�i=
1

D iu
�
i,  i= 0, 1, 2, ⋯, n

其中 ui是相应的整数向量, D i为绝对值至少为 2L 的行列式,且

1
n!

det
1 1 ⋯ 1

v�0 v�1 ⋯ v�n
=

1
©¦D0 D1⋯Dn©¦

det
D0 D1 ⋯ Dn

u�0 u�1 ⋯ u�n

>
1

n! ©¦D0 D1⋯Dn©¦

> 2
- ( n + 1 ) L

这就证明了以 v�0 , v�1 , ⋯, v�n 为顶点的超多面体体积不少于 2
- ( n+ 1) L

。

引理 7. 9 若椭球算法的迭代次数达到 4( n+ 1)
2
L 时,问题无解。

证明 由引理 7. 8,若问题( I)在 x
T
x≤2

L
内部有解, 则体积至少为 2

- ( n+ 1) L

。而由定理

7. 1知

vol( E j + 1 )
vol( E j )

< 2
-

1
2( n + 1 )         

于是 vol( E 1 )
vol( E 0 )

< 2
-

1
2( n + 1)

vol( E 2 )
vol( E 0 )

=
vol( E 2 )
vol( E 1 )

¡¤
vol( E 1 )
vol( E 0 )

< 2
-

2
2( n+ 1)

⋯

vol( E j )
vol( E 0 )

< 2
-

j
2( n + 1)

当 j = 4( n+ 1) 2
L 时,

vol( E j )
vol( E 0 )

< 2
-

4( n+ 1) 2L
2 ( n+ 1) = 2

- 2( n + 1 ) L
    

而 E 0 : x
T
x≤22 L ,即 x

2
1 + x

2
2 + ⋯+ x

2
n≤22L

vol( E 0 ) =
πn/ 2

Γ
n
2

+ 1
2

2nL
=

π
m

m!
2

m L
, n = 2m

2( 2π) m

( 2m + 1) ! !
2

( 2m+ 1) L
,  n = 2m + 1

  vol( E 0 )小于边长为 2× 2
L
的正方体体积,即

vol( E 0 ) < ( 2× 2
L
)
n

= 2
( L + 1) n

∴ vol( E j ) < 2
-

j
2( n+ 1) ¡¤2

( L + 1) n

当 j = 4( n+ 1)
2
L 时,由于 L> n,所以有

vol( E j ) < 2
- ( n+ 1) L

¡¤2
( L + 1) n

< 2
- ( n+ 1) L

结果与引理 7. 8 相反,故无解。

定理 7. 2 线性规划问题有多项式时间的算法。

椭球算法从理论上解决了线性规划问题存在多项式算法。它的另一功能是为判定 LP

问题是否有解提供一理论。判定 LP 是否存在解,也就是判定提法是否合理的问题, 这本

身就很麻烦。椭球算法至少在理论上提供了一种办法。
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7. 3 卡玛卡算法与卡玛卡典型问题

7. 3. 1 卡玛卡标准型

  1984年 AT &T 贝尔实验室的印度数学家卡玛卡提出一种新的算法。它的理论分析

时间复杂度优于椭球算法。据作者报道:“在解超大型线性规划问题时优于单纯形法。”一

般情况还有待于实践,它和椭球算法一样来源于非线性规划, 而且也是迭代法。

单纯形法是, 若线性规划问题有解, 则可从可行解域凸多面体的一个顶点出发,每走

一步便挪动到邻近较优的另一顶点,直至到达最优点为止。每走一步算是迭代一次。在超

大型问题时,由于顶点数目多, 弄得不好就因迭代次数太多而使算法失效。

卡玛卡算法则是从解域内一点出发,在可行解域内找一最佳方向, 沿着该方向逐步逼

近最优点。卡玛卡算法思想似乎很有希望,还有潜力, 从而对它研究的也比较多。

本书只介绍其基本方法,有兴趣的读者可以以此作为起点继续深入下去。

卡玛卡算法或称卡玛卡投影算法是针对下面一种标准型问题(简称( S)问题)的。 3

min z = �Cx

s. t . Ax = 0 ( S)

ex = 1

x ≥ 0

其中, A= ( a ij ) m× n ,所有 a ij都是整数, e是全为 1的 n 维行向量, 即 e= ( 1 1 ⋯ 1) 1× n

并且满足下面两个假设:

( A 1 )  x0 =
1
n

1
n
⋯

1
n

T

是问题的可行解。

( A 2 )  最优解的目标函数值为 0。

这一节将先讨论如何将一般的线性规划问题化为卡玛卡类型, 然后才开始介绍它的

算法,最后作理论上的探讨。

假定一般的线性规划问题为

min z = Cx

Ax ≥ b

x ≥ 0

( 7. 1)

  A= ( aij ) m× n , a ij是整数, i= 1, 2, ⋯, m; j = 1, 2, ⋯, n, 转化为卡玛卡典型问题( S) , 办

法介绍下面的两种。

7. 3. 2 化为标准型的方法之一

已知一般的线性规划问题( 7. 1) , 引进松弛变量转化为

min z = Cx

s . t .   Ax = b

x ≥ 0

( 7. 2)

由于假定可行解域有界,故存在 Q,使满足
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∑
n

i= 1

x i≤ Q

最坏情况下 Q= 2
L
, 其中 L 已定义于前面, 反映出问题的规模。再引入松弛变量 xn + 1 , 使问

题( 7. 2)变为型为

min z = Cx

s . t .   Ax = b

ex + x n+ 1 = Q

x ≥ 0

( 7. 3)

其中 e= ( 1 1 ⋯ 1) , 再引进变量 x n+ 2 ,将( 7. 3)的约束条件改为

Ax - bx n+ 2 = 0

ex + x n + 1 - Qx n+ 2 = 0

ex + x n + 1 - x n+ 2 = Q + 1

x ≥ 0, x n+ 1 , x n+ 2 ≥ 0

容易知道由 ex + x n+ 1 - Qx n+ 2 = 0和 ex+ x n + 1 + x n+ 2 = Q+ 1,可以确定 x n+ 2 = 1。为了使 ex

+ x n + 1 + x n+ 2 = Q+ 1规范为满足单纯形结构, 作变换

x j = ( Q + 1) y j ,  j = 1, 2, ⋯, n + 2

于是将( 7. 3)转化为

min z = ( Q + 1) Cy

s . t .   Ay - by n+ 2 = 0

ey + y n+ 1 - Qyn+ 2 = 0

ey + y n+ 1 + yn + 2 = 1

y ≥ 0, y n+ 1 , yn+ 2 ≥ 0

( 7. 4)

  为了使问题满足假设( A 1 ) , 引入人工变量 yn + 3 , 考虑到 ( y1 y2 ⋯ y n+ 1 yn+ 2 yn+ 3 )

=
1
n+ 3
 

1
n+ 3
 ⋯ 

1
n+ 3
是可行解, 故导致下列问题

min z = ( Q + 1) Cy + Myn+ 3

s . t .   Ay - by n+ 2 - ( AeT - b) yn + 3 = 0

    Cy + y n+ 1 - Qy n+ 2 - ( n + 1 - Q) yn+ 3 = 0

    Cy + y n+ 1 + yn+ 2 + y n+ 3 = 1

    y j ≥ 0, j = 1, 2,⋯, n + 3

( 7. 5)

  y i=
1
n+ 3

,  i= 1, 2, ⋯, n+ 3是( 7. 5)的可行解。即( 7. 5)有解。

用大 M 法求( 7. 5)的最小解。可得 yn+ 3 = 0, 并从而获得一可行解。因此( 7. 5)有可行

解域,而且
1
n+ 3
 

1
n+ 3
 ⋯ 

1
n+ 3
是可行解域中的点。

为了保证满足假设 ( A 2 ) , 即最优解的目标函数值为零, 只有已知最优解结果是目标

函数值为零,为此上面的步骤还应作修改。由对偶原理知存在最优解的必要条件是存在 x

和 y 满足
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Ax ≤ b, x≥ 0

yA≤ C, Cx = yb y≥ 0
( 7. 6)

将( 7. 6)转换成

Ax= 0, x≥0 ( 7. 7)

如若( 7. 7)有解, 存在一正整数 Q, 使

ex ≤ Q ( 7. 8)

Q 尽可能取得小一些, 最坏情况下,充其量有

Q = 2
L

( 7. 9)

  ( 7. 9)是根据( 7. 8)及其子行列式展开式估计得来的。故得一组形为

Ax = b,  ex ≤ Q,  x ≥ 0

的等式。进一步引进新的松弛变量,最后导致解一组形为

Ax = b, ex = Q, x ≥ 0

的等式。

最后改变变量的单位,得

Ax = b, ex = 1, x ≥ 0 ( 7. 10)

由于

bex = b

故 Ax= b

又可改写为

( A- be) x= 0

或 A- be作为新的矩阵 A, 得

Ax = 0, ex = 1, x ≥ 0 ( 7. 11)

如若

Ae
T

= 0

则
1
n

,
1
n

, ⋯,
1
n

T

=
1
n

e
T
是( 7. 11)的解。否则,若

A = ( aij ) n× m

令 Ae
T = ( v1 v2 ⋯ vn )

T = v

即 vi = ∑
m

j = 1

a ij ,  i= 1, 2, ⋯, n ( 7. 12)

后面对矩阵 A作如下的初等变换:

( a) 对所有不为 0 的 vi, A的第 i行除以 vi。

( b) 若 v j = 0,由( a )产生的某一行, 与 A的第 j 行相加的和作为 A 的第 j 行。

由上面所得的新矩阵 A满足

Ae
T

= e
T

而且不影响

Ax = 0

  再通过引进人工变量λ, 使导致
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�

min z = Pλ        

s. t. A�x�- e
T
λ= 0

e�x�= 1

x ≥ 0

其中 A�= ( A  e
T
) , x�= ( x

T
, λ)

T

e�= ( 1 1 ⋯ 1) 1× ( n + 1 ) ( 7. 13)

  ( 7. 13)满足假设( A 1 )和( A 2 )。

例 7. 1 max z = 2x 1 + x 2

s . t .   x 1 - x 2 ≤ 2

x 1 + 2x 2 ≤ 4

x 1 , x 2 ≥ 0

( P)

  对偶问题为

min w = 2y 1 + 4y 2

s. t.   y1 + y 2 ≥ 2

- y 1 + 2y 2 ≥ 1

y1 , y 2 ≥ 0

( D)

  分别引进松弛变量 x 3 , x 4 及 y 3 , y 4 ,解( P ) ( D)导致解下列方程组

x 1 - x 2 + x 3 = 2

x 1 + 2x 2 + x4 = 4

y1 + y 2 - y 3 = 2

- y1 + 2y2 - y 4 = 1

2x 1 + x 2 = 2y1 + 4y 2

x i, y i≥ 0,  i= 1, 2, 3, 4

  引进约束条件

x 1 + x2 + x 3 + x 4 + y1 + y2 + y 3 + y4 ≤ Q

再引进松弛变量 s1 ,使

x 1 + x 2 + x 3 + x4 + y1 + y 2 + y3 + y4 + s1 = Q

由此得

x 1 + x 2 + x 3 + x 4 + y 1 + y2 + y3 + y 4 + s1 - Qs2 = 0

x 1 + x 2 + x 3 + x 4 + y 1 + y2 + y3 + y 4 + s1 + s2 = Q + 1

实际上 s2 = 1。于是得

x 1 - x 2 + x 3 - 2s2 = 0 

x 1 + 2x 2 + x 4 - 4s2 = 0

y1 + y 2 - y 3 - 2s2 = 0

- y 1 + 2y2 - y 4 - s2 = 0

2x 1 + x 2 - 2y1 - 4y 2 = 0

∑
4

i= 1

( xi + y i) + s1 - Qs2 = 0
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∑
4

i= 1

( x i + yi) + s1 + s2 = Q + 1

x i≥ 0, yi≥ 0,  i= 1, 2, 3, 4

s1 ≥ 0, s2 ≥ 0

  引进新变量 0

x j = ( Q + 1) z j

y j = ( Q + 1) z4+ j

  j = 1, 2, 3, 4

s1 = ( Q + 1) z 9

s2 = ( Q + 1) z 10

得

z1 - z2 + z 3 - 2z 10 = 0   

z1 + 2z 2 + z4 - 4z1 0 = 0

z5 + z6 - z 7 - 2z 10 = 0

- z5 + 2z6 - z 8 - z 10 = 0

2z 1 + z 2 - 2z 5 - 4z 6 = 0

∑
9

i= 1

z i - Qz 10 = 0

∑
10

i= 1

z i = 1

yi≥ 0,  i= 1, 2,⋯, 10

最后引进人工变量 z 11 , 由( 7. 5)的约束条件, 可得

min w = z 11

s . t .   z 1 - z2 + z3 - 2z1 0 + z1 1 = 0

z 1 - 2z 2 + z 4 - 4z 10 = 0

z 5 + z6 - z7 - 2z1 0 + z1 1 = 0

- z5 + 2z 6 - z8 - z10 + z11 = 0

2z1 + z 2 - 2z5 - 4z6 + 3z 11 = 0

∑
9

i= 1

zi - Qz 10 + ( Q - 9) z 11 = 0

∑
1 1

i= 1

zi = 1

zi ≥ 0,  i= 1, 2, ⋯, 11

( 7. 14)

  ( 7. 14)满足( A 1 ) , ( A 2 )两个假设, 可以利用卡玛卡算法求解。

7. 3. 3 化为标准型的方法之二

原问题
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min z = Cx

s . t .   Ax ≥ b

x ≥ 0

( P)

  对偶问题

max w = yb

s. t.   yA≤ c

y ≥ 0

( D)

  由对偶问题知,问题( P )有解等价于下列不等式组有解:

Ax ≥ b

yA≤ c

cx - yb = 0

x ≥ 0, y ≥ 0

( I)

  引进松弛变量将( I)转化为

Ax - u = b

yA + v = c

cx - yb = 0

x ≥ 0, y ≥ 0, u ≥ 0, v≥ 0

( I′)

  再引进人工变量λ得

min λ

s. t. Ax - u + ( b - Ax
( 0)

+ u
( 0)

)λ= b

yA + v + ( c - y
( 0)

A - v
( 0 )

)λ= c

cx - yb + ( - cx
( 0)

+ y
( 0 )

b)λ= 0

x ≥ 0, y ≥ 0, u≥ 0, v≥ 0, λ≥ 0

( J)

其中 x
( 0)
≥0, y

( 0)
≥0, u

( 0)
≥0, v

( 0)
≥0是任取的。

显然, x= x
( 0 )

, y= y
( 0)

, u= u
( 0 )

, v= v
( 0)

, λ= 1是问题 ( J)的可行解, 说明问题( J )有解。

不难证明( J)不可能有无界解,即存在有最优解。问题( J )的解的目标函数只能或为正, 或

等于零,分别讨论如下。

若( J)的最优解使目标函数等于零,这等价于( I′)有解, ( I′)有解等价于( D)有最优解。

若( J)的最优解使目标函数 λ> 0, 则原问题( P)无最优解。如不然,设( I′)的解为 x
*

,

y
*

, u
*

, v
*

,则 x
*

, y
*

, u
*

, v
*

,λ= 0是( J )的一组解, 且目标函数值为 0,与假定最优解λ> 0

相矛盾。

总之,若问题( J )有解且目标函数等于 0,则问题( P )有解; 若问题( J )的最优解使目标

函数值大于 0,则( P)无解。

于是问题( P)转化为问题( J )。

将问题( J)也表为 �

min z = �C�x�

s. t. A�x�= b� ( P�)

x�≥ 0
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且目标函数为 0。

7. 3. 4 T0 变换

现引进变换 T , 使约束条件也化为卡玛卡标准型如下。

设 a = ( a 1 a 2⋯ a n )
T
> 0, x= ( x 1 x 2⋯ xn )

T
≥0,定义变换: �

xi′=
x i
ai

1 + ∑
n

i= 1

x i
a i
 i= 1, 2,⋯, n

T 0∶

xn + 1′ = 1 - ∑
n

i= 1

x i′=
1

1 + ∑
n

i= 1

x i
a i

( 7. 15)

  变换 T 0 有如下性质:

性质 7. 1 变换 T 0 将 P + = {x©¦x≥0}�R
n
映射为单纯形

Δ= x′∑
n + 1

i= 1

x i′= 1, x i′≥ 0 � R
n+ 1

  证明 由于∑
n

i= 1

x i
ai
≥ 0,∑

n

i= 1

xi′= ∑
n

i= 1

xi
a i

1 + ∑
n

i= 1

x i
a i

< 1,故

x n+ 1′ = 1 - ∑
n

i= 1

x i′=
1

1 + ∑
n

i= 1

x i
ai

> 0 ( 7. 16)

  且 x 1′+ x 2′+ ⋯+ x n′+ x n+ 1′ = 1

即 T 0 将 P + �R
n
中任一点( x 1 x 2 ⋯ xn )

T
≥0 转化为Δ上一点 x′:

x′= ( x1′x 2′⋯ x n′x n+ 1′ )
T
∈ Δ� R

n + 1

  性质 7. 2 T 0 将 a = ( a1 a 2 ⋯ a n )
T
> 0 转换为 Δ的中心

1
n+ 1

1
n+ 1
⋯

1
n+ 1

T

∈R
n+ 1
。

可直接验证结论成立。

性质 7. 3 T 0 的逆变换为

T
- 1
0 : xi = a ix i′/ x n+ 1′ ,  i= 1, 2,⋯, n

  由式( 7. 15)和( 7. 16)可知
x i
a

=
x i′
x n+ 1′

, x i= ax i′/ x n+ 1′。

下面讨论对约束条件 A� x�= b�, x�≥0利用变换 T 0 化为卡玛卡标准型。设 a = ( a 1 a 2

⋯ a n )
T > 0是( P�)问题的初始可行解, 根据 T 0 变换性质可知, 通过变换 T 0 可将其可行解

x = ( x 1 x 2 ⋯ x n )
T∈R

n 转化为

( x 1′x 2′⋯ x n′x n + 1′ ) T ∈Δ� Rn+ 1

并将 a = ( a 1 a 2 ⋯ a n )
T
转化为Δ的中心 a 0 =

1
n+ 1

( 1 1 ⋯ 1)
T
∈Δ。

设问题( P�)中的 A�= ( a�1 a�2 ⋯ a�n ) ,即 a�i为 A�的第 i列向量, i= 1, 2,⋯, n,则

A�x�= b�可写为∑
n

i= 1

a�ix�i = b� ( 7. 17)

  根据 T
- 1
0 :
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x�j = a j x j′/ x n+ 1′ ,  j = 1, 2, ⋯, n

代入式( 7. 17)得:

∑
n

j = 1

a�j a j x j′- b�x n+ 1′ = 0

便得关于 x 1′, x 2′, ⋯, x n′, xn + 1′的线性齐次方程组了。

令 A′= ( a 1′, a 2′, ⋯, an′, a n+ 1′ )

其中 a i′= aia�i,  i= 1, 2, ⋯, n, a n+ 1′ = - b�。

于是( P�)的约束条件 A� x�= b�转化为

∑
n+ 1

i= 1

ai′x i′= 0

或 A′x′= 0

于是变换 T 0 将( P�)转换为

A′x′= 0

∑
n+ 1

i= 1

x i′= 1, x i′≥ 0,  i= 1, 2,⋯, n + 1

1
n+ 1

1
n+ 1
⋯

1
n+ 1

T

是一可行解。

不难证明在 T 0 变换下( P�)的目标函数

c�x�=
1

xn + 1′∑
n

i= 1

c�iaix i′

x n + 1′ > 0, 故 c�x�与∑
n

i= 1

c�ia ix i′同号且同时为 0。

总之, 原问题 ( P ) 有最优解时, 可导出 ( P�) 的最优解为目标函数值等于 0, 从而

∑
n

i= 1

c�ia ix i′也达到极小值 0。令

ci′= c�iai,  i= 1, 2, ⋯, n, cn+ 1 = 0

则( P�)又可转化为卡玛卡标准型 8

min z = �C′x′    

s. t. A′x′= 0

∑
n + 1

i= 1

x i′= 1

x′≥ 0

并且满足

( A 1 )  Δ的中心 a 0 =
1
n+ 1

( 1 1 ⋯ 1)是可行解。

( A 2 )  目标函数在可行域上的最小值等于 0。

7. 3. 5 卡玛卡算法步骤

卡玛卡算法选α∈ 0,
n- 1
n
及收敛参数 q。其步骤如下:
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( 1) x
( 0 )
←

1
n e

T
, k←0。

( 2) 若 Cx
( k)
≤2

- q
Cx

( 0)
则结束。

( 3) �Dk←diag( x
( k )
1  x

( k )
2  ⋯ x

( k )
n )

B←
ADk

e
计算 �C�= CDk

Cp←[ I n - B
T ( BB

T ) - 1
B] C�

T

C�p←Cp /‖Cp‖

( 4) �计算 r←
1

n( n- 1)

b�←
1
n

e
T - αrC�p

( 5) �x
( k+ 1)
←

Dk b�

eDkb�
, k←k+ 1,转( 2)。

例 7. 2 �min z = �- x 1       

s . t .   x 2 - x 3 = 0

x 1 + x 2 + x3 = 1

x 1 , x 2 , x3≥0

对于本题有:

A= ( 0 1 - 1) , 观察知 x 1 = 0, x 2 =
1
2

, x 3 =
1
2
是一个解且属于卡玛卡标准型。

α=
1
4

, r =
1

n( n - 1)
=

1

6

第一次迭代:

( 1) k←0

x
( 0 )

= α0 =
1
3

1
3

1
3

T

          

( 2)

Dk=

1
3

0 0

0
1
3

0

0 0
1
3

ADk= ( 0 1 - 1)

1
3

0 0

0
1
3

0

0 0
1
3

= 0 
1
3
 -

1
3

B=
0

1
3

-
1
3

1 1  1
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C�= CDk = ( - 1 0 0)

1
3

0 0

0
1
3

0

0 0
1
3

= -
1
3
 0 0

( 3)

BB
T

=
0

1
3

-
1
3

1 1  1

=

 0 1

 
1
3

1

-
1
3

1

=

2
9

0

0 3

( BB
T
)

- 1
=

9
2

0

0
1
3

Cp = [ I n - B
T
( BB

T
)

- 1
B] C�

T

=

1 0 0

0 1 0

0 0 1

-

 0 1

 
1
3

1

-
1
3

1

9
2

0

0
1
3

0
1
3

-
1
3

1 1 1

-
1
3

 0

 0

=

-
2
9

 
1
9

 
1
9

C�p = Cp /‖Cp‖ =
1

1
9

6

-
2
9

 
1
9

 
1
9

=
1

6

- 2

 1

 1

  ( 4) 若取 r=
1

6
,  α=

1
4

b�=
1
n

eT - αrC�p

=
1
3

1

1

1

-
1
4

¡¤
1

6
¡¤

1

6

- 2

 1

 1

=
1

24

10

7

7

·122·



( 5)

Dk b�=

1
3

0 0

0
1
3

0

0 0
1
3

¡¤
1

24

10

7

7

=
1

72

10

7

7

eDk b�= ( 1 1 1)

10

7

7

¡¤
1

72
=

1
3

x ( 1) =
Dk b�

eDkb�
=

1
24

10

7

7

  继续这样的过程可得到解 x= ( 1 0 0)
T
。

故得最优解是 x 1 = 1, x 2 = x 3 = 0。

值得一提的是,若选择 αr=
6

3
时,则

b�=
1
n

eT - αr ¡¤C�p

=
1
3

1

1

1

-
6

3
¡¤

1

6

- 2

 1

 1

=

1

0

0

Dk b�=
1
3

1

0

0

eDk b�=
1
3

x ( 1) =
Dk b�

eDk b�
=

1

0

0

  例 7. 3 >min z = �x 2          

s . t . x 1 + x 2 - 2x 3 = 0

x 1 + x 2 + x 3 = 1

x 1 , x 2 , x3≥0

n= 3, m= 1

x
( 0)

=
1
3
 

1
3
 

1
3

T

是可行解,
2
3
 0 

1
3

T

是最优解,目标函数值等于 0。
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r =
1

6
,α=

2
9

第 1 次迭代:

由 x
( 0)开始, k←0, D0 =

1
3

0 0

0
1
3

0

0 0
1
3
 

D - 1
0 =

3 0 0

0 3 0

0 0 3

eD
- 1
0 x

( 0 )
= ( 1 1 1)

3 0 0

0 3 0

0 0 3

1
3

1
3

1
3

= 3

y =
D - 1

0 x
eD

- 1
0 x

=
D - 1

0

3x 1 + 3x2 + 3x 3

x 1

x 2

x 3

=

x 1

x 2

x 3

= x

  ∴       y
( 0)

=

1
3

1
3

1
3

C�= CDk = ( 0 1 0)

1
3

0 0

0
1
3

0

0 0
1
3

= 0 
1
3
 0

A= ( 1 1 - 2) , B =
ADk

e

ADk = ( 1 1 - 2)

1
3

0 0

0
1
3

0

0 0
1
3

=
1
3
 

1
3
 -

2
3
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∴ B =
1
3

1
3

-
2
3

1 1 1

, BBT =
2
3

0

0 3

BT ( BBT ) - 1 B =

1
2

1
2

0

1
2

1
2

0

0 0 1

Cp = [ I - BT ( BBT ) - 1B] C�T =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

-

1
2

1
2

0

1
2

1
2

0

0 0 1

0

1
3

0

=

-
1
6

 
1
6

 0

‖Cp‖ =
2

6

b�=
1
n

e - αrC�
T
p =

1
3

1
3

1
3

-
2
9

¡¤
1

6
¡¤

6

2

-
1
6

 
1
6

 0

=

1
3

+
1

9 3

1
3

-
1

9 3

  
1
3

k←1。

第 2 次迭代:

C�= CD1 = 0 
1
3

-
1

9 3
 0 = 0 

9 - 3
27
 0

∵ A= ( 1 1 - 2)

B=
ADk

e
=

1
3

+
1

9 3

1
3

-
1

9 3
-

2
3

1 1  1

BBT =

1
3

+
1

9 3

1
3

-
1

9 3
-

2
3

1 1 1

1
3

+
1

9 3
1

1
3

-
1

9 3
1

-
2
3

1

=
164
243

0

0 3
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( BBT ) - 1 =

243
164

0

0
1
3

B
T
( BB

T
)

- 1
=

9 + 3
27

1

9 - 3
27

1

-
2
3

1

243
164

0

0
1
3

=

9
164

( 9 + 3 )
1
3

9
164

( 9 - 3 )
1
3

-
81
82

1
3

B
T
( BBT ) - 1 B=

14 + 3 3
82

+
1
3

13
82

+
1
3

-
3
82

( 9 + 3 ) +
1
3

13
82

+
1
3

14 - 3 3
82

+
1
3

-
3
82

( 9 - 3 ) +
1
3

- 3( 9 + 3 )
82

+
1
3

-
- 3( 9 - 3 )

82
+

1
3

27
41

+
1
3

I - BT ( BBT ) - 1B=

2
3

-
14 + 3 2

82
-

121
246

-
1
3

+
3

82
( 9 + 3 )

-
121
246

2
3

-
14 - 3 3

82
3

82
( 9 - 3 ) -

1
3

3( 9 + 3 )
82

-
1
3

3( 9 - 3 )
82

-
1
3

1
123

Cp = ( I - B
T
( BB

T
)

- 1
B) C�

T
=

121
246
×

3 - 9
27

2
3

-
14 - 3 3

82
×

9 - 3
27

3( 9 - 3 )
82

-
1
3
×

9 - 3
27

=

- 0. 1324030

0. 1505548

- 0. 0181517

‖Cp‖= 0. 2013121

b�1 =
1
n

e
T

- αrC�
T
p =

1
3

1
3

1
3

-
αr
‖Cp‖

C
T
p
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=

1
3

1
3

1
3

- 0. 4506524

- 0. 1324030

0. 1505548

- 0. 0181517

=

0. 3930009

0. 2654855

0. 3415134

x
( 1 )

=
D0 b�1
eD0y1

=

0. 457409

0. 209258

0. 333333

  设 q= 4, 即 2 - q = 2- 4。请读者求问题的解。

7. 3. 6 卡玛卡算法的若干基本概念

( 1) 投影变换

卡玛卡典型问题

min z = Cx

s . t .   Ax = 0

ex = 1

x ≥ 0

( K)

其中 A= ( aij ) m× n , A的秩为 m, n≥2。满足下面两个假定:

( A 1 )  fx0 =
1
n

1
n
⋯

1
n

T

是问题( K )的可行解。

( A 2 )  目标函数的最优解等于 0。

Ax = 0 是 n- m 维, ex = 1为 n- 1维。可行解域为{x ©¦Ax= 0, x≥0}与{x©¦ex= 1, x≥

0}的交,即{x ©¦Ax= 0, x≥0}∩{x©¦ex= 1, x≥0}。

故可行解域为 n- m- 1维单纯形。

以 n= 3, m= 1为例。Ax = 0, 即 a 1 x1 + a 2 x 2 + a 3 x 3 = 0为过原点的平面, ex = 1即 x 1 +

x 2 + x 3 = 1。故可行解域为一维单纯, 即图 7. 3中的粗线段 A B 所示。

x 0 =
1
3
 

1
3
 

1
3

T

是 AB 线段中点。

上面介绍了 n= 3, m= 1。这时 x 1 + x 2 + x 3 = 1, x i≥0, i= 1, 2, 3, 是过 ( 1 0 0) ,

( 0 1 0) , ( 0 0 1)三点的三角形(二维单纯形)。

n= 4, m= 1。这时 x 1 + x 2 + x 3 + x 4 = 1, x i≥0, i= 1, 2, 3, 4,可以几何地看作是一个三

维单纯形(见图 7. 4)。

一般情况假定 xk = ( x
( k)
1  x

( k)
2  ⋯ x

( k)
n ) T 是可行解域一点。

Dk = diag {x
( k)
1  x

( k)
2  ⋯ x

( k)
n }

  变换 T k :

y = D
- 1
k x/ ( eD

- 1
k x)

  或 y j =
x j / x

( k)
j

∑
n

i= 1

x i
x ( k)
i

, j = 1, 2,⋯, n
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图 7. 3

图 7. 4

称为投影变换。

显然{x©¦ex= 1, x≥0}在 T k 作用下映射为{y©¦ey= 1, y≥0}。同时,由于 ex = 1, 且 x =

( Dky) ( eD
- 1
k x)

∴ ( eDky) ( eD
- 1
k x) = 1

eD
- 1
k x=

1
eDk y

∴ x = ( Dky) ( eD
- 1
k x ) =

Dk y
eDky

这正是 T k 变换的逆变换。

在 T k 作用下, Ax = 0映射为 ADk y= 0。xk= ( a
( k)
1 a

( k)
2 ⋯ a

( k )
n ) T 点在 T k 作用下映射

为
1
n
 

1
n
 ⋯ 

1
n

T

。
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以 n= 3, m= 1为例,见图 7. 5。

图 7. 5

投影变换 y=
D

- 1
k x

eD
- 1
k x
的几何意义可从向量 D

- 1
k x 与

D
- 1
k x

eD
- 1
k x
的关系来说明。y

*
=

D
- 1
k x

eD
- 1
k x
可

以看作是向量 y= D
- 1
k x 到{y ©¦ey= 1, y≥0}上的垂直部分,见图 7. 6。

图 7. 6

7. 3. 7 Tk 变换的若干性质

在变换 T k 作用下,问题( K)转换为问题

·822·



A

min z = �CDky/ ( eDk y)

s . t . ADky = 0

ey = 1 ( K
*

)

y ≥ 0

  问题( K
* )的目标函数是线性分式, 根据假设( A 2 ) , 目标函数的最优值为 0。eDk y> 0,

有界。故可将问题( K
*

)先变为 �

min z = �CDky

s . t. ADk y = 0

ey = 1

y ≥ 0

或 3

min z = �C�y

s. t . P y = b

y ≥ 0

其中

C�= CDk , P =
ADk

e

b =
0

1

还可进一步将问题简化:

设 y0 =
1
n

1
n
⋯

1
n

T

,以 y0 为中心 r 为半径的球:

B( y0 , r ) : ∑
n

i= 1

y i -
1
n

2

= r
2与超平面: ey = 1, y ≥ 0 的交,即

y ∑
n

i= 1

y i -
1
n

2

= r 2 , y≥ 0 ∩ {y ©¦ey = 1, y ≥ 0}

是单纯形{y©¦ey= 1, y≥0}上的 n- 1维球。

问题导致求球 B( y0 , r )内切于 n- 1维单纯形{x©¦ex= 1, x≥0}, 求半径 r。

先以 n= 3, m= 1为例。见图 7. 7。

故 r 等于
1
3

,
1
3

,
1
3
到

1
2

,
1
2

, 0 ,或到
1
2

, 0,
1
2

, 或到 0,
1
2

,
1
2
点的距离。

n= 4, m= 1。则对应于从
1
3

,
1
3

,
1
3

,
1
3
到

1
3

,
1
3

,
1
3

, 0 的距离。见图 7. 8。

同理可推广到一般的情况,即单纯形 x 1 + x 2 + ⋯+ x n= 1, x 1 , x 2 ,⋯, xn≥0。n- 1 维内

切球半径 r 等于中心
1
n

,
1
n

, ⋯,
1
n
到 0,

1
n- 1

,
1
n- 1

,⋯,
1
n- 1
的距离。

r =
1
n

2 + ( n - 1)
1
n

-
1
n - 1

2

=
1

n( n - 1)

  同理可证
1
n

,
1
n

, ⋯,
1
n
到点( 1, 0, ⋯, 0)的距离为外接圆半径:
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图 7. 7

图 7. 8

R =
1
n

- 1
2

+ ( n - 1)
1
n

2 =
n - 1
n

  问题导致求解比较简单的问题 �

min z = aC�y       

s . t . B�y = b

y ∈ B
1
n

e, αr

r =
1

n( n - 1)
,  0 < α< 1

α取( 0, 1)区间的某一数是为了计算方便, 不至于由于计算误差引起失效, 其中 B�=
A

e
,

·032·



b=
0

1
, B

1
n

e, αr 为以
1
n

,
1
n

,⋯,
1
n
为中心, αr 为半径的圆球。问题导致在球域上求

线性目标函数的极小值。

先举一个二维的例子。 y

min z = !- x 1 + x 2

s. t.  x2
1 + x 2

2 ≤ 1

  从几何上直观可见: - x 1 + x 2 = c平行线族和 x
2
1 + x

2
2 = 1相切于第 4象限一点 P , 该

切线为- x 1 + x 2 = - 2 ,其法向量C
_

= ( - 1, 1)。

图 7. 9

一般情况下,问题 3

min z = �Cx

s. t . ‖x‖≤ r

的解 x
*

= -
CT

‖C‖
r

事实上, Cx= ‖C‖·‖x‖·cos( C
T
, x )

又‖C‖= C·C
T /‖C‖

∴ min Cx= - ‖C‖·‖x‖= - C·C
T·r /‖C‖

∴ x= -
CT

‖C‖
r

类似地有,问题 3

min z = �Cx

s. t . ‖x - a0‖ ≤ r

的解: x
*

= a 0 -
C

T
r
‖C‖
。

下面讨论向量在 Bx= 0空间的正交投影。这是卡玛卡算法的重要环节。因为问题是

求解 �

min z = �Cx      

s. t . Bx = b

‖x‖≤ r ( S)

·132·



  如若将向量 C分解成互相垂直的两个向量之和, 即 C= Cp + Ch , 其中 Cp 为 C在超平

面 Bx= 0上的投影, 或 Cp 为 C在子空间{x ©¦Bx= 0}上的投影。子空间{x©¦Bx= 0}为与 B

正交的空间,故用 Cp 表 C在其上的投影。Ch 为在超平面 Bx= 0的法线方向的投影, 或为

C 在向量空间 B
T
上的投影。x 满足 Bx= 0 表明 x 垂直于法向量 B

T
, 故 Ch x= 0, Cx = ( Cp +

Ch ) x= Cp x。于是问题( S)变为在降维球上求解问题: �

min z′= �Cp x

s . t . Bx = 0

‖x‖ ≤ r

  问题的球心在 Bx= 0上, 记这球为

B′( 0, r ) = {x©¦‖x‖ ≤ r} ∩ {x ©¦Bx = 0}

即问题变为求解问题 �

min z′= �Cp x

s . t . x ∈ B′( 0, r)

问题的解为

x
*

= -
C

T
p r
‖Cp‖

故只要得到 C
T 在 Bx= 0上的投影 C

T
p 即可得解。

现在考虑一般情形。由 Bx= 0可知 x 与 B 的每一行向量正交,所以 x 属于与由 B 的

行向量生成的线性空间正交的子空间。Bx= 0 与‖x‖≤r 的交集是超平面 Bx= 0 空间里

半径为 r 的球。

令由 B 的行向量生成的线性空间为 VB , 将 C分解成 C= Cp + Ch , Cp 和 Ch 互相正交,

Ch∈VB , Cp 和 VB 正交,即 Cp 和 B的行向量正交。

由于 VB 中的任一向量都可表成 B的行向量的线性组合, 而且由于 B 的行线性无关,

故表达式是唯一的。设 Ch = u�B

其中 u�是 m 维行向量,记 u�= ( u�1 u�2 ⋯ u�m )

Cp = ( C - Ch ) = C - u�B

  设 uB是 VB 中任一向量,应有‖C- u�B‖≤‖C- uB‖,这是因为 Cp 是 C对 VB 上的

垂直距离(见图 7. 10)。

图 7. 10
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‖C - uB‖
2
= ( C - uB) ( C - uB)

T

= ( C - uB) ( C
T

- B
T
u

T
)

= CC
T

- CB
T
u

T
- uBC

T
+ uBB

T
u

T

  由于 CB
T
u

T 和 uBC
T 都是数量, ( CB

T
u

T ) T = uBC
T = CB

T
u

T , 故

‖C - uB‖2 = ‖C‖2 - 2uBCT + uBBT uT ( 7. 18)

  求 u�的问题导致求二次函数( 7. 18)极小值。

F ( u1 , u2 ,⋯, um ) = uGu
T

+ uH
T

+ ‖C‖
2

其中 G= BB
T
, H

T
= - 2BC

T
,显然有 G

T
= G。

设 G= ( gij ) m× m , H = ( h1 h2 ⋯ hm )

∴ rF ( u1 , u2 , ⋯, um ) = ∑
m

i= 1
∑

m

j = 1

g ij uiu j + ∑
m

i= 1

hiui + ‖C‖2

�F
�ui

= 2( g i1u1 + gi2 u2 + ⋯ + gim um ) + hi = 0

i= 1, 2,⋯, m

即

2

g 1 1 g 12 ⋯ g 1m

g 2 1 g 22 ⋯ g 2m

┆ ┆ ┆ ┆

g m 1 g m2 ⋯ g mm

u1

u2

┆

um

+

h1

h2

┆

hm

=

0

0

┆

0

或写为

2Gu
T

+ H
T

= 0

∴ u�T = -
1
2

G- 1 H T = ( BBT ) - 1BCT

u�= CB
T
( BB

T
)

- 1
。

由于 [ I - B
T
( BB

T
)

- 1
B]

T
= I - B

T
( BB

T
)

- 1
B

Cp = C - uB = C - CBT ( BBT ) - 1B

= C[ I - BT ( BBT ) - 1B]

∴ C
T
p = [ I - B

T
( BB

T
)

- 1
B] C

T

7. 3. 8 势函数及卡玛卡算法复杂性

定义 7. 1 称 f ( C, x) = nln( Cx) - ∑
n

i= 1

lnxi 为势函数。

定理 7. 3 对于单纯形 x ∑
n

i= 1

x i = 1, x ≥ 0 中任意两点 x1 , x 2 ,设投影变换 T 将它

们分别变为 y1 , y2 ,则在变换 T 下,变换前势函数在 x1 与x 2之差等于变换后势函数在 y1 , y2

之差,而且有

f ( C, x) = f ( CD, y) - ∑
n

i= 1

lnx ( k)
i
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  证明

T :  y = T ( x) = D - 1x/ ( eD - 1 x)

或 y j =
x j

x
( k)
j
∑
n

i= 1

x i
x

( k)
i

,  j = 1, 2, ⋯, n。则

x = T - 1 ( y) = Dy/ ( eDy) ( 7. 19)

其中 D = diag{x
( k )
1 x

( k)
2 ⋯ x

( k )
n }。

或 x j =
x

( k)
j y j

∑
n

i= 1

x ( k) yi
,  j = 1, 2,⋯, n

将式( 7. 19)代入 f ( C, x)得

f ( C, T
- 1

( y) ) = f C,
Dy

CDy
= nlog

CDy
eDy

- ∑
n

i= 1

x
( k )
j y j

eDy

= nlog( CDy) - nlog( eDy) - ∑
n

i= 1

logx
( k)
i

 - ∑
n

i= 1

logy i + nlog( eDy)

= f ( CD, y) - ∑
n

i= 1

logx
( k)
i

即 f ( C, x) = f ( CD, y) - ∑
n

i= 1

lnx i ( * )

若

T ( x1 ) = y1 , T ( x2 ) = y2

∴ f ( C, x1 ) - f ( C, x 2 ) = f ( CD, y1 ) - f ( CD, y2 )。

□

  据本定理还可得

f ( CD, y) - f ( C, x) = f CD,
1
n

e
T

- f ( C, xk ) = ∑
n

i= 1

lnx
( k)
i

  在进入讨论卡玛卡算法的多项式复杂性前, 对变换 T k 及其性质作一回顾, 并作些准

备是必要的。

T k : y = T k ( x ) =
D - 1

k x
eD

- 1
k x

或 y j =
x j / x ( k)

j

∑
n

i= 1

x i
x ( k)
i

,  j = 1, 2, ⋯, n

其中
D

- 1
= diag

1
x ( k )

1
 

1
x ( k)

2
 ⋯ 

1
x ( k)
n

D= diag{x ( k)
1  x ( k )

2  ⋯ x ( k )
n }
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  下面的结论不难证明,现仅叙述而不给证明。

1. �T k 变换将 x∈Ω∩Δ变为 y∈Ω
k∩Δ,

其中 �Ω= {x©¦Ax= 0},  �Δ= {x©¦ex= 1, x≥0}

Ω
k
= {y©¦ADy= 0}, Δ= {y©¦ey= 1, y≥0}

2. T k 变换将卡玛卡标准型转化为 \

min z = �CDy        

s . t . Ay = 0

ey = 1

y ≥ 0

  并满足( A 1 )和( A 2 )两个假定。

3. 不难证明 y= Z+
1
n e

T
可将问题 \

min z = �CDy        

s . t . ADy = 0

ey = 1

‖y -
1
n

e
T
‖ ≤ αr ,  α∈ ( 0, 1)

y ≥ 0

  转化为问题 F

min z′= �CDZ        

s . t . ADZ = 0

eZ = 0

‖Z‖ ≤ αr   α∈ ( 0, 1)

Z ≥ 0

  4. 若 ADy= 0, ey= 1, ‖y-
1
n

e
T
‖≤αr , 0< α< 1, y≥0, b′=

1
n

e
T
- αr

Cp

‖Cp‖
,其中 Cp

= I - B
T
( BB

T
)

- 1
BDC

T
,则有 AD ( b′- y) = 0, e( b′- y) = 0。

容易验证 b′满足 ADb′= 0, eb′= 1。

5. 若 ADy= 0, ey= 1, ‖y-
1
n

e
T
‖≤αr , 0< α< 1, y≥0, 则有( CD ) ( b′- y) = C

T
p ( b′-

y )。

因 Cp = [ I - B
T
( BB

T
)

- 1
B] ( CD)

T

CD - CT
p = CD - CD [ I - BT ( BBT ) - 1B] = CDBT ( BBT ) - 1B

  由于 B( b′- y) = 0,所以

( CD- C
T
p ) ( b′- y) = 0

即

( CD) ( b′- y) = C
T
p ( b′- y)

  定理 7. 4 b′=
1
n e

T
- αr

Cp

‖Cp‖
是问题
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&

min z = �CDy         

s. t. Ay = 0

ey = 1

‖y -
1
n

e
T
‖≤ αr , 0 < α< 1

y≥ 0

的最优解。

证明 首先证 C
T
p ( b′- y)≤0

CT
p ( b′- y) = CT

p
1
n

eT - y - αr ‖Cp‖

∴
C

T
p

‖Cp‖
1
n

e
T

- y ≤ ‖
1
n

e
T

- y‖≤ αr

故 C
T
p ( b′- y) ≤ 0

  再证 B( b′- y) = 0,其中 B=
AD

e
由于 ( CD) ( b′- y) = C

T
p ( b′- y)≤0

∴ CDb′≤CDy

故得证 b′是最优解。

定理 7. 5 存在 b
* 满足

Ab
* = 0, eb

* = 1,‖b-
1
n

e
T‖≤αr , 0< α< 1, b

* ≥0,使得不等式

f CD,
1
n

eT - f ( CD, b
* )≥δ

* 成立, δ
* 是一正常数。

证明方法是构造性的。

假定 y
* 是问题 �

min z = HCDy  

s . t . Ay = 0

ey = 1

y ≥ 0

并满足两个假定( A 1 )和( A 2 )的最优解。故 CDy
* = 0,问题的可行解域是一凸多面体, 目标

函数不可能在多面体内部取得最小值, 当然也不可能在{x©¦ex = 1, x≥0}的单纯形内部的

‖ y -
1
n

e
T‖≤αr 上取得。连接

1
n

e
T 和 y

* 两点的连线交球 B
1
n

eT , αr = {x ©¦ex = 1,

‖x -
1
n

e
T‖≤αr , x≥0}于一点 b

* 。则存在 λ, 0< λ< 1, 使得

b
*

= λy
*

+ ( 1 - λ)
1
n

e
T

  下面证明 b
*
便为所求。

由 CDy
*

= 0可得

CDb* = ( 1 - λ) CD
1
n

eT

即
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1
n

CDeT =
1

1 - λ
CDb* ,

CDe
T

CDb*
=
n

1 - λ

由于 b
*
满足定理的条件,故 CDb

*
> 0, b

*
> 0。

f CD,
1
n

eT - f ( CD, b* ) = nln
CD

1
n

eT

1
n

- nlnCDb* + ∑
n

i= 1

ln
( 1 - λ)
n

+ λy *i

= nln
CDe

T

CDb
* + ∑

n

i= 1

ln
( 1 - λ)
n

+ λy i

= nln
n

1 - λ
+ ∑
n

i= 1

ln
1 - λ
n

+ λy
*
i

= ∑
n

i= 1

ln
n

1 - λ
1 - λ
n

+ λy *i

= ∑
n

i= 1

ln 1 +
nλ

1 - λ
y
*
i

由于 y *i ≥ 0,有∏
n

i= 1

( 1 + y *i ) ≥ 1 + ∑
n

i= 1

y *i 及∑
n

i= 1

y*i = 1故有

f CD,
1
n

e
T

- f ( CD, b
*

) ≥ ln 1 +
nλ

1 - λ∑
n

i= 1

y
*
i = ln 1 +

nλ
1 - λ

b* = ( 1 - λ)
1
n

eT + λy* ,而且 ‖b* -
1
n

eT‖ = αr , 故

  αr= ‖b
*

-
1
n

e
T
‖= λ‖y

*
-

1
n

e
T
‖≤λR, 其中 R 是单纯体{x©¦ex = 1, x≥0}的外接

球半径,而且 R=
n- 1
n

∴ λ≥
αr
R

= α
1
n( n- 1)

n- 1
n

=
α
n- 1

∴ 1+
nλ

1- λ
≥1+
nα
n- 1

1-
α
n- 1

= 1+
nα
n- 1- α
≥1+ α

∴ f CD,
1
n

e
T

- f ( CD, b
*

)≥ln( 1+ α) ,  0< α< 1

定理 7. 6 b=
1
n e

- αr
CT

p

‖Cp‖
, 有

f CD,
1
n

eT - f ( CD, b)≥δ,  δ是一正常数。

证明 b 是问题   3min z = �CDy

s. t . Ay= 0

ey= 1

‖y-
1
n e

T‖≤αr

y≥0

的最优解。故 CDb> 0, b′≥0。
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f CD,
1
n

e
T

- f ( CD, b)

= f CD ,
1
n

eT - f ( CD , b* ) + [ f ( CD, b* ) - f ( CD, b�) ]

 + [ f ( CD , b�) - f ( CD, b) ]

其中 b�是问题 �

min z�= kf ( CD, y)     

s . t . Ay = 0

ey = 1

‖y -
1
n

e
T
‖≤ αr ( * )

y ≥ 0

的最优解。

由于在可行解上 CDy> 0,故本问题最优解是存在的, 这里 b
*
就是定理 7. 5 中的 b

*
。

根据定理 7. 5

f CD,
1
n

e
T

- f ( CD, b
*

) ≥ ln( 1 + α)

对于第二部分,因 b�是问题( * )的最优解,由于 b�在满足问题的约束条件的可行解域上的

目标函数值应是最小。故 f ( CD , b
* ) - f ( CD, b�)≥0。第三部分,由势函数定义

f ( CD, b�) - f ( CD, b) = nln
CDb�

CDb
- ∑
n

i= 1

ln
b*i
bi

b 是 CDy 在问题( * )的可行解域上的最小值, b�是问题( * )的最优解, 故

CDb�≥ CDb,  
CDb�

CDb
≥ 1

因此

ln
CDb�

CDb
≥ 0

∴ f ( Cd, b�) - f ( CD, b) ≥- ∑
n

i= 1

ln
b�i
bi

  下面要利用一个结果。

对于满足条件

‖y -
1
n e

T
‖≤αr , 0< α< 1, y≥0, ey= 1 的 y

∑
n

i= 1

ln
yi
1
n

≤
β2

2( 1 - β)
, β= α

n
n - 1

< 1

  这个不等式的证明留给读者自己去做。

利用这个不等式可得

f ( CD , b�) - f ( CD , b) ≥∑
n

i= 1

ln
bi
1
n

- ∑
n

i= 1

b�i
1
n

≥
- β

2

1 - β
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β= α
n
n - 1

< 1

∴ f CD,
1
n

e
T

- f ( CD, b) �≥ ln ( 1 + α) -
β

2

1 - β

≥ α-
α

2

2
-
α

2
n/ n - 1

1 - α
n
n - 1

= δ

由定理 7. 6 可推出

f ( CD, xk ) - f ( C, xk + 1 ) ≥ δ

这是根据

T ( xk+ 1 ) = b, T ( xk ) =
1
n

e
T

∴ f ( C, xk ) - f ( C, xk+ 1 ) = f CD,
1
n

eT - f ( CD, b) ≥δ

  可以推出

f ( C, x0 ) - f ( C, xk ) ≥ kδ

即
kδ≤ nln

Cx0

Cxk
- ∑
n

i= 1

ln
1
n

+ ∑
n

i= 1

lnx k
i

= nln
Cx0

Cxk
+ ln∏

n

i= 1

x
k
i - ln

1
n

n

由于∑
n

i= 1

x
k
i = 1,∏

n

i= 1

x
k
i 的最大值为

1
n

n

。

所以
kδ≤ nln

Cx0

Cxk
, ln

Cx0

Cxk
≥

1
n

kδ

Cx0 ≥ e
1
n

kδ

Cxk

Cxk ≤ e
-

1
n

kδ

Cx0

k
n
δ= q, k = nq/δ= O( nq)

即可通过 nq次迭代,使

Cxk

Cx0
≤ 2- q

习 题 七

1. �Ax= b, x≥0,其中 A= ( aij ) m× n , b= ( b1 , b2 , ⋯, bm )
T

设   L = 3   1+ log2 m+ log2n+ ∑
m

i= 1
∑
n

j = 1
log2 [ 1+ log2 ( 1+ ©¦a ij ©¦) ]

+ ∑
m

i= 1
[ 1+ log2 ( 1+ ©¦bi©¦) ]   
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试证: �基变量 xB = ( x
( B )
1 , x

( B)
2 , ⋯, x

( B )
m )有 n

x
B
j < 2

L
/ mn,  j = 1, 2,⋯, m

‖x‖ < 2
L
/ n

2. 用哈奇扬算法解整数线性不等式组

- x 1≤- 10

 x 1≤ 12

- x 2≤ 1

 x 2≤ 1

3. 用卡玛卡算法解 1

min z = �x3     

s. t. x1 - x 2  = 0

x1 + x 2 + x 3 = 1

xi ≥ 0, i= 1, 2, 3

4. 设 b′=
1
n

e
T - αr

CT
p

‖Cp‖
,试证 b′是问题 %

min z = �Cx     

s . t . Ax = 0

ex = 1

‖x -
1
n

e
T
‖ ≤ αr

x ≥ 0

  的最优解。

5. 试证

∑
n

i= 1

ln
yi
1
n
≤
β

2

2( 1 - β)
=
n

2( n - 1)
α2

  �其中β= α
n
n- 1

< 1, y 满足 ey= 1, y≥0, ‖y-
1
n

e
T‖≤αr , 0< α< 1。

提示:

由于 ‖y-
1
n e

T‖= αr

∴ ∑
n

i= 1

( nyi - 1)
2

= n
2∑
n

i= 1

yi -
1
n

2

≤ n
2
α

2
r

2

ln( nyi) = ln [ 1+ ( ny i- 1) ]≤( nyi- 1) +
1
2

( nyi- 1) 2。
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第 8章 多 目 标 规 划

在这以前,我们集中讨论了单目标线性规划问题, 也就是目标函数的极大、极小解。这

满足于“经济人”的经营决策要求,要么利润极大, 要么代价极小的模型。近来在经营思想

上有一重大变化,并非一味追求利润, 而是要力争做到普遍感到满意。多目标规划适应了

这样的要求。多目标规划是线性规划的一个突破和飞跃,它比单目标规划更灵活。

8.1 问 题 的 提 出

在讨论多目标规划之前,先引进偏差的概念。

例如:求 x 1 , x 2 , ⋯, x n 使 Ax= a 1x 1 + a 2 x2 + ⋯+ a nxn= b,可引进偏差 p 和 n, 将问题转

化为求

min z = p + n

s. t.   Ax - p + n = b

 x, p , n ≥ 0

p 和 n 分别称为正、负偏差量。若 Ax - b> 0,则 p > 0, n= 0, 若 Ax- b< 0,则 n> 0, p = 0,

显然 p 和 n 不可能同时为正,其中 A= ( a 1 a2  ⋯ an ) , x = ( x 1 x 2 ⋯ x n )
T
。当然,

若要求 x 使满足 Ax≥b ,可转化为求

min z = n

s. t.   Ax - p + n = b

 x, p , n ≥ 0

  与此类似求 x 使满足 Ax≤b, 则有

min z = p

s. t.   Ax - p + n = b

 x, p , n ≥ 0

  道理很直观,对于目标 Ax = b, 则要求 Ax- b的绝对值极小, 对于目标 Ax≥b,则要求

负偏差量 n 极小,对于目标 Ax≤b, 则要求正偏差量 p 达到极小。

再引进目标函数优先级概念。这一点不同于单目标规划。举例如下。

例 8.1 有一公司生产两种产品 P 1 和 P 2 , 它们单位产品的利润分别为 80 元和 100

元。P 1 和 P 2 都需要 A, B, C 三种资源

资源
产品  

A B C

P 1 u4 _4 ^1 ]

P 2 u5 _2 ^0 ]
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该公司每天拥有 A , B, C 的有效资源分别为 80, 48, 6单位。问题是如何安排生产, 使利润

达到最大?

设: x 1 为每天生产 P 1 产品数, x 2 为每天生产 P 2 产品数,问题导至

max z= 80x 1 + 100x 2

s. t. 4x 1 + 5x 2≤ 80

4x 1 + 2x 2≤ 48

x 1 ≤ 6

  x 1 , x 2 ≥ 0

  如若公司经理必须考虑目标的优先级顺序为:

1. 首先要保证 A , B 两种资源不能超过限度:

4x 1 + 5x 2 ≤ 80

4x 1 + 2x 2 ≤ 48

  2. 每天收入至少 800 元:

80x 1 + 100x 2 ≥ 800

  3. 资源 C 不超过 6: x 1≤6

4. 产品 P 1 和 P 2 产量总和(单位数)不超过 7单位: x 1 + x 2≤7

用下列形式表达之

min z = P 1 ( p 1 + p 2 ) + P 2n3 + P 3 p 4 + P 4 p 5

s. t.   4x 1 + 5x 2 + n1 - p 1 = 80

4x 1 + 2x 2 + n2 - p 2 = 48

80x 1 + 100x 2 + n3 - p 3 = 800

x 1 + n4 - p 4 = 6

x 1 + x 2 + n5 - p 5 = 7

     x 1 , x 2 , p i, ni≥ 0,  i= 1, 2, 3, 4, 5

  现在这里 P 1 , P 2 , P 3 , P 4 仅是一种符号, 表示优先数等级,其实也是各自的权。最高优

先数是保证 p 1 + p 2 达到最小, 即 4x 1 + 5x 2≤80, 4x 1 + 2x 2≤48, 在保证最优先级的前提

下,力求 80x 1 + 100x 2≥800, 再其次为 x 1≤6, 最后为 x1 + x 2≤7。

例 8.2 一作坊生产两种产品, 产品 P 1 每单位产品净获利润 10元, 产品 P 2 每单位

产品净获利润 8元, P 1 产品每单位产品需机器时间 3小时, P 2 产品为 2小时, 公司每周共

有机器时数 120 小时,适当的加班是允许的, 但加班生产的产品单位利润各降 1 元。根据

合同,每周两种产品各需提供 30 单位。根据上述条件建立如下的目标优先级顺序:

1. 在有效机器时间 120 小时内首先满足合同。

2. 其次加班时数应尽量减少,假定每周加班不超过 20。

3. 最后利润要求每周至少为 800 元。

令 �x 1 = 产品 P 1 在正常开工时间内每周产量,

x 2 = 产品 P 1 在加班时间内每周的产量,

x 3 = 产品 P 2 在正常开工时间内每周的产量,
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x 4 = 产品 P 2 在加班时间内每周的产量。

因此

x 1 + x 2 ≥30

x 3 + x 4 ≥30

3x 1 + 2x 3 ≤120

3x 2 + 2x4≤20

10x 1 + 9x 2 + 8x 3 + 7x4≥800

xi ≥ 0, i= 1, 2, 3, 4

min z = P 1 ( n1 + n2 + p 3 ) + P 2p 4 + P 3n5

s. t.   x 1 + x 2 + n1 - p 1 = 30

x 3 + x 4 + n2 - p 2 = 30

3x 1 + 2x 3 + n3 - p 3 = 120

3x2 + 2x 4 + n4 - p 4 = 20

10x 1 + 9x2 + 8x 3 + 7x 4 + n5 - p 5 = 800

    xi ≥ 0, i= 1, 2, 3, 4, p j , n j ≥ 0, j = 1, 2, ⋯, 5

  例 8.3 用 3种不同的原液 M 1 , M 2 , M 3 配制 3 种饮料 D 1 , D 2 , D 3。已知每天有 1500

升的 M 1 , 每升 6.00 元;每天有 2100 升的 M 2 , 每升 4.50 元;每天有 950 升的 M3 , 每升

3.00元。已知配方如下:

D 1 由不到 10%的 M2 和超过 50%的 M 1 配成, 每升售价 6.00元; D 2 由不到 60%的

M 3 和超过 20%的 M1 配成, 每升售价 5.50元; D3 由不到 50%的 M 3 和超过 10%的 M 2 配

成,每升售价 5.00 元。

根据以上条件确定目标优先级如下:

1. 首先保证利润最高。

2. 其次每天生产 2000升 D1。

x ij = Mi 用于生产 D j 的数量(升) , i, j = 1, 2, 3

x 11 + x 12 + x1 3 ≤ 1500

x 21 + x 22 + x2 3 ≤ 2100

x3 1 + x 32 + x 3 3 ≤ 950

x 21

x1 1 + x 21 + x 3 1
≤ 0. 1

x 11

x1 1 + x 21 + x 3 1
≥ 0. 5

x 32

x1 2 + x 22 + x 3 2
≤ 0. 6

x 12

x1 2 + x 22 + x 3 2
≥ 0. 2

x 33

x1 3 + x 23 + x 3 3
≤ 0. 5
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x 23

x1 3 + x 23 + x 3 3
≥ 0. 1

6( x1 1 + x 21 + x 3 1 ) + 5. 5( x 12 + x 22 + x 32 ) + 5( x 13 + x 2 3 + x 33 )

- 6( x 11 + x 12 + x1 3 ) - 4. 5( x 2 1 + x 22 + x 23 ) - 3( x 31 + x 32 + x 33 ) ≥ 5000

x 11 + x 21 + x3 1 ≥ 2000

  故以上问题转化为目标规划:

min z = P 1 ( p 1 + p 2 + p 3 + p 4 + n5 + p 6 + n7 + p 8 + n9 )

   + P 2n1 0 + P 3n1 1

s . t .   x 11 + x 12 + x 13 + n1 - p 1 = 1500

   x 21 + x 22 + x 23 + n2 - p 2 = 2100

   x 31 + x 32 + x 33 + n3 - p 3 = 950

   0. 9x 21 - 0. 1x 11 - 0. 1x3 1 + n4 - p 4 = 0

   0. 5x 11 - 0. 5x 21 - 0. 5x3 1 + n5 - p 5 = 0

   0. 4x 32 - 0. 6x 12 - 0. 6x2 2 + n6 - p 6 = 0

   0. 8x 12 - 0. 2x 22 - 0. 2x3 2 + n7 - p 7 = 0

   0. 5x 33 - 0. 5x 13 - 0. 5x2 3 + n8 - p 8 = 0

   0. 9x 23 - 0. 1x 13 - 0. 1x2 3 + n9 - p 9 = 0

   6( x 11 + x 21 + x 31 ) + 5. 5( x 12 + x 2 2 + x 32 ) + 5( x 13 + x 23 + x3 3 )

   - 6( x 11 + x 1 2 + x 13 ) - 4. 5( x 21 + x 22 + x2 3 ) - 3( x3 1 + x 32 + x 3 3 )

   + n10 - p 10 = 5000

   x 11 + x 21 + x 31 + n1 1 - p 11 = 2000

   x ij ≥ 0, i, j = 1, 2, 3

   nk , p k ≥ 0, k = 1, 2,⋯, 11

  这里第 1 目标是保证用完 3 种原液及 3 种饮料的配方, 然后才依次是最高利润和每

天生产 2000升 D1。

8.2 多目标规划的几何解释

先举例说明。

  例 8.4 min z = P 1 ( p 1 + p 2 ) + P 2n3 + P 3 p 4 + P 4 p 5

s. t.   4x 1 + 5x 2 + n1 - p 1 = 80 ( G1 )

4x 1 + 2x 2 + n2 - p 2 = 48 ( G2 )

80x 1 + 100x 2 + n3 - p 3 = 800( G3 )

x 1 + n4 - p 4 = 6 ( G4 )

x 1 + x 2 + n5 - p 5 = 7 ( G5 )

    x 1 , x 2 , ni, p i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4, 5

  图 8.1 画出了各约束条件。

首先保证满足第 1 目标,即令 p 1 = p 2 = 0,可行解域为图 8.2的影线部分。
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图 8.1

图 8.2

进一步满足第 2 目标,即 n3 = 0,得可行解域又缩为图 8.3的影线域。

图 8.3
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  再考虑第 3 个目标,即 p 4 = 0,得图 8.4中阴影部分代表的可行解域。

图 8.4 图 8.5

最优解为( 0, 8)点, 即 x 1 = 0, x 2 = 8,该点使 p 5 达到最小, 过( 0, 8)点引 x 1 + x 2 = c 的

平行线, c= 8,故 p 5 = 1。

  例 8.5 min z = P 1 p 1 + P 2n2 + P 3n3

s . t .  x 1 + x 2 + n1 - p 1 = 10

2x 1 + x 2 + n2 - p 2 = 26

- x 1 + 2x 2 + n3 - p 3 = 6

     x 1 , x 2 , ni, p i≥ 0, i= 1, 2, 3

  约束条件及可行解域如图 8.6 所示。

图 8.6

若考虑第 1 目标,图 8.6中的影线域是可行解域。若考虑第 2目标, 则( 10, 0)点使 n2

达到最小, 过( 10, 0)引 2x1 + x 2 = c的平行线, c= 20, n2 = 6, 第 3 目标放弃,即第 3目标不

能完全达到。因为第 2目标的优先级高于第 3目标。故只能在保证第 2目标条件下, 求第

3目标尽可能好一些。
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例 8.6 某工厂生产 A、B 两种产品, 若生产产品 A ,每单位需加工 2 个机时, 产品 B

每单位需加工 1 机时, 工厂每周开工时间为 140 机时, 根据市场预测产品 A 每周需求量

不超过 60 个单位, B 产品不超过 100单位, 产品 A 的利润为 300元/单位, B 产品的利润

为 120 元/单位, 问应如何安排生产。

max z = 300x 1 + 120x 2

s. t.   2x 1 + x 2 ≤140

x 1  ≤60

x 2 ≤100

x 1 , x 2 ≥0

其中, x 1 为产品 A 的每周生产单位数, x 2 为产品 B 的每周生产单位数。

结果: A 产品生产 60 单位, B 产品生产 20单位,每周利润为 z = 20 400 元。

若改变为:

第 1 目标:利润不少于 25 000元。

第 2 目标: �( 1) 加工时数不超过 140 小时;

( 2) 产品 A 不超过 60单位;

( 3) 产品 B 不超过 100单位。

则有

min z = P 1n1 + P 2 ( p 2 + p 3 + p 4 )

s. t .  300x 1 + 120x 2 - p 1 + n1 = 25000

2x 1 + x 2 - p 2 + n2 = 140

x 1 - p 3 + n3 = 60

x 2 - p 4 + n4 = 100

     x1 , x 2 , p 1 , n1 , p 2 , n2 , p 3 , n3 , p 4 , n4 ≥ 0

  约束条件如图 8.7 所示。

图 8.7 图 8.8
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显然第 2 个目标是不能完全达到的,只能求得 p 2 + p 3 + p 4 尽可能小(见图 8.8)。

对于 ( 60, 100)点, p 3 = p 4 = 0,但 p 2 不为 0; ( 60, 58, 3)点, p 3 = p 4 = 0, 但 p 2 也不为 0;

( 43, 3, 100)点, p 3 = p 4 = 0, p 2 也不为 0, 不过 p 2 较小。从直观也可见到在( 60, 58, 3)点处

p 2 最小, 即为最佳方案, 第 1 目标完全达到, 第 2目标部分满足,由于 p 2 < > 0, 即加工时

数超过了 140 机时,原来的

2x 1 + x 2 ≤ 140

的条件不能满足。

例 8.7 某工厂生产 A , B 两种产品,每小时均可生产 1 000单位, 工厂正常开工为每

周 80 小时, 根据市场预测, 产品 A 需求量为每周 70 000 单位, 产品 B 需求量为每周

45 000单位,产品 A 的利润为每单位 2.50 元,产品 B 的利润为每单位 1.50 元,

第 1 目标:避免开工不足;

第 2 目标:加班时数不超过 10 小时;

第 3 目标:努力达到最大销售量;

第 4 目标: 尽可能减少加班时数。

设 x 1 , x 2 分别是产品 A , B 的产量,以 1 000为单位, 则

min z = P 1n1 + P 2 p 4 + P 3 ( 5n2 + 3n3 ) + P 4 p 1

s . t.  x 1 + x 2 + n1 - p 1 = 80

x 1 + n2 - p 2 = 70

 x 2 + n3 - p 3 = 45

x 1 + x 2 + n4 - p 4 = 90

   x 1 , x 2 , n1 , n2 , n3 , n4 , p 1 , p 2 , p 3 , p 4 ≥ 0

  请注意这里由于产品 A 的利润为 2.5元/单位, 而产品 B 的利润为 1.5元/单位, 故

第 3 目标 n2 的权为 5, n3 的权为 3。即 n2 和 n3 目标级相同,但系数不同。

图 8.9 画出了约束条件。

图 8.9

·842·



若考虑第 1 目标,即 n1 = 0, 以及加班时间限制在 10 小时内, 即 p 4 = 0, 故解域缩为图

8.10中的影线部分。

但由于第 3 个目标 n2 的权高于 n3 , 故( 20, 70)点是最佳点。第 4个目标为 p 1 = 0 这是

不可能的,第 4个目标必须服从于第 3个目标。

若在上面例子中,有一老主顾急需产品 A 100 000单位,必须将这项任务作为第一目

标,将保持正常开工作为第 2目标, 第 3目标为将加班时间尽可能少, 第 4个目标为尽可

能多地销售产品 B。

则有

min z = P 1n2 + P 2n1 + P 3 p 1 + P 4n3

s. t.  x 1 + x 2 + n1 - p 1 = 80

x 1 + n2 - p 2 = 100

 x 2 + n3 - p 3 = 45

   x 1 , x 2 , n1 , n2 , n3 , p 1 , p 2 , p 3 ≥ 0

  约束条件如图 8.11所示。

图 8.10 图 8.11

  为了满足第 1目标,允许解域在 x 1 = 100的上方, 这样第 2 目标自动满足, 第 3个目

标不能达到, 但尽量做到使 p 1 达到最小, 显然这一点是 x 1 = 100, x 2 = 0, 第 4 个目标是达

不到的。

8. 3 多目标规划的单纯形表格

多目标规划的单纯形表格实质上就是线性规划的单纯形表格。

举例说明如下:

例 8.8 某公司生产 A, B 两种产品, 每单位所需的机器时间相同,都是一单位时间。

A 的单位利润为 25万元, B 的单位利润为 15万元。该公司生产能力为每月 80单位机器

时间,市场估计 A 的每月最高需求量为 70单位, B 的每月最高需求量为 45单位。若仅考
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虑最高利润,则导致解下面线性规划问题。设 x 1 , x 2 分别为 A, B 的每月产量。

max z = 25x 1 + 15x 2

s. t.   x 1 + x 2 ≤ 80

0≤ x 1 ≤ 70, 0≤ x 2 ≤ 45

  如若考虑下列目标

  1. 第 1 目标为避免开工不足;

2. 第 2 目标避免加班时数超过 10单位机器时数;

3. 第 3 目标 A , B 达到各自的最高销售目标;

4. 第 4 目标为加班时数尽可能少。

min z = P 1n1 + P 2 p 4 + 5P 3n2 + 3P 3n3 + P 4p 1

s . t .  x 1 + x2 + n1 - p 1 = 80

x 1 + n2 - p 2 = 70

 x 2 + n3   - p 3 = 45

 n4 + p 1    - p 4 = 10

      x 1 , x 2 , n1 , n2 , n3 , n4 , p 1 , p 2 , p 3 , p 4 ≥ 0

这里需要说明的是, n2 和 n3 原都属第 3目标, 因 A 产品的利润为每单位 250,而 B 产品的

利润为 150,故分别给以权 5P 3 , 3P 3。

下面给出多目标规划的单纯形表格:

表 8.1

CB C
b   

x 1 �x2 �n1 hn2 Pn3 8n4  p1 �p 2 �p 3 �p 4 �

0 �0 vP 1 r5 �P 3 3 �P 3 0 �P 4 �0 �0 �P 2 �

β

n1 %P 1 �80 H1 �1 v1 ^0 F0 .0 �- 1 ,0 �0 �0 �80 X

n2 %5 ^P 3 70 H① 0 v0 ^1 F0 .0 �0 �- 1 �0 �0 �？0

n3 %3 ^P 3 45 H0 �1 v0 ^0 F1 .0 �0 �0 �- 1 �0 �

n4 %0 �10 H0 �0 v0 ^0 F0 .1 �1 �0 �0 �- 1 �

ci- zi

P 4 �0 �0 v1 �0 �0 �0 �

P 3 �485 _- 5 �- 3 �0 �5 �3 �0 �

P 2 �0 �0 v0 �0 �0 �1 �

P 1 �80 H- 1 �- 1 �1 �6 �0 �0 �

在这里 P 1 , P 2 , P 3 , P 4 作为系数处理,可以看作 P 1m P 2m P 3m P 4。Am B 意味着对于任意

正常数 k,恒有 A > kB,和 A > B+ k。ci- zi行第 2列自上而下为 P 4 , P 3 , P 2 , P 1 ,以 x 1 列的

ci- zi 应为- P 1 - 5P 3 , 所以该列在 P 1 行的数目为 - 1, P 3 行的数为- 5, 其余 P 2 , P 4 行为

0, 余类推。故 x 1 作为进入基, 取代 n2。办法同单纯形法。接着下面以 a2 1作为主元素进行

消元,结果如表 8.2所示。
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表 8.2

CB C
b   

x 1 �x2 �n1 �n2 �n3 ,n4 Cp 1 Zp 2 qp 3 �p 4 �

0 �0 �P 1 �5 �P 3 3 �P 3 0 HP 4 Z0 v0 �P 2 �

β

n1 �P 1 �10 `0 � ① 1 �- 1 �0 10 H- 1 _1 v0 �0 �，0

x1 �0 �70 `1 �0 �0 �1 �0 10 H0 _- 1 v0 �0 �45 �

n3 �3 �P 3 45 `0 �1 �0 �0 �1 10 H0 _0 v- 1 �0 �

n4 �0 �10 `0 �0 �0 �0 �0 11 H1 _0 v0 �- 1 �

ci- zi

P 4 �0 �0 �1 _0 v0 �0 �

P 3 �135 w- 3 �5 �0 _0 v3 �0 �

P 2 �0 �0 �0 _0 v0 �1 �

P 1 �10 `- 1 �1 �1 _- 1 v0 �0 �

x2 �0 �10 `0 �1 �1 �- 1 �0 10 H- 1 _1 v0 �0 �

x1 �0 �70 `1 �0 �0 �1 �0 10 H0 _- 1 v0 �0 �

n3 �3 �P 3 35 `0 �0 �- 1 �1 �1 10 H1 _- 1 v- 1 �0 �35 �

n4 �0 �10 `0 �0 �0 �0 �0 11 H ① 0 v0 �- 1 �10 �

ci- zi

P 4 �0 �1 _0 v0 �0 �

P 3 �105 w3 �2 �- 3 _3 v3 �0 �

P 2 �0 �0 _1 �

P 1 �1 �0 _0 �

x2 �0 �20 `0 �1 �0 �0 �1 11 H0 _0 v- 1 �- 1 �

x1 �0 �70 `1 �0 �0 �1 �0 10 H0 _- 1 v0 �0 �

n3 �3 �P 3 25 `0 �0 �- 1 �1 �1 10 H0 _- 1 v- 1 �1 �

p 1 �0 �10 `0 �0 �0 �0 �0 11 H1 _0 v0 �- 1 �

ci- zi

P 4 �25 `0 �0 �1 _ ① 0 �0 �

P 3 �3 �2 �0 _3 v3 �- 3 �

P 2 �0 �0 �0 _0 v0 �1 �

P 1 �1 �0 �0 _0 v0 �0 �

所以 x 1 = 70, x 2 = 20, p 1 = 10, n3 = 25,使第 1目标,第 2目标得到满足, 第 3目标得到部分

满足,第 4目标 p 1 = 10未达到最小。

例 8.9 一工厂有全时工人 5人, 半时工人 4人。全时工人每月工作 160 小时, 半时

工人每月工作 80小时。全时工人每小时完成 5个单位产品, 半时工人每小时完成 2 个单

位产品。全时工人每小时工资 3 元,半时工人每小时 2元, 单位产品利润为 1.5 元。假若

全时加班费为每小时 4.5 元,半时加班费每小时 2元。设

1. 第 1 目标为下月完成 5500单位产品;

2. 限制全时工人加班不超过 100 小时作为第 2 目标;

3. 第 3 目标为工作人员做满正常工作时数;

4. 加班总时数达到最少。

设 x 1 , x 2 分别是全时和半时工作人员的每月工作时数。

问题导致下面多目标规划问题:
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min z = P 1n1 + P 2n4 + 2P 3n2 + P 3n3 + 3P 4 p 3 + P 4 p 2    

s . t . 5x1 + 2x 2 + n1   - p 1 = 5500

x1 + n2    - p 2 = 5× 160 = 800

 x 2 + n3      - p 3 = 4× 80 = 320

   n4 + p 2 - p 4 = 100

    x1 , x 2 , ni, p i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4

  由于全时工人每月正常工作时数是半时工人的一倍,所以对 n2 和 n3 分别给以权 2P 3

和 P 3

全时工人的加班每小时利润为 5× 1. 5- 4. 5= 3, 半时工人的加班每小时利润为 2×

1. 5- 2= 1, 全时工人加班 1 小时创造的利润是半时工人的 3 倍,故 p 2 给以权 P 4 , p 3 给以

权 3P 4。表 8.3 是其单纯形表格。

表 8.3

CB
Cb   

x 1 �x2 �n1 �n2 �n3 $n4 ;p 1 Rp 2 ip 3 �p 4 �

0 �0 �P 1 �2 �P 3 P 3 $0 @0 WP 4 i3 $P 4 P 2 �

β

n1 �P 1 �5500 �5 �2 �1 �0 �0 )0 @- 1 W0 n0 �0 �1100 �

n2 �2 �P 3 800 w① 0 �0 �1 �0 )0 @0 W- 1 n0 �0 �○800 �

n3 �P 3 �320 w0 �1 �0 �0 �1 )0 @0 W0 n- 1 �0 �

n4 �0 �100 w0 �0 �0 �0 �0 )1 @0 W1 n0 �- 1 �

ci- zi

P 4 �0 I0 �0 �1 n3 �

P 3 �1920 �- 2 �- 1 �2 n1 �

P 2 �0 I0 �0 �1 �

P 1 �5500 �- 5 �- 2 �1 W

n1 �P 1 �1500 �0 �2 �1 �- 5 �0 )0 @- 1 W5 n0 �0 �300 �

x1 �0 �800 w1 �0 �0 �1 �0 )0 @0 W- 1 n0 �0 �

n3 �P 3 �320 w0 �1 �0 �0 �1 )0 @0 W0 n- 1 �0 �

n4 �0 �100 w0 �0 �0 �0 �0 )1 @0 W ① 0 �- 1 �○100 �

ci- zi

P 4 �0 I0 �0 �0 W1 n3 �0 �

P 3 �3200 �- 1 �2 �0 W0 n1 �0 �

P 2 �0 I0 �0 �0 W0 n0 �1 �

P 1 �1500 �- 2 �5 �1 W- 5 n0 �0 �

n1 �P 1 �1000 �0 �2 �1 �- 5 �0 )- 5 @- 1 W0 n0 � ⑤

x1 �0 �900 w1 �0 �0 �1 �0 )1 @0 W0 n0 �- 1 �

n3 �P 3 �320 w0 �1 �0 �0 �1 )0 @0 W0 n- 1 �0 �

p 2 �P 4 �100 w0 �0 �0 �0 �0 )1 @0 W1 n0 �- 1 �

ci- zi

P 4 �100 w0 �0 �- 1 @0 W3 �1 �

P 3 �320 w- 1 �2 �0 @0 W1 �0 �

P 2 �0 I0 �0 �0 @0 W0 �1 �

P 1 �1000 �- 2 �5 �5 @1 W0 �- 5 �

p 4 �P 2 �200 w0 �2 �/ 5 1 �/ 5 - 1 10 H- 1 _- 1 �/ 5 0 v0 �1 �

x1 �0 �1100 �1 �2 �/ 5 1 �/ 5 0 10 H0 _- 1 �/ 5 0 v0 �0 �
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续表

CB C
b   

x 1 �x2 �n1 �n2 �n3 ,n4 Cp 1 Zp 2 qp 3 �p 4 �

0 �0 �P 1 �2 �P 3 P 3 ,0 H0 _P 4 q3 ,P 4 P 2 �

β

n3 �P 3 �320 w0 �① 0 �0 11 H0 _0 v0 �- 1 �0 �

p 2 �P 4 �300 w0 �2 �/ 5 1 �/ 5 - 1 10 H0 _- 1 �/ 5 1 �0 �0 �

P 4 �300 w- 2 �/ 5 - 1 �/ 5 1 10 _1 �/ 5 3 �

P 3 �320 w- 1 �0 �2 10 _0 v1 �

P 2 �200 w- 2 �/ 5 - 1 �/ 5 1 11 _1 �/ 5 0 �

P 1 �0 I0 �1 �0 10 _0 v0 �

p 4 �P 2 �72 `0 �0 �1 �/ 5 - 1 1- 2 �/ 5 - 1 _- 1 �/ 5 0 �○2 H/ 5 1 �

x1 �0 �972 w1 �0 �1 �/ 5 0 1- 2 �/ 5 0 _- 1 �/ 5 0 �2 H/ 5 0 �

x2 �0 �320 w0 �1 �0 �0 11 H0 _0 v0 �- 1 �0 �

p 2 �P 4 �172 w0 �0 �1 �/ 5 - 1 1- 2 �/ 5 0 _- 1 �/ 5 1 �2 H/ 5 0 �

P 4 �172 w- 1 �/ 5 1 12 �/ 5 0 _1 �/ 5 13 H/ 5

P 3 �0 I0 �2 11 H0 _0 v0 �

P 2 �72 `- 1 �/ 5 1 12 �/ 5 - 1 _1 �/ 5 - 2 H/ 5

P 1 �0 I1 �0 10 H0 _0 v0 �

p 3 �3 �P 4 180 w0 �0 �1 �/ 2 - 5 �/ 2 - 1 H- 5 �/ 2 - 1 �/ 2 0 �1 �5 _/ 2

x1 �0 �900 w1 �0 �0 �1 10 H1 _0 v0 �0 �- 1 �

x2 �0 �500 w0 �1 �1 �/ 2 - 5 �/ 2 0 H- 5 �/ 2 - 1 �/ 2 0 �0 �- 5 _/ 2

p 2 �P 4 �100 w0 �0 �0 �0 10 H1 _0 v1 �0 �- 1 �

P 4 �640 w- 3 �/ 2 15 �/ 2 3 H13 �/ 2 3 �/ 2 - 13 _/ 2

P 3 �0 I0 �2 11 H0 �

P 2 �0 I0 �0 11 �

P 1 �0 I1 �0 10 �

  可见第 1、第 2、第 3目标都获得满足, 第 4 目标达到它所能达到的最好结果:

x 1 = 900, x 2 = 500, p 2 = 100, p 3 = 180。

8. 4 多目标规划的目标序列化方法

上节讨论的单纯形表格法实际上是单纯形表格的变形, 从实践中体验到其实质是先

解决第 1 目标问题,然后依次解决第 2、第 3等目标问题, 所以可以依顺序进行。关键一点

是在从优先级高转入低一级时, 非基变量的 ci- z i为正的, 应退出, 因它的进入将损害优

先级高的目标。在作形式化说明之前,先通过例子说明。

  例 8.10 min z = P 1 ( p 1 + p 2 ) + P 2n3 + P 3p 4 + P 4 ( n1 + 1. 5n2 )

s . t .  x1 + n1 - p 1 = 30

x 2 + n2 - p 2 = 15

8x1 + 12x 2 + n3 - p 3 = 1000

x1 + 2x 2 + n4 - p 4 = 40

    x 1 , x 2 , ni, p i≥ 0,  i= 1, 2, 3, 4
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  第一阶段:

min z1 = p 1 + p 2

s. t.   x1 + n1 - p 1 = 30

 x2 + n2 - p 2 = 15

    x1 , x 2 , n1 , n2 , p 1 , p 2 ≥ 0

  表 8.4 是其单纯形表格。

表 8.4

B CB

x

Cb   

x 1 �x 2 +n1 Bn2 Yp 1 pp 2 �

0 �0 00 G0 ^1 u1 �
β

n1 �0 130 v1 @0 01 G0 ^- 1 u0 �

n2 �0 115 v0 @1 00 G1 ^0 u- 1 �

1 u1 �

n1 = 30, n2 = 15, x 1 = x 2 = p 1 = p 2 = 0, z
*
1 = p 1 + p 2 = 0。

由 p 1 + p 2 = 0, p 1 , p 2≥0,故 p 1 = p 2 = 0, 得第 2阶段。

min z 2 = n3

s . t .   x 1    + n1  = 30

    x 2 + n2  = 15

8x 1 + 12x 2 + n3 - p 3 = 1000

x 1 , x 2 , n1 , n2 , n3 , p 3 ≥ 0

  其单纯形表格见表 8.5。

表 8.5

B CB

x

Cb   

x1 �x 2 'n1 :n2 Qn3 hp 3 �

0 �0 �0 /0 F1 ]0 t
β

n1 �0 130 v1 �0 �1 /0 F0 ]0 t

n2 �0 115 v0 �① 0 /1 F0 ]0 t，？

n3 �1 11000 �8 �12 /0 /0 F1 ]- 1 �1000 �/ 12

1000 �- 8 0 ○- 12 �0 /0 F0 ]1 t

n1 �0 130 v① 0 �1 /0 F0 ]0 t30 .

x 2 �0 115 v0 �1 �0 /1 F0 ]0 t

n3 �1 1820 �8 �0 �0 /- 12 �1 ]- 1 �102 ���

820 �- 8 00 �0 /12 ]0 ]1 t

x 1 �0 130 v1 �0 �1 /0 F0 ]0 t

x 2 �0 115 v0 �1 �0 /1 F0 ]0 t

n3 �1 1580 �0 �0 �- 8 ^- 12 �1 ]- 1 �

580 �0 �0 �8 /12 ]0 ]1 t

x 1 = 30, x2 = 15, z
*
2 = n3 = 580
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请注意上表中 n1 , n2 , p 3 列的 ci- zi 值都是正, 它们若进入基, 将破坏第 2 目标的结

果,故在进入第 3目标时可以略去。

min z 3 = p 4

s . t .  x1 = 30

x 2 = 15

8x1 + 12x 2 = 420

x1 + 2x 2 + n4 - p 4 = 40

   x 1 , x 2 , n4 , p 4 ≥ 0

  故得 x 1 = 30, x 2 = 15, n4 = 0, p 4 = 20, z
*
3 = 20, z

*
4 = n1 + 1. 5n2 = 0

  例 8.11 min z = P 1 ( p 1 + p 2 ) + P 2n3 + P 3 p 4

s. t . 2x 1 + x 2 + n1 - p 1 = 12

x 1 + x 2 + n2 - p 2 = 10

x 1 + n3 - p 3 = 7

x 1 + 4x 2 + n4 - p 4 = 14

   x 1 , x 2 , ni, p i≥ 0,  i= 1, 2, 3, 4

  解第 1 目标:

min z 1 = p 1 + p 2

s . t .   2x 1 + x 2 + n1 - p 1 = 12

x 1 + x 2 + n2 - p 2 = 10

x i, ni, p i≥ 0,  i= 1, 2

  表 8.6 是其单纯形表格。

表 8.6

B CB

x

Cb   

x1 ;x 2 Rn1 in2 �p 1 �p 2 �

0 @0 W0 n0 �1 �1 �

n1 �0 112 v2 @1 W1 n0 �- 1 �0 �

n2 �0 110 v1 @1 W0 n1 �0 �- 1 �

1 �1 �

  故 z
*
1 = p 1 + p 2 = 0, p 1 = p 2 = 0, n1 = 12, n2 = 10, x 1 = x 2 = 0,转入第 2目标:

min z 2 = n3         

s . t .  2x 1 + x 2 + n1  = 12

x 1 + x 2 + n2  = 10

x 1 + n3 - p 3 = 7

    x 1 , x 2 , n1 , n2 , n3 , p 3 ≥ 0

  表 8.7 是其单纯形表格。
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  表 8.7

B CB

x

Cb   

x1 ;x 2 Rn1 in2 �n3 �p 3 �

0 @0 W0 n0 �1 �0 �
β

n1 �0 112 v ② 1 W1 n0 �0 �0 �⑥

n2 �0 110 v1 @1 W0 n1 �0 �0 �10 .

n3 �1 17 _1 @0 W0 n0 �1 �- 1 �7 �

7 _- 1 @0 W0 n0 �0 �1 �

x 1 �0 16 _1 @1 �/ 2 1 �/ 2 0 �0 �0 �

n2 �0 14 _0 @1 �/ 2 - 1 �/ 2 1 �0 �0 �

n3 �1 11 _0 @- 1 �/ 2 - 1 �/ 2 0 �1 �- 1 �

1 _1 �/ 2 1 �/ 2 0 �0 �1 �

  x 1 = 6, n2 = 4, n1 = x 2 = p 3 = 0, z
*
2 = n3 = 1,而且 x 2 , n1 , p 3 作为非基变量不可能进入基,

因它的进入将损坏第 2 目标,故在进入第 3目标时予以放弃。

min z 3 = p 4

s . t .   2x 1    = 12

x 1 + n2  = 10

x 1 + 1  = 7

x 1 + n4 - p 4 = 4

  ∴ n2 = 4, n4 = 0, p 4 = 2, 故 x 1 = 6, x 2 = 0, z
*
1 = 0, z

*
2 = 1, z

*
3 = 2。

  例 8.12 min z = P 1n1 + P 2 p 4 + 5P 3n2 + 3P 3n3 + P 4p 1

s . t .  x 1 + x2 + n1 - p 1 = 80

x 1 + n2 - p 2 = 70

 x 2 + n3 - p 3 = 45

 p 1 + n4 - p 4 = 10

    x 1 , x2 , ni, p i≥ 0,  i= 1, 2, 3, 4

  解第 1 目标:

min z 1 = n1

s . t .   x 1 + x 2 + n1 - p 1 = 80

x 1 , x 2 , n1 , p 1 ≥ 0

  单纯形表格见表 8.8。

表 8.8

B CB

x

Cb   

x 1 �x 2 in1 �p 1 Q

0 �0 n1 �0 V
β

x 1 �0 _80 �1 �1 n1 �- 1 V

0 �0 n1 �0 V

  故 z
*
1 = n1 = 0, x 1 = 80
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解第 2 目标:

min z2 = p 4         

s . t .   x 1 + x 2 - p 1 = 80

p 1 + n4 - p 4 = 10

x 1 , x 2 , p 1 , n4 , p 4 ≥ 0

  表 8.9 是其第 2 目标的单纯形表格。

表 8.9

B CB

x

C
b   

x1 �x 2 Zp 1 �n4 Bp 4 �

0 �0 _0 �0 G1 �
β

x 1 �0 �80 �1 �1 _- 1 �0 G0 �

n4 �0 �10 �0 �0 _1 �1 G- 1 �

1 �

  故 x
*
2 = p 4 = 0

现转而解决第 3 目标:

min z3 = 5n2 + 3n3

s. t.   x 1 + x 2 + n1 - p 1 = 80

x 1 + n2 - p 2 = 70

x 2 + n3 - p 3 = 45

 p 1 + n4 = 10

    x 1 , x 2 , n1 , n2 , n3 , n4 , p 1 , p 2 , p 3 ≥ 0

  表 8.10是解决第 3目标的单纯形表格。

表 8.10

B CB

x

Cb   

x1 �x 2 �n1 �n2 $n3 ;n4 Rp 1 ip 2 �p 3 �

0 �0 �0 �5 )3 @0 W0 n0 �0 �
β

n1 %0 �80 H1 �1 �1 �0 )0 @0 W- 1 n0 �0 �80 �

n2 %5 �70 H① 0 �0 �1 )0 @0 W0 n- 1 �0 �？0

n3 %3 �45 H0 �1 �0 �0 )1 @0 W0 n0 �- 1 �

n4 %0 �10 H0 �0 �0 �0 )0 @1 W1 n0 �0 �

485 _- 5 �- 3 �0 �0 )0 @0 W0 n5 �3 �

n1 %0 �10 H0 � ① 1 �- 1 )0 @0 W- 1 n1 �0 �，0

x 1 )0 �70 H1 �0 �0 �1 )0 @0 W0 n- 1 �0 �

n3 %3 �45 H0 �1 �0 �0 )1 @0 W0 n0 �- 1 �45 �

n4 %0 �10 H0 �0 �0 �0 )0 @1 W1 n0 �0 �

135 _0 �- 3 �0 �0 )2 @0 W0 n0 �3 �

x 2 )0 �10 H0 �1 �1 �- 1 )0 @0 W- 1 n1 �0 �

x 1 )0 �70 H1 �0 �0 �1 )0 @0 W0 n- 1 �0 �

n3 %3 �35 H0 �0 �- 1 �1 )1 @0 W1 n- 1 �- 1 �35 �

n4 %0 �10 H0 �0 �0 �0 )0 @1 W ① 0 �0 �，0
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续表

B CB

x

C
b   

x1 �x 2 �n1 �n2 $n3 ;n4 Rp 1 ip 2 �p 3 �

0 �0 �0 �5 )3 @0 W0 n0 �0 �
β

105 _0 �0 �3 �2 )0 @0 W○- 3 n3 �3 �

x 2 )0 �20 H0 �1 �1 �- 1 )0 @1 W0 n1 �0 �

x 1 )0 �70 H1 �0 �0 �1 )0 @0 W0 n- 1 �0 �

n3 %3 �25 H0 �0 �- 1 �1 )1 @- 1 W0 n- 1 �- 1 �

p 1 *0 �10 H0 �0 �0 �0 )0 @1 W1 n0 �0 �

0 �0 �3 �2 )0 @3 W0 n3 �3 �

  故得 x 1 = 70, x 2 = 20, n2 = 0, n3 = 25, p 1 = 10, z
*
4 = p 1 = 10, z

*
3 = 5n2 + 3n3 = 75。

本例在 8.2节用几何方法已讨论过它的解法。在 8.3节又用单纯形表格给出解, 异途

同归,结果与以前得到的是一样的。

8. 5 多目标规划的灵敏度分析

举例说明如下:

min z = P 1 ( p 1 + p 2 ) + P 2 ( n3 + 2n4 ) + P 3n1

s . t.  x 1 + n1 - p 1 = 20

x 2 + n2 - p 2 = 35

- 5x 1 + 3x 2 + n3 - p 3 = 220

x 1 - x 2 + n4 - p 4 = 60

    x 1 , x 2 , ni, p i≥ 0,  i= 1, 2, 3, 4

  做表上运算(见表 8.11)。

表 8.11

B CB

x

Cb   

x 1 �x2 �n1 �n2 �n3 $n4 ;p 1 Rp 2 ip 3 �p 4 �

0 �0 �P 3 �0 �P 2 $2 �P 2 P 1 RP 1 i0 �0 �
β

n1 �P 3 �20 `1 �0 �1 �0 �0 )0 @- 1 W0 n0 �0 �

n2 �0 �35 `0 �① 0 �1 �0 )0 @0 W- 1 n0 �0 �35 �

n3 �P 2 �220 w- 5 �3 �0 �0 �1 )0 @0 W0 n- 1 �0 �220 �/ 3

n4 �2 �P 2 60 `1 �- 1 �0 �0 �0 )1 @0 W0 n0 �- 1 �

ci- zi

P 3 �20 `- 1 �0 �1 W0 n0 �0 �

P 2 �340 w3 �- 1 �0 W0 n1 �2 �

P 1 �0 I0 �0 �1 W1 n0 �0 �

n1 �P 3 �20 `1 �  0 �1 �0 �0 )  0 @- 1 W0 n0 �0 �

x2 �0 �35 `0 �  1 �0 �1 �0 )  0 @0 W- 1 n0 �0 �

n3 �P 2 �115 w- 5 �  0 �0 �- 3 �1 )  0 @0 W3 n- 1 �0 �

n4 �2 �P 2 95 `1 �  0 �0 �1 �0 )  1 @0 W- 1 n0 �- 1 �
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续表

B CB

x

Cb   

x 1 �x2 �n1 �n2 �n3 $n4 ;p 1 Rp 2 ip 3 �p 4 �

0 �0 �P 3 �0 �P 2 $2 �P 2 P 1 RP 1 i0 �0 �
β

ci- zi

P 3 �20 `- 1 �0 �1 W0 n0 �0 �

P 2 �305 w3 �1 �0 W- 1 n1 �2 �

P 1 �0 I0 �0 �1 W1 n0 �0 �

  表 8.11中最后一轮两虚线间的矩阵即为 B
- 1

, 即基变量 n1 , x 2 , n3 , n4 的基矩阵 B 的

逆矩阵

B- 1 =

1 0 0 0

0 1 0 0

0 - 3 1 0

0 1 0 1

  例 8.13 设 p 2 的权从 P 1 改为 0

CB B- 1 = ( P 3 0 P 2 2P 2 )

1 0 0 0

0 1 0 0

0 - 3 1 0

0 1 0 1

= ( P 3 - P 2 P 2 2P 2 )

把 p 2 的权由 P 2 改为 0,则对应的 ci- zi改为

- ( P 3 - P 2 P 2 2P 2 )

0

- 1

0

0

= - P 2

  ∴ p 2 的权的改变引起基的变化, p 2 作为进入基进行迭代得表 8.12。

表 8.12

B CB

x

Cb   

x1 %x2 <n1 Sn2 jn3 �n4 �p 1 �p 2 �p 3 :p 4 Q

0 *0 AP 3 S0 oP 2 �2 <P 2 P 1 �0 �0 ?0 V
β

n1 �P 3 �20 `1 *0 A1 X0 o0 �0 �- 1 �0 �0 ?0 V

x2 �0 �35 `0 *1 A0 X1 o0 �0 �0 �- 1 �0 ?0 V

n3 �P 2 �115 w- 5 *0 A0 X- 3 o1 �0 �0 �③ - 1 ?0 V

n4 �2 �P 2 190 w1 *0 A0 X1 o0 �1 �0 �- 1 �0 ?- 1 V

P 3 �20 `0 *0 o1 �0 �0 ?0 V

P 2 �115 w5 *1 o0 �- 1 �1 ?2 V

P 1 �190 w0 *0 o1 �0 �0 ?0 V

n1 �P 3 �20 `1 *0 A1 X0 o0 �0 �- 1 �0 �0 ?0 V

x2 �0 �73 1�� - 5 �/ 3 1 A0 X0 o1 */ 3 0 �0 �0 �- 1 �/ 3 0 V

p 2 �0 �38 1�� - 5 �/ 3 0 A0 X- 1 o1 */ 3 0 �0 �1 �- 1 �/ 3 0 V

n4 �2 �P 2 228 H�� - 2 �/ 3 0 A0 X0 o1 */ 3 1 �0 �0 �- 1 �/ 3 - 1 V

P 3 �20 `- 1 *0 �1 �0 ?0 V

P 2 �456 H�� 4 �/ 3 1 */ 3 0 �2 �/ 3 2 V

P 1 �0 I0 *0 �1 �0 ?0 V
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若考虑 n4 的权从 2P 2 改为 6P 2。由于 n4 是基变量, 所以改变了 CB B
- 1

, 新的 CB B
- 1
为

( P 3 0 P 3 6P 2 )

1 0 0 0

0 1 0 0

0 - 3 1 0

0 1 0 1

= ( P 3 3P 2 P 2 6P 2 )

  对于 x 1 , x 2 , n1 , n2 , n3 , n4 , p 1 , p 2 , p 3 , p 4 对应的 ci- zi分别为:

x 1 :  - ( P 3 3P 2 P 2 6P 2 )

1

0

- 5

1

= - P 3 - P 2

x 2 :  ( P 3 3P 2 P 2 6P 2 )

0

1

3

- 1

= 0

n1 :  P 3 - ( P 3 3P 2 P 2 6P 2 )

1

0

0

0

= 0

n2 :  - ( P 3 3P 2 P 2 6P 2 )

0

1

0

0

= - 3P 2

n3 :  P 2 - ( P 3 3P 2 P 2 6P 2 )

0

0

1

0

= 0

n4 :  0

p 1 :  P 1 - ( P 3 3P 2 P 2 6P 2 )

- 1

0

0

0

= P 1 + P 3

p 2 :  P 1 - ( P 3 3P 2 P 2 6P 2 )

0

- 1

0

0

= P 1 + 3P 2
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p 3 :  ( P 3 3P 2 P 2 6P 2 )

0

0

- 1

0

= P 2

p 4 :  - ( P 3 3P 2 P 2 6P 2 )

0

0

0

- 1

= 6P 2

进行表上运算(见表 8.13)。

表 8.13

CB
Cb   

x 1 �x2 �n1 �n2 �n3 $n4 ;p 1 Rp 2 ip 3 �p 4 �

0 �0 �P 3 �0 �P 2 $6 �P 2 P 1 RP 1 i0 �0 �
β

n1 �P 3 �20 `1 �0 �1 �0 �0 )0 @- 1 W0 n0 �0 �

x2 �0 �35 `0 �1 �0 � ① 0 )0 @0 W- 1 n0 �0 �、？

n3 �P 2 �115 w- 5 �0 �0 �- 3 �1 )0 @0 W3 n- 1 �0 �

n4 �6 �P 2 95 `1 �0 �0 �1 �0 )1 @0 W- 1 n0 �- 1 �95 �

ci- zi

P 3 �20 `- 1 �0 �1 W0 n0 �0 �

P 2 �685 w- 1 �- 3 �0 W3 n1 �6 �

P 1 �0 I0 �0 �1 W1 n0 �0 �

n1 �P 3 �20 ` ① 0 �1 �0 �0 )0 @- 1 W0 n0 �0 �。0

n2 �0 �35 `0 �1 �0 �1 �0 )0 @0 W- 1 n0 �0 �

n3 �P 2 �220 w- 5 �3 �0 �0 �1 )0 @0 W0 n- 1 �0 �

n4 �6 �P 2 60 `1 �- 1 �0 �0 �0 )1 @0 W0 n0 �- 1 �60 �

P 3 �240 w0 �0 �1 W0 n0 �0 �

P 2 �120 w- 1 �3 �0 W0 n1 �6 �

P 1 �0 I0 �0 �1 W1 n0 �0 �

x1 �0 �20 `1 �0 �1 �0 �0 )0 @- 1 W0 n0 �0 �

n2 �0 �35 `0 �1 �0 �1 �0 )0 @0 W- 1 n0 �0 �

n3 �P 2 �320 w0 �3 �5 �0 �1 )0 @- 5 W0 n- 1 �0 �

n4 �6 �P 2 40 `0 �- 1 �- 1 �0 �0 )1 @1 W0 n0 �- 1 �

P 3 �0 I0 �1 �0 W0 �0 �

P 2 �560 w3 �1 �5 W1 �6 �

P 1 �0 I0 �0 �1 W0 �0 �

  例 8.14 若右端项第 2个数从原先的 35改为 40,则

B- 1 b =

1 0 0 0

0 1 0 0

0 - 3 1 0

0 1 0 1

20

40

220

60

=

20

40

100

100

  结果基不变, 只不过第 2 个基 x 2 的值改为 40, 第 3 个基 n3 和第 4 个基 n4 都改为
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100, 其余不变。

第 1 和第 4 目标达到,第 2目标的值改为 300, 第 3目标没变化。

若右端项第 2 个数从 35改为 75,则

B- 1 b =

1 0 0 0

0 1 0 0

0 - 3 1 0

0 1 0 1

20

75

220

60

=

20

75

- 5

135

  利用对偶单纯形法求解如表 8.14所示。

表 8.14

CB
Cb   

x1 %x2 <n1 Sn2 jn3 �n4 �p 1 �p 2 �p 3 9p 4 P

0 *0 AP 3 S0 oP 2 �2 jP 2 P 1 �P 1 �0 >0 U
β

n1 �P 3 �20 `1 *0 A1 X0 o0 �0 �- 1 �0 �0 >0 U

x1 �0 �75 `0 *1 A0 X1 o0 �0 �0 �- 1 �0 >0 U

n3 �P 2 �- 5 w- 5 *0 A0 X○- 3 o1 �0 �0 �3 �- 1 >0 U

n4 �2 �P 2 135 w1 *0 A0 X1 o0 �1 �0 �- 1 �0 >- 1 U

P 3 �20 `- 1 *0 o1 �0 �0 >0 U

ci- zi P 2 �265 w3 *1 o0 �- 1 �1 >2 U

P 1 �0 I0 *0 o1 �1 �0 >0 U

n1 �P 3 �20 `1 *0 A1 X0 o0 �0 �- 1 �0 �0 >0 U

x2 �0 �73 1�� - 5 �/ 3 1 A0 X0 o1 X/ 3 0 �0 �0 �- 1 �/ 3 0 U

n2 �0 �5 �/ 3 5 �/ 3 0 A0 X1 o- 1 X/ 3 0 �0 �1 �1 �/ 3 0 U

n4 �2 �P 2 133 H�� - 2 �/ 3 0 A0 X0 o1 X/ 3 1 �0 �0 �- 1 �/ 3 - 1 U

P 3 �20 `- 1 *0 �1 �0 �0 >0 U

ci- zi P 2 �266 H�� 4 �/ 3 2 X/ 3 0 �0 �2 �/ 3 2 �/ 3

P 1 �0 I0 *0 �1 �1 �0 >0 U

  例 8.15 若矩阵 A的系数变化, 例如 a 31从- 5改为 2,则

B- 1 a 1 =

1 0 0 0

0 1 0 0

0 - 3 1 0

0 1 0 1

1

0

2

1

=

1

0

2

1

对应的 c1 - z 1 改变为:

- ( P 3 - P 2 P 2 2P 2 )

1

0

2

1

= - 4P 2 - P 3
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  进行表上运算(见表 8.15)。

  表 8.15

CB
Cb   

x 1 �x2 �n1 �n2 �n3 $n4 ;p 1 Rp 2 ip 3 �p 4 �

0 �0 �P 3 �0 �P 2 $2 �P 2 P 1 RP 1 i0 �0 �
β

n1 �P 3 �20 `① 0 �1 �0 �0 )0 @- 1 W0 n0 �0 �。0

x2 �0 �35 `0 �1 �0 �1 �0 )0 @0 W- 1 n0 �0 �

n3 �P 2 �115 w2 �0 �0 �- 3 �1 )0 @0 W3 n- 1 �0 �115 �/ 2

n4 �2 �P 2 95 `1 �0 �0 �1 �0 )1 @0 W- 1 n0 �- 1 �95 �

P 3 �20 `- 1 �0 �1 W0 n0 �0 �

ci- zi P 2 �305 w- 4 �1 �0 W- 1 n1 �2 �

P 1 �0 I0 �0 �1 W1 n0 �0 �

x1 �0 �20 `1 �0 �1 �0 �0 )0 @- 1 W0 n0 �0 �

x2 �0 �35 `0 �1 �0 �1 �0 )0 @0 W- 1 n0 �0 �

n3 �P 2 �75 `0 �0 �- 2 �- 3 �1 )0 @2 W3 n- 1 �0 �

n4 �2 �P 2 75 `0 �0 �- 1 �1 �0 )1 @1 W- 1 n0 �- 1 �

P 3 �0 I1 �0 �0 W0 n0 �0 �

ci- zi P 2 �25 `4 �1 �- 4 W- 1 n1 �2 �

P 1 �0 I0 �0 �1 W1 n0 �0 �

  例 8.16 若增加一约束条件:

- 4x 1 + x 2 + n5 - p 5 = 8

其中 p 5 为第 1目标, 从单纯形表格(表 8.16) :

表 8.16

CB
Cb   

x 1 �x2 �n1 �n2 �n3 $n4 ;p 1 Rp 2 ip 3 �p 4 �

0 �0 �P 3 �0 �P 2 $2 �P 2 P 1 RP 1 i0 �0 �
β

n1 �P 3 �20 `1 �0 �1 �0 �0 )0 @- 1 W0 n0 �0 �

x2 �0 �35 `0 �1 �0 �1 �0 )0 @0 W- 1 n0 �0 �

n3 �P 2 �115 w- 5 �0 �0 �- 3 �1 )0 @0 W3 n- 1 �0 �

n4 �2 �P 2 95 `1 �0 �0 �1 �0 )1 @0 W- 1 n0 �- 1 �

P 3 �20 `- 1 �0 �1 W0 n0 �0 �

ci- zi P 2 �305 w3 �1 �0 W- 1 n1 �2 �

P 1 �0 I0 �0 �1 W1 n0 �0 �

可知 x 2 + n2 - p 2 = 35,解出 x2 并以之代入新的约束条件, 消去基 x 2 得

- 4x 1 - n2 + p 2 + n5 - p 5 = 8 - 35 = - 27

  构造新的单纯形表格(见表 8.17)。
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  表 8.17

CB
Cb   

x 1 rx2 ,n1 �n2 +n3 �n4 �n5 �p 1 �p 2 �p 3 �p 4 �p 5 �

0 w0 1P 3 �0 0P 2 �2 �P 2 0 �P 1 �P 1 �0 �0 �P 1 �

β

n1 �P 3 �20 �1 w0 11 �0 00 �0 0 �- 1 0 �0 �0 �0 �

x2 �0 �30 �0 w1 10 �1 00 �0 0 �0 - 1 �0 �0 �0 �30 �

n3 �P 2 �115 �- 5 w0 10 �- 3 01 �0 0 �0 3 �- 1 �0 �0 �

n4 �2 �P 2 95 �1 w0 10 �1 00 �1 0 �0 - 1 �0 �- 1 �0 �95 �

p 5 �P 1 �27 �4 w0 10 �① 0 �0 - 1 �0 - 1 �0 �0 �1 �。？

P 3 �20 �- 1 w0 00 �1 0 �0 �0 �0 �

ci- zi P 2 �305 �3 w1 00 �0 - 1 �1 �2 �0 �

P 1 �27 �- 4 w- 1 01 �1 2 �0 �0 �0 �

n1 �P 3 �20 �1 w0 11 �0 00 �0 0 �- 1 0 �0 �0 �0 �20 �

x2 �0 �3 �- 4 w1 10 �0 00 �0 1 �0 0 �0 �0 �- 1 �

n3 �P 2 �196 �7 w0 10 �0 01 �0 - 3 �0 0 �- 1 �0 �3 �197 �/ 7

n4 �2 �P 2 68 �- 3 w0 10 �0 00 �1 1 �0 0 �0 �- 1 �- 1 �

n2 �0 �27 �④ 0 10 �1 00 �0 - 1 �0 - 1 �0 �0 �1 �27 �/ 4

P 3 �20 �- 1 w0 �1 0 �0 �0 �0 �

ci- zi P 2 �332 �- 1 w1 �0 0 �1 �2 �- 1 �

P 1 �0 �0 w0 �1 1 �0 �0 �0 �

n1 �P 3 �53 �/ 4 0 w0 11 �- 1 �/ 4 0 �0 1 �/ 4 - 1 1 �/ 4 0 �0 �1 �/ 4

x2 �0 �30 �0 w1 10 �1 00 �0 0 �0 - 1 �0 �0 �0 �

n3 �P 2 �695 �/ 4 0 w0 10 �- 7 �/ 4 1 �0 - 5 �/ 4 0 7 �/ 4 - 1 �0 �5 �/ 4

n4 �2 �P 2 353 �/ 4 0 w0 10 �3 �/ 4 0 �1 1 �/ 4 0 - 3 �/ 4 0 �- 1 �- 1 �/ 4

x1 �0 �27 �/ 4 1 w0 10 �1 �/ 4 0 �0 - 1 �/ 4 0 - 1 �/ 4 0 �0 �1 �/ 4

P 3 �53 �/ 4 1 �/ 4 - 1 �/ 4 1 - 1 �/ 4 0 �0 �0 �

P 2 �130 ��� 1 �/ 4 3 �/ 4 0 - 1 �/ 4 1 �2 �- 3 �/ 4

P 1 �0 �0 00 �1 1 �0 �0 �1 �

  例 8.17 增加新变量

min z = P 1 ( p 1 + p 2 ) + P 2 ( n3 + 2n4 ) + P 3n1

s . t. x 1 + n1 - p 1 = 20

x 2 + x 3 + n2 - p 2 = 35

- 5x 1 + 3x 2 + x 3 + n3 - p 3 = 220

x 1 - x 2 - x 3 + n4 - p 4 = 60

    x 1 , x 2 , x 3 , ni, p i≥ 0,  i= 1, 2, 3, 4

  ∵ B
- 1

=

1 0 0 0

0 1 0 0

0 - 3 1 0

0 1 0 1
由于
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1 0 0 0

0 1 0 0

0 - 3 1 0

0 1 0 1

0

1

1

- 1

=

0

1

- 2

0

  建立单纯形表格(见表 8.18)。

表 8.18

B CB

x

C
b   

x 1 �x2 �x 3 �n1 �n2 �n3 �n4 �p 1 �p 2 �p 3 �p 4 �

0 �0 �0 �P 3 �0 �P 2 �2 �P 2 P 1 �P 1 �0 �0 �
β

n1 %P 3 u20 �1 �0 �0 �1 �0 �0 �0 - 1 �0 0 �0 �

x 2 )0 `35 �0 �1 �① 0 �1 �0 �0 0 �- 1 0 �0 �

n3 %P 2 u115 �- 5 �0 �- 2 �0 �- 3 �1 �0 0 �3 - 1 �0 �

n4 %2 0P 2 95 �1 �0 �0 �0 �1 �0 �1 0 �- 1 0 �- 1 �

P 3 u20 �1 �0 �1 �0 0 �0 �

ci- zi P 2 u305 �3 �- 2 �1 �0 �- 1 1 �2 �

P 1 u0 w0 �0 �1 �1 0 �0 �

n1 %P 3 u20 �1 �0 �0 �1 �0 �0 �0 - 1 �0 0 �0 �

x 3 )0 `35 �0 �1 �1 �0 �1 �0 �0 0 �- 1 0 �0 �35 �

n3 %P 2 u45 �- 5 �② 0 �0 �- 1 �1 �0 0 �1 - 1 �0 �○45 �/ 2

n4 %2 0P 2 95 �1 �0 �0 �0 �0 �0 �1 1 �- 1 0 �- 1 �

P 3 u20 �- 1 �0 �0 �1 �0 0 �0 �

P 2 u235 �3 �- 2 �1 �- 2 �1 1 �2 �

P 1 u0 w0 �0 �0 �1 �1 0 �0 �

n1 %P 3 u20 �1 �0 �0 �1 �0 �0 �0 - 1 �0 0 �0 �20 �

x 3 )0 `25 `/ 2 ○5 �/ 2 0 �1 �0 �0 �- 1 �/ 2 0 0 �- 3 �/ 2 1 �/ 2 0 �⑤

x 2 )0 `45 `/ 2 - 5 �/ 2 1 �0 �0 �- 1 �/ 2 1 �/ 2 0 0 �1 �/ 2 - 1 �/ 2 0 �

n4 %2 0P 2 95 �1 �0 �0 �0 �0 �0 �1 1 �- 1 0 �- 1 �95 �

P 3 u20 �- 1 �0 �1 �0 0 �

P 2 u190 �- 2 �1 �- 2 �2 2 �

P 1 u0 w0 �0 �1 �1 0 �

n1 %P 3 u15 �0 �0 �- 2 �/ 5 1 �0 �1 �/ 5 0 - 1 �3 �/ 5 - 1 �/ 5 0 �

x 1 )0 `5 w1 �0 �2 �/ 5 0 �0 �- 1 �/ 5 0 0 �- 3 �/ 5 1 �/ 5 0 �

x 2 )0 `35 �0 �1 �1 �0 �- 1 �/ 2 0 �0 0 �- 1 0 �0 �

n4 %2 0P 2 90 �0 �0 �- 2 �/ 5 0 �0 �1 �/ 5 1 1 �- 2 �/ 5 - 1 �/ 5 - 1 �

P 1 u15 �2 �/ 5 - 1 �/ 5 1 �- 3 �/ 5 1 �/ 5 0 �

P 2 u180 �4 �/ 5 3 �/ 5 - 2 �4 �/ 5 2 �/ 5 2 �

P 1 u0 w0 �0 �1 �1 0 �0 �

·562·



  例 8. 18 参数目标规划

min z = P 1 ( p 1 + p 2 ) + P 2 ( n3 + n4 ( 1 + r) ) + P 3n1

s . t . x 1 +  n1 - p 1 = 20

x 2 + n2 - p 2 = 35

- 5x 1 + 3x 2 + n3 - p 3 = 220

x 1 - x 2 + n4 - p 4 = 60

   x 1 , x 2 , ni, p i≥ 0,  i= 1, 2, 3, 4

  令 r = 0, 下面是 r = 0时的单纯形表格(表 8.19)。

表 8.19

B CB

x

C
b   

x 1 �x2 �n1 �n2 �n3 $n4 ;p 1 Rp 2 ip 3 �p 4 �

0 �0 �P 3 �0 �P 2 $P 2 ;P 1 RP 1 i0 �0 �
β

n1 �P 3 �20 `1 �0 �1 �0 �0 )0 @- 1 W0 n0 �0 �

n2 �0 �35 `0 � ① 0 �1 �0 )0 @0 W- 1 n0 �0 �35 �

n3 �P 2 �220 w- 5 �3 �0 �0 �1 )0 @0 W0 n- 1 �0 �220 �/ 3

n4 �P 2 �60 `1 �- 1 �0 �0 �0 )1 @0 W0 n0 �- 1 �

P 3 �20 `1 �1 W0 n0 �0 �

P 2 �280 w4 �- 2 �0 W0 n1 �1 �

P 1 �0 I0 �1 W1 n0 �0 �

n1 �P 3 �20 `1 �0 � ① 0 �0 )0 @- 1 W0 n0 �0 �。0

x2 �0 �35 `0 �1 �0 �1 �0 )0 @0 W- 1 n0 �0 �

n3 �P 2 �115 w- 5 �0 �0 �- 3 �1 )0 @0 W3 n- 1 �0 �24 �

n4 �P 2 �95 `1 �0 �0 �1 �0 )1 @0 W- 1 n0 �- 1 �

P 3 �0 I0 �0 �1 W0 n0 �0 �

P 2 �210 w4 �2 �0 W- 2 n1 �1 �

P 1 �0 I0 �0 �1 W1 n0 �0 �

  对于 r≠0, 依相同步骤可得表 8.20。

表 8.20

B CB

x

Cb   

 x1 V x 2 m n1 � n2 � n3 � n4 � p 1 � p 2 � p 3 � p 4 &

 0 H 0 _ P 3 � 0 � P 2 � P 2 I( 1+ r ) P 1 � P 1 � 0  0 �
β

n1 �P 3 ]20 � 1 H 0 _ 1 v 0 � 0 � 0 �- 1 � 0 � 0  0 �

n2 �0 I35 � 0 H ①  0 v 1 � 0 � 0 � 0 �- 1 � 0  0 �

n3 �P 2 ]220 �- 5 H 3 _ 0 v 0 � 1 � 0 � 0 � 0 �- 1  0 �

n4 �P 2 �( 1+ r) 60 � 1 H- 1 _ 0 v 0 � 0 � 1 � 0 � 0 � 0 - 1 �

P 3 ]20 � 1 � 0 � 0  0 �

ci- zi P 2 ]280 �+ 60r 4 �- r - 2 �+ r  0 � 0 � 1 1 �+ r

P 1 ]0 � 1 � 1 � 0  0 �

n1 �P 3 ]20 � 1 H 0 _ 1 v 0 � 0 � 0 �- 1 � 0 � 0  0 �

x2 �0 I35 � 0 H 1 _ 0 v 1 � 0 � 0 � 0 �- 1 � 0  0 �

n3 �P 2 ]115 �- 5 H 0 _ 0 v- 3 � 1 � 0 � 0 � 3 �- 1  0 �

n4 �P 2 �( 1+ r) 95 � 1 H 0 _ 0 v 1 � 0 � 1 � 0 �- 1 � 0 - 1 �
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续表

B CB

x

C
b   

x 1 (x 2 ?n1 Rn2 in3 �n4 �p 1 �p 2 �p 3 �p 4 �

0 �0 0P 3 \0 ^P 2 �P 2 �( 1+ r) P 1 �P 1 �0 �0 �
β

P 3 ]20 �1 �0 ^0 �0 �0 �0 �

ci- zi P 2 ]210 �+ 95r 4 �- r 2 �- r 0 �- 2 �+ r 1 �1 �+ r

P 1 ]0 �0 ^1 �1 �0 �0 �

  若 4- r≥0, 2- r≥0, 1+ r≥0,即- 1≤r≤2时, 上表给出了最优解。

若 2< r≤4, 2- r< 0, 4- r≥0时, 则 n2 进入基(见表 8.21)。

表 8.21

B CB

x

Cb   

x1 Vx 2 mn1 �n2 �n3 �n4 �p 1 �p 2 �p 3 �p 4 &

0 G0 ^P 3 �0 �P 2 �P 2 H( 1+ r ) P 1 �P 1 �0 0 �
β

n1 �P 3 ]20 �1 G0 ^1 u0 �0 �0 �- 1 0 �0 0 �

x2 �0 I35 �0 G1 ^0 u① 0 �0 �0 �- 1 �0 0 �、？

n3 �P 2 ]110 �- 5 v0 ^0 u- 3 �1 �0 �0 �3 �- 1 .0 �

n4 �P 2 �( 1+ r) 95 �1 G0 ^0 u1 �0 �1 �0 �- 1 �0 - 1 E95 �

ci- zi

P 3 ]20 �1 G0 �0 �0 �0 0 �

P 2 ]210 �+ 95r 4 �- r 2 J- r 0 �- 2 �+ r 1 1 �+ r

P 1 ]0 �0 �1 �1 �0 0 �

n1 �P 3 ]20 �1 G0 ^1 u0 �0 �0 �- 1 0 �0 0 �

n2 �0 I35 �0 G1 ^0 u1 �0 �0 �0 �- 1 �0 0 �

n3 �P 2 ]220 �- 5 v3 ^0 u0 �1 �0 �0 �0 �- 1 .0 �

n4 �P 2 �( 1+ r) 60 �1 G- 1 �0 u0 �0 �1 �0 �0 �0 - 1 E

ci- zi

P 3 ]20 �1 G0 ^1 �0 �0 0 �

P 2 ]280 �+ 60r 4 �- r - 2 K+ r 0 �0 �1 1 �+ r

P 1 ]0 �0 G0 ^1 �1 �0 0 �

  若 r > 4, x1 作为进入基, 单纯形表格如表 8.22所示。

表 8.22

B CB

x

C
b   

x1 Vx 2 mn1 �n2 �n3 �n4 �p 1 �p 2 �p 3 �p 4 &

0 G0 ^P 3 �0 �P 2 �P 2 H( 1+ r ) P 1 �P 1 �0 0 �
β

n1 �P 3 ]20 �① 0 ^1 u0 �0 �0 �- 1 0 �0 0 �20 �

n2 �0 I35 �0 G1 ^0 u1 �0 �0 �0 �- 1 �0 0 �

n3 �P 2 ]220 �- 5 v3 ^0 u0 �1 �0 �0 �0 �- 1 .0 �

n4 �P 2 �( 1+ r) 60 �1 G- 1 �0 u0 �0 �1 �0 �0 �0 - 1 E60 �

ci- zi

P 3 ]20 �1 G1 ^1 �0 �0 0 �

P 2 ]280 �+ 60r 4 �- r - 2 K+ r 0 �0 �1 1 �+ r

P 1 ]0 �0 G0 ^1 �1 �0 0 �

x1 �0 I20 �1 G0 ^1 u0 �0 �0 �- 1 0 �0 0 �

n2 �0 I35 �0 G1 ^0 u1 �0 �0 �0 �- 1 �0 0 �
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续表

B CB

x

Cb   

x1 Vx 2 mn1 �n2 �n3 �n4 �p 1 �p 2 �p 3 �p 4 &

0 G0 ^P 3 �0 �P 2 �P 2 H( 1+ r ) P 1 �P 1 �0 0 �
β

n3 �P 2 ]320 �0 G3 ^5 u0 �1 �0 �- 5 0 �- 1 .0 �

n4 �P 2 �( 1+ r) 40 �0 G- 1 �- 1 �0 �0 �1 �1 �0 �0 - 1 E

ci- zi

P 3 ]0 �1 ^- 1 �2 �0 0 �

P 2 ]360 �+ 40r - 2 K+ r - 4 y+ r 4 �- r 1 1 �+ r

P 1 ]0 �0 u1 �0 0 �

  例 8.19 参数 r 出现在右端项:

min z = P 1 ( p 1 + p 2 ) + P 2 ( n3 + 2n4 ) + P 3n1

s . t. x 1 + n1 - p 1 = 20 - r

x 2 + n2 - p 2 = 35 + r

- 5x 1 + 3x 2 + n3 - p 3 = 220

x 1 - x 2 + n4 - p 4 = 60 + 2r

   x 1 , x 2 , ni, p i≥ 0,  i= 1, 2, 3, 4

  r = 0时的解见前面。基变量为 n1 , x 2 , n3 , n4 时有

B
- 1

=

1 0 0 0

0 1 0 0

0 - 3 1 0

0 1 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 - 3 1 0

0 1 0 1

20 - r

35 + r

220

60 + 2r

=

20 - r

35 + r

115 - 3r

95 + 3r

  建立单纯形表格(见表 8.23)。

表 8.23

B CB

x

Cb   

x 1 �x2 �n1 �n2 �n3 $n4 ;p 1 Rp 2 ip 3 �p 4 �

0 �0 �P 3 �0 �P 2 $2 �P 2 P 1 RP 1 i0 �0 �
β

n1 �P 3 �20 �- r 1 �0 �1 �0 �0 )0 @- 1 W0 n0 �0 �

x2 �0 �35 �+ r 0 �1 �0 �1 �0 )0 @0 W- 1 n0 �0 �

n3 �P 2 �115 �- 3r - 5 �0 �0 �- 3 �1 )0 @0 W3 n- 1 �0 �

n4 �2 �P 2 95 �+ 3r 1 �0 �0 �1 �0 )1 @0 W- 1 n0 �- 1 �

P 3 �20 �- r - 1 �0 �0 W0 n0 �0 �

P 2 �305 �+ 3r 3 �1 �1 W- 1 n1 �2 �

P 1 �0 I0 �0 �1 W1 n0 �0 �

  若 20- r≥0, 35+ r≥0, 115- 3r≥0, 95+ 3r≥0, 即若 - 31
2
3
≤r≤2 时, 上面单纯形
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表格给出最优解。若 r < - 31
2
3

, 则 95+ 3r< 0,利用对偶单纯形法于上面单纯形表格, 得

表 8.24。

表 8.24

B CB

x

Cb   

x1 %x2 <n1 Sn2 jn3 �n4 �p 1 �p 2 �p3 �p 4 �

0 *0 AP 3 S0 oP 2 �2 <P 2 P 1 �P 1 �0 �0 �
β

n1 %P 3 u20 {- r 1 *0 A1 X0 o0 �0 �- 1 �0 �0 �0 �

x 2 )0 `35 {+ r 0 *1 A0 X1 o0 �0 �0 �- 1 �0 �0 �

n3 %P 2 u115 {- 3r - 5 *0 A0 X- 3 o1 �0 �0 �3 �- 1 �0 �

p 4 *0 `- 95 �- 3r - 1 *0 A0 X- 1 o0 �- 1 �0 �1 �0 �1 �

P 3 u20 {- r - 1 *0 o1 �0 �0 �

ci- zi P 2 u115 {- 3r 5 *3 o0 �- 3 �1 �

P 1 u0 �0 o1 �1 �0 �

  若 20- r≥0, 35+ r≥0, 115- 3r≥0, - 95- 3r≥0, 即 - 35≤r≤ - 31
2
3
时;表 8.24

给出最优解。

类似的办法可讨论, 115- 3r≥0, 20- r≤0, 即若 r≤38
1
3

, r≥20 或 20< r≤38
1
3
时

解的情况,这时利用对偶单纯形法, 主元素为 n1 行、p 1 列(见表 8.25)。

表 8.25

B CB

x

C
b   

x1 %x2 <n1 Sn2 jn3 �n4 �p 1 �p 2 �p3 �p 4 �

0 *0 AP 3 S0 oP 2 �2 <P 2 P 1 �P 1 �0 �0 �
β

p 1 *P 1 ur - 20 - 1 *0 A- 1 X0 o0 �0 �1 �0 �0 �0 �

x 2 )0 `35 {+ r 0 *1 A0 X1 o0 �0 �0 �- 1 �0 �0 �

n3 %P 2 u115 {- 3r - 5 *0 A0 X- 3 o1 �0 �0 �3 �- 1 �0 �

n4 %2 0P 2 95 d+ 3r 1 *0 A0 X1 o0 �1 �0 �- 1 �0 �- 1 �

ci- zi

P 3 u0 �0 *1 X0 o0 �0 �0 �

P 2 u305 {+ 3r 3 *0 X1 o- 1 �1 �2 �

P 1 ur - 20 1 *1 X0 o1 �0 �0 �

8. 6 应 用 举 例

例 8.20 某电子公司生产两种录音机, 该公司有两个车间。录音机 A 需先在第一车

间加工 2小时, 然后到第二车间组装 2.5小时;而产品 B 先在第一车间加工 4 小时, 然后

在第二车间组装 1.5小时。录音机 A 和 B 的每台库存成本分别为 800 元和 1 200元。第

一车间有 12台机器, 每天工作 8 小时,每月正常工作 25 天;第二车间有 7台机器, 每天工

作 16小时, 每月正常工作也是 25天。每小时运转费用:第一车间为每台 1 800元;第二车

间为每台 1 500元。目标依次为:
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A , B 产品的每台利润分别为 200元, 230 元。市场预测 A , B 的下月销售量为 1 500 和

1 000台。

P 1 : 库存成本不超过 30 000;

P 2 : A 产品必须达到 1500台;

P 3 : 充分开工;

P 4 : 第一车间全月加班时数不超过 30小时;

P 5 : 产品 B 必须达到 1000部;

P 6 : 加班时间加以限制。

设 x 1 , x 2 分别代表下月 A , B 两种产品的数量:

1. �2x 1 + 4x 2 + n1 - p 1 = 8× 12× 25= 2400

2. 5x 1 + 1. 5x 2 + n2 - p 2 = 16× 7× 25= 2800

2. 800x 1 + 1200x2 + n3 - p 3 = 30000

3. �x 1 + n4 - p 4 = 1500

x 2 + n5 - p 5 = 1000

4. p 1 + n1 1 - p 11 = 30

min z = P 1p 3 + P 2n4 + P 3 ( 6n1 + 5n2 ) + P 4n11 + P 5n5 + P 6 ( 6p 1 + 5p 2 )

s. t.  2x 1 + 4x 2 + n1 - p 1 = 2400

2. 5x 1 + 1. 5x 2 + n2 - p 2 = 2800

800x 1 + 1500x 2 + n3 - p 3 = 30000

 x 1 + n4 - p 4 = 1500

x 2 + n5 - p 5 = 1000

n1 + n1 1 - p 1 1 = 30

     x 1 , x 2 , ni, p i ≥ 0,  i= 1, 2, ⋯, 11

     n11 , p 1 1 ≥ 0

  例 8.21 某商店有职工 5人, 其中经理 1 人,管理员 1 人, 2 个全时售货员, 临时工 1

人。工作一小时贡献:经理 24 元,管理员 16 元,全时售货员 9元, 临时工 1.5 元。

规定销售额的 0.055 作为工资收入。计划:经理和管理员每月工作 200小时, 全时售

货员甲工作 172 小时,乙工作 160小时, 临时工工作 100 小时。

P 1 : 销售额达到 14 500元;

P 2 : 保证正常工作;

P 3 : 管理员的收入不低于 170元;

P 4 : 经理、管理员和甲的加班时间不超过规定;

P 5 : 乙和临时工加班时间不超过规定;

P 6 : 保证甲、乙的收入分别为 87元和 52元。

设: �x 1 :经理每月工作时数;

x 2 : 管理员每月工作时数;

x 3 : 甲每月工作时数;
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x 4 : 乙每月工作时数;

x 5 : 临时工每月工作时数。

min z = P 1n1 + P 2 ( n2 + n3 + n4 + n5 + n6 ) + P 3n7 + P 4 ( p 21 + p 3 1 + p 4 1 )

   + P 5 ( p 51 + p 61 ) + P 6 ( n8 + n9 )

s . t .   24x 1 + 16x 2 + 9x 3 + 5x 4 + 1. 5x 5 + n1 - p 1 = 14500

x 1 + n2 - p 2 = 200

x 2 + n3 - p 3 = 200

x 3 + n4 - p 4 = 172

x 4 + n5 - p 5 = 160

x 5 + n6 - p 6 = 100

0. 55( 16x 2 ) + n7 - p 7 = 170

0. 55( 9x 3 ) + n8 - p 8 = 87

0. 055( 5x 4 ) + n9 - p 9 = 52

p 2 + n2 1 - p 2 1 = 24

p 3 + n3 1 - p 3 1 = 24

p 4 + n4 1 - p 4 1 = 52

p 5 + n5 1 - p 5 1 = 32

p 6 + n6 1 - p 6 1 = 32

    

  结果: x 1 = 224, x2 = 224, x 3 = 224, x 4 = 665, x 5 = 132。

目标 1, 2, 3, 4 全部达到, 只有 5未达到, 根据这计划乙必须加班 505 小时, 这显然不

可能,每月的销售量达到 14 500元这个目标太高了, 改为 12 000 元。

根据经验广告费每增加 100 元销售额可增加 2% ,指标:广告费不超过 500元。

P 1 : 保证正常工作;

P 2 : 销售额至少为 12 000元;

P 3 : 管理员收入 170元;

P 4 : 广告费不超过 450元;

P 5 : 全体职工加班时间不超过规定;

P 6 : 力争达到销售额 13 200 元;

P 7 : 保证甲和乙的收入分别为 87元和 52元。

x 1 , x2 , ⋯, x 5 同上, x 6 为广告费。

min z = P 1 ( n2 + n3 + n4 + n5 + n6 ) + P 2n1 + P 3n8 + P 4n7

+ P 5 ( p 2 1 + p 31 + p 41 + p 51 + p 61 ) + P 6n11 + P 7 ( n9 + n10 )

s . t .   24x 1 + 16x 2 + 9x 3 + 5x 4 + 1. 5x 5 + 2. 4x6 + n1 - p 1 = 12000

x 1 + n2 - p 2 = 200

x 2 + n3 - p 3 = 200

x 3 + n4 - p 4 = 172
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x 4 + n5 - p 5 = 160

x 5 + n6 - p 6 = 100

x 6 + n7 - p 7 = 450

0. 055( 16x 2 ) + n8 - p 8 = 170

0. 055( 9x 3 ) + n9 - p 9 = 87

0. 055( 5x 4 ) + n10 - p 10 = 52

p 1 + n1 1 - p 11 = 1320

p 2 + n2 1 - p 21 = 24

p 3 + n3 1 - p 31 = 24

p 4 + n4 1 - p 41 = 52

p 5 + n5 1 - p 51 = 32

p 6 + n6 1 - p 61 = 32

x i, p j , n j , p k 1 , nk 1 ≥ 0

i= 1, 2, ⋯, 6; j = 1, 2⋯, 10; k = 1, 2,⋯, 6

  约束条件中 x 6 的系数 2.4 是根据每投资 100 元广告可增加销售额 0.02,假定投资

450元计算出的一元广告费产生的贡献( 0. 02× 12 000/ 100= 2. 4)。

结果: x 1 = 224, x2 = 224, x 3 = 224, x 4 = 192, x 5 = 132, x 6 = 450, 总销售额: 13 214元。

除 P 6 之外全部完成,此要求的销售额仅低于 106元。

习 题 八

1. �一公司有两条生产线生产一种产品, 第一生产线每小时生产 5 个单位产品, 第二生产

线每小时生产 6个单位产品, 每天都开工 8 小时,若目标优先级考虑为:

( a) 首先保证完成每天生产 120 单位;

( b) 第 2目标为避免第二生产线加班每天超过 3小时;

( c) 第 3目标为加班总时数最小;

( d) 第 4 目标为尽量避免开工时间不足。

试求问题的解。

2. �一工厂有两条生产线生产某一产品, 第一生产线每小时生产 2 个单位产品, 第二生产

线每小时生产
1
2
单位产品, 正常开工每周 40小时, 每单位产品获利 100 元。设:

( a) 第 1 目标是生产 180 个单位产品;

( b) 第 2目标是限制第一条生产线每周加班不得超过 10小时;

( c) 第 3目标避免开工不足;

( d) 最后目标是加班时数达到最少。假定两条生产线的开工费用相同。

i) 试建立上面问题的目标规划。

ii) 若考虑每周利润 19 000作为以上 4个目标前面的第 1目标, 如何修改其模型?

iii) 若仅考虑一个目标, 即利润达最大又如何?
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3. min z = P 1n1 + P 2 p 4 + 6P 3n2 + 4P 3n3 + P 4p 1

s . t .  x 1 + x2 + n1 - p 1 = 90

x 1 + n2 - p 2 = 70

 x2 + n3 - p 3 = 45

x 1 + x2 + n4 - p 4 = 100

      

    x 1 , x2 , ni, p i≥ 0,  i= 1, 2, 3, 4

  试用图解法求上问题的解。

4. min z = P 1 p 1 + P 2n2 + P 3n3     

s . t .  10x 1 + 15x 2 + n1 - p 1 = 40

100x 1 + 100x 2 + n2 - p 2 = 1000

x 2 + n3 - p 3 = 7

    x 1 , x 2 , ni, p i≥ 0,  i= 1, 2, 3

  用图解法求解。

5. min z = P 1 ( p 3 + p 4 ) + P 2 ( p 1 ) + P 3n2 + P 4 ( n3 + 1. 5n4 )

s. t.  x1 + x 2 + n1 - p 1 = 40

x1 + x 2 + n2 - p 2 = 100

x1 + n3 - p 3 = 30

x 2 + n4 - p 4 = 15

           

    x 1 , x 2 , ni, p i ≥ 0,  i= 1, 2, 3, 4

  用图解法求解。

6. 试用单纯形法求问题 1～4的解。

7. 试用目标序列法求问题 1～4的解。

8. min z = P 1 ( 2p 1 + 3p 2 ) + P 2 ( n3 ) + P 3 p 4

s . t .  x 1 + x2 + n1 - p 1 = 10

x 1 + n2 - p 2 = 4

5x 1 + 3x 2 + n3 - p 3 = 56

x 1 + x2 + n4 - p 4 = 12

   

    x 1 , x 2 , ni, p i≥ 0,  i= 1, 2, 3, 4

  解此目标规划。

9. 若问题 8 中

( a) 右端项 b2 从 4 改为 12, 求解。

( b) �若第 1个约束条件改为: 2x1 + x 2 + n1 - p 1 = 10, 求问题的解。

( c) �若目标函数改为: min z = P 1 ( p 1 + 2p 2 ) + P 2 ( n3 ) + P 3 p 4 , 求问题的解。

( d) 若增加一约束条件: x 1 - x 2 + n5 - p 5 = 4, 求问题的解。
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10. min z = P 1 ( n1 ) + P 2 ( n3 ) + P 3 ( n2 ) + P 4 ( p 1 + p 2 )

s . t.  2x 1 + x2 + n1 - p 1 = 20

x 1 + n2 - p 2 = 12

x2 + n3 - p 3 = 10

        

    x 1 , x 2 , ni, p i≥ 0,  i= 1, 2, 3

  求解问题。

11. min z = P 1n1 + P 2 p 2 + P 3 ( 8n3 + 5n4 ) + P 4 p 1

s. t.  x 1 + x 2 + n1 - p 1 = 100

x 1 + x 2 + n2 - p 2 = 90

x 1 + n3 - p 3 = 80

 x 2 + n4 - p 4 = 55

      

    x 1 , x 2 , ni, p i≥ 0,  i= 1, 2, 3, 4    

  求解问题。

12. min z = P 1 ( n1 + p 1 ) + P 2 ( 2p 2 + p 3 )

s . t .  x 1 - 10x 2 + n1 - p 1 = 50

3x 1 + 5x 2 + n2 - p 2 = 20

8x 1 + 6x 2 + n3 - p 3 = 100

    x 1 , x 2 , ni, p i≥ 0,  i= 1, 2, 3

  求问题的解。

13. min z = P 1 ( p 1 + p 2 ) + P 2n3 + P 3 p 4

s. t.  x 1 + 2x 2 + n1 - p 1 = 4

4x 1 + 3x 2 + n2 - p 2 = 12

x 1 + x 2 + n3 - p 3 = 8

x 1 + n4 - p 4 = 2

    x 1 , x 2 , ni, p i≥ 0,  i= 1, 2, 3, 4

  求问题的解。

14. min z = P 1 ( n1 + p 2 ) + P 2n3 + P 3 p 4 + P 4 ( n1 + 1. 5n2 )

s . t .  x 1 + n1 - p 1 = 30

x 2 + n2 - p 2 = 15

8x 1 + 12x 2 + n3 - p 3 = 1000

x 1 + 2x 2 + n4 - p 4 = 40

    x 1 , x 2 , ni, p i≥ 0,  i= 1, 2, 3, 4

  求问题的解。

15. 若题 14 的目标函数改为

min z = P 1 ( n1 + p 1 ) + P 2p 4 + P 3 ( n1 + 1. 5n2 ) + P 4 ( n3 )

  求问题的解。
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16. 分别用图解法、单纯形法、目标序列法求下列问题的解。

min z = P 1 ( p 1 + p 2 ) + P 2n3 + P 3n4

s. t.  x 1 + x 2 + n1 - p 1 = 400

2x 1 + x 2 + n2 - p 2 = 500

x 1 + n3 - p 3 = 300

0. 4x 1 + 0. 3x 2 + n4 - p 4 = 240

    x 1 , x 2 , ni, p i≥ 0,  i= 1, 2, 3, 4

17. 求解下列各题。在问题 10 中,

( a) 目标 P 4 中的 p 1 的系数从 1改为 3,求其影响。

( b) 若 P 2n3 改为 P 2 ( 100n3 )。

( c) �第 1约束条件改为: 2x 1 + 5x 2 + n1 - p 1 = 20。

( d) 第 1 约束条件的 x 1 系数改为- 1。

18. �在问题 11 中, 右端项 100 改为 75, 90 改为 80, 求问题的解;若 100 和 90 分别改为

150, 75 时,又如何?

19. 求

min z = P 1 ( n1 + p 1 ) + P 2 ( 2p 2 + p 3 )        

s. t.  x 1 - 10x 2 + n1 - p 1 = 50 - r

3x 1 + 5x 2 + n2 - p 2 = 20 - r

8x 1 + 6x 2 + n3 - p 3 = 100

    x 1 , x 2 , ni, p i≥ 0,  i= 1, 2, 3

20. 求解

min z = P 1n1 + P 2 p 2 + P 3 ( ( 1 + r ) n3 + 5n4 ) + P 4 p 1

s . t. x 1 + x 2 + n1 - p 1 = 100

x 1 + x 2 + n2 - p 2 = 90

x 1 + n3 - p 3 = 80

x 2 + n4 - p 4 = 55

         

    x 1 , x 2 , p i, ni≥ 0,  i= 1, 2, 3, 4    

21. 求解

min z = P 1 ( p 1 + p 2 ) + P 2 ( n3 + 2n4 ) + P 3n1

s . t . x1 + n1 - p 1 = 20

x 2 + n2 - p 2 = 35

- 5x1 + 3x 2 + n3 - p 3 = 200

x1 - x 2 + n4 - p 4 = 60

         

   x 1 , x2 , p i, ni≥ 0,  i= 1, 2, 3, 4    

  在本题中

( a) �若增加一约束条件: x 1 + x2 + n5 - p 5 = 50, 目标函数 P 2 ( n3 + 2n4 )改为 P 2 ( n3 + 2n4

+ 2p 5 ) ,求问题的解。
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( b) 若增加一变量 x 3 , 约束:

x 1 x 3 + n1 - p 1 = 20

x 2 + n2 - p 2 = 35

- 5x 1 + 3x 2 - x 3 + n3 - p 3 = 200

x 1 - x 2  + n4 - p 4 = 60

         

x 1 , x 2 , x 3 , ni, p i≥ 0,  i= 1, 2, 3, 4    

  求问题的解。
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第 9 章 整数规划问题的 DFS搜索法与分支定界法

9.1 问题的提出

  例 9.1 某种原料有 m个产地 A 1 , A2 , ⋯, Am , n 个销地 B 1 , B 2 ,⋯, B n ,若产地 A i投入

开发,应投资 gi 元,产量不超过 Mi, i= 1, 2,⋯, m。B j 的需求量为 D j , j = 1, 2, ⋯, n。从 Ai

到 B j 单位产品的运费为 cij , i= 1, 2,⋯, m; j = 1, 2,⋯, n。问题为应开发哪些产地, 使得满

足要求,费用最少?

设 x ij为从 Ai 运往 B j 的量, yi= 1表示 Ai投入开发, 否则 y i= 0, i= 1, 2, ⋯, m; j = 1,

2, ⋯, n。故得整数规划问题:

min z = ∑
m

i= 1
∑
n

j = 1

cij x ij + ∑
m

i= 1

giyi

s. t.   ∑
m

i= 1

x ij = D j , j = 1, 2,⋯, n

∑
n

j = 1

x ij ≤ M iyi, i= 1, 2,⋯, m

整数 x ij ≥ 0, i= 1, 2, ⋯, m; j = 1, 2,⋯, n

yi = 0或 1, i= 1, 2,⋯, m

∑
m

i= 1

x ij = D j 保证满足 B j 的需求,而∑
n

j = 1

x ij ≤ M iyi 则表示 Ai开发后的产量不超过 Mi。

上面的问题可推广到多种货物:

设 l 种货物, 有 m 个产地 A1 , A 2 ,⋯, Am ;产地 Ai生产第 k种货物的产量为 M ik, i= 1,

2, ⋯, m; k= 1, 2, ⋯, l。销地为 B 1 , B 2 , ⋯, Bn ; B j 需要第 k 种产品的需求量为 D j k , j = 1,

2,⋯, n; k= 1, 2, ⋯, l。第 k 种货物从 Ai运往 B j 的单位运费设为 cij k ,为简单起见, 假定不

考虑 Ai 开发投资费用,只考虑运输费用, 则问题导致

min z = ∑
m

i= 1
∑
n

j = 1
∑

l

k= 1

cij k xij k

s. t .   ∑
m

i= 1

x ij k = D j k , j = 1, 2,⋯, n; k = 1, 2, ⋯, l

∑
n

j = 1

x ij k ≤ Mik , i= 1, 2, ⋯, m; k = 1, 2,⋯, l

x ij k 为非负整数

i= 1, 2,⋯, m; j = 1, 2,⋯, n; k = 1, 2, ⋯, l

  例 9.2 背包问题。已知 n 个物品分别重 a1 , a2 , ⋯, a n 单位, 代价分别为 c1 , c2 ,⋯, cn。

现从中取出若干装进背包,使总重量不超过 b,但代价达到最大。
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令 x i= 1 表示第 i个物品被选中, 否则 x i= 0, i= 1, 2,⋯, n。于是问题导致

max z = c1x 1 + c2x 2 + ⋯ + cnxn

s. t.   a1 x 1 + a 2 x 2 + ⋯ + a nxn ≤ b

xi = 0 或 1, i= 1, 2, ⋯, n

  例 9.3 流动售货员问题。n 个城市 v1 , v2 , ⋯, vn ,已知距离矩阵 D= ( dij ) n× n , 其中 d ij

为 vi到 vj 间的距离, d ii= 0。一流动售货员从 v0 出发遍历 n 个城市一次且仅一次, 最后返

回 v0 ,要求距离最短。

令 x ij = 1标志回路取 vi v j 为边,否则 xij = 0。引进 vn+ 1 = v0 , 问题导致

min z = ∑
n

i= 0
∑
n + 1

j = 1
j≠ i

d ij xij

s . t .   ∑
n

i= 0
i≠ j

x ij = 1, j = 1, 2, ⋯, n + 1 ( 9. 1)

  ∑
n+ 1

j = 1
j≠i

x ij = 1, i= 0, 1, 2,⋯, n ( 9. 2)

  ui - u j + ( n + 1) x ij ≤ n ( 9. 3)

  i= 0, 1, ⋯, n, j = 1, 2,⋯, n + 1, i≠ j

  x ij = 0 或 1, i= 0, 1, 2, ⋯, n, j = 1, 2,⋯, n + 1, i≠ j

  ui > 0

  约束条件( 9.1)和( 9.2)的含意十分清楚, ( 9.3)条件是为了避免出现子回路,例如:

n= 6, x 12 = x 23 = x 31 = 1, x 45 = x 56 = x 64 = 1, 其余 x ij = 0,见图 9.1。

图 9.1

显然( 9.1)和( 9.2)均被满足,但不是所求。( 9.3)便可避免这种情况出现,否则

u4 - u5 + 6 ≤ 5

u5 - u6 + 6 ≤ 5

u6 - u4 + 6 ≤ 5

三式相加 6≤5导致矛盾。

又如一车间要加工 n 项任务 J 1 , J 2 , ⋯, J n。加工 J i 完毕后,为了加工 J k ,需要时间 d ik

进行准备, i, k= 1, 2, ⋯, n, i≠k。如何安排加工顺序可以转化成类似的流动售货员问题。

例 9.4 覆盖问题。一仓库有 m 件预订的货物要发送,有 n 辆送货车, 每辆至多送 k

项货物。
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第 i辆车送的货物可用向量 Ai表示, Ai为 m 个元素的列向量, 它的第 j 个元素为 1

则表示它负责发送第 j 件货物。启用第 i辆车的代价为 ci。于是问题导致

min z = ∑
m

i= 1

cixi

s . t .   ∑
n

j = 1

Aix i = A0

    x i = 0或 1, i= 1, 2,⋯, n

其中 A0 为全为 1的列向量。

例 9.5 资金分配问题。设有n 个投资项目 I 1 , I 2 , ⋯, I n , 及m 年内逐年投入资金矩阵

b= ( b1 , b2 ,⋯, bm ) ,其中 bi为第 i年的投资金额, 以及投资矩阵 A= ( a ij ) m× n ,其中 a ij = 第 i

年项目 I j 所需投入的金额。利润矩阵 C= ( c1 c2 ⋯ cn ) , ci为 I i 项目的利润。

资金分配问题即在提供的资金的容许条件下,求利润最高的投资决策。

设 x i= 1 表示选取第 i项投资项目, 否则 x i= 0, i= 1, 2,⋯, n。问题导致

max z = c1x 1 + c2x 2 + ⋯ + cnxn

s. t.   a1 1x 1 + a1 2x 2 + ⋯ + a 1nxn ≤ b1

    a 21 x 1 + a 22 x2 + ⋯ + a 2nx n ≤ b2

    ⋯

    am 1 x1 + am 2x 2 + ⋯ + a mnxn ≤ bm

    x i = 0或 1, i= 1, 2, ⋯, n

  例 9.6 下料问题。工地上需要长度为 l 1 , l 2 ,⋯, lm 的钢材数分别为 b1 , b2 ,⋯, bm 根,

取长为 l 的原材料进行截取。已知有 n 种截取方案:

Ai =

a 1i

a 2i

┆

a mi

, i= 1, 2,⋯, n。

l 1 a 1i + l 2a 2i + ⋯ + lma mi≤ l, i= 1, 2,⋯, n

  下料问题就是在满足要求:截取长度为 l 1 , l 2 , ⋯, lm 的钢材数分别为 b1 , b2 , ⋯, bm 根

时, 用的原材料数最少的方案。假定 xi 表示按方案 Ai截取用的原钢材数目, 于是问题表

示为:

min z = x1 + x 2 + ⋯ + x n

s. t.   a 1 1x 1 + a 12 x 2 + ⋯ + a 1nx n ≥ b1

    a2 1x 1 + a2 2x 2 + ⋯ + a 2nxn ≥ b2

    ⋯

    am 1x 1 + am 2x 2 + ⋯ + a mnxn ≥ bm

    xi ≥ 0,整数, i= 1, 2,⋯, n

  例 9.7 非线性规划问题线性化。对于下列类型的非线性规划问题:
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min z = ∑
m

i= 1

f i( x i) ( 9. 4)

s . t .   ∑
m

i= 1

gij ( x i) ≤ bj , j = 1, 2, ⋯, n

    x i≥ 0, i= 1, 2,⋯, m

图 9.2

  连续函数 f ( x )可以在所讨论的区间[ a , b]

上用逐段线性化的逼近办法。如图 9.2 所示,即

将区间[ a , b]分成 n 个子区间,分点为:

a = a 0 < a 1 < ⋯ < an - 1 < an = b

  若 x 在闭区间[ a i, ai+ 1 ]上, 则可写成

x = tia i + t i+ 1 ai+ 1 ,

其中 t i+ t i+ 1 = 1, t i, t i+ 1≥0

f ( x ) = tif ( a i) + ti+ 1 f ( a i+ 1 ) .

  若 f ( x )是逐段线性函数, 可令

x = t 1 a1 + t 2a 2 + ⋯ + tna n

f ( x ) = t 1 f ( a 1 ) + t 2 f ( a 2 ) + ⋯ + t n f ( a n )

其中 t 1 + t 2 + ⋯+ t n= 1, t i≥0, i= 1, 2,⋯, n,引进 0, 1 变量 y 1 , y 2 ,⋯, yn , 使 y 1 + y2 + ⋯+

y n= 1, 且

t 1 ≤ y 1

t 2 ≤ y 1 + y2

w ┆

t i+ 1 ≤ y i + y i+ 1

w ┆

t n ≤ y n

  若 y i是 1, 则其余的 y j = 0, j = 1, 2, ⋯, n, j≠i。故 t i≤y i, t i+ 1≤yi+ y i+ 1 , 其余 t j≤0,

j≠i, i+ 1,而且由于 t 1 + t 2 + ⋯+ t n= 1

∴ t i+ t i+ 1 = 1

根据以上结果,将非线性规划( 9.4)化为下列关于 t ij , yik的混合规划问题:

min z = ∑
m

i= 1
∑
n
i

k= 1

f i( aik ) t ik

s . t .   ∑
m

i= 1
∑
n
i

k= 1

g ij ( a ik ) t ik ≤ bj , j = 1, 2, ⋯, n

    0 ≤ t i1 ≤ yi1

    0 ≤ t i2 ≤ yi1 + y i2

     ⋯

    0 ≤ t i, n
i
- 1 ≤ yi, n

i
- 2 + yi, n

i
- 1
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    0≤ t i, n
i
≤ yi, n

i
- 1

    y i1 + yi2 + ⋯ + yi, n
i
- 1 = 1, i= 1, 2,⋯, n

    t i1 + t i2 + ⋯ + t i, n
i

= 1, i= 1, 2, ⋯, n

    
y ik = 0或 1, i= 1, 2, ⋯, n

k = 1, 2,⋯, ni

9. 2 整数规划的几何意义

对于下面混合规划问题:

max z = Cx + dy

s . t .   Ax + Dy ≤ b

    x ≥ 0, y≥ 0

    x 为整数向量

其中 �x = ( x 1 x 2 ⋯ x n )
T
, y= ( y 1 y 2 ⋯ yn′)

T
, A= ( a ij ) m× n , D= ( d p q ) m× n′,

b= ( b1 b2 ⋯ bm )
T
, C= ( c1 c2 ⋯ cn ) , d= ( d 1 d2 ⋯ d n′)

Ax + Dy≤b, x≥0, y≥0是 n+ n′维空间的凸多面体包含了其中 x 为整数的点。若不

加 x 是整数限制,则 z = Cx+ dy 的极大值必在凸多面体的某顶点上取得,加上 x 是整数的

限制后,混合规划的极值点便在凸多面体内的 x 为整数的内点上取得。

有些问题整数规划的解和线性规划的解是一致的,但一般不是这样。

  例 9.8 max z = 2x 1 - x 2

s . t .   5x 1 + 7x 2≤ 45

- 2x 1 + x 2≤ 1

2x 1 - 5x 2≤ 5

     x 1 , x 2 ≥ 0

  图 9.3 是上述约束条件及可行解域的图解法。

图 9.3
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图 9.3 中影线标出可行解域, 域内实线分别是 x 1 为整数的点, 图中 A 点的坐标为

6,
7
5

,故 z =
53
5
。

若不加 x 1 为整数的限制,则线性规划的极值点在交点:

2x 1 - 5x 2 = 5

5x 1 + 7x 2 = 45

上,即 x 1 = 260/ 39, x 2 = 65/ 39, 故这时线性规划的最优解为 z = 35/ 3。

在这里自然要问:整数规划解可否由求解线性规划后取整而得到呢? 其实不然, 见例

9.9。

  例 9.9 max z = x 1 + x 2

s . t.   3x 1 - x 2≤ 3/ 2

- x 1 + x 2≤ 1/ 2

     x 1 , x 2 ≥ 0,整数

  若去掉整数解条件,则线性规划最优解为 x 1 = 1, x 2 =
3
2

, max z =
5
2
。取整后 x 1 = x 2

= 1, 点( 1, 1)根本就不在可行解域上, 事实上, ( 0, 0)才是唯一解。在可解域内无整数点。见

图 9.4

图 9.4

  例 9.10 max z = 5x 1 + 8x2

s. t.   x 1 + x 2 ≤ 6

5x 1 + 9x 2≤ 45

     x 1 , x 2 ≥ 0整数

  由图解法可知(见图 9.5) ,相应的线性规划问题解为交点:

x 1 + x 2 = 6

5x 1 + 9x 2 = 45

即

x 1 =
9
4

, x 2 =
15
4

, z = 41
1
4

,
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图 9.5   

x 1   =   
9
4

  = 2   

x 2   =   3
3
4

  = 4

但( 2, 4)点不是可行解。

( 2, 3)点的目标函数值为 z = 34。实际上本整数规划问题的解为 ( 0, 5) 点, 并非在

9
4

,
15
4
的附近。

可见,若线性规划有整数解, 则它也是相应的混合规划或整数规划的解。当然, 若线性

规划无可行解,则相应的混合规划或整数规划也无解。

9. 3 可用线性规划求解的整数规划问题

本节讨论一类整数规划问题,它的解就是线性规划解, 即可以通过单纯形法求整数规

划的解。

首先介绍幺模矩阵的概念。矩阵 A= ( a ij ) m× n ,若它的任一子行列式的值均为 0, 1 或

者- 1, 则称这样的矩阵为幺模矩阵。幺模矩阵的所有元素都是 0, 1, - 1。

若 A是幺模矩阵, 则 B
- 1的所有元素都是 0, 1, - 1。这结果不难证明。

又 xB = B
- 1

b, 若 b是整数, 则 xB 是整数。

例 9.11 任务指派问题。设有 3项任务 J 1 , J 2 , J 3 ; 3个工作人员 A1 , A2 , A3 ;以及代价

矩阵 C= ( cij ) 3× 3 ,其中 cij = J i 任务由 A j 完成的代价, i, j = 1, 2, 3。

令 x ij = 1表示 J i由 A j 来完成, 否则 x ij = 0。任务指派问题是确定每一位工作人员的

任务,使代价和最小, 故导致

min z = ∑
3

i= 1
∑

3

j = 1

cij x ij

s. t.   ∑
3

i= 1

x ij = 1, j = 1, 2, 3

  ∑
3

j = 1

x ij = 1, i= 1, 2, 3
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  x ij = 0 或 1, i, j = 1, 2, 3

  系数矩阵 A为

A =

1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1

1 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1 1

  A的每列有两个 1元素, A的前 3行的和等于后 3行的和, 即 A的秩< 6,即 6阶子行

列式全为 0。A矩阵的所有元素都是 0 或 1,任何 2 阶子矩阵的行列式只能是 0, 1 或- 1。

假定 A 的任何 k 阶子矩阵的行列式只取 0, 1 或- 1, 证明 k+ 1阶子矩阵的行列式也

取值 0, 1 或- 1。设 B 是 k 阶子矩阵,若 B 有一列元素全为 0,则 det ( B) = 0。若 B 有一列

只含 1 个元素 1,则沿该列展开 det ( B) = ±det ( B′) , B′是 k- 1阶子矩阵, 故 det ( B)也是

0, 1或- 1。

最后若 B 的所有列都含有两个元素 1, 则其中一个在前 3个约束条件,另一个在后 3

个约束条件,正如前面证明的那样, 诸行之间线性相关,行列式为零。

9. 4 0-1规划和 DFS搜索法

9. 4. 1 穷举法

  变元只取 0, 1 两种值的整数规划是最基本的问题, 许多变量有上界的线性规划问题

可以转为 0-1规划。办法如下,例如对于约束

0≤ x < 2
l + 1

可令

x = 2 ly l + 2 l - 1 y l - 1 + ⋯ + 2y1 + y0

其中 y i= 0或 1, i= 0, 1, 2, ⋯, l , 求 x 问题便转为求 y0 , y 1 ,⋯, y l 的 0-1规划问题。

必须指出: 0-1规划问题可以化为在正方体 ( n 维) : 0≤x i≤1, i= 1, 2, ⋯, n 上的线性

规划求解,因后者若有解, 必在正方体顶点上取得。

搜索法是最简单的一种办法,搜索法中最简单的莫过于穷举, 见下面例 9.12。

  例 9.12 

 

 

 

 

max z = 2x 1 + x 2 - x 3

s . t .  x 1 + 3x 2 + x 3≤ 2

 4x 2 + x 3≤ 5

x 1 + 2x 2 - x 3≤ 2

x 1 + 4x 2 - x 3≤ 4

     x 1 , x 2 , x 3 = 0或 1

x 1 , x2 , x 3 共有 23 = 8 种状态,分别枚举如表 9.1中所示。
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表 9.1

约束

x1 � x 2 x 3  

( 1 `) ( 2 �) ( 3 �) ( 4 �) x∈S z

0 � 0  0 0 `0 �0 �0 �是 0 F

0 � 0 1 1 `1 �- 1 �- 1 �是 - 1 t

0 � 1 0 ( 3 `) 4 �2 �4 �非

0 � 1 1 ( 4 `) 5 �1 �3 �非

1 � 0 0 1 `0 �1 �1 �是 2 F

1 � 0 1 2 `1 �0 �0 �是 1 F

1 � 1 0 ( 4 `) 4 �( 3 �) ( 5 �) 非

1 � 1 1 ( 5 `) 5 �2 �4 �非

  表 9.1 中加有( )的项表示不满足约束条件。例如 0 1 0 行( 1)列为( 3) ,即 x 1 = x 3 = 0,

x 2 = 1, 第 1约束条件不满足, 结果为 3。其余同此类推 。故最优解为 x 1 = 1, x 2 = x 3 = 0,

z = 2。

穷举法的时间复杂性为 Θ( 2n ) ,所以不是一种可行的算法。当 n 充分大时,用该方法

实际上不可能。例如 n= 100, 2
1 00
≈1. 2677× 10

30
, 用每秒完成 10

7
个搜索的超高速计算机

需要时间: T = 1. 2677× 1030 / 3. 1536× 104 = 4. 0199× 101 5年,其中 3. 1536× 107 = 365× 24

× 3600,每年以 365天计, 每年 3. 1536× 10
7
秒。

穷举法,也叫做强行搜索法, 是对搜索空间的遍历。上述例子的搜索空间是如图 9.6

所示高度为 3 的树。

图 9.6

9.4.2 DFS搜索法

搜索技术在于探讨能否缩小搜索空间,提高搜索效率。

首先介绍 DFS 搜索法。

DFS 是 Dept h F irst Search 的缩写,顾名思义是深度优先搜索的意思。典型的思想可

以从下面例子看出。

例 9.13 设有一 4× 4的棋盘,即每行每列都有 4个方格的棋盘, 用 4个棋子布在这

棋盘的格子上,要求满足以下两个条件:

( a) 任意两个棋子不在同一行和同一列上;
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( b) 任意两个棋子不在同一对角线上。

试求这样的布局。

若采用穷举法,即是对搜索空间的遍历(见图 9.7)。

图 9.7

对于 n× n 的棋盘, 穷举搜索的时间复杂性为 O( n! ) , 根据斯特灵( Stirling)公式: n!

～ 2nπ
n
e

n

。即lim
n→∞
n! 2nπ

n
e

n

= 1。

若第 1 行棋子布在第 h 格, 第 2 行布在第 i格,第 3行布在第 j 格, 第 4行布在第 k

格, h, i, j , k互不相等, 故棋子的一种布局对应于 1, 2, 3, 4的一个排列 hij k。例如图 9.8 对

应于排列 2413。

图 9.8

DFS 搜索法介绍如下:

图 9.9 中( 1)为第 1行第 1格布上棋子, ( 2)中× 表示第 2行不适合于布棋子的格子,

即布了棋子将违反两棋子不在同列或同一对角线上的规定。余此类推。直到( 6)表明第 4

行所有格子都不适合于布棋子, ( 7)说明退到第 3 行其他所有格子也不适宜布棋子, ( 8)说

明第 2行也不存在适合于布棋子的格子, ( 9)是第 1行的第 1格子布了棋子, 找不到合适

的布局,故也不适合布棋子, 因此改布在第 2 格子。

DFS 搜索法可以概括为“向前走,碰壁回头”。例如: ( 7)—( 8)便是第 3行走不通,碰壁

后退到第 2行,发现也走不通,退到第 1行, 说明第 1 行的第 1格子走不通, 改布在第 2格。

上面的搜索过程相当于对图 9.7 所示的搜索树从树根开始自上而下,自左向右搜索

直到走不通,退回去, 另走下一条路。× 是碰壁的标志,× 以下的树枝被剪去了, 这样可以

节省搜索时间,提高效率。
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图 9.9

将图 9.10与图 9.7作比较便可以明显看出 DF S 搜索法的效率。

图 9.10

下面通过例子说明 0-1 整数规划如何利用 DFS 搜索法, 关键是如何判断“碰壁”, 即

断定走不通。

  例 9.14 

 

max z = x 1 + x 2 + x 3

s . t .  2x 1 - 6x 2 + 6x3≤- 4

    x 1 , x 2 , x3 = 0或 1

  首先确定搜索树,假定自上而下的搜索顺序为 x 2 , x 1 , x 3 , 引进栈 S 用以记录搜索过程

的状态栈是按后进先出的原则建立起来的数据结构。属于 S 栈的变量定义为固定变量。

F > N \ S ,属于 F 的变量称为自由变量。S= {x3 = x 1 = 0, x 2 = 1}, 作为约定栈顶元素为 x 3
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= 0,中间为 x 1 = 0, 栈底为 x 2 = 1。若从 S 取走栈顶元素,则取出的是 x 3 = 0, 取走后的 S 为

{x 1 = 0, x2 = 1}, S= {x 1 = 0, x 2 = 1}, 栈顶元素则为 x 1 = 1。

搜索空间即搜索树(如图 9.11 所示) , 搜索的思想用流程图 9.12表示。

图 9.11 图 9.12

1. S= {x 2 = 0}, k= 1,由于 x 2 = 0, x 1 和 x3 不论为 0 或 1均不能满足 2x1 - 6x 2 + 6x 3

≤- 4。故 x 2 = 0应放弃。

2. S= {x2 = 1}, 前进一步 S= {x1 = 0, x 2 = 1}, 再前进一步 S = {x 3 = 0, x 1 = 0, x 2 = 1},

k= 3, z= 1。

3. 从栈顶元素 x 3 = 0后退, 改为 S = {x 3 = 1, x1 = 0, x 2 = 1}, k= 3。

4. S = {x 3 = 1, x 1 = 0, x 2 = 1}不满足约束, 应放弃。

5. S = {x 1 = 1, x 2 = 1},前进一步为 S= {x 3 = 0, x 1 = 1, x 2 = 1}, 应放弃。

6. 进入 S = {x 3 = 1, x 1 = 1, x 2 = 1},不满足约束, 应放弃,故后退。直到 k= 0, 停止。

故得最优解 x 2 = 1, x 1 = x 3 = 0, z = 1。

9. 5 整数规划的 DF S搜索法

9.5.1 搜索策略

  DFS 算法的关键在于如何决定后退, 并找寻前进方向的策略, 目的使得剪去的搜索

树枝越多越好。

  设 min z = ∑
n

i= 1

cix i

s. t.   ∑
n

j = 1

a ij x j + si = bi,  i= 1, 2,⋯, m

    x j = 0或 1,  j = 1, 2,⋯, n

    ci≥ 0,  i= 1, 2, ⋯, n

    si≥ 0,  i= 1, 2,⋯, m
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  如求目标函数的极大值,可化为求极小值。若有 ck < 0, 可令 xk = 1- x�k ,则 x�k 的系数

为正,且 x�k = 0 或 1。所以,不失一般性, 都假定

cj ≥ 0, j = 1, 2, ⋯, n

  决定后退的依据大致有:

( a) 若前进将使得约束条件不满足,应后退。

( b) 前进将使得目标函数值超过已知 z min时,应后退。

  

例 9.15 

 

 

 

min z = - 5y 1 + 7y2 + 10y3 - 3y 4 + y5

s . t.  - y 1 - 3y2 + 5y3 - y 4 - 4y5≥ 0

- 2y 1 - 6y2 + 3y3 - 2y 4 - 2y5≤- 4

- y2 + 2y3 + y 4 - y5≥ 2

    yi = 0或 1, i= 1, 2, 3, 4, 5

令 y 1 = 1- x 1 , y2 = x 2 , y 3 = x3 , y4 = 1- x 4 , y 5 = x 5 ,并引进松弛变量 s1 , s2 , s3 得:

min z = 5x 1 + 7x 2 + 10x 3 + 3x 4 + x5 - 8

s. t.  - x 1 + 3x 2 - 5x 3 - x4 + 4x 5 + s1 = - 2

 2x 1 - 6x 2 + 3x 3 + 2x4 - 2x 5 + s2 = 0

 x 2 - 2x 3 + x4 + x 5 + s3 = - 1

    xi = 0 或 1, i= 1, 2, 3, 4, 5

    sj ≥ 0, j = 1, 2, 3

  为了方便起见,栈 S 的状态记为 S( 1, 2, 3)以表达 x 1 = 1, x 2 = x 3 = 0, 栈顶元素为 x 1 =

0, 这作为约定。

对应于 S 有松弛变量

si = bi - ∑
j∈ S

+

a ij ,  i= 1, 2, ⋯, m

z = ∑
j∈S +

cj

其中 S
+ = {j ©¦j∈S , x j = 1}, 即 S

+ 为 S 中使 x j = 1的下标集合。若对于 i= 1, 2, ⋯, m 恒有

si≥0,相应地

x j =
1 j ∈ S

+

0 j | S
+

由此构成点 x = ( x 1 x 2 ⋯ x n )
T
满足约束条件。若存在 i,使 si< 0,即 x 不在可行解域

上。

对应于 k,有时栈 S 也写成 S
( k) , x 记作 x

( k) ,松弛变量也记为 s
( k)
i , 不一一赘述。从 x

( k)

出发,为了有效地确定前进方向, 避免盲目性,步骤如下, 其中 N = {1, 2, ⋯, n}。

S 1. �Ak > {j∈N \ S
( k)

©¦使 s
( k)
i < 0的所有下标 i,恒有 aij > 0}

(注: 松弛变量 s
( k)
i < 0表明 x

( k)不在可行解域上。由 s
( k)
i = bi- ∑

j∈S +

aij 可知,凡是 j ∈

Ak 的变量 x j , 由 0改为 1对改善 x
( k)
的可行性不仅没有帮助,反而使之更坏。找出Ak ,

若 j ∈ Ak 则 x j 应予放弃, 从而将搜索范围缩小到 N \ S ( k) \ Ak)。
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S 2. �Bk > N \ Ak \ S
( k)

,若 Bk = �, 即 N = Ak∪S
( k)

, 继续搜索已无意义,应后退。否则令

Ck > {j∈B k ©¦zk + cj≥zm in }

(注: Ck 是 B k 的子集,对于 j∈Ck , x j 由 0 改为 1, 使 zk + cj≥zm in , 这结果对于搜索没

有价值。故对于 j∈Ck 也不予考虑, 从 B k 中排除 Ck , 搜索的范围进一步缩小)。

S 3. �E k > Bk \ Ck ,若 E k = �, 则无可行解存在的可能,应后退。否则令

F k > {i∈ M©¦s( k)
i < 0,∑

j∈E
k

min {0, a ij } > s( k)
i }

(注: F k 不是空集, 说明存在 j∈M, 使得松弛变量 s
( k)
i < 0,而且绝对值如此之大, 继续

前进根本不可能找到可行解。显然只有 a ij < 0时, x j 从 0 变 1 才能减小 s
( k)
i 的绝对

值,进而有可能使 s
( k )
i 变为正数。s

( k)
i < ∑

j∈ E
k

min{0, a ij } 意味着继续往前已不存在这种

可能性)。若 F k 非空, 则后退。否则转 S4。

S 4. �计算

v j = ∑
m

i= 1

min{0, s( k)
i - a ij }, j ∈ E k

令 v l= max
j

{vj },则令

x l = 1, 即 x l←1。即选 x l 从 0变为 1, 前进一步。

(注: ∑
m

i= 1

min{0, s
( k)
i - a ij } 用来衡量 x l 改为 1后引起的不可行性改变的宏观标准, 若

aij < 0, 使 si - a ij > 0,则第 i个约束条件得到满足,如果∑
m

i= 0

min{0, s
( k)
i - a ij } = 0, 表

明由于 x ij 的进入, 所有约束条件均获得满足, 若∑
m

i= 0

min {0, s( k)
i - a ij } < 0,则使绝对

值最小的作为选择标准)。

搜索的过程用流程图表示,如图 9.13 所示。

图 9.13
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9. 5. 2 举例

为了深入了解算法,耐心地做完下面的例子的求解的全过程是非常必要的。

  

例 9.16 

 

 

 

 

  min z = 3x 1 + 2x 2 + 5x 3 + 2x 4 + 3x 5

  s . t .  - x 1 - x 2 + x 3 + 2x 4 - x 5≤ 1 

- 7x 1 + 3x 3 - 4x 4 - 3x 5≤- 2

 11x 1 - 6x 2 - 3x 4 - 3x 5≤- 1

       x i = 0, 1,  i= 1, 2, 3, 4, 5

( 9. 5)

  引进松弛变量 s1 , s2 , s3 使得

min z = 3x 1 + 2x 2 + 5x 3 + 2x4 + 3x 5

s. t . - x 1 - x 2 + x 3 + 2x4 - x 5 + s1 = 1

- 7x 1 + 3x 3 - 4x4 - 3x 5 + s2 = - 2

 11x 1 - 6x 2 - 3x4 - 3x 5 + s3 = - 1

      x i = 0, 1,  i= 1, 2, 3, 4, 5, sj ≥ 0, j = 1, 2, 3

  解算过程如下:

1. �由于 s
( 1)
2 = - 2< 0, s

( 1)
3 = - 1< 0,故 x= ( 0 0 0 0 0)

T
不在可行解域上,因存

在 j = 3, 使得 a 23 , a3 3≥0, A 1 = {3}, B 1 = {1, 2, 3, 4, 5}, C1 = �, F 1 = �, E 1 = {1, 2, 4, 5},

v1 = min {0, 1+ 1}+ min {0, - 2+ 7}+ min {2, - 1- 11}= - 12

v2 = min {0, 1+ 1}+ min {0, - 2}+ min{0, - 1+ 6}= - 2

v4 = min {0, 1- 2}+ min {0, - 2+ 4}+ min {0, - 1+ 3}= - 1

v5 = min {0, 1+ 1}+ min {0, - 2+ 3}+ min {0, - 1+ 3}= 0

 vl = max{- 12, - 2, - 1, 0}= 0, vl = v5

2. �令 v5 = 1, 代入( 9.5)得

min z = 3x 1 + 2x 2 + 5x 3 + 2x 4 + 3

s . t . - x 1 - x 2 + x 3 + 2x 4 + s1 = 2

- 7x 1 + 3x 2 - 4x 4 + s2 = 1

 11x 1 - 6x 2 - 3x 4 + s3 = 2

      x i = 0, 1,  i= 1, 2, 3, 4; s1 , s2 , s3 ≥ 0

S 2 = {5}, A2 = �, B 2 = {1, 2, 3, 4}, C2 = �, F 2 = �, E 2 = {1, 2, 3, 4}

得到一可行解 x 1 = x 2 = x 3 = x 4 = 0, x 5 = 1, z = 3

v1 = min{0, 2+ 1}+ min{0, 1+ 7}+ min{0, 2- 11}= - 9

v2 = min{0, 2+ 1}+ min{0, 1}+ min {0, 2+ 6}= 0

v3 = min{0, 2- 1}+ min{0, 1- 3}+ min{0, 2+ 3}= - 2

v4 = min{0, 2- 2}+ min{0, 1+ 4}+ min{0, 2+ 4}= 0

 v l = max {- 9, 0, - 2, 0}= 0, vl = v2

3. x 2 = x 5 = 1, 即 S 3 = {2, 5}, 代入( 9.5)得
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�

min z= 3x 1 + x 3 + 2x 4 + 5

s. t .  - x 1 + x3 + 2x 4 + s1 = 3

- 7x 1 + 3x3 - 4x 4 + s2 = - 2

 11x 1 - 3x 4 + s3 = 8

    x1 , x 3 , x 4 = 0, 1; s1 , s2 , s3≥0

由于 z 3 > z mi n = 3, 故后退。

4. S 4 = {2, 5}, 以 x 2 = 0, x 5 = 1代入( 9.5)得 t

min z = 3x 1 + 5x 3 + 2x 4 + 3

s . t . - x 1 + x 3 + 2x 4 + s1 = 2

- 7x 1 + 3x 3 - 4x 4 + s2 = 1

 11x 1 - 3x 4 + s3 = 2

    x 1 , x3 , x 4 = 0, 1; s1 , s2 , s3≥0

由于 z 4 > z mi n ,故后退。

5. S 5 = {5}, 即 �

min z = 3x 1 + 2x 2 + 5x3 + 2x 4

s . t. - x 1 - x 2 + x3 + 2x 4 + s1 = 1

- 7x 1 + 3x3 - 4x 4 + s2 = - 2

 11x 1 - 6x 2 - 3x 4 + s3 = - 1

    x 1 , x 2 , x 3 , x 4 = 0, 1; s1 , s2 , s3≥0

   A 5 = {3}, B 5 = {1, 2, 4}, C5 = {1}, E 5 = {2, 4}, F 5 = �

   v2 = min{0, 1+ 1}+ min{0, - 2}+ min {0, - 1+ 6}= - 2

   v4 = min{0, 1- 2}+ min{0, - 2+ 4}+ min{0, - 1+ 3}= - 1

6. S 6 = {4, 5}, 即 >

min z = 3x 1 + 2x 2 + 5x3 + 2

s . t . - x 1 - x 2 + x3 + s1 = - 1

- 7x 1 + 3x3 + s2 = 2

 11x 1 - 6x 2 + s3 = 2

    x 1 , x 2 , x 3 = 0, 1; s1 , s2 , s3≥0

A 6 = {3}, B 6 = {1, 2}, C6 = {1, 2}, E 6 = �

故应后退。

7. S 7 = {4, 5}, 即 >

min z = 3x 1 + 2x 2 + 5x3

s . t . - x 1 - x 2 + x3 + s1 = 1

- 7x 1 + 3x3 + s2 = - 2

 11x 1 - 6x 2 + s3 = - 1

    x 1 , x 2 , x 3 = 0, 1; s1 , s2 , s3≥0

A 7 = {3}, B 7 = {1, 2}, C7 = {1}, E 7 = {2}, F 7 = �。
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令 x 2 = 1,转到下一步。

8. S 8 = {2, 4, 5}, 有

min z = 3x 1 + 5x3 + 2

s . t . - x 1 + x3 + s1 = 2

- 7x 1 + 3x3 + s2 = - 2

 11x 1 + s3 = 5

     x 1 , x 3 = 0, 1; s1 , s2 , s3≥0

A 8 = {3}, B 8 = {1}, C8 = {1}, E 8 = �, 应后退。

9. S 9 = {2, 4, 5}, 有 �

min z = 3x 1 + 5x3

s . t . - x 1 + x3 + s1 = 1

- 7x 1 + 3x3 + s2 = - 2

 11x 1 + s3 = - 1

    x 1 , x 3≥0, s1 , s2 , s3≥0

A 9 = {3}, B 9 = {1}, C9 = {1}, E 9 = �, 应后退。

故最优解为 x 1 = x 2 = x 3 = x 4 = 0, x 5 = 1, z min = 3。

搜索的过程可用搜索树形式表达,如图 9.14 所示。

图 9.14

图 9.14中有向边上分别标以数 1, 2, ⋯, 15用以表示搜索时前进后退过程的顺序。比

如( 1) , ( 2)即为搜索的第 1步, 第 2 步。其余同此类推。

9. 6 替 代 约 束

9. 6. 1 吉阿福里昂( Geoffr ion )替代约束

  在引进替代约束概念前,先举一个例子。例如两个约束条件

- x 1 + 2x 2 ≤- 1, 2x 1 - x2 ≤- 1, x 1 , x 2 = 0, 1

从单个约束条件来观察都有各自的可行解域,但合在一起没有可行解。只要将两不等式相

加后得新不等式 x 1 + x 2≤- 2, 由此更容易看得清楚了。
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对于 0-1整数规划:

min z = Cx

s . t .   Ax ≤ b

    x = {0, 1}

  引进非负行向量 u,构造替代约束条件

u( Ax - b) ≤ 0

可以证明:若原问题有可行解, 则替代约束条件有可行解;若原问题无可行解, 则替代约束

条件也无可行解。

也就是说,令 u= ( u1 u 2 ⋯ um )≥0, 对

min z = ∑
n

i= 1

cixi

s . t .   ∑
n

j = 1

aij x j ≤ bi,  i= 1, 2, ⋯, m

x i = 0或 1,  i= 1, 2,⋯, n

(Ⅰ)

  引进一个新的约束条件

∑
m

i= 1

ui∑
n

j = 1

a ij x j ≤∑
j

i= 1

uibi (Ⅱ)

虽然(Ⅱ)比(Ⅰ)弱,但(Ⅱ)可能含有(Ⅰ)所没有的信息。可附加上替代约束作为上面搜索

法的补充。

当然,任意的 u≥0 都可以产生一替代约束,但力求替代约束尽可能地强。

下面介绍吉阿福里昂的研究成果。首先为衡量替代约束强和弱给一个标准。当然给

出的标准还必须是可计算的。

若 u
1
≥0, u

2
≥0,且

max
x = { 0, 1}

{u
1
( b - Ax) + zm in - Cx } ≤ max

x = { 0, 1 }
{u

2
( b - Ax) + zmi n - Cx}

则称 u
1 ( b- Ax}+ z min - Cx≥0 作为替代约束强于 u

2 ( b- Ax ) + z min - Cx, x= {0, 1}, 求 u

的问题导致 min max 问题的解:

min
u≥0

max
x = { 0, 1 }

{u( b - Ax) + zm in - Cx } ( 9. 6)

其中 max{u( b- Ax) + zm in - Cx}可以细展开写成:

max
j | S

k
x

j
= ( 0, 1)

∑
m

i= 1

ui bi - ∑
j∈S

k

aij x j - ∑
j | S

k

a ij x j + z mi n - ∑
j∈ S

k

cj x j - ∑
j | S

k

cj x j

= ∑
m

i= 1

T iui + zm in - z s + max
j | S

k
x

j
= ( 0 . 1)

∑
j | S

k

( - 1) ∑
m

i= 1

a ij ui + cj x j

= ∑
m

i= 1

T iui + zm in - z s + max ∑
j | S

k

( - 1) ∑
m

i= 1

aiui + cj x j 0≤ x j ≤ 1

其中 T i = bi - ∑
j∈ S

k

aij x j ,  i∈ M,  zs = ∑
j∈ S

k

cj x j ,  但问题
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max w = ∑
x

j
∈F

k

( - 1)∑
m

i= 1

( a ij ui + cj ) x j

x j ≤ 1, j ∈ F k

x j ≥ 0, j ∈ F k

其对偶问题为

min z = - ∑
j∈F

k

y j

y j ≥- ∑
m

i= 1

a ij ui + cj

 j ∈ F k

y j ≥ 0, j ∈ F k

  根据对偶原理, ( 9.6)式有

∑
m

i= 1

T iui + zm in - z s + min ∑
j | S

k

y j ©¦y j ≥ 0, y j ≥- ∑
m

i= 1

a ij ui + cj , j | S k

其中 T i= bi - ∑
j∈S

k

a ij x j , i∈ M, z s = ∑
j∈S

k

cj x j。

上面式子中 j∈S k 表达 x j 的值为已知值。

上面第二等式由于在 0≤x j≤1, j = 1, 2, ⋯, n 上线性规划问题有解只能在顶点上取得。

故( 9.6)式问题可写成

min w = ∑
m

i= 1

T iui + ∑
j∈F

k

y j + ( zm in - z s)

s. t.   - ∑
m

i= 1

aij ui - y j ≤ cj , j ∈ F k

ui, y j ≥ 0, i∈ M, j ∈ F k

  若 wm in < 0则无可行解, 应放弃。若 w mi n≥0, 则 S k 无须放弃,利用所得的 ui计算替代

约束加到问题上去。

9. 6. 2 举例

例 9.17 9.5 节例 9.16用替代约束求解如下:

利用替代约束之前必须找到一可行解。已知 S 1 = {5}, s
( 1)
1 = 2, s

( 1)
2 = 1, s

( 1 )
3 = 3, z min = 3,

S 2 = {5}, s
( 2 )
1 = 1, s

( 2)
2 = - 2, s

( 2)
3 = - 1。

找 u 的问题导致

min w = u1 - 2u2 - u3 + y1 + y 2 + y3 + y4

s . t .   u1 + 7u2 - 11u3 - y 1 ≤ 3

 u1 + 6u3 - y 2 ≤ 2

- u1 - 3u2 - y 3 ≤ 5

- 2u1 + 4u2 + 3u3 - y 4≤ 2

   ui, y j ≥ 0, i= 1, 2, 3; j = 1, 2, 3, 4

  做单纯形表格(见表 9.2)

·592·



  表 9.2

CB C
b   

u1 <u2 �u3 �y1 �y2 �y3 �y 4 �s1 �s2 �s3 vs4 v

1 1- 2 �- 1 � 1 � 1  1 � 1 � 0  0 � 0 � 0 �
β

s1 � 0 � 3 � 1 _ ⑦ - 11 �- 1 � 0 � 0 � 0 � 1 � 0 � 0 � 0 �○3 �/ 7

s2 � 0 � 2 � 1 _ 0 � 6 � 0 �- 1 � 0 � 0 � 0 � 1 � 0 � 0 �

s3 � 0 � 5 �- 1 _- 3 � 0 � 0 � 0 �- 1 � 0 � 0 � 0 � 1 � 0 �

s4 � 0 � 2 �- 2 _ 4 � 3 � 0 � 0 � 0 �- 1 � 0 � 0 � 0 � 1 � 1 �/ 2

 0 � 1 _○- 1 �- 1 � 1 � 1 � 1 � 1 � 0 � 0 � 0 � 0 �

u2 �- 2 � 3 �/ 7  1 1/ 7  1 �- 11 �/ 7 - 1 �/ 7  0 � 0 � 0 � 1 u/ 7  0 � 0 � 0 �

s2 � 0 � 2 � 1 _ 0 � 6 � 0 �- 1 � 0 � 0 � 0 � 1 � 0 � 0 � 1 �/ 3

s3 � 0 � 44 �/ 7 - 4 1/ 7  0 �- 33 �/ 7 - 3 �/ 7  0 �- 1 � 0 � 3 u/ 7  0 � 1 � 0 �

s4 � 0 � 2 �/ 7 - 18 H/ 7  0 �○65 �/ 7  4 �/ 7  0 � 0 �- 1 �- 4 u/ 7  0 � 0 � 1 �○2 �/ 65

- 6 �/ 7  9 1/ 7  0 �○- 29 �/ 7  5 �/ 7  1 � 1 � 1 � 2 u/ 7  0 � 0 � 0 �

u2 �- 2 � 
217 �
455

-
56 v
455
 1 � 0 �-

21 �
455
 0 � 0 �

- 11 �
65

-
21 �
455
 0 � 0 � 

11 �
65

s2 � 0 � 
118 �
65
 

31 v
65
 0 � 0 �-

24 �
65

- 1 � 0 �-
24 �
65
 

24 �
65
 1 � 0 �-

42 �
65

s3 � 0 � 
2926 0
455

-
623 �
455
 0 � 0 �-

63 �
455
 0 �- 1 �-

31 �
65
 

63 �
455
 0 � 1 � 

231 �
65

u3 �- 1 � 
2 �

65
-

11 v
65
 0 � 1 � 

4 �
65
 0 � 0 � 

4 �
65

-
4 �

65
 0 � 0 � 

7 �
65

-
448 �
445
 

196 �
455
 0 � 0 � 

469 /
455
 1 � 1 � 

83 �
65
 

70 �
455
 0 � 0 � 

29 �
65

  ∴u 1 = 0, u2 = 0. 47, u3 = 0. 03

构造相应的替代约束

0. 477[ - 2- ( - 7x 1 + 3x 3 - 4x 4 ) ] + 0. 030[ - 1- ( 11x 1 - 6x 2 - 3x 4 ) ]

+ ( 3- 1) - ( 3x 1 + 2x2 + 5x 3 + 2x 4 )≥0

即- 0. 004x 1 + 1. 82x2 + 6. 54x 3 - 0. 01x 4≤1. 016, 从而知道必须有 x 2 = x 3 = 0。

故 S 2 = {2, 3, 5}, 即有

min z = 3x 1 + 2x 4

s . t . - x 1 + 2x 4≤ 1

- 7x 1 ≤- 2

 11x 1 - 3x 4≤- 1

( 9. 7)

  x 1 , x 4 = 0或 1。

  对问题( 9.7)用 DF S 搜索法求解如下:

A= �, B= {1, 4}, C= {1}, E= {4}, F = �

∴x 4 = 1,即 S 3 = {4, 2, 3, 5},得

minz = 3x 1 + 2

s . t .   - x 1≤- 1

- 7x 1≤ 2

11x 1≤ 2
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     x 1 = 0或 1

  应后退。

S 4 = {4, 2, 3, 5}, 有

min z = 3x 1

s . t .  - x1 ≤ 1

    7x 1 ≤- 2

    11x 1 ≤- 1

    x 1 = 0 或 1

  无解,应后退。

  

例 9.18 

 

 

 

min z = 2x1 + 4x 2 + 6x 3 + 8x 4 + 12x 5

s . t .  - 8x1 + 4x 2 + x 3 - x 4 - 5x 5≤- 5

- 6x1 + 3x 2 + 2x 3 - x 5≤- 2

 2x1 - 9x 2 - 3x 3 + 2x 4 - 3x 5≤- 4

x i = 0, 1,  i= 1, 2, 3, 4, 5

  先用 DFS 搜索法求一可行解。

搜索过程如下:

1. �S 1 = �, A1 = �, B1 = {1, 2, 3, 4, 5}, C1 = �, E 1 = B1 , F 1 = �

v1 = min{0, - 5+ 8}+ min{0, - 2+ 6}+ min{0, - 4- 2}= - 6

v2 = min{0, - 5- 4}+ min{0, - 2- 3}+ min{0, - 4+ 9}= - 9- 5= - 14

v3 = min{0, - 5- 1}+ min{0, - 2- 2}+ min{0, - 4+ 3}= - 11

v4 = min{0, - 5+ 1}+ min{0, - 2}+ min {0, - 4- 2}= - 12

v5 = min{0, - 5+ 5}+ min{0, - 2+ 1}+ min{0, - 4+ 3}= - 2

v5 = max{- 6, - 14, - 12, - 11, - 2}

2. S 2 = {5} �

min z = 2x 1 + 4x 2 + 6x 3 + 8x 4 + 12

s. t .  - 8x 1 + 4x 2 + x 3 - x 4≤0

- 6x 1 + 3x 2 + 2x 3 ≤- 1

 2x 1 - 9x 2 - 3x 3 + 2x 4≤- 1

    xi= 0, 1,  i= 1, 2, 3, 4

A2 = �, B2 = {1, 2, 3, 4}, C2 = �, E 2 = B2 , F 2 = �

v1 = min {0, 8}+ min{0, - 1+ 6}+ min{0, - 1- 2}= - 3

v2 = min {0, - 4}+ min{0, - 1- 3}+ min{0, - 1+ 9}= - 8

v3 = min {0, - 1}+ min{0, - 1- 2}+ min{0, - 1+ 3}= - 4

v4 = min {0, 1}+ min{0, - 1}+ min {0, - 1- 2}= - 4

∴ v1 = max {- 3, - 8, - 4, - 4}= - 3

3. S 3 = {1, 5}, 即
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�

min z = 4x 2 + 6x 3 + 8x 4 + 14

s . t .  4x 2 + x3 - x 4≤8

3x 2 + 2x3 ≤5

- 9x 2 - 3x3 + 2x 4≤- 3

    x 2 , x 3 , x 4 = 0, 1

A3 = {4}, B3 = {2, 3}, C3 = �, E 3 = B3 , F 3 = �

v2 = min {0, 8- 4}+ min {0, 5- 3}+ min {0, - 3+ 9}= 0

v3 = min {0, 8- 1}+ min {0, 5- 2}+ min {0, - 3+ 3}= 0

由于 c2 = 4< c6 = 6, 故选 x 2 = 1。

从而得一可行解:

x 1 = x 2 = x 5 = 1, x 3 = x 4 = 0, z mi n = 18

  下面从 S = {2, 1, 5}出发寻找替代约束条件。即 x 2 = 0, x 1 = x 5 = 1得

min z = 6x 3 + 8x 4 + 14

s . t .    x 3 - x 4≤ 8  

 2x 3 ≤ 5

- 3x 3 + 2x 4≤- 3

    x 3 , x 4 = 0, 1

  关于 u 的线性规划为

min w = 8u1 + 5u2 - 3u3 + y3 + y4 + ( 18- 2- 14) ①

s . t .   - u1 - 2u2 + 3u3 - y 3 ≤6

 u1 - 2u3 - y4≤8

    ui, y j≥0, i= 1, 2, 3, j = 3, 4

  表 9.3 是其单纯形表格。

表 9.3

CB
Cb   

u1 �u2 Su3 �y3 ;y4 �s1 #s2 �

8 �5 X- 3 �1 @1 �0 (0 �
β

s1 �0 �6 �- 1 �- 2 X③ - 1 @0 �1 (0 �

s2 �0 �8 �1 �0 X- 2 �0 @- 1 �0 (1 �

8 �5 X- 3 �1 @1 �0 (0 �

u3 &- 3 �2 �- 1 �/ 3 - 2 �/ 3 1 �- 1 �/ 3 0 �1 �/ 3 0 �

s2 �0 �12 �1 �/ 3 - 4 �/ 3 0 �- 2 �/ 3 1 �2 �/ 3 1 �

- 6 17 �3 X0 �0 @1 �1 (0 �

  4. S 4 = {1, 5}, 即
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�

min z = 4x 2 + 6x 3 + 8x 4 + 12

s . t .   4x 2 + x3 - x 4≤0

 3x 2 + 2x3 ≤- 1

- 9x 2 - 3x3 + 2x 4≤- 1

   x 2 , x 3 , x 4 = 0或 1

替代约束向量 u 满足

min w = - u2 - u3 + y 1 + y 2 + y3 + ( 18 - 2 - 12)

s. t.   - 4u1 - 3u2 + 9u3 - y 1 + s1 = 4

- u1 - 2u2 + 3u3 - y 2 + s2 = 6

u1 - 3u3 - y 3 + s3 = 8

    ui, y i, si≥ 0, i= 1, 2, 3

  表上运算见表 9.4。

表 9.4

CB C
b   

u1 �u2 �u3 �y1 �y 2 �y3 �s1 +s2 Bs3 Y

0 �- 1 �- 1 �1 �1 �1 �0 00 G0 ^
β

s1 �0 �4 �- 4 �- 3 �⑨ - 1 �0 �0 �1 00 G0 ^○4 \/ 9

s2 �0 �6 �- 1 �- 2 �3 �0 �- 1 �0 �0 01 G0 ^2 t

s3 �0 �8 �1 �0 �- 2 �0 �0 �- 1 �0 00 G1 ^

0 �0 �- 1 �○- 1 �1 �1 �1 �0 00 G0 ^

u3 &- 1 �4 �/ 9 - 4 J/ 9 - 1 a/ 3 1 �- 1 �/ 9 0 �0 �1 �/ 9 0 G0 ^

s2 �0 �42 �/ 9 1 J/ 3 - 1 �0 �1 �/ 3 - 1 �0 �- 1 �/ 3 1 G0 ^

s3 �0 �80 �/ 9 1 J/ 9 - 2 a/ 3 0 �- 2 �/ 9 0 �- 1 �2 �/ 9 0 G1 ^

4 J/ 9 - 2 a/ 3 0 �10 �/ 9 1 �1 �1 �/ 9 0 G0 ^

  本问题解无界,而且 w < 0, 故后退。

5. �S 5 = {5}, 即

min z = 2x 1 + 4x 2 + 6x 3 + 8x 4      

s . t .   - 8x 1 + 4x 2 + x 3 - x 4≤- 5

- 6x 1 + 3x 2 + 2x 3 ≤- 2

- 9x 1 - 3x 2 + 2x 4≤- 1

    x 1 , x 2 , x 3 , x 4 = 0, 1

A 5 = �, B 5 = ( 1, 2, 3, 4) , C5 = �, E 5 = B 5 , F 5 = �

v1 = min{0, - 5+ 8}+ min{0, - 2+ 6}+ min{0, - 4- 2}= - 6

v2 = min{0, - 5- 4}+ min{0, - 2- 3}+ min{0, - 4+ 9}= - 14

v3 = min{0, - 5- 1}+ min{0, - 2- 2}+ min{0, - 4+ 3}= - 11

v4 = min{0, - 5+ 1}+ min{0, - 2}+ min {0, - 4- 2}= - 12

v1 = max{- 6, - 14, - 11, - 12}, 令 x 1 = 1
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6. �S 6 = {1, 5}, 得

min z = 4x 2 + 6x3 + 8x 4 + 2

s. t .    4x 2 + x 3 - x 4≤ 3

 3x 2 + 2x 3 ≤ 4

- 9x 2 - 3x 3 + 2x 4≤- 6

    x2 , x 3 , x 4 = 0, 1

A6 = {4}, B6 = {2, 3}, C6 = �, E 6 = B6 , F 6 = �

v2 = min{0, 3- 4}+ min{0, 4- 3}+ min{0, - 6+ 9}= - 1

v3 = min{0, 3- 1}+ min{0, 4- 2}+ min{0, - 6+ 3}= - 3

令 x 2 = 1

7. �S 7 = {2, 1, 5}, 即

min z = 6x 3 + 8x4 + 6

s. t .    x 3 - x 4≤- 1

 2x 3 ≤ 1

- 3x 3 + 2x 4≤ 3

   x3 , x 4 = 0, 1

A7 = {3}, B6 = {4}, C6 = �, E 6 = B6 = {4}, F 6 = �

令 x4 = 1

8. S 8 = {4, 2, 1, 5}     s

min z = 6x 3 + 14

s . t.  � x 3≤0

 2x 3≤4

- 3x 3≤1

 x 3 = 0, 1

故 x 3 = 0,即 S= {3, 4, 2, 1, 5}是一可行解 zm in = 14。

9. S 9 = {4, 2, 1, 5}     s

min z = 6x 3 + 6

s . t.  � x 3≤- 1

 2x 3≤1

- 3x 3≤3

 x 3 = 0, 1

无可行解,后退。

10. �S10 = {2, 1, 5},即

min z = 6x 3 + 8x 4 + 2    

s . t .  x 3 - x 4≤ 3

 2x 3 ≤ 4

- 3x 3 + 2x 4≤- 6
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   x 3 , x 4 = 0, 1

A10 = {4}, B10 = {3}, C10 = �, E 10 = {3}, F 10≠�, 故后退。

11. �S11 = {1, 5}

min z = 4x 2 + 6x 3 + 8x 4

s . t .    4x 2 + x 3 - x 4≤- 5

 3x 2 + 2x 3 ≤- 2

- 9x 2 - 3x 3 + 2x 4≤- 4

   x 2 , x 3 , x4 = 0, 1

A11 = �, B1 1 = {2, 3, 4}, C11 = �, E 1 1 = {2, 3, 4}, F 1 1≠�,应后退。

12. S12 = {5},后退。

13. S13 = �, 结束。

故最优解为 x 1 = x 2 = x 4 = 1, x 3 = x 5 = 0, z min = 14。

9. 7 分支定界法介绍

9.7.1 对称型流动推销员问题

  在介绍如何用分支定界法求解整数规划之前,先介绍什么是分支定界法, 还是从流动

推销员问题谈起。流动推销员问题本身就是整数规划问题。

例 9.19 已知 5个城市 v1 , v2 , v3 , v4 , v5 间的距离矩阵

D =

v1

v2

v3

v4

v5

∞ 11 1 17 2

11 ∞ 23 1 3

1 23 ∞ 10 8

17 1 10 ∞ 6

2 3 8 6 ∞
v1 v2 v3 v4 v5

= ( d ij ) 5× 5

d ij = vi到 vj 的距离。矩阵 D 是对称的: d ij = d j i, 即从 vi到 v j 的距离等于从 vj 到 vi间的距

离, i, j = 1, 2, 3, 4, 5。

解题步骤如下:

1. 先从两两间距离找出其中最短的 5 条:

d 1 3 ( = 1) , d 2 4 ( = 1) , d 15 ( = 2) , d 25 ( = 3) , d 45 ( = 6)

d 1 3 + d 2 4 + d 15 + d 25 + d 45 = 1+ 1+ 2+ 3+ 6= 13.

由于下标中 5 出现 3 次,所以这 5条边不构成流动推销员问题的解。

2. 考虑排除 d 15 , 即在不走 v1 v5 边的前提下, 选其他 5条最短边, 即选 v1v5 边除外的

另 5条最短边。实际上用 d3 5取代 d 15 , 而且 d 1 3 + d 24 + d 25 + d 35 + d 45 = 19, 下标中 5 仍出现

3次。

3. 考虑保留 d1 5边, 但在排除 d 2 5边的前提下选 5 条最短边, 得 d 13 + d 15 + d 2 4 + d 35 +

d 4 5 = 18,下标中 5仍出现 3次。
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4. 考虑保留 d 15 , d 2 5 ,排除 d 45边, 找 5条最短边得 d 1 3 + d 15 + d 25 + d 2 4 + d 35 = 15,下标

5仍出现 3次。

5. 保留 d 15 , d 25 , 在排除 d 45 , d 3 5的条件下,找出最短的 5 条边: d 13 + d 15 + d 24 + d 25 + d3 4

= 17。下标中 1, 2, 3, 4, 5都出现两次, 故得一最短的回路: v1→v3→v4→v2→v5→v1 , 总长度

为 17。

搜索过程用图 9.15表示比较直观。

图 9.15

图 9.15中 15, 15分别表示选取 v1 v5 边和排除 v1 v5 边; S 1 ( 13, 24, 15, 25, 45) = 13, 表

示最短的 5条边为 d 13 , d2 4 , d 15 , d 2 5 , d 45 ,总长度为 13,其余类推。S 5 ( 13, 15, 24, 25, 34) = 17

是可行解, 总长度为 17, 但 S 2 ( 13, 24, 25, 35, 45) = 19, S 3 ( 13, 24, 15, 35, 45) = 18, 尽管不

是回路, 估界已超过 17, 故没有搜索的价值, 即选取 15 排除 25或排除 15 都没有不超过

17的解, 故予以排除,无需搜索, 从而 S 5 ( 13, 25, 24, 25, 34) = 17 是最优解。

9.7.2 非对称型流动推销员问题

例 9.20 下面是距离矩阵为非对称的例子, 即 d ij和 d j i未必相等。

D =

v1

v2

v3

v4

v5

∞ 14 30 5 6

10 ∞ 11 4 3

4 6 ∞ 5 6

15 10 13 ∞ 2

13 3 4 11 ∞
v1 v2 v3 v4 v5

  对矩阵 D 每行元素减去该行的最小元素, 每列减去该列的最小元素得一新的矩阵,

这样得到的新矩阵每行每列都至少有一个 0 元素。

∞ 14 30 5 6

10 ∞ 11 4 3

4 6 ∞ 5 6

15 10 13 ∞ 2

13 3 4 11 ∞

5

3

4

2

3

各行减该

行最小元素
>

∞ 9 25 0 1

7 ∞ 8 1 0

0 2 ∞ 1 2

13 8 11 ∞ 0

10 0 1 8 ∞ 17
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第 3 列减

最小元素 1
>

∞ 9 24 0 1

7 ∞ 7 1 0

0 2 ∞ 1 2

13 8 10 ∞ 0

10 0 0 8 ∞ 18

  矩阵右下方的数是各行(各列)最小元素之和,例如 17= 5+ 3+ 4+ 2+ 3。

若将矩阵 D 理解为旅费矩阵, 则第 1 行诸元素减去最小元素 5,第 2行减去最小元素

3, ⋯,可以理解为从 v1 发出到 v2 , v3 , v4 , v5 的旅费一律减价 5 单位,从 v2 发出的旅费一律

减价 3,⋯。第 3 列的元素减该列最小元素 1, 相当于进入 v3 的旅费一律减 1。由于流动推

销员进出各点各一次,所以原来问题的最优解也一定是后面矩阵 D1 的最优解。问题变为

求距离矩阵

D1 =

v1

v2

v3

v4

v5

∞ 9 24 0 1

7 ∞ 7 1 0

0 2 ∞ 1 2

13 8 10 ∞ 0

10 0 0 8 ∞
v1 v2 v3 v4 v5

的最短回路问题。

若流动推销员从 v1 出发, 下一站选 v4 ,因 D1 中第 1行第 4 列的元素为 0, 从 D1 中划

去第 1 行第 4 列,因排除再从 v1 出发, 及再进入 v4 的可能, 并将 d 4 1改为∞,以排除 v4→v1

的可能。

D2 =

v2

v3

v4

v5

7 ∞ 7 0

0 2 ∞ 2

∞ 8 10 0

10 0 0 ∞
v1 v2 v3 v5

18

从 v4 出发应选路径 v4→v5 , 因 d 4 5 = 0,和上面方法相类似, 划去 v4 行 v5 列, 并将 d 54改为

∞,得

D3 =

v2

v3

v5

7 ∞ 7

0 2 ∞

10 0 0
v1 v2 v3

18

但 D3 的第 1行无零元素,故该行减去最小元素 7,矩阵下脚改为 25,得

v2

v3

v5

0 ∞ 0

0 2 ∞

10 0 0
v1 v2 v3

2 5= 18+ 7

排除 v1→v4 边,即 D1 矩阵中令 d 14 = ∞, 得

·303·



v1

v2

v3

v4

v5

∞ 9 24 ∞ 1

7 ∞ 7 0 0

0 2 ∞ 0 2

13 8 10 ∞ 0

10 0 0 8 ∞
v1 v2 v3 v4 v5

1

18

�

∞ 8 23 ∞ 0

7 ∞ 7 0 0

0 2 ∞ 0 2

13 8 10 ∞ 0

10 0 0 8 ∞ 19

同样的道理, D2 矩阵,若排除 v4→v5 ,应有

v2

v3

v4

v5

7 ∞ 7 0

0 2 ∞ 2

∞ 8 10 ∞

10 0 0 ∞
v1 v2 v3 v5

 

 

8 

18

�

v2

v3

v4

v5

7 ∞ 7 0

0 2 ∞ 2

∞ 0 2 ∞

10 0 0 ∞
v1 v2 v3 v5

26= 18 + 6

  搜索的全过程见图 9.16, 矩阵右上肩( )里的数是搜索的顺序。最佳路径是
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v1 → v4 → v5 → v2 → v3 → v1

全长 25, 凡是估界低于 25的则应继续搜索,高于 25的界则没有搜索价值, 道理是显而易

见,从而达到减少搜索时间的目的。

用于非对称矩阵的后一种方法也可以用于对称矩阵。

9.7.3 最佳匹配问题

最佳匹配也是整数规划问题,下面介绍用分支定界法求解。

例 9.21 若已知 A, B, C, D 四位工作人员从事 J 1 , J 2 , J 3 , J 4 四项任务的代价矩阵为

C =

A

B

C

D

99 6 59 73

79 15 93 87

67 93 13 81

16 79 86 26
J 1 J 2 J 3 J 4

  现将 J 1 , J 2 , J 3 , J 4 四项任务分派给 A , B, C, D ,每人一项, 求最佳安排,使代价最小。

在确定 A 从事 J 1 任务的前提下,寻找最低成本的界。从矩阵 C中划去 A 列 J 1 行得

B

C

D

15 93 87

93 13 81

79 86 26
J 2 J 3 J 4

结果: B 从事 J 2 , C 从事 J 3 , D 从事 J 4 最理想。因 J 2 行的最小元素为 15, J 3 行的最小元素

为 13, J 4 行最小元素为 26。99+ 15+ 13+ 26= 153,记作

○A B C D

153

A BCD 是一合理的分派, ○A 表示 A 是指定的分派,而不是搜索来的, 其他是搜索来的。

用类似办法确定在 B 从事 J 1 任务的前提下, 估界如下:划去 B 行 J 1 列得

A

C

D

6 59 73

93 13 81

79 86 26
J 2 J 3 J 4

故有

○B A C D

124

BACD 是一种分派, 但 124 较 153 更佳。

类似可得
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○C A A D

158
,
○D A C A

108

○CAAD 没有搜索价值,因它的界 158 > 124,但 ○DACA的界 108 < 124,必须进一步搜索。

在确定 D 从事 J 1 任务的前提下, 分别确定 A, B, C从事 J 2 任务,类似可得

○D ○A C C

116
,
○D ○B C A

117
,
○D ○C A A

242

显然,
○D ○B C A

117
是到目前为止找到的最佳指派, 取代

○B A C D

124
, 而
○D ○C A A

242
则毫

无搜索价值。但
○D ○A C C

116
似乎还需继续追查。

○D ○A ○B C

196
,
○D ○A ○C B

122

都不及
○D ○B C A

117
优越, 所以

○D ○B C A

117
,即 D 从事 J 1 , B 从事 J 2 , C从事 J 3 , A 从事 J 4

是最佳的任务安排,代价为 117。搜索过程如图 9.17所示。

图 9.17

9. 8 整数规划的分支定界解法

前面介绍了利用分支定界法求解流动推销员问题和任务安排问题。这两个问题都属

整数规划范围。虽然对若干其他问题,分支定界法都显示出它的威力, 但毕竟是针对具体

内容设计的,对于一般整数规划问题, 如何利用它是本节要讨论的内容。

先举一个简单例子。

  

例 9.22 

 

 

 

max z = x 1 + x 2

s . t.   x 1 +
3
5

x 2≤ 4
1
3

- 2x 1 + x 2≤ 1

  x 1 , x 2 ≥ 0整数
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  ( 1) 本问题作为线性规划问题图解如图 9.18 所示。

图 9.18

  解得:

x 1 =
56
33

, x 2 =
145
33

, z =
201
33

  由于 1< x 1 < 2, 我们还要考虑下面两个问题。

  ( 2) max z = x 1 + x 2  

s . t.   x 1 +
3
5

x 2≤ 4
1
3

- 2x 1 + x 2≤ 1

    0≤ x 1 ≤ 1, x 2 ≥ 0

  结果: x 1 = 1, x2 = 3, z 1 = 4

max z = x 1 + x 2

s . t.    x 1 +
3
5

x 2≤ 4
1
3

- 2x 1 + x 2≤ 1

    x 1 ≥ 2, x 2 ≥ 0

  结果: x 1 = 2, x2 = 3
8
9

, z2 = 5
8
9

由于 z2 > z1 , 故先搜索 x 1≥2。z1 和 z 2 分别给出位于 0≤x 1≤1, x 1≥2两部分的解的界, 又

由于 3≤x 2≤4, 故分别考虑。

  ( 3) max z = x 1 + x 2

s . t .    x 1 +
3
5

x 2≤ 4
1
3

- 2x 1 + x 2≤ 1

( 9. 8)

    x 1 ≥ 2, 0≤ x2 ≤ 3

  解: x 1 = 2
8
15

, x 2 = 3, z = 5
8

15
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max z = x 1 + x 2

s . t.    x 1 +
3
5

x 2≤ 4
1
3

- 2x 1 + x 2≤ 1

     x 1 ≥ 2, x 2 ≥ 4

  问题无解。

由于( 9.8)的解: 2≤x 1≤3, 故又分成下面的两个问题。

  ( 4) max z = x 1 + x2

s. t .    x 1 +
3
5

x 2≤ 4
1
3

- 2x 1 + x 2≤ 1

    x1 = 2, 0≤ x 2 ≤ 3

    x1 = 2, x 2 = 3, z = 5

  若对于约束

x 1 ≥ 3, 0 ≤ x 2 ≤ 3

其结果为: x 1 = 3, x2 = 2
2
9

, z = 5
2
9
。x1 和 x 2 给出搜索到目前为止最好的整数解, 取代 x 1

= 1, x 2 = 3, z = 4。

搜索到此可以结束了,因为 z= 5
2
9
虽然比 z 大, 但若考虑到是整数解,充其量也不过

是 z = 5。

搜索全部结束,它的全过程从图 9.19 和图 9.20中可以一目了然。

图 9.19
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图 9.20

注 : 图中
56/ 33, 145/ 33

201/ 33
表达 x 1=

56
33

, x2=
145
33

, z =
201
33

, 其余类似。

  max 问题分支定界流程图如图 9.21所示。

图 9.21
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  分支定界法最难的是判断什么情况下应后退。整数规划问题基本上有以下三种情况:

( a) 在该分域上问题无意义;

( b) 已获得整数解;

( c) 最优解 z≤ - ��z。

流程图上标有( a) , ( b ) , ( c)便是此意。

选择哪一个非整数解变量进行分支是一个十分复杂而敏感的问题, 目前只能做到任

选其中一个。

由上例可知,分支是将连续问题的解空间分解成两个互相排斥的子空间, 目的在于消

去不存在所求的整数解的部分。分支定界法实际上是基于遍历搜索的, 在遍历的过程中尽

可能缩小搜索空间。如上述搜索的全过程是一棵搜索树。

  例 9.23 max z = 3x 1 + x2

s . t .   17x 1 + 11x 2≤ 86. 5

x 1 + 2x 2≤ 10. 2

x 1 ≤ 3. 87

     x 1 , x 2 为非负整数

  本例可行解域如图 9.22中影线所示。

图 9.22

( 1) 线性规划的最优解为( 3. 87, 1. 87) , z = 13. 48

1≤ x 2 = 1. 87 ≤ 2

  ( 2) 对于 0≤x 1≤3. 87, 0≤x 2≤1, 得解( 3. 87, 1) , z = 12. 6。对于 0≤x 1≤3. 87, x 2≥2,

得解( 3. 87, 2) , z = 13. 4。

( 3) x 2≥2前提下, 令 0≤x1≤3,解为

x 1 = 3, x 2 = 3. 22, z = 12. 23

x 1≥4 时,问题无解。
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( 4) 由于 ( 3. 87, 1)点的 z = 12. 6,故考虑 0≤x 1≤3, x 2≤1。此问题的解为( 3, 1) , z =

10,是目前获得的最好的整数解。

而对于 x 1≥4, x 2≤1, 则问题无解。 �

( 5) 由于( 3, 3.22)点的 z= 12. 23,故

当 0≤x 1≤3, 2≤x 2≤3时有解 x 1 = 3, x 2 = 3, z= 12。

当 x 1≥4, x 2≥4时有解 x 1 = 2. 2, x 2 = 4, z= 10. 6< 12。

故得最优解 x 1 = 3, x 2 = 3, z = 12。

搜索过程用搜索树表示(见图 9.23) ,图中大括号  右肩上的小括号 ( )中的数表

示搜索顺序。

图 9.23

9.9 分支定界法在解混合规划上的应用

上述解整数规划的分支定界法也可用于混合规划。举例如下。

  例 9.24 max z = 3x 1 + 2x 2 + x 3

s . t .   x 1 - 2x 2 + x 3 ≤
5
2

 2x 1 + x 2 + x 4≤
3
2

    x i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4, x 2 , x 3 为整数

  ( 1) �解相应的线性规划问题(见表 9.5)得解:

x 2 =
3
2

, x 3 =
11
2

, x 1 = x 4 = 0, z=
17
2

( 2) 依 x 2 分为下面两个分域: ( a) 0≤x 2≤1, ( b) x 2≥2。

( a) 解在表 9.6 中, x 1 =
1
4

, x 2 = 1, x 3 =
17
4

, z= 7。

  ( b) 解在表 9.7中,该问题无解。
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  表 9.5

xB CB

x

Cb   

x 1 �x 2 jx3 �x 4 Rs1 �s2 :

3 �2 o1 �0 W0 �0 ?
β

s1 M0 �5 �/ 2 1 �- 2 o1 �0 W1 �0 ?

s2 M0 �3 �/ 2 2 �① 0 �1 W0 �1 ?

0 �3 �② 1 �0 W0 �0 ?

s1 M0 �11 �/ 2 5 �0 o1 �2 W0 �2 ?

x2 X2 �3 �/ 2 2 �1 o0 �1 W1 �1 ?

3 �- 1 �0 o1 �- 2 W0 �- 2 ?

x3 X1 �11 �/ 2 5 �0 o1 �2 W1 �2 ?

x2 X2 �3 �/ 2 2 �1 o0 �1 W0 �1 ?

17 �/ 2 - 6 �0 o0 �- 4 W0 �- 4 ?

  表 9.6 ( 0≤x 2≤2, x 1, x 2, x 3≥0)

xB CB

x

Cb   

x1 �x 2 Sx 3 �x4 ;s1 �s2 #s3 �

3 �2 X1 �0 @0 �0 (0 �
β

s1 �0 �5 �/ 2 1 �- 2 X1 �0 @1 �0 (0 �

s2 �0 �3 �/ 2 ② 1 X0 �1 @0 �1 (0 �

s3 �0 �1 �0 �1 X0 �0 @0 �0 (1 �

3 �2 X1 �0 @0 �0 (0 �

s1 �0 �7 �/ 4 0 �- 2 ��� 1 �- 1 �/ 2 1 �- 1 �/ 2 0 �

x 1 )3 �3 �/ 4 1 �1 �/ 2 0 �1 �/ 2 0 �1 �/ 2 0 �6 �

s3 �0 �1 �0 �① 0 �0 @0 �0 (1 �①

9 �/ 4 0 �○1 �/ 2 1 �- 3 �/ 2 0 �- 3 �/ 2 0 �

s1 �0 �17 �/ 4 0 �0 X1 �1 �/ 2 1 �- 1 �/ 2 5 @/ 2

x 1 )3 �1 �/ 4 1 �0 X0 �1 �/ 2 0 �1 �/ 2 - 1 @/ 2

x 2 )2 �1 �0 �1 X0 �0 @0 �0 (1 �

11 �/ 4 0 �0 X  ① - 3 �/ 2 0 �- 3 �/ 2 - 1 @/ 2

x 3 )1 �17 �/ 4 0 �0 X1 �1 �/ 2 1 �- 1 �/ 2 5 @/ 2

x 1 )3 �1 �/ 4 1 �0 X0 �1 �/ 2 0 �1 �/ 2 - 1 @/ 2

x 2 )2 �1 �0 �1 X0 �0 @0 �0 (1 �

7 �0 �0 X0 �- 1 @- 1 �- 1 (- 1 �

  ( 3) 下面继续搜索。

分域: ( a ) 0≤x 3≤4, ( b) x 3≥5

( a) 的解见表 9.8。x 1 =
1
4

, x 2 = 1, x 3 = 4, x 4 = 0, z= 6
3
4
是目前最好的解。

( b) 的解见表 9.9, 无可行解。
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  表 9.7 ( x 2≥2, x1 , x3 , x 4≥0)

xB CB

x

Cb   

x1 �x 2 Sx 3 �x4 ;s1 �s2 #s3 �

3 �2 X1 �0 @0 �0 (0 �
β

s1 �0 �5 �/ 2 1 �- 2 X1 �0 @1 �0 (0 �

s2 �0 �3 �/ 2 2 �1 X0 �1 @0 �1 (0 �

s3 �0 �- 2 10 �○- 1 X0 �0 @0 �0 (1 �

0 �3 �2 X1 �0 @0 �0 (2 �

s1 �0 �13 �/ 2 1 �0 X1 �0 @1 �0 (- 2 �

s2 �0 �- 1 �/ 2 2 �0 X0 �1 @0 �1 (1 �

x 2 )2 �2 �0 �1 X0 �0 @0 �0 (- 1 �

3 �0 X1 �0 @0 �0 (2 �

  表 9.8 ( 1≤x 2≤2, 0≤x 3≤4, x , x 4≥0)

xB CB

x

Cb   

x1 �x2 +x 3 px 4 �s1 �s2 ?s3 �s4 �

3 �2 01 u0 �0 0 D0 �0 �
β

s1 �0 �7 �/ 4 0 �- 5 �/ 2 ① - 1 ^/ 2 1 - 1 �/ 2 0 �0 �○1 �/ 4

x 1 )3 �3 �/ 4 1 �1 �/ 2 0 u1 ^/ 2 0 1 �/ 2 0 �0 �

s3 �0 �1 �0 �1 00 u0 �0 0 D1 �0 �

s4 �0 �4 �0 �0 01 u0 �0 0 D0 �1 �2 �

9 �/ 4 0 �1 �/ 2 ① - 2 ^/ 3 0 - 3 �/ 2 0 �0 �

x 3 )1 �7 �/ 4 0 �- 5 �/ 2 1 u- 1 ^/ 2 1 - 1 �/ 2 0 �0 �

x 1 )3 �3 �/ 4 1 �1 �/ 2 0 u1 ^/ 2 0 1 �/ 2 0 �0 �3 q/ 2

s3 �0 �1 �0 �1 00 u0 �0 0 D1 �0 �1 �

s4 �0 �9 �/ 4 0 �○5 �/ 2 0 u1 ^/ 2 - 1 1 �/ 2 0 �1 �9 Z/ 10

4 �0 �3 00 u- 1 �- 1 - 1 D0 �0 �

x 3 )1 �4 �0 �0 01 u0 �0 0 D0 �1 �

x 1 )3 �3 �/ 10 1 �0 00 u2 ^/ 5 1 �/ 5 2 �/ 5 0 �- 1 </ 5 3 q/ 2

s3 �0 �1 �/ 10 0 �0 00 u- 1 ^/ 5 ○2 �/ 5 - 1 �/ 5 1 �- 2 </ 5 ○1 �/ 2

x 2 )2 �9 �/ 10 0 �1 00 u1 ^/ 5 - 2 �/ 5 1 �/ 5 0 �2 </ 5

6 �10
7  0 �0 00 u- 8 ^/ 5 ○1 �/ 5 - 8 �/ 5 0 �- 6 </ 5

x 3 )1 �4 �0 �0 01 u0 �0 0 D0 �1 �

x 1 )3 �1 �/ 4 1 �0 00 u1 ^/ 2 0 1 �/ 2 - 1 -/ 2 0 �

s1 �0 �1 �/ 4 0 �0 00 u- 1 ^/ 2 1 - 1 �/ 2 5 -/ 2 - 1 �

x 2 )2 �1 �0 �1 00 u0 �0 0 D1 �0 �

6 ��� 0 �0 00 u- 3 ^/ 2 0 - 3 �/ 2 - 1 -/ 2 - 1 �
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  表 9.9 ( 1≤x 2≤2, x 3≥5, x 1 , x4≥0)

xB CB

x

Cb   

x1 �x2 +x 3 px 4 �s1 �s2 ?s3 �s4 �

3 �2 01 u0 �0 0 D0 �0 �
β

s1 �0 �7 �/ 4 0 �- 5 �/ 2 1 u- 1 ^/ 2 1 - 1 �/ 2 0 �0 �

x 1 )3 �3 �/ 4 1 �1 �/ 2 0 u1 ^/ 2 0 1 �/ 2 0 �0 �

s3 �0 �1 �0 �1 00 u0 �0 0 D1 �0 �

s4 �0 �- 5 10 �0 0○- 1 u0 �0 0 D0 �1 �

0 �1 �/ 2 1 u- 3 ^/ 2 0 - 3 �/ 2 0 �0 �

s1 �0 �- 13 �/ 4 0 �- 5 �/ 2 0 u○- 1 ^/ 2 1 - 1 �/ 2 0 �0 �

x 1 )3 �3 �/ 4 1 �1 �/ 2 0 u1 ^/ 2 0 1 �/ 2 0 �0 �

s3 �0 �1 �0 �1 00 u0 �0 0 D1 �0 �

x 3 )1 �5 �0 �0 01 u0 �0 0 D0 �- 1 �

0 �1 �/ 2 0 u- 3 ^/ 2 0 - 3 �/ 2 0 �1 �

x 4 )0 �13 �/ 2 0 �5 00 u1 �- 2 1 D0 �0 �

x 1 )3 �○- 10 �/ 4 1 �○- 2 00 u0 �1 0 D0 �0 �

s3 �0 �1 �0 �1 00 u0 �0 0 D1 �0 �

x 3 )1 �5 �0 �0 01 u0 �0 0 D0 �- 1 �

0 �- 4 00 u0 �- 3 0 D0 �1 �

x 4 )0 �1 �/ 4 5 �/ 2 0 00 u1 �1 �/ 2 1 D0 �0 �

x 2 )2 �5 �/ 4 - 1 �/ 2 1 00 u0 �- 1 �/ 2 0 D0 �0 �

s3 �0 �- 1 �/ 4 1 �/ 2 0 00 u0 �1 �/ 2 0 D1 �0 �

x 3 )1 �5 �0 �0 01 u0 �0 0 D0 �- 1 �

7 ��� 4 �0 00 u0 �1 0 D1 -/ 4 5 �

  故得全部搜索过程(见图 9.24)。

图 9.24
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9. 10 估 界 方 法

从上面的讨论可知,分支定界法的搜索过程是一搜索树, 树上每一节点都对应于解一

线性规划问题,求解的实际作用在于得到一个目标函数的界。为了节省计算量, 本节将介

绍一种对目标函数进行简单估界的算法。

  例 9.25 max z = Cx

s. t.  Ax ≤ b

   x 为非负整数

  将 x 为非负整数改为 x≥0 的线性规划问题。设 x=
xB

xN

, A= ( B  N ) = ( a ij ) m× n ,

C= ( CB  CN )。

max z = CB xB + CN xN

s. t.   xB = B
- 1

b - B
- 1

N xN

    x ≥ 0

或 xB = B
- 1

b- ∑
j∈N

B- 1P j x j ,其中设 A = ( P 1 P 2 ⋯ P n ) ,即 P j 是矩阵 A的第 j 列列向

量。

于是有

z = ( CB  CN )
xB

xN

= CB xB + CN xN

= CB ( B
- 1

b - ∑
j∈N

B
- 1

P j x j ) + ∑
j∈ N

cj x j

= CB B- 1 b + ∑
j∈N

( cj - CB B- 1 P j ) x j

  或写成

z = z0 + ∑
j∈N

( cj - z j ) x j = z 0 + ∑
j∈ N

c�j x j

c�j = cj - z j , j ∈ N

x i = x
*
i - ∑

j∈N

αij x j , xi ≥ 0, i∈ B, x j ≥ 0, j ∈ N

  设最优解为

z = CB B- 1 b = z 0 , xB = B- 1 b, xN = 0

最优解 x
*
i = �x

*
i �+ αi, i∈B。其中 B 是基变量 xB 对应下标集合。

分支定界法即对其中的一个 x j 分别附加下面的限制:

0≤ x j ≤�x
*
j �, x j ≥ �x

*
j � + 1

再去求各自线性规划的解。

如图 9.25所示, 实线表示 z 的真实改变图像。

z l≤z 0 - δz l , z r≤z 0 - δz r。

δz l和δz r可从单纯形表格中得到。z 0 - δz l和 z0 - δz r可以分别作为真实的 z l 和 z r 的界。
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图 9.25

x j = x
*
j - ∑

j∈ N

αij x j。为了使 x j 是整数, 故有 x j ≤�x
*
j �或 x j ≥ �x

*
j � + 1两种可

能。设N 是非基变量集合, N + > {j ∈N ©¦αij > 0}, N - > {j ∈ N ©¦αij < 0} 于是,对于 x j ≤

�x *j �, 有

x j - �x
*
j � = x

*
j - �x

*
j � - ∑

j∈N
+

αij x j - ∑
j∈ N

-

αij x j ≤ 0

令 f j = x
*
j - �x

*
j �< 1, 有

x j - �x *j � = f j - ∑
j∈N +

αij x j - ∑
j∈N -

αij x j

或 - ∑
j∈N +

αij x j - ∑
j∈ N -

αij x j ≤- f j ( 9. 9)

将( 9.9)作为一约束条件附加在单纯形表格, 并利用对偶单纯形法求解, 并假定这个过程

基没有改变。

对于 x j≥�x
*
j �+ 1也有类似情况。

x j - �x
*
j � = x

*
j - �x j � - ∑

j∈ N +

αij x j - ∑
j∈N -

αij x j

= f j - ∑
j∈ N +

αij x j - ∑
j∈ N

αij x j > 1

  ∴ ∑
j∈N

+

αij x j + ∑
j∈N

-

αij x j ≤ f j - 1 < 0 ( 9. 10)

将( 9.10)加到单纯形表格中,利用对偶单纯形法求解。

利用对偶单纯形法可得

δz l = min
k∈N +

{c�k f j /αj k }, δz r = min
k∈N -

{c�k ( f j - 1) /αj k }

max{z�l , z�r } = z�0 - min {δz l , δz r }

  还是通过例子说明算法的思想比较直观。

  例 9.26 max z = 18x1 + 14x 2 + 8x 3 + 4x 4

s. t.   15x1 + 12x 2 + 7x 3 + 4x 4 + x 5 ≤ 43
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    x j ≥ 0, 整数, j = 1, 2, 3, 4, 5

  ( 1) 用单纯形法求解(见表 9.10)。

表 9.10

xB CB

x

Cb   

x 1 �x 2 jx3 �x 4 Rx 5 �x6 :

18 �14 o8 �4 W0 �0 ?
β

s 0 �43 �15 �12 o7 �4 W1 �1 ?

0 �，？ 14 o8 �4 W0 �0 ?

x1 X18 143 �/ 15 1 �4 �/ 5 7 Y/ 15 4 �/ 15 1 A/ 15 1 �/ 15

51 ��� 0 �- 2 �/ 5 - 2 �/ 5 - 4 �/ 5 - 6 o/ 5 - 6 �/ 5

x 1 = 2
13
15

-
4
5

x 2 -
7
15

x 3 -
4

15
x 4 -

1
15

x 5 -
1

15
x6

z = 51
3
5

-
2
5

x 2 -
2
5

x 3 -
4
5

x 4 -
6
5

x 5 -
6
5

x 6

  x 2 = x 3 = x 4 = x 5 = 0, z = 51
3
5
是最优解。

( 2) 若考虑 x 1≤2和 x 1≥3两种情况, 则分别讨论如下。

( a) �x
*
1 �= 2

x 1 - �x *1 � =
13
15

-
4
5

x 2 -
7

15
x 3 -

4
15

x4 -
1
15

x 5 -
1

15
x 6 ≤ 0

  ∴ -
4
5

x 2 -
7

15
x 3 -

4
15

x 4 -
1
15

x 5 -
1

15
x 6 ≤-

13
15

  将它作为附加约束条件,应用对偶单纯形法求解, 见表 9.11。

表 9.11

xB CB

x

Cb   

x1 Wx 2 Sx 3 �x 4 qx5 �x 6 Yx 7 =

18 _14 X8 �4 v0 �0 ^0 /
β

x 1 )18 �43 �/ 15 1 H4 �/ 5 7 x/ 15 4 �/ 15 1 `/ 15 1 �/ 15 0 /

x 7 )0 �- 13 �/ 15 0 H○- 4 �/ 5 - 7 x/ 15 - 4 �/ 15 - 1 `/ 15 - 1 �/ 15 1 /

51 ��� 0 H○- 2 �/ 5 - 2 �/ 5 - 4 �/ 5 - 6 �/ 5 - 6 �/ 5 0 /

  由于 min
2/ 5
4/ 5

,
2/ 5

7/ 15
,

4/ 5
4/ 15

,
6/ 5

1/ 15
,

6/ 5
1/ 15

=
1
2

, 以 α2 2为主元素进行消元。

下面通过本例介绍一种估界法。

从 x 1 = 2
13
15

-
4
5

x 2 -
7
15

x 3 -
4

15
x 4 -

1
15

x 5 -
1

15
x 6 可知:可以通过非基变量 x 2 , x 3 , x4 , x 5

的升值(设 x 2 从 0 升到 δx1 )使 z 从 2
13
15
下降到 2, 即

13
15

=
4
5δx

2 ,δx2 =
13/ 15
4/ 5

,由此 δz2 =

-
2
5
δx 2 = -

13
30

,依类似理由, x 3 从 0增加 δx3 , 也可使 z 下降
13
15

,
13
15

=
7

15
δx3 , δx 3 =

13
15
×

15
7
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=
13
7

,δz3 = -
2
5
×

13
7

= -
26
35

, 同理可得 δx 4 =
13
15

4
15

=
13
4

, δz4 = -
4
5
×

13
4

= -
13
5

, δx5 =

δx 6 =
13
15

1
15

= 13,δz5 = δz6 = -
6
5
× 13= -

78
5

,

令 δz > - min{δz2 , δz 3 ,δz 4 ,δz5 , δz6 }

= - min
13
30

,
26
35

,
13
5

,
78
5

,
78
5

= -
13
30

即由 x 2 的增加而达到,从而可以断言

max z = 18x 1 + 14x 2 + 8x 3 + 4x4

s . t .   15x 1 + 13x 2 + 7x 3 + 4x4 + x 5 ≤ 43

0 ≤ x 1 ≤ 2, x i≥ 0

的解 z≤51
3
5

-
13
30

= 51
1
6
。

到此搜索过程见图 9.26, 未写出的变量均为 0,例如
x 1 = 2

13
15

z= 51
3
5

, x 2 = x 3 = ⋯= x6 = 0。

图 9.26

( b) x 1≥3原问题无解。可从 15x 1 + 12x 2 + 7x 3 + 4x 4 + x 5≤43,直观得出。也可利用附

加- x 1≤- 3 约束条件、利用对偶单纯形法得出相同结果。

( 3) 下面转入求 0≤x 1≤2的解。

令 x 1 = 2- x�1 , 代入( * ) ,整理得

2 - x�1 = 2
13
15

-
4
5

x 2 -
7
15

x 3 -
4

15
x 4 -

1
15

x 5 -
1

15
x6

x 2 =
13
12

+
5
4

x�1 -
7
12

x 3 -
1
3

x 4 -
1

12
x 5 -

1
12

x 6

代入

z = 51
1
6

-
1
2

x�1 -
1
6

x 3 -
2
3

x 4 -
7
6

x 5 -
7
6

x 6

于是导致解下列问题:

max z = 51
1
6

-
1
2

x�1 -
1
6

x 3 -
2
3

x 4 -
7
6

x 5 -
7
6

x 6
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x 2 =
13
12

+
5
4

x�1 -
7
12

x 8 -
1
3

x 4 -
1

12
x 5 -

1
12

x 6

  x�1 , x 2 , x 3 , x 4 , x 5 , x 6 ≥ 0

  故得一可行解:

x 2 =
13
12

, x�1 = x 3 = ⋯ = x 6 = 0, z = 51
1
6

这个结果和估的界一致。

( 4) 由于 1≤x 2≤2,故又分解为: ( a) 0≤x 2≤1,  ( b) x 2≥2。

两种情况分别讨论如下。

先讨论 x 2≥2。

由于 x 2 =
13
12

+
5
4

x�1 -
7
12

x 3 -
1
3

x 4 -
1
12

x 5 -
1

12
x 6 , 故只有一种可能, 由 x�1 的增加而达

到。

δx�1 = 2-
13
12

5
4

=
11
12

5
4

=
11
15

,  δz= -
1
2
×

11
15

= -
11
30

至于 0≤x 2≤1,

δz= -
1

12
min

2
7

, 2, 14, 14 =
2
7

-
1

12
= -

1
42

( 3) ( 4) ( 5) ( 6)

可见 x 2≥2估的界比 0≤x 2≤1小, 故沿 0≤x2≤1往后搜索,而且下面括号内的数是对应

变量的下标,例如
2
7

( 3 )

, 表示
2
7
是由 x 3 从 0上升计算而得到的,其余类似, 不赘述。

令 x 2 = 1- x�2 , 得

x 3 =
1
7

+
15
7

x�1 +
12
7

x�2 -
4
7

x 4 -
1
7

x 5 -
1
7

x 6

z = 51
1
7

-
6
7

x�1 -
2
7

x�2 -
4
7

x 4 -
8
7

x 5 -
8
7

x 6

0< x 3 =
1
7

< 1, 故分解为 x 3 = 0和 x 3 = 1两种情况, 下面分别进行讨论。

( 5) 由于 x 3 =
1
7

+
15
7

x�1 +
12
7

x�2 -
4
7

x 4 -
5
7

x 5 -
1
7

x 6 ,故 x3 = 0 只能通过 x 4 , x 5 , x 6 由 0

上升而达到,而且

δz = -
1
7

min {1,
( 4)

4,
( 5 )

8}
( 6)

= -
1
7

x 4 =
1
4

+
15
4

x�1 + 3x�2 -
1
4

x 5 -
1
4

x 6

z = 51 - 3x�1 - 2x�2 - x 5 - x 6

  ( 6) 由于只能由 x 5 , x 6 的改变才能使 x 4 = 0

δz = -
1
4

min { 4
( 5 )

, 4
( 6)

} = - 1

  而 x 4≥0,δz= -
3
4 min{

4
5

( 1)

,
2
3

( 2)

}= -
1
2
等等, 搜索的全过程见图 9.27。
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图 9.27

其中最优解是 x 4 = 0时 x 1 = 2, x 2 = 1, z = 50。为了简单起见,图中只给出非零的变元

的值,未写出的变元自然是取零值了。

现将 x 1≤2, x 2≤1, x 3 = 0, x 4 = 0条件下的结果解答于后。

max z = 18x 1 + 14x 2

s . t .  15x 1 + 13x 2 + x 5 + x 6 = 43

 x 1 + x 7 = 2

x 2 + x 8 = 1

  x 1 , x 2 , x 5 , x 6 , x 7 , x 8 ≥ 0
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  进行表上运算(见表 9.12)。

表 9.12

xB CB

x

C
b   

x 1 �x 2 jx5 �x 6 Rx 7 �x8 :

18 �14 o0 �0 W0 �0 ?
β

x6 X0 �43 �15 �13 o1 �1 W0 �0 ?43 F/ 15

x7 X0 �2 �① 0 o0 �0 W1 �0 ?②

x8 X0 �1 �0 �1 o0 �0 W0 �1 ?

，？ 14 o0 �0 W0 �0 ?

x6 X0 �13 �0 �13 o1 �1 W- 15 �0 ?

x1 X18 12 �1 �0 o0 �0 W1 �0 ?

x8 X0 �1 �0 �① 0 �0 W0 �1 ?

0 �14 o0 �0 W0 �0 ?

x6 X0 �0 �0 �0 o1 �1 W- 15 �- 13 ?

x1 X18 12 �1 �0 o0 �0 W1 �0 ?

x2 X14 11 �0 �1 o0 �0 W0 �1 ?

50 �0 �0 o0 �0 W0 �0 ?

  故得问题的最优解为:

x 1 = 2, x 2 = 1, x 3 = x 4 = x 5 = 0, z= 50

习 题 九

1. 求解

min z = - 5x 1 + 7x 2 + 10x 3 - 3x 4 + x 5

s . t .   - x 1 - 3x 2 + 5x 3 - x 4 - 4x 5≥ 0

 - 2x 1 - 6x 2 + 3x 3 - 2x 4 - 2x 5≤- 4

- x 2 + 2x 3 + x 4 - x 5 ≥ 2

x i = 0, 1; i= 1, 2, 3, 4, 5

2. 求解

max z = x 1 + 3x 2 + 10x3

s. t .  2x 1 + 4x 2 + 8x3≤ 15

 x 1 ≤ 4

x 2 ≤ 2

 x3≤ 3/ 2

     x i≥ 0整数, i= 1, 2, 3

3. 求解
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max z = 2x 1 + 3x 2 + 4x 3 + 7x4

s . t .   4x 1 + 6x 2 + 2x 3 + 8x4 = 16

 x 1 + 2x 2 - 6x 3 + 7x4 = 3

     x i≥ 0, 整数, i= 1, 2, 3, 4

4. 利用替代约束法解问题 1。

5. 用分支定界法求解

max z = x 1 + 2x 2

s . t .    x 1 + x 2≤ 0. 9

- 2x 1 - x 2≤ 0. 2

    x 1 , x 2 ≥ 0整数

6. 用分支定界法求解

max z = 3x 1 + 3x 2 + x 3

s . t .    x 1 - x 2 + 2x 3≤ 4

- 3x 1 + 4x 2 ≤ 2

 2x 1 + x 2 - 3x 3≤ 3

     x 1 , x 2 ≥ 0整数, x 3 ≥ 0
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第 10 章 整数规划的割平面法

割平面法是一种没法通过附加必要的约束条件求解线性规划的一种办法。约束条件

增多使可行解域逐渐缩小,从而最后找到最优解。作者认为分支定界法一般说来比割平面

法优越,但无论如何, 割平面法在整数规划研究的过程中也是重要的一种。目前它的效率

比较低,还有待于进一步发展。

10. 1 割 平 面

10. 1. 1 郭莫莱( Gomor y)割平面方程

  在开始时先介绍一实例,通过例子直观地引进割平面法。

假定

max z = z 0 + ∑
j∈ N

cj x j

s . t .   x i = x
*
i - ∑

j∈ N

αij x j , i∈ B

    x i, x j ≥ 0, i∈ B, j ∈ N

其中 cj = cj - z j。若讨论的是一般线性规划问题, 设最优解为 xi = x
*
i , i∈ B, x j = 0, j ∈

N , z* = z。

假定 x
*
i á 0 mod 1, 即 x

*
i 不是整数, i∈ B, 选基变量 x k = x

*
k + ∑

j∈N

αkj x j。设

x
*
k =   x

*
k   + f k ,即 f k 是 x

*
k 的分数部分。

同样令αkj =   αkj   + f kj

xk =   x *k   + f k - ∑
j∈N

(   αkj   + f kj ) x j

或
xk -   x

*
k   + ∑

j∈N   

αkj   x j = f k - ∑
j∈ N

f k j x j

若考虑到 x k 和 x j 都是整数,但

f k - ∑
j∈N

f kj x j ≤ f k < 1

故对于基变量, x k 对应一 f k - ∑
j∈N

f kj x j ≤ 0

是必要条件,或引进松弛变量 s > 0, 使得

f k - ∑
j∈N

f kj x j + s = 0

s - ∑
j∈ N

f kj x j = - f k ( 10. 1)

  将( 10. 1)附于单纯形表格中作为附加约束条件,利用对偶单纯形法求解, 若结果是整
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数,则结束, 否则引进新的割平面作为附加约束条件。若继续下去找不到可行解, 则可得原

问题无解。

由于割平面法导出的是所有变量,包括松弛变量都应是全整数, 故初始单纯形表格必

须是整数的,必要时可乘以因子。例如

1
2

x 1 +
1
3

x 2 ≤
1
6

乘以 6 得 3x 1 + 2x 2 ≤ 1, 引进 s,使 3x 1 + 2x 2 + s = 1。

10. 1. 2 例

先举一例,给以直观的理解。

  例 10. 1 max z = 3x 1 - x 2

s . t .   3x 1 - 2x 2 ≤ 3

- 5x 1 - 4x 2 ≤- 10

2x 1 + x 2 ≤ 5

x 1 , x 2 ≥ 0 整数

  先通过单纯形法解原问题的线性规划问题, 引进松弛变量, 利用单纯形法求解如表

10. 1所示。

表 10. 1

xB CB C

x

b   

x 1 �x 2 �s1 Ts2 �s3 �

3 �- 1 �0 \0 �0 �
β

s1 B0 �3 13 �- 2 �1 \0 �0 �

s2 B0 �- 10 1- 5 �○- 4 �0 \1 �0 �

s3 B0 �5 12 �1 �0 \0 �1 �

3 �- 1 �0 \0 �0 �

s1 B0 �8 1○11 �/ 2 0 �1 \- 1 �/ 2 0 �○16 Z/ 11

x 2 M- 1 �5 �/ 2 5 �/ 4 1 �0 \- 1 �/ 4 0 �2 �

s3 B0 �5 �/ 2 3 �/ 4 0 �0 \1 �/ 4 1 �10 �/ 3

- 5 �/ 2 ○17 �/ 4 0 �0 \1 �/ 4 0 �

x 1 M3 �10 �/ 11 1 �0 �2 �/ 11 - 1 �/ 11 0 �

x 2 M- 1 �15 �/ 22 0 �1 �- 5 �/ 22 - 6 �/ 44 0 �35 �/ 6

s3 B0 �31 �/ 22 0 �0 �- 3 �/ 22 ○7 �/ 22 1 �○31 �/ 7

61 �/ 22 0 �0 �- 17 �/ 22 ○9 �/ 22 0 �

x 1 M13 �13 �/ 7 1 �0 �1/ 7 0 �2 r/ 7

x 2 M- 1 �9 �/ 7 0 �1 �- 2/ 7 0 �22 r/ 7

s2 B0 �31 �/ 7 0 �0 �- 3/ 7 1 �22 r/ 7

30 �/ 7 0 �0 �- 5/ 7 0 �- 3 r/ 7

于是得相应的整数规划问题
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max z =
30
7

-
5
7

s1 -
3
7

s2

s . t .   x 1 =
13
7

-
1
7

s1 -
2
7

s3

x 2 =
9
7

+
2
7

s1 -
3
7

s3

s2 =
31
7

+
3
7

s1 -
22
7

s3

x 1 , x 2 , s1 , s2 , s3 ≥ 整数

( 10. 2)

原问题所有的系数都是整数,但( 10. 2)的系数都是分数。由于假定 x 1 , x 2 , s1 , s2 , s3 的解都

是整数,于是有

x1 - 1 =
6
7

-
1
7

s1 -
2
7

s3

x2 - s1 - 1 =
2
7

-
5
7

s1 -
3
7

s3

s2 - s1 + 3s3 - 4 =
3
7

-
4
7

s1 -
1
7

s3

( 10. 3)

( 10. 3)左端都是整数,故右端有

6
7

-
1
7

s1 -
2
7

s3 ≡ 0

2
7

-
5
7

s1 -
3
7

s3 ≡ 0 mod 1

3
7

-
4
7

s1 -
1
7

s3 ≡ 0

( 10. 4)

即
6
7

-
1
7

s1 -
2
7

s3 <
6
7

< 1

2
7

-
5
7

s1 -
3
7

s3 <
2
7

< 1

3
7

-
4
7

s1 -
1
7

s3 <
3
7

< 1

( 10. 5)

由( 10. 4)知( 10. 4)左端都是整数,故

6
7

-
1
7

s1 -
2
7

s3 ≤ 0,
2
7

-
5
7

s1 -
3
7

s3 ≤ 0,
3
7

-
4
7

s1 -
1
7

s3 ≤ 0

或

-
1
7

s1 -
2
7

s3 + s4 = -
6
7

, -
5
7

s1 -
3
7

s3 + s5 = -
2
7

, -
4
7

s1 -
1
7

s3 + s6 = -
3
7

例如取 -
1
7

s1 -
2
7

s3 + s4 = -
6
7
作为附加约束,由于 x 1 =

13
7

-
1
7

s1 -
2
7

s3 , 即 x 1 =
13
7

-
6
7

+ s4 = 1 - s4 , 所以引进的约束条件即为 x1 ≤ 1。

图 10. 1是其约束条件和可行解域图。

进行表上运算(见表 10. 2)。
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图 10. 1

表 10. 2

xB CB C

x

b   

x 1 �x 2 �s1 Ts2 �s3 �s4 �

3 �- 1 �0 \0 �0 �0 �

x 1 M13 �13 �/ 7 1 �0 �1/ 7 0 �2 r/ 7 0 �

x 2 M- 1 �9 �/ 7 0 �1 �- 2/ 7 0 �22 r/ 7 0 �

s2 B0 �31 �/ 7 31 �/ 7 0 �- 3/ 7 1 �22 r/ 7 0 �

s4 B0 �- 6 �/ 7 0 �0 �- 1/ 7 0 �○- 2 r/ 7 1 �

36 �/ 7 0 �0 �- 5/ 7 0 �- 3 r/ 7 0 �

x 1 M3 �1 11 �0 �0 \0 �0 �1 �

x 2 M- 1 �0 10 �1 �- 1/ 2 0 �0 �3 +/ 2

s2 B0 �- 5 10 �0 �○- 2 \1 �0 �11 �

s3 B0 �3 10 �0 �- 1/ 2 0 �1 �- 7 +/ 2

3 10 �0 �- 1/ 2 0 �0 �- 3 +/ 2

x 1 M3 �1 11 �0 �0 \0 �0 �1 �

x 2 M- 1 �5 �/ 4 0 �1 �0 \- 1 �/ 4 0 �- 5 +/ 4

s1 B0 �5 �/ 2 0 �0 �1 \- 1 �/ 2 0 �- 11 +/ 2

s3 B0 �7 �/ 4 0 �0 �0 \1 �/ 4 1 �- 3 +/ 4

7 �/ 4 0 �0 �0 \- 1 �/ 4 0 �17 +/ 4

即 x 1 + s4 = 1

x 2 -
1
4

s2 -
5
4

s4 =
5
4

s1 -
1
2

s2 -
11
2

s4 =
5
2

s3 +
1
4

s2 -
3
4

s4 =
7
4

或

( x 2 - 2 - s4 ) -
1
4

s2 -
1
4

s4 = -
3
4
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( s1 - 3 - 5s4 ) -
1
2

s2 -
1
2

s4 = -
1
2

( s3 - 2 + s2 ) -
3
4

s2 -
3
4

s4 = -
1
4

  考虑到 x 1 , x 2 , s1 , s2 , s3 , s4 是整数,故类似可得

3
4

-
1
4

s2 -
1
4

s4 ≤ 0

1
2

-
1
2

s2 -
1
2

s4 ≤ 0

1
4

-
3
4

s2 -
3
4

s4 ≤ 0

比如选 -
1
4

s2 -
1
4

s4 ≤-
3
4

,引进 s5 ≥ 0, -
1
4

s2 -
1
4

s4 + s5 = -
3
4
作为附加约束。

但 x 2 -
1
4

( s2 + s4 ) - s4 =
5
4

-
1
4

( s2 + s4 ) = -
3
4

- s5

所以 x 2 -
3
4

- s5 - s4 =
5
4

, x2 = 2 + s4 + s5 ,或 x 2 ≥ 2。

再进行表上运算(见表 10. 3)。

表 10. 3

xB CB C

x

b   

x1 �x 2 �s1 ks2 �s3 #s4 �s5 �

3 �- 1 �0 t0 �0 ,0 �0 �
β

x 1 M3 21 11 �0 �0 t0 �0 ,1 �0 �

x 2 M- 1 25 �/ 4 0 �1 �0 t- 1 t/ 4 0 ,- 5 ,/ 4 0 �

s1 B0 25 �/ 2 0 �0 �1 t1 t/ 2 0 ,- 11 ,/ 2 0 �

s3 B0 27 �/ 4 0 �0 �0 t1 t/ 4 1 ,- 3 ,/ 4 0 �

s5 B0 2- 3 �/ 4 0 �0 �0 t○- 1 t/ 4 0 ,- 1 ,/ 4 1 �

7 �/ 4 0 �0 �0 t- 1 t/ 4 0 ,- 4 +�� 0 �

x 1 M- 3 21 11 �0 �0 t0 �0 ,1 �0 �

x 2 M- 1 22 10 �1 �0 t0 �0 ,- 1 �- 1 �

s1 B0 24 10 �0 �1 t0 �0 ,- 5 �- 2 �

s3 B0 21 10 �0 �0 t0 �1 ,- 1 �1 �

s2 B0 23 10 �0 �0 t1 �0 ,1 �4 �

1 10 �0 �0 t0 �0 ,- 4 �- 1 �

最后得解 x 1 = 1, x 2 = 2, s1 = 4, s3 = 1, s2 = 3, z = 1。

  例 10. 2 max z = x 1 + x 2

s . t .   - 4x 1 + x 2 ≤- 1

4x 1 + x 2 ≤ 3
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x 1 , x 2 ≥ 0整数

做其单纯形表格(见表 10. 4)。

表 10. 4

xB CB
C

x

b   

x 1 [x 2 �s1 |s2 �

1 j1 0 �0 ,

s1 B0 �- 1 1○- 4 j1 1 �0 ,

s2 B0 �3 14 j1 0 �1 ,

1 j1 0 �0 ,

x 1 M1 �1 �/ 4 1 j- 1 �/ 4 - 1 :/ 4 0 ,

s2 B0 �2 10 j2 1 �1 ,

1 �/ 4 0 j1 �/ 4 1 :/ 4 0 ,

x 1 =
1
4

+
1
4

x 2 +
1
4

s1

x 1 - x2 - s1 =
1
4

-
3
4

x 2 -
3
4

s1 , 由于 x 1 , x 2 , s1 , s2 都是整数, 故

1
4

-
3
4

x 2 -
3
4

s1 ≡ 0 mod 1

  ∴
1
4

-
3
4

x 2 -
3
4

s1 < 0

  -
3
4

x 2 -
3
4

s1 + s3 = -
1
4
作为新增的约束条件。

再进行表上运算(见表 10. 5)。

表 10. 5

xB CB C

x

b   

x 1 �x 2 �s1 Ts2 �s3 �

1 �1 �0 \0 �0 �
β

x 1 M1 �1 �/ 4 1 �- 1 G/ 4 - 1/ 4 0 �0 �

s2 B0 �2 10 �2 �1 \1 �0 �

s3 B0 �- 1 �/ 4 0 �- 3 G/ 4 ○- 3/ 4 0 �1 �

1 �/ 4 0 �5 G/ 4 1/ 4 0 �0 �

x 1 M1 �7 �/ 12 1 �0 �0 \0 �- 1 r/ 3

s2 B0 �2 �/ 3 0 �1 �0 \1 �4 r/ 3

s1 B0 �4 �/ 3 0 �1 �1 \0 �- 4 r/ 3

7 �/ 12 0 �1 �0 \0 �1 r/ 3

x 1 =
7

12
+

1
3

s3 ,  x 1 - s3 =
7

12
-

2
3

s3

7
12

-
2
3

s3 ≡ 0 mod 1,  
7

12
-

2
3

s3 < 0

-
2
3

s3 + s4 = -
7

12
再做表上运算(见表 10. 6)。
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表 10. 6

xB CB
C

x

b   

x 1 �x2 as1 �s2 ls3 �s4 �

1 �1 _0 �0 u0 0 �
β

x 1 M1 �7 �/ 12 1 �0 _0 �0 u- 1 �/ 3 0 �

s2 B0 �2 �/ 3 0 �1 _0 �1 u4 �/ 3 0 �

s1 B0 �4 �/ 3 0 �1 _1 �0 u- 4 �/ 3 0 �

s4 B0 �- 7 �/ 12 0 �0 _0 �0 u○- 2 �/ 3 1 �

0 �1 _0 �0 u1 �/ 3 0 �

x 1 M1 �2 �/ 24 1 �0 _0 �0 u0 - 1 // 2

s2 B0 �- 1 �/ 2 0 �1 _0 �1 u0 2 �

s1 B0 �5 10 �1 _1 �0 u0 - 2 �

s3 B0 �7 �/ 8 0 �0 _0 �0 u1 - 3 // 2

21 �/ 24 0 �1 _0 �0 u0 1 // 2

第 2 个等式右端为负,但左端系数为非负, 可见问题无可行解,故原问题亦无解。

10. 2 割平面的选择

上节讨论了引进一种割平面的方法,其实后面将看到引进割平面的方法并不唯一。

取一整数λ, 乘 x k = x *k - ∑
j∈N

αkj x j 得

λx k = λx
*
k - ∑

j∈ N

λαkj x
*
j

= λ(   x
*
k   + f k ) - ∑

j∈N

λ(   αkj   + f kj ) x j

或
λx k - λ   x

*
k   + ∑

j∈ N

λ   αkj   x j = λf k - ∑
j∈N

λf kj x j

等式左端为整数,故右端也必是整数, 或

λf k -   λf k   - ∑
j∈ N

(λf kj -   λf kj   ) x j

必须是整数。但λf k -   λf k   < 1, 故

λf k -   λf k   - ∑
j∈ N

(λf kj -   λf kj   ) x j ≤ 0

  前面讨论的只不过是λ= 1的特例。

因此产生割平面的强度比较问题。对于任一非基变量 x j , 割平面∑
j∈N

f kj x j = f k与 x j 轴

交于 x j = f k / f kj 点。所以对于 max 问题可以认为 f k / f kj 越大,割平面越强有力, 或

  对于 ∑
j∈N

f
*
kj x j = f

*
k 与∑

j∈ N

f
**
kj x j = f

**
k

  若 f
*
k ≥ f

**
k , 而 f

*
kj ≤ f

**
kj , j ∈ N

则称 f * 割平面强于 f ** 割平面。

比如 x 1 - 5. 4x 2 + 4. 6x 3 = 7. 4, 则
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x 1 - 6x 2 + 4x 3 - 7 = 0. 4 - 0. 6x1 - 0. 6x 3 , 由此产生割平面 0. 4 - 0. 6x 1 - 0. 6x 2 ≤ 0,

或 0. 6x 1 + 0. 6x 2 ≥ 0. 4, 若乘以 2 得 2x 1 - 10. 8x 2 + 9. 2x 3 = 14. 8。

∴ 2x 1 - 11x 2 + 9x 3 - 14 = 0. 8 - 0. 2x 2 - 0. 2x 3 , 故得割平面

0. 2x 2 + 0. 2x 3 ≥ 0. 8

  0. 2x 2 + 0. 2x 3 ≥ 0. 8比 0. 6x 1 + 0. 6x 2 ≥ 0. 4强, 所以给出简便的办法选择较强的

割平面是需要的,有以下两个衡量标准。

( a) max
i

f i©¦i∈ B , ( b) max
i

f i ∑
j∈ N

f ij i∈ B

  例 10. 3 max z = x 1 - 3x 2 + 3x3

s. t .   2x 1 + x 2 - x 3 + s1 = 4

4x 1 - 3x 2 + s2 = 2

- 3x 1 + 2x 2 + x 3 + s3 = 3

x i, si≥ 0,整数

做表上运算(见表 10. 7)。

表 10. 7

xB CB
C

x

b   

x 1 �x2 ax3 �s1 ls2 �s3 �

1 �- 3 _3 �0 u0 0 �
β

s1 B0 �4 12 �1 _- 1 �1 u0 0 �

s2 B0 �2 14 �- 3 _0 �0 u1 0 �

s3 B0 �3 1- 3 �2 _○1 �0 u0 1 �

0 11 �- 3 _3 �0 u0 0 �

s1 B0 �7 1- 1 �3 _0 �1 u0 1 �

s2 B0 �2 1○4 �- 3 _0 �0 u1 0 �

x 3 M3 �3 1- 3 �2 _1 �0 u0 1 �

○10 �- 9 _0 �0 u0 - 3 �

s1 B0 �7 ��� 0 �2 ��� 0 �1 u1 �/ 4 1 �

x 1 M1 �1 �/ 2 1 �- 3 �/ 4 0 �0 u1 �/ 4 0 �

x 3 M3 �4 ��� 0 �- 1 �/ 4 1 �0 u3 �/ 4 0 �

14 10 �- 3 �/ 2 0 �0 u- 10 �/ 4 - 3 �

  ∴ x 1 =
1
2

+
3
4

x 2 -
1
4

s2

x 3 = 4
1
2

+
1
4

x 2 -
3
4

s2 - s3

s1 = 7
1
2

- 2
1
4

x 2 -
5
2

s2 - s3

z = 14 -
3
2

x 2 -
5
2

s2 - 3s3

由此得

-
1
4

x 2 -
1
4

s2 + s4 = -
1
2
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-
3
4

x 2 -
3
4

s2 + s5 = -
1
2

-
1
4

x 2 -
1
4

s2 + s6 = -
1
2

故选割平面

-
1
4

x 2 -
1
4

s2 + s4 = -
1
2

把它加到表 10. 7后面, 得表 10. 8。

表 10. 8

xB CB
C

x

b   

x 1 �x 2 >x3 �s1 �s2 �s3 �s4 �

1 �- 3 H3 �0 00 �0 �0 �

s1 B0 �7 ��� 0 �2 ��� 0 �1 01 H/ 4 1 �0 �

x 1 M1 �1 �/ 2 1 �- 3 �/ 4 0 �0 01 H/ 4 0 �0 �

x 3 M3 �4 ��� 0 �- 1 �/ 4 1 �0 03 H/ 4 1 �0 �

s4 B0 �- 1 �/ 2 0 �○- 1 �/ 4 0 �0 0- 1 H/ 4 0 �1 �

14 10 �○- 3 �/ 2 0 �0 0- 5 H/ 2 - 3 �0 �

s1 B0 �3 10 �0 H0 �1 0- 2 �1 �9 �

x 1 M1 �2 11 �0 H0 �0 02 �0 �- 3 �

x 3 M3 �5 10 �0 H1 �0 01 �1 �- 1 �

x 2 M- 3 12 10 �1 H0 �0 01 �0 �- 4 �

11 10 �0 H0 �0 0- 1 �- 3 �- 2 �

10. 3 马丁( Mar tin)割平面法

马丁割平面法是前面提到的割平面法的一种变异。算法大致如下:假定取割平面的源

行,它的系数非全为整数, 设为

x i = b( 1 )
i - ∑

j∈N

a ( 1 )
ij x j ( 10. 6)

称( 10. 6)为割的第一源行。

对应的第一割平面为

s1 = - f
( 1 )
i - ∑

j∈ N

f
( 1)
ij x j ( 10. 7)

取( 10. 7)作为主元素所在行。通过对偶单纯形法确定主元素, 设为 x k , 仅仅对(注意仅对

第一源行) ( 10. 6)作高斯消去法, 产生新的割的第二源行

xi = b
( 2)
i - ∑

j∈ N \ {k }

a
( 2)
ij x j - a is

1
s1 ( 10. 8)

假定( 10. 8)的系数 b
( 2 )
i , a

( 2)
ij , j ∈ N \ {k}及 a is

1
至少有一个非整数, 则从( 10. 8)可产生新的

割

s2 = - f ( 2)
i - ∑

j∈N \ {k}

f ( 2)
ij x j - f is

1
s1 ( 10. 9)

( 10. 9)称为第二割。
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( 10. 9)作为主元素所在的行, ( 10. 9)和第一源行( 10. 6)对 s1 (注意是对 s1 ) 作主元素

消去法。这样给出第 3 割平面源行

x i = b
( 3 )
i - ∑

j∈N \ {k}

a
( 3)
ij x j - a

( 3)
is

2
s2

  上述办法不断反复,直至得到源行所有系数都是整数为止。这时一系列的不同割平面

将导出一复合的割平面。

马丁割平面法叙述如下:

S 1. �对问题用单纯形法求解, 若问题无解则结束, 若问题的解全部都是整数, 则已求得解

而结束,否则转 S2。

S 2. 选一系数非全是整数的行(设为 i行) 作为源行, 由之产生一割平面。通过对偶单纯形

法确定主元素列(设为第 k列)。

S 3. 利用产生的割平面对第 i行作主元素消元, 主元素是割平面的第 k列元素。若主元素

是整数则转 S 5, 否则转 S 4。

S 4. 由消元后的割平面行产生新的割平面,转 S3。

S 5. 求复合割平面。

S 6. 将复合割平面附于 S 1的最后单纯形表格后面。转 S1。

还是通过例子来说明算法的步骤。

从下面例子的解题过程可以了解算法的思想。

  例 10. 4 max z = 2x 1 + 3x 2

s. t .   2x 1 + 5x 2 ≤ 8

3x 1 + 2x 2 ≤ 9

x 1 , x 2 ≥ 0, 整数

( 10. 10)

  或写成 max z = 2x 1 + 3x 2

2x 1 + 5x 2 + x 3 = 8

3x 1 + 2x 2 + x 4 = 9

xi ≥ 0 整数

i= 1, 2, 3, 4

  解相应的线性规划问题得表 10. 9。

表 10. 9

xB CB C
x

b   
x 1 �x 2 �x 3 �x 4 �

2 �3 �0 �0 �
β

x 3 M0 �8 12 �○5 �1 �0 �8 �/ 5

x 4 M0 �9 13 �2 �0 �1 �9 �/ 2

0 12 �○3 �0 �0 �

x 2 M3 �8 �/ 5 2 �/ 5 1 �1 �/ 5 0 �4 r

x 4 M0 �29 �/ 5 ○11 �/ 5 0 �- 2 �/ 5 1 �○29 �/ 11

24 �/ 5 ○4 �/ 5 0 �- 3 �/ 5 0 �

x 2 M3 �6 �/ 11 0 �1 �3 {/ 11 - 2 z/ 11

x 1 M2 �29 �/ 11 1 �0 �- 2 {/ 11 5 z/ 11

76 �/ 11 0 �0 �- 5 {/ 11 - 4 z/ 11
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  ∴ x 1 =
29
11

+
2

11
x 3 -

5
11

x 4 ( 10. 11)

x 1 - 2 - x 3 =
7

11
-

9
11

x 3 -
5

11
x 4

  ∴ -
9
11

x 3 -
5

11
x 4 + s1 = -

7
11

( 10. 12)

将( 10. 11)和( 10. 12)连立,对 x 3 消元得

表 10. 10

xB b x 1 �x 2 �x 3 �x 4 &s1 I

x1 �29 �/ 11 1 �0 �- 2 �/ 11 5 �/ 11 0 ^

s1 �- 7 �/ 11 0 �0 �○- 9 �/ 11 - 5 �/ 11 1 ^

x1 �25 �/ 9 1 �0 �0 05 �/ 9 - 2 �/ 9

x3 �7 �/ 9 0 �0 �1 05 �/ 9 - 11 �/ 9

由表 10. 10 得

x 3 =
7
9

-
5
9

x 4 +
11
9

s1

x 4 - 2s1 =
7
9

-
5
9

x 4 -
7
9

s1

  ∴ -
5
9

x 4 -
7
9

s1 + s2 = -
7
9

( 10. 13)

以式( 10. 9)作为一复合割平面代入表 10. 10 中,以 s1 作主元素进行消元得表 10. 11。

表 10. 11

xB b x 1 �x4 �s1 �s2 �

x 1 �25 �/ 9 1 �5 �/ 9 - 2 H/ 9 0 /

s2 �- 7 �/ 9 0 �- 5 �/ 9 ○- 7 H/ 9 1 /

x 1 �3 �1 �5 �/ 7 0 �- 2 �/ 7

s1 �1 �0 �5 �/ 7 1 �- 9 �/ 7

表 10. 11 中只写出非全零的列,为了紧凑起见, 表 10. 10 的 x 2 列由于全零, 故消元后依然

是全零。

  ∴ s1 = 1 -
5
7

x 4 +
9
7

s2

s1 - 1 - 2s2 = -
5
7

x 4 -
5
7

s2

  ∴ -
5
7

x 4 -
5
7

s2 + s3 = 0 ( 10. 14)

  ( 10. 14)是第二割, 继续进行表上运算(见表 10. 12)。
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表 10. 12

xB b x 1 �x4 �s2 �s3 �

x 1 �

s3 �

x 1 �

s2 �

3 �

0 �

3 �

0 �

1 v

0 v

1 v

0 v

5 �/ 7

- 5 �/ 7

1 �

1 �

- 2 H/ 7

○- 5 H/ 7

0 �

1 �

0 /

1 /

- 2 �/ 5

- 7 �/ 5

表 10. 12 是对 s2 作主元素消去法。

  ∴ s2 = - x 4 +
7
5

s3 ,  s2 - 2s3 = - x 4 -
3
5

s3

  ∴ -
3
5

s3 + s4 = 0 ( 10. 15)

( 10. 15)是第 3割, 再进行表上运算(见表 10. 13)。

表 10. 13

xB b x 1 �x4 �s3 �s4 �

x 1 �

s4 �

x 1 �

s3 �

3 �

0 �

3 �

0 �

1 v

0 v

1 v

0 v

1 �

0 �

1 �

0 �

- 2 H/ 5

○- 3 H/ 5

0 �

1 �

0 /

1 /

- 2 �/ 3

- 5 �/ 3

表 10. 13 是对 s3 作主元素消去法。

s3 -
5
3

s4 = s3 - 2s4 = -
1
3

s4 < 0

  ∴ -
1
3

s4 + s5 = 0

  依类似的办法对 s4 消元作表 10. 14,但和前面一样对于全零的列略去不再写出来。没

有写出的项即作全零理解。

表 10. 14

xB b x 1 �x4 �s4 �s5 �

x 1 �3 �1 v1 �- 2 H/ 3 0 /

s5 �0 �0 v0 �○- 1 H/ 3 1 /

x 1 �3 �1 v1 �0 �- 2 /

s4 �0 �0 v0 �1 �- 3 /

主元素出现整数,故应回溯求复合割平面如下:

s1 = -
7

11
+

5
11

x 4 +
9
11

x 3

s2 = -
7
9

+
5
9

x 4 +
7
9

s1

= -
7
9

+
5
9

x 4 +
7
9

-
7

11
+

5
11

x 4 +
9

11
x 3
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= -
7
9

¡¤
18
11

+
10
11

x 4 +
7

11
x 3

s3 =
5
7

x 4 +
5
7

s2 = -
10
11

+
15
11

x 4 +
5

11
x 3

s4 =
3
5

s3 = -
6

11
+

9
11

x 4 +
3

11
x 3

s5 =
1
3

s4 = -
2

11
+

3
11

x 4 +
1

11
x 3 ( 10. 16)

  将复合割( 10. 16)附于表 10. 9 后面,利用对偶单纯形法继续求解线性规划问题, 得表

10. 15。

表 10. 15

xB CB
C

x

b   

x 1 �x 2 �x3 _x 4 �s5 �

2 �3 �0 \0 �0 �
β

x 2 M3 �6 �/ 11 0 �1 �3 �/ 11 - 2 �/ 11 0 �

x 1 M2 �29 �/ 11 1 �0 �- 2 �/ 11 5 �/ 11 0 �

s5 B0 �- 2 �/ 11 0 �0 �○- 1 �/ 11 - 3 �/ 11 1 �

0 �0 �- 5 �/ 11 - 4 �/ 11 0 �

x 2 M- 3 �0 10 �1 �0 \- 1 �3 �

x 1 M2 �3 11 �0 �0 \1 �- 2 �

x 3 M0 �2 10 �0 �1 \③ - 11 �

6 10 �0 �0 \1 �- 5 �

x 2 M3 �2 �/ 3 0 �1 �1/ 3 0 �- 2 r/ 3

x 1 M2 �2 ��� 1 �0 �- 1/ 3 0 �5 r/ 3

x 4 M0 �2 �/ 3 0 �0 �1/ 3 1 �- 11 r/ 3

10 �/ 3 0 �0 �- 1/ 3 0 �- 4 r/ 3

还是利用

x 1 -
1
3

x 3 +
5
3

s5 = 2
1
3

; x 1 - 2 - x 3 + 7 =
1
3

-
2
3

x 3 -
2
3

s5

  ∴ -
2
3

x 3 -
2
3

s5 + s6 = -
1
3

  做表上运算(见表 10. 16)。

表 10. 16

xB b x 1 �x3 �s5 �s6 �

x 1 �7 y/ 3 1 v- 1 �/ 3 5 H/ 3 0 /

s6 �- 1 y/ 3 0 v○- 2 �/ 3 - 2 H/ 3 1 /

x 1 �5 y/ 2 1 v0 �2 �- 1 �/ 2

x 3 �1 y/ 2 0 v1 �1 �- 3 �/ 2

s5 =
1
2

- x 3 +
3
2

s6 ; s5 + x 3 - 2s6 =
1
2

-
1
2

s6
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  ∴ -
1
2

s6 + s7 = -
1
2

  做表上运算(见表 10. 17)。

表 10. 17

xB b x 1 �s1 �s5 �s6 �s7 I

x1 �5 �/ 2 1 �0 �2 �- 1 �/ 2 0 G
s7 �- 1 �/ 2 0 �0 �0 �○- 1 �/ 2 1 G
x1 �3 I1 �0 �2 �0 02 G
s6 �1 I0 �0 �0 �1 0- 2 G

又出现全整数

s7 = -
1
2

+
1
2

s6 ;  s6 = -
1
3

+
2
3

x 3 +
2
3

s5    

  ∴ s7 = -
1
2

+
1
2

-
1
3

+
2
3

x 3 +
2
3

s5

= -
1
2

-
1
6

+
1
3

x 3 +
1
3

s5

= -
2
3

+
1
3

x3 +
1
3

s5

即取 -
1
3

x 3 -
1
3

s5 + s7 = -
2
3
作为割平面附加在单纯形表格后面(见表 10. 18)。

表 10. 18

xB CB
C

x

b   

x1 Ux2 �x3 �x4 ;s5 �s7 t

2 _3 �0 �0 E0 �0 �

x 2 z3 T2 I/ 3 0 _1 �1 G/ 3 0 E- 2 �/ 3 0 �
x 1 z2 T7 I/ 3 1 _0 �- 1 G/ 3 0 E5 �/ 3 0 �
x 4 z0 T2 I/ 3 0 _0 �1 G/ 3 1 E- 11 �/ 3 0 �
s7 o0 T- 2 I/ 3 0 _0 �○- 1 G/ 3 0 E- 1 �/ 3 1 �

20 I/ 3 0 _0 �- 1 G/ 3 0 E- 4 �/ 3 0 �
x 2 z3 T0 �0 _1 �0 �0 E- 1 �- 3 �
x 1 z2 T3 �1 _0 �0 �0 E2 �3 �
x 4 z0 T0 �0 _0 �0 �1 E4 �- 3 �
x 3 z0 T2 �0 _0 �1 �0 E1 �- 3 �

7 �0 _0 �0 �0 E- 1 �- 1 -/ 2

即 x 1 = 3, x 2 = 0, x 3 = 2, x4 = 0。

10. 4 全整数割平面法

10. 4. 1 全整数单纯形表格

  前面介绍的割平面法(有时也称为分数型割平面法)有一个非常不利的因素。分数在

计算机里运算难免有舍入误差,如果按分子分母分开存放, 程序势必异乎寻常地复杂。若

初始表格都是整数,割平面方程能不能也是整数, 特别是主元素是 1 时。这一节就讨论这
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样的可能。目的在于解题过程始终保持单线形表格全是整数。假定讨论的问题可用对偶

单纯形法求解,即对于 ma x 问题,所有的 ci - z i < 0, 若 i∈ N ,对于 min 问题, ci - zi >

0, i∈ N。设存在 k,使 bk = min
i

{bi©¦bi < 0, i∈ N }。

假定取 x k = bk - ∑
j∈N

a kj x j , bk < 0作为割平面的源。设 λ≠ 0。

x k

λ
=

bk

λ
- ∑

j∈ N

ak j

λ
x j   

1
λ

  + f k xk =
bk

λ
- ∑

j∈ N   

a kj

λ
  + f kj x j

由于 x k 和 x j , j ∈ N , 都假定是非负整数

  ∴   
1
λ

  x k + ∑
j∈ N   

a kj

λ
  x j ≤   

bk

λ
  

  当 λ> 1时   
1
λ

  = 0, 故有

∑
j∈ N   

a kj

λ
  x j ≤   

bk

λ
  

  引进松弛变量 sk 使得

∑
j∈ N   

a kj

λ
  x j + sk =   

bk

λ
  

这就是割平面 (λ-割)。为了保持全整数,主元素必须为- 1, 这样消元过程都是作整数的

乘和加运算。这只要割平面方程左端系数为负的项等于- 1。例如只要λ≥max
j∈N

{- akj ©¦akj

< - 1}。

当然, λ有其它选择的余地, 可以选择 λ, 使目标函数变化得最快,即 max 问题使目标

函数增加最多,对 min 问题则应求下降最多。比如当前目标函数值为 b。假定主元素在第 r

列为 - 1,加上割平面后通过对偶单纯形法可得新的目标函数值为

b
1
0 = b0 +   

bk

λ
  cr

其中 cr 是第 r 列的检验数。bk < 0, 所以除非 cr = 0,否则λ取得越小, 目标函数值下降得越

快,还保持主元素为 - 1。

下面要讨论 r 和λ的选择。

主元素列 r 的选择根据对偶单纯形法。以 max 问题为例, 主元素行 k是取右端项

bk = min
j

{bj ©¦bj < 0}

主元素所在的列应满足

cr - z r

ak r
= min

i

ci - zi
ak i

a ki < 0

  现在主元素的行即新加上去的割平面,这时 aki 为   
a ki

λ
  , 所以

cr - z r   

a kr

λ
  

= min
i

ci - zi   

a ki

λ
  

a ki < 0

  λ的选择:一是使主元素为 - 1, 另一目的在于使收敛速度尽可能快, 若有若干个 λ,

·733·



使主元素为 - 1,则 λ选取其中最小的。

10. 4. 2 举例

先来看两个例子。

  例 10. 5 min z = 4x 1 + 5x 2

s. t .   x 1 + 4x 2 ≥ 5

3x 1 + 2x 2 ≥ 7

x 1 , x 2 ≥ 0, 整数
或

max z = - 4x 1 - 5x 2

s. t .   - x 1 - 4x 2 + x 3 = - 5

- 3x 1 - 2x 2 + x 4 = - 7

x 1 , x 2 , x3 , x 4 ≥ 0整数

取 - 3x 1 - 2x 2 + x 4 = - 7作为割的源行。

做表上运算(见表 10. 19)。

表 10. 19

xB CB C

x

b   

x 1 mx 2 lx 3 kx4 js1 ^

x 3 c0 =- 5 �- 1 �- 4 �1 \0 [0 Z
x 4 c0 =- 7 �- 3 �- 2 �0 \1 [0 Z

x 5 c0 =   -
7 �
λ

    -
3 �
λ

    -
2 �
λ

  0 \   
1 P
λ

  1 Z

- 4 �- 5 �0 \0 [0 Z

从
- 4   
- 3
λ

  
,

- 5   
- 2
λ

  
, 可知, 4 < 5,故 x 1 为主元素,λ= 3。

再做表上运算(见表 10. 20)。

表 10. 20

xB CB
C

x

b   

x 1 �x 2 �x3 _x 4 �s1 �

- 4 �- 5 �0 \0 �0 �
β

x 3 M0 �- 5 1- 1 �- 4 �1 \0 �0 �
x 4 M0 �- 7 1- 3 �- 2 �0 \1 �0 �
s1 B0 �- 3 1○- 1 �- 1 �0 \0 �1 �

0 1- 4 �- 5 �
x 3 M0 �- 2 10 �- 3 �1 \0 �- 1 �
x 4 M0 �2 10 �1 �0 \1 �- 3 �
x 1 M- 4 �3 11 �1 �0 \0 �- 1 �

- 12 10 �- 1 �0 \0 �- 4 �

  取 - 3x 2 + x3 - s1 = - 2作为割平面的源行。从
- 1   
- 3
λ

  
和

- 4   
- 1
λ

  
可知 λ= 3。
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继续做表上运算(见表 10. 21)。

表 10. 21

xB CB
C

x

b   

x 1 �x 2 >x3 �x 4 &s1 �s2 �

- 4 �- 5 10 �0 �0 �0 �
β

x 3 M0 �- 2 10 �- 3 11 �0 �- 1 �0 �
x 4 M0 �2 10 �1 10 �1 �- 3 �0 �

x 1 M- 4 �3 11 �1 10 �0 �- 1 �0 �
s2 B0 �- 1 10 �○- 1 10 �0 �0 �1 �

- 12 10 �- 1 10 �0 �- 4 �0 �
x 3 M0 �1 10 �0 11 �0 �- 1 �- 3 �
x 4 M0 �1 10 �0 10 �1 �- 3 �1 �
x 1 M- 4 �2 11 �0 10 �0 �- 1 �1 �
x 2 M- 5 �1 10 �1 10 �0 �0 �- 1 �

- 13 10 �- 5 10 �0 �- 4 �- 1 �

  例 10. 6 max z = - 10x1 - 14x 2 - 21x 3

s . t .   - 8x 1 - 11x 2 - 9x 3 + x 4 = - 12

- 2x 1 - 2x 2 - 7x 3 + x 5 = - 14

- 9x 1 - 6x 2 - 3x 3 + x 6 = - 10

x i≥ 0整数, i= 1, 2, ⋯, 6

  取 - 2x 1 - 2x 2 - 7x 3 + x 5 = - 14作为割平面的源行。   

- 2
λ

  x 1 +   
- 2
λ

  x 2 +   
- 7
λ

  x 2 +   
1
λ

  x 5 =   
- 14
λ

  

若 λ= 2, 则有

- x 1 - x 2 - 4x 2 + s1 = - 7

从
- 10   
- 2
λ

  
,

- 14   
- 2
λ

  
,

- 21   
- 7
λ

  
可知 λ= 2, 则主元素非 - 1,故应取 λ=

7
2
为合适。

建立单纯形表格(见表 10. 22)。

表 10. 22

xB CB C

x

b   

x 1 �x 2 >x3 �x 4 &x 5 �x6 �s1 �

- 10 �- 14 _- 21 �0 �0 �0 0 �

x 4 M0 2- 12 1- 8 �- 11 _- 9 �1 �0 �0 0 �
x 5 M0 2- 14 1- 2 �- 2 _- 7 �0 �1 �0 0 �
x 6 M0 2- 10 1- 9 �- 6 _- 3 �0 �0 �1 0 �
s1 B0 2- 4 1○- 1 �- 1 _2 �0 �0 �0 1 �

- 10 �- 14 _- 21 �0 �0 �0 0 �
x 4 M0 220 10 �- 3 _7 �1 �0 �0 - 8 �
x 5 M0 2- 6 10 �0 _- 3 �0 �1 �0 - 2 �
x 6 M0 2- 26 10 �3 _15 �0 �0 �1 - 9 �
x 1 M- 10 24 11 �1 _2 �0 �0 �0 - 1 �

- 40 10 �- 4 _- 1 �0 �0 �0 - 10 �
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  - 3x 3 - 2s1 = - 6, 从
- 4   
- 3
λ

  
,

- 10   
- 2
λ

  
可知,λ= 3时有割平面。

- x 3 - s1 + s2 = - 2

  做表上运算(见表 10. 23)

表 10. 23

xB CB C

x

b   

x 1 �x 2 �x 3 �x 4 1x 5 _x 6 �s1 �s2 �

- 10 �- 14 �- 21 �0 /0 ]0 �0 �0 �
β

x 4 M0 220 10 �- 3 �7 �1 /0 ]0 �- 8 �0 �

x 5 M0 2- 6 10 �0 �- 3 �0 /1 ]0 �- 2 �0 �

x 6 M0 226 10 �3 �15 �0 /0 ]1 �- 9 �0 �

x 1 M- 10 24 11 �1 �2 �0 /0 ]0 �- 1 �0 �

s2 B0 2- 2 10 �0 �○- 1 �0 /0 ]0 �- 1 �1 �

- 40 10 �- 4 �- 1 �0 /0 ]0 �- 10 �0 �

x 4 M0 26 10 �- 3 �0 �1 /0 ]0 �- 15 �7 �

x 5 M0 20 10 �0 �0 �0 /1 ]0 �1 �- 3 �

x 6 M0 2- 4 10 �3 �0 �0 /0 ]1 �- 24 �15 �

x 1 M- 10 20 11 �1 �0 �0 /0 ]0 �- 3 �2 �

x 3 M- 21 22 10 �0 �1 �0 /0 ]0 �1 �- 1 �

- 42 10 �- 4 �0 �0 /0 ]0 �- 9 �- 1 �

3x 2 + x 6 - 24s1 + 15s2 = - 4

λ= 24, - s1 + s3 = - 1

  再做表上运算(见表 10. 24)。

表 10. 24

xB CB
C

x

b   

x 1 �x2 �x 3 �x 4 �x 5 �x6 �s1 �s2 2s3 I

- 10 �- 14 �- 21 �0 �0 �0 �0  0 70 N
β

x 4 M0 26 10 �- 3 �0 �1 �0 �0 �- 15  7 70 N
x 5 M0 20 10 �0 �0 �0 �1 �0 �1  - 3 70 N
x 6 M0 2- 4 10 �3 �0 �0 �0 �1 �- 24  15 70 N
x 1 M- 10 20 11 �1 �0 �0 �0 �0 �- 3  2 70 N
x 3 M- 21 22 10 �0 �1 �0 �0 �0 �1  - 1 70 N
s3 B0 2- 1 10 �0 �0 �0 �0 �0 �○- 1  0 71 N

- 42 10 �- 4 �0 �0 �0 �0 �- 21  - 1 70 N

x 4 M0 221 10 �- 3 �0 �1 �0 �0 �0  7 7- 15 N
x 5 M0 2- 1 10 �0 �0 �0 �1 �0 �0  - 3 71 N
x 6 M0 220 10 �3 �0 �0 �0 �1 �0  15 7- 24 N
x 1 M- 10 23 11 �1 �0 �0 �0 �0 �0  2 7- 3 N
x 3 M- 21 21 10 �0 �1 �0 �0 �0 �0  - 1 71 N
s1 B0 21 10 �0 �0 �0 �0 �0 �1  0 7- 1 N

- 51 10 �- 4 �0 �0 �0 �0 �0  - 1 7- 9 N
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x 5 - 3s2 + s3 = - 1

1
λ

x 5 -
3
λ

s2 +
1
λ

s3 = -
1
λ

,λ= 3有   

- 3
λ

  s2 +   
1
λ

  s3 + s4 =   
- 1
λ

  

  即 - s2 + s4 = - 1

  继续做表上运算(见表 10. 25)。

表 10. 25

xB CB
C

x

b   

x 1 �x2 �x 3 �x 4 �x 5 �x6 is1 Fs2 .s3 �s4 �

- 10 0- 14 �- 21 0 �0 ~0 f0 N0 60 �0 �
β

x 4 c0 �21 �0 0- 3 �0 1 �0 ~0 f0 N7 6- 15 �0 �

x 5 c0 �- 1 �0 00 �0 0 �1 ~0 f0 N- 3 61 �0 �

x 6 c0 �20 �0 03 �0 0 �0 ~1 f0 N15 6- 24 �0 �

x 1 c- 10 �3 �1 01 �0 0 �0 ~0 f0 N2 6- 3 �0 �

x 3 c- 21 �1 �0 00 �1 0 �0 ~0 f0 N- 1 61 �0 �

s1 X0 �1 �0 00 �0 0 �0 ~0 f1 N0 6- 1 �0 �

s4 X0 �- 1 �0 00 �0 0 �0 ~0 f0 N○- 1 60 �1 �

51 �0 0- 4 �0 0 �0 ~0 f0 N- 1 6- 9 �0 �

x 4 c0 �14 �0 0- 3 �0 1 �0 ~0 f0 N0 6- 15 �7 �

x 5 c0 �2 �0 00 �0 0 �0 ~1 f0 N0 61 �- 3 �

x 6 c0 �5 �0 03 �0 0 �0 ~1 f0 N0 6- 24 �15 �

x 1 c- 10 �1 �1 01 �0 0 �0 ~0 f0 N0 6- 3 �2 �

x 3 c- 21 �2 �0 00 �1 0 �0 ~0 f0 N0 61 �- 1 �

s1 X0 �1 �0 00 �0 0 �0 ~0 f1 N0 6- 1 �0 �

s2 X0 �1 �0 00 �0 0 �0 ~0 f0 N1 60 �- 1 �

- 52 �0 0- 4 �0 0 �0 ~0 f0 N0 6- 9 �- 1 �

得解 x 1 = 1, x 2 = 0, x 3 = 2, z = 52。

10. 4. 3 确定λ的策略

从上面的例子可见, λ的选择有一定的自由度。下面给出一种实用的策略, 当割平面源

行确定之后,第二步确定主元素所在的列,然后适当地调整λ的值, 使得主元素保持为- 1,

还要保证满足对偶单纯形法对主元素的要求。以例 10. 6为例,第一步选定右端为- 14的行

作为割平面的源行后,从表 10. 22可知,在 a 2i为负数的列中,取 ci - zi绝对值最小的非零元

素 10所在列,即 x 1列。但若令λ= 2, 虽能保证主元素为 - 1,但不能适应作为对偶单纯形法

主元素的要求, 所以应适当地增大λ。

下面介绍求λ的算法。假定第 r 行取作主元素所在行。

λ算法的步骤如下:

S 1. �在 a r j < 0 的诸列中,求 cj - z j 绝对值最小的列作为主元素所在列, 设为第 p 列。
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S 2. 令 up = 1, 对于 a r j < 0, j ≠ p ,令 u j 为使
1
u j

cj - z j > cp - z p 的最大正整数。

λj =
- a r j

u j
,λj 不要求是整数。

S 3. 求 λ= max {λj }。

  例 10. 7 max z = - 2x 1 - 5x 2 - 2x 3

s . t .   x 1 - 4x 2 - x 3 + x 4 = - 7

- x 1 - 2x 2 + x 3 + x 5 = - 4

- 3x 1 - x 2 - 2x 3 + x 6 = - 5

x i≥ 0整数, i= 1, 2, ⋯, 6

  以 x 1 - 4x 2 - x 3 + x 4 = - 7 作为割平面的源,取 x 3 列作为主元素所在列。   

1
λ

  x 1 +   
- 4
λ

  x 2 +   
- 1
λ

  x 3 +   
1
λ

  x 4 + s1 =   -
7
λ

  

u 3 = 1,
1
u2

©¦5©¦> 2, u2 = 2,λ2 =
4
2

= 2, λ= max {2, 2} = 2, 故有割平面

- 2x 2 - x 3 + s1 = - 4

  做表上运算(见表 10. 26)。

表 10. 26

xB CB
C

x

b   

x 1 �x 2 �x3 Tx4 �x5 �x 6 #s1 ]

- 2 �- 5 �- 2 ]0 �0 �0 ,0 q
β

x 4 d0 I- 7 H1 �- 4 �- 1 ]1 �0 �0 ,0 q

x 5 d0 I- 4 H- 1 �- 2 �1 ]0 �1 �0 ,0 q

x 6 d0 I- 5 H- 3 �- 1 �- 2 ]0 �0 �1 ,0 q

s1 Y0 I- 4 H0 �- 2 �○- 1 ]0 �0 �0 ,1 q

0 H- 2 �- 5 �- 2 ]0 �0 �0 ,0 q

x 4 d0 I- 3 H1 �- 2 �0 ]1 �0 �0 ,- 1 q

x 5 d0 I- 8 H- 1 �- 4 �0 ]0 �1 �0 ,1 q

x 6 d0 I3 H- 3 �3 �0 ]0 �0 �1 ,- 2 q

x 3 d- 2 I4 H0 �2 �1 ]0 �0 �0 ,- 1 q

- 8 H- 2 �- 1 �0 ]0 �0 �0 ,- 2 q

取 - x 1 - 4x 2 + x 5 + s1 = - 8作为割平面的源, x 2 作为主元素列, u2 = 1, 使
1
u1

©¦c1 -

z 1 ©¦=
2
u1

> 1, u1 = 3, λ= max
1
2

,
4
1

= 4   

- 1
4

  x 1 +   
- 4

4
  x 2 + s2 =   

- 8
4

  

即 - x 1 - x 2 + s2 = - 2

  再做表上运算(见表 10. 27)。
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表 10. 27

xB CB C

x

b   

x 1 �x 2 �x 3 �x 4 1x 5 _x 6 �s1 �s2 �

- 2 �- 5 �- 2 �0 /0 ]0 �0 �0 �
β

x 4 M0 2- 3 1- 1 �- 2 �0 �1 /0 ]0 �- 1 �0 �

x 5 M0 2- 8 1- 1 �- 4 �0 �0 /1 ]0 �1 �0 �

x 6 M0 23 1- 3 �3 �0 �0 /0 ]1 �- 2 �0 �

x 3 M- 2 24 10 �2 �1 �0 /0 ]0 �- 1 �0 �

s2 B0 2- 2 1- 1 �○- 1 �0 �0 /0 ]0 �0 �1 �

- 8 1- 2 �- 1 �0 �0 /0 ]0 �- 2 �0 �

x 4 M0 21 13 �0 �0 �1 /0 ]0 �- 1 �- 2 �

x 5 M0 20 13 �0 �0 �0 /1 ]0 �1 �- 4 �

x 6 M0 2- 3 1- 6 �0 �0 �0 /0 ]1 �- 2 �3 �

x 3 M- 2 20 1- 2 �0 �1 �0 /0 ]0 �- 1 �2 �

x 2 M- 5 22 11 �1 �0 �0 /0 ]0 �0 �- 1 �

- 10 1- 1 �0 �0 �0 /0 ]0 �- 2 �- 1 �

取 - 6x 1 + x6 - 2s1 + 3s2 = - 3, 主元素列为 x 1 列。   
- 6
λ

  x 1 +   
1
λ

  x 6 +   
- 2
λ

  s1

+   
3
λ

  s2 + s3 =   
- 3
λ

  , u1 = 1,
1
u7

©¦2©¦> 1, u7 = 1, λ= max 6,
2
1

= 6, 故有

- x 1 - s1 + s3 = - 1

  做表上运算(见表 10. 28)。

表 10. 28

xB CB
C

x

b   

x 1 �x 2 �x 3 �x4 �x 5 'x 6 >s1 Js2 as3 x

- 2 �- 5 �- 2 �0 �0 !0 80 O0 f0 }

x4 X0 J1 `3 �0 �0 �1 �0 !0 8- 1 O- 2 f0 }

x5 X0 J0 `3 �0 �0 �0 �1 !0 81 O- 4 f0 }

x6 X0 J- 3 `- 6 �0 �0 �0 �0 !1 8- 2 O3 f0 }

x3 X- 2 J0 `- 2 �0 �1 �0 �0 !0 8- 1 O2 f0 }

x2 X- 5 J2 `1 �1 �0 �0 �0 !0 80 O- 1 f0 }

s3 M0 J- 1 `○- 1 �0 �0 �0 �0 !0 8- 1 O0 f1 }

x4 X0 J- 2 `0 �0 �0 �1 �0 !0 8- 4 O- 2 f3 }

x5 X0 J- 3 `0 �0 �0 �0 �1 !0 8- 2 O- 4 f3 }

x6 X0 J3 `0 �0 �0 �0 �0 !1 84 O3 f- 6 }

x3 X- 2 J2 `0 �0 �1 �0 �0 !0 81 O2 f- 2 }

x2 X- 5 J1 `0 �1 �0 �0 �0 !0 8- 1 O- 1 f1 }

x1 X- 2 J1 `1 �0 �0 �0 �0 !0 81 O0 f- 1 }

- 11 `0 �0 �0 �0 �0 !0 8- 1 O- 1 f- 1 }

取 x 5 - 2s1 - 4s2 + 3s3 = - 3为割平面源行, s1 为主元素,λ= 4。

再做表上运算(见表 10. 29)。
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表 10. 29

xB CB
C

x

b   

x 1 �x2 �x 3 �x 4 �x 5 �x6 is1 Fs2 .s3 �s4 �

- 2 �- 5 �- 2 �0 �0 ~0 f0 N0 60 �0 �
β

x 4 c0 �- 2 �0 �0 �0 �1 �0 ~0 f- 4 N- 2 63 �0 �

x 5 c0 �- 3 �0 �0 �0 �0 �1 ~0 f- 2 N- 4 63 �0 �

x 6 c0 �3 �0 �0 �0 �0 �0 ~1 f4 N3 6- 6 �0 �

x 3 c- 2 �2 �0 �0 �1 �0 �0 ~0 f1 N2 6- 2 �0 �

x 2 c- 5 �1 �0 �1 �0 �0 �0 ~0 f- 1 N- 1 61 �0 �

x 1 c- 2 �1 �1 �0 �0 �0 �0 ~0 f1 N0 6- 1 �0 �

s4 X0 �- 1 �0 �0 �0 �0 �0 ~0 f- 1 N○- 1 60 �1 �

- 11 �0 �0 �0 �0 �0 ~0 f- 1 N- 1 6- 1 �0 �

x 4 c0 �0 �0 �0 �0 �1 �0 ~0 f- 2 N0 63 �- 2 �

x 5 c0 �1 �0 �0 �0 �0 �1 ~0 f2 N0 63 �- 4 �

x 6 c0 �0 �0 �0 �0 �0 �0 ~1 f1 N0 6- 6 �3 �

x 3 c- 2 �0 �0 �0 �1 �0 �0 ~0 f- 1 N0 6- 2 �2 �

x 2 c- 5 �2 �0 �1 �0 �0 �0 ~0 f0 N0 61 �- 1 �

x 1 c- 2 �1 �1 �0 �0 �0 �0 ~0 f1 N0 6- 1 �0 �

s2 X0 �1 �0 �0 �0 �0 �0 ~0 f1 N1 60 �- 1 �

- 12 �0 �0 �0 �0 �0 ~0 f0 N0 6- 1 �- 1 �

故解为: x 1 = 1, x 2 = 2, x 5 = 1, x 3 = x 4 = x 6 = 0, z = - 12。

10. 5 混合规划的割平面法

线性规划问题,部分变量要求是整数, 称之为混合规划问题。

设 x k 是整数变量,令

xk = bk - ∑
j∈ N

αk j x j

由于 x k 是整数,故 xk ≥   bk   + 1或 x k ≤   bk   , 对于混合问题依然是必要条件, 由于

x k -   bk   = f k - ∑
j∈ N

αkj x j

若
x k ≤   bk    即

f k - ∑
j∈ N

αkj x j ≤ 0或 - ∑
j∈N

αkj x j < - f k ( 10. 17)

若
x k ≥   bk   + 1,则∑

j∈ N

αkj x j ≤ f k - 1 ( 10. 18)

  事先不了解究竟是( 10. 17)或( 10. 18)必须满足, 必须导出由 ( 10. 17)和( 10. 18)组合

而成的一个约束条件,令

N + > {j ©¦αkj > 0, j ∈ N }

N
-
> {j ©¦αkj < 0, j ∈ N }
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( 10. 17) 即为 - ∑
j∈N +

αkj x j ≤- ∑
j∈N

αkj x j ≤- f k ( 10. 17′)

同理

∑
j∈ N

-

αk j x j ≤∑
j∈ N

αkj x j ≤ f k - 1 ( 10. 19)

( 10. 19)的两端同乘以 f k/ ( 1 - f k ) 得

∑
j∈N

-

f kαkj

1 - f k
x j ≤- f k ( 10. 18′)

由于( 10. 17′)和( 10. 18′)是互斥的, 故有割

∑
j∈ N -

f kαkj

1 - f k
x j - ∑

j∈N +

αkj x j ≤- f k ( 10. 20)

  若考虑有些非基变量 x j 也是整数, ( 10. 20) 还可以强化, 在不影响 xk 为整数的前提

下, 使 x j 的系数尽可能地减少,割切的效果更强。αkj < 0时的系数最小值为 f kj - 1,αkj >

0 的最小值为 f kj。这里αkj =   αkj   + f kj。故割平面 x j 的系数λkj , j ∈ I , I 是整数变量的下

标集合,有

λkj = min
f k ( 1 - f kj )

1 - f k
, f kj , j ∈ I

即 j ∈ N - 时 ©¦λkj ©¦= f k ( 1 - f kj ) / ( 1 - f k ) , j ∈ N + 时 ©¦λkj ©¦= f kj。所以( 10. 20)代以下

面较强的割平面。

∑
j∈N +

c

f kαkj

1 - f k
x j - ∑

j∈ N -
c

αkj x j - ∑
j∈ I

λkj x j ≤- f k

其中 N
+
c > {j ©¦j ∈ N

+
∩ I

-
}, N

-
c > {j ©¦j ∈ N

-
∩ I }, I 表示非 I ,即不属于 I 的集合。故

N +
c 为连续变量 x j满足αkj > 0的下标集合; N -

c 不满足αkj < 0的连续变量 x j 的下标集合。

  例 10. 8 max z = - 5x 2 - 10x 4 + 20

s. t.   x1 -
5
3

x 2 -
1
3

x 4 =
5
3

-
4
3

x 2 + x 3 +
11
3

x 4 =
7
3

x1 , x 2 ≥ 0, x 3 , x 4 ≥ 0整数

  选 -
4
3

x 2 + x 3 +
11
3

x 4 =
7
3
作为割的源行, 可写为

x3 + -
4
3

x 2 + 3 +
2
3

x 4 = 2 +
1
3

考虑到 x 2 是连续变量, x 4 是整数,故割为

1
3

-
4
3

1 -
1
3

x 2 -

1
3

1 -
2
3

1 -
1
3

x 4 + s1 = -
1
3

或

-
2
3

x 2 -
1
6

x 4 + s1 = -
1
3
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  做表上运算(见表 10. 30)。

表 10. 30

xB CB C

x

b   

x 1 �x 2 �x 3 �x 4 �s1 �

0 �- 5 �0 �- 10 �0 �

x1 X0 X5 �/ 3 1 �- 5 �/ 3 0 �- 1 �/ 3 0 �

x3 X0 X7 �/ 3 0 �- 4 �/ 3 1 �11 �/ 3 0 �

s1 M0 X- 1 �/ 3 0 �○- 2 �/ 3 0 �- 1 �/ 6 1 �

0 �- 5 �0 �- 10 �0 �

x1 X0 X5 �/ 2 1 �0 �0 �1 �/ 12 - 5 �/ 2

x3 X0 X3 10 �0 �1 �4 �- 2 �

x2 X- 5 X1 �/ 2 0 �1 �0 �1 �/ 4 - 3 �/ 2

- 5 �/ 2 0 �0 �0 �- 35 �/ 4 - 15 �/ 2

问题的解为:

x 1 =
5
2

, x 2 =
1
2

, x 3 = 3, x 4 = 0, z = 20 -
5
2

=
35
2

习 题 十

用割平面法解下列各题

1. max z = 2x 1 + 4x 2

s. t .   2x 1 + 6x 2 ≤ 23

x 1 - x 2 ≤ 1

x 1 + x 2 ≤ 6

x 1 , x 2 ≥ 0整数

2. min z = 3x1 + 2x 2 + 4x 3

s . t .   - x 1 + x 2 + 3x 3 ≥ 8

3x 1 - 4x 2 + x 3 ≥ 9

2x 1 + x 2 - x 3 ≥ 6

x 1 , x 2 , x 3 整数

3. 习题 2 中,目标函数改为 min z = 2x 1 - x 2 + 3x 2

4. max z = x 1 + 16x 2 + 12x 3

s . t .   4x1 + 13x 2 + 2x 3 ≤ 22

9x1 + 6x 2 + 10x 3 ≤ 28

x 1 , x 2 , x 3 ≥ 0, x 1 , x 2 为整数
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5. max z = 4x 1 + 3x 2

s. t .   4x 1 + x 2 ≤ 10

2x 1 + 3x 2 ≤ 8

x 1 , x 2 ≥ 0整数

6. min z = 2x 1 + 5x 2

s . t .   x 1 + x 2 ≥ 4. 5

2x 1 + 6x 2 ≥ 22

x 1 , x 2 ≥ 0 整数
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第 11 章 奔德斯( Bender s)分解算法与群的解法

11. 1 混合规划的奔德斯分解算法

11. 1. 1 分析算法的原理

  利用对偶理论可以证明任意混合整数规划问题可以写成整数规划。也就是说解一混

合整数规划可通过解与它等价的整数规划问题。

混合整数规划可简记为 MIP。

若混合整数规划问题为:

  ( MIP ) min z = cx + dy

s. t.   Ax + Dy≥ b

x ≥ 0, y ≥ 0

x 为整数

其中 A = ( aij ) m× n , D = ( dij ) m× n′, 其余都是 m, n 或 n′维向量, 不一一说明。令 X 为可行的

非负整数向量 x 的集合。MIP 问题还可写为

min
x∈X

z = min
x∈ X

{cx + min ( dy©¦Dy ≥ b - Ax, y ≥ 0) }

x 固定后, 括号里的极小问题是线性规划

min w = dy

s . t .   Dy≥ b - Ax

y ≥ 0

( L)

其对偶问题为

max v = u( b - Ax)

s. t.   uD ≤ d

u ≥ 0

( DL)

若U = {u©¦uD≤ d, u≥ 0}是空集,则对偶问题( DL) 无可行解,由对偶原理, 原问题( L) 无

解或无界,后一种情况为原来的混合整数问题无界。无论如何,假定混合整数问题有界, 所

以假定 U非空, 凸多面体 U 与 x 无关,不论 x 取何值, U上 u( b - Ax) 的极大值在它的顶

点取得或沿着它的极方向无界地增大,但 u有有限个顶点和极方向。

令 u
p
( p = 1, 2, 3⋯, p ) 是 U的顶点, v

s
( s = 1, 2, ⋯, s) 是极方向,若对于 x 存在 v

s
使

得 vs( b - Ax) > 0,则max
u∈ U

{u( b - Ax ) } 无界,另一方面, 若max
u∈U

{u( b - Ax) }无界, 则对于

这一个 x, 存在 v
s
, 使得 v

s
( b - Ax) > 0, 当对偶问题( DL) 无界,由对偶原理, 原问题( L) 无

解, 所以混合整数规划问题无解。故

v
s
( b - Ax) ≤ 0, ( s = 1, 2, ⋯, s)
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是混合整数规划存在可行解 y 的关于 x 的充要条件。

vs( b - Ax) ≤ 0( s = 1, 2,⋯, s) , x ≥ 0,整数, 令可行解集合为 X。

对于 x ∈ X, 问题

min w = dy

s . t .   Dy≥ b - Ax

y ≥ 0

等于求 ( DL) max 问题, 所以混合整数规划是

min
x

{cx+ max
p = 1 , 2, ⋯ , p

up ( b - Ax) }

s. t .  u
s
( b - Ax) ≤ 0, s = 1, 2, ⋯, s

x ≥ 0整数

令 z = cx + max{up ( b - Ax) }, p = 1, 2,⋯, p 有 z≥ cx + up ( b - Ax) , p = 1, 2, ⋯, p ,

且混合整数规划等价于整数规划:

min w = z

s . t.   cx + up ( b - Ax ) ≤ z , p = 1, 2,⋯, p

vs( b - Ax ) ≤ 0, s = 1, 2,⋯, s

x ≥ 0 整数

11. 1. 2 奔德斯分解算法

算法的步骤如下:

S 1. �任给 x 以初始非负整数向量, x, z←∞, z← - ∞, p←0, q←0

S 2. 解对偶问题( DL)

max w = u( b - Ax)

s. t.   uD≤ d

u ≥ 0

其中 x 是固定的 x,若解得一顶点 uα,则作 p←p + 1, z←cx + up ( b - Ax) , 若解无界又得

一极方向 v
q
, 作 q←q + 1

S 3. 解 min z

s . t .  z > cx + u
h
( b - Ax) , h = 1, 2, ⋯, p

v
k
( b - Ax) ≤ 0, k = 1, 2, ⋯, q

x ≥ 0, 整数

  z←z, x←x

S 4. 若 z < z 转 S 2, 否则 x 是最优解。

  解 min w = dy

s . t .   Dy≥ b - Ax

y ≥ 0

  现就混合整数规划问题
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min z = cx + dy

s. t .   Ax + Dy ≥ b

x ≥ 0整数, y ≥ 0

  用分解算法求解的流程图如图 11. 1所示。

图 11. 1

11. 1. 3 算法举例

  例 11. 1 min z = x + y1 + y3

s. t.   2x + y 1 - 6y2 - 5y3 ≥ 1

3x + y 1 + y2 + 2y3 ≥ 2

x ≥ 0整数

y1 , y 2 , y3 ≥ 0

  解算过程如下:

S 1. �x = 0, z← + ∞, z← - ∞, p←0, q←0,

S 2. x = 0,故对偶问题为

max w = u1 + 2u2

s . t .  u1 - u2 ≤ 1

- 6u1 + u2 ≤ 0

- 5u1 + 2u2 ≤ 1

u1 , u2 ≥ 0
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  做表上运算(见表 11. 1)。

表 11. 1

xB CB C

x

b   

u1 �u2 �s1 Ts2 �s3 �

1 �2 �0 \0 �0 �
β

s1 B0 �1 11 �- 1 �1 \0 �0 �
s2 B0 �0 1- 6 �○1 �0 \1 �0 �
s3 B0 �1 1- 5 �2 �0 \0 �1 �

0 11 �2 �0 \0 �0 �

s1 B0 �1 1- 5 �0 �1 \0 �0 �
u2 J2 �0 1- 6 �1 �0 \1 �0 �
s3 B0 �1 1○7 �0 �0 \- 2 �1 �

0 113 �0 �0 \- 2 �0 �
s1 B0 �12 �/ 7 0 �0 �1 \- 10 �/ 7 5 r/ 7

u2 J2 �6 �/ 7 0 �1 �0 \- 5 �/ 7 6 r/ 7

u1 J1 �1 �/ 7 1 �0 �0 \- 2 �/ 7 1 r/ 7

13 �/ 7 0 �0 �0 \12 �/ 7 - 13 r/ 7

可见解无界。

a 4 =

- 10/ 7

- 5/ 7

- 2/ 7

= -
10
7

1

0

0

-
5
7

0

1

0

-
2
7

0

0

1

= -
10
7

a 3 -
5
7

a 2 -
2
7

a 1

b - βa 4 =

12/ 7 + β10/ 7

6/ 7 + β5/ 7

1/ 7 + β2/ 7

= b + β¡¤
10
4

¡¤a 3 + β¡¤
5
7

¡¤a 2 + β¡¤
2
7

a1

基变量 u1 , u 2 随着 β→ ∞ 而趋向无界,但

lim
β→∞

u2

u1
= lim
β→∞

6
7

+
5
7
β

1
7

+
2
7
β

=
5
2

得极方向 v′= ( 2, 5)

图 11. 2
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S 3. -b - Ax = 2( 1 - 2x ) + 5( 2 - 3x ) = 12 - 19x

min w = z

s . t .   12 - 19x ≤ 0

x ≥ 0,整数

x 为任一整数 M。

S 4. �由于 z < z 转 S 2。

S 2. x = M, D =
1 - 6 - 5

- 1 1 2

uD = ( u1 u2 )
1 - 6 - 5

- 1 1 2
=

u1 - u2

- 6u1 + u2

- 5u1 + 2u2

max z = u1 ( 1 - 2M) + u2 ( 2 - 3M)           

s. t .   u1 - u2 ≤ 1

- 6u1 + u2 ≤ 0

- 5u1 + 2u2 ≤ 1

u1 , u2 ≥ 0

  做表上运算(见表 11. 2)。

表 11. 2

xB CB
C

x

b   

u1 ju2 is1 `s2 _s3 ^

1 �- 2M 2 �- 3M 0 \0 [0 Z

s1 X0 =1 H1 �- 1 �1 \0 [0 Z
s2 X0 =0 H- 6 �1 �0 \1 [0 Z

s3 X0 =1 H- 5 �2 �0 \0 [1 Z
1 �- 2M 2 �- 3M 0 \0 [0 Z

M ≥ 1, 故 u1 = u2 = 0

z←M

S 3. 由于 cx + u ( 1) ( b - Ax) = x

min w = z

s. t.   12 - 19x ≤ 0

x ≤ z

x ≥ 0整数

  x = 1, z = 1, z = 1

S 4. z = 1, z = M > 1, 由于 x = 1, b - Ax =
1 - 2

2 - 3
=

- 1

- 1
, z < z

max w = - u 1 - u2

s . t .   u1 - u2 ≤ 1

- 6u1 + u2 ≤ 0

- 5u1 + 2u2 ≤ 1
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u1 , u2 ≥ 0

  u1 = u 2 = 0是最优解, z = 1 - 0 - 0 = 1

S 3. min w = z

s. t.   12 - 19x ≤ 0

x ≤ z

x ≥ 0整数

  解不变 x = 1, z = 1, z = 1

S 4. z = z = 1, x = 1

min w = y1 + y 3

s. t.   y 1 - 6y2 - 5y3 ≥- 1

- y 1 + y 2 + 2y 3 ≥- 1

y1 , y 2 ≥ 0

  即 min w = y1 + y 3

s. t.   - y 1 + 6y2 + 5y3 + s1 = 1

y 1 - y2 - 2y3 + s2 = 1

y 1 , y 2 , y3 ≥ 0

  进行表上运算(见表 11. 3)。

表 11. 3

xB CB C

x

b   

y1 ky2 jy3 is1 _s2 ^

1 v0 u1 t0 s0 r

s1 X0 =1 H- 1 v6 u5 t1 s0 r

s2 X0 =1 H1 v- 1 u- 2 t0 s1 r

1 v0 u1 t0 s0 r

得解 y 1 = y2 = y3 = 0。

  例 11. 2 min z = x 1 + 4x2 + y1 + 3y2

s . t .   x 1 - 2x 2 - 2y1 - y 2 ≥ 1

- x 1 + 3x 2 + 2y1 + 2y 2 ≥ 1

3≥ x 1 , x 2 ≥ 0 整数, y1 , y2 ≥ 0

  令 x 1 = 2ξ1 + ξ2 , x 2 = 2η1 + η2 , ξi, ηi = 0或 1 , i= 1, 2

min z = 2ξ1 + ξ2 + 8η1 + 4η2 + y 1 + 3y2

s . t.   2ξ1 + ξ2 - 4η1 - 2η2 - 2y1 - y2 ≥ 1

- 2ξ1 - ξ2 + 6η1 + 3η2 + 2y1 + 2y2 ≥ 1

ξ1 ,ξ2 , η1 , η2 = 0, 1; y1 , y2 ≥ 0

( 1)

  将( 1)写成
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min z = cx + dy

s . t .   Ax + Dy ≥ b

x ∈ {0, 1}, y≥ 0

其中 A =
2 1 - 4 - 2

- 2 - 1 6 3
, D =

- 2 - 1

2 2
x = (ξ1 , ξ2 ,η1 ,η2 )

T
, y = ( y 1 , y2 )

T

b =
1

1
, c = ( 2 1 8 4) , d = ( 1 3)

求解过程如下:

S 1. 给 x = ( 0, 0, 0, 0) T , z←∞, z← - ∞, p←0, q←0

S 2. 解对偶问题 uD = ( u1 u 2 )
- 2 - 1

2 2
= ( - 2u1 + 2u2 , - u1 + 2u2 )

max w = ub = u1 + u2

s . t .   - 2u1 + 2u2 ≤ 1

- u1 + 2u2 ≤ 3

u1 , u2 ≥ 0

  对偶问题的约束条件及域如图 11. 3所示。

图 11. 3

做表上运算(见表 11. 4)

表 11. 4

xB CB
C

x

b   

u1 ju2 is1 `s2 _

1 v1 u0 t0 s
β

s1 X0 =1 H- 2 v2 u1 t0 s

s2 X0 =3 H- 1 v2 u0 t1 s

1 v1 u0 t0 s

解无界,得一极方向
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( u1 , u2 ) = ( 2, 1) , q←1

S 3. min w = z

s. t.   ( 2 1)
1 - 2ξ1 - ξ2 + 4η1 + 2η2

1 + 2ξ1 + ξ2 - 6η1 - 3η2
≤ 0

ξi,ηi = 0, 1; i= 1, 2

  即 3 - 2ξ1 - ξ2 + 2η1 + η2 ≤ 0

ξ1 = ξ2 = 1,η1 = η2 = 0

S 4. 转 S 2。

S 2. Ax =
2 1 - 4 - 2

- 2 - 1 6 3

1

1

0

0

=
3

- 3

max w = ( u1 u2 )
1 - 3

1 + 3
= 2u1 + 4u 2

s. t .   - 2u1 + 2u2 ≤ 1

- u1 + 2u2 ≤ 3

u1 , u2 ≥ 0

解
- u1 + 2u2 = 3

- 2u1 + 2u2 = 1
 得 u1 = 2, u2 =

5
2

, u = 2,
5
2

z = cx + u( b - Ax) = 3 + 2 
5
2

1 - 3

1 + 3
= 9

S 3. 解 min w = z

s . t .   3ξ1 +
3
2
ξ2 + η1 +

1
2
η2 +

9
2

< z

3 - 2ξ1 - ξ2 + 2η1 + η2 ≤ 0

ξi, ηi = 0, 1, i= 1, 2

ξ1 = ξ2 = 1, η1 = η2 = 0, z = 9, z←9

S 4. z = z = 9

  解 min w = y 1 + 3y2

s. t .   - 2y1 - y2 ≥- 2

2y1 + 2y2 ≥ 4

y1 , y 2 ≥ 0

  即 max w′= - y 1 - 3y 2

s . t .   2y1 + y2 + s1 = 2

- 2y1 - 2y2 + s2 = - 4

y 1 , y 2 , s1 , s2 ≥ 0

  作表上运算(见表 11. 5)。
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表 11. 5

xB CB

x

C
b   

y1 ky2 js1 `s2 _

- 1 v- 3 u0 t0 s
β

s1 X0 `2 �2 v1 u1 t0 s

s2 X0 `- 4 �○- 2 v- 2 u0 t1 s

0 �- 1 v- 3 u0 t0 s

s1 X0 `- 2 �0 v○- 1 u1 t1 s

y 1 b- 1 `2 �1 v1 u0 t- 1 �/ 2

- 2 �0 v- 2 u0 t- 1 �/ 2

y 2 b- 3 `2 �0 v1 u- 1 t- 1 s

y 1 b- 1 `0 �1 v0 u1 t1 �/ 2

- 6 �0 v0 u- 2 t- 5 �/ 2

故得 y 1 = 0, y2 = 2, x1 = 3, x 2 = 0, z = 9。

  例 11. 3 min z = x 1 + 4x 2 + y 1 + 3y2

s . t.   x 1 - 2x 2 - 2y1 - y2 ≥ 1

- x 1 + 3x 2 + 2y1 + 2y2 ≥ 1

x 1 , x 2 ≥ 0整数, y1 , y 2 ≥ 0

  c = ( 1 4) , d = ( 1 3)

A =
1 - 2

- 1 3
, D =

- 2 - 1

2 2
, b =

1

1
解算过程如下:

S 1. 给 x = ( 0 0) , z←∞, z← - ∞, p←0, q←0

S 2. 解

max w = u1 + u2

s. t.   - 2u1 + 2u2 ≤ 1

- u1 + 2u2 ≤ 3

u1 , u2 ≥ 0

  进行表上运算(见表 11. 6)。

表 11. 6

xB CB

x

Cb   

u1 ju2 is1 `s2 _

1 v1 u0 t0 s

s1 X0 =1 H- 2 v2 u1 t0 s

s2 X0 =3 H- 1 v2 u0 t1 s

1 v1 u

解无界,得一极方向(见图 11. 4)。

b - βa 1 =
1 + 2β

3 + β
随着 β的增加而无限增加, 故极方向为
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图 11. 4

v
( 1)

= ( 1 0)

S 3. 解 min z

s . t.  1 - x 1 + 2x 2 ≤ 0

   x 1 , x 2 ≥ 0 整数

  故 x 1 = M, M 是大于等于 1的整数, x 2 = 0。

S 2. 令 x = ( 1 0)

( u1 u2 )
1

1
-

1 - 2

- 1 3

1

0
= ( u1 u2 )

1

1
-

1

- 1
= ( u1 u2 )

0

2
= 2u2

max z = 2u2

s. t.   - 2u1 + 2u2 ≤ 1

- u1 + 2u2 ≤ 3

u1 , u2 ≥ 0

  进行表上运算(见表 11. 7)。

表 11. 7

xB CB

x

Cb   

u1 ju2 is1 `s2 _

0 v2 u0 t0 s
β

s1 X0 =1 �- 2 v○2 u1 t0 s

s2 X0 =3 �- 1 v2 u0 t1 s

0 �0 v2 u0 t0 s

u2 `2 =1 2/ 2 - 1 v1 u1 �/ 2 0 s

s2 X0 =2 �○1 v0 u- 1 t1 s

1 �○2 v0 u- 1 t0 s

u2 `2 =3 2/ 2 0 v1 u- 1 �/ 2 1 s

u1 `0 =2 �1 v0 u- 1 t0 s

3 �0 v0 u○1 t- 2 s

解无界。b - βa 3 =
3/ 2

2
- β

- 1/ 2

- 1
=

3/ 2 + β/ 2

2 + β
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β→ ∞,
u1

u2
→ 2, 故得一极方向 v

2
= ( 2 1)。

S 3. min z

s . t .  - x 1 + 2x 2 ≤- 1

  - x 1 + x 2 ≤- 3

   x 1 , x 2 ≥ 0整数

  做表上运算(见表 11. 8)。

表 11. 8

xB CB

x

C
b   

x 1 mx 2 ls1 `s2 _

0 v0 u0 t0 s
β

s1 X0 =- 1 �- 1 v2 u1 t0 s

s2 X0 =- 3 �○- 1 v1 u0 t1 s

s1 X0 =2 �0 v1 u1 t- 1 s

x 1 c0 =3 �1 v- 1 u0 t- 1 s

0 v0 u0 t0 s

图 11. 5

  x 1 = 3 , x 2 = 0 , ( 3 1 ) 点是凸多面体的一个顶点 , x = ( 3 0 ) T , Ax = (
1 - 2

- 1 3)

(
3

0)= (
3

- 3)
S 4. z ≠ z 转 S 2。

S 2. max z = - 2u1 + 4u2

s. t.   - 2u1 + 2u2 ≤ 1

- u1 + 2u2 ≤ 3

u1 , u2 ≥ 0

  进行表上运算(见表 11. 9)。
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表 11. 9

xB CB

x

C
b   

u1 ju2 is1 `s2 _

- 2 v4 u0 t0 s
β

s1 X0 `1 �- 2 v○2 u1 t0 s

s2 X0 `3 �- 1 v2 u0 t1 s

0 �- 2 v4 u0 t0 s

u2 `4 `1 2/ 2 - 1 v1 u1 �/ 2 0 s

s2 X0 `2 �○1 v0 u- 1 t1 s

2 �2 v0 u- 2 t0 s

u2 `4 `5 2/ 2 0 v1 u- 1 �/ 2 1 s

u1 `- 2 `2 �1 v0 u- 1 t1 s

6 �0 v0 u0 t- 2 s

u1 = 2, u2 =
5
2

, u
2

= 2 
5
2

z = Cx + u
2
( b - Ax) = 3 + 2 

5
2

- 2

4
= 9

S 3. min z

s . t .  - x 1 + 2x 2 ≤- 1

   - x1 + x 2 ≤- 3

   
3
2

x1 +
1
2

x 2 +
9
2
≤ z

   x 1 , x 2 ≥ 0整数

  本问题改写为

min z =
3
2

x 1 +
1
2

x 2 +
9
2

s . t .   - x 1 + 2x 2 + s1 = - 1

- x 1 + x 2 + s2 = - 3

x 1 , x 2 ≥ 0 整数

  做表上运算(见表 11. 10)。

表 11. 10

xB CB

x

Cb   

x 1 mx 2 ls1 `s2 _

3 �/ 2 1 �/ 2 0 t0 s

s1 X0 `- 1 �- 1 v2 u1 t0 s

s2 X0 `- 3 �○- 1 v1 u0 t1 s

3 �/ 2 1 �/ 2 0 t0 s

s1 X0 `2 �0 v1 u1 t- 1 s

x 1 c3 �/ 2 3 �1 v- 1 u0 t- 1 s

9 2/ 2 0 v2 u0 t3 �/ 2
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z = 9/ 2 + 9/ 2 = 9

S 4. z = z = 9, 故 x 1 = 3, x 2 = 0是解。

  解 min w = dy

s . t .   Dy ≥ b - Ax

y ≥ 0

min z = y1 + 3y 2

s . t .   - 2y 1 - y 2 ≥- 2

2y 1 + 2y 2 ≥ 4

y1 , y2 ≥ 0

  或 min z = y1 + 3y 2

s . t .   2y 1 + y 2 + s1 = 2

- 2y 1 - 2y 2 + s2 = - 4

y1 , y2 ≥ 0

  做表上运算(见表 11. 11)。

表 11. 11

xB CB

x

C
b   

y1 ky2 js1 `s2 _

1 v3 u0 t0 s
β

s1 X0 =2 �2 v1 u1 t0 s

s2 X0 =- 4 �○- 2 v- 2 u0 t1 s

1 v3 u0 t0 s

s1 X1 =- 2 �0 v- 1 u1 t1 s

y 1 b0 =2 �1 v1 u0 t- 1 �/ 2

1 �0 v5 �/ 2 1 �/ 2 0 s

y 2 b3 =2 �0 v1 u- 1 t- 1 s

y 1 b1 =0 �1 v0 u1 t1 �/ 2

6 �0 v0 u2 t5 �/ 2

y 2 = 2, y 1 = 0, x 1 = 3, x 2 = 0

11. 2 群 的 解 法

11. 2. 1 群的解法原理

对于问题 max z = Cx

s . t.   Ax = b

x ≥ 0 整数 ( P)

  假定 A, b, C的所有元素都是整数。

若不假定 x 的整数要求, 问题 ( P) 等价于下面的问题
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max z = CB B
- 1

b + ( CN - CB B
- 1

N ) xN

s. t.   xB = B
- 1

b - B
- 1

N xN

xB , xN ≥ 0 ( P′)

  假定 a j 是矩阵 A对应于 x j 的列, 可改写为

max z = CB B
- 1

b + ∑
j∈N

( CN - CB B
- 1

a j ) x j

s. t .   xB = B
- 1

b - ∑
j∈ N

B
- 1

a j x j

x =
xB

xN

≥ 0

  若考虑 x 的整数要求, 则有

B
- 1

b - B
- 1

NxN ≡ 0 mod 1

xN ≥ 0整数

也就是说对于非负整数 xN , B
- 1

b - B
- 1

N xN 必须是整数, 因此

f ( B
- 1

b) - f ( B
- 1

NxN ) ≡ 0 mod 1

xN ≥ 0整数

f 对向量的运算意味着对该向量的每一元素 a 有

f ( a ) = a -   a   

  于是 min z r = ( CB B- 1N - CN ) xN

s . t .   f ( B
- 1

b) - f ( B
- 1

NxN ) ≡ 0 mod 1 ( R)

x ≥ 0整数

满足问题( R) 是问题( P ) 解的必要条件,故由求( R) 的解提供了求原问题解的一种途径。

对 z = CB B
- 1

b - z r 的极大,略去常数项 CB B
- 1

b, 故导致上面关于 z r 的极小值。

11. 2. 2 举例

  例 11. 4 max z = x 1 + 2x2

s . t .   x 1 + 2x 2 ≤ 8

2x 1 ≤ 7

- 2x 1 + 4x 2 ≤ 9

x 1 , x 2 ≥ 0 整数

图 11. 6

·163·



  进行表上运算(见表 11. 12)。

表 11. 12

xB CB
C

x

b   

x 1 �x 2 �s1 Ts2 �s3 �

1 �2 �0 \0 �0 �
β

s1 B0 �8 11 �2 �1 \0 �0 �

s2 B0 �7 1○2 �0 �0 \1 �0 �

s3 B0 �9 1- 2 �4 �0 \0 �1 �

1 �2 �0 \0 �0 �

s1 B0 �9 �/ 2 0 �○2 �1 \- 1 �/ 2 0 �

x 1 M1 �7 �/ 2 1 �0 �0 \1 �/ 2 0 �

s3 B0 �16 10 �4 �0 \1 �1 �

0 �2 �0 \- 1 �/ 2 0 �

x 2 M2 �9 �/ 4 0 �1 �1/ 2 - 1 �/ 4 0 �

x 1 M1 �7 �/ 2 1 �0 �0 \1 �/ 2 0 �

s3 B0 �7 10 �0 �- 2 \2 �1 �

8 10 �0 �- 1 \0 �0 �

x 1 =
7
2

-
1
2

s2

x 2 =
9
4

-
1
2

s1 +
1
4

s2

s3 = 7 + 2s1 - 2s2

z = 8 - s1

或

max z = 8 - s1

s . t .   

x 1

x 2

s3

=

7/ 2

9/ 4

7

-

0 1/ 2

1/ 2 - 1/ 4

- 2 2

s1

s2

x 1 , x 2 , s1 , s2 , s3 ≥ 0

故问题 ( R) 导致

min z r = s1

s. t.   

1/ 2

1/ 4

0

-

0

1/ 2

0

s1 -

1/ 2

3/ 4

0

s2 ≡

0

0

0

mod 1

s1 , s2 ≥ 0整数

注意到与 s3 关联的行所有系数全为 0,故问题( R) 的约束条件改为

1/ 2

1/ 4
-

0

1/ 2
s1 -

1/ 2

3/ 4
s2 ≡

0

0
mod 1

s1 , s2 ≥ 0整数

·263·



这两个约束条件说明向量

f
0

1
2

s1 +

1
2

3
4

s2

只能是有限几个可能性之一。见表 11. 13。

表 11. 13

s1 �: 0 w1 �2 _3 �4 G5 �6 /⋯

0  

1
2

s1:
0 w

0

0 �

1
2

0 _

1

0 �

3
2

0 G

2

0 �

5
2

0 /

3
⋯

f

0 �

1
2

s1 :
0 w

0

0 �

1
2

0 _

0

0 �

1
2

0 G

0

0 �

1
2

0 /

0
⋯

s2 �: 0 w1 �2 _3 �4 G5 �6 /⋯

1  
2

3
4

s2:
0 w

0

1 �
2

3
4

1 _

3
2

3 �
2

9
4

2 G

3

5 �
2

15
4

3 /

9
2

⋯

f

1 �
2

3
4

s2 :
0 w

0

1 �
2

3
4

0 _

1
2

1 �
2

1
4

0 G

0

1 �
2

3
4

0 /

1
2

⋯

例如 f

1
2

3
4

s2 当 s2 = 3 时有 f

3
2

9
4

=

1
2

1
4

, 余此类推。

从表中可知, s1 , s2 只取有限个值。例如 s1 考虑 0, 1两个值, s2 只要取 0, 1, 2, 3。这是由

min z r = s1 所确定的。

s1 = 0, s2 = 3满足

1
2

1
4

0

1
2

0 +

1
2

3
4

3 =

1
2

1
4

-

3
2

9
4

=
- 1

- 2
≡

0

0
mod 1

虽然 s1 = 1, s2 = 1或 s1 = 1, s2 = 5都有相同结果, 但由于 min z r = s1 ,所以不是最优。

由 s1 = 0, s2 = 3得

x 1 =
7
2

-
1
2

( 3) = 2

x 2 =
9
4

+
1
4
× 3 = 3

s3 = 7 - 2( 3) = 1

  故最优解为 x 1 = 2, x 2 = 3, z = 8。
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  例 11. 5 max z = 2x 1 + x 2 + 4x 3 + 3x4 + x 5

s . t .   2x 2 + x 3 + 4x 4 + 2x5 ≤ 41

3x 1 - 4x 2 + 5x 3 + x4 - x 5 ≤ 47

x i≥ 0整数, i= 1, 2, 3, 4, 5

  引进松弛变量 s1 , s2

进行表上运算(见表 11. 14)。

表 11. 14

xB CB C

x

b   

x 1 �x 2 �x 3 =x4 �x5 �s1 �s2 F

2 �1 �4 ]3 �1 �0 ,0 q
β

s1 B0 �41 10 �2 �1 ]4 �2 �1 ,0 q

s2 B0 �47 13 �- 4 �○5 ]1 �- 1 �0 ,1 q

0 12 �1 �○4 ]3 �1 �0 ,0 q

s1 B0 �158 �/ 5 - 3 �/ 5 ○14 �/ 5 0 ]19 F/ 5 11 �/ 5 1 ,- 1 �/ 5

x 3 M4 �47 �/ 5 3 �/ 5 - 4 �/ 5 1 ]1 F/ 5 - 1 �/ 5 0 ,1 �/ 5

188 �/ 5 - 2 �/ 5 ○21 �/ 5 0 ]11 F/ 5 9 �/ 5 0 ,- 4 �/ 5

x 2 M1 �158 �/ 14 - 3 �/ 4 1 �0 ]19 �/ 14 11 ]/ 14 5 �/ 14 - 1 �/ 14

x 3 M4 �129 �/ 7 ○3 �/ 7 0 �1 ]9 F/ 7 3 �/ 7 2 �/ 7 1 �/ 7

85 11 �/ 2 0 �0 ]- 7 F/ 2 - 3 �/ 2 - 3 �/ 2 - 1 �/ 2

x 2 M1 �20 ��� 0 �1 �1 �/ 2 2 �1 �1 �/ 2 0 q

x 1 M2 �43 11 �0 �7 �/ 3 3 �1 �2 �/ 3 1 �/ 3

106 ��� 0 �0 �- 7 �/ 6 - 5 �- 2 �- 11 �/ 6 - 2 �/ 3

max z = 106
1
2

-
7
6

x 3 - 5x 4 - 2x 5 -
11
6

s1 -
2
3

s2

s . t .   
x 1

x 2

=

43

20
1
2

-
7/ 3

1/ 2
x 3 -

3

2
x 4 -

1

1
x 5 -

2/ 3

1/ 2
s1 -

1/ 3

0
s2

x 1 , x 2 , x 3 , x 4 , x 5 ≥ 0整数, s1 , s2 ≥ 0整数

  故问题 ( R) 为

min z r =
1
6

x 3 +
5
6

s1 +
2
3

s2

s. t.   

1
3

1
2

x 3 +

2
3

1
2

s1 +

1
3

0
s2 ≡

0

1
2

mod 1

x 3 , s1 , s2 ≥ 0整数
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  再做表上运算(见表 11. 15)。

表 11. 15

x 3 �: 0 �1 `2 �3 �4 F5 �6 �

f

1 �
3

1
2

x 3 :
0 �

0

1 `
3

1
2

2 �
3

0

0 �

1
2

1 F
3

0

2 �
3

1
2

0 �

0

s1 �: 0 �1 `2 �3 �4 F5 �6 �

f

2 �
3

1
2

s1 :
0 �

0

2 `
3

1
2

1 �
3

0

0 �

1
2

2 F
3

0

1 �
3

1
2

0 �

0

s2 �: 0 �1 `2 �3 �4 F

f

1 �
3

0

s2 :
0 �

0

1 `
3

0

2 �
3

0

0 �

0

1 F
3

0

问题的最优解是

s1 = s2 = 1

x 1 = 42, x2 = 20, x 3 = x 4 = x 5 = 0, z = 102

容易看到 s1 = s2 = 0, x 3 = 3, x1 = 36, x 2 = 19, x 4 = x5 = 0也是( R) 的解, 不过它不是( P)

的解。

11. 3 群的解法和最短路径问题

首先简单介绍有限群的定义, 设 G = {a 1 , a 2 ,⋯, a g } 是有限个元素的集合, 在集合中

定义一算法“¡¤”, 若满足以下四个条件者称之构成群。

1. 封闭性: a ∈ G, b∈ G, a ¡¤b = c∈ G。

2. 可结合性: a , b, c∈ G, a ¡¤b ¡¤c = a ¡¤( b ¡¤c) = ( a ¡¤b) ¡¤c

3. 存在单位元:存在 e∈ G,对于 " a ∈ G, 有 a ¡¤e = e ¡¤a = a

4. 存在逆元素: 对于 " a ∈ G, v b∈ G, a ¡¤b = b ¡¤a = e

11. 3. 1 图的构造

上节的例子是从整数规划问题导出相应的问题 ( R) 。

在上节例 11. 4中, f

0

1
2

s1 , f

1
2

3
4

s2 ,当 s1 , s2 = 0, 1, 2,⋯导出有限A bel群(交

换律成立的群称之 A bel 群) 即 a ¡¤b = b ¡¤a , 例如
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G1 =
0

0
,

1
2

3
4

,

0

1
2

,

1
2

1
4

关于 mod 1加法构成群。

又在例 11. 5中, f

1
3

1
2

s2 , s2 = 0, 1, 2,⋯ 关于 mod 1加法构成群 G2 :

G2 =
0

0
,

1
3

1
2

,

1
3

0

,

0

1
2

,

1
3

0

,

2
3

1
2

同样 f

2
3

1
2

s3 , s3 = 0, 1, 2,⋯ 构成群 G3。

G3 =
0

0
,

2
3

1
2

,
1
3

0

,
0

1
2

,
2
3

0

,

1
3

1
2

  且 G2 ≡ G3

问题 ( R) 可以表为

min z r = ∑
j∈N

cj ( g j ) x j

s. t.   ∑
j∈N

g j x j ≡ g b mod 1

x j ≥ 0整数

其中 g b = f ( B- 1 b) , g j = f ( B- 1 a j ) , a j是N的列向量, j ∈N。cj ( g j ) = CB B- 1 a j - cj , j ∈N。

对于群 G的每一元素 g j 分别用一个点表示它。对于 j ≥ 1,若 g k - g i≡ g j mod 1, 则从 gi

点引有向边 g i→ g k ,且权为 cj ( g j )。于是问题( R) 等价于由上面有向图构成的网络。求从G

的零元素 θ=
0

0
到右端项 g b 的最短路径,这样的路径是有向边序列, 通过边 g i→ gk (满

足 g k - g i = g j 者) 一次表示 x j 增加 1, 从开始点
0

0
出发时所有的 x j 均为 0。

现回到上节例 11. 4。

min z r = s1

s . t .   

0

1
2

s1 +

1
2

3
4

s2 =

1
2

1
4

mod 1

s1 , s2 ≥ 0 整数。
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θ=
0

0
, g 1 =

0

1
2

, g 2 =

1
2

3
4

, g b =

1
2

1
4

g 2 - θ= g 1 - g 2 =

1
2

3
4

= g 2 , g 1 - θ= g b - g 2 =

0

1
2

= g 1

图 11. 7

故最短路为θ→ g 2 → g 1 = gb , s2 = 3, s1 = 0

  例 11. 6 max z = 110 - ( 2x 3 + 7x 4 + 4x 5 )

s . t .   x 1 +
5
8

x 3 +
5
2

x 4 -
5
8

x 5 =
15
8

x 2 +
3
4

x 3 +
5
4

x 5 =
9
4

x i≥ 0整数, i= 1, 2, 3, 4, 5

min z r = 2x 3 + 7x 4 + 4x 5

s. t .   

5
8

3
4

x 3 +

1
2

0
x 4 +

3
8

1
4

x 5 =

7
8

1
4

x 3 , x 4 , x5 ≥ 0整数

由

5
8

3
4

生成的群 G:

g 0 =
0

0
, g 1 =

5
8

3
4

, g 2 =

1
4

1
2

, g 3 =

7
8

1
4

g 4 =
1
2

0

, g 5 =

1
8

3
4

, g 6 =

3
4

1
2

, g7 =

3
8

1
4

  g 1 - g 0 = g 1 , g 2 - g 1 = g 1 , g 3 - g 2 = g 1 , g 4 - g 3 = g1 , g 5 - g4 = g 1 , g6 - g 5 = g 1 ,

g 7 - g 6 = g 1 , g 0 - g 7 = g 1 , g 4 - g 0 = g 4。g 5 - g 1 = g 4 , g 6 - g 2 = g 4 , g 7 - g 3 = g 4 ,
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g 0 - g4 = g 4 , g 1 - g 5 = g 4 , g 2 - g6 = g 4 , g 3 - g 7 = g 4。g 1 - g 0 = g 7 , g 0 - g 1 = g 7 ,

g 1 - g2 = g 7 , g 2 - g 3 = g 7 , g 3 - g 4 = g7 , g 4 - g 5 = g 7 , g 5 - g 6 = g 7 , g 6 - g 7 = g7。

图 11. 8

( R) 问题的网络图实际上是由( a) , ( b) , ( c) 三个图的重叠, 即

图 11. 9

从 g 0 到达 g 3 (≡ g b) 的最短路径为 x 3 = 3, x 4 = x 5 = 0, 问题( R) 给出原问题的解。

11. 3. 2 求最短路径的戴克斯特拉( Dij kstr a)算法

在介绍关于问题 ( R) 的解法之前, 先引进求网络上 0点到其它各点的最短距离的戴

克斯特拉算法。

假定已知距离矩阵 D = ( dij ) n× n , dij = ( vi, v j ) 边的长度。假定顶点分别用 0, 1, 2,⋯,

n - 1表示。

算法的步骤如下:

S 1. �i←0, M←{i}, M←{1, 2, ⋯, n - 1}, s←0, sj←0, j ≠ 0。

S 2. " j ∈ M, 若 sj > si + d ij 则 sj←si + d ij。

S 3. sr = min
j∈ M

{sj }。
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S 4. M←M\ {r }, 若 M = �, 则结束,否则 M←M ∪ {r }, i←r 转 S 2。

戴克斯特拉算法的基本思想是逐个将与 0 点距离最短的点取出 M, 放进 M, 直到 M

为空集为止。这种思想可以稍加修改用于群的问题( R)。

  还是以 min z r = 2x 3 + 7x 4 + 4x 5

s. t .   

5
8

3
4

x 3 +

1
2

0

x 4 +

3
8

1
4

x 5 =

7
8

1
4

x i≥ 0,整数, i= 3, 4, 5

为例,令

g 1 =

5
8

3
4

, g 2 =

1
4

1
2

, g 3 =

7
8

1
4

, g 4 =

1
2

0

, g 5 =

1
8

3
4

g 6 =

3
4

1
2

, g 7 =

3
8

1
4

, g 0 =
0

0
。

  求解过程如下:

1. �c( g1 )←2, c( g 4 )←7, c( g 7 )←4, c( g 1 ) = min{2, 7, 4} = 2, 故 M←{0, 1}, c( g 2 )←∞,

c( g3 )←∞, c( g 5 )←∞, c( g 6 )←∞。

2. �c( g 1 ) + c( g 2 ) = 4, c( g 1 + g 1 ) = c( g 2 ) ,故 c( g 2 )←4, c( g 7 ) = 4

M←M ∪ {7},即 M = {0, 1, 7}

M = {2, 3, 4, 5, 6}。

3. �c( g 1 ) + c( g 7 ) = 2 + 4 = 6, c( g 1 + g 7 ) = c( g 0 ) = 0, c( g 7 ) + c( g 7 ) = 8, 由于 c( g 7 +

g 7 ) = c( g6 ) = ∞, 故 c( g 6 )←8。

4. �c( g 2 ) = 4, c( g 6 ) = 8, c( g 2 ) 是 M 中 c( g i) 值最小的, 故 M←M ∪ {2} = {0, 1, 2, 7},

M = {3, 4, 5, 6}。

c( g 1 ) + c( g 2 ) = 6, c( g 1 + g 2 ) = c( g 3 ) = ∞, 故修改 c( g 3 )←6

c( g 7 ) + c( g 2 ) = 8, c( g 2 + g 7 ) = c( g 1 ) = 2, 2 < 8, c( g 2 ) + c( g 2 ) = 8, c( g 2 + g 2 ) =

c( g 4 ) = 7, 7 < 8。

5. �M = {0, 1, 2, 3}, 即取 g 3 进入 M, M = {4, 5, 6}。

从 g 0 点到 g 3 点的最短路径已求得,回溯可得 x 3 = 3, x 4 = x 5 = 0。

群问题( R) 有效的解法在下一章动态规划中再详细介绍。

11. 4 背 包 问 题

所谓背包问题即
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max z = ∑
n

j = 1

cj x j

s . t .   ∑
n

j = 1

a j x j ≤ b

x j ≥ 0整数

假定系数 a j , cj , b都是非负整数。这个问题的重要性不仅在该问题是著名的整数规划

问题、典型 N P 完全类难题, 而且在理论上可以把一般的整数规划问题转换为背包问

题。  

例 11. 7 下料问题。来料经常是有标准长度的, 但必须将它截成需要的长短。以一维

的情况为例,固定长度 L 的钢筋,将它截成长度为 l i的钢条 bi条, i= 1, 2, ⋯, m。

设现有 n 种截取的方案:第 j 种方案的钢筋 xi 条,单价设为 ci, i= 1, 2, ⋯, n。令

ai = ( a i1 ai2 ⋯ aim ) T ,

ai1 l 1 + a i2l 2 + ⋯ + a imlm ≤ L。

也就是 a i表达第 i种截取方案, 其中长为 l j 的截取 aij 根, i= 1, 2, ⋯, m。

问题是应如何下料,保证需求, 代价最小,问题导致

min z = c1x 1 + c2x 2 + ⋯ + cnxn

s. t.   ∑
n

j = 1

a ij x j ≥ bi, i= 1, 2,⋯, m

x j ≥ 0整数, j = 1, 2, ⋯, n

引进松弛变量 si ≥ 0, i= 1, 2, ⋯, m, 使得

min z = c1 x 1 + c2 x 2 + ⋯ + cnx n

s . t .   ∑
n

j = 1

a ij x j - si = bi, i= 1, 2, ⋯, m

x j ≥ 0, si≥ 0, i= 1, 2, 3⋯, m, j = 1, 2, ⋯, n

  假定 xB 是可行解基变量, B是基变量矩阵, xB 是最优解的条件是

C - CB B- 1A≥ 0

  令 D = CB B
- 1

= ( d 1 d 2 ⋯ d m ) ,对于任意 a j = ( a 1j a 2j ⋯ a mj )
T
, 恒有

∑
m

j = 1

d j a j i - ci ≤ 0, i= 1, 2, ⋯, n

  若 a = (α1 α2 ⋯ αm )
T
是新的下料方案,则 a 应满足下面背包问题

max w = d 1α1 + d2α2 + ⋯ + d mαm

s. t.   l 1α1 + l 2α2 + ⋯ + lmαm ≤ L

αi≥ 0整数, i= 1, 2, ⋯, m

( 11. 1)

  实际上下料的方案数目很多。在前面已知 n 种方案的基础上, 还可以推出新的来。

( 11. 1) 的解若对 i= 1, 2, ⋯, n,恒满足∑
m

j = 1

d jαj ≤ ci这个解才是理想的方案。

例 11. 8 资金分配问题。假定有一笔固定的资金 b, n 个项目 P 1 , P 2 , ⋯P n。P i项目的
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效益为 ci,投资额为 ai, i= 1, 2, ⋯, n。试讨论资金 b应如何分配, 使收益最大。

xi =
1 投资项目 P i

0 否则    , i= 1, 2,⋯, n

则问题导致 max z = c1x 1 + c2x 2 + ⋯ + cnxn

s. t.   a1 x 1 + a 2 x 2 + ⋯ + a nxn ≤ b

xi = 0, 1, i= 1, 2, ⋯, n

  若投资分 m 个阶段, 每个阶段投资额分别为 b1 , b2 , ⋯, bm , P i的各阶段的投资额分别

为 a 1i, a 2i, ⋯, a mi, i= 1, 2,⋯, n, 则资金分配问题为

max z = c1 x 1 + c2 x 2 + ⋯ + cnx n

s . t .   a i1 x 1 + a i2x 2 + ⋯ + a inx n ≤ bi

i= 1, 2, ⋯, m

x j = 0, 1, j = 1, 2, ⋯, n

11. 5 将整数规划归约为背包问题

问题的实质是将多约束条件归约为单个约束条件。

定理 11. 1 已知下列方程式

ω1 ≡∑
j∈N

a 1j x j = b1 ,ω2 ≡∑
j∈N

a 2j x j = b2 ( 11. 2)

其中 a ij , x j 都是非负整数, i= 1, 2; j ∈ N。

这里 N = {1, 2,⋯, n}

( a) 若两方程式有可行解,至少存在一个 j , 使 b1 a2 j ≤ b2 a1j

( b) 若 λ是满足下列条件的正整数

λ> b2 max
j∈ N

{a 1j / a 2j } > b1

则

ω1 + λω2 = b1 + λb2 ( 11. 3)

即( 11. 3)和原方程组( 11. 2)有相同的可行解集。

证明 首先证明 ( a )。假定( a ) 不真, 则对所有的 j , 恒有 a1j > 0, a 2j > 0 且 b1 a 2j >

b2 a 1j。令{x j ©¦j∈N }是该方程组的一组可行解。由于 x j ≥ 0, 所以b1∑
j∈N

a 2j x j > b2∑
j∈N

a 1j x j 或

b1ω2 > b2ω1 , 这和两端都为 b1 b2 的事实相矛盾。

下面证明 ( b)。注意对于原方程组的一组解, 必须满足ω1 + λω2 = b1 + λb2 , 证明反过

来也是对的。假定 ω1 + λω2 = b1 + λb2 的解使ω2 = b2 + k,由于ω1 + λω2 = b1 + λb2 ,ω1 +

λω2 = ω1 + λb2 + λk = b1 + λb2 ,得ω1 = b1 - λk, k是整数。只要证明 k = 0, ( b) 就获得证

明。

若不然,设 k > 0, 由于λ> b1 , 则ω1 = b1 - λk < 0,这是不可能的, 由于表达式ω1 的

所有系数都是正的,若 k < 0, 则 ω2 < b2 , ω1 ≥ b1 + λ。由λ> b2 ( a 1j / a 2j ) , j ∈ N , 得
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λ∑
j∈N

a 2j x j > b2∑
j∈N

a 1j x j

或 λω2 > b2ω1

  ∵ ω1 ≥ b1 + λ

  ∴ λω2 > b2ω1 蕴含有 λω2 > b1 b2 + λb2 ≥ λb2 或 ω2 > b2 导致矛盾,故 k = 0。

本定理可以用来将几个约束条件集聚为一个约束条件, 即可通过将两个方程集聚为

一个方程的办法,连续利用本定理若干次即得。

  例 11. 9 ω1 ≡ x 1 + 2x 2 + 3x 3 = 6

ω2 ≡2x 1   + 4x 3 + 4x 4 = 8

ω3 = x 1 + x 2 + 3x 3 + x 4 = 6

x 1 , x 2 , x 3 , x 4 ≥ 0整数

  为了保证所有的系数> 0, 作

ω
′
1 ≡ ω1 ≡ x 1 + 2x2 + 3x 3 = 6

ω
′
2 ≡ ω1 + ω2 ≡ 3x1 + 2x 2 + 7x 3 + 4x 4 = 14

ω′3 ≡ ω1 + ω2 + ω3 ≡ 4x 1 + 3x 2 + 10x 3 + 5x 4 = 20

先对ω
′
1 和 ω

′
2 进行集聚。引进 ω

″
1 ≡ω

′
1 + ω

′
2 ≡ 4x 1 + 4x 2 + 10x 3 + 10x4 = 20

问题导致对ω″1 和 ω′2 进行集聚为一个方程。

λ> 14max
4
3

,
4
2

,
10
7

,
1
4

= 28

取λ= 29 , 即

ω1�≡ω1″+ 29ω2′≡ ( 4x 1 + 4x 2 + 10x 3 + 4x 4 ) +

29( 3x 1 + 2x 2 + 7x 3 + 4x 4 ) = 20 + 29× 14

ω1�= 91x 1 + 62x 2 + 213x 3 + 120x 4 = 426

再将ω1�和 ω3′集聚为一个方程。

λ> 20 max
91
4

,
62
3

,
213
10

,
120
5

= 500,取 λ= 502

91x 1 + 62x 2 + 213x 3 + 12x 4 + 502( 4x 1 + 3x 2 + 10x 3 + 5x 4 )

= 426 + 10040

即 2099x 1 + 1568x 2 + 5233x 3 + 2522x 4 = 10466

  下面的定理 11. 2对系数要求要少一些。

定理 11. 2 已知方程组

ω1 ≡∑
j∈N

a 1j x j = b1 ,ω2 ≡∑
j∈N

a 2j x j = b2 ( 11. 4)

所有的系数 a ij、bi都是正整数(即大于 0) , i= 1, 2, j ∈ N。

已知方程组( 11. 4)有一组非负整数解,若

λ> max max
j

( b2 - 1) a 1j / a 2j - b1 , max
j

b1 - ( b2 + 1) a 1j / a 2j

则ω1 + λω2 = b1 + λb2 与方程组( 11. 4)等价。
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本定理的证明与定理 11. 1类似, 此处从略。但可见λ的界比定理 11. 1 的界低, 故集

聚后的方程系数也较小。

11. 6 背包问题的网络解法

背包问题

min z = ∑
n

j = 1

( - cj ) x j

s. t.   ∑
n

j = 1

a j x j = b

x j ≥ 0整数, j = 1, 2, ⋯, N

可以用求一网络的最短路径表示它。这个网络有 b + 1个点: v0 , v1 , v2 , ⋯, vb

对于任意两点 vt 和 vg , 假定 t > g ,若存在系数 a j ,使得 a j + g = t,则从 vg 引一有向

边指向 vt。通过该边一次对应于 x j 增量为 1,故该边的权为 - cj。开始时所有的 x j = 0, 故

问题导致求 v0 点到 vb 点的最短路径。若 b非常大, 而 a j 相对比较小,这种方法效率不高。

  例 11. 10 min z = - 2x1 - 3x 2 - 4x 3

s. t .   x 1 + 2x 2 + 3x3 + x 4 = 4

x i≥ 0整数, i= 1, 2, 3, 4

  根据上述方法构造网络见图 11. 11,其过程如图 11. 10所示。

图 11. 10 图 11. 11

令 d i表示从 v0 到 vi最短路径。

d 1 = - 2,

d 2 = min{d 1 - 2, d 0 - 2} = min {- 2 - 2, - 3} = - 4

d 3 = min{d 0 - 3, d 1 - 3, d 2 - 2} = min {- 3, - 3 - 2, - 4 - 2} = - 6

d 4 = min{d 1 - 3, d 2 - 3, d 3 - 2} = min {- 2 - 3, - 4 - 3, - 6 - 2} = - 8

  最短路径: v0 ¡¤
- 2

x1
¡¤

- 2

x1
¡¤

- 2

x1
¡¤

- 2

x2
¡¤

v1  v2  v3  v4
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  故 x 1 = 4, x 2 = x 3 = x 4 = 0。

11. 7 背包问题的分支定界解法

背包问题既然是一特殊形式的整数规划,所以也可以用分支定界法求解。分支定界法

的关键在于确定上(下)界,不过背包问题有它的特殊性。由下面的例子可以看出。

  例 11. 11 max z = 18x 1 + 14x 2 + 8x 3 + 4x4

s . t .   15x 1 + 12x 2 + 7x 3 + 4x4 ≤ 33

x i≥ 0整数, i= 1, 2, 3, 4

  首先要指出的是,这里的 x 1 , x 2 , x 3 , x 4 是按 ci/ ai 大小顺序排列的,使得

c1

a 1
≥

c2

a 2
≥

c3

a 3
≥

c4

a 4

即
18
15
≥

14
12
≥

8
7
≥ 1

  解算过程如下:

( 1) 由于
c1

a 1
=

6
5

, 故问题的线性规划解为

x1 =
33
15

, x 2 = x 3 = x4 = 0, z1 = 18×
33
15

= 39
3
5

  ( 2) 0≤ x 1 ≤ 2,令 x1 = 2代入得

max z = 14x 2 + 8x 3 + 4x 4 + 36

s . t .   12x 2 + 7x 3 + 4x 4 ≤ 3

x 2 , x 3 , x 4 ≥ 0 整数

x 1 = 2, x 2 =
1
4

, x 3 = x 4 = 0, z = 39
1
2

  ( 3) �x 1 ≥ 3,令 x1 = 3 + x′1

由于 15x′1 + 12x2 + 7x 3 + 4x 4 ≤- 12

x
′
1 , x 2 , x 3 , x 4 ≥ 0

无可行解。

图 11. 12
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( 4) x 1 = 2, x 2 = 0, 有

max z = 8x 3 + 4x 4 + 36

s. t .   7x 3 + 4x 4 ≤ 3

x 3 , x 4 ≥ 0

x 3 =
3
7

, x 4 = 0, z 4 = 39
3
7

  ( 5) x 1 ≤ 2, x 2 ≥ 1,令 x 2 = 1 + x
′
2 代入

max z = 18x 1 + 14x
′
2 + 8x 3 + 4x4 + 14

s . t .   15x 1 + 12x′2 + 7x 3 + 4x4 ≤ 21

x 1 , x
′
2 , x 3 , x4 ≥ 0

x 1 =
21
15

, x
′
2 = x 3 = x 4 = 0, z = 39

1
5

  上述 5 步可用图 11. 13 来表示其过程。

图 11. 13

( 6) 若 x 1 ≤ 2, x 2 = 0, x 3 = 0

max z = 18x 1 + 4x 4

s. t.   15x 1 + 4x 3 ≤ 33

x 1 , x 3 ≥ 0

x 1 = 2, 4x 3 ≤ 3, x3 ≤
3
4

, z = 39

  ( 7) x 1 ≤ 2, x 2 = 0, x 3 = 1,令 x 3 = 1 + x′3 , 故有

max z = 18x 1 + 8x′3 + 4x 4 + 8

s . t .   15x 1 + 7x
′
3 + 4x 4 ≤ 26

x 1 , x′3 , x 4 ≥ 0
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x 1 =
26
15

, x 2 = x
′
3 = 0, z = 39

1
5

  ( 8) �z = 39
1
5
的界有( 5)和( 7)两种状态。先沿( 7)继续搜索。

x1 ≤ 1, x 2 = 0, x
′
3 ≥ 1

max z = 18x 1 + 8x
′
3 + 4x 4 + 8

s. t .   15x 1 + 7x
′
3 + 4x 4 ≤ 26    

x 1 , x
′
3 , x 4 ≥ 0, x 1 ≤ 1

故 x 1 = 1, 7x
′
3 + 4x 3 ≤ 11, x

′
3 =

11
7

, x4 = 0

z = 26 +
88
7

= 38
4
7

即 x 1 = 1, x 2 = 0, x 3 = 2
4
7

, z = 38
4
7

( 9) �x 1 = 2, x 2 = 0, x 3 ≥ 1, 由于 8x
′
3 + 4x 4 ≤- 4, x

′
3 , x 4 ≥ 0整数, 无可行解。

( 10) �( 5)的界为 z = 39
1
5

,故继续搜索。

x 1 ≤ 1, x2 ≥ 1, 有

max z = 18x 1 + 14x′2 + 8x 3 + 4x4 + 14

s . t .   15x 1 + 12x′2 + 7x 3 + 4x4 ≤ 21

0≤ x 1 ≤ 1, x′2 , x 3 , x4 ≥ 0

x 1 = 1, 12x′2 + 7x 3 + 4x 4 ≤ 6

    ∴ x′2 =
1
2

, z = 39

  ( 11) �x 1 ≥ 2, x2 ≥ 1, 由于 x 1 = 2 + x′1 有

15x′1 + 12x′2 + 7x 3 + 4x 4 ≤- 9     

x
′
1 , x
′
2 , x 3 , x 4 ≥ 0

无可行解。

( 12) �z 的界为 39的有( 6)和( 10)两种状态。先搜索( 10) ,即

x 1 ≤ 1, x 2 = 1有

max z = 18x 1 + 8x 3 + 4x 4 + 14

s . t .   15x 1 + 7x 3 + 4x 4 ≤ 21

0≤ x 1 ≤ 1, x 3 , x 4 ≥ 0

7x 3 + 4x 4 ≤ 6

x 1 = 1, x 2 = 1, x 3 =
6
7

, z = 38
6
7

  ( 13) x 1 ≤ 1, x 2 ≥ 2, 令 x 2 = 2 + x′2 得
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max z = 18x 1 + 14x
′
2 + 8x 3 + 4x4 + 28

s . t .   15x 1 + 12x′2 + 7x 3 + 4x4 ≤ 9

x 1 , x
′
2 , x 3 , x4 ≥ 0

x 1 ≤ 1

x 1 =
3
5

, x
′
2 = 3, x 3 = x 4 = 0, z = 38

4
5

  ( 14) �到此, ( 6)的界 z = 39为最高, 故沿此方向向下搜索。x 1 = 2, x 2 = 0, x 3 = 0 有

max z = 4x 4 + 36

s . t .   4x 4 ≤ 3

x 4 ≥ 0

x 4 = 0, z = 36

  ( 15) �x 1 = 2, x2 = 0, x 3 ≥ 1,显然线性规划无可行解, 整数规划无解。

( 16) �回到( 12) 状态继续搜索: x 1 ≤ 1, x 2 = 1, x 3 = 0

max z = 18x 1 + 4x 4 + 14

s. t.   15x 1 + 4x 4 ≤ 21

x 1 , x 4 ≥ 0

x 1 ≤ 1, x 3 = 0

    ∴ x 1 = 1, x 2 = 1, x 3 = 0, x 4 =
3
2

, z = 38

  ( 17) x 1 ≤ 1, x 2 = 1, x 3 ≥ 1, 令 x 3 = 1 + x′3

max z = 18x 1 + 8x
′
3 + 4x 4 + 22

s . t .   15x 1 + 7x′3 + 4x 4 ≤ 14

0≤ x 1 ≤ 1, x
′
3 , x 4 ≥ 0

x 1 =
14
15

, z = 22 +
84
5

= 38
4
5

  ( 18) x 1 = 0, x 2 = 1, x 3 ≥ 1

max z = 8x′3 + 4x 4 + 22

s. t.   7x
′
3 + 4x 4 ≤ 14

x′3 , x 4 ≥ 0, x′3 = 2

    ∴ x 1 = 0, x 2 = 1, x 3 = 3, x 4 = 0, z = 38

  ( 19) �x 1 ≥ 1, x2 = 1, x 3 ≥ 1

15x 1 + 7x
′
3 + 4x4 ≤ 14

x 1 , x′3 , x4 ≥ 0, x 1 ≥ 1

无可行解

搜索过程用搜索树形式表达如图 11. 14 所示。

图 11. 14 中
a 1 , a 2 , a 3 , a 4

b
表示 x 1 = a 1 , x 2 = a 2 , x 3 = a3 , x4 = a4 , z = b的状态。
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图 11. 14

 
例 11. 12 0-1 背包问题的分支定界法。

max z = ∑
n

j = 1

cj x j

s . t .   ∑
n

j = 1

a j x j ≤ b

x j = 0 或 1, j = 1, 2,⋯, n

  不失一般性,假定

( 1) cj > 0, j = 1, 2,⋯, n。

( 2)
c1

a 1
≥

c2

a2
≥ ⋯ ≥

cn
an
。

( 3) b > 0。

最好的办法是通过例子叙述算法的分支与定界的过程。
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  例 11. 13    max z = 70x 1 + 20x 2 + 39x3 + 37x 4 + 7x 5 + 5x 6 + 10x 7

s. t .   31x 1 + 10x 2 + 20x3 + 19x 4 + 4x 5 + 3x 6 + 6x7 ≤ 50

x i = 0或 1, i= 1, 2,⋯, 7

  ( 0) 线性规划解 x 1 = x 2 = 1, x 3 = 9/ 20, z = 107. 55。

( 1) x 1 = 1

max z = 20x 2 + 39x 3 + 37x 4 + 7x 5 + 5x6 + 10x 7 + 70

s . t .   10x 2 + 20x 3 + 19x 4 + 4x 5 + 3x6 + 6x 7 ≤ 19

1 ≥ x i≥ 0, i= 2, 3,⋯, 7

x2 = 1, x 3 = 9/ 20, z = 107. 55

  ( 2) x 1 = 0, x 2 = x 3 = x 4 = 1, x 5 =
1
4

, z = 97
3
4

( 3) x 1 = x 2 = 1, x 3 = 9/ 20, z = 107. 55

( 4) x 1 = 1, x 2 = 0

max z = 39x 3 + 37x 4 + 7x 5 + 5x 6 + 10x 7 + 10

s . t.   20x 3 + 19x 4 + 4x 5 + 3x 6 + 6x 7 ≤ 19

0≤ x 3 , x 4 ,⋯, x 7 ≤ 1

x 3 = 19/ 20, x 4 = x 5 = x 6 = x 7 = 0, z = 107. 05

  ( 5) x 1 = x 2 = 1, x 3 = 0

max z = 37x 4 + 7x 5 + 5x 6 + 10x7 + 90

s . t .   19x 4 + 4x 5 + 3x 6 + 6x 7 ≤ 9

0≤ x i≤ 1, i= 4, 5, 6, 7

x 4 =
9

19
, z = 107. 5

  ( 6) x 1 = x 2 = 1, x 3 = x 4 = 0

max z = 7x 5 + 5x 6 + 10x 7 + 90

s . t .   4x 5 + 3x 6 + 6x7 ≤ 9

0≤ x 5 , x 6 , x 7 ≤ 1

x 5 = x 6 = 1, x 7 =
1
3

, z = 105
1
3

  ( 7) x 1 = x 2 = 1, x 3 = 0, x 4 = 1, 无解。

( 8) �回到状态( 4) ,继续搜索。

x 1 = 1, x 2 = x 3 = 0

max z = 37x 4 + 7x 5 + 5x 6 + 10x 7 + 70

s . t .   19x 4 + 4x 5 + 3x 6 + 6x 7 ≤ 19

x 4 = 1, z = 107

故( 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0)是一整数解, z = 107也是最优解。

( 9) x 1 = 1, x 2 = 0, x 3 = 1,无解。

( 10) x 1 = x2 = x 3 = 1无解。
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搜索过程用树状表达如图 11. 15 所示。

图 11. 15

11. 8 流动推销员问题的近似解法

流动推销员问题是著名的整数规划问题。前面已讨论了它的分支定界法, 作为数学问

题, 它属于 NP 困难问题, 也就是说它的困难程度和 NP 完全类一样, 它的时间复杂度是

指数型的,至今还不存在有效的算法, 求近优解是必由之路。

11. 8. 1 最近插入法

算法的基本思想是先找一初始的回路 T k , 基于某一种标准找一顶点插入到回路中

去,反复这个过程直到所有顶点都进入回路为止。最近插入法选择新插入点 vi 的标准是,

点 vi插入到 vk 与 vj 之间,要求 vi与 T k 上一点 vj 距离最短, 且 δi为较短一侧, 即δi = d ij

+ d ik - d j k 较小。最近插入法所得的回路长 L n , 最优路径长 L
*
n 。并有下述定理存在。

定理 11. 3 L n / L
*
n < 2

证明 不失一般性, 令最近插入法先后插入的点的顺序为 1, 2,⋯, n,设 i插入于点 j

与 k 之间。i加入引起回路长度的增量为

δi = d ij + d ik - d j k

  设 l 1 , l 2 ,⋯, l n 是最优回路的边, l 1 是其中最长的边。

  可以证明: 点 2, 3, ⋯, n可以与最优哈密尔顿回路中长度最大边除外的 n - 1条边建

立一对一的对应关系,而且与 i对应的边的长度 l i有
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l i≥
1
2
δi,δi ≤ 2l i

所以

Ln = δ2 + δ3 + ⋯ + δn ≤ 2( l 2 + l 3 + ⋯ + l n )

= 2( L *n - l 1 )

  其中 l 1 为最优哈密尔顿回路中长度最大的边长。

下面证一对一的对应关系。

图 11. 16 中粗线为 T k , 细线为过 T k 上的点属于最优回路的边( l 1 除外) , 这些细线将

仍未插入到 T k 的点与 T k 连接起来。

设新插入点 i插入在 j 与 k 之间,则有

δi = d ij + d ik - d j k

p 是 T k 上一点, q是不在 T k 上与 p 点相邻的点,通过属于最优回路的边与 p 相连。由于

d ij ≤ d p q

  ∴ d ik ≤ d j k + d ij ≤ d j k + d p q

  ∴ d ij + d ik ≤ d j k + 2d p q

δi = d ij + d ik - d j k ≤ 2d p q

当 i点插入到 j , k之间时(即用 ki和 ij 边取代 kj 边) ,再从图中去掉( p , q) 边得图 11. 17。

图 11. 16
图 11. 17

定理得证。

11. 8. 2 最小增量法

与最近插入法不同的是选择 k点插入 i, j 之间,不是要求 i, k两点距离最短。而是在 i

的两侧,选 j 点一侧,要求 j 一侧的增量较小。最小增量法则是从直接以增量δk达到最小作

为标准,即

δk = min
( i, j )∈T

{d ik + d kj - dij }

其中 d ik 为 vi到 vk 间的路径( vi, vk ) 的长度。

初始回路 vi→ v j → vi使

dij + d j i = min
v

h
, v

k
∈ V

{d hk + d kh }
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  例 11. 14 已知距离矩阵

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

∞ 2 11 10 8 7 6 5

6 ∞ 4 8 8 4 6 7

5 12 ∞ 11 8 12 3 11

11 9 10 ∞ 1 9 8 10

11 11 9 4 ∞ 2 10 9

12 8 5 2 11 ∞ 11 9

10 11 12 10 9 12 ∞ 3

7 10 10 10 6 3 1 ∞
  v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8

  本例为 i= 7, j = 8, 即

图 11. 18

 
为方便起见, 7即为 v7 , 8即表示 v8 , 以后同此,不另说明。

先列表计算 1, 2,⋯, 6插入到 7, 8中去的 δk 值 (见表 11. 16)。

表 11. 16

k d 7 �k dk8 �d k7 �d 8 �k d7 ~k + d k8 - d 78 d 8  k + dk7 - d 87 i j

1 �10 �5 �6 w7 �10 `+ 5 - 3 = 12 7 �+ 6 - 1 = 12
7 ]8

8 7

2 �11 �7 �6 w10 �11 `+ 7 - 3 = 15 10 �+ 6 - 1 = 15
7 ]8

8 7

3 �12 �11 �3 w10 �12 I+ 11 - 3 = 20 10 �+ 3 - 1 = 12 8 ]7

4 �10 �10 �8 w10 �10 I+ 10 - 3 = 17 10 �+ 8 - 1 = 17
7 ]8

8 7

5 �9 �9 �10 �6 �9 I+ 9 - 3 = 15 6 �+ 10 - 1 = 15
7 ]8

8 7

6 �12 �9 �11 �3 �12 `+ 9 - 3 = 18 3 �+ 11 - 1 = 13 8 ]7

δ的最小值为 12,故将 1点插入到 7到 8之间, 或 8 到 7 之间(见图 11. 19)。

图 11. 19

·283·



  下面计算 2, 3, 4, 5, 6 分别插入到( 1, 7) , ( 1, 8)间的 δk 值, 注意插入到( 7, 8)间的 δ已

在前面计算了(见表 11. 17)。

表 11. 17  ( 1\ 7)

k d 1 �k + dk7 - d 17 d 7 gk + dk1 - d 71 δk i j

2 �2 �+ 6 - 6 = 2 11 �+ 6 - 10 = 7 2 �1 � 7

3 �11 �+ 3 - 6 = 8 12 �+ 5 - 10 = 7 7 �7 � 1

4 �10 �+ 8 - 6 = 12 10 �+ 11 - 10 = 11 11 �7 � 1

5 �8 �+ 10 - 6 = 12 9 �+ 11 - 10 = 10 10 �7 � 1

6 �7 �+ 11 - 6 = 12 12 �+ 12 - 10 = 14 12 �1 � 7

表 11. 18  ( 8\ 1)

k d 8 �k + dk1 - d 81 d 1 gk + dk8 - d 18 δk i j

2 �10 �+ 6 - 7 = 9 2 2+ 7 - 5 = 4 4 �1 � 8

3 �10 �+ 5 - 7 = 8 11 2+ 11 - 5 = 17 8 �8 � 1

4 �10 �+ 11 - 7 = 14 10 2+ 10 - 5 = 15 14 �8 � 1

5 �6 �+ 11 - 7 = 10 8 2+ 9 - 5 = 12 10 �8 � 1

6 �3 �+ 12 - 7 = 8 7 2+ 9 - 5 = 11 8 �8 � 1

综合以上 3 个表, δk 的最小值为 k = 2, 插入到 1→7 间得图 11. 20。

同样考虑 3, 4, 5, 6点插入位置。现在列表 11. 19 讨论插入 1→2, 2→7的 δk 值, 7→8,

8→1的 δk 见表 11. 16和表 11. 18。

表 11. 19

k d1 �k + d k2 - d12 d 2  k + dk7 - d 27

3 �11 a+ 12 - 2 = 21 4 �+ 3 - 6 = 1

4 �10 a+ 9 - 2 = 17 8 �+ 8 - 6 = 10

5 �8 a+ 11 - 2 = 17 8 �+ 10 - 6 = 12

6 �7 a+ 8 - 2 = 13 4 �+ 11 - 6 = 9

δk 的最小值为 3 插入到 2→7间, 如图 11. 21 所示。

图 11. 20
图 11. 21
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进一步考虑 4, 5, 6插入到 2→3, 3→7间的δk的值, 见表 11. 20。1→2, 7→8, 8→1 的情况前

面的表已经列出。

表 11. 20

k d2 �k + d k3 - d23 d 3  k + dk7 - d 37

4 �8 J+ 10 - 4 = 14 11 �+ 8 - 3 = 16

5 �8 J+ 9 - 4 = 13 8 �+ 10 - 3 = 15

6 �4 J+ 5 - 4 = 5 12 �+ 11 - 3 = 20

可见δk 的最小值为 6插入到 2→3间(见图 11. 22)。

图 11. 22

剩下 4, 5,考虑插入到 2→6和 6→3间的 δk (见表 11. 21)。

表 11. 21

k d2 �k + d k6 - d26 d 6  k + dk3 - d 63

4 �8 a+ 9 - 4 = 13 2 �+ 10 - 5 = 7

5 �8 a+ 2 - 4 = 6 11 �+ 9 - 5 = 15

δk 的最小值为 5 插入到 2→6间, 如图 11. 23 所示。

最后计算

d 24 + d 45 - d 25 = 8 + 1 - 8 = 1, d 5 4 + d 46 - d 56 = 4 + 9 - 2 = 11

故得 4 插入到 2→5之间, 由此可得近优路径为 1→2→4→5→6→3→7→8→1,如图 11. 24

所示。

图 11. 23 图 11. 24

定理 11. 4 满足三角不等式条件及对称条件:

d ik + d kj ≥ d ij , d ij = d j i
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的流动推销员问题不会出现相交的路径的解。

先给以直观的概念。例如回路(图 11. 25) 1→2→3→4→1,其中 2→3边和 4→1 边相

交于 P 点, 可改变为 1→2→4→3→1。

图 11. 25

根据三角不等式可知,后者路径长度较前者为短。严格证明留给读者自己去完成。

利用本定理可得出回路改进法。

11. 8. 3 回路改进法

回路改进法的步骤如下:

S 1. 任找一哈密尔顿回路 T。

S 2. �回路 T 上每一对边端点交换, 计算回路长度的增量 δ。若增量为负, 则取作为新的连

边,否则转回再次执行 S 2。S 2操作直到所有两条边交换端点均引起增量δ> 0为止。

当然,这种算法只适用于满足三角不等式及对称关系成立的情况。

例 11. 15 已知 6个城市的距离矩阵

D =

v1

v2

v3

v4

v5

v6

0 6 8 9 12 11

6 0 7 4 6 10

8 7 0 5 12 9

9 4 5 0 8 4

12 6 12 8 0 3

11 10 9 4 3 0
   v1 v2 v3 v4 v5 v6

  最简单的办法:

找一哈密尔顿回路: v1 →v2 →v3 → v4 → v5 → v6 → v1 总长度: 6+ 7+ 5+ 8+ 3+ 11= 40

图 11. 26
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以 ( v1 , v2 ) 边为例, 分别与( v3 , v4 ) , ( v4 , v5 ) , ( v5 , v6 ) 成对交换端点,比较长短。以( v1 , v2 ) 与

( v3 , v4 ) 为例, 去掉( v1 , v2 ) , ( v3 , v4 ) ,连上( v1 , v3 ) , ( v2 , v4 ) 及回路: v1 →v3→ v2→ v4→ v5→

v6 → v1。回路长的增量δ= ( d 13 + d 24 ) - ( d 12 + d 34 ) = 8 + 4 - 6 - 5 = 1, 所以交换端

点使回路长度增加。

一般说来, ( vi, vj ) 和( vh , vk ) 成对, 对应回路 vi→ v j → ⋯→ vh → vk →⋯→ vi。去掉

( vi, vj ) , ( vh , vk ) 边。连接( vi, vh ) , ( v j , vk ) 得新回路 vi→ vh →⋯→ v j → vk →⋯→ vi(见图

11. 27)。

回路长度增量δ= d ih + d j k ) - ( d ij + d hk )

现就对边( vi, v j ) , ( vh , vk) 的各种情况列表计算如下(见表 11. 22)。

表 11. 22

( vi, v j ) ( vh , vk) δ= ( dih + d j k) - ( dij + dhk)

( v1 s, v2 ) ( v3 �, v4) ( d 13 /+ d 24 ) - ( d12 + d 34) = ( 8 + 4) - ( 6 + 5) = 1

( v4 �, v5) ( d 14 /+ d 25 ) - ( d12 + d 45) = ( 9 + 6) - ( 6 + 8) = 1

( v5 �, v6) ( d 15 /+ d 26 ) - ( d12 + d 56) = ( 12 + 10) - ( 6 + 3) = 13

( v2 s, v3 ) ( v4 �, v5) ( d 24 /+ d 35 ) - ( d23 + d 45) = ( 4 + 12) - ( 7 + 8) = 1

( v5 �, v6) ( d 25 /+ d 36 ) - ( d23 + d 56) = ( 6 + 9) - ( 7 + 3) = 5

( v6 �, v1) ( d 26 /+ d 31 ) - ( d23 + d 61) = ( 10 + 8) - ( 7 + 11) = 0

( v3 s, v4 ) ( v5 �, v6) ( d 35 /+ d 46 ) - ( d34 + d 56) = ( 12 + 4) - ( 5 + 3) = 8

( v6 �, v1) ( d 36 /+ d 41 ) - ( d34 + d 61) = ( 9 + 9) - ( 5 + 11) = 2

( v4 s, v5 ) ( v6 �, v1) ( d 46 /+ d 51 ) - ( d45 + d 61) = ( 4 + 12) - ( 8 + 11) = - 3

可见将回路改为 v1 → v2 → v3 → v4 → v6 → v5 → v1 使回路长度从 40降为 37。

在叙述下一定理之前先引进凸包的概念。设 1, 2,⋯, n 是平面上n 个有确定坐标的顶

点。把包含这 n 个顶点的最小凸集称为这 n 个顶点的凸包(见图 11. 28)。

图 11. 27 图 11. 28

定理 11. 5 平面上 n个顶点的最短哈密尔顿回路(即这n个点的流动推销员问题) 经

过凸包上顶点的先后顺序和凸包上顶点的顺序相同。

定理 11. 5的证明留作习题。

根据定理 11. 5初始的回路可以选择凸包的边界线。

算法的步骤如下:

S 1. 找 n 个顶点的凸包作为初始回路 T。
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S 2. �对于不在回路T 的顶点k,存在 T 上的边( ik , j k ) , 使得由( ik , k) 边和( k, j k ) 边张的角达

到最大。

S 3. 将 k 点插入到 ik , j k 之间。

反复执行 S 2→ S 3, 直到所有顶点都加入到回路为止。

必须再强调一下本算法只能对有确定相对位置的 n 个顶点有效。不论凸包, 还是角度

大小都有量的概念。

习 题 十 一

用群的方法解下列各题。

1. max z = 7x 1 + 9x 2 + 3x 3

s. t.   2x 1 - x 2 + 3x 3 ≤ 6

3x 1 + 7x 2 + x 3 ≤ 35

x1 , x 2 , x 3 ≥ 0整数

2. min z = 5x 1 + 4x 2

s. t.   2x 1 + 3x 2 ≥ 7

x 1 + 2x 2 ≥ 2

4x 1 + x 2 ≥ 5

x 1 , x 2 ≥ 0整数
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第 12 章 动态规划算法

在讨论整数规划问题的解的过程中,我们多次提到一种称之为动态规划的算法。动态

规划与其说是与线性规划并列的一种规划论,勿宁说它是一种解题的办法。一种数学方法

仅用之于一两个具体问题, 只能算为一种技巧, 若能用来处理几个问题, 就可称之为算法

了。动态规划就属于后一种。

12. 1 最短路径问题

12. 1. 1 穷举法

  下面先通过一个最短路径问题,介绍如何将一个最优化问题通过动态规划来求解的

基本原理。

例 12. 1 如图 12. 1, 从 A0 点要铺设一条管道到 A 6 点,中间必须经过 5个中间站, 第

一站可以在 A1 , B1 两地中任选一个, 与此类似, 第二、三、四、五站可以供选择的地点分别

是: {A 2 , B 2 , C2 , D 2 }, {A3 , B 3 , C3 }, {A 4 , B4 , C4 }, {A5 , B 5 }。连接两地间管道的距离(或造价)

用连线上的数字表示, 要求选一条从 A 0 到 A6 的铺管线路, 使总距离最短 (或总造价最

小)。

图 12. 1

我们首先想到使用穷举法。第一阶段,有两种路径选择: A0 A1 , A0 B1。第二阶段, 若选

A 0A 1 , 第二段路径有 3 种选择: A1 A2 , A1 B2 , A 1C2 ; 若选 A0 B 1 , 也有 3种选择: B1 B 2 , B 1C2 ,

B 1 D 2。所以两段共有 6种选择。依次类推,从 A0 到 A6 共有 2× 3× 2× 2× 2× 1 = 48

种不同路径。可通过 48× 5 = 240次加法, 47次比较,即通过各种可能方案的穷举, 最后可

求出从 A0 到 A6 的最短路径是:

A0 → A 1 → B2 → A3 → B 4 → B 5 → A6

相应的最短距离是 18。
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12. 1. 2 改进的算法

但是我们注意到最短路径有这样一个特性:即如果最短路径的第 k站通过 P k , 则这一

最短路径在由 P k 出发到达终点的那一部分路径, 对于始点为 P k 到终点的所有可能的路

径来说, 必定也是距离最短的。这一特性很容易证明。读者可自己去完成。

根据最短路径这一特性, 启发我们计算时从最后一段开始, 从后向前逐步递推的方

法,求出各点到 A6 的最短路径,最后求得从 A0 到 A6 的最短路径。步骤如下:

k = 6时

设 f ( A5 ) 表示由 A5 到 A6 的最短距离, f ( B5 ) 表示由 B 5 到 A6 的最短距离,显然有:

f ( A5 ) = 4, f ( B 5 ) = 3

k = 5时

f ( A4 ) = min {d ( A4 , A5 ) + f ( A5 ) , d ( A 4 , B5 ) + f ( B5 ) }

= min { - �'3 + 4, 5 + 3} = 7

  括号内的下划线表示最小值所取的项。即 f ( A 4 ) 取的是 A4 →A 5 →A6 , 而不是 A4 →

B 5 → A 6。以后同此,不再说明。

f ( B 4 ) = min{d ( B4 , A5 ) + f ( A5 ) , d ( B 4 , B 5 ) , + f ( B 5 ) }

= min{5 + 4, - �2 + 3} = 5

f ( C4 ) = min{d ( C4 , A5 ) + f ( A5 ) , d ( C4 , B 5 ) + f ( B 5 ) }

= min{6 + 4, - �96 + 3} = 9

k = 4时

f ( A3 ) = min {d ( A3 , A4 ) + f ( A4 ) , d ( A 3 , B4 ) + f ( B4 ) }

= min {2 + 7, - �<2 + 5} = 7

f ( B3 ) = min {d ( B 3 , B 4 ) + f ( B 4 ) , d ( B3 , C4 ) + f ( C4 ) }

= min { - 硲1 + 5, 2 + 9} = 6

f ( C3 ) = min {d ( C3 , B 4 ) + f ( B 4 ) , d ( C3 , C4 ) + f ( C4 ) }

= min { - 存3 + 5, 3 + 9} = 8

k = 3时

f ( A 2 ) = min{d ( A 2 , A3 ) + f ( A 3 ) , d ( A2 , B 3 ) + f ( B 3 ) }

= min{ - 堕6 + 7, 8 + 6} = 13

f ( B 2 ) = min{d ( B 2 , A 3 ) + f ( A3 ) , d ( B 2 , B 3 ) + f ( B3 ) }

= min{ - �>3 + 7, 5 + 6} = 10

f ( C2 ) = min{d ( C2 , B3 ) + f ( B 3 ) , d ( C2 , C3 ) + f ( C3 ) }

= min{ - 箵3 + 6, 3 + 8} = 9

f ( D 2 ) = min{d ( D 2 , B 3 ) + f ( B 3 ) , d ( D 2 , C3 ) + f ( C3 ) }

= min{8 + 6, - 鸿4 + 8} = 12

k = 2时
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f ( A 1 ) = min{d ( A 1 , A2 ) + f ( A2 ) , d ( A 1 , B 2 ) + f ( B2 ) , d ( A 1 , C2 ) , + f ( C2 ) }

= min{1 + 13, - ば3 + 10, 6 + 9} = 13

f ( B 1 ) = min{d ( B 1 , B 2 ) + f ( B 2 ) , d ( B1 , C2 ) + f ( C2 ) , d ( B 1 , D 2 ) + f ( D 2 ) }

= min{8 + 10, - ��7 + 9, 6 + 12} = 16

k = 1时

f ( A0 ) = min {d ( A0 , A1 ) + f ( A1 ) , d ( A 0 , B1 ) + f ( B1 ) }          

= min { - ��5 + 13, 3 + 16} = 18

  上述计算结果可表示如图 12. 2,其中○A 5

4
表示从 A5 出发到终点的最短路径长度为 4,

即 A5

4
A 6 , 余此类推。

图 12. 2

一共要用 15次比较运算和 28次加法运算才可得到从 A 0 到 A6 的最短距离, 而且在

这过程中,还得到其它各点到 A6 的最短路径和最短距离。

12. 1. 3 复杂性分析

一般地说, 若我们考虑如图 12. 3 所示从始点 O( 0, 0) 到终点 E ( m, n) 的最短路径(也

称格路)问题,

图 12. 3
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若用穷举法,则需

( m + n - 1) C( n + m, n) =
( n + m - 1) ( n + m) !

n! m!

次加法及
( n + m) !
n! m!

- 1次比较运算。组合数 C( n + m, n) 为从 O点到 E 点的路径数, 这

是考虑到图 12. 3 的每一格路和 m 个 x , n 个 y 的任一排列一一对应, 比如排列x x⋯x
m个

y y⋯y
n个

,对应于从 O点先沿 x 方向走 m块, 后沿 y 方向走 n 块到 E 点。相当于由 m个 x、n

个 y构成的长度为 m + n 的符号串数目,即从 m + n 个格子中任选 m个格子作为 x , 其余

为 y 的方案数。

但用后一种方法只需 2mn + m + n 次加法及mn 次比较就够了。不难知道图 12. 3 由

虚线包围的矩形域内的点要作 2 次比较, 2次加法, 在这以外的点只需 1 次加法, 无需作

比较。

当 m = n时, 穷举法需进行( 2n - 1) ¡¤( 2n) ! / ( n! )
2
次加法, ( 2n) ! / ( n! )

2
- 1次比较。

后一种方法只要作 2( n2 + n) 次加法, n2 次比较。由斯特灵公式

n! ≈ 2πn
n
e

n

可知穷举法的运算量是 n 的指数函数,后一种算法则只是 n2 量级。

12. 2 最 佳 原 理

12. 2. 1 最佳原理

  由上节例子知道:一个最短路径问题可变成多段判决问题, 利用了最短路径的一个性

质:从起点到终点的最短路径也是该路径上各点到终点的最短路径。与此类似的问题很

多,可以抽象成组合优化问题中的一个重要的最佳原理:假设为了解决某一优化问题, 需

要依次作出 n 个决策 D 1 , D 2 ,⋯, Dn , 若这个决策序列是最优的,则对任何一个整数 k, 1 <

k < n, 不论前面 k 个决策是怎样的, 以后的最优决策只取决于由前面决策所确定的当前

状态,即以后的决策 Dk+ 1 , D k+ 2 ,⋯, D n 也是最优的。

本章的这节和以后各节主要举例说明如何灵活运用最佳原理。动态规划与线性、非线

性规划不尽相同,实际上它是一种算法。最佳原理说起来很简单, 如何灵活应用它则又是

另一回事。它用途很广,利用它来解决一个新问题的本身也就是一种创造。我们希望下面

的例子能帮助读者掌握它的技巧,并达到举一反三。

12. 2. 2 最佳原理的应用举例

例 12. 2 某工厂购进 1000 台机器,准备生产 P 1 , P 2 两种产品。若生产产品 P 1 , 每台

机器每年可收入 50千元,损坏率达 65% ;若生产产品 P 2 , 每台机器年收入为 40千元, 但损

坏率只有 40% ;估计 3年后将有新的机器出现, 旧的机器将全部淘汰。试问应如何安排生

产,使 3年内收入最多?计划以 1 年为周期。
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本例可化为整数规划问题求解。设 x 1 , x 2 , x 3 分别是第 1, 2, 3年中用以生产产品 P 1 的

机器数, y1 , y2 , y 3 分别是第 1, 2, 3 年用以生产产品 P 2 的机器数。则得到求

max z = 50 000( x 1 + x2 + x 3 ) + 40 000( y 1 + y2 + y3 )

约束条件

x 1 + y1 = 1000

x 1 + y2 = 0. 35x 1 + 0. 60y1

x 3 + y3 = 0. 35x 2 + 0. 60y2

x i, y i≥ 0整数, i= 1, 2, 3

  现应用最佳原理变成多段判决问题如下:

设 p i( n) 为n台机器在以后i年内的最大收益。若只考虑安排 1年的生产, x 3为生产 P 1

的机器数目。从 i= 1 开始,即 1年后的最大收益为

p 1 ( n) = max
0≤x

3
≤ n

{50 000x 3 + 40 000( n - x 3 ) }

= 50 000n

即 x3 = n                

  进而考虑 i= 2, 即若考虑两年的生产, x 2为两年中第一年生产 P 1 的机器数目,则 1年

后机器剩余数为 0. 35x 2 + 0. 60( n - x 2 ) , 故有

p 2 ( n) = max
0≤ x

2
≤n

{50 000x2 + 40 000( n - x 2 ) + p 1 ( 0. 35x 2 + 0. 60( n - x 2 ) }

由于 p 1 ( k) = 50 000k, 故
p 2 ( n) = max

0≤ x
2
≤n

{50 000x2 + 40 000n - 40 000x 2 + 50 000( 0. 6 - 0. 25x 2 ) }

= max
0≤ x

2
≤n

{- 2 500x 2 + 70 000n}

= 70 000n

即 x2 = 0

  最后考虑 i= 3, 若考虑 3年的生产,第一年生产 P 1 的机器数目设为 x 1 , 则有

p 3 ( 1000) = max
0≤ x

1
≤1 00 0

{50 000x 1 + 40 000( 1 000 - x 1 ) + p 2 ( 0. 35x 1 + 0. 6( 1 000 - x 1 ) }

= max
0≤ x

1
≤1 00 0

{50 000x 1 + 40 000 000 - 40 000x1 + 70 000( 0. 35x1 + 600 - 0. 6x 1 ) }

= max
0≤ x

1
≤1 00 0

{40 000 000 + 42 000 000 + 10 000x 1 - 17 500x 1 }

= max
0≤ x

1
≤1 00 0

{82 000 000 - 7 500x 1 }

= 82 000 000

即 x1 = 0

  故 3 年中生产计划安排如下:

第一年 1 000台机器一律生产产品 P 2 ;

第二年把余下的机器继续生产 P 2 ;

第三年把所有的机器改为生产 P 1。
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总收入为 82 000 000元。

例 12. 3 资源分配问题

设有资源 a分配给 n个项目, g i( x ) 为将数量 x 的资源分配给项目i所能得到的利润,

i= 1, 2,⋯, n。最合理的资源分配导致下面的问题

max z = g 1 ( x 1 ) + g 2 ( x 2 ) + ⋯ + g n ( x n )

s . t .   x 1 + x 2 + ⋯ + x n = a

x i≥ 0, i= 1, 2,⋯, n

  若 gi( x i) 是x i的线性函数,则是一般的线性规划问题。下面介绍如何利用最佳原理将

其转化为多段判决问题。

设 f k ( n) 为资源 n 分配给前 k个项目所得的最大利润。

f 1 ( a ) = max
0≤x≤ a

g1 ( x )

f 2 ( a ) = max
0≤x≤ a

{g 2 ( x ) + f 1 ( a - x ) }

f 3 ( a ) = max
0≤x≤ a

{g 3 ( x ) + f 2 ( a - x ) }

⋯

f n ( a ) = max
0≤ x≤ a

{g n ( x ) + f n- 1 ( a - x ) }

  例如有 7 万元资本投资到 A , B, C 三个项目,其利润见表 12. 1。

表 12. 1

项目

投资额  
1 �2 _3 04 �5 �6 �7 t

A 0 I. 12 0 �. 15 0 �. 20 0 �. 21 0 �. 24 0 ^. 30 0 /. 36

B 0 I. 22 0 �. 24 0 �. 26 0 �. 28 0 �. 30 0 ^. 33 0 /. 34

C 0 I. 18 0 �. 22 0 �. 26 0 �. 28 0 �. 30 0 ^. 34 0 /. 36

1. �考虑投资项目 A 的生产资金 a 与利润 f 1 ( a ) 的关系见表 12. 2。

表 12. 2

f

a  
1 �2 _3 04 �5 �6 �7 t

f 1 �( a ) 0 I. 12 0 �. 15 0 �. 20 0 �. 21 0 �. 24 0 ^. 30 0 /. 36

2. 若考虑投到 A, B 两项目,资金 a 与利润 f 2 ( a ) 关系如下, 其中 x 2 为投到项目 B 的

生产资金。

f 2 ( a ) = max
0≤x

2
≤ a

{g2 ( x 2 ) + f 1 ( a - x 2 ) }

其利润见表 12. 3, 其中* 表示利润最大的状态。
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表 12. 3

a

x2 &  
0 �1 I2 w3 �4 �5 �6 �7 �f 2 l( a )

1 �0 �. 12 0 `. 22* 0 ^. 22

2 �0 �. 15
0 `. 12 + 0. 22

= 0. 34*
0 �. 24 0 ^. 34

3 �0 �. 20
0 `. 15 + 0. 22

= 0. 37*
0 �. 12 + 0. 24

= 0. 36
0 �. 26 0 ^. 37

4 �0 �. 21
0 `. 20 + 0. 22

= 0. 42*
0 �. 15 + 0. 24

= 0. 39

0 �. 12 + 0. 26

= 0. 38
0 �. 28 0 ^. 42

5 �0 �. 24
0 `. 21 + 0. 22

= 0. 43

0 �. 20 + 0. 24

= 0. 44*
0 �. 15 + 0. 26

= 0. 41

0 �. 12 + 0. 28

= 0. 40
0 �. 30 0 ^. 44

6 �0 �. 30
0 `. 24 + 0. 22

= 0. 46

0 �. 21 + 0. 24

= 0. 45

0 �. 20 + 0. 26

= 0. 46*
0 �. 15 + 0. 28

= 0. 43

0 �. 12 + 0. 30

= 0. 42
0 ^. 33 0 ^. 46

7 �0 �. 30
0 `. 30 + 0. 22

= 0. 52*
0 �. 21 + 0. 26

= 0. 47

0 �. 20 + 0. 28

= 0. 48

0 �. 15 + 0. 30

= 0. 45

0 �. 12 + 0. 33

= 0. 45
0 ^. 34 0 ^. 52

3. �考虑投入 7 万元资金于三项目 A , B, C, 利润与资金关系如下:

f 3 ( 7) = max
0≤x

3
≤ 7

{g 3 ( x 3 ) + f 2 ( 7 - x 3 ) }

其中 x 3 为投入到项目 C 的生产资金。利润如表 12. 4 所示。

表 12. 4

x 3 �0 �1 �2 `3 �4 �5 F6 �7 �

g 3 �( x ) 0 �. 00 0 y. 18 0 �. 22 0 �. 26 0 _. 28 0 �. 30 0 �. 34 0 E. 36

f 2 @( 7 - x ) 0 �. 52 0 y. 46 0 �. 44 0 �. 42 0 _. 37 0 �. 34 0 �. 22 0 E. 00

g 3 �( x ) + f 2( 7 - x ) 0 �. 52 0 y. 64 0 �. 66 0 �. 68 0 _. 65 0 �. 64 0 �. 56 0 E. 36

所以

f 3 ( 7) = max
0≤ x

3
≤ 7

{g 3 ( x ) + f 2 ( 7 - x ) } = 0. 68

  即可获得最大利润 0. 68万元。从表 12. 4 知 x 3 = 3, f 2 ( 7 - x3 ) = f 2 ( 4)。

从表 12. 3可知 f 2 ( 4) = 0. 42,而且 x 2 = 1,故 x1 = 3。

12. 3 流动推销员问题

12. 3. 1 动态规划解法

  已知一个由 n个城市(或节点) 组成的网络, 这n个城市编号为 v1 , v2 ,⋯, vn。d ij 表示从

vi到 v j 的距离(或时间、费用等) ,一般 d ij ≠ d j i。一个推销员要从 v1 开始, 访问每一城市一

次且仅一次,最后返回 v1。这个推销员应如何选择线路, 才能使行程最短? 通常称这个问
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题为流动推销员问题,有时也称旅行商问题。

我们知道这样的线路和 v1 , v2 ,⋯, vn 绕一圆圈排列一一对应,故有( n - 1) !种不同方

案,若使用穷举法, 需作( n - 1) ( n - 1) !次加法和( n - 1) ! - 1次比较, 当n 很大时, 这是

不能接受的运算量,故流动推销员问题是典型的难解问题。下面我们介绍如何将流动推销

员问题化为多段判决问题,用动态规划方法求解, 并对其时间及空间复杂性作出估计。

令 f ( vi, V) 表示从 vi 点出发, 遍历 V中的点一次且仅一次, 最后返回到 v1 的最短距

离,其中 V是某些顶点构成的集合, 且 v1 | V。这样, 有以下多段判决递推公式:

f ( vi, V) = min
v

j
∈V

{d ij + f ( vj , V\ {v j }) }

V\ {v j } 表示从 V中除去 vj。

设图 G = ( V, E ) , V = {v1 , v2 ,⋯, vn}, 关于图 G的流动推销员问题即求

f ( v1 , {v2 , v3 , ⋯, vn})

下面看一个具体例子。

设距离距阵为

D =

v1

v2

v3

v4

v5

0 2 1 3 4

1 0 4 4 2

5 4 0 2 2

5 2 2 0 3

4 2 4 2 0

= ( d ij ) 5× 5

 v1 v2 v3 v4 v5

f ( v2 ;�) = 1 = d 21

f ( v3 ;�) = 5 = d 31

f ( v4 ;�) = 5 = d 41

f ( v4 ;�) = 4 = d 51

f ( v2 ; v3 ) = d 23 + f ( v3 ;�) = 4 + 5 = 9

f ( v2 ; v4 ) = d 24 + f ( v4 ;�) = 4 + 5 = 9

f ( v2 ; v5 ) = d 25 + f ( v5 ;�) = 2 + 4 = 6

f ( v3 ; v2 ) = d 32 + f ( v2 ;�) = 4 + 1 = 5

f ( v3 ; v4 ) = d 34 + f ( v4 ;�) = 2 + 5 = 7

f ( v3 ; v5 ) = d 35 + f ( v5 ;�) = 2 + 4 = 6

f ( v4 ; v2 ) = d 42 + f ( v2 ;�) = 2 + 1 = 3

f ( v4 ; v3 ) = d 43 + f ( v3 ;�) = 2 + 5 = 7

f ( v4 ; v5 ) = d 45 + f ( v5 ;�) = 3 + 4 = 7

f ( v5 ; v2 ) = d 52 + f ( v2 ;�) = 2 + 1 = 3

f ( v5 ; v3 ) = d 53 + f ( v3 ;�) = 4 + 5 = 9

f ( v5 ; v4 ) = d 54 + f ( v4 ;�) = 2 + 5 = 7

f ( v2 ; v3 , v4 ) = min{d 2 3 + f ( v3 ; v4 ) , d2 4 + f ( v4 ; v3 ) }

= min{ - 粖4 + 7, - 粖4 + 7} = 11
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式中的下划线表示最小值的状态。

f ( v2 ; v3 , v5 ) = min{d 2 3 + f ( v3 ; v5 ) , d 2 5 + f ( v5 ; v3 ) }

= min{ - �4 + 6, 2 + 9} = 10

f ( v2 ; v4 , v5 ) = min{d 2 4 + f ( v4 ; v5 ) , d 2 5 + f ( v5 ; v4 ) }

= min{4 + 7, - γ2 + 7} = 9

f ( v3 ; v2 , v4 ) = min{d 3 2 + f ( v2 ; v4 ) , d 3 4 + f ( v4 ; v2 ) }

= min{4 + 9, - ��2 + 3} = 5

f 3 ( v3 ; v2 , v5 ) = min{d 3 2 + f ( v2 ; v5 ) , d 3 5 + f ( v5 ; v2 ) }

= min{4 + 6, - ︰2 + 3} = 5

f ( v3 ; v4 , v5 ) = min{d 3 4 + f ( v4 ; v5 ) , d 3 5 + f ( v5 ; v4 ) }

= min{ - 獮2 + 7, - 獮2 + 7} = 9

f ( v4 ; v2 , v3 ) = min{d 4 2 + f ( v2 ; v3 ) , d 4 3 + f ( v3 ; v2 ) }

= min{2 + 9, - �2 + 5} = 7

f ( v4 ; v2 , v5 ) = min{d 4 2 + f ( v2 ; v5 ) , d 4 5 + f ( v5 ; v2 ) }

= min{2 + 6, - �33 + 3} = min{8, - �36
*

} = 6            

f ( v4 ; v3 , v5 ) = min{d4 3 + f ( v3 ; v5 ) , d4 5 + f ( v5 ; v3 ) }

= min{ - 畩2 + 6, 3 + 9} = 8

f ( v5 ; v2 , v3 ) = min{d5 2 + f ( v2 ; v3 ) , d5 3 + f ( v3 ; v2 ) }

= min{2 + 9, - �4 + 5} = 9

f ( v5 ; v2 , v4 ) = min{d5 2 + f ( v2 ; v4 ) , d5 4 + f ( v4 ; v2 ) }

= min{2 + 9, - ��2 + 3} = 5

f ( v5 ; v3 , v4 ) = min{d5 3 + f ( v3 ; v4 ) , d5 4 + f ( v4 ; v3 ) }

= min{4 + 7, - 瞖2 + 7} = 9                  

f ( v2 ; v3 , v4 , v5 ) = min{d 23 + f ( v3 ; v4 , v5 ) , d2 4 + f ( v4 ; v3 , v5 ) , d 2 5 + f ( v5 ; v3 , v4 ) }

= min{4 + 9, 4 + 8, - 辰2 + 9} = 11

f ( v3 ; v2 , v4 , v5 ) = min{d 32 + f ( v2 ; v4 , v5 ) , d3 4 + f ( v4 ; v2 , v5 ) , d 3 5 + f ( v5 ; v2 , v4 ) }

= min{4 + 9, 2 + 6, - ��2 + 5} = min{13, 8, - ��7} = 7

f ( v4 ; v2 , v3 , v5 ) = min{d 42 + f ( v2 ; v3 , v5 ) , d4 3 + f ( v3 ; v2 , v5 ) , d 4 5 + f ( v5 ; v2 , v3 ) }

= min{2 + 10, - 禣2 + 5, 3 + 9} = 7

f ( v5 ; v2 , v3 , v4 ) = min{d 52 + f ( v2 ; v3 , v4 ) , d5 3 + f ( v3 ; v2 , v4 ) , d 5 4 + f ( v4 ; v2 , v3 ) }

= min{2 + 11, - 窐4 + 5, - 窐2 + 7} = 9

f ( v1 ; v2 , v3 , v4 , v5 ) = min{d 12 + f ( v2 ; v3 , v4 , v5 ) , d 13 + f ( v3 ; v2 , v4 , v5 ) , d 14

+ f ( v4 ; v2 , v3 , v5 ) , d 15 + f ( v5 ; v2 , v3 , v4 ) }

= min{2 + 11, - 箹1 + 7, 3 + 7, 4 + 9}

= min{13, - �88, 10, 13} = 8                

故从 v1出发先到 v3 , 又从 f ( v3 ; v2 , v4 , v5 ) = 7可知 v3 到 v5 , 从而依次回溯过程知最短线路

是:
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v1 → v3 → v5 → v4 → v2 → v1

  除了穷举法外,动态规划方法给出了求流动推销员问题的方法。

12. 3. 2 复杂性分析

现在把上节中的例在 n = 5时作具体分析,由此可推到一般情况。

图 12. 4

图 12. 4表示动态规划解法的一种计算关系或计算顺序。比如要计算 f ( v2 ; v3 , v4 ) 必

须先计算 f ( v3 ; v4 ) 和 f ( v4 ; v3 ) ;要计算 f ( v3 ; v4 ) ,必先计算 f ( v4 ;�) , 余此类推。计算过

程自左向右,自下而上。

注意图 12. 4树状结构中元素并非完全不同, 现只考虑其不同的元素。

不失一般性情况,现在假定 V = {v0 , v1 , v2 , ⋯, vn}, V = V\ {v0 } = {v1 , v2 ,⋯, vn}。从 v0

出发遍历 V中的点最后返回 v0 , 求最短路径。则在图 12. 4 中

第 1 列: 即右一列, 显然只有一个 f ( v0 ; V) ;

第 2 列: f ( vi
1
; V\ {vi

1
})。由于 vi

1
∈ V, V\ {vi

1
} 的个数为 n - 1, 故第 2 列有

nC ( n - 1, n - 1) = n 个不同的 f ( vi; V\ {vi}) ;

第 3 列: f ( vi
2
; V\ {vi

1
, vi

2
}) ,其中 vi

2
∈ V。V\ {vi

1
, vi

2
} 中的个数为 n - 2,故第 3列有
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nC ( n - 1, n - 2) 个不同的 f ( vi; V\ {vi, v j })。

⋯

一般第 k 列有:

nC( n - 1, n - k + 1) = nC ( n - 1, k - 2)

个不同的元素 f ( vi
1
; V\ {vi

1
, vi

2
, ⋯, vi

k- 1
})。

故若利用一个存储单元存储一个 f ( vi; vi) ; 则所需存储单元数为:

S = 1 + ∑
n + 1

k= 2

nC ( n - 1, k - 2)

= 1 + n∑
n+ 1

k= 2

C ( n - 1, k - 2)

= 1 + n∑
n- 1

k= 0

C ( n - 1, k)

= 1 + n2
n- 1

= n2
n - 1

+ 1

  下面对时间复杂性作出估计:

第 1 列:顶点 f ( v0 ; V) 的计算要作 n 次加法和比较。

第 2列: 不同的 f ( vi
1
; V\ {vi

1
}) 的个数为nC ( n - 1, n - 1) , 每个要作n - 1次加法

和比较运算。

第 3列: 不同的 f ( vi
2
; V\ {vi

1
, vi

2
}) 的个数为nC ( n - 1, n - 2) ,每个要作 n - 2次加

法和比较运算。

⋯

一般第 k列: 不同的 f ( vi
k- 1

; V\ {vi
1
, vi

2
,⋯, vi

k- 1
}) 的数目是 nC( n - 1, k - 2) 个, 每

个要作 n - k + 1 次加法和比较运算。k = 2,⋯, n, 故加法和比较总次数为

T = n + ∑
n

k= 2

( n - k - 1) C( n - 1, k - 2)

= n + ∑
n

k= 2

( n - k + 1) C( n - 1, n - k + 1)

= n + n{( n - 1) C( n - 1, n - 1) + ( n - 2) C( n - 1, n - 2) + ⋯ + C( n - 1, 1) }

由于   ( 1 + x )
n- 1

= 1 + C( n - 1, 1) x + C( n - 1, 2) x
2

+ ⋯ + x
n- 1

所以   ( n - 1) ( 1 + x )
n- 2

= C( n - 1, 1) + 2C( n - 1, 2) x + ⋯ + ( n - 1) x
n- 2

x = 1代入等式两端得

C( n - 1, 1) + 2C( n - 1, 2) + ⋯ + ( n - 1) C( n - 1, n - 1) = ( n - 1) 2n - 2

故得

T = n + n( n - 1) 2
n - 2

  从上面的分析可知,用动态规划求解流动推销员问题, 它的时间复杂性虽然较穷举法

有所下降,但时间复杂性和空间复杂性都仍然保持为规模 n 的指数函数, 所以动态规划虽

然提供了一种解法,但也不是一种可行的算法。
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12. 4 任意两点间的最短距离

12. 4. 1 距离矩阵算法

  已知图 G = ( V, E) , V = {v1 , v2 , ⋯, vn} 及距离矩阵

D = ( d ij ) n× n

d ij =

( vi, v j ) 的长度, 若( vi, v j ) ∈ E

0 , vi = vj

∞ , 其他

i, j = 1, 2,⋯, n

求图 G的任意两顶点间的最短路径。

设矩阵 A = ( a ij ) n× n , B = ( bij ) n× n , 定义矩阵运算如下:

C C A* B = ( cij ) n× n
其中

cij = min
k

{aik + bkj }, i, j = 1, 2,⋯, n

令 D
( 1 )

= D, D
( k + 1 )

= D
( k)
* D

( 1)
。

显然 D
( 2)

= ( d
( 2 )
ij ) , d

( 2)
ij = min

k
{d ik + d kj },表示从 vi出发经过某一中间点到达 v j 点的

最短距离。同样 d
( 3)
ij 表示从 vi经过两个中间点到 vj 的最短距离。

定义

A ∨ B C ( min ( aij , bij ) ) n× n
令

D* = D ( 1) ∨ D ( 2) ∨⋯ ∨ D ( n) = ( d *ij ) n× n

则 d
*
ij 表示从 vi点到 vj 点的最短距离。

由于 D ( k ) 有n2个元素, 每个元素要作n次乘法运算,依以上办法可知, 求D* 的时间复

杂性为○H ( n
4
)。

12. 4. 2 动态规划算法

设 D
( k )

= ( d
( k)
ij )

d ( k)
ij 为从 vi出发中途经过以( v1 , v2 ,⋯, vk ) 为中间点到 v j 的最短距离。可化为多段判决问

题如下:

d
( k)
ij = min d

( k- 1)
ij , d

( k - 1)
ik + d

( k- 1)
kj , i, j = 1, 2,⋯, n

其中 d
( 0 )
ij = d ij 并且 d

( n)
ij 即为 i, j 间的最短距离。

算法如下:

( 1) D←D。

( 2) �k从 1到 n,作

【i从 1到 n,作

 【j 从 1到 n, 作
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  【d ij←min d ij , dik + d kj 】】】

算法有 i, j , k 三重循环,故其时间复杂性为 ○H ( n
3
) , 而不是 ○H ( n

4
)。

这个算法实际上是十分直观的,举例如下:

D =

v1

v2

v3

v4

v5

v6

∞ 1 2 ∞ ∞ ∞

∞ ∞ 1 3 ∞ 7

∞ ∞ ∞ 1 2 ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 3

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 6

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
    v1 v2 v3 v4 v5 v6

k = 2时

( v1 , v4 ) | E , 但 v1 → v2 → v4 , 故 d ( 2)
1 4 = 4

D ( 2) =

∞ 1 2 4* ∞ ∞

∞ ∞ 1 3 ∞ 7

∞ ∞ ∞ 1 2 ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 3

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 6

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

k = 3时

( v1 , v5 ) | E , 但( v1 , v3 ∈ E , ( v3 , v5 ) ∈ E, 且 d ( 3)
15 = 4,类似有 d ( 2 )

14 = 4, 但 d1 3 = 2, d3 4

= 1, 故 d
( 3 )
14 = 3。类似有 d

( 3 )
24 = {d

( 2)
24 , d

( 2)
2 3 + d 3 4 } = min{3, 2} = 2, d

( 3 )
25 = min{d

( 2)
2 5 , d

( 2)
2 3 +

d
( 2)
3 5 } = 3

  ∴ D ( 3 ) =

∞ 1 2 3
*

4
*
∞

∞ ∞ 1 2
*

3
*
∞

∞ ∞ ∞ 1 2 7

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 3

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 6

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

类似的步骤可得:

D
( 4 )

=

∞ 1 2 3 4 6
*

∞ ∞ 1 2* 3 5*

∞ ∞ ∞ 1 2 4
*

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 3

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 6

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

而且
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D
( 4)

= D
( 5)

= D
( 6 )

12. 5 同顺序流水作业的任务安排

设有 m 种加工用的工作母机: M 1 , M 2 ,⋯, Mm , 所谓同顺序流水作业是指它的加工顺

序是相同的,不妨为

M 1 → M 2 → ⋯→ M m

即先通过 M 1 加工,然后依次为 M2 , 等等。

现有 n 项任务,其加工顺序一样, 设为

J 1 , J 2 , ⋯, J n

已知矩阵

T = ( tij ) m× n

其中 t ij = 任务 J j 每加工一单元所需 M i机器的时数。求所用时间最短的任务加工顺序。

下面仅就 m = 2的情形加以讨论。令

S 0 = {J 1 , J 2 ,⋯, J n}, N = {1, 2,⋯, n}

  若 n 个任务的加工顺序不同, 从第一个任务在机器 M 1 上加工开始, 到最后一个任务

在机器 M 2 上加工完毕为止, 所需的时间也将迥异。从直观上我们知道最佳的安排是使得

机器 M 2 的空闲时间达到最少, 而对机器M 1 不存在空闲等任务问题。当然 M 2 也存在任务

等机器的状况,即 M1 加工完毕, 而 M 2 还在加工前面一个任务。

设 S 是任务的集合, 若机器M 1 开始加工 S 中的任务时, M2 机器还在加工其它任务, t

时刻后才可利用,在这样的条件下, 加工 S 任务所需的最短时间设为 T ( S , t) , 则有:

T ( S, t) = min
J
i
∈S

{t 1i + T ( S \ {J i}; t 2i + max{t - t 1i, 0}) }

其中 t 2i + max{t - t1 i, 0} 的意义可从图 12. 5中看出。

图 12. 5

设最佳的方案是 J i在前, J j 在后, 则

T ( S, t) = t 1i + T ( S\ {J i}; t 2i + max {t - t 1i, 0})

= t 1i + t 1j + T ( S \ {J i, J j }; t 2i + max {t 2i + max{t - t 1i, 0} - t1 j , 0})

= t 1i + t 1j + T ( S \ {J i, J j }; T ij )
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T ij = t 2j + max{t 2i + max{t - t1 i, 0}⋯t 1j , 0}

= t 2i + t 2j - t 1j + max{max {t - t 1i, 0}, t 1j - t 2i}

= t 2i + t 2j - t 1j + max{t - t 1i, t 1j - t 2i, 0}

= t 2i + t 2j - t 1i - t 1j + max{t, t 1i, t 1i + t 1j - t 2i}

=

t + t 2i + t 2j - t1 i - t 1j , 若 max {t, t 1i, t 1i + t 1j - t 2i} = t

t 2i + t 2j - t 1j , 若 max {t, t 1i, t 1i + t 1j - t 2i} = t 1 i

t 2j , 若 max {t, t 1i, t 1i + t 1j - t 2i} = t 1 i + t 1j - t 2i

  若最优次序 J i→ J j 的加工顺序互换,则

T ( S ; t) = t1 i + t 1j + T ( S \ {J i, J j }; T j i)

其中

T j i = t 2i + t 2j - t 1i - t 1j + max{t, t 1j , t 1i + t 1j - t 2j }

若

max{t, t 1i + t 1j - t 2i, t 1i} ≤ max{t, t1 i + t 1j - t 2j , t 1j } ( 12. 1)

则 T ( S , t) ≤ T ( S ; t)

  若下面条件成立,则式( 12. 1)成立。

t 1i + t 1j + max{- t 2i, - t 1j } ≤ t 1i + t 1j + max{- t 2j , - t 1i}

即

min {t 2j , t 1 i} ≤ min{t 2i, t 1j } ( 12. 2)

  式( 12. 2)便是( Johnson)公式。也就是说( 12. 2)式成立时,则任务 J i安排在任务 J j 之

前加工。意思是在 M 1 上加工时间短的任务优先, 而在 M2 上加工时间短的任务应排在后

面。因而将 t 1 1 , t 12 , t 21 , t2 2 ,⋯, t n 1 , tn 2 按从小到大的顺序排列。若最小的是 t k1 ,则 J k 排在第一

个, 若 t k2 为最小,则 J k 排在最后一个。并从序列中排除 t k1 和 t k2 , 然后再依次观察余下的序

数中的最小数且至 n 个任务都排完。

例 12. 4 某印刷厂有 6项加工任务 J 1 , J 2 , J 3 , J 4 , J 5 , J 6 , 在印刷车间各需时间 3, 12,

5, 2, 9, 11单位;在装订车间需 8, 10, 9, 6, 3和 1单位。即

T =
3 12 5 2 8 11

7 10 9 6 4 1 2× 6

将矩阵 T 的元素从小到大按次序排列得:

1
\
t 26

< 2
\
t 14

< 3
\
t 11

< 4
\
t 25

< 5
\
t 13

< 6
\
t 24

< 7
\
t 21

< 8
\
t 15

< 9
\
t 23

< 10
\
t 22

< 11
\
t 16

< 12
\
t 12

  这序列中最小元素为 t 26 ,故 J 6 是最后加工,从序列中删去 t 16 , t 2 6剩下序列中求最小元

素,依此类推。

按上面所述算法得最佳加工顺序为:

J 4 → J 1 → J 3 → J 2 → J 5 → J 6

加工总时间为 43单位。
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12. 6 整数规划的动态规划解法

12. 6. 1 多段判决公式

  前成已讨论过可将整数规划问题

min z = Cx

s . t .   Ax = b

x ≥ 0, 整数

转化为群问题。由于 A = ( a 1a 2⋯am + n ) m× ( m+ n ) = ( B  N)

设 x =
xB

xN

z = CB B
- 1

b + ( CN - CB B
- 1

N) xN

= CB B
- 1

b + ∑
j∈N

( cj - CB B
- 1

a j ) x j

xB = B- 1 b - B- 1 NxN

= B- 1 b - ∑
j∈N

B- 1 p j a j x j

xB , xN ≥ 0 整数

导致

min z = ( CB B- 1 N - CN ) xN = ∑
j∈ N

( CB B- 1p j - cj ) x j

s . t .   f ( B
- 1

b) - f ( B
- 1

N xN ) ≡ 0 mod 1

xN ≥ 0整数

其中 f ( x ) C x -   x   , 或

min z = ∑
j∈N

c( g j ) x j

s . t .   ∑
j∈N

g j x j ≡ g 0 ( G)

x j ≥ 0整数, j ∈ N

其中 g 0 = f ( B- 1 b) , g j = f ( B- 1 P j ) , c( g j ) = CB B- 1 P j - cj , j ∈ N

下面介绍问题 ( G) 的动态规划解法。

令 F k ( g ) = min∑
k

j = 1

c( g j ) x j

s . t .   ∑
k

j = 1

g j x j = g

x j ≥ 0 整数, j = 1, 2,⋯, k

F k ( 0) = 0

可将上面问题转化为多段判决:
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F k ( g ) = min {F k ( g - gk ) + c( g k ) , F k- 1 ( g ) } ( 12. 3)

F k ( 0) = 0

即 x k = 0时, F k ( g ) = f k- 1 ( g )

x k ≥ 1时, F k ( g ) = F k ( g - gk ) + c( g k )

  为了计算起见, 必须对所有的 k, 计算 F k ( g ) ,即 k = 1, 2, ⋯, n。若 g 生成群 G, 这一般

是可以做到的。F 1 ( 0) = 0, F 1 ( g ) = c( g 1 ) + F 1 ( g - g 1 )。进而求 F 2 ( g ) ,⋯, F k ( g )。

12. 6. 2 举例

  例 12. 5 min z = 4x 1 + 5x 2

s. t.   - x 1 - 4x 2 + x3 = - 5

- 3x 1 - 2x 2 + x4 = - 7

xi ≥ 0 整数, i= 1, 2, 3, 4

x1

x2

= B
- 1

b - B
- 1

NxN , B =
- 1 - 4

- 3 - 2
, B

- 1
=

2/ 10 - 4/ 10

- 3/ 10 1/ 10

B
- 1

b =
18/ 10

8/ 10
, N =

1 0

0 1
, B

- 1
N = B

- 1

CN - CB B
- 1

N = - ( 4, 5)
2/ 10 - 4/ 10

- 3/ 10 1/ 10
=

7
10
 

11
10

min z =
7
10

x 3 +
11
10

x 4

s . t .   
x 1

x 2

=
18/ 10

8/ 10
-

2/ 10 - 4/ 10

- 3/ 10 1/ 10

x 3

x 4

x 1 , x 2 , x 3 , x 4 ≥ 0整数

对问题 min z =
7

10
x 3 +

11
10

x 4

s . t .   
2/ 10

7/ 10
x 3 +

6/ 10

1/ 10
x 4 ≡

8/ 10

8/ 10

g 1 = g 1 =
2/ 10

7/ 10
, g 2 = 2g 1 =

4/ 10

4/ 10
, g 3 = 3g 1 =

6/ 10

1/ 10
, g 4 = 4g 1 =

8/ 10

8/ 10

g 5 = 5g1 =
0

5/ 10
, g 6 = 6g1 =

2/ 10

8/ 10
, g 7 = 7g1 =

4/ 10

9/ 10

g 8 = 8g1 =
6/ 10

6/ 10
, g 9 = 9g1 =

8/ 10

3/ 10
, g 10 = 10g 1 =

0

0

g 2 =
6/ 10

1/ 10
= g3 , 2g 2 =

2/ 10

2/ 10
= g 6 , 3g 2 =

8/ 10

3/ 10
= g 9

4g 2 =
4/ 10

4/ 10
= g 2 , 5g 2 =

0

5/ 10
= g 5 , 6g 2 =

6/ 10

6/ 10
= g8
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7g 2 =
2/ 10

7/ 10
= g 1 , 8g 2 =

8/ 10

8/ 10
= g 4 , 9g 2 =

4/ 10

9/ 10
= g 7

10g 2 =
0

0

F k ( g ) = min{F k ( g - g k ) + ck ( g ) , F k- 1 ( g ) }, F k ( 0) = 0

k = 1;

F 1 ( g 1 ) = F 1 ( g 1 ) = c1 ( g1 ) + F k( 0) = c1 ( g1 ) = 7/ 10

F 1 ( g 2 ) = F 1 ( g 1 ) + c1 ( g1 ) = 14/ 10

F 1 ( g 3 ) = F 1 ( g 2 ) + c1 ( g1 ) = 21/ 10

F 1 ( g 4 ) = F 1 ( g 3 ) + c1 ( g1 ) = 28/ 10, F 1 ( g 5 ) = 35/ 10, F 1 ( g 6 ) = 42/ 10 

F 1 ( g 7 ) = 49/ 10, F 1 ( g 8 ) = 56/ 10, F 1 ( g 9 ) = 63/ 10, F 1 ( g 1 0 ) = 0
k = 2;

F 2 ( g ) = min{F 1 ( g ) , F 2 ( g - g 2 ) + c2 ( g 2 ) }, F 2 ( 0) = 0

F 2 ( g 3 ) = min{F 1 ( g 3 ) , c( g 2 ) + F 2 ( 0) } = min {21/ 10, 11/ 10
*

} = 11/ 10 

F 2 ( 2g 2 ) = F 2 ( 2g 3 ) = min {F 1 ( 2g 3 ) , c( g 2 ) + F 2 ( g 3 ) }

= min {42/ 10, 11/ 10 + 11/ 10} = min{42/ 10, 22/ 10
*

} = 22/ 10

F 2 ( 3g 2 ) = F 2 ( 3g 3 ) = min {F 1 ( 3g 3 ) , c( g 2 ) + F 2 ( 2g 3 ) }

= min {63/ 10, 11/ 10 + 22/ 10} = min{63/ 10, 33/ 10
*

} = 33/ 10

F 2 ( 4g 2 ) = F 2 ( 4g 3 ) = min {F 1 ( 4g 3 ) , c( g 2 ) + F 2 ( g 3 ) }

= min {14/ 10, 11/ 10 + 11/ 10} = min{14/ 10
*

, 22/ 10} = 14/ 10

F 2 ( 5g 2 ) = F 2 ( 5g 3 ) = min {F 1 ( 5g 3 ) , c( g 2 ) + F 2 ( 4g 3 ) }

= min {35/ 10, 11/ 10 + 14/ 10} = min{35/ 10, 25/ 10
*

} = 25/ 10

F 2 ( 6g 2 ) = F 2 ( 6g 3 ) = min {F 1 ( 6g 3 ) , c( g 2 ) + F 2 ( 5g 3 ) }

= min {56/ 10, 11/ 10 + 25/ 10} = min{56/ 10, 36/ 10
*

} = 36/ 10

F 2 ( 7g 2 ) = F 2 ( 7g 3 ) = min {F 1 ( 7g 3 ) , c( g 2 ) + F 2 ( 6g 3 ) }

= min {7/ 10, 11/ 10 + 36/ 10} = min{7/ 10
*

, 47/ 10} = 7/ 10

F 2 ( 8g 2 ) = F 2 ( 8g 3 ) = min {F 1 ( 8g 3 ) , c( g 2 ) + F 2 ( 7g 3 ) }

= min {28/ 10, 11/ 10 + 7/ 10} = min{28/ 10, 18/ 10
*

} = 18/ 10

F 2 ( 9g 2 ) = F 2 ( 9g 3 ) = min {F 1 ( 9g 3 ) , c( g 2 ) + F 2 ( 8g 2 ) }

= min {29/ 10, 11/ 10 + 18/ 10} = min{29/ 10* , 29/ 10* } = 29/ 10

其中* 表示 min 取的项。

从 F k( g ) = min {F k - 1 ( g ) , c( gk ) + F k ( g - gk ) }

若取 F k ( g ) = F k- 1 ( g ) ,即 x k = 0;若取 c( g k ) + F k ( g - g k ) , 即取 x k = 1。为了表达这两

种状态,引进

j k ( g ) =
j ( k - 1, g ) , 若 F k ( g ) = F k - 1 ( g )  (即 x k = 0)

k , 若 F k ( g ) = c( gk ) + F k ( g - gk )

  现将上面计算结果列表于后(见表 12. 5)。
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表 12. 5

λ1 �1 o2 �3 '4 �5 �6 ;7 �8 �9 O10 �

λ2 �7 o4 �1 '8 �5 �2 ;9 �6 �3 O10 �

g i =
λ1 �g1

λ2g2

2 */ 10

7/ 10

4 �/ 10

4/ 10

6 �/ 10

1/ 10

8 >/ 10

8/ 10

0 �

5/ 10

2 �/ 10

2/ 10

4 R/ 10

9/ 10

6 �/ 10

6/ 10

8 �/ 10

3/ 10

0 �

0

F 1 R( g i) 7 */ 10 14 �/ 10 21 �/ 10 28 U/ 10 35 �/ 10 42 �/ 10 49 i/ 10 56 �/ 10 63 !/ 10 —

j 1 F( g i) 1 o1 �1 '1 �1 �1 ;1 �1 �1 O1 �

F 2 R( g i) 7 */ 10 14 �/ 10 11 �/ 10 18 U/ 10 25 �/ 10 22 �/ 10 29 i/ 10 26 �/ 10 33 !/ 10 —

j 2 F( g i) 1 o1 �2 '○2 �2 �2 ;2 �2 �2 O—

g 0 =
8/ 10

8/ 10
= g 4 ,从 F 2 ( g 4 ) 开始回溯, j 2 ( g4 ) = 2,对应于 x 4 = 1

  从表上可知, g 0 = g 4 = 8g2 , 8g 2 - g 2 = 7g 2 = g 1 , 2j 2 ( g 1 ) = 1表示 F 2 ( g1 ) = F 1 ( g 1 ) ,

对应于 x 3 = 1。

由 xB = B
- 1

b - B
- 1

NxN , 由 x 3 = 1, x 4 = 1可得

x 1

x 2

=
18/ 10

8/ 10
-

2/ 10 - 4/ 10

- 3/ 10 1/ 10

1

1
=

2

1

  例 12. 6       min z = 2x 1 + 7x 2 + 4x 3

s . t .   
5/ 8

3/ 4
x1 +

5/ 2

0
x 2 +

- 5/ 8

5/ 4
x 3 +

1

0
x 4 +

0

1
x 5 =

15/ 8

9/ 4

x i≥ 0整数, i= 1, 2, 3, 4, 5

  ∴
5/ 8

3/ 4
x 1 +

1/ 2

0
x 2 +

3/ 8

1/ 4
x 3 +

1

0
x 4 +

0

1
x 5 =

7/ 8

1/ 4
mod 1

x i≥ 0, i= 1, 2, 3, 4, 5整数

g 1 = g 1 =
5/ 8

3/ 4
, g 2 = 2g1 =

1/ 4

1/ 2
, g 3 = 3g 1 =

7/ 8

1/ 4
, g 4 = 4g1 =

1/ 2

0

g 5 = 5g1 =
1/ 8

3/ 4
, g 6 = 6g 1 =

3/ 4

1/ 2
, g 7 = 7g1 =

3/ 8

1/ 4
, g 8 =

0

0

g 2 =
1/ 2

0
= g 4 , 2g 2 =

0

0
= g 0

g 3 =
3/ 8

1/ 4
= g 7 , 2g 3 =

3/ 4

1/ 2
= g 6 , 3g 3 =

1/ 8

3/ 4
= g5 , 4g 3 =

1/ 2

0
= g 4

5g 3 =
7/ 8

1/ 4
= g 3 , 6g 3 =

1/ 4

1/ 2
= g 2

7g 3 =
5/ 8

3/ 4
= g 1 , 8g 3 =

0

0
, g 0 =

7/ 8

1/ 4
= g 3             
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令 F k( g 0 ) = min ∑
k

j = 1

c( g j ) x j

s . t .  ∑
k

j = 1

g j x j = g0

x j ≥ 0整数, j = 1, 2, 3, 4, 5

F k ( g ) = min {F k- 1 ( g ) , c( g k ) + F k ( g - gk ) }

g 1 = g1 , F 1 ( g 1 ) = 2, F 1 ( g 2 ) = 4, F 1 ( g 3 ) = 6, F 1 ( g 4 ) = 8  

F 1 ( g 5 ) = 10, F 1 ( g6 ) = 12, F 1 ( g 7 ) = 14

j 1 ( g i) = 1, i= 1, 2, ⋯, 7

g 2 = g4 , F 2 ( g 2 ) = F 2 ( g 4 ) = min{F 1 ( g 4 ) , 7 + F 2 ( 0) } = min {8, 7* } = 7,  j 2 ( g 2 ) = 2

F 2 ( 2g 2 ) = F 2 ( 0) = 0。                    

  根据定义令

F 2 ( g 1 ) = F 1 ( g 1 ) = 2, F 2 ( g 2 ) = F 1 ( g 2 ) = 4

F 2 ( g 3 ) = F 1 ( g 3 ) = 6。这时, j 2 ( g i) = 1, i= 1, 2, 3

g 4 + g 1 = g 5 , g 4 + g2 = g 6 , g 4 + g 3 = g 7

F 2 ( g 5 ) = min{F 1 ( g 5 ) , c( g 4 ) + F 2 ( g 1 ) } = min {10, 7 + 2* } = 9

j 2 ( g 5 ) = 2

F 2 ( g 6 ) = min{F 1 ( g 6 ) , c( g 4 ) + F 2 ( g 2 ) } = min {12, 7 + 4
*

} = 11

j 2 ( g 6 ) = 2

F 2 ( g 7 ) = min{F 1 ( g 7 ) , c( g 4 ) + F 2 ( g 3 ) } = min {14, 7 + 6* } = 13,  

j 2 ( g 6 ) = 2

g 3 = g 7 , F 3 ( g 3 ) = F 3 ( g 7 ) = min{F 2 ( g 7 ) , 4 + F 3 ( 0) } = min{13, 4} = 4,       

j 3 ( g 7 ) = 3

 F 3 ( 2g7 ) = F 3 ( g 6 ) = min{F 2 ( g 6 ) , 4 + F 3 ( g 7 ) } = min {11, 4 + 4
*

} = 8

j 3 ( g 6 ) = 3

F 3 ( 3g7 ) = F 3 ( g 5 ) = min{F 2 ( g 5 ) , 4 + F 3 ( 2g 7 ) } = min{9, 4 + 8} = 9

j 3 ( g 5 ) = 2

F 3 ( 4g7 ) = F 3 ( g 4 ) = min{F 2 ( g 4 ) , 4 + F 3 ( 3g 7 ) } = min{7
*

, 4 + 9} = 7

j 3 ( g 4 ) = 2

F 3 ( 5g7 ) = F 3 ( g 3 ) = min{F 2 ( g 3 ) , 4 + F 3 ( 4g 7 ) } = min{6, 4 + 7} = 6

j 3 ( g 3 ) = j 2 ( g 3 ) = 1

F 3 ( 6g7 ) = F 3 ( g 2 ) = min{F 2 ( g 2 ) , 4 + F 3 ( 5g 7 ) } = min{4, 4 + 6} = 4

j 3 ( g 2 ) = 1 = j 3 ( g 2 ) = 1

F 3 ( 7g7 ) = F 3 ( g 1 ) = min{2, 4 + 4} = 2,

j 3 ( g 1 ) = j 2 ( g 1 ) = 1

  现将计算结果列表于后(见表 12. 6)。
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表 12. 6

λ1 �1 �2 �3 �4 05 F6 �7 �8 �

λ2 �— — — 1 �, 3, 5, 7 — — — 2 ], 4, 6, 8

λ3 �8 �7 �6 �5 04 F3 �2 �1 �

gi( = λigi)
5 a/ 8

3/ 4

1 �/ 4

1/ 2

7 �/ 8

1/ 4

1 �/ 2

0

1 �/ 8

3/ 4

3 ]/ 4

1/ 2

3 �/ 8

1/ 4

0 �

0

F 1 g( gi) 2 �4 �6 �8 010 ]12 �14 �—

j 1 [( g i) 1 �1 �1 �1 01 F1 �1 �—

F 2 g( gi) 2 �4 �6 �7 09 F11 �13 �

j 2 [( g i) 1 �1 �1 �2 02 F2 �2 �

F 3 g( gi) 2 �4 �6 �7 09 F8 �4 �

j 3 [( g i) 1 �1 �○1 %2 02 F3 �3 �

从 j 3 ( g 3 ) = 1可知, x 3 = 0;从 j 2 ( g 3 ) = 1可知 x2 = 0, 代入原约束条件知 x 1 = 3。

12. 7 背包问题的动态规划解法

背包问题

max z = ∑
n

i= 1

cixi

s . t .   ∑
n

j = 1

a j x j ≤ b

x i≥ 0整数, i= 1, 2, ⋯, n

F k ( g ) = max∑
n

i= 1

cixi

s . t .  ∑
n

i= 1

a ix i≤ d

x i≥ 0, 整数, i= 1, 2, ⋯, k

  问题导致已知F k ( 0) = 0, k = 1, 2,⋯, n,求F k ( d ) , k = 1, 2, ⋯, n, d = 0, 1,⋯, b。系数 a j

非负, j = 1, 2, ⋯, n, d ≥ 0, 所以 F k ( d ) 的解势必要求对所有的 j ,恒有 0≤ x j ≤   b/ a j   。

故将问题改写为:若给定 xk

F k ( g ) = max ckx k + ∑
k- 1

j = 1

a j x j

s. t.  ∑
k - 1

j = 1

a j x j ≤ d - a k xk

x j ≥ 0 整数, j = 1, 2,⋯, k - 1
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x k = 0, 1, 2,⋯,   d / a k   

或对 x k = 0, 1, 2,⋯,   d / a k   , 求

max {ckx k + F k- 1 ( d - a kx k ) }

已知 F 0 ( d ) = 0, d = 0, 1,⋯, b。

举例如下。

  例 12. 7 max z = 3x 1 + 5x 2 + x 3 + x 4

s. t.   2x 1 + 4x 2 + 3x 3 + 2x 4 ≤ 5

xi≥ 0整数, i= 1, 2, 3, 4

x j ≤ 1, j = 1, 2, 3

k = 1 F 1 ( d ) = max 3x 1

s. t.  2x 1 ≤ d

1≥ x 1 ≥ 0整数

  d = 0或 1, x 1 = 0, F 1 ( d ) = 0, d = 2, 3, 4, 5; x1 = 1时, F 1 ( d ) = 3,即

F 1 ( d ) =
0 d = 0, 1, x 1 = 0

3 d = 2, 3, 4, 5; x 1 = 1

k = 2, a 2 = 4

  ∴ F 2 ( d ) = max
x

2
= 0, 1

{5x 2 + F 1 ( d - 4x 2 ) }

  d = 0, 1, 2, 3时, x 2 = 0, F 2 ( d ) = F 1 ( d )

F 1 ( d ) =
0, d = 0, 1

3, d = 2, 3

d = 4, F 2 ( 4) = max
x

2
= 0, 1

{5x 2 + F 1 ( 4 - 4x 2 ) }

= max {F 1 ( 4) , 5 + F 1 ( 0) } = max{3, 5
*

} = 5

x 2 = 1时

F 2 ( 5) = max
x

2
= 0 , 1

{5x 2 + F 1 ( 5 - 4x 2 ) }

= max{F 1 ( 5) , 5 + F 1 ( 1) } = max{3, 5} = 5

x 2 = 1

F 2 ( d ) =

0 d = 0, 1

3 d = 2, 3

5 d = 4 ( x 2 = 1)

5 d = 5 ( x 2 = 1)

k = 3, a 3 = 3

F 3 ( d ) = max
x

3
= 0 , 1

{x 3 + F 2 ( d - 3x 3 ) }

=
max{F 2 ( d ) , 1 + F 2 ( g - 3) } = F 2 ( d ) , d ≥ 3

F 2 ( d ) 0 ≤ d ≤ 2

  ∴ F 3 ( d ) = F 2 ( d )
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k = 4, a 4 = 2

F 4 ( d ) = max
x

4
= 0, 1 , 2

{x 4 + F 3 ( d - 2x 4 ) }

=

max{F 2 ( d ) , 1 + F 2 ( d - 2) , 2 + F 2 ( d - 4) }, 5≥ d ≥ 4, x 4 = 0

max{F 2 ( d ) , 1 + F 2 ( d - 2) } , 2≤ d < 4, x 4 = 0

F 2 ( d ) ,      x 4 = 0

  ∴ F 4 ( d ) = F 2 ( d ) , x 4 = 0

  现将计算结果列表于下(见表 12. 7)。

表 12. 7

d 0 `1 �2 �3 �4 �5 F

F 1 �( d ) 0 `0 �3 �3 �3 �3 F

x 1 �— 0 q* 1 �1 �1 �1 F

F 2 �( d ) 0 `0 �3 �3 �5 �5 F

x 2 �— 0 �0 �0 �1 �1 )*

F 3 �( d ) 0 `0 �3 �3 �5 �5 F

x 3 �— 0 �0 �0 �0 �0 )*

F 4 �( d ) 0 `0 �3 �3 �5 �5 F

x 4 �— 0 �0 �0 �0 �0 )*

F 4 ( 5) = max{x 4 + F 3 ( 5 - 2x4 }

由于 x 4 = 0, 故 F 4 ( 5) = F 3 ( 5)

从表 12. 7知, x 3 = 0

F 3 ( 5) = max{x 3 + F 2 ( 5 - 3x3 ) } = F 2 ( 5)

从表上可知 x 2 = 1

F 2 ( 5) = max{5x 2 + F 1 ( 5 - 4x 2 ) }, 5 - 4x 2 = 1

从表上可知 F 1 ( 1) = 0, x 1 = 0

故解为

x 2 = 1, x1 = x 3 = x 4 = 0

例 12. 8 max z = 3x 1 + 5x 2 + x 3 + x 4

s. t.   2x 1 + 4x 2 + 3x 3 + 2x 4 = 5

xi≥ 0整数

x j ≤ 1, j = 1, 2, 3

  本例不同之点在于约束条件要求等号成立。
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F k ( d ) = max ck xk + ∑
k- 1

j = 1

cj x j

s . t .   ∑
k- 1

j = 1

a j x j = d

    x j ≥ 0整数, j = 1, 2,⋯, k - 1

    x j = 0, 1⋯,   b/ ak   

即 F k ( d ) = max
x

k
= 0, 1 , ⋯ ,   d / a

k   

{ckx k + f k- 1 ( d - a k xk ) }

k = 1, 2,⋯, n, F 0 ( 0) = 0,令 F 0 ( d ) = - ∞, d > 0。

F 1 ( d ) = max
x

1
= 0, 1, ⋯ ,   d / a

1   

{c1x 1 + F 0 ( d - a1 x 1 ) }

若 d - a 1 x 1 > 0, F 0 ( d - a 1 x1 ) = - ∞, 故 x 1 只能选使 d - a 1x 1 = 0者。

F 2 ( d ) = max {c2 x 2 + F 1 ( d - a2 x 2 ) }, 所以也影响到 x 2 的选择,即要求 F 1 ( g - a 2x 2 )

不为 - ∞, 计算本例就容易弄清楚。

F 1 ( d ) = max{3x 1 + F 0 ( d - 2x 1 ) },例如

F 1 ( 4) = max
x

1
= 0, 1 , 2

{3x 1 + F 0 ( 4 - 2x 1 ) }

= max{F 0 ( 4) , 3 + F 0 ( 2) , 6 + F 0 ( 0) }

= max{- ∞, - ∞, 6} = 6

  现将 F 1 ( g ) 列表于后(见表 12. 8) :

表 12. 8

d 0 `1 �2 �3 �4 �5 F

F 1 �( d ) 0 `- ∞ 3 �- ∞ 6 �∞

x 1 �0 `— 1 �* — 2 �—

表中只记录 F 1 ( d ) 不为 - ∞ 时 x 1 的值。F 1 ( d ) = - ∞ 表示 2x 1 = d 无整数解。进

而计算

F 2 ( d ) = max
x

2
= 0, 1

{5x 2 + F 1 ( d - 4x 2 ) }

同样可得 F 2 ( d ) 表格

表 12. 9

d 0 `1 �2 �3 �4 �5 F

F 2 �( d ) 0 `- ∞ 3 �- ∞ 6 �- ∞

x 2 �— — 0 �* — 0 �0 F

例如 F 2 ( 4) = max
x

2
= 0, 1

{5x 2 + F 1 ( d - 4x 1 ) } = max{F 1 ( 4) , 5 + F 1 ( 0) }

= F 1 ( 4) = 6, x 2 = 0

F 3 ( d ) = max
x

3
= 0, 1

{x 3 + F 2 ( d - 3x 3 ) }, F 4 ( d ) = max
x

4
= 0, 1, 2

{x 4 + F 3 ( d - 2x4 ) }
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  列表于下(见表 12. 10)。

表 12. 10

d 0 `1 �2 �3 �4 �5 F

F 3 �( d ) 0 `- ∞ 3 �1 �6 �4 F

x 3 �0 `— 0 �1 �0 �1 )*

F 4 �( d ) 0 `- ∞ 3 �1 �6 �4 F

x 4 �0 �0 �0 �0 )*

例如 F 3 ( 5) = max {0, 4} = 4

F 4 ( 5) = max {F 3 ( 5) , 1 + F 3 ( 3) , 2 + F 3 ( 1) }

= max {4, 2, - ∞} = 4

  ∴ x 4 = 0, 从此回溯, 从表知 F 3 ( 5) = 4, x 3 = 1, F 2 ( 2) = 3, x 2 = 0, F 1 ( 2) = 3,

x 1 = 1。

习 题 十 二

1. 已知图 G = ( V, E) 的距离矩阵

D =

v1

v2

v3

v4

v5

v6

0 ∞ ∞ ∞ 9 ∞

1 0 ∞ 12 ∞ ∞

∞ 12 0 ∞ ∞ 2

6 ∞ ∞ 0 13 ∞

∞ 17 ∞ ∞ 0 ∞

∞ 15 20 ∞ ∞ 0
  v1 v2 v3 v4 v5 v6

求两点间最短距离。

2. 解整数规划问题

max z = 110x 1 + 160x 2 + 260x 3 + 210x 4

2x 1 + 3x 3 + 5x 3 + 4x 4 ≤ 20

xi≥ 0整数, i= 1, 2, 3, 4

3. 已知下列距离矩阵,解流动售货员问题。

D =

v1

v2

v3

v4

v5

0 10 8 18 14

10 0 7 11 4

8 7 0 6 5

18 11 6 0 9

14 4 5 9 0
 v1 v2 v3 v4 v5
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