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内 容 提 要 

本书按教学大纲要求，通过仔细精选和解析了一些具有代表性的习题，帮助读者深化对集

合论、代数系统、图论和数理逻辑内容的理解，达到提高分析和解决问题能力的目的。全书共

9 章，每章先简要介绍主要内容、重要概念和主要结论。然后给出基本题和典型习题，对疑难

问题和容易混淆、甚至误解的问题进行剖析，本书独到之处在于，罗列了不同书上对同一要领

的不同定义和不同的记号，在许多地方通过举反例对某些不一定成立的性质进行说明，加深读

者对它的理解。 

本书适用于理工科高等院校计算机及相关专业的学生作为练习辅导书，也是报考计算机专

业硕士研究生的考生必读参考书，还适用于自学考试的读者和计算机等级（三级或四级）考试

者研习。 
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前    言 

当今科技的发展已进入以计算机技术为核心的信息时代，计算机技术的迅速发展和应

用的日益广泛，极大地促进了“离散数学”的发展，已使“离散数学”成为计算机及其他

相关的信息学科的重要理论和技术基础课。 
本书作为对教学辅导资料编写的一次尝试，每章的内容包括内容分析、重点及难点解

析，并给出了不同难度的基本题（选择、填空、判断题），精选了一些典型的习题。整个内

容包含四个部分：集合论、代数系统、图论和数理逻辑。按教学大纲，从内容上共分 9章：
第 1章“集合论”，讨论了集合的定义、运算及相关运算性质、幂集、笛卡尔积，基本计数
原理等；第 2 章“二元关系”，讨论了关系的定义及表示、关系的运算（复合与求逆）、关
系的基本类型、关系的闭包、等价关系、相容关系、偏序关系等；第 3章“函数”，讨论了
函数的定义，复合函数、反函数及集合的基数；第 4章“代数系统”，主要给出了代数系统
的定义和性质，半群、群及子群、陪集等的定义和性质及其判定；第 5章“格”，讨论了格
的两种等价定义，几种特殊的格、布尔代数等；第 6章“图论”，讨论了图的基本定义、图
的连通性及图的矩阵表示、最短路径、欧拉图和哈密尔顿图、二分图、图的着色等；第 7
章“树”，讨论了树的几种等价定义，根树、最小生成树、最优二元树等；第 8章“命题逻
辑”，讨论了命题及其符号化、命题公式及其真值、范式、重言式与自然推理；第 9章“谓
词逻辑”，讨论了谓词逻辑命题的符号化，谓词公式及其真值，前束式、重言蕴含式与推理

规则等。 
作为教学辅导资料，与一般教材不同的是：它首先简要介绍了每章的主要内容，列出

了一些重要的概念和主要结论，并给出了每章的大纲要求，对疑难问题进行了剖析，并精

选了一些有代表性的题目。本书概念清晰，所选题目覆盖面广，既有较容易的题，又有难

度适中的题和难度较高的研究生入学考试题（带*号者即为研究生入学考试题）。 
本书的独到之处在于：其一，本书罗列了不同书上对同一概念的不同定义或不同记号

等，使得不同教材的使用者都可使用这本书；其二，每章还专门安排了重点及难点解析一

节，对本章的疑难问题，即容易混淆、甚至理解错误的问题进行剖析；其三，在许多地方

通过举反例对某些不一定成立的性质进行了说明，以使读者加深对它的理解。 
本书适用于理工科高等院校计算机及相关专业的学生作为学习辅导书，对备考计算机

专业的研究生也不失为一本好的复习资料，还适用于自学考试和计算机等级（三级或四级）

考试的应试者研习。 
本书第 1章至第 5章、第 9章由胡新启编写，第 6章至第 8章由胡元明编写，赵迎红

也参与了第 1章至第 5章的编写工作。 
作者是在多年讲授“离散数学”课程的教学基础上编写本书的，虽竭尽全力，但由于

编者水平有限，书中难免有不妥之处，恳请广大读者提出宝贵意见。 



《编程之路系列教材》序 

随着计算机技术在我国各个领域的广泛应用，以及计算机软件平台的不断

提升，计算机编程不再仅限于计算机专业人员，越来越多的计算机爱好者通过

专项培训或自学，已成为计算机编程的“行家里手”；特别是我国已经入世，

国内IT企业及非IT企业对人才的需求将超过40万，其中一半是软件技术人才，

这是传统学历教育远远满足不了的，它需要通过各种途径为这一行业的发展提

供大批的 IT 技术人材。本丛书就是为此目的而编写的，它以计算机编程为核心，

涵盖了从基础到专业应用的一些重要课目。本套丛书包括： 

1. 《C++语言程序设计导学》 

2. 《数据结构导学》 

3. 《Visual Basic 6 程序设计导学》 

4. 《PowerBuilder 7.0 程序设计导学》 

5. 《Visual C++ 程序设计导学》 

6. 《Delphi 程序设计导学》 

7. 《C++ Builder 程序设计导学》 

本丛书具有以下特点： 

 力求通俗易懂 

本丛书不仅面向计算机专业人员，更立足于计算机编程爱好者，因此，在

文字叙述和内容的安排上尽量通俗易懂，力求讲出问题的来龙去脉，把编程的

“过程”讲透。 

 强化编程的概念 

作为一个编程人员，必须深入领会编程的实质，这样才能做到举一反三，

融会贯通，达到编制自己的应用程序的目的。所以本丛书不同于一般的软件系

统使用手册，而是针对读者学习中可能遇到的问题诠释了编程思路和编程技巧，

便于读者提升编程能力。 

 编程思想与开发工具运用相结合 

学习编程，不仅要在学习编程思想上有所突破，还应学会如何更好地运用

编程的开发工具，只有两者的结合才是真正的理论联系实际，事半功倍的学习

方法。本丛书精选了目前流行的软件开发工具（如 Visual Basic，PowerBuilder，

Visual C++，Delphi，C++ Builder），这些工具中提供了许多编程技巧和功能，

对编程者具有实际的应用价值。 



 内容表述与习题、实习训练并重 

本丛书提供了大量的习题和实习题，而且给出了这些习题和实习题的参考

答案，便于读者练习、仿效，达到快速掌握编程方法和技巧。 

由于时间仓促，本书疏漏之处在所难免。但我们相信本丛书一定会成为计

算机编程爱好者的良师益友。 

 



丛  书  序 

计算机技术的迅猛发展，对现有的计算机专业的教学模式提出了新的挑战，

同时也带来了前所未有的机遇。深化面向 21世纪的教学改革，寻求一条行之有
效的途径，培养跨世纪的高素质的科技人才，已是当务之急。 
经过较长时间的研究、讨论，对教学经验进行总结之后，我们精心规划了

这套“计算机专业教学·考研辅导丛书”。丛书内容针对计算机专业的主干课程，

根据教学大纲要求，通过研习各类习题的解答与分析，使读者充分掌握各课程

的原理和求解问题的思路和方法，深化对各课程概念的理解，提高分析与解决

问题的能力。这套丛书包括： 

1. 《C语言习题与解析》 
2. 《C++语言习题与解析》 
3. 《离散数学习题与解析》 
4. 《数据结构习题与解析》（C语言篇修订版） 
5. 《数据结构习题与解析》（PASCAL篇） 
6. 《操作系统习题与解析》 
7. 《数据库原理与应用习题解析》 
8. 《编译原理习题与解析》 
9. 《计算机网络习题与解析》 
10. 《计算机组成原理习题与解析》 
11. 《计算机系统结构习题与解析》 

本套丛书由长期坚持在教学第一线的教授和副教授编写，在对丛书进行规

划和评审时，我们把提高学生素质、培养学生的应用能力和创新能力作为首要

的评价标准，同时注意各门课程的特色和教学的实用性。 
这套教辅丛书具有以下特点： 

· 语言简练，概念清晰 
· 突出重点，阐述深入 
· 习题丰富，启发扩展 
· 由浅入深，循序渐进 



如果说科学技术快速发展是 21世纪的一个重要特征的话，那么，教学改革
将是 21世纪教育工作永恒的主题，是需要不断探索的课题。欲实现以上目标，
还需要我们不断地努力实践和完善。这套教材一定有许多疏漏和不足之处需要

我们不断地补充、不断地修改和完善。我们热情欢迎使用这套丛书的教师、学

生和其他读者提出宝贵意见和建议，使之更加成熟。 
 
 
读者联系方式：licb@publicwh.hb.cn 

x_fb@163.net 
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第 1章  集 合 论 

集合论是现代数学的基础，它几乎与现代数学的每个分支均有联系，并且已渗透到各

个科学领域。集合论的内容十分丰富，并有相应的专著论述，这里只概括介绍集合论中最

基本的内容，包括：集合的基本概念；子集、全集、幂集、补集等；集合的基本运算和集

合代数的一些基本公式；基本计数原理等。 

§1.1  内 容 分 析 

§1.1.1  集合的基本概念 

集合是数学中没有给出精确定义的基本的数学概念，我们通常把所考查的对象的全体

称为集合。其中的每个对象称为元素（或成员），通常用大写英文字母表示集合，如：A，
B，X等，用小写英文字母表示元素，如 a，b，x等。 

经常用到的几个集合有： 

N  自然数集或正整数集（有些教材用 N表示非负整数集，用 P表示正整数集） 
Z  整数集（有些教材用 I表示整数集，但一般用 I表示区间[0，1]） 
Q  有理数集 
R  实数集 
C  复数集 

给出一个集合的方法之一是列出集合的所有元素，元素之间用逗号隔开，并把它们用

花括号括起来，例如： 

}1,,2,1,0{ −= mN m Λ ； },,2,1{ mPm Λ= （有些教材表示为： },,2,1{ mZ m Λ= ） 

不含任何元素的集合称为空集，用∅（或{}）表示。在所讨论的问题中，涉及到的全
体对象的集合称为全集，通常用 U（或 E）表示。空集是惟一的，但全集只能是相对惟一
的，而非绝对惟一的。 

集合的元素与集合之间是属于或者不属于的关系，两者必有且只有一个成立。用 Aa∈
表示元素 a属于集合 A，用 Xx∉ 表示元素 x不属于集合 X。 

集合通常有两种表示方法：列举法和描述法。列举法是列出集合的所有元素，如： 
}3,2,1{=A ；描述法是用谓词概括该集合中元素的属性，如： }|{ 2 NnnB ∈= ， RxxC ∈= |{ ，

且 }11 <<− x 等。 
集合具有几个性质： 
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（1）确定性。对一个具体的集合来说，其元素是确定的，一个元素或者在此集合中，
或者不在此集合中，两者必居其一，这与模糊集合不同。不清晰的对象构成的集

合不在本书讨论范围之内。 
（2）无重复性。集合中元素彼此不同，没有重复的元素，这与后面图论中涉及的多重

集合不同，那里因为特殊的原因允许有重复的元素。例如：{1,2,1}={1,2}。 
（3）集合中元素无顺序。例如： }1,3,2{}3,2,1{ = 。 
（4）集合中元素是抽象的，甚至可以是集合。例如： }}1{,,1{ α=A 。 

§1.1.2  子集，集合的相等 

定义 1  设有 A，B两集合，若 B中的每个元素都是 A中的元素，称 B是 A的子集，
也称 B被 A包含，或 A包含 B，记为 AB ⊆ 。若 B是 A的子集，且 A中至少有一个元素不
属于 B，则称 B为 A的真子集，记为 AB ⊂ 。 

显然有： A⊆∅ ， AA ⊆  
据定义有： 

BxAB ∈∀⇔⊆ ，有 Ax∈  

定义 2  若两集合 A与 B包含的元素相同，称 A与 B相等，也解释为：若 A是 B的子
集且 B是 A的子集，称 A与 B相等，即 

ABBABA ⊆⊆⇔= 且  

定义 3  设 A是一集合，A的所有子集构成的集合称为 A的幂集，记为 )(AP （或 )(Ap 、
A2 ）。即 }|{)( ABBAP ⊆= 。 

用|A|记为 A 中元素的数目，也称为集合的基数（对有限集）。显然有： 0|| =∅ 。对于

幂集，若 A是有限集，则有： ||2|)(| AAP = 。 
对于幂集，还有下面的结论： 

定理 1  对任意集合 A，B，有： 

（1）若 BA ⊆ ，则 )()( BPAP ⊆ ；反之，若 )()( BPAP ⊆ ，则 BA ⊆  
（2）若 BA = ，则 )()( BPAP = ；反之，若 )()( BPAP = ，则 BA =  
（3） )()()( BAPBPAP ΥΥ ⊆  
（4） )()()( BAPBPAP ΙΙ =  
（5） }{))()(()( ∅−⊆− ΥBPAPBAP  

能举例说明（3）、（5）可以发生真包含的情形。如对（5），设 A={a,b}，B={b,c}，则        
A－B={a}，P（A－B）={ }{, a∅ }， }},{},{,{}{))()(( baaBPAP ∅∅− ＝Υ ，两者不等。 

§1.1.3  集合的运算及其性质 

给定集合 A 和 B，可以通过集合的并Υ，交 Ι ，相对补－，绝对补 ~ ，对称差⊕等
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运算产生新的集合。 

定义 4  任意两集合 A与 B的并是一个集合，它由所有至少属于 A或 B之一的元素所
构成，记为 BAΥ 。 

任意两集合 A 与 B 的交是一个集合，它由所有属于 A 且属于 B 的元素所构成，记为
BA Ι 。 
任意两集合 A与 B的差是一个集合，它由所有属于 A但不属于 B的元素所构成，记为
BA − （或 A\B），也称为 B相对 A的补集。 
任意两集合 A与 B的对称差是一个集合，它由所有属于 A不属于 B和属于 B不属于 A

的元素所构成。记为 BA⊕ （有些教材记为 BA∆ ）。 
集合 A的补集是一个集合，它由所有不属于 A的元素所构成，记为 A（或 A~ 、 cA 、

A′等），也称为 A的绝对补集。 
由以上定义，有： 

}|{ BxAxxBA ∈∈= 或Υ  
}|{ BxAxxBA ∈∈= 且Ι  
}|{ BxAxxBA ∉∈=− 且  
)()( ABBABA −−=⊕ Υ  

}|{ AxUxxA ∉∈= 且  

上面集合的并和交可以推广到 n个集合的并和交： 

ni

n

i
AAAA ΥΛΥΥΥ 21

1
=

=
；  ni

n

i
AAAA ΙΛΙΙΙ 21

1
=

=
 

并和交的运算还可推广到无穷集合的情形，设 J为一非空指标集，有： 

},|{
00 jj

Jj
AxJjxA ∈∈∃=

∈
Υ ；  },|{ jj

Jj
AxJjxA ∈∈∀=

∈
Ι  

集合之间的相互关系和运算可以用文氏图（John Venn）形象描述，它有助于我们理解
相关问题，有时对解题也很有帮助。 
集合的运算具有下面一些基本性质： 

定理 2  对于全集 U的任意子集 A，B，C，有（下面的算律在不同教材中，可能名称、
性质等都有所不同）： 

幂等律 AAA =Υ  AAA =Ι  
结合律 )()( CBACBA ΙΙΙΙ =  )()( CBACBA ΥΥΥΥ =  
交换律 ABBA ΙΙ =  ABBA ΥΥ =  
分配律 )()()( CABACBA ΙΥΙΥΙ =  )()()( CABACBA ΥΙΥΙΥ =  
同一律 AA =∅Υ  AUA =Ι  
零律 UUA =Υ  ∅=∅ΙA  
双补律 UAA =Υ  ∅=AA Ι  
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德摩根律 

（De Morgen）

BABA ΙΥ =  BABA ΥΙ =  

吸收律 ABAA =)( ΥΙ  ABAA =)( ΙΥ  

对合律 AA =   

除了上面的性质外，关于集合的差与对称差，还有下面一些性质： 

定理 3  设 A，B，C为任意集合，有： 

（1） BABA Ι=− ，我们通常用此式将差运算转化为其他的集合运算； 
（2） ABBA ⊕=⊕  
（3） AA =∅⊕ ； ∅=⊕ AA ； AUA =⊕ ； UAA =⊕  
（4） )()( CBACBA ⊕⊕=⊕⊕  
（5） )()()( CABACBA ΙΙΙ ⊕=⊕  

但 )()()( CABACBA ΥΥΥ ⊕=⊕ 不一定成立，如：A={1,2,3}，B={1}，C={2}，则右
边为空集，但左边为非空集。 

§1.1.4  笛卡尔积 

称＜a,b＞为由元素 a和 b组成的有序对（或序偶），其中 a为第一元素，b为第二元素，
a，b可以相同。 

定义 5  设 A，B为两集合，称 A中元素为第一元素，B中元素为第二元素，构成有序
对，所有这样的有序对组成的集合称为 A与 B的笛卡尔积（也称为直积），记作 BA× ，即

},|,{ BbAabaBA ∈∈><=× 。同样可以给出 n维笛卡尔积的定义。 

据上面定义可知：若 A或 B中有一个空集，则 ∅=× BA 。且一般来说： ABBA ×≠× 。 
关于笛卡尔积，有下面几条性质： 

定理 4  对任意集合 A，B，C，有： 

（1） )()()( CABACBA ××=× ΥΥ  
（2） )()()( CABACBA ××=× ΙΙ  
（3） )()()( ACABACB ××=× ΥΥ  
（4） )()()( ACABACB ××=× ΙΙ  
（5） )()()( CABACBA ×−×=−×  
（6） )()()( ACABACB ×−×=×−  
（7）若 ≠C ∅，则 BCACCBCABA ×⊆×⇔×⊆×⇔⊆  
（8）若 A，B，C，D非空，则 DCBA ×⊆× 的充要条件是 CA ⊆ 且 DB ⊆  

注意：上面结论（7）在条件 ≠C ∅不满足时，结论不一定成立。 
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§1.1.5  集合的覆盖与划分 

定义 6  设 A是非空集，A的划分∏是 A的非空子集的集合，即 

∏= },|{ ∅≠⊆ ααα AAAA ，满足： 

（1） βαβα ≠∅= ,AA Ι  
（2） AA =α

α
Υ  

定义 7  非空集 A的一个覆盖 C是 A的非空子集的集合，即 

},|{ ∅≠⊆= ααα AAAAC ，满足： 
AA =α

α
Υ  

若 },|{ ∅≠⊆= ααα AAAAC 是集合 A的一个覆盖，且 C中任意元素不是其他元素的子
集，则称 C是 A的完全覆盖。 

集合的覆盖与划分的区别在于前者不要求各个子集两两之交为空。 

§1.1.6  基本计数原理 

1．鸽巢原理（抽屉原理） 

定理 5  把 n+1 个物体放入 n 个盒子里，则至少有一个盒子里有两个或两个以上的物
体。 

推广的鸽巢原理： 

定理：把 n个物体放入 m个盒子里，则至少有一个盒子里至少有 ⎣ ⎦ 11 +−
m

n 个物体
＊
。 

2．容斥原理 

最简单情形： 

定理：A，B均为有限集，则有： |||||||| BABABA ΙΥ −+=  

有三个集合时，容斥原理的表现形式： 

定理：A，B，C均为有限集，则有： 

|||||||||||||||| CBAACCBBACBACBA ΙΙΙΙΙΥΥ +−−−++=  

一般情形： 

定理 6  设 )2(,,, 21 ≥nAAA nΛ 均为有限集，则有： 

||)1(|  ||||||| 21
1

1
   

111
n

n

nkji
kji

nji
ji

n

i
ii

n

i
AAAAAAAAAA ΙΛΙΙΛΙΙΙΥ −

≤<<≤≤<≤==
−+++−= ∑∑∑  

 
                                                        

＊ ⎣ ⎦x 表示小于等于 x的最大整数。如 ⎣ ⎦ 35.3 = 。 
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推论： 

i

n

i
n AUAAA ΥΙΛΙΙ

1
21 ||||

=
−=  

||)1(|||||||| 1
111

n
n

nkji
kji

nji
ji

n

i
i AAAAAAAAU ΙΛΙΛΙΙΙ −++−+−= ∑∑∑

≤<<≤≤<≤=
 

§1.2  重点及难点解析 

§1.2.1  基本要求 

1．掌握集合、子集、全集、空集等概念，熟悉常用的表示集合的方法以及用文氏图来
表示集合的方法，能判定元素与集合、集合与集合之间的关系。懂得两集合间相等

关系和包含关系的定义和性质，能够利用定义证明两个集合相等。 
2．掌握集合的五种基本运算：并、交、补、差和对称差的定义并熟记集合运算的基本
等式，能够利用它们来证明更复杂的集合等式。 

3．掌握幂集的定义及计算有限集的幂集所含元素个数，所使用的方法和思想。 
4．掌握序偶和笛卡尔积的概念。 
5．理解抽屉原理，熟记简单情形的容斥原理。 
6．理解划分与覆盖的定义，清楚两者之间的差异。 

§1.2.2  疑难点解析 

1．注意两符号∈和⊆意义的区别。∈表示元素与集合之间的关系，而⊆则表示集合
与集合之间的关系。但是由于集合的抽象性，集合中的元素可以是集合，故可以发

生如： BA∈ 且 BA ⊆ 的情形。 
2．集合中无重复元素，我们认为{a，a，b}={a,b}。 
3．证明集合相等是一个经常遇见的问题，对集合运算的等式的证明，可以利用集合的
基本等式，也可以利用定义直接证明。 

4．文氏图。在文氏图中，用矩形代表全集，用（椭）圆或其他闭曲线的内部代表 U
的子集，并将运算结果得到的集合用阴影部分表示。要注意的是，文氏图只是对某

些集合之间的关系及运算结果给出的一种直观而形象的示意性的表示，而不能用来

证明集合等式及包含关系等。 
5．差和对称差是值得关注的一点。希望大家对定理 3 和定义 4 中的一些结果如：

BABA ∩=− ； )()( ABBABA −−=⊕ Υ 有较好的记忆。 
6．给定一个集合，确定其幂集，注意∅和集合本身一定在幂集中，并且由于给定集
合的不同，可能表现出来的幂集形式上有一定差别。如 }{aA = 和 B={{a}}，则它们
的幂集是不同的，P（A）={∅ ,{a}}，而 P（B）={∅ ,{{a}}}。 
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7．笛卡尔积是第 2章二元关系的基础。它实际是一种集合运算，其结果是一个集合，
所以笛卡尔积有集合的一般性质。但笛卡尔积不同于集合的交、并等运算，例如 A、
B、 BA Ι 、 BAΥ 这四个集合都是同一全集 E的子集，但集合 BA× 不是 E的子集
（是 EE × 的子集）。 

8．计数原理：其中鸽巢原理主要用来证明某些问题，容斥原理通常用来计算某些集合
的元素的数目，可以用类似文氏图一样的表示来帮助解题。 

9．集合的划分与覆盖也是本章的一个值得注意的问题。要十分清楚划分的定义，这与
下一章关系中的等价关系密切相关。 

§1.3  基 本 题 

§1.3.1  选择题 

1．对任意集合 A、B、C，下述论断正确的是（    ）。 

A．若 BA∈ ， CB ⊆ ，则 CA∈  
B．若 BA∈ ， CB ⊆ ，则 CA ⊆  
C．若 BA ⊆ ， CB∈ ，则 CA∈  
D．若 BA ⊆ ， CB∈ ，则 CA ⊆  

答案：A 

说明：可以举例说明上面的选项 B，C，D均是不正确的。如：对选项 B，取 A={1}，
B={{1}}，B=C。对选项 C，取 ∅=A ，B={1}，C={{1}}。对选项 D，取 A=B={1}，
C={{1}}。 

2．设 ∅=− BA ，则有（    ）。 

A． ∅=B   B． ∅≠B    C． BA ⊆    D． BA ⊇  

答案：C 

3．设 }4)1(|{ 2 ≤+= xxP ， }516|{ 2 xxxQ ≥+= ，则下列选项正确的是（    ）。 

A． QP ⊃   B． QP ⊇    C． PQ ⊃    D． PQ =  

答案：C 

4．设 }}8,7,6{},5,4{},3,2,1{{=A ，下列选项正确的为（    ）。 

A． A∈1    B． A⊆}3,2,1{   C． A⊂}}5,4{{   D． A∈∅  

答案：C 
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5．下列各选项错误的是（    ）。 

A． ∅⊆∅   B． ∅∈∅   C． }{∅⊆∅    D． }{∅∈∅  

答案：B 

6．设 }0|{ 3 =−= xxxA ， },04|{ 2 ZxxxB ∈<−= ， }12|{ −== xyxC ， 
}6,5|{ ==+= xyyxxD ，则有（    ）。 

A．A=B   B．A=C   C．C=D    D．C=A 

答案：A 

7．在 0    ∅之间填上正确的符号。 

A．=    B．∈    C．⊆     D．∉  

答案：D 

8．设 }0)(|{},0)(|{ 21 ==== xfxNxfxM ，则方程 0)()( 21 =⋅ xfxf 的解为（    ）。 

A． NM Ι   B． NM Υ   C． NM ⊕    D．M−N 

答案：B 

9．设 }}{,{ aaA = ，下列选项错误的是（    ）。 

A． )(}{ APa ∈   B． )(}{ APa ⊆  C． )(}}{{ APa ∈   D． )(}}{{ APa ⊆  

答案：B 

10．设 }{∅=A ，B=P（P（A）），下列选项错误的是（    ）。 

A． B∈∅   B． B∈∅}{   C． B∈∅}}{{   D． )(}}{,{ AP∈∅∅  

答案：D 

11．幂集 )))((( ∅PPP 为（    ）。 

A． }}}{,{},{{ ∅∅∅      B． }}{}},{,{,{ ∅∅∅∅  
C． }}{}},{{}},{,{,{ ∅∅∅∅∅    D． }}}{,{,{ ∅∅∅  

答案：C 

*12．空集∅的幂集 P（∅）的基数是（      ）。 

A．0   B．1   C．3   D．4 

答案：B 
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§1.3.2  填空题 

1．设 121|{ ≤≤= xxM ，x被 2整除， }Zx∈ ， 121|{ ≤≤= xxN ，x被 3整除， }Zx∈ ，

则 NM Υ =  ①  ， NM Ι =  ②  。 

答案：① }12,10,9,8,6,4,3,2{    ② }12,6{  

2．设全集 }7,,2,1{ Λ=U 的子集为 A={偶数}，B={奇数}，C={3的倍数}，则 =BA Ι  
  ①  ， =CA Ι   ②  ， CAΥ =  ③  ， =CB Ι   ④  。 

答案：① ∅    ② }7,5,1{    ③ }7,5,1{   ④ {3} 

3．设集合 },2|{},,3|{ ZkkxxBZxxxA ∈==∈<= ， }5,4,3,2,1{=C 。 

（1） =⊕CA   ①   
（2） =⊕ CBA Ι)(   ②   
（3） =⊕ BB   ③   
（4） =−⊕ )( BCA   ④   

答案：① {0,6,7,8}  ② {1,3,5}  ③ ∅   ④ {0,2,4,6,7,8} 

4．设 I为整数集合， },30|{ 2 IxxxA ∈<= ， }20|{ <= xxxB 是素数， ， }5,3,1{=C 。 

（1） =CBA ΥΙ )(   ①   
（2） =− CAB Υ)(   ②   
（3） =−− )()( ABAC Ι   ③   
（4） =− ACB )( Ι   ④   

答案：① {1,2,3,5}  ② {1,3,5,7,11,13,17,19}  ③ ∅   ④ ∅  

5 ． 设 全 集 }20,,3,2,1{ Λ=U ， A 、 B 、 C 是 其 子 集 ， 且 }4|{ <= xxA ，

}076|{ 2 =−−= xxxB ， }100|{ 2 <= xxC 。 

（1） =− CBA Ι)(   ①   
（2） =CBA ΙΙ   ②   
（3） =− CBA )( Ι   ③   

答案：① {10,11,12,13,14,15}  ② ∅   ③ {10,11,12,13,14,15} 

6．设 A，B是集合，求 A与 B之间的关系。 

（1）如果 A = {1}，B = {1,{1,2}}，则  ①  。 
（2）如果 ∅=A ， }{∅=B ，则  ②  。 
（3）如果 }{aA = ， }}{,,{ ∅∅= aB ，则  ③  。 
（4）如果 },{∅=A ， }}{,{ ∅∅=B ，则  ④  。 

供选择项： 

A． BABA ⊆∈   且    B． BABA ⊄∈   但  
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C． BABA ⊆∉   但    D． BABA ⊄∉   且  

答案：① C  ② A  ③ C  ④ A 

*7．设 },,},,{{ yxyxA ∅= ，求下列各式的结果： 

=− },{ yxA   ①  ； =∅− }{A   ②  ； =− Ayx }},{{   ③  ； 
=−∅ A   ④  ；   A的幂集 P（A）=  ⑤  。 

答案：① {∅ ,{x,y}}   ② {{x,y},x,y}   ③ ∅    ④ ∅  
⑤ {∅，{x}，{y}，{∅ }，{{x,y}}，{x,y}，{x,{x,y}}，{y,{x,y}}，{∅ ,x}，{∅ ,y}，

{∅ ,{x,y}}，{∅ ,x,{x,y}}，{∅ ,y,{x,y}}，{∅ ,x,y}，{x,y,{x,y}}，{∅ ,x,y,{x,y}}} 

8．集合 }}{,{ aA ∅= 的幂集 P（A）=     。 

答案： }}}{,{}},{{},{,{ aa ∅∅∅  

*9．集合 A={{1,2},{3}}，B={{1},{2},{3}}，试写出 

BAΥ =  ①  ， BA Ι =  ②  ，P（A）=  ③  。 

答案：① {{1,2},{1},{2},{3}} ② {3} ③ {∅ ,{{1,2}},{{3}},{{1,2},{3}}} 

10．设 },,37,200100|{ ZxZnnxxxA ∈∈+=<<= ，则|A|=     。 

答案：15 

11．若集合 A的基数|A|=10，则其幂集的基数|P（A）|=     。 

答案：1024（或 210） 

12．确定以下各式： 

（1） =∅∅ }{Ι   ①   
（2） =∅−∅∅ }}{,{   ②   
（3） =∅−∅∅ }{}}{,{   ③   

答案：① ∅    ② {∅ ,{∅ }}   ③ {{∅ }} 

*13．某班有学生 50人，有 26人在第一次考试中得优，有 21人在第二次考试中得优，
有 17人两次考试都没有得优，那么两次考试都得优的学生人数是     。 

答案：14人 

14．某校有足球队员 38人，篮球队员 15人，排球队员 20人，三队队员总数为 58人，
且其中只有 3人同时参加 3种球队，那么仅仅参加两种球队的队员人数是     。 

答案：9人 
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15．设 A={a,b,c}，则集合 }},{},,{{1 cbbaS = ， }},{},,{},{{2 cabaaS = ， }},{},{{3 cbaS = ，

}},,{{4 cbaS = ， }}{},{},{{5 cbaS = 和 }},{},{{6 caaS = 中是 A的完全覆盖的有 
  ①  ，是 A的划分的有  ②  。 

答案：① S1、S3、S4、S5   ② S3、S4、S5 

§1.3.3  判断题 

*1．若 CABA ⊕=⊕ ，则 B=C。（  ）        答案：√ 

2．若 QQP =Υ ， ∅=QP Ι ，则 ∅=P 。（  ）      答案：√ 

提示：证明 QQPP =⊆ Υ ，从而 ∅== PQP Ι 。 

*3． }}{,{ }{ ∅∅∈∅ 且 }}{,{}{ ∅∅⊆∅ 。（  ）       答案：√ 

4．设 ))((  },{ APPBA =∅= ，则有 B∈∅}{ ，且 B⊆∅}{ 。（  ）   答案：√ 

*5．A，B是集合，则命题 BA ⊆ 和 BA∈ 可能同时成立。（  ）   答案：√ 

6．设 A，B为任意集合，则 P（A−B）=P（A）−P（B）。（  ）   答案：× 

*7．若 BBA ⊆− ，则 AB ⊆ 。（  ）         答案：× 

提示：在 BBA ⊆− 条件下的结论应是 BA ⊆ 。 

8．对每个集合 A，有 )(}{ APA ⊆ 。（  ）        答案：√ 

9．设 A与 B是两个任意集合，若 },{ ABBA −Ι 是 BAΥ 的一个划分，则有 ∅=− BA 。 
（  ）              答案：√ 

提示： BUBABABABBA ===− ΙΙΥΙΥΙ )()()()( ，故有 BAB Υ= ，从而 BA ⊆ ，

证得 ∅=− BA 。 

10．若{A−B，B−A}是集合 BAΥ 的一个划分，则有 ∅=BA Ι ，其中 ∅≠∅≠ BA   , 。

（  ）              答案：√ 

提 示 ：  )()()()()()( BABAABBAABBA ΥΙΥΙΥΙΥ ==−− ， 从 而 有

)( BABABA ΥΙΥ ⊇= ，得 ∅=⊆ BABA ΥΙ )( 。证得 ∅=BA Ι ，且由划分的

定义，有 ∅≠∅≠ BA   , （否则 ∅=− BA 或 ∅=− AB ）。 

11．设 A 与 B 是两个任意集合，若 },,{ ABBABA −−Ι 是 BAΥ 的一个划分，则有

∅=BA Ι ， ∅=−∅=− ABBA   , 。（  ）      答案：× 

提示：可以参看文氏图如图 1-1所示。实际上，当 A，B均为非空集时， BA Ι 、

BA − 、 AB − 就一定是 BAΥ 的划分，不必 ∅=BA Ι 或者 ∅=−∅=− ABBA   , 。 

12．若 }{ BA Ι 是 BAΥ 的一个划分，则有 ∅=−=− ABBA 。（  ）  答案：√ 
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提示：由 BABA ΥΙ = ，有 )()( BAABA ΥΙ ⊆⊆ ，从而 BABAA ΥΙ == ，同

样可证明 BABAB ΥΙ == ，得 A=B，证得 ∅=−=− ABBA 。 

§1.4  习 题 解 析 

1．举出集合 A，B，C的例子，使其满足 CBBA ∈∈   , ，但 CA∉ 。 
解： 
这样的例子很多，这里给出其中的一个可能的答案： }1{  },{  },{ === AABBC 。 

2．判断以下命题的真假： 

（1） }}{{aa∈  
（2） }}{{}{ aa ∈  
（3） }}{{}{ xxx −∈  
（4） }}{{}{}{ xxx −⊆  
（5） ∅=⇔=− BABA  
（6） BABA =⇔∅=−  
（7） AAA =⊕  
（8） )()()( CABACBA −−=− ΙΥ  
（9）如果 BBA =Ι ，则 BA =  
（10） xxA Υ}{= ，则 Ax∈ 且 Ax ⊆  

解： 
（1）假  （2）真  （3）真  （4）真  （5）假 
（6）假  （7）假  （8）真  （9）假  （10）真 

说明：本题主要考查∈，⊆的定义以及集合的基本运算性质。 
命题（3）中的集合 }}{{}{ xx − 实际上就等于 }{x ，所以命题为真。 
根据集合的包含关系不难看出：如果 Ax∈ ，则有 Ax ⊆}{ ，反之也对。所以（4）
是（3）的等价的命题，也为真。 
命题（5）不真，虽然当 ∅=B 时，有 A−B=A。但只要 A与 B不交，就有 A−B=A，

BA Ι

BA − AB −

A  B
 
 
 
 
 
 

 
图 1-1
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不一定有 ∅=B 。正确的命题应是： ∅=⇔=− BAABA Ι 。 
命题（6）同命题（5）类似，正确的命题应该是： BABA ⊆⇔∅=− 。 
命题（7）应改为： ∅=⊕ AA 。 
命题（9）应改为：如果 BBA =Ι ，则 AB ⊆ 。 
命题（10）说明 x既是 A 的元素（因为 Axx ⊆∈ }{ ，又是 A 的子集合因为

)}{ Axxx =⊆ Υ 。前者将 x看成 A 的元素，考虑隶属关系；后者是将 x看成集
合，与 A放在同一层次上考虑包含关系。这两个关系同时成立。 

3．设 A，B，C，D是 Z的子集，其中： 

}8,7,2,1{=A ， }50|{ 22 ZxxxB ∈<= 且  
xxZxxC 且且 300|{ ≤≤∈= 可以被 3整除}  

}602|{ ≤≤∈== kZkxxD k 且且  

用描述法表示下面集合并计算： 

（1） DCBA ΥΥΥ  
（2） DCBA ΙΙΙ  
（3） )( CAB Υ−  
（4） DBA ΥΙ )(  

解： 
用描述法表示，有： 

（1） DCBA ΥΥΥ ={x为整数|x为 1,2,7,8或者 x=k2，k为整数且 k2<50或者 
0≤x≤30且可被 3整除或者 x=2k，其中 k为整数且 0≤k≤6} 

（2） DCBA ΙΙΙ ={x为整数|x为 1,2,7,8并且 x=k2，k为整数且 k2<50并且 
0≤x≤30且可被 3整除并且 x=2k，其中 k为整数且 0≤k≤6} 

（3） )( CAB Υ− ={x|x在 B中并且 x不在 A和 C中} 
（4） DBA ΥΙ )( ={x|x在 D中或者 x既在 A中也在 B中} 

由条件，有： }8,7,2,1{=A ； }49,36,25,16,9,4,1,0{=B ； 
}30,27,24,21,18,15,12,9,6,3,0{=C ； }64,32,16,8,4,2,0{=D 。从而有 

（1） DCBA ΥΥΥ ={0,1,2,3,4,6,7,8,9,12,15,16,18,21,24,25,27,30,32,36,49,64} 
（2） DCBA ΙΙΙ =∅  
（3） )( CAB Υ− ={4,16,25,36,49} 
（4） DBA ΥΙ )( ={0,1,2,4,8,16,32,64} 

4．设全集 }12,,2,1{ Λ=U ， }11,9,7,5,3,1{=A ， }11,7,5,3,2{=B ， }12,6,3,2{=C ， 
}8,4,2{=D 。确定下面的集合： 

（1） BAΥ   （2） CA Ι   （3） CBA ΙΥ )(  
（4） BA −   （5） DC −   （6） DB ⊕  
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解： 
}11,9,7,5,3,2,1{=BAΥ ； }3{=CA Ι ； 

}11,9,7,5,1{)( =CBA ΙΥ ； }9,1{=− BA ； 
}12,6,3{=− DC ； }11,8,7,5,4,3{=⊕ DB 。 

5． }},,1,1{},1,{},{{ ∅∅∅=A }}1{},1,{{∅=B 。 
计算 )(  ,  ,  , APBABABA −ΙΥ 。 

解： 
}}1{},1,{},{{ ∅∅=BAΥ ， }}1,{{∅=BA Ι ， 

}}{{∅=− BA ， }}}1,{},1,{{}},{{,{)( ∅∅∅∅=AP 。 

提示：A 中的元素 },1,1{}1,{ ∅∅ 和 是相等的集合。应先将Ａ化简为 }}1,{},{{ ∅∅ ，然

后再做计算。 

6．化简 ))(()))((( ABBACBA −−− ΥΙΥ 。  
解： 

))(()))((( ABBACBA −−− ΥΙΥ  
))(( ABBA −−= Υ  

)( BAA ΙΥ=  
A=  

提示：观察 ΙΥ或 符号两边的集合之间是否存在包含关系，如果存在，则可利用

公式简化计算。 )( CBAA −⊆ Υ ，所以 AACBA =− ΙΥ ))(( 。 
)()( ABBAB −= ΥΙ ，且 ABBA −与Ι 不交，所以 BAABB Ι=−− )( 。 

ABA ⊆Ι ，所以 ABAA =)( ΙΥ 。或者直接运算： 
ABABBABBABB ΙΥΙΙΙ ===−− )()(  

7．化简下列集合表达式： 

（1） )())(( BABBA ΥΙΥ −  
（2） ACBCBA ΥΥΥΥ ))()(( −  
（3） )())(( CBACAB ΙΙΥΙ−  
（4） ))(()( BACBA ΥΙ −−  

解： 
（1） )())(( BABBA ΥΙΥ − = ∅=− )( BAB Υ  
（2） ACBCBA ΥΥΥΥ ))()(( − = ACBCBA ΥΥΙΥΥ ))()((  

= ACBCBCBA ΥΥΙΥΥΥΙ )))()(())((( = AACBA =ΥΥΙ ))((  
（3） )())(( CBACAB ΙΙΥΙ− = )())(( CABCAB ΙΙΥΙΙ  

= ))()(( CACAB ΙΥΙΙ =B 
（4） ))(()( BACBA ΥΙ −− = )()( BACBA ΙΙΙΙ  

= ))(()( BACBA ΥΥΙΙ = ))()(())(( BABACBA ΥΙΙΥΙΙ  
= )())( BACBA ΙΥΙΙ = BA Ι  
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8．判断下列命题是否正确？ 

（1） ∅⊆∅  
（2） ∅∈∅  
（3） }{∅⊆∅  
（4） }{∅∈∅  

解： 
和第 2题一样，集合与集合之间是包含关系，元素与集合之间是属于关系。 
答案应为： 

（1）正确，空集为任一集合的子集； 
（2）错误，空集中不含任何元素； 
（3）正确，空集为任一集合的子集； 
（4）正确，集合 }{∅ 中含有元素∅。 

9．设 A，B，C是集合。 

（1）如果 CBBA ∉∉ 且 ，是否一定有 CA∉ ？ 
（2）如果 CBBA ∉∈ 且 ，是否一定有 CA∉ ？ 
（3）如果 CBBA ∉⊆ 且 ，是否一定有 CA∉ ？ 
（4）如果 CBBA ⊆∈ 且 ，是否一定有 CA∈ ？ 
（5）如果 CBBA ⊆∈ 且 ，是否一定有 CA ⊆ ？ 
（6）如果 CBBA ∈⊆ 且 ，是否一定有 CA∈ ？ 
（7）如果 CBBA ∈⊆ 且 ，是否一定有 CA ⊆ ？ 
（8）如果 CBBA ⊄∈ 且 ，是否一定有 CA∉ ？ 

解： 
本题主要考查集合与元素之间的关系及集合与集合之间的关系。 

（1）不一定，如：A={1}，B={2}，C={{1}}； 
（2）不一定，如：A={1}，B={{1}}，C=B； 
（3）不一定。如：A={1}，B={1,2}，C={{1}}； 
（4）一定。A是 B中元素，而 B中任一元素都在 C中，故 CA∈ ； 
（5）不一定。如：A={1}，B={{1},2}，C=B； 
（6）不一定。如：A={1}，B={1,2}，C={B}； 
（7）不一定。如：A={1}，B={1,2}，C=B； 
（8）不一定。如：A={1}，B={{1},2}，C={1}。 

10．判断下面的关系是否正确，并简要说明理由。 

（1） }},,{,,,{},{ cbacbaba ⊆  
（2） }},,{,,,{},{ cbacbaba ∈  
（3） }}},{{,,{},{ bababa ⊆  
（4） }}},{{,,{},{ bababa ∈  
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解： 
正确的有：（1）、（3）。 
对选项（1），因为 },{ ba 中每个元素（只有 a和 b）均在集合 }},,{,,,{ cbacba 中； 
对选项（3），因为 },{ ba 中每个元素（只有 a和 b）均在集合 }}},{{,,{ baba 中； 
对选项（2），集合 }},,{,,,{ cbacba 中含有 4个元素，分别为 a,b,c,{a,b,c}，没有 
{a,b}，所以不正确； 
对选项（4），集合 }}},{{,,{ baba 中含有 3个元素，分别为 a,b,{{a,b}}，没有{a,b}， 
所以不正确。 

说明：注意元素与集合之间是属于或不属于关系，集合与集合之间是包含或不包含关

系。 

11．确定下列集合 A的幂集： 

（1）{a}    （2）{{a}}    （3）{∅ ,{∅ }} 
（4）{∅ }   （5）{∅ ,{a},{b}}   （6）∅  

解： 
根据幂集的定义，有： 

（1）P（A）={{a}，∅ } 
（2）P（A）={∅ ,{{a}}} 
（3）P（A）={∅ ,{∅ },{{∅ }},{∅ ,{∅ }}} 
（4）P（A）={∅ ,{∅ }} 
（5）P（A）={∅ ,{∅ },{{a}},{{b}},{∅ ,{a}}， 

{∅ ,{b}},{{a},{b}},{∅ ,{a},{b}}} 
（6）P（A）={∅ } 

12．设 ))((  },{ APPBA =∅= 。 

（1）是否 BB ⊆∅∈∅ 是否? ？ 
（2）是否 BB ⊆∅∈∅ }{?}{ 是否 ？ 
（3）是否 B∈∅}}{{ ？是否 B⊆∅}}{{ ？ 

解： 
由题意有 P（A）={∅ ,{∅ }}，B={∅ ,{∅ },{{∅ }},{∅ ,{∅ }}},根据元素与集合的
关系及集合与集合的关系，（1）、（2）、（3）均正确。 

13．设 A={a,{a}}。 

（1）是否 )(}{ APa ∈ ？    （2）是否 )(}{ APa ⊆ ？ 
（3）是否 )(}}{{ APa ∈ ？    （4）是否 )(}}{{ APa ⊆ ？ 

解： 
由条件有：P（A）={∅ ,{a},{{a}},{a,{a}}}，从而（2）不正确，其余均正确。 
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14．证明对称差的下述性质： 

（1） CBACBA ⊕⊕=⊕⊕ )()(  
（2） ABBA ⊕=⊕  
证： 
（1） ))(())(()( ACBCBACBA ΙΥΙ ⊕⊕=⊕⊕  

)))()((())()(( ABCCBBCCBA ΙΙΥΙΥΙΥΙΙ=  
)()()))()((( ABCACBBCCBA ΙΙΥΙΙΥΥΙΥΙ=  
)()()))()((( ABCACBCBCBA ΙΙΥΙΙΥΙΥΙΙ=  
)()()()( ABCACBCBACBA ΙΙΥΙΙΥΙΙΥΙΙ=  

这是一个关于 A，B，C对称的式子，同样可以证明： 

CBA ⊕⊕ )( )()()()( ABCACBCBACBA ΙΙΥΙΙΥΙΙΥΙΙ=  

故结论得证。 

（2）由对称差的定义， ABBAABABBABA ⊕=−−=−−=⊕ )()()()( ΥΥ  

15．设 A、B、C是集合，求下列各式成立的充分必要条件。 

（1） ACABA =−− )()( Υ  
（2） ∅=−− )()( CABA Υ  
（3） ∅=−− )()( CABA Ι  
（4） ∅=−⊕− )()( CABA  

解： 
（1）因 )()()()()( CBACABACABA ΥΙΙΥΙΥ ==−− )( CBA Ι−= ，故当 

ACBA =− )( Ι ，即 ACB ⊆Ι 时，上式成立；上面推导可以反过来，故 
ACB ⊆Ι 为（1）成立的充分必要条件； 

（2）要使 ∅=−− )()( CABA Υ 成立，即 ∅=− )( CBA Ι ，故当 ACB ⊇Ι 时（2） 
成立； 

（3）因 )()()()()( CBACABACABA ΙΙΙΙΙΙ ==−− )( CBA Υ−= ，要使 
∅=−− )()( CABA Ι 成立，得 CBA Υ⊆ 时（3）成立； 

（4）注意 ∅=⊕ AA ，并由 ∅=−−=⊕ )()( ABBABA Υ ，可得 ∅=− BA 且 
∅=− AB ，即 BA ⊆ 且 AB ⊆ ，从而可得 BA = 。即 BABA =⇔∅=⊕ 。 

对本题，有 CABA −=− 。 

*16．说明在下列条件下集合 A和 B是什么关系，或者 A与 B是什么集合？ 

（1） ABA =Ι   （2） ABBA −=−   （3） AABBA =−− )()( Υ  
解： 
（1）显然 BA ⊆ ，即 A是 B的子集； 
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（2）因为 ABA ⊆− ， BAB ⊆− ，且由条件有： ABBA −=− ，故 
BAABBA Ι⊆−=− ，结合差集的定义，有 ∅==−=− BAABBA Ι ，即 

A=B。 
（3）因对任意的 Ax∈ ，x有两种情况 Bx∈ 或者 Bx∉ 发生，而实际上 Bx∈ 不会

发生。否则 )( BAx −∉ 且 )( ABx −∉ ，从而 AABBAx =−−∉ )()( Υ ，发生

矛盾。故对任意的 Ax∈ ，有 Bx∉ ，且若存在 By∈ ，和上面一样的推理，

可得 Ay∉ ，此时， AABy ⊆−∈ 发生矛盾。故可得结论： ∅=B 。 

*17．若 A−B=B，问 A，B是什么集合？并说明理由。 
解： 

A，B 均为空集。因为若存在 Bx∈ ，有 BABAx Ι=−∈ ，故 Bx∈ ，即 Bx∉ 得

出矛盾，所以 B 中不含任何元素。此时有 ∅==∅−=− AABA ，从而有

∅== BA 。 

*18．证明： )()()()()( CBCABCACBACBA −−−=−−=−=−− Υ  
证： 
由集合差运算的等价定义 YXYX Ι=− ，有 

CBACBACBA ΙΙΙΙ ==−− )()(  
CBACBACBA ΙΙΥΙΥ ==− )()(  
CBABCABCA ΙΙΙΙ ==−− )()(  

)()()()()()( CBCACBCACBCA ΥΙΙΙΙΙ ==−−−  
CBACBACCABCA ΙΙΥΙΙΙΙΥΙΙ =∅== )()()(  

故有： )()()()()( CBCABCACBACBA −−−=−−=−=−− Υ  

*19．设 A，B为集合，证明： )()()()( DBCADCBA ×−×⊆−×−  
证： 

可以直接利用定义证明。对任意的 )()(, DCBAyx −×−>∈< ，有 BAx −∈ ，

DCy −∈ ，从而 BxAx ∉∈ , ， DyCy ∉∈ , ，即 CAyx ×>∈< , ， DByx ×>∉< , ，

有 )()(, DBCAyx ×−×>∈< ，证得  )()()()( DBCADCBA ×−×⊆−×− 。 

说明：有例为证，上式可以不相等。如：A=B={1}，C={2}，D={3}，则右边为{<1,2>}，
而左边因 A−B为空集而为空集，两者不相等。 

20．证明： CABA ΥΥ = 且 CBCABA =⇒= ΙΙ 。 
证： 
由集合运算的分配律与吸收律，有 

)()( CABBABB ΥΙΥΙ ==  
)()()()( CBACCBAB ΙΥΙΙΥΙ ==  

)()( CACBAC ΥΙΥΙ ==  
C=  
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21．设 A，B，C是全集 U（非空）的子集。下面的结论哪些是正确的？哪些是错误的？
对错误的结论给出实例。 

（1）对任意的 A，B，C，有 CBACBA ΥΙΥΙ )()( =  
（2）对任意 A，B，有 BBA =∅ ΥΙ )(  
（3）当 BA ⊆ ，则 ABA =∅ ))(( ΥΙ  
（4）对任意 A，B，有 BABA ΥΙ =  
（5）对任意的 A，B，C，有 ( ) ( ) CBACBA =− ΥΥΥ  
（6）对任意的 A，B，C，有 ( ) ( ) CACBBA −=− ΥΥ  

解： 
（1）、（4）、（5）、（6）不正确。（2）、（3）正确。 
对（1），如 A=∅，C={1}。 
对（4），如 A=B=∅。 
对（5），如 }3,2,1{=== CBA ，则左边为空集，而右边非空。 
对（6），如 }2,1{=A ， }3,2,1{=B ， }1{=C ，则左边为空集，而右边非空。 

22．证明或否定下面的结论。 

（1）若 CABA ΙΙ = ，则 CB = 。 
（2）若 CABA ΥΥ = ，则 CB = 。 
（3）若 BABA ΙΥ ⊆ ，则 BA = 。 
（4）若 CABA ⊕=⊕ ，则 CB = 。 
（5）若 BA ⊂ 且 DC ⊂ ，则 DBCA ΙΙ ⊂ 。 
（6）若 BA ⊆ 且 DC ⊆ ，则 CBDA −⊆− 。 

解： 
（1）、（2）、（5）错误。（3）、（4）、（6）正确。 

（1）如：A=∅，B={1}，C={2}。 
（2）如：A={1,2}，B={1}，C={2}。 
（3）证：由条件有 BBABAA ⊆⊆⊆ ΙΥ ，同理有 AB ⊆ ，得 A=B。 
（4）证：由条件有 )()( CAABAA ⊕⊕=⊕⊕ ，利用对称差的结合律， 

有 CAABAA ⊕⊕=⊕⊕ )()( ，因为 ∅=⊕ AA ，有 CB ⊕∅=⊕∅ ， 
证得 B=C。 

（5）如： }1{=A ， }2,1{=B ， }3{=C ， }4,3{=D 。 
（6）证： CDDC ⊆⇔⊆ ，又由 BA ⊆ 得 CBDA ΙΙ ⊆ ，即 CBDA −⊆− 。 

说明：（4）也可按定义证明。若 CABA ⊕=⊕ ，则对任意的 Bx∈ ， 

a．若 Ax∈ ，则 BAx Ι∈ ，从而 CABAx ⊕=⊕∉ 。由 Ax∈ 和 CAx ⊕∉ ，可

得 CAx Ι∈ ，得 Cx∈ ； 
b．若 Ax∉ ，则 ABx −∈ ，从而 CABAx ⊕=⊕∈ 。由 Ax∉ 和 CAx ⊕∈ ，可

得 Cx∈ 。 



20 离散数学——习题与解析 

即 CB ⊆ 。同理可证： BC ⊆ ，证得 B=C。 

23．（1）举例说明，结合律不适用于集合的差运算之中。 
（2）证明对任意集合 A，B，C，有 )()( CBACBA −−⊆−− 。 

解： 
（1）如：A={1,2,3}，B=C={2}，则(A－B)－C={1,3}，A－(B－C)={1,2,3} 
（2）证明： CBAx −−∈∀ )( ，有 CxBAx ∉−∈   , ，即 BxAx ∉∈   , ，从而 

CBx −∉ ，有 )( CBAx −−∈ ，即 )()( CBACBA −−⊆−− 。也可由相关性

质证明： 

)()()()( CBACBACBABACBACBA −−==⊆⊆=−− ΙΙΥΙΙΙΙ  

24．公式 BABA Ι=− 用集合的交和补运算定义了差运算。试求一公式，它用集合的

交和补运算定义并运算。 
解： 
由 BABA ΙΥ = 可得 BABA ΙΥ = 。 

25． kA 是实数集，定义如下： 

}1|{0 ≤= aaA  
,2,1},/11|{ =+<= kkaaAk ⋯ 

求证： 

0
1

AAk
k

=
∞

=
Ι  

证： 

kAxkxAx k ∀∈+<≤∈∀ ,,/111,0 ，从而 k
k

AA
∞

=
⊆

1
0 Ι 。 

另一方面， k
k

Ax
∞

=
∈∀

1
Ι ，若 0Ax∉ ，则 1>x ，由实数的基本知识， 0>∃ε ，使得

ε+> 1x ，从而存在 Nk ∈ （自然数集）， kx /111 +>+> ε （可取 [ ] 11
+=

ε
k ），

与 kAx∈ 矛盾。有 0Ax∈ ，从而 k
k

AA
∞

=
⊇

1
0 Ι ，证得 k

k
AA

∞

=
=

1
0 Ι 。 

26．对下面的集合 C，确定 S
CSCS ∈∈
ΙΥ 和 的结果。 

（1） }{∅=C      （2） }}{,{ ∅∅=C  
（3） }},{},{},{{ babaC =    （4） }|}{{ ZiiC ∈=  

解： 

（1） =
∈

S
CS
Υ ∅， =

∈
S

CS
Ι ∅  

（2） =
∈

S
CS
Υ {∅ }， =

∈
S

CS
Ι ∅  

（3） =
∈

S
CS
Υ {a,b}， =

∈
S

CS
Ι ∅  
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（4） =
∈

S
CS
Υ Z， =

∈
S

CS
Ι ∅  

27．对任意两集合 A和 B， 

（1）证明： )()()( BAPBPAP ΥΥ ⊆  
（2）证明： )()()( BAPBPAP ΙΙ =  
（3）举例说明 )()()( BAPBPAP ΥΥ ≠  

证： 
（1） )()( BPAPX Υ∈∀ ， )(APX ∈ 或 )(BPX ∈ ， AX ⊆∴ 或 BX ⊆ BAX Υ⊆∴ ， 

)( BAPX Υ∈∴ 。 
（2） )()( BPAPX Ι∈∀ ， )(APX ∈ 且 )(BPX ∈ ， AX ⊆∴ 且 BX ⊆ BAX Ι⊆∴ ， 

)( BAPX Ι∈∴ ，上述过程可逆，故 
)()()( BAPBPAP ΙΙ = 。 

（3）例 }}2{},1{,{)()(  },2,1{  },2{  },1{ ∅==== BPAPBABA ΥΥ ，但 
}}2,1{},2{},1{,{)( ∅=BAP Υ 。 

28．证明：（U为全集） 

（1） BA ⊆ 当且仅当 ∅=BA Ι  
（2） BA ⊆ 当且仅当 UBA =Υ  
（3） BA ⊆ 当且仅当 ∅=− BA  

证： 

（1） ∅=⇔∉∈∀⇔∈∈∀⇔⊆ BABxAxBxAxBA Ι  ,  ,  
（2） UBABABABA ==⇔∅=⇔⊆ ΥΙΙ  
（3） ∅=−=⇔⊆ BABABA Ι  

29．设 A={1}，B={a,b}，C={2,3}，写出： 

CBA ×× ， 2B ， 3A ， AB ×2 ， 2)( BA× 的结果。 
解： 

}3,,1,2,,1,3,,1,2,,1{ ><><><><=×× bbaaCBA ； 
},,,,,,,{2 ><><><><= bbabbaaaB ； 

};1,1,1{3 ><=A  
}1,,,1,,,1,,,1,,{2 ><><><><=× bbabbaaaAB ； 

因 },1,,1{ ><><=× baBA ，有 
2)( BA× = ,,1,,1,,1,,1,,1,,1,,1{ <><<>><><<>><><<>><><< babbaaa },1, >>< b  

30．若 ∅≠BA Ι ，求证： 

（1） )()()()( BBAABABA ××⊆× ΥΙΥ  
（2） )()()()( BBAABABA ××⊆× ΥΥΙ  
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证： 
（1）对任意的 )()(, BABAyx ΙΥ ×>∈< ，有 BAx Υ∈ ， BAy Ι∈ ，故 Ax∈ 或 

Bx∈ ， Ay∈ 且 By∈ ， 从 而 AAyx ×>∈< , 或 BByx ×>∈< , ， 有

)()(, BBAAyx ××>∈< Υ 。证得。 
（2）同理可证。 

31．下列各式哪些成立，哪些不成立，为什么？请举例说明。 

（1） )()()()( DBCADCBA ××=× ΥΥΥ  
（2） )()()()( DBCADCBA ×−×=−×−  
（3） )()()()( DBCADCBA ×⊕×=⊕×⊕  
（4） )()()( CBCACBA ×⊕×=×⊕  

解： 
（1）不成立。例如：A={1}，B={2}，C={3}，D={4}，则 }2,1{=BAΥ ， 

}4,3{=DC Υ ， }4,2,3,2,4,1,3,1{)()( ><><><><=× DCBA ΥΥ ；而 
}4,2,3,1{)()( ><><=×× DBCA Υ ，两者不相等。 

（2）不成立。例如：A={1}，B={2}，C=D={1}，则 ∅=−×− )()( DCBA ；而 
}1,1{)()( ><=×−× DBCA ，两者不相等。 

（3）不成立。例如：A=B={1}，C={2}，D={3}，则 ∅=⊕ BA ，有 
∅=⊕×⊕ )()( DCBA ；而 ><=><⊕><=×⊕× 2,1{}3,1{}2,1{)()( DBCA ， 

}3,1 >< 两者不相等。 
（4）成立。因为： 

CABBACBA ×−−=×⊕ )]()[()( Υ  
])[(])[( CABCBA ×−×−= Υ  

][(][ CACBCBCA ×−××−×= Υ  
)()( CBCA ×⊕×=  

32．（1）证明：任意给出四个整数，则其中至少有两个整数，它们除以 3 的余数相同
（即模 3同余）。 

（2）证明：若 121 ,,, +paaa Λ 是整数，则其中至少有两个数模 p同余。 
证： 

（1）记每个整数被 3除后的余数分别为 A，B，C，D，则四个数只能取 0，1，2，
因此至少有两个数相同，从而至少有两个数除以 3的余数相同。 

（2）若记每个数被 p除后的余数分别为 121 ,,, +pbbb Λ ，则此 p+1个数只能取 0，
1，…，p，故至少有两个数相同，从而 121 ,,, +paaa Λ 至少有两个数模 p同余。 

33．（1）一背包里装有 50个不同的小球，颜色共有四种，说明其中至少有 13个小球
的颜色相同。 

（2）如果正好有 8个小球的颜色是红的，说明至少 14个小球有相同的颜色。 
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证： 
（1）否则若每一种颜色至多有 12个小球，四种颜色至多有 48个小球，矛盾。本

题可用鸽巢原理的推广形式来证明。这相当于把 50个小球放入 4个盒子中， 

则至少有一个盒子，至少有 131
4

150
=+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

个小球颜色相同。 

（2）依题意，有 42个三种颜色的小球，同上推理，至少有 14个小球有相同颜色。 

34．令 S 是整数的 3 元素集合，证明 S 有两个不同的非空子集，它们的元素之和模 6
同余。 

证： 
3元素集的非空子集共有 7123 =− 个，其和共有 7个，考虑被 6除后的余数，至
少有两个是相同的，从而至少有两个不同的非空子集，其和是模 6同余的。 

35．一个圆盘分成 4个连续扇区，其编号为 1，2，3，．．．，36。 

（1）证明有 4个连续扇区，其编号之和大于 74。 
（2）证明有 5个连续扇区，其编号之和大于 94。 

证： 
（1）从任一个扇区开始，每连续 4 个扇区编一个号，共有 9 个编号，其和记为

921 ,,, aaa Λ ，则∑ ×=+++= 18373621 Λia ，其平均数为 74，则其中有一
个编号其和大于 74，或全部为 74，此时可任取定一个编号，比较此 4个连
续扇区两边相邻两数，去掉小的，换上大的，其和增加。从而大于 74。 

（2）选定 1所在扇区，从它的下一个开始，每 5个连续扇区编一个号，共 7个，
设为 721 ,,, aaa Λ ，其和∑ ×=+++= 35193632 Λia ，其平均数为 95。故
至少有一个编号其和大于 94。 

36．200人中，有 150人喜爱游泳或慢跑或同时喜爱两者。若 85人喜爱游泳，60人同
时喜爱游泳和慢跑，问有多少人喜爱慢跑？ 

解： 
设 A 集合表示喜爱游泳的构成的集合，B 表示喜爱慢跑的构成的集合，则

150|| =BAΥ ，|A|=85， 60|| =BA Ι ，由容斥原理，有 |||||||| BABABA ΙΥ −+= ，

即 1256085150|||||||| =+−=+−= BAABAB ΙΥ 。 

37．求在 1和 1000之间（1和 1000包含在内）
不能被 5或 6，也不能被 8整除的数的个数。
（提示：能被 6整除的数集和能被 8整除的
数集之交是能被 24整除的数集。） 

解： 
设 1到 1000的整数构成全集Ｕ。用 A，B，
C分别表示能被 5，6，8整除的数构成的集
合。文氏图如图 1-2所示。 
则 

C 

25 

17 8 
33

67

100 

150
B 

 
 
 
 
 
 
 
 

图 1-2 

A
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|A|=[1000/5]=200 
|B|=[1000/6]=166 
|C|=[1000/8]=125 
|A Ι B|=[1000/30]=33 
|A Ι C|=[1000/40]=25 
|B Ι C|=[1000/24]=41 
|A Ι B Ι C|=[1000/120]=8 

由容斥原理，有 

|||||||||| CBAUCBA −−−=ΙΙ  
|||||||| CBAACCBBA ΙΙΙΙΙ −+++  

=1000－200－166－125＋33＋25＋41－8=600 

38．令 }999,,101,100{ Λ=S ，|S|=900。 

（1）在 S中有多少个数，其中至少含有数字 3或 7？例如：300，707，736，997。 
（2）在 S 中有多少个数，其中至少含有一个数字 3 和一个数字 7？例如：736，

377。 
解： 
（1）不含有 3和 7的有 448887 =⋅⋅ ，故至少含有 3或 7的有 900－448=452。 
（2）用 A表示含有数字 3的集合，用 B表示含有数字 7的集合，则 998|| ⋅⋅=A 为

不含 3 的集合的基数， 998|| ⋅⋅=B 为不含 7 的集合的基数，
448887|| =⋅⋅=BA Ι 为不含 3和 7的集合的基数。 

而 848448648648|||||||| =−+=−+= BABABA ΙΥ ，故由 
|||||| BAUBA ΥΙ −= ，有 52848900|| =−=BA Ι 。 

39．某学校学生选课的情况如下：260名学生选法语，208人选德语，160人选俄语，
76 人选法语和德语，48 人选法语和俄语，62 人选德语和俄语，三门课都选的有
30人，三门都没选的有 150人，问： 

（1）共有多少学生？ 
（2）有多少学生选法语和德语，而没选俄语？ 
（3）有多少学生选法语和俄语，而没选德语？ 
（4）有多少学生选俄语和德语，而没选法语？ 
（5）有多少学生选法语，而没选德语或俄语？ 
（6）有多少学生选德语，而没选法语或俄语？ 
（7）有多少学生选俄语，而没选德语或法语？ 

解： 
设 F、G、R分别表示学习法语、德语、俄语的学生的集合，则依条件，有 

260|| =F ， 208|| =G ， 160|| =R ， 76|| =GF Ι ， 48|| =RF Ι ， 62|| =RG Ι ，

30|| =RGF ΙΙ ， || RGF ΥΥ =150。由容斥原理，有 
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（1）学生总数为： 

|||| RGFRGFN ΥΥΥΥ +=  
|||||||||||||| RGFFRRGGFRGF ΙΙΙΙΙ +−−−++= ＋ || RGF ΥΥ  

=260+208+160–76−48−62＋30+150=622 

共有 622个学生； 

由图 1-3，有： 

（2） || RGF ΙΙ = |||| RGFGF ΙΙΙ − =76－30=46 
有 46个学生选法语和德语。 

（3） || RGF ΙΙ = |||| RGFRF ΙΙΙ − =48－30=18 
有 18个学生选法语和俄语。 

（4） || RGF ΙΙ = |||| RGFRG ΙΙΙ − =62－30=32 
有 32个学生选德语和俄语。 

（5） || RGF ΙΙ = |||||||| RGFRGFRGFF ΙΙΙΙΙΙ −−−  
=260－46－18－30=166 
有 166个学生选法语。 

（6） || RGF ΙΙ = |||||||| RGFRGFRGFG ΙΙΙΙΙΙ −−−  
=208－32－46－30=100 
有 100个学生选德语。 

（7） || RGF ΙΙ = |||||||| RGFRGFRGFR ΙΙΙΙΙΙ −−−  
=160－32－18－30=80 
有 80个学生选俄语。 

 

RGF ΙΙ

RGF ΙΙ

RGF ΙΙ RGF ΙΙ

F
G

R

RGF ΙΙ  

RGF ΙΙ

RGF ΙΙ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 1-3 
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*40．40个学生中有 18人爱好音乐，22人爱好美术，15人爱好体育，11人爱好音乐
和美术，10人爱好音乐和体育，8人爱好美术和体育，但有 10人这三种爱好都
没有。试求这三种爱好都有的学生的人数。并在文氏图 1-4上填上正确的学生数。
其中的 A，B，C分别表示爱好音乐、美术、体育的学生的集合。 

解： 

由容斥原理，有 

|||||||||||||||| CBACBCABACBACBA ΙΙΙΙΙΥΥ +−−−++=  

而 301040|||||| =−=−= CBAUCBA ΙΙΥΥ ，故 

|||||||||||||||| CBCABACBACBACBA ΙΙΙΥΥΙΙ +++−−−=  
41181015221830 =+++−−−= （爱好音乐、美术、体育的学生人数） 

由此画出的图如图 1-5所示（其中 10指不在集合 A，B，C中的学生数）。 

41．某班有学生 60人，其中有 38人学习 PASCAL语言，有 16人学习Ｃ语言，有 21
人学习 COBOL语言；有 3个人这三种语言都学习，有 2个人这三种语言都不学
习，问仅学习两门语言的学生数是多少？ 

解： 
设 A，B，C分别表示学习 PASCAL、C、COBOL的学生的集合。因 

58260|||||| =−=−= CBAUCBA ΙΙΥΥ  

由容斥原理，有 

|||||||||||||||| CBACBCABACBACBA ΙΙΙΙΙΥΥ +−−−++=  

故 

|||||||||||||||| CBACBACBACBCABA ΥΥΙΙΙΙΙ −+++=++  

20583211638 =−+++=  

A 
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又因 

|||||| CBABACBA ΙΙΙΙΙ −=  

从而有： 

3|||||||||||| ACCBBACBACBACBA ΙΙΙΙΙΙΙΙΙ −++=++  
|| CBA ΙΙ 113320 =⋅−=  

仅学习两门语言的学生数是 11人。 

 

 
 



第 2章  二 元 关 系 

本章主要讨论二元关系。利用第 1 章笛卡尔积的定义及集合的一些基本关系讨论二元
关系的定义及表示、关系的运算（并、交、差、补、复合、逆关系、闭包等）、关系的基本

类型，及由此导出的等价关系，集合的划分等，并讨论两种特殊的关系：相容关系和偏序

关系。下面就二元关系（简称关系）作一简单介绍。 

§2.1  内 容 分 析 

§2.1.1  关系的定义及表示 

定义 1  若 BAR ×⊆ ，R称为集合 A到 B的关系。若 Rba >∈< , ，也记为 aRb。和集
合一样，若有 Rba >∉< , ，也可写为： bRa 。我们特别称 A到 A的关系为 A上的关系，即
若 AAR ×⊆ ，则称 R为 A上的关系。 

若 BAR →: ，R的定义域 Dom(R)和值域 Ran(R)定义为： 

},,,|{)(Dom RyxByAxxR >∈<∈∃∈=  
},,,|{)(Ran RyxAxByyR >∈<∈∃∈=  

显然： BRAR ⊆⊆ )(Ran,)(Dom  

一般说来，若|A|=m，|B|=n，则 A到 B共有 mn2 个二元关系，A上共有
2

2m 个二元关系。 
几种常见的 A 上的关系有：空关系∅，恒等关系 AI （明确 A 时，简记为 I），全域关

系 AE 等(不同的教材记法可能有所不同)。分别为： 

{}=∅ ；  }|,{ AxxxI A ∈><= ；  },|,{ AyxyxEA ∈><=  

因为关系是一种集合，所以通常用来表示集合的方法自然可用来表示关系。此外，还

可以用关系图或矩阵来表示，并且这两种表示更能体现关系的特点。（有些教材提到用表格

表示关系的方法，其实质和用矩阵表示是一样的。） 

1．用关系图表示 

关系图是表示关系的一种直观形象的方法。限定 A， B 均为有限集，设
},,,{ 21 naaaA Λ= ， },,,{ 21 mbbbB Λ= ，R是 A到 B的二元关系。R所对应的关系图的具体

做法是：将 A和 B的元素分别作为两列， naaa ,,, 21 Λ 和 mbbb ,,, 21 Λ 分别是两列的结点，用

•表示。若 BbAa ji ∈∈ , ，且 Rba ji >∈< , ，则作出从 ia 到 jb 的一条有向线段，用 ia •→•   jb
表示。例如：设 },,{  },,,,{  ,: 3214321 yyyBxxxxABAR ==→ ，R= ,,,,{ 1221 ><>< yxyx  
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},  ,, 3332 ><>< yxyx ，R的关系图如图 2-1中（1）所示。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 2-1  

对集合 A上的关系作关系图，则通常将 A上的元素画成一行或适当表示在一个平面上，
不必和一般的 A到 B的关系一样画成 A到 A的情形。若 Raa ji >∈< , ，则从 ia 到 ja 引一条
有向线段，用 ia •→• ja 表示。若 Raa ii >∈< , ，则从 ia 到 ia 用一带箭头的小圆圈表示。
例如： },,,{  ,: dcbaAAAR =→ ， },,,,,,,,,{ ><><><><><= cccbabcabaR ，R的关系图
如图 2-1中（2）所示。其中 c到 c的边称为环。 

2．用关系矩阵来表示 

关系矩阵是表示关系的另一种有效的方法，其优点是可以利用矩阵作为研究关系的手

段，而且这样做便于计算机进行处理。 
设 BAR →: ，A和 B都是有限集，且 mBnA == ||,|| ，A，B中的元素已按一定的次序

排列。若 },,,{ 21 nxxxA Λ= ， },,,{ 21 myyyB Λ= ，则 R 的关系矩阵是一个 n 行 m 列矩阵

mnijrRM ×= )()( ，其中元素 ijr 定义为： 

mjni
Ryx
Ryx

r
ji

ji
ij ,,2,1  ;,,2,1     

,0
,1

ΛΛ ==
⎩
⎨
⎧

>∉<
>∈<

=  

矩阵 M(R)的元素取值为 0或 1。这样的矩阵称为布尔矩阵。 
显然，当有限集 A和 B的元素已按一定的次序排列，则从 A到 B的关系 R与其对应的

关系矩阵 M(R)是一一对应的。 

§2.1.2  关系的运算 

关系作为一种集合，具有集合所具有的运算如：并、交、差、补等。当然两个关系运

算之后的结果仍为一个关系，即仍为某一笛卡尔积的子集，这就要求两个进行运算的关系

应满足一定的前提条件，即：一般我们要求两个关系应是同一笛卡尔积的子集。 
除这些基本运算外，作为一种特殊的集合，关系还具有下面的一些运算： 
 
 

x1 ●               ● y1 
 
x2 ●               ● y2 
                    
x3 ●               ●y3 
x4 ●                

（1）

          b ●            d 
 
 
 
   a ●               ● 
                  c 

  
（2） 
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1．复合运算 

定义 2  设 CBSBAR →→ :  ,: ，则 R与 S的复合(或合成)是一个从 A到 C的关系，
记为 SR ο ，且 

ByCzAxzxSR ∈∃∈∈><= ,,|,{ο ，使得 },,, SzyRyx >∈<>∈<  

定理 1  复合运算具有下面一些性质： 

（1）若 BAR →: ，则 RRIRIR AB == οο   ,  
（2）A，B，C，D是集合， DCRCBRBAR →→→ :  ,:  ,: 321 ，则有 

)()( 321321 RRRRRR οοοο =  

即复合作为一种运算满足结合律(结合律的定义参见第 4章)。 
（3）设 A是集合， AAR →: ，定义 nR 如下： 

}|,{0 AaaaIR A ∈><==  
RR =1  

nnn RRRRR οο ==+1  

则有 nmnm RRR +=ο ， mnnm RR =)( ，这里 Nnm ∈,  
（4）A，B，C，D是集合， DCRCBRCBRBAR →→→→ :  ,:  ,:  ,: 4321 ，则有 

)()()( 3121321 RRRRRRR οΥοΥο =  
)()()( 4342432 RRRRRRR οΥοοΥ =  
)()()( 3121321 RRRRRRR οΙοΙο ⊆  
)()()( 4342432 RRRRRRR οΙοοΙ ⊆  

上面定理说明，关系的复合运算对并运算分配律成立，但对交运算分配律并不成立，

上面的后两个式子可以是真包含，例如：设 }3,2,1{=A ， },{ baB = ， },,{ zyxC = ，

},1,,1{1 ><><= baR ， },{2 ><= xaR ， },{3 ><= xbR ， 则 ∅=32 RR Ι ， 从 而

∅=)( 321 RRR Ιο ，而 ∅≠><= },1{)()( 3121 xRRRR οΙο 。 
故 )()()( 3121321 RRRRRRR οΙοΙο ⊂ ，同样我们可以举出另一个真包含的例子。 

2．逆运算 

定义 3  设有集合 A和 B， BAR →: ，则关系 },|,{ Ryxxy >∈<>< 是从 B到 A的关系，
称为 R的逆关系，记为 R~ (或 1−R )。显然有： ABR ×⊆

~
。 

注意：我们用 R 表示关系 R（作为集合）的补集。而用 R~表示关系 R的逆关系，
两者是不同的概念。 

关于复合运算的逆运算具有下面性质： 

定理 2  设有集合 A，B，C，关系 CBSBAR →→ :  ,: ，则有： 

RSSR ~~
οο =  
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关于逆运算与前面关系的并、交、补运算结合在一起有下面结论： 

定理 3  设 R，S是集合 A到 B的二元关系，则有： 

RR =  

RR =
~~  

SRSR ~~
ΥΥ =  

SRSR ~~
ΙΙ =  

SRSR ~~
−=−  

)~()( RR =  

∅=∅
~  

RSRS ~~
⊆⇔⊆  

RSRS ⊇⇔⊆  

既然可以用矩阵来表示关系，我们也可以用矩阵来表示关系运算(并、交、差、补、复
合、逆)之后的结果。首先说明一下布尔矩阵的乘法、加法运算。 

定义在{0,1}上的布尔加∨和布尔乘∧运算如下： 

111  ,0011000
1110110  ,000

=∧=∧=∧=∧
=∨=∨=∨=∨

 

设 A与 B为两个布尔矩阵，则两矩阵的布尔加∨和布尔乘∧运算定义如下： 

ijijij baBA ∨=∨ )(  

ijijij baBA ∧=∧ )(  

有下面的结论： 

)()()( SMRMSRM ∨=Υ  
)()()( SMRMSRM ∧=Ι  

)()()( RMEMRM A −= ，即全关系 AE 对应的矩阵与 R 对应的矩阵进行通常的矩阵减
法 

)0())()(()( MSMRMSRM ∨−=− ，与零矩阵取大 

)()()()(
1

kjik

n

k
srSMRMSRM ∧=∗= ∨

=
ο  

§2.1.3  关系的基本类型 

集合上的关系有 5 种最基本的类型，它们分别具有自反、反自反、对称、反对称、可
传递特性。 

定义 4  设 R是集合 A上的关系。 
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（1）若对所有的 Ax∈ ，必有 Rxx >∈< , ，则称 R是有自反特性的，或说 R是自反的。 
（2）若对所有的 Ax∈ ，都有 Rxx >∉< , ，则称 R是有反自反特性的，或说 R是反自

反的。 
（3）对任意 AyAx ∈∈   , ，若 Ryx >∈< , ，必有 Rxy >∈< , ，则称 R是有对称特性的，

或说 R是对称的。 
（4）对任意 AyAx ∈∈   , ，若 Ryx >∈< , ，且 Rxy >∈< , ，必有 yx = ，则称 R是有反

对称特性的，或说 R是反对称的。 
（5）对任意 AzAyAx ∈∈∈   ,  , ，若 Ryx >∈< , ， Rzy >∈< , ，必有 Rzx >∈< , ，则称

R是有传递特性的，或说 R是传递的。 

注意：反对称也可定义为：若 R 满足：对任意的 Ryx >∈< , ，且 yx ≠ ，必有

Rxy >∉< , ，则称 R是反对称的。 

基于上面对几个基本类型的描述，可以证明下面一些结论： 

定理 4  设 R是 A上的关系，有： 

（1）R自反⇔ AIR ⊇  
（2）R反自反⇔ ∅=AIR Ι  
（3）R对称⇔ RR ~

=  
（4）R反对称⇔ AIRR ⊆

~
Ι  

（5）R传递⇔ RR ⊆2  

如果用关系图来表示，则有下面结论： 

（1）在关系图中，每个结点都有环，则此关系是自反的； 
（2）在关系图中，每个结点都无环，则此关系是反自反的； 
（3）在关系图中，任何一对不同的结点之间，或者有方向相反的两条边，或者无任何

边，则此关系是对称的； 
（4）在关系图中，任何一对结点之间，至多有一条边存在，则此关系是反对称的； 
（5）在关系图中，任何三个结点 x，y，z之间，若从 x到 y有一条边存在，从 y到 z

有一条边存在，则从 x到 z一定有一条边存在，那么此关系是传递的。 

如果用矩阵来表示，则有下面结论： 

（1）在关系矩阵中，对角线上全为 1，则此关系是自反的； 
（2）在关系矩阵中，对角线上全为 0，则此关系是反自反的； 
（3）若关系矩阵是对称矩阵，则此关系是对称的； 
（4）若关系矩阵是反对称矩阵，则此关系是反对称的； 
（5）在关系矩阵中，对任意的 },,2,1{,, nkji Λ∈ ，满足 1=ijr 且 1=jkr ，一定有 1=ikr ，

则此关系是传递的。 

具体表现为： 

设 R所对应的关系矩阵 M(R)中第 i行第 j列的元素为 ijr ，则有： 
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定理 5  设 R是 A上的关系，有： 

（1）R自反⇔ nirii ,,2,1  ,1 Λ=∀=  
（2）R反自反⇔ nirii ,,2,1  ,0 Λ=∀=  
（3）R对称⇔ njirr jiij ,,2,1,, Λ=∀=  
（4）R反对称⇔ njijirr jiij ,,2,1,,  ,1 Λ=≠∀≤+ 。可解释为：除对角线外，对称位置

上两个元素不同时为 1。 
（5）R传递⇔ njirc ijij ,,2,1,, Λ=∀≤ 。这里 ijc 是 M(R2)中第 i行第 j列的元素。 

关于两个具有某些特性的关系经过运算之后特性是否保持的问题，有下面一些结论： 

定理 6  设 R，S均为 A上的关系，有： 

（1）若 R，S是自反的，则 SRSRSRR οΙΥ   ,  ,  ,~
也是自反的； 

（2）若 R，S是反自反的，则 SRSRSRR −  ,  ,  ,~
ΙΥ 也是反自反的； 

（3）若 R，S是对称的，则 RSRSRSRR   ,  ,  ,  ,~
−ΙΥ 也是对称的； 

（4）若 R，S是反对称的，则 SRSRR −  ,  ,~
Ι 也是反对称的； 

（5）若 R，S是传递的，则 SRR Ι  ,~
也是传递的。 

从上面定理可以看出，逆运算和交运算较好地保持了原来的性质，而复合运算和并运

算则相对要差一点。有些特性没有保持，如：若 R，S 是对称的，则 SR ο 不一定对称；若
R，S反对称，则 SR ο 不一定反对称；若 R，S传递，则 SR Υ 不一定传递。希望大家能举

一些没有保持特性的例子，以加深对以上结论的理解。 

§2.1.4  关系的闭包 

关系的闭包实际上也是关系的一种运算，但由于与通常的运算有显著的不同，我们把

它单独提出来。 

定义 5  设 R是集合 A上的关系，则 R的自反（对称、传递）闭包是 A上的关系R′，
它满足下面三个条件： 

（1） RR ′⊆ ； 
（2） R′是自反的(对称的，传递的)； 
（3）对 A上的任意关系 R ′′ ，若它满足条件（1），（2），则必有 RR ′′⊆′ 。 

分别用 r(R)，s(R)，t(R)表示 R的自反、对称、传递闭包。 
简单来说，一个关系对应的闭包就是包含原关系的具有所求性质的一种最小的关系，

有时我们也把它作为闭包的定义。 
给出一个关系 R，如何确定它的闭包，这是一个重要的问题。下面的定理实质上给出

了这一方法。 

定理 7  设 R是非空集合 A上的关系，则 

（1） AIRRr Υ=)(  
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（2） RRRs ~)( Υ=  

（3） ΛΥΥΥΥ 32

1
)( RRRRRt i

i
==

∞

=
 

上面第三个结论形式上是一个无限的过程，但我们实际上处理的几乎全部是有限集合。

若对有限集 A，设|A|=n，R是 A上的关系，则有比上面简单一点的结论： 
ni

n

i
RRRRRt ΥΛΥΥΥ 2

1
)( ==

=
 

虽然求传递闭包有Warshall算法，但实际用得并不多。 
若给出了一个关系的关系图，如何求出它对应的闭包呢？ 

（1）求一个关系的自反闭包，即将图中的所有无环的结点加上环； 
（2）求一个关系的对称闭包，图中任何一对不同结点之间，若仅存在一条边，则加上

方向相反的另一条边即可； 
（3）求一个关系的传递闭包，则在图中，对任意结点 a，b，c，若 a到 b有一条边，

同时 b到 c有一条边，则从 a到 c增加一条边(当 a到 c无边时)。继续这样下去，
直到不能再添加边为止。 

根据上面定理 7和关系矩阵所对应的结论，可以计算闭包所对应的矩阵。如： 

)()())(( AIMRMRrM ∨=  
)~()())(( RMRMRsM ∨=  

)())((
1

i

i
RMRtM ∨

∞

=
=  

根据闭包的定义，容易证明下面结论： 

定理 8  （1）R是自反的⇔ r(R)=R 
（2）R是对称的⇔ s(R)=R 
（3）R是传递的⇔ t(R)=R 

定理 9  设 R，S是集合 A上的关系，且有 SR ⊇ ，则有： 

)()( SrRr ⊇ ； )()( SsRs ⊇ ； )()( StRt ⊇  

定理 10  设 R，S是集合 A上的关系，则有： 

（1） )()()( SrRrSRr ΥΥ =  
（2） )()()( SsRsSRs ΥΥ =  
（3） )()()( StRtSRt ΥΥ ⊇  

结论（3）可能发生不相等的时候，可以举出这样的例子。参见习题 38。 

定理 11  设 R是集合 A上的关系。 

（1）若 R是自反的，则 s(R)和 t(R)也是自反的； 
（2）若 R是对称的，则 r(R)和 t(R)也是对称的； 
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（3）若 R是传递的，则 r(R)也是传递的。 

有了上述几个定理，可以给出求包含 R的具有自反、对称、传递特性的最小的关系的
定理： 

定理 12  对集合上的任意关系 R，tsr(R)是包含 R并同时具有自反、对称、传递特性的
最小关系。此处 tsr(R)表示 t(s(r(R)))。 

类似地，如出现 sr(R)，st(R)，rt(R)，tr(R)或 ts(R)等也分别理解为 s(r(R))，s(t(R))，r(t(R))，
t(r(R))，t(s(R))。 

§2.1.5  等价关系与集合的划分 

等价是一种很重要、很普遍的关系，它和集合的划分有密切的联系。 

定义 6  对集合 A上关系 R，若 R是自反、对称、传递的，称 R为 A上的等价关系。 
定义 7  设 R是集合 A上的等价关系， Aa∈ ，由 A中所有与 a具有关系 R的全体元

素组成的 A的子集，称为 a关于 R的等价类，记为 Ra][ ，即： 

},|{][ xRaAxxa R ∈=  

A关于等价类全体构成的集合，称为 A关于 R的商集，记为 A／R，即 

}|]{[/ AaaRA R ∈=  

对于函数(其相关定义及结论见第 3章) ∅≠→ XYXf   ,: ，定义 XXR ×⊆ 如下： 

)()( 2121 xfxfRxx =⇔  

易证 R是 X上的等价关系，称之为由 f诱导的等价关系，等价类 

)}()(|{][ afxfAxa f =∈=  

构成的划分为： })(|)({ 11 ∅≠−− yfyf  
可以证明： 

定理 13  设 R是集合 A上的等价关系，则 

（1） A上关于 R的每个等价类不是空集。 
（2）对 A中任意两个元素 a和 b，若 aRb，则 RR ba ][][ = ；若 bRa ，则  

∅=RR ba ][][ Ι  
（3） Aa R

Aa
=

∈
][Υ  

根据第 1 章划分的定义，等价关系确定一个集合的划分，反过来，一个划分能否确定
一个等价关系呢？关于等价关系与集合的划分之间的相应关系，表示为下面的定理： 

定理 14  设 R是非空集合 A上的等价关系，则商集 A／R是 A的一个划分；反之，对
集合 A的任一划分∏，可确定 A上的一个等价关系 R，且 R所对应的商集 A／R=∏。 
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§2.1.6  相容关系与集合的覆盖 

定义 8  设 R是非空集合 A上的关系，若 R是自反、对称的，则称 R是集合 A上的相
容关系。对相容关系，若 aRb，则称 a与 b相容。 

设 R是集合 A上的相容关系，若 A的非空子集 S满足： 

（1）S中任意元素与 S中所有元素相容； 
（2）A－S中任意元素不与 S中所有元素相容。 

则称 S是相容关系 R的极大相容类。 
根据第 1章中覆盖与完全覆盖的定义，由非空集合 A上的相容关系 R所确定的极大相

容类组成的集合也是 A的一个覆盖，并且显然是完全覆盖，称之为由相容关系 R确定的完
全覆盖。 

等价关系和划分之间是一一对应的，即由等价关系可以得到划分，由划分也可以得到

等价关系，并且由此等价关系确定的划分即为原划分。不同的划分确定不同的等价关系。

但对相容关系和完全覆盖，却没有相同的结论。虽然由完全覆盖可以得到相容关系，相容

关系也可以得到完全覆盖，但两者之间并不是一一对应的。集合上不同的完全覆盖确定的

相容关系可能是相同的。如：对集合 A={1，2，3}，完全覆盖 C={{1，2}，{2，3}，          
{3，1}}确定(用和由划分来确定等价关系相同的方法)的相容关系 R 为：R={<1，1>，       
<2，2>，<3，3>，<1，2>，<2，1>，<1，3>，<3，1>，<2，3>，<3，2>}，而由相容关系
R所确定的完全覆盖是{{1,2,3}}而不是 C。另一方面，覆盖{{1，2，3}}也可确定相容关系
R。 

§2.1.7  偏序关系 

偏序关系是一种特殊的二元关系，定义如下： 

定义 9  对集合 A上的关系 R，若 R是自反、反对称、传递的，称 R为 A上的偏序关
系，常用记号≤表示。A及其上的偏序关系≤合称为偏序集，记为(A，≤ )。 

由于偏序集本身所具备的特性，因此用图来描述偏序关系在不引起混淆时，可以将其

中的一些显然的因素略去不管，其关系图可以简化。①将图中每个结点的环略去；②图中

若有有向边＜a,b＞，＜b,c＞，则必有有向边＜a,c＞,将边＜a,c＞略去（或这样解释：对任
意的 Aba ∈, ， ba ≠ ，若 ba ≤ ，且 a与 b之间不存在 Ac∈ ，使得 bcca ≤≤ , ，则 a与
b之间用一条线连接，否则不用线相连）；③如果图中有有向边＜a,b＞，我们总将 a画在 b
的下方，从而 a到 b的箭头也省去。按此约定简化后的图，称为偏序集所对应的哈斯(Hasse)
图。给定一个有限集合所对应的偏序关系，当集合中元素的数目不太多时(如不超过 15个)，
我们应能画出其对应的哈斯图。 
与偏序相关的还有几个概念： 

定义  对集合 A上的关系 R，若 R是反自反、反对称、传递的，称 R为 A上的拟序关
系，称（A，R）为拟序集。 
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定义  对偏序集（A，≤），若对任意 Ayx ∈, ，总有 x≤y或 y≤x，二者必居其一。则
称（A，≤）为全序集（也叫线性序）。称≤为全序关系。 

定义  对偏序集（A，≤），若 A的任何非空子集都有最小元素，则“≤”称为良序关
系，（A，≤）称为良序集。 

显然良序一定是全序，反之不一定。每个有限的全序集一定是良序集，但对无限的全

序集就不一定是良序集，如：[0,1]上的≤关系是全序，但不是良序。 
若两个不同的元素 yx, ，既没有 x≤ y也没有 y≤ x，称 yx, 是不可比的。 
下面几个定义在第 5章讨论格与布尔代数时将要用到。 

定义 10  设偏序集（A，≤）， AB ⊆ 。 

（1）假设 Ab∈ ，若使得对所有的 Bx∈ ，有 )( bxxb ≤≤ ，则称 b为 B的一个下（上）
界。 

（2）b是 B的下界（上界），若对 B的任意下界(上界)x，有 )( xbbx ≤≤ ，称 b为 B的
最大下界（最小上界），也称为下确界（上确界）。 

（3） Bb∈ 。若 B中不存在满足 )( xbbx ππ ＊
的元素 x，则称 b是 B的极小元（极大

元）；或定义为：若对任意的 Bx∈ ，满足 )( xbbx ≤≤ ，则有 x=b。则称 b 是 B
的极小元(极大元)； 

（4） Bb∈ 。若对 B中任意元素 x，有 )( bxxb ≤≤ ，则称 b为 B的最小元（最大元）。 

显然，若 AB ⊆ 有最大下界（最小上界），或有最小元（最大元），它们都是惟一的，

且由定义可以知道，若 B有最小元（最大元）b，则 b也是 B的最大下界（最小上界）。 
关于上面的定义结论如下： 

定理 15  设（A，≤）是一偏序集，B是 A的子集，则 

（1）若 Bb∈ 是 B的最大元，则 b是 B的极大元、上界、上确界； 
（2）若 Bb∈ 是 B的最小元，则 b是 B的极小元、下界、下确界； 
（3）若 a是 B的上确界，且 Ba∈ ，则 a是 B的最大元； 
（4）若 a是 B的下确界，且 Ba∈ ，则 a是 B的最小元； 
（5）若“≤”是一个全序关系，则 Bb∈ 是 B的最大元⇔ Bb∈ 是 B的极大元； 
（6）若“≤”是一个全序关系，则 Bb∈ 是 B的最小元⇔ Bb∈ 是 B的极小元。 

§2.2  重点及难点解析 

§2.2.1  基本要求 

1．掌握二元关系的形式定义及其各种表示方法：序偶、矩阵、关系图等；能正确使用

                                                        
＊ bx π 指 bxbx ≠≤ 且 。 
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集合表达式、关系矩阵、关系图等表示给定的关系，并要求能够从一种形式写出另

一种形式。 
2．掌握关系的运算，包括集合运算以及关系的复合和关系的逆运算。 
3．掌握二元关系的各种特殊性质：自反、反自反、对称、反对称、传递等，并理解这
些性质如何反映在关系图上、关系矩阵上等。 

4．掌握集合中二元关系的闭包的意义和简单性质，能求出有限集上的二元关系的闭包。 
5．掌握等价关系、相容关系(重点是等价关系)的概念，并掌握覆盖、划分、等价类、
商集的定义和基本性质，弄清楚等价关系与划分之间的关系。 

6．掌握偏序、偏序集、全序、良序等概念，以及偏序集的极大元、极小元、最大元、
最小元、上界、下界、最大下界、最小上界等概念。 

7．能画出有限偏序集的哈斯图，并根据图讨论偏序集的某些性质。 

§2.2.2  疑难点解析 

1．注意从 X到 Y的关系与从 X到 X的关系的异同。它们的差别表现在它们的表示方
法及运算上等。 

2．给出关系的一种表示，应能够给出关系其他的表示。如：以序偶（集合）的形式给
出的关系，求它所对应的关系图、关系矩阵等；或者给出关系的关系图，求关系的

矩阵表示和集合表示。并借此讨论关系所具有的性质，这是基本要求。 
3．对关系运算特别是复合运算和逆运算性质的掌握；希望通过图形能够直观给出两个
关系复合之后的结果。 

4．对关系基本类型的理解。 

这里讨论的关系都是集合 A到自身的关系，即都是笛卡尔积 AA× 的子集，不讨论从 A
到 B的关系。对几种基本类型：自反、反自反、对称、反对称、传递等定义的理解,希望通
过下面例子加深理解，并对后面的基本题（或习题解析）有深刻的认识。例如：设集合

A={1,2,3}，R1={<1,1>}不是自反的，也不是反自反的，是对称的，也是反对称的，传递的。
R2={<1,2>,<2,1>,<2,3>}是反自反的，但既不是对称的，也不是反对称的，也不传递。      
R3={<1,2>,<3,3>}是反对称、传递的，但不自反，也不是反自反的。 
习题中有很多问结论是否成立的例子，一般来说，如果要说明某一事实成立，则一定

要证明；如果要说明某一事实不一定成立，则可举一反例加以说明；如果要说明某一事实

一定不成立(即它的反面一定成立)，则也一定要证明。希望通过反例加深对一些内容的理
解。 

5．分析关系的性质。有时需要判别给出的关系是否具有自反、对称、传递等性质。有
多种做法，例如：可以直接考查集合中序偶出现的情况，也可以通过关系对应的有

向图来判断，还可以通过关系矩阵（利用定理 5）来判定。 
6．利用矩阵或关系图求关系的闭包。 
利用矩阵求闭包直接利用定理 7后面的结论就可以了，若利用关系图来求，则 

① 若求自反闭包，则只需在没有环的结点处加上环就够了； 
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② 若求对称闭包，则若两个结点之间有单方向的弧线，加上反方向的弧线即可； 
③ 若求传递闭包，则复杂一些。若存在点 a到 b的弧线，存在点 b到 c的弧线，
而没有 a到 c的弧线，添上 a到 c的弧线。添上所有的这种可能的弧线，直到
不能再添加为止。 

7．关系的闭包之间的相互关系体现在定理 8、9、10 中。希望通过例子对没有出现的
一些性质能够理解。如 )()( RstRts ≠ ， )()()( StRtSRt ΙΙ ⊆ ， )()()( StRtSRt ΥΥ ⊇
等。 

8．对两个具有一定性质的关系，其通过运算之后相关的性质是否保持，见定理 6，希
望通过反例对一些式子加深理解。 

9．偏序集中上界、下界，极大元、极小元，最大元、最小元，最小上界、最大下界等
定义。 

例如：作为最大元、最小元或极大元、极小元等要求元素本身在考查的集合中，而上

界、下界则没有这一方面的要求。另一方面，极大元指在该集合中没有比它更大的，这是

一种“局部”性质，并不意味着它是最大的。最大元则指比所

有的都大(可以发生相等时)，这是一种“全局”性质，故最大
元也必定是极大元。例如：对给定集合 A={0，1，a，b，c，d}
上的偏序集，其对应的哈斯图如图 2-2所示。 

对集合 B={a，b，c}，c是极大元也是最大元，c、1均是 B
的上界；0是 B的下界；a、b都是极小元。 

对集合 C={a，b}，c、d、1均是 C的上界，没有最小上界；
0是 C的下界也是 C的最大下界；a、b都是 C的极大元也都是
C的极小元；没有最大元也没有最小元。 
通过这一例子，可以看出一个元素可以既是极大元也是极小元，也可以既是最大元也

是最小元。一个集合可以没有最大元也可以没有最小元。 

10．哈斯图的确定及元素之间的可比性等。给出一个由少量元素构成的有限偏序集，
应能确定它所对应的哈斯图。哈斯图的确定有三条规则：（1）自身处的环省去；
（2）小的元素画在下面，大的元素放在上面，箭头省去；（3）只有当 a≤b，且
不存在 c，使得 a≤c≤b时，才在 a与 b之间连一条线。 

两个元素不一定是可比的，如整除关系中，对 2和 3而言，因 2不整除 3，3也不整除
2，故没有 2≤3，也没有 3≤2，2 和 3 是不可比的。应能够通过哈斯图确定。对哈斯图中
的两个元素 a,b，若从图形直观看，a在 b的下方，但没有从 a到 b的通路(方向始终朝上)，
则 a和 b是不可比的。如图 2-3所示的三个偏序集所对应的哈斯图中，a，b都是不可比的。 

 
 
 
 
 
 

图 2-2 

 a

1 

0 

c d 
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§2.3  基 本 题 

§2.3.1  选择题 

1．集合 }10,,2,1{ Λ=A 上的关系 },,10|,{ AyAxyxyxR ∈∈=+><= ，则 R 的性质为
(    )。 

A．自反的     B．对称的     C．传递的，对称的     D．反自反的，传递的 

答案：B 

2．设 A={a，b，c}上的关系如下，有传递性的有（    ）。 

A． },,,,,,,{1 ><><><><= abbaaccaρ  
B． },,,{2 ><><= accaρ  
C． },,,,,,,{3 ><><><><= cbabccbaρ  
D． },{4 ><= aaρ  

答案：D 

3．设 R和 S是集合 A上的任意关系，则下列命题为真的是（    ）。 

A．若 R和 S是自反的，则 SR ο 也是自反的 
B．若 R和 S是反自反的，则 SR ο 也是反自反的 
C．若 R和 S是对称的，则 SR ο 也是对称的 
D．若 R和 S是传递的，则 SR ο 也是传递的 

答案：A 

*4．若 R和 S是集合 A上的两个关系，则下述结论正确的是（    ）。 

A．若 R和 S是自反的，则 SR Ι 是自反的 
B．若 R和 S是对称的，则 SR ο 是对称的 
C．若 R和 S是反对称的，则 SR ο 是反对称的 

 
                                                       b 

a            b                       a 
 

                   a         b 
        （1）                 （2）                  （3）      

 
图 2-3 



 第 2章  二 元 关 系 41 

D．若 R和 S是传递的，则 SR Υ 是传递的 

答案：A 

*5．设 S={1，2，3}，图 2-4给出了 S上的两个关系 21, RR ，则复合关系 21 RR ο 是(      )。 
 
 
  1            2           3                        1     2      3 
             R1                                         R2 
                                图 2-4 

A．自反的        B．传递的         C．对称的         D．等价的 

答案：C 

6．设 A={1，2，3，4，5}， },,|,{ Ajijiji ∈<><=ρ ，则 ρ~的性质是（    ）。 

A．对称的    B．自反的    C．反对称的    D．反自反、反对称、传递的 

答案：D 

7．设集合 },,{ cbaA = ，R 是 A 上的二元关系， },,,,,,,{ ><><><><= accabaaaR ，

那么 R是(    )。 

A．反自反的  B．反对称的  C．可传递的  D．不可传递的 

答案：D 

8．设 R和 S是集合 A上的等价关系，则 SR Υ 的对称性（    ）。 

A．一定成立    B．一定不成立 
C．不一定成立   D．不可能成立 

答案：A 

9．设 R和 S是非空集合 A上的等价关系，下述各式是等价关系的为（    ）。 

A． RAA −× )(     B． 2R  
C． SR −      D． )( SRr −  

答案：B 

10．集合 A上的关系 R是相容关系的必要条件是（    ）。 

A．自反、反对称的  B．反自反、对称的 
C．传递、自反的   D．自反、对称的 

答案：D 

*11．设 R是集合 A上的偏序关系，R~是 R的逆关系，则 RR ~
Υ 是（    ）。 
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A．偏序关系 B．等价关系  C．相容关系  D．都不是 

答案：B 

12．设集合 A中有 4个元素，则 A上的不同的等价关系的个数为(    )。 

A．11个   B．14个   C．15个   D．17个 

答案：C 

说明：由于不同的等价关系对应不同的划分，本题实质上是计算 4 个元素构成的集合
有多少个不同的划分。整数 4可分为 4，1＋3，1＋1＋2，2＋2，1＋1＋1＋1，
故共有 1511 2

42
12

4
1
4 =++++ CCC 个不同的划分。 

§2.3.2  填空题 

1．设 D 为同一平面上直线的集合，并且∥表示两直线间的平行关系，⊥表示两直线
间的垂直关系，则∥

２=  ①  ，⊥２=  ②  ，⊥３=  ③   。 

答案：① ∥   ② ∥   ③ ⊥ 

2．关系 R是反自反的，当且仅当在关系矩阵中  ①   ，在关系图上  ②   。 

答案：① 对角线上的元素全为零   ② 每个结点都没有到自身的回路 

3．关系 R是对称的，当且仅当关系矩阵是  ①   ，在关系图上  ②   。 

答案：① 对称的   ② 任意两个结点间若有定向回路，则必成对出现 

4．关系 R是反对称的，当且仅当在关系矩阵中  ①   ，在关系图上  ②   。 

答案：① 与对角线对称的元素不同时为 1  ② 两不同结点间的有向弧线不成对出现 

5．设 A={1,2,3}上的关系Ｒ={<1,1>,<1,2>,<1,3>,<3,3>}，则关系 R 具备  ①  性，不
具备  ②  性。 

答案：① 反对称性、传递   ② 自反、反自反、对称 

6．设 A={1,2,3,4}上关系 R={<1,2>，<2,4>，<3,3>，<1,3>}，则 r(R)=  ①    ，         
s(R)=  ②   。 

答案：① {<1,1>，<2,2>，<3,3>，<4,4>，<1,2>，<2,4>，<1,3>} 
② {<1,2>，<2,1>，<2,4>，<4,2>，<3,3>，<1,3>，<3,1>} 

7．设集合 A仅含有 3个元素，那么 

（1）在 A上可定义          种不同的二元关系。 
（2）在 A上可定义          种不同的自反关系。 
（3）在 A上可定义          种不同的反自反关系。 
（4）在 A上可定义          种不同的对称关系。 
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（5）在 A上可定义          种不同的反对称关系。 

答案：（1）512  （2）64  （3）64  （4）64  （5）64 

8．如果 1R 和 2R 是 A上的对称关系，有下列观点： 

（1） 21 RR Υ 是对称的 
（2） 21 RR Ι 是对称的 
（3） 21 RR ο 是对称的 

其中        是正确的。 

答案：（1）、（2）  （参见习题 28） 

9．如果 1R 和 2R 是 A上的反对称关系，有下列观点： 

（1） 21 RR Υ 是反对称的 
（2） 21 RR Ι 是反对称的 
（3） 21 RR ο 是反对称的 

其中        是正确的。 

答案：（2） 

说明：结论（3）不正确。例如：R1={<a，c>,<b，c>}，R2={<c，b>,<c，a>}，则
},,,,,,,{21 ><><><><= bbaaabbaRR ο 不是反对称的。 

10．如果 1R 和 2R 是 A上的传递关系，有下列观点： 

（1） 21 RR Υ 是传递关系 

（2） 21 RR Ι 是传递关系 

（3） 21 RR ο 是传递关系 

（4） 2
1R 是传递关系 

其中        是正确的。 

答案：（2）、（4） 

说明：结论（3）不正确。例如： },,,{1 ><><= ebdaR ， },,,{2 ><><= cebdR ，则

},,,{21 ><><= cbbaRR ο 不是可传递的。 

与此相关的问题参见习题 29。 

11．R是 A的二元关系，那么有下列观点： 

（1）当 R是自反关系时，R的传递闭包也是自反关系 
（2）当 R是反自反关系时，R的传递闭包也是反自反关系 
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其中                       是正确的。 

答案：（1） 

12．R是 A上的二元关系，那么有下列观点： 

（1）当 R是对称关系时，R的传递闭包也是对称关系 
（2）当 R是反对称关系时，R的传递闭包也是反对称关系 

其中     是正确的。 

答案：（1） 

13．集合 ),,,,,,{ gfedcbaA = ，A 上的一个划分 }},{},,,{},,{{ gfedcba=π ，那么π 所
对应的等价关系 R应有     个有序对。 

答案：17 

*14．设 R是集合 }10,,2,1{ Λ 上的模 7同余关系，则 =R]2[        。 

答案：{2,9} 

15．设 1R 和 2R 是 A上的相容关系，那么对于下列观点： 

（1） 21 RR Υ 是相容关系 
（2） 21 RR Ι 是相容关系 
（3） 21 RR ο 是相容关系 

其中        是正确的。 

答案：（1）、（2） 

*16．整数集上的小于关系“＜”具有  ①  、  ②  和  ③  关系。 

答案：① 反自反   ② 反对称   ③ 传递 

17．设 },,{ cbaA = 上偏序集 )),(( ⊆AP ，则 P(A)的子集 }},{},,{},{},{,{ cbbabaB ∅= 的极

大元是  ①   ，最大元是  ②   ，上界是  ③   ，下确界是  ④   。 

答案：① {a，b}，{b，c}  ② 无   ③ {a，b，c}  ④ ∅  

18． }24,12,10,8,6,5,4,3,2{=A ，R是 A上的整除关系，那么 A的极大元是  ①  ；极小
元是  ②  。 

答案：① 10，24  ② 2，3，5 

19． }12,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1{=A ，R是 A上的整除关系。子集 }6,4,2{=B ，那么 B的
最大元是  ①  ；B的最小元是  ②  ；B的上界是  ③  ；B的下界是  ④  。 

答案：① 不存在  ② 2   ③ 12   ④ 2，1 
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20． }36,24,10,8,6,5,4,3,2,1{=A ，R是 A上的整除关系。子集 )4,3,2,1{=B ，那么 B的上
界是  ①  ；B的下界是  ②  ；B的上确界是  ③  ；B的下确界是  ④  。 

答案：① 24，36  ② 1   ③ 不存在  ④ 1 

§2.3.3  判断题 

*1．若 R是集合 A上的传递关系，则 R2也是集合 A上的传递关系。(  ) 答案：√ 
2．若集合 A上的关系 R是对称的，则 R~也是对称的。(  )    答案：√ 
3．一个不是自反的关系，一定是反自反的。(  )      答案：× 
4．集合 A={1,2,3}的任何关系 R都不可能既是对称的，又是反对称的。(  ) 

答案：× 
5．集合 A={a,b,c}上的关系 R={<a,b>，<a,c>}是不可传递的。(  )  答案：× 
6．若 R和 S是集合 A上的任意两个自反关系，则 SR ο 也是自反的。(  ) 

答案：√ 
7．若 R和 S是集合 A上的任意两个反自反关系，则 SR ο 也是反自反的。(  ) 

答案：× 
8．若 R和 S是集合 A上的任意两个对称关系，则 SR ο 也是对称的。(  ) 答案：× 
9．若 R和 S是集合 A上的任意两个传递关系，则 SR ο 也是传递的。(  ) 答案：× 
10．若 R为集合 A上的反对称关系，则 t(R)一定是反对称的。(  )  答案：× 

说明：设 A={a,b,c}，R={<a,b>,<b,c>,<c,a>}，则 R反对称，但 t(R)是 A上的全关系，
不是反对称的。 

11．设 R和 S是集合 A上的关系，则有： 

)()()( SrRrSRr ΥΥ = ；(    )         答案：√ 
)()()( SsRsSRs ΥΥ = ；(    )         答案：√ 
)()()( StRtSRt ΥΥ ⊆ 。(    )         答案：√ 

12．设 R和 S是集合 A上的等价关系，则 SR Υ 一定是等价的。(  )  答案：× 

说明：设集合 A={1,2,3}，R={<1,1>，<2,2>，<3,3>，<1,2>，<2,1>}；S={<1,1>，<2,2>，
<3,3>，<1,3>，<3,1>}，则 R和 S都是等价的，但 SR Υ ={<1,1>，<2,2>，<3,3>，
<1,2>，<2,1>，<1,3>，<3,1>}不是等价的，因为 SR Υ>∈< 1,2 ， SR Υ>∈< 3,1 ，

但 SR Υ>∉< 3,2 ， SR Υ 不是传递的。 

13．设 R和 S是集合 A上的两个相容关系，则 SR ο 与 SR Ι 都是相容关系。(  ) 
答案：× 

14．平面上直线间的平行关系是等价关系。(  )      答案：√ 
15．设人的集合 A上的朋友关系为 R，则 R是 A上的相容关系。(  )  答案：√ 
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§2.4  习 题 解 析 

1．设 N表示非负整数集， NNR →: 。xRy定义为 102 =+ yx ，确定 Dom(R)和 Ran(R)。 
解： 

由关系的定义，有 Dom(R)={0,2,4,6,8,10}，Ran(R)={5,4,3,2,1,0}。 

2．对下面集合 S={0,1,2,3}上的关系，写出它们的元素，作出相应的关系图和关系矩阵。 

（1）mR1n，定义为 3=+ nm  
（2）mR2n，定义为 )2(modnm ≡  
（3）mR3n，定义为 m≤n 
（4）mR4n，定义为 m+n≤4 
（5）mR5n，定义为 3},max{ =nm  

解： 
关系中的元素分别是： 

R1={<0,3>, <1,2>, <2,1>, <3,0>} 
R2={<0,0>, <1,1>, <2,2>, <3,3>, <1,3>, <3,1>, <0,2>，<2,0>} 
R3={<0,0>, <0,1>, <0,2>, <0,3>, <1,1>, <1,2>, <1,3>, <2,2>, <2,3>, <3,3>} 
R4={<0,0>, <0,1>, <0,2 >, <0,3>, <1,0>, <1,1>, <1,2>, <1,3>, <2,0>, <2,1>,<2,2>, 

<3,0>, <3,1>} 
R5={<0,3>, <1,3>,<2,3>, <3,3>,<3,2>,<3,1>, <3,0>} 

其对应的关系图分别如图 2-5中（1）～（5）所示。 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 

 
 

图 2-5 

（5）

0 

2 3

（1）

0 1

2 3

（2）

0

3 2

1

（4）

0
1 2

3

0 

1 3 

2 

（3） 
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其对应的关系矩阵分别是： 

（1）

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0001
0010
0100
1000

)( 1RM    （2）

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

1010
0101
1010
0101

)( 2RM  

（3）

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

1000
1100
1110
1111

)( 3RM    （4）

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0011
0111
1111
1111

)( 4RM  

（5）

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

1111
1000
1000
1000

)( 5RM  

3．A={0,1,2}，（1）至（9）给出了 A上关系 R的元素<m,n>应满足的条件。写出这些
关系中的元素。 

（1）m≤n    （2）m＜n    （3）m=n 
（4）mn=0   （5）mn=m    （6） Anm ∈+  
（7） 222 =+ nm   （8） 322 =+ nm    （9） }1,max{nm =  

解： 

下面直接给出答案： 

（1）{<0,0>,<0,1>,<0,2>,<1,1>,<1,2>,<2,2>} 
（2）{<0,1>,<0,2>,<1,2>} 
（3）{<0,0>,<1,1>,<2,2>} 
（4）{<0,0>,<0,1>,<0,2>,<1,0>,<2,0>} 
（5）{<0,0>,<0,1>,<0,2>,<1,1>，<2,1>} 
（6）{<0,0>,<0,1>,<0,2>,<1,0>,<1,1>,<2,0>} 
（7）{<1,1>} 
（8）{}或写为空集∅  
（9）{<1,0>,<1,1>,<2,2>} 

4．设 R和 S是 A={1,2,3}上的关系。R={<1,1>，<1,2>，<2,3>，<3,1>，<3,3>}；S={<1,2>，
<1,3>，<2,1>，<3,3>}。求 SR Ι ， SR Υ 和 R 。 

解： 
R，S已用集合形式直接表示出，只要取它们通常的并与交即可。对 R ，利用 AA×
是 A上全关系(全集)取补即可。 

}3,3,2,1{ ><><=SR Ι  
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}3,3,1,3,3,2,1,2,3,1,2,1,1,1{ ><><><><><><><=SR Υ  
}2,3,2,2,1,2,3,1{ ><><><><=R  

5．Z是整数集。 

（1）R1是 ZZ × 上的二元关系，<<a,b>,<c,d>> 1R∈ 定义为 a－c=b－d。给出 R1的

几何解释。 

（2）R2是 ZZ × 上的二元关系，<<a,b>,<c,d>> 2R∈ 定义为 10)()( 22 ≤−+− dbca 。 

给出 2121212   ,  ,  , RRRRRRR ⊕−Υ 等的几何解释。 
解： 
（1）因 dbca −=− 可写为 dcba −=− ，直线 Kyx =− （K为整常数）上任意的

两整数点具有关系 R1，不在同一直线上的点不具有关系 R1。 
（2）平面上两整数点之间的距离若小于等于 10，则它们具有关系 R2。 

若两整数点在直线 Kyx =− （K 为整常数）上或两整数点之间的距离小于
等于 10，则两整数点具有关系 21 RR Υ 。 
若两整数点在直线 Kyx =− （K 为整常数）上且两整数点之间的距离大于
10，则两整数点具有关系 21 RR − 。 
若两整数点在直线 Kyx =− （K 为整常数）上且两整数点之间的距离大于
10，或者两整数点之间的距离小于等于 10 且两整数点不同时在任何直线

Kyx =− (K为整常数)上，则两整数点具有关系 21 RR ⊕ 。 

6．对以下整数集上的关系 R和 S，确定 SR ο ： 

（1）R={<x,y>|y=2x-1}   S={<x,y>|y=x+3} 
（2）R={<x,y>|y=x-4}   S={<x,y>|y=x2+3x+1} 
（3）R={<x,y>|y=2x}   S={<x,y>|x=2y} 
（4）R={<x,y>|y=2x}   S={<x,y>|y=x2} 

解： 
根据关系复合的定义，有 

（1） =SR ο {<x,y>|y=2x-1+3} 
（2） =SR ο {<x,y>|y= 1)4(3)4( 2 +−+− xx } 
（3） =SR ο {<x,y>|x=y} 
（4） =SR ο {<x,y>| 2)2( xy = } 

7．令 A={1,2,3}，B={a,b,c}，C={x,y,z}。 BAR →: ， CBS →: ，且 R={<1,b>,<2,a>, 
<2,c>}，S={<a,y>,<b,x>,<c,y>,<c,z>}。 

（1）求复合关系 SR ο ； 
（2）求表示关系 R，S和 SR ο 的矩阵 MR、MS和 SRM ο 并比较 SRM ο 与 SR MM ⋅ 。 
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解： 
（1）关系 R和 S的关系图如图 2-6所示。可知，A中元素 1和 C中元素 x被“通

道” xb →→1 连结，因此 SRx ο>∈< ,1 。类似地有 SRzy ο>∈<>< ,2,,2 。

有 },2,,2,,1{ ><><><= zyxSR ο  

（2）矩阵

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

000
101
010

3
2
1

cba

M R    

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

110
001
010

c
b
a

zyx

M S    

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

000
110
001

3
2
1

zyx

M SRο  

将 RM 与 SM 相乘得
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=⋅

000
120
001

SR MM  

可以看出， SRM ο 与 SR MM ⋅ 有相同的零分量。 

 
                    1             a              x 
 
                    2             b              y 
 
                     3            c              z 
 

图 2-6 

8．对于下面的布尔矩阵，确定对应的集合{1,2,3}上的关系 R，并确定关系 R2的关系

矩阵。 

（1）
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

101
110
011

      （2）
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

101
010
101

      （3）
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

001
010
000

 

解： 

由关系矩阵与关系之间的联系，直接可由关系矩阵得到 R，且直接通过布尔乘法
或利用类似第 7题图解的方法，可得到 2R 。 

（1）R={<1,1>,<1,2>,<2,2>,<2,3>,<3,1>,<3,3>}， 2R =全关系 
（2）R={<1,1>,<1,3>,<2,2>,<3,1>,<3,3>}    2R ={<1,1>,<1,3>,<2,2>,<3,1>,<3,3>} 
（3）R={<2,2>,<3,1>} 2R ={<2,2>} 

其对应的关系矩阵分别为：（1）
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

111
111
111
（2）

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

101
010
101
（3）

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

000
010
000
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*9．设 X={1,2,3,4}，R是 X上的二元关系，R={<1,1>,<3,1>,<1,3>,<3,3>,<3,2>,<4,3>, 
<4,1>,<4,2>,<1,2>} 

（1）画出 R的关系图； 
（2）写出 R的关系矩阵； 
（3）说明 R是否是自反、反自反、对称、 

传递的。 

解： 
（1）R的关系图如图 2-7所示。 

（2）R的关系矩阵是：

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0111
0111
0000
0111

 

（3）由于对角线上不全为 1，R不是自反的；由于对角线上存在非零元素，R不
是反自反的；由于矩阵不对称，R不是对称的； 
经计算可得 

)(

0111
0111
0000
0111

)( 2 RMRM =

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= ，可知 R是传递的。 

说明：① 本题也可以通过关系图本身来说明：因结点 2处无环，故关系 R不是自反的；
因结点 1处有环，故 R不是反自反的；因有结点 4到结点 2的边，但无 2到
4的边，R不是对称的；不存在这样情形：有 a到 b的边，b到 c的边，无 a
到 c的边，故 R是传递的； 

② 也可以直接从以集合形式给出的关系来判断：因 R>∉< 2,2 ，故 R 不自反；
因 R>∈< 1,1 ，故 R不反自反；因 RR >∉<>∈< 4,2,2,4 ，故 R不对称；因不
存在这种情形：有 RcbRba >∈<>∈< ,  ,, ，但 Rca >∉< , ，故 R传递。 

10．举出一个集合 A={1,2,3}上的关系 R的例子，使它具有以下性质： 

（1）R同时是对称的和反对称的； 
（2）R既不是对称的也不是反对称的； 
（3）R是传递的，但 RR ~

Υ 不是传递的。 
解： 
有许多组例子可以作为答案，下面是一组可能的答案： 

（1）R={<1,1>,<2,2>} 
（2）R={<1,2>,<2,1>，<2,3>} 
（3）R={<1,2>} 

4              2 

 

 

 

 

1                  3 

图 2-7 
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*11．有人说，如果非空集合 X 上的一个关系 R 是对称的、传递的则一定是自反的，
从而是等价关系。其论证方法是：因 R对称，则由 aRb可得 bRa( Xba ∈, )，因 R
传递，由 aRb和 bRa可得 aRa。这个推论正确吗？为什么？ 

解： 
这个推论不正确。根据定义，R对称指：如果 aRb可得 bRa，但对每一个元素 Aa∈
可能不存在满足这一条件的不同的 b。上面假定是建立在每个元素都存在与它有
关系 R的其他元素的假定之上的，而当此假设不满足，则全部论证失效。 
例如 A={a,b,c}，A上的关系 R={<a,b>,<b,a>,<a,a>,<b,b>}，则 R是对称的、传递
的，但不是自反的，因为 Rcc >∉< , 。 

12．设 R和 S是集合 A上的关系，证明  nnn SRSR ΙΙ ⊆)(  
证： 
由结论(定理 1 结论 4 的特殊情形)：若 SR ⊆ ，则 TSTR οο ⊆ 和 STRT οο ⊆ 成

立，有如下推理： 
因为 RSR ⊆Ι ，故 22 )()( RRRSRRSR =⊆⊆ οΙοΙ ，用数学归纳法证明可知：

nn RSR ⊆)( Ι 。同理可得 nn SSR ⊆)( Ι ，从而有 nnn SRSR ΙΙ ⊆)( 。证毕。 

13．设 21, RR 是集合 S到 T的关系。证明： 

（1）若 21 RR ⊆ ，则 21
~~ RR ⊆  

（2） 2121
~~ RRRR ΙΙ =  

（3） 2121
~~ RRRR ΥΥ =  

证： 
（1） 11 ,,~, RtsRst >∈<>∈<∀ ，由 21 RR ⊆ ， 2, Rts >∈< ，有 2

~, Rst >∈< ，从而

21
~~ RR ⊆ (事实上，两者是等价的，直接再取一次逆关系即可)。 

（2）直接用定义证明。 

21, RRst Ι>∈<∀ ⇔ 21, RRts Ι>∈<  
⇔ 1, Rts >∈< ， 2, Rts >∈< ⇔ 1

~, Rst >∈< ， 2
~, Rst >∈<  

⇔ 21
~~, RRst Ι>∈< 。证得 2121

~~ RRRR ΙΙ = 。 

（3）（和（2）一样可以由定义直接证明） 

由（1）的证明： 212211 RRRRRR ΥΥ ⊆⊆ 及 ，可知 

211
~ RRR Υ⊆ 及 212

~ RRR Υ⊆ ，有 2121
~~ RRRR ΥΥ ⊆  

另一方面，由 R1，R2的任意性，有 212121
~~~~ ~~
RRRRRR ΥΥΥ ⊆= ，故 

2121
~~ RRRR ΥΥ ⊆ ，再次由(1)，有 2121

~~ RRRR ΥΥ ⊆ 。 

证得 2121
~~ RRRR ΥΥ = 。 
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14．R是集合 A上的关系，证明 R反对称的充分必要条件是： AIRR ⊆
~

Ι （IA是 A上
恒等关系）。 

证： 
必要性：若 R 是反对称的，则 RRyx ~, Ι>∈<∀ ，有 RyxRyx ~,  ,, >∈<>∈< ，即

RxyRyx >∈<>∈< ,  ,, ，由反对称性，有 yx = ，从而 AIRR ⊆
~

Ι 。 
充分性：若 AERR ⊆

~
Ι ， RxyRyx >∈<>∈<∀ ,  ,, ，则 RxyRyx ~,  ,, >∈<>∈< ，

从而 AIRRyx ⊆>∈<
~, Ι ，则 yx = ，由反对称的定义，R是反对称的。 

15．确定第 2题中各关系的自反、反自反、对称、反对称、传递性质。 
解： 
由定义容易得出： 

（1）反自反，对称    （2）自反，对称，传递 
（3）自反，反对称，传递   （4）对称    （5）对称 

16．设 R是 A上的关系。证明 R对称的充分必要条件是： RR ~
= 。 

证： 
必要性：若 R对称，即 Ryx >∈<∀ , ，有 Rxy >∈< , ，即 Ryx ~, >∈< ，故 RR ~

⊆ ，

反过来 RR ⊆
~

的证明是一样的，证得 RR ~
= 。 

充分性：若 RR ~
= ，则 RRyx ~, =>∈<∀ ， Ryx ~, >∈< ，即 Rxy >∈< , ，从而 R对

称。 

17．对图 2-8表示的关系，考虑它们的反自反、自反、对称、反对称、传递性质。 

 
 
 
 
 
  （1）                    （2）                   （3）                （4） 

图 2-8 

解： 
（1）反对称，传递  （2）自反，对称，传递 
（3）反自反，对称  （4）反对称 

18．设 R是从 S={1,2,3,4}到 T={a,b,c}的关系，关系矩阵是 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

010
001
100
101

 

（1）证明 RR ~
ο 是 S上的对称关系； 
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（2）证明 RR ο
~

是 T上的对称关系； 
（3）关系 RR ~

ο 和 RR ο
~

是等价关系吗？ 
解： 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
==

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
0011
1000
0101

)()~(  ,

010
001
100
101

)( TRMRMRM  

（1）因为

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=∗=

1000
0101
0011
0111

)~()()~( RMRMRRM ο 对称，所以 RR ~
ο 对称。 

（2）因为
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
==

101
010
101

)(*)~()~( RMRMRRM ο 对称，所以 RR ο
~

对称。 

（3）显然由上面关系矩阵可以判断两个关系均是自反、对称的，要判断是否等价
只需判断传递性。类似第 9 题，可以根据关系矩阵是否出现这样情形：有

1=ijr ， 1=jkr ，而 0=ikr 。若发生了，则不是传递的，否则是传递的。因

)~( RRM ο 没有发生此情形，故 RR ο
~

是传递的，而对 )~( RRM ο ，因 121 =r ，

113 =r ，而 023 =r ，故 RR ~
ο 不是可传递的。 

根据 )()( 2 RMRM ≤ 是否成立来判断 R 的可传递性。 RR ~
ο 不可传递， RR ο

~
是传

递的（对 RR ~
ο ， RR ~3,1,1,2 ο>∈<>< ，但 RR ~3,2 ο>∉< ）。 

说明：a．（1）、（2）可直接证明：因 RRRRRR ~~~~~
οοο == ，故 RR ~

ο 对称。同理 RR ο
~

对

称。 
b．可以根据 )()( 2 RMRM ≤ 是否成立来判断 R的可传递性。只需计算对应矩阵，
特别在一个关系是传递时，这可能是更好的一种方法。否则需检验排除所有

可能发生的不传递的情形，才能得出传递的结论，但工作量太大。 

19．若 R是集合 S上的对称关系，则 nR 对任意的自然数 n也是 S上的对称关系。 
证： 

因 R 对称， RR ~
= ，由关系复合所具有的性质， RRRR ~~

οο = ，两边取逆，得

22
~

RR = ，由数学归纳法易证， nn RR =
~

。从而说明 nR 对称。 

*20．集合 A={a,b,c,d}中有关系 },,,,,{ ><><><= dbbaaaR ， ,,,,{ ><><= cbdaS  

},,, ><>< bcdb ，试给出

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
SR ο 的关系矩阵、关系图，并说明它们具有什么性

质？为什么？ 
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解： 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0000
0000
1000
0011

)(RM   

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0000
0010
1100
1000

)(SM     

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0000
0000
0000
1100

)( SRM ο  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0001
0001
0000
0000

)( SRM ο  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

0000
0000
0000
0000

)( 2SRM ο  

由矩阵可知

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
SR ο 是空关系，从而可知它是反自反、反对称、对称、传递的。 

*21．设 R和 S都是集合 A上的自反、对称、传递关系，问 SR Ι 的自反、对称、传递

闭包分别是什么？为什么？ 
解： 
若 R和 S都是集合 A上的自反、对称、传递关系，则 SR Ι 的自反、对称、传递

闭包分别是 

SRSRr ΙΙ =)(  
SRSRs ΙΙ =)(  
SRSRt ΙΙ =)(  

下面给出证明。根据闭包的定义，实际上只需证明 SR Ι 还是 A上的自反、对称、
传递关系即可。 

因 R和 S均自反， AA ISIR ⊇⊇ , ，有 AISR ⊇Ι ， SR Ι 自反。 
因 R和 S对称， SSRR ~  ,~

== ，由定理 3(d)，有 SRSRSR ΙΙΙ ==
~~

， SR Ι 对

称。 
因 R和 S传递， RR ⊆2 ， SS ⊆2 ，有 22 )()( RRRRSRSR =⊆⊆ οοΙΙ ，同理

有 22)( SSR ⊆Ι ，故 SRSR ΙΙ ⊆2)( ，证得 SR Ι 传递。证毕。 

22．给定集合 S={1,2,3,4}和 S上的关系：R={<1,2>,<4,3>,<2,2>,<2,1>,<3,1>}。说明 R
是不可传递的，找出关系 1R ， RR ⊇1 ，使得 1R 是可传递的，还能找出另一个 2R ，

RR ⊇2 ，也是可传递的吗？ 

解： 
因 R>∈< 3,4 ， R>∈< 1,3 ，但 R>∉< 1,4 ，故 R是不可传递的。 
作 R1={<1,2>,<4,3>,<2,2>,<2,1>,<3,1>,<4,1>}，则 R1是可传递的，且 RR ⊇1 。 
作 R2={<1,2>，<4,3>，<2,2>，<2,1>，<3,1>，<4,1>，<3,3>}，则 R2是可传递的，

且 RR ⊇2 。 
实际上，S上的全关系就是满足条件的一个传递关系。 
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*23．图 2-9给出了集合 }6,5,4,3,2,1{ 上关系 R的关系图，试求 R的传递闭包。 

                                      2 

 
                1 

3      4       5       6 

图 2-9 

解： 
R的传递闭包所对应的关系图如图 2-10所示： 

 
                                    2 

 
3     4      5       6 

                 1 

 

图 2-10 

其对应的集合为： 

}5,6,5,4,3,4,3,2,3,3,1,3,3,1,1,1{)( ><><><><><><><><=Rt  

24．求下面集合{a,b,c,d}上关系 R的传递闭包（用序偶形式给出）： 

（1）R={<a,b>,<b,c>,<c,d>,<d,a>} 
（2）R={<a,a>,<a,b>,<b,c>,<b,d>,<d,c>,<d,d>} 

解： 
（1）t(R)= {<a,a>,<a,b>,<a,c>,<a,d>,<b,a>,<b,b>,<b,c>,<b,d>,<c,a>,<c,b>, 

<c,c>,<c,d>,<d,a>,<d,b>,<d,c>,<d,d>}(实际上是集合上的全关系) 
（2）t(R)= {<a,a>,<a,b>,<a,c>,<a,d>,<b,c>,<b,d>,<d,c>,<d,d>} 

25．集合{a,b,c,d}上关系 R的关系图如图 2-11所示，求 R的传递闭包（用关系图来表
示）： 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
解： 
其传递闭包如图 2-12所示。 

a               b
 
 
 
 
 
c               d

图 2-11 

a               b 
 
 
 
 
 
c               d 

图 2-12 
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*26．设 R 是集合 A 上的一个具有传递和自反性质的关系，T 是 A 上的关系，使得
RbaTba >∈⇔<>∈< ,, 且 Rab >∈< , ，证明 T是一个等价关系。 

证： 
因 R自反， Aa∈∀ ，有 Raa >∈< , ， Raa >∈< , ，由 T的定义，有 Taa >∈< , 。

T自反。 
若 Tba >∈< , ，即 RabRba >∈<>∈< ,, 且 ，也就是 RbaRab >∈<>∈< ,, 且 ，从

而 Tab >∈< , 。T对称。 
若 Tba >∈< , ， Tcb >∈< , ，即 Rba >∈< , ， Rab >∈< , ， RbcRcb >∈<>∈< ,  ,, ，

因 R 传递，由 Rba >∈< , 和 Rcb >∈< , ，可得 Rca >∈< , ；由 Rbc >∈< , 和

Rab >∈< , 可得 Rac >∈< , 。由 Rca >∈< , 和 Rac >∈< , 可得 Tca >∈< , 。T传
递。 
综上所述，T是 A上等价关系。 

*27．S是 X上的二元关系，则 S是反自反的当且仅当 ∅=SI Ι 。 
证： 
若 S是反自反的，则 Xx∈∀ ， Sxx >∉< , ，从而 ∅=SI Ι 。 
反过来，若 ∅=SI Ι ，则 Ixx >∈<∀ , ，有 Sxx >∉< , ，从而 S是反自反的。 

*28．证明定义在实数集合 R上的关系 }
3

,,|,{ 是整数
yxRyxyxS −

∈><= 是一个等价关

系。 
证： 
对 Rzyx ∈∀ ,, ，因 

① 0
3

=
− xx

为整数，有 xSx，S自反。 

② 若 xSy，即
3

yx −
为整数，则

33
yxxy −

−=
−

为整数，从而 ySx。S对称。 

③ 若 xSy，ySz，即
3

yx −
，

3
zy −
为整数，则

333
zyyxzx −

+
−

=
−

为整数，从而 xSz。

S传递。 

综上①、②、③所述，S是集合 R上等价关系。 

*29．若集合 A上的关系 R，S具有对称性，证明 SR ο 对称的充要条件是 RSSR οο = 。 
证： 
若 SR ο 对称，即 SRSR οο = ，由关系复合与其逆的复合之间的关系，有

RSSR ~~
οο = ，由条件 R，S对称，有 SSRR ~  ,~

== ，从而有： RSSR οο = 。 
另一方面，若 RSSR οο = ，则两边取逆，并利用关系的对称性及复合关系所具有

的性质，有 SRSRRSSR οοοο ===
~~

，从而 SR ο 对称。 

30．设 R和 S是集合 A上的关系，证明或否定下面结论： 

（1）若 R，S是传递的，则 SR ο 传递的充分必要条件是 RSSR οο = ； 
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（2）若 R，S是等价关系，则 SR ο 是等价关系的充分必要条件是 RSSR οο = 。 
证： 

关系 R传递的充要条件是： RR ⊆2  

（1）充分性：若 RSSR οο = ，由 R，S传递，有 
SSRRRRSRSRSRSR οοοοοοοοοο )()()()()( 2 === SRSR οο ⊆= 22  

从而 SR ο 传递。 

但上述条件不是必要的。如：R={<a,b>}传递，S={<b,c>}传递， SR ο ={<a,c>}传
递，但 ∅=RS ο ， RSSR οο ≠ 。 

（2）必要性：若 R，S均是等价的，显然 R，S均对称，若 SR ο 等价，则 SR ο 对
称，由上题知 RSSR οο = ； 
充分性：若 R，S均是等价的，则 R，S均自反，易证 SR ο 自反；由上题，
当 R，S对称时，由 RSSR οο = 可知， SR ο 对称；由本题（1）的证明知，
由 R，S传递及 RSSR οο = 可推出 SR ο 传递。由上述三点知 SR ο 是等价的。 

31．用归纳法证明：若 R是集合 A上的自反和传递关系，则对任意的正整数 n， 
RRn = 。 

证： 
当 n=1 时，显然成立；设 n=k 时命题成立，即 RRk = ，则 n=k+1 时，有

RRRRR kk οο ==+1 ，下面由 R 是自反及传递推导出 RRR =ο 即可。事实上，

由传递知 RR ⊆2 。另一方面，因为 Ryx >∈<∀ , ，由 R自反， Ryy >∈< , ，从而

由关系复合的定义知， RRyx ο>∈< , ，从而 RR ⊇2 ，证得 RRR =ο 。 
由数学归纳法知，对任意的 n，均有： RRn = 。 

*32．设 N是自然数集合，定义 N上的二元关系 R： 

},,|,{ 是偶数yxNyNxyxR +∈∈><=  

（1）证明 R是一个等价关系； 
（2）求关系 R的等价类； 
（3）试设计一个从 N到 N的函数 f，使得由 f诱导的等价关系就是关系 R。 

证： 
（1） Nx∈∀ ， xx + 是偶数，有 xRx。R自反。 

若 Ryx >∈< , ，即 yx + 是偶数，则 xy + 是偶数，有 Rxy >∈< , 。R对称。 
若 Ryx >∈< , ， Rzy >∈< , ，即 yx + 是偶数， zy + 是偶数，则 

yzyyxzx 2)()( −+++=+ 是偶数，有 Rzx >∈< , 。R传递。 
由以上证明，R是等价关系。 

（2）关系 R的等价类有： },5,3,1{]1[ Λ=R ， },6,4,2{]2[ Λ=R 。 

（3）设 NNf →: ，
⎩
⎨
⎧

=
为奇数

为偶数

x
x

xf
1
0

)(  
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则 f所诱导的等价关系是 R。 

*33．设 A是任意集合，R是 A中任意二元关系，试证： 

（1） )()( RtRR == +++  
（2） RRRRR οο ∗+ ==*  
（3） )()( *** RtrRR ==  

证； 

（1）因为 ))(()( RttR =++ 且 t(R)可传递，由闭包定义： +== RRtRtt )())((  
证得 )()( RtRR == +++ 。 

（2） ))(())(())((*
AIRtRRrtRRtrRRR Υοοοο ===  

+
∞

=

∞

=

∞

=
==⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
== RRRRRRRIRRtR i

i

i

i

i

i
A

121
)( ΥΥΥΥΥοοΥο  

同理可证： +∗ = RRR ο  
（3）因为 r(R)是自反的，tr(R)也是自反、传递的，由闭包的定义，有 

*** )())(())(()( RRtrRtrtRtrtrR ====  

*34．给定集合 A={0,1,2,3}，且 A中有关系 

}
2

  1,,|,{   
ijijAjijiR =+=∈><= 或  

}2,,|,{ +=∈><= jiAjijiS  

试以如 R或 S的形式写出 SR ο 的集合表达式。 
解： 

AjkiSR ∈∃><= |,{ο ，使得  1 += ij 或
2

 
ij = ，且 }2+= kj  

即  }
2

2 12|,{  
ijijjiSR =++=+><= 或ο 或写为： 

}2
2

  1|,{  −=−=><=
ijijjiSR 或ο  

35．证明： 

（1）若 R是自反的，则 s(R)和 t(R)也是自反的 
（2）若 R是对称的，则 r(R)和 t(R)也是对称的 
（3）若 R是传递的，则 r(R)也是传递的 

证： 
（1）若 R是自反的，则 AER ⊇ ，由闭包的定义， AERRs ⊇⊇)( ， AERRt ⊇⊇)( ，

从而 s(R)及 t(R)均是自反的。 

（2）若 R 对称，即 RR ~
= ，则 ~)(~)( RrERERERRr AAA ==== ΥΥΥ ，故 r(R)
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对称。对 t(R)，由 n

n
RRt Υ

∞

=
=

1
)( 知， )(~)(

111

~~ RtRRRRt n

n

n

n

n

n
====

∞∞∞

===
ΥΥΥ ，从而

t(R)对称。 
（3）因 R传递当且仅当 t(R)=R。要证 r(R)传递，只需证明 tr(R)=r(R)。 

因为 ( )iA
i

A IRIRtRtr ΥΥΥ
∞

=
==

1
)()(  

由归纳法可证： ( ) j
i

j

i
A RIR

0=
= ΥΥ  

故 )()()(
1001

RrRIRtIRIRRRtr AA
i

i
A

i

i

j
i

ji
======

∞

=

∞

==

∞

=
ΥΥΥΥΥΥΥ  

即 tr(R)=r(R)。 

36．考虑集合{1,2,3}上的关系 R，关系矩阵是 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
000
010

R  

求出下列关系的关系矩阵： 

（1）r(R)    （2）s(R)    （3）rs(R)    （4）sr(R)    （5）tsr(R) 
解： 
根据关系矩阵与其对应关系的闭包的关系矩阵之间的联系，有 

（1）
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
010
011

))(( RrM   （2）
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
001
010

))(( RsM  

（3）
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
011
011

))(( RrsM   （4）
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
011
011

))(( RsrM   

（5）
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
011
011

))(( RtsrM  

37．对集合 S上的关系 R 

（1）证明： )()( RrsRsr =  
（2）证明： )()( RrtRtr =  
（3）举例说明： )()( RstRts ≠  

解： 
（1） )(~)()()()( ERsERRERERERsRsr AAAAA ==== ΥΥΥΥΥΥΥ )(Rrs=  
（2）tr(R)为包含 r(R)的最小的传递关系，而 )()()( RrERERtRrt SS =⊇= ΥΥ  
（3）例：R={<1,2>}，则 st(R)=s(R)={<1,2>,<2,1>}，而 
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ts(R)=t{<1,2>,<2,1>}={<1,2>,<2,1>,<2,2>,<1,1>} 

38．设 21, RR 是 A上的关系，证明： 

（1） )()()( 2121 RrRrRRr ΥΥ =  
（2） )()()( 2121 RsRsRRs ΥΥ =  
（3） )()()( 2121 RtRtRRt ΥΥ ⊇  

用反例说明  )()()( 2121 RtRtRRt ΥΥ ≠  
证： 
（1） )()()()()()( 21212121 RrRrERERERRRRr AAA ΥΥΥΥΥΥΥ ===  
（2） )()()~()~()()()( 212211212121 RsRsRRRRRRRRRRs ΥΥΥΥΥΥΥΥ ===  
（3）由传递闭包的定义： 12121 )( RRRRRt ⊇⊇ ΥΥ ，且 )( 21 RRt Υ 是传递的，而

)( 1Rt 是包含 1R 的最小的传递关系，从而有 )()( 121 RtRRt ⊇Υ ，同样可证

)()( 221 RtRRt ⊇Υ ，得 )()()( 2121 RtRtRRt ΥΥ ⊇ 。 

例： }3,2{},2,1{ 21 ><=><= RR ，则 }3,2,2,1{)()( 2121 ><><== RRRtRt ΥΥ 不传

递。 }3,1,3,2,2,1{)( 21 ><><><=RRt Υ  

39．n 阶全体实方阵集合 nnM , 上的相似关系≈定义为： BA ≈ ，当存在 n 阶非奇异方
阵 P，使得 1−= PAPB 。证明≈是等价关系。 

证： 

需证明≈是自反、对称和传递的。 

（1）自反。对任意 n阶实方阵 A，存在 n阶实方阵 nI (单位矩阵)，使得 1−= nn AIIA ，

故≈自反。 
（2）对称。若 BA ≈ ，即存在非奇异方阵 P，使得 1−= PAPB ，则 111 )( −−−= PBPA ，

而 1−P 非奇异，则 AB ≈ ，故≈对称。 
（3）传递。若 BA ≈ ， CB ≈ ，即存在非奇异方阵 P和 Q，使得 1,−= PAPB  

1, −= QBQC ，则 111 )()( −−− == QPAQPQQPAPC ，而 QP非奇异，则 CA ≈ ，

故≈传递。 

40．R是整数集 Z上的关系，mRn定义为 22 nm = 。 

（1）证明 R是等价关系。 
（2）确定 R的等价类。 

证： 
（1）因为任意整数 m，有 22 mm = ，故 mRm，自反；若 mRn，即 22 nm = ，则 

22 mn = ，即 nRm，对称；若 mRn，nRp，即 22 nm = ， 22 pn = ，则 22 pm = ，

即 mRp，传递。由此证得 R等价。 
（2） },{][ iii R −= ，则 R的等价类有： },]2[,]1[,]0{[ ΛRRR  
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41．设 R 是集合 A 上的自反关系。证明 R 是等价关系，当且仅当若 Rba >∈< , ，

Rca >∈< , ，则 Rcb >∈< , 。 
证： 
当 R等价时，容易证明结论，下面证明另一方面。需证 R等价。 

（1）R自反（已知条件，显然）； 
（2）R对称：若 Rba >∈< , ，因 R自反，有 Raa >∈< , ，从而由条件有： 

Rab >∈< ,  
（3）R传递：若 Rba >∈< , ， Rcb >∈< , ，则由已证对称， Rab >∈< , ，加上 

Rcb >∈< , ，由条件有： Rca >∈< ,  

42．设 R和 S是非空集合 A上的等价关系，试确定下列各式，哪些是 A上的等价关系，
对不是的式子，给出反例。 

（1） RAA −× )(  
（2） SR −  
（3） 2R  
（4） )( SRr −  

解： 

（1） RAA −× )( 不是 A 上的等价关系，例如：A={1,2}，R={<1,1>,<2,2>}，则
RAA −× )( ={<1,2>，<2,1>}不是自反的，当然不等价。 

（2） SR − 不等价，例如：A={1,2}，R={<1,1>，<2,2>，<1,2>，<2,1>}，S={<1,1>，
<2,2>}，则 SR − ={<1,2>，<2,1>}不是传递的，不等价。 

（3）是等价的(利用第 30题（2）小题，当 R=S时)。 
（4）不是等价的，例如：A={1,2,3}，S={<1,1>，<2,2>，<3,3>，<2,3>，<3,2>}，

R为 A上全关系，则 )( SRr − ={<1,1>，<2,2>，<3,3>，<1,2>，<2,1>，<1,3>，
<3,1>} 不 是 传 递 的 ， 因 为 )(1,2 SRr −>∈< ， )(3,1 SRr −>∈< ， 而

)(3,2 SRr −>∉< 。 

43． }4,3,2,1{}3,2,1{ ×=A ，A 中关系 R 定义为：<x,y>R<u,v>，当且仅当|x-y|=|u-v|，证
明 R是等价关系，并确定由 R对集合 A的划分。 

证： 
首先证明 R是等价的。 

① 对任意的 Ayx >∈< , ，因|x-y|=|x-y|，故<x,y>R<x,y>，R自反。 
② 对任意 AvuAyx >∈<>∈< ,  ,, ，若<x,y>R<u,v>，即|x-y|=|u-v|，则|u-v|=|x-y|，从
而<u,v>R<x,y>，R对称。 

③ 若<x,y>R<u,v>，<u,v>R<p,q>，即|x-y|=|u-v|，|u-v|=|p-q|，从而|x-y|=|u-v|，得证
<x,y>R<p,q>。 

综上所述，R是等价关系。 
由定理知由 R的等价类可确定对集合 A的划分。划分中的元素分别为元素的等价
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类，它们是： 

}3,3,2,2,1,1{]1,1[ ><><><=>< R  
}4,3,2,3,3,2,1,2,2,1{]2,1[ ><><><><><=>< R  

}4,2,1,3,3,1{]3,1[ ><><><=>< R  
}4,1{]4,1[ ><=>< R  

即划分 }]4,1[,]3,1[,]2,1[,]1,1{[ RRRR ><><><><=Π  

44．集合 A={0,1,2,3}有多少个不同的划分？A中有多少个不同的等价关系？ 
解： 
有 15个不同的划分，有 15个不同的等价关系。 
首先注意 X的每个划分包含或 1、或 2、或 3、或 4个不同的集合。具体划分是： 

A1={{0,1,2,3}},   A2={{0},{1,2,3}},   A3={{1},{0,2,3}}, 
A4={{2},{0,1,3}},   A5={{3},{0,1,2}},   A6={{0,1},{2,3}}, 
A7={{0,2},{1,3}},   A8={{0,3},{1,2}},   A9={{0},{1},{2,3}},   
A10={{0},{2},{1,3}},  A11={{0},{3},{1,2}}  A12={{1},{2},{0,3}},   
A13={{1},{3},{0,2}}  A14={{2},{3},{0,1}}   A15={{0},{1},{2},{3}}) 

45．X={1,2,3,4,5,6,7,8,9}，判定下面是否是 X的划分？ 

（1）{{1,3,6}，{2,8}，{5,7,9}} 
（2）{{1,5,7}，{2,4,8,9}，{3,5,6}} 
（3）{{2,4,5,8}，{1,9}，{3,6,7}} 
（4）{{1,2,7}，{3,5}，{4,6,8,9}，{3,5}} 

解： 

（1）否。因为 X中元素 4不属于任一个分块，或解释为：X不是各分块的并。 
（2）否。因为 5属于两个不同的分块，或解释为：两个不同的分块相交。 
（3）是。因为 X中每个元素恰好属于一个块，且各分块互不相交。 
（4）是。虽然出现两次{3,5}，但由于在同一个集合中，应认为是同一元素。 

46．设 R和 S是 A上的两个相容关系， SRSR ΥΙ   , 是否是 A上的相容关系？ 

证： 
由相容关系的定义，若一个关系是自反、对称的，则是相容的。 
若 R 和 S 均是相容关系，则都是自反、对称的，从而 SRSR ΥΙ   , 都是自反、对

称的，从而均是相容关系，所以 SRSR ΥΙ   , 均为 A上的相容关系。 

47．集合 },,,,,{ 654321 xxxxxxX = ，图 2-13是 X上关系 R的关系图。 

（1）检验 R是 X上的相容关系； 
（2）确定由 R决定的 X的完全覆盖。 
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         x1 
 
x2            x3 
 

x4         x5 

图 2-14 

                                                        4x  
     1x                                           
             

          

2x      3x  

5x               
 
 

图 2-13 

解： 
由于 R是自反、对称的，它是 X上的相容关系。它的极大相容类的全体构成 X的
一个完全覆盖： }},{},,{},,,{{ 4243521 xxxxxxx  

48．在平面 RR × 上定义关系＜，≤，≤分别如下： 

<x,y>＜<z,w>  当 22 yx + ＜ 22 wz +  
<x,y>≤<z,w>  当<x,y>＜<z,w>或<x,y>=<z,w> 
<x,y>≤ <z,w>  当 22 yx + ≤ 22 wz +  

（1）说明哪些是偏序关系。 
（2）说明哪些是拟序关系。 
（3）在平面 RR × 上表示{<x,y>|<x,y>≤<3,4>}。 
（4）在平面 RR × 上表示{<x,y>|<x,y>≤ <3,4>}。 

解： 
（1）≤，≤是偏序关系。 
（2）＜是拟序关系。 
（3）以原点为圆心，5为半径的圆面，圆周上只含<3,4>点。 
（4）以原点为圆心，5为半径的圆面，包括圆周。 

*49．设集合 },,,,{ 54321 xxxxxP = 上的偏序关系如图 2-14
所示。找出 P的最大元、最小元、极大元、极小元。
找出 },,{ 432 xxx 、 },,{ 543 xxx 和 },,{ 321 xxx 的上界、

下界、上确界、下确界。 
解： 

P的最大元为 x1，最小元不存在，极大元为 x1，极小

元为 x4,x5。 
},,{ 432 xxx 的上界、下界、上确界、下确界分别为：x1；x4；x1；x4。 
},,{ 543 xxx 的上界、下界、上确界、下确界分别为：x3，x1；不存在；x3； 

不存在。 
},,{ 321 xxx 的上界、下界、上确界、下确界分别为：x1；x4；x1；x4。 
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50．图 2-15给出了集合{1,2,3,4}上的四个偏序关系图，画出它们的哈斯图，并说明哪
一个是全序，哪一个是良序？ 

解： 
它们的哈斯图分别如图 2-16所示。其中（2）是全序，也是良序。 

51．设 )(NF 是由集合 N的全体有限子集组成的集合，则 )),(( ⊆NF 是一个偏序集。 

（1） )(NF 是否有极大元？说明理由。 
（2） )(NF 是否有极小元？说明理由。 
（3）设 )(, NFBA ∈ ，{A,B}是否有最小上界？若有，指出最小上界。 
（4）设 )(, NFBA ∈ ，{A,B}是否有最大下界？若有，指出最大下界。 

解： 
（1）无极大元，据定义，没有比 N更大的子集。 
（2）有极小元为∅，没有比它更小的子集。(若有限子集均非空，则不存在极小

元。) 
（3）最小上界为 BAΥ 。 
（4）最大下界为 BA Ι 。 

*52．设集合 },,,,{ edcbaA = 上的二元关系为： 

><><><><><><><><><><><= ddecccebcbbbeadacabaaaR ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,{  
><>< eeed ,,,  

① ③ 

④ ② ① 

② 

③

④
①

③④

②
①

② ③

④
 
 
 
 
 
 
（1）              （2）                （3）              （4） 

图 2-15 

                    2              1                 2          4 
 3          4 
                    3                      
                                   2        4 
        2           1                               1             3 
                    4             
        1                            3                             

（1）            （2）          （3）                （4） 
图 2-16 
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验证＜A,R＞是偏序集，并画出哈斯图。 
解： 

R所对应的关系矩阵为： 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

10000
11000
10100
10110
11111

)(RM  

由关系矩阵可知，对角线上所有元素全为 1，故 R自反；
1≤+ jiij rr ，故 R反对称；可计算出 R2对应的矩阵为： 

)(

10000
11000
10100
10110
11111

)( 2 RMRM =

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=  

由以上矩阵可知 R传递。 
所以，R是偏序关系。所对应的哈斯图如图 2-17所示。 

53．设 S和 T是集合 X的划分，定义关系 R为： 
SRT当且仅当 vuTvSu ⊆∈∃∈∀   ,  , 。求证关系 R在 X的全体划分的集合上是一个
偏序关系。 

证： 
设 X上所有划分的集合为 F。 

① 因为对任意的 FS ∈ ， Su∈∀ ，有 uu ⊆ ，故 SRS成立，R自反。 
② 假定 SRT，TRS，则 

vuTvSu ⊆∈∃∈∀   ,  , ，同样对 11   ,  , uvSuTv ⊆∈∃∈ 。因 S 为 X 的划分，故
∅=1uu Ι 或 ∅≠= 1uu 。设 ua∈ ，则 va∈ ，从而 1ua∈ ，于是 ∅≠1uu Ι ，

得 1uu = 。故可得 u=v。所以 TS ⊆ 。同样可证 ST ⊆ 。得证 S=T。由此可知 R
是反对称的。 

③ 假定 SRT，TRW，则有 
vuTvSu ⊆∈∃∈∀   ,  , ，对 wvWwTv ⊆∈∃∈   ,  , ，所以 wuWwSu ⊆∈∃∈∀   ,  , ，

即 SRW，从而 R是传递的。 

综上所述，R是偏序关系。 

54．3个偏序集的哈斯图如图 2-18中（1），（2），（3）所示。 

（1）分别指出它们的极大元和极小元。 
（2）分别指出它们中哪些有最小元？ 

          e 
 
 
   d             c 
 
              b 
 

a 
图 2-17 
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（3）分别指出它们中哪些有最大元？ 
（4）找出适合 e≤x的元素 x。 
（5）确定（如果存在的话）lub{d,c}，lub{p,m}，lub{w,y,v}，glb{a,g}。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
解： 
图（1）中 h为极大元，a,b,c为极小元；图（2）中 o,p,q,r为极大元，j为极小元；
图（3）中 z为极大元，u为极小元；图（1）、图（3）有最大元，图（2）、图（3）
有最小元；满足条件的点的{e,f,g,h}；lub{d,c}=f；lub{p,m}=p；lub{w,y,v}=z；glb{a,g}
不存在。 

55．假设 ),( 1≤S 和 ),( 2≤T 是偏序集，在 TS × 上定义≤： 

>< ts, ≤ >′′< ts , 当 ts 1≤ 或 ts ′≤′ 2  

说明≤是否是偏序。 
解： 
不是偏序，≤不满足反对称性。例如： ),( ≤Z ，则<1,2>≤<2,1>，且<2,1>≤<1,2>，
说明≤不具有反对称性。 

56．给出含有三个元素的所有不同的偏序集的哈斯图。 
解： 
所有不同的偏序集的哈斯图有五个，如图 2-19中（1）~（5）所示： 

 
 
 
      （1）    （2）   （3）     （4）     （5） 

 

图 2-19 
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      （1）                   （2）                  （3） 

图 2-18 
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第 3章  函  数 

函数是数学中一个基本概念，我们这里所讨论的函数，作为一种特殊的二元关系，其

定义域和值域是一般的集合。本书后面很多地方要用到本章给出的一些有关函数的基本概

念和性质。这里主要讨论了函数的基本概念，函数的复合、反函数等，并给出了相关的性

质。下面就此作一简单介绍。 

§3.1  内 容 分 析 

§3.1.1  函数的基本概念 

定义 1  设 A和 B是集合， f 是从 A到 B的二元关系，若对每一个 Ax∈ ，都存在惟

一的一个 By∈ ，使得 fyx >∈< , ，则称 f 是从 A 到 B 的函数或映射，记作 BAf →: 。

fyx >∈< , 也记作 yxf =)( 。 y称为 x在 f 下的象（象点、函数值）， x称为 y在 f 下的原
象（自变量）。 

对函数 BAf →: ，A称为 f 的定义域，记为 )(Dom f 。集合 )}(Dom|)({)Im( fxxff ∈=
称为 f 的象或值域。有时也将 Im（ f ）记为 )(Af ，它是 B的子集（可能是真子集）。 

特别需要注意，集合 A上的恒等关系是 A上的函数（映射），称为 A上的恒等函数。 
若 BAgf →:, ，使得 )()(, agafAa =∈∀ ，称函数 f 与 g相等，记为 f = g。 

定义 2  设函数 BAf →:  

（1）若对任意的 Axx ∈21, ，且 21 xx ≠ ，必有 )()( 21 xfxf ≠ ，则称 f 是单射或一对一
的映射（又叫内射或入射）。 

此定义和以下说法是等价的：若对任意 Axx ∈21, ，且 )()( 21 xfxf = ，必有 21 xx = ，称

f 是单射。 

（2）若 BAf =)( ，则称 f 是满射（或映上的映射、到上的映射）。 
（3）若 f 是单射且是满射，则称 f 是双射或一一对应。 

容易举出是单射而不是满射、是满射而不是单射、既是满射也是单射、既不是满射也

不是单射的例子。 
设函数 BAf →: ，对 AA ⊆1 ， BB ⊆1 ，称 }|)({)( 11 AxxfAf ∈= 为 1A 在 f 下的象，

称 })(|{)( 11
1 BxfAxBf ∈∈=− 为 1B 在 f 下的原象（或逆象）。 
可以证明下面结论： 
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定理 1  设函数 BAf →: ，对 AAA ⊆21, ， BBB ⊆21, ，则有 

（1） )()()( 2121 AfAfAAf ΙΙ ⊆  
（2） )()()( 2121 AfAfAAf ΥΥ =  
（3） )()()( 2121 AfAfAAf −⊆−  

（4） )()()( 2
1

1
1

21
1 BfBfBBf −−− −=−  

（5） ))(( 1
1

1 AffA −⊆ ， 11
1 ))(( BBff ⊆−  

（6） )()( 1
1

1
1 BfBf −− = ， )()( 11 AfAf =  

（7） )()()( 2
1

1
1

21
1 BfBfBBf −−− = ΥΥ  

（8） )()()( 2
1

1
1

21
1 BfBfBBf −−− = ΙΙ  

上面式子中有些不是等式，希望通过例子说明，可以发生不相等情形。详细情况见习

题 16、19、20等。 

§3.1.2  函数的复合、反函数 

由关系的复合知道，若有关系 BAR →: ， CBS →: ，则复合关系 SR ο 是从 A到 C的
关系。若 R，S都是函数，则复合关系 SR ο 是从 A到 C的函数，因为有下面定理： 

定理 2  设有函数 BAf →: ， CBg →: ，则复合关系 gf ο 是从 A到 C的函数，且有
))(())(( xfgxgf =ο 。 

称 gf ο 是函数 f 和 g的复合函数（或 f 与 g的合成）。 
关于函数的复合与函数的单、满、双射有下面的结论： 

定理 3  设有函数 BAf →: ， CBg →: 。 

（1）若 f , g是单射，则 gf ο 也是单射； 
（2）若 f , g是满射，则 gf ο 也是满射； 
（3）若 f , g是双射，则 gf ο 也是双射。 

可以举例说明上面定理的逆命题不成立，但有下面定理： 

定理 4  设有函数 BAf →: ， CBg →: 。 

（1）若 gf ο 是单射，则 f 是单射； 
（2）若 gf ο 是满射，则 g是满射； 
（3）若 gf ο 是双射，则 f 是单射， g是满射。 

定义 3  设有函数 BAf →: ，若逆关系 ABf →:
~

是从 B到 A的函数，则称 f
~
是 f 的

反函数，并记 f
~
为 1−f （也称为逆函数）。 

由定义可知：当函数 BAf →: 的反函数 1−f 存在，若 yxf =)( ，则 xyf =− )(1 ，且有

下面结论成立： 
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AIff =−1ο ； BIff =− ο1  

定理 5  函数 BAf →: 存在反函数的充分必要条件是 f 是双射。 

定理 6  设函数 BAf →: 的反函数 1−f 存在，则 1−f 也是双射，且 ff =−− 11)( 。 

定理 7  设函数 BAf →: ， CBg →: ， f ， g的反函数都存在，则复合函数 gf ο 的

反函数也存在，且 111)( −−− = fggf οο 。 

§3.1.3  集合的基数 

定义 4  设 A，B为两个集合，若存在从 A到 B的双射，则称 A与 B等势，记作 BA ~ ，

也称 A和 B有相同的基数，记作 |||| BA = 。否则称 A的基数不等于 B的基数，记作 |||| BA ≠ 。 

若从集合 A到集合 B存在单射，则|A|≤|B|；若从 A到 B存在单射，但不存在满射，则
|A|＜|B|； 

容易知道，两个有限集合只有当它们的元素的个数相等时才是等势的，因此有限集不

可能与它的真子集等势。 

定义 5  凡与自然数等势的集合 A称为可数集或可列集，也可称 A是可数的或可列的，
可数集的势记为 0c 。 

关于集合的势与等势及可数有下面的结论： 

定理 8 
（1）任何无限集必含有可数子集。 
（2）可数集的任何无限子集是可数的。 
（3）从可数集 A中减去一个有限子集Ｍ，则 A－Ｍ仍是可数集。 
（4）两两不相交的有限个可数集的并是可数集。 
（5）两两不相交的可数个有限集的并是可数集。 
（6）两两不相交的可数个可数集的并是可数集。 
（7）可数个可数集的并是可数集。 
（8）有理数集的全体是可数集。 
（9）任何实数区间[a,b]上的有理数的全体是一个可数集。 
（10）若 S是一个不可数的无限集合，A是 S的一个有限或可数子集，则 S－A~S。 
（11）凡无限集必含有一个和它自身等势的真子集。 
（12）开区间（0,1）是不可数的。 

集合（0,1）的基数记为 c，称为连续统的势。 
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§3.2  重点及难点解析 

§3.2.1  基本要求 

1．要求掌握函数的基本概念，弄清单射、满射、双射之间的区别。给定一个函数，要
能确定它是否是单射、满射、双射等。 

2．掌握复合函数和反函数的定义，弄清楚它们存在的条件。 
3．理解集合的象及原象的定义及相关性质。给定一个函数，能确定一点的象，一个集
合的象，一个集合的原象及两函数的复合等。 

4．掌握集合的势、可数集、不可数集的概念。 

§3.2.2  疑难点解析 

1．要清楚函数的定义。A 到 B 上的函数与 A 到 B 上的一般关系的不同在于：（1）函
数要求 A中一个元素只对应一个象，关系则可以是一个元素对应多个象；（2）函数
要求集合 A中每个元素都应有象，而关系不要求这一点，A中元素可以没有象。 
还应清楚函数的定义域、值域的定义及求法。虽然函数定义域为全集 A，但为了与
高等数学中普通函数的定义一致，我们可能会遇到求函数的定义域或值域之类的问

题，此时我们应将其理解为通常的定义域，或理解为函数作为一般关系时的定义域。 
2．对函数的几种形式：单射、满射、双射要很清楚它们的概念。 
单射要求不同的点对应不同的象，通常证明某个映射是单射时，我们采取的是它的

等价定义，即：若象相同，则原象相等。 
满射则是每个点均存在原象。可以直接按定义来求，或者通过集合的演算得到。 
有时要说明一个映射不是单射，只需找到两个不同的点有相同的象即可，而要说明

映射不是满射，则需找到某个点，说明不存在原象。 
3．一个子集的象及子集的原象之间的相应关系（如定理 1）应通过例子加以理解，且
应能够通过集合的验算来证明，或通过举反例说明。例如：习题 16、19、20等。 

4．两个有限集合之间存在的映射的多少是个计数问题，可以通过组合数学中的方法得
到，对几个简单的问题应该能清楚解答。详见习题 15。 

5．对函数的复合及反函数，要能够求出指定函数的复合及反函数。 
不同教材的记号可能有所不同，我们这里是这样记的： ))(())(( xfgxgf =ο 。有些

书上记号为 ))(())(( xgfxgf =ο 。 
6．关于集合的势，对一些基本的结论（见定理 8）要清楚，如：有理数集是可数集，
无理数集不可数等。 
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§3.3  基  本  题 

§3.3.1  选择题 

1．设 },,{ cbaA = ， }2,1{=B ，令 BAf →: ，则不同的函数的个数为（    ）。 

A．2＋3个  B． 32 个   C． 32× 个  D． 23 个 

答案：B 

2．函数的复合满足（    ）。 

A．交换律  B．结合律  C．幂等律  D．分配律 

答案：B 

3．若 f , g是满射，则复合函数 gf ο 必是（    ）。 

A．映射   B．单射   C．满射   D．双射 

答案：C 

4．若 gf ο 是满射，则（    ）。 

A． f 必是满射 B． f 必是单射 C． g必是满射 D． g必是单射 

答案：C 

5． ZZf →: ，对任意的 Zi∈ ，有 )8(mod)( iif = ，则 f 是（    ）。 

A．不是双射  B．单射   C．满射   D．双射 

答案：A 

6．Z是整数集合，函数 f 定义为： xxxfZZ 2||)(  , −=→ ，则 f 是（    ）。 

A．单射   B．满射   C．双射   D．非单射也非满射 

答案：A 

§3.3.2  填空题 

1．设 A={a,b,c}，B＝{1,2,3}，R，S，T是从 A到 B的关系，且 R={<a,1>，<b,2>，<c,2>}，
S={<a,1>，<a,2>}，T={<a,1>，<b,1>，<c,1>}，则在这三个二元关系中，       
可定义为 A到 B的函数。 

答案：R和 T 
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2．设 A={1,2,3}， f , g , h是 A 到 A 的函数，其中 1)3()2()1( === fff ； 1)1( =g ，

3)2( =g ， 2)3( =g ； 3)1( =h ， 1)3()2( == hh ，则  ①  是单射；  ②  是满射； 
  ③  是双射。 

答案：① g    ② g    ③ g  

3．设 A={1,2,3}，R，S，T是 A上的二元关系，且 R={<1,2>，<1,3>，<1,1>}，S={<1,1>，
<2,2>，<3,3>}，T={<1,1>，<2,3>，<3,2>}，那么这三个二元关系的逆关系中，      可
定义为 A到 A的函数。 

答案： TSR ~,~,~  

4．设 A={a,b,c,d,e}，B={0,1}，那么可定义  ①  种不同的 A到 B的函数；可定义  ②   
种不同的 A到 B的满射。 

答案：① 32   ② 30 

说明：从 A到 B的不同的满射有 )2,5(  2 S！ 个，详见习题 15。 

5．设 A={a,b}，B＝{0,1,2}，那么可定义      种不同的从 A到 B的单射。 

答案：6 

6．设 N是自然数集合， f 和 g是 N到 N的函数，且 12)( += nnf ， 2)( nng = ，那么

复合函数 =)(nff ο   ①  ， =)(ngg ο   ②  ， =)(ngf ο   ③  ， =)(nfg ο  ④  。 

答案：① 4n    ② 34 +n    ③ 12 2 +n    ④ 2)12( +n  

7．设 f 是 A到 B的函数， g是 B到 C的函数，复合函数 gf ο 是 A到 C的函数，如
果 gf ο 是满射，那么  ①  必是满射；如果 gf ο 是单射，那么  ②  必是单射。 

答案：① g    ② f  

8．自然数集 N 是可数的，则 NN × 是  ①  ，有理数集 Q 是可数的，全体实数构成
的集合 R是  ②  。 

答案：① 可数的  ② 不可数的 

§3.4  习 题 解 析 

1．下面的关系哪些是函数？其中 xRy定义为 122 =+ yx ， x， y为实数。 

（1）0≤ x≤1，0≤ y≤1 
（2）－1≤ x≤1，－1≤ y≤1 
（3）－1≤ x≤1，0≤ y≤1 
（4） x任意，0≤ y≤1 
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解： 
（1）（3）是函数（根据函数的定义，若每一个元素存在惟一的象，则为函数）。 

2．设 S＝{1,2,3,4,5}，考虑 S到 S的函数： nnI S =)( ， nnf −= 6)( ， },3max{)( nng = ，

}1,1max{)( −= nnh 。 

（1）将上述函数写成序偶的集合； 
（2）将上述函数看作特殊的关系，作出关系图； 
（3）哪些函数是单射，哪些函数是满射？ 

解： 
（1） }5,5,4,4,3,3,2,2,1,1{ ><><><><><=SI  

f ={<1,5>,<2,4>,<3,3>,<4,2>,<5,1>} 
g ={<1,3>,<2,3>,<3,3>,<4,4>,<5,5>} 
h ={<1,1>,<2,1>,<3,2>,<4,3>,<5,4>} 

 （2）关系图如图 3-1所示： 

1●   ●1  1●   ●1  1●   ●1  1●   ●1 
2●   ●2  2●   ●2  2●   ●2  2●   ●2 
3●   ●3  3●   ●3  3●   ●3  3●   ●3 
4●   ●4  4●   ●4  4●   ●4  4●   ●4 
5●   ●5  5●   ●5  5●   ●5  5●   ●5 

    Is     f     g     h 
图 3-1 

（3） SI 和 f 是单射；也是满射。 g， h不是单射也不是满射。 

3．对下列函数： 

（1） RRf →: ， xxf =)( ， }8{=S ； 
（2） +→ RRf : （正实数集）， xxf 2)( = ， }1{=S ； 
（3） NNNf ×→: ， >+=< 1,)( nnnf ， }2,2{ ><=S ； 
（4） NNf →: ， 12)( += nnf ， }3,2{=S ； 
（5） NZf →: ， ||)( xxf = ， }1,0{=S ； 

（6） ]1,0[]1,0[: →f ， ]
2
1,0[,

4
1

2
)( =+= Sxxf ； 

（7） RRf →: ， 3)( =xf ， NS = ； 

（8） Rf →∞],0[: ，
x

xf
+

=
1

1)( ， }
2
1,0{=S ； 

（9） ),0()1,0(: ∞→f ，
x

xf 1)( = ， }1,0{=S 。 

请作表回答如下问题： 

（1）是单射、满射或双射？ 
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（2）函数的象？ 
（3）给定集合 S的原象？ 
（4）若 f 是双射，写出 1−f 有表达式。 

解： 

 单、满、双？ 函数的象 
集合 S 

的原象 

若 f 为双射， 

写出
1−f  

（1） xxf =)(  单，满，双 R {8} f（x）=x 

（2） xxf 2)( =  单，满，双 R＋ {0} xxf 2log)( =  

（3） >+=< 1,)( nnnf  单 }|1,{ Nnnn ∈>+< 空集  

（4） 12)( += nnf  单 全体正奇数 {1}  

（5） ||)( xxf =  满 N {0,1,－1}  

（6）
4
1

2
)( +=

xxf  单 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

4
3,

4
1

 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2
1,0   

（7） 3)( =xf   {3} R  

（8）
x

xf
+

=
1

1)(  单 [0,1] { ∞,1 } 
 

（9）
x

xf 1)( =  单 ),1( +∞  空集 
 

4．已知 f , g , h是 R到 R的函数： 

xxxf 4)( 3 −= ；
1

1)( 2 +
=

x
xg ； 4)( xxh = 。求 

（1） fgh οο   （2） fhg οο  （3） hgf οο  （4） ff ο  
（5） gg ο   （6） hg ο   （7） gh ο  

解： 

（1）
( ) ( ) ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+
−⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+
=

1

14
1

1))(( 24

3

24 xx
xfgh οο  

（2）
4

2

34

2 1
14

1
1))(( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

xx
xfhg οο  

（3）
( )

4

23 14

1))(( ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+−
=

xx
xhgf οο  

（4） ( ) ( )xxxxxff 444))(( 333 −−−=ο  

（5）
1

1
1

1))(( 2

2 +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+

=

x

xgg ο  
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（6）
4

2 1
1))(( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

x
xhg ο  

（7）
( ) 1

1))(( 24 +
=

x
xgh ο  

*5．设 ≤>< ,A 是偏序集，对 },|{)(  , axAxxafAa ≤∈=∈∀ ，证明 )(: APAf → 是一

个单射，且当 ba ≤ 时，有 )()( bfaf ⊆ 。 
证： 
由 f 的定义，因 xx ≤ ，有 )(xfx∈ 。 Ayx ∈∀ , ，若 )()( yfxf = ，则有

)()( yfxfx =∈ ，即 yx ≤ 。同理可证 xy ≤ 。由于偏序是反自反的，有 yx = ，证

得 f 是单射。 
当 ba ≤ 时， )(afx∈∀ ，有 ax ≤ ，由于偏序是传递的，有 bx ≤ ，即 )(bfx∈ ，证

得 )()( bfaf ⊆ 。 

6．有下述 )()()( NPNPNP →× 的函数：（N是自然数集） 

BABAUNION Υ=>< ),( ； BABAINTER Ι=>< ),( ； BABASYM ⊕=>< ),( 。 

证明（1）它们都是满射； 
（2）它们都不是单射。 

证： 
（1）因为 )(NPA∈∀ ，有 

AAAAAUNION ==>< Υ),(  
AAAAAINTER ==>< Ι),(  

AAASYM =∅⊕=>∅< ),(  

因此它们都是满射。 

（2）因为 
),(),( >∅<=>∅< AUNIONNUNION  
),(),( >∅<=>∅< AINTERNINTER  

NAAASYMNNSYM ≠∅=><=>< ,),(),(  

故都不是单射。 

7．两个自然数集 N到 N的移位函数： 1)( += nnf ， }1,0max{)( −= nng 。证明： 

（1） f 是单射而不是满射； 
（2） g是满射而不是单射； 
（3） NIgf =ο ，但 NIfg ≠ο 。 

证： 
（1）若 )()( mfnf = ，则 n+1=m+1，从而 n=m，故 f 为单射。但 0不存在原象，

故不是满射。 
（2） 0  ,)1(  , ≥=+∈∀ nnngNn ，故 g是满射，但 g(0)=g(1)，故不是单射。 
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（3） )(},0max{}1)(,0max{))(())(( xIxxxfxfgxgf N===−==ο ，故 NIgf =ο 。 
但 )1)(())1((1))0(()0)(( fggfgffg οο ==== ，故 fg ο 不是单射，从而不

相等。 

8． f 和 g是 N到 N的函数： 

nnf 2)( = ；
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
是奇数

是偶数

nn

nn

ng

2
1

2)(  

证明： NIgf =ο ，而 NIfg ≠ο 。 
证： 

)()2())(()( nInngnfgngf N====ο ，所以 NIgf =ο ； 

⎩
⎨
⎧

−=−
=

==
为奇数

为偶数

nnnf
nnnf

ngfnfg
1)2/)1((

)2/(
))(()(ο )(nI N≠  

所以有： NIfg ≠ο  

9．设 R 为实数集，令 X 为 R 到[0,1]的函数的全体。若 Xgf ∈, ，定义 Sgf >∈< , 当

且仅当 ]1,0[∈∀x ， 0)()( ≥− xgxf ，证明：S是一个偏序，并且判断 S是全序吗？ 
证： 
先证 S是一个偏序关系。 

（1）因为 ]1,0[∈∀x ，对任意 Xf ∈ ，有 f(x)－f(x)=0，故 f S f ，即 S在 X上是自
反的。 

（2）若对 ]1,0[∈∀x ，对 Xgf ∈, ，有 Sgf >∈< , 且 Sfg >∈< , ，则对 ]1,0[∈∀x ，

有 0)()( ≥− xgxf 且 0)()( ≥− xfxg ，从而 f (x)=g(x)，即 S在 X上反对称。 
（3）若对因 ]1,0[∈∀x ，有 Xhgf ∈,, ，使得 Sgf >∈< , 且 Shg >∈< , ，即对  

]1,0[∈∀x ，有 0)()( ≥− xgxf 且 0)()( ≥− xhxg ，从而 0)()( ≥− xhxf ，故

Shf >∈< , ，证得 S在 X上是传递的。 

综上可得，S是 X上的偏序关系。 
下面说明 S不是全序。 
例如： 1)(  ,)( +−== xxgxxf ，因 1)0()0( −=− gf ， 1)1()1( −=− fg ，故 f 与 g是
不可比的，即 S在 X上不是全序关系。 

10．设 BAf →: ，定义函数 )(: APBG → ，对于 Bb∈ ， })(|{)( bxfAxbG =∈= ，证

明：如果 f 是从 A到 B的满射，则 G是单射，并判断其逆命题是否成立。 
证： 
如果 f 是从 A到 B的满射，则对每个 Bb∈ ，至少存在一个 Ax∈ ，使得 bxf =)( ，

故 G的定义域为 B。 
若有 Bbb ∈21, ，且 21 bb ≠ ，则 

})(|{)( 11 bxfAxbG =∈=  
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})(|{)( 22 byfAybG =∈=  

因 21 bb ≠ ，有 )()( yfxf ≠ ，而 f 是函数，故 yx ≠ ，证得 )()( 21 bGbG ≠ ，故 G是
单射。但其逆命题不成立。 

例如： },,{ cbaA = ， },,{ zyxB = ， BAf →: ， xbfaf == )()( ， ycf =)( 。 
)(: APBG → ， },{)( baxG = ， }{)( cyG = ， ∅=)(zG 。 

则G是单射，但 f不是满射。 

11．设 f , g , h是 N到 N的函数， 

1)( += nnf ； nng 2)( = ；
⎩
⎨
⎧

=
是奇数

是偶数

n
n

nh
1
0

)(  

试确定 （1） ff ο   （2） gf ο   （3） fg ο   （4） hg ο   （5） gh ο  
（6） hgf οο )(  

解： 
（1） 1)1())(( ++= nnff ο  
（2） )1(2))(( += nngf ο  
（3） 12))(( += nnfg ο  
（4） 0))(( =nhg ο  

（5）
⎩
⎨
⎧

=
为奇数

为偶数

n
n

ngh
2
0

))(( ο  

（6） 0))1(2()))((())()(( =+== nhnfghnhgf οο  

12．设函数 RRRRf ×→×: ， f 定义为： 

>−+=<>< yxyxyxf ,),(  

（1）证明 f 是单射； 
（2）证明 f 是满射； 
（3）求反函数 1−f ； 
（4）求复合函数 ff ο1− 和 ff ο 。 

证： 
（1） RRyxyx ×>∈<><∀ 2211 ,,, ，若 ),(),( 2211 ><=>< yxfyxf ，即 

>−+>=<−+< 22221111 ,, yxyxyxyx ，则
⎩
⎨
⎧

−=−
+=+

2211

2211

yxyx
yxyx
，易得 

2121 , yyxx == ，从而 f 是单射。 

（2） RRqp ×>∈<∀ , ，由 >=<>< qpyxf ,),( ，通过计算可得
⎩
⎨
⎧

−=
+=

2/)(
2/)(

qpy
qpx

， 

从而 >< qp, 的原象存在， f 是满射的。 

（3）由上面的证明可知， f 存在反函数，且
2

,
2

),(1 yxyxyxf −+
=><−  
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（4） >=<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
=><− yxyxyxfyxff ,

2
,

2
),)(( 1 ο  

( ) >>=<−−+−++=<−+=>< yxyxyxyxyxyxyxfyxff 2,2)()(),()(,),)(( ο  

13． f 和 g是集合{1,2,3,4}到其自身的函数， }4,2max{)( mmf −= ， mmg −= 5)( 。 

（1）将 f 和 g作为关系 gf RR , ，确定其关系矩阵。 

（2）给出 gf RR ο 和 gfR ο 的关系矩阵并作比较。 

（3）给出 fR~ 和 gR~ 的关系矩阵，判断 fR~ 和 gR~ 是否是函数？ 

解： 

（1）

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0010
0010
0010
0100

)( fRM    

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0001
0010
0100
1000

)( gRM  

（2）

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0100
0100
0100
0010

)( gf RRM ο   

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0100
0010
0010
0010

)( fgRM ο  

（3）对应矩阵的转置即为所求。 fR~ 不是函数， gR~ 是函数。 

14．设 R是集合 A上的等价关系，在什么条件下从 A到 A／R存在双射？ 

解： 
当 A 是有限集合时，且 R=IA时，存在双射。因为 R 是等价关系，任一元素的等
价类中至少含有元素自身，若某个元素的等价类中除自身外还含有其他元素，则

商集中元素的个数必定小于集合本身的基数，不可能存在双射。 
当 A是无限集时，若 R=IA，则存在双射。在 R不是恒等映射时，根据 R的不同可
能会有不同的结果。例如：当R是自然数集N上等价关系，其确定的划分是：{{1,2}，
{3,4}，{5,6}，⋯}，则从 A到 A／R存在双射。但同样是 N上的等价关系，当 R
是全关系时，A／R中只有一个元素，不存在从 A到 A／R的双射。 

15．令 },,,{  },,,,{ 2121 nm yyyYxxxX ΛΛ == 。问 

（1）有多少个不同的由 X到 Y的关系？ 
（2）有多少个不同的由 X到 Y的函数？ 
（3）当 n，m满足什么条件时，存在单射，且有多少个不同的单射？ 
（4）当 n，m满足什么条件时，存在满射，且有多少个不同的满射？ 
（5）当 n，m满足什么条件时，存在双射，且有多少个不同的双射？ 

解： 
（1）由于从 X 到 Y 的关系是 YX × 的子集，且 mnYX =× || ，而 ||2|)(| AAP = ，故

有 mn2 个不同的从 X到 Y的关系。 
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（2）由于对 X中每个元素可以取 Y中任一元素，即每一元素都有 n种取法，故
不同的函数共有 mn 个。 

（3）显然当|m|≤|n|时，存在单射。由于在 Y中任选 m个元素的任一全排列，都
形成 X到 Y的不同的单射，故不同的单射有 ⋅⋅−⋅==⋅ Λ)1(! nnPmC m

n
m
n  

)1( −− mn 个。 
（4）显然当|n|≤|m|时，存在满射。这一问题等价于先“把 m 个有区别的球放入

n 个相同的盒子中，要求无一空盒（这一不同的方案数记为： ),( nmS ）”，

再对这 n个盒子进行不同的排列（假定盒子有区别），其总数为所求的满射
数。即所求的不同的满射有 !),( nnmS ⋅ 个。 

说明： ),( nmS 称为第二类 Stirling数，满足下面递推公式（详见组合数学教材）： 
0)0,( =mS ； 1)1,( =mS ； )1,1(),1(),( −−+−= nmSnmnSnmS 。 

（5）显然当|m|=|n|时，存在双射。此时 Y 中元素的任一不同的全排列都形成 X
到 Y的不同的双射，故不同的双射有 m！个。 

16．设 ABAAf ⊆→   ,: 为 A 的子集。试判断 ))(( 1 Bff − ，B， ))((1 Bff − 三者之间的

包含关系。 
解： 
三者之间的关系是： 

))(())(( 11 BffBBff −− ⊆⊆  

下面给出证明： 

))(( 1 Bffy −∈∀ ，则 )(1 Bfx −∈∃ （从而 By ∈′∃ ，使得 yxf ′=)( ），使得 yxf =)( ，

从而有 Byy ∈′= ，证得 BBff ⊆− ))(( 1 。 
Bx∈∀ ， )()( Bfxf ∈ ，从而有 ))((1 Bffx −∈ ，证得 ))((1 BffB −⊆ 。 

综上所述，有 ))(())(( 11 BffBBff −− ⊆⊆  
可举例说明，上面包含关系可以是真包含。例如： 

设 A={1,2,3}，B={2,3}， AAf →: ， 1)2()1( == ff ， 2)3( =f ，则有 }2,1{)( =Bf ，

}3{)(1 =− Bf ， }2{))(( 1 =− Bff ， }3,2{=B ， }3,2,1{))((1 =− Bff 。三者不相等。 

17．假定 YXf →: ， ZYg →: 是两个映射， gf ο 是一个满射，若 g是单射，求证 f
是满射。 

证法 1  对任意 Yy∈ ，因为 g是映射，故存在 Zygz ∈= )( 。由于 gf ο 是满射，对

Zz∈ ，存在 Xx∈ ，使得 zxfgxgf == ))(()(ο 。由于 g是单射，有 yxf =)( 。所以对任意

的 Yy∈ ，存在 Xx∈ ，使得 yxf =)( ，故 f 是满射。 

证法 2  假定 f 不是满射，则有 YXf ≠)( 。即存在 Yy ∈ ， )(Xfy∉ 。又由 g是函数，
则有 Zzyg ∈=)( ，因 gf ο 是满射，故对 Zz∈ ，必存在 Xx∈ ，使得 yxf ′=)( ， zyg =′)( ，

而 yy ≠′ ，但 )()( ygyg =′ ，故 g不是单射。与假设矛盾。证得 f 是满射。 
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18．设 BAf →: ，且 AA ⊆′ ， BB ⊆′ ，证明： 

（1）如果 f 是满射，则 BBff ′=′− ))(( 1 ； 
（2）如果 f 是单射，则 AAff ′=′− ))((1 。 

证： 
（1）由定理 1结论 5（或由上面习题 16）可知 BBff ′⊆′− ))(( 1 。 

反过来，对 By ′∈∀ ，因为 f 是满射，故必有 )(1 Bfx ′∈ − ，使得 yxf =)( 。

因为 )(1 Bfx ′∈ − ，故 ))(( 1 Bffy ′∈ − ， BBff ′⊇′− ))(( 1 ，证得 BBff ′=′− ))(( 1 。 
（2）对任意 Ax ′∈ ， )()( Afxf ′∈ ，因为 AA ⊆′ ，故 BAf ⊆′)( 。设 BAf ′=′)( ，

由 Bxf ′∈)( 得 ))((1 Affx ′∈ − ，所以 AAff ′⊇′− ))((1 。另一方面，对任意

))((1 Affx ′∈ − ，则 )()( Afxf ′∈ ，在 A′中必存在 x′，使得 )()( xfxf ′= 。

因为 f 是单射，故必有 xx ′= 。即 Ax ′∈ ，所以 AAff ′⊆′− ))((1 ，于是

AAff ′=′− ))((1 。 

19．证明 （1） )()()( BfAfBAf ΥΥ =  
（2） )()()( BfAfBAf ΙΙ ⊆  

证： 
（1）设 )( BAfy Υ∈ ，则存在 BAx Υ∈ ，使得 yxf =)( ，即 Ax∈ 或者 Bx∈ 时，

有 )(xfy = 。故 )()( Afxf ∈ 或者 )()( Bfxf ∈ ，因此 )()( BfAfy Υ∈ ，于

是 )()()( BfAfBAf ΥΥ ⊆ 。另一方面，对任意的 )()( BfAfy Υ∈ ，则有

)(Afy∈ 或者 )(Bfy∈ ，从而存在 Ax∈ ，使得 yxf =)( 或者存在 Bx∈ ，使

得 yxf =)( 。不管是怎样的情况，都存在 BAx Υ∈ ，使得 yxf =)( 。即

)( BAfy Υ∈ ， 所 以 )()()( BfAfBAf ΥΥ ⊇ 。 综 上 所 述 ， 证 得

)()()( BfAfBAf ΥΥ = 。 
（2）对任意 )( BAfy Ι∈ ，存在 BAx Ι∈ ，使得 yxf =)( 。即 Ax∈ 且 Bx∈ ，从

而 )()( Afxf ∈ 且 )()( Bfxf ∈ ，得 )()( BfAfy Ι∈ 。证得 
)()()( BfAfBAf ΙΙ ⊆ 。 

说明：有例为证，（2）可能发生真包含。例如：X={1,2}，Y={a}， YXf →: ， 
f(1)=f(2)=a，取 A={1}， B={2}，则 ∅=BA Ι ，从而 ∅=)( BAf Ι ，但

∅≠= }{)()( aBfAf Ι 。 

20．令 TSf →: ，对 SA ⊆ ， )(Af 表示 A 中元素的象的集合。证明或否定下面的命
题： 

（1） SAAAAfAfAf ⊆= 212121 ,),()()( ΙΙ  
（2） SAAAAfAfAf ⊆−=− 212121 ,),()()(  
（3）若 )()( 21 AfAf = ，则 21 AA =  

解： 
三个命题均错误，例如：S＝{1,2}，T={a}， f ={<1,a>,<2,a>}， }2{  },1{ 21 == AA ，

则有 
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（1） }{)()( 21 aAfAf =Ι ，而 ∅=∅= )()( 21 fAAf Ι  
（2） ∅=−=− }{}{)()( 21 aaAfAf ，而 }{})1({)( 21 afAAf ==−  
（3） )(}{)( 21 AfaAf == ，但 21 AA ≠  

21．（1）若 UTf →: ， f 是单射； TShg →:, ，满足 fhfg οο = ，证明： g = h。 
（2）给出函数 f ，g，h的实例， UTf →: ， TShg →:, ， fhfg οο = ，但 hg ≠ 。 
（3） BAf →: ， CBhg →:, 。给出 f 的条件，使得由 hfgf οο = 可得出 g = h。 

证： 
（1） Ss∈∀ ，由条件知， ))(())(( sfhsfg οο = ，即 ))(())(( shfsgf = ，因为 f 为

单射，所以有 )()( shsg = ，从而 g = h。 
（2）例如： }1{=S ， },{ baT = ， }0{=U ， 0)( =xf ； ag =)1( ； bh =)1( 。则

0))(()( == xgfxfg ο ， 0))(()( == xhfxfh ο ，但 hg ≠ 。 
（3） f 为满射时，结论成立。下面证明：对任意 Bb∈ ，因 f 是满射，存在 Aa∈ ，

使得 baf =)( ，由 hfgf οο = ，得 ))(())(( afhafg = ，即 )()( bhbg = ，从

而 g = h。 

22．对下列每组集合 A和 B，构造一个从 A到 B的双射，以说明 A和 B具有相同的势。 

（1）A=（0,1），B=（0,2） 
（2）A=N，B= NN ×  
（3）A=R，B= ),0( ∞  

（4）A= )1,0[ ，B= ⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛

2
1,

4
1  

解： 
（1）作双射 BAf →: ，使得 Axxxf ∈=   ,2)(  
（2）只需将 B 中元素按如下顺序排列：<1,1>，<1,2>，<2,1>，<1,3>，<2,2>，

<3,1>，⋯即按两分量的和从小到大的顺序排列，当和相等的时候按第一分
量从小到大的顺序排列。 

（3）设 BAf →: ，使得 Rxexf x ∈=   ,)(  

（4）设 BAf →: ，使得 )1,0[,
2
1

4
1)( ∈+−= xxxf  

23．以自然数为自变量的函数 A(m,n)定义如下： 

（1） 1),0( += nnA     0≥n  
（2） 0,(mA ）=A(m−1,1)   m>0 
（3） 0    0      )]1,(,1[),( >>−−= nmnmAmAnmA  

求 )3,2(A ， )2,3(A 。 
解： 
由条件有： 

2)1,0( =A   2)1,0()0,1( == AA  
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[ ] 312)2,0()0,1(,0)1,1( =+=== AAAA  
[ ] 413)3,0()1,1(,0)2,1( =+=== AAAA  

由此进一步地归纳可得： 

2),1( += nnA  
3)1,1()0,2( == AA  

[ ] 523)3,1()0,2(,1)1,2( =+=== AAAA  
[ ] 725)5,1()1,2(,1)2,2( =+=== AAAA  
[ ] 927)7,1()2,2(,1)3,2( =+=== AAAA  

进一步地归纳可得： 

32),2( += nnA  
5312)1,2()0,3( =+⋅== AA  

[ ] 13352)5,2()0,3(,2)1,3( =+⋅=== AAAA  
[ ] 293132)13,2()2,2(,2)2,3( =+⋅=== AAAA  

所以有： 

29)2,3(  ,9)3,2( == AA  
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第 4章  代 数 系 统 

本章简述了代数系统的基本理论，并讨论了几种典型的代数系统：半群、群、环、域

等（格作为一种特殊的代数系统放在下一章讲）。主要内容包括：代数运算和代数系统的基

本概念，同态与同构的定义，运算的性质，半群的定义及性质，群的定义及性质，群的基

本同态与拉格郎日定理，循环群、交换群、置换群、正规子群及环、域的定义和基本性质

等。下面作一简要介绍。 

§4.1  内 容 分 析 

§4.1.1  代数运算与代数系统 

定义 1  设 S是一非空集合，函数 SSf n →: 称为 S上的一个 n元运算，简称为 n元运
算。S及其上的若干运算 kfff ,,, 21 Λ 一起称为一个代数系统，记作 ),,,,( 21 kfffS Λ ，有些

教材也将其记为< kfffS ,,,, 21 Λ >。 

设 f 是 S上的一个 n元运算，T 是 S的一个非空子集，若对 Taaa n ∈∀ ,,, 21 Λ ，恒有

Taaaf n ∈),,,( 21 Λ ，称T对运算 f 是封闭的（或 f 在T上是封闭的）。此时 f 也是T上的 n
元运算。 

我们常常考查集合的二元或一元运算。对一个有限集合 A， A上的一元运算和二元运
算可用列表的方式给出。这种表格称为该运算的运算表或乘法表。 

通常用 Λο ,  ,  , ⋅∗ 等符号表示二元运算，称为算符。设 f 是 S上的二元运算，我们简记
),( baf 为 ba ∗ （或 ba ο 、 ba ⋅ 等）。下面是几个常用的定义： 
如果对于任意的 Sba ∈, 都有 abba ∗=∗ 成立，则称二元运算*在 S上是可交换的或称 
*在 S 上满足交换律。如果对于任意的 Scba ∈,, ，都有 )()( cbacba ∗∗=∗∗ 成立，则

称二元运算*在 S上是可结合的或称*在 S上满足结合律。 
设 See rl ∈）  埥( ，如果满足：对于任意的 Sa∈ ，都有 aael =∗ （或 aea r =∗ ），则称 le

（或 re ）是 S中关于运算*的一个左（或右）单位元。如果 S中的元素e既是左单位元又是
右单位元，则称 e是 S上关于运算*的单位元。 

设 Srl ∈ΘΘ )(或 ，如果满足：对于任意的 Sa∈ ，都有 ll a Θ=∗Θ （或 rra Θ=Θ∗ ），

则称 lΘ （或 rΘ ）是 S上关于运算*的左（或右）零元。如果 S中的元素Θ既是左零元又是
右零元，则称Θ是 S上关于运算*的零元。 

设 e是 S 中关于二元运算*的单位元。对于 Sa∈ ，如果 Sb∈∃ ，使得 eab =∗ （或

eba =∗ ），则称b是 a的左（或右）逆元。如果 Sb∈ 既是 a的左逆元，又是 a的右逆元，
则称b为 a的逆元，通常记为 1−a 。如果元素 a存在有逆元，称 a是可逆的。 
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若对 A中元素 a，有 aaa =∗ ，则称 a是 A中关于运算*的等幂元（或幂等元）。 
对元素 Aa∈ ，若对任意的 Ayx ∈, ，都有 

yxyaxa =⇒∗=∗ ； yxayax =⇒∗=∗  

则称 a在 A上关于运算*是可约元（或称可消去元）。 
关于上面几个定义，有下面结论： 

定理 1  设 S是非空集合，*是 S上的二元运算。 

（1）若 S关于运算*存在有左零元 lΘ 和右零元 rΘ ，则有 Θ=Θ=Θ rl ，且Θ是 S上关
于运算*的惟一零元。 

（2）若 S关于运算*存在有左单位元 le 和右单位元 re ，则有 eee rl == ，且 e是 S上关
于运算*的惟一单位元。 

（3）若二元运算满足结合律， e是单位元，则若 S中元素 a有左逆元 lb 和右逆元 rb ，
则 bbb rl == ，且b是 a关于运算*的惟一逆元。 

注意：若不满足结合律，则结论（3）不一定成立。有这样的例子，如： 

表 4-1     表 4-2 

cbac
bacb
acca
cba*

              

cbac
bcbb
acca
cbaο

 

上面运算表 4-1中， c是单位元， a和b都是 a的逆元，但运算不满足结合律，如： 

caabbabbcbba =∗=∗∗≠=∗=∗∗ )()(  

运算表 4-2中，运算也不满足结合律，如： 

acabbabbcbba ==≠== οοοοοο )()(  

但每一个元素的逆元都是惟一的。这两个例子及定理 1中结论（3）说明结合律成立是
逆元惟一的充分而不必要的条件。 

§4.1.2  同态与同构 

设 ),,,,( 21 sAU ∗∗∗= Λ ， ),,,,( 21 sBV ∗∗∗= Λ 是两个代数系统，若 ii ∗∗ , 都是 ik 元运算，
si ,,2,1 Λ= ，称两个代数系统是同类型的。 

下面给出同态和同构的定义： 

定义 2  若两个代数系统 ),,( +×= AU ， ),,( ⊕⊗= BV 是两个同类型的代数系统，四种运

算均为二元运算。若存在映射 BAh →: ，满足对任意的 Aba ∈, ，有 

)()()( bhahbah ⊗=×  
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)()()( bhahbah ⊕=+  

则称h是从 U到Ｖ的一个同态映射，简称同态。 h (A)称为 A的一个同态象。 
若同态映射 h是单射，则称 h是一个单同态；若 h是满射，则称 h是一个满同态；若 h

是双射，则称 h是一个同构，这时也称 U和 V是同构的。 
上面我们只针对两个都只具有二元运算的代数系统给出了同态的定义。实际上，也可

以给出针对一元运算等的同态的定义。简单地，可以认为同态映射是保持两同类型代数系

统之间运算的映射。 
同态映射具有较好的性质，体现在下面定理中。 

定理 2  设 ),,( +×= AU 和 ),,( ⊕⊗= BV 是两个代数系统， ⊕⊗+× ,, 都是二元运算， h是
从 U到 V的满同态，则 

（1）若×满足结合律，则⊗也满足结合律； 
（2）若×满足交换律，则⊗也满足交换律； 
（3）若×对＋满足分配律，则⊗对⊕也满足分配律； 
（4）若 A对×有单位元e，则 B对⊗也有单位元 h(e)； 
（5）若 A对＋有零元Θ，则 B对⊕也有零元 )(Θh ； 
（6）若 A中元素a对×有逆元b，则 B中元素 h（a）对⊗也有逆元 h(b)。 

§4.1.3  半群和生成元 

定义 3  设G是一个非空集合，*是G上的二元运算，如果*是可结合的，则称（ ∗,G ）

为半群。含有单位元的半群称为独异点（或含幺半群、或幺半群、或单元半群）。 

设 S是半群， SH ⊆ ，若H 对 S中的运算仍构成一个半群，则称半群H 为 S的子半群。 
设 S 是一个含幺半群，e是单位元， SH ⊆ ，且 He∈ 。若H 对 S 的

运算仍构成一个含幺半群，则称含幺半群H 为 S的子独异点（或子含幺半
群）。 

注意，含幺半群的子半群可以是含幺半群，但不一定是子含幺半群，

例如： 
集合{ e , a }上运算*定义如表 4-3 所示。容易验证*满足结合律，e是

单位元，所以（{ e , a },*）是含幺半群，（{ e },*）是子含幺半群，（{ a },*）也是一个含幺
半群，单位元是a，但（{ a },*）只是（{ e , a },*）的子半群而不是子含幺半群，因为 }{ae∉ 。 

定理 3  S是一个半群，A是 S的非空子集，A＋是 S的所有形如
niii aaa Λ

21
⋅ 的元素组

成的集合，其中 NnAaaa
niii ∈∈ ,,,,

21
Λ ，

niii aaa ,,,
21
Λ 可以相同，则 A＋对 S的运算构

成 S的子半群。称 +A 为由 A生成的 S的子半群，而 A称为半群 A＋的生成元集。若 +A =S，
则说由 A生成半群 S。 

§4.1.4  群及其性质 

定义 4  设G是一个非空集合，*是G上的二元运算，如果满足下面三个条件： 

表 4-3 

eaa
aee
ae*
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（1）*满足结合律： Gcbacbacba ∈∀∗∗=∗∗ ,, ),()(  
（2）存在单位元 Ge∈ ： Gaaeaae ∈∀=∗=∗   ,  
（3）G中的每个元素a都有逆元 1−a ： Gaeaaaa ∈∀=∗=∗ −−   ,11  

则称（G，*）为群。 
当不引起混淆时，我们常把群（G ,*）说成群G，把半群（G ,*）说成半群G。称仅

含有一个元素的群为单位元群； 
运算满足交换律的称为可交换群或阿贝尔（Abel）群； 
若 G是有限集，称 G是有限群，其元素个数|G|称为群的阶；否则称为无限群。 
下面是几个群的例子，这些例子经常在习题中出现： 

（1） mnM , 关于矩阵加法运算是一个交换群。其中 mnM , 表示n行 m列矩阵的全体。 
（2）设 A是一个非空集合。PERM（A）是由从 A到 A的全体双射函数组成的集合，

PERM（A）对映射的复合运算构成一个群，称为变换群。 
（3）若 A是一个非空有限集，含有n个元素，则群 PERM（A）称为n个文字上的对

称群或n次对称群，简称对称群，常用 nS 表示（ nS 的子群常称为置换群）。当n =3
时， 3S 有 6个元素，它是一个 6阶群。 

},,,,,{ 6543213 ppppppS = ，其中 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

321
321

1p   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

312
321

2p   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

132
321

3p  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

213
321

4p   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

231
321

5p   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

123
321

6p  

括号内下一行是上一行元素对应的象。 

（4）对集合 }1,,2,1,0{ −= pN p Λ ，在其上定义运算 p+ 为： pmnmn p mod)( +=+ ，

则 ),( ppN + 构成一个群。 

定义 5  对群 G， Ga∈ ，若存在正整数n，使得 ean = ，其中e是单位元，则说a的
阶是有限的；使得 ean = 成立的最小正整数n称为a的周期（或阶）。若不存在这样的正整
数，则称a的周期是无限的。 

群具有下面一些基本性质： 

定理 4 

（1）除单位元群外，群不含零元。 
（2）群除单位元外，不含其他等幂元。 
（3）对群中任意元素a , b，有 

aa =−− 11)( ； 111 *)*( −−− = abba  

（4）对群中任意元素a和b，方程 bxa =∗ 和 bay =∗ 的解存在且惟一。 

由此有推论：群满足消去律，即对任意元素a , b , c， 
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若 caba ∗=∗ ，则b = c  
若 acab ∗=∗ ，则b = c  

（5）在群的运算表的任一行或列中，群的每个元素必出现且只出现一次。 

下面两个定理给出了一个半群为群的充分条件： 

定理 5  半群（ A ,*）是群的充分必要条件是：对任意的 Aba ∈, ，方程 bxa =∗ 和方

程 bay =∗ 在 A中均有解。 
定理 6  有限半群（ A ,*）是群的充分必要条件是： A中每个元素都是可约元。 

关于元素的周期，有以下几个结论： 

（1）设群 G中元素a的周期为n， Zm∈ ，则 eam = 当且仅当n整除 m。 
（2）群 G中任意元素a和它的逆元 1−a 的周期相同。 
（3）有限群中每个元素的周期都是有限的，且不大于群的阶。 

§4.1.5  子群的定义与判定 

定义 6  设（G，*）是一个群， GH ⊆ ，且 ∅≠H ，若（H,*）构成一个群，则称（H,*）
为 G的子群。 

群 G可以看成它自身的子群，异于自身的子群称为群 G的真子群；只含单位元的子群
及群 G自身称为群 G的平凡子群。 

定理 7  群 G的任意多个子群的交仍为 G的子群。 

下面定理给出了子集形成子群的条件： 

定理 8  群 G的非空子集 H成为子群的充分必要条件是下列条件之一： 

（1）① 若 Hba ∈, ，则 Hba ∈*  
② 若 Ha∈ ，则 Ha ∈−1  

（2）若 Hba ∈, ，则 Hba ∈−1*  

对有限集，只需验证运算是否封闭就够了，有下面定理： 

定理 9  设 H是群 G的非空有限子集，则 H是 G的子群的充分必要条件是：H对 G
的运算是封闭的。 

定理 10  设 G是一个群，A是 G的非空子集，集合 }|{ 1 Aaa ∈− 记为 1−A 。< A >是由

G的形如
niii aaa ⋅⋅⋅ Λ

21
的元素形成的集合。其中 NnAAaaa

niii ∈∈⋅⋅⋅ −   ,1
21

ΥΛ ，则< A >

对 G中运算构成 G的子群。称此子群为由 A生成的子群，而 A称为< A >的生成元集。若
< A >=G，则说由 A生成群 G。 

也可以定义为： 
若 K是 G的包含 S的最小的子群，即：若 K满足： 
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① K是 G的子群 
② KS ⊆  
③ 若 H是 G的子群且 HS ⊆ ，则 HK ⊆ 称 K是 S生成的子群。 

定义 7  设 G是群， Ga∈ ，则单个元素生成的子群<{ a }>称为 G的循环子群，简记
为 G=<a>，称a为 G的生成元。若( a )=G，称 G是由a生成的循环群。若群 G能由某个元
素生成，也简称 G为循环群。或定义为：若群 G的每个元素都是 G中某固定元素a的乘方，
则称 G是循环群，a是 G的生成元。G的阶与a的阶相等。 

定理 11  每个循环群都是 Abel群；循环群的子群是循环群。 

说明：Abel群不一定都是循环群。 

§4.1.6  群的同态 

定义 8  设 ,*)(G 和 ),( οT 是两个群， f 是 G 到 T 的映射，若 Gba ∈∀   , ，都有

)()()( bfafbaf ο=∗ ，则称 f 是 G 到 T 的同态映射。G 在 f 下的象记作 )Im( f ，即
)()Im( Gff = 。如果同态映射 f 是满射，称 f 是 G到 T的满同态。如果 f 是单射，则称 f

是 G到 T的单同态。如果 f 是双射，则称 f 是 G和 T之间的同构映射，如果 G和 T之间
存在同构映射，称 G和 T是同构的，记为 TG =~ 。 

关于两个群之间的同态，有下面的结论： 

定理 12  若 f 是 ,*)(G 和 ),( οT 之间的同态映射，则同态象 )Im( f 是 T的子群且 

TG eef =)( ； )())(( 11 −− = afaf  

其中 Ge 和 Te 分别是群 G和群 T的单位元， )(af 是 )(Gf 中任一元素。 

定理 13  令 })(,|{ TexfGxxK =∈= ，则 K 是 G 的子群，并称 K 为同态 f 的核，记
为 )( fKer 。 

定理 14  群同态是单同态的充分必要条件是其核是由单位元构成的单元素集。 

定理 15  （卡莱（Caylay）定理）任一群与它的变换群的子群同构。 

定理 16  设 ),( οG 是群， ,*)(H 是代数系统，若存在从 G到 H的满同态，则 ,*)(H 是群。 

§4.1.7  陪集、正规子群、基本同态 

定义 9  设 H是 G的子群，x是 G中任意元素，集合 }|{ HhxhxH ∈= οο 称为子群 H
在 G 中关于 x 的右陪集。类似地，子群 H 在 G 中关于 x 的左陪集 Hx ο 定义为：

}|{ HhhxHx ∈= οο  

上面的陪集也可以这样定义： 

在 G上定义等价关系： HhbaGba ∈∃⇔∈∀ ~  ,, ，使 bha ο= （或 hba ο= ），这个等
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价关系给出的等价类叫做 H的右（或左）陪集。 
可以证明这两个定义是等价的。 
关于陪集，有下面结论： 

定理 17  设 H是 G的子群，则 

（1） Ga∈∀ ，都有 aHa∈ ( Haa∈ ) 
（2） HeH = ( HHe = ) 
（3） Ha∈ 的充分必要条件是 HaH = ( HHa = ) 
（4） aHb∈ 的充分必要条件是 bHaH = （ Hab∈ 的充分必要条件是 HbHa = ） 
（5） bHaH = 的充分必要条件是 Hba ∈−1 （ HbHa = 的充分必要条件是 Hab ∈−1 ） 
（6） Gba ∈∀   , 都有 bHaH = 或者 ∅=bHaH Ι  
（7） aH 中无相同元素，且与 H的势相同。 

定理 18  群的一个子群的陪集构成群的一个划分。 

定理 19  设 H是 G的子群， Gx∈ ，ϕ是从 H到 xH ο 的函数，定义为： xhx ο=)(ϕ ，

则ϕ是一个双射。 

由上面定理可以得到著名的拉格朗日（拉格郎日）定理： 

定理 20  （拉格朗日定理）设 H 是有限群 G 的子群，则 HHGG ⋅= / ，其中的       
G／H表示 H的全体右陪集的集合。 

由上面定理可得两个有用的推论： 

推论 1  有限群 G中每一元素的阶数（周期）都是 G的阶数的因子。 
推论 2  阶数为素数的群必是循环群。 
推论 3  素数阶群只有平凡子群，而无真子群。 
推论 4  设 H是有限群 G的子群，则 H的阶整除 G的阶。 

定义 10  设 H是群 G的子群，若对任意 Gx∈ ，有 xHHx οο = ，则称 H是 G的正规
子群（或不变子群），记作 GH < 。此时 H的左右陪集统称为陪集。 

显然，若 G是一个阿贝尔群，则 G的子群都是正规子群。 

定理 21  设 H是 G的子群，则 H是 G的正规子群当且仅当下面三者之一成立： 

（1） Ga∈∀ 及 Hh∈ 有 Haha ∈−1  
（2） Ga∈∀ 有 HaHa =−1  
（3） Ga∈∀ 有 HaHa ⊆−1  

定理 22  若 f 是从群 ),( οG 到 ),( ∗T 的同态映射，则 

（1）同态核 )( fKer 是 G的正规子群； 
（2）对任意的 Gx∈ 和同态核 )( fKer ，有 )}()(,|{ xfzfGzzxK =∈=ο  

定理 23  设 K是群 ),( οG 的正规子群，则 
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（1）在 G中 K的全体陪集的构成集合 G／K上定义运算⊙： 

)( xK ο ⊙ )()( yxKyK οοο =  

则 G／K在运算⊙下为群，称（G／K，⊙）为 G对 K的商群； 
（2）映射 KGG /: →γ ，定义为： xKx ο=)(γ ，它是具有核 K 的同态映射，称为从

群 G到商群 G／K的自然同态。 

由此可得： 

定理 24  （基本同态定理）设 f 是从群 ),( οG 到 ),( ∗T 的同态映射，K是同态核，则商
群 G／K在 *f 下与 )(Gf 同构，此处 *f 定义为： )()(* xfxKf =ο  

这一定理表明：群 G的任何一个同态象都与 G的某个商群同构，因而在同构意义下，
G的同态象都是 G的商群，这对群的性质来说自然有着重要意义。 

§4.1.8  环、域 

定义 11  设 A是一个非空集合，在 A上定义二个运算＋和 ·（分别叫作加法和乘法）。
如果满足 

（1）（A,＋）是一个交换群（即 Abel群）； 
（2）（A,·）是一个半群； 
（3）乘法 · 对加法＋的分配律成立，即 Acba ∈∀ ,, ， 

a ·（b + c）= a · b + a · c  
（b + c）· a =b · a + c · a  

则称（A,＋,·）是一个环。加法的单位元称为零元，记作 0；乘号常省略，即把 a · b写成 a b；
也常把环（A,＋,·）简称为环。 

如果环 A的乘法有单位元，则把乘法单位元简称为环 A的单位元，常记作 1。此时称
环为含单位元环。 

设（A,＋,·）是一个环，若乘法 · 是可交换的，则称环（A,＋,·）是交换环。 
若存在 }0{, −∈ Aba ，使得 0=⋅ba ，则称环 A为有零因子环，并称a，b为环 A的零

因子，没有零因子的环称为无零因子环。 
有单位元而无零因子的交换环称为整环。 

定义 12  若环（A,＋,·）含非 0元素。满足： 

（1）乘法 · 运算适合交换律，即环是一个交换环； 
（2）对 A的非 0元素集合 }0{−=′ AA ，（ A′，·）是一个群； 

则称（A,＋,·）是一个域。 

整环也可以这样定义： 

定义 13  若环（A,＋,·）满足： 
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（1）运算“·”适合交换律，即环（A,＋,·）是一个交换环； 
（2）运算“·”有单位元，即（A,＋,·）是一个有单位元环； 
（3）适合消去律，即对任意的 0,,, ≠∈ aAcba ，若a · b = a · c（或b · a = c · a），则必

有b = c；则称（A,＋,·）是一个整环。 

可以证明，域一定是整环，一个有限整环也必定是一个域。 

§4.2  重点及难点解析 

§4.2.1  基本要求 

1．掌握代数系统的概念，对几个定义：运算的封闭性、单位元、零元、逆元、等幂元
及相关的结论有清晰的理解。给定集合和集合上的运算，能够判断该集合对运算是

否封闭，能够通过运算表确定单位元、零元、逆元等（如果存在的话）。对交换律、

结合律、分配律、吸收律等的表示要十分清楚。给定集合及二元运算表，能够判断

运算是否满足交换律，是否满足结合律。 
2．掌握代数系统的同态与同构的定义。能判断两个给定代数系统间的某个映射是否为
同态、同构映射。 

3．掌握半群及独异点等概念。 
4．掌握群的概念，并能灵活运用群的一些基本性质，理解群的同态与同构。给定一个
代数系统及其运算，能够判断是否为半群、、独异点、群等。 

5．掌握子群的概念并清楚其判别方法。 
6．掌握左陪集、右陪集及正规子群的定义，了解拉格朗日定理。 
7．掌握环及整环的定义。给定集合及两个二元运算，能够判断其是否为环、域、整环
等。 

§4.2.2  疑难点解析 

1．运算的封闭性是成为一个代数系统的前提；一般要验证或证明
某个代数系统是一个半群或群，首先得说明运算是封闭的。 

2．对运算满足结合律，特别是当给出的是运算表时，我们没有统
一的证明方法，只能靠验证来说明。但对具体的题，可以通过

对称或单位元等简化计算。例如：对表 4-4 中乘法所确定的代
数系统G，验证它是一个群。我们这里只讨论运算满足结合律
问题。 

根据乘法表验证结合律通常是非常麻烦的。对于 n个元素的运算
表来说，要验证 n3 个等式。但对于本题，注意到a是单位元，知 Gzyx ∈∀ ,, ，只要其中有

一个a，则等式 )*(**)*( zyxzyx = 成立，于是还剩下 8个（仅含b和c的）等式须验证： 

表 4-4 

bacc
acbb
cbaa
cba*
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①（b *b）* b = b *（b *b）  ②（b *b）* c = b *（b * c） 
③（b * c）* b = b *（c *b）  ④（c *b）*b = c *（b *b） 
⑤（c * c）* b = c *（c *b）  ⑥（c *b）* c = c *（b * c） 
⑦（b * c）* c =b *（c * c）  ⑧（c * c）* c = c *（c * c） 

注意乘法表关于对角线对称，可知运算是可交换的。第①、③、⑥、⑧式可直接由交

换律得到。以第③式为例：（b * c）* b =b *（b * c）= b *（c *b）。第④式可由交换律和
第②式推出： 

（c *b）* b = b *（c * b）   交换律 
= b *（b * c）   交换律 
=（b *b）* c    第②式 
= c *（b * b）   交换律 

类似地，第⑤式可由交换律和第⑦式推出。于是，只剩下第②式和第⑦式。它们可由

乘法表直接验证。以第②式为例：（b * b）* c = c * c = b，b *（b * c）= b * a = b，两者
相等，从而得证结合律成立。 

又例：表 4-5 所确定的代数系统，要验证是群。要验证
运算满足结合律，共有 6443 = 个等式（x*y）*z=x*（y*z）需
要验证。如果直接一一验证，并不困难，但却十分繁重而无

味。注意到e是单位元，故等式中只要含有e的就一定成立。
又注意到 a b = a * b = b * a，如果对包含 a和b的等式都成
立，则对包含 a、b和 a b的等式也都一定成立。因此，只
剩下需要验证包含a和b的等式，这样的等式只有 8 个，再
注意运算是可交换的，可借助于上例进一步减少验证的工作

量。 

3．对群的定义及性质（定理 4）要很清楚，做到能够熟练应用。经常容易出现这样的
题目，要证明某个代数系统是群，或论证群的某些性质，判断某些结论是否成立。 

4．子群的定义及判定，一般用的是定理 6，对有限集合，只需验证对运算是否封闭就
够了。 

5．陪集及所确定的等价关系，拉格朗日定理及其推论，经常用来论证某些结论。 
6．同态与同构的判断。这是整个代数系统的一个重要内容，若映射保持两个代数系统
的所有运算，则是同态映射，若还是双射，则为同构。 

7．关于环和整环、域的定义，要清楚它们之间的异同。 

表 4-5 

eababab
aeabbb
babeaa
abbaee
abbae*
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§4.3  基  本  题 

§4.3.1  选择题 

*1．设 S={ a , b }，则 S上总共可定义的二元运算的个数是（    ）。 

A．4   B．8   C．16   D．32 

答案：C 

2．设集合 }10,,3,2,1{ Λ=A ，下面定义的哪种运算关于集合 A是不封闭的？（    ） 

A．x*y=max{x,y} 
B．x*y=min{x,y} 
C．x*y=GCD（x,y），即 x,y的最大公约数 
D．x*y=LCM（x,y），即 x,y的最小公倍数 

答案：D 

3．在自然数集Ｎ上，下列哪种运算是可结合的？（     ） 

A． ba * = a −b    B． ba * =max{ a , b }   C． ba * = a +2 b    D． ba * =| a −b | 

答案：B 

4．对自然数集 N，下列哪种运算不是可结合的？（     ） 

A． ba * = a + b +3    B． ba * =min{ a , b }  
C． ba * = a +2 b     D． )3(mod* baba ⋅=  

答案：C 

5．下列运算中，哪种运算关于整数集不能构成半群？（    ） 

A． },max{ baba =ο    B． bba =ο  
C． abba 2=ο      D． || baba −=ο  

答案：D 

6．*运算如下表所示，哪个能使 },*),({ ba 成为独异点？（     ） 

A．
bab
baa
ba*

  B．
bbb
aaa
ba*

  C．
aab
aaa
ba*

  D．
abb
baa
ba*

 

答案：D 
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7．Q是有理集，（Q，*）（其中*为普通乘法）不能构成（     ）。 

A．群  B．独异点  C．半群  D．交换半群 

答案：A 

8．R为实数集，运算*定义为： ||   ,, babaRba ⋅=∗∈ ，则代数系统 ),( ∗R 是（      ）。 

A．半群  B．独异点  C．群  D．阿贝尔群 

答案：A 

*9．下列代数系统 ),( ∗S 中，哪个是群？（      ） 

A．S={0,1,3,5}，∗是模 7加法 
B．S=Q（有理数集合），∗是一般乘法 
C．S=Z（整数集合），∗是一般减法 
D．S={1,3,4,5,9}，∗是模 11乘法 

答案：D 

10．具有如下定义的代数系统（G,*），哪个不构成群？（    ） 

A．G={1,10}，*是模 11乘法 
B．G={1,3,4,5,9}，*是模 11乘法 
C．G=Q，*是普通加法 
D．G=Q，*是普通乘法 

答案：D 

*11．设 x,y 是群 ),( ∗G 的任意两个元素，n是大于 0 的整数， nx 表示n个 x 进行乘法
运算，则下述等式中哪个不成立？（      ） 

A． nnn yxyx ∗=∗ )(  
B． yxyxyx nn ∗∗∗=∗ + )()( 1  
C． yxyyxy nn ∗∗=∗∗ )()(  
D． nn xyxxyx )()( ∗∗=∗∗  

答案：A 

*12．任何一个有限群在同构的意义下可以看作是（     ）。 

A．循环群  B．置换群  C．变换群  D．阿贝尔群 

答案：B 

13．设 H，K是群 ),οG（ 的子群，下面哪个代数系统仍是 ),οG（ 的子群？（     ） 

A． ),( οHK   B． ),( οΙ KH  C． ),( οHK −   D． ),( οKH −  

答案：B 



 第 4章  代 数 系 统 95 

14．任意一个具有多个等幂元的半群，它（        ）。 

A．不能构成群   B．不一定能构成群 
C．必能构成群   D．能构成交换群 

答案：A 

*15．设 Z是整数集合，＋是一般加法，则下述函数中哪一个不是群（Z,+）的自同态?
（    ） 

A． xxf 2)( =   B． xxf 1000)( =   C． ||)( xxf =   D． 0)( =xf  

答案：C 

16．群（R,＋）与（ ×− },0{R ）之间的关系是（     ）。 

A．同态  B．同构  C．后者是前者的子群  D．B，C均正确 

答案：A 

17．若（H,*）是（G,*）的真子群，且|H|= n，|G|= m，则有（     ）。 

A．n整除m      B．m整除n  
C．n整除m且m整除n   D．n不整除m且m不整除n  

答案：A 

*18．6阶群的任何非平凡子群一定不是（      ）。 

A．2阶   B．3阶   C．4阶   D．6阶 

答案：C 

19．设 Z是整数集，＋，· 分别是普通加法和乘法，则（Z，＋，·）是（        ）。 

A．域   B．整环和域   C．整环   D．含零因子环 

答案：C 

20．下面哪个集合关于指定的运算构成环？（      ） 

A． },|2{ 3 Zbaba ∈+ ，关于数的加法和乘法 
B．{ n阶实数矩阵}，关于矩阵的加法和乘法 
C． },|2{ Zbaba ∈+ ，关于数的加法和乘法 

D．
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Zba

ab
ba

, ，关于矩阵的加法和乘法 

答案：C 

*21．+，· 为一般的加法和乘法，则下述代数系统 >⋅+< ,,S 中哪一个是整环？（    ） 

A． },,3|{ QbabaxxS ∈+==  
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B． }1{} 1 |||{ Υ因子有非且 xZxxS ∈=  
C． },2|{ ZnnxxS ∈==  
D． },12|{ ZnnxxS ∈+==  

答案：A 

22．在代数系统中，整环和域的关系为（        ）。 

A．整环一定是域    B．域不一定是整环 
C．域一定是整环    D．域一定不是整环 

答案：C 

§4.3.2  填空题 

*1．集合 A={ a , b , c }上总共可定义的二元运算的个数为     。 

答案： 93  

2．设 S是非空有限集，代数系统 ) , ),(( ΙΥAP 中， )(SP 对Υ运算的单位元是  ①  ，
零元是  ②  ， )(SP 对 Ι 运算的单位元是  ③  。 

答案：① ∅    ② S   ③ S 

3．设（ S，*）是代数系统，其中 S ={ a , b , c }，*定义如表 4-6
所示，则（ S，*）  ①  半群，（ S，*）  ②  独异点，
因为  ③  。 

答案：① 不是  ② 不是  ③ *不可结合 

4．在运算表 4-7中空白处填入适当符号，使 )},,,({ οcba 成为群。 

答案：①c    ②b    ③b    ④a  

5．（G,*）是群， GB ⊆ ，且 B是有限集，（B,*）是 G的子群当
且仅当     。 

答案： BbaBba ∈∈∀ *,,     或 B对运算封闭 

6．设（G,*）是非零实数乘法群， GGf →: 是同态映射，

x
xf 1)( = ，则 =)(Gf   ①  ， )( fKer =  ②   。 

答案：① G   ② {1} 

7．设 H={0,4,8}， ( )12,+H 是群 ( )1212 ,+N 的子群，其中 }11,,2,1,0{12 Λ=N ， 12+ 是模 12
加法，则 ( )1212 ,+N 有  ①  个真子群，H的左陪集 3H=  ②  ，4H=  ③  。 

答案：① 3   ② {3,7,11}   ③ {4,8,0} 

表 4-6 

aacc
aabb
cbaa
cba*

 

表 4-7 

____

____

cc
cbab

aa
cbaο
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8．任意一个无限群有      个子群。 

答案：无穷多 

9．设 G={1,5,7,11}，（G,*）为群，其中*为模 12乘法，则 5的阶（周期）为  ①  ，
（G,*）有  ②  个真子群。 

答案：① 2  ② 4 

§4.3.3  判断题 

1．设（N，*）是代数系统，其中 N为自然数集，*为二元运算，定义为：对任何的 Nba ∈, ，

有 aba =* ，则*是可结合的。（  ）        答案：√ 
2．在一个代数系统中，若一个元素的逆元是惟一的，则运算必定是可结合的。（  ） 

                  答案：× 
3．设*是 S上的可结合运算，若 Sa∈ 是可逆的，则a也是可约的。（  ） 答案：√ 
4．设*是 S上的可结合运算，若 Sa∈ 是可约的，则a也是可逆的。（  ） 答案：× 

说明：参见习题 9 

5．设 ),,( ∗οA 是一个代数系统，对于任意的 Aba ∈, ，有 aba =ο ，而*是 A上的任意二
元运算，则*对ο不一定是可分配的。（  ）      答案：× 

*6．若半群有左单位元，则左单位元惟一。（  ）      答案：× 
7． ),( ∗S 是独异点， Sba ∈, ，且 a , b  均有逆元，则 111)*( −−− ∗= baba 。  （   ） 

                  答案：× 
8． ),( ∗S 是可交换独异点， },|{ xxxSxxT =∗∈= ，则 T也是独异点。（  ） 

                  答案：√ 
9．有单位元且适合消去律的有限半群一定是群。（  ）     答案：√ 
10．（G,*）是独异点，e是单位元，若对任意的 Ga∈ ，有 eaa =* ，则（G,*）是 Abel
群。（  ）              答案：√ 

11．设 ),( ∗G 是一个半群，若存在单位元且每个元素都有右逆元，则 ),( ∗G 是群。（  ） 
答案：√ 

说明：只需说明每一个元素均存在逆元。 Ga∈∀ ，设 b为 a的右逆元，即 eba =∗ 。

对 Gb∈ ，设 c为其右逆元，即 ecb =∗ ，因运算满足结合律，有 

ccecbacbaeaa =∗=∗∗=∗∗=∗= )()(  

即 ca = ，从而有 eabba =∗=∗ ，b为 a的逆元，因运算满足结合律，逆元若存
在则惟一，故每一个元素的逆元均存在。 

12．一个群可以有多个等幂元。（  ）        答案：× 
13．任何一个 Abel群不一定是循环群。（  ）       答案：√ 
14．设 },|32{ ZnmG nm ∈= ，×是普通乘法，则 ),( ×G 不一定是群。（  ） 答案：× 
15．设 G是循环群，G同构于 H，则 H也是循环群。（  ）    答案：√ 
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*16．非循环群的每一个子群必是非循环群。（  ）      答案：× 
*17．4阶群中必有 4阶元。（  ）         答案：× 
*18．若 H，K是群 G的子群，则 KH Υ 也是 G的子群。（  ）   答案：× 
19．设（G,＋）是一个交换群，E 是 G 的全体自同态构成的集合，对 Egf ∈, ，令

Gxxgxfxgf ∈∀+=+ ),()())(( ，则（E,＋）不是一个交换群。（  ） 答案：× 
20．任一群都同构于变换群。（  ）         答案：√ 
21．设 G是一群，令 1)( −= xxf ，对任一 Gx∈ ， f 是 G的自同构当且仅当 G是交换
群。（  ）             答案：√ 

*22． f 是群 G到群 H的同态映射，若 G是交换群，则 H也是交换群。（  ） 
                  答案：× 

23．在代数系统中域一定是整环。（  ）        答案：√ 

24．设
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= Zba

ab
ba

A ,
2

，则 A关于矩阵的加法和乘法构成一整环。（  ） 

                  答案：√ 

§4.4  习 题 解 析 

1．按下面的条件，给出尽可能简单的代数系统实例。给出的代数系统含有一个二元运
算。运算可用运算表定义： 

① 有单位元； 
② 有零元； 
③ 同时有单位元和零元，代数系统有多于１个元素； 
④ 有单位元，但无零元； 
⑤ 有零元但无单位元； 
⑥ 运算不可交换； 
⑦ 运算不可结合； 
⑧ 有左零元，无右零元； 
⑨ 有右单位元，无左单位元； 
⑩ 有单位元，每个元素有逆元。 

解： 
给出的例子如下所示： 
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  ①，②，⑩             ③                 ④                ⑤ 

 
 
 
 

⑥，⑦b *（ a * b）≠（b * a）* b      ⑧ 0,1均为左零元       ⑨ 1为右单位元 

 
 
 
 
2．设代数系统（A,*），其中 A={ a ,b , c , d }，*如乘法表 4-8定义。问*是否是可交换
的；A是否有单位元；如果有单位元，指出哪些元素是可逆的，并给出它们的逆元。 

解： 
一个有限代数系统的运算是可交换的充要条件是其乘法表关于对角线对称。 
如果表中的最左列的某个元素所对应的行与最上一行相同，则该元素是 A的左单
位元。如果表中最上一行的某个元素所对应的列与表中最左的一列相同，则该元

素是右单位元。而既是左单位元又是右单位元的元素一定是 A的单位元。 

表 4-8 

cbadd
badcc
adcbb
dcbaa
dcba*

           

ccddd
bacdc
dcbab
aaaaa
dcba*

 

（1）     （2）  

对表（1），可知*是可交换的。不难看出，a是单位元。进一步可知，a、b、c、
d均是可逆的，且 bdccdbaa ==== −−−− 1111   ;  ;  ; 。 
对表（2），可知*是不可交换的。不难看出，b是单位元。b可逆，且 bb =−1 ，a、
c、 d均不可逆。 

*3．根据下列集合 G 及集合上的运算*，问它们是否构成半群、含幺半群、群。如果
是含幺半群或群，指出它们的单位元是什么？ 

（1） },min{  , yxyxNG =∗=  
（2） 2)(  , yxyxRG +=∗=  
（3） }|2{ NaaG ∈= ，*是普通乘法 
（4） },|2{ ZbabaG ∈+= ，*是普通乘法 

* a 

a a 

* 0 1 

0 0 0 

1 0 1 

* a b

a a b

b b a

* a b 

a a a 

b a a 

* a b

a a b

b a a

* 0 1 

0 0 0 

1 1 1 

* 0 1 

0 1 0 

1 1 1 
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（5）
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= Zx

x
G

10
1

，*是矩阵乘法 

解： 

是否构成半群或群首先要判断运算是否可结合。易验证（2）是不可结合的，从而
不是半群，因为： 

222 ))(())*((*)*( zyxzyxzyx ++=+= ，而 22 ))(()*(* zyxzyx ++= 。其他运算

是可结合的。 
对（1），存在单位元 1，但不是每个元素均存在逆元，故是含幺半群。 
对（3），不存在单位元，故是半群。 
对（4），存在单位元 1，但不是每个元素均存在逆元，故是含幺半群。（可以验证） 

对（5），存在单位元 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
01
，且 G

x
∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∀

10
1

，有 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
01

10
1

*
10

1
10

1
*

10
1 xxxx

 

故每个元素 G
x
∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10

1
，存在逆元 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
10

1 x
。是群。 

4．有理数集 Q中的*定义如下： 

abbaba −+=*  

（1）（Q,*）是半群吗？是可交换的吗？ 
（2）求单位元。 
（3）Q中是否有可逆元？若有，指出哪些是可逆元？并指出逆元是什么？ 

解： 
（1） Qcba ∈∀ ,, ，因 )()()()( bccbabccbabccbacba −+−−++=−+∗=∗∗  

abccabcabcba +−−−++=  
cabbacabbacabbacba )()()()( −+−+−+=∗−+=∗∗  

abccabcabcba +−−−++=  
所以 cbacba ∗∗=∗ )()(* ，（Q,*）是半群。因 abba ∗=∗ ， Qba ∈∀ , ，故*
是可交换的。 

（2）设 e为其单位元，则应有： Qa∈∀ ， aaeea =∗=∗ ，即 aaeea =−+ ，由 a
的任意性，有 e =0。所以单位元为 0。 

（3）设 a有逆元b，则应有： 0=−+=∗ abbaba ，所以当 a ≠ 1时，有逆元，其

逆元为：
1

1

−
=−

a
aa ，当 a =1时，没有逆元。 

5．设 A是一个非空集合，定义 ο： Abaaba ∈∀= ,,ο  
试证明 ),( οA 是一个半群。 
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证： 
显然ο是 A上二元运算。对于任意的 Acba ∈,, ，由 

acacba == οοο )(  
abacba == οοο )(  

恒有： )()( cbacba οοοο =  
即结合律成立，故 ),( οA 是一个半群。 

6．设（S,*）是一个半群， Sa∈ ，在 S上定义ο如下： Syxyaxyx ∈∀= ,,**ο  
证明 ),( οS 也是一个半群。 

证： 
显然ο是 S上二元运算。对于任意的 Szyx ∈,, ，有 

)()(**                
)**(****)**(**)()(

zyxzyax
zayaxzayaxzayxzyx

οοο
οοο

==
===

 

ο是可结合的，故 ),( οS 也是一个半群。 

7．设（S,*）是一个半群，如果对所有的 Sba ∈, ，只要 ba ≠ ，必有 abba ** ≠ ，证明 

（1） Sa∈∀ ，有 aaa =*  
（2） Sba ∈∀ , ，有 aaba =**  
（3） Scba ∈∀ ,, ，有 cacba *** =  

证： 
由题设，对所有的 Sba ∈, ，只要 abba ** = ，必有 ba = ； 

（1） Sa∈∀ ， aaaaaaaaa =⇒= *)*(**)*(  
（2） Sba ∈∀ , ，由（1）有 

aaba
abaaaaba

abaabaaabaa
abaaabaaaba

=⇒
=⇒

==
==

**
)**(**)**(

****)*()**(*
**)*(***)**(

 

（3） Scba ∈∀ ,, ，由（2）有 

cacba
cbacacacba

cbacbacacbaca
cbacacbacacba

***
)**(*)*()*(*)**(

****)**()**(*)*(
**)**(**)*(*)**(

=⇒
=⇒

==
==

 

*8．设代数系统 ) ,( ⋅A 是一个有限的半群，证明 A中必存在某个元素 a，使得 aaa =⋅ 。 
证： 
对任意 Ax∈ ， ΛΛ ,,,,, 432 nxxxx 均在 A 中，由于 A 中有限的，存在 i<j，使得

ji xx = ，则有 iijj xxx ⋅= − ，取 ijp −= ≥1，对任意的 q＞i， 
qpipiqjiqiiqq xxxxxxxxxx ⋅=⋅⋅=⋅=⋅= −−− )(  
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由于 p≥1，存在 k，使得 ikp ≥ ，从而 
kpkpkpppkppkpppkppkp xxxxxxxxxxxxx ⋅==⋅⋅=⋅=⋅⋅=⋅= Λ)()( 22  

取 kpxa = ，则有 aaa =⋅ 。 

*9．试证：设*为集合 X 中可结合的二元运算，若 Xa∈ 对*可逆，则 a可约，反之不
成立。 

证： 
设存在b，使得 eabba == ** ，若对任意的 Xyx ∈, ，使得 yaxa ** = ，等式两

边 同 时 左 乘 b ， 有 )*(*)*(* yabxab = ， 由 于 运 算 是 可 结 合 的 ， 有

yabxab *)*(*)*( = ，即 e*x=e*y，有 x=y，即 a可约。 
反之，不成立，例如：对于自然数集 N及其上的普通乘法*，显然满足：对任一元
素 Na∈ ， a是可约的，但 a不可逆。 

10．试给出（Z,+）的下列子半群。 

（1）{1}+  （2）{0}+   （3）{−1,2}+； 
（4）Z+   （5）{2,3}+   （6） ++ }9{}6{ Ι  

解： 
（1） N=+}1{ （自然数集） 
（2） }0{}0{ =+  
（3） Z=− +}2,1{  
（4） ZZ =+  
（5） },4,3,2{}3,2{ Λ=+  
（6） N18},72,54,36,18{}18{}9{}6{ === +++ ΛΙ （自然数集） 

11．列出下面的 ),( 3,3 ×M 的有限子半群的元素： 

（1）

+

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

100
001
010

  （2）

+

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

000
400
320

  （3）

+

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

010
001
100

,
100
001
010

 

解： 
直接验证可知：其中的元素为： 

（1）
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

100
010
001

,
100
001
010

 

（2）
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

000
000
000

,
000
000
800

,
000
400
320
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（3）
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

001
100
010

,
100
010
001

,
010
001
100

,
100
001
010

 

说明：由定理 3可知，由生成半群的定义，求 A＋，只需求出集合中元素的所有可能运
算的结果（包括中间结果）即可。一般这种题产生的元素并不多。 

12．下列集合关于指定的运算是否构成群？ 

（1）给定 a >0，且 1≠a ，集合 }|{ ZnaG n ∈= ，关于数的乘法； 
（2）非负整数集 P，关于数的加法； 
（3）正有理数集 +Q ，关于数的乘法； 
（4）整数集 Z，关于数的减法； 
（5）给定正整数 n，集合 }1,|{ =∈= n

n zCzzU ，关于数的乘法； 
（6） },1,|{ +∈=∈= ZnzCzzU n ，关于数的乘法； 
（7）正实数集 +R ，关于数的除法； 
（8）一元实系数多项式集合，关于多项式加法； 
（9）一元实系数多项式集合，关于多项式乘法； 
（10） n维线性空间，关于向量加法。 

解： 
（1）是。 
（2）不是。因为当 n >0 时， n在 N中无逆元。 
（3）是。 
（4）不是。结合律不成立。 
（5）是。 
（6）是。 
（7）不是。结合律不成立。 
（8）是。 
（9）不是。除零次多项式外，均没有逆元。 
（10）是。 

13．设 a是群 ),( οG 的等幂元，则 a一定是单位元。 
证： 
由条件有 aaa =ο ，因 G 是群，任一元素有逆元。等式两边同乘 a的逆元，有

aaaaa οοο 11 )( −− = 。由于运算可结合，得 

eaaaaaaaaaea ===== −−− οοοοοο 111 )()(  

即 a一定是单位元。 

14．有单位元且适合消去律的有限半群一定是群。 
证： 
设 G是一个有单位元且适合消去律的有限半群，要证 G是一群。为此，只需证明
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G的任一元 a可逆。 
考虑 ΛΛ kaaa 2, 因为只有有限个元素，故存在 lk > ，使得 kl aa = 。令 m=k−l，
有 mll aaea οο = ，其中e是单位元。同消去律，得 eam = 。 
于是，当 m=1时，a = e，而 e是可逆的；当 e >1时， eaaaa mm == −− οο 11 。从而，

a是可逆的，其逆元是 1−ma 。总之， a是可逆的。 

*15．设 G是一有限集合。在 G上定义了乘法运算，对 Gcba ∈,, ，满足 

（1） cabbca )()( =  
（2） cbacab =⇒=  
（3） babcac =⇒=  

证明 G在这个乘法下成一群。 
证： 

设 },,,{ 21 naaaG Λ= 。对 Ga∈ ，记 },,,{' 21 naaaaaaG Λ= ，由运算的封闭性，可

知 GG ⊆′ 。由条件（2）可知， ji ≠ 时， ji aaaa ≠ ，从而G′中元素互不相同，含
有 n个元素，即有 GG =′ ，因此对G中任意元素b，存在G′中惟一元素 kaa ，使
得 baak = ，即 ka 是方程 bay = 的惟一解，同理可证 bxa = 有惟一解。 
由定理可知，G为群。 

*16．设G是一代数系统，运算满足交换、结合律，并由 yaxa ⋅=⋅ 可推出 x=y。证明
若 G有限，则 G是一群。 

证： 
此题与上题差不多，只是用满足交换律代替了左右可约去律，实质上是一样的。

本题的证明略去。只补证上题中“若两个方程均有惟一解，则为群”的结论： 
只需验证代数系统 G存在单位元，每个元素有逆元即可。事实上，若方程 aax = 有

惟一解设为 e，则对任意 Gg ∈ ，因 gxa = 有惟一解。故 gxaaexexage ==== )()( ，

说明 e是右单位元，同理可证 e是左单位元。 
因方程 eax = 有惟一解，故 a存在右逆元，同理可证 a存在左逆元。 
综上所述，G为群。 

17．设 G表示有理数集 Q到 Q的线性变换 Qbaabaxxf ba ∈≠+= ,,0,)(, 构成的集合。

试证明 G关于变换的复合构成群。 
证： 
由于变换的复合是可结合的，恒等变换是单位元。这里只需证明复合运算在 G上
是封闭的，且 G有单位元，G中每个元素有逆元。 
事实上， Qdcba ∈∀ ,,, ，且 0, ≠ca ，对于任意的 Qx∈ ，有 

badacxbdcxadcxfxff babadc ++=++=+= )()())(( ,,, ο  
又 0≠ac ， Qbadac ∈+, ，得 Gfff badacbadc ∈= +,,, ο ，故运算ο在 G上是封闭的。 
恒等变换 GfI ∈= 0,1 ，从而 G有单位元Ｉ。 

QbaaGf ba ∈≠∈∀ ,,0,, ，取 Gf baa ∈−− − 11, ，有 
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0,1,,, 1111 ffff bbaaaabaaba == +−− −−−−ο  

0,1,,, 11111 ffff babaaababaa == −−−−− −− ο  

故 baf , 可逆，且 baaba ff 11,
1

, −− −
− = 。得证（G,ο）是一个群。 

18．设（A,*）是一个群，对每个元素 Aa∈ ，作映射 aσ ： Axxaxa ∈∀= ,*)(σ  
记 }|{ AaG a ∈= σ ，证明 G关于映射的复合构成一个群。 

证： 
因 A非空，G也非空。且映射的复合是满足结合律的，恒等映射是其单位元。 
因 Ax∈∀ ， )()()())(())(( xxabxabxx ababba ∗=∗∗=∗∗== σσσσσ ο ，故 ,, Aba ∈∀
有 abba ∗= σσσ ο ，因此映射复合对 G是封闭的。 
设 e是 A的单位元，则 xxexe == *)(σ ， eσ 是恒等映射，从而是 G的单位元。事
实上， Aa∈∀ ， aaeea σσσσ == ∗ο ， aeaae σσσσ == ∗ο  

Aa∈∀ ， 1−aσ 是 aσ 的逆元。事实上， eaaaa σσσσ == −− *11ο ， eaaaa σσσσ == −− 11 *ο ，

从而 G是群。 

19．设 G是一群， Gcba ∈,, 。证明 

xbcxaxba =  

在 G中有且仅有一个解。 
证： 
对等式两边同时左乘 1−x ，有 bcaxba = ，再在等式两边同时左乘 1−a ，右乘 11 −− ba ，

有 
111 −−−= bbcaax  

故方程存在解。 
再证惟一性。若方程存在两解，设为 yx, ，即有 aybabcaxba == ，由于 G是群，
满足消去律，有 ybaxba = ，再次利用消去律，有 yx = 。故解是惟一的。 

20．设 G是一群， Gba ∈, 且 222)( baab = 。证明 baab =  
证： 
由条件，有 ))(())(( bbaaabab = ，由于是群，运算满足结合律和消去律，有

bababbaa )()( = ，故 baab = 。 

*21．设 G 是一群，求证：对于 G 中任意 xwvu ,,, 和 1111 ,,, xwvu ，如果 11wuuw = ，

11wvvw = ， 11xuux = ，则有 11xvvx = 。 
证： 
由条件，有 1

11
1 )()( −− = wuuw ，即 1

1
1

1
11 −−−− = uwuw  

另一方面， ))()(( 1111 uxuwvwuxuvwwvx −−−− ==  
有： 1111

1
1

1
11111

1
1

1
111 ))(())()(( xvxuuwwvxuuwwvvx === −−−−  
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22．设（G,*）是一群， Gx∈ 。定义： Gbabxaba ∈∀= ,,**ο  
证明（ ο,G ）也是一群。 

证： 
显然ο*是 G 上的二元运算，要证 G 是群，需证结合律成立，同时有单位元，每
个元素有逆元。 

Gcba ∈∀ ,, ，有 
)()**(****)**()( cbacxbxacxbxacba οοοο ===  

运算是可结合的。 
其次， 1−x 是（ ο,G ）的单位元。事实上， Ga∈∀ ，有 

axxaxa == −− 11 **ο ； aaxxax == −− **11 ο  

最后证明， Ga∈∀ ， 111 ** −−− xax 是 a在（ ο,G ）中的逆元。事实上， 
1111111 ****)**( −−−−−−− == xxaxxaxaxa ο  
1111111 ****)**( −−−−−−− == xaxxaxaxax ο  

由以上证明，（ ο,G ）是群。 

23．在整数集 Z上定义： Zbababa ∈∀−+=⋅ ,,2  
证明（Z，·）是一个群。 

证： 
显然 · 是二元运算，根据群的定义，需证运算满足结合律，有单位元，每个元素
有逆元。 

Zcba ∈∀ ,, ，有 

( a · b ) · c = a · b + c −2=( a + b −2)+ c −2= a +b + c −4 
a · ( b · c )= a + b · c −2= a +( b + c −2)−2= a +b + c −4 

故( a · b )· c = a ·(b · c )，结合律成立。 
2是单位元，事实上，a ·2= a＋2−2= a；2· a =2＋a −2= a； Za∈∀ 。 

Za∈∀ ，由a ·(4−a )= a＋4− a −2=2；(4−a )· a =4−a＋a −2=2；可知 4−a是a的
逆元。 
由上可知（Z，·）是群。 

*24．设 R是全体实数集， }0,,|,{ ≠∈><= aRbabaM 。定义 

<a,b>·<c,d>=<ac,ad+b>。这时M对运算· 构成群吗？试验证之。 
证： 

M对运算· 构成群，下面证明： 
首先， Mdcba >∈<><∀ ,,, ，有 Rdcba ∈,,, ，且 0, ≠ca ，于是 Rbadac ∈+, ，

且 0≠ac ，从而<a,b>·<c,d>=<ac,ad+b> M∈ ，· 是M上的二元运算。 
其次， Mfedcba >∈<><><∀ ,,,,, ，有 
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(<a,b> · <c,d>) · <e,f>=<ac,ad+b> · e,f>=<ace,acf+ad+b> 
<a,b> · (<c,d> · <e,f>)=<a,b> · <ce,cf+d>=<ace,acf+ad+b> 

故(<a,b> · <c,d>) · <e,f>=<a,b> · (<c,d> · <e,f>)，结合律成立。 
<1,0>是M上关于·的单位元。事实上， Mba >∈<∀ , ,有 

<1,0> · <a,b>=<a 1, a 0+b>=<a,b> 
<a,b> · <1,0>=<1 a,1 b+0>=<a,b> 

最后， Mba >∈<∀ , ,<a 1− ,−a 1− b>是<a,b>的逆元。事实上， 

<a,b>·<a 1− ,−a 1− b>=<aa 1− , a （−a 1− b）+b>=<1,0> 
<a 1− ,−a 1− b>·<a,b>=<a 1− a,a 1− b−a 1− b>=<1,0> 

证得（M,·）是群。 

25．证明有限群中阶大于 2的元素的个数必定是偶数。 
证： 

x和 x 1− 的阶数相同。又当 x的阶数大于 2时， 1−≠ xx 。注意到映射 1: −→ xxf 是

群的一个双射。从而阶数大于 2 的元素成对出现（x 和 x 1− 是一对）。故其个数必

为偶数。 

26．证明阶为偶数的有限群中必有奇数个阶为 2的元素。 
证： 
和上题一样，群中阶数大于 2 的元素个数是偶数，又单位元是群中惟一的一个阶
数为１的元素。而群中总元素个数（群的阶）为偶数，故阶为 2的元素必有奇数
个。 

27．在偶阶数的有限群中必存在 ea ≠ ，使得 a2=e，其中 e是群的单位元。 
证： 
当 1−≠ xx 时，x和 x 1− 在群中成对出现，其总的个数必为偶数。因此，在群中 1−= xx ，

即 ex =2 的元素个数也为偶数。 e满足 ee =2 ，故除 e以外，至少还有一个 a，使
得 ea =2 。 

28． nS 是 },,2,1{ nD Λ= 上所有置换（双射）组成的集合。 nS 对置换乘法（函数复合）
运算构成群，G是 nS 的子群。 

（1）在 nS 上定义关系 R， tggsGgsRtSts n
1,,, −=∈∃⇔∈∀ ，证明 R是 nS 上的等

价关系。 
（2）取n =3，列出 3S 的所有元素，找出 3S 的一个二阶子群 G。求上述等价关系 R

所确定的 3S 的一个划分。 
证： 

（1）需证 R自反、对称、传递。 

nSs∈∀ ，因 G是子群，恒等变换 GIn ∈ ，且 nn sIIs 1−= ，故 sRs。R自反。 

nSts ∈∀ , 若 sRt，即 tggsGg 1  , −=∈∃ ，则 Gg ∈−1 ，且 111)( −−−= sggt ，即
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tRs，R对称。 

nSwvu ∈∀ ,, ，若 uRv，vRw，即 1
1

11 , vgguGg −=∈∃ ， 2
1

22 , wggvGg −=∈∃ ，

则 )()( 12
1

1212
1

2
1

1 ggwgggwgggu −−− == ，且因 G是子群， Ggg ∈12 ，有 uRw，
R传递。 
由以上证明，R是 nS 上的等价关系。 

（2） 3S 中有 6个元素，分别是 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

321
321

1p   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

312
321

2p   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

123
321

3p  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

231
321

4p   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

132
321

5p   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

213
321

6p  

3S 的一个二阶子群 G为 },{ 21 ppG = （或为 },{ 31 ppG = 、 },{ 41 ppG = ）。 
对应的划分为：{ },{ 21 pp ， },{ 43 pp ， },{ 65 pp } 
这是因为：对 3, Syx ∈ ，xRy指 11 ypxp = 或者 2

1
2 xppy −= ，其中 11 ypxp = 意

味着 yx = ，而 2
1

2 xppy −= ，使得我们可以对给定的 x，寻找对应的 y。通过
这种方式找出的关系对有（自反、对称性省略）： 21Rpp ， 43Rpp ， 65Rpp ，

从而可得划分。 

29．设（G,*）是群，对任一 Ga∈ ，令 },**|{ GyyaayyH ∈== ，证明：（H,*）是 G
的子群。 

证： 
显然 GH ⊆ 。运算在 H中满足结合性。 
对于任意的 Hyx ∈, ，以及任意的 Ga∈ ，因为 

)*(**)*(*)*()*(*)*(**)( yxayxayaxyaxayxayx =====∗  

所以， Hyx ∈* ，这说明 H对运算是封闭的。 
因为 eaae ** = ，所以 He∈ 。 
对于任意的 Hx∈ ，由于 xaax ** = ，有 

1111 *)*(**)*(* −−−− = xxaxxaxx  

即得 11 ** −− = xaax  
这表明 Hx ∈−1  
综上所述，H为 G的子群。 

30．下面哪些是对称群 ),( 4 οS 的子群？ 

（1） }4)4(,|{ 4 =∈ fSff  
（2） }2)1(,|{ 4 =∈ fSff  
（3） }}2,1{)1(,|{ 4 ∈∈ fSff  
（4） }}2,1{)2(},2,1{)1(,|{ 4 ∈∈∈ ffSff  
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解： 
因 S4是有限群，只需说明运算封闭就可以了。 
（1），（4）是子群。可以举例说明（2），（3）均不为子群，对（2）或（3），如： 

AgfAgf ∉⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=∈⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

2143
4321

  ,
1432
4321

ο ，对运算不封闭。 

31．设 G 是一群，H 是 G 的子群， Gx∈ 。证明 }|{ 11 HhxhxxHx ∈⋅⋅=⋅⋅ −− 是 G 的
子群。 

证： 
由 H非空，知 1−⋅⋅ xHx 非空。 

1, −⋅⋅∈∀ xHxba ，即存在 ,, 21 Hhh ∈ 使得 1
2

1
1 , −− ⋅⋅=⋅⋅= xhxbxhxa ，有 

11
21

11
2

111
1

11
2

1
1

1 )()()()( −−−−−−−−−−− ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅=⋅ xhhxxhxxhxxhxxhxba

因 H为子群，有 Hhhh ∈∆⋅ −  1
21 ，从而 111 −−− ⋅⋅∈⋅⋅=⋅ xHxxhxba 。所以 1−⋅⋅ xHx

为子群。 

32．设 G是一群，H是 G的子群，令 },|{ 1 HxHxGxxM =∈= −  
证明M是 G的子群。 

证： 
Myx ∈∀ , ，即 HxHx =⋅⋅ −1 ， HyHy =⋅⋅ −1 ，由此式两边同时左乘 y 1− ，右乘 y，

可推出 HyHy =⋅⋅−1 ，则 
HxHxxyHyxyxHyx =⋅⋅=⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅ −−−−−− 111111 )()()( ，从而 Myx ∈⋅ −1 ，M

为子群。 

*33．设 G是群，A，B为子群，试证明若 GBA =Υ ，则 GA = 或 GB = 。 
证： 
假设 GA ≠ ，且 GB ≠ ，则 BaAa ∉∈∃   , 且 AbBb ∉∈∃   , （否则对任意的

BaAa ∈∈   , ，从而 BA ⊆ ，即 BBA =Υ ，得 B=G，矛盾）。 
对元素 Gba ∈⋅ ，若 Gba ∈⋅ ，因 A 是子群， Aa ∈−1 ，从而 Abbaa ∈=⋅⋅− )(1 ，

所以矛盾，故 Aba ∉⋅ 。同理可证 Bba ∉⋅ ，综合有 GBAba =∉⋅ Υ 。 
综上所述，假设不成立，得证 GA = 或 GB = 。 

*34．设 ),( 1 ∗H ， ),( 2 ∗H 是群 G的两个互不包含的子群，则 G的子集 21 HH Υ 是否构

成 G的子群？为什么？ 
证： 
此题和上题类似。 21 HH Υ 不构成 G的子群。论证如下： 
因 21, HH 是群 G 的两个互不包含的子群，故存在 21   , HaHa ∉∈ ，且存在

12   , HbHb ∉∈ ，则 21, HHba Υ∈ ，但 1Hba ∉⋅ ， 2Hba ∉⋅ ，（理由同上题）从而

21 HHba Υ∉⋅  
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35．设＜ ,*G ＞是一群，令 

GbabaR ∈><= ,|,{ ，存在 G∈θ 使 }** 1−= θθ ab  

验证 R是 G上的等价关系。 
证： 
需证 R具有自反、对称、传递性。 

Gx∈∀ ，因为 1** −= exex ，其中 e为G中单位元，故 xRx。R自反。 
Gba ∈∀ , ，若 aRb，即 1** −=∈∃ θθθ abG使 ，则 

1111 )(**** −−−− == θθθθ bba ，因 G为群， G∈θ ，有 G∈−1θ ，故 bRa。R对称。 
Gcba ∈∀ ,, ，若 aRb，bRc，即 

1
111 ** −=∈∃ θθθ abG使 ，

1
222 ** −=∈∃ θθθ bcG使 ，则 

1
1212

1
2

1
112 )*(**)*(**** −−− == θθθθθθθθ aac  

因 G∈21,θθ ，有 G∈21θθ ，故 aRc。R传递。 
证得 R等价。 

36．设 H是群 G的子群，在 G中定义二元关系 R： 
}|,{ 1 HabbaR ∈⋅><= − 。证明 R是 G上一个等价关系。 

证： 
需证 R是自反、对称、传递的。 
因 Hexx ∈=⋅−1 ，有 Rxx >∈< , ，R自反。 
若 Rba >∈< , ，即 Hab ∈⋅−1 ，因 H 是子群，有 Hbaab ∈⋅=⋅ −−− 111 )( ，故

Rab >∈< , ，R对称。 
若 Rba >∈< , ， Rcb >∈< , ，即 Hab ∈⋅−1 ， Hbc ∈⋅−1 ，由 H是子群，满足结合
律，则有 Hacabbc ∈⋅=⋅⋅⋅ −−− 111 )()( ， Rca >∈< , ，R传递。 
由以上证明，R等价。 

37．设 G是一群，~是 G的元素之间的等价关系，并且 Gyxa ∈∀ ,, ，有 yxayax ~~ ⇒  
证明 }~,|{ exGxxH ∈= 是 G的子群，其中 e是 G的单位元。 

证： 
显然 He∈ ，H非空。 

HxexxexxxeexHx ∈⇒⇒⇒⇒∈∀ −−−− 1111 ~~~~,  
xyexyxexyxeyexeyexHyx ~~~~,~~,~,, 1111 ⇒⇒⇒⇒∈∀ −−−−  

Hxyexy ∈⇒⇒ ~  

由子群的判定定理可知 H为子群。 

38．设 G是群，且 Gg ∈ ，定义 GG → 的映射 1)(ˆ:ˆ −= gxgxgg 。证明： ĝ是 GG → 的

同构映射。 
证： 
需证 ĝ是同态映射，且是双射。 
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Gyx ∈∀ , ，因为 

)(ˆ)(ˆ))(()()()(ˆ 11111 ygxggyggxgggyxgggxygxyg ==== −−−−−  

ĝ是同态映射。 
Gyx ∈∀ , ，若 )(ˆ)(ˆ ygxg = ，即 11 −− = gyggxg ，由群满足消去律，可得 x=y。 ĝ是

单射。 
Gy∈∀ ，因 ygygggyggg == −−− 111 )()(ˆ ，其中 Gygg ∈−1 。 ĝ是满射。 

由以上证明， ĝ是同构映射。 

39．设 },,0|{ , QbaafG ba ∈≠= 是有理数集 Q上的线性变换群，其中 baxxf ba +=)(, ，

Qx∈∀ 。 }|{ ,1 QbfH b ∈= 是 G的子群。求 H在 G中的所有左陪集。 
解： 
由 HffHfHf dcbadcba ∈⇔= −

,
1

,,, ο  
Hfff bcadcadcbaa ∈=⇔ −−−− −− 1111 ,,, ο  

caca =⇔=⇔ − 11  
于是，对任意的 0  , ≠∈ aQa ，有 QbHfHf aba ∈∀=   ,0,,  
所以，H在 G中的全体左陪集为： 

0,  },|{ ,0, ≠∈∀∈= aQaQbfHf baa  

40．设 H是 G的子群，试证明 H在 G中的所有陪集中有且只有一个子群。 
证： 

设 G的单位元为 e，则 e H=H是 G的一个子群。因 H的左陪集的全体构成 G的
划分，即 H的左陪集或者相同，或者不相交，故其他左陪集均不含 e。而作为子
群，至少必须含有单位元，故除 H外，其他左陪集均不是 G的子群。 

*41．一个群 G 的可以写成 abba 11 −− 形式的元素称为换位子，证明所有有限个换位子

的乘积组成的集合 C是 G的一个子群。 
证： 
显然集合 C对乘法运算是封闭的，因为任意两个（有限个换位子的）乘积的乘法
结果仍然是一个（有限个换位子的）乘积。 
单位元 Ceeeee ∈= −− 11  
设 Cbabababababax nnnn ∈= −−−−−− )())(( 11

22
1

2
1

211
1

1
1

1 Λ  

则 ))()()()()(())()(( 11
1

11
1

1
1

1
1

11
2

11
2

1
2

1
2

1111111 −−−−−−−−−−−−−−−−−−− = ababababababx nnnn Λ  

))(()( 11
1

1
1

122
1

2
1

2
11 abababababab nnnn

−−−−−−= Λ  

仍表示成为有限个换位子的乘积。 
由子群的判定定理，C为群。 

42．设 KH , 是群 G的子群，证明HK 是 G的子群的充要条件是： KHHK =  
证： 

充分性：假设 KHHK = ，要证 HK是子群。 
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因 He∈ ， Ke∈ ，故 HKeee ∈= ，从而 HK非空。 
HKkhyhkx ∈==∀ 11, ，这里 KkkHhh ∈∈ 11 ,,, ，有 

1
1

1
1

1
11

1 )())(( −−−− == hkkhkhhkxy ，记 Kkkk ∈= −1
12  

由 HK=KH，存在 KkHh ∈∈ 33   , ，使得 33
1

12 khhk =− ，从而 
HKkhhkhhxy ∈==−

3333
1 )()( 。由子群的判定定理，HK是 G的子群。 

必要性：已知 HK是 G的子群，要证 HK=KH。 
对任意 HKx∈ ，因 HK 是子群，故 HKx ∈−1 。于是存在 KkHh ∈∈ , ，使得

hkx =−1 ，从而 11 −−= hkx 。而 HhKk ∈∈ −− 11 , ，故 KHx∈ 。证得 KHHK ⊆ 。 
同理可证 KHKH ⊆ ，从而有 HK=KH。 

43． ),( οG 是交换群， ),( οA 和 ),( οB 为其子群，设 },|{ BbAabaAB ∈∈= ο ，证明： ),( οAB
也是 ),( οG 的子群。 

证： 
由上题，因 G是交换群，知 AB=BA，故 AB是子群。 
也可利用子群的判定定理直接证明： 

AByx ∈∀ , ，即存在 BbbAaa ∈∈ 2121 ,,, ，使得 11bax = ， 22bay = 。则 
1

2
1

211
1

2211
1 ))(( −−−− == abbababaxy ，由 A，B是子群且 G是交换群，设 1

21
−= bbb ，

则 ABabbaabaabaaxy ∈====
∆−−−− )()()( 1

21
1

21
1

21
1  

其中， 1
21
−= aaa 。故 ),( οAB 也是 ),( οG 的子群。 

44．设 A是群 G的一个有限非空子集。试证：A是 G的子群当且仅当 AAA ⊆ 。 
证： 
由于子群关于运算是封闭的，故必要性成立。反之，设 AAA ⊆ ，则运算在 A上是
封闭的。由于 A有限，由子群的判定定理，A为子群。 

45．描述下面的（Z，+）的子群。 

（1）<1>  （2）<0>   （3）<{−1,2}> 
（4）<Z>  （5）<{2,3}>   （6） ><>< 96 Ι  

解： 
（1）＜1＞=Z   （2）＜0＞={0} 
（3）＜{−1,2}＞=Z  （4）＜Z＞=Z 
（5）＜{2,3}＞=Z   （6）＜6＞ Ι ＜9＞=18Z 

46．设 H和 K是 G的子群，在 G上规定一个二元关系： 
hakbKkHhba =∈∈∃⇔ 使  ,  ,~ 。证明 

（1）~是 G上的等价关系。 
（2） Ga∈ ， a所在的等价类 HaKaxGxxa =∈= }~,|{][ ~  
（3）下述条件是等价的： 
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① ~][ab∈     ② ~][aHb ⊆     ③ ~][abK ⊆     ④ ∅≠HabK Ι  
证： 

（1）需证~是自反、对称、传递的。 
Ga∈∀ ，a=eae，而 KeHe ∈∈   , ，故a ~ a。~自反。 

Gba ∈∀ , ，若 a ~ b，即 hakbKkHh =∈∈∃ 使  ,  , ，则 11 −−= bkha ，且因 H，
K是子群， KkHh ∈∈ −− 11   , ，有b ~ a。~对称。 

Gcba ∈∀ ,, ， 若 a ~ b ， b ~ c ， 即 1111   ,  , akhbKkHh =∈∈∃ 使 ，

2222   ,  , bkhcKkHh =∈∈∃ 使 ， 则 )()()( 21122112 kkahhkakhhc == ， 且

Hhh ∈12 ， Kkk ∈21 ，故a ~ c。~传递。 
（2） HaKxhakxKkHhxaaxaxGx ∈⇔=∈∈∃⇔⇔⇔∈∈∀ ,,~~][, ~ ， 

故 HaKa =~][  
（3）证由①⇒②。 ~][ab∈ ，有b ~ a。因为~为等价关系，故 

HaKHbKab === ~~ ][][ 。而 HbKHbeHb ⊆= ，有 ~][aHb ⊆ ； 
由②⇒③。因为 ~][aHb ⊆ ， Hbebb ∈= ，有 ~][ab∈ ，从而有 ~~ ][][ ba = ，

且 ~][bHbKebKbK =⊆= ，有 ~][abK ⊆ ； 
由③⇒②。因 ~][abK ⊆ ，和上面论述一样，有 ~][ab∈ ，即存在 KkHh ∈∈ , ，

使得 hakb = ，推出 habk =−1 ，而 K 是子群， KkKk ∈⇒∈ −1 ，故

HabKhabk Ι⊆=−1 ，即 ∅≠HabK Ι ； 
由④⇒①。 ∅≠HabK Ι ，则存在 HhKk ∈∈   , ，使 bk=ha，可得 b=hak 1− ，

且 Kk ∈−1 ，有 ~][ab∈ 。 

47．设 H是 G的子群， Gba ∈, 。证明下述 6个条件是等价的： 

（1） Hab ∈−1   （2） Hba ∈−1   （3） aHb∈  
（4） bHa∈    （5）aH=bH   （6） ∅≠bHaH Ι  

证： 
（1）⇒（2）因为 H是子群， HabHab ∈⇒∈ −−− 111 )( ，即 Hba ∈−1 ； 
（2）⇒（3）由 Hba ∈−1 ，可得 hbaHh =∈∃ −1  , ，有 b=ah，即 aHb∈ ； 
（3）⇒（4）因 aHb∈ ，可得 ahbHh =∈∃   , ，有 1−= bha ，而 H是子群， 

Hh ∈−1 ，故 bHa∈ ； 
（4）⇒（5）因 bHa∈ ， Hh ∈∃ 0 ， 0bha = 。 

aHx∈∀ ，存在 Hh∈ ，使 hbhahx 0== ，而 Hhh ∈0 ，故 bHx∈ ，得

bHaH ⊆ 。 
另一方面， bHx∈∀ ，存在 Hh∈ ，使 hahbhx 1

0
−== ，而 Hhh ∈−1

0 ，故

aHx∈∀ ，得 aHbH ⊆ 。证得 aH=bH。 
（5）⇒（6）由 aH=bH，且 aHa∈ ，故 ∅≠∈ bHaHa Ι  
（6）⇒（1）由 ∅≠bHaH Ι ，存在 Hhh ∈21, ，使得 21 bhah = ，有 Hhhab ∈= −− 1

12
1  

48．设 H是 G的子群，令 GxHxxHf ∈∀=   ,)( 。问 f 是否是一个映射？是否是一个单
值映射？ 
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证： 
f 不是一个映射，更不是一个单值映射。 
若要求 f 是一个映射，则要求 Gyx ∈∀   , ， HyHxyHxH =⇒= ，但这不一定成立。

例如： 

取 3SG = ，
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

312
321

,
321
321

H  

有    
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
213
321

,
123
321

123
321

H  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
123
321

,
213
321

213
321

H  

但  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
132
321

,
123
321

123
321

H  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
231
321

,
213
321

213
321

H  

即  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≠⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
213
321

123
321

HH  

49．求下面的群同态h的核： 

（1）从(Z,＋)到(Z,＋)，对任意的 n， nnh 73)( =  
（2）从(Z,＋)到(Z,＋)，对任意的 n， 0)( =nh  
（3）从(Z,＋)到 ),( 55 +N ，对任意的 n， )(Re)( 5 nmnh =  
（4）从(Z,＋)到(Z,＋)，对任意的 n， nnh =)(  

解： 
（1） )(hKer ={0}   （2） )(hKer =Z 
（3） )(hKer =5Z   （4） )(hKer ={0} 

50．设 G是非零实数乘法群，下述映射 f 是否是 G到 G的同态映射？对于同态映射 
f ，求 Imf和 )( fKer 。 

（1） )(xf =|x|  （2） )(xf =2x   （3） 2)( xxf =  
（4） xxf /1)( =   （5） )(xf = −x   （6） )(xf =x+1 

解： 
（1）因 |||||| yxyx ⋅=⋅ ， f 是 G到 G的同态映射，Imf=R+， )( fKer ={1,－1} 
（2）不是。因为  )(2)2)(2( xyyx ≠  
（3）是。因为  222 )( yxyx ⋅=⋅ 。Imf=R+， )( fKer ={1,−1} 

（4）是。因为  
yxyx ⋅

=⋅
111
。Imf=G， )( fKer ={1}。 f 是 G的自同构。 

（5）不是。因为  )()()( yxyx ⋅−≠−⋅−  
（6）不是。因为  1)()1()1( +⋅≠+⋅+ yxyx  
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51．设 f 是群 GG ′→ 的满同态，H ′是G′的正规子群，令 })(,|{ HxfGxxH ′∈∈=  
求证： 

（1）H是 G的正规子群。 
（2） HGHG ′′= /~/  

证： 
因 f 是 GG ′→ 的满同态，若设 HGGg ′′→′ /: 为自然同态，则 gf ο 是

HGG ′′→ / 的满同态。商群 ),/( οHG ′′ 中的单位元是H ′，故 g的同态核就是H ′。
因此由 H的组成可知 gf ο 的同态核就是 H，由此可见，H是 G的正规子群，且
由同态基本定理，可得 HGHG ′′= /~/  

52．设 G是一个有限群，K是 G的子群，H是 K的子群。证明： |/||/||/| HKKGHG ⋅=  
证： 

K 是 G 的子群，H 是 K 的子群，则 H 是 G 的子群。由拉格朗日定理，有
|||/||| KKGG ⋅= ； |||/||| HHGG ⋅= ； |||/||| HHKK ⋅= 。可得 

|||/||||/||/| HHGHHKKG ⋅=⋅⋅  

两边消去|H|，可得 |/||/||/| HKKGHG ⋅=  

53．证明循环群的任何子群都是循环群。 
证： 
设循环群 G=（a），a是生成元。H是 G的子群。当 H={ e }时，H是循环群。下
面设 }{eH ≠ 。注意到 HaHa nn ∈⇔∈ − ，知 },|{ HaZnn n ∈∈ + 非空，故可令

},|min{ HaZnnk n ∈∈= +  
下证 )( kaH =  
首先， Hak ∈ ，则有 Hak ⊆)(  
其次，对于任一 Han ∈ ，设 kllskn <≤+= 0, 。于是， sknsknl aaaa −− == )( 。

而 HaHaa lkn ∈⇒∈, 。根据 k的定义，必有 0=l 。证得 )(| kn aank ∈⇒ 。从而

)( kaH ⊆ ，故有 )( kaH =  

54．考虑群（Z,＋），将 Z写成某个子群的 5个不相交的陪集的并。 
证： 
取 5Z，易知是 Z的子群，且 )45()35()25()15(5 ++++= ZZZZZZ ΥΥΥΥ ，其

中 5Z，5Z＋1，5Z＋2，5Z＋3，5Z＋4分别为 5Z的 5个不同的陪集。 

*55．证明群 G的子群 H是正规子群的充要条件是 Haha ∈⋅⋅ −1 ，这里 HhGa ∈∈   , 。 
证： 
若 H是正规子群，则 GaHaaH ∈∀=   , 。有 HaHa =−1 ，则 Hh∈∀ ， Haha ∈⋅⋅ −1  
若对任意的 HhGa ∈∈   , ， Haha ∈⋅⋅ −1 ，则有 HaHa ⊆−1 。 
另一方面，对任意的 Hh∈ ，有 11 )( −− ⋅⋅⋅⋅= aahaah ，其中 Ga∈ ，从而 Ga ∈−1 ，

则依据条件有 Haha ∈⋅⋅−1 ，从而 111 )( −−− ∈⋅⋅⋅⋅= aHaaahaah ，有 1−⊆ aHaH 。

证得 HaHa =−1 。H是正规子群。 
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*56．设 H是 G的子群，H的阶数为 n，且 G的阶数为 n的子群只有一个，证明： 
H是 G的正规子群。 

证： 
由前面习题 31，有 1−xHx 是 G 的子群。令 Hhxhxh ∈∀= −   ,)( 1ϕ 。易验证ϕ是 H
到 1−xHx 的双射，从而 nHxHx ==− |||| 1 ，即 1−xHx 是 G 的 n阶子群。由题设，这
样的子群惟一，故 HxHx =−1 。证得 H是 G的正规子群。 

*57．设 g 是群 ),( ∗G 到 ),( ∆H 的一个同态，而 K 是 g 的核，证明 ),/( ∗KG 同构于

)),(( ∆Gg 。其中 G／K上的二元运算*定义为： KbaKbabKaK ∈∀∗=∗ ,  ,)(  
证： 

定义 )(/: GgKG →ϕ ， GxxgxK ∈∀=   ),()(ϕ 。下面证明这是一个同构映射。 
首先ϕ是一个映射：即若 yKxK = ，则 )()( yKxK ϕϕ = 。 
事实上，由 yKxK = ，存在 Kkk ∈21, ，使得 21 ykxk = ，所以有 

)()()()()()()()()( 2211 ygkgygkygkxgkgxgexgxg =⋅=⋅=⋅=⋅=⋅=  

从而 )()( yKxK ϕϕ = ，ϕ是映射。 
显然ϕ是满射，下面证明ϕ是单射。即若 )()( yKxK ϕϕ = ，即 )()( ygxg = ，需证

yKxK = 。因为 xKxk ∈∀ ，有 )( 1xkyyxk −⋅= ，而 

ekgkgxgygkgxgygxkyg ==⋅⋅=⋅⋅= −−− )()()()()()()()( 111 故 Kxky ∈−1  

从而 yKxkyyxk ∈= − )( 1
，证得 yKxK ⊆ 。 

同理可证： xKyK ⊆ 。证得 yKxK = 。说明ϕ是单射。 
故ϕ是双射。 
对任意的 KGbKaK /, ∈ ，因 

)()(
)()()*())*(()*(

bKaK
bgagbagKbabKaK

ϕϕ
ϕϕ

∆=
∆===

 

故ϕ是同态映射。 
综上所述，ϕ是同构映射，证得结论。 

58．设 G={a,b,c,d,e}，G上的运算*定义如表 4-9所示。 

（1）证明{e,a}在运算*下是一个群。 
（2）由（1）的结果，用拉格朗日定理断定（G,*）

不是群。 
证： 
（1）（{e,a},*）对运算封闭，单位元为 e,a的逆元为 a，显然运算满足结合律。故

（{e,a},*）在*下是一个群。 
（2）设{e,a}=M，则M的所有右陪集有：M,M*b={a,b},M*c={b,c},M*d={c, e } 

表 4-9 

ebdcae
eadbcd
ceadbc
bdceab
acbdea
edcba*
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若 G 为群，则应满足 |||/||| MMGG ⋅= ，而实际上，|G|=5,|M|=2,|G/M|=4。
故 G不是群。 

59．设 G={a,b ,c ,d ,e ,f }，G上的运算*定义如表 4-10所
示。 

（1）写出子群<a>； 
（2）证明： ><=>< acca **  
（3）找出所有 2个元素的子群； 
（4）求|G/<d>| 
（5）求<d>的右陪集。 

解： 
（1）＜a >={ b , e , a }（由单元素生成的群）。 
（2）＜a＞* c ={ b * c , e * c , a * c }={ f , c , d }； 

c *＜a＞={ c * b , c * e , c * a }={ d , c , f }；故相等。 
（3）{ e , c },{ e , d }和{ e , f }为所有有两个元素的子群。 
（4）＜d ＞={ e , d }，由拉格郎日定理，|G/< d >|=|G|/|< d >|=6/2=3 
（5）＜d ＞的所有右陪集有：＜d ＞={ d , e },＜d ＞* a ={ a , c }, 

＜d ＞* b ={ b , f }（这里也验证了结论（4）的正确性。） 

60．设 X={1,2,3}， 10 =x ， })(  ),(|{ 00 xxfXPERMffFIX =∈= 是变换群 PERM（X）
的子群。 

（1）求|FIX|，给出 FIX的每个函数； 
（2）说明函数 1)3(,3)2(,2)1(: === gggg 不在 FIX中，给出陪集 gFIX ο ； 
（3）证明 FIXggFIX οο ≠  
（4）在 PERM（X）中，FIX有多少个不同的陪集？ 

解： 

（1）
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

231
321

,
321
321

FIX 即|FIX|=2，其中有两个函数，为 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

321
321

1f ， ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

231
321

2f  

（2）显然 g不在 FIX中，陪集 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

312
321

,
132
321

},{ 21 gfgfgFIX οοο  

（3）
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

123
321

,
132
321

FIXg ο ，故 FIXggFIX οο ≠  

（4）由拉格郎日定理，FIX的陪集数为：|PERM（X）/FIX|=|PERM（X）|/|FIX|=6/2=3 
 

表 4-10 

eabcdff
beafcdd
abedfcc
dcfaebb
cfdebaa
fdcbaee
fdcbae*
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61．设 h是群 G上的一个同态，|G|=12，|h(G)|=3。 

（1）求|K|，其中 K是h的核； 
（2）h将 G中多少个元素映射到 h(G)的每个元素？ 
（3）求|G/K|。 

解： 
（1）由同态基本定理的推论，|K|=|G|/|h（G）|=12/3=4 
（2）|K|=4 
（3）|G/K|=|G|/|K|=12/4=3 

62．证明 4阶群必为循环群或四元群（定义如表 4-11）。 
证： 
由拉格朗日定理的推论，除单位元e之外，G 的元素的
阶或为 2或为 4。只有两种可能。 

（1）G 中存在一个阶为 4 的元素a。此时必有 G=( a )
是由a生成的循环群； 

（2）除e外，G的所有元素的阶为 2。设 G={e,a,b,c}。
ecba === 222 。注意 babaab ≠≠   , ，必有 ab=c。同理，ba=c，ac=ca=b，

bc=cb=a。乘法如上所示。 

c相当于 ab。在不计元素的符号和顺序的情况下，它们是一个群。 

*63．试证：一个有限非交换群至少含有 6个元。 
证： 

由拉格朗日定理的推论，1、2、3、5阶群都是循环群，从而是可交换的。可以证
明（上题已证）4 阶群或为循环群或为四元群，它们也都是可交换的。故非交换
群至少有 6个元素。 

*64．设 >∗< ,G 是一群， Gx∈ ， 1−x 表示 x的逆元，证明下述结论： 

（1） xx =−− 11)(  
（2） 111)( −−− ∗=∗ xyyx  
（3）如果函数 1)(,: −=→ xxfGGf 是自同态，则 G是交换群。 

证： 
（1）由定义，因为 exxxx == −− 11 ** ，有 xx =−− 11)( ； 
（2）因为 eyxxyyxxy == −−−− *)*(*)*(*)*( 1111  

exyyxxyyx == −−−− 1111 *)*(*)*(*)*(  

由逆元的定义，有 111)( −−− ∗=∗ xyyx  
（3）因为 1)(  ,: −=→ xxfGGf 是自同态， Gyx ∈∀ , ，由（1）和（2）有 

xyxyfyxfyfxfyxyx *))*(()*()(*)()(*)(* 111111111 ===== −−−−−−−−−  

表 4-11 

eababab
aeabbb
babeaa
abbaee
abbae*
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故 G是交换群。 

*65．设（G，*）是一群， Ga∈ ，定义函数 1
**)(,: −=→ axaxfGGf  

证明： f 是 G的自同构。 
证： 
需证 f 是双射且为同态。 
若 )()( yfxf = ，即 11 **** −− = ayaaxa ，由群的消去律可知 x=y。故 f 是单射。 
又对 Gg ∈∀ ，有 gaagaaagaf == −−− 111 *)**(*)**( ，故 f 是满射。 
因对任意的 Gyx ∈, ，有 

)(*)()**(*)**(*)*(*)*( 111 yfxfayaaxaayxayxf === −−−  

故 f 是自同态映射。 
综上所述， f 是 G的自同构。 

66．设 H是形如 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10

1 x
的 22× 矩阵的集合，H中定义通常的矩阵乘法运算。 

（1）验证 H是群， ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

10
1

10
1 1 xx

 

（2）验证 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≠⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
01
10

01
10

HH 。这表明 H不是由所有可逆的 22× 矩阵作成的群 T

的正规子群。 

（3）证明 H是所有形如 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
y

zy
/10
， 0≠y 的 22× 矩阵作成的群 T的正规子群，T

中运算是通常的矩阵乘法运算。 

（4）h是从 T到群 )},0{( ×−R 的映射，定义为： y
y

zy
h =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
/10

，证明 h是群同

态，并求同态核。 
解： 

（1）因为对任意的 H
yx
∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10

1
,

10
1

，有 

H
yxyx
∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∗⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10

1
10

1
10

1
，故 H 对运算是封闭的，且因矩阵运算是

可结合的，只需说明 H存在单位元，每个元素有逆元即可。 

显然 H∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
01

是单位元，且因 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
∗⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
01

10
1

*
10

1
10

1
10

1 xxxx
，故 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

10
1

10
1 1 xx

，每个元素都存在逆元。 
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（2）因
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Rx

x
H

1
10

01
10

，而
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Rx

x
H

01
1

01
10

，有 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≠⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
01
10

01
10

HH  

（3）因对任意的 T
y

zy
∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
/10

，有 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈≠⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Rzy

y
zyxy

H
y

zy
,0

/10/10
， 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈≠⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Rzy

y
yxzy

y
zy

H ,0
/10

/
/10

，故 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
y

zy
HH

y
zy

/10/10
 

由 T
y

zy
∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
/10

的任意性，有 H是正规子群。 

（4）因为对任意的 T
y

zy
∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

1

11

/10
， T

y
zy

∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

22

/10
，有 

21
21

212121

2

22

1

11

)/(10
/

/10/10
yy

yy
yzzyyy

h
y

zy
y

zy
h =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∗⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

                        ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∗⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

22

1

11

/10/10 y
zy

h
y

zy
h  

故 h是群同态，且由 h的定义可知： )( fKer =H 

*67．设 >=< ο,AG 是一个群， >∗=< ,BH 是一个代数系统，其中∗是 B上的代数运算。
如果存在 A到 B的满射 )()()(,,, yfxfyxfAyxf ∗=∈∀ ο ，则 H也是一个群，且
G与 H同构。 

证： 
Bzyx ∈′′′∀ ,, ，因 f 是满射，存在 Azyx ∈,, ，使得 zzfyyfxxf =′=′=′ )(  ,)(  ,)( ，

于是，由 f 是同态，有 

))(()(*)()(*))(*)((*)*( zyxfzfyxfzfyfxfzyx οοο ===′′′  
)*(*))(*)((*)()(*)())(( zyxzfyfxfzyfxfzyxf ′′′==== οοο  

*是可结合的； 
设 Ae∈ 是 G的单位元， Befe ∈=′ )( ，则 ')()()(*)(* xxfexfefxfex ====′′ ο  
同理可证， xxe ′=′′* 。故e′是 B的单位元。 
又对于 Bx ∈′ ，因为 eefxxfxfxfxfx ′====′ −−− )()()(*)()(* 111 ο ；同理可证

exxf ′=′− *)( 1 。故 Bxf ∈− )( 1 是 x′的逆元。 
综上所述，证得 H是一个群，且 f 是 G到 H的同构映射，从而 G与 H同构。 
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68．设 g是从 ),( +G 到 ),( ⊕H 的同构，则如果 ),( +G 是群，则 ),( ⊕H 必是群。 
证： 
由上题的证明易知结论成立。 

69．设 f 和 g是群 G到 H的满同态，而 Gxxgxfx ∈∀⋅= ),()()(ϕ 。试证明：ϕ是 G到
H的同态映射当且仅当 H是可交换的。 

证： 
设 H是可交换的，则 Gyx ∈∀ , ， 

)()()()()()()()()()()()()( yxygyfxgxfygxgyfxfxygxyfxy ϕϕϕ ====  
故ϕ是 G到 H的同态映射。 
反之，若ϕ是 G到 H的同态映射， Hyx ∈′′∀ , ，因为 f ，g是满射，故存在 Gyx ∈, ，

使得 yyfxxg ′=′= )(  ,)( 。于是 
)()()()()()()()()( ygxyxfygxgyfxfxygxyfxy ′′===ϕ  

而 )()()()()()()()( ygyxxfygyfxgxfyx ′′==ϕϕ  
故 )()()()( ygyxxfygxyxf ′′=′′ ，由消去律，有 yxxy ′′=′′ 。 
故 H是可交换的。 

70．设 f 是群 G到G′的同态映射，kerf=K，H是 G的子群，证明： HKHff =− ))((1 。 
证： 

设 G和G′的单位元分别是 e、e′，则 HKx∈∀ ，存在 KkHh ∈∈   , ，使得 hkx = ，

于是 )()()()()()()( Hfhfehfkfhfhkfxf ∈=′=== 。故 ))((1 Hffx −∈ 。得证

))((1 HffHK −⊆  
另一方面， ))((1 Hffx −∈∀ ，有 )()( Hfxf ∈ ，即存在 Hh∈ ，使得 )()( hfxf = 。

令 xhk 1−= ，则有 exfhfxhfkf ′=== −− )()()()( 11 ，故 Kk ∈ ，从而 HKhkx ∈= 。

证得 HKhff ⊆− ))((1 。所以， HKHff =− ))((1 。 

71．设 f 是群 G到 H的同态映射，K =kerf。证明：对任意的 Ga∈ ， aKaff =− ))((1 。 
证： 
此题与上题类似。 ))((1 affx −∈∀ ， )()( afxf = ， Hexfafxaf == −− )())(()( 11 ，

其中 He 为 H的单位元。 
故 Kxak ∈= −1 。于是， aKakx ∈= 。证得 aKaff ⊆− ))((1  
另一方面， Kk ∈∀ ， )(kf 是 G 的单位元， )()()()( afkfafakf == ，故

))((1 affak −∈ ，得 ))((1 affaK −⊆ 。证得 aKaff =− ))((1  

72．设 G是群， 21,GG 是 G的子群，且 

（1） 21GGG =    （2） }{21 eGG =Ι    （3） baabGbGa =∈∈∀ ,, 21  

在 21 GG × 上定义 >>=<<∗>< 21212211 ,,, bbaababa  
证明： >∗×< ,21 GG 是一个群，且 21

~ GGG ×=  
证： 
要证 >∗×< ,21 GG 是群，需证运算满足结合律，有单位元，每个元素有逆元。 
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① 对任意的 21332211 ,,,,, GGbababa ×>∈<><>< ，有 
>>=<<>>=<<><>< 321321332121332211 ,,*,,)*,*,( bbbaaababbaabababa  

同理可证  >=<><><>< 321321332211 ,),*,*(, bbbaaabababa  
故  ),*,*(,,)*,*,( 332211332211 ><><>>=<<><>< babababababa  
结合律成立。 

② 因  >>=<<>>=<<>< babaeeeeba ,,*,,*, 故< e , e >是 >∗×< ,21 GG 中单位

元。 
③ 因  >>=<<>>=<<>< −−−− eebabababa ,,*,,*, 1111  
故每一元素均有逆元。 

综合可知， >∗×< ,21 GG 是群。 
Gx∈∀ ，存在 abxGbGa =∈∈ ,, 21  

令 >=< baab ,)(ϕ ， 21   , GbGa ∈∈∀ 。因为 221121 ,,, GbbGaa ∈∈∀ ， 

2211 baba = 21
1

121
1

2 GGbbaa Ι∈=⇔ −−  

2121
1

121
1

2 ; bbaaebbaa ==⇔==⇔ −−  
所以ϕ是 G到 21 GG × 是映射，且映射是单射的，又显然ϕ是满射。 

221121 ,,, GbbGaa ∈∈∀ ， ))(())(( 21212211 bbaababa = ，于是 
)()(,*,,)))((( 2211221121212211 bababababbaababa ϕϕϕ >=<>>=<=<  

故ϕ是 G到 21 GG × 的同构，即 21
~ GGG ×=  

*73．区间 ),( +∞−∞ 上连续函数的全体构成的集合记为 C，规定 

))(())((),()())(( xfgxgfxgxfxgf =+=+ ο  

试验证 C是否构成环。 
证： 
不难验证（C,＋）是一交换群，且 ),( οC 是一半群。且ο对＋的右分配律成立，即

))(())(())(())()(()))((( xhfgfxfhxfgxfhgxhgf οοο +=+=+=+ ，但ο对＋的
左 分 配 律 不 成 立 。 例 如 ： 1)(,)(,)( 2 === xhxxgxxf ， 则

2)1())()(())()(( +=+=+ xxhxgfxfhg ο ，但 ))(())(())(( xhfxgfxfhfg +=+ οο  
12 += x ，两者不等。 

故 C构成环。 

*74．令 ),,( ⋅+S 是一环，1是单位元。在 S上定义运算⊕和⊙： 

1++=⊕ baba ， a⊙b = a + b + a · b。 

① 证明（S，⊕，⊙）是一个环； 
② 给出（S，⊕，⊙）加法单位元，乘法单位元。 

证： 
① Scba ∈∀ ,,  

111)( ++++=++⊕=⊕⊕ cbacbacba  
111)( ++++=+⊕+=⊕⊕ cbacbacba  
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有 )()( cbacba ⊕⊕=⊕⊕ ，即⊕是可结合的。 
ababbaba ⊕=+==++=⊕ 11 ，所以⊕是可交换的。 

aaaa ⊕−==+−+=−⊕ )1(1)1()1( ，所以（−1）是零元。 
aaaaaa ⊕−−−=−=+−−−+=−−−⊕ )11(11)11()11( ， a−−− 11 是 a的负元。 

以上说明（S，⊕）是一个交换群； 
⊙是可结合的，且有单位元 0。事实上， 

（a⊙b）⊙c=a⊙b+c+（a⊙b）· c 
=a+b+c+a·b+（a+b+a·b）· c=a+b+c+a · b+a · c+b · c+a · b · c 
a⊙（b⊙c）=a+b⊙c+a（b⊙c） 
=a+b+c+b · c+a ·（b+c+b·c）=a+b+c+a · b+a · b+b · c+a · b · c 
有  (a⊙b)⊙c=a⊙(b⊙c) 
a⊙0=a+0+a · 0=a 
0⊙a=0+a+0 · a=a 

因而（S,⊙）是有单位元的半群； 

a⊙(b⊕ c)=a+b⊕ c+a · (b⊕ c) 
=a+b+c+1+a ·（b+c+1）=2a+b+c+a · b+a · c+1 
(a⊙b)⊕ (a⊙c)=a⊙b+a⊙c+1 
=a+b+a · b+a+c+a · c+1=2a+b+c+a · b+a · c+1 

有 a⊙(b⊕ c)=(a⊙b)⊕ (a⊙c)，即⊙对⊕是可分配的。 
从而证得（S,⊕ ,⊙）是一个环。 

② (S,⊕ ,⊙)的加法单位元是（−1），乘法单位元是 0。 
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第 5章  格 

本章主要讨论了格的两种等价定义及其基本性质，给出了分配格、模格、有补格、布

尔代数等。 

§5.1  内 容 分 析 

§5.1.1  格的定义 

关于格，不同的教材在处理上可能有所不同。格有两种定义，其侧重点不同，但两者

是等价的。一种侧重于偏序，另一种则侧重于代数系统。 

定义 1  设（L，≤）为一偏序集，如果 L中的任意两个元素 x，y都有最大下界 glb{x,y}
和最小上界 lub{x,y}，则称此偏序集为一个偏序格（有教材也记 glb为 inf，记 lub为 sup）。 

由于最小上界和最大下界的惟一性，可以把求{x,y}的最小上界和最大下界看成关于 x
与 y的二元运算∨和∧，即 yx ∨ 和 yx ∧ 分别表示 x与 y的最小上界和最大下界（有教材
也称 yx ∨ 为和或并或保联，称 yx ∧ 为积或交或保交）。 

可以证明，如果定义： },glb{  },,lub{ yxyxyxyx =∧=∨ ，则这两种运算满足交换律、

结合律、吸收律和幂等律，即有 

定理 1  设（L，≤）为偏序格，则运算∨和∧适合交换律、结合律、吸收律和幂等律，
即： 

（1） Lba ∈∀ , ，有 abba ∨=∨ ； abba ∧=∧  
（2） Lcba ∈∀ ,, ，有 )()( cbacba ∨∨=∨∨ ； )()( cbacba ∧∧=∧∧  
（3） Lba ∈∀ , ，有 abaa =∧∨ )( ； abaa =∨∧ )(  
（4） La∈∀ ，有 aaa =∨ ； aaa =∧  

注意：上面的幂等律可由吸收律得到。 

定义 2  设 ),,( ∧∨L 是一个代数系统，其中 ∧∨, 都是二元运算，如果两种运算满足交换
律、结合律、吸收律，即如果对于任意的 Lcba ∈,, ，有 

（1）交换律： abba ∨=∨ ； abba ∧=∧  
（2）结合律： )()( cbacba ∨∨=∨∨ ； )()( cbacba ∧∧=∧∧  
（3）吸收律： abaa =∧∨ )( ； abaa =∨∧ )(  

则称 ),,( ∧∨L 为一代数格。 
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两个定义是等价的，因为有下面定理： 

定理 2  代数系统 ),,( ∧∨L 中， ∧∨, 都是二元运算，如果满足交换律、结合律、吸收律。
在集合 L中定义关系 R如下： 

yyxxRy =∨⇔   （或 xyxxRy =∧⇔ ） 

则（1）R是偏序关系，记为≤； 
（2）偏序集（L，≤）是一偏序格； 
（3）对格（L，≤）中任意元素 x和 y，lub{ x , y }= yx ∨ ，glb{ x , y }= yx ∧ 。即

由这个偏序格确定的代数系统就是 ),,( ∧∨L 。 

由于能够证明这两种定义是等价的，我们以后给出格时，就意味着包含两方面的内容，

并且不再区分代数格或偏序格。若是以偏序形式给出的格，称对应的 ),,( ∧∨L 为由偏序格  
（L,≤）所诱导的代数格。若是以 ),,( ∧∨L 这种形式给出的格，这时自然蕴含着其上有对应

的偏序 yyxyx =∨⇔≤ 。可以根据题目的要求及目的的不同选取其中之一，或同时使用。

后面习题中有很多关于两方面性质的等价刻划。 
作为格，具有下面称为保序性的基本性质： 

定理 3  设 ),,( ∧∨L 是一格，则对任意的 Lba ∈, ，均有 

（1） baa ∨≤ ； bab ∨≤  
（2） aba ≤∧ ； bba ≤∧  
（3）若 bcac ≤≤   , ，则 bac ∧≤  
（4）若 cbca ≤≤   , ，则 cba ≤∨  

实际上，上面定理 3是下面定理 4的一种特殊情况。 

定理 4  设 ),,( ∧∨L 是一格，则对任意的 Ldcba ∈,,, ，若 ba ≤ 且 dc ≤ ，则 

（1） dbca ∨≤∨  
（2） dbca ∧≤∧  

定理 5  设 ),,( ∧∨L 是一格，则对任意的 Lba ∈, ，均有 

bbaababa =∨⇔=∧⇔≤  

虽然代数格没有分配律，但可以证明（见习题解析第 3题）有下面称之为弱分配律（或
次分配律）的性质： 

定理 6  设 ),,( ∧∨L 是一格，则对任意的 Lcba ∈,, ，有 

)()()( cabacba ∨∧∨≤∧∨  
)()()( cabacba ∧∨∧≥∨∧  

作为格，有称为对偶原理的性质： 
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对偶原理：设 P是对任意格均为真的命题，如果在命题 P中把≤换成≥，把 ∧ 换成∨，
把∨换成 ∧ ，就得到另一个命题 Q，我们把 Q 称为 P 的对偶命题，则有结论：Q 对任意
格也是真的命题。 

§5.1.2  子格、格同态 

定义 3  设 ),,( ∧∨L 是一格，T是 L的非空子集，如果 T关于两种运算都是封闭的，则
称 ),,( ∧∨T 是 ),,( ∧∨L 的子格。显然，子格本身是一个格。 

定义 4  设 ),,( ∧∨L 和 ),,( ∧∨S 是两个代数格，h是 L到 S的映射，若对任意 Lyx ∈, ，

有 
)()()( yhxhyxh ∨=∨  
)()()( yhxhyxh ∧=∧  

则称 h是从格 L到格 S的格同态。若 h还是双射，则称 h是格同构映射。此时称格 ),,( ∧∨L
与格 ),,( ∧∨S 同构。 

作为偏序集的格，经同态映射仍保持次序。有下面定理： 

定理 7  设 h 是格 L 到格 S 的同态。对于任意 Lyx ∈, 。若 yx ≤ ，则 )()( yhxh ≤ 。具

有这样性质的映射称为保序映射，因此格同态映射是保序映射。 

下面是几个特殊格的定义： 

有界格：具有最大元和最小元的格称为有界格。 
有限格：集合元素数目有限的格称为有限格。 

根据定义，显然有限格一定是有界格（见习题解析第 11 题），但反之不一定。如[0,1]
上通常的小于等于关系是一格，它有界，但不是有限格。 

分配格：设 ),,( ∧∨L 是一格，若对于任意的 Lzyx ∈,, ，有 

)()()( zxyxzyx ∧∨∧=∨∧  
)()()( zxyxzyx ∨∧∨=∧∨  

称格 ),,( ∧∨L 是分配格。 
实际上，由习题解析第 6 题可以证明上面两个式子是等价的，即：若满足其中的一个

式子必定满足另一个式子。由此，当我们验证一个格是不是分配格时，只需要验证∨对∧是
否可分配或∧对∨是否可分配即可。 

有界分配格：若一个格既是有界格也是分配格，称为有界分配格。 

如图 5-1所示两格不是分配格，因为： 
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（1）      （2） 

图 5-1 

图（1）中 BABDCB =∨=∧∨ )( ，而 EEEDBCB =∧=∨∧∨ )()( ，两者不等。 
图（2）中 aacba =∨=∧∨ 0)( ，而 cccaba =∧=∨∧∨ 1)()( ，两者也不等。 

模格：如果对于任意的 Lzyx ∈,, ，只要 zx ≤ ，就有 

zyxzyx ∧∨=∧∨ )()(         （模律） 

称此格为模格。 
模格的定义，不同教材，可能形式上表现出来的有所不同，但实质上是完全一样的。

如有的教材这样定义： 
对于任意的 Lcba ∈,, ，如果 ab ≤ ，就有 

)()( cabcba ∧∨=∨∧  

则称格为模格。 
如果是分配格，可以证明一定是模格，但模格不一定是分配格。例如，可以验证：图

5-1中图（1）是模格，但不是分配格。注意图（2）不是模格。 
有补元：设 ),,( ∧∨L 是一个有界格，对 L中元素 x，若存在 Ly∈ ，使得 

0  ,1 =∧=∨ yxyx  

则称 y是 x的补元，并称 x是有补元。 
显然上述定义中，x与 y是对称的，即：如果 y是 x的补元，则 x也是 y的补元，所以

可称 x与 y互补。 
注意，并非一个有界格中每个元素都是有补元，虽然 0和 1互为补元，但对一般的元

素而言，若某个元素存在补元，其补元也不一定是惟一的，可能有多个补元。 

有补格：若格中每个元素都是有补元，则称此格为有补格。 

图 5-1 两个格均是有补格。通过这两个图还可以看出：一个元素若有补元，补元不一
定是惟一的。如图 5-1中，图（1）：B有补元 C、D；C有补元 B、D。图（2）：b有补元 c、
a；c和 a的补元都是 b。 

那么什么时候补元是惟一的呢？有下面一个充分性的定理。 

 

E
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a
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定理 8  设 ),,( ∧∨L 是一个分配格，而且是一个有界格，若元素 x是有补元，则它的补
元是惟一的。 

当补元惟一时，根据运算的不同，我们通常用 x′、 x或 x¬ 来表示 x的补元。 
模格与有补格之间没有多少联系。一个格可以是模格而不是有补格，这只需要举一个

是分配格（从而是模格）而不是有补格的例子就够了（如多于 2 个元素的链，一定是分配
格，从而是模格，见习题 9，但不是有补格，见习题 25）。一个格也可以是有补格而不是模
格，如图 5-1中图（2）是有补格，但不是模格。注意：需要验证。 

有补格与分配格之间也没有多少联系，一个格可以是分配格而不是有补格，也可以是

有补格而不是分配格。 

§5.1.3  布尔代数 

定义 5  一个有补分配格，称为布尔代数（或布尔格），记为 )   ,,,( ′∧∨L ，其中′是补

运算。为了强调布尔代数中的最小元 0 和最大元 1，也记布尔代数为 ) ,0,1  ,,,( ′∧∨L 。若 L
还是有限集，称相应的格为有限布尔代数或有限布尔格。 

有些教材也这样定义布尔代数： 
定义：设 ,*),( +B 是代数系统，若＋对*运算满足： Bcba ∈∀ ,, ，有 

（1）交换律，即 abba +=+ ； abba ** =  
（2）分配律，即 )*()*()(* cabacba +=+ ； )(*)()*( cabacba ++=+  
（3）同一律，即存在 B∈1,0 使得 aa =1* ； aa =+ 0  
（4）补元律，即存在 Ba ∈ ，使得 0* =aa ； 1=+ aa  

则称 ,*),( +B 是布尔代数。 
可以证明这两个定义是等价的，后面定理 11就是以此来判断一个代数系统是否是布尔

代数的。 
布尔代数由于是有补分配格，从而格、分配格、有补格中成立的算律在布尔代数中也

成立，表现在下面定理： 

定理 9  设 ) ,0,1  ,,,( ′∧∨L 是一个布尔代数， Lzyx ∈∀ ,, ，有下述定律成立： 

（1）交换律  xyyx ∨=∨ ； xyyx ∧=∧  
（2）结合律  zyxzyx ∨∨=∨∨ )()( ； zyxzyx ∧∧=∧∧ )()(  
（3）分配律  )()()( zxyxzyx ∨∧∨=∧∨ ； )()()( zxyxzyx ∧∨∧=∨∧  
（4）幂等律  xxx =∧ ； xxx =∨  
（5）同一律  xx =∨ 0 ； xx =∧1  
（6）零一律  11 =∨x ； 00 =∧x  
（7）双补律  xx =′′)(     （也称为对合律） 
（8）互补律  1=′∨ xx ； 0=′∧ xx ； 01 =′ ； 10 =′  
（9）德摩根律  yxyx ′∧′=′∨ )( ； yxyx ′∨′=′∧ )(  
（10）吸收律  xyxx =∧∨ )( ； xyxx =∨∧ )(  
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上面这几条算律并不是独立的，例如可由吸收律推出幂等律。事实上，有 

定理 10  布尔代数 ) ,0,1  ,,,( ′∧∨L 中的上述 10条算律都可由交换律、分配律、同一律、
互补律得到。 

上面定理也成为了判断一个代数系统是否为布尔代数的一个结论，体现为下面定理： 

定理 11  设 B 是一个集合， ＋和*是 B 上的两个代数运算。如果存在 B∈1,0 且

Bcba ∈∀ ,, ，有 

（1）交换律： abba +=+ ； abba ** =  
（2）分配律： )*()*()(* cabacba +=+ ； )(*)()*( cabacba ++=+  
（3）同一律： aa =1* ； aa =+ 0  
（4）补元律：存在 Ba ∈ ，使得 0* =aa ； 1=+ aa  

则 )1,0,,,,( −∗+B 为一布尔代数。 
和格同态的定义类似，有两布尔代数之间同态的定义： 

定义 6  设（ A , )1,0,,, ′∧∨ 和 )1̂,0̂,,,,( −ΙΥB 是两个布尔代数，ϕ是集合 A到集合 B的映
射。如果对任意的 Aba ∈, ，都有 

)()()( baba ϕϕϕ Υ=∨  
)()()( baba ϕϕϕ Ι=∧  

)()( aa ϕϕ =′  

则称ϕ为（ A， )1,0,,, ′∧∨ 到 )1̂,0̂,,,,( −ΙΥB 的布尔同态映射，简称布尔同态。当ϕ是单射、
满射、双射时分别称为单一布尔同态、满布尔同态、布尔同构。 

和一般的代数系统一样，我们也可以定义布尔代数的子系统即子布尔代数。 

定义 7  设 ) ,0,1  ,,,( ′∧∨L 是一个布尔代数，非空集合 LT ⊆ 。若Ｔ对运算 ,, ′∧∨ 封闭，

则称 )   ,,,( ′∧∨T 是 ) ,0,1  ,,,( ′∧∨L 的子布尔代数。显然有 T∈1,0 。 

§5.1.4  有限布尔代数的表示定理 

定义 8  设 ) ,0,1  ,,,( ′∧∨L 是一个布尔代数，如果元素 0≠a ，且对于每个 Lx∈ ，有

aax =∧ 或 0=∧ ax ，则称 a为原子（有些教材也称之为极小元）。 

也可等价地定义为：若不存在 Lu∈ ，使得 au ππ0 ，则称 a是 L的一个原子。 

引理：布尔代数中的两个原子 ba, ，若 0≠∧ ba ，则 baba ==∧ 。 
引理：对布尔代数，若 a 是原子，则对任意的 Bx∈ ， xa ≤ 、 xa ′≤ 两式中有且仅有

一式成立。 

由此说明：原子是这样的元素：它把 B中的元素分为两类，一类是与它可比较的元素，
它小于等于这一类中的任何一个元素；另一类是与它不可比较的元素。 
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引理：对有限布尔代数 B， Bx∈∀ ， 0≠x ，则至少存在一

个原子 a，使得 axa =∧ （即 xa ≤ ）。 

由上面几个引理可以得到： 

定理 12  设 ) ,0,1  ,,,( ′∧∨L 是一个有限布尔代数，对于任意

的 Bx∈ ， 0≠x ， naaa ,,, 21 Λ 是满足 xai ≤ 的全部原子，那么 

naaax ∨∨∨= Λ21  

且上式是将 x表示成为原子的保联的惟一形式（这里的惟一
性仅仅对原子而言，而不管原子在式中的顺序）。 

定理 13  （Stone表示定理、有限布尔代数的表示定理）设
) ,0,1  ,,,( ′∧∨L 是个有限布尔代数， },,,{ 21 naaaS Λ= 是它的全体原子的集合，则

) ,0,1  ,,,( ′∧∨L 与布尔代数 )  ,,),(( _ΙΥSP 同构。 

由上面定理可得两个推论： 

推论 1  任何有限布尔代数 A，其原子个数是 n，则 nA 2|| = 。 
推论 2  元素个数相同的布尔代数是同构的。 

§5.2  重点及难点解析 

§5.2.1  基本要求 

1．掌握格的两种等价定义（偏序格与代数格）。能够对偏序集所确定的哈斯图判定是
否为格。 

2．熟记格运算的基本性质（交换律、结合律、吸收律、幂等律等），并会灵活运用。 
3．掌握分配格、有补格等的定义，并清楚它们之间的关系，对于具体给出的格所对应
的哈斯图，应能判断是否为分配格或有补格等。 

4．掌握布尔代数的概念，熟记它们的性质，并会灵活运用。 

§5.2.2  疑难点解析 

1．关于格，我们从两个侧面给出了格的等价定义，希望对格及第 2章中涉及到的最小
上界、最大下界、最小元、最大元等的定义有深刻理解。有时会碰到一些判断是否

为格的题，格首先是偏序集，即满足自反、反对称、传递，通过偏序集的哈斯图表

示来作判断不失为一种直观有效的方法。格的保序性等基本性质也是因为它是偏序

才有的。 
2．分配格、模格、有补格等之间的关系：分配格一定是模格，但模格和有补格都不一
定是分配格。并且有补格和分配格、模格之间没有直接的联系。分配格不一定是有

1 
 
a              b 
 
         c 
  
 d             e 

 
     0 
图 5-2 
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补格，有补格不一定是分配格；有补格不一定是模格，模格不一定是有补格。希望

通过前面给出的图 5-1的两个例子加深理解。 
一直以图 5-1 的两个格作为例子说明与分配格有关的结论。这两个具有五元素的格
是很重要的，有这样的结论：一个格是分配格当且仅当该格中没有任何子格与图 5-1
中的两个五元素格中的任何一个同构。因此要判断某个格不是分配格，只需找出一

个这样的子格即可。即要说明不是分配格，只需找出不满足分配律的三元素即可。 
如图 5-2，要说明它不是分配格，实际上因{0,1,a,d,b}或者{0,c,d,e,1}、{0,a,b,c,1}等
均为它的子格，因此可以找出这样的三元组如： 

dddabaaadba =∨=∧∨∧≠=∧=∨∧ 0)()(1)(  
0)()(1)( =∧∨∧≠=∧=∨∧ edcdddecd  

3．模格或分配格的验证和在第 4章时要验证运算满足结合律一样，是一件繁琐的事情。
没有统一的方法，理论上来说，只能验证所有的可能情况，才能断定结合律是否成

立。但对具体的题目可以通过哈斯图的对称性等来减少工作量。如对图 5-1的图（1）
验证是模格，需验证凡满足 x≤z的所有的三元组 x,y,z，均有 zyxzyx ∧∨=∧∨ )()(
成立，但实际处理时，因为对任意相等的 x和 z或者 x，z中有一个为 0或者 1时，
一定成立。另一方面，当 y=0或 y=1时也当然成立，故只需验证 x严格小于 z，且 y
不为 0和 1的情况。由于图例 5-1（1）没有这种情况，故图（1）是模格。 
对有补格的说明一样，若其中的每个元素均能找到补元（不要求惟一），则为有补格。

而判断一个格不是有补格，则需找到某个元素不存在有补元（即任一元素均不是它

的补元）。 
4．有界格、有限格之间的关系。有限格一定存在最大元和最小元，从而一定是有界格，
但有界格不一定是有限格。 

5．布尔代数所具有的性质应该清楚，由于布尔代数是有补分配格，故格、分配格、有
补格所具有的性质，布尔代数都具有，如满足交换律、结合律、分配律、德摩根律

等，应能判断某个代数系统是否为布尔代数。 
6．布尔代数的子格，在满足最小元和最大元都在其中时才可能是子布尔代数，并且应
该保持原来的运算，至少保持原来的补元等。例如努习题 33、42。 

7．格同态是保序的同态，但保序的映射不一定是同态映射。例如习题 27。 

§5.3  基  本  题 

§5.3.1  选择题 

１．N是自然数集，≤是小于等于关系，则（N，≤）是（      ）。 

A．有界格  B．有补格  C．分配格  D．有补分配格 

答案：C 
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*2．下述偏序集（见图 5-3）中能构成格的是（      ）。 

答案：C 

*3．下述偏序集中（如图 5-4）哪一个不构成格？（      ） 

答案：B 

4．下面哪一个偏序集（其中均略去了反映自反关系的序对）能构成格？（      ） 

A．A={a,b,c,d}，≤={<d,c>,<c,b>,<b,a>,<d,b>,<d,a>} 
B．A={a,b,c,d,e}，≤={<b,a>,<c,b>,<d,b>,<e,c>,<e,d>,<e,b>} 
C．A={a,b,c,d,e,f,g}，≤={<b,a>,<d,a>,<c,b>,<c,d>,<f,e>,<g,f>} 
D．A={1,2,3,4}，≤={<1,2>,<1,3>,<2,4>,<3,4>} 

答案：D 

5．下面哪个偏序集构成有界格？（      ） 

A． ),( ≤N        B． ),( ≥Z  
C．（{2，3，4，6，12}，|）   D．（ ⊆),(AP ） 

其中 | 为整除关系，A={a,b,c}。 

答案：D 

6．设 A，B为两集合，f是 A到 B的映射，则 S= )}(|)({ APxxf ∈ 是格 )),(( ⊆BP 的（    ）。 

 

A．核   B．f的值域   C．普通子集   D．子格 

答案：D 

 
 

 

 

 
 
 

A                  B                      C                    D 

图 5-3

 
 
 

 
 
 

A                   B                   C                     D 

图 5-4 
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说明：S 是以 B 的某些子集为元素组成的集合，而 f 的值域仅是 B 的某个子集；根据
第 3章中相关结论（定理 1），可知 S为子格。 

7．下面图 5-5为四个格所对应的哈斯图，哪个是分配格？（        ） 

答案：D 

8．只含有限个元素的格称为有限格，有限格必是（     ）。 

A．分配格   B．有补格   C．布尔格   D．有界格 

答案：D 

9．下面图 5-6表示四个格所对应的哈斯图，哪个是分配格？（     ） 

答案：C 

10．设（L,≤）是一条链，其中|L|≥3，则（L，≤）（      ）。 

A．不是格  B．是有补格  C．是分配格  D．是布尔格 
答案：C 

说明：由习题 9可知，链是分配格。但在|L|≥3时不是有补格（习题 25）。 

11．模格与分配格的关系是：模格（      ）。 

A．一定是分配格   B．不是分配格   C．不一定是分配格 

答案：C 

12．设 A为一集合， )),(( ⊆AP 为有补格，P(A)中每个元素的补元（     ）。 

A．存在且惟一  B．不存在  C．存在但不惟一  D．可能存在 
答案：A 

 
 

 

 
 
 

A                  B                    C                 D 

图 5-5

 

 

 

 

 

A               B                   C               D 

图 5-6
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13．在有界格中，若有一个元素有补元，则补元（     ）。 

A．必惟一  B．不惟一  C．不一定惟一  D．可能惟一 

答案：C 

14．设（A，≤）是一个有界格，它也是有补格，只要满足（    ）。 

A．每个元素都有一个补元   B．每个元素都至少有一个补元 
C．每个元素都无补元素   D．每个元素都有多个补元素 

答案：B 

15．图 5-7中哪个哈斯图表示的关系构成有补格？（      ） 

答案：C 

16．设（S,≤）为一格，A为（S,≤）到自身的所有格同态映射组成的集合，A关于映
射的复合运算构成一个（      ）。 

A．独异点  B．群  C．环  D．循环群 

答案：A 

17．图 5-8给出的哈斯图表示的格中哪个元素无补元？（    ） 

A．a 
B．c 
C．e 
D．f 

答案：B 

18．设格（A,≤1）和（B,≤2）如图 5-9所示，它们的运算分别为 ∧∨, 和 ⊗⊕, 。令 1)( xaf = ，

2)( xbf = ， 4)( xcf = ， 8)( xdf = ，则 f（      ）。 
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A．是格同态映射     B．不是格同态映射 
C．是格同构映射     D．是自同态映射 

答案：B 

19．设（L,≤１）和（S,≤２）是两个格，f是 L到 S的双射，则对任意的 Lba ∈, ，有 a
≤1b⇔ f(a)≤2f(b)是格同构的（    ）。 

A．必要条件  B．充分条件  C．充要条件  D．既不充分也不必要 

答案：C 

20．设Ｚ＋
为正整数集合，S为正偶数集合，则（Z＋，|）与格（S，|）的关系为（|为整

除关系）（     ）。 

A．自同构   B．同构   C．自同态   D．非同构 

答案：B 

21．设 A={a,b,c}，下面给出的集合中，哪个不是 )),(( ⊆AP 的子布尔代数？（    ） 

A． },{ A∅      B． }},,{},{,{ Acba∅  
C． }},{},{,{ cabA     D． }},,{},{,{ Abac∅  

答案：C 

22．有限布尔代数的元素的个数必定等于（      ）。 

A．2n   B． 2n    C． n2    D．4n 

答案：C 

§5.3.2  填空题 

1．设（L,≤）为一个格，其哈斯图如图 5-10所示。 
取 },,,{1 dcbaS = ， },,,{2 fdbaS = ， },,,{3 fdcbS = ， 
则          是（L,≤）的子格。 

答案：（ 1S ,≤） 
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2．设（A，≤）是分配格，若对任意的 Acba ∈,, ，如果有 cabacaba ∨=∨∧=∧   , 成

立，则       。 

答案： cb =  

3．在有界格中，具有补元的元素集合组成一个     格。 

答案：子 

4．设（A,≤）是格，其中 A={1,2,3,4,6,8,12,24}，≤为整除关系，则 3的补元是  ①  ，
6的补元是  ②  ，8的补元是  ③  ，4的补元是  ④  ，1的补元是  ⑤  。 

答案：① 8  ② 不存在  ③ 3   ④ 不存在  ⑤ 24 

5．设 ),,,( −∧∨A 是一个布尔代数，如果在 A上定义二元运算⊕为： 
)()( bababa ∧∨∧=⊕ ，则 ),( ⊕A 是一个      。 

答案：交换群 

说明：证明见习题 41。 

6．设 12 的整因子集合为 }12,6,4,3,2,1{=K ，则（Ｋ，LCM，GCD，'）        布尔
代数。其中 LCM、GCD 分别表示最大公约数与最小公倍数， x′表示 12 被 x除后
的商。 

答案：不是 

7．任何一个具有 n2 个元素的有限布尔代数都是          。 

答案：同构的 

§5.3.3  判断题 

1．设（A,≤）是一个分配格，则对任意 Acba ∈,, ，有 )()( cbacba ∧∨≤∧∨ 。（  ） 
                 答案：√ 

2．在有界分配格中，一个元素若有补元，则补元不一定是惟一的。（  ） 答案：×  
3．任何两个具有 n2 个元素的有限布尔代数都是同构的。（  ）   答案：√ 
4．具有两个或多个元素的格中不存在以自身为补元的元素。（  ）  答案：√ 
5．图 5-11是格 L所对应的哈斯图，则 L是模格。（  ）    答案：√ 

 

 

 

 

图 5-11     图 5-12 
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6．图 5-12是格 L所对应的哈斯图，则 L是模格。（  ）    答案：× 
*7．分配格一定是模格。（  ）          答案：√ 
8．设 A为一集合，则 )),(( ⊆AP 是有补格。（  ）      答案：√ 
9．设（L,≤）为一链，则（L,≤）为分配格。（  ）     答案：√ 
10．设 A={a,b,c}，S 为 30 的所有因子组成的集合，则格 )),(( ⊆AP 与（S,|）同构，其
中 | 是整除关系。（  ）          答案：√ 

11．设（L,≤）为一格，它诱导的代数格为 ),,( ∧∨L ，则对任意的 Lcba ∈,, ，

)()()( cabacba ∧∨∧=∨∧ 成立。（  ）       答案：× 
12．设（L,≤）为一分配格，对于任意的 Lcba ∈,, ，如果 cbcacbca ∨=∨∧=∧   , ， 

则 b不一定等于 a。（  ）          答案：× 
13．在一个布尔代数中，下面二式成立： babaa ∨=∧∨ )( ； babaa ∧=∨∧ )(  
（  ）              答案：√ 

14．设 ),,,( −∧∨A 为一布尔代数，则（A，⊙）是一个交换群，其中⊙定义为： 
a⊙b= )()( baba ∧∨∧ （  ）         答案：√ 

说明：见习题 41。 

§5.4  习 题 解 析 

*1．为什么图 5-13中所给的偏序不是格？ 
 
 
 
 
 
 
 
 

（1）    （2）    （3） 
图 5-13 

解： 
图（1）中，a，b没有最大下界（e，f没有最小上界），故不是格。 
图（2）中，a，b的最小上界不存在（有两个上界 c、d，但 c，d均不是其最小上
界），故不是格。 
图（3）中，a，b的最小上界不存在（1，c，d均是其上界，但不存在最小上界），
故不是格。 
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2．由下列集合 L构成的偏序集（L，≤），其中≤定义为： 
对于 Lyx ∈, ，x≤y当且仅当 x是 y的因子。问其中哪几个偏序集是格？ 

（1）L={1,2,3,4,6,12} 
（2）L={1,2,3,48,12,14} 
（3）L={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} 

解： 
（1）是格。 
（2）不是格，因为 12，14没有最小上界。 
（3）不是格，因为 9，10没有最小上界。 

*3．设 L是格，试证明： Lcba ∈∀ ,, ，有 

（1） )()()( cabacba ∧∨∧≥∨∧  
（2） )()()( cabacba ∨∧∨≤∧∨  

证： 
（1）因为 baa ∧≥ ， caa ∧≥ ，有 )()( cabaa ∧∨∧≥  

又因 bab ∧≥ ，有 bacb ∧≥∨ ，同理 cacb ∧≥∨  
从而有 )()()( cabacba ∧∨∧≥∨∧  

（2）和上面类似的证明，有 

)()()(
)()(

)()(
cabacba

cabacb
cacbcac
bacbbab

cabaa
caa
baa

∨∧∨≤∧∨⇒

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

∨∧∨≤∧⇒
⎭
⎬
⎫

∨≤∧⇒∨≤
∨≤∧⇒∨≤

∨∧∨≤⇒
⎭
⎬
⎫

∨≤
∨≤

 

4．设（L,≤）是一个格，它诱导的代数格为 ),,( ∧∨L 。对于任意的 Lcba ∈,, ，试证明：

若 a≤b≤c，则 

（1） cbba ∧=∨  
（2） )()()()( cabacbba ∨∧∨=∧∨∧  

证： 
由 a≤b≤c，有 

（1） cbbba ∧==∨ ，故原题（1）式成立。 
（2） bbbcbba =∨=∧∨∧ )()(  

bcbcaba =∧=∨∧∨ )()( ，两者相等，故原题（2）式成立。 

5．设 ≤>< ,L 为一格，证明：对于任意的 Ldcba ∈,,, ，有 

（1） )()()()( dbcadcba ∨∧∨≤∧∨∧  
（2） )()()()()()( accbbaaccbba ∨∧∨∧∨≤∧∨∧∨∧  

证： 
此题和第 3题证明方法类似。 
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（1）由格所具有的基本性质（保序性，定理 4），有 

)()()()(
)()(

)()(
dbcadcba

dbcadc
dbd
cac

dbcaba
dbb
caa

∨∧∨≤∧∨∧⇒

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

∨∧∨≤∧⇒
⎭
⎬
⎫

∨≤
∨≤

∨∧∨≤∧⇒
⎭
⎬
⎫

∨≤
∨≤

 

（2）由（1）的证明，有 

)()()()( cbbacbba ∨∧∨≤∧∨∧  
)()()()( accbaccb ∨∧∨≤∧∨∧  

再次由格的保序性及幂等律，有 

)()()()()()( accbbaaccbba ∨∧∨∧∨≤∧∨∧∨∧  

6．设（L,≤）是一个格，它诱导的代数格为 ),,( ∧∨L 。对于任意的 Lcba ∈,, ，试证明：

若 a≤b，则 

（1） ccabccba ∨∨∧=∨∧∨ ))(())((  
（2） ccbaccab ∧∧∨=∧∨∧ ))(())((  

证： 
由 a≤b，有 ababba =∧=∨   , ，因此有 

（1）左边= caccbaccba ∨=∨∨∨=∨∧∨ ))((())((  
对右边，因  ccab ∨∨∧ ))(( ≤ cacca ∨=∨∨ )(  
且  ccab ∨∨∧ ))(( ≥ caccaa ∨=∨∨∧ ))((  
有  caccab ∨=∨∨∧ ))((  
从而原题（1）式成立。 

（2）和（1）的证明类似。左边= cbccabccab ∧=∧∧∧=∧∨∧ ))(())((  
对右边，因  ccba ∧∧∨ ))(( ≤ cbccbb ∧=∧∧∨ ))((  
且  ccba ∧∧∨ ))(( ≥ cbccb ∧=∧∧ )(  
证得  ccbaccab ∧∧∨=∧∨∧ ))(())((  

7．设 ≤>< ,L 为一格，证明：对于任意的 Lcba ∈,, ，有 
)()()( cabacba ∧∨∧=∨∧ 成立，则 
)()()( cabacba ∨∧∨=∧∨ 也成立。 

反之亦然。 
证： 
假设对任意的 Lcba ∈,, ，有 )()()( cabacba ∧∨∧=∨∧  
则 

))(())(()()( cbaabacaba ∧∨∨∧∨=∨∧∨    把 ba ∨ 看作上式的 a 
))()(())()(( cbcaabaa ∧∨∧∨∧∨∧=  再次利用条件 

)())()(( cbcabaa ∧∨∧∨∧∨=  
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)( cba ∧∨=        吸收律 

反之，类似可证。 

)())(()( cbbaacba ∨∧∨∧=∨∧  
)()( cbbaa ∨∧∨∧=  

))(( caba ∧∨∧=  
))(())(( cabcaa ∧∨∧∧∨=  

)()( caba ∧∨∧=  

8．证明在任何格（L,≤）中，对任意的 Lcba ∈,, ， 

( ) ( ) bacbbacaba ∧=∧∨∧∧∧∨∧ )()()()(  

成立。 
证： 
由格的基本性质，有 

ba ∧ ≤ )()( caba ∧∨∧ ； ba ∧ ≤ )()( cbba ∧∨∧ ，从而可得 
ba ∧ ≤ ( ) ( ))()()()( cbbacaba ∧∨∧∧∧∨∧  

另外，由于  ca ∧ ≤a； ba ∧ ≤a，可得  )()( caba ∧∨∧ ≤a 
同理可证  ( ))()( cbba ∧∨∧ ≤b 
由定理 4，可得  ( ) ( ))()()()( cbbacaba ∧∨∧∧∧∨∧ ≤ ba ∧  
综合可得  ( ) ( ) bacbbacaba ∧=∧∨∧∧∧∨∧ )()()()( 。证毕。 

说明：不能够由分配律，得 

( ) ( ) )()()()()()( cbabacbbacaba ∧∧∨∧=∧∨∧∧∧∨∧  

从而由吸收律得证。因为这不是分配格，不一定满足分配律。 

9．所有链都是分配格。 
证： 
设(L,≤)是链，因此（L,≤）是格，假设它们的自然运算为 ∨∧, 。任取 Lcba ∈,, ，

只有以下两种情况： 

（1）a是三者中最大的，即 b≤a，c≤a 
（2）a不是三者中最大的，即 a≤b或 a≤c 

情况（1）， cb ∨ ≤a，故 cbcba ∨=∨∧ )( 。显然 bba =∧ ， cca =∧ ，所以 
)()()( cabacbcba ∧∨∧=∨=∨∧  

情况（2）， a≤ cb ∨ ，而 aba =∧ 或 aca =∧ ，从而 acaba =∧∨∧ )()( ，所以 
)()()( cbaacaba ∨∧==∧∨∧  

由于分配律是对偶的（习题 7），故只需证一个分配律，所以（L,≤）是分配格。 
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10． 90D 表示 90的全体因子的集合，包括 1和 90， 90D 与整除 | 构成格。 

（1）画出格的哈斯图； 
（2）计算 106 ∨ ， 106 ∧ ， 309∨ 和 309 ∧ ； 
（3）求 90D 的所有含 4个元素且包含 1和 90的子格。 

解： 
（1）格 |),( 90D 所对应的哈斯图如图 5-14所示： 

90 

 
 
45        30              18 
 
 

15     10        6         9 
 
 

5           2      3 
 

1 

               图 5-14 

（2）从图中可以看出： 

3309  ;90309  ;2106  ;30106 =∧=∨=∧=∨ 。 

（3）通过对除去 1，90之后的 10个元素的二元素组合 452
10 =C 个进行验证，可

求出满足条件的子格共 24个，有： 

{1，2，6，90}；{1，2，10，90}；{1，2，18，90}；{1，2，30，90}； 
{1，2，45，90}；{1，3，6，90}；{1，3，9，90}；{1，3，15，90}； 
{1，3，18，90}；{1，3，30，90}；{1，3，45，90}；{1，5，10，90}； 
{1，5，15，90}；{1，5，18，90}；{1，5，30，90}；{1，5，45，90}； 
{1，6，18，90}；{1，6，30，90}；{1，9，10，90}；{1，9，18，90}； 
{1，9，45，90}；{1，10，30，90}；{1，15，30，90}；{1，15，45，90}。 

说明：对于子格的求法，没有统一标准的方法，此题只需通过穷举所有的可能即可。 

11．只含有限个元素的格称为有限格。试证明：有限格必是有界格。 
证： 
设（L,≤）是一有限格，它诱导的代数格为 ),,( ∧∨L 。由于 L只有有限个元素，因
而可设 },,,{ 21 naaaL Λ= 。令 naaaa ∨∨∨= Λ21 ，则有 La∈ ，且 ai≤ a，

ni ,,2,1 Λ= ，所以 a是 L的最大元。记 a=1。 
取 naaab ∧∧∧= Λ21 ，则 Lb∈ ，且 b≤ai， ni ,,2,1 Λ= ，故 b是 L的最小元，记



142 离散数学——习题与解析 

b=0。于是对任意的 Lx∈ ，均有 0≤x≤1成立，故（L,≤）是有界格。 

12．设（L，≤）为一有界分配格，L1是 L 中所有具有补元的元素组成的集合，试证
明：（L1，≤1）是（L，≤）的子格。 

证： 
设（L,≤）诱导的代数格为 ),,( ∧∨L ，由于 0，1互为补元，所以 11,0 L∈ ，故 L1非

空。对于任意的 1, Lba ∈ ，存在 Lba ∈′′, 使 ba ′′, 分别为 a，b 的补元。注意到（L,
≤）为有界分配格，有 

000)()()()()()( =∨=∧′∧′∨′∧∧′=∧′∧′∨∧′∧′=′∧′∧∨ bbabaabbaabababa
111)()()()()()( =∧=∨′∨′∧′∨∨′=∨′∨′∧∨′∨′=′∨′∨∧ bbabaabbaabababa  

类似可证： 

1)()( =′∧′∨∨ baba  
0)()( =′∨′∧∧ baba  

故 ba ∨ 和 ba ∧ 均 具 有 补 元 ， 且 baba ∧=∨ ， baba ∨=∧ ， 从 而

1  , Lbaba ∈∧∨ ，证得（L1,≤1）是（L,≤）的子格。 

13．设（L,≤１）为一格，对于任意的 Lba ∈, ，定义 a≤2b 当且仅当 b≤1a。证明：        
（L,≤２）也为一格。 

证： 
设（L，≤１）诱导的代数格为 ),,( 111 ∧∨L 。对于任意的 Lba ∈, ，记 bac 1∨= ，则

Lc∈ ，并且 a≤１c，b≤１c。由≤２的定义，有 c≤２a，c≤２b。这说明，在          
（L,≤２）中，c是{a,b}的下界。另一方面，若c′是{a,b}在（L，≤２）中的下界，

即 c′≤２a，c′≤２b，则有 a≤１ c′，b≤１c′，于是 bac 1∨= ≤１ c′，得 c′≤２c。
所以，c是{a,b}在（L,≤２）中的最大下界。 
类似可证， ba 1∧ 是 ba, 在（L,≤２）中的最小上界。所以，（L,≤２）也是一格。 

14．在图 5-15中，试给出两个含有 6个元素的格，使其中一个是分配格，一个不是分
配格。 

 

 
 

 

 

 

 
 
 
 
  （1）            （2）                （3）              （4） 

图 5-15 

a 

1

b

0

dc
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解： 
由习题 9可知图 5-15（1）给出的是分配格，（2）也是分配格。（3）是一格，但不
是分配格，如  aacba =∧=∨∧ 1)( ， cccaba =∨=∧∨∧ 0)()(  
两者不等，故不是分配格。（4）也不是分配格。 

15．设(L,≤)为一分配格，对于任意的 Lyx ∈, ，求证：如果 ayaxayax ∨=∨∧=∧   ; ，

这里 La∈  
则  yx = 。 

证： 

yayyaxyayyx

axyxayxaxxxaxxx
吸收条件分配条件

分配条件分配吸收

)(  )()()(  

)()()( )()()(    

∧∨∧∨∨∧∨

∨∧∨∧∨∧∨∧∨∧
 

16．证明：一个格（L,≤）是分配格当且仅当对于任意的 Lcba ∈,, ，有 

)()()()()()( accbbaaccbba ∨∧∨∧∨=∧∨∧∨∧  
证： 
必要性。由（L,≤）是分配格，则对任意的 Lcba ∈,, ，有 

))()(())()(()()()( acbbaccbbaaccbba ∨∧∨∧∧∨∧∨∧=∧∨∧∨∧      分配律 
))(())(( acbcba ∨∧∧∨∧=    交换律、吸收律 

)()()()( acabcbca ∨∧∨∧∨∧∨=       分配律 
)()()( accbba ∨∧∨∧∨=     幂等律、交换律 

充分性。由已知条件，则对任意的 Lcba ∈,, ，有 

)))()(()(())(()))()((( cabacbcbaacaba ∨∧∨∧∨∨∨∧∨∧∨∧∨  
)))()(()(())(()))()((( cabacbcbaacaba ∨∧∨∨∨∧∨∨∧∨∨∧∨=  

这里  )(  ,  ),()( cbacaba ∨∨∧∨ 分别相当于式中的 a,b,c。 

而上式左端 ))()()(())(( cabacbcbaa ∨∧∨∧∨∨∨∧∨=     吸收律 
))()()(( cabacba ∨∧∨∧∨∨=     吸收律、交换律 
)()()(( accbbaa ∧∨∧∨∧∨=         已知条件 

)( cba ∧∨=  

因为  a≤ )()( caba ∨∧∨ ，故  )()()))()(( cabaacaba ∨∧∨=∨∨∧∨  
因为  )()( caba ∨∧∨ ≤ cba ∨∨ ，故 

)()()())()(( cabacbacaba ∨∧∨=∨∨∧∨∧∨  

将此二结果代入上式右端，再利用吸收律，得 

右端 )()( caba ∨∧∨=  
得证 )()()( cabacba ∨∧∨=∧∨  
由习题 7可知，又有 )()()( cabacba ∧∨∧=∨∧  

所以，（L,≤）是分配格。 
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17．设 >−∧∨< 1,0,,,,L 为一有补分配格，证明：对于任意的 Lba ∈, ，下述四个条件是

等价的： 

（1） ba ≤   （2） 0=∧ ba   （3） 1=∨ ba   （4） ab ≤  
证： 
（1）⇒（2）。由 ba ≤ ，有 0=∧≤∧ bbba ，由此可得  0=∧ ba  
（2）⇒（3）。由 0=∧ ba ，因 L是有补分配格， 10 ==∧=∨ baba  
（3）⇒（4）。由 1=∨ ba ，且 L是分配格，有 

babbbabbab ∧=∧∨∧=∧∨= )()()( ，即  ab ≤  
（4）⇒（1）。由 ab ≤ ，因 L是有补分配格，有 baba ∨=∧  

18．设 ≤>< ,L 为一有补分配格。则 L中任何元素的补元都是惟一的。 
证： 
设 a是 L中的任一元素，如果 21   , aa 都是 a补元，则有 

21211211 )()()( aaaaaaaaaa ∧=∧∨∧=∨∧=  

21122122 )()()( aaaaaaaaaa ∧=∧∨∧=∨∧=  

故有 21 aa =  

19．图 5-16 给出两个格 21   , LL 的哈斯图，试说明 1L 是模格，但不是分配格， 2L 不是
模格。 

解： 
在正文中我们已论证这两个格均不是分配格。 
为验证 L1 是模格，根据定义，要证： 1,, Lzyx ∈∀ ，若 zx ≤ ，就有

zyxzyx ∧∨=∧∨ )()( 。显然，当 x=z时成立，下面就 zx ≠ 分情况讨论如下： 

（1）z=a。(此时 x=e或 },,{ dcbx∈ )。显然， ayxyxayx ∧∨=∨=∧∨ )()( 成立。 
（2）x=e。（此时 },,{ dcbz∈ 或 z=a）。显然， zyezyzye ∧∨=∨=∧∨ )()( 成立。 

基于上面说明，L1是模格。 
对 L2，有 c≤d，但 ccdbc =∨=∧∨ 0)( ， dddbc =∧=∧∨ 1)( ，两者不等，故

L2不是模格。 

 

 

 

 

 

 

 

1L                           2L  

图 5-16 

a 

d 

e 
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d 

b 
c 
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20．设（L，≤）为一格，试证明（L，≤）为分配格的充要条件是对于任意的 Lcba ∈,, ，

有： cba ∧∨ )( ≤ )( cba ∧∨  
证： 
设（L，≤）是分配格。 
由  ca ∧ ≤a和 )( cb ∧ ≤ )( cb ∧ 可得  )()( cbca ∧∨∧ ≤ )( cba ∧∨  
所以  cba ∧∨ )( ≤ )( cba ∧∨ 。 
反之，若对任意的 Lcba ∈,, ，有 cba ∧∨ )( ≤ )( cba ∧∨ ，则可得 

cba ∧∨ )( ccab ∧∧∨= ))((  
≤ ccab ∧∧∨ ))((     由已知条件 
= cbca ∧∨∧ ))((  
≤ )()( cbca ∧∨∧     由已知条件 
又由  ca ∧ ≤ cba ∧∨ )( 和 cb ∧ ≤ cba ∧∨ )(  
可得  )()( cbca ∧∨∧ ≤ cba ∧∨ )(  
于是就有  )()()( cbcacba ∧∨∧=∧∨  
由习题 7可知  )()()( cbcacba ∨∧∨=∨∧ 也成立。 
故（L，≤）是分配格。 

21．举出两个含有 6个元素的格，其中一个是模格，另一个不是模格。 

解： 
图 5-17给出了两个 6元素的格，其中（1）是模格，而（2）不是模格。 

22．设（L，≤）为一格，试证明（L，≤）为模格的充分必要条件是对于任意的 Lcba ∈,, ，

有    )()())(( cabacaba ∨∧∨=∨∧∨ 。 
证： 

必要性：设 L是模格。因为 a≤ ca ∨ ，故 

)()())(( cabacaba ∨∧∨=∨∧∨  

充分性：设 Lba ∈, ，b≤a，则  )()()( cbbabca ∨∧∨=∨∧  
因为 b≤a，所以 baa ∨=  

))(( abcb ∨∧∨=     已知条件 
)( acb ∧∨=  

 
 
 
 
 
 
          （1）                   （2） 

图 5-17
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          1 
 
 
 

a      b          c 
 
     d         e 
 

0 

图 5-18 

所以 L是模格。 

23．图 5-18是格 L所对应的哈斯图； 
（1）若 a,b,d,0的补元存在，写出它们的补元。 
（2）L是否是有补格？说明理由。 
（3）L是否是分配格？说明理由。 

解： 
（1） bcdeaca   ;10  ;  ;  , ==== 不存在。 
（2） 1L 不是有补格，因为 b无补元。 
（3） 1L 不是分配格，因为 cccea =∧=∧∨ 1)( 而

eececa =∨=∧∨∧ 0)()( ，两者不等。 

24．（1）将格（ |,36D ）的元素填入图 5-19哈斯图。 
（2） 36D 是分配格吗？ 
（3） 36D 是有补格吗？ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
解： 
（1）如图 5-20所示。 
（2）是分配格。（需一一验证）（直观地，没有和图 5-1中两图同构的子格，故是

分配格。） 
（3）不是有补格（2，3，6，12，18均无补元）。 

说明：① 由习题 7 知，只需要验证一个分配式如 )()()( cabacba ∧∨∧=∨∧ 即可。

另一方面，当 a,b,c任一元素为最小元 1或最大元 36，或任两元素相等时，
分配式显然成立，故只需对不为 1和 36且互不相等的 a,b,c验证。 

② 事实上，因为 36D 的所有元素中，任两元素的最小公倍数、最大公约数都在

36D 中，或说最小公倍数和最大公约数作为两种运算对 36D 是封闭的。且最

小公倍数和最大公约数两种运算满足分配律，故 36D 是分配格。 

25．试证明：具有三个或更多元素的链不是有补格。 
证： 
设具有三个或更多元素的链为（L,≤）。 

     
 
 
 
 
 
 
 

图 5-19 

           36 
 
     12       18  
 

4        6           9 
 
 
       2          3 
 

1 
 

图 5-20 
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对于任一元素 La∈ ，且 1  ,0 ≠≠ aa ，如果 a有补元 b，即有 1=∨ ba ， 0=∧ ba 。

因为 L是链，必有 a≤b或 b≤a。 
若 a≤b，则有 aba =∧ 这与 0≠a 矛盾。 
若 b≤a，则有 aba =∨ 这与 1≠a 矛盾。 
矛盾表明 a的补元 b不存在。因此，这种链不是有补格。 

26．设（L,≤）为一分配格， Lba ∈, 且 ba π 。令 Lxbaxxf ∈∀∧∨=   ,)()( 。试证明：

f是（L,≤）到自身的格同态映射，并求同态象 f(L)。 
证： 
设（L,≤）诱导的代数格为 ),,( ∧∨L 。对任意的 Lyx ∈, ，有 

bayxyxf ∧∨∨=∨ ))(()(  
bayax ∧∨∨∨= ))()((  

))(())(( baybax ∧∨∨∧∨=     分配律 
)()( yfxf ∨=  

bayxyxf ∧∨∧=∧ ))(()(  
bayax ∧∨∧∨= ))()((  

))(())(( baybax ∧∨∧∧∨=     分配律 
)()( yfxf ∧=  

证得 f是 L到自身的同态映射。 

对任意的 Lx∈ ，有 a≤ ax ∨ 。注意到 ba π ，故必有 a≤ bax ∧∨ )( ≤b，即        
a≤ )(xf ≤b。另一方面，若 a≤x≤b，则 xbxbxa =∧=∧∨ )( ，即 )(xf =x。 
从而 |{)( LxLf ∈= a≤x≤b} 

27．举例说明：保序的格映射不一定是格同态映射。 

                    a                     x1 
 
            b           c        x2    x3         x4 
                                           x6 
                                   x5           x7 
                    d                      x8 

图 5-21 

解： 
设格（A，≤1）和（B，≤2）如图 5-21所示，它们的运算分别为 ∧∨, 和 ⊗⊕, 。令

1)( xaf = ， 2)( xbf = ， 4)( xcf = ， 8)( xdf = 。显然 f是 A到 B的映射且是保序 
的。但 8)()( xdfcbf ==∧ ，而 642)()( xxxcfbf =⊗=⊗ ，故 

)()()( cfbfcbf ⊗≠∧  
可见，f不是格同态映射。 
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28．设 f 是（ 11,, ∧∨L ）到（ 22 ,, ∧∨S ）的格同态映射。考虑商集 }|]{[/ LaafL ∈= ，

其中 )}()(|{][ afxfLxxa =∈= 且 。在 L/f 上规定运算 ∨和 ∧如下：对任意的
fLba /][],[ ∈ ，定义 ][][][ 1 baba ∨=∨ ， ][][][ 1 baba ∧=∧ 。证明： 

（1）∨和∧是 L/f上的二元运算； 
（2）（ ∧∨,,/ fL ）是一个代数格； 
（3）令 fLaafaf /][  ),(][: ∈∀→∗ ，则 ∗f 是 L/f到 f(L)的格同构映射。 

证： 
（1）根据定义，显然运算是封闭的，这里只需说明定义的合理性，即若 ][][ aa )= ，

][][ bb
)

= ，是否有 ][][][][ baba
)) ∨=∨ 及 ][][][][ baba

)) ∧=∧ 成立。 

事实上，由定义，有 

fLba /][],[ ∈∀ ，有 )()(][][ bfafba =⇔=  

因 ][][][ 1 baba ∨=∨ ， ][][][ 1 baba
)))) ∨=∨ ，而 )()( afaf )= ， )()( bfbf

)
= ，且

f是同态映射，有 
)()()()()()( 1221 bafbfafbfafbaf
)))) ∨=∨=∨=∨  

可得 ][][][ 11 baba
)) ∨=∨ ，同理可证 ][][][ 11 baba

)) ∧=∧ ，得证定义是合理的。 

（2）根据代数格的定义，只需说明运算满足交换律、结合律、幂等律即可。这可类似
上面证明运算定义合理性方法来证明。这里选交换律来说明。 

因为 ][][][][][][ 11 ababbaba ∨=∨=∨=∨  
同理可证 ][][][][ abba ∧=∧ ，运算是可交换的。 

（3）首先，显然有（ 22 ,),( ∧∨Lf ）是（ 22 ,, ∧∨S ）的子格，其本身也是一个格。 

fLba /][],[ ∈∀ ，有 )()(][][ bfafba =⇔=  
故 *f 是 fL / 到 )(Lf 的映射且是一个单射。又显然 *f 是 fL / 到 )(Lf 的满射。 
其次，对 fLba /][],[ ∈∀ ，有 

])([])([)()()(])([])[]([ 2211 bfafbfafbafbafbaf ∗∨∗=∨=∨=∨∗=∨∗  
])([])([)()()(])([])[]([ 2211 bfafbfafbafbafbaf ∗∧∗=∧=∧=∧∗=∧∗  

证得 ∗f 是 fL / 到 )(Lf 的格同构映射。 

29．设 ),,( ∧∨L 是一分配格， La∈ 。设 

Lxaxxf ∈∀∨=   ,)(  
Lxaxxg ∈∀∧=   ,)(  

试证明：f和 g都是 ),,( ∧∨L 到自身的格同态映射。 
证： 
对于任意的 Lyx ∈, ，有 

)()()()( ayaxyfxf ∨∨∨=∨  
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ayx ∨∨= )(        L是分配格 
)( yxf ∨=  

)()()()( ayaxyfxf ∨∧∨=∧  
ayx ∨∧= )(        L是分配格 

)( yxf ∧=  

得证 f是 ),,( ∧∨L 到自身的格同态映射。 
同理可证 g也是 ),,( ∧∨L 到自身的格同态映射。 

30．设 f是格（L,≤1）到格（S,≤2）是的双射。证明：f格同构的充分必要条件是：对
任意的 Lba ∈, ，有 a≤1b⇔ f(a)≤2f(b)。 

证： 
必要性：若 f是格同构，则对任意的 Lba ∈, ， 
若 a≤1b，由于格同态映射是保序映射，有 f (a)≤ )(2 bf  
另一方面，若 )(af ≤ )(2 bf ，由于 f是双射，且是同态，则 f是保序映射，有 
a≤1b 
即  a≤1b⇔ )(af ≤ )(2 bf    
充分性：若对任意的 Lba ∈, ，有 a≤1b⇔ f(a)≤2f(b)。因 x≤1 yx ∨ ，有 f(x)≤ 
２ )( yxf ∨ ，同样有 f(y)≤２ )( yxf ∨ ，故 )()( yfxf ∨ ≤２ )( yxf ∨  
另一方面，对 Syfxf ∈∨ )()( ，因 f是双射，存在 Lz ∈ ，使得 )()()( yfxfzf ∨= ，

即 )(xf ≤2 )(zf ， )(yf ≤2 )(zf ，由条件，有 x≤1z，y≤1z，从而 yx ∨ ≤1z，再
次由条件，有 )( yxf ∨ ≤2 )()()( yfxfzf ∨=  
综上所述，有 )()( yfxf ∨ = )( yxf ∨ 。同理可证： )()()( yfxfyxf ∧=∧ ，即 f是
两格之间的同态映射，从而同构。 

31．设（L,≤）是一个分配格，它诱导的代数格为 ),,( ∧∨L ， Lba ∈, 。设 

}|{ axbaLxX ≤≤∧∈=  
}|{ baybLyY ∨≤≤∈=  

令 Xxbxxf ∈∀∨=   ,)( ； Yyayyg ∈∀∧=   ,)( 。试证明：f和 g是 X与 Y之间一对
互逆的格同构映射。 

证： 
首先，对任意的 Xx∈ ，有 axba ≤≤∧ 。于是， babxbbab ∨≤∨≤∨∧= )( ，即

baxfb ∨≤≤ )( ，有 Yxf ∈)( ，从而 f是 X到 Y的映射。同理，g是 Y到 X的映射。 
其次，对任意的 Xx∈ ，有 

abxxfg ∧∨= )())((  
)()( abax ∧∨∧=   L是分配格 

)( bax ∧∨=    ax ≤ ，交换律 
x=      xba ≤∧  

类似可证，对任意的 Yy∈ ，有 yygf =))(( 。从而，f和 g都是双射且互逆。 
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最后，对任意的 Xyx ∈, ，有 

)()()()( bybxyfxf ∨∨∨=∨  
byx ∨∨= )(  

)( yxf ∨=  
)()()()( bybxyfxf ∨∧∨=∧  

byx ∨∧= )(  
)( yxf ∧=  

所以，f是 X到 Y的格同构。而 g是 f的逆映射，g也是 Y到 X的格同构。 

32．设 f是格（L,≤1）到格（S,≤2）的满同态映射。证明： 

若（L,≤1）是有界格，则格（S,≤2）也是有界格。 
证： 
因（L,≤1）是有界格，设最大元为 1，最小元为 0。令 0̂)0(  ,1̂)1( == ff ，则 S∈0̂,1̂ 。

对于任意的 Sx∈ˆ ，因 f是满射，存在 Lx∈ ，使得 xxf ˆ)( = 。又因 f是同态映射，
知 f 是保序的，故由 0≤1 x≤1，有 )0(f ≤ )(2 xf ≤ )1(2 f ，即 0̂≤2 x̂≤21̂。这说
明 1̂,0̂ 分别是（S,≤2）的最大元和最小元。得证（S,≤2）是有界的。 

33．对于格（ |,30D ）， 
（1）证明格（ |,30D ）是布尔格； 
（2）作出对应偏序集的哈斯图； 
（3）找出 30D 的所有原子； 
（4）找出 30D 的所有子布尔代数； 
（5）找出一个含有 4 个元素的子格，它不是

子布尔代数。 
证： 
（1）如图 5-22所示。容易说明它是偏序集，

且其中每对元素都存在最大下界和最小

上界，故是格。又因为满足分配律，每个元素都有补元，故是布尔格。 
（2）其哈斯图如图 5-22所示。 
（3） 30D 的所有原子有：2，3，5。 
（4） 30D 的所有子布尔代数有：{1,2,15,30}，{1,3,10,30}，{1,5,6,30}，{1,30}，

{1,2,3,5,6,10,15,30}。 
（5）如{1,2,10,30}，{1,2,3,6}，{1,2,5,10}，{1,3,5,15}等是子格，但不是布尔代数，

其中第一个子格虽然有最大最小元但 2的补元 15不存在，后面三个子格均
不含原来的最大最小元。 

34．设 L是布尔格。证明： 

（1）若 yx ≤ ，则 xy ′≤′  
（3）若 0=∧ zy ，则 zy ′≤  

30 

 

10                       15 

           6     

2          5            3 

 
 

1 

图 5-22 
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（3）若 yx ≤ ， 0=∧ zy ，则 xz ′≤  
证： 
（1）若 yx ≤ ，则 yyx =∨ ，从而 yyx ′=′∨ )( ，即 yyx ′=′∧′ ，所以 xy ′≤′  
（2）若 0=∧ zy ，则 zyzyzyzzyyy ′∧=′∧∨∧=′∨∧=∧= )()()(1 ，从而 zy ′≤  
（3）利用（1）（2），有 zyx ′≤≤ ，再利用（1）， xz ′≤  

35．设（B，≤）是一个布尔格，它诱导的布尔代数为 )1,0,,,,( −∧∨B 。 0≠a 。若 

rbbba ,,,, 21 Λ 是原子，试证明：a≤ rbbb ∨∨∨ Λ21 当且仅当 ibarii =≤≤∃ ,1,  
证： 
必要性：用反证法。设 i∀ ， iba ≠ ，因 ib 是原子，据原子定义，有 0=∧ iba 。 
则因 a≤ rbbb ∨∨∨ Λ21 ，有 

)()()()( 2121 rr babababbbaa ∧∨∧∨∧=∨∨∨∧= ΛΛ  
0000 =∨∨∨= Λ  

这与 0≠a 矛盾。故 ibarii =≤≤∃    ,1  ,  
充分性：若 ibarii =≤≤∃    ,1  , ，则 a≤ rbbb ∨∨∨ Λ21 显然成立。 

36．设 )1,0,,,,( −∧∨B 为有限布尔代数， Ba∈ 且 0≠a 。证明：必存在原子 b使得 b≤a。 
证： 
若 a是 B的原子，取 b=a即可。 
若 a不是原子，则必存在 Bb ∈1 ，使得 ab ππ 10 ，若 1b 是原子，则结论成立，否
则必存在 Bb ∈2 ，使得 abb πππ 120 ，若 2b 是原子，则结论成立，否则继续这一
过程。由于 B是有限布尔代数，经过有限步后必找到 rb 使得 

abbbr πππΛππ 120 ，且 rb 是原子。于是取 rbb = ，则 b是原子且 b≤a。 

37．设 )1,0,,,,( −∧∨B 为有限布尔数， rbbb ,,, 21 Λ 是 B的全体原子。对于任意的 By∈ ，

证明： 0=y 当且仅当对于每一个 i都有 riby i ,,2,1,0 Λ==∧  
证： 
必要性是显然的。 

充分性：已知对于任意的 )1( nii ≤≤ ， 0=∧ iby 。假设 0≠y ，则由习题 36，必存
在某个原子 kb ，使得 ybk ≤ 。于是 kk byb ∧≤ 。这意味着 kby ∧π0 ，这与 

riby i ,,2,1,0 Λ==∧  

矛盾。故有 0=y  

38．设 )1,0,,,,( −∧∨B 和 )1̂,0̂,,,,( ¬∗+S 是两个布尔代数，f 是 B 到 S 的映射。证明：如果
对于任意的 Bba ∈, ，有 

（1） )(*)()( bfafbaf =∧  
（2） )()( afaf ¬=  

则 f是一个同态映射。 
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证： 
只需要证明，对于任意的 Bba ∈, ，有 )()()( bfafbaf +=∨  
事实上， 

)()()( bafbafbaf ∨¬=∨=∨     由条件（2） 
)( baf ∧¬=       由德摩根律 

))(*)(( bfaf¬=      由条件（1） 
))((*))(( bfaf ¬¬¬¬=     由条件（2） 

)()( bfaf +=       由德摩根律 
证毕。 

39．设 )1,0,,*,,( −+B 是一布尔代数， ),,( ∧∨S 是一代数系统， SBf →: 是一个满射。证 
明：若对于任意的 Bba ∈, ，有 

)()()( bfafbaf ∨=+ ； )()()*( bfafbaf ∧=  

则 ),,( ∧∨S 也是一个布尔代数，且 f 是这两个布尔代数间的同态映射。 
证： 
令 )0(0̂ f= ， )1(1̂ f= 。对于任意的 Szyx ∈,, ，由于 f是满射，存在 Bcba ∈,, ，使

得 )(afx = ， )(bfy = ， )(cfz = 。于是，有 

（1）交换律 
xyafbfabfbafbfafyx ∨=∨=+=+=∨=∨ )()()()()()(  

类似可证： xyyx ∧=∧  

（2）分配律 
))(*()()())()(()()( cbafcbfafcfbfafzyx +=+∧=∨∧=∨∧  

)*()*()**( cafbafcabaf ∨=+=  
)()())()(())()(( zxyxcfafbfaf ∧∨∧=∧∨∧=  

类似可证： )()()( zxyxzyx ∨∧∨=∧∨  
（3）存在最大元和最小元 

xafaffafx ===∧=∧ )()1*()1()(1̂  
xafaffafx ==+=∨=∨ )()0()0()(0̂  

故 1̂,0̂ 分别是 S的最小元和最大元。 

（4）令 )(xfx =¬ ，则 Sx∈¬ ，且有 

0̂)0()*()()()( ===∧=¬∧ faafafafxx  
1̂)1()()()()( ==+=∨=¬∨ faafafafxx  

因此， x¬ 是 x的补元。 
综上所述，由定理 11，得证 ),,( ∧∨S 是一个布尔代数，其最小元和最大元分别是 1̂,0̂ ，
其补运算为¬。 
因为对任意的 Byx ∈, ，有 
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)()()( yfxfyxf ∨=+ ； )()()*( yfxfyxf ∧=  

由¬的定义，又有 )()( xfxf ¬= 。故 f是 )1,0,,*,,( −+B 到 )1̂,0̂,,,,( ¬∧∨S 的同态映射。 

40．设 f是两个布尔代数 )1,0,,,,( −∧∨B 和 )1̂,0̂,,,,( ¬∗+S 间的同态映射。令 
}0̂)(,|{)0̂(1 =∈== − xfBxxfL  

试证明： 

（1） L∈0  
（2）若 Lb∈ ，则对任意的 Bx∈ ，只要 x≤b，就有 Lx∈  
（3）对于任意的 Lyx ∈, ，有 Lyx ∈∨  

证： 
（1）因为 0̂))0((*)0()0(*)0()00()0( =¬==∧= ffffff ，故 L∈0  
（2）因 Lb∈ ，故 0̂)( =bf 。若 x≤b，则有 bbx =∨ ，于是有 

0̂)()()()()(0̂ +=+=∨== xfbfxfbxfbf 。从而有 )(xf = 0̂。证得 Lx∈  
（3）因 Lyx ∈, ，有 0̂)(  ,0̂)( == yfxf ，于是 0̂0̂0̂)()()( =+=+=∨ yfxfyxf ，

证得 Lyx ∈∨  

41．设 ) ,,,( −∧∨L 是一个布尔代数，如果在 L上定义二元运算   ⊕ 为： 

)()( bababa ∧∨∧=⊕  

证明： ),( ⊕L 是一个阿贝尔群。 
证： 
由于 −∧∨ ,, 这三个运算在 L上都是封闭的，所以   ⊕ 在 L上也是封闭的。 

（1）对于任意 Lcba ∈,, ， 

cbabacba ⊕∧∨∧=⊕⊕ ))()(()(  
)))()((()))()((( cbabacbaba ∧∧∨∧∨∧∧∨∧=  
)))()((()()( cbabacbacba ∧∨∧∨∨∧∧∨∧∧=  
)))()((()()( cbabacbacba ∧∧∨∧∨∧∧∨∧∧=  
)()()()( cbacbacbacba ∧∧∨∧∧∨∧∧∨∧∧=  

同理可证  )()()()()( cbacbacbacbacba ∧∧∨∧∧∨∧∧∨∧∧=⊕⊕  
所以  )()( cbacba ⊕⊕=⊕⊕ ，即运算   ⊕ 满足结合律。 

（2）因为  abbaabbababa ⊕=∧∨∧=∧∨∧=⊕ )()()()(  
所以运算   ⊕ 是可交换的。 

（3）对于任意的 La∈ ，有 

aaaaaa =∧∨=∧∨∧=⊕=⊕ )1(0)0()0(00  

故 0是 L中关于运算   ⊕ 的单位元。 
（4）对于任意的 La∈ ，有 
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000)()( =∨=∧∨∧=⊕ aaaaaa  

故 L中每个元素均以自身作为逆元。 

综上所述，（L,   ⊕ ）是一个阿贝尔群。 

42．给出含有 8个元素的布尔代数的全体子代数。 
解： 
令 A={a,b,c}，由定理知， 328 = 个元素的布尔代数必同构于（ ⊆),(AP ）。故只需

给出（ ⊆),(AP ）的全部子代数。 
P(A)={∅ ,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},A}。注意到它的子代数必含有最小元∅和
最大元 A以及{a}和{b,c}，{b}和{a,c}，{c}和{a,b}互为补元，故全部子代数为： 
{∅ ,A}；{∅ ,A,{a},{b,c}}；{∅ ,A,{b},{a,c}}；{∅ ,A,{c},{a,b}}及 P(A)身。 

*43．设 S={1,2,4,6,9,12,18,36}，设 D是 S上的整除关系： Dyx >∈< , 当且仅当 y是 x
的倍数；求证： 

（1）D是一个偏序关系。 
（2）试画出关系 D的哈斯图，并由此说明＜S，D＞是一个格。 
（3）D是分配格吗？为什么？ 
（4）求集合{2，4，6，12，18}的下界，最大下界，最小元及上界，最小上界和

最大元。 
（5）给出(S，D)中所有含 5个元素的子格。 

证： 
（1）要证 D 为偏序关系，只需说明整除关系满足

自反、反对称、传递性质。 
因为对 S上任一元素 x，都有 x整除 x它自身，
故 D自反； Dyx ∈∀ , ，若 xDy，yDx，即 x整
除 y，y 整除 x，则 x=y，从而 D 反对称。

Dzyx ∈∀ ,, ，若 xDy，yD z，即 x 整除 y，y
整除 z，则 x整除 z，即 xDz，故 D传递。 

（2）其哈斯图如图 5-23所示。由于任意二个元素
均有最大下界和最小上界，故是格。 

（3）D不是分配格，因为 212)69(2 =∨=∧∨ ，而 6618)62()92( =∧=∨∧∨ ，

)62()92()69(2 ∨∧∨≠∧∨  
（4）集合{2，4，6，12，18}的下界为 1和 2，最大下界为 2，最小元为 2；上界

有 36，最小上界为 36；最大元不存在。 
（5）(S,D)中有 5个元素的子格共有下面的 13个（这是通过一一验证得来的）： 

{2，6，12，18，36}；{2，4，6，12，36}；{1，6，12，18，36}； 
{1，6，9，18，36}；{1，4，9，12，36}；{1，2，9，18，36}； 
{1，2，6，18，36}；{1，2，6，12，36}；{1，2，6，9，18}； 

        36 

 
    12           18 
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图 5-23 
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{1，2，4，9，36}；{1，2，4，18，36}；{1，2，4，12，36}； 
{1，2，4，6，12} 

*44．设 nS 是正整数 n的所有因子构成的集合。m | n表示 m整除 n。试判断 |),( 12S 和

|),( 30S 是否是有补格？是否是布尔代数？为

什么？ 
解： 

|),( 30S 的相关结论已经在题 33中给出解答。它
是布尔格。这里只给出 |),( 12S 的相关结果。其

哈斯图如图 5-24所示。 
它不是有补格，因为元素 2没有补元（任何一
个元都不是 2 的补元），元素 6 也没有补元。
从而不是布尔代数。 
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第 6章  图  论 

图论是一个新的、重要的数学分支，也是一门很有实用价值的学科。它的研究对象是

图。图论是建立和处理离散数学模型的一个重要工具，它在自然科学和社会科学等各领域

均有很多应用。在那些与计算机学科有关的领域中更显示其重要性，它已渗透到诸如语言

学、逻辑学、物理学、化学、电信工程、信息论、控制论、经济管理等领域。近年来随着

计算机科学的蓬勃发展，图论的发展也极其迅速，应用范围不断拓广。特别在计算机科学

中，如开关理论与逻辑设计、数据结构、形式语言、操作系统、编译程序的编写、信息的

组织与检索、分布式系统等方面均扮演着重要的角色。本章介绍图论的一些基本概念和基

本性质，以及几种在实际应用中有着重要意义的特殊图。 

§6.1  内 容 分 析 

§6.1.1  图的基本概念 

元素的无序对{ }yx, 称为无序偶，也记作( x, y )。显然( x, y )=( y,x )。 
{ }ByAxyx ∈∈ ,),( 称为集合 A与 B的无序积，记作  A&B。 
元素可以有重复的集合称为多重集合。例如{ }bba ,, 。 

定义 1  一个无向图 G 是一个有序二元组，记作 >=<V,EG ；非空有限集合V 称为顶
点集或结点集，其元素称为顶点或结点；E是V&V的多重子集，称为边集，其元素称为无
向边或边。 

定义 2  一个有向图 D是一个有序二元组，记作 >=<V,ED ；V 是无向图的顶点集，
边集 E是 VV × 的多重子集，其元素称为有向边或边。若 >< u, v 为有向边，则称u为起点，
v为终点。 

若 Evu ∈),( （或 >< u, v ∈E），则记作 )(u, ve = （或 >=< u, ve ）,称 u和 v为边 e的端
点，称 e与u和 v相互关联；与同一条边关联的两个结点称为相邻，有公共结点的两条边也
称为相邻；无边关联的结点称为孤立点；端点重合的边称为环；若关联一对结点的边多于

一条，则称这些边为平行边（对有向图还要要求有向平行边的方向一致）。 
mEnV ==   , 的图称为 ),( mn 图，也称为 n阶图，记作 ),( mnG = ； )0,(n 图称为零图；

)0,1( 图称为平凡图；具有平行边的图称为多重图；不含环和平行边的图称为简单图；将无

向图G的每条无向边均加上一个方向所得的有向图称为G的定向图。 
用平面上的点代表图的结点，用连接相应结点而不经过其他结点的线（直线或曲线）

代表边，即得图在平面上的图解。点的位置、线的形状都有很大的随意性，一个图可以有
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各种外形上差别很大的图解。 
第 2章中讨论的二元关系的关系图，实际上是不含平行边的有向图。 

§6.1.2  结点的度 

定义 3  无向图中与结点 v关联的边数称为 v的次数（或度数、度），记作 )deg(v （若 v
有环，则它对 v的度计为 2）。有向图中，以结点 v为起点的边数称为 v的出度，记作 )(deg v+ ；

以 v为终点的边数称为 v的入度，记作 )(deg v− ； )(deg v+ + )(deg v− 称为 v的度，记作 )deg(v ，
即 )deg(v = )(deg v+ + )(deg v− （若 v有环，它对 v的出度和入度各计 1）。 

定理 1（握手定理）  设图 >=< EVG , ， { }nvvvV ,,, 21 Λ= ， mE = ，则 mvd
n

i
i 2)(

1
=∑

=
。

又若 G为有向图，则 ∑∑
=

−

=

+ ==
n

i
i

n

i
i mvv

11
)(deg)(deg  

推论  在任何图中，奇度结点的个数为偶数。 

度为 1的结点所关联的边称为悬挂边，该结点称为悬挂结点。 
无向图 G中结点的最大度记作 )(G∆ ，最小度记作 )(Gδ ；有向图中最大和最小出度分

别记作 +∆ 和 +δ ，最大和最小入度分别记作 −−∆ δ和 。 
每个结点的度为 1-n 的 n阶无向图称为n阶无向完全图，记作 nK ；每个结点的出度和

入度均为 1-n 的 n阶有向图称为n阶有向完全图，也记作 nK ； n阶完全无向图的定向图称
为竞赛图； kGG ==∆ )()( δ ，即各结点的度均为 k的无向图称为 k正则图（对有向图也可
定义正则图，但没有相应类型的无向图重要）。例如由正四面体、正方体、正八面体、正十

二面体、正二十面体的顶点和边构成的图均为正则图，分别称为四面体图（即 4K ）、方体

图、八面体图、十二面体图、二十面体图，统称为柏拉图图。其中的四面体图、方体图和

十二面体图均为 3正则图，八面体图为 4正则图，二十四体图为 5正则图。 
n边形的顶点和边构成的图称为 n边形图，记作 )3( ≥nCn 。显然 nC 是 2正则图。在 1−nC

内放置一个顶点，使之与 1−nC 的各顶点相邻，这样构成的简单图称为轮图，记作 nW 。 
若无向图 >=< EVG , 的V 可分成两个不相交的非空子集 1V 和 2V ，使G的每条边的端

点，一个属于 1V ，另一个属于 2V ,则称 G 为二部图（或二分图、二元图、偶图），记作
>=< EVVG ,, 21 ， 1V 和 2V 称为互补结点子集。又若简单二部图 G 中 1V 的每个结点与 2V 的

所有结点相邻，则称G为完全二部图，记作 mnK , ,其中 1Vn = ， 2Vm = 。 mK ,1 称为星形图。 
n阶图中的 n个结点组成的（单调增加）序列称为G的度序列，记作（ n21 ,d,,dd Λ ）。 

§6.1.3  子图 

定义 4  设图 >=<V, EG 和 >′′=<′ EVG , ，若 VV ⊆′ ， EE ⊆′ ，则称G′为 G的子图，
G为G′的母图，记作 GG ⊆′ 。 

若 VV ⊂′ 或 EE ⊂′ ，则称G′为 G 的真子图；若 VV =′ ， EE ⊆′ ，则称G′为 G 的生
成子图或支撑子图；若 VV ⊆′ ，E ′是关联结点都在V ′中的 G的边集合，则称G′为 G的由
V ′导出的子图，记作 G（V ′）；若 EE ⊆′ ，V ′是 E ′中的边关联的结点集合，则称G′为 G
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的由 E ′导出的子图，记作 )(EG ′ 。 
由 G 的所有结点和为了使 G 成为完全图所需要添加的边组成的图，称为 G 的补图，

记作G。 

§6.1.4  图的同构 

定义 5  设 >=<>=< 222111 ,  ,, EVGEVG ，若存在双射 21: VVf → ，使得边之间有如

下关系：如果 ii uvf =)( ， jj uvf =)( ，且 1),( Evv ji ∈ （或 1, Evv ji >∈< ）当且仅当 2),( Euu ji ∈
（或 2, Euu ji >∈< ），而且 ),( ji vv （或< ji vv , >）与 ),( ji uu （或 >< ji uu , ）的重数相同，

则称 1G 与 2G 是同构的，记作 1G ≅ 2G 。 

若两个图存在同构 f ，则 f 不一定惟一。同构的图要求结点与结点之间，边与边之间
都存在一一对应，而且它们的关联关系也必须保持其对应关系。同构的图除了它们的结点

标记可能不同外，其他的完全相同。图的同构关系是等价关系。判断两个图是否同构，一

般情况下并不容易。因为若两个图都有 n个结点，它们之间的双射有 n个，即使 n不大，
检查这些双射是否保持结点与边的关联关系，计算量也很大。但还是有一些办法可以帮助

我们缩小所要考虑问题的范围。两个图同构，首先它们要有相同的结点数和边数，且度序

列也相同，因为同构的两个图中，只有度相同的点才能建立对应关系。但两个度序列相同

的图不一定同构。判断两个图不同构往往可采用如下办法：将图的结点按某种对判断同构

有意义的标准分类，如按度分类。两个同构的图对应结点类的导出子图也应该同构，这样

就将问题局部化了。 

§6.1.5  图的运算 

设 >=< 111  , EVG ， >=< 222  , EVG 为无向图。若 ∅=21 VV Ι ，则称 1G 与 2G 不相交；
若 ∅=21 EE Ι ，则称 1G 与 2G 边不相交；以 1E Υ 2E 为边集，以 1E Υ 2E 中边关联的结点
为结点集的图 G称为 1G 与 2G 的并图，记作 G= 1G Υ 2G ；以 1E Ι 2E 为边集，以 1E Ι 2E 中
边关联的结点为结点集的图 G称为 1G 与 2G 的交图，记作 G= 1G Ι 2G 。当 ∅=21 EE Ι 时，

1G Ι 2G 为∅；以 1E − 2E 为边集，以 1E － 2E 中边关联的结点为结点集的图 G称为 1G 与 2G
的差图或 2G 相对于 1G 的补图，记作 21 GGG −= 。当 1E - 2E 为∅时， 21 GG − 为∅；
（ 1G Υ 2G ）−（ 1G Υ 2G ）称为 1G 与 2G 的环和，记作 1G ⊕ 2G 。当 1E = 2E 时， 1G ⊕ 2G
为∅。 

§6.1.6  结点、边的删除、边的收缩 

设图 >=<V, EG 。设 Vv∈ ，G-v或 { }vG − 表示从 G中删除v及所关联的边；设 VV ⊂′ ，

VG ′− 表示从 G中删除V ′中各结点及所关联的边；设 Ee∈ ，G-e或 { }eG − 表示从 G中删
除e；设 EGEE ′−⊂′   , 表示从 G中删除 E ′中各边；设 Ee∈ ，G− e表示从 G中删除e，
并将 ),( vue = 的端点u和v变为一个结点w，使w关联除e外的u和v所关联的所有边；

),( vuG Υ 或 ),( vuG + 表示在 G中结点u和v之间加边（ vu, ）。 
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§6.1.7  通路与回路 

定义 6  设图 >=<V, EG ，G 中结点和边的交替序列 Λ22110 vevevP = lv ,其中 ie 与 1-iv
和 iv 关联，即 ),( 1 iii vve −= ，或 >=< − iii vve ,1 ， li ≤≤1 ，P称为 0v 到 lv 的通路。 0v 和 lv 分
别称为通路的起点和终点，边的数目称为通路长度。若 lvv ≠0 ，则称 P为开（通）路；若

lvv =0 ，则称 P为闭（通）路或回路；所有边均不同的通路称为简单通路或迹；所有边均
不同的回路称为简单回路或闭迹；所有结点均不同（从而所有边也均不同）的通路称为基

本通路（或初等通路、初级通路或路径）；除起点和终点外，所有结点和所有边均不同的回

路称为基本回路（或初等回路、初级回路或圈）。 

显然，基本通路必为简单通路，基本回路必为简单回路；反之，则不然。在不引起误

解的情况下，可以只用边序列 leee ,,, 21 Λ 表示通路或回路；在简单图中，也可只用结点序

列 lvvv ,,, 21 Λ 表示通路或回路。若 G 中存在从u到v的通路，则从u到v长度最短的通路
称为u到v的短程线，其长度称为u和v之间的距离，记作 )(u, vd 。若 G中不存在从u到v
的通路，则规定 )(u, vd = ∞ 。距离满足如下性质： )(u, vd ≥ 0； 0)( =u, ud ；

)(u, vd )( v, wd+ ≥ )(u, wd （无向图的距离还满足对称性，即 )()( v, u du, vd = ）。 

定理 2  图 G为二部图的充要条件是 G中所有基本回路长都是偶数。 

定理 3  在n阶图 G 中，若存在从u到v的开通路，则必存在从u到v长度小于等于
1−n 的基本通路。 

定理 4  在n阶图 G 中，若存在v到自身的简单回路，则必存在v到自身长度小于等
于n的基本回路。 

§6.1.8  连通性 

定义 7  在无向图中，若存在从u到v的通路，则称u和v是连通的。规定任一结点到
自身总是连通的；在有向图中，若存在从u到v的通路，则称u可达v。规定任一结点u到
自身总是可达的。 

定义 8  若无向图 G是平凡图，或 G中任意两个结点都是连通的，则称 G是连通图；
否则称 G是非连通图或分离图。 

易知无向图结点之间的连通关系为等价关系，按等价关系可将结束集 V划分成互不相
交的等价类 V1，V2，⋯，VK，则导出子图 G(V1)，G(V2)，⋯， )( kVG 都是 G的连通子图，
称为 G的连通分支或分支。G的分支数记作 p )(G 。 

对图的连通性需要作定量的描述。首先要确定衡量图的连通程度的标准。对无向连通

图 G，若至少要删除若干个结点或若干条边才能使 G成为不连通的，则显然需要删除的结
点数和边数愈多，说明 G的连通程度愈“好”。下面给出一些确切的定义。 

定义 9  设 >=<V, EG 为连通无向图， VT ⊂ ，若 TG − 不连通或是平凡图，则称 T
为 G 的点断集或点割集。若{ v }为 G 的点断集，则称 v 为 G 的断点或割点，

κ )(G = min {|T|│T 为 G 的点断集}称为 G 的点连通度或连通度。规定非连通图和平凡图
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的连通度为 0。若 kG ≥)(κ ，则称 G是 −k 连通的。 1)( −= nKnκ 。 

定义 10  设 >=<V, EG 为连通无向图， ES ⊂ ，若 SG − 不连通或是平凡图，则称 S
为 G 的边断集或边割集或割集。若{ }e 为 G 的边断集，则称e为 G 的断边或割边或桥。

min)( =Gλ {|S|│S为 G的边断集}称为 G的边连通度。若 kG ≥)(λ ，则称 G是 −k 边连通

的。规定非连通图和平凡图的边连通度为 0。 1)( −= nKnλ 。 

定理 5  对任一无向图 G，有 )()()( GGG δλκ ≤≤ 。 

定理 6  对任一无向图 )(n, mG = ，有 ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢≤

n
mG 2)(κ ， ⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢≤

n
mG 2)(λ 。 

定义 11  设 D 为有向图，若略去 D 中有向边的方向所得的无向图是连通图，则称 D
为连通的或弱连通的；若 D中任意两结点间至少有一个结点可达另一个结点，则称 D为单
向连通的；若 D中的任意一对结点都相互可达，则称 D为强连通的。 

若 D强连通，则 D是单向连通的；若 D单向连通，则 D是弱连通的。反之，则不然。 

定理 7  有向图 D是强连通的，当且仅当 D中存在一条经过每个结点至少一次的有向
回路。 

定理 8  设有向图 D是弱连通的，若 D的每个结点的出度（或入度）均为 1，则 D恰
有一条有向回路。 

在有向图中，具有强连通性质的极大子图称为强分图；具有单向连通性质的极大子图

称为单向分图；具有弱连通性质的极大子图称为弱分图（此处“极大”的含义是子图具有

某种性质，但若再加上任意一个其他结点，就不再具有该性质）。 

定理 9  有向图的每个结点恰好位于一个强分图中。 

§6.1.9  图的矩阵表示 

图的图解表示对于形象直观地分析给定图的某些特性有时是有用的，但当图的结点数

和边数较大时，这种办法是不实际的。图的矩阵表示是另一个方便的方法，它使图的有关

信息能以矩阵的形式在计算机中储存起来并加以运算，可揭示图的许多重要性质。计算机

能识别图的矩阵表示，这便于利用计算机来研究有关图的算法。但图的许多有强烈的直观

背景的性质，在用矩阵表示时会遇到困难。例如关于平面性的问题就是如此。 

定义 12  设 >=< EVG , 为无向图， { }nvvvV ,,, 21 Λ= ， { }meeeE ,,, 21 Λ= 。令 ijm 为 iv
和 je 的关联次数，则称 mnijmM ×= ][ 为 G的关联矩阵。 

图的最本质特征是边与结点的关联性质，关联矩阵表示图的边与结点的关联性质，它

完整地体现了图的特征。关于关联矩阵有如下结论：M中每列元素之和等于 2；M的第 i行

元素之和为 )deg( iv ；M的全部元素之和为 mv
n

i
i 2)deg(

1
∑
=

= ；若M的第 i行元素全为 0，则 iv

为孤立点。 

定义 13  设 >=< EVG , 为无向图， { }nvvvV ,,, 21 Λ= 。令 ija 为以 iv 和 jv 为两个端点
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的边数，则称 ][ ijaA = nn× 为 G的邻接矩阵。 

邻接矩阵体现图中结点之间的邻接关系，它是一个对称矩阵。 

定义 14  设 >=<V, ED 为无环有向图， { }nvvvV ,,, 21 Λ= ， { }meeeE ,,, 21 Λ= 。令

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

不关联与

的终点是

的起点是

ji

ji

ji

ij

ev

ev

ev

m

0

1

1

, 则称 ][ ijmM = mn× 为D的关联矩阵。 

有向图的关联矩阵有如下结论：M中每列元素中 1和−1各有一个；M的第 i行元素绝
对值之和为 )deg( iv ，其中 1的个数为 )(deg iv+ ，−1的个数为 )(deg-

iv ；M的全部元素之和
为 0。 

定义 15  设 >=<V, ED 为有向图， { }nvvvV ,,, 21 Λ= 。令 ija 是以 iv 为起点， jv 为终
点的边数，则称 ][ ijaA = nn× 为 D的邻接矩阵。 

任一图的关联矩阵和邻接矩阵都与其图解一一对应。显然，若两个图的邻接矩阵相同，

或可通过交换某些行和相应的列而相同，则这两个图同构。邻接矩阵最大的作用在于判定

图的连通性。通过幂运算可得 lA ， lA 中每个元素的图论意义见定理 10。 

定理 10  若图有结点集{ }nvvv ,,, 21 Λ 和邻接矩阵 A，则 lA 中（ i, j）元素 )(l
ija 是从 vi

到 jv 的长度为 l的通路数目。若 ji = ，则
)l(

iia 是 iv 到自身的长度为 l的回路数目。 

推论 1  d（ j,vvi ）是使 lA 的（ j i, ）元素 )(l
ija 非零的最小整数 l )( ji ≠ 。 

推论 2  令 r
r AAAB +++= Λ2 ，则 rB 的（ i, j）元素是从 iv 到 jv 的长度小于等于 r的

通路数目。若 nB 的（ ji, ）元素为 0，则不存在从 iv 到 jv 的通路， iv 和 jv 属于不同的分支。
所以，图是连通的或强连通的⇔ nB 除主对角线外全是非零元素。 

§6.1.10  最短路径问题 

定义 16  给图的边（ ji  ,vv ）或< ji v,v  >赋予一个实数 ijw ，称 ijw 为该边的权，每条边
附加有权的图称为带权图或赋权图。一条通路的权是指这条通路上各边的权之和。 

最短路径问题，是寻找从 u到 v（ vu ≠ ）的具有最小权的通路，实际上它一定是路径。

现已有若干求最短路径的算法。Dijkstra 于 1959 年提出的标号法是公认的好算法，能求出
图的某个结点到其他任一结点的最短路径。首先给 n 阶带权图的每个结点记一个数，称为
标号。标号有两种：临时标号（T标号）和固定标号（ P标号）。结点T标号表示从始点到
终点的最短通路的权的上界； P标号表示从始点到该结点的最短通路的权。算法的每一步
把某个结点的T标号改变为 P标号，并改变其他结点的T标号。一旦终点得到 P标号，算
法就结束。若要求得从始点到其他任一结点的最短路径，则最多经 1−n 步算法停止，该算

法的具体步骤如下。 
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Dijkstra算法 

第 1步  给始点 1v 标上 P标号 d( 1v )=∞ ,给其他结点标上T标号 d( jv )= jw1 ， nj ≤≤2
（设 ijw 是连接结点 iv 和 jv 的边的权，若 iv 和 jv 没有边相连，则令 ijw =∞。
利用计算机计算时，可根据具体问题的要求，取一个足够大的数代替∞）。 

第 2 步  在所有的T标号中取最小者，设结点 kv 的T标号 d( kv )最小，则将 kv 的T标
号改为 P标号，并重新计算具有T标号的其他各个结点 jv 的T标号： 

新的 d( jv )=min{旧有的 d( jv )， kjk wvd +)( }。 

第 3步  若终点已具有 P标号，则此标号即为所求最短路径的权，算法停止；否则转
至第 2步。 

若要求始点到其他每一结点的最短路径，则第 3步修改为所有结点都已具有 P标号时
算法停止。 

有向图的最短路径问题的处理方法与此相同。若带权图的权是代表某种效益、利润等

等，则要求的不是“最短”路径而是“最长”路径，这时只要将权改变正负标号，原来的

问题就转化为最短路径问题。Dijkstra算法只能找出图中某个结点到任一其他结点的最短路
径，如果要用该算法找出图中任意两个结点之间的最短路径，则算法要执行 n次。下面介
绍Warshall给出并经 Floyed改进的算法，该算法能方便地求出图中任两结点之间的最短路
径。 

Warshall算法 

第 1步  令 ][][ )0()0(
ijij wwWW ===  

第 2 步  从 )0(W 出发，依次构造n阶矩阵 )()2()1( ,,, nWWW Λ 。各个 ][ )()( k
ij

k wW = 的定

义为： { })1()1()1()( ,min −−− += k
kj

k
ik

k
ij

k
ij wwww  ， )(k

ijw 是从 iv 到 jv 中间结点仅属于

{ }kvvv ,,, 21 Λ 的通路中权最小的通路之权。 

最后得到的 )(nW 的元素 )(n
ijw 就是结点 iv 到 jv 的最短路径的权。 

§6.1.11  欧拉图与哈密尔顿图 

定义 17  通过图（无向图或有向图）中每条边正好一次的通路称为欧拉通路，存在欧
拉通路的图称为半欧拉图；通过图中每条边正好一次的回路称为欧拉回路，存在欧拉回路

的图称为欧拉图。 

显然，欧拉通路是简单通路，欧拉回路是简单回路。欧拉图必定是半欧拉图，反之，

则不然。 
判断一个图是否为欧拉图或半欧拉图，有很简单的充要条件。 

定理 11  不含孤立点的无向图 G 是半欧拉图，当且仅当 G 连通，且奇度结点为零个
或两个。 

定理 12  不含孤立点的无向图 G是欧拉图,当且仅当 G连通，且所有结点的度为偶数。 
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定理 13  不含孤立点的无向图 G是欧拉图，当且仅当 G连通，且 G是边不相交的基
本回路的并。 

定理 14  不含孤立点的有向图 D 是半欧拉图，当且仅当 D 弱连通，且其中一个结点
的入度比出度大 1，另一个结点的出度比入度大 1，其余结点的入度均等于出度。 

定理 15  不含孤立点的有向图 D 是欧拉图，当且仅当 D 弱连通，且所有结点的入度
等于出度。 

设 G为无向欧拉图，求 G中一条欧拉回路的算法如下。 

Fleury算法 

第 1步  任取 G中一结点 0v ，令 00 vP = 。 
第 2步  假设 P=v0e1e2⋯eivi已选好，按下面方法从 E−{e1,e2,⋯,ei}中选 ei+1 

（1）ei+1与 ei相关联； 
（2）除非无别的边可供选择，否则 ei+1不应该是 Gi=G−{e1,e2,⋯,ei}的断边。 

第 3步  当第 2步不能执行时，算法停止。 

有向欧拉图的欧拉回路可类似求出。 
作为欧拉图的应用及其推广的例子是邮路问题。设一个邮递员从邮局出发沿着他所管

辖的街道送信，然后返回到邮局，他应选择怎样的路线，才能使得所走的实际路程最短呢？

我们知道，如果他管辖的街道恰好成为欧拉图，就不存在最短路程的问题，因为不论他怎

样安排行走路线，所走路程总是一定的。但实际问题中一般不会恰巧就是欧拉图，必然某

些街道要重复经过，因此邮路问题是一个既与欧拉图又与最小权通路有关的问题。邮路问

题可用图论的概念描述如下：在一个带权图 G中，怎样找到一条回路 C，使得 C包含 G中
的每条边至少一次，而且回路 C具有最小权。C分三种情况： 

（1）如果 G是欧拉图，必定有欧拉回路，C即找到。 
（2）如果 G是具有从 iv 到 jv 的欧拉通路的半欧拉图，C的构造如下：找从 iv 到 jv 的

欧拉通路及 iv 到 jv 的最小权通路（即最短路径）。这两条通路合并在一起就是最
小权回路。 

（3）如果 G 不是半欧拉图，一般说来，G 中包括各条边之回路，其重复的边数与奇
结点数目有关，若奇结点多于 2，则回路中会出现更多的重复的边，问题是怎样
使重复边的权总和最小。在理论上已证明：一条包括 G的所有边的回路 C具有
最小权当且仅当： 

① 每条边最多重复一次； 
② 在 G的每个回路上，有重复边的权之和小于回路权的一半。 

定义 18  通过图中每个结点正好一次的通路称为哈密尔顿通路，存在哈密尔顿通路的
图称为半哈密尔顿图；通过图中每个结点正好一次的回路称为哈密尔顿回路，存在哈密尔

顿回路的图称为哈密尔顿图。 
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哈密尔顿图也是半哈密尔顿图，反之，则不然。哈密尔顿图或半哈密尔顿图必连通。 
判断一个图是否为欧拉图或半欧拉图有一种简单的方法，但至今未找到判别一个图是

否为哈密尔顿图或半哈密尔顿图的简明的充要条件，只能给出若干必要条件或充分条件。 

定理 16  若无向图 >=< EVG  , 是哈密尔顿图，W 是 V 的任意非空子集，则
WWGp ≤− )(  

定理 16的实用价值在于利用其逆否命题来判定一个图不是哈密尔顿图。 

定理 17  设 G为n阶无向简单图，若对 G的任意两个不相邻的结点u和v，有 
1)deg()deg( n-vu ≥+ ，则 G为半哈密尔顿图。 

定理 18  设 G为n阶无向简单图，且 3≥n ，若对 G的任意两个不相邻的结点u和v，
有 nvu ≥+ )deg()deg( ，则 G为哈密尔顿图。 

定理 19  设 G为n阶无向简单图，若对 G的任一结点v有 )deg(v ≥
2
n
，则 G为哈密

尔顿图。 

定理 20  设 D为n阶有向简单图，若略去 D的方向后所得无向图中含生成子图 nK ，

则 D为半哈密尔顿图。 

推论  竞赛图是半哈密尔顿图。 

作为哈密尔顿回路的一个推广是推销员问题，亦称流动售货员问题或货郎担问题。设

有一个推销员从公司出发走销附近所有城镇，然后返回公司，其旅行路线怎样安排，才能

使总距离最小？用图论观点来说，就是要找一条权最小的哈密尔顿回路，即所谓最小权哈

密尔顿回路。研究这类问题很有实用价值，但至今还未找到好的解决方法。下面给出一种

“近邻法”或“最邻近法”，按此方法求得的哈密尔顿回路未必是最小权哈密尔顿回路，但

很接近最小权哈密尔顿回路。 

近邻法 

设图为带权无向完全图。 

第 1步  任取一个结点为始点，找一个最靠近始点的结点，形成一条边的初始路径。 
第 2 步  设 x表示刚加入这条路径的结点，从所有不在该路径上的结点中选一个最靠

近 x的结点，将连接 x和这一结点的边加入该路径。重复这一步，直到图中
所有结点包含在路径上。 

第 3步  将连接始点和最后加入的结点的边加入路径，便得一条哈密尔顿回路。 

§6.1.12  平面图 

所谓图的平面性问题，就是一个图是否存在除结点处之外无边相交的平面图解。研究

图的平面性问题很有实用价值，例如考虑印刷电路的布线时就会遇到这样的问题。 
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定义 19  若无向图 G 能画在平面上，除结点处之外无边相交，则称 G 为可平面图或
平面图。画出的无边相交的图称为 G的一个平面嵌入或平图。无平面嵌入的图称为非平面
图。 

显然，若 G为平面图，则其子图也是平面图；若 G为非平面图，则其母图也是非平面
图；若 G为平面图，则其每个分支也为平面图，因此，只需研究连通平面图。 

定义 20  平图 G 的边所围成的区域，若其内部不含 G 的结点和边，则称该区域为 G
的面。每个平图恰有一个面为无界区域，称为无限面或外部面，其余的面称为有限面或内

部面。包围一个面的边构成的回路称为该面的边界，回路的长称为边界的长。 

定义 21  若平面图 G中任意两个不相邻的结点之间加一条边，所得图为非平面图，则
称 G 为极大平面图。若非平面图 G 中任意删除一条边，所得图为可平面图，则称 G 为极
小非平面图。 

定理 21（欧拉公式）设 ),( mnG = 是有 r个面的连通平面图，则 2=+− rmn 。 

推论  设 ),( mnG = 是有 r个面和 k个分支的平面图，则 1+=+− krmn 。 

定理 22  不少于 3个结点的极大平面图 ),( mnG = 有 r个面，它的所有面的边界是 3K ，
且有 63 −= nm ， 42 −= nr 。 

定理 23  不少于 4个结点的极大平面图 G，有 3)( ≥Gδ 。 

定理 24  设连通平面图 ),( mnG = ，若 G 的每个面的边界长度均为 )3( ≥ll ，则

)2(
2

−
−

= n
l

lm ；若 G的每个面的边界长度至少为 )3( ≥ll ，则 )2(
2

−
−

≤ n
l

lm 。 

定理 25  设 ),( mnG = 为连通平面图，若 G 的每个面的边界长度至少为 3，则
63 −≤ nm ；若 G的每个面的边界长度至少为 4，则 42 −≤ nm ；若 G的每个面的边界长度

至少为 5，则
3

10
3
5

−≤ nm ；若 G的每个面的边界长度至少为 6，则 3
2
3

−≤ nm 。 

推论  5K 和 3,3K 为非平面图。 

定理 26  设 G为连通的简单平面图，则 G中至少有一个结点v， 5)deg( ≤v 。 

上述定理都是判别平面图的必要条件，而非充分条件，但这些定理的逆否命题是判别

非平面图的充分条件，可用来判别一个图为非平面图。凡是平面图一定满足相应的不等式，

但满足某一个不等式的未必都是平面图，而不满足相应不等式的肯定不是平面图。如 5K 和

3,3K 。凡是不超过4个结点的图必为平面图，5个结点和6个结点的非平面图就是 5K 和 3,3K ，

它们是非平面图的两个最小模型，非常重要，是定理 27、28的基础。定理 27、28给出了
平面图的一个十分简洁的特征，但要用这个充要条件来具体判别一个图是否是平面图，仍

属不易。 
若在图的一条边上插入一个新的 2 度结点，使一条边变成两条边，或对于两条关联于

一个 2度结点的边，去掉这个结点，使两条边合成一条边，图的平面性都保持不变。 
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定义 22  若 1G 和 2G 同构，反复插入或除去 2度结点后仍同构，则称 1G 和 2G 同胚。 

定理 27  一个图是平面图当且仅当它不含与 5K 和 3,3K 同胚的子图。 

定理 28  一个图是平面图当且仅当它不含经过边的收缩能成为 5K 和 3,3K 的子图。 

平面图 G的对偶图 G*构造如下：在 G的每个面中取一点为 G*的结点，对 G中的每条
边 e，都取 G*的一条边 *e ，使 *e 只穿过 e一次（不穿过 G 的其他边）并连接以 e为公共
边的两个面中 G*的结点（两个面可能是一个面），若 e为 G 的断边，则 e 对应的边 *e 为
G*的环；若 e为 G的环，则e对应的边 *e 为 G*的断边。显然，G*是连通平面图。 
若平面图 G的对偶图 G*与 G同构，则称 G为自对偶图。 

定理 29  若 G*为连通平面图 G的对偶图，则 rn* = ， mm* = ， nr* = 。其中 rmn ,,
分别为 G的结点数、边数和面数， *n 、 *m 、 *r 分别为 *G 的结点数、边数和面数。 

§6.1.13  覆盖集、独立集和匹配 

定义 23  设 >=<V, EG 为无向简单图， VV ⊆* ，若 G的每条边至少有一个端点属于
*V ，则称 *V 为 G的一个结点对边的覆盖集（或点覆盖集或点覆盖）。若点覆盖 *V 的任一

真子集都不是点覆盖，则称 *V 为极小点覆盖。结点数最少的极小点覆盖称为最小点覆盖，

其结点数称为点覆盖数，记作 0α 。 

定义 24  设 >=<V, EG 为无向简单图， EE* ⊆ ，若G的每个结点是 *E 中至少一条

边的端点，则称 *E 为 G的一个边对结点的覆盖集（或边覆盖集或边覆盖）。若边覆盖 *E 的

任一真子集都不是边覆盖，则称 *E 为极小边覆盖。边数最少的极小边覆盖称为最小边覆盖，

其边数称为边覆盖数，记作 1α 。 

定义 25  设 >=<V, EG 为无向图， VV ⊆* ，若 *V 中任意两结点不相邻，则称 *V 为

G的点独立集。若在点独立集 *V 中再加入任一结点v，则 *V Υ { v }不是点独立集，则称 *V
为极大点独立集。结点数最多的极大点独立集称为最大点独立集，其结点数称为点独立数，

记作 0β 。 

定义 26  设 >=<V, EG 为无向图， EE*⊆ ，若 *E 中任意两条边不相邻，则称 *E 为G
中一个边独立集或匹配。若在匹配 *E 中再加入任一边e，则 *E }{eΥ 不是边独立集，则称

为 *E 为极大匹配或极大边独立集。边数最多的极大匹配称为最大匹配或最大边独立集，其

边数称为匹配数或边独立数，记作 β 1。又常记匹配为M。 

定理 30  设 )( n, mG = 为非平凡无向简单图，则 n=+ 00 βα 。 

定理 31  设 )( n, mG = 为无孤立点的无向简单图，则 n=+ 11 βα ； 01 αβ ≤ ； 10 αβ ≤ 。 

定义 27  设M 是 G中一匹配，若 G的结点v与M 中某条边关联，则称v为M —饱和
点或饱和点；否则，称v为M —非饱和点或非饱和点。若 G中所有结点都是M —饱和点，
则称M 为 G的一个完美匹配。 

匹配问题与二部图密切相关，有不少实际问题可化为在一个二部图中求匹配问题。例
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如，有m个人和n项工作，每个人都只熟悉这n件工作中的某几件，每一件工作需要一个
人干，能否将这n件工作都安排给熟悉它的人干？用一个二部图来表示该问题， 1V 中的结
点代表工作， 2V 中的结点代表人，当且仅当 2Vu∈ 熟悉工作 1Vv∈ ，图中有边（u,v）。因此，
我们的问题就是能否在此二部图中确定一个匹配M，使 1V 中所有结点都是M——饱和点。 

定义 28  设 >=<  ,E ,VVG 21 为二部图，若 M 为 G 中一最大匹配，且

min=M { 21 , VV }，则称M 为 G中一完备匹配。若 21 VV ≤ ，则称M为 1V 到 2V 的完备匹
配或 1V 对 2V 的完备匹配。若 21 VV = ，则 G中的完备匹配就是完美匹配。 

并不是所有二部图都有完备匹配，判定一个二部图是否存在完备匹配自然是一个重要

问题。 

定理 32  设 >=<  ,E ,VVG 21 为二部图， 21 VV ≤ ，G中存在从 1V 到 2V 的完备匹配，当
且仅当 1V 中任意 k个结点（ k =1，2，⋯， 1V ）至少与 2V 中 k个结点相连接（该条件称为
相异性条件）。 

用相异性条件判定一个二部图是否存在完备匹配，常常不很方便，下面给出一个充分

条件，较便于实际使用。 

定理 33  设 >=< EVVG ,, 21 为二部图， 21 VV ≤ ，G中存在从 1V 到 2V 的完备匹配的充
分条件是：存在正整数 t，使 1V 中每个结点的度 t≥ ， 2V 中每个结点的度 t≤ （该条件称为 t
条件）。 

定义 29  设 >=< EVGM ,为 中一匹配，边在M 和 ME − 中交替出现的路径称为M 的
交错路径。起点和终点都是M -非饱和点的交错路径称为M 的可增广路径。 

定理 34  图 >=< EVG , 中匹配M 是最大匹配，当且仅当 G不含M 的可增广路径。 

若 M 不是 G 的最大匹配，则存在 M 的可增广路径 122321 +kk eeeee Λ ，其中

MEeeeMeee kk −∈∈ +1231242 ,,,  ,, ΛΛ 。令 { } { }1231242 ,,,),,,( +−=′ kk eeeeeeMM ΛΥΛ ，

则M ′是比M 多一条边的匹配。如此重复，最终可得到 G的一个最大匹配。 

§6.1.14  图的着色 

许多实际问题都可归结为图的着色问题。所谓图的着色问题，是指给图的每个结点（或

边，或平面图的面）着色，要求相邻的结点（边或面）具有不同颜色，且总的颜色数尽可

能少。我们只讨论连通简单无向图的着色问题。 

定义 30  对图 G 的结点着色，是指对 G 的每个结点指定一种颜色，使得相邻结点有
不同的颜色；若用 k种颜色给 G的结点着色，则称 G是 k -可着色的；若 G是 k -可着色的，
但不是 −− )1(k 可着色的，则称 G是 k -色的或 k -色图，称 Gk为 的色数，记作 )(Gχ 。 )(Gχ
是使 G是 k -可着色的最小的 k。 

定理 35  对任一无环图 G，有 1)()( +∆≤ GGχ 。 

定理 36  设 G 为连通简单图，且 G 不是奇数长的基本回路，也不是完全图，则
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)()( GG ∆≤χ 。 

定理 37  图 G是 2-可着色的当且仅当 G为二部图。 

没有一个简单的方法来确定图的色数以及用尽可能少的颜色给图的结点着色。

Welch-Powell 算法在实际使用中比较有效，但它只是能给出一个使颜色数尽可能少（而不
一定是最少）的结点着色方法。 

Welch-Powell算法 

第 1步  将图的结点按度数的递减顺序排序。 
第 2 步  用一种颜色给序列的第一个结点着色，然后将该颜色依次着在序列的不相邻

的后继结点上。 
第 3步  余下未着色的结点构成一个子序列，换一种颜色按第 2步在该子序列上着色。

如此进行，直到所有结点都已着色为止。 

定义 31  对图 G 的边着色，是指对 G 的每条边指定一种颜色，使得相邻的边有不同
颜色；若用 k种颜色给 G的边着色，则称 G是边 k -可着色的；若 G是边 k -可着色的，但
不是边 −− )1(k 可着色的，则称G是边 k -色的或边 k -色图，称 k为 G的边色数，记作 )(Gχ ′ 。 

定理 38  对任一简单图 G，有 1)()()( +∆≤′≤∆ GGG χ 。 

定义 32  对平面图 G的面着色，是指对 G的每个面指定一种颜色，使得相邻的面（即
有公共边的面）有不同颜色；若用 k种颜色给 G的面着色，则称 G是面 k -可着色的；若 G
是面 k -可着色的，但不是面 −− )1(k 可着色的，则称 G是面 k -色的或面 k -色图，称 k为 G
的面色数。 

定理 39  任一连通平面图是面 5-可着色的。 

但后来在平面图上经多次试验，没有找到一种平面图一定要用 5 种颜色给面着色。在
一百多年前，有人猜测只要用 4种颜色就够了，这就是著名的 4色猜想，但谁都无法用数
学的方法证明它。直到 1976年，Appel和 Haken用大型电子计算机分析了 2000多种图包
括几百万种情况，花了大量的机器时间，终于证明了这个问题。 

定理 40  任一连通平面图是面 4-可着色的。 

定理 41  连通平面图 G是面 4-可着色的，当且仅当 *G 是 4-可着色的。 

定理 41  说明给连通平面图的结点着色，也只要 4种颜色就够了。 

§6.2  重点及难点解析 

§6.2.1  基本要求 

1．掌握图、无向图、有向图、关联、邻接、结点度数、一些特殊图、子图、同构、通
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路、回路、通路长度、结点之间的连通性与可达性、图的连通性、点割集、割点、

边割集、割边、点连通度、边连通度等概念及有关性质并能够判定或证明图的有关

结论。 
2．掌握图的邻接矩阵和关联矩阵的概念及有关性质，能够利用邻接矩阵计算图中各种
长度的通路和回路的数目。 

3．掌握求图中某个结点到其他任一结点的最短路径的 Dijkstra算法，以及求图中任意
两个结点之间的最短路径的Warshall算法。 

4．掌握欧拉图和哈密尔顿图的概念及其判别方法，能够利用 Fleury算法求欧拉回路，
了解邮路问题，能够用近邻法求哈密尔顿回路。 

5．掌握平面图、面、边界、极大平面图、同胚等概念及有关性质，能够判定一个图是
否为平面图。 

6．掌握最小点覆盖、最小边覆盖、最大点独立集、最大边独立集（匹配）、最大匹配、
完美匹配、完备匹配、可增广路径等概念，能够利用相异性条件和 t条件判定二部
图中是否存在完备匹配，了解利用可增广路径求完备匹配的方法和思想。 

7．掌握结点着色、边着色、面着色等概念及有关性质，能够用 Welch-Powell 算法确
定一个使图的颜色数尽可能少的结点着色。 

§6.2.2  疑难点解析 

1．当图的结点有环时，应特别注意该结点的度的计数。 
2．两个图同构不仅须结点之间、边之间一一对应，结点与边的关联关系也必须保持对
应，而后者往往容易被忽视，导致同构判断的错误。 

3．利用图的邻接矩阵 A构造 ∑
=

=
n

k

k
n AB

1
，若 nB 主对角线外的元素均不为零，则图连

通或强连通。否则图不连通或不强连通。这是判定图的连通性非常有效的方法。 
4．Dijkstra 算法适合于求图中某个结点到另一结点或其他所有结点的最短路径。而

Warshall算法适合于求图中任意两个结点之间的最短路径。利用 Dijkstra算法也可
求任意两结点间的最短路径，但计算量比Warshall算法的大。 

5．我们给出的判定一个图是半哈密尔顿图或哈密尔顿图的条件，只是必要条件或充分
条件，而非充要条件，在使用时须适当选择。 

6．近邻法是近似算法，用它求得的哈密尔顿回路不一定是最小权哈密尔顿回路，一般
只是权接近最小权的一条哈密尔顿回路，偶尔求得的也是最小权哈密尔顿回路。 

7．我们给出的判别平面图的条件都是必要条件，而非充分条件，即满足这些条件的图
未必是平面图。因此，不容易判定一个图是平面图。但利用这些定理的逆否命题判

定一个图不是平面图却很有效，即不满足这些条件的图必为非平面图。 
8．判别一个二部图中存在完备匹配的相异性条件和 t条件分别是充要条件和充分条
件，但 t条件对任一二部图能极容易地进行检验，因而在考虑用较为复杂的相异性
条件之前，可首先用 t条件判断，如果 t条件不成立，再用相异性条件判断。 

9．图是点（边或面） k -可着色的，是指能用 k种颜色给图的结点（边或面）着色，
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但 k不一定是最少的颜色数。图是点（边或面） k -色的，是指最少要用 k种颜色
给图的结点（边或面）着色。平面图的面着色问题一般化为其对偶图的点着色问题。

Welch-Powell算法是近似算法，它给出的结点着色的颜色数不一定是最少的，而是
较少的。 

§6.3  基  本  题 

§6.3.1  选择题 

1．设 >=<V,ED 为有向图，则有（     ）。 

A． VVE ×⊆    B． VVE ×⊆/  
C． EVV ⊂×    D． EVV =×  

答案：A 

2．设 >=< EVG , 为无环的无向图， V =6， E =16，则 G是（     ）。 

A．完全图  B．零图   C．简单图   D．多重图 

答案：D  

3．含 5个结点、3条边的不同构的简单图有（     ）。 

A．2个   B．3个   C．4个    D．5个 

答案：C 

4．设 G为有 n个结点的简单图，则有（     ）。 

A． nG <∆ )(   B． nG ≤∆ )(   C． nG >∆ )(    D． nG ≥∆ )(  

答案：A 

5．设 ),( mnG = ，且 G中每个结点的度数不是 k就是 k+1，则 G中度为 k的结点的个
数是（     ）。 

A． 2n/    B． )1( +nn   C． nk     D． mkn 2)1( −+  

答案：D 

 

6．给定下列序列，可构成无向简单图的结点度数序列的是（      ）。 

A．（1，1，2，2，3）   B．（1，1，2，2，2） 
C．（0，1，3，3，3）   D．（1，3，4，4，5） 

答案：B 
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7．图 G和G′的结点和边分别存在一一对应关系是 G和G′同构的（     ）。 

A．充分条件    B．必要条件 
C．充要条件    D．既不充分也不必要条件 

答案：B 

8．n个结点可构造的简单无向图（含同构图）的个数是（     ）。 

A．2n    B．
2

2n    C．n2    D． 2
)1(

2
−nn

 

答案：D 

9．K4中含 3条边的不同构生成子图有（     ）。 

A．1个   B．3个   C．4个   D．2个 

答案：B 

10．若简单图 G与其补图G同构，称 G为自补图。则含 5个结点不同构的无向自补图
的个数为（     ）。 

A．0   B．1   C．2   D．3 

答案：C 

11．设 >=< EVG , 为无向图，u, v V∈ ,若 u, v连通，则（      ）。 

A． 0)( >u, vd     B． 0)( =u, vd  
C． 0)( <u, vd     D． 0 )( ≥u, vd  

答案：D 

12．任何无向图中结点间的连通关系是（     ）。 

A．偏序关系  B．等价关系  C．相容关系   D．拟序关系 

答案：B 

13．设 >=< E,VD 为有向图， }{ , e, fa, b, c, dV = ， ><><= cbbaE ,,,{ ， 
}><><>< f, e,d, e,a, d 是（     ）。 

A．强连通图  B．单向连通图 C．弱连通图   D．不连通图 

答案：C 

14．设 V >1， >=< EVD , 是强连通图，当且仅当（     ）。 

A．D中至少有一条通路 
B．D中至少有一条回路 
C．D中有通过每个结点至少一次的通路 
D．D中有通过每个结点至少一次的回路 
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答案：D 

15．设V ={a,b,c,d}，则与V 构成强连通图的边集为（     ）。 

A．E1={<a,d>,<b,a>,<b,d>,<c,b>,<d,c>} 
B．E2={<a,d>,<b,a>,<b,c>,<b,d>,<d,c>} 
C．E3={<a,c>,<b,a>,<b,c>,<d,a>,<d,c>} 
D．E4={<a,b>,<a,c>,<a,d>,<b,d>,<c,d>} 

答案：A 

16．无向图 G中的边 e是 G的割边的充要条件为（     ）。 

A．e是重边        B．e不是重边 
C．e不包含在 G的任一简单回路中   D．e不包含在 G的某一回路中 

答案：C 

17．在有 n个结点的连通图中，其边数（     ）。 

A．最多有 n−1条     B．至少有 n−1条 
C．最多有 n条     D．至少有 n条 

答案：B 

18．设 ),( mnG = 为无向简单图，可构成邻接矩阵的数目为（     ）。 

A． !n    B． !m    C． m
nC    D． n

mC  

答案：A 

19．欧拉回路是（     ）。 

A．路径        B．简单回路 
C．既是基本回路也是简单回路   D．既非基本回路也非简单回路 

答案：B 

20．哈密尔顿回路是（     ）。 

A．路径        B．简单回路 
C．既是基本回路也是简单回路   D．既非基本回路也非简单回路 

答案：C 

21．设 ),( mnG = 是欧拉图，则 n, m有关系（     ）。 

A．n = m        B．n, m的奇偶性必相同 
C．n, m的奇偶性必相反    D．n, m的奇偶性既可相同也可相反 

答案：D 
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§6.3.2  填空题 

1．设无向图 G有 12条边，有 6个 3度结点，其余结点度数均小于 3，则 G中至少有 
     个结点。 

答案：9 

2．设 G=（n, m）是简单图，V是 G中度数为 k的结点，e是 G中一条边，则 vG − 中
有  ①  个结点，  ②  条边。 eG − 中有  ③  个结点，  ④  条边。 

答案：① n−1  ② m−k  ③ n  ④ m−1 

3．3个结点可构成  ①  个不同构的简单无向图，可构成  ②  个不同构的简单有向
图。 

答案：① 4   ② 16 

4．设 )100,100(=G 为无向连通图，则从 G中能找到     条回路。 

答案：1 

5．设D是有向图，当且仅当D中有一条通过每个结点的通路时，D为    连通的。 

答案：单向 

6．设有向图 >=< EVD , ， },,,{ dcbaV = ， ,,,,,,,,{ ><><><><= dbcddabaE  
}, >< dc ，则D是  ①  连通的，c的可达集为  ②  ，d(c, a)=   ③  。 

答案：① 单向   ② {c, d}   ③ ∞  

7．图 6-1的点连通度为  ①  ，边连通度为  ②  。 

答案：① 1   ② 1 

8．K5的点连通度为  ①  ，边连通度为  ②  。 

答案：① 4   ②4  

9．设图 >=<V,ED ；V= { 4321 , v, v, vv }，若 D 的邻接矩阵

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0001
0011
1101
1010

A ，则

−deg )( 1v =  ①  ，deg+（v4）＝  ②  ，从 v2到 v4长度为 2的通路有  ③  条。 

答案：① 3   ② 1   ③ 1 

10．无向图 G有一条欧拉通路，当且仅当     。 

答案：G连通且有零个或两个奇度结点 

11．当 n为      数时，Kn必为欧拉图。 

 
 
 
 

图 6-1 



174 离散数学——习题与解析 

答案：奇 

12． mnK , 为哈密尔顿图，当且仅当        。 

答案：n=m≥ 2 

13．若连通平面图 G有 4个结点，3个面，则 G有     条边。 

答案：5 

14．仅当 n      时， nK 为平面图。 

答案： 4≤  

15．设 G=（7，15）为简单平面图，则 G 一定是  ①  ，且每个
面均为  ②  。 

答案：① 连通的    ② K3 

16．如图 6-2所示的图 G的色数 χ (G)=       。 

答案：3 

§6.3.3  判断题 

1．任一图 G的 )(G∆ 必小于其结点数。（  ）       答案：× 
2．在 n个结点的简单图 G中，若 n为奇数，则 G与G的度为奇数的结点数相同。 
（  ）               答案：√ 

3．K4有 10个生成子图。（  ）          答案：× 
4．图 G和G′同构当且仅当 G和G′的结点和边分别存在一一对应关系。（  ） 

                  答案：× 
5．具有 3个结点的有向完全图，含 4条边的不同构的子图有 4个。（  ）答案：√ 
6．3个（4，2）无向简单图中，至少有两个同构。（  ）    答案：√ 
7．若无向图中恰有两个度为奇数的结点，则这两个结点必连通。（  ） 答案：√ 
8．在有向图中，结点间的可达关系是等价关系。（  ）    答案：× 
9．若有向图中有两个奇度结点，则它们一个可达另一个或相互可达。（  ）答案：× 
10．若图 G不连通，则G必连通。（  ）        答案：√ 
11．有向图的每个结点恰位于一个单向分图中。（  ）  答案：× 
12．图 6-3为无强分图。（  ）       答案：× 
13．若图 G的边 e不包含在 G的某简单回路中，则 e是 G的割边。 
（  ）           答案：× 

14．若无向连通图中无回路，则其每条边均为割边。（  ） 答案：√ 
15．若有向图D强连通，则D必为欧拉图。（  ）   答案：× 
16．若有向图D是欧拉图，则D必为强连通图。（  ）  答案：√ 
 

 
 
 
 
 
图 6-2 

 
 
 
 
图 6-3 
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17． nK 是哈密尔顿图。（  ）          答案：× 
18．K5,3不是哈密尔顿图。（  ）         答案：√ 
19．任一（n, m）平面图，若 3≥n ，则 63 −≤ nm 。（  ）    答案：× 
20．设 >=< EV,G ， 11≥V ，则 G或G是非平面图。（  ）   答案：√ 
21．极大平面图必连通。（  ）          答案：√ 
22．设 >=< EVG , 为连通的简单平面图，若 3≥V ，则所有结点 v，有 deg(v)≤5。 

（  ）              答案：× 

§6.4  习 题 解 析 

1．设 ),,,( 21 ndddd Λ= ，其中 di为正整数， ni ,,2,1 Λ= 。若存在 n个结点的简单图，
使得结点 vi的度为 di，则称 d是可图解的。下面给出的各序列中哪些是可图解的？
哪些不是，为什么？ 

（1）（1，1，1，2，3） 
（2）（0，1，1，2，3，3） 
（3）（3，3，3，3） 
（4）（2，3，3，4，4，5） 
（5）（2，3，4，4，5） 
（6）（1，3，3，3） 
（7）（2，3，3，4，5，6） 
（8）（1，3，3，4，5，6，6） 
（9）（2，2，4） 
（10）（1，2，2，3，4，5） 

解： 
（1），（2），（3）全是可图解的，它们对应的图可分别由图 6-4中图（1），图（2），
图（3）给出。 

其余的各序列都不是可图解的。在（4），（7），（10）中均有奇数个奇度结点，根
据握手定理的推论，它们自然都不是可图解的。n 阶简单图中，每个结点的度至
多为 n−1，因而（5）和（9）均不可图解。若（6）是可图解的，设 1)( 1 =vd ，

 
 
 

 
 

（1）         （2）             （3） 
图 6-4 
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3)()()( 432 === vdvdvd ，因为 432 ,, vvv 的度都是 3，因而要求 1v 与 432 ,, vvv 之间

有边关联，但因 1v 的度为 1，这是不可能的，所以（6）也是不可图解的。在（8）
中，n=7，因而每个结点至多6度。若（8）是可图解的，设 1)( 1 =vd ， 6)()( 76 == vdvd ，

因而 76 ,vv 均应与 1v 相邻，这也是不可能的，因而（8）也不可图解。 

*2．设图 G中有 9个结点，每个结点的度不是 5就是 6。试证明 G中至少有 5个 6度
结点或至少有 6个 5度结点。 

证： 
由握手定理的推论可知，G中 5度结点数只能是 0，2，4，6，8五种情况（此时
6度结点分别为 9，7，5，3，1个）。以上五种情况都满足至少 5个 6度结点或至
少 6个 5度结点的情况。 

3．（1） )1( ≥nn 阶无向完全图与有向完全图各有多少条边？ 
（2）完全二部图 Kn, m中共有多少条边？ 
（3）n阶 k正则图中共有多少条边？ 

解： 
（1）n阶无向完全图 Kn中任二个不同的结点之间均有且仅有一条边，因而边数 m

为 2
nC ，即

2
)1(2 −

==
nnCm n 。显然 n阶有向完全图的边数为 n阶无向完全

图边数的 2倍，即为 )1( −nn 。 

（2）完全二部图 Kn, m的互补结点子集 V1中每个元素与 V2中的 m个元素都相邻，
即对应 m条边，因而 V1中n个结点应对应 mn条边。 

（3）由握手定理可知，2m=n·k，因而边数 nkm
2
1

=  

4．寻找一个 )2( ≥nn 阶简单图 G，使得它的边数 m为
2

)2)(1( −− nn
。 

解： 
此题答案不惟一。下面介绍一种较为

简便的求解法： 
已知 n−1 阶完全图 1−nK 的边数为

2
)2)(1( −− nn
；再并上一个平凡图，得 n

个结点的无向图 G，它有 n 个结点，

2
)2)(1( −−

=
nnm 条边。 

例如，n=4时，图 G如图 6-5中（1）图所示，n=5时，G如图 6-5中（2）图
所示。 

5．（1）m条边的 n阶无向简单图 G可产生多少个定向图？ 
（2）画出星形图 2,1K 的全部的定向图。 

 

 
 
 
 
 
（1） （2） 

图 6-5 
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解： 
（1）设 e=（u, v）为 G中任意一条边，在产生 G的定向图时，e有两种定向法，

即 e可变为<u, v>，也可变为<v, u>，G中共有 m条边，因而共有 m2 种定向
法，产生 m2 个定向图。 

（2）答案如图 6-6所示，其中图（1）为星形图 2,1K ，图（2）~图（5）为它的不
同的定向图。 

6．有 n个药箱，若每两个药箱里有一种相同的药，而每种药恰好放在两个箱中，问共
有多少种药品？ 

解： 
依题意，若用 n个结点表示 n个药箱，放相同药的两个箱子对应的点间连一条边，
则得到一个无向完全图。该题转化为求无向完全图的边数问题。知无向完全图 nK

的边数
2

)1( −
=

nnm 。故共有
2

)1( −nn
种药品。 

7．某一次聚会的成员到会后相互握手。试用图论的知识说明与奇数个人握手的人数一
定是一个偶数。 

解： 
依题意，用结点表示到会的成员，握手两人对应的结点间用边相连，则得一个无

向图。本题可归结为说明一个图中有偶数个奇度结点。根据握手定理结论成立。 

*8．证明 3正则图必有偶数个结点。 
证： 
设图 G 为任一 3 正则图，有 n 个结点 nvvv ,,, 21 Λ ，则所有结点度数之和

nvi 3)deg( =∑ 。若 n为奇数，则 3n也为奇数，与定理 1矛盾。故 n为偶数。 

9．若有 n个人，每个人恰恰有三个朋友，则 n必为偶数。 
证： 
用 n个结点代表 n个人，两个朋友对应的结点间连边，则得一个 3正则图 G，该
题可转为 3正则图必有偶数个结点。由题 8知结论正确。 

10．在 )2( ≥nn 阶简单图 G中，n为奇数，问G与 G的奇度结点的个数有何关系？ 
解： 

GG Υ 为完全图 Kn，因为 n为奇数，所以 Kn中每个结点的度 1−n 为偶数。若在

G中有一个奇度结点 v，此结点 v在G中也必为奇度结点，因而G与 G的的奇度

 
 
 
 
 （1）            （2）            （3）            （4）           （5）  

图 6-6 
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结点个数相同。 

*11．设 G为至少有两个结点的简单图，证明：G中至少有两个结点度数相同。 
证： 
若 G中孤立结点的个数大于等于 2，结论自然成立。若 G中有一个孤立结点，则
G中至少有 3个结点，因而不考虑孤立结点，就是说 G中每个结点的度数都大于
等于 1。又因为 G为简单图，所以每个结点的度都小于等于 1−n 。因而 G中结点
的度的取值只能是 1，2，⋯， 1−n 这 1−n 个数。由鸽巢原理可知，取 1−n 个值的

n个结点的度至少有两个是相同的。 

12．证明：在至少有 2个人的人群中，至少有 2个人，他们有相同的朋友数。 
证： 
用 n 个结点 nvvv ,,, 21 Λ 表示 n 个人，构成结点集 },,,{ 21 nvvvV Λ= 。设

VvuvuE ∈= ,),{( ，且 u与 v是朋友 )( vu ≠ }，以 V为结点集，E为边集，构成无
向图     G=<V, E>。我们的问题就变成了证明 G中至少存在 2个结点，它们的
度数相同，其证明过程见题 11。 

*13．将无向完全图 6K 的边随意地涂上红色或绿色，证明：无论如何涂法，总存在红

色的 3K 或绿色的 3K 。 
证： 
设 6K 的结点为 621 ,,, vvv Λ 。给 6K 的

边随意用红、绿色涂上。由鸽巢原理

可知，由 v1引出的 5条边中存在 3条
涂同种颜色的边。不妨设存在着 3 条
红色的边，又不妨设这 3 条边的另一
个端点分别是 432 ,, vvv （否则可重新给

结点排序）。红色边用实线表示，绿色

边用虚线表示。由 v1引出的另外两条

边的颜色可红可绿。 
若 432 ,, vvv 构成的 3K 中的边再有一条红色边。比如（v2,v4）着的是红色，则 v1,v2,v4

构成的三角形为红色的 3K ，见图 6-7中图（1），若 432 ,, vvv 构成的 3K 的边全是绿
色的边，则存在绿色边的 3K ，见图 6-7中图（2）。这就证明了我们的结论。 

14．设 G是 6个结点的无向简单图，证明 G或G 中存在 3个结点彼此相邻。 
证： 
由补图的定义可知， GG Υ 为完全图 6K 。于是这个 6K 中的边或来自 G（给这样
的边涂上红色），或来自G （给这样的边涂上绿色）。给一个 6个结点的无向简单
图，就等价于给 6K 的边的一种涂色方案，由题 13 可知， 6K 中存在红色 3K 或绿
色 3K 。若存在红色 3K ，相当于在 G中存在彼此相邻的 3个结点。若存在绿色 3K
就等价于G 中存在 3个结点彼此相邻。 
 

     v1                     v1 
 
              v4                v4 
 

 

v2                v2 
     v3                 v3 

（1）          （2） 
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15．证明：任何 6个人中，要么有 3人彼此认识，要么有 3人彼此不认识。 
证： 
用结点 621 ,,, vvv Λ 分别表示 6个人。若 iv 与 jv 彼此相识（ ji ≠ ），就在 ji vv , 之间

连边（ ji vv , ），于是构成无向简单图 G=<V, E>。在G 中，若 iv 与 jv 之间有边
（ ji vv , ），说明 ji v,v 所代表的人彼此不认识。由题 14可知，在 G或G 中存在 3
个结点彼此相邻，若在 G中存在 3个结点彼此相邻，则这 3个结点代表的人彼此
认识。若在G 中存在 3个彼此相邻的结点，则说明存在 3个人彼此不认识。 
请读者注意，此题也可以用题 13的结果来证明，或者既不用题 13，也不用题 14，
独立证明此题。 

16．给无向完全图 )7( ≥nKn 的各边随意地涂上红色或绿色，若已知从某结点 v0引出的

n−1条边中至少有 6条边涂红色，则存在红色的 K4或绿色的 3K 。 
证： 
取与 v0关联的 6条红色的边，它们的另外端点分
别为 621 ,,, vvv Λ 。这 6 个结点导出的 Kn的导出

子图为K6。由题13可知，K6中存在红 3K 或绿 3K 。
若存在红 K3，不妨设其结点为 321 ,, vvv ，则由

3210 ,,, vvvv 导出的导出子图为红 K4，见图 6-8。
若 K6中存在绿 3K ，它当然也是 Kn中的绿色 3K 。 

17．有 17 位学者，每 2 位讨论过 3 篇论文中的一篇
且仅一篇。证明：至少有 3位学者他们相互讨论
的是同一篇论文。 

证： 
用 1721 ,,, vvv Λ 分别表示 17位学者。若 ji vv , 讨论过论文 I，则 ji vv , 之间连红色边，

若讨论过论文Ⅱ， ji vv , 之间连绿色边，若讨论过论文Ⅲ， ji vv , 之间连蓝色边。

于是，由红、绿、蓝边构成一个完全图 K17。由鸽巢原理可知，从结点 iv 引出的
16条边中存在着 6条同色的边，不妨设存在着 6条红色边。这 6条边的另外端点
分别为

621
,,, iii vvv Λ 。若这 6个结点中再有两个结点，比如说

21
, ii vv 之间也连红色

边，则由
21

,, iii vvv 导出的 K17的导出子图为红 K3，说明存在 3 位学者，他们彼此
讨论的是论文 I。若

621
,,, iii vvv Λ 导出的 K6中无红色边，于是此 K6由绿色边和蓝

色边组成，由题 13 可知，存在绿 K3，说明有 3 人彼此讨论过论文Ⅱ，或存在蓝
K3，说明有 3人彼此讨论过论文Ⅲ。 

*18．无向图 G的各个结点的度数都是 3，且结点数 n与边数 m有关系 32 −= nm 。在

同构的意义下 G是惟一的吗？为什么？ 
解： 
不惟一。因为 G为 3正则图，由定理 1及定义知 G中所有结点的度数之和有关系： 

2m=3n                                              （1） 

将 m=2n−3代入（1）得 n=6，于是 m=9。即 G为有 6个结点，9条边的图，在同

   
                 v0 

 

v1 

 

 

v2                      v3 

 
图 6-8 
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构意义下不是惟一的。如图 6-9中图 1G 和图 2G 都是 6个结点，9条边，但不同构。 

19．在图 6-10 中，图 1G 与图 2G 同构吗？图 3G 与图 4G 同构吗？若两图同构，写出结
点之间的对应关系。若不同构则说明理由。 

解： 
图 6-10中， 21 GG ≅ 。结点之间的对应关系如下： 

g↔ 1，a↔ 8，h↔ 2，b↔ 3，i↔ 7，c↔ 9，j↔ 5，d↔ 4，f↔ 6，e↔ 10 

3G 与 4G 不同构。在 4G 中 4个 3度结点中的每一个均与另外两个 3度结点相邻，
而在 3G 中每个 3度的结点只与另外一个 3度结点相邻，因而， 3G 不会与 4G 同构
（图 6-10中 1G 称为彼德森图）。 

 

 
 
 
 
  1G                     2G  

图 6-9 

a            b      1             2 
 
 
     e      f             5    6 
 
 
 
 

h      g             8        7 
 
 
d              c     4             3 

     3G                    4G  
图 6-10 

g                   1            2 
 
        a                    7        8 

f       e      b      h  6                 3 
9 

d      c            
                                 10 
  
    j          i                5      4 

1G                       2G  
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*20．在图 6-11中，图 1G 和 2G 同构吗？为什么？ 

解： 

21 GG ≅ 。因 1G 与 2G 的结点间存在一一对应关系且保持关联关系，边的方向一致，
其对应关系中： 

f： >>↔<<>>↔<<↔ 1,5,,5,2,2 cbbaa  
>>↔<<>>↔<<↔ 5,4,,4,1,5 bddcb  
>>↔<<>>↔<<↔ 2,3,,3,5,1 aeebc  

>>↔<<↔ 4,3,4 ded  
3↔e  

21．如果一个简单图 G与它的补图G同构，则称G是自补图。 

（1）给出所有的非同构的无向的 4阶自补图； 
（2）给出所有的非同构的无向 5阶自补图； 
（3）证明：若 n阶无向简单图是自补图，则 n=0,1（mod 4），即 kn 4= 或 14 += kn

（ k为正整数）； 
（4）给出所有的非同构有向 3阶自补图； 
（5）若 n阶有向简单图是自补图，对 n有什么限制？ 

解： 
（1）图 6-12 中（1）图与它的补图同构，所以图（1）为 4 个结点的自补图，再

没有与它非同构的 4个结点的自补图了。 
（2）5个结点的非同构的自补图有两个，它们分别为图 6-12中的图（2）和图（3）。 

（3）若 n阶无向简单图 G是自补图，则因 GG ≅ ，因而 G与G的边数相同，设

 
 
 
 

（1）  （2）     （3）      （4）       （5）       （6）      （7） 
图 6-12 

a             1            4 
 
b           e 

5 

 

c           d       2               3

1G                     2G  
图 6-11 
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它们的边数为 m。又因为G 与G 的边数之和为 nK 的边数
2

)1( −nn
，所以 

mnn 2
2

)1(
=

−
，即 mnn 4)1( =− ，因而 n为 4的倍数，即 kn 4= ，或 n−1为

4的倍数，即 14 += kn （k为正整数），即 n=0,1(mod4)。 
（4）非同构的有向 3 阶自补图有 4个，它们分别为图 6-12中图（4），图（5），

图（6），图（7）所示。 
（5）对 n没什么限制。 

*22．画出 4阶无向完全图 K4的所有非同构的生成子图，并指出自补图来。 
解： 
图 6-13中的 11个图是 K4的全部的非同构的生成子图，其中图（7）为自补图。 

23．若无向图 G是欧拉图，G中是否存在割边？为什么？ 
解： 
不存在。因为 G为欧拉图，因而 G是连通图。若 G中存在割边 e=（u,v），则 u,v
分别属于 G－e的两个连通分支 G1与 G2。设 w为 G1中的一个结点，可从 w出发
走一条欧拉回路 C：从 w开始，一旦行到 u，沿割边到达 v，则在 G2中行遍后无

法回到 G1达到 w，这与 G是欧拉图矛盾。故欧拉图中无割边。 

24．画出 3阶有向完全图所有非同构的含 4条边的子图以及它们的补图。 
解： 

3阶有向完全图非同构的 4条边的子图有 4个，图 6-14中图（1），图（2），图（3），
图（4）所示。它们的补图分别为图（5），图（6），图（7），图（8）。 

 
 
 
 
（1）     （2）      （3）     （4）        （5）        （6） 

 
 
 
 

  （7）          （8）        （9）            （10）          （11） 
图 6-13 
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25．在无向图 G中，从结点 u到 v有一条长为偶数的通路，并有一条长为奇数的通路，
则 G中必有一条长为奇数的回路。 

证： 
设从 u到 v长为偶数的通路为 veeuue k2211 Λ ，长为奇数的通路为 veeueu n 12211 +′′′′ Λ ，

由于 G为无向图，那么 ueeveeuue nk 1122211 ′′ + ΛΛ 就是一条长为奇数的回路。 

26．证明当且仅当图 G的一条边 e不含在 G的简单回路中时，e才是 G的割边。 
证： 
充分性：设图 G的边 e=(u, v)不包含在 G的任一条简单回路中，则 u, v之间除 e
外无任何通路，否则，若 u, v间存在另一条通路，那么加上边 e就形成一条回路，
与题矛盾，因此去掉边 e，则 G不连通，故边 e为 G的割边。 
必要性：设边 e是 G的割边，假设 e包含在某一条简单回路中，删去 e则不影响G
的连通性，这与 e是割边矛盾。所以 e不包含在 G的任何简单回路中。 

27．<V，E >是简单无向连通图，但不是完全图，证明 G中必存在三个结点 Vwvu ∈,, ，

使得 Ewvvu ∈),(),,( ，但 Ewu \),( ∈ 。 
证： 
因为 G不是完全图，故存在 Vwu ∈, ，使 Ewu \),( ∈ ，由 G是连通图，在 u, w间
有基本通路 L，设为 1,21 ≥nwvvuv nΛ 。 
若 n=1时，v2 = w，则 u,v1,w即为所求。 
若 n>1时，显然 Evu \),( 2 ∈ ，否则与 L为基本通路矛盾。令 wvvv == 21   , ，则 u, v, 
w即为所求。 

*28．设 G为有 n个结点的简单图，且 2/)2)(1( −−> nnE ，则 G是连通图。 
证： 
假设 G= <V，E >不连通，不妨设 G可分为两个连通分支 21,GG ，设 21,GG 分别有

n1,n2个结点，有 nnn =+ 21  

 
 
 
 
    （1）              （2）             （3）             （4） 

   
 
 
 
 

（5）             （6）            （7）            （8） 
图 6-14 
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由于 2,1,1 =≥ ini ，则 

2
)2)(1(

2
)2)(1(

2
)1(

2
)1( 212211 −−

=
−+−

≤
−

+
−

≤
nnnnnnnnn

E  

与假设矛盾。所以 G是连通图。 

29．（1）在图 6-15所示的各图中哪几个是强连通的？ 
（2）哪几个是单向连通的？ 
（3）哪几个是连通的（弱连通的）？ 
（4）在图（3）中，写出 a和 b可达的结点，a到 b和 a到 c的距离； 
（5）在图（4）中，给出最长的基本回路。 

解： 
（1）图（1），图（5），图（6）是强连通图。 
（2）图（1），图（2），图（4），图（5），图（6）都是单向连通图。 
（3）图 6-15中所示的 6个图都是弱连通图。 
（4）a可达 a和 c；b可达 a，b和 c；d（a b）=∞，d(a c)=1。 
（5）设<b, c>=e1,<c, b>=e2，图（4）中最长的基本回路为 e1e2，其长为 2。 

30．（1）求图 6-16图（1）中 3条边和 4条边的边割集各一个； 
（2）求图 6-16图（2）中的一个最小的边割集，一个最大的边割集； 
（3）在图 6-16图（1）中求一个最小的点割集，在图（2）中求含 1个结点和 2个

结点的点割集各一个； 
（4）求图 6-16中图（1），图（2）和 K5的点连通度，边连通度；它们都是几连通

图？ 

a        b  a       b  a        b  a         b    a        b     a        b  
 
                                             e1     e2 

c            c 
 

d       c  d        c  d        c  d         c   e        d      e       d  
   （1）      （2）      （3）        （4）         （5）          （6） 

图 6-15 
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解： 
（1） },,{ 847 eee 为图（1）中三条边的边割集， },,,{ 5436 eeee 为四条边的边割集。 
（2）图（2）中最小的边割集为{e1}，最大的边割集为 },,,{ 5432 eeee ； 
（3）{a, d, c}为图（1）中的最小点割集。在图（2）中{f}是含 1个结点的点割集。

图（2）中无含 2个结点的点割集。 
（4）图（1）的点连通度 1κ =3，图（1）是 1-连通的，2-连通的，3-连通的。边

连通度 31 =λ ，图（1）是 1-边连通的，2-边连通的，3-边连通的。 

图（2）的点连通度 2κ =1，边连通度 12 =λ ，图（2）是 1-连通的，又是 1-边连通
的。 
K5的点连通度 3κ =4，边连通度 43 =λ ， 5κ 是 r-连通的,也是 r-边连通的，r=1，2，
3，4。 

31．（1）证明：若图 G中恰有两个奇度数结点，则这两个结点是连通的。 
（2）若有向图 D中只有两个奇度数结点，它们中的一个可达另一个，或相互可达

吗？ 
解： 
（1）证：设 G中的两个奇度结点分别为 u和 v，若 u与 v不连通，即它们之间无

任何通路，则 G至少有两个连通分支 1G ， 2G ，u 与 v分别属于 1G 和 2G ，
于是 1G 与 2G 中各含 1个奇度结点，这与握手定理的推论相矛盾，因而 u与
v必须是连通的。 

（2）若 D是有向图，D中有两个奇度数结点 u与 v，u与 v不一定相互可达，也
不一定一个可达另一个。例如，设 D=<V, E>，V={u, v, w}，E={<v, u>,<v, w>}。
D中， 1)()( == wdud ，但 u不可达 w，w也不可达 u。 

32．证明在 n个结点的连通图 G中，至少有 n−1条边。 
证： 
不妨设 G是无向连通图（若 G为有向图，可略去边的方向讨论对应的无向图）。 
设 G中的结点为 nvvv ,,, 21 Λ 。由连通性，必存在与 v1相邻的结点，不妨设它为 v2

f

 

 

 
 
 
 
 
 

（1）                                    （2） 
图 6-16 
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（否则可重新编号），连接 21,vv ，得边 e1，还是由连通性，在 nvvv ,,, 43 Κ 中必存

在与 v1或 v2相邻的结点，不妨设为 v3，连接 32 ,vv ，又得边 e2，继续这个过程，

在 nn vv ,1− 中存在与 221 ,,, −nvvv Λ 相邻的结点，设为 vn-1，得边 2−ne ，最后，vn必与

121 ,,, −nvvv Λ 中的某个结点相邻，得新边 en−1。由此可见，G中至少有 n−1条边。 

33．设 e为图 >=< EVG , 中的一条边， )(Gp 为 G的连通分支数。试证明 

1)()()( +≤−≤ GpeGpGp  
证： 
设 e属于 G的第 i个连通分支 Gi（若 G为连通图，则 Gi为 G）。若 e不是 Gi的割

边，则 eGi − （Gi删除 e）仍然连通，因而 G的连通分支数无变化，即 

)()( eGpGp −=                             （1） 

若 e为G i的割边，则 eGi − 有且仅有两个连通分支，因而 G－e比 G多一个连通
分支，即 

1)()( +=− GpeGp                           （2） 

由（1），（2）可知 

1)()()( +≤−≤ GpeGpGp  

*34．设 u，v为图 G中的任意两个结点，试证明：从 u到 v存在简单通路当且仅当从
u到 v存在基本通路（路径）。 

证： 
因为基本通路也为简单通路，因而充分性可证。下面只需证必要性。 
设 P =uv1v2⋯vkv为 u到 v之间的一条简单通路，若 P上无结点重复出现，则 P就
是 u到 v的基本通路。若在通路中有重复出现的结点，如 )1( kjivv ji ≤<≤= ，则

去掉通路上 iv 到 jv 之间的一段 jii vvv Λ1+ 得 vvvvuvP kji ΛΛ 11 +=′ ，若还有重复出

现的结点，就再将复重结点之间的一段通路去掉，继续这一过程，直到无重复出

现的结点为止，最后得到 u与 v之间的一条基本通路。 

35．设无向连通图 >=< EVG , 中无回路，证明 G中每条边都是割边（桥）。 
证： 
设 e = (u,v)为 G中一条边，若 e不是割边，则 p(G−e)= p（G），即 G−e仍为连通
图，因而 u,v还是连通的，故存在 u到 v的基本通路 P， P并边 e构造 G中含 u，
v二结点的基本回路，这与 G中无回路是矛盾的，所以 G中任何一条边都是桥。 

*36．设 n阶无向连通图 >=< EVG , ，证明：G中无桥当且仅当 G中任何二结点均在
同一个简单回路中。 

证： 
先证必要性。设 u，v 为 G 中任意两个结点。由G的连通性可知，存在从 u 到 v
的路径 1P ，若还存在从 u到 v的与 1P 边不重的路径 2P ，设 21 PPC Υ= ，则C为含
u，v的基本或简单回路。若从 u到 v的任何另外路径和 1P 都有一条（或几条）公
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共边，也就是存在边 e在从 u到 v的任何路径中，则从 G中删除 e，G就不连通
了，于是 e成了 G中一桥，这与 G中无桥矛盾。 
下面证明充分性。用反证法。若 G中有桥，
设 e =(u , v)为 G中一桥。由已知条件可知，u
与 v处于同一简单回路C中，于是 e处于C
中，因而从 G中删除 e后 G仍然是连通的，
这与 e为 G中桥矛盾。 

*37．有向图 D如图 6-17所示： 

（1）求 D的邻接矩阵 A； 
（2）D 中 v1到 v4长度为 4 的通路数为多 

少？ 
（3）D中 v1到自身长度为 3的回路数为多

少？ 
（4）D中长度为 4的通路总数为多少？其中有几条回路？ 
（5）D中长度小于等于 4的通路有多少条？其中有多少条是回路？ 
（6）D是哪类连通图？ 

解： 

（1）

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0100
1000
0100
0121

A         

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

1000
0100
1000
1321

2A ， 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0100
1000
0100
3421

3A        

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

1000
0100
1000
4621

4A  

（2）由 4A 中 4)4(
14 =a 可知，v1到 v4长度为 4的通路有 4条。为明确起见，我们可

以将它们写出来： 6531652167646411 ,  ,, eeeeeeeeeeeeeeee ，其中的第三条为简

单通路，其余的全为复杂通路。 
（3）由 3A 中 1)3(

11 =a 可知，v1到自身长度为 1的通路有 1条，这是一条复杂通路

111 eee 。 

（4）D中长为 4的通路总数为∑∑
= =

=
4

1

4

1

)4( 16
i j

ija ，其中对角元素之和为 3，说明D中

长度为 4的回路为 3条。 
（5）D中长度小于等于 4的通路总数为 A，A2，A3，A4中全体元素之和： 

7+10+13+16=46，其中回路数为：1+3+1+3=8。 

e1 

 
v1                   v4 
        e4 

e3     e2         e6       e7 
 
 
v2     e5     v3 

 
图 6-17 
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（6）设 =+++= 432
4 AAAAB

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

2200
2200
2200
81484

，由 B4可知D是单向连通图。 

*38．对图 6-18给出的赋权图 G，求出结点 1v 到其余各个结点的最短路径。 

解： 
计算过程见表 6-1。表中有记号*的数表示相应的结点已具有 P标号，该数即是对
应结点的 P标号。 
表中第 1行是初始状态，此时只有始点 v1具有 P标号∞，其余结点都具有T标号，
其中 v2的T标号 3最小。第 2行将 v2的T标号改为 P标号，并修改其余结点的T
标号，例如对 v3，min{ 2323 )(),( wvdvd + }=min{9,2+3}=5，故 v3的T 标号改为 5。
在 5 的右方记上 v2表明是因为结点 v2的标号成为P标号而引起 v3的T 标号的改
变。此 v3必定是与 v2相邻的结点。对结点 v4,v5的T 标号也作相应的修改。因为

∞=26w ， ∞=27w ，故 v6,v7的T标号不会改变。此过程继续进行，每将一个结点
的T标号改为 P标号，都要考虑对剩下的具有T标号的结点作修改。当所有的结
点都具有 P标号，算法终止，此时各结点的标号就是 v1到它们的最短路径的权。

因为在各个标号的右方记下使它们发生变化的具有P标号的结点，因此，最短路
径本身也是不难确定的。例如确定 1v 到 7v 的最短路径，由表第 7列，得最短路径
的权为 15及与 7v 相邻的结点 6v ，又由第 6列得与 v6相邻的结点 v4，由第 4列得
与 4v 相邻的结点 5v ，由第 5列得与 5v 相邻的结点 v2，最后得 v1，所以最短路径是

764521 vvvvvv 。 

表 6-1 

)( 1vd  )( 2vd  )( 3vd  )( 4vd  )( 5vd  )( 6vd  )( 7vd  
*∞  3 9 ∞  ∞  ∞  ∞  
*∞  1

* /3 v  2/5 v  2/10 v  2/4 v  ∞  ∞  
*∞  1

* /3 v  2/5 v  5/9 v  2
* /4 v  5/13 v  ∞  

*∞  1
* /3 v  2

* /5 v  5/9 v  2
* /4 v  5/13 v  ∞  

*∞  1
* /3 v  2

* /5 v  5
* /9 v  2

* /4 v  4/11 v  4/17 v  

v2     7    v4     2      v6 
3       

        1             8 
v1   2            5            4 

 9       7            9 
 

v3     4        v5           v7

图 6-18 
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（续表） 

)( 1vd  )( 2vd  )( 3vd  )( 4vd  )( 5vd  )( 6vd  )( 7vd  
*∞  1

* /3 v  2
* /5 v  5

* /9 v  2
* /4 v  4

* /11 v  5/15 v  
*∞  1

* /3 v  2
* /5 v  5

* /9 v  2
* /4 v  4

* /11 v  6
* /15 v  

*39．对图 6-19给出的有向图，用Warshall算法求任两结点之间的最短路径的权。 
解： 

 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∞∞∞∞∞
∞∞∞∞
∞∞∞∞∞

∞∞∞∞∞
∞∞∞∞
∞∞∞∞

==

1
22

4
3

14
27

)0(WW    

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∞∞∞∞∞
∞∞
∞∞∞∞∞

∞∞∞∞∞
∞∞∞∞
∞∞∞∞

=

1
4292

4
3

14
27

)1(W  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∞∞
∞
∞∞∞

∞∞∞∞∞
∞∞∞∞
∞∞

=

2510
104292
584

3
14
82117

)2(W    

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∞∞

∞∞
∞∞∞∞∞

∞∞∞
∞

=

8251
5104292

11584
3
714

1482117

)3(W  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∞∞

∞∞
∞∞∞∞∞

∞∞∞
∞

=

8251
594282

11584
3
714

1372106

)4(W    

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∞∞∞∞∞
=

726414
594282

1059747
3
615393

1272969

)5(W  

  v1     7      v2      4      v3 

 

             2             1 

 
   2              1              3

4            2 
    

   v4            v5            v6 

图 6-19 
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

726414
574262

1059747
359747
615373

1272969

)6(W  

所给的图是强连通的，所以 )6(W 中不出现∞。 
我们举例说明本例 )(kW 中的元素是怎样计算得来的。 ∞=)0(

52w ，而 9)1(
52 =w ，那

是因为 9}72,min{},min{ )0(
12

)0(
51

)0(
52

)1(
52 =+∞=+= wwww ，这对应图中有通路 215 vvv ，

通路中间的结点属于 }{ 1v 。再如 8}44,9min{},min{ )3(
42

)3(
54

)3(
52

)4(
52 =+=+= wwww ，这

对应图中有通路 2415 vvvv ，该通路中间的结点属于 },,,{ 4321 vvvv 。 

40．设 G是 n阶无向简单图，有 m条边， p个连通分支，证明 

    )1)((
2
1

+−−≤≤− pnpnmpn  

证： 
（1）首先证 pnm −≥ 。对边数 m做归纳法。 0=m 时，G为零图，  np = ， 

0=− pn ，此时结论显然成立。 
设 )1( ≥< kkm 时结论成立，要证 km = 时结论成立。在 G中找一个边割集，
不妨设这个割集中的边 )1(,,, 21 ≥leee lΛ ，设 },,,{ 211 leeeGG Λ−= ，则 1G 的
连通分支数为 1+p ，边数 )1(1 ≥−= llmm ，由归纳假设得 

mpnmlmpn ≤−⇒−≤−≤+− 1)1(  

（2）证 )1)((
2
1

+−−≤ pnpnm 。为证明此不等式，不妨设 G 的
p

各连通分支都是

完全图，因为在这种情况下边数最多。而在 p个连通分支都是完全图的情
况下，又以 1−p 个为 K1（平凡图），一个 n-p+1阶完全图 Kn-p+1时边数最多，

此时的边数为 )1)((
2
1

+−− pnpn 。为此只需证明下面事实：设
ji nn KK 和 是

G 的两个连通分支 )1( ≥≥ ji nn 。用 11 −+ ji nn KK 和 分别代替
ji nn KK 和 ，所得

图的结点和连通分支数没变，但边数增加了。证明如下： 

))1(
2
1)1(

2
1())2)(1(

2
1)1(

2
1( −+−−−−++ jjiijjii nnnnnnnn 01 >+−= ji nn  

综上所述就证明了我们的结论。 

41．（1）n为何值时，无向完全图
nK

nK 是欧拉图？n为何值时 nK 为半欧拉图？ 
（2）什么样的完全二部图是欧拉图？ 
（3）n为何值时，轮图 nW 为欧拉图？ 
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解： 
（1）一般情况下，我们不考虑平凡图 1K 。 )2( ≥nn 为奇数时，完全图 nK 是欧拉

图。 nK 各结点的度均为 n −1，若使 nK 为欧拉图， n −1 必为偶数，因而 n
必为奇数。除了n为奇数的 nK 外， 2K 也是半欧拉图。 

（2）设 srK , 为完全二部图，当 r, s均为偶数时， srK , 为欧拉图。 
（3）设 )4( ≥nWn 为轮图，在 nW 中，有 n−1个结点的度为 3，因而对于任何取值

的 )4( ≥nn ，轮图 nW 都不是欧拉图。 

42． )2( ≥nn 个结点的有向完全图中，哪些是有向欧拉图？为什么？ 
解： 

)2( ≥nn 个结点的有向完全图是欧拉图。对于 n 个结点的有向完全图来说，每个
结点的度均相等，都是偶数 2（n−1），并且每个结点的入度等于出度，所以有向
完全图都是有向欧拉图。 

43．证明：若无向图 G是欧拉图，则 G中无桥。 
证： 
因为 G为欧拉图，因而 G是连通的。下面用反证法证明 G中无桥。 
若不然，设 ),( vue = 为 G中一桥。 vu, 分别属于 eG − 的两个连通分支 21 GG与 。设

w 为 1G 中的一个结点，从 w 开始走一条G中的欧拉回路：从 w 开始，一旦行遍
到 u，沿桥 e到达 v，在 2G 中行遍后，就无法再行遍到 1G 以达到始点 w，这与 G
为欧拉图矛盾。 

*44．若一个有向图 G是欧拉图，它是否一定是强连通的？若一个有向图 G是强连通
的，它是否一定是欧拉图？说明理由。 

解： 
（1）一个有向欧拉图一定是强连通图。因为 G是欧拉图，存在欧拉回路 C，G中

的每个结点至少在 C中出现一次。因而 G中任意两点 u, v都在 C中，相互
可达，故 G是强连通的。 

（2）一个强连通图不一定是有向欧拉图。因为强连通图中每个结点的入度不一定
等于其出度。 

*45．设 G 是具有 )0( >kk 个奇度结点的无向连通图，证明 G 中边不重合的简单通路

（迹）的最小数目是
2
k
，它们含 G中的全部边。 

证： 
由握手定理的推论可知，k为偶数。对 k作归纳法。 

（1）当 k=2 时，由定理 11 可知 G 为半欧拉图，因而 G 中存在欧拉通路，结论
得证。 

（2）设 )2(2 ≥≤ rrk 时结论成立，要证明 k为 2r+2时结论也成立。 

设 21,vv 为 G 中任意二奇度结点，由 G 的连通性可知，从 21 vv到 存在路径 0P ，删
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除 0P 上的全部边，得连通分支 sGGG ,,, 21 Λ 。这些连通分支共含 r2 个奇度结点，

设 iG 中含 ir2 个奇度结点，则 )1(22 srrri ≤≤≤ ，且∑
=

=
s

i
i rr

1
22 。由归纳假设可知。

iG 中存在 ir 条边不重合的简单通路，它们含 iG 中的所有边。于是 G 中共含

2
11 21

krrrr s =+=++++ Λ 条边不重合的简单通路，它们含 G中的全部边。 

*46．画出图 6-20中的两个图，各需要几笔画出（笔不离纸，每条边均不能重复画）？ 

解： 
在图（1）中有 8个奇度结点，由题 45可知图（1）中存在 4条边不重合的简单通
路，它们含图中全部边，因而（1）图可 4笔画出，如 aei, kgc, badcbfjilkj, dhefghl4
条迹含了（1）图中的全部边。图（2）中有 4个奇度结点，因而图（2）中存在两
条边不重合的迹（简单通路），它们含（2）图中的全部边。如 eabiadhg和 fgcjdcbfeh
两条边不重合的迹含（2）图中全部边，因而（2）图可两笔画出。 

*47．求图 6-21所示的带权图中最优投递路线，邮局在 D点。 

解： 
首先观察图中的奇度结点，此图中只有两个奇度结点 E和 F。用标号法求 E到 F
的最短路径，容易算出 E 到 F 的最短路径为 EGF，其权为 28。然后将最短路径
上的边均重复一次（见图中虚线边所示）。于是得欧拉图 G*。求从 D出发的一条
欧拉回路，如 DEGFGEBACBDCFD，其权为 281。 
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48．由 8个二进制数码（4个 0，4个 1）如何产生一个圆形排列，组成 8个 3位长的
各不相同的二进制数？ 

解： 
设结点 11  ,10  ,01  ,00 3210 ==== vvvv 组成的集合V 为结点集。 0v 引出两条有向
边 001  ,000 10 == ee 分别邻接到结点 10 vv 和 。 1v 引出两条有向边 011  ,010 32 == ee
分别邻接到 32 vv 和 。 2v 引出两条有向边 101  ,100 54 == ee 分别邻接到 10 vv 和 。类

似地， 3v 引出两条有向边 111  ,110 76 == ee 分别邻接到 32 vv 和 ，由以上的诸边组

成边集 E，得有向图 >=< EVD , ，其图形为图 6-22 所示。D 为连通图，并且每
个结点的入度之和等于出度之和，因而 D为欧拉图。在 D中任求一条欧拉回路。
如 46735210 eeeeeeee 就是一条欧拉回路，按顺序取每条边的最后一个数码得

01011100，将 这八个数码首尾相接排成圆形就可以产生各不相同的八

个三位的二进制数。 
*49．证明图 6-23所示的图不是哈密尔顿图。 

证： 
方法一  图 6-23中有 16个结点，27条边，若图中存在哈密尔顿回路，在回路上
需要且只需要 16条边，但图中提供的可行遍的边数不足 16条。在结点 h, j, l处

     B           40          E 
 
   50           6         35           8 
 
A         19                                G 
             12    D    23 
   30                              20 
   
       C            10          F 

图 6-21

o

g

k

                   e0      

0v   
               00    

      e1        e2       e4 

  01                  10  

 1v       e5        2v  

        e3               e6 
           11   3v      

                e7 
                  

 
       图 6-22                                  图 6-23 

a

b 

h 
f

l m

p
n

c j
e

d

i 



194 离散数学——习题与解析 

各只能有两条边可供行遍，于是各有三条边不能用来行遍。在 a, c, e三结点处也
至少各有一条边不能用来行遍。在 p 处也至多用上两条边，这样一来可供行遍的
边数小于等于 27−(9+3+1)=14，故图中不可能存在哈密尔顿回路，因而它不是哈
密尔顿图。 
方法二  设 },,,,,,{1 pljhecaV = ，有  11 79)( VVGp =>=−  

由定理 16可知图 6-23不是哈密尔顿图。 

50．完全图 nK 是几笔画图？说明理由。 
解： 
当 n=1时， nK 为平凡图。 
当 1≠n 且为奇数时，对任一结点 u，deg（u）=n−1 为偶数。所以 nK 为欧拉图，

可一笔画出。 
当 1≠n 且为偶数时， nK 中每个结点均为奇度结点，故 nK 中有 n/2对奇度结点，
因此可 n/2笔画出。 

51．在图 6-24所示的图中，哪些是哈密尔顿图？哪些是半哈密尔顿图？是哈密尔顿图
的，请各在图中画出一条哈密尔顿回路。是半哈密尔顿图的，请画出一条哈密尔

顿通路。 
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解： 
图 6-24中图（1），图（4）两图为哈密尔顿图，图（2），图（3）为半哈密尔顿图。
在图（1）中，abcdefghija为一条哈密尔顿回路（图中粗边所示，下同）。在图（4）
中 abcdefghija为一条哈密尔顿回路。在图（3）中，adcdefghij为一条哈密尔顿通
路。在图（2）中，abcdefghijk为一条哈密尔顿通路。如图 6-25所示。 

52．有割点的连通图是否能是哈密尔顿图？为什么？ 
解： 
不能。因为若 G 是连通图且有割点 v，则 vG − 中至少有两个连通分支，即

{ }vvGp ≥− )( ，与定理 16矛盾。故有割点的连通图不可能是哈密尔顿图。 

*53．图 6-26所示的图 G为哈密尔顿图。试证明：若图中的哈密尔顿回路中含边 e1，

则它一定同时也含 e2。 
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证： 
设 C为图中一条哈密尔顿回路，e1在 C中，假设 e2不在 C中，我们要推出矛盾。
图中除 e1外，与 a, b关联的边各有两条，而只能各有一条边在 C中，由对称性设
（f, a）,（b, c）在 C中（不可能（f, a）, （g, b）或（a, e）,（b, c）同时在 C中）。
这就相当于在图 6-26所示的图G′中求一条哈密尔顿回路，可是这时，a, b均为图
G′中割点，由题 52可知，这是不可能的，因而 e2必在C中。 

54．证明：对于每个竞赛图 D，至多改变一条边的方向后就可以变成哈密尔顿图。 
证： 
由定理 20 的推论可知，D为半哈密尔顿图，因而 D中存在哈密尔顿通路，设 D
为 )3( ≥nn 阶竞赛图， nvvv Λ21 为D中的一条哈密尔顿通路，若边 )(, 1 DEvvn >∈< ，

则 121 vvvv nΛ 为 D中一条哈密尔顿回路，故 D为哈密尔顿图。否则 >< nvv ,1 在D
中，将 >< nvv ,1 改变方向得边 >< 1, vvn ，于是D就变成了哈密尔顿图了。 

55．证明：  若 G是含奇数个结点的二部图，则 G不是哈密尔顿图。用此结论证明图
6-27所示的图不是哈密尔顿图。 

证： 
设 V1和 V2为二部图 G 的互补结点子集。因为 G 有奇数
个结点，所以 21 VV ≠ ，不妨设 21 VV < ，并设 rV =1 ，

sV =2 。考虑 1VG − ，则 1VG − 有 s个连通分支，因为 sr < ，

所以， rVVGps =>−= 11)( ，由定理 16 可知 G 不是哈
密尔顿图。 
图 6-27 所示的图中无奇数长的回路，因而此图是二部图
（见定理 2）。这个图中有 13个结点，因此它不是哈密尔
顿图。 

56．证明：完全图 K9中至少存在彼此无公共边的两条哈密尔顿回路和一条哈密尔顿通

路。 
证： 
设 C1为 K9中一条哈密尔顿回路。令 G1为 K9中删除 C1中全部边之后的图，则 G1

中每个结点的度均为 6，由定理 18可知 G1仍为哈密尔顿图，因而存在 G1中的哈

密尔顿回路 C2（显然 C2也是 K9中的哈密尔顿回路，并且 C1与 C2无公共边）。再

设 G2为 G1中删除 C2中的全部边后所得图，G2为 4 正则图。由定理 17 可知 G2

为半哈密尔顿图。因而 G2中存在哈密尔顿通路。设 L为 G2中的一条哈密尔顿通

路，显然 C1，C2，L无公共边。 

 

 

 

 

 

 

 

图 6-27 
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事实上，可以证明在 K9中存在 4 条边不重合的哈密尔顿回路，在图 6-28 中给出
了 4条边不重合的哈密尔顿回路。 
可以证明：在 K3中存在一条边不重合的哈密尔顿回路，K5中存在两条边不重合的

哈密尔顿回路，K7 中可存在 3 条边不重合的哈密尔顿回路，一般情况下，K2k+1

（ 1≥k ）中最多可存在 k条边不重合的哈密尔顿回路，读者不妨试着证明一下。 

*57．无向完全图 )3( ≥nKn 中共有多少条不同的哈密尔顿回路？K3，K4，K5中各有多

少条不同的哈密尔顿回路？ 
解： 
设 v1为 Kn中任一结点，构成哈密尔顿回路时，选与 v1相邻的结点（不妨设为 v2）

共有 n−1 种选择方法。再选与 v2相邻的结点 v3时，共有 n−2 种方法，⋯，选与
vn-1相邻的结点 vn时，共有两种方法，当然选择与 vn相邻的结点（v1）只有一种

方法。由乘法原理可知从 v1出发又回到 v1的哈密尔顿回路共有（n−1）！条。于是
从 Kn中任一结点出发的哈密尔顿回路共有 n！条。但回路 1121 vvvvv nn−Λ 中任何一

结点均可做为始点（终点），就是说在 1121 vvvvv nn−Λ 中任何一结点做为始点（终 

点）均看成是一条，因而 Kn 中应有 )!1(!
−= n

n
n

条不同的哈密尔顿回路。又将

1121 vvvvv nn−Λ 和 1211 vvvvv nn Λ− 看成是同一条回路，于是 Kn 中应有 )!1(
2
1

−n 条不

同的哈密尔顿回路。在这 )!1(
2
1

−n 条哈密尔顿回路中，对于其中的任意两条 C1和 

C2，一定存在边 e1只属于 C1而不属于 C2，同样也一定存在 e2只属于 C2而不属于

C1。显然 K3中只有一条哈密尔顿回路，K4中有 3 条不同的哈密尔顿回路，K5中

有 12条不同的哈密尔顿回路。 

58．设 G是 n阶无向简单图，其边数 2)2)(1(
2
1

+−−= nnm ，试证明 G为哈密尔顿图。

再给出一个图 G，使它具有 n 个结点， 1)2)(1(
2
1

+−− nn 条边，而 G 不是哈密尔

顿图。 
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证： 
首先证明G中任何两个不相邻的结点的度数之和均大于等于 n。否则存在 vi, vj不

相邻，且 1)()( −≤+ nvdvd ji 。令 V1={vi, vj}， 11 VGG −= ，则 G1是 n−2阶简单

图 ， 它 的 边 数 )1(2)2)(1(
2
1

−−+−−≥′ nnnm ， 可 得

1)3)(2(
2
1

+−−≥′ nnm ，这与 1G 为 n−2阶简单图矛盾，因而 G中

任何二不相邻的结点的度数之和均大于等于 n，由定理 18可知 G
是哈密尔顿图。 
如图 6-29所示，有 4个结点，4条边，不是哈密尔顿图。 

59．证明图 6-30中所示的图为哈密尔顿图，但图中不存在过边 21 ee和 的哈密尔顿回路。 
证： 
图中 aabcdejihgf 为一哈密尔顿回路，所以该图为哈密尔顿图（见图 6-30（2）中
粗边所示）。 

用反证法证明图（1）中不存在同时含 1e 和 2e 的哈密尔顿回路。若存在这样的回
路C，则与 chfa ,,, 关联的边除 21,ee 外均有一条不在 C中。考虑到图的连通性，
不能产生割点及对称性，设 ),(),,(),,(),,( iheacbgf 均不在C中（见图 6-30（3）所
示的图）。在图（3）中， dj和 为 3度结点，因而与 dj, 关联的边应各有一条不在
C中，又因为 dj, 不相邻，于是能在C中出现的边只能有 9条，但 C中含 10条边，
于是得出矛盾，因而图中不存在同时含 21,ee 的哈密尔顿回路。 

60．设 G为一无向连通图，C为 G中一条基本回路，若删除 C中任何一条边后，C中
剩下的边构成的路径都是 G中最长的路径。证明：C为 G中的一条哈密尔顿回路，
从而 G为哈密尔顿图。 
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证： 
若 C 不是 G 中的哈密尔顿回路，则 G 中必存
在结点u不在回路C上。但由于 G是连通图，
因而必存在回路 C上的结点 11,vv 与u相邻。设

121 vvvvC lΛ= ，在 C 上删除边 ),( 21 vv ，C 上
剩下的边构成的路径为 132 vvvv lΛ ，其长度为

1−l 。可是 uvvvv l 132 Λ 是 G中一条长度为 l的
路径（见图 6-31所示），这与已知的条件矛盾，
所以 G 中所有的结点均在 C 上，于是 C 是哈
密尔顿回路，从而 G为哈密尔顿图。 

*61．某次会议有 20人参加，其中每个人都至少有
10个朋友，这 20人围一圆桌入席，要想使与每个人相邻的两位都是朋友是否可
能？根据什么？ 

解： 
可能。依题意，若用结点代表人，两人是朋友时相应结点间连一条边，则得到一

个无向图 >=< EVG , ,该题转化为求哈密尔顿回路问题。 
由于对任 Vvu ∈, ，有 10)deg(  ,10)deg( ≥≥ vu ，因而 20)deg()deg( ≥+ vu  
根据定理 18，G为哈密尔顿图，G中存在哈密尔顿回路，按此回路各点位置入席
即为所求。 

62．有 11位同学想同桌玩游戏，为增进友谊，希望每次玩时，每人两边相邻的人都不
相同，这样他们最多能玩几次？若是 n个同学呢？ 

解： 
依题意，若以结点代表同学，可得有 11个结点的无向完全图 K11，则该问题是求

K11中最多有几条无公共边的哈密尔顿回路。 

由于 11K 的边数 55
2

)111(11
=

−
=m ，而每一条哈密尔顿回路有 11条边，但要求任

两条无公共边（两边的人都不同），故最多有 5条。即他们最多能这样玩 5次，具
体排法如下： 
设 11人记为 1，2，3，⋯，10，11。 

（1）1234567891011 
（2）1426385107119 
（3）1648210311597 
（4）1861041129375 
（5）1108116947253 

若是 n个同学时，则 nK 的边数为 n(n−1)/2。每条哈密尔顿回路的边数为 n，所以
最多有(n−1)/2条，即 n个同学最多这样玩(n−1)/2次。 
 

u 
vl 
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                  v3 

 

图 6-31 
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63．今要将 6人分成 3组（每组 2个人）去完成 3项任务。已知每个人至少与其余 5
个人中的 3个人能相互合作。 

（1）能否使得每组的 2个人都能相互合作？ 
（2）你能给出几种不同的分组方案？ 

解： 
（1）用 v1,v2,⋯,v6代表 6个人，若 vi, vj能相互合作，就在 vi与 vj之间连无向边，

得无向图 G=<V,E>。由已知条件可知，对于任意的 Vvi ∈ ，
2

)( nvd i ≥ ，由

定理 19可知，G为哈密尔顿图，因而存在哈密尔顿回路，设
1621 iiii vvvvC Λ=

为 G中一条哈密尔顿回路，于是在 C中，相邻的两结点代表的二人是能相
互合作的。 

（2）我们可以将
21

, ii vv 分在一组，
43

, ii vv 分在一组，
65

, ii vv 分在一组。也可以将

16
, ii vv ；

32
, ii vv ；

54
, ii vv 各分在一组，这是两种不同的分组方案。 

*64．已知 a, b, c, d, e, f, g 7个人中，a会讲英语；b会讲英语和汉语；c会讲英语、意
大利语和俄语；d会讲汉语和日语；e会讲意大利语和德语；f会讲俄语、日语和
法语；g会讲德语和法语。能否将他们的座位安排在圆桌旁，使得每个人都能与
他身边的人交谈？ 

解： 
用 a, b, c, d, e, f, g7个结点代表 7个人，若两人能交谈（会讲同一种语言），就在
代表他们的结点之间连无向边，所得无向图为图 6-32 中（1）所示，此图中存在
哈密尔顿回路：abdfgeca（如图 6-32 中（2）粗边所示），于是按图 6-32 中（3）
所示的顺序安排座位即可。 

65．今有n个人，已知他们中的任何 2人合起来认识其余的 2−n 个人。试证明： 

（1）当 3≥n 时，这 n个人能排成一列，使得中间任何人都认识两旁的人，而两
头的人认识左边（或右边）的人。 

（2）当 4≥n 时，这n个人能排成一个圆圈，使得每个人都认识两旁的人。 
证： 
设n个人为 nvvv ,,, 21 Λ ，以 },,,{ 21 nvvvV Λ= 为结点集，若 ji vv与 认识，就在代表

他们的结点之间连无向边，得边集 E。于是得无向图 >=< EVG , ，G为简单图，

          b                  b                a           b 
a              c    a              c 

c                 d 
g             d    g              
                                  d                        f 
  f       e            f        e            e          g 
（1）                  （2）                  （3） 

图 6-32 
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并且对于任意的 2)()(  ,, −≥+∈ nvdvdVvv jiji  

（1）设 ji vv与 不相邻（即 ji vv , 代表的人不认识），则对任意的 ),( jkikvk ≠≠ 必与

iv 或 jv 相邻，否则与已知条件矛盾。又因 ij vv 与 不相邻，因而 kj vv 与 必相

邻，于是 112)()( −=+−≥+ nnvdvd ji  ，根据定理 17，G 中存在哈密尔顿
通路，于是（1）得证。 

（2）同在（1）中的证明类似，对于任意的 Vvk ∈ ，只要 jkik ≠≠ 且 ， ji vv与 都

与 kv 相邻，于是 )4(42)2(2)()( ≥≥−=−≥+ nnnnvdvd ji 当 ，根据定理 18，
G中存在哈密尔顿回路，于是（2）得证。 

*66．求图 6-33所示的完全带权图中的最小权的哈密尔顿回路。 

解： 
由题 57可知，图中存在 3条不同的哈密尔顿
回路，我们将它们都求出来，计算每一条的

权，求出权最小的一条就可以了。这 3 条不
同的哈密尔顿回路分别为： abdca，其权为
48；acbda，其权为 49；adcba，其权为 47。
由此可见，第三条是图中含最小权的哈密尔

顿回路，它的权为 47。 
当结点增多时，再求最小权哈密尔顿回路，就不是件容易的事情了。到目前为止，

还没有找到最小权哈密尔顿回路的好的算法。用近邻法可求得哈密尔顿回路

abdca，其权为 48。 

*67．证明：极大平面图 G一定是连通图。 
证： 
若 G为非连通图，设 G有 )2( ≥kk 个连通分支 kGGG ,,, 21 Λ ，在 1G 中取 11v ，在 2G
中取 21v ，在 G上加边 ),( 2111 vv ，所得新图 ),( 2111 vvG Υ 还是平面图，这与 G为极
大平面图矛盾。故证明成立，极大平面图 G一定是连通图。 

68．证明图 6-34中所示的 4个图均为可平面图。 

 

 
 
 
 
 
 
        （1）            （2）               （3）                （4） 

图 6-34 

 
 
 
 
 
 

图 6-33 
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证： 
只要找出它们各自的一个平面图即可。图 6-35中分别给出了它们的平面图。 

69．设 G为有 )2( ≥kk 个连通分支的平面图，G的平面图的每个面至少由 )3( ≥ll 条边

围成，则  )1(
2

−−
−

≤ kn
l

lm  

证： 
设 G的各面的边界的长度和为 T。G的每条边在计算 T时，均提供 2，又因为 G
的平面图G′的每个面至少由 l条边围成，所以 

     mTrl 2=≤⋅             （1） 

由欧拉公式的推广得 

     nmkr −++= 1             （2） 

将（2）中 r代入（1），得 

     mnmkl 2)1( ≤−++⋅            （3） 

（3）经过整理后得  )1(
2

−−
−

≤ kn
l

lm  

*70．图 6-36（1）中所示的图是否为平面图？是否为极大平面图？为什么？ 

 
 
 
 
 
 

（1）                 （2）              （3）              （4） 
图 6-35 
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解： 
图 6-36（1）中所示的图为平面图，它的一个平面图如图 6-36（2）所示，它也是
一个极大平面图。图中边数 m为 12，结点数为 6，若不相邻的结点之间再加一条
边，m应为 13，所得图为连通的简单平面图，由定理 25可知  1266313 =−×≤= m  
这显然是矛盾的，因而图 6-36（1）所示的图是平面图，并且是极大平面图。 

71．设 G是边数 m小于 30的简单平面图，试证明 G中存在结点 4)(, ≤vdv  
证： 
不妨设 G是连通的，否则因为它的每个连通分支的边数都应小于 30，因此可对它
的每个连通分支进行讨论，所以可设 G是连通的。 
若 G中无回路，则 G必为树，结论显然成立。若 G中有回路，由于 G为简单图，
因而 G中每个面至少由 3条边围成，由定理 25可知 

63 −≤ nm              （1） 

下面用反证法证明我们的结论。若不然，G 中所有结点的度数均大于等于 5，由
握手定理可知 

mnnvdm
n

i
i 5

25)(2
1

≤⇒≥= ∑
=

         （2） 

将（2）式中的 n代入（1）式： 

306
5
6

≥⇒−≤ mmm  

这矛盾于 m<30，所以一定存在 4)(, ≤vdv  

72．设简单平面图 G中结点数 n=7，边数 m=15，证明 G是连通的。 
证： 
用反证法。设 G 为非连通的，具有 2≥k 个连通分支 kGGG ,,, 21 Λ 。设 iG 的结点
数为 in ，边数为 im ，i=1,2，⋯，k。 

 
 
 
 
 
 
 
 
（1）                  （2） 

图 6-36
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若存在 1=jn ，则 k必为 2，因为只有此时 G为一个平凡图并上一个 6K 才能使其

边数为 15，可是 6K 不是平面图（它的子图 5K 已不是平面图），这矛盾于 G 为平
面图这个事实，所以不存在 1=jn 。 
若存在 2=jn ， jG 中至多有一条边（因为 G为简单图），另外 5个结点构成 5K 时
边数最多，但充其量为 10条边，这与 G有 15条边矛盾。 
综上所述， in 必大于等于 3，i=1,2,⋯,k。由定理 25可知 

    kinnm iii ,,2,1,63)2(3 Λ=−=−≤  

求和得 

    knm 63 −≤             （1） 

将 n=7，m=15代入（1）得 

162115 ≤⇒−≤ kk  

这与 2≥k 矛盾。 
至此证明了 G必为连通图。 

73．n取何值时，无向完全图 Kn是哈密尔顿图？ 
解： 
当 3≥n 时，Kn是哈密尔顿图。 
因为 21   , KK 无回路，当 3≥n 时，任两点的度数之和都大于等于 n。 

*74．图 6-37中所示（1），（2）两图为什么是非平面图？ 
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解： 
图 6-37中（3）所示的图为（1）所示图的子图，将 6v 收缩到 7v 得 5K 。（4）所示
的图也是（1）所示的图的子图，它是 3,3K ，根据定理 27可知（1）所示图为非平
面图。 
（5），（6）所示的图均为（2）的子图，（5）含与 5K 同胚子图，（6）与 3,3K 是同

胚的，所以（2）也不是平面图。 

75．设 G是面数 r小于 12的简单平面图，G中每个结点的度数至少为 3。 

（1）证明 G中存在至多由 4条边围成的面； 
（2）给出一个例子说明，若 G中的面数为 12，且每个结点的度至少为 3，则（1）

的结论不成立。 
证： 
（1）不妨设 G 是连通的，否则可以对它的每个连通分支进行讨论（因为每个连

通分支均满足条件）。因而由欧拉公式有 

rmn +−=2            （1） 

又由已知条件知道 

12<r   且  mn
3
2

≤           （2） 

将式（2）的结果代入式（1）得 

 
 
 
 
 
 
 
      （1）                   （2）                   （3） 

 
 
 
 
 
 
 
（4）                    （5）                    （6） 

图 6-37 
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3012
3
22 <⇒+−< mmm          （3） 

若所有的面均至少由 5条边围成，则 

mrmr
5
225 ≤⇒≤           （4） 

将式（2），式（4）代入式（1）得 

30
5
2

3
22 ≥⇒+−≤ mmmm         （5） 

式（3）与式（5）是矛盾的，因而必存在至多由 4条边围成的面。 

（2）十二面体图有 12个面，每个结点均为 3度，每个面由 5条边围成，并没有
4条边围成的面。 

76．设结点数 3≥n 的连通的简单的平面图 G每个面的边界长均为 3，证明 G是极大平
面图。 

证： 
设 G的边数为 m，面数为 r。由于 G的每个面的边界都是 3，所以 

mrmr
3
223 =⇒=             （1） 

由欧拉公式及（1）得 

2
3

2
3
22 +=+−=+−=

mmmrmn          （2） 

若 G不是极大平面图，必存在二结点 u, v不相邻， GvuG ′=),(Υ 仍为平面图，G′

的边数、结点数、面数分别为 1+=′ mm 、 2
3
+==′

mnn 、 1+=′ rr 。G′仍然是

连通的简单的平面图，且 3≥′n ，由定理 25可知 

mmmmnm =−+⋅≤′=+⇒−′≤′ 6)2
3

(3163  

这是一个矛盾，所以G必为极大平面图。 

*77．在由 6个结点，12条边构成的连通平面图 G中，每个面由几条边围成？为什么？ 
解： 
每个面由 3 条边围成。因图中结点数和边数分别为 n=6，m=12，根据欧拉公式     
n−m+r=2，得 r=8。 
又∑ == 242)deg( mvi ，而简单连通平面图的每个面至少由 3 条边围成，所以 G
中每个面由 3条边围成。 

*78．证明当每个结点的度数大于等于 3时，不存在有 7条边的简单连通平面图。 
证： 
设（n, m）图为简单连通平面图，有 r个面。 
若 m=7，由欧拉公式知 n + r = m +2 = 9       （1） 
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而每个面至少由 3条边围成，有 mr 23 ≤ ，则 mr
3
2

≤  

又对任结点 3)deg(  , ≥∈ vVv ，有 mn 23 ≤ ，故 mn
3
2

≤  

所以
3
28

3
4

3
2

3
2

==+≤+ mmmrn 与（1）矛盾，所以结论正确。 

79．证明：若 G是自对偶的平面图，则 G中的边数 m与结点数 n有如下关系 
22 −= nm  

证： 
设 G*是 G的对偶图，因为 *GG ≅ ，所以 G必为连通的平面图。由定理 29可知：
n*=r, m*=m, r*=n，于是，n=n*=r，由欧拉公式可知 

n−m+r=2=n−m+n⇒m=2n−2 

80．证明：一个平图 G的对偶图 G*是欧拉图当且仅当 G中每个面均由偶数条边围成。 
证： 
显然 G*是连通图。设 v*为 G*中任意一结点，v*处于 G的面 R中，由于 R由偶数
条边围成，所以 d（v*）为偶数，由于 v*的任意性可知，G*为欧拉图。 

81．设 G*是平图 G的对偶图，证明： 

    n*=r, m*=m, r*=n−k+1   其中 )1( ≥kk 为 G的连通分支数。 
证： 
由欧拉公式的推论可知 

n−m+r=k+1⇒m−r=n−k−1          （1） 

G *是连通图，由欧拉公式可知 

n*−m*+r*=2⇒ r*=2+m*−n*         （2） 

n*=r，m*=m是显然的，由（2）得 

r*=2+m−r             （3） 

将式（1）代入式（3）得   

r*=2+n−k−1=n−k+1 

82．证明：不存在具有 5个面，每两个面都共享一条公共边的平图 G。 
证： 
反证法。若存在这样的平图 G，设 G的对偶图为 G*，则 G*也是平图。由于 G有
5个面，所以 G*具有 5个结点。设 v*为 G*的任一结点，设它位于 G的面 R中。
由于 R与其余 4个面均有公共边，所以 v*与其余面中的结点均相邻，于是 d（v*）
=4，而且 G*为简单图，于是 G*必为 5K ，可是 5K 为非平面图，这与 G*为平图矛
盾。 
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*83．图 6-38 中给出的图 21 GG ≅ ，试画出它们的对偶图 G1*，G2*，并说明是否有
** 21 GG ≅  

解： 
图 6-39中虚线部分分别表示 1G 和 2G 的对偶图 *

1G 和 G2*。由图知 5*)( 1 =∆ G ，而  
4*)( 2 =∆ G ，所以 G1*≅G2* 

84．设 G是连通的平图，证明：G为二部图当且仅当 G的对偶图为欧拉图。 
证： 
必要性：设 G*为 G的对偶图，则 G*是连通的，只要证明 G*中每个结点的度数均
为偶数。因为 G为二部图，由定理 2可知 G中无奇数长度的基本回路，因而 G*
中所有结点的度数为偶数，所以 G*为欧拉图。 
充分性：因为 G*为欧拉图，所以 G*中每个结点的度数都为偶数。所以 G中无奇
数长的基本回路，因而 G必为二部图。 

85．求下列各类图的色数： 

（1）n阶零图 nN ； 
（2）完全图 nK ； 
（3）n阶轮图 nW ； 
（4）二部图； 
（5）彼德森图。 

 

 

 

 

 

 

 
 

1G                                   2G  

图 6-39 

 

 

 

 

 

1G                                  2G  

图 6-38 
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解： 
（1） nN 中无边，因而 nN 中各结点可用同一种颜色着色，也就是说 nN 是 1-可着

色的，当然 nN 不是 0-可着色的，所以 1)( =nNχ 。 
（2） nK 中所有的结点之间都彼此相邻，因而至少用 n种颜色给 nK 的结点着色，

才能无相邻结点着同种颜色，所以 nK 是 n-可着色的，但不是（n−1）-可着
色的，于是 nKn =)(χ 。 

（3）① n为奇数时， nW 中有一个长为偶数 n−1的基本回路 1−nC ，由定理可知， 

1−nC 上的 n−1个结点可用 2种颜色着色，另外的结点 nv 不在 1−nC 上，它

与 1−nC 上的所有结点相邻，因而最少用 3 种颜色给 nW 着色，所以

3)( =nWχ 。 
② 当 n为偶数时， nW 中有一个长为奇数的基本回路 1−nC ，至少用 3种颜色 
给 1−nC 上的结点着色， 1−nC 外结点 nv 与 1−nC 上的所有结点相邻，因而至

少用 4种颜色给 nW 的结点着色，所以 4)( =nWχ 。 
（4）设 >=< EVVG ,, 21 为任意一二部图，若 ∅=E ，则 G为零图，此时 

1)( =Gχ 。若 ∅≠E ，则 G 为非零的二部图，G 中至少有一条边，因而
2)( ≥Gχ ，可是 1V 中的结点互不相邻， 2V 中的结点互不相邻，因而可给 1V 中

所有的结点着颜色α ，给 2V 中的结点着色 β，保证相邻结点着不同颜色，所
以 2)( ≤Gχ ，故 2)( =Gχ 。 

（5）在彼德森图 G中，存在奇数长的基本回路，因而 3)( ≥Gχ 。又彼德森图既不

是完全图，也不是长为奇数的基本回路， 3)( =∆ G ，由定理 36可知 3)( ≤Gχ ，

所以 3)( =Gχ 。 

*86．求图 6-40所示二图的色数。 
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解： 
（1）图 6-40中（1）所示的图 G中无奇数长的基本回路，由定理 36可知  

2)( =Gχ 。 

（2）图 6-40中（2）所示的图 G含子图 4W ，事实上，由结点 dcba ,,, 导出的子 
图就是轮图 4W 。由题 85中（3）可知 4)( 4 =Wχ ，所以应有 4)( ≥Gχ ，又此

图中最大度 4)( =∆ G ，G 不是完全图，也不是奇数长的基本回路，由定理
36可知 4)()( =∆≤ GGχ ，所以 4)( =Gχ 。 

87．设 G是 n阶 k正则图，证明  
kn

nG
−

≥)(χ  

证： 
设 v为 G中任意一结点，因为 d(v)=k，因而至多有 n−k个结点可以与 v涂相同的

颜色，于是至少需要 ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

− kn
n
种颜色给 G的结点着色，所以 

kn
n

kn
nG

−
≥⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡

−
≥)(χ  

88．设 G是一个简单图，若 G的结点表示期末考试的科目，边表示关联的两结点对应
的科目不能同一时间考。那么 G的一个适当的点着色的意义是什么？最小色数的
意义是什么？ 

解： 
由于图的结点表示考试科目，相邻两点颜色不同表示对应的两门课不能同时考。

因此，图的一个适当的着色就是一张考试安排表。结点上颜色的种数表示不同考

试时间的次数，同一种颜色的结点表示可在同一时间考的对应科目，最小色数则

表示安排考试时间的最少次数。 

*89．某年级学生共选修 9门课程。期末考试时，必须提前将这 9门课程先考完，每天
每人只在下午考一门课程，问至少需要几天考完这 9门选修课程？ 

解： 
设课程集合为 },,,{ 921 vvvV Λ= ，令 xxiS {)( = 是该年级的学生且 x学习 }iv ，若

∅≠)()( jSiS Ι ，取边 )(),( GEji ∈ ，于是做出无向图 G。显然 )(Gχ 是所需要的最

少的考试天数。 

 
 
 
 
 
 

（1）                    （2） 
图 6-40

b
d

c

a
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例如，当 E(G)={（1，2），（1，4），（1，6），（1，7），（2，3），（2，6），（3，4），
（3，7），（3，9），（4，7），（4，8），（5，9），（5，6），（5，8）}时，G如图 6-41
所示，此图的色数 3)( =Gχ ，所以可在三天内考完全部课程。 

*90．某校某年级共有 s 个班，由 r 名教员上课。设 },,,{ 211 rvvvV Λ= 为教员集合，

},,,{ 212 sxxxV Λ= 为班级集合。令 ijm 表示教员 iv 在一天内给 jx 班上课的节数，
i=1,2,⋯,r, j=1,2,⋯,s。 

（1）问本年级每天至少要安排多少节课？又至少需要多少个教室？ 
（2）设 r=4，s=5， ijm 由表 6-2给出，回答（1）中提出的问题。 

表 6-2 

 1x  2x  3x  4x  5x  

1v  1 0 1 0 0 

2v  1 0 1 1 0 

3v  0 1 1 1 1 

4v  0 0 0 1 2 

解： 
（1）以 21,VV 为结点集做二部图 G，使得结点 iv 与 jx 之间连接 ijm 条无向边。所

得二部图为 >=< EVVG ,, 21 。用尽量少的颜色给 G的边着色，使得相邻的边
着不同的颜色，每种边着色方案就给出一种课时安排表，当然每天所用最少

节数由 )(Gχ ′ 给出。给出课时表后，根据课时表求出所用教室的最小数目。 

v1              v2 
 v9 
 

v8                        v3

 
v4 

 

v7 

 v6           v5 

图 6-41
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（2）根据所给的数据做二部图 G（见图 6-42）。 

所做二部图的边色数为 4，所以每天要安排 4节课，在图 6-42（1）中给出了 1种
边的着色方案，按此方案安排的课表为表 6-3 表示，此方案中第一节课要用 4 个
教室，因而本年级需要 4个教室。 

表 6-3 

 
 
 
 
 
 
 

将边的着色方案改变一下，将 4v 关联的边的着色方案改成图 6-42（2）中所示的
图着色方案，其他边的着色方案不变，按此方案安排课表为表 6-4 所示，在此方
案下，只要给本年级准备 3个教室就可以了。 

91．设 >=< EVG , 为非平凡的无向简单图，则 VV ⊆* 是 G 的点覆盖集当且仅当 
*VV − 为 G的点独立集。 

证： 
必要性：设 V*为 G的一个点覆盖集，则 G中任何一条边的两个端点至少有一个
在 V*中，因而不存在两个端点均在 V−V*中的边，于是 V−V*中所有结点均不相邻，
故 V−V*为点独立集。 
充分性：V−V*为 G的点独立集，因而 G中任何一条边的两个端点不同在 V−V*中，
就是说，任何一条边的两个端点至少有一个在 V*中，所以 V*为 G的点覆盖集。 

92．设 >=< EVG , 是一个无孤立点的无向简单图，M 为 G 中一匹配，N 为 G 中一点
覆盖，Y为 G中一点独立集，W为 G中一边覆盖集，证明： 

（1） NM ≤  
（2） WY ≤  

 1 2 3 4 

1v  1x  — 3x  — 

2v  2x  4x  — 1x  

3v  3x  3x  4x  5x  

4v  4x  5x  5x  — 

 1 2 3 4 

1v  1x  — 3x  — 

2v  3x  4x  — 1x  

3v  2x  3x  4x  5x  

4v  — 5x  5x  4x  

表 6-4 

   v1    v2     v3      v4                v1     v2     v3      v4 
3    1                    3                                     3 

                 3                             3   1      3 
 1     4                     2         1    4                        2 
        1       2  2     1   4                1       2  2     4  4 
 
x1     x2      x3       x4         x5   x1    x2      x3        x4         x5 

          （1）                                           （2） 
图 6-42 
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等号成立时，M，N，Y，W 分别为最大匹配，最小点覆盖，最大点独立集，最小
边覆盖。 

证： 
（1）因为匹配 M中的边均不相邻，因而覆盖住M中的边至少用 N中 M 个结点，

因而 NM ≤ 成立。当等号成立时，说明 M 达到了最大值， N 达到了最小
值，因而 M为最大匹配，N为最小点覆盖。 

（2）独立点集 Y 中的结点均不相邻，W 中至少要有 Y 条边才能覆盖住 Y 中所有
结点，所以必有 WY ≤ （等号成立时讨论情况类似于 1）。 

93．（1）设 nK 是 3≥n 的无向完全图，试证明： 01 αβ < 且 10 αβ <  
（2）设 srK , 是完全二部图，试证明： 01 αβ = 且 10 αβ =  

证： 
（1）对于 3≥n 的无向完全图 nK 来说，至少用 n−1个结点才能覆盖住所有边，所

以 10 −= nα ，当 n为偶数时， nK 中存在最多为
2
n
条边的边独立集（匹配），

当 n为奇数时，存在最多为
2

1−n
条边的匹配，因而 ⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢=

21
nβ 。显然 10 =β ，

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ +

=
2

1
1

nα 。当 3≥n 时， ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢>−

2
1 nn ， 1

2
1

>⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ +n

，所以 1001   , αβαβ <<  

（2）在完全二部图 srK , 中， 10 },min{ βα == sr ， 10 },max{ αβ == sr ，所以 01 αβ =

且 10 αβ =  

94．在彼德森图中找一个最小点覆盖集 N，最大点独立集 Y，最小边覆盖集 W和一个
最大边独立集 M。然后计算出图的点覆盖数 0α ，
点独立数 0β ，边覆盖数 1α 和边独立数（匹配数） 1β 。 

解： 
（1）在图 6-43中所示的彼德森图中，实心点组成

的集合 },,,,,{ ejicbfN = 为一最小点覆盖集，

由 题 91 可 知 空 心 点 组 成 的 集 合

},,,{ dahgY = 为 最 大 点 独 立 集 ， 因 而

4,6 00 == βα  
（2）图中粗边组成的集合 

)},(),,(),,(),,(),,{( jeidhcgbfaW = 为最小边

覆盖集，也是一最大匹配，因而图中

511 == βα  

*95．设二部图 >=< EVVG ,, 21 ， 1V 中每个结点的度都不小于 2V 中每个结点的度，证
明存在 1V 到 2V 的完备匹配。 

 
 

a 
 

f 
e              b 

j          g 

i       h 
 
 
 
 

d          c 
图 6-43 
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证： 
设 1V 中各结点的最小度为δ ，则 1V 中任意 ),,2,1( 1Vkk Λ= 个结点至少关联 δk 条
边，这 δk 条边至少关联 2V 中 k 个结点，于是 1V 中任 k 个结点至少邻接到 2V 中的
k 个结点，因而 G 满足“相异性条件”，故存在 1V 到 2V 的完备匹配。其实，本题
也满足 δ=t 的 t条件。 

96．设 >=< EVVG ,, 21 为 r正则二部图，证明 G中存在完美匹配。其中 1≥r 。 

证： 
因为 G为 r正则图，因而 1V 中每个结点关联 r条边， 2V 中每个结点也关联 r条边。
取 t=r，则 G中结点满足“t条件”，由定理 33可知 G中存在从 1V 到 2V 的完备匹
配 1M ，因而 21 VV ≤ 。也存在 2V 到 1V 的完备匹配 2M ，因而 12 VV ≤ ，于是

21 VV = 。所以 1M ， 2M 都是 G中完美匹配。 

*97．求无向完全图 nK 和完全二部图 srK , 中边不重合的完美匹配的个数。 
解： 
（1）n为奇数时， nK 中不存在完美匹配。当 n为偶数时， nK 中存在完美匹配，

其边不重合的完美匹配的个数等于 nK 的边色数 )( nKχ ′ 。此个数等于

1)( −=∆ nKn  
（2）完全二部图 srK , 中存在完美匹配，当且仅当 r=s。由于 rKK rrrr =∆=′ )()( ,,χ ，

所以 rrK , 中存在 r个边不重合的完美匹配。 

*98．求图 6-44中所示的两图 0α ， 0β ， 1α ， 1β 。 

解： 
（1）在图 6-44（1）中，易求出最大点独立数 30 =β ，图中结点数 n=10，由定理

30可知，最小点覆盖数 73100 =−=α 。 
易知图中匹配数 51 =β ，由定理 31可知 551010 11 =−=−= βα 。 

（2）在图（2）中，n=13。容易看出 60 =α ，所以 76130 =−=β 。容易看出  
61 =β ，所以 71 =α 。 

 
 
 
 
 
 
 
 

（1）                      （2） 
图 6-44 
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99．现有 4名教师：张、王、李、赵，要求他们去教 4门课程：数学、物理、电工和
计算机科学。已知张能教数学和计算机

科学；王能教物理和电工；李能教数学、

物理和电工；而赵只能教电工。 
如何安排才能使 4位教师都能教课，并
且每门课都有人教？共有几种方案？ 

解： 
设 V1={张、王、李、赵}，V2={物理、
数学、计算机、电工}。某人能教某课
程就在相应的结点之间连边，做二部图

如图 6-45所示。 
此二部图 G满足“相异性条件”，因而存在 1V 到 2V 的完备匹配（此匹配也是完美
的）。但因赵只能教电工，因而王只能教物理，李就只能教数学，张也就只能教计

算机科学了。即方案只有一种。 

100．设 >=< EVG , 为一无向简单图，证明： δα ≥0 。其中 0α 为 G中点覆盖数，δ 为
G中最小度。 

证： 
用反证法。若不然，必有 δα <0  
设 0N 为 G 中任一最小点覆盖集，则 δα <= 00N ，又因为 G 为简单图，所以

1−≤ nδ ，n为 G中结点数，因而 10 −< nα 。于是存在 00 NVv −∈ （即 00 Nv ∉ ），

1)( 00 +≥≥ αδvd ，可是 0N 中的 0α 个结点覆盖不住 0v 关联的 )( 0vd 条边，这与 0N
为点覆盖矛盾。所以假设 δα <0 错误，证明成立。 

*101．某杂志发表了 7 个征求答案的题目，当从读者寄来的解答中挑选每题的两个解
答时，编者发现所有 14个选出来的解答恰好是 7个读者提出来的，而且每个人
正好提出了两个答案。试证明：编辑可以这样发表每道题的一个解答，使得在

发表的解答中，这 7个读者每人都恰有一个解答。 
证： 
设 7 个读者为 721 ,,, vvv Λ ， },,,{ 7211 vvvV Λ= ， 7 个题目为 721 ,,, uuu Λ ，

},,,{ 7212 uuuV Λ= 。若 iv 为 ju 做解答，令 Euv ji ∈),( 。所做图 >=< EVVG ,, 21 ，

则 G为二部图。由已知条件可知 1V 中每个结点关联两条边， 2V 中每个结点也关联
两条边，即 G 满足 t=2 的“t 条件”，因而存在 1V 到 2V 的完备匹配，可是此时

21 VV = ，因而对于任意的 1V 到 2V 的完备匹配 M，不存在 M—非饱和点，故 M
也是完美的。即使得 7个题目的 7个解答分别由 7个读者给出是可以办到的。 

102．写出连通平面图的欧拉公式，并求出当平面图的每个面至少有 5条边围成时，边
数与结点数所满足的关系式。 

 
 

    张      王      李    赵 

 
 
 
 
 
数学       物理     计算机     电工 
 

图 6-45 
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解： 
设平面图 G有 n个结点，m条边和 r个面，则欧拉公式为： 2=+− rmn 。 

因图中每个面至少有 5条边围成，所以有 rm 52 ≥ ，即 mr
5
2

≤ ，代入欧拉公式化

简后得 

    
3

105 −
≤

nm  

即为所求。 
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第 7章  树 

树是图论中最重要的概念之一，它是基尔霍夫在解决电路理论中求解联立方程时首先

提出的。它又是图论中结构最简单，用途最广泛的一种连通平面图，在计算机科学的算法

分析、数据结构等方面有着广泛的应用。本章主要介绍树的基本概念、性质和若干应用。 

§7.1  内 容 分 析 

§7.1.1  树 

定义 1  连通而不含回路的无向图称为无向树，简称为树，常用 T 表示树。平凡图称
为平凡树。在一棵树中，度为 1的结点称为树叶，度大于 1的结点称为分支点。 

定义 1中“不含回路”的确切表述应该是“不含简单回路或基本回路”，因为任一非零
图均有回路。为表述简单，本章内所谈回路均指简单回路或基本回路。 

定义 2  若无向图 G的 )2( ≥kk 个连通分支都是树，则称 G为森林。 

显然，树是简单图。树有若干等价定义，我们将它们表述成下面的一些定理。 

定理 1  无向图 G为树当且仅当 G中任意两个结点有惟一的一条基本通路连接。 

定理 2  无向图 G 为树当且仅当 G 无回路，但在 G 中任意两个结点 iv 和 jv 之间加一
条边（ ji vv , ）就构成惟一的一条基本回路。 

定理 3  无向图 ),( mnG = 是树当且仅当 G中无回路，且 1−= nm  

定理 4  无向图 ),( mnG = 是树当且仅当 G是连通的，且 1−= nm  

推论 1  设 ),( mnG = 是有 k个分支的森林，则 knm −=  

推论 2  非平凡树至少有两片树叶。 

§7.1.2  生成树 

定义 3  设无向连通图 >=< EVG , ，T是 G的生成子图并且 T是树，则称 T是 G的生
成树。设 Ee∈ ，若 e在T中，则称 e为T的树枝；若 e不在T中，则称 e为T的弦。 

生成树在基于图的许多计算机算法中有着很重要的应用。注意：一棵树的生成树就是

它自身。 
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定理 5  无向图 G具有生成树当且仅当 G连通。 

推论  若无向图 ),( mnG = 是连通的，则 1−≥ nm 。 

定理 6  设 T是连通图 >=< EVG , 的一棵生成树，则在 T上添加任意一条弦 e就产生
惟一的一个 G中只含弦 e其余都是树枝的圈（基本回路）。 

求连通图 G的生成树的破圈法：找出 G的一个回路，删除回路上一条边，此过程一直
进行到图中不再含有回路为止，最后得到的不含回路的连通图就是 G的生成树。 

定义 4  设 G是无向带权连通图，T是 G的一棵生成树，T的每个树枝所带权之和称
为 T的权，记作 )(TW ，G中带权最小的生成树称为 G的最小生成树。 

求最小生成树的算法较多，下面介绍两种。 

1．Kruskal算法 

设无向连通带权图 >=< EVG , ，G 中的边 meee ,,, 21 Λ 已按权的递增次序排列，即

)()()( 21 mewewew ≤≤≤ Λ  

第 1步  置 1  ; =∅≠ jE  
第 2步  若 }{ ieE Υ 不含回路，则用 }{ ieE Υ 替代 E，转第 3步；否则直接转第 3步。 
第 3步  1+= jj 。若 mj ≤ ，转第 2步；否则转第 4步。 
第 4步  结束。 

Kruskal算法也可用于求一般无向连通图的生成树，只要将各条边的权当作 1。Kruskal
算法也称为避圈法。 

2．Prim算法 

第 1步  置 ∅=E  
第 2步  在 V中任选一个结点 t，令 }{tM =  
第 3步  在 E中选取权尽可能小的边 ),( vu ，其中 Mu∈ ， MVv −∈ 。将 ),( vu 放进 E，

v放进M 。 
第 4步  若 VM ≠ ，转第 3步；否则转第 5步。 
第 5步  结束。 

Prim算法不需要事先对边排序，它每次选取权尽可能小的边，且每次生成的图不含回
路，同时保持连通。 
下面给出几个关于树在枚举方面的重要定理。 

定理 7  n个结点 )2( ≥n 的标号树共有 2−nn 棵。 

定理 8  无向完全图 nK 共有 2−nn 棵生成树。 

定理 8是定理 7的推论。此处 nK 是结点与边均标定了的无向图，它的两棵生成树不同

当且仅当它们至少有一条边不同。 
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定理 9  设 G是 n阶无向连通简单图，结点集 },,,{ 21 nvvvV Λ= ，设 nnijbB ×= ][ ，其中

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−

=

=

不相邻与

相邻与

ji

ji

i

ij

vv

vv
jivd

b

0

1
)(

，则 G的生成树的数目等于 B中任何元素的代数余子式。 

§7.1.3  根树 

在计算机科学及其他应用领域中，许多问题都可用有向树特别是根树描述。 

定义 5  一个有向图 D，若不考虑有向边的方向所得的无向图是一棵无向树，则称 D
为有向树。 

定义 6  一棵有向树 T，若仅有一个结点的入度为 0，其余结点的入度均为 1，则称 T
为根树。根树中入度为 0 的结点称为树根或根；入度为 1、出度为 0 的结点称为树叶；入
度为 1、出度大于 0的结点称为内点；树根和内点统称为分支点。 

一棵根树的根是惟一的。根树的根可达根树的任意其他结点，且从根到任一其他结点

仅有一条通路。从树根到某个结点的通路长度称为该结点的级或层数。根树中结点的最大

层数，称为树高。根树中所有树叶的层数之和称为外部路径长度，记作 E；所有内点的层
数之和称为内部路径长度，记作 I 。 

通常我们在画根树时，总是将树根画在最上方，树叶画在下方。在此约定下，所有边

的方向总是指向下方，所以省去方向也不会引起含义不明确。 
为方便起见，通常将家族关系中的一些术语引入到根树中来。设 T 是根树，若

Tvu >∈< , ，则称u是 v的父亲，v是u的儿子。若 21,vv 都是u的儿子，则称 1v 与 2v 是兄弟。
若u可达w，则称u是w的祖先，w是u是后代。 

定义 7  设 v为根树 T中任一结点，且 v不是树根，由 v及其全部后代导出的子图称为
以 v为根的根子树或子树。 

显然，根子树还是根树，根子树还可以有根子树。 
许多情况下，需要对根树中同一父亲的儿子规定某种次序。 

定义 8  若对根树 T中每个父亲的儿子规定了次序（通常是指从左到右的次序），则称
T 为有序树。 

定义 9  （1）设 T为一棵根树， Tv∈∀ ，若 mv ≤+ )(deg ，则称 T为m元树；若 T为
有序树，则称T为m元有序树。 

（2）设 T为m元树， Tv∈∀ ，若 mv =+ )(deg ，则称T为m元正则树；若T
为有序树，则称 T为m元有序正则树。 

（3）设 T为m元正则树，若 T中所有树叶的层数相同，则称 T为m元完全
树或满m元树；若 T为有序树，则称 T为m元有序完全树。 
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不难证明，一棵高为 k的满二元树，其结点数是 12 1 −+k ，树叶总数是 k2 ，分支点总数
是 12 −k 。 

定理 10  设非平凡完全二元树 T有 r个分支点，内部路径长度为 I ，外部路径长度为
E，则 rIE 2+= 。 

定理 11  设二元树 T有 0n 片树叶， 2n 个出度为 2的结点，则 102 −= nn 。 

定理 12  设完全二元树 T有 n个结点， 0n 片树叶，则 12 0 −= nn 。 

定理 13  设完全m元树 T有 0n 片树叶， t个分支点，则 1)1( 0 −=− ntm 。 

在计算机科学中，二元有序树有着重要应用。在二元有序树中，每个分支点至多有两

个儿子，分别称为左儿子和右儿子。在只有一个儿子的情况下，必须根据实际情况确定它

是左儿子或右儿子。因此，我们这里所说的二元有序树，不仅规定了儿子的次序，还规定

了位置，称为定位二元树或二叉树。在二叉树中，以某个分支点的左（右）儿子为根的根

子树，称为该分支点的左（右）子树。 
一棵二叉树中除根外的各个结点可以很方便的用二进制数标记，方法如下：根的左儿

子标记为 0，右儿子标记为 1；所有其余分支点的左儿子的标记是在分支点的标记后面加一
个 0，对右儿子则是加一个 1。 

由于二叉树的这种结构处理比较简单，因此我们经常把一般有序树转换成二叉树来处

理。用二叉树惟一地表示每一棵有序树。这样，当用计算机来表示有序树时，只要考察相

应的二叉树表示就可以了。转换方法如下：设 T是有序树， 1v 是根，则 1v 也是转换后的二
叉树的根。对 T中任一结点 iv ，若

kiii vvv ,,,
21
Λ 从左到右依次是它的儿子，则以

1iv 作为 iv 的
左儿子。若 iv 右面第一个结点是 jv ，则以 jv 作为 iv 的右儿子。 

注意到用二叉树表示任一有序树时，根总是没有右子树，于是将这种表示方法稍加推

广可将任一有序森林也表示成二叉树。转换方法如下：先将具有 k个分支的有序森林中第
一棵有序树转换成二叉树T ′，再将第二棵有序树的根作为T ′的根的右儿子添加到T ′中，
将第三棵有序树的根作为第二棵有序树的根的右儿子添加到T ′中，如此重复。然后分别将
第二棵有序树、第三棵有序树、⋯、第 k棵有序树转换成二叉树，最后得到二叉树T ′′。 
在计算机应用中，对于二叉树，一个十分重要的问题是：按一定的规律和次序，使二

叉树中每个结点恰好访问一次。通常有如下三种遍历方法（所有的方法均是递归的）。 

（1）中序遍历法（中根次序遍历法或中根通过法）  其访问次序为左子树，树根，右
子树，对左、右子树也采用此种访问次序。 

（2）前序遍历法（前根次序遍历法或前根通过法）  其访问次序为树根，左子树，右
子树，对左、右子树也采用此种访问次序。 

（3）后序遍历法（后根次序遍历法或后根通过法）  其访问次序为左子树，右子树，
树根，对左、右子树也采用此种访问次序。 

§7.1.4  带权树 

定义 10  设二元树 T 有 t片树叶，它们在T 中的层数分别为 tlll ,,, 21 Λ ，并分别带权
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为 twww ,,, 21 Λ ，则称T 为带权二元树。称 ∑
=

=
t

i
iilwTW

1
)( 为T 的权。 

定义 11  具有 t片树叶，带权为 twww ,,, 21 Λ 的 r元树中，带权最小的 r元树，称为最
优 r元树。 

定理 14  设 T是关于权 twww ≤≤≤ Λ21 的最优二元树， tlll ,,, 21 Λ 是对应的树叶的层

数。若 kj ww < ，则 ki ll ≥ ，即权较小的树叶离根较远。 

定理 15  设 T是关于权 twww ≤≤≤ Λ21 的最优二元树，则与 1w 和 2w 对应的树叶具有
最大层数。 

定理 16  设 twww ≤≤≤≤ Λ210 ，T ′是关于权 twwww ,,, 321 Λ+ 的最优二元树，若在

T ′中用含有 2片权为 1w 和 2w 的树叶的子树替换权为 21 ww + 的树叶，所得的带权树为 T，
则 T是关于权 twww ,,, 21 Λ 的最优二元树。 

对给定的实数序列 twww ≤≤≤ Λ21 ，下面给出构造最优 r元树的递归算法。 

（1）求最优二元树的 Huffman算法 

第 1步  连接以 1w ， 2w 为权的两片树叶，得一个分支点及其所带的权 21 ww + 。 
第 2 步  在 21 ww + ， 3w ，⋯， tw 中选出两个最小的权，连接它们对应的结点（不一

定都是树叶）又得分支点及其所带的权。 

重复第 2步，直到形成 1−t 个分支点， t  片树叶时为止。 

（2）求最优 )3( ≥rr 元树的 Huffman算法。 

① 若
1
1

−
−

r
t
为整数，求最优 r元树的算法与求最优二元树的算法类似，只是每次

取 r个最小的权。 
② 若 1−r 除 1−t 余数 s不为 0， 11 −<≤ rs ，将 1+s 个较小的权对应的树叶为兄

弟放在最长的通路上，然后的算法同①。 

§7.1.5  前缀码 

定义 12  设 nn ααααβ 121 −= Λ 为长是 n的符号串，则称其子串 211, ααα ， ,,321 Λααα  

121 −nααα Λ 分别为 β的长度为 1，2，3，⋯， 1−n 的前缀。 

定义 13  设 { }mB βββ ,,, 21 Λ= 为一符号串集合，若对于任意的 iβ ， Bj ∈β ， ji ≠ ， iβ
与 jβ 互不为前缀，则称 B为前缀码。若 B中诸元素中只出现了两个符号（如 0和 1），则
称 B为二元前缀码。 

用二进制数对符号集合中的符号编码，是计算机及通信技术中经常使用的。对编码的

基本要求是没有歧义性和码长尽可能短。二叉树的树叶的二进制数标记所组成的集合必是

一个二元前缀码。反之，对于任意给定的一个二元前缀码必存在一棵二叉树，使得这棵二

叉树的所有树叶的二进制标记组成这个二元前缀码。若用二叉树的树叶的二进制数标记作
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为符号集合中的符号的编码，则不会产生歧义，否则就不能保证无歧义性。当给定符号集

合中各个符号在符号串中出现的频率后，要确定二元前缀码，使一定长度的符号串的编码

长度尽可能短，这实际上就是一个求最优二元树的问题。 

§7.2  重点及难点解析 

§7.2.1  基本要求 

1．掌握（无向）树、生成树、有向树、根树、树根、树叶、分支点、有序树、（有序）
正则树、（有序）完全树、二叉树、带权树、最优 )2( ≥rr 元树、前缀码等概念及有

关性质。 
2．掌握树的若干等价定义，并能够利用它们判断或证明树的有关结论。 
3．掌握求连通图的生成树的破圈法，以及求带权连通图的最小生成树的 Kruskal算法
和 Prim算法。 

4．了解关于（标号）树的枚举的几条结论。 
5．掌握一般有序树（森林）的二叉树表示法。 
6．掌握二叉树的结点的三种遍历法。 
7．掌握求最优 )2( ≥rr 元树的 Huffman算法，特别是构造最优二元树的 Huffman递归
算法。 

8．掌握编最佳前缀码的方法（实际就是求最优 r元树）。 

§7.2.2  疑难点解析 

1．当结点数较多时，构造出所有非同构的树相当复杂，没有有效的方法。 
2．按不同的次序遍历二叉树的结点时，结点的遍历次序易出错，应特别谨慎。 
3．通过构造最优 r元树来实现最佳编码具有重要意义，应深刻领会并熟练掌握。 

§7.3  基  本  题 

§7.3.1  选择题 

1．下面哪一种图不一定是树?（      ） 

A．无回路的连通图 
B．有 n个结点 1−n 条边的连通图 
C．每对结点间都有通路的图 
D．连通但删去一条边则不连通的图 

答案：C 
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2．连通图 G是一棵树当且仅当 G中（      ）。 

A．有些边不是割边   B．每条边都是割边 
C．无割边集     D．每条边都不是割边 

答案：B 

3．具有 4个结点的非同构的无向树的数目为（      ）。 

A．2   B．3   C．4   D．5 

答案：A 

4．具有 6个结点的非同构的无向树的数目为（      ）。 

A．4   B．5   C．7   D．8 

答案：C 

5．一棵树有 2个 2度结点，1个 3度结点，3个 4度结点，则其 1度结点数为（    ）。 

A．5   B．7   C．8   D．9 

答案：D 

6．完全m元树T 中有 t片树叶， i个分支点，则有关系式（      ）。 

A． 1−= ti     B． tim =+− 1)1(  
C． tim =− )1(     D． 1)1( −=− itm  

答案：B 

7．T 为完全二元树，有 t片树叶， e条边，则有（      ）。 

A． )1(2 −> te     B． )1(2 −< te  
C． )1(2 −= te     D． )1(2 += te  

答案：C 

8．具有 4个结点非同构的根树的棵数为（      ）。 

A．3   B．4   C．5   D．6 

答案： B 

9．5个结点可构成的根树中，其元数 m最多为（      ）。 

A．2   B．3   C．5   D．4 

答案：D 

10．在一棵完全 t元树中，有 k个分支点，若内部路径长度为 I ，外部路径长度为 E，
则满足关系式（      ）。 
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A． tkIE +=      B． tkEIt +=− )1(  
C． kItE +−= )1(    D． tkItE +−= )1(  

答案：D 

11．设有 33盏灯，拟公用一个电源，则至少需有五插头的接线板数（      ）。 

A．7   B．8   C．9   D．14 

答案：B 

12．下面给出的符号串集合中，哪一个是前缀码（      ）。 

A．{1，01，001，000} 
B．{1，11，101，001，0011} 
C．{b，c，aa，bc，aba} 
D．{b，c，a，aa，ac，abb} 

答案：A 

13．下面给出的符号串集合中，哪一个不是前缀码（      ）。 

A．{0，10，110，1111}； 
B．{01，001，000，1}； 
C．{b，c，aa，ac，aba，abc}； 
D．{0011，001，101，11，1}。 

答案：D 

§7.3.2  填空题 

1．连通图 G是一个树，当且仅当每条边     。 

答案：均为割边 

2．无向图 G具有生成树，当且仅当  ①  ，若 G为（n, m）连通图，要确定 G的一
棵生成树必删去 G的  ②  条边（称 1+− nm 为 G的环秩）。 

答案：① G是连通的    ② 1+− nm  

3．无向图 G 是由 )2( ≥kk 棵树组成的森林，至少要添加        条边才能使 G 成为
一棵树。 

答案： 1−k  

4．一棵树有 2个 2度分支点，1个 3度分支点，3个 4度分支点，则有        片树
叶。 

答案：9 



224 离散数学——习题与解析 

5．一棵树有 ni个 i度分支点，i =2，3，⋯，k，则它有    片树叶。 

答案： 2)2(2 43 +−+++ knknn Λ  

6．设 >=< EVG , 是无向连通图， Ee∈ ，若 e在 G的任何生成树中，则 e为 G的 
  ①  ，若 e不在 G的任何生成树中，则 e为 G的  ②  。 

答案：① 一条割边    ② 一个环 

7．设 T为高为 k的二元树，则 T的最大结点数为      。 

答案： 12 1 −+k  

8．5个结点可以构成  ①  棵非同构的无向树，又可构成  ②  棵非同构的根树。 

答案：① 3      ② 9 

9．一个简单有向图是根树，它的邻接矩阵必满足  ①  ，  ②  。 

答案：① 主对角线上元素全为 0 
② 矩阵中有一列元素全为 0，其他各列中都恰有一个 1 

10．一个简单有向图是根树，它的邻接矩阵中  ①  为树根，  ②  为树叶。 

答案：① 全零列所对应的结点  ② 全零行所对应的结点 

§7.3.3  判断题 

1．设图 G是有 n个结点， 1−n 条边的无向图，则 G为一棵树。（  ） 答案：× 
2．任何树 T都至少有两片树叶。（  ）        答案：× 
3．图 G中的每条边都是割边，则 G必是树。（  ）     答案：× 
4．任何图 >=< EVG , 都至少有一棵生成树。（  ）      答案：× 
5．设图 G是无向连通图，G的生成子图 T，称为 G的生成树。（  ）  答案：× 
6．图 G是（n, m）连通图，要求 G的一棵生成树，则要删去 G中 nm − 条边。（  ） 
                 答案：× 
7．设 >=< EVG , 是连通图， Ee∈ 是G的割边，则 e在G的每棵生成树中。（  ） 
                 答案：√ 
8．一个有向图G若仅有一个结点的入度为 0，其余结点的入度全为 1，则G一定是有
向树。（  ）             答案：× 

9．根树中最长路径的端点都是树叶。（  ）       答案：× 
10．若完全二元树有 i 个分支点，且内部路径长度为 I ，外部路径长度为 E ，则

iEI 2+= 。（  ）            答案：× 
11．若完全 k 元树有 i 个分支点，且内部路径长度为 I ，外部路径长度为 E ，则

kiIkE +−= )1( 。            答案：√ 
12．T为完全m元树，有 t片树叶， i个分支点，则有关系式： 1)1( −=− tim 。（  ） 

答案：√ 
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13．在完全二元树中，若有 t片树叶，则其边的总数 12 −= te 。（  ）  答案：× 
14．在完全二元树中，若有 t片树叶，则其分支点数 1−= ti 。（  ）  答案：√ 
15．设有 9盏灯，拟公用一个电源，则共需 3块具有三个插头的接线板。（  ） 
                 答案：× 
16．{0000，0010，010，011，111，01，10}是一个前缀码。（  ）  答案：× 
17．{000，001，01，10，11}是一个前缀码。（  ）     答案：√ 

§7.4  习 题 解 析 

1．证明具有 n个结点的树，必有 

22)deg(
1

−=∑
=

nv
n

i
i  

证： 
设T为有 n个结点的树，依等价定义，边数 1−= nm 。又根据定理，有 

        )1(22)deg(
1

−==∑
=

nmv
n

i
i  

即      22)deg(
1

−=∑
=

nv
n

i
i  

2．非平凡的无向连通图G是树当且仅当G的每条边都是割边。 
证： 

必要性：若G中存在边 ),( ji vve = 不是割边，则 eG − 仍连通，因而 ji vv , 之间必

另有一条（不通过 e）通路。 
设此通路为 jijjijii vveevevv

kk
==

−12211
Λ ，于是G中有回路 ijjiji evvevev Λ

221
，则

与G是树矛盾。 
充分性：只要证明G中无回路。若G中有回路C，则C中任何边都不是割边，与
题设中每条边都是割边矛盾。 

3．证明恰有两个结点的度数为 1的树必为一条通路。 
证： 
设 T 是 一 棵 具 有 两 个 1 度 结 点 的 （ n,m ） 树 ， 则 1−= nm 且 有

)1(22)deg(
1

−==∑
=

nmv
n

i
i 。又T连通且除两个 1度结点外，其他结点度数均大于等

于 2 ， 而 ∑∑
−

==
+=

2

11
)deg(2)deg(

n

i
i

n

i
i vv ， 有 ∑

−

=
+=−

2

1
)deg(2)1(2

n

i
ivn ， 故

∑
−

=
−=

2

1
)2(2)deg(

n

i
i nv 。因此 2−n 个分支点的度数都恰为 2，即T为一条通路。 
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4．证明非平凡的无向树最长路径的端点都是树叶。 
证： 
设T为一棵非平凡的无向树， kvvvL ,,, 21 Λ= 为T中最长的路径，若端点 1v 和 kv 中
至少有一个不是树叶，不妨设 kv 不是树叶，即有 2)deg( ≥kv ，则 kv 除与 L上的结
点 1−kv 相邻外，还存在 1+kv 与 kv 相邻，而 1+kv 不在 L上，否则将产生回路，于是

11 +kk vvv Λ 仍为T的一条路径，可它比 L长 1，这与 L为最长路径矛盾。故 kv 必为
树叶。 
类似地， kv 也是树叶。 

5．若无向图G中有 n个结点， 1−n 条边，则G为树。这个命题正确吗？为什么？ 
解： 
命题不正确。 3K 与平凡图构成的非连通图中有四个结点三条边，显然它不是树。 

6．设无向图G中有 n个结点， 1−n 条边，则G为连通图当且仅当G中无回路。 
证： 

必要性。因为G中有n个结点，边数 1−= nm ，又因为G是连通的，由定理 4可
知G为树，因而G中无回路。 
再证充分性。因为G中无回路，又因为边数 1−= nm ，应用定理 3，可知G为树，
所以G是连通的。 

*7．设无向图G中有 n个结点，m条边，已知 nm ≥ ，证明G中必有回路。 
证： 
设G中有 )1( ≥kk 个连通分支 kGGG ,,, 21 Λ ，若G中不含回路，则 )1( kiGi ≤≤ 中

也无回路，因而 iG 均为树。设 iG 中有 in 个结点， im 条边，则 1−= ii nm 。于是 

)1()1(
11

≥−=−== ∑∑
==

kknnmm
k

i
i

k

i
i  

这说明 nm < 与 nm ≥ 矛盾，于是G中必有回路。 

*8．已知一棵无向树T有三个 3度结点，一个 2度结点，其余的都是 1度结点。 

（1）T中有几个 1度结点？ 
（2）试画出两棵满足上述度数要求的非同构的无向树。 

解： 
（1）设T中有 x个 1度结点，则T中结点数 xn ++= 13 ，由定理 4可知，T 中边

数 xxm +=−++= 3113 。T中各结点的度数之和 

xxvd
n

i
i +=×+×+×=∑

=
1111233)(

1
。由握手定理可知 

526211 =⇒+==+ xxmx  
所以T中有五个 1度结点。 

（2）图 7-1中所示的两棵树均满足要求，但它们是非同构的。 
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9．设T是一棵非平凡树， kT ≥∆ )( ，试证明：T中至少有 k片树叶。 
证： 
设T中有 n 个结点。若T中至多有 s片树叶（ ks < ），则T中有 sn − 个结点的度

数大于等于 2。又至少有一个结点的度大于等于 k，由握手定理可得 

kssksnvdnm
n

i
i ≥⇒++−−≥=−= ∑

=
)1(2)(222

1
 

这与 ks < 矛盾，所以T 至少有 k片树叶。 

10．设无向图G是由 )2( ≥kk 棵树构成的森林，至少在G中添加多少条边才能使G成
为一棵树？ 

解： 
设G中的 k个连通分支为 kTTT ,,, 21 Λ ，设结点 iv 属于 iT ，i=1, 2,⋯,k。在G中添
加边 ),( 1+ii vv ， 1,,2,1 −= ki Λ ，设所得新图为T，则T连通且无回路，因而T为树。
所加边的条数 k是使得 G为树的最小数目。 

11．画出具有七个结点的所有非同构的树。 
解： 
所画出的树具有 6条边，因而七个结点的度数之和应为 12。由于每个结点的度数
均大于等于 1，因而可产生以下七种度数序列（ 721 ,,, ddd Λ ）： 

（1）1 1 1 1 1 1 6   （2）1 1 1 1 1 2 5 
（3）1 1 1 1 1 3 4   （4）1 1 1 1 2 2 4 
（5）1 1 1 1 2 3 3   （6）1 1 1 2 2 2 3 
（7）1 1 2 2 2 2 2 

在（1）中只有一个星形图，因而只能产生 1棵树 1T 。 
在（2），（3）中有两个星形图，因而也只能各产生 1棵非同构的树，分别设为 2T ，

3T 。 
在（4），（5）中，各有三个星形图，但三个星形图中各有两个是同构的，因而各
可产生两棵非同构的树，分别设为 4T ， 5T 和 6T ， 7T 。 
在（6）中，有四个星形图，有三个是同构的，考虑到不同的排列情况，共可产生
三棵非同构的树，设为 8T ， 9T ， 10T 。 

 
 
 
 
 

(1)                         (2) 
图 7-1
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在（7）中，有五个星形图，都是同构的，因而可产生 1棵树，设为 11T 。 111 TT −
的图形见图 7-2所示。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

*12．（1）一棵无向树有 in 个度数为 i的结点， ki ,,2,1 Λ= 。 knnn ,,, 32 Λ 均为已知数，

问 1n 应为多少？ 
（2）在（1）中，若 )3( krnr ≤≤ 未知， )( rjn j ≠ 均为已知数，问 rn 应为多少？ 

解： 

（1）设此无向树为T，T中共有 n个结点，m条边，则 ∑
=

=
k

i
inn

1
， 1−= nm 。 

∑∑
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=
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i
i

n

j
j invd

11
)( ，由握手定理可知 

∑∑
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i
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i
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22222                     （1） 

由式（1）可知 
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（2）对于 3≥r ，由式（1）可知 
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13．直接证明以下二结论，并用定理 7验证之。 

（1）4个结点的标号树共有 16棵； 

 
 
 
 
 
 
 
     T1        T2            T3            T4          T5          T6 
 
 
 
 
 
 
 
 

T7                T8                T9              T10            T11 
图 7-2 
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   1            4 
 
 
   2            3 
 
 

 3            2 
 

   4            1 

（3）      （4）

（2）5个结点的标号树共有 125棵。 
证： 
（1）4个结点共有两棵非同构的非标号树（如图 7-3中（1），（2）所示）。对于图

（1），用 1,2,3,4 标定它的 4 个结点时，注意到像图（3），图（4）两棵树是

相同的事实，因而共有 12!4
2
1

=× 棵。对于图（2），它有一个 3度结点，其余

的都是 1 度结点。3 度结点有 4 种标法（分别用 1，2，3，4 去标定），因而
共有 4棵不同的树。共有 12+4=16棵标号树。 

（2）5个结点的所有可能的非同构无标号树共有 3棵（如图 7-4中（1），（2），（3）
所示）。 

对于图（1），4度结点有 5种标号，因而可产生 5棵标号树。 

对于图（2），3 度和 2 度结点标定后，其余 3 个结点还有 !3
2
1
× 种标法。因而有

60!3
2
1!22

5 =×××C 种标法。 

对于图（3），显然有 !5
2
1
× =60种标号，于是共有 5+60+60=125棵标号树。 

按定理 7， 4=n 的情况，应有 164 24 =− 棵标号树，与（1）的结果一致。 
5=n ，应有 12555 325 ==− 棵标号树，也与（2）的结果一致。 

14．在一个树叶的标号已给定的条件下， n个结点的标号树共有多少棵？ 
解： 

不妨设已标号的树叶的标号为 n。于是还剩下正整数 1，2，⋯， 1−n 给余下的 1−n
个结点标号。由定理 7 可知，余下的 1−n 个结点的可标号树共有

32)1( )1()1( −−− −=− nn nn 棵，设T为其中的一棵，标号为 n的结点与T 中任何结点
相连均形成一棵 n 个结点的标号树，而且它们全不相同，因而共有

23 )1()1)(1( −− −=−− nn nnn 棵有 n个结点的标号树。 

15．结点已标定的 4K ， 5K 和 3,2K 各有多少棵生成树？ 
解： 
由定理 8 可知 4K 有 1644 224 ==− 棵生成树， 5K 有 12555 325 ==− 棵生成树。它

们正是 4个结点与 5个结点的可标号树的数目。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 （1）   （2） 

图 7-3 

 
 
 
 
 
 
     （1）       （2）    （3） 

图 7-4 
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对于 3,2K 可用定理 9 来计算它的生成树数。 3,2K 如图

7-5所示。 
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根据定理，只要计算 B中任何元素的代数余子式。取
第一行第一列元素 3的代数余子式 
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2001
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1113

=

−
−
−

−−−

 

所以 3,2K 应有 12棵生成树。 

16．设G是连通图，满足下面条件之一的边应具有什么性质？ 

（1）在G的任何生成树中； 
（2）不在G的任何生成树中。 

解： 
（1）在G的任何生成树中的边应为G中的桥。 
（2）不在G的任何生成树中的边应为G中的环。 

17．设 >=< EVG , 是连通图且 Ee∈ ，试证明：当且仅当 e是G的割边时，e包含在G
的每棵生成树中。 

证： 
必要性：假设边 e包含在G的每棵生成树中但不是割边，从G中删去 e得到G′仍
是连通的且是G的生成子图，G′必有一棵生成树T，而T也是G的生成树但不包
含 e，这与假设矛盾。故 e必是割边。 
充分性：设 e是G的割边，若删去 e，则得到两个连通分支 21,GG ，而G的任一棵
生成树T 必是连通的，故连结 1G 和 2G 的惟一边 e必在T中。 

 
 
 
 
 
（1）    （2） 

图 7-6 

          1 

 
3        4       5 

 

        2 

图 7-5 
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18．在图 7-6中，（1），（2）所示的连通图 21,GG 中各有几棵非同构的生成树？ 
解： 
在图 7-6（1）中共有两棵非同构的生成树（如图 7-7中（1），（2）所示的树）。 
在图 7-6（2）中共有三棵非同构的生成树（如图 7-7中（3），（4），（5）所示）。 

 
 
 
 
 
 
 
 
19．在图 7-8 所示的带权图G中共有多少棵生成树，它们的权各为多少？其中哪些是
图中的最小生成树？ 

解： 
G中共有 8棵生成树，如图 7-9（1）~（8）图所示，（i）表示生成树 iT ，i=1,2,…,8。

8)( 1 =TW ， 6)( 2 =TW ， 7)( 3 =TW ， 9)( 4 =TW ， 6)( 5 =TW ， 8)( 6 =TW ， 7)( 7 =TW ，

7)( 8 =TW 。 
其中 2T 和 5T 是G中的最小生成树，它们的权 6)()( 52 == TWTW  

20．在图 7-10（1）、（2）所示的两图中各求一棵最小生成树，将生成树用粗边给出并
计算它们的权。 

a       1      b
 
 3      2      2
 
 
d      4       c

图 7-8 

 
 
 
 
 

  （1）               （2）             （3）          （4）          （5） 

图 7-7

a     b   a     b   a   b    a     b    a    b   a     b    a     b    a      b 
 
 
 
d    c    d     c  d     c    d    c    d    c   d     c     d     c    d     c 

（1）      （2）      （3）      （4）        （5）      （6）         （7）       （8） 

图 7-9 
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解： 
用 Kruskal算法（避圈法）求图（1）中的一棵最小生成树，记为 1T （图 7-10（3）
中粗边所示）， 13)( 1 =TW 。 
用 Prim算法求图（2）中的一棵最小生成树，记作 2T （图 7-10（4）中粗边所示），

23)( 2 =TW 。 

21．设T是连通图G中的一棵生成树，试证明T的补 TGT −= 中不含G中任何割集。 
证： 

用反证法。若 TGT −= 中含G中一割集 S，即 )(TES ⊆ ，于是 SGT −⊆ ，可是

SG − 非连通，这与T是连通的矛盾，因而T 中不可能含G的任何割集，从而G的
任何割集中必含T中的树枝。 

22．图 7-11给出的赋权图表示七个城市 a，b，c，d，e，f，g及架起城市间直接通信
线路的预测造价，试给出一个设计方案使得各城市间能够通信且总造价最小，要

求计算出最小总造价。 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
         （3）                                  （4） 

图 7-10 
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解： 
该题就是求图的最小生成树问题。因此，图的最小生成树即为所求的通信线路图，

如图 7-12所示。其权即是最小总造价，其权为： )(Tw =1+3+4+8+9+23=48。 

23．一个有向图D，仅有一个结点入度为 0，其余结点的入度均为 1，D一定是有向
树吗？ 

解： 
仅一个结点的入度为 0，其余结点的入度均为 1的有向图不一定为有向树。图 7-13
中所示的两个有向图都满足条件，但它们都不是有向树。 

*24．5 个结点可以形成多少棵非同构的无向树？5 个结点又可以形成多少棵根树？指
出这些根树都是几元树。 

解： 
按照题 11的作法，可知 5个结点可形成 3棵非同构的树（如图 7-14中（1），（2），
（3）所示）。由图（1）可生成两棵非同构的根树，如图 7-14中（4），（5）所示。
图（4）为 3元树，图（5）为 4元树。由图（2）可生成 4棵非同构的根树，如图
中（6），（7），（8），（9）所示。图（6）为 2元树，图（7）为 2元树，图（8）为
3元树，图（9）为 2元树。由图（3）可生成 3棵非同构的根树，如图中（10），
（11），（12）所示。图（10）为 1元树，图（11），图（12）为 2元树。 
5个结点共形成 9棵非同构的根树。 

 
 
 

 
（1）                （2） 

图 7-13 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
              图 7-11                                    图 7-12 
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25．设G为简单有向图，如何从其邻接矩阵 )(GA 判定它是否是根树，若是根树，如何

定出它的树根和树叶。 
解： 
因为有向图邻接矩阵中每列中非零元素对应该结点的入度，每行中非零元素对应

该结点的出度。若图G为根树， )(GA 中主对角线上元素均为零且有一列元素全为

零，其他各列中均恰有一个 1。 
若一个邻接矩阵对应的有向图是根树，那么，全 0 列对应有的结点为树根，全 0
行对应的结点为树叶。 

26．根树中最长路径的端点都是树叶吗？为什么？ 
解： 
根树中最长路径的端点，一个是树根，另一个是树叶，因为根树的高等于最长路

径的长度，应从树根开始。 

27．证明：若T是有 n个结点的完全二元树，则T有 2/)1( +n 片树叶。 
证： 
由T 为完全二元树，有 1−= ti ，其中 i为分支点数， t为树叶数。 
又结点数 tin += ，所以 2/)1( += nt 为T的树叶数。 

28．证明在完全二元树中，边的总数 )1(2 −= te ，其中 t为树叶数。 
证： 
设T为完全二元树，有 n个结点， i为分支点，依定理 11有  1−= ti  
又  12 −=+= ttin  
由于T 是树，所以  )1(21 −=−= tne  

 

 
 
 
 
 
（1）        （2）       （3）          （4）           （5）            （6） 

 
 
 
 
 
 

（7）         （8）         （9）        （10）      （11）      （12） 

图 7-14 
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29．证明一棵完全二元树必有奇数个结点。 
证： 
方法一：设完全二元树T有 n 个结点，m 条边。依定义，T中每个分支点都关联
二条边，所以 m必为偶数。 
又由T 是树，有 n=m+1，故 n为奇数。 
因此，完全二元树必有奇数个结点。 
方法二：设完全二元树T有 n个结点，t片树叶，i个分支点，则有 tin += 及 1−= ti ， 
所以  121 −=−+=+= tttitn  
即  n为奇数。 

30．画出所有不同构的高为 2 的二元树，其中有多少棵正则二元树？有多少棵满二元
树？ 

解： 
高为 2的所有不同构的二元树有 7棵，如图 7-15所示。其中有 2棵正则二元树，
如图 7-15中（5）和（7）所示，有 1棵满二元树，如图 7-15中（7）所示。 

31．画出所有高为 3的正则二元树。 
解： 
高为 3的所有正则二元树有 6棵，如图 7-16所示。 

32．设T为任意一棵二元正则树，m为边数，t为树叶数，试证明 m=2t−2。其中 t≥2。 
证： 
本题看来很简单，但在证明过程中经常会出现错误，因此在这里给出多种证明方

法。 

方法一  设T中结点数为 n，分支点数为 i。根据二元正则树的定义，知下面等式
均成立： 

 
 
 
 
 

（1）    （2）       （3）        （4）     （5）         （6）         （7） 

图 7-15

 
 
 
 
 
 

图 7-16 
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tin +=                                            （1）  
im 2=                                             （2） 

1−= nm                                           （3） 

由式（1），（2），（3）知 22 −= tm  

方法二  在二元正则树中，除树叶外，每个结点的出度为 2。除树根外，每个结
点的入度都为 1。由握手定理可知   

∑∑∑
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22 −=⇒ tm  

方法三  对分支点数 i用归纳法。 

（1）当 i=1时，边数 m =2，树叶数 t =2，显然 22 −= tm 成立。 
（2）设 i=k（k≥1）时，结论成立，要证明 i=k+1时，结论也成立。 

在T中，一定存在两个儿子都是树叶的分支点，设 av 为这样的一个分支点，设它
的两个儿子为 vi，vj。在T中删除 vi，vj，得树T ′，T ′仍为二元正则树，分支点数

kkii =−+=−=′ 111 ，由归纳假设在T ′中边数m′与树叶数 t ′有如下关系： 

22 −′=′ tm  

而 2−=′ mm ， 112 −=+−=′ ttt ，将 tm ′′   , 的值代入上式，得 

2)1(22 −−=− tm  
22 −=⇒ tm  

方法四  对树叶数 t用归纳法。 

请读者自己证。 

33．设T为高为 h的 r元正则树，证明T的树叶数 t满足： hrthrr ≤≤−−+ )1)(1(  
证： 

高为 h的 r元正则树T 中，完全正则树的树叶最多，此时 hrt = 。而当高只在 r片
树叶的通路上达到时，树叶数最少，此时 )1)(1( −−+= hrrt  
一般情况下，一棵高为 h的 r元正则数的树叶数处在以上两种情况之间（如图 7-17
所示的是 h=3，r=2的特殊情况），所以  hrthrr ≤≤−−+ )1)(1(  
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34．将图 7-18所示的有序树表示成二叉树并求出相应的前缀码。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
解： 
相应的二叉树如图 7-19所示。 
前缀码为{001，010，011011}。 

35．设T为 r元正则树，则 r与分支点数 i，树叶数 t有关系：  1)1( −=− tir  
证： 
本题也可用多种方法证明。这里只给出一种证明方法。 
设 n为T中结点数，则 

tin +=              （1） 

ri为总边数，即边数m满足 

1−== nmri            （2） 

由（1）式和（2）式可知 

1)1( −=− tir  
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图 7-18 
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图 7-19 

 
 
 
 

 

 

（1）                           （2）                （3） 

图 7-17 



238 离散数学——习题与解析 

36．将图 7-20所示的有序森林表示成二叉树并求出相应的前缀码。 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
解： 
相应的二叉树如图 7-21所示。 

    其前缀码为{001,010,1001,1011011}。 

37．分别用先根、中根和后根的次序通过如图 7-22所示的二叉树。 

解： 
对图 7-22所示的二叉树，三种遍历方法的结果如下： 

前序遍历法    9875264310 vvvvvvvvvv  
中序遍历法    2978504613 vvvvvvvvvv  
后序遍历法    0257981463 vvvvvvvvvv  

38．给定权 1，2，4，6，9，12，15，18，24，46，构造一棵最优二元树。 
解： 
由给定权按 Huffman算法构成如下的最优树，如图 7-23所示。 
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1 2 4 6 9 12 15 18 24 46 

 3 4 6 9 12 15 18 24 46 

  6 7 9 12 15 18 24 46 

   9 12 13 15 18 24 46 

    13 15 18 21 24 46 

     18 21 24 28 46 

      24 28 39 46 

       39 46 52 

        52 85 

         137

*39．（1）求带权为 2，3，5，7，8的最优二元树T。 
（2）求T 对应的二元前缀码。 

解： 
（1）第一步，取最小的两个权 2和 3，它们对应的树叶的父亲带权为 5（见图 7-24
（1））。 
第二步，在 5，5，7，8中取两个最小的权 5和 5，它们对应的结点的父亲带
权为 10（见图 7-24（2））。 
第三步，在 10，7，8中取两个最小的权 7和 8，它们对应的树叶的父亲带权
为 15（见图 7-24（3））。 
第四步，10，15所对应的结点的父亲带权为 25（见图 7-24（4））。 
图（4）中所示的树为带权 2，3，5，7，8的最优二元树T 。 

)(TW =2×3+3×3+5×2+7×2+8×2=55 

其实， )(TW 等于T的各分支点的权之和，即 )(TW =5+10+15+25=55 

（2）由T形成的二元前缀码为B ={000,001,01,10,11} 

*40．（1）求带权为 1，1，2，3，3，4，5，6，7的最优三元树； 
（2）求带权为 1，1，2，3，3，4，5，6，7，8的最优三元树。 

 

                                                         25 

 
                 10              10         15          10          15 

5         5       5        5      5   7      8        5   5    7      8 
 
 
 
 
 
2     3     2     3          2     3                    2      3 

  （1）      （2）              （3）                  （4） 
图 7-24 
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解： 

（1）所求树的树叶数 t=9，元数 r =3。 4
2
8

1
1

==
−
−

r
t

，说明所求三元树为正则三

元树。由 Huffman算法得三元树 1T ，如图 7-25中（1）所示。 )( 1Tw =61 

（2）
2
9

13
110

1
1

=
−
−

=
−
−

r
t ,于是 1−t 除以 1−r 的余数为 1，由 Huffman算法得三元树

2T 如图 7-25中（2）所示， )( 2Tw =81 

*41．在下面给出的 3个符号串集合中，哪些是前缀码？哪些不是前缀码？若是前缀码，
构造二叉树，其树叶代表二进制编码。若不是前缀码，则说明理由。 

（1） }1111,110,10,0{1 =B ； 
（2） }000,001,01,1{2 =B ； 
（3） }0011,001,101,11,1{3 =B 。 

解： 

1B 和 2B 中的各符号串均互不为前缀，因而 1B 和 2B 是前缀码。而 3B 中，1既是 11
的前缀，又是 101的前缀，因而 3B 不是前缀码。由 1B 和 2B 构造的二叉树如图 7-26
中（1）和（2）所示。 
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图 7-25 
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42．根据图 7-27中所示的两棵二元树，产生两个前缀码。 

解： 
在图 7-27 中，设图（1）所示的树为 1T ， 1T 是二元正则树。将每个分支点引出的
两条边上分别标上 0（左）和 1（右），将树根到每片树叶的通路上所标的数字组
成的符号串组成集合 1B ， 1B ={0000，0001，001，0100，01010，01011，011，1}，
则 1B 为前缀码。 
设图（2）中所示的树为 2T ， 2T 是二元树，但不是正则树。对有一个儿子的分支
点引出的边可随便标上 0或 1，有两个儿子的分支点标法同 1T ，所得前缀码为 2B 。 

2B ={00，0100，01010，011，11} 

标注上 0和 1的 1T 和 2T 分别如图 7-28中的（1），（2）所示。 

43．根据图 7-29中给出的两棵三元树 1T ， 2T 产生三元前缀码（3个符号用 a,b,c表示）。 
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解： 
对于 1T ，因它是三元正则树，它的每个分支点引出的三条边从左到右，分别标上
a,b,c得三元前缀码为 1B ={aa,ab,ac,baaa,baab,baac,bab,bac,bb,bc,c}。 

2T 不是三元正则树，对于不足三个儿子的分支点引出的边可用 a,b（或 c）标注。
所得前缀码为 2B ={aa,ab,acaa,acab,acac,acb,b,c}。 
标注上 a,b,c的 1T ， 2T 分别如图 7-30中的（1）、（2）所示。 
受本题的启发，可以知道， r元树能产生 r元前缀码。 

*44．试用二叉树表示下面的代数式，并写出其相应的前缀码。 

(2×a)+(3−(4×b))+( x +(3×11)) 
解： 

相应的二叉树如图 7-31所示。 
前缀码为{000,001,010,0110,0111,10,110,111} 
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图 7-31 

*45．在通信中要传输八进制数字 0，1，2，⋯，7。这些数字出现的频率为 

0：30%； 1：20%； 2：15%； 3：10%； 4：10%； 5：6%； 6：5%；7：4%。 

编一个最佳前缀码，使通讯中出现的二进制数字尽可能地少。具体要求如下： 

（1）画出相应的二元树； 
（2）写出每个数字对应的前缀码； 
（3）传输按上述比例出现的数字 10000个时，至少要用多少个二进制数字？ 

解： 
应该用较短的符号串传输出现频率高的数字，因而可用 100乘各数字出现的频率
作为权，求最优二元树，然后用这样的二元树产生前缀码传输上面给定的数字。

具体做法如下：用 100乘各频率得权 w0=30, w1=20, w2=15, w3=10, w4=10, w5=6, 

                   100                        
 
                                                           0        1 
             60           40 

                                              0     1   0     1 
 
         30     30      20     20                                 0      1 

                                                  0     1    0    1  

    15        15   10   10                               2    3     4 
                                              0      1 
  9         6                                  5 
                                               0      1 
 
5     4                                   6      7 
          （1）                                         （2） 

图 7-32 
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w6=5，w7=4。将这些权由小到大排列得到 4，5，6，10，10，15，20，30。 

（1）所求最优树如图 7-32中（1）所示。 
（2）用所求的最优树产生二元前缀码（如图 7-32中（2）所示）。带权为 iw 的树

叶对应的符号串就为传输 i的符号串。数字 i对应的符号串为 

0：01 1：11 
2：001 3：100 
4：101 5：0001 
6：00000 7：00001 

用这样的符号串传输按上述比例出现的数字最少。 
（3）104×0.3×2+104×0.2×2+104×0.15×3+104×0.1×3+104×0.1×3+104×0.06

×41+104×0.05×5+104×0.04×5=27400 
所以传输 10000个按上述比例出现的数字至少要用 27400个二进制数字。 
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第 8章  命 题 逻 辑 

数理逻辑是用数学方法研究思维规律和推理过程的科学，而推理的基本要素是命题，

因此命题逻辑是数理逻辑最基本的研究内容之一，也是谓词逻辑的基础。由于数理逻辑使

用了一套符号，简洁地表达出各种推理的逻辑关系，因此，一般又称之为符号逻辑。数理

逻辑和电子计算机的发展有着密切的联系，它为机器证明、自动程序设计、计算机辅助设

计、逻辑电路、开关理论等计算机应用和理论研究提供了必要的理论基础。 

§8.1  内 容 分 析 

§8.1.1  命题与命题变量 

在日常生活中，人们不仅使用语句描述一些客观事物和现象，陈述某些历史和现实事

件，而且往往还要对陈述的事实加以判断，从而辨其真假。语句可以分为疑问句、祈使句、

感叹句与陈述句等，其中只有陈述句能分辨真假，其他类型的语句无所谓真假。在数理逻

辑中，我们把每个能分辨真假的陈述句称作为一个命题。陈述句的这种真或假性质称之为

真值或值，这就是说真值包含“真”和“假”。因而命题有两个基本特征，一是它必须为陈

述句；二是它所陈述的事情要么成立（真），要么不成立（假），不可能同时既成立又不成

立，即它的真值是惟一的。 
命题可按其真值分为两类。若一个命题是真的，则称其真值为真，用 1或 T表示，称

该命题为真命题；若一个命题是假的，则称其真值为假，用 0或 F表示，称该命题为假命
题。命题还可根据其复杂程度分类。只是由一个主语和一个谓语构成的最简单的陈述句，

称为简单命题或原子命题或原始命题。简单命题不可能再分解成更简单的命题了，它是基

本的，原始的。当然，也有一些命题并不是最基本的，它们还可以分解成若干个简单命题。

由若干个简单命题通过联结词复合而成的更为复杂的新命题称为复合命题或分子命题。复

合命题仍为陈述句。任意有限个简单或复合命题，还可用若干不同的联结词复合成极为复

杂的复合命题。 
简单命题和复合命题的真值是固定不变的，故又可称为命题常量或命题常元，简称为

命题。而有些陈述句尽管不是命题，但可以将其变成命题，它的真值是不固定的、可变的，

这种真值可变化的陈述句称为命题变量或命题变元。命题常元或命题变元用大写英文字母

ΛΛ ,,,,, QPBA 或 ΛΛ ,,,,, iiii QPBA 表示。一个简单命题，它的真值不是真就是假，因此，

我们在命题逻辑中常常用 1或 T表示一个抽象的“真命题”，用 0或 F表示一个抽象的“假
命题”。命题变元虽然没有确定的真值，但当我们用一个具体的命题常元代入时，它的真值

就可确定了。 
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§8.1.2  命题联结词 

日常用语中有很多不同意义的联结词可将较简单的语句联结成复杂的复合语句。命题

逻辑中简单命题也可以通过联结词复合成复合命题，因此，复合命题的真值不仅与其中所

含的简单命题的真值有关（但与简单命题的含义无关），而且还与联结词的意义有关。数理

逻辑中可以定义很多联结词，这里我们只给出几个常用的命题联结词（或称命题运算符或

命题运算）。实际上这些联结词已完全够用了。这里要特别指出的是，下面给出的联结词虽

然与通常语言中的联结词有相应的含义，但决不可与之等同，它们是通常语言里的联结词

的逻辑抽象，必须严格按定义理解。 

定义 1  设 P为命题，复合命题“非 P”称为P的否定式或否命题或否定，记作¬P。
符号“¬”称为否定联结词。P真当且仅当¬P假。 

¬P 的取值也可用表 8-1 定义，这种表称为¬P 的真值表（真值表的构造类似于集合
的成员表）。表中的 1和 0分别表示标记该列的命题取值为真和为假。“¬”相当于普通用
语中的“非”、“不”、“无”、“没有”、“并非”等否定词。 

定义 2  设 P，Q均为命题，复合命题“P且 Q”称为 P和 Q的合取式或合取，记作 QP ∧
或 QP× 。符号“∧”称为合取联结词。 QP ∧ 为真当且仅当 P和Q同时为真。 

QP ∧ 的真值表如表 8-2所示。“∧”相当于日常用语中的“与”、“且”、“和”、“又”、
“并且”、“以及”、“既⋯⋯又⋯⋯”、“不仅⋯⋯而且⋯⋯”、“虽然⋯⋯但是⋯⋯”、“尽管⋯⋯

仍然⋯⋯”等词语。“ ∧”在逻辑电路中表示“与门”，在开关电路中表示“串联”联接方
式。 

定义 3  设 QP, 均为命题，复合命题“ P或Q”称为 P和Q的析取式或析取，记作 QP ∨
或 QP + 。符号“∨”称为析取联结词。 QP ∨ 为假当且仅当 P和Q 同时为假。 

QP ∨ 的真值表如表 8-3 所示。符号“∨”与通常用语中的“⋯⋯或⋯⋯”、“⋯⋯或
许⋯⋯”等有类似之处，但也有不同之处。通常用语中的“或者”一词的意义可根据上下

文理解成“可兼或”（即“相容或”）或“不可兼或”（即“排斥或”），是一个有二义性的词。

“∨”是可兼或，它允许所联结的两个命题同时为真。（而不可兼或则不允许联结的两个命
题同时为真，两个命题中有且只有一个命题为真。）“∨”在逻辑电路中表示“或门”，在开
关电路中表示“并联”联接方式。 

 

表 8-1 

P  P¬  

1 0 

0 1 

表 8-2 

P  Q  QP ∧  

1  1 1 

1  0 0 

0  1 0 

0  0 0 

表 8-4 

P  Q  QP →  

1  1 1 

1  0 0 

0  1 1 

0  0 1 

表 8-3 

P  Q QP ∨
1  1 1 

1  0 1 

0  1 1 

0  0 0
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在命题逻辑中有上述三个联结词就足够了，但为了方便起见，我们还可根据需要定义

其他联结词，它们在某些场合特别有用。 

定义 4  设 QP, 均为命题，复合命题“若 P，则Q”称为 P和Q的蕴含式或蕴涵式或
条件式，或称 P蕴含Q，记作 QP → 。其中 QP, 分别称为蕴含式的前件（前提）和后件（结
论）。符号“→”称为蕴含联结词。 QP → 为假当且仅当P真和Q假同时成立。 

QP → 的真值表如表 8-4所示。“→”是日常用语中“如果⋯⋯那么⋯⋯”、“只要⋯⋯
就⋯⋯”、“必须⋯⋯以便⋯⋯”、“仅当⋯⋯则⋯⋯”等词汇的逻辑抽象。 

定义5  设 QP, 均为命题，复合命题“P当且仅当Q”称为P和Q的等价式，记作 QP ↔ 。

符号“↔”称为等价联结词。 QP ↔ 为真当且仅当 P，Q的真值相同。 

QP ↔ 的真值表如表 8-5所示。“↔”是日常用语中的“当且仅当”、“充分必要”、“相
当于”、“⋯⋯和⋯⋯一样”、“等价”等词汇的逻辑抽象。 

定义 6  设 QP, 均为命题，复合命题“P或 Q恰有一个成立”称为 P和 Q的异或式，
记作 QP∨ 或 QP⊕ 。符号“∨”称为异或联结词。 QP∨ 真当且仅当 P和 Q恰有一个为真。 

QP∨ 的真值表如表 8-6所示。在日常语言中，“∨”即表示“不可兼或”。 

定义 7  设 QP, 均为命题，复合命题“P不成立或 Q不成立”称为 P和 Q的与非式，
记作 QP ↑ 。符号“↑”称为与非联结词。 QP ↑ 假当且仅当 P和 Q同时为真。 

QP ↑ 的真值表如表 8-7所示。“↑”在逻辑电路中相当于与非门。 

定义 8  设 QP, 均为命题，复合命题“P不成立且 Q不成立”称为 P和 Q的或非式，
记作 QP ↓ 。符号“↓”称为或非联结词。 QP ↓ 真当且仅当 P和 Q同时为假。 

QP ↓ 的真值表如表 8-8所示。“↓”在逻辑电路中相当于或非门。 

在日常语言中，通常是在意义上具有某种关系的两个命题之间使用联结词，即整个语

句总是有意义的。但在逻辑学中，无论被联结的命题之间有无内在联系，都可以用联结词

联结成为复合命题。 QP ∧ ， QP ∨ ， QP → ， QP ↔ ， QP∨ ， QP ↑ ， QP ↓ 的真值只

与 P 和 Q 的真值有关，而与其内容无关。我们对复合命题中的 P 和 Q 的具体内容不大关
心，而只对它们的抽象真值关系感兴趣。对联结词我们也只承认它由真值表定义，而并不

理会它的实际含义。 
 

表 8-5 

QP  QP ↔  

1  1 1 

1  0 0 

0  1 0 

0  0 1

表 8-6 

QP  QP   ∨
1  1 0 

1  0 1 

0  1 1 

0  0 0 

表 8-7 

QP   QP ↑
1  1 0 

1  0 1 

0  1 1 

0  0 1

表 8-8 

QP   QP ↓  

1  1 0 

1  0 0 

0  1 0 

0  0 1 



 第 8章  命 题 逻 辑 247 

在研究推理时，若把命题分析到简单命题为止，则这种建立在以简单命题为基本推理

单位的逻辑体系，称为命题逻辑或命题演算。 

§8.1.3  命题公式 

P¬ ， QP ∧ ， QP ∨ ， QP → ， QP ↔ ， QP∨ ， QP ↑ ， QP ↓ 既可看作是具体命

题的符号化表达式，也可把其中的 P，Q 看作是命题变元，联结词看成是运算符，从而成
为真值不惟一确定的抽象命题公式。在它们的基础上还可以构造出更复杂的命题公式。由

命题变元、联结词和圆括号组成的字符串可构成命题公式。但并不是由这三类符号组成的

每一个符号串都可成为命题公式。下面给出命题公式（即合式公式或公式）的递归定义。 

定义 9  命题公式是满足下列条件的公式： 

（1）真值 0，1是公式； 
（2）命题常元、命题变元是公式，即 ΛΛ ,,,,,,, iii RQPRQP 是公式； 
（3）若 A是公式，则 A¬ 也是公式； 
（4）若 A和 B是公式，则（ BA∧ ）、（ BA∨ ）、（ BA → ）、（ BA ↔ ）也是公式； 
（5）只有有限次地应用（1）~（4）构成的符号串才是命题公式。 

为简单起见，我们常省去公式最外层的圆括号。若规定联结词结合的强弱次序（即运

算的优先级）为 ↔→↓↑∨∨∧¬ ;;,,,,; ，则可省掉公式中的某些圆括号。 
显然，若把公式中的命题变元代以简单命题或复合命题，则该公式便是一个复合命题。

因此，对复合命题的研究可转化为对公式的研究。命题公式不是命题，只有当公式中的每

一个命题变元都被赋以确定的真值时，公式的真值才能被确定，从而成为一个命题。 

定义 10  设 A 为含有命题变元 nPPP ,,, 21 Λ 的公式，给 nPPP ,,, 21 Λ 指定一组真值，这

称为对 A的一个赋值或真值指派。 

定义 11  公式 A在其一切可能的赋值下取得的值列成表，该表称为 A的真值表。 

定义 12  若命题公式 A在任何一个赋值下的值都真，则 A称为重言式或永真式，常用
“1”表示；若 A在任何一个赋值下的值都假，则 A称为矛盾式或永假式，常用“0”表示；
若 A至少有一个赋值使其值为真，则 A称为可满足式。 

从公式真值的角度看，公式可分为重言式、矛盾式、可满足式三类，其中重言式最重

要，在推理时所引用的公理和定理都是重言式。重言式和矛盾式的性质截然相反，但它们

之间可以互相转化，即重言式的否定是矛盾式；矛盾式的否定是重言式。因此只研究其中

的一个即可，一般均着重研究重言式。由于一个公式的真值表刻划了它的逻辑含义，因此，

可用真值表法判定公式的类型。但当公式所含不同的命题变元较多或较为复杂时，真值表

法很麻烦，计算真值表所花时间的程度甚至可能连现代最快速的计算机也无法计算。真值

表法也是一个乏味的方法，它对于培养逻辑思维与推理能力帮助甚少。所以我们一般采用

等值演算法判定公式的类型。 
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§8.1.4  命题公式的等值式 

命题公式之间常有一些关系，比较基本的两种关系是等值关系和蕴含关系。研究命题

公式的等值和蕴含是命题逻辑的重要内容之一。 

定义 13  设 A和 B是命题公式，若 BA ↔ 是重言式，则称 A和 B等值或等价或相等
或逻辑等价，记作 BA ⇔ ， BA ⇔ 称为等值式或逻辑等价式。 

注意，“⇔”不是联结词而是公式间的关系符号， BA ⇔ 不表示一个公式。而“↔”
是联结词， BA ↔ 表示公式。 

显然，等值关系是等价关系。n 个命题变元可以构成无数不同形式的命题公式，其中
大多数的真值都相同，即等值，不等值的公式只有

2
2n 个。我们可先用真值表法求得一些

所含命题变元不多的简单基本等值式，然后利用基本等值式推导出众多的较为复杂的等值

式，这种方法称为推导法或等值演算法。表 8-9给出几组重要的等值式。 

表 8-9 

交换律 E1 
ABBA ∧⇔∧        ABBA ∨⇔∨         ABBA ↔⇔↔  

ABBA ∨⇔∨          ABBA ↑⇔↑         ABBA ↓⇔↓  

结合律 E2 

)()( CBACBA ∧∧⇔∧∧              )()( CBACBA ∨∨⇔∨∨  

)()( CBACBA ↔↔⇔↔↔          )()( CBACBA →→⇔→→  

)()( CBACBA ∨∨⇔∨∨  

分配律 E3 
)()()( CABACBA ∧∨∧⇔∨∧    )()()( CABACBA ∨∧∨⇔∧∨  

)()()( CABACBA ∧∨∧⇔∨∧  

同一律 E4 AA ⇔∧1     AA ⇔∨ 0     AA ⇔→1     AA ⇔↔1     AA ⇔∨0  

互否律 E5 
0⇔¬∨ AA        1⇔¬∨ AA        AAA ⇔→¬   

0⇔↔¬⇔¬↔ AAAA              1⇔¬∨ AA  

双重否定律E6 AA ⇔¬¬ )(  

幂律 E7 
AAA ⇔∧       AAA ⇔∨         1⇔→ AA         1⇔↔AA  

0⇔∨AA        AAA ¬⇔↑        AAA ¬⇔↓  

常元律 E8 

00 ⇔∧A       11⇔∨A         10 ⇔→ A       11⇔→A  

AA ¬⇔→ 0    AA ¬⇔↔ 0     AA ¬⇔∨1        AA ¬⇔↑1  

10 ⇔↑A       01⇔↓A         AA ¬⇔↓ 0   

吸收律 E9 ABAA ⇔∨∧ )(              ABAA ⇔∧∨ )(  

德·摩根律 E10 
BABA ¬∨¬⇔∧¬ )(          BABA ¬∧¬⇔∨¬ )(   

BABA ¬↓¬⇔↑¬ )(          BABA ¬↑¬⇔↓¬ )(  

联结词化归律

E11 

BABA ∨¬⇔→         )()( ABBABA →∧→⇔↔  

)()()()( BABABABA ¬∧¬∨∧⇔¬∨∧∨¬⇔  

)( BABA ↔¬⇔∨        )( BABA ∧¬⇔↑         )( BABA ∨¬⇔↓  

其他 E12 
CBACABACBA →∧⇔→→→⇔→→ )()()()(  

ABBA ¬→¬⇔→         ABABA ¬⇔¬→∧→ )()(    
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BABA ¬↔¬⇔↔                 BABA ¬↔⇔↔¬  

BABABA ¬∨⇔∨¬⇔∨¬ )(  

表 8-9 中的一部分等值式与集合运算的基本定律形式相似，可对照记忆。表 8-9 的各
式中，A,B,C是任意的命题公式，每个等值式实际上代表了无数多个命题公式的等值式。 

定义 14  仅含联结词 ∨∧¬ ,, 的命题公式称为限定性公式。设 A为限定性公式，若在 A
中用∨代换∧，用∧代换∨，用 1代换 0，用 0代换 1，所得的新公式记作 A*或 AD，则称

A和 A*互为对偶式。 

定理 1  设 A 和 A*是对偶式， nPPP ,,, 21 Λ 是出现于 A 和 A*中的所有命题变元，则
),,,(*),,,( 2121 nn PPPAPPPA ¬¬¬⇔¬ ΛΛ 。 

定理 2  设 A和 B为限定性公式，若 BA ⇔ ，则 ** BA ⇔ 。 

定理 2 说明了为什么表 8-9 中限定性公式的等值式常是成对出现，它们之中的每一个
都有与其相对应的对偶式。 

定义 15  设 A是一个命题公式， nPPP ,,, 21 Λ 是 A中的所有命题变元。若 

（1）用某些公式代换 A中的某些命题变元； 
（2）若用公式 Qi代换 Pi，则必须用 Qi代换 A中所有的 Pi，则由此而得的新公式 B，

称为 A的一个代入或代换。 

定理 3（代入规则）  重言式中的任一命题变元出现的每一处均用同一命题公式代入，
得到的仍是重言式。 

定义 16  设 C是命题公式 A的一部分（即 C是 A中连续的几个符号），若 C也是一个
公式，则称 C是 A的子公式。 

定理 4（置换规则）  设 C是公式 A的子公式， DC ⇔ 。若用D置换（一个或多个或
全部）C，得到公式B，则 BA ⇔ 。 

有了置换规则和代入规则，我们便可以利用表 8-9 中的等值式推导出其他一些更复杂
的公式的等值式。 

公式的等值演算在实际上还有很多用处，它可以化简公式，简化复杂的逻辑电路，化

简一个程序，它还可以简化混乱的逻辑思维，使它们表达清晰、条理清楚。 

§8.1.5  命题公式的逻辑蕴含式 

定义 17  给定命题公式 BA→ ，命题公式 AB → 称为 BA → 的逆换式； BA ¬→¬ 称

为 BA → 的反换式； AB ¬→¬ 称为 BA→ 的逆反式。 

由 E12 知， ABBA ¬→¬⇔→ ，即 BA → 与 AB ¬→¬ 等值。但 BA → 与 AB → 和

BA ¬→¬ 不等值。 
 



250 离散数学——习题与解析 

定义 18  设 A 和 B 是命题公式，若 BA → 是重言式，即 1⇔→ BA ，则称 BA → 为

重言蕴含式，称 A蕴含 B或 A逻辑蕴含 B，记作 BA⇒ ， BA⇒ 称为逻辑蕴含式。 

注意，“⇒”和“→”是两个完全不同的符号，它们的区别与“⇔”和“↔”的区别
完全类似。蕴含关系是偏序关系。  

定理 5  设 A和 B是命题公式， BA ⇔ 当且仅当 BA⇒ 且 AB ⇒ 。 

定理 6  设 A,B,C是命题公式，若 BA⇒ ， CB ⇒ ，则 CA ⇒ 。 

定理 7  设 A,B,C是命题公式，若 BA⇒ ， CA ⇒ ，则 )( CBA ∧⇒ 。 

定理 8  设 A和 B是命题公式，若 BA⇒ ，且 A是重言式，则 B必为重言式。 

给定两个命题公式 A和 B，判定 BA⇒ 是否成立的两种方法： 

（1）假定前件 A为真。若 B为真，则 BA⇒ 成立，否则 BA⇒ 不成立。 
（2）假定后件 B为假。若 A为假，则 BA⇒ 成立，否则 BA⇒ 不成立。 

BA ⇔ 表示 A和 B之间可双向推导，即由 A可推出 B，反之由 B可推出 A；而 BA⇒
表示 A和 B之间只能单向推导，即由 A可推出 B（或说当 A真时 B也一定为真）。表 8-10
列出一些较重要的逻辑蕴含式。 

表 8-10 

ABA ⇒∧                 BBA ⇒∧  
BAA ∨⇒                 BAB ∨⇒  

BAA →⇒¬               BAB →⇒  
ABA ⇒→¬ )(              BBA ¬⇒→¬ )(  

BBAA ⇒∨∧¬ )(            ABAB ⇒∨∧¬ )(   
BBAA ⇒→∧ )(            ABAB ¬⇒→∧¬ )(  

CACBBA →⇒→∧→ )()(  
)()()()( DBCADCBA ∧→∧⇒→∧→  

CCBCABA ⇒→∧→∧∨ )()()(  

由定理 5 可知，表 8-9 中给出的等值式均可看成逻辑蕴含式，且一个等值式对应两个
逻辑蕴含式。表 8-10所列逻辑蕴含式中的 A,B,C,D是任意的命题公式，我们实质上给出了
无穷多个逻辑蕴含式，我们还可以表从 8-10所列逻辑蕴含式出发证明许多逻辑蕴含式。 

§8.1.6  全功能联结词集合 

由表 8-9 给出的基本等值式可以发现，前面介绍的联结词在表示逻辑关系时并非都是
不可缺少的，其中有些联结词的功能可由其他联结词代替。 

定义 19  设 D为联结词集合，若 D中一个联结词可以由 D中的其他联结词表示，则
此联结词称为冗余联结词，否则，称为独立联结词。 
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定义 20  设 D 为联结词集合，若任何命题公式总可以用含有 D 中的联结词的等值式
表示，且 D中不含冗余联结词，则称 D为全功能联结词集合。 

定理 9  {¬,∧}，{¬,∨}，{¬,→}，{↑}，{↓}都是全功能联结词集合。 

应该说明，寻求最少联结词的全功能联结词集合，主要不是个理论性问题，而是为了

满足工程实践中的需要。但是，一般情况下为了不至于因联结词的数目减少而使得公式的

形式变得复杂，我们仍常采用“¬”、“∧”、“∨”、“→”、“↔”这 5个联结词。 

§8.1.7  范式 

对一个命题公式，除了用真值表法外，怎样判定其类型？已知一公式为真和为假的赋

值，能否写出该公式的表达式？如何找出命题公式的标准形式，使得我们仅根据这种标准

形式就能判断两公式是否等值？这些都可由范式加以解决，范式的研究对命题逻辑的发展

起了极重大的作用。 

定义 21  命题变元或命题变元的否定利用“∨”构成的析取式称为简单析取式或质析
取式；命题变元或命题变元的否定利用“∧”构成的合取式称为简单合取式或质合取式。 

定理 10  （1）一个简单合取式是矛盾式当且仅它同时包含某个命题变元及其否定。 
（2）一个简单析取式为重言式当且仅当它同时包含某个命题变元及其否定。 

定义 22  简单合取式的析取称为析取范式；简单析取式的合取称为合取范式。 

定理 11  （1）一个析取范式是矛盾式当且仅当它的每个简单合取式都是矛盾式。 
（2）一个合取范式是重言式当且仅当它的每个简单析取式都是重言式。 

定理 12  任何一个命题公式均可表示成析取范式与合取范式。 

设 A是任一命题公式，求 A的范式可按下面步骤进行：  

（1）利用 E11将→、↔、∨、↑、↓消除（如果有的话），使 A中只含¬、∧、∨； 
（2）利用 E10将 A中的¬（如果有的话）全都移至命题变元前； 
（3）利用 E6使 A中所有命题变元前至多含有一个¬（如果有的话）； 
（4）利用 E3求得 A的析取范式和合取范式。 

范式为命题公式提供了一种标准形式，但这种标准形式有一个缺点，即它的形式不惟

一。根据范式的异同来判定公式等值问题还有困难和不便，因此，我们给出更为标准的范

式结构，使每一命题公式仅有惟一的这种范式与之等值。 

定义 23  在具有 n个命题变元 )1(,,, 21 ≥nPPP nΛ 的简单合取式中，每个 )1( niPi ≤≤ 和

iP¬ 如果恰好有一个出现一次，而且正好出现在左起第 i个变元的位置上，则该简单合取式
称为极小项或最小项。 

n 个命题变元可以构成 2n个不同的极小项，每个极小项只存在一组赋值使其为真。任

何两个不同的极小项不等值。表 8-11是有 2个命题变元 P,Q的极小项真值表，其中 mi是第
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i个极小项的简写，从表中可以看出，第 i个极小项 mi的下标转换成两位二进制数后，正好

与使得 mi为真的赋值（看成一个二进制数）相同。于是每个 mi与使其为真的赋值之间建

立了一一对应的关系。 

表 8-11 

P Q ¬P∧¬Q ¬P∧Q P∧¬Q P∧Q 

0 0 1 0 0 0 

0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 1 0 

1 1 0 0 0 1 

  m0 m1 m2 m3 

定义 24  由极小项构成的析取范式称为主析取范式或特异析取范式。 

定理 13  任何一个不是永假的命题公式都存在惟一一个与之等值的主析取范式。 

由于主析取范式的真值完全取决于其所含的极小项，因此，我们不仅可以通过比较极

小项的异同来判断两公式是否等值，还可根据极小项的个数判断一个公式的类型。若含有

n个命题变元的公式 A的主析取范式有 2n个极小项，则 A是重言式；若不含任何极小项（此
时令主析取范式为 0），则 A 是矛盾式；若所含极小顶的个数在 1 到 2n之间，则 A是可满
足式。 
可以用等值演算法求主析取范式，不过在求公式的主析取范式时，除了使用求范式时

的四个步骤（1）~（4）以外，还要作以下三项置换： 

（5）利用 E4消去矛盾的简单合取式； 
（6）利用 E7消去相同的简单合取式，消去简单合取式中相同的合取项； 
（7）利用 E4、E3将不包含某一命题变元的简单合取式置换为包含有这一命题变元的

简单合取式。 

当我们已知一公式的真值表时，我们还可直接由真值表构造极小项，从而写出相应的

主析取范式。其步骤如下： 

（1）将真值表中使公式为真的每一组赋值都构造成一个极小项。当某变元在相应赋值
中取 1时，该变元出现在极小项相应的位置上，否则该变元的否定出现在相应的
位置上； 

（2）最后按其赋值对应的二进制数从小到大的顺序把（1）中构造的极小项用“∨”联
结起来，就得到了主析取范式。 

定义 25  在具有 n个命题变元 )1(,,, 21 ≥nPPP nΛ 的简单析取式中，每个 )1( niPi ≤≤ 和

¬Pi如果恰好有一个出现一次，而且正好出现在左起第 i个变元的位置上，则该简单析取式
称为极大项或最大项。 

同极小项类似，n个命题变元可以构成 2n个不同的极大项，第 i个极大项记为 Mi，对
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于每个 Mi只有一组赋值使其为假，且下标 i的二进制数与这个赋值正好对应相同。表 8-12
给出了有两个变元 P,Q的极大项真值表，从中可以看出这种一一对应的关系。 

表 8-12 

P Q P∨Q P∨¬Q ¬P∨Q ¬P∨¬Q 

0 0 0 1 1 1 

0 1 1 0 1 1 

1 0 1 1 0 1 

1 1 1 1 1 0 

  M0 M1 M2 M3 

定义 26  由极大项构成的合取范式称为主合取范式或特异合取范式。 

定理 14  任何一个不是永真的命题公式都存在惟一一个与之等值的主合取范式。 

除了用等值演算法求主合取范式外，我们也可利用公式的真值表求主合取范式。具体

求法是：先对真值表中使公式为假的每一组赋值构造一个相应的极大项，若某一变元在赋

值中取 0，则让变元本身出现在极大项中，否则让该变元的否定式出现在极大项中，然后
按相应赋值的二进制数从小到大的顺序把构造好的极大项用“∧”依次联结起来即可。 

顺便指出，当我们知道了公式的主析取范式和主合取范式之一时，另一个其实不需再

求而直接就可写出来。具体求法是：（1）找出主范式中没有出现的极大（小）项；（2）将
找出的极大（小）项中的变元换成相应的否定式，而变元的否定式换成相应的变元，并将

析（合）取换成合（析）取，求得相应的极小（大）项；（3）最后用析（合）取词将它们
联结成主析（合）取范式。 

§8.1.8  命题演算的推理理论 

数理逻辑的主要任务是提供一套推理规则。按照这种公认的推理规则，从给定的前提

集合出发，推导出一个结论来。这样的推导过程，通常称为推理或演绎或形式证明。 
推理是由已知的命题得到新命题的思维过程，任何一个推理都由前提和结论两部分组

成，前提就是推理所根据的已知的命题，结论则是从前提通过推理而得到的新命题。 

定义 27  设 A,B是命题公式，如果 A⇒B，即如果命题公式 A→B为重言式，则称B是
前提 A 的结论或从 A 推出结论 B。一般地，设 nHHH ,,, 21 Λ 和 C 是一些命题公式，如果

CHHH n ⇒∧∧ Λ21 ， 则 称 从 前 提 nHHH ,,, 21 Λ 推 出 结 论 C ， 有 时 可 记 为
CHHH n ⇒,,, 21 Λ 或 CHHH n −,,, 21 Λ ，并称{ nHHH ,,, 21 Λ }为 C的前提集合。 

一组前提是否可以推出某个结论，可以按照定义进行判断。判断 CHHH n →∧∧ Λ21

是否为重言式，我们可以用真值表法，也可以利用等值演算法。但当前提和结论都是比较

复杂的命题公式或者包含的命题变元很多的时候，直接用定义进行推导将是很困难的，因

此需要寻求更有效的推理方法。 
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定义 28  一个描述推进过程的命题序列，其中每个命题或者是已知的，或者是由某些
前提所推得的结论，序列中最后一个命题就是所要求的结论，这样的命题序列称为形式证

明。 

要想进行正确的推理，就必须构造一个逻辑结构严谨的形式证明，这需要使用一些推

理规则。下面几个规则是人们在推理过程中常用到的推理规则： 

（1）前提引入规则 P：在证明的任何步骤上都可以引用前提。 
（2）结论引用规则 T：在证明的任何步骤上得到的结论都可以在其后的证明中引用。 
（3）置换规则：在证明的任何步骤上，公式的子公式都可以用与之等值的公式置换。 
（4）代入规则：在证明的任何步骤上，重言式中的任一命题变元都可以用一命题公式

代入，得到的仍是重言式。 
（5）蕴含证明规则 CP：若能够从 A和前提集合 H中推导出 B，则能够从 H中推导出

A→B。 

表 8-9中列出的等值式都是在推理过程中经常使用的一些等值式。表 8-13列出了推理
过程中经常使用的逻辑蕴含式。 

表 8-13 

I1 A∧B⇒A 
I2 A∧B⇒B 

     
 

I3 A⇒A∨B  
I4 B⇒A∨B  
I5 ¬A∧A→B  
I6 B⇒A→B  
I7 ¬(A→B)⇒A  
I8 ¬(A→B)⇒ ¬B  
I9 A,B⇒A∧B （合取引入） 
I10 ¬A,(A∨B)⇒B （析取三段论） 
I11 A,A→B⇒B （假言推论或分离规则） 
I12 ¬B,(A→B)⇒¬A （拒取式） 

I13 A→B,B→C⇒A→C （假言三段论） 

I14 A→B,C→D⇒A∧C→B∧D 

I15 A∨B,A→C,B→C⇒C （二段推论或二难推论） 

I16 P→Q⇒ (P∨R) → (Q∨ R) 
I17 P→Q⇒ (P∧R) → (Q∧ R) 

如果证明过程中的每一步所得到的结论都是根据推理规则得到的，则这样的证明称作

是有效的。通过有效的证明而得到的结论，称作是有效的结论。因此，一个证明是否有效

与前提的真假没有关系，一个结论是否有效与它自身的真假也没有关系。在数理逻辑中，

（简化式）

（附加式）
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主要关心的是如何构造一个有效的证明和得到有效的结论。 
在形式证明中，为了得到一组给定前提的有效结论，一般采用两类基本方法。 

（1）直接证明法：由一组前提，利用一些公认的推理规则，根据已知的蕴含式和等值
式推导出有效结论的方法称为直接证法。 

（2）间接证明法：间接证明法也就是大家熟悉的反证法，把结论的否定当作附加前提
与给定前提一起推证，若能推导出矛盾，则说明结论是有效的。 

定义 29  如果对于出现在公式 nHHH ,,, 21 Λ 中的命题变元的任何一组真值指派，公

式 nHHH ,,, 21 Λ 中至少有一个为假，即 nHHH ∧∧∧ Λ21 是矛盾式，则称公式

nHHH ,,, 21 Λ 是不相容的。否则，称公式 nHHH ,,, 21 Λ 是相容的。 

当且仅当存在着一个命题R，使得 RRHHH n ¬∧⇒∧∧∧ Λ21 时， nHHH ,,, 21 Λ 是

不相容的，这里 R是任一公式。 
为了证明结论 C可以从前提 nHHH ,,, 21 Λ 推出，我们把¬C添加到这组前提中去。如

果有某个公式 R使得 RRCHHH n ¬∧⇒¬∧∧∧∧ Λ21 ，则这组新的前提是不相容的。于

是，当 nHHH ∧∧∧ Λ21 为真时，¬C 必为假。也就是当 nHHH ∧∧∧ Λ21 为真时，C 必
为真。于是，C可由前提 nHHH ,,, 21 Λ 推出。 

§8.2  重点及难点解析 

§8.2.1  基本要求 

1．掌握命题、命题变元、联结词、复合命题等概念，能够将命题符号化。 
2．掌握命题公式、重言式、矛盾式、可满足式、公式真值表等概念，能够利用公式的
真值表判定较简单的公式类型。 

3．掌握命题公式的等值式、对偶式，命题公式的代入和置换等概念，能够利用基本等
值式、代入规则和置换规则进行等值演算。 

4．掌握命题公式的逻辑蕴含式、逆换式、反换式、逆反式等概念，对于较简单的命题
公式 A和 B，能够判定 A⇒B是否成立。能够用基本逻辑蕴含式推证更复杂的逻辑
蕴含式。 

5．掌握全功能联结词集合的概念，能够判别一个联结词集合是否为全功能联结词集合。
会求最小联结词集合。 

6．掌握范式、极小（大）项、主范式的概念和性质，掌握求各种范式的方法，能够用
等值演算法和真值表法求命题公式的主范式。熟悉一个命题公式的主合取范式与主

析取范式的关系——如何根据一种主范式立刻写出另一种主范式。 
7．掌握形式证明、前提引入规则、结论引用规则、置换规则、代入规则、蕴含证明规
则等概念，能够根据推理规则以及一些基本等值式和逻辑蕴含式，利用直接法和间

接法作有效推理，并最终得到一个有效结论。 
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§8.2.2  疑难点解析 

1．并非一切陈述句所陈述的内容都能确定真假，因而不是所有陈述句都是命题。命题
必须是具有唯一真值的陈述句，但是并不一定要知道命题的真值。例如，“太阳系

外有宇宙人”是一个命题，虽然目前人们还无法判断其真假，但客观上其真值是唯

一存在的。 
2．联结词可以联结两个没有内在联系的命题。 
3．要知道可兼或与不可兼或的区别。 
4．在等值演算过程中，应首先把各种联结词化为只用五种基本联结词“¬”、“∧”、“∨”、
“→”、“↔”表达的表达式，以便于演算。 

5．命题变元不是命题，而是一个可以代表任何命题的符号。命题公式不是复合命题，
而是一个复合命题结构。当公式中的每一个命题变元都取定一个命题（1 或 0）为
值时，公式变成一个复合命题。 

6．符号⇔和⇒都不是逻辑联结词。 BA ⇔ 表示 BA ↔ 是永真式。 BA⇒ 表示 BA →
是永真式。 

7．注意区别代入规则和置换规则的意义、用法。利用代入规则可以把任意一个公式变
成等值的另一公式。置换规则只能把永真式变成永真式；非永真式经使用置换规则

后一般得不到等值的公式。所以置换规则通常用在把一个等值公式的两边同时变形

而得到一个新的等值公式。因此，表 8-9中全部等值式中的大写字母都可以理解为
任意的命题公式，而不必限制为命题变元。 

8．命题公式进行代换时，若对多个变元进行代换，则代换必须同时进行。例如，先用
QP ∨ 代换 QPA →= 中的 P，得 QQPB →∨= )( ，再用 R 代换 B 中的 Q，得

RRPC →∨= )( ，C 不是 A 的一个代换。而分别用 QP ∨ 和 R 同时代换 A 中的 P
和 Q，得 RQPD →∨= )( ，则 D是 A的一个代换。 

9．用等值演算法求公式的主范式是一个重点，也是一个难点。要会准确地求出公式的
主析取范式和主合取范式。掌握主析取范式与真值表的关系，主析取范式与成真赋

值的关系，主析取范式与主合取范式的关系，公式的主合取范式与真值表及成假赋

值的关系。还要弄清不同类型公式的主析取范式及主合取范式的特点，特别是要知

道，重言式的主析取范式含 2n（n为公式中所含的命题变元数）个极小项，重言式
的主合取范式为 1，而矛盾式的主析取范式为 0，主合取范式含 2n个极大项。 

10．会用多种方法（如真值表法、等值演算法、主范式法等）判断公式的类型及两个
公式是否等值。 

11．要弄清蕴含式 QP → 的逻辑关系及其真值。这里 Q是 P的必要条件。无论蕴含关
系如何表述，都要仔细地区分出蕴含式的前件和后件，否则会混淆必要条件与充

分条件，当然就有可能将假命题变成真命题，或将真命题变成假命题。 
12．推理过程中推理规则、基本等值式和逻辑蕴含式的引用要适当，逻辑思维要清晰。 
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§8.3  基  本  题 

§8.3.1  选择题 

1．由 n个命题变元组成不等值的命题公式的个数为（      ）。 

A．2n   B．2n   C．n2    D．
n22  

答案：D 

2．设 P：我将去镇上，Q：我有时间。命题“我将去镇上，仅当我有时间时”符号化
为（    ）。 

A． QP →   B． PQ →   C． QP ↔    D． PQ ¬∨¬  

答案：A 

3．下列各组公式中，哪组是互为对偶的?（    ） 

A． PP,    B． PP ¬,   C． ** )(, AA    D． AA,  

（其中 P为单独的命题变元，A为含有联结词的命题公式） 
答案：A 

4．设 P：我们划船，Q：我们跑步。命题“我们不能既划船又跑步”符号化为（    ）。 

A． QP ¬∧¬   B． QP ¬∨¬   C． )( QP ↔¬   D． QP ¬↔  

答案：B 

5．下面哪一个命题是命题“2是偶数或－3是负数”的否定?（    ） 

A．2是偶数或－3不是负数    B．2是奇数或－3不是负数 
C．2不是偶数且－3不是负数   D．2是奇数且－3不是负数 

答案：C 

6．设 P：张三可以做这件事，Q：李四可以做这件事。命题“张三或李四可以做这件
事”符号化为（    ）。 

A． QP ∨    B． QP ¬∨   C． QP ↔    D． )( QP ¬∨¬¬  

答案：A 

7．下列语句中哪个是真命题?（    ） 

A．我正在说谎      B．严禁吸烟； 
C．如果 1+2=3，那么雪是黑的   D．如果 1+2=5，那么雪是黑的。 

答案：D 
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8．下面哪个联结词运算不可交换?（    ） 

A．∧    B．→   C．∨   D．↔  

答案：B 

9．命题公式 QQPP →→∧ ))(( 是（    ）。 

A．矛盾式  B．蕴含式  C．重言式  D．等值式 

答案：C 

10．下面哪个命题公式是重言式?（    ） 

A． )()( PQQP →∧→     B． PQP →∧ )(  
C． )()( QPQP ¬∧¬¬∧∨¬     D． )( QP ∨¬  

答案：B 

11．下面哪一组命题公式是等值的?（    ） 

A． QPQP ∨¬∧¬ ,      B． )(),( BAAABA ¬→→¬→→  
C． )(),( QPQQPQ ∨∧¬∨→    D． BBAA ),( ∧∨¬  

答案：B 

12． QP → 的逆反式是（    ）。 

A． PQ ¬→   B． QP ¬→   C． PQ →¬   D． PQ ¬→¬  

答案：D 

13． QP →¬ 的逆换式是（    ）。 

A． PQ ¬→   B． QP ¬→   C． PQ ¬→   D． QP ¬→  

答案：A 

14．下列命题联结词集合中，哪个是最小联结词组?（    ） 

A．{ }↔¬,   B．{ }∧∨¬ ,,   C．{ }↑    D．{ }→∧,  

答案：C 

15．下面联结词集中，哪一个不是最小联结词组?（    ） 

A．{ }∧¬,   B．{ }→¬,   C．{ }∨∧¬ ,,   D．{ }↑  

答案：C 

16．已知 A是 B的充分条件，B是 C的必要条件，D是 B的必要条件，则 A是 D的
（    ）。 

A．充分条件  B．必要条件  C．充要条件  D．A、B、C都不对 
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答案：A 

17． QP →¬ 的反换式是（    ）。 

A． PQ ¬→   B． QP ¬→¬  C． PQ ¬→¬  D． QP ¬→  

答案：D 

18．下面哪一个命题公式是重言式?（    ） 

A． )( RQP ∨→      B． )()( QPRP →∧∨ ； 
C． )()( RQQP ∨↔∨     D． ))()(())(( RPQPRQP →→→→→→  

答案：D 

19．下面哪个命题公式不是重言式?（    ） 

A． )( QPQ ∨→      B． PQP →∧ )(  
C． )()( QPQP ∨¬∧¬∧¬    D． )()( QPQP ∨¬↔→  

答案：C 

20．重言式的否定式是（    ）。 

A．重言式  B．矛盾式  C．可满足式  D．蕴含式 

答案：B 

21．下面哪一个命题是假命题?（    ） 

A．如果 2是偶数，那么一个公式的析取范式惟一 
B．如果 2是偶数，那么一个公式的析取范式不惟一 
C．如果 2是奇数，那么一个公式的析取范式惟一 
D．如果 2是奇数，那么一个公式的析取范式不惟一 

答案：A 

22．下面哪一组命题公式不是等值的?（    ） 

A． BABA ¬∧→¬ ),(     B． )()(),( BABABA ∧¬∨¬∧↔¬  
C． )(),( CBACBA ∨∧¬∨→   D． CBACBA →¬∧∨→ )(),(  

答案：C 

23．命题公式 RQP ∧→ 的对偶式为（    ）。 

A． )( RQP ∨→      B． )( RQP ∨∧  
C． )( RQP ∧∨¬      D． )( RQP ∨∧¬  

答案：D 
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24．命题公式 )( PQP ↓→ 是（    ）。 

A．重言式  B．可满足式  C．矛盾式  D．等值式 

答案：B 

25． ⇔¬↔ QP （    ）。 

A． )( QPP ¬→→¬     B． )()( PQQP ∨¬∧∨¬  
C． )()( PQQP ∨¬∧¬∨¬    D． )()( PQQP ∨∧¬∨¬  

答案：D 

26．命题公式 RQP →∧¬ )( 的主析取范式中含极小项的个数为（      ）。 

A．8   B．3   C．5   D．0 

答案：C 

27．命题公式 RQP →∧¬ )( 的主析取范式中含极大项的个数为（      ）。 

A．0   B．8   C．5   D．3 

答案：D 

28．命题公式 RQP →∧¬ )( 的成真赋值为（      ）。 

A．000，001，110    B．001，011，101，110，111 
C．全体赋值     D．无 

答案：B 

29．如果 BA⇒ 成立，则以下各种蕴含关系哪一个成立?（      ） 

A． AB ⇒   B． BA ¬⇒¬   C． AB ¬⇒¬   D． BA⇒¬  

答案：C 

§8.3.2  填空题 

1．下列句子中，是命题的有          。 

（1）我是教师。 
（2）禁止吸烟！ 
（3）蚊子是鸟类动物。 
（4）上课去！ 
（5）月亮比地球大。 

答案：（1）  （3）  （5） 
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2．设 P：我生病，Q：我去学校 

（1）命题“我虽然生病但我仍去学校”符号化为          。 
（2）命题“只有在生病的时候，我才不去学校”符号化为            。 
（3）命题“如果我生病，那么我不去学校”符号化为          。 

答案：（1） QP ∧    （2） QP ¬↔    （3） QP ¬∧  

3．设 P：我有钱，Q：我去看电影。 

（1）命题“如果我有钱，那么我就去看电影”符号化为          。 
（2）命题“虽然我有钱，但我不去看电影”符号化为          。 
（3）命题“当且仅当我有钱时，我才去看电影”符号化为          。 

答案：（1） QP →   （2） QP ¬∧     （3） QP ↔  

4．对于下列各式，是永真式的有           。 

（1） QQPP →→∧ ))((  
（2） )( QPP ∨→  
（3） )( QPQ ∧→  
（4） QQPP →∨∧¬ ))((  
（5） QQP →→ )(  

答案：（1）  （2）  （4） 

5． ⇔→∨∧ RQPP ))((             。 

答案： RP →  

6． ⇔→→ )( QPP           。 

答案： QP →  

7．对于下列各式 

（1） )()( QPQP ¬∧¬∨∧¬ 可化简为           。 
（2） ))(( QPPQ ∧∨→ 可化简为           。 
（3） PPQQP ∧¬→¬↔∨¬ ))()(( 可化简为           。 

答案：（1） P¬    （2） PQ →    （3）P 

8．命题公式 )( RQP ¬∧∨ 的成真赋值为  ①  ，成假赋值为  ②  。 

答案：① 010，100，101，110，111    ② 000,001,011 

9．若  ①  且  ②  则称 X是公式 A的子公式。 

答案：① X是 X公式 A的一部分 
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      ② X本身也是公式 

10．写出表 8-14中各列所定义的命题联结词。 

答案：① ∧      ② ↑ 

11．由 n个命题变元可组成       个不等值 
的命题公式。 

答案：
n22  

12．用两种形式写出 QP ↑ 的对偶 
式  ①  ，  ②  。 

答案：① )( QP ∨¬     ② QP ↓  

13．两个重言式的析取是  ①  ，一个重言式与一个矛盾式的析取是  ②  。 

答案：① 重言式     ② 重言式 

14．A、B为两个命题公式， BA ⇔ 当且仅当  ①  ， BA⇒ 当且仅当  ②  。 

答案：① BA ↔ 是重言式   ② BA → 是重言式 

15．设 P、Q为两个命题，德·摩根律可表示为  ①  ，吸收律可表示为  ②  。 

答案：① QPQP ¬∨¬⇔∧¬ )( ， QPQP ¬∧¬⇔∨¬ )(  
      ② PQPP ⇔∨∧ )( ， PQPP ⇔∧∨ )(  

16．设命题公式 A中仅含有联结词¬、∧、∨，若    得到公式 A*，则 A*称为 A的对偶
式。 

答案：将 A中∧、∨、1、0换以∨、∧、0、1 

17．公式 RQP →∨ )( 的只含联结词¬、∧的等值式为  ①  ，它的对偶式为  ②  。 

答案：① ))(( RQP ¬∧¬∧¬¬¬    ② RQP ∧∧¬ )(  

18．命题公式 0)( ↑∧∧⇔ RQPA ，则其对偶式 ⇔*A             。 

答案： 1)( ↓∨∨ RQP  

19．在命题演算中，一个蕴含式与它的  ①  式是等值的，它的  ②  式与它的  ③   
式是不等值的。 

答案：① 逆反   ② 反换   ③ 逆换 

20．公式 QP →¬ 的反换式为  ①  ，逆反式为  ②  。 

答案：① QP ¬→     ② PQ →¬  

 

表 8-14 

P Q P ① Q P ② Q 

1 1 1 0 

1 0 0 1 

0 1 0 1 

0 0 0 1 
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21．任意两个不同极小项的合取为  ①  式，全体极小项的析取式必为  ②  。 

答案：① 永假    ② 永真 

22．命题公式 )( QP →¬ 的主析取范式为  ①  ，主合取范式的编码表示为  ②  。 

答案：① QP ¬∧     ② 110100 MMM ∧∧  

23．已知公式 ),,( RQPA 的主合取范式为 530 MMM ∧∧ ，它的主析取范式为（写成编

码形式）      。 

答案： 76421 mmmmm ∨∨∨∨  

24．命题公式 )( QP ↔¬ 的主析取范式为  ①  ，其编码表示为  ②  ，主合取范式
的编码表示为  ③  。 

答案：① )()( QPQP ∧¬∨¬∧    ② 0110 mm ∨    ③ 1100 MM ∧  

25．对于前提： QPRRSQS ↔¬¬∨¬→ ,,, ，其有效结论为          。 

答案：P  

26．对于前提： SSRRQP ¬∨¬→∧ ,,)( ，其有效结论为          。 

答案： QP ¬∨¬  

§8.3.3  判断题 

1．“王兰和王英是姐妹”是复合命题，因为该命题中出现了联结词“和”。（  ） 
答案：× 

2．凡陈述句都是命题。（  ）          答案：× 
3．语句 053 =+ yx 是一个命题。（  ）        答案：× 
4．命题“两个角相等当且仅当它们是对顶角”的值为 1。（  ）   答案：× 
5．语句“ 4=+ yx ”是个命题。（  ）        答案：× 
6．命题“十减四等于五”是一个原子命题。（  ）      答案：√ 
7．命题“如果 1+2=3，那么雪是黑的”是真命题。（  ）    答案：× 
8． ))(( RQP ∧→∨ 是一个命题演算的命题公式，其中 P、Q、R是命题变元。（  ） 

答案：× 
9． )(( QRQP ¬→∧→ 是一个命题公式，其中 P、Q、R是命题变元。（  ） 

答案：× 
10．若 A：张明和李红都是三好学生，则 A¬ ：张明和李红都不是三好学生。（  ） 
                 答案：× 
11．若 A：张明和李红都是运动员，则 A¬ ：张明和李红不都是运动员。（  ）  

答案：√ 
12．若 P：每一个自然数都是偶数，则 P¬ ：每一个自然数都不是偶数。（  ） 

答案：× 
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13．若 P：每个自然数都是偶数，则 P¬ ：每个自然数不都是偶数。（  ）   
答案：√ 

14．如果 BA ⇔ ，则 CBCA ∧⇔∧ ， CBCA ∨⇔∨ 。（  ）   答案：√ 
15．如果 CBCA ∧⇔∧ ，则 BA ⇔ 。（  ）       答案：× 
16．联结词“↓”是可结合的。（  ）        答案：× 
17．联结词“↑”是可结合的。（  ）        答案：× 
18．联结词“↓”是可交换的。（  ）        答案：√ 
19．联结词“↑”是可交换的。（  ）        答案：√ 
20．联结词“→”满足交换律。（  ）        答案：× 
21．“学习有如逆水行舟，不进则退”。设 P：学习如逆水行舟，Q：学习进步，R：学
习退步。则命题符号化为 )( RQP →¬∧ 。（  ）     答案：× 

22．P、Q、R定义同上题，则“学习有如逆水行舟，不进则退”形式化为： )( RQP →¬→ 。

（  ）              答案：√ 
23．设 P、Q是两个命题，当且仅当 P、Q的真值均为 1时， QP ↔ 的值为 1。（  ） 

                 答案：× 
24．命题公式 QQPP →→∧ ))(( 是矛盾式。（  ）      答案：× 
25．命题公式 QQPP →→∧ ))(( 是重言式。（  ）      答案：√ 
26．联结词∧与∨不是相互可分配的。（  ）       答案：× 
27．在命题的演算中，每个最小联结词组至少有两个联结词。（  ）  答案：× 
28．命题联结词集{ }↔¬, 是最小联结词集。（  ）      答案：× 
29．命题联结词集 },,{ ∨∧¬ 是最小联结词集。（  ）      答案：× 
30．命题联结词集{ }→∧, 是最小联结词集。（  ）      答案：× 
31．命题联结词集{ }↑ 和{ }↓ 都是最小联结词集。（  ）     答案：√ 
32．A是命题公式，A与 **)(A 互为对偶式。（  ）      答案：× 
33．A是命题公式， **)(AA ⇔ 。（  ）        答案：√ 
34．P是命题变元，P与 P互为对偶式。（  ）      答案：√ 
35．任一命题公式的主析取范式和它的主合取范式互为对偶式。（  ） 答案：× 
36．任一命题公式都可以表示成与其等值的若干极小项的析取式。（  ） 答案：× 

§8.4  习 题 解 析 

1．使用命题： 

P：这个材料有趣。 
Q：这些习题很难。 
R：这门课程让人喜欢。 

将下列句子用符号形式写出： 
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（1）这个材料很有趣，并且这些习题很难。 
（2）这个材料无趣，习题也不难，而且这门课程也不让人喜欢。 
（3）如果这个材料无趣，习题也不难，那么这门课程就不会让人喜欢。 
（4）这个材料有趣，意味着这些习题很难，并且反之亦然。 
（5）或者这个材料有趣，或者这些习题很难，并且两者恰具其一。 
解： 
（1）命题表示为： QP ∧  
（2）命题表示为： RQP ¬∧¬∧¬  
（3）命题表示为： RQP ∧→¬∧¬ )(  
（4）命题表示为： QP ↔  
（5）命题表示为： )()( QPQP ∧¬∧∨  

2. 用符号形式写出下列命题： 

（1）假如上午不下雨，我去看电影，否则就在家里读书或看报； 
（2）我今天进城，除非下雨； 
（3）仅当你走，我将留下； 
（4）一个数是素数当且仅当它只能被 1和它自身整除。 

解： 
（1）命题可表示为： )()( RPQP ↔∧↔¬  

其中 P：上午下雨；Q：我去看电影；R：我在家里读书或看报。 
（2）命题可表示为： QP →¬  

其中 P：今天下雨；Q：今天我进城。 
（3）命题可表示为： PQ →  

其中 Q：我留下；P：你走。 
（4）命题可表示为： )( SRQP ¬∧∧↔ 。 

其中 P：一个数是素数；Q：一个数能被 1 整除；R：一个数能被它本身整
除；S：一个数能被除去 1和它自身以外的数整除 

3．判断下列语句是否为命题，若是命题请指出是简单命题还是复合命题。 

（1） 2是无理数。 
（2）5能被 2整除。 
（3）现在开会吗？ 
（4） 05 >+x 。 
（5）这朵花真好看呀！ 
（6）2是素数当且仅当三角形有 3条边。 
（7）雪是黑色的当且仅当太阳从东方升起。 
（8）2000年 10月 1日天气晴好。 
（9）太阳系以外的星球上有生物。 
（10）小李在宿舍里。 
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（11）全体起立！ 
（12）4是 2的倍数或是 3的倍数。 
（13）4是偶数且是奇数。 
（14）李明与王华是同学。 
（15）蓝色和黄色可以调配成绿色。 

解： 
除（3），（4），（5），（11）外全是命题。其中，（1），（2），（8）（9），（10），（14），
（15）是简单命题，（6），（7），（12），（13）是复合命题。 
首先应该注意到，命题是陈述句，因而不是陈述句的句子都不是命题。本题中，

（3）为疑问句，（5）为感叹句，（11）为祈使句，它们都不是陈述句，所以它们
都不是命题。 
其次，（4）这个句子是陈述句，但它表示的判断结果是不确定的，也就是说，它
可真（如取 x为 2），它也可能为假（如取 10−=x ），于是（4）不是命题。 
其余的句子都是有确定判断结果的陈述句，因而它们都是命题。又因为（1），（2），
（8），（9），（10），（14），（15）都是简单的陈述句，因而作为命题，它们都是简
单命题。（6）和（7）都为由联结词“当且仅当”联结起来的复合命题，（12）是
由联结词“或”联结的复合命题，而（13）是由联结词“且”联结起来的复合命
题，这里的“且”为“合取”联结词。在日常生活中，合取联结词有许多表述法，

例如，“虽然⋯⋯，但是⋯⋯”．“不仅⋯⋯，而且⋯⋯”．“一面⋯⋯，一面⋯⋯”．“⋯⋯

和⋯⋯”．“⋯⋯与⋯⋯”等。但要注意，有时“和”或“与”联结的是主语，构

成简单命题。例如，（14），（15）中的“与”与“和”联结的就是主语，这两个命
题均为简单命题，而不是复合命题。希望读者在遇到“和”或“与”出现的命题

时，要根据命题所陈述的含义加以区分。 

4．确定下列命题的真值： 

（1）“如果太阳从西边出来，那么地球自转”； 
（2）“如果太阳从东边出来，那么地球自转停止”； 
（3）“如果 8+9>30，那么三角形有三条边”； 
（4）“如果疑问句是命题，那么地球将停止转动”。 

解： 
真值分别为：（1）1    （2）0    （3）1      （4）1 

5．判断下面语句是否是命题，若是，确定其真值： 

（1）喜玛拉雅山比华山高； 
（2）如果时间静止不动，你就可以长生不老； 
（3）如果时间流逝不止，你就可以生长不老； 
（4）伦敦是英国首都； 
（5）这盆茉莉花好香啊！ 
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解： 
（1）是命题，真值为 1。 
（2）是，其值为 1；（3）是，其值为 0； 
（4）是，其值为 1；（5）不是命题。 

6．给命题变元 P、Q、R、 S分别指派真值为 1、1、0、0，求下列命题公式的真值： 

（1） )))((())(( SRQPRQP ∧¬∨∧¬∨¬∨∧¬  
（2） )()))((( SQPRQP ¬∨↔¬∧→∨  

解： 
将 P、Q、R、S的真值式代入公式，有 

（1） )))((())(( SRQPRQP ∧¬∨∧¬∨¬∨∧¬  
)0)10(()10()0)0)11((()0)11(( ∧∨∨∨⇔∧¬∨∧¬∨¬∧∧¬⇔  

101 ⇔∨⇔  
（2） ⇔¬∨↔¬∧→∨ )()))((( SQPRQP  

1111)01()01()))10(1(1( ⇔↔⇔↔∨⇔¬∨↔¬∧→∨  

7．设 *A 、 *B 分别是命题公式 A和 B的对偶式，判断下列各式是否成立，若不成立，
请举例说明： 

（1） AA ⇔*  
（2） BA ⇔ 则 ** BA ⇔  
（3） BA⇒ 则 ** BA ⇒  
（4） AA ⇔*)*(  

解： 
（2）、（4）成立；（1）不成立，例如，设 QPA ∧: ，则 QPA ∨* ， AA ⇔* 不成

立；（3）不成立，例如，设 QPA ∨:* ， PB :* ，虽然有 PQP ⇒∧ 的成立，但

PQP ⇒∨ 不成立。 

8．命题联结词“↓”定义为 )( QPQP ∨¬⇔↓  

（1）构造 QP ↓ 的真值表； 
（2）证明∨、∧、¬可以用仅含联结词↓的等值公式表示。 

解： 
（1） QP ↓ 的真值表如表 8-15所示。 
（2）因为 PPP ↓⇔¬  

)()( QQPPQP ↓↓↓⇔∧  
)()( QPQPQP ↓↓↓⇔∨  

所以∨、∧、¬可用仅含联结词↓的等值式表示。 
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表 8-15 

P Q P∨Q ¬P∨Q P↓Q 

1 1 1 0 0 

1 0 1 0 0 

0 1 1 0 0 

0 0 0 1 1 

9．化简下面命题公式： 

（1） ))(( BBAA ¬∧∨¬∨  
（2） )()( CBACBA ∧∧¬∨∧∧  
（3） RPQQP ∧¬→¬↔→ ))()((  
（4） CABBA ∨¬→¬↔→ ))()((  

解： 
（1） TAAFAABBAA ⇔¬∨⇔∨¬∨⇔¬∧∨¬∨ )())((  
（2） CBCBACBA ∧⇔∧∧¬∨∧∧ )()(  
（3） RPQQP ∧¬→¬↔→ ))()((  

PPQQP ∧¬∨¬¬↔∨¬⇔ ))()(( RQPQP ∧∨¬↔∨¬⇔ ))()((   
RR ⇔∧⇔1  

（4） CBABACABBA ∨→↔→⇔∨¬→¬↔→ ))()(())()((  
11 ⇔∨⇔ C  

10．如果有 CBCA ∧⇔∧ ，是否一定有 BA ⇔ ？ 
解： 
不一定。因为设有某种真值指派使得公式 C为 0，而公式 A为 1，B为 0，（或 A
为 0，B为 1），则 CA∧ 和 CB ∧ 均为 0。故 CBCA ∧⇔∧ 不一定有 BA ⇔ 。 

11．如果 CBCA ∨⇔∨ ，是否一定有 BA ⇔ ？ 
解： 
不一定。因为设有某种真值指派，使得公式 C为 1，而公式 A为 1，B为 0（或 A
为 0，B 为 1），则 CA∨ 和 CB ∨ 的值都为 1，故 CBCA ∨⇔∨ 成立时，不一定

有 BA ⇔ 。 

12．如果 BA ¬⇔¬ ，是否有 BA ⇔ ？ 
解： 
必有。因为 ABBA ¬↔¬⇔↔ ，所以， AB ¬↔¬ 为永真式时， BA ↔ 也是永真

式，故 BA ¬⇔¬ 时，必有 BA ⇔ 。 

13．用真值表判断下列各式是否为重言式： 

（1） )())()(( RPRQQP ¬∧¬→→∧∨¬  
（2） )()( QRPRQP ∧¬∧→→∧ 。 
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表 8-17 

P Q A 

1 1 1 

1 0 1 

0 1 0 

0 0 1 

解： 
由真值表 8-16知（1）是重言式，（2）不是重言式。 

表 8-16 

P Q R ¬P∨Q Q→R ¬(P∧¬R) （1） P∧Q→R P∧¬R∧Q （2） 

1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 
1 1 0 1 0 0 1 0 1 0 
1 0 1 0 1 1 1 1 0 0 
1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 
1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 
1 1 0 1 0 0 1 0 1 0 
1 0 1 0 1 1 1 1 0 0 
1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 
0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 
0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 
0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 
0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 

14．设命题公式 A的真值表如表 8-17，试求出
A 的主析取范式和主合取范式（用编码表
示和公式表示）： 

解： 
由表 8-17 可知，A 的主析取范式为：

001011 mmm ∨∨ ，主合取范式为 M01。 

15．用等值演算法证明 QQPP →→∧ )( 是重

言式。 
证： 

QQPPPQQPPQQPP →∧∨¬∧⇔→∨¬∧⇔→→∧ )()()()(  
11)( ⇔∨¬⇔∨¬∨¬⇔∨∧¬⇔→∧⇔ PQQPQQPQQP  

∴ QQPP →→∧ )( 是重言式。 

16．证明下列命题的等值关系： 

（1） QRPQRQP →∨⇔→∧→ )()()(  
（2） CQPACQPACAQP →↔∧⇔∨∨→∧→∧∧ ))(()()(  
（3） )()( RPQRQP →→⇔→→  
（4） )()()( RQPRPQP ∧→⇔→∧→  
（5） )()()( QPQPQP ↔¬⇔∧¬∧∨  
证： 

（1）左式 QRPQRPQRQP ∨∨¬⇔∨¬∧¬⇔∨¬∧∨¬⇔ )()()()(  
QRP →∨⇔ )( =右式 
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（2）左式= )()( CQPACAQP ∨∨→∧→∧∧  
))(())(( CQPACAQP ∨∨∨¬∧∨∧∧¬⇔  

))(())(( CQPACAQP ∨∨∨¬∧∨¬∨¬∨¬⇔  
CQPAAQP ∨∨∨¬∧¬∨¬∨¬⇔ ))()((  

CQPAAQP →∨∨¬∧¬∨¬∨¬¬⇔ ))()((  
CQPAAQP →∨∨¬¬∨¬∨¬∨¬¬⇔ ))()((  

CQPAAQP →¬∧¬∧∨∧∧⇔ ))()((  
CQPQPA →¬∧¬∨∧∧⇔ )))()(((  
CQPQPA →∨¬∧¬∨∧⇔ )))()(((  

CQPPQA →→∧→∧⇔ )))()(((  
CQPA →↔∧⇔ ))(( =右式 

所以， CQPACQPACAQP →↔∧⇔∨∨→∧→∧∧ ))(()()(  
（3） )()()( RPQRQPRQP ∨¬∨¬⇔∨¬∨¬⇔→→ )( RPQ →→⇔  
（4） )()()()()( RQPRPQPRPQP ∧∨¬⇔∨¬∧∨¬⇔→∧→  

)( RQP ∧→⇔  
（5） PQQPQPQPQPQP ¬∧∨¬∧⇔¬∨¬∧∨⇔→¬∧∨ ()()()()()(  

)())()(()()( QPPQQPPQQP ↔¬⇔→∧→¬⇔∨¬∧∨¬¬⇔  

17．求证下面命题的蕴含关系： 

（1） QPQP →⇒∧  
（2） )()())(( RPQPRQP →→→⇒→→  

证： 
（1） QPQPQPQPQPQP ∨¬∨¬∨¬⇔∨¬∨∧¬⇔→→∧ )()()()(  

11⇔∨¬⇔∨¬∨¬⇔ PQQP  
所以 QPQP →⇒∧  

（2）左式= RQPRQPRQP ∨¬∨¬⇔∨¬∨¬⇔→→ )())((  
右式= )()()()( RPQPRPQP →∨→¬⇔→→→  

RPQRPQPRPQP ∨¬∨¬⇔∨¬∨¬∧⇔∨¬∨∨¬¬⇔ )()()(  
故 )()())(( RPQPRQP →→→⇔→→  
所以 )()())(( RPQPRQP →→→⇒→→  

18．求下面各式的主析取范式与主合取范式，并写出相应的为真赋值。 

（1） )()( QPQP ¬→↔→¬  
（2） ))(())(( RQPPQR ∨→→→∨¬  
（3） ))(())(( PPQQQP →→→→→  
（4） ))(())(( PQRRQP →→↔→→  
（5） ))(())()(( PQRPRQP ¬→¬→¬∨→∧→¬  

解： 
本题可用真值表，也可通过等值演算来确定其主范式，并给出其为真赋值。 
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（1） )()()()( QPQPQPQP ¬∨¬↔∨¬¬⇔¬→↔→¬  
))()(())()(( QPQPQPQP ∨¬¬∨¬∨¬¬∧¬∨¬∨∨¬⇔  

))()(()( QPQPQQP ¬∧∨∧∧¬∨∨¬⇔  
)()()()( QPQPQPQP ∧∨¬∧⇔¬∧∨∧⇔   主析取范式 

PQQP ⇔¬∨∧⇔ )(  
)()()( QPQPQQP ¬∨∧∨⇔¬∧∨⇔     主合取范式 

真值表见表 8-18。 

表 8-18 

P Q －(P→Q) P →¬ Q （1） 

0 0 0 1 0 
0 1 0 1 0 
1 0 1 1 1 
1 1 0 0 1 

其为真赋值为：10，11 

（2） )()())(())(( RQPPQRRQPPQR ∨∨¬∨∨¬∨¬¬⇔→→→→∨¬  
RQPRQPRQP ∨∨¬⇔∨∨¬∨∧∧¬⇔ )()(   主合取范式 

主析取范式为： 

)()()()( RQPRQPRQPRQP ¬∧¬∧∨¬∧∧¬∨∧¬∧¬∨¬∧¬∧¬  
)()()( RQPRQPRQP ∧∧∨¬∧∧∨∧¬∧∨  

（主析取范式也可通过上面变形直接得到。）真值表见表 8-19。 

表 8-19 

P Q R ¬R∨(Q→P) P→(Q∨P) （2） 

0 0 0 1 1 1 
0 0 1 1 1 1 
0 1 0 1 1 1 
0 1 1 0 1 1 
1 0 0 1 0 0 
1 0 1 1 1 1 
1 1 0 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 

其为真赋值为：000，001，010，011，101，110，111。 

（3） ))(())(())(())(( PPQQQPPPQQQP ∨∨¬¬→∨∨¬¬⇔→→→→→  
))(())(( PPQQQP ∨¬∧∨¬∧∨¬⇔  

PPQQQQP ∨¬∧∨¬∧∨¬∧¬⇔ )()()(  
)()()()( QPQPQPQP ∧∨¬∧∨∧¬∨¬∧¬⇔   主析取范式 
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主合取范式为 1。 
真值表见表 8-20。 

表 8-20 

P Q (P→Q) →Q (Q→P) →P （3） 

0 0 0 0 1 

0 1 1 1 1 

1 0 1 1 1 

1 1 1 1 1 

其为真赋值为：00，01，10，11。 

（4） )()())(())(( PQRRQPPQRRQP ∨¬∨¬↔∨¬∨¬⇔→→↔→→  
))()(())()(( RQPPQRPQRRQP ∨¬∨¬∨∨¬∨¬¬∧∨¬∨¬∨∨¬∨¬¬⇔

))(())(( RQPRQPRQPRQP ∨¬∨¬∨∧∧¬∧∨¬∨∨¬∧∧⇔  
)()( RQPRQP ∨¬∨¬∧¬∨¬∨⇔   主合取范式 

主析取范式为： 

)()()()( RQPRQPRQPRQP ¬∧¬∧∨¬∧∧¬∨∧¬∧¬∨¬∧¬∧¬  
)()( RQPRQP ∧∧∨∧¬∧∨  

真值表见表 8-21。 

表 8-21 

P Q R P→(Q→R) R→(Q→P) （4） 

0 0 0 1 1 1 

0 0 1 1 1 1 

0 1 0 1 1 1 

0 1 1 1 0 0 

1 0 0 1 1 1 

1 0 1 1 1 1 

1 1 0 0 1 0 

1 1 1 1 1 1 

其为真赋值为：000，001，010，100，101，111。 

（5） ))(())()(( ¬→¬→¬∨→∧→¬ PRPRQP  
))(())()(( PQRPRQP ¬∨¬∨¬¬¬∨∨¬∧∧¬¬⇔  

))(()()( PRQRPQP ∧¬∨¬∨∧¬∨¬∧⇔  
))()(()()( RPQPRPQP ¬∧∨¬∧∨∧¬∨¬∧⇔  

)()())( RQPRQPRQP ¬∧¬∧∨∧∧¬∨∧¬∧¬⇔  
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)()( RQPRQP ¬∧∧∨∧¬∧∨  

上式为主析取范式。主合取范式为： 

(¬P∨¬Q∨¬R ) ∧ (P∨¬Q∨R ) ∧ (P∨Q∨R ) 

真值表见表 8-22。 

表 8-22 

P Q R P→Q R→P ¬((P→Q) ∧(R→P)) R→¬P ¬((R→¬P)→ ¬P) （5） 

0 0 0 1 1 0 1 0 0 
0 0 1 1 0 1 1 0 1 
0 1 0 1 1 0 1 0 0 
0 1 1 1 0 1 1 0 1 
1 0 0 0 1 1 1 1 1 
1 0 1 0 1 1  0 1 
1 1 0 1 1 0 1 1 1 
1 1 1 1 1 0 0 0 0 

其为真赋值为：001，011，100，101，110。 

19．联结词 f1，f2由表 8-23所示真值表定义，证明{f1，f2}是最小联结词组。 
证： 
（1）由表 8-23可知 PPf ¬⇔1 ， 

PQQPf →⇔2 而 },{ →¬ 是最小

联结词组，所以{f1，f2}能表示所有
的命题公式。 

（2）f1是一元联结词，不能表示二元联

结词，所以 f1不能表示 f2，另外 f2

也不能表示 f1，如若不然，则

RfQfPfPf 2221 )( ΛΛΛΛΛΛ⇔ ，对该式中所有变元指派为 1，则左式为
0，右式为 1，矛盾。 

由（1）（2）所证，{f1，f2}是最小联结词组。 

20．设计一种简单的表决器，表决者每人座位旁有一按钮，若同意则按下按钮，否则
不按按钮，当表决结果超过半数时，会场电铃就会响，否则铃不响。试以表决人

数为 3人的情况设计表决器电路的逻辑关系。 
解： 
设三个表决者的按钮分别与命题变元 P1，P2，P3对应。当按钮按下时，令其真值

为 1；当不按按钮时，其值为 0。设 B对应表决器电铃状态，铃响其值为 1，不响
其值为 0，它是按钮命题变元的命题公式。根据题意，电铃与按钮之间的关系如
表 8-24所示，从表 8-24可以看出，使得 B为 1的赋值有 011，101，110，111共

表 8-23 

P Q f1P Pf1Q 

1 1 0 1 

1 0 0 1 

0 1 1 0 

0 0 1 1 
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四组，分别对应极小项 321 PPP ∧∧¬ ， 321 PPP ∧¬∧ ， 321 PPP ¬∧∧ ， 321 PPP ∧∧ ，

因此，B可由主析取范式的形式表示，即有： 

)()()()( 321321321321 PPPPPPPPPPPPB ∧∧∨¬∧∧∨∧¬∧∨∧∧¬⇔  

这就是表决器电路的逻辑关系式。利用这一关系式就可设计出电路图。一般根据

需要，还可以应用等值演算将主析取范式尽量化简，以便在具体实施表决器方案

时，省工省时省器件，从而降低生产成本。 

表 8-24 

P1 P2 P3 B 

0 0 0 0 

0 0 1 0 

0 1 0 0 

0 1 1 1 

1 0 0 0 

1 0 1 1 

1 1 0 1 

1 1 1 1 

21．证明{↑}是最小联结词组。 
证： 
（1） )()( QPQPQP ↑↑↑⇔∧  

)()( QQPPQP ↑↑↑⇔∨  
PPP ↑⇔¬  

)( QQPQP ↑↑⇔→  
))(())(( PPQQQPQP ↑↑∧↑↑⇔↔  

所以{↑}能表示所有的命题公式。 
（2）{↑}的真子集为空集，不能表示任何命题公式。 

由（1）（2）所证，{↑}是最小联结词组。 

22．设计一加法器，实现两自然数相加的功能。 
解： 

设 a,b是两自然数，c = a + b，a,b,c分别用二进制数表示如下： 

121 aaaaa nn Λ−=  

121 bbbbb nn Λ−=  

121 ccccc nn Λ+=  

于是 )11( +≤≤ nici 的求法可表示为 

121 aaaa nn Λ−  
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bnbn−1⋯b2b1 

1211 eeeee nnn Λ−+  

1211 ccccc nnn Λ−+  

231 eeee nn Λ+  

这里 e1等于 0，ei+1表示第 i位相加的进位，有进位时 ei+1 = 1，否则 ei+1 = 0，i = 1，⋯，
n。因此，我们可以由 ai,bi,ei出 ci和 ei+1（i = 1，⋯，n）。根据加法规则，ai,bi,ei

与 ci和 ei+1之间的关系可用表 8-25表示。由表我们可写出求 ci和 ei+1的主合取范

式如下： 

)()()()( iiiiiiiiiiiii ebaebaebaebac ∨¬∨¬∧¬∨∨¬∧¬∨¬∨∧∨∨⇔ ， 
)()()()(1 iiiiiiiiiiiii ebaebaebaebae ∨∨¬∧∨¬∨¬∧¬∨∨∧∨∨⇔+  

最后补以 111 ,0 ++ == nn ece  

表 8-25 

ai bi ei ci ei+1 

0 0 0 0 0 

0 0 1 1 0 

0 1 0 1 0 

0 1 1 0 1 

1 0 0 1 0 

1 0 1 0 1 

1 1 0 0 1 

1 1 1 1 1 

实现运算¬，∧，∨的电子元件分别称为非门．与门．或门，我们可根据上面求出
的主合取范式设计出计算 ci和 ei+1的器件，这就是加法器。类似的方法可设计出

减法器，乘法器，除法器等。数字计算机的运算部件的设计原理就是如此。 

23．某勘探队有 3名队员。有一天取得一块矿样，3人的判断如下： 

甲说：这不是铁，也不是铜； 
乙说：这不是铁，是锡； 
丙说：这不是锡，是铁。 

经实验室鉴定后发现，其中一人两个判断都正确，一个人判对一半，另一个全错

了。根据以上情况判断矿样的种类。 
解： 
设 P：矿样为铁；Q：矿样为铜；R：矿样为锡 

⇔1F （甲全对）∧（乙对一半）∧（丙全错） 
)())()(()( RPRPRPQP ∧¬∧∧∨¬∧¬∧¬∧¬⇔  
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)( RPRPQP ∧¬∧¬∧¬∧¬∧¬⇔ )( RPRPQP ∧¬∧∧∧¬∧¬∨  
000 ⇔∨⇔  

⇔2F （甲全对）∧（乙全错）∧（丙对一半） 
))()(()()( RPRPRPQP ¬∧¬∨∧∧¬∧∧¬∧¬⇔  

)( RPRPQP ∧∧¬∧∧¬∧¬⇔ )( RPRPQP ¬∧¬∧∧∧¬∧¬∨  
000 ⇔∨⇔  

⇔3F （甲对一半）∧（乙全对）∧（丙全错）， 
)()())()(( RPRPQPQP ∧¬∧∧¬∧¬∧∨∧¬⇔  

)( RPRPQP ∧¬∧∧¬∧∧¬⇔ )( RPRPQP ∧¬∧∧¬∧¬∧∨  
0)( ∨∧∧¬⇔ RQP  

RQP ∧∧¬⇔  
⇔4F （甲对一半）∧（乙全错）∧（丙全对）， 

)()())()(( RPRPQPQP ¬∧∧¬∧∧¬∧∨∧¬⇔  
)( RPRPQP ¬∧∧¬∧∧∧¬⇔ )( RPRPQP ¬∧∧¬∧∧¬∧∨  

)(0 RQP ¬∧¬∧∨⇔  
RQP ¬∧¬∧⇔  

⇔5F （甲全错）∧（乙对一半）∧（丙全对）， 
)())()(()( RPRPRPQP ¬∧∧∧∨¬∧¬∧∧⇔  

)( RPRPQP ¬∧∧¬∧¬∧∧⇔ )( RPRPQP ¬∧∧∧∧∧∨  
000 ⇔∨⇔  

⇔6F （甲全错）∧（乙全对）∧（丙对一半） 
))()(()()( RPRPRPQP ¬∧¬∨∧∧∧¬∧∧⇔  

)( RPRPQP ∧∧∧¬∧∧⇔ )( RPRPQP ¬∧¬∧∧¬∧∧∨  
000 ⇔∨⇔  

设 ⇔F （一人全对）∧（一人对一半）∧（一人全错），则 F为真命题，并且 

1)()(
654321

⇔¬∧¬∧∨∧∧¬⇔
∨∨∨∨∨⇔

RQPRQP
FFFFFFF

 

但是矿样不可能既是铜又是锡，于是 Q，R中必有假命题，所以 0⇔∧∧¬ RQP ，

因而必有 1⇔¬∧¬∧ RQP  
于是，必有 P为真，Q与 R为假，即矿样为铁。 

24．观察下列推理过程，是否正确，结论是否有效，说明理由。 

（1）① RQP →∧      P 
（2）② RP →          T ① I 
（3）③ P             P 
（4）④ R              T ②③ I 

所以 RQP →∧ ， RP ⇒ 。 
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解： 
推理过程有错误，第（2）步不对。R不是前提公式 RQP →∧ ，P的有效结论。
例如，若 P、Q、R分别指派为 1、0、0时，前提公式值为 1，而结论公式值为 0。 

25．下列证明过程是否正确，若正确补足每一步推理依据，否则指出错误。 

（1）① AD ∨¬  
（2）② D 
（3）③ A 
（4）④ )( BCA →→  
（5）⑤ BC →  
（6）⑥ C 
（7）⑦ B 
（8）⑧ BD →  

所以 )( BCA →→ ， AD ∨¬ ， BDC →⇒ 。 
解： 
推理正确。（1）① P，（2）P（附加前提），（3）T ①② I，（4）P，（5）T ③④ I，
（6）P，（7）T ⑤⑥ I，（8）CP规则。 

26．证明 )( CBA →→ ， )()( DBADCB →→⇒→→ 。 
证： 
    ① BA∧             P（附加前提） 
    ② )( CBA →→     P 
    ③ A                
    ④ B                
    ⑤ )( DCB →→    P  
    ⑥ CB →           T ②③ I 
    ⑦ DC →           T ④⑤ I 
    ⑧ DB →           T ⑥⑦ I 
    ⑨ D               T ④⑧ I 
    ⑩ DBA →∧       CP 
    □ )( DBA →→     T⑩ E 

27．用 CP规则证明 )( RQP ∨¬∨¬ ， )( SRQ →→ ， SQP →⇒ 。 
证： 
    ① Q                P（附加前提） 
    ② )( SRQ →→      P 
    ③ SR →             T ①② I 
    ④ )( RQP ∨¬∨¬    P 
    ⑤ P               P 
    ⑥ RQ ∨¬           T ④⑤ I 

T①I 
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    ⑦ R               T ①⑥ I 
    ⑧ S               T ③⑦ I 
    ⑨ SQ →           CP 

28．用推理规则说明 BA → ， )( CB ∨¬ ， CA ∧ 是否能同时为真？ 
证： 
    ① BA →           P 

② CA∧            P 
③ A              T ② I 
④ B               T ①③ I 
⑤ )( CB ∨¬          P 
⑥ CB ¬∧¬          T ⑤ I 
⑦ B¬               T ⑥ I 
⑧ BB ¬∧           T ④⑦ I 

所以 BA → ， )( CB ∨¬ , CA∧ 不能同时为真。 

29．用推理规则证明 RQP →∨ )( ， US ∨¬ ， SR ∨¬ ， WU → ， QPW ¬∧¬⇒¬ 。 
证： 
    ① RQP →∨ )(       P 

② SR ∨¬           P 
③ SR →            T ② E 
④ SQP →∨ )(      T ①③ I 
⑤ US ∨¬           P 
⑥ US →           T ⑤ E 
⑦ UQP →∨ )(      T ④⑥ I 
⑧ WU →           P 
⑨ W¬              P 
⑩ U¬              T ⑧⑨ I 
□ )( QP ∨¬        T ⑦⑩ I 
□ QP ¬∧¬        T □ E 

30．用推理规则证明下列推理的正确性：如果 A努力工作，那么 B或 C感到愉快；如
果 B愉快，那么 A不努力工作；如果 D愉快那么 C不愉快。所以，如果 A努力
工作，则 D不愉快。 

证： 
设命题变元 A：A 努力工作，B、C、D 分别表示 B、C、D 愉快，则前提公式为

CBA ∨→ ， AB ¬→ ， CD ¬→ ，结论公式为 DA ¬→ 。 

① A P（附加前提） 
② CBA ∨→  P 
③ CB ∨  T ①② I 
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④ AB ¬→  P 
⑤ BA ¬→  T ④ E 
⑥ B¬  T ①⑤ I 
⑦ C T ③⑥ I 
⑧ CD ¬→  P 
⑨ DC ¬→  T ⑧ I 
⑩ D¬  T ⑦⑨ I 
□ DA ¬→  CP 

31．用等值演算法证明 )( QPP →¬∧¬ 是矛盾式。 
证： 

)()()( QPPQPPQPP ¬∧∧¬⇔∨¬¬∧¬⇔→¬∧¬ 0)( ⇔¬∧∧¬⇔ QPP  

所以原式是矛盾式。 

32．用 CP规则证明 )( CBA ∧→ ， CFE ¬→¬→ )( ， EBSAB →⇒¬∧→ )(  
证： 

① B P（附加前提） 
② )( SAB ¬∧→  P 
③ SA ¬∧  T ①② I 
④ A T ③ I 
⑤ )( CBA ∧→  P 
⑥ CB ∧  T ④⑤ I 
⑦ C T ⑥ I 
⑧ CFE ¬→¬→ )( P 
⑨ )( FEC ¬→¬→ T ⑧ E 
⑩ )( FE ¬→¬  T ⑦⑨ I 

□ )( FE ¬∨¬¬  T ⑩ E 

□ FE ∧  T □ E 
□ E T □ I  
□ EB →  CP 

33．用反证法证明 )()( DCBA →∧→ ， )()( FDEB →∧→ ， )( FE ∧¬ ， ACA ¬⇒→  
证： 

① A P（假设前提） 
② CA→  P 
③ C T ①② I 
④ )()( DCBA →∧→ P 
⑤ BA →  
⑥ DC →  

T ④ I 
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⑦ B T ①⑤ I 
⑧ D T ③⑥ I 
⑨ )()( FDEB →∧→  P 

 
⑩ EB →  
□ FD →  

T ⑨ I 

□ E T ⑦⑩ I 
□ F T ⑧□ I 
□ FE ∧  T □□ I 
□ )( FE ∧¬  P 
□ )()( FEFE ∧∧∧¬ T □□ I 

所以 )()( DCBA →∧→ ， )()( FDEB →∧→ ， )( FE ∧¬ ， ACA ¬⇒→  

34．用反证法证明 BA → ， CCB ¬∧∨¬ )( ， DDA ¬⇒∧¬¬ )(  
证： 

① D P（假设前提） 
② )( DA∧¬¬  P 
③ DA ¬∨  T ② E 
④ A T ①③ I 
⑤ BA →  P 
⑥ B  T ④⑤ I 
⑦ CCB ¬∧∨¬ )(  P 
⑧ )()( CCCB ¬∧∨¬∧¬  T ⑦ E 
⑨ CB ¬∧¬  T ⑧ E 
⑩ B¬  T ⑨ I 
□ BB ¬∧  T ⑥⑩ I 

所以 BA → ， CCB ¬∧∨¬ )( ， DDA ¬⇒∧¬¬ )(  
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第 9章  谓 词 逻 辑 

本章主要内容包括谓词逻辑的基本概念、谓词逻辑命题的符号化，谓词公式及其真值，

谓词公式的前束范式，重言蕴含式与推理规则等。下面就此作一简要介绍。 

§9.1  内 容 分 析 

§9.1.1  谓词逻辑的基本概念及其符号化 

个体是指可以独立存在的客观实体，它可以是具体的，也可以是抽象的。具体的特定

个体称为个体常量；抽象的、泛指的或在一定范围内变化的个体称为个体变量，也称为个

体变元；个体变量的取值范围称为个体域（或论域）；在命题中，表示一个个体性质、特征

或多个个体之间关系的成份称为谓词；表示具体性质或关系的谓词称为谓词常量或常谓词，

否则称为谓词变量。 
一般用大写字母 F,G,H 等表示谓词，而用 X,Y,Z 等表示谓词变量。表示一个个体性质

的谓词称为一元谓词；表示多个个体之间关系的谓词称为多元谓词。 
在命题中除了个体和谓词外，有时还出现表示数量的词称为量词。我们讨论的量词有

两个，即存在量词和全称量词。全称量词对应于汉语中的“每个”、“所有的”、“任意的”

等，用符号“∀”表示。存在量词对应于汉语中的“有的”、“至少有一个”、“存在”等，
用符号“∃”表示。 

在个体域事先给定的情形下，我们只有将个体域中的每个具体的个体代入到 )(xF 中去

确定其真假，才能断定 )(xxF∀ 的真假。当每一个个体都使得 1)( =xF 时，就有 1)( =∀ xxF ；

否则 0)( =∀ xxF 。对于 )(xxF∃ ，我们只要发现个体域中有（一个或多个）个体使得 1)( =xF
时，就有 1)( =∃ xxF ；否则（即任何个体都使得 0)( =xF ） 0)( =∃ xxF 。 

在用量词符号化命题时，首先强调的是个体域，同一命题在不同的个体域内可能有不

同的符号化形式，同时也可能有不同的真值，因此必须先清楚个体域，不先确定所考虑的

个体域就不能准确地表达原命题的意思。为了解决这一问题，使得符号化表达式有确定的

含义而不需事先考虑个体域，我们在符号化表达式中增加一个指出个体变量的变化范围的

谓词，这样就可以不需事先考虑个体域而能够准确地把命题的意思表示出来。这样我们考

虑含有量词的命题时，总是在由一切事物构成的总体个体域上考虑问题。 
当符号化时，如果命题中含有全称量词，则把所增加的指出个体变化范围的谓词（称

为特性谓词）作为前件，而命题中原有的谓词作为后件，构成一个蕴含式来表示命题的意

思；如果命题中含有存在量词，则用增加的特性谓词和原命题中的谓词构成的合取式表示

命题的意思。 
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在对给定的自然语言形式的命题进行符号化时，若是为了确定命题的真值，一般约定

在某个个体域上进行，否则一般在总体个体域上进行，要根据具体情况而定。若是在总体

个体域上进行，则需按上面的说明加上特性谓词及相应的联结词来表示。 

§9.1.2  谓词公式及其真值 

定义：设 F 和 X 分别为 n 元谓词和 n 元谓词变量， nxxx ,,, 21 Λ 是个体变量，则

),,,( 21 nxxxF Λ 和 ),,,( 21 nxxxX Λ 都称为原子公式。 

定义 1  谓词公式是指满足下列条件的公式： 

（1）命题公式和原子公式是公式； 
（2）若 A是公式，则 A¬ 也是公式； 
（3）若 A,B是公式，则 ( )BA∨ ， ( )BA∧ ， ( )BA → ， ( )BA ↔ 也是公式； 
（4）若 A是公式，x是个体变量，则 ( )xA∀ 和 ( )xA∃ 也是公式； 
（5）只有有限次应用（1）～（4）得到的才是公式。 

定义 2  把紧跟在 x∀ 或 x∃ 后面并用圆括号括起来的公式，或者没有圆括号括着的一
个原子公式，称为相应量词的作用域（或辖域）。 

把 x∀ 或 x∃ 中的变量叫作相应量词的指导变量（或指导变元、作用变元等）；在量词作
用域中出现的与指导变量相同的变量称为约束变量（或约束变元）；除约束变量外的一切变

量称为自由变量（或自由变元）。 
在谓词公式中，自由变量虽然有时也在量词的作用域中出现，但不受相应量词中指导

变量的约束，故可把自由变量看作公式中的参数。另一方面，在谓词公式中，一个变量可

以既是约束变量，也是自由变量，后面习题解析中有相应的习题。为了避免一个变量既是

自由变量又是约束变量可能引起的混淆，可对约束变量改名，使得一个变量在一个公式中

只呈现一种形式，即仅为自由变量或仅为约束变量。 
根据定义，谓词公式是一个关于自由变量（个体和命题）、谓词变量的命题函数，其值

随着这些变量的变化而变化。 

定义 3  设 A 为一谓词公式，其中含有自由个体变量 lxxx ,,, 21 Λ ，命题变量

mppp ,,, 21 Λ ，谓词公式 nXXX ,,, 21 Λ ，则谓词公式 A 可表示成为 lxxxA ,,,( 21 Λ ；

mppp ,,, 21 Λ ； nXXX ,,, 21 Λ ）。如果对 lxxx ,,, 21 Λ 分别指定个体 laaa ,,, 21 Λ ，对

mppp ,,, 21 Λ 分别指定为真值 1 或 0，对 nXXX ,,, 21 Λ 分别指定常谓词 nFFF ,,, 21 Λ ，则给

公式 A作了一组赋值。此时也称是对谓词公式的一个解释。当给定一组赋值后，公式的真
值就惟一确定了。 

定义 4  如果一谓词公式在任何赋值下均为真，则该公式称为重言式（或永真式、逻
辑有效式）；如果任何赋值都使其为假，则该公式称为矛盾式（或永假式）；如果至少有一

赋值使其为真，则说公式为可满足式。 

有教材也出现了闭式的定义。闭式是指在任何赋值（或解释）下，命题的真值不真即
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假，不会发生真值不确定的情况，也就是说，闭式在任何赋值下均为命题。 
设 A,B是谓词公式，若 BA→ 是重言式，则称为重言蕴含式。重言蕴含式 BA→ ，也

称 A逻辑蕴含 B，记作 BA⇒ ，此式称为逻辑蕴含式。若 BA ↔ 是重言式，则称为重言等

价式，并称 A和 B等值或逻辑等价，记作 BA ⇔ ，此式称为等值式或逻辑等价式。 
除了由上一章命题逻辑推广而来的谓词逻辑等值式外，还有许多谓词公式本身特有的

等值式（主要与量词相关），下面给出一些常见且重要的基本谓词公式等值式。 

定理 1  设 )(xA 是一个含有个体变量 x的谓词公式，B是一个不含自由变量 x的公式，
则下面各等值式成立： 

（1） ( ))()( xAxxxA ¬∃⇔¬∀  
（2） ( ))()( xAxxxA ¬∀⇔¬∃  
（3） ( )))(()( xAxxxA ¬∃¬⇔∀  
（4） ( )))(()( xAxxxA ¬∀¬⇔∃  
（5） ( ) BxxABxAx ∧∀⇔∧∀ )()(  
（6） ( ) BxxABxAx ∨∀⇔∨∀ )()(  
（7） ( ) BxxABxAx ∧∃⇔∧∃ )()(  
（8） ( ) BxxABxAx ∨∃⇔∨∃ )()(  

说明：其中（1）（2）（3）（4）称为量词转换律，它说明量词外面的否定词可以移至量
词的作用域内，作用域内的否定词也可以移至外面，全称量词和存在量词可以

互换；（5）（6）（7）（8）称为量词作用域的扩张与收缩，它说明了在量词作用
域内，如果存在与量词约束无关的公式，在某些情况下，可把这些公式从作用

域内移出，反之，亦可移入。 

定理 2  设 )(xA 是一个含有个体变量 x的谓词公式，B是一个不含自由变量 x的公式，
则下面各等值式成立： 

（9） ( )BxAxBxxA →∃⇔→∀ )()(  
（10） ( )BxAxBxxA →∀⇔→∃ )()(  
（11） ( ))()( xABxxxAB →∀⇔∀→  
（12） ( ))()( xABxxxAB →∃⇔∃→  

定理 3  设 )(xA ， )(xB 都是含有个体变量 x的谓词公式，则下面等值式成立： 

（13） ( ) )()()()( xxBxxAxBxAx ∃→∀⇔→∃  
（14） ( ) )()()()( xxBxxAxBxAx ∀∧∀⇔∧∀  
（15） ( ) )()()()( xxBxxAxBxAx ∃∨∃⇔∨∃  
（16） ( ))()()()( yBxAyxxxBxxA ∨∀∀⇔∀∨∀  
（17） ( ))()()()( yBxAyxxxBxxA ∧∃∃⇔∃∧∃  

定理 4  设 ),( yxA 是含有个体变量 x,y的谓词公式，则 

（18） ),(),( yxxAyyxyAx ∀∀⇔∀∀  
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（19） ),(),( yxxAyyxyAx ∃∃⇔∃∃  

还有一些等值式如： 

( ) )()()()( yyQxxPyQxPyx ∀∨∀⇔∨∀∀  
( ) )()()()( yyQxxPyQxPyx ∀∧∀⇔∧∀∀  
( ) )()()()( yyQxxPyQxPyx ∀→∃⇔→∀∀  
( ) )()()()( yyQxxPyQxPyx ∃→∀⇔→∃∃  

可以由上面一些等值式推出。 

§9.1.3  谓词公式的前束式 

定理 5  （约束变量改名规则）设 )(xA 是含有自由变量 x而不含有变量 y的谓词公式，
)(yA 是将 )(xA 中的自由变量 x均改成 y后得到的公式。则有： 

)()( yyAxxA ∀⇔∀ ；  )()( yyAxxA ∃⇔∃  

改名规则为： 

（1）对约束变量，可以改名。其更改的变量名称范围为量词中的指导变量以及该量词
作用域中所有出现该变量的地方，公式的其余部分不变。 

（2）改名时一定要更改为作用域中没有出现过的变量名称。 

定理 6  （自由变量改名规则）设 x 是 ),( zxA 中仅自由出现的个体变量，y 不出现在
),( zxA 中，则    ),(),( zyAzxA ⇔ ，且 

),(),( zyzAzxzA ∃⇔∃ ； ),(),( zyzAzxzA ∀⇔∀  

改名规则（也称为代入规则）为： 

（1）谓词公式中的自由变量可以更改，更改时需对公式中出现该自由变量的每一处都
进行更改。 

（2）用以更改的变量与原公式中所有变量的名称不能相同。 

定义 6  设 B 是一个不含量词的谓词公式， i∆ 为 ∀ 或 ∃ 。如果公式
BxxxA nn∆∆∆⇔ Λ2211 ，则 Bxxx nn∆∆∆ Λ2211 称为公式 A 的前束范式。当 n = 0 时，有

BA ⇔ ，B也称为 A的前束范式。 
定理 7  （前束范式存在定理）任意一个谓词公式 A都存在与它等值的前束范式。 

说明：谓词公式的前束范式并不一定惟一，所以不能象命题公式的主范式那样直接用

于解决问题，它只是将谓词公式形式的范围缩小了一点，能够给研究工作提供

一定的方便。 

§9.1.4  重言蕴含式与推理规则 

定理 8  设 )(xA ， )(xB 均为含有自由变量 x的任意的谓词公式，则有 



 第 9章  谓 词 逻 辑 285 

（20） ( ))()()()( xBxAxxxBxxA ∨∀⇒∀∨∀  
（21） ( ) )()()()( xxBxxAxBxAx ∃∧∃⇒∧∃  
（22） ( ) )()()()( xxBxxAxBxAx ∀→∀⇒→∀  
（23） ( ) )()()()( xxBxxAxBxAx ∃→∃⇒→∀  
（24） ( ) )()()()( xxBxxAxBxAx ∀↔∀⇒↔∀  

定理 9  设 )(xA 为含有自由变量 x的任意的谓词公式，则有 

（25） )()( xAxxA ⇒∀  
（26） )()( xxAxA ∃⇒  
（27） )()( xxAxxA ∃⇒∀  

定理 10  设 ),( yxA 为含有自由变量 x， y的任意的谓词公式，则有 

（28） ),(),( yxxAyyxyAx ∀∃⇒∀∀  
（29） ),(),( yxxAyyxyAx ∃∀⇒∀∃  
（30） ),(),( yxxAyyxyAx ∃∃⇒∃∀  
（31） ),(),( xxxAyxyAx ∀⇒∀∀  
（32） ),(),( yxyAxxxxA ∃∃⇒∃  

在推理过程中，上面给出的一些等值式和重言蕴含式可以作为推理依据使用，并分别

将推理过程中使用的等值式和重言蕴含式分别称为 E 规则和 I 规则。除此之外，常用的一
些推理规则还有： 

（1）前提引入规则：也称为 P规则，即前提在推理过程中随时可引入使用。 
（2）结论引用规则：也称为 T规则，即在推理过程中产生的中间结论可以作为后面推

理的前提使用。 
（3）全称量词规定规则（US）：如果对个体域中的所有变量 x， )(xP 成立，则对个体

域中的某个变量 c， )(cP 成立，表示为： )(xxP∀ ├─ )(cP  
（4）全称量词推广规则（UG）：如果对个体域中的每个个体变量 c， )(cP 成立，则可

得到结论 )(xxP∀ ，表示为： )(xP ├─ )(xxP∀  
（5）存在量词规定规则（ES）：如果对个体域中的某个个体 )(xP 成立，则必有某个特

定的个体 c， )(cP 成立，表示为： )(xxP∃ ├─ )(cP  
（6）存在量词推广规则（EG）：如果对个体域中的某个个体 c， )(cP 成立，则在个体

域中，必存在 x，使得 )(xP 成立，表示为： )(cP ├─ )(xxP∃  

§9.2  重点及难点解析 

§9.2.1  基本要求 

1．掌握个体、个体变量、个体域、谓词、全称量词、存在量词等概念，并学会利用它
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们符号化一些命题并构成一些较复杂的命题。 
2．掌握谓词公式的正确概念，理解约束变量和自由变量的形式及意义。 
3．正确使用约束变量的改名规则和自由变量的代入规则。 
4．掌握谓词公式演算的永真、等价、蕴含等概念并能比较与命题公式演算中同样的概
念及其异同。 

5．能利用定义证明定理 1，2，3，8，9等中给出的各个含有量词的等价关系式和蕴含
关系式。 

6．能记住主要的等值式，即量词否定等值式，量词作用域扩张与收缩等值式、量词分
配等值式、在有限个体域内消去量词等值式。 

7．会用约束变量和自由变量改名规则进行等值演算，掌握前束范式的概念以及把谓词
公式化成与之等价的前束范式的方法。 

8．掌握谓词演算中推理的概念。并能利用正确的方法判断一个推理过程是否正确。 

§9.2.2  疑难点解析 

1．谓词公式不同于命题公式之处在于引进了谓词、个体、量词等概念。因此掌握这几
个概念，学会使用它们是学好本章的关键。 

2．在谓词公式的演算中，注意量词的作用域。量词的作用域是紧跟在量词后面的最小
子公式。即如果紧跟量词后面的不是括号，则量词的作用域就是紧跟其后的那个原

子公式。如果紧跟在量词后面的是左括号，则量词的作用域就是从此括号开始到与

此括号匹配的右括号为止的范围。 
3．等价关系、蕴含关系等概念都可以由永真的概念导出，故关键在于弄清楚永真的概
念。在学习命题公式时我们已经学过，一个命题公式是永真式指的是这个命题公式

对于一切解释的取值都为真。谓词公式的永真式也可以同样定义，只是谓词公式更

加复杂，其中的可变因素更多。 
4．对于公式的每种赋值（解释），谓词公式 G（在为闭式时）变成了一个命题。据此，
容易说明，命题演算中的每个永真公式也是谓词公式演算中的永真公式。 

5．由于引进了量词，所以增加了一些包含量词的新的永真公式（等价关系式、蕴含关
系式）。这些新的公式如定理 1，2，3，8，9 等，一方面要记住相应的结论，另一
方面要对其结论有深刻的理解，并对没有的性质能通过举例给出说明。 

6．证明一些包含量词的新关系式是谓词公式演算中的新问题。对于这些关系式，我们
都可以直接根据定义加以证明，也可由几个基本的公式推导出复杂的结论。 

7．求解某个谓词公式的前束范式时，特别在给变量改名中一定要注意：在对量词及其
作用域中的约束变量进行改名时，一定要更改为作用域中没有出现的变量名称。由

于 ¬ 不能放在全式的前面，故经常用定理 1中（1）、（2）等。 
8．关于推理的基本概念，命题演算和谓词演算是一样的，只是谓词演算中增加了量词。
为了能够使用命题演算中熟悉的那一套推理方法，有必要在推理过程中暂时删除量

词，而在最后结论中加上量词。于是根据谓词公式有四个蕴含关系总结出四条有关

删除量词、增加量词的规则，即全称规定、全称推广、存在规定、存在推广等。 
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§9.3  基  本  题 

§9.3.1  选择题 

1．谓词公式 ( ) )()()( xQyyRxPx →∃∨∀ 中量词 x∀ 的作用域是（      ）。 

A． ( ))()( yyRxPx ∃∨∀    B． )(xP  
C． ( ))()( yyRxP ∃∨     D． )(),( xQxP  

答案：C 

2．谓词公式 ( ) )()()( xQyyRxPx →∃∨∀ 中变元 x是（      ）。 

A．自由变量 
B．约束变量 
C．既不是自由变量也是不约束变量 
D．既是自由变量也是约束变量 

答案：D 

3．若个体域为整数域，下列公式中哪个值为真？（      ） 

A． ( )0=+∃∀ yxyx    B． ( )0=+∀∃ yxxy  
C． ( )0=+∀∀ yxyx    D． ( )0=+∃¬∃ yxyx  

答案：A 

4．设谓词 xxP :)( 是奇数， xxQ :)( 是偶数，谓词公式 ( ))()( xQxPx ∧∃ 在下面哪个论域

中是可满足的？（      ） 

A．自然数集     B．整数集 
C．实数集     D．以上均不成立 

答案：D 

5．设 xxC :)( 是运动员， xxG :)( 是强壮的。命题“没有一个运动员不是强壮的”可符

号化为（      ）。 

A． ( ))()( xGxCx ¬∧¬∀   B． ( ))()( xGxCx ¬→¬∀  
C． ( ))()( xGxCx ¬∧¬∃   D． ( ))()( xGxCx ¬→¬∃  

答案：C 

6．设 xxA :)( 是人， xxB :)( 犯错误，命题“没有不犯错误的人”符号化为（     ）。 

A． ( ))()( xBxAx ∧∀  
B． ( ))()( xBxAx ¬→¬∃  
C． ( ))()( xBxAx ∧¬∃  
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D． ( ))()( xBxAx ¬∧¬∃  

答案：D 

7．设 xxZ :)( 是整数， xxN :)( 是负数， yyxS :),( 是 x 的平方，则“任何整数的平方
非负”可表示为下述谓词公式：（      ）。 

A． ( ))(),()( yNyxSxZyx ¬→∧∀∀  
B． ( ))(),()( yNyxSxZyx ¬→∧∃∀  
C． ( ))(),()( yNyxSxZyx ¬∧→∀∀  
D． ( ))(),()( yNyxSxZx ¬→∧∀  

答案：A 

8．令 xxF :)( 是火车， yyG :)( 是汽车， xyxH :),( 比 y快。则语句“某些汽车比所有
的火车慢”可表示为：（     ）。 

A． ( )( )),()()( yxHxFxyGy ∧∀→∃  
B． ( )( )),()()( yxHxFxyGy →∀∧∃  
C． ( )( )),()()( yxHxFyGyx ∧→∃∀  
D． ( )( )),()()( yxHxFxyGy →∀→∃  

答案：B 

9．设个体域 },{ baA = ，公式 )()( xxSxxP ∃∧∀ 在 A中消去量词后应为（      ）。 

A． )()( xSxP ∧  
B． ( ))()()()( bSaSbPaP ∨∧∧  
C． )()( bSaP ∧  
D． )()()()( bSaSbPaP ∨∧∧  

答案：B 

10．在谓词演算中，下列各式哪个是正确的？（      ） 

A． ),(),( yxxAyyxyAx ∃∀⇔∀∃  
B． ),(),( yxxAyyxyAx ∃∃⇔∃∃  
C． ),(),( yxyAxyxyAx ∃∀⇔∀∃  
D． ),(),( yxxByyxyAx ∀∀⇔∀∀  

答案：B 

11．下列各式哪个不正确？（      ） 

A． ( ) )()()()( xxQxxPxQxPx ∀∨∀⇔∨∀  
B． ( ) )()()()( xxQxxPxQxPx ∀∧∀⇔∧∀  
C． ( ) )()()()( xxQxxPxQxPx ∃∨∃⇔∨∃  
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D． ( ) QxxPQxPx ∧∀⇔∧∀ )()(  

答案：A 

12．下面谓词公式哪个是前束范式？（      ） 

A． ( ))(),( zAyxBzyx →∃∀∀  
B． ),( yxyBx∃¬∀  
C． ( )),(),( yxByxAxyx ∧∀∀∃  
D． ( ))(),( yyByxAx ∃→∀  

答案：A 

13．在谓词演算中： )(aP 是 )(xxP∀ 的有效结论，其理论根据是（      ）。 

A．全称规定规则（US）   B．全称推广规则（UG） 
C．存在规定规则（ES）   D．存在推广规则（EG） 

答案：A 

§9.3.2  填空题 

1．令 )(xR ：x是实数， )(xQ ：x是有理数。 

（1）命题“并非每个实数都是有理数”。其符号化为  ①  。 
（2）命题“虽然有些实数是有理数，但并非一切实数都是有理数”。则其符号化可

表示为  ②   。 

答案：① ( ))()( xQxRx →¬∀   ② ( ) ( ))()()()( xQxRxxQxRx →¬∀∧∧∃  

2．设 xxG :)( 是金子， xxF :)( 是闪光的，则命题“金子是闪光的，但闪光的不一定是

金子”符号化为        。 

答案： ( ) ( ))()()()( yGyFyxFxGx ¬∧∃∧→∀  

3．设 xxC :)( 是计算机， xyxP :),( 能做 y， xxI :)( 是智能工作，则命题“并非所有智

能工作都能由计算机来做”符号化为          。 

答案： ( )( )),()()( xyPyCyxIx ∧∃→¬∀  

4．设 xxQ :)( 是偶数， xxP :)( 是素数，则命题“存在惟一一个偶素数”可符号化为 
  ①    ，“至多存在一个偶素数”可符号化为  ②  。 

答案：① ( )( ))()()()()( yxyQyPyxPxQx =→∧∀∧∧∃  
      ② ( ))()()()()( yxyPyQxPxQyx =→∧∧∧∀∀  
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*5．设 xxO :)( 是奇数， xxZ :)( 是整数，则语句“不是所有整数都是奇数”所对应的

谓词公式为           。 

答案： ( ))()(( xOxZx →¬∀  

6．设个体域为自然数集， xxP :)( 是奇数， xxQ :)( 是偶数，则命题“不存在既是奇数

又是偶数的自然数”可符号化为        。 

答案： ( ))()( xQxPx ∧¬∃  

7．设个体域为全总个体域， xxR :)( 是实数， xxQ :)( 是有理数， xxZ :)( 是整数，则

命题“所有的有理数是实数”，“有些有理数是整数”，“有些有理数是实数但不是整

数”符号化分别为  ①  ， ②  ，  ③  。 

答案：① ( ))()( xRxQx →∀   ② ( ))()( xZxQx ∧∃  ③ ( ))()()( xZxRxQx ¬∧∧∃  

8． ( ) ),(),(),( yxxPzyQyxPyx ∃∧∧∀∀ 中 x∀ 的作用域为  ①  ， y∀ 的作用域为 
  ②  ， x∃ 的作用域为  ③  。 

答案：① ( )),(),( zyQyxPy ∧∀   ② ( )),(),( zyQyxP ∧   ③ ),( yxP  

9．公式 ( ) )(),(),()( xSzyzRyxQxPx →∃∨→∀ 中自由变量为  ①  ，约束变量为 
  ②  。 

答案：① yx,    ② zx,  

10．取个体域为整数集，给定下列公式： 

（1） )0( =⋅∃∀ yxyx     （2） )1( =⋅∃∀ yxyx  
（3） )2( =⋅∃∃ yxyx     （4） )( zyxzyx =−∃∀∀  
（5） xyyx +−=−     （6） )( yyxyx =⋅∀∀  
（7） )( xyxx =⋅∀      （8） )2( yyxyx =+∀∃  

上面公式中，真命题的有  ①  ，假命题的有  ②  。 

答案：① （1）（3）（4）（5）   ② （2）（6）（8） 

说明：对（7），由于 1=y 时，命题的真值为 1， 1≠y 时，命题的真值为 0，不同的 y，
命题的真值不同，故无法确定其真假。 

*11．下列谓词公式 

（1） ( ))(xxA∃¬ 与 )(xAx¬∀    
（2） ( ))()( xBxAx ∨∀ 与 )()( xxBxxA ∀∨∀  
（3） ( ))()( xBxAx ∧∀ 与 )()( xxBxxA ∀∧∀   
（4） ),( yxyDx∀∃ 与 ),( yxxDy∃∀  

中是等值的。 

答案：（1）和（3） 
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12．对公式 ( ))()( xQxPx ∨∀ ，其中 1:)( =xxP ， 2:)( =xxQ ，当论域为{1,2}时，其真
值为  ①  ，当论域为{0,1,2}时，其真值为  ②   。 

答案：① 1   ② 0 

13．设个体域为 },,{ cbaA = ，消去公式 )()( xxQxxP ∃∧∀ 中的量词，可得      。 

答案： ( ))()()()()()( cQbQaQcPbPaP ∨∨∧∧∧  

14．下列各式 

（1） ( ) ( ))()()()( xxQxxPxQxPx ∃∨∀→∨∀  
（2） ( )( ) )()()()( cAcAxBxAx →∧→∀  
（3） ( )( ) )()()()( xxAxBxxBxAx ∃→¬∀∧→¬∀  
（4） ( )( ) ( ))()()()( xQxxPxQxPx ¬→∃→∧∃  

其中      是永真式。 

答案：（1）（2）（3） 

说明：可以证明（3）是正确的。 

( )( ) )()()()( xxAxBxxBxAx ∃→¬∀∧→¬∀  
⇔ ( )( ) )()()()( xxAxBxxBxAx ∃→¬∀∧∨∀  
⇔ ( ) )()()( xxAxBxAx ∃→¬∧∀  
⇔ ( ) )()()( xxAxBxAx ∃∨∧¬∀  
⇔ ( )( ))()()( xAxBxAx ∨∧¬∃  
⇔ ( ) 1)1()()()( ⇔∃⇔∨¬∨¬∃ xxAxBxAx  

15．下列各式： 

（1） ),( yxxAy∀∃    （2） ),( yxyAx∀∃  
（3） ),( yxyAx∃∀    （4） ),( yxyAx∃∃  

它们之间存在着       的推理关系。 
可供选择的项有： 

A．（1）⇒（2）；（2）⇒（3）  B．（2）⇒（1）；（3）⇒（4）   
C．（1）⇒（3）；（4）⇒（3）  D．（4）⇒（1）；（1）⇒（3） 
E．（1）⇒（3）；（2）⇒（4） 

答案：E 

16．填上联结词： )()( xxQxxP ∀∨∀     ( ))()( xQxPx ∨∀  

答案： ⇒  

*17．只用联结词 →∀¬ ,, ，表示以下的公式。 

（1） ( ))()( xQxPx ∧∃ ＝  ①  ； 
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（2） ( ))()( yyQxPx ∀↔∃ ＝  ②  ； 
（3） ( ))()( yQxxPy ¬∨∀∀ ＝  ③  。 

答案：① ( ))()( xQxPx ¬→¬∀  
② ( ) ( )( ))()()()( xPyyQyyQxPx →∀¬→∀→¬¬∀  
③ ( ))()( xxPyQy ∀→∀  

18．给定下面谓词公式： 

（1） ( ))()( xFxFx ¬→¬∀  
（2） )()( xxFxxF ∃→∀  
（3） ( )( ))(),()( xFyxyGxF →∀→¬  
（4） ),(),( yxyFxyxyFx ∀∃→∃∀  
（5） )()( xFxxxF ¬∃↔¬∀  
（6） ( ) ( ))()()()( xxGxxFxGxFx ∀∨∀→∧∀  
（7） ),(),( yxyFxyxyFx ∀∀→∃∃  
（8） ( ) ( ))()()()( xxGxxFxGxFx ∀∨∀→∨∀  
（9） ( ) ( ))()()()( xGxFxxxGxxF ∨∀→∀∨∀  
（10） ),(),( yxxFyyxyFx ∀∀↔∀∀  
（11） ( ) )()()( yyGyyGxxF ∀∧∀→∀¬  

上面 11个公式中，为重言式的有  ①  ，为矛盾式的有  ②  。 

答案：① （1）（2）（5）（6）（9）（10）   ② （3）（11） 

说明：（4）（7）（8）都既不是重言式，也不是矛盾式，它们都存在使其为真或为假的
解释。 

19．给定下列各公式： 

（1） ( ) ( ))()()()( zzHuFyyGxxF ∀→∧∀∨¬∃  
（2） )(),( yyGxyxF ∀→∃  
（3） ( )),(),( yxyGyxFx ∀→∀  

则  ①  是（1）的前束范式，  ②  是（2）的前束范式，  ③  是（3）的前束
范式。 
供选择的答案有： 

① ( )))()(())()(( zHuFyGxFzyx →∧∨¬∀∀∃  
② ( )))()(())()(( zHuFyGxFzyx →∧∨¬∀∀∀  
③ ( ))(),( yGxyFyx →∀∃  
④ ( ))(),( yGxzFyx →∀∀  
⑤ ( ))(),( yGxzFyx ∨¬∀∀  
⑥ ( )),(),( yxGzxFyx →∃∀  
⑦ ( )),(),( yxGzxFyx →∀∀  
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⑧ ( )),(),( yxGzxFxy →∀∀  
⑨ ( ))(),( yGzxFxy ∨¬∀∀  

答案：②；    ④⑤⑨；    ⑦⑧ 

说明：注意约束变量改名规则、自由变量改名规则的使用。在（3）中，由于 x∀ 的作

用 域 为 ( )),(),( yxyGyxF ∀→ ， 这 就 决 定 了 它 的 前 束 范 式 为

( )),(),( yxGzxFyx →∀∀ （将自由变量 y改名为 z），但由于 
( )),(),( yxGzxFxy →∀∀ ( )),(),( yxGzxFxy →∀∀⇔  

故⑧也是（3）的前束范式。 

20．谓词公式 )()()( yyRxxQxxP ∃∨∀→∀ 的前束范式为                  。 

答案： ( ))()()( yRzQxPyzx ∨→∃∀∃  

21．谓词公式 ( ) )(),(),()( xSzyzRyxQxPx →∃∨→∀ 的前束范式为      。 

答案： ( )( ))(),(),()( uSzyRyxQxPzx →∨→∀∃  

*22． ( ))(),( xHbyyGx →¬∀¬∃ 的前束范式是                    。 

答案： ( ))(),( xHbyGyx ¬→∃∀  

23．在谓词逻辑中给出四个推理： 

（1）前提： ( ))()( xGxFx →∀ ， )(yyF∃ ； 结论： )(yyG∃  
（2）前提： ( ))()( xGxFx ∧∃ ；     结论： )(yyF∀  
（3）前提： )(xxF∃ ， )(xxG∃ ；     结论： ( ))()( yGyFy ∧∃  
（4）前提： ( ))()( xHxFx →∀ ， )(yH¬ ；  结论： ( ))(xFx ¬∀  

以上 4个推理中，正确的推理有            。 

答案：（1），（4） 

24．在谓词逻辑中构造下面推理的证明： 

每个喜欢步行的人都不喜欢坐汽车，每个人或者喜欢坐汽车或者喜欢骑自行车。有的

人不喜欢骑自行车，因而有的人不喜欢步行。 
命题符号化： )(xF ：x喜欢步行； )(xG ：x喜欢坐汽车； )(xH ：x喜欢骑自行车。 
前提： ( ))()( xGxFx ¬→∀ ， ( ))()( xHxGx ∨∀ ， ( ))(xHx ¬∃ ； 
结论： ( ))(xFx ¬∃ 。 

证明： 
（1） ( ))(xHx ¬∃       前提引入 
（2） )(cH¬  
（3） ( ))()( xHxGx ∨∀   前提引入 
（4） )()( cHcG ∨  
（5） )(cG  
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（6） ( ))()( xGxFx ¬→∀   前提引入 
（7） )()( cGcF ¬→       （6）US 
（8） )(cF¬  
（9） ( ))(xFx ¬∃           （8）EG 

在上述推理中，（2）后用的推理规则是  ①   ，（4）后用的推理规则是  ②  ，（5）
后用的推理规则是由（2）和（4）得到的推理规则  ③  ，（8）后用的是由（5）和（7）
得到的推理规则  ④   。 

答案：① ES  ② US  ③ 析取三段论  ④ 拒取式 

§9.3.3  判断题 

1．在谓词公式中，一个变量只能是自由变量或约束变量中的一种。（  ） 答案：× 
2．公式 ( ) )()()( yRxQxPx ∧→∀ 中 x∀ 的作用域为 )(xP 。（  ）   答案：× 
3．同一谓词公式，指定不同的论域，其真值不一定相同。（  ）   答案：√ 
4．谓词公式 ))(()( yPyxxP ¬∃∧∀ 是矛盾式。（  ）      答案：√ 
*5． ( ) ( ))()()()( xxQxxPxQxPx ∃→∃→→∀ 为真。（  ）     答案：√ 

证明： ( ) ( ))()()()( xxQxxPxQxPx ∃→∃→→∀  
⇔ ( ) ( ))()()()( xxQxxPxQxPx ∃∨¬∃∨∨¬¬∀  
⇔ ( ) )()()()( xxPxxQxQxPx ¬∃∨∃∨¬∧∃  
⇔ ( )( ) )()()()( xxPxQxQxPx ¬∃∨∨¬∧∃  
⇔ ( ) )()()( xxPxQxPx ¬∃∨∨∃  
⇔ 1)()()( ⇔¬∃∨∃∨∃ xxPxxQxxP  

6．对公式 ( ) )(),(),()( zRyzMzxQzPz ∨∧∧∃ 中自由变量代入后，有 
( ) )(),(),()( zRbzMzaQzPz ∨∧∧∃ （  ）       答案：× 

7． ( ) )()()()( yyQxxPyQxPyx ∀→∃⇔→∀∀ （  ）      答案：√ 
*8． )(),( xQxP 表示谓词，P表示命题，有 ( ) PxxPPxPx →∃⇔→∀ )()( （  ） 

                答案：√ 
*9． ( ) )()()()( xxBxxAxBxAx ∀∧∀⇔∧∀ （  ）      答案：√ 
*10． ( ) )()()()( xxBxxAxBxAx ∃∧∃⇒→∀ （  ）      答案：× 
11．任意一个谓词公式都与一个前束范式等价。（  ）     答案：√ 
12．公式 ),()( yxyQxxP ∃→∀ 前束范式为 ( )),()( yxQxPyx →∀∀ （   ） 答案：× 
13．公式 ( )( ))()(),( xRzzQyxyPx →∃→¬∃∃ 的前束范式为 

( ))()(),( xRzQyxPzyx ∨¬∨∃∃∃ （  ）       答案：√ 
14．下面的推理： 

条件： ( ))()( xQxPx ∨∀ ，根据全称规定（US）有： )()( bQaP ∨  
是正确的。（  ）            答案：× 

15．对公式 ( ) )(),(),()( zRyzMzxQzPz ∨∧∧∃ 中约束变量 z改名后，得到的等价公式为：
( ) )(),(),()( tRytMtxQtPt ∨∧∧∃ （  ）       答案：× 
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§9.4  习 题 解 析 

1．用谓词和量词将下列命题符号化： 

（1）没有不犯错误的人； 
（2）尽管有人聪明，但未必一切人都很聪明； 
（3）每个计算机系的学生都学离散数学； 
（4）所有的人都学习和工作； 
（5）并非一切推理都能用计算机完成； 
（6）任何自然数都有惟一的一个后继数。 

解： 
（1）设 )(xF 表示“x犯错误”， )(xN 表示“x为人”，则此语句表示为： 

( ))()( xFxxN ¬∧∃¬ ； 
（2）设 )(xF 表示“x聪明”， )(xM 表示“x是人”，则此语句表示为： 

( ) ( ))()()()( xFxMxFxMx →¬∧∧∃ ； 
（3）设 )(xC 表示“x是计算机系的学生”， )(xD 表示“x学习离散数学”，则此语

句表示为： ( ))()( xDxCx →∀ ； 
（4）设 )(xM 表示“x是人”， )(xS 表示“x要学习”， )(xW 表示“x要工作”，则

此语句表示为： ( )))()(()( xWxSxMx ∧→∀ ； 
（5）设 )(xF 表示“x是推理”， )(xM 表示“x是计算机”， ),( yxH 表示“x能由 y

完成”，则原命题可表示成为： ( )),()()( yxHyyMxFx ∧∃→¬∀ ； 
（6）因原语句与“一切自然数 x，都有一个自然数 y，使得 y 是 x 的后继数；并

且对任何自然数 x，当 y和 z都是 x的后继时，则有 y = z”的意思相同，所
以原语句可符号化表示为： 

( ))),()(()( yxMyNyxNx ∧∃→∀ ( )( ))(),(),()()()( zyzxMyxMzNyNxNzyx =→∧→∧∧∀∀∀∧  
其中 )(xN 表示 x是自然数， ),( yxM 表示 y是 x的后继数。 

*2．令 ),,( zyxS 表示“ zyx =+ ”， ),( yxG 表示“ yx = ”， ),( yxL 表示“ yx < ”，其

中个体域为自然数集，用以上符号表示下列命题： 

（1）没有 x < 0，且若 x > 0当且仅当有这样的 y，使得 yx ≥ 。 
（2）并非对一切 x，都存在 y，使得 yx ≤ 。 
（3）对任意的 x，若 xyx =+ ，当且仅当 0=y 。 

解： 
（1）可表示为： ( )),(),0()0,( yxLyxLxxxL ¬∃↔∀∧¬∃  
（2）可表示为： ( )),(),( yxLyxGyx ∨∃¬∀  
（3）可表示为： ( ))0,(),,( yGxyxSx ↔∀  

说明：对（1），把 x > 0理解为：0 < x，即 ),0( xL ；当然也可理解为： )0,()0,( xLxG ¬∧¬  
对（2），把 yx ≤ 理解为： ( ))()( yxyx =∨< ，即 ),(),( yxLyxG ∨ ；也可理解为：
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( )xy <¬ ，即 ),( xyL¬  
对（3）， 0=y 理解为： )0,(yG 或 ),0( yG ，实际上也可理解为： ( ) )0(0 <¬∧<¬ yy ，

即 )0,(),0( yLyL ¬∧¬  

3．用谓词公式表示命题“ Axf
ax

=
→

)(lim ”，并写出该命题的否定命题。 
解： 

Axf
ax

=
→

)(lim 即为：对任意的 0>ε ，总存在 0>δ ，使得当 δ<−< ||0 ax 时，有

ε<− |)(| Axf 。 

令个体域 D为实数集合，则可表示“ Axf
ax

=
→

)(lim ”为： 

( )( )( ))|)((|)0|(|)|(|)0()0( ε<−→>−∧δ<−∀∧>δδ∃→>εε∀ Axfaxaxx  

其否定命题即： Axf
ax

=
→

)(lim 不成立时可表示为：给定某个 0>ε ，对任意的 0>δ ，

都存在某个 ),( δ+δ−∈ aax ，使得 ε≥− |)(| Axf 。即 

( )( )( ))|)((|)0|(|)|(|)0()0( ε≥−∧>−∧δ<−∃∨≤δδ∀∧>εε∃ Axfaxaxx  

*4．设 xxP :)( 是外语学得好的学生， xxQ :)( 是三好学生，对下述自然语言用谓词符

号化： 

（1）并不是外语学得好的都是三好学生。 
（2）有这样的学生，外语学得好而不是三好学生，但外语学不好的学生一定不是

三好学生。 
解： 
这里只给出答案： 

（1） ( ))()( xQxPx →¬∀  
（2） ( )( ) ( ))()()()( xPxQxxQxPx ¬→¬∀∧¬∧∃  

5．指出下列公式中量词每次出现的作用域，并指出个体变量是约束变量还是自由变量。 

（1） ( ) ),(),(),( yxxHzyLyxRyx ∃∧∨∀∀  
（2） ( ) ( ))()()()( xQxxPxxQxPx →∀∨∃∧∀  
解： 
（1）在公式 ( ) ),(),(),( yxxHzyLyxRyx ∃∧∨∀∀ 中， x∀ 的作用域为 

( )),(),( zyLyxRy ∨∀ ， y∀ 的作用域为 ),(),( zyLyxR ∨ 。 x∃ 的作用域为
),( yxH 。出现在 ( )),(),( zyLyxRy ∨∀ 和 ),( yxH 的 x 均为约束变量。出现在

),(),( zyLyxR ∨ 中的变量 y是约束变量而 z 是自由变量。出现在 ),( yxH 中的

变量 y是自由变量。 
（2）在公式 ( ) ( ))()()()( xQxxPxxQxPx →∀∨∃∧∀ 中，第一次出现的 x∀ 的作用域

为 )()( xxQxP ∃∧ ， x∃ 的作用域为 )(xQ ，而第二次出现的 x∀ 的作用域为

)(xP 。公式中只出现了变量 x，其中最后一次出现（即 )(xQ ）是自由变量，

其他是约束变量。 
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6．设 f,g,h是二元运算符号，E,L是二元谓词符号，考查的个体域为有理数集。给出解
释如下： 

yxyxf ⋅=),( ；  yxyxg +=),( ； 22),( yxyxh −= ； 0=a ； 1=b ； 
yxyxE =:),( ；  yxyxL <:),(  

根据上面的解释，以下公式中哪些为真，哪些为假？ 

（1） ( )),(),,( yxgyxfE  
（2） ( )),(),,( axhxxfE  
（3） ),(),( xyLyxL →  
（4） ( )byxfxE ),,(∃  
（5） ( )yxygEaxE ),,(),( ∧¬  

解： 
（1）根据上面的解释， ( )),(),,( yxgyxfE 即为： yxyx +=⋅ 。随 x,y的值的不同，

该公式的真值可真可假。因此， ( )),(),,( yxgyxfE 在该解释下既不真也不假。 
（2）根据上面的解释， ( )),(),,( axhxxfE 即为： 222 0−= xx 。在有理数集下，它

是一个真命题。因此公式 ( )),(),,( axhxxfE 在该解释下为真。 
（3）根据上面的解释，公式 ),(),( xyLyxL → 即为：若 yx < ，则 xy < 。当 yx <

时此命题为假命题，当 yx ≥ 时，此命题为真命题，因此公式 ),(),( xyLyxL →
在该解释下不真也不假。 

（4）根据上面的解释，公式 ( )byxfxE ),,(∃ 即为：存在有理数 x，使得 1=⋅ yx 。

该公式随着 y 的不同而有不同的真值，因此公式 ( )byxfxE ),,(∃ 在该解释下

不真也不假。 
（5）根据上面的解释，公式 ( )yxygEaxE ),,(),( ∧¬ 即为： 0≠x 且 yxy =+ 。该

命题不管 y取何值均为假命题。因此公式 ( )yxygEaxE ),,(),( ∧¬ 在该解释下

为假。 

7．在谓词逻辑中将命题（1）（2）（3）符号化，并指出各命题的真值。对应的个体域
分别为①②③： 

① 非负整数集 N； 
② 实数集 R； 
③ 整数集 Z。 

（1）对于任意的 x，均有 12)1( 22 ++=+ xxx  
（2）存在 x，使得 01 =+x  
（3）存在 x，使得 15 =x  

解： 
（1）在①，②，③中均符号化为 )(xxF∀ ，其中 12)1(:)( 22 ++=+ xxxxF 。 

此命题在①,②,③中中均是真命题。 
（2）在①,②，③中均符号化为 )(xxG∃ ，其中 01:)( =+xxG 。 
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此命题在①中为假命题，在②,③中为真命题。 
（3）在①,②,③中均符号化为 )(xxH∃ ，其中 15:)( =xxH 。 

此命题在①,③中是假命题，在②中是真命题。 

*8．假设论域为自然数集 },3,2,1{ Λ=N ，a为 2，P为命题“2＞1”； )(xA 表示“x＞1”；
)(xB 表示“x是某个自然数的平方”。请在此基础上，求下面公式的真值： 

( )( ) ( )( ))()()()()( aBxxAPxBaAxAx →∀→→→→∀  

解： 
由于论域为自然数集，在上面定义下，因为 1)( ⇔aA ， 1⇔P ， 0)( ⇔aB ，故 

( )( ) ( )( ))()()()()( aBxxAPxBaAxAx →∀→→→→∀  
⇔ ( )( ) ( )( )0)(1)(1)( →∀→→→→∀ xxAxBxAx  
⇔ ( )( ) ( )( )0)(1)(1)( →∀∨¬→∨¬→∀ xxAxBxAx  
⇔ ( ) )()()( xxAxBxAx ¬∀→→∀  
⇔ ( ) )()()( xxAxBxAx ¬∀∨∨¬¬∀  
⇔ ( )( ))()()( xAxBxAx ∧∨¬¬∀  
⇔ ( ))()( xBxAx ∧¬∀  
⇔ ( ))()( xBxAx ¬∨¬∃  

显然在自然数集下上式应理解为“不是每个大于 1 的自然数都是某个自然数的平
方”，或“存在有不大于 1或者不是某个自然数的平方的自然数”是正确的，如自
然数 3，即上述命题的真值为 1。 

9．将下列各式翻译成自然语言，然后在不同的个体域中确定它们的真值： 

（1） )0( =⋅∃∀ yxyx  
（2） )0( =⋅∀∃ yxyx  
（3） )1( =⋅∃∀ yxyx  
（4） )1( =⋅∀∃ yxyx  
（5） )( xyxyx =⋅∃∀  
（6） )( xyxyx =⋅∀∃  
（7） )( zyxzyx =−∃∀∀  

个体域分别为：① 实数集  ② 整数集  ③ 正整数集  ④ 非负实数集 
解： 
（1）对所有的 x，存在 y，使得 0=⋅ yx 。在①，②中为真命题，在③，④中为假

命题。 
（2）存在 x，对所有的 y，都有 0=⋅ yx 。在①，②中为真命题，在③，④中为假

命题。 
（3）对所有的 x，存在 y，使得 1=⋅ yx 。在①，②，③中为假命题，在④中为真

命题。 
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（4）存在 x，对所有的 y，都有 1=⋅ yx 。在①，②，③，④中均为假命题。 
（5）对所有的 x，存在 y，使得 xyx =⋅ 。在①，②，③，④中均为真命题。 
（6）存在 x，对所有的 y，都有 xyx =⋅ 。在①，②中为真命题，在③，④中为假

命题。 
（7）对所有的 x 和 y，存在着 z，使得 zyx =− 。在①，②中为真命题，在③，

④中为假命题。 

10．设解释 T如下：个体域为实数集 R，元素 a = 0，函数 yxyxf −=),( ，特定谓词 
),( yxF 为 yx < 。根据解释 T，下列哪些公式为真？哪些为假？ 

（1） )),,(( axafxF∀  
（2） ( ))),,(( xyxfFyx ¬∀∀  
（3） ( ))),(),,((),( zyfzxfFyxFzyx →∀∀∀  
（4） ( ))),,((, yyxffxyFx∃∀  

解： 
（1） )0( <−∀ xx  
（2） ( )xyxyx ≥−∀∀  
（3） ( )( ))( zyzxyxzyx −<−→−∀∀∀  
（4） )2( yxxyx −<∃∀  

根据解释 T，（1）（2）假，（3）（4）为真。 

11．求下面谓词公式 

((( )(()),(),(()()( tXtpzyYzxYyXyxXx →∀→∧∧→∀∧∃ )))))),(),(( tyYtxY →  

在赋值 ( ) );1;2(),();(;; yxxyxYxXpz <= ；是自然数 下的值。 

解： 
设常谓词 )(xN 表示 x是自然数。我们将赋值代入公式并化简得到 

( )( )( ))))()(()(()1)()(()()( tytxtNtzyzxyNyxNx <→<→∀→∧<∧<→∀∧∃  
( )( )( ))))()(()(())2()2(()()( tytxtNtyxyNyxNx <→<→∀→<∧<→∀∧∃⇔  

观察此式发现，个体变量全是约束变量，而且它们都是在自然数范围内取值。所

以，原式等于在自然数域上求下面公式的值： 

( )))()(())2()2(( tytxtyxyx <→<∀→<∧<∀∃  

由 于 式 中 含 有 多 层 量 词 ， 我 们 按 照 从 内 到 外 的 次 序 先 求 子 公 式

))()(( tytxt <→<∀ 的值。 

（1） tx < 时，作用域 tyty <⇔<→⇔ )(1 ；从而 ty < 时，作用域 1⇔ ， ty ≥ 时，
作用域 0⇔  

（2） tx ≥ 时，作用域 1)(0 ⇔<→⇔ ty  

由（1）（2）可知，只有在 ytx ≤< 时，公式 ))()(( tytxt <→<∀ 有作用域 0⇔ ，
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其他情况下，作用域 1⇔ 。因此，当 yx < 时，取 yt = 就有 ytx ≤< 成立，这时作

用域 0⇔ ，即存在使得作用域 0⇔ 的 t，所以 ))()(( tytxt <→<∀ 0⇔ ；当 yx ≥
时，不可能有 t既使 tx < 又使 yt ≤ 成立，从而 ))()(( tytxt <→<∀ 1⇔ 。故由 yx <
和 yx ≥ 两种情况的结果有 ))()(( tytxt <→<∀ yx ≥⇔ ，代入原式中得到 

( ))())2()2(( yxyxyx ≥→<∧<∀∃  

显然我们只要将 2≥ 的自然数赋给 x，无论 y取何值都有： 
作用域 1)(0)())2(0( ⇔≥→⇔≥→<∧⇔ yxyxy  
例如给 x赋值 3，有 1)3(0)3())2()23(( ⇔≥→⇔≥→<∧< yyy  
于是最后得到  ( ))())2()2(( yxyxyx ≥→<∧<∀∃ 1⇔ ，亦即原式在给定赋值下取

值为真。 

12．设解释 T为：个体域为 }6,3,2{−=D ，谓词 3:)( ≤xxF ， 5:)( >xxG ， 7:)( ≤xxR 。

根据解释 T，求下列各式的真值： 

（1） ( ))()( xGxFx ∧∀  
（2） ( ) )5()()( GxFxRx ∨→∀  
（3） ( ))()( xGxFx ∨∃  

解： 
（1） ( ))()( xGxFx ∧∀  

( ) ( ) ( ))6()6()3()3()2()2( GFGFGF ∧∧∧∧−∧−⇔  
0)10()01()01( ⇔∧∧∧∧∧⇔  

所以 ( ))()( xGxFx ∧∀ 在解释 T下为假。 
（2） ( ) )5()()( GxFxRx ∨→∀  

( ) ( ) ( )( ) 0)6()6()3()3()2()2( ∨→∧→∧−→−⇔ FRFRFR  
( ) ( ) ( ) 0)01()11()11( ⇔→∧→∧→⇔  

所以 ( ) )5()()( GxFxRx ∨→∀ 在解释 T下为假。 
（3） ( ))()( xGxFx ∨∃  

)()( xxGxxF ∃∨∃⇔     量词分配等值式 
( ) ( ))6()3()2()6()3()2( GGGFFF ∨∨−∨∨∨−⇔  

1)100()011( ⇔∨∨∨∨∨⇔  
所以 ( ))()( xGxFx ∨∃ 在解释 T下为真。 

13．设 )(xA 是一含有个体变量 x的谓词公式，证明下面等值式成立： 

))(()( xAxxxA ¬∃⇔¬∀  

证： 

设 U是 )(xxA∀ 的任意一个赋值。 

（1）如果在赋值 U下有 1)( ⇔∀ xxA ，则有 0)( ⇔¬∀ xxA ， 
从而 1))(()( ⇔¬∃→¬∀ xAxxxA  
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（2）如果在赋值 U下 0)( ⇔∀ xxA ，则说明至少有一个 ax = ，使得 0)( ⇔aA ， 
从而 1)( ⇔¬ aA ，进一步有 ( ) 1)( ⇔¬∃ xAx ，此时有 

111))(()( ⇔→⇔¬∃→¬∀ xAxxxA  

因此，对任何一个赋值U 都有 
1))(()( ⇔¬∃→¬∀ xAxxxA 。即 ))(()( xAxxxA ¬∃⇒¬∀ 。 

反过来，对任一赋值U ， 
（1）如果 ( ) 1)( ⇔¬∃ xAx ，则说明至少有一个 bx = 使得 1)( ⇔¬ bA ，则 

0)( ⇔bA ，从而 0)( ⇔∀ xxA ，所以有 

( ) 1)()( ⇔¬∀→¬∃ xxAxAx  

（2）如果在赋值 U下使得 ( ) 0)( ⇔¬∃ xAx ，则也有 

( ) 1)(0)()( ⇔¬∀→→⇔¬∀→¬∃ xxAxxAxAx  

因此，对任何赋值 U都有 ( ) 1)()( ⇔¬∀→¬∃ xxAxAx ，即 

( ) )()( xxAxAx ¬∀⇒¬∃  

因此有： ))(()( xAxxxA ¬∃⇔¬∀  

14．设 )(xA ， )(xB 均为含有自由变量 x的任意谓词公式，证明： 

( ) )()()()( xxBxxAxBxAx ∀→∀⇒→∀  

证： 
    ( ) ( ))()()()( xxBxxAxBxAx ∀→∀→→∀        

⇔ ( ) ( ))()()()( xxBxxAxBxAx ∀∨¬∀∨∨¬¬∀    联结词化归律 
⇔ ( )( ) )()()()( xxBxxAxBxAx ∀∨∀∧∨¬∀¬     结合律与德摩根律 
⇔ ( )( )( ) )()()()( xxBxAxBxAx ∀∨∧∨¬∀¬     作用域的收缩与扩张 
⇔ ( )( ) )())()(())()(( xxBxAxBxAxAx ∀∨∧∨∧¬∀¬   分配律 
⇔ ( )( ) )()()( xxBxAxBx ∀∨∧∀¬       交换律、矛盾律 
⇔ ( ) )()()( xxBxxBxxA ∀∨∀∧∀¬       作用域 
⇔ )()()( xxBxxBxxA ∀∨¬∀∨¬∀       德摩根律 
⇔ 1)( ∨¬∀ xxA          排中律 
⇔ 1            零律 

故有  ( ) )()()()( xxBxxAxBxAx ∀→∀⇒→∀  

说明：类似地，可以判断下面各式是否成立： 

（1） ( ))()()()( xBxAxxxBxxA →∀⇒∀→∀  
（2） ( ))()()()( xBxAxxxBxxA →∀⇒∀→∃  
（3） ( ) )()()()( xxBxxAxBxAx ∀→∃⇒→∀  
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15．证明： ( ) )()()()( xxHxxGyHxGyx ∀↔∀⇒↔∀∀ 。 

证： 
    ( ))()( yHxGyx ↔∀∀  

( ))()( xHxGx ↔∀⇒  
⇔ ( )))()(())()(( xGxHxHxGx →∧→∀     联结词化归律 
⇔ ( ) ( ))()()()( xGxHxxHxGx →∀∧→∀     作用域的收缩与扩张 
⇒   ( ) ( ))()()()( xxGxxHxxHxxG ∀→∀∧∀→∀  
⇔ )()( xxHxxG ∀↔∀         联结词化归律  

所以有  ( ) )()()()( xxHxxGyHxGyx ∀↔∀⇒↔∀∀  

16．设 )(  ),( xHxG 分别是谓词公式，试证明 ( ))()()()( xHxGxxxHxxG →∃⇔∃→∀  

证： 
    )()( xxHxxG ∃→∀  

⇔ )()( xxHxxG ∀∃¬∀  
⇔ )()( xxHxGx ∀∃¬∃  
⇔ ( ))()( xHxGx ∨¬∃  
⇔ ( ))()( xHxGx →∃  

17．求下列各式的前束范式，要求使用约束变量改名规则： 

（1） ),()( yxyGxxF ∀→¬∃  
（2） ( )),(),( yxyGyxxF ∃∨∀¬  

解： 
（1） ),()( yxyGxxF ∀→¬∃  

),()( yxyGxFx ∀→¬∀⇔    量词否定等值式 
),()( yxyGzFz ∀→¬∀⇔    约束变量改名规则 

( )),()( yxGzFyz →¬∀∃⇔    量词作用域收缩与扩张等值式 
( )),()( yxGzFyz ∨∀∃⇔  

（2） ( )),(),( yxyGyxxF ∃∨∀¬  
),(),( yxGyyxFx ¬∀∧¬∃⇔    德摩根律及量词否定等值式 
),(),( wxGwyzFz ¬∀∧¬∃⇔    约束变量改名规则 

( )),(),( wxGyzFwz ¬∧¬∀∃⇔   量词作用域收缩与扩张等值式 

说明：公式的前束范式不是惟一的。（ 1）中最后两步都是前束范式，其实
( )),()( yxGzFzy ∨∃∀ 也是（1）中公式的前束范式。 

18．求下列公式的前束范式，要求使用自由变量改名规则： 

（1） ),()( yxyGxxF ∃∨∀  
（2） ( ) ),,(),,()( zyxzHzyxyGxFx ∃→∀∧∃  
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解： 

（1） ),()( yxyGxxF ∃∨∀  
),()( yzyGxxF ∃∨∀⇔  

( )),()( yzGxFyx ∨∃∀⇔ ； 
（2） ( ) ),,(),,()( zyxzHzyxyGxFx ∃→∀∧∃  

( ) ),,(),,()( zwvzHuyxyGxFx ∃→∀∧∃⇔  
( ) ),,(),,()( zwvzHuyxGxFyx ∃→∧∀∃⇔  

( )( )),,(),,()( zwvHuyxGxFzyx →∧∃∃∀⇔  

在上面演算中分别使用了自由变量改名规则和量词作用域收缩和扩张等值式。 

*19．将下列公式化成等价的前束范式： 

( )( )),(),(),,( vyvQuxuQzyxzPyx ∃→∃∧∃∀∀  

解： 
( )( )),(),(),,( vyvQuxuQzyxzPyx ∃→∃∧∃∀∀  

⇔ ( )( )),(),(),,( vyQuxQvuzyxzPyx →∃∀∧∃∀∀  
⇔ ( )( )),(),(),,( vyQuxQzyxPvuzyx →∧∃∀∃∀∀  

20．求谓词公式 ( ) ( ))()()()( xxGxxFxGxFx ∃→∃→→∀ 的前束范式。 

解： 
( ) ( ))()()()( xxGxxFxGxFx ∃→∃→→∀  

⇔ ( ) ( ))()()()( xxGxxFxGxFx ∃∨¬∃→∨¬∀  
⇔ ( ) ( ))()()()( xxGxxFxGxFx ∃∨¬∃∨∨¬¬∀  
⇔ ( ) )()()()( xxGxxFxGxFx ∃∨¬∃∨¬∧∃  
⇔ ( ) )()()( xFxxGxFx ¬∀∨∨∃  
⇔ ( ) )()()( yFyxGxFx ¬∀∨∨∃  
⇔ ( ))()()( yFxGxFyx ¬∨∨∀∃  

此即为所求前束范式。 

21．求谓词公式 ( )( )),,(),(),( uyxuQzyPzxPzyx ∃→∧∃∀∀ 的一个前束范式。 
解： 

( )( )),,(),(),( uyxuQzyPzxPzyx ∃→∧∃∀∀  
⇔ ( )( )),,(),(),( uyxuQzyPzxPzyx ∃∨∧¬∃∀∀  
⇔ ( )( )),,(),(),( uyxuQzyPzxPzyx ∃∨¬∨¬∀∀∀  
⇔ ( )),,(),(),( uyxQzyPzxPuzyx ∨¬∨¬∃∀∀∀  

*22．求公式 ( )( ))()()()( xxSyyRyQxxP ∀→∃¬→→∃ 的前束范式。 
解： 
    ( )( ))()()()( xxSyyRyQxxP ∀→∃¬→→∃  

⇔ ( )( ))()()()( uuSzzRyQxxP ∀→∃¬→→∃   约束变量改名规则 
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⇔ ( )( ))()()()( uuSzzRyQxxP ∀∨¬∃¬∨¬∨¬∃  
⇔ ( ) ( ) ( )( ))()()()( uSuzzRyQxPx ¬∃∧∃∨¬∨¬∀  
⇔ ( )( ))()()()( uSzRyQxPuzx ¬∧∨¬∨¬∃∃∀  

*23．下列公式是否成立，成立则证明，不成立，则举例说明之。 

（1） ),(),( yxyAxyxyAx ∃∃⇒∃∀  
（2） ( ))()()()( xBxAxxxBxxA ∧∃⇒∃∧∃  

证： 

（1）成立；理由如下： 

),( yxyAx∃∀ ├─ ),( ycyA∃   （全称规定 US） 
),( ycyA∃ ├─ ),( yxyAx∃∃   （存在推广 EG） 

（2）不成立。如当个体域为自然数集， xxA :)( 为偶数， xxB :)( 为奇数，则 
1)( ⇔∃ xxA ； 1)( ⇔∃ xxB ，从而 1)()( ⇔∃∧∃ xxBxxA ，但因不存在自然数 x，

使得 x既是奇数又是偶数，从而 ( ) 0)()( ⇔∧∃ xBxAx ，所以 
( ))()()()( xBxAxxxBxxA ∧∃⇒∃∧∃ 不成立。 

*24．下面公式是否是永真式？说明理由。 

（1） ( ) ( ))()( xBAxxxBA →∃↔∃→  
（2） ( ) ( ))()()()( xxBxxAxBxAx ∃→∀↔→∃  
（3） ( ) )()()()( xxBxxAxBxAx ∀∧∀↔∧∀  

解： 

（1）、（2）、（3）均是永真式。理由如下： 

（1） ( ) ( ))()( xBAxxxBA →∃↔∃→  
⇔ ( ) ( ))()( xBAxxBAx →∃↔→∃   作用域的收缩与扩张 
⇔ 1 

（2） ( ))()( xBxAx →∃ ⇔ ( ))()( xBxAx ∨¬∃  
⇔ )()( xxBxAx ∃∨¬∃  
⇔ )()( xxBxxA ∃∨¬∀  
⇔ )()( xxBxxA ∃→∀  

有： ( ) ( ))()()()( xxBxxAxBxAx ∃→∀↔→∃ ⇔ 1 

（3） ( ) )()()()( xxBxxAxBxAx ∀∧∀↔∧∀  
⇔ )()()()( xxBxxAxBxxA ∀∧∀↔∀∧∀   作用域的收缩与扩张 
⇔ 1 

*25．下面谓词公式是否是永真式？是则证明之，不是，请举出反例： 

（1） ),(),( yxxAyyxyAx ∃∀↔∀∃  
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（2） ( ) ( ))()()()( xBxAxxxBxxA →∃→∃→∃  

解： 
（1）不是永真式。如：设论域为实数集， ),( yxA 表示 0=+ yx ，因对任何实数 y

均存在实数 x（取 yx −= ），使得 0=+ yx ，故 ),( yxxAy∃∀ 在此种赋值下为 1，
而此时 ),( yxyAx∀∃ 的真值为 0，因为不存在这样的实数 x，使得对所有的 y，
都有 0=+ yx 。 

（2） ( ) ( ))()()()( xBxAxxxBxxA →∃→∃→∃  
⇔ ( ) ( ))()()()( xBxAxxxBxxA ∨¬∃∨∃∨¬∃¬  
⇔ ( ) )()()()( xxBxAxxxBxxA ∃∨¬∃∨¬∃∧∃  
⇔ ( ) ( ))()()()()()( xxBxAxxxBxxBxAxxxA ∃∨¬∃∨¬∃∨∃∨¬∃∨∃  
⇔ ( )( ) 1)()()( ∨∃∨¬∨∃ xxBxAxAx  
⇔ ( ) )(1 xxBx ∃∨∃ ⇔ 1 

*26．下面公式是否有效，对有效的公式加以证明，对无效的公式加以反驳。 

（1） ( ) ( ))()()()( xxQxxPxQxPx ∀∨∀→∨∀  
（2） ( ) ( ))()()()( xQxPxxxQxxP ∨∀→∀∨∀  

解： 
（1）不正确，（2）是有效的。 
对（1），如个体域为自然数集， xxP :)( 为奇数， xxQ :)( 偶数，则 ( ))()( xQxPx ∨∀
取值为 1， ( ) 0)()( ⇔∀∨∀ xxQxxP ，故 ( ) ( ))()()()( xxQxxPxQxPx ∀∨∀→∨∀ 取值

为 0。 
下面给出（2）的证明： 
若存在某一种赋值，使得 ( ))()( xxQxxP ∀∨∀ 为真，即 )(xxP∀ 为真，或 )(xxQ∀ 为

真，从而对任意变量 x，有 )(xP 为真或者 )(xQ 为真，从而 )()( xQxP ∨ 为真，即

( ))()( xQxPx ∨∀ 为真。 

27．航海家都教育自己的孩子成为航海家，有一个人教育他的孩子去做飞行员，证明：
这个人一定不是航海家。 

证： 
设个体域为人的集合。谓词 xxS :)( 是航海家； xxE :)( 教育他的孩子成为航海家。 
前提： ( ))()( xExSx →∀ ， ( ))(xEx ¬∃  
结论： ( ))()( xSxEx ¬∧¬∃  
推理过程为： 

① ( ))(xEx ¬∃     条件引入 
② )(cE¬      存在规定（ES） 
③ ( ))()( xExSx →∀   条件引入 
④ )()( cEcS →    全称规定（US） 
⑤ )(cS¬      由②④ 
⑥ )()( cScE ¬∧¬    由②⑤ 
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⑦ ( ))()( xSxEx ¬∧¬∃   存在推广（EG） 

由以上推理过程证知，这个人一定不是航海家。 

28．指出下列推理中的错误： 

（1）① )()( xGxxF →∀    前提引入 
② )()( yGyF →     ①US 

（2）① ( ))()( xGxFx ∨∀    前提引入 
② )()( bGaF ∨     ①US 

（3）① )()( xGxF →     前提引入 
② ))()(( yGyFy →∃    ①EG 

（4）① )()( cGxF →     前提引入 
② ( ))()( xGxFx →∃    ①EG 

（5）① )()( bGaF →     前提引入 
② ( ))()( xGxFx →∃    ①EG 

（6）① ( ))()( xGxFx ∧∃    前提引入 
② ( ))()( yRyHy ∧∃    前提引入 
③ )()( cGcF ∧     ①ES 
④ )(cF       ③化简 
⑤ )()( cRcH ∧     ②ES 
⑥ )(cH       ⑤化简 
⑦ )()( cHcF ∧     ④⑥合取 
⑧ ( ))()( xHxFx ∧∃    ⑦EG 

解： 

（1）②错。使用 US，UG，ES，EG规则应对前束范式，而①中公式不是前束范
式，所以，不能使用 US规则。 

（2）②错。①中公式为 )(xxA∀ ，这里 )()()( xGxFxA ∨= ，因而使用 US规则时，
应得 )(aA （或 )(yA ），故应有 )()( aGaF ∨ ，而不是 )()( bGaF ∨ 。 

（3）②错。应对 )()()( cGcFcA →= 使用 EG规则，其中 c为特定的使 A为真的
某个特定的个体常量，而不能为个体变量。 

（4）②错。①中公式含个体变量 x，不能使用 EG规则。 
（5）②错。①中公式含两个不同的个体常量，不能使用 EG规则。 
（6）⑤错。对①使用 ES 规则得 )()( cGcF ∧ ，此 c 应使 )()( cGcF ∧ 为真。此 c

不一定使 )()( cRcH ∧ 为真。 

*29．试找出下列推理过程中的错误，写出正确的推导过程，说明理由： 

① ( ))()( xQxPx →∀    条件 
② )()( yQyP →     全称规定（US） 
③ )(xxP∃      条件 
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④ )(yP       存在规定（ES） 
⑤ )(yQ       由条件②④ 
⑥ )(xxQ∃      存在推广（EG） 

解： 

④是错误的，只能存在某个特定的个体 c，使得 )(cP 成立，不能是一个自由变量 y。 

正确的推理过程为： 

① )(xxP∃      条件引入 
② )(cP       存在规定（ES） 
③ ( ))()( xQxPx →∀    条件引入 
④ )()( cQcP →     全称规定（US） 
⑤ )(cQ       由②④ 
⑥ )(xxQ∃      存在推广（EG） 

*30．下面推理是否是一个有效的推理，为什么？ 

① ),( yxyQx∃∀    条件 
② ),( yayQ∃     全称规定（US） 
③ ),( baQ     存在规定（ES） 
④ ),( bxxQ∀     全称推广（UG） 
⑤ ),( yxxQy∀∃    存在推广（EG） 

解： 
上面的推理不是一个有效的推理。其中的推理④是错误的。因为推理③中的 a 只
是某个个体，且这里的 b可能与 a相关，不同的 a对应的可能是不同的 b。 
例如论域为整数集时， ),( yxQ 表示 0=+ yx ，则有 1)3,3( ⇔−Q ，即③成立，但得

不到 )3,( −∀ xxQ 成立。 

*31．下面推理是否正确，若有错，请指出： 

( ))()( xBxAx →∀ ⇔ ( ))()( xBxAx ∨¬∀     ① 
⇔ ( ))()( xBxAx ¬∧¬∀     ② 

⇔ ( ))()( xBxAx ¬∧¬∃     ③ 

⇔ ( ))()( xBxxxA ¬∃∧∃¬    ④ 

⇔ ( ))()( xBxxxA ¬¬∃∨¬∃    ⑤ 

⇔ )()( xxBxxA ∀∨¬∃     ⑥ 

⇔ )()( xxBxxA ∀→∃     ⑦ 

解： 
④推理不正确。因为存在量词∃对合取联结词∧不具备分配律。 

( ))()( xBxAx ¬∧∃ ⇔ )()( xBxxxA ¬∃∧∃ 不正确。 
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*32．用谓词演算推理规则证明： 

( )( ))()()( xRyQxPx ∧→∀ ， )(xxP∀ ├─ ( ))()()( xRxPxyQ ∧∃∧  
证： 
推理过程为： 

① )(xxP∀       P规则 
② )(aP        US规则 
③ ( )( ))()()( xRyQxPx ∧→∀    P规则 
④ ( ))()()( aRyQaP ∧→    US规则 
⑤ )()( aRyQ ∧      ②④I规则 
⑥ )(yQ        ⑤I规则 
⑦ )(aR        ⑤I规则 
⑧ )()( aRaP ∧      ②⑦E规则 
⑨ ( ))()( xRxPx ∧∃      ⑧EG规则 
⑩ ( ))()()( xRxPxyQ ∧∃∧    ⑤⑨E规则 

33．改正下面证明中的错误： 

前提： ( ) ( )( )),()()(),( zxRzPzyMyxSyx ∧∃→∧∃∀ ； 
结论： ( ))(),()( yMyxSyxzzP ¬→∀∀→¬∃ 。 
证明过程： 

① ( ) ( )( )),()()(),( zxRzPzyMyxSyx ∧∃→∧∃∀    P 
② ( ) ( )),()()(),( zbRzPzyMybSy ∧∃→∧∃     ①US 
③ )(zzP¬∃           P（附加前提） 
④ ( ))(zPz ¬∀           ③T，E 
⑤ )(aP¬            ④US 
⑥ ),()( abRaP ¬∨¬         T，⑤I 
⑦ ( )),()( zbRzPz ¬∨¬∀         ⑥UG 
⑧ ( )),()( zbRzPz ∧¬∃         ⑦T，E 
⑨ ( ))(),( yMybSy ∧¬∃         ②，⑧T，I 
⑩ ( ))(),( yMybSy ¬∨¬∀        ⑨T，E 
□ ( ))(),( yMybSy ¬→∀        ⑩T，E 
□ ( ))(),( yMyxSyx ¬→∀∀        □UG 
□ ( ))(),()( yMyxSyxzzP ¬→∀∀→¬∃     CP 

正确的证明过程为： 

① ( ) ( )( )),()()(),( zxRzPzyMyxSyx ∧∃→∧∃∀    P 
② ( ) ( )),()()(),( zbRzPzyMybSy ∧∃→∧∃     ①US 
③ )(zzP¬∃           P（附加前提） 
④ ( ))(zPz ¬∀           ③，T，E 
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⑤ )(aP¬            ④，US 
⑥ ),()( abRaP ¬∨¬         T，⑤I 
⑦ ( )),()( abRaP ∧¬         ⑥，T，E 
⑧ ( )),()( zbRzPz ∧¬∀         ⑦，UG 
⑨ ( )),()( zbRzPz ∧¬∃         ⑧，T，E 
⑩ ( ))(),( yMybSy ∧¬∃         ②，⑨，T，E 
□ ( ))(),( yMybSy ¬→∀        ⑩，T，I 
□ ( ))(),( cMcbS ∧¬         □，US 
□ )(),( cMcbS ¬∨¬         □，T，E 
□ )(),( cMcbS ¬→         □，T，E 
□ ( ))(),( yMybSy ¬→∀        □，UG 
□ ( ))(),( yMyxSyx ¬→∀∀        □，UG 
□ ( ))(),()( yMyxSyxzzP ¬→∀∀→¬∃     CP 
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