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内 容 提 要

本书初版于 1983 年,为高师院校和其他高校广泛采用。进入 21 世纪之

后,高等教育发生了很多变化。本书作者根据多年来的使用情况,以及数学

的近代发展,进行了全面的修订。实变函数部分是修订的重点,泛函分析只

作了少量的改动。总体来看,原书的基本框架不变。

这次修订的原则是,首先是继续保持原书简明易学的风格,删除了若尔

当测度、佩亚诺曲线等枝蔓,减少过度形式化的论述。其次是着重阐述实变

函数和泛函分析的思想方法,在每章的引言中作一些说明。此外,为了帮助

学生克服做实变函数题目的困难,书中增加了部分例题,并进行评讲。一些

较难的题目与简解作为附录三附在书后,供有兴趣的读者参考。

本书共计 11 章:集合、点集、测度论、可测函数、积分论、微分和不定积

分;以及度量空间和巴拿赫空间、线性泛函与线性算子、希尔伯特空间、巴拿

赫空间的基本定理、线性算子的谱。

本书可作为高等师范院校和其他高校数学系的教学用书,也可以作为自

学参考书。
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第二版前言

  《实变函数与泛函分析基础》一书,初版于 1983 年,由华东师

范大学数学系程其襄教授主持,张奠宙、魏国强具体编写。在试教

阶段阎革兴、钱自强提出了许多宝贵意见。出版之后,蒙许多同行

厚爱,曾多次印刷使用,并提出许多宝贵意见与建议。现在十余年

过去了,情况有了许多变化,遂决定在初版的基础上改写。

第二版继续保留了程其襄先生许多重要思想,特别是保持了

全书简明易懂的特点,结合我们多年使用本书的经验和全国许多

兄弟院校的意见作了全面的改写。

与初版相比较,第二版作了以下几方面改动:

第一,删去枝蔓(如若尔当测度、佩亚诺曲线等),以突出实变

函数和泛函分析的思想方法,尽快进入实变函数和泛函分析的核

心内容;

第二,把初版的第五章拆成“积分论”和“微分与不定积分”两

章,改变原来的过分冗长,并且把积分与微分两个不同的内容混在

一起的状况;

第三,在第二章增加了紧性的内容,并且改写了部分定理的证

明,例如用简单函数逼近可测函数、勒贝格控制收敛定理等,以利

于教师讲授和读者理解;

第四,在实变函数部分增加了部分例题,并对这些例题的证明

作了一定的说明,希望这有助于读者克服做习题时的困难;

第五,我们把初版中“可测集两个定义等价性的证明”和“半序

集和佐恩(Zorn)引理”两个内容分别作为附录一和附录二放在全

书最后,并在最后附录三中按章增加了例题,这些例题属于扩展性
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的题目,仅供参考。

在实变函数部分增加的例题,可以根据学时数,由教师选讲或

请学生自己阅读。

程其襄教授于 2000 年不幸逝世,第二版的改写工作由张奠宙

主持,并写了全书的引言和主要章节的前言。魏国强、胡善文对全

书进行具体的修改和编写。王漱石补充了实变函数部分的若干例

题,并编写了附录三中的大部分例题。全书的文字由魏国强进行

了必要的加工。

本书改版过程中,得到了华东师范大学数学系领导的关心与

支持。本书能尽快与读者见面,也归功于高等教育出版社同志们

的辛勤工作,特别是文小西编审对该书的初稿提出了许多有益的

建议。

最后,向使用过本书初版并提供修改意见的同行们,表示深切

的感谢。

由于我们水平有限,书中难免存在不少缺点与疏漏之处,恳请

使用本书的教师与读者批评、指正。总之,我们恳切地希望得到各

位的继续帮助。

编   者

2003 年元月于华东师范大学
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第一版前言

  本书是按照教育部于 1980 年颁发的高等师范院校试用的《实

变函数与泛函分析》教学大纲编写的。泛函分析部分作了适当的

增加,可供选修课使用。

在编写本书过程中,我们注意做到:

第一,以最精简的形式介绍实变函数论和泛函分析,但仍保持

这两门学科的核心部分,使读者获得进一步学习时所必需的基础

知识。

第二,尽可能做到直观易懂与严密处理相结合。如测度理论

的介绍,先讲若尔当测度和黎曼积分,从内外测度的想法引出卡氏

可测条件,最后由卡氏条件出发建立 n 维欧氏空间上的勒贝格测

度。这样既可以介绍测度论的直观背景,又可以照顾到抽象空间

上测度论的某些想法。

第三,适当注意师范性特点,介绍了有关材料。如半序与复数

体,面积与测度(包括任意子集均可测的可能性问题),佩亚诺曲

线,广义函数等等,供教学时参考。

本书前五章为实变函数部分,重点在建立勒贝格测度和积分

理论,至于微分、不定积分、重积分等尽可能简略些,以便节约篇幅

和教学时数。后五章为泛函分析部分,如时数少,可只介绍度量空

间、巴拿赫空间和希尔伯特空间;时数稍多的可讲线性泛函和线性

算子的重要定理;如能达到 50 学时以上,则可介绍全部内容。本

书只介绍自伴全连续算子的谱理论,比较易懂。

本书在程其襄教授主持下编写。实变函数部分取材于他在

1964 年所使用的讲义。迄 1980—1981 年,在哈尔滨师范大学领
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导的支持下,由阎革兴,钱自强同志试教,他们对原讲义作了修改

和补充,还编写了佩亚诺曲线等内容。泛函分析部分由张奠宙和

魏国强负责编写。全书的文字由张奠宙进行了必要的加工,最后

由程其襄教授定稿。

在写作本书过程中,方初宝、游若云、丁传松、邱达三等同志提

出了有益的建议。徐小伯、王宗尧和胡善文同志在试教工作中提

出了很好的意见。俞鑫泰、王漱石、柴俊、黄旦润、张文耀、赵焕光

等同志也给予许多帮助。在出版过程中,承北京师范大学孙永生

先生、北京师范学院林有浩先生等仔细地审阅了全书,提出了详尽

的修改意见。我们向上述各位同志,表示诚挚的谢意。

编   者

1982 年 10 月于华东师大
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第一篇  实 变 函 数

  常常听说“实变函数很难学”.确实,在 20 世纪 50 年代,一位

数学系的老师能够讲授实变函数论,往往就能使学生们刮目相看.

可是,半个世纪过去了,大学数学系的学生成倍、成几十倍地增加.

大家都学一点实变函数,实变函数也就不神秘了.时至今日,甚至

一些工程师也需要知道一点“勒贝格积分”,把平方可积函数空间

当作一种常识.

实变函数论是 19 世纪末、20 世纪初,主要由法国数学家勒贝

格(Lebesgue,1875—1941)创立的.它是普通微积分学的继续,其

目的是想克服牛顿和莱布尼茨所建立的微积分学存在的缺点,使

得微分和积分的运算更加对称、更加完美.

我们以前学过的微积分,有一个明显的不足:黎曼意义下可积

的函数类太小.例如,定义在[0,1]上的狄利克雷函数 D( x)(有理

数点上取值 1,无理数点上取值 0),看上去非常简单,但是它不可

积(黎曼意义下).于是数学家们想到,这大概是黎曼积分的定义有

问题了,应该引进一种新的积分才是.这就是勒贝格研究实变函数

的出发点.

那么黎曼积分究竟有什么缺陷呢 ? 让我们细细咀嚼一下黎曼

积分的定义.对一个由 y = f( x)围成的曲边梯形来说,要求它的

面积,总是用内填外包法.首先将定义区间分割为小区间.然后以

小区间Δi 的长度为底、函数在Δi 上的下确界 mi 为高的那些矩形

内填,并且以相同的底,Δi 上的上确界 M i 为高的那些矩形外包.

如果在每个小区间内函数值的差别很小(连续函数就是这样,小区

间上函数的上下确界 M i 和 mi 差别不大),那么当把区间分得很
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细的时候,能使这种差别的总和很小,那么内填外包的矩形面积之

差可以无限小,彼此都趋向于一个定值 L,这就得到了定积分:

回过头来看看狄利克雷函数 D( x),不管你把[0,1]区间划分

成多么小的 n 个区间,每个小区间里都有无理数和有理数, D( x)

的函数值分别取值 0 和 1,他们彼此之差到处都是 1.( * )式的左

端恒为 0,右端恒为 1,不会趋于相同的值,于是黎曼意义下就是

“不可积”的了.

图 0. 1  横着数、竖着数都是 31

如上所述,用黎曼积分求曲边梯形的面积,是用以ΔXi 为底

边的那些矩形进行“内填外包”的.那么,我们能不能换个脑筋,换

成用Δyi 为底边的矩形去内填外包呢 ? 记得苏轼咏庐山诗有“横

看成岭侧成峰”的意境,恰好可以形容这一思想.勒贝格自己也曾

经这样比喻说:假如我们要数一堆硬币,你可以一叠叠地竖着数,

也可以一层层横着数(如图 0. 1).这就是说,求曲边梯形面积时不

要去分定义域[0,1],而是分值域,把函数值相差不多的那些点集

放在一起考虑,用横放着的小矩形面积之和加以逼近,岂不是柳暗
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花明又一村了吗(如图 0. 2) ? 仍以 D( x)为例,它只取两个函数值

0 和 1,取 0 的是[0,1]中的无理数集 I,取 1 的是[0,1]中的有理

数集 Q.假定 I的“长度”是 m (I) = 1, Q 的长度 m ( Q)是 0,不管

把 Y 轴上的[0,1]区间分得如何细,因为 D( x)只有两个值,它和

[0,1]构成的曲边梯形“面积”始终是

1·m( Q) + 0·m( I).

图 0. 2  勒贝格积分示意图.由 y = f( x), y = 0, x = a, x = b

围成的曲边梯形面积,可以用横向分割方式形成的

矩形面积近似地加以表示:

( b - a)( y1 - y0 ) + [( x4 - x1 ) + ( b - x5 )]( y2 - y1 ) +

[( x3 - x2 ) + ( b - x6 )]( y3 - y2 ) + ( b - x7 )( y4 - y3 ).

这样,问题归结为如何来确定 m ( Q)和 m ( I)了.众所周知,在微

积分课程里, Q, I 之类的集合是没有“长度”的.这要求我们重新

制定一套理论.按照勒贝格创立的测度论, m ( Q) = 0, m ( I) = 1,

于是 D( x)的勒贝格积分该是 0,问题迎刃而解 !

于是,本书的内容就顺着勒贝格的思路走,先讨论集合,再讨
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论集合的“长度”,即测度.然后定义新的积分,并找出和某种微分

的关系.实变函数的理论,就这样顺理成章地展开了.亲爱的读者,

只要你把握住了这条思路,你就不会觉得实变函数的概念像是“帽

子里突然跑出了一只兔子”,而是合情合理、明白可亲的一门学问

了.
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第一章  集 合

  早在中学里就已经接触过集合的概念,以及集合的并、交、补

的运算,因此本章的前两节属于复习性质.不过,无限多个集合的

并与交,是以前没有接触过的.它在本书中常常要用到,算是一项

基本功.

康托尔(Cantor 1845—1918)在 19 世纪创立了“集合论”,把无

限集合也分成大小、多少.例如他断言:全体实数比全体有理数

“多”.这是数学向无限王国挺进的重要里程碑,也是实变函数理论

的出发点.

§1. 集合概念

实变函数论建立在实数理论和集合论的基础之上,对于实数

的性质,我们假定读者已经学过,所以本书只是介绍集合论方面的

基本知识.

集合这个概念是数学中所谓原始概念之一,即不能用别的概

念加以定义.它像几何学中的“点”、“直线”那样,只能用一组公理

去刻画.就目前来说,我们只要求掌握以下朴素的说法:

“在一定范围内的个体事物的全体,当将它们看作一个整体

时,我们把这个整体称为一个 � 臦集合,其中每个个体事物叫做该集合

的 � 朋元素.”

顺便说明一下,一个集合的各个元素必须是彼此互异的;哪些

事物是给定集合的元素必须是明确的.下面举出几个集合的例子.

例 1  4,7,8,3 四个自然数构成的集.
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例 2  全体自然数.

例 3  0 与 1 之间的实数全体.

例 4  平面上的向量全体.

例 5  [0,1]上的所有实函数全体.

例 6  A、B、C 三个字母构成的集.

“全体大个子”并不构成一个集合.因为一个人究竟算不算“大

个子”并没有明确的界限,有时难以判断他是否属于这个集合.

一个具体集合 A 可以通过列举其元素 a, b, c,⋯来定义,可

记为

A = { a, b, c,⋯},

也可以通过该集合中的各元素必须且只须满足的条件 p 来定义,

并记为

A = { x| x 满足条件 p}.

如例 1 可表示为{4,7,8,3}.例 3 可表示为{ x| x∈(0,1)}.

设 A 是一个集合, x 是 A 的元素,我们称 x � 觉属于 A,记为

x∈ A. x 不是 A 的元素,称 x � 繒不属于 A,记为 xú A.

一个集合由且只由其全部元素所确定.因此,两个集合 A 与

B 当且只当它们有完全一致的元素时称为 � 雷相等,记为 A = B.例如

A = {2,3,5,7}, B = {3,7,5,2},

C = { x| x 为小于 10 的素数},

我们有 A = B = C.

为了形式上的方便,我们引进不含任何元素的集合,称之为 � 肸空 � 鮊

集,记为 .例如

= { x| x≠ x} = { x| x 为实数且 x
2
= - 1}.

两个集合 A 与 B 如果具有关系: A 的每一个元素都是 B 的

元素,则称 A 是 B 的 � 砒子集,记为 A� B(读作 A 包含于 B);或称 B � 茦

包含 A,记为 B� A.空集可以看成任何集合的子集.若 A 是 B 的

子集但不等于 B,则称 A 为 B 的 � �9真子集.例如全体有理数是全体

实数的真子集.
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必须注意∈和�的区别.∈表示集合和它的元素之间的关系.

�表示集合与集合之间的关系.故当 a∈ A 时,不能写成 a� A,

但可以写成{ a}� A,这里{ a}表示只含一个元素 a 的集合.

包含关系显然具有下面的性质:

定理 1  对任何集合 A、B、C,均有

(1) A� A;

(2) A� B, B� A,则 A = B;

(3) A� B, B� C,则 A� C.

通常证明两个集合相等,总是利用(2).

§2. 集合的运算

从给定的一些集合出发,我们可以通过所谓“集合的运算”作

出一些新的集合,其中最常用的运算有“并”、“交”、“减法”三种.

Ⅰ. 设 A、B 是任意两个集合.设 C 是由一切或属于 A 或属

于 B 的元素所组成,则我们称 C 为 A 与 B 的 � 繜和集或 � 繜并集,简称为

� 繟和或 � 繟并,记为 C = A∪ B.它可表示为

A∪ B = { x| x∈ A 或 x∈ B}.

图 1. 1 是 A∪ B 的示意图.

图  1. 1

并集的概念可以推广到任意多个的

情形.设有一族集合{ Aα|α∈Λ},其中 α

是在固定 � 脀指标集Λ中变化的 � 脀指标;则由一

切 Aα(α∈Λ)的所有元素所组成的集称

为这族集合的和集或并集,记为∪
α∈Λ

Aα,

它可表示为

∪
α∈Λ

Aα = { x|存在某个α∈Λ使 x∈ Aα}.

注意,按照集合的定义,重复出现在两个被加集中的元素在作

和时只能算一次.
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例 1  �Ai = { i},i= 1,2,3,⋯,则

∪
n

i = 1

Ai = {1,2,⋯, n},∪
∞

i = 1

Ai = {1,2,⋯, n,⋯}.

例 2  设 Aα = { x|α- 1 < x≤α},R 为全体实数,α∈R,则

∪
α∈ R

Aα = ( - ∞, + ∞).

例 3  设 Ai = x - 1 +
1
i
≤ x≤1 -

1
i
, i= 1,2,3,⋯,则

∪
∞

i = 1

Ai = ( - 1,1).

Ⅱ. 设 A、B 是任意两个集合.由一切既属于 A 又属于 B 的

元素组成的集合 C,称为 A 和 B 的 � �7积集或 � �7交集,简称为 � �7积或 � �7交,记

为 C = A∩ B.它可以表示为

图  1. 2

A∩ B = { x| x∈ A 且 x∈ B},如

图 1. 2 所示.

交的概念也可以推广到任意个

集合的情形.设{ Aα|α∈Λ}是任意集

族,其中α是指标,Λ是指标集;则由

一切同时属于每个 Aα(α∈Λ)的元

素所组成的集,称为这集族的积或交,记为∩
α∈Λ

Aα,它可以表示为

∩
α∈Λ

Aα = { x|对一切α∈Λ有 x∈ Aα}.

若∩
α∈Λ

Aα = ,说明 Aα 没有一个公共元素.

例 4  设 Ai = x 0≤ x < 1 +
1
i
, i= 1,2,3,⋯,则

∩
n

i = 1

Ai = x 0≤ x < 1 +
1
n
,∩
∞

i = 1

Ai = { x|0≤ x≤1}.

例 5  设 Ai = x i≤ x≤i+
3
2
,i = 1,2,3,⋯,则

∩
∞

i = 1

Ai = .
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例 6  �设 Ai = x -
1
i
< x <
1
i
, i= 1,2,3,⋯,则

∩
n

i = 1

Ai = x -
1
n
< x <
1
n
,∩
∞

i = 1

Ai = {0}.

关于集合的并和交显然有下面的事实.

定理 1  (1) A∪ B = B∪ A, A∩ B = B∩ A;( � 各交换律)

(2) A∪( B∪ C) = ( A∪ B)∪ C,

  A∩( B∩ C) = ( A∩ B)∩ C;
  ( � 诡结合律)

(3) A∩( B∪ C) = ( A∩ B)∪( A∩ C),

  A∩ ∪
α∈Λ

Bα =∪
α∈Λ

( A∩ Bα);
  ( � �:分配律)

(4) A∪ A = A, A∩ A = A.

证明  我们只证 A∩ ∪
α∈Λ

Bα = ∪
α∈Λ

( A∩ Bα).

先设 x∈ A∩ ∪
α∈Λ

Bα ,则 x∈ A 且有α0 ∈Λ,使 x∈ Bα
0
.

于是

x∈ A∩ Bα
0
�∪
α∈Λ

( A∩ Bα),

这证明了 A∩ ∪
α∈Λ

Bα �∪
α∈Λ

( A∩ Bα).

再证反过来的包含关系.设 x∈∪
α∈Λ

( A∩ Bα),则有 α0 ∈Λ,

使 x∈ A∩ Bα
0
,此即 x∈ A, x∈ Bα

0
,当然更有 x∈∪

α∈Λ

Bα.因此

x∈ A∩ ∪
α∈Λ

Bα .于是  ∪
α∈Λ

( A∩ Bα)� A∩ ∪
α∈Λ

Bα .

综合起来,便得等式成立.证毕.

定理 2  (1) ( A∩ B)� A�( A∪ B);

(2) 若 Aα� Bα,α∈Λ,

则 ∪
α∈Λ

Aα�∪
α∈Λ

Bα,∩
α∈Λ

Aα�∩
α∈Λ

Bα.

这可由定义直接推出.
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Ⅲ. 设 A、B 是任意两个集合,如果 C 是由一切属于 A 而不

属于 B 的元素所组成,则我们称集合 C 为 A 减 B 所得的 � 睹差集,

记为

C = A - B 或 C = A \ B.

它可以表示为

A - B = { x| x∈ A 但 xú B},

如图 1. 3 所示.注意,这里并不要求 A� B. 显然,一般说来,

图  1. 3

( A \ B)∪ B不见得等于 A.

从减法还可导出作余集的运算.设

S� A, 则 S \ A 表示 A 关于 S 的

� 納余集,记为 S A.如果没有必要标出 S,

也可简单地记为 A.

定理 3  (1) S S = , S = S;

(2) A∪ S A = S, A∩ S A = ;

(3) S ( S A) = A;

(4) A \ B = A∩ S B;

(5) 若 A� B,则 S A� S B;

(6) S ( A∪ B) = S A∩ S B, S ( A∩ B) = S A∪ S B,也可

推广为

S ∪
α∈Λ

Aα = ∩
α∈Λ

S Aα, S ∩
α∈Λ

Aα =∪
α∈Λ

S Aα.

定理中的(6)及其推广称为 � 腗德摩根( De M organ)公式.这是一

个很有用的公式,它使我们能通过余集运算把并集变为交集,把交

集变为并集.

证明  我们只证 S ∩
α∈Λ

Aα = ∪
α∈Λ

S Aα,其余留给读者自

证.设 x∈ S ∩
α∈Λ

Aα ,则 x∈ S,且 xú ∪
α∈Λ

Aα,于是,可知必存在
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某一α0∈Λ,有 xú Aα
0
,故 x∈ S Aα

0
,从而 x∈∪

α∈Λ
S Aα,这证

明了

S ∩
α∈Λ

Aα �∪
α∈Λ

S Aα.

反之,设 x∈∪
α∈Λ

S Aα,则存在某一个 α0 ∈Λ,使 x∈ S Aα
0
,即

x∈ S, xú Aα
0
.当然, xú ∩

α∈Λ

Aα,这意味着 x∈ S ∩
α∈Λ

Aα ,因而

∪
α∈Λ

S Aα� S ∩
α∈Λ

Aα .

由所得两方面的结果,便知等式成立.证毕.

有时依上下文,指标集 Λ不言自明,那么对集合的并及交

∪
α∈Λ

Aα 与∩
α∈Λ

Aα,在本书中也往往简写成∪
α

Aα 与∩
α

Aα.

Ⅳ. 设 A1 , A2 ,⋯, A n ,⋯是任意一列集.由属于上述集列中

无限多个集的那种元素的全体所组成的集称为这一集列的 � 颈上限集

或 � 繆上极限,记为 lim  
n→∞
An 或 lim

n→ ∞
sup An .它可表示为

lim  
n→ ∞
An = { x|存在无穷多个 A n,使 x∈ A n }.

读者不难证明: lim  
n→ ∞
A n = { x|对任意 N > 0, 存在一个 n,

n > N 使 x∈ An }.

对集列 A1 , A2 ,⋯, An ,⋯那种除有限个下标外,属于集列中

每个集的元素全体所组成的集称为这一集列的 � 脥下限集或 � 脥下极限,

记为 lim
n→ ∞
A n 或 lim

n→∞
inf A n ,它可表示为

lim
n→ ∞
A n = { x|当 n 充分大以后都有 x∈ An }.

显然 lim
n→ ∞
A n�lim  

n→ ∞
A n .

例 7  设 A n 是如下一列点集: �

A2 m + 1 = 0,2 -
1
2 m + 1
, m = 0,1,2,⋯
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A2 m = 0,1 +
1
2 m
, m = 1,2,3,⋯

我们来确定{ An }的上极限和下极限.

因为闭区间[0,1]中的点属于每个 An , n = 1,2,3,⋯,而对于

开区间 (1, 2) 中的 每个点 x, 必 存在自然数 N ( x), 使得 当

n > N( x)时,

1 +
1
2 n
< x≤2 -

1
2 n + 1
,

即当 n≥ N( x)时, xú A2 n,但 x∈ A2 n + 1 ,换句话说,对于开区间

(1,2)中的 x,具有充分大的奇数指标的集都含有 x,即{ An }中有

无限多个集合含有 x,而充分大的偶数指标的集都不含有 x,即

{ An }中不含 x 的集不会是有限个.又区间[0,2)以外的点都不属

于任何 A n ,因此

lim  
n→ ∞
A n = [0,2),   lim

n→ ∞
A n = [0,1].

例 8  设 A n = 0,1 +
1
n
, n = 1,2,3,⋯,类似于例 7 中的讨

论,可知 lim  
n→∞
An = lim

n→∞
An = [0,1].

例 9  设 A 2 n = ( x, y) 0≤ x≤2 n,0≤ y≤
1
2 n
, n = 1,2,⋯

A 2 n + 1 = ( x, y) 0≤ x≤
1
2 n + 1
,0≤ y≤2 n + 1 , n = 0,1, 2,⋯,

则

lim
n→ ∞
A n = {(0,0)},

lim  
n→ ∞
A n = {( x,0)| x≥0}∪{(0, y)| y≥0}.

集列{ An }的上极限和下极限都可以用 A n 的交和并来表示:

lim  
n→∞
An = ∩

∞

n = 1
∪
∞

m = n

A m , (1)
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lim
n→∞
An = ∪

∞

n = 1
∩
∞

m = n

A m . (2)

我们利用

lim  
n→ ∞
A n = { x|对任意的 N > 0,存在着 n > N,使得 x∈ An }

来证明(1)式.记 A = lim  
n→ ∞
A n, B = ∩

∞

n = 1
∪
∞

m = n

A m .设 x∈ A 则对任意

取定的 n,总有 m > n,使 x∈ A m ,即对任何 n,总有 x ∈∪
∞

m = n

A m ,

故 x∈ B.反之,设 x∈ B,则对任意的 N > 0 总有 x ∈ ∪
∞

m = N + 1

A m ,

即总存在 m ( m > N ),有 x ∈ A m ,所以 x∈ A,因此 A = B,即

lim  
n→ ∞
A n =∩

∞

n = 1
∪
∞

m = n

A m .

(2) 式可同样证明.

如果 lim  
n→ ∞
An = lim

n→ ∞
A n,则称集列{ A n } � 縤收敛,将这一集称为

{ An }的极限,记为 lim
n→ ∞
A n.如例 8 中的集列 0,1 +

1
n
( n = 1,2,

3,⋯)收敛于极限集[0,1].

Ⅴ. 单调集列.如果集列{ An }满足 A n � A n + 1 ( A n� An + 1 ),

n = 1,2,3,⋯,则称{ A n }为 � 掳增加( � 掳减少) � 掳集列.增加与减少的集列统

称为 � 胒单调集列.容易证明:单调集列是收敛的.如果{ An }增加,则

lim
n→ ∞
An = ∪

∞

n = 1

An ,如果{ A n }减少,则 lim
n→∞
An = ∩

∞

n = 1

A n .请读者

自证.

§3. 对等与基数

本节的主要任务是研究集合中元素的“个数”的概念.
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集合可分为两类———有限集合与无限集合,空集与只含有有

限多个元素的集合称为 � 读有限集,其余的称为 � 读无限集.如通常所认为

的那样,空集所含元素的个数为 0,而非空有限集的典型特性应该

是具有一个标志其元素个数的正整数,而确定非空有限集 A 中元

素个数的方法是把 A 中元素一个一个地“数”.这等于将 A 中各元

素按任一方式给它们编号: A = { a1 , a2 ,⋯, an },其中 i≠ k 时, ai

和 ak 是不同的元素.这样就把 A 和正整数列的某一截段 {1,

2,⋯, n}一对一地对应起来,最后对应的一个正整数 n 显然就是

A 的元素“个数”.由此不难推知,两个非空有限集合元素个数相同

的充要条件,是它们能够和正整数列的同一截段一一对应,而这又

等价于这两个集合彼此一一对应.我们打个比方.在一个大教室

里,如果每个人都有一个座位,而且每个座位上都有一个人,那么

我们根本不用一个一个地去“数”,便立刻知道教室中人数和座位

数是相同的.

上述的讨论虽然只适用于非空有限集,但是一一对应的思想

却不限于非空有限集.它将帮助我们把元素个数的概念推广到无

限集.

我们来严格叙述映射和一一对应的概念.

定义 1  设 A、B 为两个非空集合,如果有某一法则 φ,使每

个 x∈ A 有唯一确定的 y∈ B 和它对应,则称 φ � �&为 A 到 B 内的

� 缕映射,记为

φ: A B.

当映射 φ使 y 和 x 对应时, y 称为 x 在映射φ下的 � ��像,记作

y = φ( x),也可表示为

φ: x| y.

对于任一固定的 y,称适合关系 y = φ( x)的 x 的全体是元素 y 在

φ之下的 � 茐原像.集合 A 称为映射φ的 � 茐定义域,记为 D(φ).设 C 是

A 的子集, C 中所有元素的像的全体,记为 φ( C),称它是集 C 在

φ之下的 � 鞘像.φ( A)称为映射φ的 � 鞘值域,也记为 R(φ).
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如果φ( A) = B,就称 φ � �!是 A 到 B 上的映射,也称映射 φ是

“到上”的.

显然,如果 φ是由 A 到 B 上的映射,它一定也是 A 到 B 内的

映射,但其逆一般不真.

特别地,如果值域 B 是一数集(实数集或复数集),映射φ就是

定义在集 A 上的函数.如果 A、B 都是数集,它们之间的映射就是

数学分析中研究的函数了.由此可见,映射概念是函数概念的推广.

容易验证:φ ∪
∞

i = 1
Ai =∪

∞

i = 1
φ( Ai),φ ∩

∞

i = 1
Ai �∩

∞

i = 1
φ( Ai ),

当 φ如下面定义 2 所说,后一式中�可换成 = 号.

定义 2  设 φ为 A 到 B 上的一个映射.如果对每个 y∈ B,只

有唯一的 x 满足φ( x) = y,则称 φ为 A 到 B 上的 � �;一一映射,也称

� ��一一对应,有时写作 1—1 对应,也记为 A
1—1

φ
B.

显然任何一个严格单调的函数都可以看成它的定义域到值域

中的 1—1 对应.又如[0,1)上的函数

f( x) =
1, 当 x = 0,  

x, 当 0 < x < 1

是[0,1)到(0,1]上的 1—1 映射.

定义 3  设 φ为 A 到 B 上的一一映射,作 B 到 A 的映射如

下:如果φ: x| y,令 ψ: y| x.由于 φ是一一映射,因此 ψ

确实使唯一 x 与 y 相对应,即 ψ是映射.我们称ψ是φ的 � 胘逆映射,

记 ψ为φ
- 1
,并且

φ
- 1
: B
1—1
A.

逆映射是反函数概念的推广.一个严格单调函数 f( x)的反

函数 f
- 1
( x)可以看成映射 f( x)的逆映射.

定义 4  设 A、B 是两个非空集合.如果存在某 φ: A
1—1
B,

则称 A 和 B � 侨对等,记为 A～ B.此外约定 ～ .
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例 1  我们可给有限集合一个不依赖于元素个数概念的定

义:集合 A 称为有限集合,如果 A = 或者 A 和正整数的某截段

{1,2,⋯, n}对等.

例 2  {正奇数全体}和{正偶数全体}对等.事实上,只要令

φ( x) = x + 1即可.

例 3  {正整数全体}～{正偶数全体}.这只须令 φ( x) = 2 x,

x 是正整数.

例 4  区间(0,1)和全体实数 R 对等,只需对每个 x∈(0,1),

令 φ( x) = tan πx -
π
2
.

例 5  设 A 与 B 是两个同心圆周上的点集(图 1. 4),显然

图  1. 4

A～ B.事实上,对 A 上每一点 x 与同心圆的圆

心的连线与 B 交且只交一点.值得注意的是,若

将此两圆周展开为直线时,则此两线段的长度

并不相同.这告诉我们,一个较长的线段并不比

另一个较短线段含有“更多的点”.例 4 还表明,

无限长的线段也不比有限长的线段有“更多的

点”.

例 3 和例 4 说明,一个无限集可以和它的一个真子集对等(可

以证明,这一性质正是无限集的特征,常用来作为无限集的定义).

这一性质对有限集来说是不能成立的.由此可以看到无限集与有

限集之间的深刻差异.

对等关系显然有以下性质:

定理 1  对任何集合 A、B、C,均有

(1) ( � �6反射性)  A～ A;

(2) ( � 咆对称性)  A～ B  则 B～ A;

(3) ( � 苳传递性)  A～ B, B～ C 则 A～ C.

定理 2  设{ A n }和{ Bn }为两集列.集列{ An }中任何两个集不

相交,集列{ Bn }中的集亦两两不相交,即

·61·



A n′∩ An″ = , Bn′∩ Bn″ =  (当 n′≠ n″),如果 An ～ Bn

( n = 1,2,3,⋯),则

∪
∞

n = 1

An～∪
∞

n = 1

Bn .

证明可由定义直接得出.

根据定理 1,我们可把彼此对等的集合归做一类.这样任何集

合必定属于某一类.我们把两个彼此对等的集合称为具有相同的

� 簭基数(亦称 � 簭势、 � 簭浓度),用 A 表示集合 A 的基数.

注  基数的概念可以看作有限集合中所含元素个数的推广.要对基数下

一个精确的定义是一件相当复杂的事情.上面我们只是作了通俗的说明.严

格的定义需要很多的准备知识,下面是一个大致的描述.对于一个集合 A,

我们考虑所有与 A 对等的集合所构成的类.公理集合论允许我们从每一个

这样的类中按确定的方式选出一个代表(即所谓 � 綃良序集———依某种意义排好

了次序的集),我们就把这个代表定义为这一类中各个集合的基数,记它为

A.可以证明,在这样的定义下,保证了

(1) 对任何集合 A, B, A = B,当且仅当 A～ B;

(2) 当 A 为非空有限集时, A 一定能和正整数列{1,2,⋯, n,⋯}中的一

个截段{1,2,⋯, n}相对应,而{1,2,⋯, n}就是一个良序集,可以作为 A 所

在的那个类的代表.

又由于{1,2,⋯, n}正好是正整数 n 以前的那一段,也可以简单地用 n

来表示,于是 A = {1,2,⋯,n}也可以用正整数 n来标志,这就把有限集的基

数和通常的个数概念统一起来了,而对无限集来说, A 当然就是通常元素个

数概念的推广.

定义 5  设 A、B 是两个集合,如果 A 不和 B 对等,但存在 B

的真子集 B
*
,有 A～ B

*
,则称 A 比 B 有 � 臎较小的基数(或 B 比 A

有 � 臠较大的基数)并记为 A < B(或 B > A).

自然,我们要提出问题:任给两个集合 A、B,在

A < B, A = B, A > B

中是否必有一个成立且只有一个成立呢 ? 回答是肯定的.但是第

一个问题的论证较为复杂,不能在此讨论,我们研究第二个问题.
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定理 3(伯恩斯坦 Bernstein 定理)  设 A、B 是两个非空集

合.如果 A 对等于 B 的一个子集, B 又对等于 A 的一个子集,那

么 A 对等于 B.

注  利用基数的说法是:设 A≤ B, B≤ A 则 A = B.

证明  由假设,存在 A 到 B 的子集 B1 上的1—1 映射φ1 及 B

到 A 的子集 A1 上的 1—1 映射 φ2 .因为 B1 � B,记 A2 = φ2 ( B1 ).

显然 φ2 是 B1 到 A2 上的一一映射,即

A～
φ
1

B1～
φ
2

A2 ,

并且 A2� A1 .作映射φ1 和 φ2 的复合映射φ如下:当 x∈ A 时,

φ( x) = φ2 (φ1 ( x)).那么 φ实现了 A 到 A2 上的一一对应.因为

A 1 是 A 的子集, A3 = φ( A1 )是 A2 的子集,所以

A 1～
φ

A3 ,

并且 A3 � A2 .(图 1. 5)

图 1. 5  Bernstein 定理证明示意图

照这样进行下去,我们得到一列子集:

A1� A2� A3 �⋯� A n�⋯.

于是在同一个映射φ之下,有 �

A～ A2 ～ A4 ～⋯;

A1～ A3～ A5 ～⋯.

这样我们可以把 A 分解为一系列互不相交的子集的并:
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A �= ( A - A1 )∪ A1 = ( A - A1 )∪( A1 - A2 )∪ A 2

= ( A - A1 )∪( A1 - A2 )∪( A2 - A3 )∪⋯∪ D,

其中 D = A∩ A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩⋯.

类似地, A1 = ( A1 - A2 )∪( A2 - A3 )∪( A3 - A4 )∪⋯∪ D1 ,

其中 D1 = A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩⋯.

易知 D = D1 ,所以 D～ D1 .又因为映射 φ是一一映射,容易

看出:

A - A1～ A2 - A3 ,

A1 - A2～ A3 - A4 ,

⋯,

An - An + 1～ An + 2 - An + 3 ,

⋯.

显然,我们可以把 A 及 A1 的上述分解写成

A = D∪( A - A1 )∪( A1 - A2 )∪( A2 - A3 )∪( A3 - A4 )∪⋯,

A1 = D∪( A2 - A3 )∪( A1 - A2 )∪( A4 - A5 )∪( A3 - A4 )∪⋯.

它们的对应项在映射 φ之下是对等的,因而由定理 3, 有

A～ A 1 .而 A1～ B,所以 A～ B.证毕.

注意,这一定理给我们提供了一个判定两个集合对等的有力

工具.作为定理的应用,我们可证明如下结论.设 A� B� C,且

A～ C,则 A～ B～ C.事实上,由假设知

B～ C
*
� C 及 C～ B

*
� B,

再由伯恩斯坦定理知 B～ C,从而 A～ B,故 A～ B～ C.

§4. 可数集合

在本节中我们将较详细地讨论无限集合中最简单同时也是最

常见的一类集合.

非空有限集合既然是那些和正整数列某一截段{1,2,⋯, n}
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对等的集合,那么,在无限集合中首先受到重视的当然是那些和全

体正整数所成之集合对等的集合了(正整数列本身就是这种

集合).

定义 1  凡和全体正整数所成之集合 N 对等的集合都称为 � ��可

� 溉数集合或 � 腑可列集合.

由于 N 可按大小顺序排成一无穷序列:

1,2,3,⋯, n,⋯,

因此,一个集合 A 是可数集合的充要条件为: A 可以排成一个无

穷序列:

a1 , a2 , a3 ,⋯, an ,⋯.

可数集合是无限集合,那么它在一般无限集合中处于什么地

位呢 ?

定理 1  任何无限集合都至少包含一个可数子集.

证明  设 M 是一个无限集,因 M ≠ ,总可以从 M 中取一

元素记它为 e1 ,由于 M 是无限集,故 M - { e1 }≠ ,于是又可以

从 M - {e1 }中取一元素,记它为 e2 ,显然 e2∈ M 且 e1 ≠e2 ,设已

从 M 中取出 n 个这样的互异元素 e1 , e2 ,⋯, en ,由于 M 是无限

集,故 M - {e1 , e2 ,⋯, en }≠ ,于是又可以从 M - {e1 , e2 ,⋯, en }

中取一元素,记它为 en + 1 ,显然 en + 1∈ M 且和 e1 , e2 ,⋯, en 都不相

同,这样由归纳法,我们就找到 M 的一个无限子集{ e1 , e2 , e3 ,⋯,

en ,⋯},它显然是一个可数集.证毕.

这定理说明可数集的一个特征:它在所有无限集中有最小的

基数.

下面的定理告诉我们可数集有怎样的子集.

定理 2  可数集合的任何无限子集必为可数集合,从而可数

集合的任何子集或者是有限集或者是可数集.

证明  设 A 为可数集而 A
*
是 A 的一个无限子集,则由于

A
*
是 A 的子集,有 A

*
≤ A,又由于 A

*
是无限集合,而 A 是可数
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集,依定理 1 有 A
*
≥ A,因此按伯恩斯坦定理就有 A

*
= A.即

A
*
也是可数集.证毕.

下面我们来研究由可数集出发通过加法运算可产生什么样的

集合 ?

定理 3  设 A 为可数集, B 为有限或可数集,则 A∪ B 为可

数集.

证明  (1) 先设 A∩ B = .

由于可数集总可排成无穷序列,不妨设 A = { a1 , a2 ,⋯}, B =

{ b1 , b2 ,⋯, bn }(当 B 有限时)或 B = { b1 , b2 ,⋯, bn ,⋯}(当 B 可

数时).由于当 B 有限时( B 排在前, A 排在后),

A∪ B = { b1 , b2 ,⋯, bn, a1 , a2 ,⋯};

又当 B 可数时(交错排列),

A∪ B = { a1 , b1 , a2 , b2 ,⋯, an , bn ,⋯}.

可见 A∪ B 总可以排成无穷序列,从而是可数集.

(2) 一般情形

此时,令 B
*
= B - A,则 A ∩ B

*
= , A∪ B = A∪ B

*
,但

B
*
作为 B 的子集仍为有限或可数集(定理 2),这样就归结到(1)

的情形了.证毕.

推论  设 Ai(i = 1,2,⋯, n)是有限集或可数集,则∪
n

i = 1

Ai 也

是有限集或可数集,但如果至少有一个 Ai 是可数集,则∪
n

i = 1

Ai 必

为可数集.

定理 4  设 Ai (i = 1,2,3,⋯)都是可数集,则∪
∞

i = 1

Ai 也是可

数集.

证明  (1) 先设 Ai∩ Aj = ( i≠j).

因 Ai 都是可数集,故可置
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�

A1 = { a11 ,→a1 2 , a13 ,→ a14 ,⋯},
   ↙  ↗  ↙
A2 = { a21 , a22 , a2 3 , a24 ,⋯},
   ↓↗  ↙
A3 = { a31 , a32 , a3 3 , a34 ,⋯},
    ↙
A4 = { a41 , a42 , a4 3 , a44 ,⋯},
   ↓
⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯.

照箭头顺序可将∪
∞

i = 1

Ai 排成:

∪
∞

i = 1

Ai = { a1 1 , a12 , a21 , a31 , a2 2 , a13 , a14 ,⋯}.

因此,∪
∞

i = 1

Ai 是可数集.

注意,上面的证明当部分(不是全部) Ai 是有限集时仍可适用.

(2) 一般情形

令  A
*
1 = A1 , A

*
i = Ai - ∪

i- 1

j = 1

Aj  (i≥2),则 A
*
i ∩ A

*
j =

(当 i≠j时),且∪
∞

i = 1

Ai = ∪
∞

i = 1

A
*
i .

今 A
*
i 都是有限集或可数集(定理 2),如果只有有限个 A

*
i

不为空集,则由定理 3 的推论,∪
∞

i = 1

A
*
i 为可数集(因至少 A

*
1 =

A 1 为可数集),如果有无限多个(必为可数个) A
*
i 不为空集,则由

(1)末之注意,∪
∞

i = 1

A
*

i 也是可数集,故在任何场合∪
∞

i = 1

Ai 都是可

数集.证毕.

今后我们用 a(或 0 )表示可数集的基数,则当 Ai 均为可数集

合时,定理 3 的推论可简记为:

n·a = a + a + ⋯ + a
n个

= a;
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而本定理的结论就可简记为:

a·a = a + a + ⋯ + a + ⋯
可数个

= a.

定理 5  有理数全体成一可数集合.

证明  设 Ai =
1
i
,
2
i
,
3
i
,⋯  ( i= 1,2,3,⋯),则 Ai 是可

数集,于是由定理 4 知全体正有理数成一可数集 Q
+
= ∪
∞

i = 1

Ai,因

正负有理数通过φ( r) = - r,成为 1—1 对应,故全体负有理数成

一可数集 Q
-
,但有理数全体所成之集合 Q = Q

+
∪Q
-
∪{0},故由

定理 3 的推论知 Q 为可数集.证毕.

应该注意,有理数在实数中是处处稠密的,即在数轴上任何小

区间中都有有理数存在(并且有无穷多个).尽管如此,全体有理数

还只不过是一个和那样稀疏分布着的正整数全体成为 1—1 对应

的可数集.这个表面看来令人难以置信的事实,充分说明了要判断

一个集合是否可数时应该特别加以小心.

定理 6  若 A 中每个元素可由 n 个互相独立的记号一对一地

加以决定,各记号跑遍一个可数集

A = { ax
1
, x
2
, ⋯, x
n
}  ( xk = x

( 1)
k , x

(2 )
k ,⋯; k = 1,2,⋯, n),

则 A 为可数集.

证明  用数学归纳法予以证明.

若 n = 1,则定理显然为真.今假设当 n = m 时定理是真的,

由此证明当 n = m + 1 时亦真.

设 mA = { ax
1
, x
2
,⋯ , x
m
, x
m + 1
},

A 中满足 x m + 1 = x
( i)

m + 1的元素,记其全体为 Ai,则由假定

Ai = { ax
1
, x
2
,⋯ , x
m
, x
(i)
m + 1
}

为一可数集,而

A = ∪
∞

i = 1

Ai,
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所以 A 是可数集.证毕.

例 1  平面上坐标为有理数的点全体所成的集为一可数集.

例 2  元素( n1 , n2 ,⋯, nk )是由 k 个正整数所组成的,其全

体成一可数集.

例 3  整系数多项式

a0 x
n
+ a1 x

n - 1
+ ⋯ + an - 1 x + an

的全体是一可数集.

事实上,先固定 n,由定理 6,整系数的 n 次多项式的全体是

一可数集,再用定理 4 即得.

每个多项式只有有限个根,所以得下面的定理.

定理 7  代数数的全体成一可数集.

(所谓代数数,乃是整系数多项式的根).

例 4  设 A 是一个无穷集合,则必有 A
*
� A,使 A

*
～ A,而

A - A
*
可数.

证明  由于 A 是一个无穷集合,所以含有一个可数子集 B.

设 B = { a1 , a2 , a3 ,⋯}.令 }

B1 = { a1 , a3 , a5 ,⋯},

B2 = { a2 , a4 , a6 ,⋯},

则 B = B1∪ B2 , B1 ∩ B2 = 且 B1 , B2 均为可数集.令

P = A - B, A
*
= B2∪ P,

则  A = B∪ P 且 A - A
*
= B1 是可数集.又因 B2 也是可数集,

所以 B～ B2 .由 P∩ B2 = , B∩ P = ,所以

A
*
= B2∪ P～ A = B∪ P.证毕.

利用无限集具有可数子集及可数集性质证明集合对等是一种

常用的技巧.

§5. 不可数集合

到目前为止,在无限集合中我们只讨论了可数集,是不是无限
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集合全都是可数集合呢 ? 如果真是这样的话,那么所有无限集合

将只能具有同一的基数,而基数概念的引进也将没有什么意义了.

下面我们将看到事实并非如此.

不是可数集合的无限集合我们称为 � ��不可数集合.

定理 1  全体实数所成之集合 R 是一个不可数集合.

证明  由§3 例 4 知 R～(0,1),我们只要证明(0,1)不是可

数集就好了.首先(0,1)中每一个实数 a 都可以唯一地表示为十

进位无穷小数:

a = 0. a1 a2 a3⋯ = ∑
∞

n = 1

an
10
n

的形式,其中各 an 是 0,1,⋯,9 中的一个数字,不全为 9,且不以 0

为循环节,我们称实数的这种表示为一个正规表示.①反之,每一

个上述形式的无穷小数都是(0,1)中某一实数的正规表示.

现用反证法:假设(0,1)中的全体实数可排列成一个序列

(0,1) = { a
( 1)
, a
( 2)
, a
( 3)
,⋯}.

将每个 a
( n)
表示成正规的无穷小数: Y

a
(1 )
= 0. a

(1)
1 a
( 1)
2 a
(1)
3 ⋯,

a
(2 )
= 0. a

(2)
1 a
( 2)
2 a
(2)
3 ⋯,

a
(3 )
= 0. a

(3)
1 a
( 3)
2 a
(3)
3 ⋯,

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯.

现在设法在(0,1)中找一个与所有这些实数都不同的实数.为

此利用对角线上的数字 a
( n)
n ( n = 1,2,⋯)作一个无穷小数如下:

0. a1 a2 a3⋯,其中 an =
1, 如果 a

( n)

n ≠1,

2, 如果 a
( n)
n = 1.

 

  ①  类似 地可 定义 p 进 位无 穷小 数 0. a1 a2 a3 ⋯ = ∑
∞

n = 1

an
pn
, 其中 p 为正 整数

(≥2), an 取 0,1,2,⋯, p - 1.特别二进位小数在计算机科学中经常用到.类似地,可定

义(0,1)区间中数的 p 进位正规表示,并且(0,1)中的数与它的 p 进位正规表示之间是

一一对应的.
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则此无穷小数既不全是 9,也不以 0 为循环节,因此必是(0,1)中

某一实数 a 的正规表示,但从这个无穷小数的作法可知,它与每

一个 a
( n)
的正规表示都不同(因为至少第 n 位小数不同),因此

a≠ a
( n)
( n = 1,2,3,⋯),从而(0,1)≠{ a

(1 )
, a
(2 )
, a
(3 )
,⋯},与假

设矛盾.因此(0,1)是不可数集合.证毕.

推论 1  若用 c表示全体实数所成集合 R 的基数,用 a 表示

全体正整数所成集合 N 的基数,则 c > a.

以后称 c为 � 簫连续基数.( c有时记为 ).

定理 2  任意区间( a, b),[ a, b),( a, b],(0,∞),[0,∞)均

具有连续基数 c.(这里 a < b)

定理 3  设 A1 , A2 ,⋯, A n,⋯是一列互不相交的集合,它们

的基数都是 c,则∪
∞

n = 1

An 的基数也是 c.

证明  设 In = [ n - 1, n),则 In ∩ Im =  ( m ≠ n),但

In = c( n = 1,2,3,⋯),故 In～ An ( n = 1,2,3,⋯),从而

∪
∞

n = 1

An～∪
∞

n = 1

In = [0,∞),

于是由定理 2 即得.证毕.

定理 4  实数列全体 E∞的基数是 c.

证明  记 B 为 E∞中适合 0 < xn < 1  ( n = 1,2,⋯)的点{ x1 ,

x2 ,⋯, xn ,⋯}的全体.设 x∈ B, x = { x1 , x2 ,⋯, xn ,⋯},作映射φ:

φ( x) = tan x1 -
1
2
π,tan x2 -

1
2
π,⋯,tan xn -

1
2
π,⋯ .

显然, B 到 E∞ 上的映射φ是一对一的.我们只须证明 B 的势

是 c.

事实上,首先把(0,1)中任何 x 与 B 中点

x = { x, x, x,⋯}

对应,就知道(0,1)对等于 B 的一个子集.

反之,对 B 中的任何 x = { x1 , x2 ,⋯, xn ,⋯}按十进位无限小
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数表示 xn 有 _

x1 = 0. x11 x12⋯ x1 n⋯,

x2 = 0. x21 x22⋯ x2 n⋯,

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯,

xn = 0. xn1 xn2⋯ xn n⋯,

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

由上述一列数 x = { xn }∈ B,作一小数ψ( x):

ψ( x) = 0. x11 x12 x21 x31 x22 x13 x1 4 x2 3⋯

显然 ψ( x)∈(0,1)而且当 x≠ y 时,ψ( x)≠ψ( y).由映射 ψ, B

也对等于(0,1)的一个子集.所以由伯恩斯坦定理得 B～(0,1),定

理证毕.

设 n 为一个正整数,称由 n 个实数 x1 , x2 ,⋯, xn ,按确定的

次序排成的数组( x1 , x2 ,⋯, xn )全体称为 � ��n 维欧几里得空间①,

记为 R
n
,每个组( x1 , x2 ,⋯, xn )称为 � 九欧几里得空间的点.又 xi 称

为点( x1 , x2 ,⋯, xn )的 � 縮第 i个坐标.

定理 5  n 维欧几里得空间 R
n
的基数为 c.

证明  如将 R
n
中点( x1 , x2 ,⋯, xn )对应于 E∞ 中点( x1 ,

x2 ,⋯, xn,0,⋯,0,⋯)时,就知道 R
n
对等于 E∞的子集.如果再将

R
1
中点 x 对应 R

n
中点( x,0,⋯,0)时,又知道 R

1
对等于 R

n
的

一个子集.所以由伯恩斯坦定理知道R
n
= c.证毕.

推论 2  设有 c个(c 表示连续基数)集的并集,若每个集的基

数都是 c,则其和集的基数也是 c.

事实上,对于每一个被加的集使与平面 xOy 上平行于 Ox 轴

的直线上点的集做成一一对应,也就得到所述的并集与平面 xOy

上点的集做成了一对一的对应.

定理 3 及推论 2,可用记号简写如下:
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c + c+ ⋯ = c·a = c, c·c = c.

由于我们已经证明任意 n 维的欧氏空间中所有的点也不过

作成一个基数为 c的集,似乎又产生了一个新的问题,即有没有一

个集合 M ,它有比 c还大的基数呢 ? 下面的定理圆满地解答了这

个问题.

定理 6  设 M 是任意的一个集合,它的所有子集作成新的集

合μ,则μ> M .

证明  我们先证明μ不能与 M 对等.假设不然,即μ～ M ,则

对应于每一α∈ M ,都应有 M 的一子集 Mα 与之对应.现在我们

将 M 中所有那样的α,它使αú Mα 的,作成一集 M
1
,则 M

1
� M ,

所以 M
1
∈μ,从而应有 M 中元素α

1
与之对应.若 α

1
∈ M

1
,则与

M
1
之定义矛盾.因 M

1
是由那些 αú Mα 的α作成的,可见

α
1
ú M

1
.但是如果 α

1
ú M

1
,那么由 M

1
的定义,α

1
又应该属于

M
1
,因为 M

1
是包括了所有 αú Mα 的α的.这就产生了矛盾,因

而 M 不对等于μ.至于 M 对等于μ的一个子集,则是显然的事

实,因为那些只含一个元素的子集自然是作成一个对等于 M 的μ

的子集.证毕.

定理 6 告诉我们没有一个最大的基数,从而无限集合的不同

基数也有无限之多.

设集合 A 的基数为α,我们记 A 的子集的全体所成的集族的

基数为 2
α
.定理 6 告诉我们 2

α
> α.

例 1  2
a
= c.

证明  令 N 为全体正整数所成的集合.分别记 N 的所有子

集,所有有限子集,所有无限子集所成的集族为 A, A0 和 A∞ ,则

A = A 0∪ A∞ , A0 ∩ A∞ = .

对于任意的 B∈ A∞ ,令 φ( B) = ∑
k∈ B

1
2
k ,那么 φ是一个从 A∞

到(0,1]上的一对一的对应.故 A∞ = c.另一方面,可证 A0 = a(留
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作习题,见本章习题 16).因此 A = c,即 2
a
= c.证毕.

用级数把一个集合和数对应起来以求基数是一种巧妙而常用

的方法.

此外还应注意,在比较两个集合的基数的大小时,如下的简单

命题十分有用:

设 A 和 B 为两个集合,如果存在一个从 A 到 B 中的一对一

对应,则 A≤ B;如果存在一个从 A 到 B 上的对应,则 A≥ B.

例 2  设 A, B 为两个集合,如果 A∪ B = c,则 A = c或 B = c.

证明  由于 R
2
= c,所以,我们不妨设 A∪ B = R

2
.显然

A≤ A∪ B = c, B≤ A∪ B = c.

令 A
*
= { x∈R|存在 y∈R,使( x, y)∈ A}, B * = { y∈R|存在

x∈R,使( x, y)∈ B}.显然 A
*
�R, B * �R,这里 R 为全体实数所

成之集.如果 A < c 且 B < c,则 A
*
≠R 且 B * ≠R.取ξ∈R \ A

*
,

η∈R \ B * ,则(ξ,η)∈R
2
= A∪ B.另一方面,(ξ,η)ú A且(ξ,η)ú

B,故(ξ,η)ú A∪ B.矛盾.因此 A = c或 B = c.证毕.

求低维空间中集合的基数放到高维空间中讨论往往会使问题

既直观并得到解决.

第一章习题

1. 证明: A∪( B∩ C) = ( A∪ B)∩( A∪ C).

2. 证明:

(1) A - B = A - ( A∩ B) = ( A∪ B) - B;

(2) A∩( B - C) = ( A∩ B) - ( A∩ C);

(3) ( A - B) - C = A - ( B∪ C);

(4) A - ( B - C) = ( A - B)∪( A∩ C);

(5) ( A - B)∩( C - D) = ( A∩ C) - ( B∪ D);

(6) A - ( A - B) = A∩ B.

3. 证明:( A∪ B) - C = ( A - C)∪( B - C);

A - ( B∪ C) = ( A - B)∩( A - C).
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4. 证明:
S ∪
∞

i = 1

Ai = ∩
∞

i= 1
S
Ai.

5. 证明:

(1) ∪
α∈Λ
Aα - B = ∪

α∈Λ
( Aα - B);

(2) ∩
α∈Λ
Aα - B = ∩

α∈Λ
( Aα - B).

6. 设{ A n }是一列集合,作 B1 = A1 , Bn = A n - ∪
n- 1

v = 1

A v , n > 1.证明

{ B n}是一列互不相交的集,而且∪
n

v = 1

A v = ∪
n

v = 1

Bv ,  1≤ n≤∞.

7. 设 A 2 n - 1 = 0,
1
n
, A2 n = (0, n), n = 1,2,⋯,求出集列{ An }的上限

集和下限集.

8. 证明:lim
n→∞
An = ∪

∞

n = 1
∩
∞

m = n

A m .

9. 作出一个( - 1,1)和( - ∞, + ∞)的 1—1 对应,并写出这一对应的解

析表达式.

10. 证明:将球面去掉一点以后,余下的点所成的集合和整个平面上的

点所成的集合是对等的.

11. 证明:由直线上某些互不相交的开区间作为集 A 的元素,则 A 至多

为可数集.

12. 证明:所有系数为有理数的多项式组成一可数集.

13. 设 A 是平面上以有理点(即坐标都是有理数)为中心,有理数为半

径的圆的全体,则 A 是可数集.

14. 证明:增函数的不连续点最多只有可数多个.

15. 试找出使(0,1)和[0,1]之间 1—1对应的一种方法.

16. 设 A 是一可数集合,则 A 的所有有限子集作成的集合亦必可数.

17. 证明:[0,1]上的全体无理数作成的集合其基数为 c.

18. 若集 A 中每个元素,由互相独立的可数个指标所决定,即 A =

{ ax
1
x
2
x
3
⋯ },而每个 xi 取自一个基数为 c的集,则 A 的基数也是 c.

19. 若∪
∞

n = 1

A n 的基数为 c,证明:存在 n0 ,使 A n
0
的基数也是 c.

20. 记每项取值为 0或 1的数列全体所成的集合为 T,求证 T的基数为 c.
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第二章  点 集

  第一章叙述了集合的概念及其运算.那里的集合只提到其中

的元素,以及元素的个数(有限、可数无限、不可数无限等等),没有

涉及集合各个元素之间的关系.但是,数学需要处理的集合,其元

素之间存在着某种关系,也就是说,集合内部有一种结构.例如,对

于全体实数组成的集合,我们不仅考虑一个个的实数,而且要度量

彼此间的距离,以及研究实数间的运算等等.距离就是一种结构.

大家知道,有了两点之间的距离,就可以构成区间,定义邻域,于是

就可以研究集合上函数的极限、连续、可导等等.因此,能够度量元

素间距离的集合,是数学研究的重要对象.这一章,我们就是要考

察这样的空间———度量空间(也称之为距离空间).由于我们研究

的函数往往定义在一维的实数直线,以及 n 维的欧氏空间 R
n
之

中,而其中的元素称为“点”,并且两点之间有距离,所以习惯上把

集合中元素间有某种关系、集合内有某种结构的集合,叫做空间或

者点集.

当然,度量空间不会限于数集和欧氏空间,区间[ a, b]上连续

函数的全体也构成度量空间.把朴素的欧氏空间推广到更一般的

空间,扩大数学视野,形成一般的抽象空间的观念,是本章的

任务.   

§1. 度量空间,n维欧氏空间

让我们回忆数学分析中的极限概念.我们定义数列{ xn }的极

限是 x,要用绝对值| xn - x|来表示 xn 和 x 的接近程度.如果我
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们将实数直线 R 上任何两点 a 和 b之间的距离 d( a, b)用| a - b|

加以表示,那么所谓 R 中数列{ xn }收敛于 x,就意味着 xn 和 x 之

间的距离随 n→∞而趋于 0,即

lim
n→ ∞
d( xn , x) = 0.

这使我们想到,在一般的点集 E 中如果也有“距离”,那么在点集

E 中也可借这一距离定义极限,这对研究集合的性质将是极重要

的工具.那么,究竟什么是距离呢 ?

设 X 是一个集合,若对于 X 中任意两个元素 x, y,都有唯一

确定的实数 d( x, y)与之对应,而且这一对应关系满足下列条件:

1°d( x, y)≥0, d( x, y) = 0 的充要条件为 x = y;

2°d( x, y)≤ d( x, z) + d( y, z),对任意 z 都成立,

则称 d( x, y)是 x, y 之间的 � �/距离,称( X, d)为 � �/度量空间或 � �/距离

� 轿空间. X 中的元素称为 � 轿点,条件 2°称为 � 轿三点不等式.

距离 d 有对称性,即 d( x, y) = d( y, x).实际上,在三点不

等式中取 z = x,并由条件 1°知

d( x, y)≤ d( x, x) + d( y, x) = d( y, x).

由于 x 和 y的次序是任意的,故同样可证 d( y, x)≤ d( x, y),这

就得到 d( x, y) = d( y, x).

如果( X, d)是度量空间, Y 是 X 的一个非空子集,则( Y, d)

也是一个度量空间,称为( X, d)的 � �3子空间.

下面我们只讨论欧氏空间 R
n
,对于其它度量空间的例子将在

第七章中给出.

对 R
n
中任意两点

x = (ξ1 ,ξ2 ,⋯,ξn ),  y = (η1 ,η2 ,⋯,ηn ),

规定距离

d( x, y) = ∑
n

i = 1

(ξi - ηi )
2

1
2

.

容易验证 d( x, y)满足距离的条件.首先,条件 1°显然是满足的.

现在验证条件 2°:
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由柯西(Cauchy)不等式

∑
n

i = 1

aibi
2

≤ ∑
n

i = 1

a
2
i ∑

n

i = 1

b
2
i ,

得到

∑
n

i = 1

( ai + bi )
2 [
= ∑
n

i = 1

a
2
i + 2∑

n

i = 1

aibi + ∑
n

i = 1

b
2
i    

≤∑
n

i = 1

a
2
i + 2 ∑

n

i = 1

a
2
i·∑

n

i = 1

b
2
i + ∑

n

i = 1

b
2
i

= ∑
n

i = 1

a
2

i + ∑
n

i = 1

b
2

i

2

.

令  z = (ζ1 ,ζ2 ,⋯,ζn ), ai = ζi - ξi, bi = ηi - ζi,则

ηi - ξi = ai + bi.

代入上面不等式即为三点不等式.

(R
n
, d)称为 � 兢n 维欧氏空间,其中 d 称为 � 兢欧几里得距离.

此外,在 R
n
中还可以用下面方法定义其他的距离: 2

ρ′( x, y) = max
i
|ξi - ηi|;

ρ″( x, y) = ∑
n

i = 1

|ξi - ηi|.

容易验证ρ′,ρ″也满足距离条件 1°和 2°.由此可知,在一个集合引

入距离的方法可以不限于一种.

下面我们将考察 R
n
中的极限、开集、闭集、紧集等一系列概

念,它们的基础都是邻域,而邻域则依靠距离即可作出.其实本章

的结论在一般度量空间中也都是成立的.这一点我们在第七章还

要涉及.

我们从定义邻域的概念开始.

定义 1  R
n
中所有和定点 P0 之距离小于定数δ> 0 的点的

全体,即集合

{ P| d( P, P0 ) < δ}
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称为点 P0 之δ � �!邻域,并记为 U( P0 ,δ). P0 称为 � �!邻域的中心,δ称

为邻域的 � 短半径.在不需要特别指出是怎样的一个半径时,也干脆说

是 P0 的一个邻域, 记作 U ( P0 ). 显 然, 在 R
1
, R
2
, R
3
中的

U( P0 ,δ),就是以 P0 为中心δ为半径的 � ��开区间, � ��开圆和 � ��开球.

容易证明邻域具有下面的基本性质:

(1) P∈ U ( P);

(2) 对于 U1 ( P)和 U2 ( P),存在 U3 ( P)� U1 ( P)∩ U 2 ( P);

(3) 对于 Q∈ U ( P),存在 U( Q)� U( P);

(4) 对于 P≠ Q,存在 U( P)和 U( Q),使 U( P)∩ U( Q) = .

定义 2  设{ Pn }为 R
m
中一点列, P0 ∈ R

m
,如果当 n→∞时

有 d( Pn, P0 )→0,则称点列{ Pn } � 辑收敛于 P0 .记为 lim
n→∞
Pn = P0 或

Pn→ P0 ( n→∞).用邻域的术语来说,就是:对于 P0 的任一邻域

U( P0 ),存在某个自然数 N,使当 n > N 时, Pn∈ U ( P0 ).

定义 3  两个非空的点集 A、B 的距离定义为

d( A, B) = inf
P ∈ A
Q ∈ B

d( P, Q).

定义 4  一个非空点集 E 的 � 繹直径定义为

δ( E) = sup
P∈ E
Q ∈ E

d( P, Q).

定义 5  设 E 为 R
n
中一点集,如果δ( E) < ∞,则称 E 为 � ��有

� �界点集(空集也作为有界点集).

显然, E 为有界点集的充要条件是存在常数 K,使对于所有的

x = ( x1 , x2 ,⋯, xn )∈ E,都有| xi|≤ K(i = 1,2,⋯, n).即存在常

数 K,对所有 x∈ E 有 d( x,0) < K,这里 0 = (0,0,⋯,0),称为 n

维空间的 � �,原点.

定义 6  点集{( x1 , x2 ,⋯, xn )| ai < xi < bi, i = 1,2,⋯, n}

称为一个 � 苪开区间( � 苪n 维),如将其中不等式一律换成 ai≤ xi≤ bi,

i= 1,2,⋯, n,或 ai < xi≤ bi, i= 1,2,⋯, n,则称之为一个 � ��闭区间

或 � 鞘左开右闭区间.当上述各种区间无区别的必要时,统称为 � 鞘区间,
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记作 I. bi - ai,i= 1,2,⋯, n 称为 I的第 i个“ � 秚边长”,∏
n

i = 1

( bi - ai)

称为 I的“ � 種体积”,记为| I|.

§2. 聚点,内点,界点

设 E 是 n 维空间 R
n
中的一个点集, P0 是 R

n
中的一个定点,

我们来研究 P0 与 E 的关系.现在有三种互斥的情形:

第一,在 P0 的附近根本没有 E 的点;

第二, P0 附近全是 E 的点;

第三, P0 附近既有 E 的点,又有不属于 E 的点.

针对这些情况我们给出下述定义:

定义 1  如果存在 P0 的某一邻域 U ( P0 ),使 U( P0 )� E,则

称 P0 为 E 的 � 緩内点;

如果 P0 是 E 的内点(这里余集是对全空间 R
n
来作的,即

E = R n E,以后仿此),则称 P0 为 E 的 � 葵外点;

如果 P0 既非 E 的内点又非 E 的外点,也就是: P0 的任一邻

域内既有属于 E 的点,也有不属于 E 的点,则称 P0 为 E 的 � 羄界点

或 � ��边界点.

上述三个概念中当然以内点最为重要,因为其他两个概念都

是由此派生出来的.

定义 2  设 E 是 R
n
中一点集, P0 为 R

n
中一定点,如果 P0

的任一邻域内部都含有无穷多个属于 E 的点,则称 P0 为 E 的一

个 � 臥聚点.

由聚点定义可知有限集没有聚点.

显然 E 之内点必为 E 之聚点,但 E 之聚点却不一定是 E 的

内点,因为还可能是 E 的界点.其次, E 之内点一定属于 E,但 E

的聚点则可以属于 E 也可以不属于 E.
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定理 1  下面的三个陈述是等价的:

(1) P0 是 E 的聚点;

(2) P0 的任一邻域内,至少含有一个属于 E 而异于 P0 的点;

(3) 存在 E 中互异的点所成点列{ Pn },使 Pn→ P0 ( n→∞).

证明  由(1)推出(2)及由(3)推出(1)是显然的,现证由(2)推

出(3).

由假定在 U ( P0 ,1)中至少有一点 P1 属于 E 而异于 P0 ,令

δ1 = min d( P1 , P0 ),
1
2
,则在 U( P0 ,δ1 )中至少有一点 P2 属于

E 而异于 P0 ,令 δ2 = min d( P2 , P0 ),
1
3
,则在 U ( P0 ,δ2 )中又

至少有一点 P3 属于 E 而异于 P0 ,这样无限继续下去,便得到点

列{ Pn },它显然满足要求.证毕.

再介绍一个派生的概念:

定义 3  设 E 是 R
n
中一点集, P0 为 R

n
中一定点,如果 P0

属于 E 但不是 E 的聚点,则 P0 称为 E 的 � 繄孤立点.

由定理 1 可知: P0 是 E 的孤立点的充分必要条件是:存在 P0

的某邻域 U( P0 ),使 E∩ U ( P0 ) = { P0 }.

由此又知: E 的界点不是聚点便是孤立点.

既然这样,所有 R
n
中的点,对 E 来说又可分为聚点,孤立点,

外点三种.故可列表如下:

R
n
中的点(对 E 来说)

内点,

界点,

外点

 或

聚点,

孤立点,

外点.

注意.对一个具体的点集 E 来说,上述任何分类中的三种点

不一定都出现.界点或聚点可以属于 E,也可以不属于 E.

根据上面引入的概念,对于一个给定的点集 E,我们可以考

虑上述各种点的集合,其中重要的是下面四种.

定义 4  设 E 是 R
n
中一个点集,有
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(1) E 的全体内点所成的集合,称为 E 的 � 禮开核,记为 E
。

;

(2) E 的全体界点所成的集合,称为 E 的 � 耳边界,记为�E;

(3) E 的全体聚点所成的集合,称为 E 的 � 窙导集,记为 E′;

(4) E∪ E′称为 E 的 � 窱闭包,记为 E.

闭包也可以表示为其他形式,例如:

E = E∪�E = E
。

∪�E = E′∪{ E 的全体孤立点}.

各种说法的本质在于: E 含且仅含 R
n
中所有这种点 P,在 P 的任

一邻域内都至少有一点属于 E.

由于闭包的这个特征,立刻可得闭包与开核的对偶关系:

E
。

= E, E = (
.

E)
。
.

定理 2  设 A� B,则 A′� B′, A
。

� B
。

, A� B.

定理 3  ( A∪ B)′= A′∪ B′.

证明  因 为 A � A ∪ B, B � A ∪ B, 故 从 定 理 2,

A′�( A∪ B)′, B′�( A∪ B)′从而

A′∪ B′�( A∪ B)′.

另一方面,假设 P∈( A∪ B)′,则必有 P∈ A′∪ B′.否则,若

Pú A′∪ B′,那么将有 Pú A′且 Pú B′.因而有 P 的某一邻域

U 1 ( P),在 U1 ( P)内除 P 外不含 A 的任何点,同时有 P 的某一邻

域 U 2 ( P),在 U 2 ( P)内除 P 外不含 B 的任何点,则由邻域基本性

质(3)知,存在 U 3 ( P)� U 1 ( P)∩ U 2 ( P),在 U3 ( P)中除 P 点外

不含 A∪ B 中的任何点,这与 P∈( A∪ B)′的假设矛盾.证毕.

例 1  设 A�R
1
为非空集,求证

i) 若 A 是孤立点集(即 A 的每一点都是 A 的孤立点),则

A≤ a.

ii) A \ A′≤ a.

iii) 若 A′≤ a,则 A≤ a.

证明  i) 由于 A 是孤立点集,所以对于任意的 x∈ A,存在
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δx > 0,使得( x - δx , x + δx )∩ A = { x},于是对于任意的 x,

y∈ A,当 x≠ y 时 x -
δx
2
, x +
δx
2
∩ y -
δy
2
, y +
δy
2
= .取有

理数 rx∈ x -
δx
2
, x +
δx
2
,(这里 x∈ A).令 φ( x) = rx ,则 φ是

一个从 A 到 Q(有理数全体)中的一一对应.故 A≤ a.

ii) A \ A′若非空必为孤立点集,由i)可知 A \ A′≤ a.

iii) 显然 A�( A \ A′)∪ A′.由已知条件 A′≤ a.由 ii)可知,

A \ A′≤ a,故 A≤ a.证毕.

下面的定理告诉我们什么时候 E′≠ .

定理 4(Bolzano - W eierstrass 定理)  设 E 是一个有界的无限

集合,则 E 至少有一个聚点.

证明方法与数学分析中在 R
1
与 R

2
时的证明相同,在此略

去,请读者自行给出.

定理 5  设 E≠ , E≠R
n
,则 E 至少有一界点(即�E≠ ).

证明留作习题.

§3. 开集,闭集,完备集

在本节中我们着重讨论两类特殊点集.

定义 1  设 E�R
n
,如果 E 的每一点都是 E 的内点,则称 E

为 � 眠开集.

例如整个空间 R
n
是开集,空集也是开集.又如在 R

1
中任意开

区间( a, b)是开集,[0,1)不是开集.在 R
2
中 E = {( x, y)| x

2
+ y
2
<

1}是一开集(但把它放在 R
3
中来看时,即看做 E = {( x, y, z)| x

2
+

y
2
< 1, z = 0}就不再是开集了).

定义 2  设 E� R
n
,如果 E 的每一个聚点都属于 E,则称 E

为 � 侨闭集.
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例如整个空间 R
n
是闭集,空集是闭集.又如在 R

1
中闭区间

[ a, b]是闭集,但[0,2)不是闭集.在 R
2
中 E = {( x, y)| x

2
+ y
2
≤1}

是闭集.再如任意的有限集合都是闭集.

开集、闭集利用开核、闭包等术语来说,就是:

E 为开集的充要条件是 E� E
。

,亦即 E = E
。

;

E 为闭集的充要条件是 E′� E(或�E� E).

今后开集常用字母 G 表示,闭集常用字母 F 表示.

定理 1  对任何 E� R
n
, E
。

是开集, E′和 E 都是闭集( E
。

称

为开核, E 称为闭包的理由也在于此).

证明  设 P∈ E
。

,由 E
。

的定义存在邻域 U ( P)� E,对于任

意的 Q∈ U( P),从邻域基本性质(3)可知,有 U ( Q )使 U( Q)�

U( P)� E.即 Q 是 E 的内点,故 U ( P)� E
。

,所以 P 是 E
。

的内

点,故 E
。

是开集.

其次证明 E′为闭集.设 P0∈( E′)′,则由§2 定理 1 的(2),在

P0 的任一邻域 U ( P0 )内,至少含有一个属于 E′而异于 P0 的点

P1 .因为 P1∈ E′,于是又有属于 E 的 P2∈ U( P0 ),而且还可以要

求 P2≠ P0 ,再利用§2 定理 1,即得 P0 ∈ E′.所以 E′是闭集.

最后证明 E 是闭集.因为 E = E∪ E′,由§2 定理 3,

( E)′= E′∪( E′)′� E′∪ E′= E′� E.

从而 E 是闭集.证毕.

定理 2(开集与闭集的对偶性)  设 E 是开集,则 E 是闭集;

设 E 是闭集,则 E 是开集.

证明  第一部分:设 E 是开集,而 P0 是 E 的任一聚点,那

么, P0 的任一邻域都有不属于 E 的点.这样, P0 就不可能是 E 的

内点,从而不属于 E(因 E 是开集),也就是 P0∈ E.

第二部分:设 E 是闭集,对任一 P0 ∈ E,假如 P0 不是 E
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的内点,则 P0 的任一邻域内至少有一个属于 E 的点,而且这点又

必异于 P0 (因 P0∈ E),这样 P0 就是 E 的聚点(§2 定理 1),从

而必属于 E(因 E 是闭集),和假设矛盾.

另证,设 E 是开集,则 E = E
。

,由闭包、开核对偶关系,得 E

= E
。

= E,可见 E 是闭集.同样可证另一部分.证毕.

正由于开集和闭集的这种对偶关系,在许多情形下,我们将闭

集看作是由开集派生出来的一个概念.也就是说,如果定义了开

集,闭集也就随之而确定.

定理 3  任意多个开集之和仍是开集,有限多个开集之交仍

是开集.

证明  第一部分显然,现证第二部分.不妨就两个开集来证明.

设 G1 , G 2 为开集,任取 P0∈ G1∩ G2 .因 P0 ∈ Gi,i = 1,2,故

存在 Ui ( P0 )� Gi, i = 1, 2. 由邻域性质(2), 存在 U 3 ( P0 )�

U 1 ( P0 )∩ U 2 ( P0 ),从而 U 3 ( P0 )� G1∩ G2 ,可见 P0 是 G1∩ G 2

的内点.证毕.

注意,任意多个开集的交不一定是开集.例如,

G n = - 1 -
1
n
,1 +
1
n
 ( n = 1,2,3,⋯),

每个 G n 是开集,但∩
∞

n = 1

Gn = [ - 1,1]不是开集.

定理 4  任意多个闭集之交仍为闭集,有限多个闭集之和仍

为闭集.

证明  (利用德摩根公式)设 Fi, i∈Λ(或 i = 1,2,⋯, m ),是

闭集,则由定理 2 知各 Fi 是开集,从而由定理 3∪
i∈ Λ

Fi 或

∩
m

i = 1

Fi 也是开集,但由德摩根公式有

∩
i∈ Λ

Fi = ∪
i∈ Λ

Fi 或∪
m

i = 1

Fi = ∩
m

i = 1

Fi ,
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故再利用定理 2 便知∩
i∈ Λ

Fi 或 ∪
m

i = 1

Fi 是闭集.证毕.

注意,任意多个闭集的和不一定是闭集.例如,

Fn =
1
n
,1 -
1
n
, n = 3,4,⋯,

则 Fn 是闭集,而∪
∞

n = 3

Fn = (0,1)不是闭集.

例 1  设 F1 、F2 是 R
1
中两个互不相交的闭集.证明:存在两

个互不相交的开集 G1 、G2 ,使 G 1� F1 , G2� F2 .

证明  对任何 P∈ F1 , 则 d ( P, F2 )① > 0.事实上,若有

P0∈ F1 ,使 d( P0 , F2 ) = 0,则由于 d( P0 , F2 ) = inf
P∈ F
2

d( P0 , P),所

以由下确界定义,存在点列{ Pn }� F2 ,使

lim
n→∞
d( P0 , Pn ) = d( P0 , F2 ) = 0,

因此 P0∈ F′2� F2 ,这与 F1∩ F2 = 矛盾.

对每个 P∈ F1 ,以 δP =
1
2
d( P, F2 )为半径,作 P 的邻域

U ( P,δP ),令 G1 = ∪
P ∈ F
1

U ( P,δP ),则 G1 是开集且 F1 � G1 .同

理,对每个 Q∈ F2 ,以 δQ =
1
2
d( Q, F1 )为半径,作 Q 的邻域

U ( Q,δQ ),令 G2 = ∪
Q∈ F
2

U( Q,δQ ),则 G2 是开集且 F2� G2 .

下证 G1∩ G2 = .若 G1 ∩ G2 ≠ ,则存在 P0 ∈ G1 ∩ G2 ,

由 G1 及 G2 的作法知必有 P∈ F1 , Q∈ F2 ,使 P0 ∈ U ( P,δP )和

P0∈ U( Q,δQ ),即 d( P0 , P) < δP =
1
2
d( P, F2 ),同理 d( P0 , Q)

<
1
2
d( Q, F1 ),从而有
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d( P, Q)≤ d( P, P0 ) + d( Q, P0 ) <
1
2
[ d( P, F2 ) + d( Q, F1 )].

注意到

d( P, F2 )≤ d( P, Q),   d( Q, F1 )≤ d( P, Q),

故有

d( P, Q)≥
1
2
[ d( P, F2 ) + d( Q, F1 )] > d( P, Q),

由于 F1∩ F2 = ,所以 P≠ Q,因此 d( P, Q ) > 0,得到矛盾,这

就证明了 G1 ∩ G 2 = .证毕.

注:两个闭集 F1、F2 不相交并不能推出它们之间的距离

d( F1 , F2 ) = inf
P∈ F
1

Q ∈ F
2

d( P, Q) > 0.

在数学分析中大家已经学习了以下形式的 Heine - Borel有限

覆盖定理:设 I是 R
n
中的闭区间, M 是一族开区间,它覆盖了 I,

则在 M 中一定存在有限个开区间,它们同样覆盖了 I.

我们下面要把上述定理推广成更一般的形式.

定理 5( Heine - Borel 有限覆盖定理)  设 F 是一个有界闭

集, M 是一族开集{ Ui}i∈Λ它覆盖了 F(即 F�∪
i∈ Λ

Ui ),则 M 中一

定存在有限多个开集 U1 , U 2 , ⋯, U m ,它们同样覆盖了 F (即

F �∪
m

i = 1

Ui ).

证明  因 F 是有界闭集,所以在 R
n
中存在闭区间 I包含 F.

记 D 为由 M 中的全体开集与开集 F 一起所组成的新的开集族,

则 D 覆盖了 R
n
,因此也覆盖了 I.对于 I中任一点 P,存在 D 中开

集 U P ,使得 P∈ U P ,因而存在开区间 IP� U P ,并且 P∈ IP ,所以

开区间族{ IP | P∈ I}覆盖了 I.由数学分析中有限覆盖定理,在这

族开区间中存在有限个开区间,设为 IP
1
, IP
2
,⋯, IP

m
,仍然覆盖了

I,则由 F�I,及 IP
i
� U P

i
, i = 1,2,⋯, m,得 F�∪

m

i = 1

U P
i
.如果
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开集 F 不在这 m 个开集中,则 U P
1
, U P
2
,⋯, U P

m
覆盖了 F,定理

得证;否则从这 m 个开集中去掉 F,因为 F 与 F 不相交,所以

剩下的 m - 1 个开集仍然覆盖了 F.证毕.

定义 3  设 M 是度量空间 X 中一集合, M 是 X 中任一族覆

盖了 M 的开集,如果必可从 M 中选出有限个开集仍然覆盖 M ,则

称 M 为 X 中的 � �紧集.

由定理 5 知 R
n
中的有界闭集必为紧集,反之我们有

定理 6  设 M 是 R
n
中的紧集,则 M 是 R

n
中的有界闭集.

证明  设点 Q∈ M ,对于 M 中的任意一点 P,由于 P≠ Q,

由邻域性质,存在δP > 0,使得

U ( P,δP )∩ U( Q,δP ) = .

显然开集族{ U ( P,δP )| P∈ M }覆盖了 M ,由于 M 是紧集,

因此存在有限个邻域 U( Pi,δP
i
),(i = 1,2,⋯, m ),使得

M�∪
m

i = 1

U( Pi,δP
i
) (1)

由此立即可知 M 是有界集.又令

δ= min{δP
1
,δP
2
,⋯,δP

m
},

则δ> 0,并且 U( Q,δ)∩ U( Pi,δP
i
) = (i= 1,2,⋯, m ),由(1)

式得 U( Q,δ)∩ M = ,因此 Q 不是 M 的聚点,所以 M′∩ M

= ,这说明 M′� M ,即 M 是闭集.证毕

由定理 5 及定理 6 说明,在 R
n
中紧集与有界闭集是一致的.

但是在一般度量空间中完全与定理 6 类似可以证明,紧集一定是

有界闭集,但反之不然(见第十一章§3).

在有限覆盖定理中要求被覆盖的集合是 R
n
中的有界闭集.

对一般的集合我们有

例 2  设 A�R
1
为非空集,{ Gα}α∈Λ为 A 的一个开覆盖(即每

个 Gα 为开集且∪
α∈Λ

Gα� A),那么从{ Gα}α∈Λ中可选出可数(或有
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限)个开集 Gα
1
, Gα
2
,⋯, Gα

n
,⋯覆盖 A.

证明  对于任意的 x∈ A,显然存在αx∈Λ,使得 x∈ Gα
x
.于

是存在δx > 0,使得( x - δx , x + δx )� Gα
x
.取有理数 r′x, r″x ,使

得 x - δx < r′x < x < r″x < x + δx . 那么 x∈ ( r′x , r″x ) � Gα
x
,

∪
x∈ A

( r′x, r″x )� A.但这种开区间( r′x , r″x )至多为可数个,记为 O1 ,

O2 ,⋯, O n ,⋯.对每个 On ,显然存在αn∈Λ,使得 O n� Gα
n
,于是

Gα
1
, Gα
2
,⋯, Gα

n
,⋯

构成 A 的一个可数(或有限)开覆盖.证毕.

例 2 中的结论为可从一族开集中选出可数(或有限)个开集覆

盖 A,所以不如有限覆盖定理那样有用,但其证明中利用有理端

点区间所组成的集合至多可数却是用来证明一个集合是至多可数

的常用方法.

定义 4  设 E� R
n
,如果 E� E′,就称 E 是 � 緲自密集.换句话

说,当集合中每点都是这个集的聚点时,这个集是自密集.另一个

说法是没有孤立点的集就是自密集.

例如,空集是自密集, R
1
中有理数全体所组成的集是自密集.

定义 5  设 E�R
n
,如果 E = E′,则称 E 为 � ��完备集或 � ��完全集.

完备集就是自密闭集,也就是没有孤立点的闭集.

例如,空集是完备集, R
1
中的任一闭区间[ a, b]及全直线都

是完备集.

表面上看来,既然一个完备集合一方面是闭集,而另一方面每

一点又都是聚点,似乎它就会铺满空间的一小块,但是这是一种错

觉.在下一节中,我们将以著名的康托尔(Cantor)集作为例子来说

明这一点.

§4. 直线上的开集、闭集及完备集的构造

在本节中我们将讨论直线上(即 R
1
中)开集与闭集的构造,
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并详细地讨论康托尔集这一重要例子.

在直线上,开区间是开集.虽然开集一般说来不一定是一个开

区间,但容易看出非空开集是一系列开区间的和集.我们现在来研

究直线上的开集的结构.为此先引入构成区间的概念.

定义 1  设 G 是直线上的开集.如果开区间(α,β)� G,而且

端点α,β不属于 G,那么称(α,β)为 G 的 � 筆构成区间.

例如,开集(0,1)∪(2,3)的构成区间是(0,1)以及(2,3).

定理 1(开集构造定理)  直线上任一个非空开集可以表示成

有限个或可数个互不相交的构成区间的和集.又当非空开集表示

成互不相交的开区间的和集时,这些区间必是构成区间.

证明  设 G 是直线上的一个非空开集,分以下几步来论证:

(1) 开集 G 的任何两个不同的构成区间必不相交.不然的

话,设(α1 ,β1 ),(α2 ,β2 )是 G 的两个不同的构成区间,但相交.这

时必有一个区间的端点在另一个区间内,例如 α1 ∈(α2 ,β2 ),但

(α2 ,β2 )� G,这和 α1 ú G 矛盾.因此不同的构成区间不相交.再

由第一章习题第 11 题,开集 G 的构成区间全体最多只有可数个.

(2) 开集中任何一点必含在一个构成区间中.事实上,任意取

x0∈ G,记 A x
0
为适合条件 x0∈(α,β)� G 的开区间(α,β)全体

所成的 � 令区间集.因为 G 是开集, A x
0
不会空.记

α0 = inf
(α,β)∈ A

x
0

α,   β0 = sup
(α,β)∈ A

x
0

β.

作开区间 (α0 , β0 ) (其 实, (α0 ,β0 ) = ∪
(α,β) ∈ A

x
0

(α,β)). 显 然,

x0 ∈(α0 ,β0 ).现在证明(α0 ,β0 )是 G 的构成区间.先证(α0 ,β0 )

� G.任意取 x′∈(α0 ,β0 ),不妨设 x′≤ x0 .由于 α0 是下确界,所

以必有(α,β)∈ A x
0
,使 α0 < α< x′,因此

x′∈(α, x0 ]�(α,β)� G.

同样,如果 x′> x0 ,也可以证明类似的结果.因此(α0 ,β0 )� G.由
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此顺便得到(α0 ,β0 )∈ A x
0
.再证 α0 ú G.如果不对,那么α0∈ G,

因为 G 是开集,必有区间(α′,β′),使得 α0 ∈(α′,β′)� G.这样,

x0∈(α′,β0 )�(α′,β′)∪(α0 ,β0 )� G,因此,(α′,β0 )∈ Ax
0
,而

α′<α0 ,这就和α0 是 Ax
0
中的区间左端点的下确界相矛盾.所以

α0 ú G.同样有β0 ú G.这就是说(α0 ,β0 )是 G 的构成区间.

(3) 作 G 的所有构成区间的和∪(α,β),由(2)它应是 G.由

(1), G 必定是有限个或可数个互不相交的构成区间的和集.用

(αν,βν)(ν= 1,2,⋯, n 或ν= 1,2,⋯)记 G 的构成区间,那么 G =

∪
ν

(αν,βν).

(4) 设 G =∪
ν

(α′ν,β′ν)是一组互不相交的开区间的和集.现

在只 要 证 明 每 个 (α′ν, β′ν ) 都 是 G 的 构 成 区 间. 显 然,

(α′ν,β′ν)� G,若它不是构成区间,比方说α′ν∈ G,那么必有 μ≠

ν使得α′ν∈(α′μ,β′μ)因而(α′ν,β′ν)与(α′μ,β′μ)相交.这和假设矛

盾.所以α′νú G.同样β′νú G.所以(α′ν,β′ν)是构成区间.证毕.

因此非空开集必然唯一地表示成可数个或有限个互不相交的

开区间的和集.

既然闭集的余集是开集,那么从开集的构造可以引入余区间

的概念.

定义 2  设 A 是直线上的闭集,称 A 的余集 A 的构成区间

为 A 的 � ��余区间或 � ��邻接区间.

我们又可以得到闭集的构造如下:

定理 2  直线上的闭集 F 或者是全直线,或者是从直线上挖

掉有限个或可数个互不相交的开区间(即 F 的余区间)所得到

的集.

由孤立点的定义很容易知道,直线上点集 A 的孤立点必是包

含在 A 的余集中的某两个开区间的公共端点.因此,闭集的孤立
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点一定是它的两个余区间的公共端点.完备集是没有孤立点的闭

集,所以,完备集就是没有相邻接的余区间的闭集.

下面我们讨论一个重要的例子———康托尔集.

例  (康托尔集)将闭区间[0,1]三等分,去掉中间的开区间

1
3
,
2
3
,剩下两个闭区间 0,

1
3
,
2
3
,1 .又把这两个闭区间各

三等分,去掉中间的两个开区间,即
1
9
,
2
9
,
7
9
,
8
9
.一般地,当

进行到第 n 次时,一共去掉 2
n - 1
个开区间,剩下 2

n
个长度是 3

- n

的互相隔离的闭区间,而在第 n + 1 次时,再将这 2
n
个闭区间各

三等分,并去掉中间的一个开区间,如此继续下去,就从[0,1]去掉

了可数个互不相交(而且没有公共端点)的开区间.因此由定理 2,

剩下的必是一个闭集(它至少包含各邻接区间的端点及其聚点),

它称为康托尔集,记为 P.

让我们来考察这个闭集 P 的性质.

1°P 是完备集  由于 P 的邻接区间的作法,它们任何两个之

间根本不存在一公共端点,因此 P 是完备集.

2°P 没有内点  事实上,在 P 的作法中讲过,“去掉”手续进

行到第 n 次为止时,剩下 2
n
个长度是 3

- n
的互相隔离的闭区间,

因此任何一点 x0∈ P 必含在这 2
n
个闭区间的某一个里面.从而

在 x0 的任一邻域 U( x0 ,3
- n
)内至少有一点不属于 P,但 3

- n
→

0( n→∞),故 x0 不可能是 P 的内点.

P 既然是没有内点的闭集,那么在(直线上)任一开区间 I 内

必至少含有开集 P 的一点,从而 I内必至少有一子开区间,其中

不含 P 的点.凡是一个点集 E(不限于 R
1
中),如果具有性质:空

间任一邻域内至少包含某点的一个邻域,其中不含 E 的点,则称

E 为 � 茡疏朗集合,或 � 茡无处稠密集合( E 是疏朗集合的特征是 E 没有

内点).因此 P 是一个疏朗集合.

3°P 的基数为 c  证明留作习题.
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综上所述,我们便可以将康托尔集的特点归纳为一句话:它是

一个基数为 c的疏朗完备集.

最后附带说明一下,当 n > 1 时, R
n
中的开集一般不能表示

成至多可数个互不相交的开区间( n 维)的和,但总可表示成可数

个互不相交的半开半闭(例如左开右闭)区间之和,不过这种表示

法没有唯一性(在 R
1
中一个开集只能用一种方式表示成构成区

间之和).今以 n = 2 的情形说明于下:

设 G 为 R
2
中任一开集.在 R

2
上以两族平行线:

x = m ,   y = n  ( m, n = 0,±1,±2,⋯)

图  2. 1

作成无数个左开右闭的正方形;这些正方形中

全部落在 G 中的,记为 Q1 1 , Q1 2 ,⋯, Q1 n
1
( n1

可能是∞),参见图 2. 1.再作两族平行线:

x = m +
1
2
, y = n +

1
2

   ( m, n = 0,±1,±2,⋯),

将所余的每一个正方形分为四个左开右闭的正方形,记这些正方

形之完全落入 G 中的为 Q 21 , Q2 2 ,⋯, Q 2 n
2
( n2 可能是∞).如此继

续进行,陆续添作两族平行线:

x = m +
ν
2
k , y = n +

ν
2
k

( m , n = 0,±1,±2,⋯;ν= 1,3,⋯,2
k
- 1),

将尚未在 G 中之正方形等分为四个左开右闭之正方形,等分后,

其能全部落入 G 中的,把它们记作 Q k1 , Qk2 ,⋯, Qkn
k
( nk 可能不

是有限的).于是得正方形的和集

∪
∞

k = 1
∪
n
k

ν= 1

Q kν = S.

显然, S� G.今证 G� S.若 P∈ G,则取 k 很大时必有边长为
1
2
k

的(上面所作的)正方形含有 P 点而落入于开集 G 中.假如有 Qlν
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适合

l < k,1≤ν≤ nl, P∈ Qlν,

那么 P∈ S,若不然,则上述边长为
1
2
k 的正方形,应记它做 Q kν,

因此,

P∈ Q kν� S,

所以 G� S.从而 S = G.

第二章习题

1. 证明: P0∈ E′的充要条件是对任意含有 P0 的邻域 U ( P,δ)(不一定

以 P0 为中心)中,恒有异于 P0 的点 P1 属于 E(事实上,这样的 P1 还有无穷

多个).而 P0∈ E
。

的充要条件则是有含有 P0 的邻域 U( P,δ)(同样,不一定

以 P0 为中心)存在,使 U( P,δ)� E.

2. 设 E1 是[0,1]中的全部有理点,求 E1 在 R
1
内的 E′1 , E

。

1 , E1 .

3. 设 E2 = {( x, y)| x
2 + y2 < 1}.求 E2 在 R

2 内的 E′2 , E
。

2 , E2 .

4. 设 E3 是函数

y=
sin
1
x
, 当 x≠0,

0  , 当 x = 0

的图形上的点所作成的集合,在 R2 内讨论 E3 的 E′3 与 E
。

3 .

5. 在 R
2
中看第 2 题之 E′1 , E

。

1 , E1 各是由哪些点构成的.

6. 证明:点集 F 为闭集的充要条件是 F = F.

7. 证明:开集减闭集后的差集仍是开集;闭集减开集后的差集仍是

闭集.

8. 设 f( x)是( - ∞,∞)上的实值连续函数,则对于任意常数 a, E = { x

| f( x) > a}是一开集,而 E = { x| f( x)≥ a}总是一闭集.

9. 证明:每个闭集必是可数个开集的交集;每个开集可以表示成可数个

闭集的和集.

10. 证明:用十进位小数表示[0,1]中的数时,其用不着数字 7 的一切数
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成一完备集.

11. 证明: f( x)为[ a, b]上连续函数的充分必要条件是对任意实数 c,集

E = { x| f( x)≥ c}和 E1 = { x| f( x)≤c}都是闭集.

  * 12. 证明§2 定理 5.

13. 用三进位无限小数表示康托尔集 P 中的数时,完全可以用不着数字

1,试用此事实证明 P 的基数为 c.(提示:把 P 中的点与二进位无限小数作

对应.)
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第三章  测 度 论

  在日常生活经验中,我们已经有了长度、面积、体积等概念.它

们都是一些几何图形(点集)所具有的数量特征.例如,线段有长

度,矩形有面积,长方体有体积.线段有了长度,那么折线段可以有

长度,有限个线段之并也有长度,通过矩形面积的定义,我们又可

以“求”许多其他几何图形(点集)的面积,如三角形、多边形面积

等.利用极限方法,又可以求出圆的面积,曲边梯形面积等等.也就

是说,三角形、圆、曲边梯形等都是“可求面积”的图形.体积的情形

也类似.

归纳我们日常生活经验,其实我们已经使用了以下的约定俗

成的长度公理(面积公理、体积公理可以类似叙述). � �8

长度公理:对于实数直线上的一些点集所构成的集合族 M,若

对于每个 E∈ M,都对应一个实数 m,使得

1. (非负性)  m ( E)ǘ 0;

2. (有限可加性)  如果 E1 E2⋯ En 两两不相交,那么

m( E1∪ E2∪⋯∪ En ) = m ( E1 ) + m ( E2 ) + ⋯ + m ( E n );

3. (正则性)  m ([0,1]) = 1.

以上三条,过去虽未明说,大家都是默认了的.但是,仅仅根据

凭经验得来的这三条长度公理,实际上只给出了区间[ a, b]长度,

能够量出“长度”的点集是很少的,充其量只是有限个线段之并那

样的集合而已.例如[0,1]中“有理数集合”是可数个点之并,就没

有长度可言.同样[0,1]中“无理数集合”的长度该是多少也无法确

定.显然,我们应该修改长度公理,扩大集合族 M 的范围,使更多

的集合具有新意义的长度,我们称之为“测度”.
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看来,非负性和正则性的要求非常自然,因而不能改,可以改

的只有有限可加性.于是我们设想把它改为“无限可加性”.首先,

一点 a所成的集合的长度是 m([ a, a]) = a - a = 0.现在,假定笼

统地说“无限可加性”可以成立,那么[0,1]中全体有理数和全体无

理数所成集合的长度分别都是 0,于是区间[0,1]的长度也是 0

了,这是荒唐的.所以简单地推广到“无限可加性”是不行的.于是

我们“退而求其次”,数学家勒贝格用可数可加性考察如下的“测

度”: � �+

勒贝格测度公理:对于实数直线上的一部分集合族 M,使得每

个 E∈ M,都对应一个实数 m,满足

1. (非负性)  m ( E)ǘ 0;

2. (可列可加性)  如果 E1 E2⋯ En⋯两两不相交,那么

m( E1∪ E2∪⋯∪ En∪⋯) = m( E1 ) + m( E2 ) + ⋯ + m( En ) + ⋯;

3. (正则性)  m ([ a, b]) = b - a.

根据这一公理,[0,1]中有理数集是可数的个点的集合,每点

的测度是 0.所以它的勒贝格测度是 0;而[0,1]中无理数集不可数

就不会是 0 了(应该是 1).

可是我们要问,满足勒贝格测度公理的、在集合族 M 上定义

的实函数 m( E)是否存在 ? M 由哪些集合所构成 ? 是否每个集

合都有测度呢 ? 这些问题的回答,就是本章要叙述的内容.

本章内容的核心是找出一个可列可加测度 m,以及关于 m

的可测集类 M.那么,我们从哪里入手呢 ?

首先想到最常用的方法:内填外包法.从小学就知道,要测

量一块不规则图形的面积,就将图形及其周围分割成许多正方

形格子.外部包围图形的那些格子的面积之和中最小者,以及内

部填满图形的那些格子的面积之和中的最大者,分别是该图形

的过剩近似值和不足近似值.当格子越来越密,小正方形面积趋

于 0 时,过剩与不足近似值能够趋于同一个值,这个值便是图形

的面积.
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微积分中求曲边梯形的面积,也是用达布大和与达布小和趋

向于同一个值(当分点越来越细时),作为曲边梯形存在面积(相当

于函数可积)的判据.

于是,我们想到, R
n
中可列可加测度的确定,一个集合是否可

测的判定,也可以采用内填外包方法.

首先,在§1 引进外测度概念.这时外包的集合不会再是小方

格那样的正方形或矩形.取而代之的将是开集.为了简单起见,我

们考虑一维空间 R
1
中的有界集合 E.作开集 G� E.开集 G 是一

列开区间之和.开区间是有长度的.所以 G 也有测度.取包含 E

的那些开集的测度的下确界,称之为外测度 m
*
( E).同样,如用

闭集填 E 的内部,闭集的余集是开集,因此闭集也有测度.用内填

闭集的测度的上确界值为 E 的内测度 m * ( E).如果 m
*
( E) =

m * ( E),就称为 E 可测.这个想法很自然,许多实变函数论著作

就是这样进行的.但是,用这种可测的定义展开可测理论很繁琐.

得另想办法,因为要为后面作准备,§1 详细讨论了外测度.

其次,我们想到,也许不用内测度只用外测度,再增加一个条

件,就能确定出可测集. 于是在§2 就 采用了卡拉泰奥多里

(Carathéodory)的条件作为判定集合是否可测的依据.这一条件简

化了许多与可测集性质有关的证明.

在§3,要对可测集类作些探讨,引入了博雷尔(Borel)集的概

念.这种集合在概率论中用处很大.

最后,我们要指出,并不是所有的集合都可测,的确存在着不

可测集的例子.在§4 中将述及这一点.例子比较难,只要了解

便可.

本章的理论框架和展开方式,是数学思维的重要典范,应该掌

握.至于其中的详细证明,并不要求都记住,还是重在整体的理解

为要.
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§1. 外  测  度

现在,我们就从 R
n
中集合 E 的外测度 m

*
( E)的定义开始我

们“可列可加测度”理论的建设.

正如在本章引言中所言,我们用覆盖集合 E 的那些开集的

“长度”的下确界作为集合 E 的外测度.但由第二章§4,开集是有

限或可数个互不相交左开右闭区间之并,但左开右闭区间与它去

掉边界后的开区间具有相同的“体积”.这就启发我们给出下面外

测度的定义:

定义 1  设 E 为 R
n
中任一点集,对于每一列覆盖 E 的开区

间① ∪
∞

i = 1

Ii � E,作出它的体积总和 μ = ∑
∞

i = 1

| Ii | (μ可以等于

+ ∞,不同的区间列一般有不同的 μ),所有这一切的 μ组成一个

下方有界的数集②,它的下确界(由 E 完全确定) 称为 E 的 � ��勒贝格 � ��

外测度,简称 � 刻L 外测度或 � 刻外测度,记为 m
*
E,即

m
*
E = inf

E �∪
∞

i = 1

I
i

∑
∞

i = 1

| Ii |.

注意这里不能像数学分析那样用覆盖 E 的有限个区间体积

和的下确界定义 E 测度.例如覆盖[0,1]区间中有理数集的有限

个区间也一定覆盖[0,1],结果[0,1]中有理数集的测度为 1,同理

[0,1]中无理数集的测度也为 1,由可加性得[0,1]区间的长度为

2,这显然是不合情理的.

外测度具有以下三条基本性质:

·45·

①

② 这里的数可以是 + ∞,今后我们把 + ∞ 和 - ∞ 看作广义实数, + ∞ 比任何有

限实数都大, - ∞ 比任何有限实数都小.

它也可以是有限序列,因为某些 Ii 也可以是空集.



定理 1  (1) m
*
E≥0,当 E 为空集时,则 m

*
E = 0;

(2) 设 A� B,则 m
*
A≤ m

*
B;( � 断单调性)

(3) m
*

∪
∞

i = 1

Ai ≤∑
∞

i = 1

m
*
Ai.( � 废次可数可加性)

证明  (1) 显然成立.

(2) 的证明:设 A� B,则任一列覆盖 B 的开区间{ Ii }一定也

是覆盖 A 的,因而

m
*
A ≤∑

∞

i = 1

| Ii |,

对所有能覆盖 B 的开区间列取下确界即得

m
*
A ≤ inf

∪
∞

i = 1

I
i
� B

∑
∞

i = 1

| Ii | = m
*
B.

(3) 的证明:任给ε> 0,由外测度定义,对每个 n 都应有一列

开区间 In, 1 , In,2 ,⋯, In, m ,⋯,使 An�∪
∞

m = 1
In, m ,且

∑
∞

m = 1

| In, m |≤ m
*
A n +
ε
2
n .

(因 m
*
An 可能 = + ∞,故用“≤”.)从而

∪
∞

n = 1

A n �∪
∞

n, m = 1

In, m ,

且

∑
∞

n, m = 1

| In, m | �= ∑
∞

n = 1
∑
∞

m = 1

| In, m |≤∑
∞

n = 1

m
*
A n +
ε
2
n

= ∑
∞

n = 1

m
*
A n +∑

∞

n = 1

ε
2
n

= ∑
∞

n = 1

m
*
A n + ε.

可见
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m
*

∪
∞

n = 1

A n ≤ ∑
∞

m , n = 1

| In, m |≤∑
∞

n = 1

m
*
A n + ε.

由于ε的任意性,即得

m
* ∪
∞

n = 1
A n ≤∑

∞

n = 1

m
*
An .

证毕.

例 1  设 E 为[0,1]中的全体有理数,则 m
*
E = 0.事实上,

对任给ε> 0,设 E = { r1 , r2 ,⋯},令

Ii = ri -
ε
2
i + 1 , ri +

ε
2
i + 1 ,

则| Ii| =
ε
2
i ,且

E�∪
∞

i = 1
Ii,

而 ∑
∞

i = 1

| Ii | = ∑
∞

i = 1

ε
2
i = ε,

m
*
E ≤ inf∑

∞

i = 1

| Ii |,

所以 m
*
E = 0.

例 2  对于区间 I有 m
*
I = | I|.

证明  (1) 设 I 为闭区间.对于任给ε> 0,存在开区间 I′,使

得 I�I′且

| I′| < |I| +ε.

由外测度定义, m
*
I < | I| + ε,由ε的任意性,故有

m
*
I≤|I|.

现在来证明 m
*
I ≥| I |.对于任给ε > 0,存在一列开区间

{ Ii} 使 I �∪
∞

i = 1

Ii 且∑
∞

i = 1

| Ii | < m
*
I + ε.

由有限覆盖定理,在{ Ii} 中存在有限多个区间,不妨设就是
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I1 , I2 ,⋯, In ,使得 I�∪
n

i = 1

Ii.

因为 I =∪
n

i = 1
(I∩ Ii),于此 I∩ Ii 为区间,由初等几何易知

| I |≤∑
n

i = 1

| I ∩ I i| ①,

故

| I |≤∑
n

i = 1

| I ∩ Ii |≤∑
n

i = 1

| Ii |≤∑
∞

i = 1

| Ii | < m
*
I + ε.

由于ε的任意性,即得

m
*
I≥|I|.

于是 m
*
I = | I|.

(2) 设 I 为任意区间.作闭区间 I1 及 I2 使 I1�I� I2 且

| I2 | -ε< | I| < |I1 | +ε

( I2 可取为 I的闭包 I),则

|I| -ε≤| I1 | = m
*
I1≤ m

*
I≤ m

*
I2 = |I2 | < | I| + ε.

由于ε> 0 的任意性,即得

m
*
I = | I|.证毕.

§2. 可  测  集

在前节中,我们在假定满足勒贝格测度公理的集合函数 m 存

在的前提下找到了 m( E)的一个上界,即 E 的外测度 m
*
E.外测

度的一个优点是任何集合都有外测度,但是外测度只具有次可数

可加性,不具有可数可加性.事实上,在 R
n
中的确存在互不相交

的一列集合{ Ei }(例如用本章§4 中介绍的不可测集来构造),使

·75·

① 以 R2 的情形为例:在 I中延长所有 I∩ Ii 各边,将 I 分解成有限多个无公共

内点的小区间,且每一个小区间至少包含在某一个 I∩ Ii 中.



得

m
*

∪
∞

i = 1

Ei < ∑
∞

i = 1

m
*
Ei.

这意味着,如果把外测度当作测度看,使得任何集合都有测度,那

是办不到的.这就启发我们能否对外测度 m
*
的定义域加以限制,

即设法在 R
n
中找出某一集合类 M,在 M 上能够满足测度公理呢 ?

这就是本节要研究的问题.这一限制条件便是定义 1.为了理解定

义 1 的合理性,先让我们对 M 作一粗略的考察.首先, M 对某些集

合运算应该封闭,例如对 M 中的集合作可数并(当然对有限并也

成立,只要添加可数个空集)、作交及作差的运算后仍在 M 中,而

且对 M 中一列互不相交的集合{ Ei}成立

m
* ∪
∞

i = 1

Ei = ∑
∞

i = 1

m
*
Ei. (1)

其次,由测度公理 3,自然应该要求 M 包含 R
n
中的所有有限

开区间.又由于 R
n
是一列有限开区间的可列并,所以 M 也应包

括 R
n
.

如何从 R
n
中挑出集合类 M 呢 ? 这只要附加一个判断 R

n
中

集合 E 属于 M 的条件即可.我们试从(1)式的可加性条件来加以

思考.

设 E�R
n
.如果 E∈ M,由于 R

n
中任何开区间I都属于 M,由

M 的运算封闭性,则 I∩ E、I∩ E 都应该属于 M.但由( I∩ E)∩

( I∩ E) = , I = (I∩ E)∪( I∩ E),所以由(1)式,应该成立

m
*
I = m

*
(I∩ E) + m

*
( I∩ E)①. (2)

反之,如果存在某个开区间 I,使(2)式不成立,则 E 自然不

应该属于 M.

由上可见,对于 R
n
中点集 E 是否属于 M,我们可以用(2)式

·85·

①  (1)式显然对 M 中有限个互不相交的集也成立,因 ∈ M.



是否对 R
n
中的任何开区间成立来判断.事实上,我们还可以进一

步得到

引理  设 E�R
n
,则(2)式对 R

n
中任何开区间都成立的充要

条件是对 R
n
中的任何点集 T 都有

m
*
T = m

*
( T∩ E) + m

*
( T∩ E). (3)

证明  充分性显然成立.下证必要性.设 I为 R
n
中的任一开

区间, T 为 R
n
中的任意集合,则由外测度定义,对于任何ε> 0,有

一列开区间{ Ii},使得

T �∪
∞

i = 1

Ii,且∑
∞

i = 1

| Ii |≤ m
*
T + ε.但由于

T∩I�∪
∞

i = 1
( Ii∩ I), T∩ I�∪

∞

i = 1
( Ii∩ I),

故 m
*
( T ∩ I) ≤∑

∞

i = 1

m
*
( Ii ∩ I),

m
*
( T ∩ I) ≤∑

∞

i = 1

m
*
( Ii ∩ I).

从而 �

m
*
( T∩ I) + m

*
( T∩ I)

≤∑
∞

i = 1

m
*
( Ii ∩ I) +∑

∞

i = 1

m
*
(Ii∩ I)

= ∑
∞

i = 1

[ m
*
( Ii ∩ I) + m

*
( Ii ∩ I)]

= ∑
∞

i = 1

| Ii |≤ m
*
T + ε.

由于ε的任意性,即得

m
*
( T∩I) + m

*
( T∩ I)≤ m

*
T.

另一方面,显然有

m
*
( T∩I) + m

*
( T∩ I)≥ m

*
T,

故
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m
*
( T∩I) + m

*
( T∩ I) = m

*
T.

证毕.

由上述引理,我们现在可以给出 R
n
中集合属于 M 的定义.这

个定义是由卡拉泰奥多里(Carathéodory)给出的①.

定义 1  设 E 为 R
n
中的点集,如果对任一点集 T 都有

m
*
T = m

*
( T∩ E) + m

*
( T∩ E),

则称 E 是 � ��L 可测的.这时 E 的 � ��L外测度 m
*
E 即称为 E 的 � ��L 测度,

记为 m E.

L 可测集全体记为 M.

以下便根据定义 1 来推导 L 测度的性质,包括验证它确实满

足我们的要求.

定理 1  集合 E 可 测的充要条件是对于任意 A � E,

B� E,总有

m
*
( A∪ B) = m

*
A + m

*
B.

证明  必要性:取 T = A∪ B,则 T ∩ E = A, T∩ E = B,

所以

m
*
( A∪ B) = m

*
T �= m

*
( T∩ E) + m

*
( T∩ E)

= m
*
A + m

*
B.

充分性:对于任意 T,令 A = T∩ E, B = T∩ E,则 A� E,

B� E,且 A∪ B = T,因此

m
*
T == m

*
( A∪ B) = m

*
A + m

*
B

= m
*
( T∩ E) + m

*
( T∩ E).

·06·

① 勒贝格最初给出下述 L 可测集定义:设 E 为 R n 中有界集, I 为任一包含 E 的

开区间,记 m * E = | I| - m
* ( I - E ),称为 E 的 � 佩内测度.如果 m * E = m * E,则称 E

是 � 苪L 可测的.又设 E 是 R n 中的无界集,如果对任何开区间 I,有界集 E∩ I都是 L 可测

的,则称 E 是 L 可测的.勒贝格关于 L 可测集定义与定义 1 的等价性见附录 1.由于勒

贝格定义中有界集与无界集受到不同的对待,而且同时出现内外两种测度,使用起来

很不方便.



定理 2  S 可测的充要条件是 S 可测.

证明  事实上,对于任意的 T

m
*
T = m

*
( T∩ S) + m

*
( T∩ S)

= m
*
( T∩ ( S)) + m

*
( T∩ S).证毕.

定理 3  设 S1 , S2 都可测,则 S1 ∪ S2 也可测,并且当 S1 ∩

S2 = 时,对于任意集合 T 总有

m
*
[ T∩( S1∪ S2 )] = m

*
( T∩ S1 ) + m

*
( T∩ S2 ).

证明  首先证明 S1∪ S2 的可测性,即要证对任何 T 有

m
*
T = m

*
[ T∩( S1∪ S2 )] + m

*
[ T∩ ( S1∪ S2 )]. (4)

事实上,因 S1 可测,故对任何 T 有

m
*
T = m

*
( T∩ S1 ) + m

*
( T∩ S1 ). (5)

又因为 S2 可测,故右边第二项可写成

m
*
( T∩ S1 ) �= m

*
[( T∩ S1 )∩ S2 ]

 + m
*
[( T∩ S1 )∩ S2 ],

代入(5)得

m
*
( T) �= m

*
( T∩ S1 ) + m

*
[( T∩ S1 )∩ S2 ]

 + m
*
[( T∩ S1 )∩ S2 ]. (6)

由德摩根公式, (6)右边第三项可写为 m
*
[ T ∩ ( S1 ∪

S2 )],又因 S1 可测,且 T∩ S1 � S1 ,( T∩ S1 )∩ S2� S1 ,故由

定理 1,(6)式右边第一、二两项可合并为 �

m
*
( T∩ S1 ) + �m

*
[( T∩ S1 )∩ S2 ]

= m
*
[ T∩( S1 ∪( S1∩ S2 ))]

= m
*
[ T∩( S1 ∪ S2 )],

所以最后得(4)式:

m
*
T = m

*
[ T∩( S1∪ S2 )] + m

*
[ T∩ ( S1∪ S2 )].

其次当 S1∩ S2 = 时,因 S1 可测,且 T∩ S1 � S1 , T∩ S2

� S1 ,故由定理 1 有

·16·



�

m
*
[ T∩( S1∪ S2 )] = m

*
( T∩ S1 ) + m

*
( T∩ S2 ).

证毕.

推论 1  设 Si(i = 1,2,⋯, n)都可测,则∪
n

i = 1

Si 也可测,并且

当 Si ∩ Sj =  (i≠ j) 时,对于任意集合 T 总有

m
*
T ∩ ∪

n

i = 1

Si = ∑
n

i = 1

m
*
( T ∩ Si).

定理 4  设 S1 , S2 都可测,则 S1∩ S2 也可测.

证明  因有 S1∩ S2 = [ ( S1∩ S2 )] = [ S1∪ S2 ],故应

用定理 2 与定理 3 即得.证毕.

推论 2  设 Si  (i = 1,2,⋯, n) 都可测,则∩
n

i = 1

Si 也可测.

定理 5  设 S1、S2 都可测,则 S1 - S2 也可测.

证明  因为 S1 - S2 = S1 ∩ S2 ,故应用定理 2 与定理 4

即得.

定理 6  设{ Si} 是一列互不相交的可测集,则 ∪
∞

i = 1

Si 也是可

测集,且

m ∪
∞

i = 1

Si = ∑
∞

i = 1

m Si. (7)

证明  首先证明 ∪
∞

i = 1

Si 的可测性. 因由推论 1, 对任何

n,∪
n

i = 1

Si 可测,故对于任意 T 总有

m
*
T �= m

*
T∩ ∪

n

i = 1

Si + m
*
T∩ ∪

n

i = 1

Si

≥ m
*
T∩ ∪

n

i = 1

Si + m
*
T∩ ∪

∞

i = 1

Si

(外测度性质(2))

·26·



= ∑
n

i = 1

m
*
( T∩ Si) + m

*
T∩ ∪

∞

i = 1

Si .

(推论 1)

令 n→∞得

m
*
T≥∑

∞

i = 1

m
*
( T∩ Si) + m

*
T∩ ∪

∞

i = 1

Si . (8)

由外测度性质(3),故有

m
*
T≥ m

*
T∩ ∪

∞

i = 1

Si + m
*
T∩ ∪

∞

i = 1

Si .

另一方面由于

T = T∩ ∪
∞

i = 1
Si ∪ T∩ ∪

∞

i = 1
Si ,

又有

m
*
T≤ m

*
T∩ ∪

∞

i = 1
Si + m

*
T∩ ∪

∞

i = 1
Si ,

因此

m
*
T = m

*
T∩ ∪

∞

i = 1
Si + m

*
T∩ ∪

∞

i = 1
Si .

这就证明了∪
∞

i = 1
Si 的可测性.

在(8)式中,令 T =∪
∞

i = 1
Si,这时由于 ∪

∞

i = 1
Si ∩ Si = Si,便得

m ∪
∞

i = 1

Si ≥∑
∞

i = 1

m Si.

另一方面由外测度性质(3)有

m ∪
∞

i = 1

Si ≤∑
∞

i = 1

m Si,

故(7)式成立.证毕.

推论 3  设{ Si} 是一列可测集合,则 ∪
∞

i = 1

Si 也是可测集合.
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证明  因∪
∞

i = 1
Si 可表示为被加项互不相交的和:

∪
∞

i = 1

Si = S1 ∪ ( S2 - S1 ) ∪ [ S3 - ( S1 ∪ S2 )] ∪

[ S4 - ( S1 ∪ S2 ∪ S3 )] ∪ ⋯,

故应用定理 3、5、6 即得.证毕.

由定理 3、4、5、6 及推论 1、2、3 便知, L 可测集对于作可数和

及作交,作差的运算是封闭的.定理 6 的公式(7)更告诉我们 L 测

度是具有可数可加性的测度.

定理 7  设{ Si} 是一列可测集合,则 ∩
∞

i = 1

Si 也是可测集合.

证明  因有 ∩
∞

i = 1

Si =∪
∞

i = 1

( Si),应用定理 2与推论 3即得.

定理 8  设{ Si}是一列递增的可测集合:

S1� S2 �⋯� Sn�⋯.

令  S =∪
∞

i = 1

Si = lim
n→∞
Sn ,则

m S = lim
n→∞
m Sn.

证明  因有

S = S1∪( S2 - S1 )∪( S3 - S2 )∪⋯∪( Sn - Sn - 1 )∪⋯,

其中各被加项都可测且互不相交,故应用定理 6 公式(7),即得(令

S0 = )

m( S) �= ∑
∞

i = 1

m ( Si - Si- 1 ) = lim
n→ ∞∑

n

i = 1

m( Si - Si- 1 )

= lim
n→∞
m ∪
n

i = 1

( Si - Si- 1 ) = lim
n→∞
m Sn .

证毕.

定理 9  设{ Si}是一列递降的可测集合:

S1� S2 �⋯� Sn�⋯.
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令  S =∩
∞

i = 1

Si = lim
n→∞
Sn ,则当 m S1 < ∞ 时,

m S = lim
n→∞
m Sn.

证明  由于 Sn 可测 ,由定理 7 知 S 可测.又因 Sn 递降,从

而{ S
1
Sn }递增,故由定理 8 有

lim
n→∞
m[ S

1
Sn ] = m ∪

∞

i = 1
S
1
Sn = m S

1
S.

即
m ( S1 - S) = lim

n→∞
m( S1 - Sn ).

因 m S1 < ∞及 ( S1 - Sn )∪ Sn = S1 ,

m ( S1 - Sn ) + m Sn = m S1 ,

有 m ( S1 - S) = lim
n→∞
m( S1 - Sn ) = m S1 - lim

n→ ∞
m Sn .

由于 m ( S1 - S) = m S1 - m S,

故 m S = lim
n→∞
m Sn.

注意,定理 9 中 m S1 < ∞的条件是重要的,下面是一反例.

设 Sn = ( n, + ∞)( n = 1,2,⋯). 显然 S1 � S2 � ⋯, S

=∩
∞

n = 1

( n,∞) = ,所以 m S = 0.

而 m Sn = m( n, + ∞) = ∞,

故 lim
n→∞
m Sn = ∞≠0 = m S.

§3. 可测集类

在前一节中,我们定义了什么叫可测集合,并且讨论了可测集

合的一些性质,但是在一般常见的集合中有哪些是可测的呢 ? 我

们现在来回答这个问题.

定理 1  �(1) 凡外测度为零之集皆可测,称为零测度集.

(2) 零测度集之任何子集仍为零测度集.

(3) 有限个或可数个零测度集之和集仍为零测度集.
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证明留给读者.

定理 2  区间 I(不论开、闭或半开半闭区间)都是可测集合,

且 mI = | I|.

证明  设 I0 为异于区间 I的任一开区间,则

| I0 | = m
*
( I0 ∩I) + m

*
( I0 ∩ I).

事实上,在 R
1
中显然,在 R

2
中由于 I0∩I为区间,而I0∩ I

可以分解成至多四个互不相交的区间 Ii, i = 1,2,3,4,从而可证

m
*
( I0∩ I)≤∑

4

i = 1

| Ii |, 因此

m
*
( I0∩ I) + m

*
(I0∩ I)≤|I0 |,

另一方面,反向不等式总成立,于是

m
*
( I0∩ I) + m

*
(I0∩ I) = |I0 |,

R
n
情形仿此.

由§2 的引理及 m
*
I0 = | I0 |,得到对 R

n
中任意点集 T 都

成立

m
*
T = m

*
( T∩I) + m

*
( T∩ I).

这说明 I满足§2 定义 1 的卡氏条件,从而 I可测.

至于

mI = | I|

是因为§1 之例 2, m
*
I = | I|.证毕.

定理 3  凡开集、闭集皆可测.

证明  这是因为任何非空开集可表示为可数多个互不相交的

左开右闭区间之并(在 R
1
则可表示为有限个或可数多个开区间

之并,其中可包含无界的区间),而区间是可测的.开集既可测,则

闭集作为开集之余集自然也可测(§2 定理 2).

为了进一步拓广可测集类,我们给出下面的定义:

定义 1  设 Ω为 R
n
中某些集合所成的集合类.如果 R

n
∈Ω,

并且 Ω对于可数并及作差运算(因此由德摩根公式知,对可数交
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及取余集运算)是封闭的,则称 Ω为 R
n
上的一 � �!个σ代数.

由上节及本节定理 2 讨论可知,R
n
中可测集全体所成的集合

类 M 是一σ代数.

由σ代数定义易知:如果{Ωα}是 R
n
上一族σ代数,则它们的

交集∩
α
Ωα 也是 R

n
上的σ代数.

定义 2  设∑是 R
n
中某些集合所组成的集族.称 R

n
上所有

包含∑的σ代数的交集为由∑生成的σ代数.

首先, R
n
中所有点集所组成的集合类是一σ代数,并且包含

∑.因此定义 2 中的交集非空,并且容易知道它是包含∑的最小σ

代数.

定义 3  由 R
n
中所有开集所生成的σ代数记为 B,并称 B 中

的集合为 � 統博雷尔(Borel)集.

由于全体开集属于可测集类 M,而 M 是一σ代数,故 B� M,

因而有

定理 4  凡博雷尔集都是 L 可测集.

定义 4  设集合 G 可表为一列开集{ Gi}之交集:

G =∩
∞

i = 1

Gi,

则 G 称为 � 痢Gδ 型集.

设集合 F 可表为一列闭集{ Fi}之和集:

F =∪
∞

i = 1

Fi,

则 F 称为 � 民Fσ 型集.

显然 Gδ 型集及 Fσ 型集都是博雷尔集.

根据博雷尔集的定义,博雷尔集全体已构成一个σ代数.但

是可以证明,并非每个 L 可测集都是博雷尔集.那么 L 可测集合

类中除了博雷尔集之外 ,究竟还包含一些怎样的集合呢 ?

定理 5  设 E 是任一可测集,则一定存在 Gδ 型集 G,使 G�

E,且 m( G - E) = 0.
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证明  (1) 先证:对于任意ε> 0,存在开集 G,使 G� E,且

m ( G - E) <ε.

为此,先设 m E < ∞,则由测度定义,有一列开区间 { Ii },

i= 1,2,⋯,使

∪
∞

i = 1

Ii � E,且∑
∞

i = 1

| Ii | < m E + ε.

令 G =∪
∞

i = 1

Ii,则 G 为开集, G � E,且

m E ≤ m G ≤∑
∞

i = 1

mIi = ∑
∞

i = 1

| Ii | < m E + ε.

因此, m G - m E < ε(这里用到 m E < ∞),从而 m( G - E) < ε.

其次,设 m E = ∞,这时 E 必为无界集,但它总可表示成可数

多个互不相交的有界可测集的和: E =∪
∞

n = 1

E n ( m E n < ∞),对每个

En 应用上面结果,可找到开集 Gn � En ,使 m( G n - En ) <
ε
2
n .

令  G =∪
∞

n = 1

Gn ,则 G 为开集, G � E,且

G - E =∪
∞

n = 1

Gn -∪
∞

n = 1

En �∪
∞

n = 1

( G n - En ),

m( G - E) ≤∑
∞

n = 1

m( G n - En ) < ε.

(2) 依次取εn =
1
n
, n = 1,2,⋯,由证明中的(1) 存在开集

Gn � E,使 m( G n - E) <
1
n
.

令 G =∩
∞

n = 1

Gn ,则 G 为 Gδ 型集, G � E,且

m ( G - E) ≤ m( G n - E) <
1
n
, n = 1,2,⋯

故 m( G - E) = 0.

·86·



证毕.

定理 6  设 E 是任一可测集,则一定存在 Fσ 型集 F,使 F�

E,且 m( E - F) = 0.

证明  因 E 也可测,由定理 5 存在 Gδ 型集 G� E,使

m ( G - E) = 0.

令 F = G,则 F 为 Fσ 型集, F� E,且

m ( E - F) = m ( G - E) = 0.

证毕.

上面两个定理告诉我们:只要有了全部 Gδ 型集(或 Fσ 型集)

(它们只是博雷尔集合类的一部分)和全部 L 零测度集,那么,一

切 L 可测集都可以获得.它们一律可以表示成 E = G - M 或 E =

F∪ M 的形式,其中 G 是 Gδ 型集, F 是 Fσ 型集,而 M 是零测

度集.

最后,我们提出一个问题:是否每一个集合都是 L 可测呢 ?

不是的 ! 我们在下一节中专门讨论这个问题.

例 1  设 E � R
p
. 若对 任意 ε> 0, 存在开集 G � E, 使

m
*
( G - E) < ε,则 E 是可测集.

证明  对任何正整数 n,由条件存在开集 G n� E,使

m
*
( G n - E) <

1
n
.令 G =∩

∞

n = 1
G n,则 G 是可测集,又因

m
*
( G - E)≤ m

*
( Gn - E) <

1
n

对一切正整数 n 成立,因而 m
*
( G - E) = 0,即 M = G - E 是一

零测度集,故也可测.由

E = G - ( G - E)

知 E 可测.证毕.

把一集合分解成一零测度集与一已知可测集的并或差来证明

该集合可测是一种常用的技巧.
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例 2  设 E � R
p
,求证存在 Gδ型集 G � R

p
,使得 E � G 且

m G = m
*
E.

证明  不妨设 m
*
E < + ∞(否则令 G = R

p
即可).对任意

的正整数 n,由外测度定义,存在开集 Gn (一列开区间的并),使得

E � G n 且 m Gn < m
*
E +
1
n
.令 G =∩

∞

n = 1

Gn ,则 E � G 且 G 为

Gδ 型集.由对任何正整数 n 有

m
*
E ≤ m G ≤ m G n < m

*
E +
1
n
,

令 n → ∞ 即得 m G = m
*
E.证毕.

例 2中的 Gδ 型集 G 称为 E的 � 糫可测包.利用可测包可把还未知

是否可测的集合的测度问题转化为可测集的测度问题,以利于利

用可测集的一系列性质.

例 3  设对于任何正整数 n 有 En � En + 1 � R
p
.( n = 1,2,

3,⋯)令 E =∪
∞

n = 1
En ,求证  m

*
E = lim
n→ ∞
m
*
En .

证明  如果每个 En 都是可测集,则由§2 定理 8,本题立即

得证,但这里的 En 不一定是可测集,故不能直接用§2 定理 8.本

题的思路是根据例 2,分别用可测集 G n 和 G 代替 En 和 E,然后再

用§2 定理 8 来证明所要证的结果.具体做法如下:

根据例 2,存在可测集 H n 和 H,使得

E n� Hn , m
*
En = m H n , E� H, m

*
E = m H.

令 G n = H∩(∩
k≥ n
H k),令 G =∪

∞

n = 1
G n ,则 Gn 和 G 都是可测集

且 Gn� Gn + 1 ,由§2 定理 8, m G = lim
n→∞
m G n.

另一方面, En� G n� H n, E� G� H,

故  m
*
En≤ m G n≤ m H n = m

*
En , m

*
E≤ m G≤ m H = m

*
E,

所以 m
*
En = m Gn , m

*
E = m G.已证 m G = lim

n→∞
m G n ,所以 m

*
E
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= lim
n→ ∞
m
*
En .证毕.

*§4. 不可测集

在本节中我们仅对直线上每个集是否都是 L 可测集作出回

答.下面我们要作一个不是 L 可测的一个集.注意构造这样的集

不是很容易的,因为我们构造集通常都是从区间出发经过一系列

并、交、差等运算来获得,而这样的集都是博雷尔集,当然总是 L

可测的.下面我们先讲勒贝格测度的平移不变性,然后利用这种平

移不变性来构造一个 L 不可测集.

对于任何一个实数α,作 R
1
→R
1
的映射τα: x→ x + α.它是

直线上的一个平移.一个集 E�R
1
,经过平移α后所得的集记为

ταE = { x + α| x∈ E}.现在我们讨论在平移变换下,集的测度有什

么变化.显然当 E 为区间时,ταE 亦为区间,而且 m E = m (ταE).

定理  对任何集 E� R
1
,具有 m

*
( E) = m

*
(ταE),且当 E

为 L 可测时,ταE 也为 L 可测的.

证明  因对任何一列开区间{ Ii }, E�∪
∞

i = 1
Ii,同时就有ταIi

亦为开区间,以及ταE�∪
∞

i = 1
(ταIi),所以

m
*
E = inf ∑

∞

i = 1

| Ii || E �∪
∞

i = 1

Ii ≥ m
*
(ταE).

但ταE 再平移τ- α后就是 E,所以 m
*
(ταE)≥ m

*
E.这样就得到

m
*
E = m

*
(ταE).

如果 E 为 L 可测,那么对于任何 T�R
1
成立

m
*
T = m

*
( T∩ E) + m

*
( T∩ E).

由于τα( T∩ E) = ταT∩ταE,τα( T∩ E) =τα T∩τα E,因此从

上式得到
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m
*
(τα T) = m

*
(ταT∩τα E) + m

*
(τα T∩τα E),

而上式中τα T 是任意集,因此ταE 为 L 可测.证毕.

定理说明,集 E� R
1
经过平移后,它的外测度不变,而 L 可

测集经过平移后仍为 L 可测集(当然它的测度也不变).这个性质

称为 � 富勒贝格测度的平移不变性.

用类似的方法还可以证明 � 筞勒贝格测度的反射不变性,就是说,

如果记τ是 R
1
→R
1
的如下映射

τ: x→ - x,τE = { - x| x∈ E},

那么对任何 L 可测集 E�R
1
, m E = m(τE).我们不再详述.

下面我们利用测度的平移不变性作一个不可测集.

我们的想法是这样的:在直线上造一个集 Z,要求对于 Z,可

取这样的一列数 r1 , r2 ,⋯, rn,⋯,使得 Z 经平移τr
n
后得到的集

Zn = τr
n
Z 有下面的性质:

1°∪
∞

n = 1
Zn 包含一个区间(例如∪

∞

n = 1
Zn�[0,1]);

2°{ Zn }是一列互不相交的集,而且∪
∞

n = 1
Zn 是有界集(例如

∪
∞

n = 1
Zn�[ - 1,2]).

如果 Z 具有这样两条性质,那么 Z 就一定不是 L 可测集.因

为如果 Z 是可测的,那么 Zn 也是可测的,而且 m Zn = m Z.由于

Zn 是两两不相交的,所以

m ∪
∞

n = 1

Zn = ∑
∞

n = 1

m Zn = ∑
∞

n = 1

m Z. (1)

又因为∪
∞

n = 1
Zn 是有界集,并且它包含一个长度不为零的区间,因此

由测度的单调性可知

0 < α≤ m ∪
∞

n = 1

Zn ≤β< + ∞,
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从这个式子及(1)式,就发现 m Z 必须等于零又必须大于零.这个

矛盾说明 Z 是不可测集.

现在我们具体地构造这样的集 Z.

将[0,1]中的所有数依下法分类:两数ξ,η当且仅当ξ—η是

有理数时,称ξ与η属于同一类,设 ξ∈[0,1],将[0,1]中具有形

式ξ+ r( r 表示有理数)的点全体归为一类 E(ξ).这样,对于一个

ξ有一类 E(ξ)与之对应,且 ξ∈ E(ξ),集 E(ξ)不同于 E(η)时,

称 E(ξ)与 E (η)是不同的类,应当注意的是,当 ξ≠η时可能

E(ξ) = E(η).可以证明不同的两类 E(ξ)和 Ε(η)是不相交的:因

为如果 E(ξ)∩ E(η)≠ ,则必有ζ∈Ε(ξ)∩ E(η),因而 ζ=ξ

+ rξ,ζ= η+ rη,其中 rξ、rη 都是有理数.故得η=ξ+ rξ - rη.现

在假定 t∈ E(η),则由 t = η+ r = ξ+ ( rξ - rη + r),得 t∈ E(ξ).

从而 E(η)� E(ξ).同理可得 E(ξ)� E(η),因此 E(ξ) = E(η).

此与 E(ξ)与 E(η)是不同的两类之假设矛盾.

这样一来,就把[0,1]区间分解成一族两两不交的集的并集.

我们在每类(集)中取一个代表数组成一个集 Z(当 E(ξ) = E(η)

时,尽管ξ可以不等于η,但这是同一类,我们只取这类中的一个

代表数).换句话说,对任何 ξ∈[0,1], E (ξ)∩ Z 是一个单元

素集.

接着我们把[ - 1,1]中的全体有理数排成一列 r1 , r2 , r3 ,⋯,

并记 Zn = τr
n
Z.我们证明这样作出的 Zn 确实具有前面说的性质

1°和 2°.

1°对于任何ξ∈[0,1], E(ξ)∩ Z 是单元素集,设为{η},η∈

Z.因此ξ- η是有理数,由于ξ,η都在[0,1]中,所以 ξ- η∈

[ - 1,1],因此ξ-η是 r1 , r2 , r3 ,⋯中的某一个,设ξ- η= rk′,可

见ξ∈τr
k′
Z = Zk′.这样我们就证明了任何ξ∈[0,1]必在∪

∞

n = 1
Zn

中,即[0,1]�∪
∞

n = 1
Zn.
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2°Zn 这一列集是两两不相交的,因为如果存在两个不同的正

整数 l及 n,使ξ∈ Zl∩ Zn ,那么ξ- rl,ξ- rn 都属于 Z.但这两个

数属于同一类,且因 l≠ n,必定 rl≠rn .所以ξ- rl 与ξ- rn 是不

同的数,但由 Z 的作法它与每个类的交集只有一个元,这就产生

了矛盾.这样证明了{ Zn }这一列集是互不相交的.另外由 Z�[0,

1], rn∈[ - 1,1],即知 Zn�[ - 1,2],所以∪
∞

n = 1
Zn�[ - 1,2].

由性质 1°、2°可知, Z 确是不可测集.

注意,如果我们不是从闭区间[0,1]出发,而是从任何一个具

有正测度的集 E 出发,施行同样的手续,那么就知道 E 中存在不

可测的子集 Z.因此,凡具有正测度的集必含有不可测的子集.

至此,读者可能会问,既然在直线上还存在勒贝格不可测集,

我们能否给出另一种测度,使得对于 R
1
中的任何子集都有测度

可言,即任何子集都可测 ? 答案是否定的.现已证明,在 R
1
上不

可能存在满足以下条件的测度:

1°任何子集都可测;

2°[0,1]的测度是 1,即测度具有正则性;

3°具有可数可加性;

4°测度对运动不变,即 A 和 B 全等,则 A 和 B 有相同的

测度.

在 R
n
( n > 1)上也不存在这样的测度.

因此,要找一个任何子集都可测的可数可加测度是办不到的.

然而如果退一步,只要有限可加,那么在 R
1
和 R

2
存在着巴

拿赫(Banach)测度,使得任何子集都可测.这就是 1923 年 Banach

证明的定理:

在 R
1
和 R

2
上,存在着正则的(即[0,1]的测度是 1)、有限可

加的、对运动不变的测度,使得任何子集均可测.

第三章习题

1. 证明:若 E 有界,则 m * E < + ∞.
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2. 证明:可数点集的外测度为零.

3. 设 E 是直线上一有界集合, m * E > 0,则对任意小于 m * E 的正数 c,

恒有 E 的子集 E1 ,使 m
*
E1 = c.

4. 设 S1 , S2 ,⋯, Sn 是一些互不相交的可测集合, Ei� Si , i = 1,2,⋯,

n,求证

m * ( E1∪ E2∪⋯∪ En ) = m
* E1 + m

* E2 + ⋯ + m
* En .

5. 若 m * E = 0,则 E 可测.

6. 证明康托尔(Cantor)集合的测度为零.

7. 设 A, B�R
p
且 m

*
B < + ∞.若 A 是可测集,证明 m

*
( A∪ B) =

m A + m * B - m * ( A∩ B).

8. 证明:若 E 可测,则对于任意ε> 0,恒有开集 G 及闭集 F,使 F� E

� G,而 m( G - E) <ε, m ( E - F) <ε.

9. 设 E�R q ,存在两列可测集{ A n},{ Bn },使得 A n� E� Bn 且 m( B n

- A n )→0  ( n→∞),则 E 可测.

10. 设 A, B�R
p
,证明成立不等式:

m * ( A∪ B) + m * ( A∩ B)≤ m * A + m * B.

11. 设 E� R
n
.若对任意的ε> 0,存在闭集 F� E,使得 m

*
( E - F) <

ε,证明 E 是可测集.

 * 12. 证明:直线上所有可测集合作成的类 M 的基数等于直线上的所有集

合类的基数.
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第四章  可 测 函 数

  在数学分析课程中,所研究的函数基本上是连续的,许多情形

还要求是可导的.实变函数论所研究的函数,则要宽泛得多,我们

称之为可测函数.它包括很不连续的函数,例如多次提到过的狄利

克雷函数等.连续函数只是可测函数的一个特例.

在本书的引言中,我们提到过,一种新的积分是曲边梯形的面

积“横”着数,即把函数的值域分割成小段

A = y0 < y1 < y2 < ⋯ < yi < ⋯ < yn = B,

然后看积分和∑
n

i = 1

f(ξi) m Ei 的极限,其中 Ei 由函数值落在区间

[yi - 1 , yi]中的那些 x 所组成.于是,我们要研究的函数必须使得

集合

Ei = x∈[ a, b]| yi - 1≤ f( x) < yi

都是可测集.本章中,我们称这类函数为可测函数,并研究它的

性质.

如果 f( x)是[ a, b]上的连续函数,那么由上一章知 Ei 都是

可测集.所以连续函数当然是可测函数.

另外一个要注意的问题是,实变函数论中研究的函数可以取

无穷大的值,这和数学分析中不一样.

§1. 可测函数及其性质

可测函数是从测度观点来研究函数时所必然要考虑的一类函

数.它一方面包含大家熟悉的连续函数作为特例,另一方面又在应
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用上和理论上具有足够的广泛性.

这里特别声明一下,今后凡提到函数都是指定义在 R
n
中某

点集上的实函数,并且允许它以 + ∞或 - ∞为函数值.±∞也称为 � ��

非真正的实数,通常的实数则称为 � ��有限实数.函数值都是有限实数

的函数称为 � 弗有限函数.有界函数仍在通常意义下来理解.因此有界

函数必是有限函数,但反之不真.

关于包含±∞在内的实数运算作如下规定:

+ ∞是全体有限实数的上确界, - ∞是全体有限实数的下确

界: - ∞ < a < + ∞( a 为任何有限实数).从而对于上(下)方无界

的递增(减)数列{ an },总有 lim
n
an = + ∞  ( - ∞).

对于任何有限实数 a,

a + (±∞) �= (±∞) + a = (±∞) - a

= a - (ê ∞) = ±∞,

(±∞) + (±∞) = ±∞,
a
±∞
= 0,

对任何有限实数 a > 0  ( < 0),

a(±∞) = (±∞) a =
±∞
a
= ±∞  (ê ∞),

( + ∞)( + ∞) = ( - ∞)( - ∞) = + ∞,

( - ∞)( + ∞) = ( + ∞)( - ∞) = - ∞,

0·(±∞) = (±∞)·0 = 0.

反之,(±∞) - (±∞),(±∞) + (ê ∞),
±∞
±∞
,
ê ∞
±∞
,
a
0
,

±∞
0
,都认为是无意义的.

一个定义在 E�R
n
上的实函数 f( x)确定了 E 的一组子集

{ x| x∈ E, f( x) > a}  (简记作 E[ f > a]),

这里 a取遍一切有限实数,反之,易知 f( x)本身也由 E 的这组子

集而完全确定.因此从这组子集的性质,可以反映出 f( x) 的

性质.
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定义 1  设 f( x)是定义在可测集 E� R
n
的实函数.如果对

于任何有限实数 a, E[ f > a]都是可测集,则称 f( x)为定义在 E

上的 � 穎可测函数.

定理 1  设 f( x)是定义在可测集 E 上的实函数,下列任一条

件都是 f( x)在 E 上可测的充要条件:

(1) 对任何有限实数 a, E[ f≥ a]都可测;

(2) 对任何有限实数 a, E[ f < a]都可测;

(3) 对任何有限实数 a, E[ f≤ a]都可测;

(4) 对任何有限实数 a, b  ( a < b), E[ a≤ f < b]都可测

(但充分性要假定 f( x)是有限函数).

证明  E [ f≥ a] 与 E [ f < a] 对于 E 是互余的,同 样

E[ f≤ a]与 E[ f > a]也是对于 E 是互余的,故在前三个条件中,

只须证明(1)的充要性.

事实上,易知

E[ f≥ a] =∩
∞

n = 1
E f > a -

1
n
,

E[ f > a] =∪
∞

n = 1
E f≥ a +

1
n
.

由第一式便知 f( x)可测时条件(1)成立(一列可测集的交仍

为可测集).由第二式便知条件(1)成立时 f( x)可测(一列可测集

之并仍为可测集).

仿此关于(4)的充要性,只须注意表示式:

E[ a≤ f < b] = E[ f≥ a] - E[ f≥ b],

和 f( x)为有限函数时的 E[ f≥ a] =∪
∞

n = 1
E[ a≤ f < a + n].

证毕.

推论  设 f( x)在 E 上可测,则 E[ f = a]总可测,不论 a 是

有限实数或±∞.

证明  只须注意
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E[ f = a] = E[ f≥ a] - E[ f > a]

和 E[ f = + ∞] =∩
∞

n = 1
E[ f > n],

E[ f = - ∞] =∩
∞

n = 1
E[ f < - n].

根据定理 1,当 f( x)可测时,出现在三个式子右边的各集都

是可测集,因此它们的差或交仍为可测集.证毕.

例 1  区间[ a, b]上的连续函数及单调函数都是可测函数.

我们还可以看到定义在可测集 E� R
n
的任何连续函数都是

可测函数.不过须先明确在一般点集(不限于区间或域)上的连续

函数是怎样定义的.

定义 2  定义在 E�R
n
上的实函数 f( x)称为在 x0∈ E � ��连续,

如果 y0 = f( x0 )有限,而且对于 y0 的任一领域 V,存在 x0 的某邻

域 U,使得 f( U∩ E)� V,即只要 x∈ E 且 x∈ U 时,便有 f( x)∈

V.如果 f( x)在 E 中每一点都连续,则称 f( x) � ��在 E 上连续.

显然,一个函数在其定义域中的每一个孤立点都是连续的.

定理 2  可测集 E� R
n
上的连续函数是可测函数.

证  设 x∈ E [ f > a],则由连续性假设,存在 x 的某邻域

U ( x),使

U ( x)∩ E� E[ f > a].

因此,令 G = ∪
x∈ E[ f > a]
U ( x),则

G∩ E �= ∪
x∈ E[ f > a]

U ( x) ∩ E

= ∪
x∈ E[ f > a]
U ( x)∩ E� E[ f > a].

反之,显然有 G� E[ f > a],因此

E[ f > a]� G∩ E[ f > a]� G∩ E,

从而 E[ f > a] = G∩ E.但 G 是开集(因为它是一族开集之并),

而 E 为可测集,故其交 G∩ E 仍为可测集.证毕.
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为了介绍另一类重要的可测函数,我们先引入

定理 3  (1) 设 f( x)是可测集 E 上的可测函数,而 E1 � E

为 E 的可测子集,则 f( x)看作定义在 E1 上的函数时,它是 E1 上

的可测函数;

(2) 设 f( x)定义在有限个可测集 Ei (i = 1,2,⋯, s)的并集

E =∪
s

i = 1
Ei 上,且 f( x)在每个 Ei 上都可测,则 f( x)在 E 上也

可测.

证  (1) 对于任何有限数 a, E1 [ f > a] = E1 ∩ E[ f > a].由

假设等式右边是可测集.

(2) E 是可测集而且对于任何有限数 a,有

E[ f > a] =∪
s

i = 1
Ei[ f > a].

由假设等式右边也是可测集.证毕.

定义 3  设 f( x)的定义域 E 可分为有限个互不相交的可测

集 E1 , E2 ,⋯, Es, E =∪
s

i = 1
Ei,使 f( x)在每个 Ei 上都等于某常数

ci,则称 f( x)为 � 揽简单函数.

例如,在区间[0,1]上的狄利克雷函数便是一简单函数.

定义在可测集上的常值函数显然是可测的,由定理 3 便知任

何简单函数都是可测的.因此狄利克雷函数是可测的非连续函数.

下面我们要讨论可测函数的四则运算,先介绍

引理  设 f( x)与 g( x)为 E 上的可测函数,则 E[ f > g]与

E[ f≥ g]都是可测集.

证  因 E[ f≥ g] = E - E[ f < g],故只须证明 E[ f > g]可

测.设 x0∈ E[ f > g],亦即 f( x0 ) > g( x0 ),则必存在有理数 r,使

f( x0 ) > r > g( x0 ),亦即

x0∈ E[ f > r]∩ E[ g < r],

反之亦然.
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因此,设有理数全体为 r1 , r2 ,⋯,则

E[ f > g] =∪
∞

n = 1
( E[ f > rn ]∩ E[ g < rn ]),

但由定理 1,等式右边显然是可测集.证毕.

定理 4  设 f( x), g( x)在 E 上可测,则下列函数(假定它们

在 E 上有意义)皆在 E 上可测:

(1) f( x) + g( x);(2) | f( x)|;(3) 1�/f( x);(4) f( x)·

g( x).

证  我们先对(1)和(4)中当 g( x) = c(有限常数)时的特殊

情形进行证明.

关于 f( x) + c只须注意 E[ f + c > a] = E[ f > a - c].

关于 cf( x),则当 c = 0 时,显然是可测的;当 c≠0 时只须

注意

E[ cf > a] =

E f >
a
c
,当 c > 0,

E f <
a
c
,当 c < 0.

现在分别对一般情形进行证明.

(1) E[ f + g > a] = E[ f > - g + a],右边括弧中的 - g + a

是可测函数(它是上述(1),(4)特殊情形的结合),故由引理知右边

是可测集.

(2) E[| f| > a] =
E[ f > a]∪ E[ f < - a],当 a≥0,

E,          当 a < 0.

(3) E
1
f
> a =

E[ f > 0]∩ E f <
1
a
,  当 a > 0,

E[ f > 0] \ E[ f = + ∞],  当 a = 0,

E[ f > 0]∪ E f <
1
a
,  当 a < 0.
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(4) E[f·g > a] =

{( E[ f> 0]∩ E[g > 0])∪( E[f < 0]

∩ E[ g < 0])}∩ E | f| >
a

| g|
,  当 a≥0;

E \ E[f·g≤ a] = E \ {( E[f > 0]∩

 E[ g < 0])

∪( E[f < 0]∩ E[ g > 0])∩

∩ E[|f|≥
- a

| g|
]},       当 a < 0.

证毕.

定理 5  设 { fn ( x)}是 E 上一列(或有限个)可测函数,则

μ( x) = inf
n
fn ( x)与λ( x) = sup

n
fn ( x)都在 E 上可测.

证  由于  �E[μ≥ a] =∩
n
E[ fn≥ a],

         E[λ≤ a] =∩
n
E[ fn≤ a]而得证.

定理 6  设 { fn ( x)}是 E 上一列可测函数, 则 F ( x) =

lim
n  

fn ( x), G( x) = lim  
n
fn ( x)也在 E 上可测,特别当 F ( x) =

lim
n
fn ( x)存在时,它也在 E 上可测.

证  由于  �lim
n  

fn ( x) = sup
n
(inf
m ≥ n
fm ( x)),

lim  
n
fn ( x) = inf

n
(sup
m ≥ n
fm ( x)),

重复应用定理 5 即得证.证毕.

设 f( x)是定义在 E 上的实函数.令

f
+
( x) = max f( x),0 =

f( x), 当 f( x)≥0,

0,   当 f( x) < 0.

f
-
( x) = - min f( x),0 =

- f( x), 当 f( x)≤0,

0,    当 f( x) > 0.

则, f
+
( x)和 f

-
( x)都是 E 上非负函数,分别称为 f( x)的 � �,正部

和 � 鞘负部.由定义,我们有
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f( x) = f
+
( x) - f

-
( x),| f( x)| = f

+
( x) + f

-
( x).

显然, E[ f
+
> 0]∩ E[ f

-
> 0] = .反之,若 g( x), h( x)是

E 上两个非负实函数,易知它们分别是某个实函数的正部及负部

的充要条件是 E[ g > 0]∩ E[ h > 0] = .

由定理 5,若 f( x)是 E 上可测函数,则 f
+
( x), f

-
( x)也是

E 上可测函数.

上面我们知道简单函数都是可测函数,因此由定理 6 更知一

列简单函数φn ( x)的极限函数 f( x) = lim
n
φn ( x)也是 E 上的可测

函数.反之有

定理 7(可测函数与简单函数的关系)  设 f( x)在 E 上可测,

则 f( x)总可以表示成一列简单函数 {ψn }的极限函数 f( x) =

lim
n
ψn ( x),而且还可办到|ψ1 ( x)|≤|ψ2 ( x)|≤⋯.

证  (1) f( x)≥0 情形.

设[t]表示不大于 t的整数,则当 t≥0 时,成立

2[t]≤[2 t].

事实上,如果 0≤ k≤t < k + 1,则 2[t] = 2 k≤[2t].

当 t≥0 时,令

ψn (t) =

[2
n
t]
2
n ,0≤t < n,

n, n≤t≤∞

 n = 1,2,⋯.

则 ψn ( t)具有下列性质:

(i) ψn ( t)≤ψn + 1 ( t),( n = 1,2,3,⋯).事实上,若 t < n,则由

定义

ψn ( t) =
[2
n
t]
2
n =
2[2
n
t]
2
n + 1 ≤
[2
n + 1
t]
2
n + 1 = ψn + 1 (t);

若 n≤t < n + 1,则

ψn (t) = n =
2
n + 1
n
2
n + 1 ≤
[2
n + 1
t]
2
n + 1 = ψn + 1 ( t);

若 t≥ n + 1,则
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ψn ( t) = n < n + 1 = ψn + 1 (t).

(ii) lim
n→ ∞
ψn ( t) = t.这是因为如果 t= + ∞,则

ψn ( t) = n→ + ∞  ( n→∞);

如果 0≤t< + ∞,那么存在正整数 N,使得 t< N.从而当 n≥ N 时,

|ψn (t) - t| =
[2
n
t]
2
n - t =

[2
n
t] - 2

n
t

2
n <

1
2
n ,

所以lim
n→ ∞
ψn (t) = t.

最后令

  ψn ( x) = ψn ( f( x)) =

k
2
n ,当 x∈ E

k
2
n≤ f <
k + 1
2
n

    k = 0,1,⋯, n·2
n
- 1,

n,当 x∈ E[ f≥ n].

由于 f( x)是 E 上非负可测函数,所以 ψn ( x)为 E 上的简单

函数,并且由ψn ( x)的性质(i)及(ii)有

ψn ( x)≤ψn + 1 ( x), n = 1,2,⋯

及

lim
n→∞
ψn ( x) = lim

n→ ∞
ψn ( f( x)) = f( x).

(2) 一般情形

由于它的正部 f
+
( x)和负部 f

-
( x)都是 E 上非负可测函

数,由(1)分别对 f
+
( x)与 f

-
( x)作出相应的非负简单函数列

ψ
+

n 与 ψ
-

n . 显然 E [ψ
+

n > 0]� E [ f
+
> 0], E [ψ

-

n > 0] �

E[ f
-
> 0].因为 E[ f

+
> 0]∩ E[ f

-
> 0] = ,所以 E[ψ

+

n > 0]

∩ E[ψ
-

n > 0] = .令 ψn ( x) = ψ
+

n ( x) - ψ
-

n ( x).易知 ψn ( x)仍

为 E 上的简单函数,且 ψ
+

n ( x),ψ
-

n ( x)分别是它的正部和负部.

所以对一切正整数 n,有

     |ψn ( x)| I= ψ
+

n ( x) + ψ
-

n ( x)

≤ψ
+

n + 1 ( x) + ψ
-

n + 1 ( x) = |ψn + 1 ( x)|,
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lim
n→ ∞
ψn ( x) �= lim

n→ ∞
ψ
+

n ( x) - lim
n→ ∞
ψ
-

n ( x)

= f
+
( x) - f

-
( x) = f( x).

证毕.

由此得到:函数 f( x)在 E 上可测的充要条件是 f( x)总可表

示为一列简单函数{φn }的极限函数,其中

|φ1 ( x)|≤|φ2 ( x)|≤⋯.

注:函数 f( x)在 E 上可测,也可定义为它总能表示成一列简

单函数{φn }的极限函数,其中|φ1 ( x)|≤|φ2 ( x)|≤⋯.

定义 4  设 π是一个与集合 E 的点 x 有关的命题,如果存在

E 的子集 M ,适合 m M = 0,使得 π在 E \ M 上恒成立,也就是

说, E \ E[π成立] = 零测度集,则我们称 π在 E 上 � 祭几乎处处成

立,或说πa.e.于 E 成立.

例2  |tan x | < ∞ a. e.于 R
1
; [0,1]上的狄利克雷函数

D( x) = 0 a.e.于[0,1].

注意:根据零测度性质,由 π1 a.e.于 E 且π2 a.e 于 E,显然可

得“π1 且 π2”a.e.于 E,“π1 或π2”a.e.于 E.

例 3  设 f( x) = g( x)a.e.于 E,且 g( x) = h( x)a.e.于 E,

则 f( x) = h( x)a.e.于 E.

§2. 叶果洛夫(Егоров)定理

在数学分析中知道,一致收敛是函数列很重要的性质,它能保

证极限过程和一些运算的可交换性.但一般而论,一个收敛的函数

列在其收敛域上是不一定一致收敛的.例如 fn ( x) = x
n
在[0,1]

上不一致收敛.但是只要从[0 1]的右端点去掉任意小的一段成为

[0,1 - δ],则 fn 在其上就一致收敛了.其实这一现象在某种意义

下是带有普遍性的.这就是下面要讲的叶果洛夫定理.先证明

引理  设 m E <∞,{ fn }是 E 上的一列几乎处处有限的可测函
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数;lim
n
fn ( x) = f( x)a.e.于 E,且| f( x)| < ∞a.e.于 E①,则对任意

ε> 0和任意正整数 n,作 E[ n,ε] = E[| fk - f| <ε, k≥ n],我们有

lim
n→∞
m( E \ E[ n,ε]) = 0.

它的几何意义就例子 fn( x) = x
n
(图 4. 1)来看是清楚的.

图  4. 1

证  首先,注意 f( x)是 E 上的可测函数(§1 定理 6),而且由

于 E[ n,ε] =∩
∞

k = n
E[|fk - f| <ε],所以 E[ n,ε]是可测集.

其次,根据关于 fn ( x)与 f( x)之假设, m( E \ E[ fn→有限 f])

= 0.但

E[fn→有限 f]� E[除有限个 n以外都有|fn - f| <ε]

     �= lim
n  

E[| fn - f| <ε]

=∪
∞

n = 1
∩
∞

k = n
E[| fk - f| <ε] =∪

∞

n = 1
E[ n,ε].
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由于 E[ n,ε]关于 n 的单调性,∪
∞

n = 1
E[ n,ε] = lim

n
E[ n,ε]且

m(lim E[ n,ε]) =lim m E[ n,ε].又因 m E < ∞,依第三章§2定理9,得

lim m( E \ E[ n,ε]) Q= m E - lim
n
m E[ n,ε]

= m E - m (lim
n
E[ n,ε])

= m( E \ lim
n
E[ n,ε])

≤ m( E \ E[ fn→有限 f])

= 0.  证毕.

推论  设 m E < ∞,{ fn }是 E 上一列 a.e.收敛于一个 a.e.有

限的函数 f的可测函数列,则对任意ε> 0 有

lim
n
m( E \ E[| fn - f| <ε]) = 0.

证  由于 E[| fn - f| <ε]� E[ n,ε],所以

E \ E[| fn - f| <ε]� E \ E[ n,ε].再由引理即得证.

定理(Егоров)  设 m ( E) < ∞,{ fn }是 E 上一列 a.e.收敛于

一个 a.e.有限的函数 f 的可测函数,则对任意δ> 0,存在子集 Eδ

� E,使{ fn }在 Eδ 上一致收敛,且 m( E \ Eδ) < δ.

证  任选一列正整数{ ni},与此相应作 E 的子集

E[{ ni}] =∩
∞

i = 1
E ni,
1
i

(它由{ ni}而完全确定).则{ fn }必在 E[{ ni}]上一致收敛于 f.事

实上,任给ε> 0,选 i0 使
1
i0
< ε, 则当 n > ni

0
时,对一切 x∈

E[{ ni}]� E ni
0
,
1
i0
,都有| fn ( x) - f( x)| <

1
i0
<ε.

所以当给定了任一个δ> 0 之后,如果能适当的选取{ ni},使

m ( E \ E[{ ni}]) < δ,则令 Eδ = E[{ ni }],它就满足定理的要求.

但由引理,对于ε=
1
i
,i= 1,2,3,⋯,分别存在充分大的 ni,使
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m E \ E ni,
1
i
<
δ
2
i .故只要选取满足这个条件的{ ni},就有

m ( E \ E { ni} ) �= m E \∩
∞

i = 1

E ni,
1
i

= m∪
∞

i = 1
E \ E ni,

1
i

≤∑
∞

i = 1

m E \ E ni,
1
i
≤∑
∞

i = 1

δ
2
i = δ.   证毕.

这个定理告诉我们,凡是满足定理假设的 a.e.收敛的可测函

数列,即使不一致收敛,也是“基本上”(指去掉一个测度可任意小

的某点集外)一致收敛的.因此在许多场合它提供了处理极限交换

问题的有力工具.

要注意当 m E = ∞时,定理不成立.而逆定理当 m E < ∞和

m E = ∞时都成立.

§3. 可测函数的构造

在§1 我们看到可测集上的连续函数一定是可测函数.反之,

一般的可测函数可以说是“基本上连续”的函数.这就是下列定理:

定理 1(鲁津Лузин)  设 f( x)是 E 上 a.e.有限的可测函数,

则对任意δ> 0,存在闭子集 Fδ� E,使 f( x)在 Fδ 上是连续函

数,且 m( E \ Fδ) < δ.简言之在 E 上 a.e.有限的可测函数是“基

本上连续”的函数.

证  我们从特殊到一般分三种情形来讨论.

(1) 简单函数情形

设 E =∪
n

i = 1
Ei,各 Ei 可测互不相交,且 f( x) = ci 当 x∈ Ei,

i= 1,2,⋯, n.对于 δ> 0,由于 Ei 是可测集,从而可知存在闭子

集 Fi� Ei,且 m ( Ei \ Fi) <
δ
n
.令 Fδ =∪

n

i = 1
Fi,则 Fδ 为闭集且
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m( E \ Fδ) < δ.现在证明 f( x)在 Fδ 上是连续函数.

事实上,设 x0 ∈ Fδ,则存在 i0 使 x0∈ Fi
0
,由于各 Fi 互不相

交,故 x0 ú ∪
i≠ i
0

Fi,但右边为闭集, x0 ∈ ∪
i≠ i
0

Fi (开集),故有 x0

的邻域 U( x0 )使 U( x0 )∩∪
i≠ i
0

Fi = ,从而

U ( x0 )∩ Fδ = U( x0 )∩∪
n

i = 1
Fi = U ( x0 )∩ Fi

0
.

所以当 x∈ U( x0 )∩ Fδ 时,有

| f( x) - f( x0 )| = |ci
0
- ci
0
| <ε.

(2) m E < ∞情形

由§1 定理 7, E 上任一可测函数 f( x)都是 E 上某一列简单

函数{φn }的极限.

因为 m E < ∞,根据叶果洛夫定理,任取δ> 0,存在可测子集

E
*
0 � E,使{φn }在 E

*
0 上一致收敛于 f,且 m ( E \ E

*
0 ) <
δ
4
,又

因存在闭集 F0 � E
*
0 使 m ( E

*
0 \ F0 ) <

δ
4
,所以 m ( E \ F0 ) <

δ
2
.当然{φn }在 F0 上也一致收敛于 f.

由(1)知,存在闭集 Fi� F0 , i= 1,2,⋯.使 φi( x)在 Fi 上是

连续的,且 m( F0 \ Ei) <
δ
2
i + 1 .

令 Fδ = ∩
∞

i = 1
Fi � F0 ,显然 m ( F0 \ Fδ)≤∑

∞

i = 1

δ
2
i + 1 =
δ
2
,且

{φn }在闭集 Fδ 上是一致收敛于 f的连续函数列,从而 f( x)是 Fδ

上的连续函数(证明与区间上的相同),且 m( E \ Fδ) < δ.实际上

m( E \ Fδ) = m [( E \ F0 )∪( F0 \ Fδ)] <
δ
2
+
δ
2
= δ.

(3) m E = ∞情形
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令 Ei = ( Si - Si - 1 )∩ E, Si 为球 S(0,i).

此时 E 是无界集,但它总可表为可数个互不相交的有界可测

集 Ei 的并, E =∪
∞

i = 1
Ei.由(2) f( x)在 Ei 上基本上连续,即存在闭

子集 Fδ
i
� Ei,使 f( x)在 Fδ

i
上连续且

m( Ei \ Fδ
i
) < δi =
δ
2
i , i= 1,2,3,⋯.

令 F
*

δ =∪
∞

i = 1
Fδ
i
,不难证明: f( x)在 F

*

δ 上连续且 m ( E \ E
*

δ )

<
δ
2
,而 F

*
δ 仍为闭集.这只要注意 Ei 的特殊作法就能很容易地

得到结论.证毕.

上述证明方法值得注意.先考虑简单函数,然后再往一般的可

测函数过渡,这在许多场合下是行之有效的方法.另外在证明中,

叶果洛夫定理的运用也是很成功的.

鲁津定理使我们对可测函数的结构有了进一步的了解,它揭

露了可测函数与连续函数的关系.在应用上通过它常常可以把有

关的可测函数问题归结为连续函数的问题,从而得以简化.

最后提一句,有的著者用鲁津定理所反映的重要性质来定义

可测函数,事实上这两种定义是等价的,因为鲁津定理的逆定理也

是成立的.

我们还可以给鲁津定理以另一个形式.

定理 2  设 f( x)是 E� R
1
上 a.e.有限的可测函数,则对任意

δ> 0,存在闭集 F� E 及整个 R
1
上的连续函数 g( x)( F 及 g( x)依

赖于δ),使在 F上 g( x) = f( x),且 m( E \ F) <δ.此外还可要求

sup
R
1
g( x) = sup

F
f( x)及inf

R
1
g( x) = inf

F
f( x).

证  由定理 1,存在闭集 F� E, 使 f( x)在 F 上连续且

m( E \ F) < δ.

现在的问题在于将闭集 F 上的连续函数 f( x)延拓成整个 R
1
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上的连续函数.这是可以办到的.

事实上,由于 F 是闭集,故 R
1
\ F 是开集,从而是至多可数个

互不相交的开区间( ai, bi)的并集(这些开区间中可能包括一到两个

无限长的区间).由于各( ai, bi)的端点属于 F,故总可将 f( x)按下

面这样在各[ ai, bi]中保持线性而且连续地延拓为 g( x):

g( x) =

f( x),   当 x∈ F,

f( ai) +
f( bi) - f( ai)
bi - ai

( x - ai),

     当 x∈( ai, bi), ai, bi 有限.

f( ai),   当 x∈( ai, bi), bi = + ∞.

f( bi),   当 x∈( ai, bi), ai = - ∞.

则 g( x)即为所求函数.事实上由 g( x)作法当 x∈ F 时,有 g( x) =

f( x),并且成立

sup
R
1
g( x) = sup

F
f( x),inf

R
1
g( x) = inf

F
f( x).

因此我们只须证 g( x)是 R
1
上的连续函数.显然 F 中的点都是

g( x)的连续点.下证 F 中的点也是 g( x)的连续点.任取 x0∈ F,对

任何ε> 0,因为 f( x)在 F 上连续,必有δ> 0,使得当 x∈( x0 - δ,

x0 +δ)∩ F 时,有

| f( x) - f( x0 )| < ε.

如果( x0 - δ, x0 )∩ F = ,则 x0 必是 F 的某个构成区间

( ai, bi )的右端点.由于 g( x)在( ai, bi)中是线性函数,所以 g( x)

在 x0 点左连续.

如果( x0 - δ, x0 )∩ F≠ ,设 x̂∈( x0 - δ, x0 )∩ F,那么当

x∈[ x̂, x0 )∩ F 时,有 g( x) = f( x), g( x0 ) = f( x0 ).因此

| g( x) - g( x0 )| = | f( x) - f( x0 )| <ε (1)

而当 x∈[ x̂, x0 ] - F 时,那么必有 F 的构成区间( ak, bk ),使得

x∈( ak, bk)�( x̂, x0 ).由于 ak , bk 都属于[ x̂, x0 ]∩ F,由(1)式,有
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| g( ak) - g( x0 )| < ε,| g( bk ) - g( x0 )| <ε.

因为 g( x)的值介于 g( ak )与 g( bk )之间,因此(1)式也成立.

这就证明了 g( x)在点 x0 左连续.类似可证 g( x)在点 x0 右连

续.因此 g( x)在点 x0 连续.证毕.

值得注意的是这个定理也可推广到 n 维空间①.

§4. 依测度收敛

现在我们引进一种用测度来描述函数列收敛的概念.

定义 1  设{ fn }是 E�R
q
上的一列 a.e.有限的可测函数,若

有 E 上 a.e.有限的可测函数 f( x)满足下列关系:

对任意σ> 0 有lim
n
m E[| fn - f|≥σ] = 0,则称函数列{ fn } � 絊依

� B测度收敛于 f,或 � �*度量收敛于 f记为: fn ( x)� f( x).

改用ε- N 说法:对任意ε> 0 及σ> 0,存在正数 N(ε,σ),使

n≥ N(ε,σ)时, m E[| fn - f|≥σ] <ε.

依测度收敛用文字叙述,就是说,如果事先给定一个(误差)

σ> 0,不论这个σ有多么小,使得| fn ( x) - f( x)|大于σ的点 x 虽

然可能很多,但这些点的全体的测度随着 n 无限增大而趋向于零.

测度收敛和我们熟知的处处收敛或几乎处处收敛概念是有很

大区别的.我们不妨举例加以说明.

例 1  测度收敛而处处不收敛的函数列.

取 E = (0,1],将 E 等分,定义两个函数:

f
(1)
1 ( x) =

1, x∈ 0,
1
2
,

0, x∈
1
2
,1 .

·29·
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f
(1)

2 ( x) =

0, x∈ 0,
1
2
,

1, x∈
1
2
,1 .

然后将(0,1]四等分、八等分等等.一般地,对每个 n,作 2
n
个

函数:

f
( n)
j ( x) =

1, x∈
j- 1
2
n ,
j
2
n ,

0, xú
j- 1
2
n ,
j
2
n .

j = 1,2,⋯,2
n
.

我们把{ f
( n)
j , j= 1,2,⋯,2

n
}先按 n 后按 j的顺序逐个地排

成一列:

f
(1)
1 ( x), f

(1)
2 ( x),⋯, f

( n)
1 ( x), f

( n)
2 ( x),⋯, f

( n)
2
n ( x),⋯ (1)

f
( n)

j ( x)在这个序列中是第 N = 2
n
- 2 + j 个函数.可以证明这个

序列是依测度收敛于零的.这是因为对任何σ> 0,

E[| f
( n)
j - 0|≥σ]或是空集(当 σ> 1),或是

j- 1
2
n ,
j
2
n (当

0 < σ≤1),所以

m ( E[| f
( n)

j - 0|≥σ])≤
1
2
n (当 σ> 1 时,左端为 0).

由于当 N = 2
n
- 2 + j( j= 1,2,⋯,2

n
)趋于∞时, n→∞.由此可见

lim
N →∞
m( E[| f

( n)
j - 0|≥σ]) = 0,即 f

( n)
j ( x)�0.

但是函数列(1)在(0,1]上的任何一点都不收敛.事实上,对任

何点 x0∈(0,1],无论 n 多么大,总存在 j,使 x0∈
j- 1
2
n ,
j
2
n ,因

而 f
( n)

j ( x0 ) = 1,然而 f
( n)

j + 1 ( x0 ) = 0 或 f
( n)

j - 1 ( x0 ) = 0,换言之,对任

何 x0∈(0,1],在{ f
( n)

j ( x0 )}中必有两子列,一个恒为 1,另一个恒

为零,所以序列(1)在(0,1]上任何点都是发散的.

反过来,一个 a.e,收敛的函数列也可以不是依测度收敛的.

例 2  取 E = (0, + ∞),作函数列:
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fn ( x) =
1, x∈(0, n]

0, x∈( n, + ∞),
n = 1,2,⋯.

显然 fn ( x)→1 ( n→∞),当 x∈ E.但是当 0 < σ< 1 时,

E[| fn - 1|≥σ] = ( n, + ∞),且 m( n, + ∞) = ∞.

这说明{ fn }不依测度收敛于 1.

尽管两种收敛区别很大,一种收敛不能包含另一种收敛,但是

下列定理反映出它们还是有密切联系的.

定理 1(黎斯 F. Riesz)  设在 E 上{ fn }测度收敛于 f,则存在

子列{ fn
i
}在 E 上 a.e.收敛于 f.

证明  对任何正整数 s, 取 ε=
1
2
s ,δ=
1
2
s . 由于 fn ( x)�

f( x),所以存在正整数 ns,使

m Es <
1
2
s ,s = 1,2,⋯,

其中 Es = E | fn
s
- f|≥
1
2
s .不妨设 n1 < n2 < ⋯.取

Fk =∩
∞

s = k
( E \ Es).

由于 E \ Es = E | fn
s
- f| <
1
2
s ,

所以

Fk = E[| fn
s
- f| <
1
2
s , s= k, k + 1,⋯].

显然在 Fk 上, fn
s
( x)→ f( x)(其实还是一致收敛的).作 F =

∪
∞

k = 1
Fk,则在 F 上, fn

s
( x)→ f( x).

现在只要证明 m ( E \ F) = 0 即可.由于下列关系

E \ F = E \∪
∞

k = 1
Fk =∩

∞

k = 1
( E \ Fk) =∩

∞

k = 1
∪
∞

s = k
Es = lim

s
Es
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以及

∑
∞

s = 1

m Es < ∑
∞

s = 1

1
2
s = 1.

再由上限集定义,则对任何自然数 k有

lim  
s
Es�∪

∞

s = k
Es.

因此

m(lim  
s
Es) ≤ m ∪

∞

s = k

Es ≤∑
∞

s = k

m Es → 0 ( k → ∞).

从而得到

m( E \ F) = m(lim  
s
Es ) = 0.  证毕.

由§2 的引理的推论立即得到

定理 2(勒贝格 Lebesgue)  设

(1) m E < ∞;

(2) { fn }是 E 上 a.e.有限的可测函数列;

(3) { fn }在 E 上 a.e.收敛于 a.e.有限的函数 f,则

fn ( x)� f( x).

上面定理说明 a.e.收敛的函数列在何时成为依测度收敛的.

要注意, m E < ∞这个条件是不能去掉的(见例 2).再结合例

1,在 m E < ∞条件下,测度收敛弱于 a.e.收敛.

定理 3  设 fn ( x)�f( x), fn ( x)� g( x),则 f( x) = g( x)

在 E 上几乎处处成立.

证  由于

| f( x) - g( x)|≤| f( x) - fk ( x)| + | fk ( x) - g( x)|,

故对任何自然数 n,

E |f- g|≥
1
n
� E |f - fk|≥

1
2n
∪ E |fk - g|≥

1
2 n
,

从而
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m E | f - g|≥
1
n

�
≤ m E | f - fk |≥

1
2 n

 + m E | fk - g|≥
1
2 n
.

令 k→∞,即得 m E | f - g|≥
1
n
= 0.

但是

E[ f≠ g] =∪
∞

n = 1
E | f - g|≥

1
n
,

故 m E[ f≠ g] = 0,即 f( x) = g( x) a.e.于 E.证毕.

例 3  设 E�R
1
, f( x)是 E 上 a.e 有限的可测函数.证明:存

在定义在 R
1
上的一列连续函数{ gn },使得

lim
n→ ∞
gn ( x) = f( x) a.e 于 E.

证明  由于涉及可测函数与连续函数之间关系,我们首先会

想到应用鲁津定理.因为 f( x)在 E 上可测,由鲁津定理,对任何

正整数 n,存在 E 的可测子集 En ,使得 m ( E - En ) <
1
n
,同时存

在定义在 R
1
上的连续函数 gn ( x),使得当 x∈ E n 时有 gn ( x) =

f( x).所以对任意的η> 0,成立

E[| f - gn |≥η]� E - En ,

此由可得

m E[| f - gn |≥η]≤ m ( E - En ) <
1
n
.

因此

lim
n→ ∞
m E[| f - gn |≥η] = 0,

即 gn ( x)� f( x),由黎斯定理存在{ gn }的子列{ gn
k
},使得

lim
k→ ∞
gn
k
( x) = f( x), a.e.于 E.

证毕.

本章叶果洛夫、黎斯定理证明中我们常常使用集合运算的语
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言来描述函数列在可测集上的极限过程,这种方法称为集合分析

方法,是实变函数中主要分析方法之一.为了说明这种方法下面再

举一例.

例 4  设{ fk }是 E 上实值可测函数列且 m E < + ∞.求证:

lim
n→ ∞
fn ( x) = 0,a.e 于 E 的充要条件是sup

k≥ n
| fk ( x)|�0 ( n→∞).

证明  令 En (ε) = E[| fn |≥ε],则对任意ε> 0,有

∪
k≥ n
Ek (ε)� E[sup

k≥ n
| fk|≥ε]�∪

k≥ n
Ek
ε
2
.

于是  sup
k≥ n
| fk( x)|�0 ( n→∞)等价于对任意的ε> 0,

lim
n→ ∞
m ∪
k≥ n

Ek (ε) = 0.

因此我们只要证明lim
n→∞
fn ( x) = 0,a.e 于 E 的充要条件为对任意

的ε> 0,成立lim
n→∞
m ∪
k≥ n

Ek (ε) = 0.

必要性:若lim
n→ ∞
fn ( x) = 0,a.e 于 E,由于

∪
k≥ n
Ek (ε) = E - E[ n,ε],

因此由§2 引理,lim
n→ ∞
m ∪
k≥ n

Ek (ε) = 0.

充分性:令

E0 =∩
∞

j = 1
∪
∞

n = 1
∩
∞

k≥ n
E - Ek
1
j
,

则 m( E - E0 ) = 0.事实上,由于当 j固定时,集列∪
∞

k≥ n
Ek
1
j
,

n = 1,2,⋯关于 n是减少的,且 m E < + ∞,故由第三章§2定理 9,

m ∩
∞

n = 1
∪
∞

k≥ n

Ek
1
j
= lim
n→∞
m ∪
k≥ n

Ek
1
j
= 0.

所以

m( E - E0 ) == m ∪
∞

j = 1
∩
∞

n = 1
∪
∞

k≥ n

Ek
1
j
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≤∑
∞

j = 1

m ∩
∞

n = 1
∪
∞

k≥ n

Ek
1
j
= 0.

我们只需证{ fn ( x)}在 E0 上处处收敛于零即可.对任何 x∈

E0 ,设ε为任意的正数,取正整数 j0 ,使得
1
j0
< ε,则 x∈∪

∞

n = 1
∩
∞

k≥ n

E - Ek
1
j0
.因此存在 n0 ,使 x∈∩

∞

k = n
0

E - Ek
1
j0
,这意味着

当 k≥ n0 时, x∈ E - Ek
1
j0
,也即

| fk( x)| <
1
j0
<ε.

因此lim
k→∞
fk ( x) = 0.这就证明了{ fn ( x)}在 E0 上处处收敛于零.所

以lim
n→∞
fn ( x) = 0,a.e 于 E.证毕.

第四章习题

1. 证明: f( x)在 E 上为可测函数的充要条件是对任一有理数 r,集

E[ f > r]可测.如果集 E[ f = r]可测,问 f( x)是否可测 ?

2. 设 f( x)、fn ( x) ( n = 1,2,⋯)是定义在区间[ a, b]上的实函数, k 为正

整数,试证:

∩
∞

k = 1
lim
n→∞  

E[| fn - f| <
1
k
]

是 E 中使 fn ( x)收敛于 f( x)的点集.

3. 设{fn }为 E 上可测函数列,证明它的收敛点集和发散点集都是可

测的.

4. 设 E 是[0,1]中的不可测集,令

f( x) =
x, x∈ E,

- x, x∈[0,1] - E.

问 f( x)在[0,1]上是否可测 ? | f( x)|是否可测 ?

5. 设 fn( x) ( n = 1,2,⋯)是 E 上 a.e.有限的可测函数列,而{fn }a.e收敛

于有限函数 f,则对任意的ε> 0 存在常数 c与可测集 E0� E, m( E \ E0 ) < ε,
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使在 E0 上对一切 n有|fn( x)|≤c.这里 mE < ∞.

6. 设 f( x)是( - ∞,∞)上的连续函数, g( x)为[ a, b]上的可测函数,则

f( g( x))是可测函数.

7. 设函数列 fn ( x) ( n = 1,2,⋯)在有界集 E 上“基本上”一致收敛于

f( x),证明{fn }a.e.收敛于 f.

8. 试证鲁津定理的逆定理成立.

9. 设函数列{ fn}在 E 上依测度收敛于 f,且 fn ( x)≤ g( x)a.e.于 E, n =

1,2,⋯.试证 f( x)≤ g( x)在 E 上几乎处处成立.

10. 设在 E 上 fn ( x)�f( x),且 fn ( x)≤ fn + 1 ( x)几乎处处成立, n = 1,

2,⋯,则几乎处处有 fn( x)收敛于 f( x).

11. 设在 E 上 fn ( x)� f( x),而 fn ( x) = gn ( x)a.e.成立, n = 1,2,⋯,则

有 gn ( x)� f( x).

12. 设 m E < + ∞,证明:在 E 上 fn ( x)� f( x)的充要条件是,对于{fn }

的任何子函数列{fn
k
},存在{ fn

k
}的子函数列{ fn

k
j

},使得lim
j→∞
fn
k
j

( x) = f( x),

a.e于 E.

13. 设 m E < ∞,几乎处处有限的可测函数列 fn ( x)和 gn ( x), n = 1,

2,⋯,分别依测度收敛于 f( x)和 g( x),证明:

(1) fn ( x) gn ( x)� f( x) g( x);

(2) fn ( x) + gn ( x)�f( x) + g( x);

(3) �min{ fn ( x), gn ( x)}�min{ f( x), g( x)};

max{ fn( x), gn ( x)}�max{ f( x), g( x)}.

(提示:(1)可用 12 题证明)
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第五章  积 分 论

  经过一段漫长的准备工作,我们有了可测集,可测函数的概

念.这一章将进入实变函数的核心———建立勒贝格积分理论.我们

先从黎曼积分说起,然后定义可列可加测度定义下的积分,讨论它

的性质.在§5,一个积分号下求极限的定理展示了勒贝格积分论

的威力,它也因此成为一件现代数字的重要工具.

§1. 黎曼(Riemann)积分

在介绍勒贝格积分之前,我们先将它的前身———黎曼积分作

一回顾,并从测度观点建立一个可积的充要条件.

R 积分通常有两种定义.在单变量的情况下其一是大家熟知

的“极限式”定义(即作为积分和的极限),另一是“确界式”定义.

为了便于与勒贝格积分的建立过程作比较,在此对 R 积分的

“确界式”定义再作进一步的介绍.

定义 1  设 f( x)在[ a, b]上有界, T 表示[ a, b]的任一分划

a = x0 < x1 < ⋯ < xn = b,

这里 n 为任一自然数,可随 T 而不同.

设 M i, mi 分别表示 f( x)在[ xi - 1 , xi]上的上、下确界( i= 1,

2,⋯, n).

S( T, f) = ∑
n

i = 1

M iΔxi,  s( T, f) = ∑
n

i = 1

m iΔxi,

分别叫做 f( x)关于分划 T 的 � �#大和数与 � �#小和数,这里Δxi = xi -

xi - 1 ,
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∫
—
b

a
f( x)d x = inf

T
S( T, f),   ∫

—

b

a
f( x)d x = sup

T
s( T, f)

分别叫做 f( x)在[ a, b]上的 � 穱达 � 穱布( Darboux) � 穱上积分与 � 穱下积分,这

里上、下确界是对[ a, b]的一切可能分划 T 而取的.如果

∫
—
b

a
f( x)d x =∫

—

b

a
f( x)d x  (一般只有∫

—
b

a
f( x)d x ≥∫

—

b

a
f( x)d x) ,

则称 f( x)在[ a, b]上 � �6R 可积并称此共同值为 f( x)在[ a, b]上的

� ��积分,记为∫
b

a
f( x)d x.

两种定义的等价性建立在下面的定理上.

达布定理  当分划 T 的最大区间长δ( T)→0 时,

S( T, f) →∫
—
b

a
f( x)d x,  s( T, f) →∫

—

b

a
f( x)d x.

同上面的积分两种定义相应,有界函数 f( x)黎曼可积的充要条

件也有两种(当然它们也是等价的),那就是:

可积条件 1°:当 δ( T)→0 时,

S( T, f) - s( T, f) = ∑
n

i = 1

ωiΔxi → 0,

这里ωi = M i - mi.

可积条件 2°: inf
T
[ S( T, f) - s( T, f)] = 0.

这两可积条件的缺点是没有将函数的可积性最后归结到函数

的其它内在性质(如连续性等)上面去.从这一角度去看,下面由勒

贝格给出的可积条件就好得多.

可积条件 3°: f( x)在 [ a, b]上的一切不连续点成一零测

度集.

在证明这个条件之前,我们先介绍振幅的概念和一些引理.

在条件 1°, 2°中出现的 ωi = M i - mi, 叫做 f( x)在区间

[ xi - 1 , xi]上的振幅.一般地.如果 f( x)在点集 A� R
n
上有定义
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且有界,则我们定义 f( x)在 A 上的振幅为

ω( A, f) = sup
x∈ A
f( x) - inf

x∈ A
f( x).

显然,如果 B� A,总有

ω( B, f)≤ω( A, f). (1)

现在考虑定义在 E�R
n
上的函数 f( x)及任一点 x0 ∈ E,我

们定义 f( x)在点 x0 的振幅为

ω( x0 ) =lim
δ→ 0
ω( U ( x0 ,δ)∩ E, f),

这极限由于(1)式的原因一定存在且不小于零.

设 f( x)在 U ( x0 ,δ)∩ E 上的上、下确界分别为 Mδ( x0 )与

mδ( x0 ),当 δ→0 时,二者的极限分别记为 M ( x0 )与 m ( x0 ).显

然,

m( x0 )≤ f( x0 )≤ M ( x0 ),及 ω( x0 ) = M ( x0 ) - m( x0 ).

引理 1  设 f( x)定义在 E�R
n
上, x0 ∈ E. f( x)在点 x0 处

连续的充要条件是 f( x)在点 x0 的振幅为零.

证  必要性.设 f( x)在 x0 处连续,则对任何ε> 0,存在

δ> 0,使当

x∈ U( x0 ,δ)∩ E,总有| f( x) - f( x0 )| <ε,

即
f( x0 ) -ε< f( x) < f( x0 ) + ε.

从而

f( x0 ) -ε≤ mδ( x0 )≤ Mδ( x0 )≤ f( x0 ) +ε,

令δ→0,得 f( x0 ) - ε≤ m ( x0 )≤ M ( x0 )≤ f( x0 ) + ε.由于ε的

任意性,所以 M ( x0 ) = m( x0 ).

充分性.设 m( x0 ) = M ( x0 ) = f( x0 ),对任何ε> 0,取 δ> 0,

使

m( x0 ) -ε< mδ( x0 ), Mδ( x0 ) < M ( x0 ) +ε.

从而得

f( x0 ) -ε< mδ( x0 )≤ Mδ( x0 ) < f( x0 ) +ε,
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但当 x∈ U( x0 ,δ)∩ E,有 mδ( x0 )≤ f( x)≤ Mδ( x0 ),故有

| f( x) - f( x0 )| < ε,

即 f( x)在 x0 处连续.证毕.

引理 2  设 f( x)定义在闭集 E�R
n
上,则对任意ε> 0,集

Eε = { x|ω( x)≥ε, x∈ E}

为闭集.从而 f( x)的不连续点构成 1 Fσ 型集.

证  设 x0∈ E′ε,显然 x0∈ E,对任何δ> 0,在邻域 U( x0 ,δ)

中含有 Eε 的无穷多个点 x,而每个 x 满足ω( x)≥ε,故

ω( U( x0 ,δ)∩ E, f)≥ε,

令δ→0,得 ω( x0 )≥ε,即 x0∈ Eε,所以 Eε 为闭集.

由于  E[ω> 0] =∪
∞

n = 1
E ω≥
1
n
,所以 f( x)的不连续点为

Fσ 型集.证毕.

证明可积条件 3°.必要性:由引理 1, f( x)在[ a, b]上不连续点

集为 E[ω( x, f) > 0],故只须证明对任何δ> 0, Eδ≡ E[ω( x, f)

≥δ]是零集即可.

给定[ a, b]的任一分划

T: a = x0 < xi < ⋯ < xn = b,

根据振幅定义,只要开区间 Ii = ( xi - 1 , xi)内含有 Eδ 的点便有

ωi≡ω( Ii, f)≥δ,因此

δ ∑
I
i
∩ E
δ
≠

| Ii | �≤ ∑
I
i
∩ E
δ
≠

ωi | Ii |

≤∑
n

i = 1

ωiΔxi(因为 | Ii | = Δxi),

从而 ∑
I
i
∩ E
δ
≠

| Ii |≤
1
δ∑
n

i = 1

ωiΔxi <
ε
2
.

这是由于 f( x)在[ a, b]上 R 可积,故由可积条件 1°存在分划 T,

使上述不等式中间那一项小于ε/ 2.
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另一方面,将 T 之( n + 1)个分点用( n + 1)个开区间{ Ji }盖

住,使之

∑
n + 1

i = 1

| Ji | <
ε
2
,

故 Eδ 便用有限个开区间盖住,全长小于ε.于是 m
*
Eδ = 0,所以

m Eδ = 0,从而 m E[ω( x, f) > 0] = 0.

充分性: 设 m E[ω( x, f) > 0] = 0, 则对任何 δ > 0, 有

m Eδ = 0, 从而有一列开区间{ Ii} 将 Eδ盖住且∑
∞

i = 1

| Ii | < ε,由引

理2, Eδ为有界闭集,所以由 H - B 定理,从中可选出有限个区间,

不妨设 I1 , I2 ,⋯, Iδ 将 Eδ 盖住,自然∑
δ

i = 1

| Ii | < ε.

另一方面,因为 f( x) 在[ a, b] -∪
δ

i = 1

Ii 中每点的振幅均小于

δ,而[ a, b] -∪
δ

i = 1

Ii 是有界闭集(它是由有限个互不相交的闭区间

组成),所以根据振幅及有限覆盖定理,可以将[ a, b] -∪
δ

i = 1

Ii 进一

步划分成小闭区间(有限个),使 f( x) 在这些小闭区间上的振幅

都小于δ,所有这些小闭区间的端点又组成[ a, b] 的一个分划 T,

与之相应的和数

    ∑
i

ωiΔxi %= ∑
ω
i
≥δ

ωiΔxi + ∑
ω
i
< δ

ωiΔxi

< ω([ a, b], f)ε+ δ( b - a),

由于ε及δ的任意性, f( x) 在[ a, b] 上 R 可积.(可积条件 1°).证

毕.

黎曼将柯西(Cauchy) 原来只对连续函数定义的积分概念扩

张成现在我们所知的 R 积分,从而扩大了积分的应用范围,但是

即使在有界函数范围内, R 积分还是存在着很大的缺点,主要表现

在以下两个方面:
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(1) R 积分与极限可交换的条件太严.

我们知道一列 R 可积函数的极限函数(即使有界) 不一定保

持 R 可积性.因此在积分与极限交换问题上, R 积分的局限性就

特别突出,大家知道:为了使

∫
b

a
lim
n
fn ( x)d x = lim

n∫
b

a
fn ( x)d x,

对一列收敛的 R 可积函数{ fn } 能成立,当然要求lim
n
fn ( x)是 R 可

积的.对{ fn } 加上一致收敛的条件可以保证极限函数 R 可积,同

时也保证了上面等式的成立,可是这一充分条件不但非常苛刻而

且检验起来也非常不便.由于积分与极限交换问题不能顺利解决,

就大大降低了 R 积分的效果.

(2) 积分运算不完全是微分运算的逆运算.

我们知道任一 R 可积函数 f( x) 的活动上限积分 F( x) =

∫
x

a
f(t)dt 在 f( x) 的所有连续点都有 F′( x) = f( x),换言之,就

是积分后再微分可以还原( f( x) 的不连续点既成零集,可不计).

但是另一方面有例子说明,一个可微函数 F( x) 的导函数

f( x) 即使有界也不一定 R 可积( Volterra 的例),因此也就说不上

有 N - L.公式

F( x) - F( a) =∫
x

a
f(t)dt,

所以在 R 积分范围内,积分运算只是部分地成为微分运算之逆.

鉴于 R 积分的上述缺陷,人们长期以来就致力于改进的尝

试,直到 1902 年法国数学家 Lebesgue 才成功地引入了一种新积

分,后人称之为 Lebesgue 积分简称 L 积分,由于它在很大程度上

摆脱了上述 R 积分的困境,而且大大地扩充了可积函数的范围,

所以今天已成为分析数学中不可缺少的工具.我们在下面主要就

是介绍这一积分理论.
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§2. 勒贝格(Lebesgue)积分的定义

L 积分有不止一种的定义方法,为了便于同 R 积分比较,也

为了便于类推到建立在其他(同样具有可数可加性的) 测度上的

积分起见,我们将采用和 R 积分确界式定义相当的定义,并为了

方便起见而逐步引入.

定义1  设 E � R
q
是一非空可测集,如果 E =∪

n

i = 1

Ei,其中各

Ei 为互不相交的非空可测集,则称有限集合族 D = { Ei} 是 E 的

一个 � 紜可测分划,简称 � 紜分划.设 D′= { E′i} 是 E 的另一分划.如果对

于任一 E′j ∈ D′,存在 Ei ∈ D,使 E′j � Ei,称 D′比 D 细.

引理1  给定 E任意两个分划 D、D′,必存在比它们都细的第

三个分划

D″= { Ei ∩ E′j | Ei ∈ D, E′j ∈ D′且 Ei ∩ E′j ≠ }.

我们记 D″= D D′

证  显然.

定义 2  设 f( x) 是定义在 R
q
中测度有限的集 E 上的有界函

数,对 E 的任一分划 D = { Ei},

令 Bi = sup
x∈ E
i

f( x),   bi = inf
x∈ E
i

f( x),

则∑
i

Bi m Ei,∑
i

bi m Ei 分别称为 f( x) 关于分划 D 的大和及小和

(它们由 D 完全确定),并分别记为 S( D, f) 及 s( D, f).

引理 2  (1) 设 B = sup
x∈ E
f( x), b = inf

x∈ E
f( x),则

bm E ≤ s( D, f) ≤ S( D, f) ≤ B m E.

(2) 设分划 D′比 D 细,则 s( D, f) ≤ s( D′, f),

S( D, f) ≥ S( D′, f).

(3) 对于任两个分划 D, D′总有 s( D, f) ≤ S( D′, f).
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(4) sup
D
s( D, f) ≤inf

D
S( D, f),这里上、下确界是对 E 的所有

可能的分划取的.

证  (1) 显然.

关于(2),设 D = { Ei},比它细的 D′= { E′j},则

s( D, f) A= ∑
i

bi m Ei = ∑
i

bi ∑
E′
j
� E
i

m E′j

≤∑
i
∑
E′
j
� E
i

b′j m E′j

= ∑
j

b′j m E′j = s( D′, f).

同样可证 S( D, f) ≥ S( D′, f).

关于(3),对于 D, D′作 D″= D D′,则 D″比 D, D′都细,从而

由(1)、(2) 有

s( D, f) ≤ s( D″, f) ≤ S( D″, f) ≤ S( D′, f).

(4) 是(3) 的直接结果.证毕.

定义 3  设 f( x) 是 E � R
q
( m E < ∞) 上的有界函数,记

∫
—

E
f( x)d x = inf

D
S( D, f),∫

—
E
f( x)d x = sup

D
s( D, f).

分别称为 f( x) 在 E 上的 L � 罣上、 � 罣下积分.

如果∫
—

E
f( x)d x =∫

—
E
f( x)d x(由引理 2(4) 总有∫

—

E
f( x)d x ≥

∫
—
E
f( x)d x),则称 f( x) 在 E 上 L 可积,且称此共同值为 f( x) 在

E 上的 L 积分,记为∫E f( x)d x①.
以上是 R

q
中测度有限可测集上有界函数的 L积分定义,我们

看到它在形式上同 R 积分完全类似,除了“积分区域”更一般之
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外,主要不同之处在于采用的测度和分划的不同,即那里的区间在

这里一律换成了 L 可测集.

定理 1  设 f( x)是可测集 E∈ R
q
( m E < ∞)上的有界函数,

则 f( x)在 E 上 L 可积的充要条件为:

对任何ε> 0,存在 E 的分划 D 使

S( D, f) - s( D, f) = ∑
i

ωi m Ei <ε,这里 ωi = Bi - bi.

换言之,即inf
D
[ S( D, f) - s( D, f)] = inf

D ∑
i

ωi m Ei = 0.

证  充分性:由于

s( D, f)≤∫
-
E
f( x)d x≤∫

-

E
f( x)d x≤ S( D, f),

得 0≤∫
-

E
f( x)d x -∫

-
E
f( x)d x≤ S( D, f) - s( D, f) <ε,

因为ε是任意的,故

∫
-

E
f( x)d x -∫

-
E
f( x)d x = 0.

必要性:设∫
-

E
f( x)d x =∫

-
E
f( x)d x,由上、下积分的定义,对

任意ε> 0,存在分划 D1 , D2 使

S( D1 , f) -∫
-

E
f( x)d x <

ε
2
,∫
-
E
f( x)d x - s( D2 , f) <

ε
2
,

因此,对分划 D = D1 D2 由引理 2(2),仍有

S( D, f) -∫
-

E
f( x)d x <

ε
2
,∫
-
E
f( x)d x - s( D, f) <

ε
2
,

将这两式相加,即得

S( D, f) - s( D, f) <ε.

证毕.

以上条件由于它的导出只利用了分划的一般性质,所以必然
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是比较形式的,如果我们能进一步利用可测分划的特殊性质就可

以得到一个较深刻的条件.

定理 2  设 f( x)是可测集 E� R
q
( m E < ∞)上的有界函数,

则 f( x)在 E 上 L 可积的充要条件是 f( x)在 E 上可测.

证  充分性:设 f( x)在 E 上可测,且 b < f( x)≤ B,任给

δ> 0作[ b, B]的任一分划:

b = y0 < y1 < ⋯ < yn = B 使 max
i
( yi - yi - 1 ) < δ,

令 Ei = E[ yi - 1 < f( x)≤ yi ],  i = 1,2,⋯, n,

则各 Ei 可测且互不相交, E = ∪
n

i = 1

Ei,所以 D = { Ei}构成 E 的一

个分划,关于它的大和与小和,显然有

S( D, f)≤∑
i

yi m Ei, s( D, f)≥∑
i

yi - 1 m Ei,

这是因为 yi - 1≤ bi≤ Bi≤yi.从而

S( D, f) - s( D, f)≤∑
i

( yi - yi - 1 ) m Ei≤δm E.

因为δ> 0 可任意小,可见 f( x)在 E 上 L 可积分(定理 1).

必要性:设 f( x)在 E 上 L 可积分,我们设法用两列简单函数

从上下两方面来逼近 f( x),从而证明 f( x)可测.首先由定理 1 对

1
n
, n = 1,2,⋯,依次作分划 D n 使

S( Dn , f) - s( D n, f) <
1
n
.

不妨假设这列{ Dn }中的各分划是一个比一个细.如果{ D n }

不是这样的话,只须用 D
*
1 = D1 , D

*
2 = D1·D 2 ,⋯来代替好了,这

时仍有

S( D
*

n , f) - s( D
*

n , f) <
1
n
,

设 D n = { E
( n)

1 , E
( n)

2 ,⋯, E
( n)

m
n
}, sup
x∈ E
( n)
i

f( x) = B
( n)

i
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inf
x∈ E
( n)
i

f( x) = b
( n)

i , i = 1,2,⋯, m n .

由此出发作两列简单函数

gn ( x) = b
( n)
i ,当 x∈ E

( n)
i ; hn ( x) = B

( n)
i ,当 x∈ E

( n)
i ,

i = 1,2,⋯, m n ; n = 1,2,⋯.

显然 gn ( x)≤ f( x)≤ hn ( x), h = 1,2,⋯,而且由于 D n 一个比一

个细,还有
g1 ( x)≤ g2 ( x)≤⋯, h1 ( x)≥ h2 ( x)≥⋯,

因此,
lim
n
gn ( x) = g( x), lim

n
hn ( x) = h( x)

存在;而且 g( x)≤ f( x)≤ h( x),作为简单函数的极限 g( x)与

h( x)也都是可测函数(由第四章定理).

所以如果我们能证明 g( x) = h( x)a.e.于 E,那么一定有

f( x) = g( x) = h( x)a.e.于 E,从而也就证明了 f( x)的可测性

(a.e.等于一个可测函数的函数自身也可测).

假定 g( x) = h( x)a.e.于 E 不成立,则由于

E[ h - g > 0] = ∪
∞

n = 1

E h - g≥
1
n
,

必存在 N 使 m E h - g≥
1
N
> 0.记 E

*
= E h - g≥

1
N
.在 E

*

上既有 h( x) - g( x)≥
1
N
,对任意的 n 就更有 hn ( x) - gn ( x)≥

1
N
.也就是当 x∈ E

( n)
i ∩ E

*
时, B

( n)
i - b

( n)
i ≥
1
N
,这样一来便有

S( Dn , f) - s( Dn , f) = ∑
i

( B
( n)
i - b

( n)
i ) m E

( n)
i ≥

∑
i

( B
( n)

i - b
( n)

i ) m ( E
( n)

i ∩ E
*
)

≥
1
N∑i m ( E

( n)

i ∩ E
*
) =
1
N
m E
*
.

这同

S( Dn , f) - s( D n, f) <
1
n
→0  ( n→∞)

·011·



矛盾,证毕.

有了这个定理,对于 R
q
中测度有限的可测集上的有界函数

来说,可测与 L 可积便意味着同一回事了.

定理 3  设 f( x), g( x)在 E( m E < ∞)上有界且 L 可积,则

f( x)± g( x), f( x)·g( x), f( x)�/g( x)(但 inf
x∈ E
| g( x)| > 0),

| f( x)|在 E 上都是 L 可积的.

证  这是定理 2 和第四章§1 定理的直接推论.

L 积分与 R 积分的关系.

定理 4  设 f( x)在[ a, b]上 R 可积,则它必同时 L 可积,且

有相同的积分值

∫
b

a
f( x)d x =∫[ a, b] f( x)d x① .

证  首先 f( x)是有界的;其次对于[ a, b]的任一分划

T: a = x0 < x1 < ⋯ < xn = b,

总对应着一个可测分划

D = {[ a, x1 ],( x1 x2 ],⋯,( xn - 1 , b]},

其中第 i个小区间记作 Ei.沿用本章§1 定义 1 及本节定义 2 中

的记号,我们有

mi≤ bi, M i≥ Bi,Δxi = m Ei, i= 1,2,⋯, n.

故有

s( T, f) 5≤s( D, f)≤∫
-
[ a, b]
f( x)d x≤∫

-

[ a, b]
f( x)d x≤ S( D, f)

≤ S( T, f).

从而

∫
-

b

a
f( x)d x 0= sup

T
s( T, f)≤∫

-
[ a, b]
f( x)d x≤∫

-

[ a, b]
f( x)d x  

  ①  今后我们将∫
[ a, b]

f( x)d x 写作( L)∫
b

a
f( x)d x 或干脆写成∫

b

a
f( x)d x.
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≤inf
T
S( T, f) =∫

-
b

a
f( x)d x,

由此即得所要结果.证毕.

另一方面却存在 R 不可积但 L 可积的函数,例如在[0,1]上

的狄利克雷函数是 R 不可积的,但作为简单函数是可测的,所以

它是 L 可积的,可见 L 积分是 R 积分的推广,在 R
n
的情况也是

如此.

§3. 勒贝格积分的性质

由于 L 积分定义与 R 积分定义在形式上的相似,人们自然会

期待 R 积分的许多性质在 L 积分照样得到保留.在下面各定理中

我们假设 E 是 R
q
中测度有限的可测集. f( x)等函数是 E 上的有

界函数,又 L 可积就简称可积.

定理 1①  (1) 设 f( x)在 E 上可积,则 f( x)在 E 的任何可

测子集上也可积.

又设 f( x)定义于 E = A∪ B, A∩ B = ,且在 A, B 上分别

可积,则 f( x)在 E 上也可积分,且

∫E f( x)d x =∫A f( x)d x +∫B f( x)d x. (1)

(2) 设 f( x), g( x)在 E 上可积,则 f( x) + g( x)在 E 上也

可积且

∫E [ f( x) + g( x)]d x =∫E f( x)d x +∫E g( x)d x. (2)
(3) 设 f( x)在 E 上可积,则对任何常数 c, cf( x)也在 E 上

可积且

∫E cf( x)d x = c∫E f( x)d x.
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(4) 设 f( x), g( x)在 E 上可积,且 f( x)≤ g( x),则

∫E f( x)d x≤∫E g( x)d x.

特别当 b≤ f( x)≤ B 时有 b m E≤∫E f( x)d x≤ B m E.
(5) 设 f( x)在 E 上可积,则| f( x)|在 E 上也可积,且

∫E f( x)d x ≤∫E | f( x)|d x.
证  我们只证(1),(2)中两个等式,其余留作练习.

关于(1)式,设 f( x)在 A, B 上都可积,对任何ε> 0,存在 A

的分划 D A 及 B 的分划 DB 使

S( D A , f)≤∫A f( x)d x +ε�/2,  S( D B , f)≤∫B f( x)d x + ε�/2.
但是将这两分划合并而得分划 D E = D A + D B ,显然是 E 的一

个可测分划,因此

∫E f( x)d x 9≤ S( D E , f) = S( D A , f) + S( D B , f)

≤∫A f( x)d x +∫B f( x)d x +ε.
由于ε> 0 的任意性,使得

∫E f( x)d x≤∫A f( x)d x +∫B f( x)d x.
同样可得相反的不等式.

关于(2)式,设 f( x), g( x)在 E 上可积,则对任何ε> 0,存在

E 的分划 D1 , D2 使

S( D 1 , f)≤∫E f( x)d x +ε�/2,  S( D2 , g)≤∫E g( x)d x + ε�/2.
作分划 D = D1·D2 ,则仍有

S( D, f)≤∫E f( x)d x +ε�/2,  S( D, g)≤∫E g( x)d x + ε�/2.
但由于不等式
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inff( x) + infg( x)≤inf[ f( x) + g( x)]≤sup[ f( x) + g( x)]

≤supf( x) + sup g( x),

x∈ Ei, i= 1,2,⋯, n;

又由于ε> 0 的任意性,立得

∫E [ f( x) + g( x)]d x≤∫E f( x)d x +∫E g( x)d x.
同样可得相反的不等式.证毕.

下面两个定理虽然在 R 积分中也有效(因 R 积分也可作 L

积分看),但是在那里通常不予讨论.

定理 2  (1) 设 f( x)在 E 上可积分, f( x)≥0 且∫E f( x)d x
= 0,则 f( x) = 0 a.e.于 E;

(2) 设 f( x)在 E 上可积分,则对任何可测集 A� E,有

lim
m A→ 0∫A f( x)d x = 0(这性质称为 L 积分的绝对连续性).
证  关于(1), E 可表为

E = ∪
∞

n = 1

E f≥
1
n
∪ E[ f = 0],

令  En = E f≥
1
n
,则它是可测集.但

0 =∫E f( x)d x �=∫E
n

f( x)d x +∫E \ E
n

f( x)d x

≥∫E
n

f( x)d x≥
1
n
m En ,

故  m En = 0,从而 m E[ f > 0] = 0.

关于(2),设| f( x)|≤ K,当 x∈ E,则

∫A f( x)d x ≤∫A | f( x)|d x≤ K·m A→0  (当 m A→0).
证毕.
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§4. 一般可积函数

我们迄今仅仅限于在“积分区域”的测度是有限的,并且被积

函数是有界的情况下讨论 L 积分,原因是只在这时大、小和数才

能保证是有限的.在本节中我们要将“积分区域”的测度有限及被

积函数有界这两个限制去掉,使积分定义能适用于更加广泛的函

数类.这一扩张将分两步来完成.

第一步,非负函数情形.

设 f( x)定义在可测集 E� R
q
(不要求 m E < ∞)上的非负实

函数(不要求有界).则 E 总可以用一列逐步扩大的测度有限的可

测集 En 来逼近:

E1 � E2�⋯,lim
n
E n = E.

例如,取 En = E∩ Kn ,其中

K n = {( x1 , x2 ,⋯, xq )|| xi|≤ n, i= 1,2,⋯, q},

即以原点为中心,2 n 为边长的闭区间.同时 f( x)总可用一列定义

在 En 上而函数值随着 n 逐渐增大的有界函数 fn ( x)来逼近:

f1 ( x)≤ f2 ( x)≤⋯,lim
n
fn ( x) = f( x).

例如,取 fn ( x) L= [ f( x)] n = min{ f( x), n}

=
f( x), 当 f( x)≤ n,

n, 当 f( x) > n.

为了利用已知的 L 积分概念,我们还要求每个 fn ( x)在 En

上都是可测的,由于 E[ f > a] = ∪
∞

n = 1

En [ fn > a],这也就是要求

f( x)在 E 上是可测的.再由于{ En }和{ fn }是单调列的原由,总有

0≤∫E
1

f1 ( x)d x≤∫E
2

f2 ( x)d x≤⋯,

因此
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lim
n∫E

n

fn ( x)d x 必存在(可能是 + ∞).不仅如此,我们还可

以证明这一极限是不依赖于逼近列{ En }和{ fn }的选择而惟一确

定的①,而且,如果 m E < ∞且 f( x)在 E 上是有界的,则恰有以下

等式

lim
n∫E

n

[ f( x)] n d x =∫E f( x)d x②.

因此对于非负函数来说,我们自然给积分概念作如下的推广.

定义 1  设 f( x)≥0 在可测集 E�R
q
上可测,这时我们定义

∫E f( x)d x = limn∫E
n

[ f( x)] n d x③,

称为 f( x)在 E 上的 � 践L 积分.(其中 E n 与[ f( x)] n 的意义同上).

第二步,一般函数(不限于非负)的情形.

令 f
+
( x) = max{ f( x),0}, f

-
( x) = max{ - f( x),0},则

f( x) = f
+
( x) - f

-
( x),不难看出,如果 f( x)在 E 上可测,

f
+
( x)与 f

-
( x)在 E 上也可测.反之亦然.并且对于测度有限的

可测集 E 上的可积函数 f( x),总有

∫E f( x)d x =∫E f
+
( x)d x -∫E f

-
( x)d x.

因此对于一般函数来说,我们自然给积分概念作如下推广.

定义 2  设 f( x)在可测集 E�R
q
上可测.如果在定义 1 的

意义下的∫E f
+
( x)d x 与∫E f

-
( x)d x 不同时为 + ∞,则我们称
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②

③ 如果我们只关心 m E < ∞的情形(例如概率论中 m E≤1),定义也可从简:令

[ f( x)] n = min{ f( x), n}, x∈ E, n = 1,2,⋯,

而定义

∫E f( x)d x = limn∫E [ f( x)] n d x.

只须就 E n = E∩ K n , fn ( x) = [ f( x)] n 来证明,利用 L 积分的绝对连续性即

可.

这由下一节列维( Levi)定理容易被证明,目前只要知道有此事就够了.



f( x)在 E 上积分确定,并定义

∫E f( x)d x =∫E f
+
( x)d x -∫E f

-
( x)d x

为 f( x)在 E 上的 � 锋L 积分,特别当此积分有限时,称 f( x)在 E 上

� 笇L 可积.

要注意,凡非负可测函数都是积分确定的,若积分有限,在此

定义意义下是 L 可积的.

又凡在测度有限的可测集上的可积函数,一定也是在此定义

意义下 L 可积的.

我们现在来研究推广后的 L 积分的初等性质.

定理 1  (1) 设 m E = 0(但 E≠ ),则对 E 上的任何实函数

f( x)都有∫E f( x)d x = 0;
(2) 设 f( x)在 E 上 L 可积,则 m E[| f| = ∞] = 0,即 f( x)

在 E 上 a.e.有限;

(3) 设 f( x)在 E 上积分确定,则 f( x)在 E 上任一可测子集

A 上也积分确定.又如 E = A∪ B, A 与 B 皆可测且 A∩ B = ,

则

∫E f( x)d x =∫A f( x)d x +∫B f( x)d x;
(4) 设 f( x)在 E 上积分确定,且 f( x) = g( x)a.e.于 E,则

g( x)在 E 上也积分确定,且∫E f( x)d x =∫E g( x)d x;
(5) 设 f( x), g( x)在 E 上非负可测,则

∫E [ f( x) + g( x)]d x =∫E f( x)d x +∫E g( x)d x;
(6) 设 f( x), g( x)在 E 上积分确定且 f( x)≤ g( x),则

∫E f( x)d x≤∫E g( x)d x.
证  以上诸性质只须利用定义 1 和 2 及前节定理 1 即可简单
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地证明,为示范起见,只证其中(2)与(5).

关于(2),令

E + = E[ f = + ∞], E - = E[ f = - ∞],

则对任何 n≥ N 有

+ ∞ >∫E f
+
( x)d x ]≥∫E

n

[ f
+
( x)] n d x≥∫E

N
∩ E
+

[ f
+
( x)] n d x

= n·m( E N∩ E + ),

可见 m ( E N ∩ E + ) = 0, N = 1,2,⋯,从而

m E + = lim
N
m( E N∩ E + ) = 0,

同样可知 m E - = 0.

关于(5),容易知道对任何 n,在 En 上成立不等式

[ f( x) + g( x)] n≤[ f( x)] n + [ g( x)] n≤[ f( x) + g( x)]2 n ,

因此由前节定理 1,有

∫E
n

[ f( x) + g( x)] n d x≤∫E
n

[ f( x)] n d x +∫E
n

[ g( x)] n d x

≤∫E
n

[ f( x) + g( x)]2 n d x≤∫E
2 n

[ f( x) + g( x)]2 n d x,

令 n→∞即得.证毕.

由于(3)可知,一个积分确定的函数如果在一个零测度集上随

意改变函数值,并不影响它的积分值,因此,即使一个函数 f( x)

在 E 的一个零测度子集 E0 上没有定义,只要∫E \ E
0

f( x)d x 有意

义,我们仍可认为∫E f( x)d x 有意义,而且不妨约定

∫E f( x)d x =∫E \ E
0

f( x)d x.

也可补充定义 f( x)在 E0 上的函数值,比如 f( x) = 0.

定理 2  前节定理 1 和定理 2 对于一般可积函数也成立.

证  只就线性关系,绝对可积性及绝对连续性加以证明.
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(1) 线性关系.设 f( x), g( x)在 E 上可积,不失一般性,假设

它们都是有限值函数.

由于

( f( x) + g( x))
+
≤ f
+
( x) + g

+
( x),

( f( x) + g( x))
-
≤ f
-
( x) + g

-
( x)

及定理 1 的(5)与(6),可知 f( x) + g( x)在 E 上可积分.其次,由

于

 ( f
+
( x) - f

-
( x)) + ( g

+
( x) - g

-
( x))

= f( x) + g( x)

= ( f( x) + g( x))
+
- ( f( x) + g( x))

-
,

故

 ( f( x) + g( x))
+
+ f
-
( x) + g

-
( x)

= ( f( x) + g( x))
-
+ f
+
( x) + g

+
( x),

由定理 1,(5)便有

 ∫E ( f( x) + g( x))
+
d x +∫E f

-
( x)d x +∫E g

-
( x)d x

=∫E ( f( x) + g( x))
-
d x +∫E f

+
( x)d x +∫E g

+
( x)d x,

移项得

∫E [ f( x) + g( x)]d x =∫E f( x)d x +∫E g( x)d x.
设 f( x)≥0 在 E 上可积,对正数 c,下面证明

∫E cf( x)d x = c∫E f( x)d x. (1)

事实上,

∫E f( x)d x =∫E
1
n
f( x) + ⋯ +

1
n
f( x)

n项

d x = n∫E
1
n
f( x)d x,

所以  ∫E
1
n
f( x)d x =

1
n∫E f( x)d x.从而又有
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m
n∫E f( x)d x c=∫E

1
n
f( x)d x + ⋯ +∫E

1
n
f( x)

m 项

d x

=∫E
1
n
f( x) + ⋯ +

1
n
f( x)

m 项

d x

=∫E
m
n
f( x)d x.

设 c为正无理数,取两个正有理数列{ rn }与{ r′n }使 rn→c, r′n

→c,且 rn < c< r′n ,于是

rn∫E f( x)d x �=∫E rn f( x)d x≤∫E cf( x)d x≤∫E r′n f( x)d x

= r′n∫E f( x)d x.

令 n→∞,得 c∫E f( x)d x =∫E cf( x)d x.
不难证明,对 c < 0 时式(1)仍成立,从而对一般情况,即 f( x)

不限于非负的,式(1)还是成立的.

(2) 绝对可积性.设 f( x)在 E 上可积分,由于| f( x)| =

f
+
( x) + f

-
( x),由定理 1,(5)得

∫E | f( x)|d x =∫E f
+
( x)d x +∫E f

-
( x)d x,

所以| f( x)|在 E 上可积且

∫E | f( x)|d x =∫E f
+
( x)d x +∫E f

-
( x)d x

≥∫E f
+
( x)d x -∫E f

-
( x)d x =∫E f( x)d x .

(3) 绝对连续性.设 f( x)在 E 上可积,则| f( x)|在 E 上也

可积,从而对任何ε> 0,存在 N > 0,使

∫E | f( x)|d x -∫E
N

[| f( x)|] N d x <ε�/2.

另一方面,由于有界可积函数有积分的绝对连续性,故对此ε,又
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存在δ> 0,使当 A� E N 且 m A < δ时,有∫A [| f( x)|] N d x < ε�/2,
因此,当 A� E 且 m A < δ时便有

 ∫A f( x)dx ≤∫A | f( x)|d x

=∫A \ A∩ E
N

| f|dx +∫A ∩ E
N

(|f| - [| f|] N )dx +∫A∩ E
N

[|f|] N d x

≤∫E \ E
N

|f|d x +∫E
N

(|f| - [|f|] N )d x +∫A∩ E
N

|f| N dx

=∫E | f|dx -∫E
N

[|f|] N d x +∫A∩ E
N

[| f|] N d x <ε�/2 +ε�/2 =ε.

即当 m A→0 时,∫A f( x)d x→0. 证毕.

值得注意的是,由于 L 可积函数具有绝对可积性,所以 L 积

分是一种绝对收敛积分.而 R 反常积分不必为绝对收敛.因此 L

积分虽是 R 积分的推广,却非 R 反常积分的推广.

关于 R 反常积分在什么条件下 L 可积我们将在下一节中讨论.

例 1  设 f( x)在 E = [ a, b]上可积,则对任何ε> 0,必存在

E 上的连续函数φ( x),使

∫
b

a
| f( x) - φ( x)|d x < ε.

证  设 en = E [| f| > n],由于 f( x)在 E 上 a.e.有限,故

men→0( n→∞).

由积分的绝对连续性,对任何ε> 0,必存在 N,使

N·meN≤∫e
N

| f( x)|d x < ε�/4.

令 B N = E \ eN ,在 B N 上利用鲁津定理,存在闭集 F N � B N

和在 R
1
上的连续函数 φ( x)使

(1) m( B N \ F N ) <
ε
4 N
;
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(2) x∈ F N 时, f( x) = φ( x),且 sup
x∈ R
1
|φ( x)| = sup

x∈ F
N

| f( x)|

≤ N.

所以  ∫
b

a
| f( x) - φ( x)|d x �≤∫e

N

| f( x) - φ( x)|d x

 +∫B
N

| f( x) - φ( x)|d x

≤∫e
N

| f( x)|d x +∫e
N

|φ( x)|d x +∫B
N
\ F
N

| f( x) - φ( x)|d x

≤
ε
4
+ N·meN + 2 N·

ε
4 N
≤
ε
4
+
ε
4
+
ε
2
= ε.

其中第二个不等式是由于在 FN 上 f( x) = φ( x),故

 ∫B
N

| f( x) - φ( x)|d x

=∫B
N
\ F
N

| f( x) - φ( x)|d x.

证毕.

例 2  设 f( x)为[0,1]上的 L 可积函数.如果对任何数 c(0

≤c≤1)总有∫[0 , c] f( x)d x = 0,那么 f( x) = 0 a.e.于[0,1].
证  由题设,对[0,1]中的任何开区间(α,β)有

∫(α,β) f( x)d x �=∫(0 ,β) f( x)d x -∫(0 ,α] f( x)d x

=∫[0 ,β] f( x)d x -∫[0 ,α] f( x)d x = 0.
又因 f( x)在[0,1]上 L 可积,由积分的绝对连续性,对任意

ε> 0,存在 δ> 0,使对任一可测子集 e�[0,1],当 me < δ时,

∫e f( x)d x < ε.对(0,1)中任一可测集 A,由第三章§3 定理 5
证明的(1),存在开集 G,使得 A� G�(0,1),且 m ( G - A) < δ,

从而
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∫G - A f( x)d x < ε.

设 G = ∪
∞

i = 1

(αi,βi),其中(αi,βi )是 G 的构成区间,则

∫G f( x)d x = ∑
∞

i = 1
∫(α
i
,β
i
)
f( x)d x = 0.

所以

∫A f( x)d x =∫G f( x)d x -∫G - A f( x)d x <ε,

由ε的任意性得∫A f( x)d x = 0.由此可得,对[0,1]中的任一可测

子集 A,都成立∫A f( x)d x = 0.特别有

∫E[ f > 0 ] f( x)d x = 0,∫E[ f < 0 ] f( x)d x = 0,
其中 E = [0,1],所以 f( x) = 0 a.e 于[0,1].证毕.

由 L 积分的建立过程及上面的例 1 与例 2,先讨论简单函数、

连续函数及开集等简单集上的积分,利用逼近的方法最终讨论一般

可积函数及一般可测集上的积分是实变函数中最常用的技巧之一.

§5. 积分的极限定理

本节主要讨论积分与极限的交换问题,我们将看到这问题在

L 积分范围内得到比在 R 积分范围内远为完满的解决,这正是 L

积分的最大成功之处.

我们先讨论一般可积函数的情形,然后再讨论非负可测函数

的情形.

定理 1(勒贝格控制收敛定理)  设

(1) { fn }是可测集 E 上的可测函数列;

(2) | fn ( x)|≤ F( x) a.e.于 E, n = 1,2,⋯,且 F( x)在 E 上
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可积分(称{ fn }为 F( x)所控制,而 F( x)叫 � �!控制函数);

(3) fn ( x)� f( x),

则 f( x)在 E 上可积分且

lim
n∫E fn ( x)d x =∫E f( x)d x.

证  由于 fn ( x)� f( x),根据 Riesz定理,存在子列{ fn
i
}a.e.

收敛于 f( x),由| fn
i
( x)|≤ F( x) a.e.于 E,得| f( x)|≤ F( x)

a.e.于 E,因为 F( x)可积,得到 f( x)在 E 上是可积的.同样说明

每个 fn ( x)在 E 上是可积的.

下证lim
n∫E fn ( x)d x =∫E f( x)d x.我们分两步证明:

(1) 先设 m E < + ∞.对任何ε> 0,因为 F( x)在 E 上可积,由

勒贝格积分的绝对连续性,存在δ> 0,使当 e� E 且 me< δ时有

∫e F( x)d x <
ε
4
.

又因为 fn ( x)� f( x),所以存在 N > 0,使当 n≥ N 时,

m E[| fn - f|≥σ] < δ,

其中σ=
ε
2 m E
> 0.所以当 n≥ N 时,

∫E[| f
n
- f|≥σ]
F( x)d x <

ε
4
.

因此,

∫E fn ( x)d x -∫E f( x)d x ≤∫E | fn ( x) - f( x)|d x �

=∫E[| f
n
- f|≥σ]
|fn( x) - f( x)|dx +∫E[| f

n
- f| < σ]
|fn ( x - f( x))|d x

≤2∫E [| f
n
- f|≥σ]
F( x)d x +σ·m E[| fn - f| < σ]

< 2·
ε
4
+ σ·m E
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=
ε
2
+
ε
2
= ε.

这就证明了当 m E < + ∞时

lim
n∫E fn ( x)d x =∫E f( x)d x.

(2) 设 m E = + ∞.因为 F( x)在 E 上可积,由非负可测函数

L 积分的定义,对任何ε> 0,存在 Ek� E, m Ek < + ∞,使

∫E F( x)d x <∫E
k

[ F( x)] k d x +
ε
4
.

所以

∫E - E
k

F( x)d x '=∫E F( x)d x -∫E
k

F( x)d x

≤∫E F( x)d x -∫E
k

[ F( x)] k d x

<
ε
4
.

另一方面,在 Ek 上可测函数列{| fn - f|}满足:

| fn ( x) - f( x)|≤2 F( x).a.e 于 Ek, n = 1,2,⋯

| fn ( x) - f( x)|�0.

故由(1),存在正整数 N,使当 n≥ N 时,

∫E
k

| fn ( x) - f( x)|d x <
ε
2
.

因此

  ∫E fn ( x)d x -∫E f( x)d x ≤∫E | fn ( x) - f( x)|d x

=∫E - E
k

| fn ( x) - f( x)|d x +∫E
k

| fn ( x) - f( x)|d x

≤2∫E - E
k

| F( x)|d x +
ε
2

< 2·
ε
4
+
ε
2
=ε.证毕.
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推论 1  将条件(3)改为 fn ( x)→ f( x) a.e.于 E,定理结论

仍成立.

事实上,由第四章§4 的定理 2,当 m E < + ∞时,由 fn ( x)→

f( x) a.e.于 E 可得到 fn ( x)� f( x),故由定理 1 的证明过程可

知定理结论仍成立,细节请读者自行给出.

推论 2  设 m E < ∞,将条件(2)改为| fn ( x)|≤ K(常数) n =

1,2,⋯,如果 fn ( x)→ f( x) a.e.于 E 或 fn ( x)� f( x),则定理结

论还成立.

推论 2 的证明留作练习.

定理 2  列维(Levi)  设{ fn }为可测集 E� R
q
上的一列非负

可测函数,且在 E 上有 fn ( x)≤ fn + 1 ( x), n = 1,2,⋯,(单调列)令

f( x) = lim
n
fn ( x),则

lim
n∫E fn ( x)d x =∫E f( x)d x.

证  首先,由于{ fn }是单调列,所以

f( x) = lim
n
fn ( x)存在,可测而且 fn ( x)≤f( x),

故由前节定理 1 的(6),∫E fn ( x)d x≤∫E f( x)d x,从而得

lim
n∫E fn ( x)d x≤∫E f( x)d x.

其次,为了得到相反的不等式,对于固定的 N > 0,考虑可测

函数列:

[ fN ( x)] N ,[ fN + 1 ( x)] N ,⋯,[ fn ( x)] N ,⋯

在 E N 上它们都有定义而且不难证明

lim
n
[ fn ( x)] N = [ f( x)] N . (1)

事实上,设 x0 ∈ E N ,如果存在 n0 ≥ N 使 fn
0
( x0 ) > N,则对

n≥ n0 ,有 fn ( x0 ) > N,从而 f( x0 )≥ N,故(1)式成立( N = N).

如果对任何 n≥ N;有 fn ( x0 )≤ N,则 f( x0 )≤ N.这时(1)式成为
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lim
n
fn ( x0 ) = f( x0 ).

总之无论哪种情况,(1)式都成立.因此

∫E
N

[ f( x)] N d x m=∫E
N

lim
n
[ fn ( x)] N d x

= lim
n∫E

N

[ fn ( x)] N d x≤lim
n∫E fn ( x)d x.

(第二等式由控制收敛定理得知).

故有∫E f( x)d x = limN∫E
N

[ f( x)] N d x≤lim
n∫E fn ( x)d x.

所以得到   lim
n∫E fn ( x)d x =∫E f( x)d x. 证毕.

定理 3( L 逐项积分定理)  设{ fn }是可测集 E� R
q
上一列

非负可测函数,则

∫E ∑
∞

n = 1

fn ( x) d x = ∑
∞

n = 1
∫E fn ( x)d x.

证  设 gn ( x) = ∑
n

i = 1

fi( x), n = 1,2,⋯,则{ gn }为 E 上非负

可测函数的递增序列.由 Levi定理有

∫E limn gn ( x)d x = limn∫E gn ( x)d x. (2)

但是  lim
n
gn ( x) = ∑

∞

n = 1

fn ( x),∫E gn ( x)d x = ∑
n

i = 1
∫E fi( x)d x,

代入(2)式即得.证毕.

定理 4(积分的可数可加性)  设 f( x)在可测集 E� R
q
上积

分确定,且 E = ∪
∞

i = 1

Ei,其中各 Ei 为互不相交的可测集,则

∫E f( x)d x = ∑
∞

i = 1
∫E
i

f( x)d x.

证  设
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fn ( x) =
f
+
( x), x∈ En ,

0, x∈ E \ En ,
 n = 1,2,⋯,

则各 fn ( x)为 E 上非负可测函数且∑
∞

n = 1

fn ( x) = f
+
( x),由前节

定理 1 的(3),得

∫E fn ( x)d x =∫E
n

f
+
( x)d x.

应用逐项积分定理即得

∫E f
+
( x)d x = ∑

∞

n = 1
∫E
n

f
+
( x)d x,

同样可得 ∫E f
-
( x)d x = ∑

∞

n = 1
∫E
n

f
-
( x)d x.

由于 f( x)在 E 上积分确定,故上面两个正项级数中至少有

一个是收敛的.因此,两式相减即得

  ∫E f( x)d x }=∫E f
+
( x)d x -∫E f

-
( x)d x

= ∑
∞

n = 1
∫E
n

f
+
( x)d x - ∑

∞

n = 1
∫E
n

f
-
( x)d x

= ∑
∞

n = 1
∫E
n

f
+
( x)d x -∫E

n

f
-
( x)d x

= ∑
∞

n = 1
∫E
n

f( x)d x.

证毕.

定理 5(Fatou 引理)  设{ fn }是可测集 E� R
q
上一列非负可

测函数,则

∫E limn fn ( x)d x ≤ limn∫E fn ( x)d x.
证  设 gn ( x) = inf{ fn ( x), fn + 1 ( x),⋯,}, n = 1,2,⋯,

则{ gn }为 E 上非负可测函数递增列且
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lim
n
fn ( x) = lim

n
gn ( x).

由 Levi定理

∫E limn fn ( x)d x O=∫E limn gn ( x)d x = limn∫E gn ( x)d x

= lim
n
∫E gn ( x)d x

≤lim
n∫E fn ( x)d x.(因 gn ( x)≤ fn ( x).)

证毕.

值得注意的是, Fatou 引理中的不等号是可以实现的,例如,

设

fn ( x) =

n,
1
2 n
≤ x≤
1
n
,

0,
1
n
< x≤1 或 0≤ x <

1
2 n
.

因为lim
n
fn ( x) = 0,所以∫

1

0
lim
n
fn ( x)d x = 0.又有

∫
1

0
fn ( x)d x =∫

1�/2 n

0
0·d x +∫

1�/n

1�/2 n
nd x +∫

1

1�/n
0·d x =
1
2
,

故得

lim
n∫
1

0
fn ( x)d x =

1
2
.

所以 ∫
1

0
lim
n
fn ( x)d x < lim

n∫
1

0
fn ( x)d x.

定理 6  设 f( x, t)为矩形

{( x, t)| a≤ x≤ b,α≤t≤β}

上的二元函数,固定 t∈[α,β], f( x, t)为 x 的可积函数.如果对

几乎所有 x,函数 f( x, t)对 t有偏导数,并且存在[ a, b]上 L 可

积函数 g( x),对 t∈[α,β]及充分小的| h|有

f( x,t + h) - f( x, t)
h

≤ g( x) a.e.于[ a, b], (3)
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则∫
b

a
f( x,t)d x 在[α,β]上有导函数,且

d
dt∫
b

a
f( x,t)d x =∫

b

a

�
�t
f( x, t)d x.

证  任取 t∈[α,β],并任取一列 hn→0( hn≠0),使 t + hn∈

[α,β],则当 n→∞时,对[ a, b]中几乎所有 x,都有

f( x,t + hn ) - f( x, t)
hn

→
�
�t
f( x,t).

再由(3)式,利用定理 1,便知

lim
n∫
b

a

f( x, t+ hn ) - f( x,t)
hn

d x =∫
b

a

�
�t
f( x, t)d x.

证毕.

在§4 中,我们提到 L 积分是 R 积分的推广,却非 R 反常积

分的推广.但对于非负有限函数的 R 反常积分有下述结果:

定理 7  设 f( x)是( a, b]上非负有限函数且 lim
x→ a
+
f( x) = ∞.

如果 f( x)在 [ a, b]上的 R 反常积分存在 (可积),则 f( x)在

[ a, b]上 L 可积并且成立

( R)∫
b

a
f( x)d x =∫[ a, b] f( x)d x. (4)

证  易知 f( x)是[ a, b]上的可测函数(补充定义 f( a) =

+ ∞).任取一列单调减少的正数 0 < εn < b - a,使 εn →0.因为

f( x)在[ a +εn, b]上 R 可积,故 fn ( x) = χ[ a + ε
n
, b] ( x) f( x)①在

[ a + εn , b]上 R 可积,因而在[ a + εn , b]上 L 可积,并且

∫[ a, b] fn ( x)d x �=∫[ a + ε
n
, b]
fn ( x)d x

= ( R)∫
b

a + ε
n

fn ( x)d x  

  ①  设 E� R q,则 χE ( x) =
1, x∈ E,

0, xú E,
称 χE ( x)为集合 E 的特征函数.
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= ( R)∫
b

a + ε
n

f( x)d x.

由于 f( x)在[ a, b]上的 R 反常积分存在(可积),并且非负,

所以

( R)∫
b

a
f( x)d x = lim

n→ ∞∫
b

a+ ε
n

f( x)d x. (5)

另一方面,因为非负函数列{ fn }在[ a, b]上增加地几乎处处

收敛到 f,因此由列维定理,

lim
n→ ∞∫[ a, b] fn ( x)d x =∫[ a, b] f( x)d x. (6)

所以由(5)与(6)式,得到

( R)∫
b

a
f( x)d x =∫[ a, b] f( x)d x.

因 f( x)的 R 反常积分存在,所以由上式知 f( x)在[ a, b]上

L 可积.证毕.

注  设 f( x)是( a, b]上非负有限函数, lim
x→ a
+
f( x) = ∞.又设

对每个 c <ε< b - a, f( x)在[ a + ε, b]上 R 可积.如果 f( x)在

[ a, b]上 L 可积,由上述证明可知(4)式仍然成立,因此 f( x)的

R 反常积分存在.

对于无限区间上的 R 反常积分也有类似结果,这里不一一叙

述了,请读者自行给出.

定理 7 中要求 f( x)非负是重要的.例如在 R 反常积分理论

中,无穷积分

∫
∞

0

sin x
x
d x =
π
2
,

而在 L 积分理论中,∫
∞

0

sin x
x
d x = ∞,所以

sin x
x
不是(0, + ∞)

上的 L 可积函数.

例 1  证明
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lim
n∫
∞

0

ln( x + n)
n
e
- x
cos xd x = 0.

证  设

fn ( x) =
ln( x + n)
n
e
- x
cos x,

不难验证,当 n→∞时, fn ( x)→0.

又因   
ln t
t
′
=
1 - ln t
t
2 < 0,当 t≥3,

所以,当 n≥3, x≥0 时,

ln( x + n)
n
=
n + x
n
ln( x + n)
x + n
≤
n + x
n
ln 3
3
≤
ln 3
3
(1 + x),

从而便得

| fn ( x)|≤
ln 3
3
(1 + x)e

- x
.

但是不等式右边的函数,在[0, + ∞)上是 L 可积的.由定理 1 的

推论 1,即得

lim
n∫
∞

0
fn ( x)d x =∫

∞

0
lim
n
fn ( x)d x = 0. 证毕.

在这一节中,我们先证明了勒贝格控制收敛定理,再由控制收

敛定理证明列维定理,最后利用列维定理证明了法都引理.其实这

三个定理中只要先证明了其中一个成立就可以推出另两个.作为

例子,假如已证明了法都引理成立,我们来推出推论 1.

证明  我们只证在推论 1 的条件下成立

lim
n→∞∫E fn ( x)d x =∫E f( x)d x.

由于去掉一个零测度集不影响函数的可积性与积分值,所以

不妨假定| fn ( x)|≤ F( x), n = 1,2,⋯在 E 上处处成立,并且

{ fn }在 E 上处处收敛于 f.由条件| fn ( x)|≤ F( x),( n = 1,2,

3,⋯)所以 F( x) + fn ( x)及 F( x) - fn ( x)都是 E 上非负可测函

数,因此由法都引理,
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∫E ( F( x) + f( x))d x �≤lim
n→ ∞∫E ( F( x) + fn ( x))d x

=∫E F( x)d x + limn→ ∞∫E fn ( x)d x,

∫E ( F( x) - f( x))d x �≤lim
n→ ∞∫E ( F( x) - fn ( x))d x

=∫E F( x)d x - limn→ ∞∫E fn ( x)d x.

由于 F( x)在 E 上可积,所以∫E F( x)d x 是有限实数,在上面两

不等式两边各减去∫E F( x)d x,得到

∫E f( x)d x≤limn→∞∫E fn ( x)d x,

∫E f( x)d x≥limn→∞∫E fn ( x)d x.
由于上极限总大于下极限,因此

lim
n→∞∫E fn ( x)d x≤∫E f( x)d x≤limn→∞∫E fn( x)d x≤limn→∞∫E fn ( x)d x,
所以

lim
n→∞∫E fn ( x)dx = limn→ ∞∫E fn ( x)dx =∫E f( x)dx.

因此极限lim
n→ ∞∫E fn ( x)d x 存在且等于∫E f( x)d x.证毕.

在证明许多积分的极限式中常常会利用法都引理证明一列积

分的上限与下限相等,因而极限存在并等于所求证的值.

§6. 勒贝格积分的几何意义,富比尼(Fubini)定理

到目前为止,我们讲测度也好,积分也好,都是就同一个 n 维

空间来考虑的.现在我们将考虑不同维空间的可测集及测度,并研

究其间的关系.这样就不仅可以得到 L 积分的几何解释,而且还
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可以导出重积分化累次积分的重要公式.

定义 1  设 A�R
p
, B�R

q
为两个非空点集,则 R

p + q
中的点

集{( x, y)| x∈ A, y∈ B}①称为 A 与 B 的 � 積直积,记作 A× B.

注意,一般说来, A× B≠ B× A.

例 1  R
p + q
= R
p
×R
q
.

例 2  二维区间

{( x, y)| a1≤ x≤ b1 , a2≤ y≤ b2 } = [ a1 , b1 ]×[ a2 , b2 ].

例 3  三维柱体

{( x,y, z)| x
2
+ y
2
≤1,0≤ z≤1} = {( x, y)| x

2
+ y
2
≤1}×[0,1].

定义 2  设 E 是 R
p + q
中一点集, x0 是 R

p
中一固定点,则 R

q

中的点集
{ y∈R

q
|( x0 , y)∈ E}

称为 E 关于 x0 的 � 涧截面(图 5.1),记为 Ex
0

②.

图  5. 1
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② 当然也可定义 E 关于 y0∈ R
q的截面

{ x∈ R p |( x, y0 )∈ E} = Ey
0
.

这里是

{( x1 , x2 ,⋯, xp , y1, y2 ,⋯, yq )|( x1 , x2,⋯, xp )∈ A,( y1 , y2,⋯, yq)∈ B}

的简写.



  容易验证:直积与截面具有下列简单性质:

(1) 如果 A1� A2 ,则 A1× B� A2× B;

(2) 如果 A1∩ A2 = ,则( A 1× B)∩( A 2× B) = ;

(3) ∪
i

Ai × B = ∪
i

( Ai× B),

∩
i

Ai × B = ∩
i

( Ai× B);

(4) ( A 1 \ A 2 )× B = ( A 1× B) \ ( A 2× B);

(5) 如果 A1� A2 ,则( A1 ) x�( A2 ) x ;

(6) 如果 A1∩ A2 = ,则( A 1 ) x∩( A2 )x = ;

(7) ∪
i

Ai
x
= ∪
i

( Ai) x , ∩
i

Ai
x
= ∩
i

( Ai ) x;

(8) ( A 1 \ A 2 ) x = ( A1 ) x \ ( A2 ) x .

例 4  设 F1�R
p
, F2�R

q
为闭集, G 1�R

p
, G2�R

q
为开集,

则 F1× F2 , G 1× G2 分别为 R
p + q
中的闭集和开集.

证明  由于 G1 与 G2 为开集,所以对任何 x = ( x1 , x2 )∈ G 1

× G2 ,存在邻域 U 1 ( x1 , r)� G 1 与 U 2 ( x2 , r)� G2 ,不难证明

U( x, r)� U 1 ( x1 , r)× U 2 ( x2 , r),从而 U ( x, r)� G1 × G2 ,故

G1× G2 为开集.

因为 F1 × F2 � F1× F2 .下面证明相反的包含关系.设 x =

( x1 , x2 )∈ F1× F2 ,但 xú F1 × F2 ,则 x1 ú F1 ,或 x2 ú F2 .不妨

设 x1 ú F1 ,由于 F1 是闭集,用前结论, F1 × R
q
是开集且 x∈

F1×R
q
.又因为

( F1×R
q
)∩( F1× F2 ) = ,

所以 xú F1× F2 .矛盾.故 F1× F2� F1 × F2 .于是得到 F1 × F2

= F1 × F2 ,即 F1× F2 为 R
p + q
中的闭集.

下面的重要定理给我们提供了一个由低维测度求高维测度的

工具.

定理 1(截面定理)  设 E� R
p + q
是可测集,则
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(1) 对于 R
p
中几乎所有的点 x, Ex 是 R

q
中可测集;

(2) m Ex 作为 x 的函数,它是 R
p
上 a.e.有定义的可测函数;

(3) m E =∫R p m Ex d x.
证明  我们只对 E 是有界集加以证明,因无界集总可以表示

为可数个有界可测集的并.

从特殊到一般分五步来证明.

(1) E 为区间(左开右闭)的情况.

设  E =Δ×Δ1 ,其中Δ,Δ1 分别是 R
p
及 R

q
中左开右闭区间.

则

    Ex =
Δ1 , x∈Δ,

, xú Δ,
故 Ex 为 R

q
中可测集.

又 m Ex =
|Δ1 |, x∈Δ,

0, xú Δ,
故 m Ex 为 R

p
上简单函数.

最后由区间体积的定义得

m E = |Δ×Δ1 | = |Δ|·|Δ1 | =∫R p m Ex d x.
(2) E 为开集情形.

设 E = ∪
∞

i = 1

Ii,其中各 Ii 是 R
p + q
中互不相交的左开右闭区

间,则 Ex = ∪
∞

i = 1

( Ii) x ,由(1)各(Ii) x 是 R
q
中可测集,所以 Ex 也

可测.

又因各( Ii) x 互不相交,所以

m Ex = ∑
∞

i = 1

m (Ii) x ,

由(1)各 m( Ii) x 都是 R
p
上的可测函数,所以 m Ex 也是可测的.

最后

m E �= ∑
∞

i = 1

mIi = ∑
∞

i = 1
∫R p m( Ii) x d x
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=∫R p ∑
∞

i = 1

m( Ii) x d x =∫R p m Ex d x.
(3) E 是 Gδ 型集情况.

设  E = ∩
∞

i = 1

Gi, 其 中各 Gi 是 R
p + q
中的开集,且 G1 �

G2�⋯,每个 Gδ 型集 E 总可以办到这点.否则只要令 G
*
1 = G1 ,

G
*
2 = G

*
1 ∩ G2 ,⋯, G

*
n = G

*
n - 1 ∩ Gn⋯,则 E = ∩

∞

i = 1

G
*
i ,显然每个

G
*
i 都是开集,这是由于它们都是有限个开集的交.则 Ex =

∩
∞

i = 1

( Gi )x ,由(2)各( Gi)x 都是 R
q
中可测集,所以 Ex 也是可测的.

又因 m ( G1 ) x < ∞,且( G1 ) x�( G2 ) x�⋯,根据第三章§2

定理 9,所以

m Ex = lim
i
m( Gi) x ,

由(2)各 m( Gi) x 都是 R
p
中的 x 的可测函数,因此 m Ex 也可测.

最后  m E w= lim
n
m Gn = lim

n∫R p m( G n ) x d x

=∫R p limn m( G n ) x d x =∫R p m Ex d x.
(第二等式由(2),第三等式由控制收敛定理.)

(4) E 是零集情形.

设 E 是 R
p + q
中零集(即零测度集),这时总存在 R

p + q
中 Gδ 型

集 G� E,使 m E = m G = 0,但由(3)有 0 = m G =∫R p m G x d x,所
以 m G x = 0a.e.于 R

p
(§3 定理 2(1)之推广).于是再由 Ex� Gx ,

就有 m Ex = 0a.e.于 R
p
,且 m E =∫R p m Ex d x.

(5) E 是有界可测集.

设 E = G \ M ,其中 G 与 M 分别为 R
p + q
中 Gδ 型集及零集,
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且 G� E(第三章§3 定理 5),由于 Ex = Gx \ M x ,由(3),(4), Ex

a.e.是 R
q
中可测集.又 m Ex = m G x - m M x = m Gx a.e.于 R

p
,故

由(3), m Ex 是 R
p
上 a.e.有定义的可测函数.

最后 m E = m G =∫R p m G x d x =∫R p m Ex d x. 证毕.
定理 2  设 A, B 分别是 R

p
, R
q
中的可测集,则 A× B 是

R
p + q
中的可测集且 m ( A× B) = m A·m B.

证  先证 A× B 是 R
p + q
中可测集,不妨设 A, B 有界, A�I,

B�I
*
(I, I

*
为有限区间).

由于 A, B 可测,对任何ε> 0,总存在 R
p
中的开集 G 及闭集

F 和 R
q
中的开集 G

*
及闭集 F

*
使

F� A� G� I, F
*
� B� G

*
�I
*
,

且

m( G \ F) <ε�/2| I
*
| 及 m( G

*
\ F
*
) <ε�/2| I|.

由最后的两个不等式,又分别存在 R
p
, R
q
中开区间列{ Ii}及

{ I
*

i }使

G \ F�∪
i

Ii, G
*
\ F
*
�∪

i

I
*
i .

且 ∑
i

| Ii | <ε�/2| I
*
|,∑

i

| I
*

i | <ε�/2|I|,

由例 4 知 G× G
*
与 F× F

*
分别是 R

p + q
中的开、闭集,且

G× G
*
\ F× F

* �
= G×( G

*
\ F
*
)∪( G \ F)× G

*
    

�I×( G
*
\ F
*
)∪( G \ F)×I

*

�∪
i

( I×I
*
i )∪∪

i

( Ii× I
*
),

以及 ∑
i

| I×I
*

i | �+ ∑
i

| Ii× I
*
| = |I|∑

i

| I
*

i |

+ | I
*
|∑
i

| Ii| < ε.

可知 m ( G× G
*
\ F× F

*
) <ε.
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由于ε的任意性,易证 A× B 是可测集.

其次, A× B 既是可测的,由定理 1,对于 x∈R
p
有

( A× B) x =
B, x∈ A,

, xú A.

所以  m( A× B) =∫R p m ( A× B) x d x =∫A m Bd x = m A· m B.
证毕.

定义 3(下方图形)  设 f( x)是 E� R
n
上的非负函数,则

R
n + 1
中的点集

{( x, z)| x∈ E,0≤ z < f( x)},

称为 f( x)在 E 上的 � 糤下方图形,记为 G( E, f).

定理 3(非负可测函数积分的几何意义)  设 f( x)为可测集

E�R
n
上的非负函数,则

(1) f( x)是 E 上的可测函数充要条件是 G( E, f)是 R
n + 1
中

的可测集;

(2) 当 f( x)在 E 上可测时,

∫E f( x)d x = m G( E, f).

证  设 f( x) = c(常数)≥0,则 G( E, f) =
E×[0,c),c> 0,

, c= 0.
所

以由定理 2, G( E, f)是 R
n + 1
中的可测集.

设 f( x)为 E 上的简单函数,这时因为对于 E = ∪
k

Ek (各 Ek

可测,互不相交),总有 G( E,f) = ∪
k

G( Ek, f),故 G( E, f)可测.

设 f( x)是非负可测函数,由第四章§1,定理 7 总存在一列简

单函数:0≤φ1 ( x)≤φ2 ( x)≤⋯,使

lim
n
φn ( x) = f( x), x∈ E.

不难证明, G( E,φ1 )� G( E,φ2 )�⋯,且
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∪
∞

n = 1

G( E,φn ) = G( E, f)①,

从上面已知各 G( E,φn )都可测,所以 G( E, f)可测.

反之,如果 G( E, f)是可测的,由定理 1, m Gx ( E, f)是在 R
n
中

a.e.有定义的可测函数,且

m G( E, f)x =
f( x), x∈ E,

0, xú E,

所以 f( x)在 E 上可测且

∫E f( x)d x = m G( E, f).
推论 1  设 f( x)为 E�R

n
上的可积函数,则

∫E f( x)d x = m G( E, f
+
) - m G( E, f

-
).

推论 2  可测函数 f( x)在 E� R
n
上可积分的充要条件是

m G( E, f
+
)与 m G( E, f

-
)都是有限的.

由上面的两个定理立即可以导出 Fubini定理,它说明了高维积

分与低维积分之间的联系,也就是数学分析中重积分化累次积分的

推广.

定理 4(Fubini)  (1) 设 f( P) = f( x, y)在 A× B�R
p + q
( A, B

分别为 R
p
与 R

q
中之可测集)上非负可测,则对 a.e.的 x∈ A,

f( x, y)作为 y的函数在 B上可测,且

∫A× B f( P)d P =∫A dx∫B f( x, y)dy. (1)

(2) 设 f( P) = f( x, y)在 A× B�R
p + q
上可积,则对 a.e.的

x∈ A, f( x, y)作为 y的函数在 B 上可积,又∫B f( x, y)d y 作为 x
的函数在 A 上可积且(1)式成立.

证  (1) 由定理 3, G( A× B,f)是 R
p + q + 1
中可测集,且

·041·
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m G( A× B, f) =∫A× B f( P)d P, (2)

但是由定理 1,可得

m G( A× B, f) =∫R p m G( A× B, f) x d x, (3)

其中被积函数 a.e.有意义.由于

R
q + 1
� G( A× B,f)x =

{(y, z)| y∈ B,0≤z < f( x, y)}, x∈ A,

, xú A.

所以对于 x∈ A 这截面实际上就是将 x 固定后, f( x, y)看作是 y

的函数时,在 B 上的下方图形 G( B, f( x固 定 ) ).于是当这截面可测

时由定理 3 有

m G( A× B, f) x = m G( B, f( x固 定) ) =∫B f( x, y)d y. (4)
从公式(2),(3)和(4)即得公式(1).

(2) 设 f( P)在 A× B 上可积,则 f
+
( P), f

-
( P)在 A× B 上

也可积,对它们分别应用式(1),相减即得

∫A× B f( P)d P �=∫A× B f
+
( P)d P -∫A× B f

-
( P)d P

=∫A d x∫B f
+
( x, y)dy -∫A d x∫B f

-
( x, y)dy

=∫A d x∫B f
+
d y -∫B f

-
d y

=∫A d x∫B ( f
+
- f
-
)d y

=∫A d x∫B f( x, y)d y.

这里∫B f
+
dy,∫B f

-
d y作为 x 的函数,显然各在 A 上可积分,因

此有第三等式,而且知两积分在 A 上 a.e.有限,由此又知对 a.e.

的 x∈ A, f
+
, f
-
在 B 上可积,所以有第四等式,而且知对 a.e.的

x∈ A, f( x, y)在 B 上可积. 证毕.
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注意,公式(1)换成

∫A× B f( P)d P =∫B d y∫A f( x, y)d x,
照样成立,当然定理中某些字母都要作相应的对调.

读者可以回忆一下,在 R 积分理论中重积分化成累次积分所

要求的条件比 L 积分理论中要多,这是 L 积分的另一个成功之

处.

从 Fubini定理,我们看到,只要重积分有限,它就和两个累次

积分相等.

例 5  设 f( x, y) =
x
2
- y
2

( x
2
+ y
2
)
2 定义在 E = (0,1)×(0,1)上,

则可算出

∫(0 ,1) d x∫(0, 1) fdy =∫
1

0

1
1 + x

2 d x =
π
4
,

∫(0 ,1) d y∫( 0,1 ) fd x =∫
1

0

- 1
1 + y

2 dy = -
π
4
.

由 Fubini定理,肯定 f( x, y)在 E 上不可积.

第五章习题

1. 问对于 Lebesgue 意义下的上、下积分而言,相应于 Darboux 定理的结

论是否成立 ?

2. 设在 Cantor集 P0 上定义函数 f( x) = 0,而在 P0 的余集中长为 1�/3
n

的构成区间上定义为 n( n = 1,2⋯),试证 f( x)可积分,并求出积分值.

3. 设 m E < ∞, f( x)在 E 上可积,en = E(| f|≥ n),则

lim
n
n·men = 0.

4. 设 m E < ∞,f( x)为 E 上可测函数, En = E( n - 1≤ f < n),则 f( x)

在 E 上可积的充要条件是∑
∞

-∞

| n| m E n < ∞.

5. 设 f( x)在[ a, b]上 R 反常积分存在(可积).证明: f( x)在[ a, b]上

L 可积的充要条件为|f( x)|在[ a, b]上 R 反常积分存在(可积).并证明此

时成立
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∫[ a, b] f( x)d x = ( R)∫
b

a
f( x)d x.

6. 设{ fn }为 E 上非负可积函数列,若lim
n→∞∫E fn ( x)d x = 0,则 fn ( x)�0.

7. 设 m E < ∞,{ fn }为 a.e,有限可测函数列.证明:

lim
n→∞∫E
| fn( x)|
1 + | fn ( x)|

d x = 0

的充要条件是 fn ( x)�0.

8. 设 f( x) = sin
1
x
x
α
,0 < x≤1,讨论 α为何值时, f( x)为(0,1]上

L 可积函数或不可积函数.

9. 设由[0,1]中取出 n个可测子集 E1 , E 2 ,⋯, E n ,假定[0,1]中任一点

至少属于这 n 个集中的 q个,试证必有一集,它的测度大于或等于 q�/n.

10. 设 m E≠0, f( x)在 E 上可积,如果对于任何有界可测函数 φ( x),

都有

∫E f( x)φ( x)d x = 0,
则 f( x) = 0  a.e.于 E.

11. 证明:

lim
n ∫
(0,∞)

d t

1 +
t
n

n

t
1�/n
= 1.

12. 试从
1
1 + x
= (1 - x) + ( x2 - x3 ) + ⋯,0 < x < 1,求证

ln 2 = 1 -
1
2
+
1
3
-
1
4
+ ⋯.

13. 设 f( x, t)当|t - t0 | < δ时为 x 的在[ a, b]上的可积函数,又有常

数 K,使

�
�t
f( x, t) ≤ K, a≤ x≤ b,|t - t0 | < δ,

则

d
d t∫
b

a
f( x, t)d x =∫

b

a
f′t( x, t)d x.

14. 求证
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∫
1

0

x
p

1 - x
log
1
x
d x = ∑

∞

n = 1

1
( p + n)2

 ( p > - 1),

15. 设{fn}为 E 上可积函数列,lim
n→∞
fn ( x) = f( x) a.e.于 E,且

∫E | fn ( x)|d x < K , K 为常数,
则 f( x)可积.

16. 设 f( x)在[ a - ε, b + ε]上可积分,则

lim
t→0∫
b

a
| f( x + t) - f( x)|d x = 0.

17. 设 f( x), fn ( x)( n = 1,2,⋯)都是 E 上可积函数,lim
n→∞
fn ( x) = f( x)

a.e.于 E,且

lim
n→∞∫E | fn ( x)|d x =∫E | f( x)|d x,

试证,在任意可测子集 e� E 上,

lim
n→∞∫e | fn ( x)|d x =∫e | f( x)|d x.

  
*
18. 设 f( x)在(0,∞)上可积分,且一致连续,则

lim
x→∞
f( x) = 0.

19. 设 f( x)在 R
p
上可积, g( y)在 R

q
上可积,试证 f( x) g( y)在 R

p
×

R q上可积分.

20. 在 D: - 1≤ x≤1, - 1≤ y≤1 上定义

f( x, y) =

x·y
( x
2
+ y
2
)
2 , x

2 + y2≠0,

 0, x = y = 0,

则 f( x, y)的两个累次积分存在且相等,但 f( x、y)在 D 上不可积分.

21. 设 f( x), g( x)是 E 上非负可测函数且 f( x) g( x)在 E 上可积.令

Ey = E[ g≥ y].证明:

F( y) =∫E
y

f( x)d x

对一切 y > 0 都存在,且成立

∫
+ ∞

0
F( y)d y =∫E f( x) g( x)d x.
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第六章  微分与不定积分

  在数学分析中,我们已经知道任一 R 可积函数 f( x)的变动

上限的积分

F( x) =∫
x

a
f(t)dt

在 f( x)的所有连续点都有 F′( x) = f( x),换言之,就是积分后再

微分除去一个零集(因 R 可积函数的不连续点全体是一零集)可

以还原.

反之,如果 f( x)在[ a, b]上可微且其导函数 f′( x)在[ a, b]

上 R 可积,则由牛顿( Newton) - 莱布尼茨(Leibniz)公式有

f( x) - f( a) =∫
x

a
f′(t)dt,

也就是当 f( x)的导函数 R 可积时,微分后再积分又可以还

原.    

上述两结果可以简称为积分与微分互为逆运算.本章的主要

任务是要把上述结果推广到勒贝格积分的情形.

显然要推广这些结果必须涉及函数的可微性.但在第五章§1

中,我们曾经提到一个可微函数的导函数即使有界也不一定 R 可

积,因此我们必须对微分作更仔细的讨论.

本章的函数都定义在区间[ a, b]上.

为了把数学分析的牛顿 - 莱布尼茨公式推广到勒贝格积分的

情形,我们需要做许多准备工作,逐步完成.

第一步,首先要研究具有变动上限的函数的结构,看到它和单

调函数的关系:因为
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∫
x

a
f(t)dt=∫

x

a
f
+
(t)dt -∫

x

a
f
-
(t)dt.

这说明, f( x)的具有变动上限的函数是两个非负函数 f
+
( x)

和 f
-
( x)积分之差,而非负函数的具有变动上限的函数是活动上

限 x 的增加函数,所以, L 可积函数的具有变动上限的函数是两

个增加函数的差.这样,不定积分是否可导的问题就归结为单调函

数的可导问题.

第二步,我们希望单调函数都有导数.在数学分析中,单调函

数不必可导,甚至可以不连续.但是,经过我们的分析,原来单调函

数“不可导”的点至多是一个零集,也就是说,“单调函数几乎处处

有导数”,这是漂亮的结果.为证明这一点,我们需要一个工具:维

它利定理.

第三步,既然具有变动上限的函数是两个单调增加函数之差,

于是我们索性研究这一类函数,我们称之为“有界变差函数”.这类

函数在许多地方都有用,值得了解.不过,在证明微分和积分关系

上,关键在于知道单调函数几乎处处可导,有界变差函数只需简单

涉及.

第四步,引进绝对连续函数的概念.我们可以证明 L 可积函

数的具有变动上限的函数是绝对连续函数,先积分再微分可以

还原.

第五步,单调函数(有界变差函数)可以几乎处处有导数,那么

先微分后积分能否还原 ? 结论是:一般不行.只有绝对连续函数的

导函数,再积分可以还原.这样一来,在绝对连续的条件下,牛顿 -

莱布尼茨公式得以推广.我们的任务也就到此完成.

本章的最后一节“斯蒂尔切斯(Stieltjes)积分“并非是多余的.

它是概率理论的重要工具.本身并不难,却功用非凡.
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*§1. 维它利(Vitali)定理
①

定义 1  设 E�R
1
,V = { I}是长度为正的区间族,如果对于任

何的 x∈ E 及任何ε> 0,存在区间 Ix∈V,使 x∈Ix 且 mIx < ε,则

称 V依维他利( Vitali)意义覆盖 E,简称 E 的 V - 覆盖.

易证其定义的等价形式为:对于任何的 x∈ E,存在一列区间

{ In }�V,使 x∈ In , n = 1,2,⋯,且 mIn→0 ( n→∞).

定理 1( Vitali覆盖定理)  设 E� R
1
且 m

*
E < ∞,V 是 E 的

V - 覆盖,则可选出区间列{In }�V,使各 In 互不相交且

m E ∪
k

Ik = 0. (1)

证明  不妨设 V是由闭区间组成的,这是因为

m * E ∪
k

Ik = m
* E ∪

k

珋Ik .

其次不妨再设 V中各区间都含在一个测度有限的开集 U 内.   

任取 I1∈V,如果满足(1)式,则引理得证.否则令

r1 = sup{ mI| I∩I1 = , I∈V},显然

r1≤ m U < ∞,且 r1 > 0,

其中 U 为上述开集,所以存在 I2 使 mI2 >
1
2
r1 且 I1∩ I2 = .如果{I1 ,

I2 }满足(1)式,则引理得证.否则,再作下去,一般地,如果 I1 , I2 ,⋯,In 已由

V中取出而不满足(1)式,则

令 rn = sup{ m I| I∩Ij = , j = 1,2,⋯, n,且 I∈V},

同样 0 < rn < ∞,再取 In + 1使 mIn + 1 >
1
2
rn 且 In + 1∩Ij = , j = 1,2,⋯, n.

如此继续下去,如在某一步取出之区间能满足(1)式,则停止,此时定理即得

证.否则便得一列区间{Ij }.

下面我们证明这一列区间{ Ij}满足(1)式.
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因为{Ij}中各 Ij 不相交且{Ij}� U,所以有∑
∞

j = 1

mIj < ∞.故对任何ε>

0,存在 N > 0,使 ∑
∞

j= N + 1

m Ij < ε�/5.

若 E ∪
j

Ij = ,则(1)式成立.如果非空,则任取 y∈ E ∪
j

Ij,存在

Iy∈V,使 y∈Iy 且 Iy∩ Ij = , j = 1,2,⋯, N.易证存在 n > N 使 Iy∩ In≠

.事实上,如果对任何 n > N,总有 Iy∩ In = ,则由 rn 的定义与{Ij }之

构造有

mIy≤rn≤2 mIn + 1 ,但∑
j

m Ij < ∞,所以 mIj→0.

从而 mIy = 0,这与 mIy > 0 的假设矛盾.

设 n = n( y)是使 Iy∩ In≠ 的最小下标.令 xn 为 In 之中点(图 6.1),

则

|y - xn | <
5
2
m In . (2)

图  6. 1

事实上,由上图得| y - xn |≤ mIy +
1
2
m In ,又由 mIy≤ rn - 1≤2 mIn ,即

得证.

对每个 i> N ,设 Ji 是以 xi 为中心, mJi = 5 mIi 的闭区间.由于 n =

n( y) > N ,由(2)式,得 y∈ Jn�∪
∞

i= N + 1

Ji,所以

E ∪
∞

j = 1

Ij� ∪
∞

i = N + 1

Ji ,

但是

m ∪
∞

i= N + 1

Ji ≤ ∑
∞

i= N + 1

m Ji = 5 ∑
∞

i= N + 1

m Ii <ε,
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故

m E ∪
∞

i= 1

Ii = 0. 证毕.

Vitali覆盖定理也可表示成另一种形式.

推论  设 E� R
1
且 m

*
E < ∞,V是 E 的 V - 覆盖,则对任何

ε> 0,可从 V 中选出互不相交的有限个区间 I1 , I2 ,⋯, In 使

m
*
E ∪

n

i = 1

Ii < ε.

证  取 n = n(ε),使∑
∞

i = n+ 1

mIi < ε, 则

m
*
E ∪

n

i = 1

Ii ≤ m
*
E ∪

∞

i = 1

Ii + m ∪
∞

i = n + 1

Ii < ε.

证毕.

§2. 单调函数的可微性

设 f( x)在[ a, b]上 L 可积.由本章引言,要讨论 f( x)的变

动上限的函数 F( x)的可微性,我们只须讨论单调函数的可微性.

为此,先将数学分析中在一点的导数概念作更精细的考察.

定义 1  设 f( x)为[ a, b]上的有限函数, x0∈[ a, b],如果存

在数列 hn→0( hn≠0)使极限

lim
n

f( x0 + hn ) - f( x0 )
hn

= λ

存在(λ可为±∞),则称λ为 f( x)在点 x0 处的一个 � ��列导数,记为

Df( x0 ) = λ.

注意:列导数 Df( x0 )与数列{ hn }的取法有关.例如 f( x)取

作狄利克雷函数,设 x0 为有理数,则

f( x0 + hn ) - f( x0 )
hn

=

0, hn 为有理数;

-
1
hn
, hn 为无理数.
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故得 Df( x0 ) =

0,

+ ∞,

- ∞.

易证, f( x)在点 x0 存在导数 f′( x0 )的充要条件是 f( x)在

点 x0 处的一切列导数都相等.请读者自证.

引理①  设 f( x)为[ a, b]上的严格增函数,

(1) 如果对于 E�[ a, b]中每一点 x,至少有一个列导数

Df( x)≤ p( p≥0),则 m
*
f( E)≤ p m

*
E;

(2) 如果对于 E�[ a, b]中每一点 x,至少有一个列导数

Df( x)≥ q( q≥0),则 m
*
f( E)≥ qm

*
E.

证  (1) 任取ε> 0,取开集 G� E 且

m G < m
*
E +ε. (1)

取 p0 > p,设 x0∈ E,存在 hn→0,使

lim
n

f( x0 + hn ) - f( x0 )
hn

= Df( x0 ) < p0 .

不妨设 hn( n = 1,2,⋯)同号(否则取其子列使之同号).

设  In ( x0 ) =
[ x0 , x0 + hn ], 当 hn > 0,

[ x0 + hn , x0 ], 当 hn < 0;

    Δn ( x0 ) =
[ f( x0 ), f( x0 + hn )],当 hn > 0,

[ f( x0 + hn ), f( x0 )],当 hn < 0.

由于 f( x)严格增加,所以

f[ In ( x0 )]�Δn ( x0 ). (2)

因为 mIn( x0 )→0, G 是开集,所以当 n充分大时,

In ( x0 )� G,且  
f( x0 + hn ) - f( x0 )

hn
< p0 . (3)

不妨假设对一切 n(3)式成立,(否则从{ hn }中去掉有限项,即可满足这

一要求)于是

mΔn ( x0 ) < p0 mIn ( x0 ), (4)

·051·
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可见 mΔn ( x0 )→0,再由(2)式,故

{Δn ( x)| x∈ E, n = 1,2,⋯}

为 f( E)的一个 V - 覆盖.由引理 1,可取出互不相交区间列{Δn
j
( xj)}使

m f( E) ∪
j

Δn
j
( xj) = 0.

易证各 In
j
( xj)也互不相交,从而有

m
*
f( E)≤∑

j

mΔn
j
( xj) < p0 ∑

j

mIn
j
( xj) = p0 m ∪

j

In
j
( xj) .

由(3)式∪
j

In
j
( xj)� G,再由(1)式得

m
*
f( E) < p0 m G < p0 ( m

*
E +ε).

令ε→0, p0→ p,即得引理的(1).证毕.

注意,这里强调严格增加为了保证Δn ( x)不是退化为一点的区间.其次

f( x)不限于在整个[ a, b]上有定义也可只在其子集上有意义.

(2) 因为 y = f( x)在[ a, b]上严格增加,所以在 f([ a, b])上有严格增

的反函数 x = f
- 1
( y).

设 q > 0,(因 q= 0,显然成立),且 E 中 f( x)的不连续点集为 M(至多可

数个).任取 x0∈ E \ M , y0 = f( x0 ),则由假设存在 Df( x0 )≥ q,即存在数

列 hn→0( hn≠0)使

lim
n

f - 1 ( y0 + kn ) - f
- 1 ( y0 )

kn �
=lim
n

( x0 + hn) - x0
f( x0 + hn ) - f( x0 )

=
1
Df( x0 )
≤
1
q
,

其中 kn = f( x0 + hn ) - f( x0 )→0  ( n→∞).

即对任何 y0∈ f( E \ M )有

Df- 1 ( y0 )≤
1
q
,

由(1)得 m
*
f
- 1
[ f( E \ M )]≤

1
q
m
*
f( E \ M ).

即 qm
*
( E \ M )≤ m

*
f( E \ M ).

但是

qm
*
M = m

*
f( M ) = 0,
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故得 qm * E≤ m * f( E). 证毕.

W eierstrass曾经给出过到处连续而无处可导的函数的例子,

但是单调函数却有下面十分深刻的性质.

定理(Lebesgue)  设 f( x)为[ a, b]上的单调函数,则

(1) f( x)在[ a, b]上几乎处处存在导数 f′( x);

(2) f′( x)在[ a, b]上可积;

(3) 如果 f( x)为增函数,有∫
b

a
f′( x)d x≤ f( b) - f( a).

证  不妨设 f( x)为增函数.

设 g( x) = f( x) + x,显然 g( x)在[ a, b]上为严格增函数,

且 g( x)与 f( x)有相同的可导性.

设 E = { x| g′( x)不存在},

于是对任何点 x0∈ E,总有两个列导数 D1 g( x0 )与 D2 g( x0 )使

D 1 g( x0 )≠ D2 g( x0 ),不妨设 D1 g( x0 ) < D 2 g( x0 ),这时必有两

非负有理数 p, q 使

D1 g( x0 ) < p < q < D2 g( x0 ),

令集合 E pq = { x0 | D1 g( x0 ) < p < q < D2 g( x0 )},

易知

E = ∪
p, q

Epq.

由引理知

q m
*
Epq≤ m

*
g( E pq)≤ p m

*
Epq .

因为 q > p,所以 m
*
Epq = 0,故 m E = 0,所以 f( x)在[ a, b]上 a.

e.有导数(包括无限导数在内).

设 gn ( x) = n f x +
1
n
- f( x) ,

此外当 x≥ b时令 f( x) = f( b),由上面知, gn ( x)→ f′( x) a.e.于

[ a, b],由于 f( x)可测,所以 gn ( x), f′( x)及| f′( x)|都可测. 由

Fatou 定理和 f( x)的单调性,便得
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∫
b

a
| f′( x)|d x \≤lim

n→ ∞∫
b

a
| gn ( x)|d x = lim

n→∞∫
b

a
gn ( x)d x

= lim
n→ ∞
n∫
b +
1
n

a +
1
n

f( x)d x - n∫
b

a
f( x)d x

= lim
n→ ∞ n∫

b +
1
n

b
f( x)d x - n∫

a +
1
n

a
f( x)d x

≤lim
n→ ∞
f( b) - f( a) = f( b) - f( a).

(这里在导数不存在的点上令 f′( x) = 0),所以 f′( x)可积且

f′( x) < ∞,a.e.于[ a, b],而且

∫
b

a
f′( x)d x≤ f( b) - f( a). 证毕.

值得注意的是,对某些函数,确实成立不等式.

例如,设 P0 是 Cantor 集,将它的余区间作如下的分类:第一

类是一个区间
1
3
,
2
3
,第二类是两个区间

1
9
,
2
9
,
7
9
,
8
9
,第

三类是四个区间
1
27
,
2
27
,
7
27
,
8
27
,
19
27
,
20
27
,
25
27
,
26
27
,依此类

推,在第 n 类中有 2
n - 1
个区间.

今作函数θ( x)如下:

当 x∈
1
3
,
2
3
时,θ( x) =

1
2
;当 x∈

1
9
,
2
9
时,θ( x) =

1
4
;

当 x∈
7
9
,
8
9
时,θ( x) =

3
4
.在第三类的四个区间中,θ( x)依次

取
1
8
,
3
8
,
5
8
,
7
8
,一般地说,在第 n 类的 2

n - 1
个区间中θ( x)依次

取值

1
2
n ,
3
2
n ,
5
2
n ,⋯,
2
n
- 1
2
n .

于是 θ( x)在 P0 的余集 G0 上有定义,它在 G0 的每一个构

成区间上是常数,但总的说来在 G0 上是一增函数,在 P0 上θ( x)
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定义如下:

θ(0) = 0,  θ(1) = 1,

对于介于 0 与 1 之间的 P0 中的点 x0 ,则令

θ( x0 ) = sup
x∈ G
0

x < x
0

{θ( x)}.

这样,θ( x)是在[0,1]上定义的一个增函数.

我们还可以证明,θ( x)是一个连续函数.事实上,因为θ( x)

在 G0 上所取函数值已在[0,1]中处处稠密.如果增函数 θ( x)在

x0 有一不连续点,则(θ( x0 - 0),θ( x0 ))或(θ( x0 ),θ( x0 + 0))内

的一切数就不是θ( x0 )的函数值,这是与稠密性相矛盾的,所以

θ( x)是一连续增函数,并且θ′( x)a.e.为 0(在 G0 中每点当然

θ′( x) = 0).因此

0 =∫
1

0
θ′( x)d x < 1 =θ(1) - θ(0).

下节我们还要建立等号成立的条件.

§3. 有界变差函数

本节主要内容是介绍一类重要函数———有界变差函数.它与

单调增加函数及不定积分有着紧密的联系,实际上,它是两个单调

增加函数的差,因此可知不定积分是有界变差函数全体的一个子

类.在历史上有界变差函数是在考察弧长的存在问题时首先被引

入的.让我们就从这方面谈起.注意本节讲的实函数都是在 R
1
中

的情形.

在数学分析中已知,弧长是作为内接折线长的极限而定义的,

正如 R 积分一样,它还有一个等价的“确界式”的定义,对平面曲

线来说,那就是

定义 1(弧长)  设 C 是平面上一条连续弧, x = φ( t), y =

ψ(t),α≤t≤β,是它的参数表示,这里 φ(t),ψ( x)为[α,β]上的
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连续函数,相应于区间[α,β]的任一分划

T:α= t0 < t1 < ⋯ < tn = β,

得到 C 上一组分点 Pi = (φ(ti),ψ(ti)), i = 0,1,2,⋯, n,设依次

联结各分点 Pi 所得内接折线的长为 L( T),如果对于[α,β]的一

切分划 T,{ L( T)}成一有界数集,则称 C 为 � 纲可求长的,并称其上

确界

L = sup
T
L( T)

为 C 之 � 亨长.

现在来研究连续弧可求长的充要条件.

首先

L( T) = ∑
n

i = 1

{[φ(ti) - φ(ti - 1 )]
2
+ [ψ(ti) - ψ(ti - 1 )]

2
}
1�/2

由于

∑
n

i = 1

|φ(ti) - φ( ti - 1 )|和∑
n

i = 1

|ψ(ti) - ψ(ti - 1 )|都

≤∑
n

i = 1

{[φ(ti) - φ(ti - 1 )]
2
+ [ψ(ti) - ψ(ti - 1 )]

2
}
1�/2

≤∑
n

i = 1

[|φ(ti) - φ(ti - 1 )| + |ψ(ti) - ψ(ti - 1 )|],

立刻看出{ L( T)}有界的充要条件是[α,β]的一切分划 T 都使

∑
n

i = 1

|φ(ti) - φ(ti - 1 )| 及 ∑
n

i = 1

|ψ(ti) - ψ( ti - 1 )|

成为有界数集.

定义 2  设 f( x)为[ a, b]上的有限函数,如果对于[ a, b]的

一切分划 T, 使 ∑
n

i = 1

| f( xi) - f( xi - 1 )| 成一有界数集,则称

f( x)为[ a, b]上的 � 茽有界变差函数(或 � 茽囿变函数),并称这个上确界

为 f( x)在[ a, b]上的 � 菎全变差,记为 V
b

a

( f).用一个分划作成的和
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数

∑
n

i = 1

| f( xi ) - f( xi - 1 )|

称为 f( x)在此分划下对应的 � 敷变差.

因此得到

定理 1  连续弧 x = φ(t), y = ψ( t),α≤t≤β,可求长的充要

条件是φ(t)与ψ(t)都是[α,β]上的有界变差函数.

现在我们集中研究有界变差函数.

首先,不难看出在有限闭区间上满足利普希茨(Lipschitz)条

件的函数是有界变差函数;另外在有限闭区间上的单调有限函数

也是有界变差函数,因此有界变差函数不一定是连续函数;反过

来,连续函数也不一定是有界变差函数,例如

f( x) =
xcos
π
2 x
, 0 < x≤1,

 0, x = 0.

显然它在[0,1]上是连续函数.

如果对[0,1]取分划

T:0 <
1
2 n
<
1
2 n - 1
< ⋯ <
1
3
<
1
2
< 1,

则容易证明

∑
2 n

i = 1

| f( xi) - f( xi - 1 )| = ∑
n

i = 1

1
i
,

从而得到

V
1

0

( f) = ∞.

定理 2  (1) 设 f( x)在[ a, b]上有界变差,则也在任一子区

间[ a1 , b1 ]上有界变差.又如 a < c < b, f( x)分别在[ a, c]及[ c,

b]上有界变差,则 f( x)在[ a, b]上也有界变差且

V
b

a

( f) = V
c

a

( f) + V
b

c

( f);( � 菎可加性)
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(2) 设 f( x)在[ a, b]上有界变差,则 f( x)在[ a, b]上有界;

(3) 设 f( x), g( x)在 [ a, b]上都是有界变差,则 f( x)±

g( x), f( x) g( x)在[ a, b]上有界变差.

证  (1) 对[ a1 , b1 ]任取一分划

T: a1 = x0 < x1 < ⋯ < xn = b1 ,

对应的变差为 V,而取 a < a1 < x1 < ⋯ < xn - 1 < b1 < b 为[ a, b]

的一分划 T1 ,其对应变差为 V1 ,显然有

V≤ V1≤ V
b

a
( f).

所以 V
b
1

a
1

( f)≤ V
b

a
( f),即 f( x)在[ a1 , b1 ]上有界变差.

对[ a, b]作一分划 T,其对应变差为 V.再插入一分点 c,得

又一分划

T0 : x0 = a < x1 < ⋯ < xn = b,

其中 x m = c,1≤ m ≤ n,其对应变差为 V0 ,计算得

V≤ V0 Y= ∑
m

k = 1

| f( xk ) - f( xk - 1 )| + ∑
n

k = m + 1

| f( xk ) - f( xk - 1 )|

= V 1 + V 2 ,

其中 V1 , V 2 分别为[ a, c],[c, b]上的变差.由此得到

V≤ V
c

a

( f) + V
b

c

( f),

所以 V
b

a

( f)≤ V
c

a

( f) + V
b

c

( f).这说明 f( x)在[ a, b]上为有界变

差函数.

其次证明相反的不等式.

对[ a, c]与[c, b]分别任取两个分划

T1 : y0 = a < y1 < ⋯ < ym = c, T2 : z0 = c< z1 < ⋯ < zn = b,

得相应的变差分别为
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V 1 = ∑
m

k = 1

| f( yk ) - f( yk - 1 )|,

V 2 = ∑
n

k = 1

| f( zk ) - f( zk - 1 )|,

将上述二组分点并起来,则得到[ a, b]的一分划,其对应变差为

V,且有

V = V 1 + V 2 ,

由此得  V1 + V2≤ V
b

a

( f),所以 V
c

a

( f) + V
b

c

( f)≤ V
b

a

( f).

总起来即得

V
c

a

( f) + V
b

c

( f) = V
b

a

( f).

(2) 对于 a≤ x≤ b有

V = | f( x) - f( a)| + | f( b) - f( x)|≤ V
b

a

( f),

从而

| f( x)|≤| f( a)| + V
b

a
( f).

(3) 设 s( x) = f( x) + g( x),则

|s( xk) - s( xk - 1 )| 6≤| f( xk ) - f( xk - 1 )|

 + | g( xk ) - g( xk - 1 )|,

从而

V
b

a

(s)≤ V
b

a

( f) + V
b

a

( g),

所以 s( x)为有界变差函数.

同理可证 f( x) - g( x)是有界变差函数.

其次,设 p( x) = f( x)·g( x),  令  A = sup| f( x)| < ∞,

B = sup| g( x)| < ∞,则

| p( xk ) - p( xk - 1 )|≤| f( xk ) g( xk) - f( xk - 1 ) g( xk )|

+ | f( xk - 1 ) g( xk ) - f( xk - 1 ) g( xk - 1 )|
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≤ B| f( xk ) - f( xk - 1 )| + A| g( xk ) - g( xk - 1 )|,

从而

V
b

a
( p)≤ B V

b

a
( f) + A V

b

a
( g)

故 f( x) g( x)为有界变差函数.   证毕.

前面提到[ a, b]上的有限增函数是有界变差函数,由定理 2

知,两个有限增函数的差还是有界变差函数.反之,我们有下面重

要结论.

定理 3(Jordan 分解)  在[ a, b]上的任一有界变差函数 f( x)

都可表示为两个增函数之差.

证  由定理 2 知 g( x) = V
x

a

( f)是[ a, b]上的增函数.

令 h( x) = g( x) - f( x),

则有 h( x)是[ a, b]上的增函数.

事实上,对于 a≤ x1 < x2 ≤b 有

h( x2 ) - h( x1 ) z= g( x2 ) - g( x1 ) - [ f( x2 ) - f( x1 )]

= V
x
2

x
1

( f) - [ f( x2 ) - f( x1 )]

≥| f( x2 ) - f( x1 )| - [ f( x2 ) - f( x1 )]≥0.

所以 f( x) = g( x) - h( x),其中 g( x)与 h( x)均为[ a, b]上的有

限增函数.   证毕.

因为单调函数至多有可数个不连续点,由定理 3 便知有界变

差函数至多有可数个不连续点.

由§2 的勒贝格定理立即可得

推论  设 f( x)为[ a, b]上的有界变差函数,则

(1) f( x)在[ a, b]上几乎处处存在导数 f′( x);

(2) f′( x)在[ a, b]上可积.
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§4. 不定积分

本节的最终目标在于揭示积分与导数之间的关系.正如在 R

积分中我们不能只考虑具有固定上限的定积分而必须进而考虑有

变上限的积分,我们很自然地要引入下面的概念.

定义 1(不定积分)  设 f( x)在[ a, b]上 L 可积,则[ a, b]上

的函数 F( x) =∫
x

a
f(t)dt + C( C 为任一常数)称为 f( x)的一个

� 幌不定积分.

我们的任务是找出一切有资格做某一可积函数的不定积分的

函数的特征.

我们任取 f( x)在[ a, b]上的一个不定积分

F( x) =∫
x

a
f(t)dt+ C.

则由于| f( x)|的积分的绝对连续性,对任何ε> 0,存在 δ> 0.使

A�[ a, b], m A < δ时,∫A | f( x)|d x <ε.
特别取 A 等于互不相交的有限多个开区间的和集, A =

∪
n

i = 1

( ai, bi) ,显然当∑
n

i = 1

( bi - ai) < δ时,有

∑
n

i = 1

| F( bi) - F( ai)| = ∑
n

i = 1
∫
b
i

a
i

f( x)d x ≤

∑
n

i = 1
∫
b
i

a
i

| f( x)|d x =∫A | f( x)|d x <ε.

定义 2(绝对连续函数)  设 F( x) 为[ a, b] 上的有限函数,

如果对任何ε > 0,存在δ > 0,使对[ a, b] 中互不相交的任意有

限个开区间( ai, bi ), i = 1,2,⋯, n,只要∑
n

i = 1

( bi - ai) < δ就有
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∑
n

i = 1

| F( bi) - F( ai) | < ε,则称 F( x) 为[ a, b] 上的 � 秚绝对连续

� 稫函数.

由此便得

定理 1  设 f( x)在[ a, b]上可积,则其不定积分为绝对连续

函数.

不难证明绝对连续函数是一致连续函数,并且也是有界变差

函数.满足 Lipschitz 条件的函数是绝对连续函数.

定理 2  设 F( x)为[ a, b]上的绝对连续函数,且 F′( x) =

0a.e.于[ a, b],则 F( x) = 常数.

证  设 c∈[ a, b],我们将证明 F(c) = F( a).

由假设,存在 A�( a, c),使 m A = c - a,且当 x∈ A 时,

F′( x) = 0.令 B = ( a,c) \ A, m B = 0.对于任取ε> 0,存在δ> 0,

当∑
n

i = 0

( bi - ai) < δ时,有

∑
n

i = 1

| F( bi) - F( ai)| <
ε
2
.

任取 x∈ A,由于 F′( x) = 0,由导数定义知存在[ x, y]�( a,c)使

| F( y) - F( x)| <
ε( y - x)
2( c - a)

. (1)

取 V = {[ x, y]| x∈ A,[ x, y]�( a, c)且(1)式成立},显然它是 A

的 V - 覆盖.由 Vitali覆盖定理,总有

{[ xj, yj]|j = 1,2,⋯, n,且 xj∈ A}

使

| F( yj) - F( xj)|≤ε( yj - xj)�/2( c - a), (2)

且 m A \ ∪
n

j = 1

[ xj, yj ] < δ.

不失一般性,不妨设 xj - 1 < xj,我们总有

∪
n

j = 0

(( yj, xj + 1 ) \ B)� A \ ∪
n

j = 1

[ xj, yj],
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由此得

∑
n

j = 0

| xj + 1 - yj| < δ,这里 xn + 1 = c, y0 = a.

由 F( x)的绝对连续性,又得

∑
n

j = 0

| F( xj + 1 ) - F( yj)| <
ε
2
. (3)

由(2)式得

∑
n

j = 1

| F( yj) - F( xj)| <
ε
2( c - a)∑

n

j = 1

| yj - xj|. (4)

再由(3)式和(4)式,得

| F( c) �- F( a)|≤∑
n

j = 0

| F( xj + 1 ) - F( yj)|

+ ∑
n

j = 1

| F( yj) - F( xj)| <
ε
2
+
ε
2
= ε,

故 F(c) = F( a). 证毕.

定理 3  设 f( x)在[ a, b]上可积,则存在绝对连续函数 F( x)

使 F′( x) = f( x) a.e.于[ a, b](只需取 F( x) =∫
x

a
f(t)dt).

证  因为 f( x)在[ a, b]上可积,所以有连续函数φ( x)使

∫
b

a
| f( t) - φ( t)|dt <

ε
2
,而由数学分析可知,对连续函数

φ( x)有
d
d x∫

x

a
φ(t)dt = φ( x),

因此  � ∫
b

a

d
d x∫
x

a
f(t)dt - f( x) d x

=∫
b

a

d
d x∫
x

a
( f(t) - φ( t))dt + φ( x) - f( x) d x

≤∫
b

a

d
dx∫
x

a
(f(t) - φ(t))dt dx +∫

b

a
| f( x) - φ( x) | dx.

令 g(t) = f(t) - φ( t),显然 g( t)在[ a, b]上可积分,因为

g( x) = g
+
( x) - g

-
( x),∫

x

a
g
+
( t)dt,∫

x

a
g
-
( t) dt 为两个增函
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数,所以

d
d x∫

x

a
g(t)dt=

d
d x∫

x

a
g
+
( t)dt -

d
d x∫

x

a
g
-
(t)dt a.e.于[ a, b].

由本章§2 定理的(3)得

∫
b

a

d
d x∫
x

a
g(t)dt d x

≤∫
b

a

d
d x∫
x

a
g
+
(t)dt d x +∫

b

a

d
d x∫
x

a
g
-
(t)dt d x

≤∫
b

a
g
+
( x)d x +∫

b

a
g
-
( x)d x =∫

b

a
| g( x)|d x.

其中最后不等式是由于变上限积分函数∫
x

a
g
+
( t) dt 和

∫
x

a
g
-
( x)d x 都为 x 的增函数,故由本章§2 定理的(3),分别成立 �

∫
b

a

d
dx∫
x

a
g
+
(t)dt dx ≤∫

b

a
g
+
( x)d x -∫

a

a
g
+
( x)d x =∫

b

a
g
+
( x)d x ;

∫
b

a

d
d x∫
x

a
g
-
(t)dt dx ≤∫

b

a
g
-
(x)d x -∫

a

a
g
-
( x)d x =∫

b

a
g
-
(x)d x.

所以∫
b

a

d
dx∫
x

a
f(t)dt - f( x) d x ≤ 2∫

b

a
| f( x) - φ( x) | dx < ε.

由于ε> 0 的任意性,得左边积分为 0,从而被积函数几乎处处为

0,故得证.  证毕.

该定理说明一重要事实,即在 L 积分范围内积分再微分则还

原.

绝对连续函数之所以重要在于它完全可以标志不定积分,换

言之,除定理 1 外,还有

定理 4  设 F( x)是[ a, b]上的绝对连续函数,则几乎处处有

定义的 F′( x)在[ a, b]上可积且

F( x) = F( a) +∫
x

a
F′(t)dt, (5)

即 F( x)总是[ a, b]上可积函数的不定积分.
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证  因为 F( x)绝对连续,所以 F( x)是有界变差的.由上节

定理 3 的推论知, F′( x) a.e.存在,且在[ a, b]上可积.下面证明

(5)式成立.

设 G( x) =∫
x

a
F′(t)dt,令 H( x) = F( x) - G( x)①

则由定理 3 得

H′( x) = F′( x) - G′( x) = 0,a.e.于[ a, b],

所以再由定理 2,便得 H( x) = C,即

F( x) =∫
x

a
F′( t)dt + C,

这里 C = F( a).证毕.

由此我们得到: F( x)是[ a, b]上的绝对连续函数的充要条

件,它是一个可积函数的不定积分.

定理 4 是 R 积分理论中 N - L 公式的推广,对绝对连续函数

而言,微分再积分也还原(至多差一常数).但是像前节末所看到的

那样,对有界变差函数一般却不能保证定理 4 成立.因此, L 积分

在积分与微分的关系问题上虽比 R 积分优越得多,但还不够理

想.至于进一步的扩充需要 Denjoy 积分才能完全解决这一问题,

最后介绍一下 L 积分的分部积分法.

定理 5(分部积分法)  设 f( x)在[ a, b]上绝对连续,λ( x)在

[ a, b]上可积且 g( x) - g( a) =∫
x

a
λ( t)dt,则

∫
b

a
f( x) g′( x)d x = f( x) g( x)

b

a
-∫
b

a
g( x) f′( x)d x.

证  设 D 表区域: a≤ y≤ x≤ b. f( x)在[ a, b]上绝对连续,

所以 f′( x)可积,令

F( x, y) =
λ( x) f′( y),( x, y)∈ D,

0, ( x, y)ú D,

·461·
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于是 F( x, y)是[ a, b]×[ a, b]上的可积函数,由 Fubini定理 !

 ∫[ a, b]×[ a, b] F( P)d P =∫
b

a
d x∫

x

a
λ( x) f′( y)dy

=∫
b

a
d y∫

b

y
λ( x) f′( y)d x.

但是 �

 ∫
b

a
d x∫

x

a
λ( x) f′( y)d y =∫

b

a
λ( x)[ f( x) - f( a)]d x

=∫
b

a
λ( x) f( x)d x - f( a)[ g( b) - g( a)]

=∫
b

a
f( x) g′( x)d x - f( a)[ g( b) - g( a)] ~

 ∫
b

a
d y∫

b

y
λ( x) f′( y)d x =∫

b

a
f′( y)[ g( b) - g( y)]d y

= -∫
b

a
f′( y) g( y)d y + g( b)[ f( b) - f( a)].

由以上两式便得

∫
b

a
g′( x) f( x)d x = f( x) g( x)

b

a
-∫
b

a
f′( x) g( x)d x.

证毕.

例 1  设 f( x)是[0,1]上的有界变差函数,并且在 x = 0 点连

续.若对任何 0 < ε< 1, f( x)在[ε,1]上绝对连续,则 f( x)是[0,

1]上的绝对连续函数.

证明  如果能够把 f( x)表示成[0,1]上某个 L 可积函数的

不定积分,那么由定理 1 即可证得 f( x)是[0,1]上的绝对连续函

数.

因 f( x)是[0,1]上的有界变差函数,所以 f′( x)在[0,1]上 L

可积.由勒贝格积分的绝对连续性有

∫
x

0
f′( x)d x = lim

ε→0∫
x

ε
f′( x)d x.

因 f( x)在[ε,1]上绝对连续,因此由定理 4
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∫
x

ε
f′( x)d x = f( x) - f(ε),

再由 f( x)在 x = 0 点连续,得到

∫
x

0
f′( x)d x = lim

ε→0
( f( x) - f(ε)) = f( x) - f(0),

因此

f( x) = f(0) +∫
x

0
f′( x)d x,

由定理 1 知 f( x)是[0,1]上的绝对连续函数.证毕.

把绝对连续函数表示成不定积分形式,再利用 L 积分的性质

和定理是讨论绝对连续函数的常用方法.

§5. 斯蒂尔切斯(Stieltjes)积分

现在我们着手推广 L 积分,得到所谓 L - S 积分,并为此在

本节先介绍一下作为 L - S 积分的前身的 Riemann - Stieltjes 积

分(简称 R - S 积分或 S 积分),当然 R - S 积分是 R 积分的另一

种推广.

考虑分布有质量的线段[ a, b],设分布在线段[ a, x]上的总

质量 m ( x)是已知的递增函数,从而分布在线段[ x, x′]上的质量

为 m ( x′) - m( x),则这线段[ a, b]关于原点 O 的力矩和转动惯

量分别定义为

M = lim
δ( T) →0∑

n

i = 1

xi( m( xi) - m( xi - 1 )),记为∫
b

a
xd m( x),

J = lim
δ( T )→ 0∑

n

i = 1

x
2

i( m( xi) - m( xi - 1 )),记为∫
b

a
x
2
d m ( x).

这里分划 T: a = x0 < x1 < ⋯ < xn = b,δ( T) = max
i
( xi - xi - 1 ).

由于物理上诸如此类问题的需要,值得将此概念一般化,便得

到如下

定义( S 积分)  设 f( x),α( x)为[ a, b]上的有限函数,对
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[ a, b]作一分划

T: a = x0 < x1 < ⋯ < xn = b

及属于此分划的任一组“介点”xi - 1≤ξi≤ xi (i = 1,2,⋯, n)作和

数(叫做 Stieltjes 和数)

∑
n

i = 1

f(ξi)[α( xi) - α( xi - 1 )].

如果当δ( T)→0 时,这和数总趋于一确定的有限极限(不论 T 如

何分法,也不论介点取法如何),则称 f( x)在[ a, b]上关于α( x)

为 S 可积分的,此极限叫做 f( x)在[ a, b]上关于 α( x)的 S

� 辉积分,记为

∫
b

a
f( x)dα( x)①.

易知当α( x) = x 时, S 积分便成为 R 积分,可见 S 积分是 R

积分的一种推广.

又如当我们考虑曲线积分∫C f( x, y)d x, C: x = φ(t), y =
ψ(t),(α≤t≤β),则

∫C f( x, y)d x =∫
β

α
f(φ( t),ψ(t))dφ(t)

就是一种特殊的 S 积分.

定理 1  

(1)∫
b

a
[ f1 ( x) + f2 ( x)]dα( x) =∫

b

a
f1 ( x)dα( x)

+∫
b

a
f2 ( x)dα( x);

(2)∫
b

a
f( x)d(α1 ( x) + α2 ( x)) =∫

b

a
f( x)dα1 ( x)

+∫
b

a
f( x)dα2 ( x);
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(3) 设 k, l为常数,则

∫
b

a
kf( x)d(lα( x)) = k·l∫

b

a
f( x)dα( x).

以上三式之意义,是当右边积分有意义时左边积分也有意义,而且

等式成立.

(4) 设 a < c < b,则

∫
b

a
f( x)dα( x) =∫

c

a
f( x)dα( x) +∫

b

c
f( x)dα( x).

设左、右边各积分都存在.

以上各条之证明直接从定义即得.

但是第(4)条只假定等式右边两个积分存在,一般的推不出左

边积分也存在(见例 1).

下面介绍一个在应用上重要的 S 积分存在的充分条件.

定理 2  设 f( x)在[ a, b]上连续,α( x)在[ a, b]上是有界变

差的,则∫
b

a
f( x)dα( x)存在.

证明  由 Jordon 分解定理,α( x)可以分解为两个增函数之

差,因此不妨设α( x)为增函数.

任取[ a, b]一分划 T: a = x0 < x1 < ⋯ < xn = b,作和数 �

S( T, f,α) = ∑
n

i = 1

M i(α( xi) - α( xi - 1 )),

s( T, f,α) = ∑
n

i = 1

mi(α( xi) - α( xi - 1 )),

这里 M i, mi 分别为 f( x)在[ xi - 1 , xi]上的上,下确界.则

s( T, f,α)≤σ≤ S( T, f,α).

其中σ为 S 和数.

类似于 R 积分中的大和与小和,可以证得对任何两分划 T1 ,

T2 ,总有

s( T1 , f,α)≤ S( T2 , f,α).
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设 I = sup
T
{s( T, f,α)},则 s≤ I≤ S.因此

|σ- I|≤ S - s.

因为 f( x)在[ a, b]上连续,对任何ε> 0,存在 δ> 0,

当| x″- x′| < δ时,有| f( x″) - f( x′)| < ε,

所以当δ( T) < δ时,  | M i - mi| <ε,于是

S - s<ε[α( b) - α( a)],

故当δ( T) < δ时|σ- I| < ε[α( b) - α( a)],即

lim
δ( T) →0
σ= I. 证毕.

例 1  设 f( x)和α( x)为在[ - 1,1]上定义的两个函数: �

f( x) =
0, ( - 1≤ x≤0),

1, (0 < x≤1).

α( x) =
0, ( - 1≤ x < 0),

1, (0≤ x≤1).

易知, f( x)在[ - 1,1]上关于α( x)的 S 积分是不存在的.

事实上,对[ - 1,1]作一分划

T: - 1 = x0 < ⋯ < xi - 1 < 0 < xi < ⋯ < xn = 1,

则

σ= ∑
n

i = 1

f(ξi)[α( xi) - α( xi - 1 )] = f(ξi ) =
0, ξi≤0,

1, ξi > 0.

可见 σ的极限是不存在的,即 f( x)在[ - 1,1]上关于α( x)的 S

积分不存在.但是,易见 f( x)分别在[ - 1,0]与[0,1]上的 S 积分

都存在.

有时也可将 S 积分化为 R 积分.

定理 3  设 f( x)在[ a, b]上连续,α( x)处处可导且α′( x)又

R 可积,则

( S)∫
b

a
f( x)dα( x) = ( R)∫

b

a
f( x)α′( x)d x. (1)

证明  因为 α′( x)有界,由中值定理,α( x2 ) - α( x1 ) =
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α′( z)( x2 - x1 ),所以|α( x2 ) - α( x1 )|≤ M | x2 - x1 |,这里 M

为常数,α( x)满足 Lipschitz 条件,故 α( x)为有界变差函数.另一

方面,由假设 f( x),α′( x)在[ a, b]上均 R 可积分,故知(1)式右

端积分存在,剩下只证明(1)式成立.

任取[ a, b]的一分划 T: a = x0 < x1 < ⋯ < xn = b,由中值定

理便得:

σ �= ∑
n

i = 1

f(ξi)[α( xi) - α( xi - 1 )]

= ∑
n

i = 1

f(ξi)α′(ξ′i)( xi - xi - 1 ),

这里 xi - 1≤ξ′i ≤ xi.利用 f( x)的一致连续性,两边取极限(δ( T)

→0)即得证. 证毕

定理 4  设 f( x)在[ a, b]上连续, g( x)为绝对连续,则

( S)∫
b

a
f( x)d g( x) = ( L)∫

b

a
f( x) g′( x)d x.

证明  上面两积分存在是明显的,今证明两积分相等.

对[ a, b]取一分划 T: a = x0 < x1 < ⋯ < xn = b,作和

σ= ∑
n

i = 1

f(ξi )[ g( xi) - g( xi - 1 )].

考察σ与积分

( L)∫
b

a
f( x) g′( x)d x

之差.因为

g( xi ) - g( xi - 1 ) =∫
x
i

x
i-1

g′( x)d x.

所以

σ-∫
b

a
f( x) g′( x)d x = ∑

n

i = 1
∫
x
i

x
i- 1

[ f(ξi) - f( x)] g′( x)d x.

设 f( x)在[ xi - 1 , xi ]上的振幅为 ωi,则由上式得
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σ-∫
b

a
f( x) g′( x)d x

;
≤∑

n

i = 1

ωi∫
x
i

x
i- 1

| g′( x) | d x

≤α∫
b

a
| g′( x)|d x,

这里α= max{ωi}.当δ( T)→0 时,σ→∫
b

a
f( x) g′( x)d x.证毕.

下面提一下 S 积分的分部积分法.

定理 5  设∫
b

a
f( x)dα( x)与∫

b

a
α( x)d f( x)中有一个存在,则

另一个也存在且

∫
b

a
f( x)dα( x) +∫

b

a
α( x)d f( x) = f( x)α( x)

b

a
.

证明  设∫
b

a
f( x)dα( x)存在.

对[ a, b]取一分划 T: a = x0 < x1 < ⋯ < xn = b,不难看出

∑
n

i = 1

α(ξi)[ f( xi) - f( xi- 1 )] = -∑
n - 1

i = 1

f( xi)[α(ξi+ 1 ) �

- α(ξi)] - f( x0 )[α(ξ1 ) -α( x0 )] - f( xn )[α( xn )

- α(ξn )]} + f( xn )α( xn ) - f( x0 )α( x0 ),

而右边{⋯}内正好是以{ξi }为分点,{ xi }为介点的 f( x)关于

α( x)的 S 和数,当 δ( T)→0 时,上式两边取极限即得. 证毕.

推论  设 f( x)在[ a, b]上是有界变差函数,α( x)连续,则

积分

∫
b

a
f( x)dα( x)

存在.

上面介绍的 S 积分是只就 R
1
讲的,但在 R

n
( n > 1)中也可定

义 S 积分,此处不再叙述了.
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§6. 勒贝格-斯蒂尔切斯测度与积分

本节目的是介绍 L 测度、L 积分的推广,所谓 L - S 测度,以

及建立在它上面的 L - S 积分.这部分只作简单介绍不加详细论

述.

设α( x)为定义在 R
1
上的有限增函数,对任何开区间 I =

( x, x′),称 α( x′) - α( x)为区间 I 的“权”,记为| I| = α( x′) -

α( x).

定义 1( L - S 外测度)  对任一点集 E�R
1
,非负实数

inf
E �∪
∞

i = 1
I
i

∑
∞

1

| Ii |

称为 E 关于分布函数α( x)的 � �!L - S 外测度,记为 m
*
α E.

显然,当 α( x) = x 时, L - S 外测度便成为 L 外测度.

L - S 外测度与 L 外测度有同样的基本性质:

(1) m
*
α E≥0,且 m

*
α = 0.

(2) 设 A� B,则 m
*
α A� m

*
α B( � 狼单调性).

(3) m
*
α ∪
∞

1

Ei ≤∑
∞

1

m
*
a Ei( � 寥次可数可加性).

但在 L 测度中,区间〈a, b〉不论开,闭或半开半闭都是

m
*
〈a, b〉= b - a,而在一般 L - S 外测度中则不然.

定理 1

(1) m
*

α ( a, b) = α( b - 0) - α( a + 0);

(2) m
*

α ( a, b] = α( b + 0) - α( a + 0);

(3) m
*
[ a, b] = α( b + 0) - α( a - 0);

(4) m
*
[ a, b) = α( b - 0) - α( a - 0).

证明  只证开区间情形.

先证 m
*

α ( a, b)≥α( b - 0) - α( a + 0).
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为此任取 a < x1 < x2 < b,并设∪
∞

i = 1

Ii�( a, b),当然∪
∞

i = 1

Ii

�[ x1 , x2 ],由 H - B 有限覆盖定理,存在有限个 Ii,不妨设为 I1 ,

I2 ,⋯, In ,使得∪
n

i = 1

Ii�[ x1 , x2 ].由 α( x)的单调性易知

∑
n

i = 1

| Ii|≥α( x2 ) - α( x1 ),

从而∑
∞

i = 1

| Ii|≥α( x2 ) - α( x1 ).令 x1� a, x2� b即得.

次证 m
*
α ( a, b)≤α( b - 0) - α( a + 0).

为此在( a, b)内取 α( x)的一列连续点(因 α( x)单调) xn , n = 0,

±1,⋯,使 xn→ a( n→ - ∞), xn→ b( n→ + ∞).然后对每个 n 取

an , bn ,使 a < an < xn < bn < b 及

α( bn ) - α( an ) <
ε
2
| n| + 1 ,

并作开区间 In = ( an, bn + 1 ), n = 0,±1,⋯,显然

∪
n

In�( a, b)且∑
n

|In | = ∑
+ ∞

- ∞

[α( bn + 1 ) - α( bn )]

+ ∑
+ ∞

- ∞

[α( bn ) - α( an )]≤α( b - 0) - α( a + 0) + 2ε.

故 m
*

α ( a, b)≤α( b - 0) - α( a + 0) + 2ε.

证毕.

由定理看出,对 α( x)取常值的任一开区间 I总有 m
*

α I = 0,

而对于α( x)的任一不连续点 x0 ,则有

m
*

α { x0 } = α( x0 + 0) - α( x0 - 0) > 0.

这恰好与 L 外测度情形相反.

值得注意的是:如果改变α( x)在不连续点的函数值,并不影

响 L - S 外测度的值(证法与定理 1 类似),因此,有时可将α( x)

规范化,即要求α( x)为右连续的增函数,从而有
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m
*

α ( a, b] = α( b) - α( a).

有了 L - S 外测度,我们便可仿第三章由 L 外测度定义 L 可

测集及测度的方法(卡氏条件),进而定义 R
1
中关于α( x)的 L -

S 可测集与测度.

定义 2( L - S 可测集及测度)  设 E� R
1
,满足以下条件:对

任何 T�R
1
,总有

m
*
α T = m

*
α ( T∩ E) + m

*
α ( T∩ E),

则称 E 为关于α( x)的 � 涵L - S 可测集,而 m
*
α E 称 � 涵为 E 关于α( x)

� 纹的测度,记作 mαE.

类似于 L 测度,不难证明:任何区间都是 L - S 可测的.

我们注意到,第三章,§2 中所论述的 L 可测集及其测度的一

切重要性质,不外乎是从 L 外测度的三个基本性质与卡氏可测条

件得出的.现在 L - S 外测度既具有完全同于 L 外测度的三个基

本性质及测度定义仍旧是满足卡氏可测条件的,所以 L - S 可测

集及其测度自然也就具有完全同于 L 可测集及测度的一切重要

性质.特别是,关于α( x)的 L - S 可测集的并、交、余运算是封闭

的.又有可数可加性等.

其次,当 m
*

α E = 0,必有 mαE = 0,凡 Borel 集关于任何α( x)

都是 L - S 可测集.但是一般的 L - S 测度没有运动的不变性.

有了 L - S 可测集和测度之后,我们就可以在它的基础上完

全平行地建立相当于 L 可测函数和积分的 L - S 可测函数和 L -

S 积分的概念和有关理论.换言之,所有第四章及第五章前五节①

的定义及定理几乎可以逐字逐句地搬过来,只要将那里的可测换

成 L - S 可测,测度换成 L - S 测度,零测度集换成 L - S 零测度

集就行了.这样所得到的积分叫做 f( x)关于 α( x)的 L - S 积

分,记为∫E f( x)dα( x),其中 E�R
1
为关于α( x)的 L - S 可测
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集, f( x)为 E 上的 L - S 可积或 L - S 积分确定的函数.

显然,当 α( x) = x 时 L - S 可测函数与 L - S 积分就分别成

为 L 可测函数与 L 积分了.

以上所述 L - S 测度与 L - S 积分都是在 R
1
中讲的,当然也

可以把它们推广到 R
n
( n > 1)中去,这里就不再多说了.

第六章习题

1. 区间( a, b)上任何两个单调函数,若在一稠密集上相等,则它们有相

同的连续点.

2. 设{fn }为 [ a, b] 上一列有限的有界变差函数列, fn ( x) → f( x)

( n→∞),如果 V
b

a

( fn ) < K ,( n = 1,2,⋯),则 f( x)为有界变差函数.

3. 讨论函数 f( x) = xαsin
1
x
β(0≤ x≤1;  α,β> 0)是否有界变差和绝

对连续.

4. 设 f( x)在[ a, b]上绝对连续,且 f′( x)≥0  a.e.于[ a、b],则 f( x)

为增函数.

5. 设 f( x)是[ a, b]上的有限函数.若存在 M > 0,使对任何ε> 0 都有

V
b

a+ε

( f)≤ M,

则 f( x)是[ a, b]上有界变差函数.

6. 设{fn }是 [ a, b] 上一列绝对连续的增函数列.若级数 f( x) =

∑
∞

n = 1

fn ( x) 在[ a, b]上处处收敛,证明 f( x)在[a, b]上绝对连续.

7. 设 f( x)是[ a, b]上一有限实函数,那么下列两件事等价:

(1) f( x)在[ a, b]上满足 Lipschtiz 条件,

(2) f( x)是[ a, b]上某个有界可积函数的不定积分.

8. 试证:如果用“确界式”定义 S 积分,则不与原来的积分等价.

9. 试证:如果改变增函数 α( x)在( - ∞,∞)上不连续点的函数值(仍成

一增函数).不影响由它确定的 L - S 测度.
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第二篇  泛 函 分 析

  从本篇开始,我们将进入“泛函分析”的领域.泛函分析是 20

世纪发展起来的一门新的学科.德国数学家希尔伯特( D. Hilbert,

1862—1943),波兰数学家巴拿赫(S. Banach,1892—1945),匈牙

利 - 美国数学家冯.诺依曼(J. von Neumann,1903—1957),为此

作出了主要贡献.

泛函是函数概念的推广.我们知道,函数是数和数之间的对应

关系: x → f( x). 泛函则是函数和数之间的对应关系.比如在

[ a, b]上的连续函数全体记为 C[ a, b]. C[ a, b]中的每个函数都

有一个积分值,即 对任意的 f∈ C [ a, b], 总有唯一的实数

∫
b

a
f( x)d x 与之对应.于是 C[ a, b]上的黎曼积分是一个泛函.

同样地可以考虑算子:函数空间和函数空间之间的对应关系.

设 C
1
[ a, b]表示一阶连续可微的函数所成的空间,那么微分就是

一个从空间 C
1
[ a, b]到空间 C[ a, b]的算子:对 f∈ C

1
[ a, b],有

唯一的导函数 f′∈ C[ a, b]与之对应.

这样一来,我们就把注意力集中到一般空间(如函数空间

C
1
[ a, b]和 C[ a, b]等)的研究上来了.这是一个自然的、也是重

大的拓广.思路一旦打开,一系列令人眼花缭乱的新结果喷涌而

出,使人心旷神怡.

首先,我们注意到,这样的函数空间是无限维的,比 n 维欧氏

空间要复杂得多.不过,希尔伯特创立的一种空间(希尔伯特空间)

可以看作是可数维的欧氏空间,和欧氏空间很相像,甚至还成立无

限维的“勾股定理”,十分巧妙.巴拿赫研究的无限维空间称为赋范
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线性空间,也是 n 维向量空间的推广,那里也有某种意义的长度

可言(但是没有角度).这两种空间都是线性空间,和线性代数里所

说的线性空间相同.于是,我们又可以从线性的角度推进我们的研

究工作.

其次,我们要概括多种多样的函数收敛概念:一致收敛、点点

收敛、几乎处处收敛、依测度收敛、平方平均收敛等等.我们将在更

广泛的赋范线性空间和希尔伯特空间中研究“极限”、“收敛”、“发

散”之类的概念,从而探讨各种泛函和算子的连续性问题.

最后,我们会从整体的角度研究一些泛函和算子.上述的定积

分和微分只是泛函和算子的一种.我们如果把一般的泛函和算子

的特性了解清楚了,当然会对“微分方程”、“积分方程”、“积分变

换”等等具体的泛函和算子有进一步的了解.这些成果,会大大打

开我们的数学视野,提升我们的数学能力.
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第七章  度量空间和赋

范线性空间

§1. 度量空间的进一步例子

在第二章中,我们已给出度量空间(即距离空间)的定义.当时

为了集中研究 n 维欧氏空间 R
n
中的测度理论,所以只在 R

n
中讨

论邻域、极限、开集、闭集等概念.但我们曾指出,这些概念可以一

字不改地移到一般度量空间中去.在这一章里,我们将沿用这些概

念而不再重新定义,并且运用这些概念讨论度量空间的进一步

性质.

第二章中已经引入了 n 维度量空间的例子,现在我们继续引

入其它的度量空间.

例 1  离散的度量空间.

设 X 是任意的非空集合,对 X 中任意两点 x, y∈ X,令

d( x, y) =
1, 当 x≠ y,

0, 当 x = y.

容易验证 d( x, y)满足第二章中关于距离的定义中的条件 1°及

2°.我们称( X, d)为 � 寞离散的度量空间.由此可见,在任何非空集合

上总可以定义距离.使它成为度量空间.

例 2  序列空间 S.

令 S 表示实数列(或复数列)的全体,对 S 中任意两点 x =

(ξ1 ,ξ2 ,⋯,ξn,⋯)及 y = (η1 ,η2 ,⋯,ηn,⋯),令
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d( x, y) = ∑
∞

i = 1

1
2
i

|ξi - ηi|
1 + |ξi - ηi|

,

易知 d( x, y)满足距离条件 1°,下面验证 d( x, y)满足距离条件

2°.为此我们首先证明对任意两个复数 a和 b,成立不等式

| a + b|
1 + | a + b|

≤
| a|
1 + | a|
+
| b|
1 + | b|
.

事实上,考察[0,∞)上的函数

f( t) =
t
1 + t
,

由于在[0,∞)上 f′( t) = 1�/(1 + t)
2
> 0.所以 f( t)在[0,∞)上单

调增加,由不等式| a + b|≤| a| + | b|,我们得到

| a + b|
1 + | a + b|

'≤
| a| + | b|
1 + | a| + | b|

=
| a|

1 + | a| + | b|
+
| b|

1 + | a| + | b|

≤
| a|
1 + | a|
+
| b|
1 + | b|
.

令 z = (ζ1 ,ζ2 ,⋯,ζn ,⋯), a =ξi - ζi, b = ζi - ηi,则 a + b =

ξi - ηi,代入上面不等式,得

|ξi - ηi |
1 + |ξi - ηi|

≤
|ξi - ζi |
1 + |ξi - ζi|

+
|ζi - ηi|
1 + |ζi - ηi|

.

由此立即可知 d( x, y)满足距离条件 2°,即 S 按 d( x, y)成一度

量空间.

例 3  有界函数空间 B( A)

设 A 是一给定的集合,令 B( A)表示 A 上有界实值(或复值)

函数全体,对 B( A)中任意两点 x, y,定义

d( x, y) = sup
t∈ A
| x( t) - y( t)|.

下面验证 d( x, y)满足条件 1°和 2°. d( x, y)显然是非负的.又

d( x, y) = 0 等价于对一切 t∈ A,成立 x( t) = y(t),所以 x = y,

即 d( x, y)满足 1°,此外,对所有的 t∈ A 成立

| x(t) - y(t)| �≤| x(t) - z( t)| + | z(t) - y(t)|

≤sup
t∈ A
| x(t) - z(t)|
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+ sup
t∈ A
| z( t) - y( t)|.

所以

sup
t∈ A
| x(t) - y( t)| A≤sup

t∈ A
| x( t) - z( t)|

 + sup
t∈ A
| z(t) - y(t)|.

即 d( x, y)满足条件 2°.特别地,当 A = [ a, b]时,记 B( A)为

B[ a, b].

例 4  可测函数空间 M ( X).
设 M ( X)为 X 上实值(或复值)的 Lebesgue 可测函数全体,
m 为 Lebesgue 测度,若 m( X) < ∞,对任意两个可测函数 f(t)及

g(t),由于

| f( t) - g(t)|
1 + | f(t) - g( t)|

< 1, (1)

所以这是 X 上可积函数,令

d( f, g) =∫X
| f(t) - g(t)|
1 + | f(t) - g(t)|

dt.

如果把 M ( X)中两个几乎处处相等的函数视为 M ( X)中同一个
元,那么利用不等式(1)及积分性质很容易验证 d( f, g)是距离.

因此 M ( X)按上述距离 d( f, g)成为度量空间.
例 5  C[ a, b]空间.

令 C[ a, b]表示闭区间[ a, b]上实值(或复值)连续函数全

体,对 C[ a, b]中任意两点 x, y,定义

d( x, y) = max
a≤ t≤ b
| x(t) - y(t)|,

容易验证它满足距离条件 1°和 2°.

例 6  l
2
.

记 l
2
= { x = { xk } |∑

∞

k = 1

x
2

k < ∞}. 设 x = { xk }∈ l
2
, y =

{ yk }∈l
2
,定义

d( x, y) = ∑
∞

k = 1

( yk - xk )
2
1
2
,
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则 d 是 l
2
上的距离(可以证明 d < ∞).距离条件的 1°是容易得出

的.现检验条件 2°.

对任何正整数 n, x
( n)
= ( x1 ,⋯, xn )和 y

( n)
= ( y1 ,⋯, yn )都

是 R
n
中元素,由 Cauchy 不等式

∑
n

k = 1

xk yk
2

≤∑
n

k = 1

x
2
k·∑
n

k = 1

y
2
k,

不等式右端令 n→∞,得

∑
n

k = 1

xk yk
2

≤∑
∞

k = 1

x
2
k·∑
∞

k = 1

y
2
k.

再令左端的 n 趋于∞,即得

∑
∞

k = 1

xk yk
2

≤∑
∞

k = 1

x
2
k·∑
∞

k = 1

y
2
k < ∞.

由此可得

 ∑
∞

k = 1

( xk + yk)
2 �
= ∑
∞

k = 1

x
2

k + 2∑
∞

k = 1

xk yk + ∑
∞

k = 1

y
2

k

≤∑
∞

k = 1

x
2
k + 2 ∑

∞

k = 1

x
2
k·∑
∞

k = 1

y
2
k

1
2
+ ∑
∞

k = 1

y
2
k

= ∑
∞

k = 1

x
2
k

1
2
+ ∑
∞

k = 1

y
2
k

1
2
2

.

今取 ξ= {ξk },η= {ηk },ζ= {ζk }.以 xk = ζk - ξk , yk = ηk -

ζk 代入上式,即可得ξ,η,ζ的三点不等式

d(ξ,η)≤ d(ξ,ζ) + d(ζ,η).

由上述例子可见,度量空间除了有限维的欧几里得空间 R
n

之外,还包括其他的空间.

§2. 度量空间中的极限,稠密集,可分空间

设( X, d)为度量空间, d 是距离,定义

U( x0 ,ε) = { x∈ X| d( x, x0 ) <ε}
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为 x0 的以ε为半径的开球,亦称为 x0 的 � �!ε- 邻域.

由此,仿第二章§2,可以定义距离空间中一个点集的内点,外

点,边界点及聚点,导集,闭包,开集等概念.

设{ xn }是( X, d)中点列,如果存在 x∈ X,使

lim
n→ ∞
d( xn , x) = 0,

则称点列{ xn }是( X, d)中的 � 筼收敛点列, x 是点列{ xn }的 � 筼极限.类

似于 R
n
,可以证明度量空间中收敛点列的极限是唯一的.

设 M 是度量空间( X, d)中点集,定义

δ( M ) = sup
x, y∈ M
d( x, y)

为点集 M 的 � ��直径.若δ( M ) < ∞,则称 M 为( X, d)中的 � ��有界集.

类似于 R
n
,可以证明度量空间中收敛点列是有界点集.度量空间

中闭集也可以用点列的极限来定义: M 是闭集的充要条件是 M

中任何收敛点列的极限都在 M 中,即若 xn ∈ M , n = 1, 2,⋯,

xn→ x,则 x∈ M .下面讨论某些具体空间中点列收敛的具体意

义.

1. R
n
为 n 维欧氏空间, x m = (ξ

( m )

1 ,ξ
( m )

2 ,⋯,ξ
( m )

n ), m = 1,

2,⋯,为 R
n
中的点列, x = (ξ1 ,ξ2 ,⋯,ξn )∈R

n
,不难证明{ x m }按

欧氏距离收敛于 x 的充分必要条件为对于每个 1≤i≤ n,有ξ
( m )
i

→ξi( m→∞).

2. C[ a, b]空间,设{ xn }及 x 分别为 C[ a, b]中点列及点,则

d( xn, x) = max
a≤ t≤ b
| xn ( t) - x( t)|收敛于 0 的充要条件为函数列

{ xn }在[ a, b]上一致收敛于 x.

3. 序列空间 S,设 xm = (ξ
( m )

1 ,ξ
( m )

2 ,⋯,ξ
( m )

n ,⋯), m = 1,

2,⋯及 x = (ξ1 ,ξ2 ,⋯,ξn ,⋯)分别为 S 中点列及点,下面证明点

列{ xm }收敛于 x 的充要条件为 x m 依坐标收敛于 x,即对每个正

整数 i,成立ξ
( m )

i →ξi( m→∞).事实上,如果 x m→ x( m →∞),即

d( x m , x) = ∑
∞

i = 1

1
2
i

|ξ
( m )
i - ξi |

1 + |ξ
( m )
i -ξi|
→0  ( m→∞),
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所以对任何正整数 i,因为
|ξ
( m )

i -ξi |
1 + |ξ

( m )
i -ξi|
≤2
i
d( x m , x),所以

|ξ
( m )

i - ξi|
1 + |ξ

( m )
i -ξi |

当 m→∞时收敛于 0.因此,对任何给定的正数ε,存在正整数 N,

使当 m > N 时有

|ξ
( m )
i - ξi|

1 + |ξ
( m )
i - ξi|

<
ε
1 + ε
.

由此可得|ξ
( m )
i - ξi | <ε.这说明对每个 i = 1,2⋯,当 m →∞时,

ξ
( m )
i →ξi.反之,若对每个 i= 1,2⋯,成立着ξ

( m )
i →ξi ( m →∞),对

任何给定正数ε,因为级数∑
∞

i = 1

1
2
i收敛,所以存在正整数 m,使

∑
∞

i = m

1
2
i <
ε
2
,

又对每个 i = 1,2,⋯, m - 1,存在 Ni,使当 n > Ni 时,

|ξ
( n)
i - ξi| <

ε
2
.

令 N = max{ N1 ,⋯, N m - 1 },那么当 n > N 时

∑
m - 1

i = 1

1
2
i

|ξ
( n)

i -ξi|

1 + |ξ
( n)
i -ξi|
< ∑
m - 1

i = 1

1
2
i

ε
2

1 +
ε
2

<
ε
2
,

所以,当 n > N 时,有

d( xn , x) 3= ∑
m - 1

i = 1

1
2
i

|ξ
( n)

i -ξi |

1 + |ξ
( n)
i -ξi|

 + ∑
∞

i = m

1
2
i

|ξ
( n)
i -ξi |

1 + |ξ
( n)

i -ξi|
<ε,

即 xn→ x.证毕.

4. 可测函数空间 M ( X).设{ fn }及 f 分别为 M ( X)中的点列
及点,则点列{ fn }收敛于 f的充要条件为函数列{ fn }
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依测度收敛于 f.事实上,若{ fn }依测度收敛于 f,则对任何σ> 0,

有

m( X[| fn - f|≥σ])→0  ( n→∞).

对任意给定的正数ε,取

0 < σ<
ε

2 m( X) -ε
,

则
σ
1 +σ
m ( X) <
ε
2
,对这个σ,由 fn (t)� f(t),存在自然数 N,使

n > N 时,

m( X[| fn - f|≥σ]) <
ε
2
,

所以

   d( fn , f) K=∫
X

| fn (t) - f(t)|
1 + | fn ( t) - f(t)|

dt

= ∫
X [| f
n
- f| ≥σ]

| fn (t) - f(t)|
1 + | fn ( t) - f(t)|

dt

 + ∫
X [| f
n
- f| < σ]

| fn (t) - f(t)|
1 + | fn ( t) - f(t)|

dt

≤ m( X[| fn - f|≥σ]) +
σ
1 +σ
m ( X) < ε,

即 d( fn , f)→0( n→∞).反之如果 d( fn , f)→0( n→∞),对任意

给定正数σ> 0,由于

σ
1 +σ
m ( X[| fn - f|≥σ])

    7≤ ∫
X[ | f
n
- f| ≥σ]

| fn ( t) - f(t)|
1 + | fn ( t) - f( t)|

dt

≤ d( fn , f),

由此可知

lim
n→∞
m( X[| fn - f|≥σ]) = 0,
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即{ fn }依测度收敛于 f.证毕.

由上面一系列例子可以看到,尽管在各个具体空间中各种极

限概念不完全一致(依坐标收敛,一致收敛,依测度收敛等等),但

当我们引入适当的距离以后,都可以统一在度量空间的极限概念

之中,这就为统一处理提供了方便.

下面我们引入度量空间中稠密子集和可分度量空间的概念.

定义 1  设 X 是度量空间, E 和 M 是 X 中两个子集,令 珨M

表示 M 的闭包,如果 E�珨M ,那么称集 M 在集 E 中 � 簶稠密,当 E =

X 时称 M 为 X 的一个 � �9稠密子集.如果 X 有一个可数的稠密子集,

则称 X 是 � 悔可分空间.

例 1  n 维欧氏空间 R
n
是可分空间.事实上,坐标为有理数

的全体是 R
n
的可数稠密子集.

例 2  离散度量空间 X 可分的充要条件为 X 是可数集.事实

上,在 X 中没有稠密真子集,所以 X 中唯一的稠密子集只有 X 本

身,因此, X 可分的充要条件为 X 是可数集.

下面举一个不可分度量空间的例子.令 l
∞
表示有界实(或复)

数列全体,对 l
∞
中任意两点 x = (ξ1 ,ξ2 ,⋯), y = (η1 ,η2 ,⋯),

定义

d( x, y) = sup
i
|ξi - ηi |.

易证 l
∞
按 d( x, y)成为度量空间.

例 3  l
∞
是不可分空间.

证明  令 M 表示 l
∞
中坐标 ξi 取值为 0 或 1 的点 x =

(ξ1 ,ξ2 ,⋯)全体,则 M 与二进位小数一一对应,所以 M 的基数为

c.对 M 中任意两个不同的点 x, y,有 d( x, y) = 1,如果 l
∞
可分,

则 l
∞
中存在可数稠密子集,设为{ yk }.对 M 中每一点 x,作球

U x,
1
3
,则

U x,
1
3
x∈ M
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是一族两两不相交的球,总数有不可数个.但由于{ yk }在 l
∞
中稠

密,所以每个 U x,
1
3
中至少含有{ yk }中一点,这与{ yk }是可数

集矛盾.证毕.

§3. 连续映射

仿照直线上函数连续性的定义,我们引入度量空间中映射连

续性的概念.

定义 1  设 X = ( X, d), Y = ( Y,珘d)是两个度量空间, T 是 X

到 Y 中映射, x0∈ X,如果对于任意给定的正数ε,存在正数δ>

0,使对 X 中一切满足 d( x, x0 ) < δ的 x,成立

珘d( Tx, Tx0 ) <ε,

则称 T 在 x0 � 緄连续.

如果用邻域来描述,那么 T 在 x0 连续的定义可以改述为:对

T x0 的每个ε- 邻域 U,必有 x0 的某个δ- 邻域 V 使 T V� U,

其中 T V 表示 V 在映射 T 作用下的像.

我们也可以用极限来定义映射的连续性.

定理 1  设 T 是度量空间( X, d)到度量空间( Y,珘d)中的映

射,那么 T 在 x0 ∈ X 连续的充要条件为当 xn→ x0 ( n→∞)时,必

有 Txn→ Tx0 ( n→∞).

证明  必要性:如果 T 在 x0 ∈ X 连续,那么对任意给定的正

数ε,存在正数δ,使当 d( x, x0 ) < δ时,有珘d( T x0 , Tx) <ε,因为

xn→ x( n→∞),所以存在正整数 N,当 n > N 时,有 d( xn , x0 ) <

δ,因此

珘d( Txn , Tx0 ) <ε.

这就证明了 Txn→ Tx0 ( n→∞).

充分性:用反证法.如果 T 在 x0 不连续,那么存在正数ε0 >
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0,使对任何正数δ> 0,总有 x≠ x0 ,满足 d( x, x0 ) < δ,但珘d( Tx,

T x0)≥ε0 ,特取 δ=
1
n
,则有 xn ,使 d( xn , x0 ) <

1
n
,但珘d( Txn ,

T x0 )≥ε0 ,这就是说, xn → x0 ( n→∞),但 Txn 不收敛于 Tx0 ,这

与假设矛盾.证毕.

如果映射 T 在 X 的每一点都连续,则称 T 是 X 上的 � �9连续映

� 观射.我们可以用开集来刻画连续映射.为此,称集合

{ x| x∈ X, Tx∈ M � Y}

为集合 M 在映射 T 下的 � ��原像.简记为 T
- 1
M .

关于连续映射成立着下面的定理

定理 2  度量空间 X 到 Y 中的映射 T 是 X 上连续映射的充

要条件为 Y 中任意开集 M 的原像 T
- 1
M 是 X 中的开集.

证明  必要性:设 T 是连续映射, M � Y 是 Y 中开集.如果

T
- 1
M = ,那么 T

- 1
M 是 X 中开集.如果 T

- 1
M ≠ ,则对任

意 x0∈ T
- 1
M ,令 y0 = Tx0 ,则 y0 ∈ M .由于 M 是开集,所以存

在 y0 的ε- 邻域 U, U� M ,由 T 的连续性,存在 x0 的δ- 邻域

V,使 T V� U,这就是说

V� T
- 1
U� T

- 1
M ,

所以 x0 是 T
- 1
M 的内点,由 x0 的任意性知 T

- 1
M 是 X 中开集.

充分性:如果 Y 中每一个开集的原像是开集,对任意 x0∈ X 及

Tx0 的任意ε-邻域 U,那么 T
- 1
U 是 X 中开集,又 x0∈ T

- 1
U,所

以 x0 是 T
- 1
U 的内点,因而存在 x0 的某个δ- 邻域 V,使 V�

T
- 1
U,于是 T V� U,这说明 T 在 x0 连续,由 x0 的任意性可知

T 是 X 上的连续映射.证毕.

利用 T
- 1
( M ) = ( T

- 1
M ),不难证明在上面定理中把开集

改为闭集后定理仍然成立.
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§4. 柯西(Cauchy)点列和完备度量空间

首先回忆一下 R
1
中柯西点列的定义.设{ xn }是 R

1
中的点

列,如果对任意给定的正数ε> 0,存在正整数 N = N (ε),当 n,

m > N 时有

d( xn, xm ) = | xn - x m | < ε,

则称{ xn }是 R
1
中的柯西点列.类似地可以定义度量空间中的柯

西点列.

定义 1  设 X = ( X, d)是度量空间,{ xn }是 X 中点列,如果

对任何事先给定的正数ε> 0,存在正整数 N = N (ε),使当 n,

m > N 时,必有

d( xn , x m ) <ε,

则称{ xn }是 X 中的 � 緬柯西点列或 � 緬基本点列.如果度量空间( X, d)中每

个柯西点列都在( X, d)中收敛,那么称( X, d)是 � �?完备的度量空间.

注意:这里要求在 X 中存在一点,使该柯西点列收敛到这一

点.

由完备度量空间的定义,立即可知有理数全体按绝对值距离

构成的空间不完备,但 n 维欧氏空间 R
n
则是完备的度量空间.在

一般度量空间中,柯西点列不一定收敛,但是度量空间中的每一个

收敛点列都是柯西点列.实际上,如果 xn → x( n→∞),那么对任

何正数ε> 0,存在 N = N(ε),使当 n > N 时,有

d( xn , x) <
ε
2
.

因此,当 n, m > N 时,由三点不等式,得到

d( xn , xm )≤ d( xn , x) + d( xm , x) <
ε
2
+
ε
2
=ε,

即{ xn }是柯西点列.

例 1  l
∞
是完备度量空间.
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证明  设 { xm } 是 l
∞
中的柯西点列, 其中 x m = (ξ

( m )

1 ,

ξ
( m )
2 ,⋯),于是对于任意ε> 0,存在正整数 N,当 n, m > N 时,

d( x m , xn ) = sup
j
|ξ
( m )
j - ξ

( n)
j | <ε. (1)

因此,对每一个固定的 j,当 n, m > N 时,成立

|ξ
( m )

j -ξ
( n)

j | <ε. (2)

这就是说,数列ξ
( k)
j , k = 1,2,⋯是柯西数列,因此,存在数ξj,使得

ξ
( n)
j →ξj( n→∞),令 x = (ξ1 ,ξ2 ,⋯).下面证明 x∈l

∞
,且 x m → x

( m→∞).在(2)式中,令 n→∞,我们得到,对一切 m > N,成立

|ξ
( m )
j -ξj|≤ε, (3)

又因 x m = (ξ
( m )

1 ,ξ
( m )

2 ,⋯,ξ
( m )

j ,⋯)∈ l
∞
,因此存在实数 K m ,使得

对所有 j,成立|ξ
( m )

j |≤ K m .因此,

|ξj |≤|ξj - ξ
( m )
j | + |ξ

( m )
j |≤ε+ K m .

这就证明了 x∈l
∞
.由(3)式,可知对一切 m > N,成立

d( xm , x) = sup
j
|ξ
( m )
j - ξj|≤ε.

所以 x m → x( m→∞).因此 l
∞
是完备度量空间.证毕.

令 C 表示所有收敛的实(或复)数列全体,对 C 中任意两点 x

= (ξ1 ,ξ2 ,⋯), y = (η1 ,η2 ,⋯),令

d( x, y) = sup
j
|ξj - ηj |.

易证 C 是一度量空间,实际上它是 l
∞
的一个子空间.

例 2  C 是完备的度量空间.

为此我们首先证明关于子空间完备性的一个定理.

定理 1  完备度量空间 X 的子空间 M ,是完备空间的充要条

件为 M 是 X 中的闭子空间.

证明  设 M 是完备子空间,对每个 x∈珨M ,存在 M 中点列

{ xn },使 xn→ x( n→∞),由前述,{ xn }是 M 中柯西点列,所以在

M 中收敛,由极限的唯一性可知 x∈ M ,即 珨M� M ,所以 珨M = M ,

因此 M 是闭子空间.
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反之,如果{ xn }是 M 中柯西点列,因 X 是完备度量空间,所

以存在 x∈ X,使 xn→ x( n→∞),由于 M 是 X 中闭子空间,所以

x∈ M ,即{ xn }在 M 中收敛.这就证明了 M 是完备度量空间.

证毕.

例 2 的证明  由定理 1,只要证 C 是 l
∞
中的闭子空间即可.

对任何 x = (ξ1 ,ξ2 ,⋯)∈  C,存在 xn = (ξ
( n)
1 ,ξ

( n)
2 ,⋯)∈ C, n = 1,

2,⋯, xn→ x( n→∞),因此对任何正数ε> 0,存在正整数 N,当

n≥ N 时,对所有自然数 j,成立

|ξ
( n)
j - ξj|≤ d( xn , x) <

ε
3
,

特别取 n = N,那么对所有 j,有

|ξ
( N )

j - ξj| <
ε
3
.

但因 xN ∈ C,即{ξ
( N )
j }当 j→∞时收敛,因而存在 N 1 ,使对当 j, k

≥ N1 时,有

|ξ
( N)
j - ξ

( N )
k | <
ε
3
.

于是当 j, k≥ N1 时,成立

|ξj -ξk |≤|ξj - ξ
( N )

j | + |ξ
( N )

j - ξ
( N)

k | + |ξ
( N )

k -ξk | < ε.

这说明ξj, j= 1,2,⋯是柯西数列,因而收敛,即 x = (ξ1 ,ξ2 ,⋯)∈

C,所以 C 是 l
∞
中的闭子空间.证毕.

例 3  C[ a, b]是完备的度量空间.

设 xm , m = 1,2,⋯是 C[ a, b]中的柯西点列.于是对任何正

数ε> 0,存在正整数 N,使对一切 n, m > N,有

max
a≤ t≤ b
| xm ( t) - xn (t)| = d( xm , xn ) <ε. (4)

因此对任何 t∈[ a, b],有

| xm (t) - xn (t)| <ε.

这说明当 t固定时, xn ( t), n = 1,2,⋯是柯西数列,所以存在
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x(t),使 x m (t)→ x( t).下面证明 x(t)是[ a, b]上连续函数,且

x m→ x( m →∞).事实上,在(4)中令 n→∞,那么可以得到当

m > N 时,成立

max
a≤ t≤ b
| xm ( t) - x(t)|≤ε. (5)

这说明 xm (t)在[ a, b]上一致收敛于 x( t),由数学分析知, x(t)

是[ a, b]上连续函数,因此 x∈ C [ a, b],且由(5)知,当 m > N

时,

d( xm , x) = max
a≤ t≤ b
| xm (t) - x(t)|≤ε.

即 x m → x( m→∞).这就说明了 C[ a, b]是完备度量空间.证毕.

下面举几个不完备空间的例子.

例 4  令 P[ a, b]表示闭区间[ a, b]上实系数多项式全体,那

么 P[ a, b]作为 C[ a, b]的子空间是不完备的度量空间.事实上

存在多项式列 Pk, k = 1,2⋯在[ a, b]上一致地收敛于某个非多项

式的连续函数,也就是说 P[ a, b]不是 C[ a, b]的闭子空间,由定

理 1,知道 P[ a, b]不是完备度量空间.

设 X 表示闭区间[0,1]上连续函数全体,对任何 x, y∈ X,令

d( x, y) =∫
1

0
| x(t) - y(t)|dt,

图  7. 1

那么( X, d)成为度量空间.事实上,容易验证 d( x, y)满足第二章

§1 中关于距离的条件 2°.现验证 d( x, y)满足条件 1°.事实上,

d( x, y)非负显然,如果 x( t)≡ y( t), t∈[0,1],则显然 d( x, y)

= 0,反之如果 d( x, y) = 0,因为| x(t) - y(t)|≥0,所以 x(t) =

y( t) a.e.于[0,1],但几乎处处相等的连

续函数必然恒等(请读者自证),所以 x =

y.

例 5  上面定义的度量空间( X, d)

不完备.

证明  令(图 7. 1)
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xm ( t) =

1,
1
2
+
1
m
≤t≤1,

线性,
1
2
< t <
1
2
+
1
m
,

0,0≤t≤
1
2
.

那么,{ xi }是( X, d)中的柯西点列.事实上,对任何正数ε>

0,当 n > m >
1
ε
时,

  d( xn , x m ) 2=∫
1

0
| xn ( t) - x m (t)|dt

=∫
1
2
+
1
m

1
2

| xn (t) - x m (t)|dt≤
1
m
<ε,

但对每个 x∈ X,

  d( xm , x) �=∫
1

0
| x m (t) - x(t)|dt

=∫
1
2

0
| x(t)|dt +∫

1
2
+
1
m

1
2

| xm ( t) - x(t)|dt

 +∫
1

1
2
+
1
m

|1 - x(t)|dt.

如果 d( x m , x)→0( m →∞),必有

∫
1
2

0
| x(t)|dt = 0,∫

1

1
2

|1 - x(t)|dt= 0,

但由于 x(t)在[0,1]上连续,所以 x( t)在 0,
1
2
上恒为 0,在

1
2
,1 上恒为 1,所以 lim

t→
1
2
- 0

x(t) = 0, lim
t→
1
2
+ 0

x(t) = 1,这与 x(t)在

[0,1]上连续矛盾,因此( X, d)不完备.证毕.

§5. 度量空间的完备化

我们曾指出直线上有理数全体 Q 作为 R
1
的子空间不是完备
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的度量空间,但是我们可以将 Q“扩大”成完备的度量空间 R
1
,即

在 Q 中加入“无理数”,使之成为新的度量空间 R
1
,并且 Q 在 R

1

中稠密.下面我们要说明每一个不完备的度量空间都可以加以“扩

大”,即成为某个完备度量空间的稠密子空间,为此,首先介绍几个

概念.

定义 1  设( X, d),(珟X,珘d)是两个度量空间,如果存在 X 到

珟X 上的保距映射 T,即 珘d( Tx, Ty) = d( x, y),则称( X, d)和(珟X,

珘d) � 簾等距同构,此时 T 称为 X 到珟X 上的 � 簾等距同构映射.

在泛函分析中往往把两个等距同构的度量空间不加区别而视

为同一的.

定理 1(度量空间的完备化定理)  设 X = ( X, d)是度量空

间,那么一定存在一完备度量空间,珟X = (珟X,珘d),使 X 与珟X 的某个

稠密子空间 W 等距同构,并且珟X 在等距同构意义下是唯一的,即

若( X̂ , d̂)也是一完备的度量空间,且 X 与 X̂ 的某个稠密子空间

等距同构,则(珟X,珘d)与( X̂ , d̂)等距同构.

证明  我们分成四步来证明

(1) 构造 珟X = (珟X,珘d)

令珟X 为 X 中柯西点列珘x = { xn }全体,对 珟X 中任意两个元素,珘x = { xn },

珘y = { yn },如果

lim
n→∞
d( xn , yn) = 0, (1)

则称珘x 与珘y 相等,记为珘x = 珘y,或{ xn } = { yn }.对 珟X 中任意两点珘x = { xn }及

珘y = { yn },定义

珘d(珘x,珘y) = lim
n→∞
d( xn , yn ). (2)

我们首先指出上式右端极限存在.事实上,由三点不等式

d( xn , yn)≤ d( xn , x m ) + d( x m , ym ) + d( ym , yn ),所以

d( xn , yn ) - d( x m , y m )≤ d( xn , x m ) + d( yn , y m ).

类似也有

d( x m , ym ) - d( xn , yn)≤ d( xn , x m ) + d( yn , y m ).

由此得到
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| d( x m , ym ) - d( xn , yn)|≤ d( xn , x m ) + d( yn , ym ). (3)

由于{ xn }和{yn }是 X 中柯西点列,所以{ d( xn , yn )}是 R
1 中柯西数列,因此

(2)中右端极限存在.

其次,我们指出,如果{ xn} = { x′n },{ yn } = { y′n },则

lim
n→∞
d( xn , yn ) = lim

n→∞
d( x′n , y′n ),

即要指出珘d(珘x,珘y)与用来表示 珘x 与珘y 的具体柯西点列{ xn }和{ yn }无关.事实

上,类似于不等式(3)的证明,可以得到

| d( xn , yn ) - d( x′n , y′n)|≤ d( xn , x′n ) + d( yn , y′n ).

由lim
n→∞
d( xn , x′n ) = 0,lim

n→∞
d( yn , y′n ) = 0,可知

lim
n→∞
d( xn , yn ) = lim

n→∞
d( x′n , y′n ).

最后证明珘d(珘x,珘y)满足关于距离条件 1°及 2°.珘d(珘x,珘y)显然非负,又

珘d(珘x,珘y) = 0 等价于lim
n→∞
d( xn , yn ) = 0,即珘x = 珘y.此外,若珘x = { xn },珘y = { yn },

珘z = { zn }为 珟X 中任意三个元素,则

珘d(珘x,珘y) �= lim
n→∞
d( xn , yn )≤lim

n→∞
d( xn , zn )

 + lim
n→∞
d( yn , zn ) = 珘d(珘x,珘z) + 珘d(珘y,珘z).

由此珟X 按珘d 成为度量空间.

(2) 作 珟X 的稠密子空间 W ,及 X 到 W 的等距映射 T.

对每个 b∈ X,令珘b = { bn },其中 bn = b, n = 1,2,⋯,显然珘b∈珟X.令

Tb = 珘b,

W = T X,因珘d( Tb, Ta) =珘d(珘b,珘a) �= lim
n→∞
d( b, a)

= d( b, a).

所以 T 是 X 到 W 上的等距映射.即 X 与 W 等距同构.下证 W 是珟X 中的稠

密子集,对任何珘x = { xn}∈珟X,令 珘xn = { xj},其中 xj = xn , j = 1,2⋯,则珘xn∈

W ,因珘x = { xn }是 X 中柯西列,所以对任何正数ε> 0,存在正整数 N,使得

当 n > N 时,

d( xn , x N ) <
ε
2
,

于是

珘d(珘x,珘x N ) = lim
n→∞
d( xn , x N )≤

ε
2
< ε,

这说明在 珘x 的任何ε- 邻域中必有 W 中的点,所以 W 在珟X 中稠密.
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(3) 证明 珟X 是完备的度量空间.

设{珘xn }是珟X 中柯西点列.因 W 在珟X 中稠密,所以对每个珘x n ,存在珘zn∈

W ,使

珘d(珘xn ,珘zn ) <
1
n
, (4)

由三点不等式

珘d(珘z m ,珘zn) A≤珘d(珘z m ,珘x m ) + 珘d(珘x m ,珘xn ) + 珘d(珘xn ,珘zn )

≤
1
m
+
1
n
+珘d(珘x m ,珘x n).

由此可知{珘z m }是 W 中柯西点列.因为 T 是 X 到 W 上等距映射,令 z m =

T
- 1
珘z m ,则{ zm }是 X 中柯西点列,令珘x = { zm },则珘x∈珟X,又由(4)

珘d(珘xn ,珘x) �≤珘d(珘xn ,珘zn ) +珘d(珘zn ,珘x) <
1
n
+ 珘d(珘zn ,珘x)

=
1
n
+ lim
m→∞
d( zn , zm ),

但上式右边当 n 足够大时,可以小于事先给定的任意正数ε,所以lim
n→∞
珘d(珘xn ,

珘x) = 0,因而珟X 是完备度量空间.

(4) 证明 珟X 的惟一性

如果( X̂ , d̂)是另一个完备度量空间,而且 X 与( X̂ , d̂)中稠密子集 Ŵ 等

距同构.

作 X̂ 到珟X 上映射 T 如下:对任何 x̂∈ X̂ ,由 Ŵ 在 X̂ 中稠密,存在 Ŵ 中

点列{ x̂n },使lim
n→∞
x̂ n = x̂,但由于 Ŵ 与 X 等距同构, W 也与 X 等距同构,因

此 Ŵ 与 W 等距同构,设 φ为 Ŵ 到 W 上的等距同构映射,由lim
n→∞
x̂n = x̂,易

知{φ( x̂n )}是珟X 中柯西点列,由 珟X 的完备性,存在 珘x∈珟X,使lim
n→∞
φ( x̂ n ) = 珘x.

令 T x̂ = 珘x.

首先,这样定义的 T 与{ x̂n }无关,即若另有{ ŷn }, ŷn ∈ Ŵ , n = 1, 2,

3,⋯,并且lim
n→∞
ŷn = x̂,则

lim
n→∞
φ( x̂n ) = lim

n→∞
φ( ŷn ).

事实上,

珘d(lim
n→∞
φ( x̂ n ),lim

n→∞
φ( ŷn )) = lim

n→∞
珘d(φ( x̂ n ),φ( ŷn ))

= lim
n→∞
d̂( x̂ n , ŷn ) = d̂( x̂, x̂) = 0,
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所以lim
n→∞
φ( x̂n ) = lim

n→∞
φ( ŷn ).下证 T 是 X̂ 到珟X 上等距同构映射.对任何 珘x∈

珟X,由于 W 在珟X 中稠密,所以在 W 中存在点列{珘xn },使 lim
n→∞
珘xn = 珘x,同前证

明,可知{φ
- 1
(珘xn )}为 X̂ 中柯西点列,故有 x̂∈ X̂ ,使lim

n→∞
φ
- 1
(珘xn ) = x̂,易知

T x̂ = 珘x,即 T 是映 X̂ 到珟X 上的映射.又对任何 x̂, ŷ∈ X̂ ,有 Ŵ 中点列{ x̂n }

和{ ŷn },使lim
n→∞
x̂n = x̂,lim

n→∞
ŷn = ŷ,所以

d̂( x̂, ŷ) �= lim
n→∞
d̂( x̂n , ŷn ) = lim

n→∞
珘d(φ( x̂ n ),φ( ŷn ))

= 珘d( Tx̂, Tŷ).

这就证明了 T 是一个等距同构映射,所以 X̂ 与珟X 等距同构.证毕.

如果我们把两个等距同构的度量空间不加以区别,视为同一,

那么定理 1 可以改述如下:

定理 1′ 设 X = ( X, d)是度量空间,那么存在唯一的完备度

量空间珟X = (珟X,珘d),使 X 为珟X 的稠密子空间.

§6. 压缩映射原理及其应用

作为完备度量空间概念的应用,我们介绍 Banach 的压缩映射

原理,它在许多关于存在唯一性的定理(例如微分方程,代数方程,

积分方程等)的证明中是一个有力的工具.

定义 1  设 X 是度量空间, T 是 X 到 X 中的映射,如果存在

一个数α,0 < α< 1,使得对所有的 x, y∈ X,成立

d( Tx, Ty)≤αd( x, y), (1)

则称 T 是 � 肹压缩映射.

压缩映射在几何上的意思是说点 x 和 y 经 T 映射后,它们像

的距离缩短了,不超过 d( x, y)的α倍(α< 1).

定理 1(压缩映射定理)  设 X 是完备的度量空间, T 是 X 上

的压缩映射,那么 T 有且只有一个不动点(就是说,方程 Tx = x,

有且只有一个解).

证明  设 x0 是 X 中任意一点.令 x1 = Tx0 , x2 = Tx1 =

T
2
x0 ,⋯, xn = Txn - 1 = T

n
x0 ,⋯.我们证明点列{ xn }是 X 中柯西

·791·



点列.事实上,

d( xm + 1 , x m ) z= d( Tx m , Txm - 1 )≤αd( x m , x m - 1 )

= αd( Txm - 1 , T xm - 2 )≤α
2
d( xm - 1 , x m - 2 )

≤⋯≤α
m
d( x1 , x0 ). (2)

由三点不等式,当 n > m 时,

d( x m , xn ) �≤ d( x m , xm + 1 ) + d( xm + 1 , x m + 2 ) + ⋯

 + d( xn - 1 , xn )

≤(α
m
+ α
m + 1
+ ⋯ + α

n - 1
) d( x0 , x1 )

= α
m
·
1 - α

n - m

1 - α
d( x0 , x1 ).

因 0 < α< 1,所以 1 - α
n - m
< 1,于是得到

d( xm , xn )≤
α
m

1 - α
d( x0 , x1 )  ( n > m ). (3)

所以当 m→∞, n→∞时, d( xm , xn )→0,即{ xn }是 X 中柯西点

列,由 X 完备,存在 x∈ X,使 xm → x( m →∞),又由三点不等式

和条件(1),我们有

d( x, Tx) �≤ d( x, x m ) + d( x m , Tx)

≤ d( x, x m ) + αd( x m - 1 , x).

上面不等式右端当 m→∞时趋向于 0,所以 d( x, T x) = 0,即

x = Tx.

下证唯一性.如果又有珘x∈ X,使 T珘x = 珘x,则由条件(1),

d( x,珘x) = d( Tx, T珘x)≤αd( x,珘x).

因α< 1,所以必须 d( x,珘x) = 0,即 x = 珘x.证毕.

压缩映射原理在分析、微分方程、积分方程、代数方程解的存

在和唯一性定理证明中起了重要作用,由于篇幅所限,这里只能介

绍隐函数存在定理以及常微分方程解的存在性和唯一性定理

(Picard).

定理 2  设函数 f( x, y)在带状域

a≤ x≤ b,  - ∞ < y < ∞
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中处处连续,且处处有关于 y的偏导数 f′y ( x, y).如果还存在常数

m 和 M ,满足

0 < m ≤f′y ( x, y)≤ M , m < M .

则方程 f( x, y) = 0 在区间[ a, b]上必有唯一的连续函数 y =

φ( x)作为解:

f( x,φ( x))≡0, x∈[ a, b].

证  在完备空间 C[ a, b]中作映射 A,使对任意的函数 φ∈

C[ a, b],有( Aφ)( x) = φ( x) -
1
M
f( x,φ( x)).按照定理条件,

f( x, y)是连续的,故( Aφ)( x)也连续,即 Aφ∈ C[ a, b].所以 A

是 C[ a, b]到自身的映射.

现证 A 是压缩映射.任取φ1 ,φ2 ∈ C[ a, b],根据微分中值定

理,存在 0 < θ< 1,满足

|( Aφ2 )( x) - ( Aφ1 )( x)|

 �= φ2 ( x) -
1
M
f( x,φ2 ( x)) - φ1 ( x) +

1
M
f( x,φ1 ( x))

= |φ2 ( x) - φ1 ( x) -

 
1
M
f′y [ x,φ1 ( x) +θ(φ2 ( x) - φ1 ( x))]·(φ2 ( x) - φ1 ( x))|

 ≤|φ2 ( x) - φ1 ( x)| 1 -
m
M
.

由于 0 <
m
M
< 1,所以令α= 1 -

m
M
,则有 0 < α< 1,且

| Aφ2 ( x) - Aφ1 ( x)|≤α|φ2 ( x) - φ1 ( x)|.

按 C[ a, b]中距离的定义,即知

d( Aφ2 , Aφ1 )≤αd(φ2 ,φ1 ).

因此, A 是压缩映射.由定理 1, 存在唯一的 φ∈ C [ a, b]满足

Aφ= φ,即 φ( x)≡φ( x) -
1
M
f( x,φ( x)),这就是说

f( x,φ( x))≡0,  a≤ x≤ b.
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定理证毕.

定理 3(Picard)  设 f( t, x)是矩形

D = {( t, x)|| t - t0 |≤ a,| x - x0 |≤ b}

上的二元连续函数,设| f(t, x)|≤ M,(t, x)∈ D,又 f(t, x)在 D 上关于 x 满足

Lipschitz条件,即存在常数 K,使对任意的(t, x),( t, v)∈ D,有

| f( t, x) - f( t, v)|≤ K| x - v|, (4)

那么方程
d x
d t
= f( t, x)在区间 J = [ t0 - β,t0 + β]上有惟一的满足初值条件

x(t0 ) = x0 的连续函数解,其中

β< min a,
b
M
,
1
K
. (5)

证明  设 C[ t0 - β,t0 + β]表示区间 J = [ t0 - β,t0 + β]上连续函数全

体按距离 d( x, y) = max
t∈ J
| x( t) - y( t)|所成的度量空间,由本章§4 例 3 知

C[ t0 - β,t0 + β]是完备度量空间,又令 珟C 表示 C[ t0 - β,t0 + β]中满足条件

| x( t) - x0 |≤ Mβ  ( t∈ J) (6)

的连续函数全体所成的子空间,不难看出珟C 是闭子空间,由§4 定理 1,珟C 是

完备度量空间.令

( T x)( t) = x0 +∫
t

t
0

f( t, x( t))dt, (7)

则 T 是珟C 到珟C 中的映射.事实上,因 Mβ< b,所以如果 x∈珟C,那么当 t∈

[t0 - β,t0 +β]时,( t, x( t))∈ D,又因 f( t, x)是 D 上二元连续函数,所以

(7)式右端积分有意义.又对一切 t∈ J,成立

| ( T x)( t) - x0 | = ∫
t

t
0

f( t, x( t))d t ≤ M | t - t0 |≤ M ·β,

所以,当 x∈珟C 时, T x∈珟C.下面我们指出 T 是压缩映射,事实上,由 Lipschi-

tz 条件(4),对珟C 中任意两点 x和 v,有

| ( T x)( t) - ( Tv)( t) | �=∫
t

t
0

[ f( t, x) - f(t, v)]d t

≤|t - t0 |·K max
a≤ t≤ b
| x( t) - v( t)|

≤ Kβd( x, v).

令α= Kβ,则 0 <α< 1,且
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d( Tx, Tv) = max
t∈ J
|( T x)( t) - ( Tv)( t)|≤ ad( x, v),

所以 T 是珟C 上压缩映射.由定理 1,存在唯一 x∈珟C,使 Tx = x,即

x( t) = x0 +∫
t

t
0

f( t, x( t))d t, (8)

且 x( t0 ) = x0 .两边对 t求导,即得

d x( t)
d t
= f( t, x( t)).

这说明 x(t)是方程
d x
dt
= f(t, x)满足初值条件 x(t0 ) = x0 的解.另外,如果

珘x(t)也是此方程满足初值条件 x(t0 ) = x0 的解,那么,

珘x( t) = x0 +∫
t

t
0

f( t,珘x( t))d t,

因而珘x∈珟C,且 珘x 是 T 的不动点,由定理 1 中不动点的唯一性必有珘x = x,即

方程
d x
d t
= f( t, x)在区间[t0 - β,t0 + β]上有唯一的满足初值条件 x(t0 ) =

x0 的连续函数解.证毕.

压缩映射原理不仅证明了方程 Tx = x 解的存在性和唯一

性,而且也提供了求解的方法———逐次逼近法,即只要任取 x0 ∈

X,令 xn = T
n
x0 ,则解 x = lim

n→∞
xn .如果在(3)中,令 n→∞,则有

d( x m , x)≤
α
m

1 - α
d( x0 , x1 ). (9)

(9)式给出了用{ x m }逼近解 x 的误差估计式.

§7. 线性空间

在许多数学问题和实际问题中,我们遇到的空间不仅要求有

极限运算,而且还要求有所谓的加法和数乘的代数运算.

定义 1  设 X 是一非空集合,在 X 中定义了元素的加法运算

和实数(或复数)与 X 中元素的乘法运算,满足下列条件:

(一) 关于加法成为 � �(交换群,即对任意 x, y∈ X,存在 u∈ X

与之对应,记为 u = x + y,称为 x 与 y的 � 鞘和,满足
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1) x + y = y + x;

2) ( x + y) + z = x + ( y + z)(任何 x, y, z∈ X);

3) 在 X 中存在唯一元素θ,使对任何 x∈ X,成立 x + θ= x,

称θ为 X 中 � ��零元素;

4) 对 X 中每个元素 x,存在唯一元素 x′∈ X,使 x + x′= θ,

称 x′为 x 的 � 笵负元素,记为 - x;

(二) 对于 X 中每个元素 x∈ X,及任何实数(或复数) a,存在

元素 u∈ X 与之对应,记为 u = ax,称为 a与 x 的 � 簞数积,满足

1) 1 x = x;

2) a( bx) = ( ab) x 对任何实数(或复数) a 和 b 成立;

3) ( a + b) x = ax + bx; a( x + y) = ax + ay,

则称 X 按上述加法和数乘运算成为 � ��线性空间或 � ��向量空间,其中的

元素称为 � 溅向量.如果数积运算只对实数(复数)有意义,则称 X 是

� 綞实(复) � 綞线性空间.读者不难证明,对所有向量 x 和数 a,成立

0 x =θ,

aθ=θ,

( - 1) x = - x.

以后仍把零元素θ记为 0.

下面举一些线性空间的例子.

例 1  R
n
,对 R

n
中任意两点 x = (ξ1 ,ξ2 ,⋯,ξn ), y = (η1 ,

η2 ,⋯,ηn )和任何实(复)数 a,定义

x + y = (ξ1 + η1 ,ξ2 + η2 ,⋯,ξn + ηn ),

ax = ( aξ1 , aξ2 ,⋯, aξn ).

容易验证 R
n
按上述加法和数乘运算成实(复)线性空间.

例 2  C[ a, b],对 C[ a, b]中任意两个元素 x, y 和数 a,定义

( x + y)(t) = x( t) + y( t),  t∈[ a, b],

( ax)(t) = ax(t),  t∈[ a, b],

则 C[ a, b]按上述加法运算和数乘运算成为线性空间.

一般,设 Q 为一集, F 表示 Q 上某些函数所成的函数族,在
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F 中按通常方法规定加法和数乘如下:对任何 t∈ Q,令

( f + g)(t) = f(t) + g(t),  f, g∈ F;

( af)( t) = af( t),  f∈ F,  a 是数,

如果对任何 f, g∈ F 和任何数 a,按这样定义的 f + g 和 af 仍属

于 F,那么 F 按上述加法和数乘运算成为线性空间.此后若不另

作说明,对函数空间总是采取上述的加法和数乘运算.

例 3  空间 l
p
( p > 0).

设 x = (ξ1 ,ξ2 ,⋯)是实(或复)数列,如果∑
∞

i = 1

|ξi|
p
< ∞,则

称数列(ξ1 ,ξ2 ,⋯)是 � 徽p 次收敛数列, p 次收敛数列全体记为 l
p
.对

l
p
中任何两个元素 x = (ξ1 ,ξ2 ,⋯), y = (η1 ,η2 ,⋯)和任何实数

(或复数) a,定义

x + y = (ξ1 + η1 ,ξ2 + η2 ,ξ3 + η3 ,⋯),

ax = ( aξ1 , aξ2 , aξ3 ,⋯).

下面证明这样定义的 x + y 和 ax 仍属于 l
p
.事实上,因

|ξi + ηi|
p �
≤(|ξi| + |ηi|)

p
≤(2 max(|ξi|,|ηi|))

p

= 2
p
( m ax(|ξi |,|ηi|))

p
≤2
p
(|ξi |

p
+ |ηi|

p
),

所以

∑
∞

i = 1

|ξi + ηi|
p
≤2
p

∑
∞

i = 1

|ξi |
p
+ ∑
∞

i = 1

|ηi|
p
< ∞,

即 x + y∈ l
p
.容易证明 ax∈l

p
.所以 l

p
( p > 0)按上述加法与数

乘运算成为线性空间.

一般,如果 S 是由某些实数列(或复数列)所组成的集合,对

任何 x = (ξ1 ,ξ2 ,ξ3 ,⋯), y = (η1 ,η2 ,η3 ,⋯)∈ S,以及任何数 a,

定义

x + y = (ξ1 + η1 ,ξ2 + η2 ,ξ3 + η3 ,⋯),

ax = ( aξ1 , aξ2 , aξ3 ,⋯).

若 x + y, ax 仍属于 S,则 S 按上述加法及数乘运算成为线性空
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间.若不另作说明,在数列空间中,我们总采用上面定义的加法和

数乘运算.

设 X 是线性空间, Y 是 X 的非空子集,如果对任何 x, y∈ Y,

及任何数 a,都有 x + y∈ Y 及 ax∈ Y,那么 Y 按 X 中加法及数乘

运算也成为线性空间,称为 X 的 � 腐子空间. X 和{0}是 X 的两个子空

间,称为 � 筎平凡的子空间,若 X≠ Y,则称 Y 是 X 的 � 筎真子空间.

设 x1 , x2 ,⋯, x m 是线性空间 X 中的向量,α1 ,α2 ,⋯,αm 是

m 个数(若 X 为实线性空间,则 αi, i = 1,2,⋯, m 为实数,若 X

为复线性空间,则为复数,以下类同,不另作说明),称 α1 x1 + ⋯ +

αm x m 为向量 x1 , x2 ,⋯, xm 的一个 � ��线性组合.设 M 为 X 的一个非

空子集, M 中任意有限个向量线性组合全体记为 span M,称为由

� 絡M 张成的线性包.容易证明 span M 是 X 的线性子空间,并且是 X

中包含 M 的最小线性子空间,即若 F 是 X 中包含 M 的线性子空

间,那么必有 F�span M .

定义 2  设 x1 , x2 ,⋯, xn 是线性空间 X 中的向量,如果存在

n 个不全为零的数α1 ,α2 ,⋯,αn ,使

α1 x1 + α2 x2 + ⋯ + αn xn = 0, (1)

则称 x1 , x2 ,⋯, xn � 羛线性相关,否则称为 � 羛线性无关.

不难看出, x1 , x2 ,⋯, xn 线性无关的充要条件为,若∑
n

i = 1

αixi =

0,必有 α1 =α2 = ⋯ =αn = 0.

定义 3  设 M 是线性空间 X 的一个子集,如果 M 中任意有

限个向量都线性无关,则称 M 是 X 中 � 抹线性无关子集.设 M 和 L

为 X 中两个子集,若 M 中任何向量与 L 中任何向量都线性无关,

则称 M 和 L 线性无关.

线性无关与线性相关与所取数域有关,在实数域上线性无关

的向量组在复数域中可能线性相关.

定义 4  设 X 是线性空间, M 是 X 中线性无关子集,如果
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span M = X,则称 M 的基数为 X 的 � �!维数,记为 dim X, M 称为 X

的一组 � 杜基.如果 M 的基数为有限数,则称 X 是 � 杜有限维线性空间,

否则称 X 是 � 穓无限维线性空间.如果 X 只含零元素,称 X 为 � 穓零维线 � 訴

性空间.

在线性代数中已经证明,任何有限维空间的维数不随基的不

同而改变.

欧氏空间 R
n
是一 n 维线性空间.向量组 �

e1 = (1,0,0,⋯,0),

e2 = (0,1,0,⋯,0),

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

en = (0,0,0,⋯,1),

构成 R
n
的一组基,称它为 R

n
的 � 絋标准基.

C[ a, b]是无限维线性空间.事实上,如果 C[ a, b]的所有元

素都能表示为 n0 个元素 f1 , f2 ,⋯, fn
0
的线性组合,那么 1, t, t

2
,

⋯,t
n
0 都属于 C[ a, b],这 n0 + 1 个元素都能用 f1 , f2 ,⋯, fn

0
表

示出来,即它们是线性相关的.然而,众所周知,1, t
1
, t
2
,⋯, t

n
,对

任何 n 都是线性无关的.因此, C[ a, b]只能是无限维的线性空

间.

§8. 赋范线性空间和巴拿赫(Banach)空间

在泛函分析中,特别重要和有用的一类度量空间是赋范线性

空间.在赋范线性空间中的元素可以相加或者数乘,元素之间不仅

有距离,而且每个元素有类似于普通向量长度的叫做范数的量.

定义 1  设 X 是实(或复)的线性空间,如果对每个向量 x∈

X,有一个确定的实数,记为‖ x‖与之对应,并且满足:

1°‖ x‖≥0,且‖ x‖ = 0 等价于 x = 0;

2°‖αx‖ = |α|‖ x‖其中α为任意实(复)数;
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3°‖ x + y‖≤‖ x‖ + ‖ y‖, x, y∈ X,

则称‖ x‖为向量 x 的 � 睹范数,称 X 按范数‖ x‖成为 � 睹赋范线性空

� 穋间.

设{ xn }是 X 中点列,如果存在 x∈ X,使‖ xn - x‖→0( n→

∞),则称{ xn } � 赴依范数收敛于 x.记为 xn→ x( n→∞),或lim
n→ ∞
xn = x.

如果令

d( x, y) = ‖ x - y‖  ( x, y∈ X),

容易验证 d( x, y)是 X 上的距离,且{ xn }依范数收敛于 x 等价于

{ xn }按距离 d( x, y)收敛于 x.称 d( x, y)为由范数‖ x‖导出的

距离.所以赋范线性空间实际上是一种特殊的度量空间.如果

d( x, y)是由‖ x‖导出的距离,那么这种距离和线性运算之间有

某种关系,即对任何数α和向量 x, y∈ X,有

( a) d( x - y,0) = d( x, y),

( b) d(αx,0) = |α| d( x,0).
(1)

反之,如果 X 是线性空间, d 是 X 上的距离,并且满足条件( a)和

( b),那么一定可以在 X 上定义范数‖ x‖,使 d 是由‖ x‖所导

出的距离.事实上,令‖ x‖ = d( x,0),由条件( a),( b),不难证明

这样定义的‖ x‖是范数,且 d( x, y) = ‖ x - y‖.条件( a),( b)

反映了空间的度量结构和线性结构之间具有某种协调性.

我们可以证明‖ x‖是 x 的连续函数.事实上,对于任何 x, y∈

X,由范数条件 2°和 3°,不难证明成立不等式

|‖ y‖ - ‖ x‖|≤‖ y - x‖, (2)

所以当‖ xn - x‖→0( n→∞)时,‖ xn‖→‖ x‖( n→∞).

完备的赋范线性空间称为 Banach( � 拈巴拿赫) � 拈空间.下面举一些

今后常用的赋范线性空间的例子.

例 1  欧氏空间 R
n
,对每个 x = (ξ1 ,ξ2 ,⋯,ξn )∈R

n
,定义

‖ x‖ = |ξ1 |
2
+ ⋯ + |ξn |

2
. (3)

如果令 d ( x, y) = ‖ x - y‖ = |ξ1 - η1 |
2
+ ⋯ + |ξn - ηn |

2
,
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y = (η1 ,η2 ,⋯,ηn )∈R
n
,则 d( x, y)即为 R

n
中欧几里得距离,且

满足(1)中条件( a)及( b),由此可知‖ x‖是 R
n
中范数.又因 R

n

完备,故 R
n
按(3)中范数成 Banach 空间.

例 2  空间 C[ a, b],对每个 x∈ C[ a, b],定义

‖ x‖ = max
a≤ t≤ b
| x(t)|. (4)

容易证明 C[ a, b]按(4)中范数成为 Banach 空间.

例 3  空间 l
∞
,对每个 x = (ξ1 ,ξ2 ,⋯)∈l

∞
,定义

‖ x‖ = sup
j
|ξj|. (5)

不难验证 l
∞
按(5)中范数成为 Banach 空间.

下面介绍两个重要的 Banach 空间.

例 4  空间 L
p
[ a, b].

设 f(t)是[ a, b]上实值可测函数, p > 0,如果| f( x)|
p
是

[ a, b]上 L 可积函数,则称 f( t)是[ a, b]上 p 方可积函数,[ a,

b]上 p 方可积函数全体记为 L
p
[ a, b].当 p = 1 时, L

1
[ a, b]即为

[ a, b]上 L 可积函数全体.在空间 L
p
[ a, b]中,我们把两个 a.e.

相等的函数视为 L
p
[ a, b]中同一个元素而不加以区别.设 f, g∈

L
p
[ a, b],因为

| f(t) + g( t)|
p P
≤(2 max{| f(t)|,| g(t)|})

p

≤2
p
(| f(t)|

p
+ | g( t)|

p
).

所以,| f( t) + g( t) |
p
是[ a, b] 上 L 可积函数,即 f + g∈

L
p
[ a, b].至于 L

p
[ a, b]关于数乘运算封闭是显见的.于是 L

p

[ a, b]按函数通常的加法及数乘运算成为线性空间.对每个 f∈

L
p
[ a, b],定义

‖ f‖ p =∫
b

a
| f(t) |

p
dt

1
p

. (6)

我们要证明当 p≥1 时, L
p
[ a, b]按‖ f‖ p 成为 Banach 空间.为

此,首先证明几个重要的不等式.

引理 1( H�lder不等式)  设 p > 1,
1
p
+
1
q
= 1, f∈ L

p
[ a, b],
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g∈ L
q
[ a, b],那么 f(t) g(t)在[ a, b]上 L 可积,并且成立

∫
b

a
| f(t) g(t)|dt≤‖ f‖ p‖ g‖ q . (7)

证明  首先证明当 p > 1,
1
p
+
1
q
= 1 时,对任何正数 A 及 B,

有

A
1
p B
1
q ≤
A
p
+
B
q
. (8)

事实上,作辅助函数 φ( t) = t
α
- αt(0 < t < + ∞),0 < α< 1,则

φ′(t) = α[ t
α- 1
- 1],所以在(0,1)上,φ′( t) > 0,在(1, + ∞)上

φ′(t) < 0,因而 φ(1)是函数 φ(t)在(0, + ∞)上的最大值,即

φ(t)≤φ(1) = 1 - α,  t∈(0, + ∞).

由此可得

t
α
≤αt + (1 - α),  t∈(0, + ∞).

令 t=
A
B
,代入上面不等式,那么

A
α

B
α≤α
A
B
+ (1 - α).

两边乘 B,得到

A
α

B
α- 1 ≤αA + (1 - α) B.

令α=
1
p
,则 1 - α=

1
q
,于是上式成为

A
1
p·B
1
q ≤
A
p
+
B
q
.

如果‖ f‖ p = 0(或‖ g‖ q = 0),则 f(t) = 0 a.e.于[ a, b](或

g(t) = 0 a.e.于[ a, b]),这时,不等式(7)自然成立,所以不妨设

‖f‖ p > 0,‖ g‖ q > 0.作函数

φ(t) =
| f( t)|
‖ f‖ p
,ψ(t) =
| g(t)|
‖ g‖ q
.

令 A = |φ(t)|
p
, B = |ψ( t)|

q
,代入不等式(8),得到
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|φ(t)ψ( t)|≤
|φ( t)|

p

p
+
|ψ(t)|

q

q
. (9)

由(9)立即可知 φ( t)ψ( t)在[ a, b]上 L 可积,由此可知 f( t)

g(t)也 L 可积,对(9)的两边积分,得到

∫
b

a
|φ( t)ψ( t)|dt≤∫

b

a

|φ( t)|
p

p
dt +∫

b

a

|ψ(t)|
q

q
dt = 1.

因此

∫
b

a
| f(t) g(t)|dt≤‖ f‖ p‖ g‖ q .

证毕.

引理 2( Minkowski不等式)  设 p≥1, f, g∈ L
p
[ a, b],那么

f + g∈ L
p
[ a, b],并且成立不等式

‖ f + g‖ p≤‖f‖ p + ‖ g‖ p . (10)

证明,当 p = 1 时,因|f(t) + g(t)|≤|f(t)| + | g(t)|,由积分

性质可知不等式(10)自然成立.如果 p > 1,因为 f+ g∈ L
p
[ a, b],

所以

| f(t) + g(t)|
p
q ∈ L

q
[ a, b],

由 H�lder不等式,有

∫
b

a
| f(t)|| f(t) + g( t)|

p
q dt≤‖ f‖ p∫

b

a
| f( t) + g(t)|

p
dt

1
q

.

类似对 g也有

∫
b

a
| g(t)|| f(t) + g( t)|

p
q dt≤‖ g‖ p∫

b

a
| f( t) + g(t)|

p
dt

1
q

.

因而 �

 ∫
b

a
| f(t) + g( t)|

p
dt =∫

b

a
| f(t) + g( t)|| f( t) + g(t)|

p - 1
dt

≤∫
b

a
| f(t)|| f( t) + g( t)|

p
q dt +∫

b

a
| g( t)|| f( t) + g(t)|

p
q dt

≤(‖ f‖ p + ‖ g‖ p )∫
b

a
| f(t) + g(t)|

p
dt

1
q

. (11)
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若∫
b

a
| f( t) + g(t)|

p
dt = 0,则‖ f + g‖ p = 0,(10)式显然成立,

若∫
b

a
| f( t) + g( t)|

p
dt≠0,则在(11)式两边除以

∫
b

a
| f(t) + g(t) |

p
dt

1
q

,

得到

∫
b

a
| f( t) + g(t) |

p
dt
1 -
1
q

≤‖ f‖ p + ‖ g‖ p .

由
1
p
+
1
q
= 1,得到

‖f + g‖ p =∫
b

a
| f(t) + g( t) |

p
dt

1
p

≤‖ f‖ p + ‖ g‖ p .

证毕.

定理 1  当 p≥1 时, L
p
[ a, b]按(6)中范数‖ f‖ p 成为赋范

线性空间.

证明  ‖f‖ p 满足范数条件 1°及 2°是显然的.又由 Minkowski

不等式,当 p≥1 时,对任何 f, g∈ L
p
[ a, b]有‖ f + g‖ p ≤

‖f‖ p + ‖ g‖ p ,所以 L
p
[ a, b]按‖f‖ p 成赋范线性空间.证毕.

定理 2  L
p
[ a, b]( p≥1)是 Banach 空间.

证明  设{ fn }是 L
p
[ a, b]中柯西点列,由柯西点列的定义,

存在正整数 m k ,使当 n, m≥ m k 时,成立

‖ fn - fm ‖ p <
1
2
k , k = 1,2,⋯

取 nk≥ m k ,且使 n1 < n2 < ⋯ < nk < ⋯,则

‖ fn
k
- fn
k + 1
‖ p <
1
2
k , k = 1,2,⋯.

因此

∑
∞

k = 1

‖ fn
k + 1
- fn
k
‖ p≤∑

∞

k = 1

1
2
k < ∞. (12)
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但是因为常数 1∈ L
q
[ a, b],由 H�lder 不等式,成立

∫
b

a
| fn
k + 1
(t) - fn

k
(t)|dt≤‖ fn

k + 1
- fn
k
‖ p ( b - a)

1
q .

所以级数

∑
∞

k = 1
∫
b

a
| fn
k + 1
(t) - fn

k
( t)|dt (13)

收敛,由级数形式的 Levi 定理,级数∑
∞

k = 1

| fn
k + 1
( t) - fn

k
( t)|在

[ a, b]上几乎处处收敛.因此,函数列

fn
k
(t) = fn

1
(t) + ∑

k - 1

j = 1

( fn
j+ 1
(t) - fn

j
(t)) ( k = 1,2,3,⋯)

在[ a, b]上几乎处处收敛于一可测函数 f( t).下面证明 f∈

L
p
[ a, b].因为{ fn }是 L

p
[ a, b]中柯西点列,对于任何正数ε> 0,

存在 N,使当 n, m ≥ N 时,‖ fn - fm ‖ p < ε,取足够大的 k0 ,使

nk
0
> N,于是当 k≥ k0 , n≥ N 时,就有

∫
b

a
| fn (t) - fn

k
(t)|

p
dt = ‖fn - fn

k
‖
p
<ε
p
.

又因当 k→∞时函数列| fn (t) - fn
k
(t)|

p
→| fn (t) - f(t)|

p
a.e.

于[ a, b],由 Fatou 定理得到| fn (t) - f( t)|
p
是 L 可积函数,并

且有

∫
b

a
| fn (t) - f(t)|

p
dt≤ - 肬lim

k→ ∞∫
b

a
| fn (t) - fn

k
(t)|

p
dt≤ε

p
,

这说明 f - fn∈ L
p
[ a, b],且当 n≥ N 时

‖ fn - f‖ p≤ε. (14)

又因 fn∈ L
p
[ a, b],而 f = [ f - fn ] + fn,由于 L

p
[ a, b]是线性空

间,所以 f∈ L
p
[ a, b],由(14), fn→ f,这就证明了 L

p
[ a, b]是

Banach 空间.证毕.

对 C[ a, b]中每个函数 f(t),定义

·112·



‖ f‖ p =∫
b

a
| f(t) |

p
dt

1
p

( p≥1),

那么 C[ a, b]按‖ f‖ p 成为 L
p
[ a, b]的赋范线性子空间,类似于

§4 例 5 的证明,可以证明 C[ a, b]按范数‖ f‖ p 不完备,但是可

以证明它的完备化空间是 L
p
[ a, b].从这个观点看, L 可积函数

类只不过是黎曼可积函数类的完备化拓广.

例 5  空间 l
p
.

和 L
p
[ a, b]空间一样,在 l

p
空间中也有类似的 H�lder 不等

式和 Minkowski不等式:

∑
∞

i = 1

|ξiηi |≤ ∑
∞

i = 1

|ξi |
p
1
p

∑
∞

i = 1

| ηi |
q
1
q
,( H�lder 不等式)

其中 p > 1,
1
p
+
1
q
= 1,(ξ1 ,ξ2 ,ξ3 ,⋯)∈l

p
,(η1 ,η2 ,η3 ,⋯)∈l

q
;

‖ x + y‖ p≤‖ x‖ p + ‖ y‖ p ,( Minkowski不等式)

其中 p≥1, x = (ξ1 ,ξ2 ,⋯), y = (η1 ,η2 ,⋯)∈ l
p
, ‖ x‖ p =

∑
∞

i = 1

| ξi |
p
1
p,‖ y‖ p = ∑

∞

i = 1

| ηi |
p
1
p
.由此可知 l

p
按范数

‖ x‖ p 成赋范线性空间,并且不难证明 l
p
完备.这些留给读者自

己证明.

最后,让我们考察有限维赋范线性空间的性质.

定理 3  设 X 是 n 维赋范线性空间,{e1 , e2 ,⋯, en }是 X 的

一组基,则存在常数 M 和 M′,使得对一切

x = ∑
n

k = 1

ξkek

成立

M ‖ x‖≤ ∑
n

k = 1

|ξk |
2
1
2
≤ M′‖ x‖.

证  对任意 x∈ X,有

‖ x‖ �= ‖∑
n

k = 1

ξkek‖≤∑
n

k = 1

‖ek‖|ξk |
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≤ ∑
n

k = 1

‖ek‖
2
1
2

∑
n

k = 1

|ξk |
2
1
2
.

记 m = ∑
n

k = 1

‖ ek‖
2
1
2
,则有‖ x‖≤ m ∑

n

k = 1

| ξk |
2
1
2
.

任取 y = ∑
n

k = 1

ηkek∈ X,由上述不等式知

|‖ x‖ - ‖y‖|≤‖ x - y‖≤ m ∑
n

k = 1

|ξk - ηk |
2
1
2
.

这说明,范数‖ x‖是欧氏空间 R
n
上关于ξ1 ,⋯,ξn 的连续函数.

f(ξ1 ,ξ2 ,⋯,ξn ) = ‖ x‖.

当(ξ1 ,ξ2 ,⋯,ξk )位于 R
n
的单位球面 S 上,即

∑
n

k = 1

|ξk|
2
= 1 时,‖∑

n

k = 1

ξkek‖ = ‖ x‖≠0.

实际上,若‖∑
n

k = 1

ξkek‖ = 0,必有∑
n

k = 1

ξkek = 0,但∑
n

k = 1

|ξk |
2
= 1,从

而ξ1 ,ξ2 ,⋯,ξn 不全为 0,再由{ek}是线性无关的,得到矛盾.这就

是说 f(ξ1 ,ξ2 ,⋯,ξn ) = ‖ x‖在 S 上处处不为 0,因 S 是 R
n
中

有界闭集, f 在 S 上取得非零的最小值 m′, m′> 0,于是,对任意

的 x ∈ X, 作 x′= ∑
n

k = 1

|ξk |
2
-
1
2
x, 于 是 ∑

n

k = 1

|ξk |
2
-
1
2

(ξ1 ,⋯,ξn )∈ S,且‖ x′‖≥ m′.这样一来,我们有

m′∑
n

k = 1

|ξk |
2
1
2

�

≤ ∑
n

k = 1

| ξk |
2
1
2
‖ x′‖

= ‖ x‖≤ m ∑
n

k = 1

|ξk |
2
1
2
.

令 M =
1
m
, M′=
1
m′
,即可得结论.证毕.

推论 1  设在有限维线性空间上定义了两个范数‖ x‖和

‖ x‖1 ,那么必存在常数 M 和 M′,使得

M ‖ x‖≤‖ x‖1≤ M′‖ x‖.
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证  我们记‖ x‖0 = ∑
n

k = 1

| ξk |
2
1
2
,其中 x = ∑

n

k = 1

ξkek .由

定理 3 可知,存在正数 k和 k′, L 和 L′有

k‖ x‖≤‖ x‖0≤ k′‖ x‖,

L‖ x‖1≤‖ x‖0≤ L′‖ x‖1 .

将两式综合起来,令 M =
k
L′
, M′=
k′
L
,即得结论.证毕.

定义 2  设( R1 ,‖ x‖1 )和( R2 ,‖ x‖2 )是两个赋范线性空

间.如果存在从 R1 到 R2 上的线性映射φ和正数 c1 ,c2 ,使得对一

切 x∈ R1 ,成立

c1‖φx‖2≤‖ x‖1≤c2‖φx‖2

则称( R1 ,‖ x‖1 )和( R2 ,‖ x‖2 )这两个赋范空间是拓扑同构

的.

推论 2  任何有限维赋范空间都和同维数欧氏空间拓扑同

构.相同维数的有限维赋范空间彼此拓扑同构.

第七章习题

1. 设( X, d)为一度量空间,令

U( x0 ,ε) = { x| x∈ X, d( x, x0 ) <ε},

S( x0 ,ε) = { x| x∈ X, d( x, x0 )≤ε},

问 U( x0 ,ε)的闭包是否等于 S( x0 ,ε) ?

2. 设 C∞ [ a, b]是区间[ a, b]上无限次可微函数的全体,定义

d( f, g) = ∑
∞

r = 0

1
2r
m ax
a≤ t≤ b

| f
( r)
( t) - g

( r)
( t)|

1 + | f( r) ( t) - g( r) ( t)|
.

证明 C∞ [ a, b]按 d( f, g)成度量空间.

3. 设 B 是度量空间 X 中闭集,证明必有一列开集 O 1 , O2 ,⋯, O n ,⋯包

含 B,而且

∩
∞

n = 1

O n = B.

4. 设 d( x, y)为空间 X 上的距离,证明
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珘d( x, y) =
d( x, y)
1 + d( x, y)

也是 X 上的距离.

5. 证明点列{fn }按题 2 中距离收敛于 f∈ C
∞
[ a, b]的充要条件为 fn

的各阶导数在[ a, b]上一致收敛于 f的各阶导数.

6. 设 B�[ a, b],证明度量空间 C[ a, b]中的集

{ f|当 t∈ B 时, f( t) = 0}

为 C[ a, b]中的闭集,而集

A = { f|当 t∈ B 时,| f(t)| < a}  ( a > 0)

为开集的充要条件是 B 为闭集.

7. 设 E 及 F 是度量空间中两个集,如果 d( E, F) > 0,证明必有不相交

开集 O 及 G 分别包含 E 及 F.

8. 设 B[ a, b]表示[ a, b]上实有界函数全体.对 B[ a, b]中任意两元素

f,g∈ B[ a, b],规定距离为

d(f, g) = sup
a≤t≤ b
| f( t) - g( t)|.

证明 B[ a, b]不是可分空间.

9. 设 X 是可分距离空间,F 为 X 的一个开覆盖,即 F 是一族开集,使得

对每个 x∈ X,有 F 中开集 O,使 x∈ O,证明必可从 F 中选出可数个集组成

X 的一个覆盖.

10. 设 X 为距离空间, A 为 X 中子集,令 f( x) = inf
y∈ A
d( x, y), x∈ X,证

明 f( x)是 X 上连续函数.

11. 设 X 为距离空间, F1 , F2 为 X 中不相交的闭集,证明存在开集 G1 ,

G 2 ,使得 G 1∩ G2 = , G 1� F1 , G2� F2 .

12. 设 X, Y , Z 为三个度量空间,f 是 X 到 Y 中的连续映射, g 是 Y 到

Z 中的连续映射,证明复合映射( gf)( x) = g( f( x))是 X 到 Z 中的连续映

射.

13. 设 X 是度量空间,f 是 X 上的实函数,证明 f是连续映射的充要条

件是对每个实数 c,集合

{ x| x∈ X, f( x)≤c}和集合{ x| x∈ X, f( x)≥c}.

都是闭集.

14. 证明柯西点列是有界点列.

15. 证明§1中空间 S, B( A),以及离散空间都是完备的度量空间.
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16. 证明 l
∞
与 C(0,1]的一个子空间等距同构.

17. 设 F 是 n 维欧几里得空间 R n 中有界闭集, A 是 F 到自身中的映

射,并且适合下列条件:对任何 x,y∈ F( x≠ y),有

d( A x, Ay) < d( x, y),

证明映射 A 在 F 中存在唯一的不动点.

18. 设 X 为完备度量空间, A 是 X 到 X 中映射,记

an = sup
x≠ x′

d( A n x, A n x′)
d( x, x′)

.

若∑
∞

n = 1

an < ∞,则映射 A 有唯一不动点.

19. 设 A 为从完备度量空间 X 到 X 中映射,若在开球 U( x0 , r)  ( r >

0)内适合

d( A x, A x′) < θd( x, x′),0 < θ< 1.

又 A 在闭球 S( x0 , r) = { x| d( x, x0 )≤ r}上连续,并且

d( x0 , Ax0 )≤θ(1 -θ)r.

证明: A 在 S( x0 , r)中有唯一的不动点.

20. 设 ajk , j, k = 1,2,⋯, n 为一组实数,适合条件∑
n

i, j= 1

( aij - δij)
2
< 1,

其中δjk当 j= k 时为 1,否则为 0.证明:代数方程组

a11 x1 + a12 x2 + ⋯ + a1 n xn = b1 ,

a21 x1 + a22 x2 + ⋯ + a2 n xn = b2 ,

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

an1 x1 + an2 x2 + ⋯ + ann xn = bn

对任何一组固定的 b1 , b2 ,⋯, bn ,必有唯一的解 x1 , x2 ,⋯, xn .

21. 设 V[ a, b]表示[a, b]上右连续的有界变差函数全体,其线性运算

为通常函数空间中的运算.在 V[ a, b]中定义范数‖ x‖ = | x( a)| + V
b

a
( x),

证明 V[ a, b]是 Banach 空间.

22. 设 X1 , X 2 ,⋯是一列 Banach 空间,

x = { x1 , x2 ,⋯, xn ,⋯}

是一列元素,其中 xn∈ X n , n = 1,2,⋯,并且∑
∞

n = 1

‖ xn‖
p < ∞,这种元素列
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的全体记成 X,类似通常数列的加法和数乘,在 X 中引入线性运算.若令

‖ x‖ = ∑
∞

n = 1

‖ xn‖
p
1
p
,

证明:当 p≥1时, X 是 Banach 空间.

23. 设 X 是线性赋范空间, X× X 为两个 X 的笛卡儿乘积空间,对每个

( x, y)∈ X× X,定义

‖( x, y)‖ = ‖ x‖2 + ‖ y‖2 ,

则 X× X 成为赋范线性空间.证明 X× X 到 X 的映射:( x, y)→ x + y 是连

续映射.

24. 设 Λ是实(复)数域, X 为赋范线性空间,对每个(α, x)∈Λ× X,定义

‖(α, x)‖ = |α|2 + ‖ x‖2 ,

则(α, x)→αx 为Λ× X 到 X 中的连续映射.

25. 设 C 为一切收敛数列所组成的空间,其中的线性运算与通常序列空

间相同.在 C 中令‖ x‖ = sup
i
| xi|, x = { xn }∈ C,证明 C 是可分的 Banach

空间.
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第八章  有界线性算子和

连续线性泛函

  在这一章中,我们将研究从赋范线性空间 X 到另一个赋范线

性空间 Y 中的映射,亦称 � �=算子.如果 Y 是数域,则称这种算子为

� �#泛函.算子和泛函我们并不陌生.前已提到微分算子 D =
d
d x
就是

从连续可微函数空间 C
1
[ a, b]到 C[ a, b]上的算子,而黎曼积分

∫
b

a
f(t)dt就是连续函数空间 C[ a, b]上的泛函.如果说函数是数

和数之间的对应,那么算子可说是函数和函数之间的对应,不过这

是更高一级的对应.我们这里主要讨论线性算子和线性泛函,关于

非线性算子和非线性泛函的问题已超出本书的范围了.

本章将证明,线性算子的有界性与连续性是等同的.这看上去

有些奇怪,实际上由于泛函和算子是“线性”的,才有此结果.读者

应细细体会.其它的内容包括引入刻画线性算子的重要参数———

算子范数,介绍算子空间的完备性,连续线性泛函空间,即共轭空

间的一些例子.

§3是广义函数大意,读者从中可以窥见近代数学发展的

一斑.

§1. 有界线性算子和连续线性泛函

Ⅰ. 线性算子和线性泛函的定义

定义 1  设 X 和 Y 是两个同为实(或复)的线性空间, D 是 X
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的线性子空间, T 为 D 到 Y 中的映射,如果对任何 x, y∈D,及数

α,成立

T( x + y) = Tx + Ty, (1)

T(αx) = αTx, (2)

则称 T 为 D 到 Y 中的 � 府线性算子,其中 D 称为 T 的 � 府定义域,记为

D( T), T D 称为 T 的 � 筍值域,记为 R( T),当 T 取值于实(或复)数

域时,就称 T 为 � 锅实(或复)线性泛函.

如果 T 为线性算子,在(2)中取 α= 0,立即可得 T0 = 0,即

0∈N( T),其中 N( T)表示算子 T 的零空间

N( T) = { x; Tx = 0, x∈D( T)}.

下面举一些线性算子和线性泛函的例子

例 1  设 X 是线性空间,α是一给定的数,对任何 x∈ X,令

Tx = αx.

显然 T 是 X 到 X 中的线性算子,称为 � 緋相似算子,特别当α= 1 时,

称为 � ��恒等算子,记为 IX 或 I,当α= 0 时,称为 � ��零算子,记为 O.

例 2  设 P[0,1]为[0,1]区间上多项式全体,对每个 x∈P[0,

1],定义

( Tx)(t) =
d
dt
x(t).

由求导运算的线性性质,立即可知 T 是 P[0,1]到 P[0,1]中的线

性算子,称为 � 峦微分算子.如果任取 t0 ∈[0,1],对任何 x∈P[0,1],

定义

f( x) = x′(t0 ),

则 f 是 P[0,1]上线性泛函.

例 3  对每个 x∈ C[ a, b],定义

( Tx)(t) =∫
t

a
x(τ)dτ.

由积分的线性性质,可知 T 是 C[ a, b]到 C[ a, b]中的线性算子,

若令
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f( x) =∫
b

a
x(τ)dτ,

则 f 是 C[ a, b]上线性泛函.

例 4  对任何 x∈ C[ a, b],令

( Tx)( t) = tx(t).

易知 T 是线性算子,称为 � �!乘法算子,它在物理及算子谱论中是非

常有用的一种算子.

例 5  设 R
n
是 n 维线性空间,在 R

n
中取一组基{e1 ,⋯, en },

则对任何 x∈ R
n
, x 可以唯一地表示成 x = ∑

n

ν= 1

ξνeν,对每一个

n× n方阵(tμν),作 R
n
到 R

n
中算子 T 如下:当 x = ∑

n

ν= 1

ξνeν 时,令

y = T x = ∑
n

μ= 1

yμeμ,

其中 yμ = ∑
n

ν= 1

tμνξν,μ= 1,2,⋯, n.显然这样定义的 T 是线性算

子,这个算子在线性代数中称为 � 壳线性变换.算子 T 显然由方阵

(tμν)唯一确定,有时就记为 T = (tμν).

反过来,设 T 是 R
n
到 R

n
中的线性算子,令

Teν = t1νe1 + t2νe2 + ⋯ + tnνen ,ν= 1,2,⋯, n.

则当 x = ∑
n

ν= 1

ξνeν 时, 由 T 的 线性可得 Tx = ∑
n

μ= 1

yμeμ, 这 里

yμ = ∑
n

ν= 1

tμνξν,即 T 是对应于方阵(tμν)的算子.

由此可知,在有限维空间上,当基选定以后,线性算子与矩阵

是相对应的.

设(α1 ,α2 ,⋯,αn )是一组数,当 x = ∑
n

ν= 1

ξνeν 时,定义

f( x) = ∑
n

ν= 1

ανξν.

·022·



易知 f为 R
n
上线性泛函.反之,如果 f 是 R

n
上线性泛函,记 αν

= f( eν),ν= 1,2,⋯, n,则当 x = ∑
n

ν= 1

ξνeν 时,由 f的线性,

f( x) = ∑
n

ν= 1

ξνf( eν) = ∑
n

ν= 1

ξναν.

由此可见 n 维线性空间上线性泛函与数组 (α1 ,α2 ,⋯,αn )相

对应.   

Ⅱ. 有界线性算子和连续线性泛函

定义 2  设 X 和 Y 是两个赋范线性空间, T 是 X 的线性子空

间 D( T)到 Y 中的线性算子,如果存在常数 c, 使对所有 x∈

D( T),有

‖ Tx‖≤ c‖ x‖, (3)

则称 T 是 D( T)到 Y 中的 � 嚼有界线性算子,当 D( T) = X 时,称 T

为 X 到 Y 中的有界线性算子,简称为 � 緁有界算子.对于不满足条件

(3)的算子,称为 � ��无界算子.本书主要讨论有界算子.

线性算子由于具有可加性,所以它的连续性可用有界性来描述.

定理 1  设 T 是赋范线性空间 X 到赋范线性空间 Y 中的线

性算子,则 T 为有界算子的充要条件为 T 是 X 上连续算子.

证明  若 T 有界,由(3)式,当 xn→ x( n→∞)时,因为

‖ Txn - Tx‖≤c‖ xn - x‖,

所以‖ T xn - Tx‖→0,即 T xn→ T x( n→∞),因此 T 连续.

反之,若 T 在 X 上连续,但 T 无界,这时在 X 中必有一列向

量 x1 , x2 , x3 ,⋯,使‖ xn‖≠0,但

‖ Txn‖≥ n‖ xn‖.

令 yn =
xn

n‖ xn‖
, n = 1,2,⋯,则‖ yn ‖ =

1
n
→0( n→∞),所以

yn→0( n→∞),由 T 的连续性,得到 Tyn → T0 = 0( n→∞),但由

于 T 是线性算子,又可以得到对一切正整数 n,成立
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‖ Tyn‖ 7= ‖ T( xn�/n‖ xn‖)‖ = ‖ Txn‖�/n‖ xn‖

≥ n‖ xn‖�/n‖ xn‖ = 1,

这与 Tyn→0( n→∞)矛盾.所以 T 是有界算子.证毕.

对于线性泛函,我们还有下面的定理.

定理 2  设 X 是赋范线性空间, f是 X 上线性泛函,那么 f是

X 上连续泛函的充要条件为 f的零空间 N(f)是 X 中的闭子空间.

证明  设 f 是连续线性泛函,当 xn∈N( f), n = 1,2,⋯,并且

xn→ x( n→∞)时,由 f的连续性,有 f( x) = lim
n→∞
f( xn ) = 0,因此

x∈N( f),所以 N( f)是闭集.

反之,若 N( f)是闭集,而 f无界,则在 X 中存在一列向量 xn ,

‖ xn‖ =\ 0, n = 1,2,⋯,使得对每个 n,成立

| f( xn )|≥ n‖ xn‖,

令 yn = xn�/‖ xn‖,则‖ yn‖ = 1,且| f( yn )|≥ n,作

zn =
yn
f( yn )
-
y1
f( y1 )
,

那么 f( zn ) = 0,因此, zn∈N( f),然而由于

‖ yn�/f( yn )‖ = 1�/| f( yn )|≤
1
n
→0( n→∞),

所以  zn→ - y1�/f( y1 ),但 f( - y1�/f( y1 )) = - 1,即 - y1�/f( y1 )

ú N( f),这与 N( f)是闭集的条件矛盾.因此 f 是线性有界泛函.

证毕.

我们最感兴趣的是使(3)式对一切 x∈D( T)成立的“最小”的

数 c,为此引入下面的基本概念.

定义 3  T 为赋范线性空间 X 的子空间 D( T)到赋范线性空

间 Y 中的线性算子,称

‖ T‖ = sup
x≠ 0
x∈ D ( T )

‖ Tx‖
‖ x‖

(4)

为 � 侨算子 T 在 D( T)上的范数.
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显然若 T 是 D( T)上有界线性算子,则‖ T‖是一有限数,反

之,当‖ T‖ < ∞时,由 T 的线性,则有

‖ Tx‖≤‖ T‖‖ x‖, x∈D( T). (5)

引理 1  设 T 是 D( T)上有界线性算子,那么成立

‖ T‖ = sup
x∈ D( T)
‖ x‖ = 1

‖ Tx‖ = sup
x∈ D( T )
‖ x‖≤ 1

‖ Tx‖. (6)

证明  因为

‖ T‖= sup
x∈D ( T)
x≠0

‖ Tx‖�/‖x‖= sup
x∈D ( T)
x≠0

Tx

‖x‖
= sup
x∈ D( T)
x≠0

T
x

‖x‖
,

令 y =
x

‖ x‖
,则‖ y‖ = 1,且 y∈D( T),所以

‖ T‖≤ sup
x∈ D( T)
‖ x‖ = 1

‖ Tx‖≤ sup
x∈ D( T )
‖ x‖≤ 1

‖ Tx‖. (7)

反之,若 x∈D( T),‖ x‖≤1,则由(5)

‖ Tx‖≤‖ T‖‖ x‖≤‖ T‖,

所以

sup
x∈ D( T )
‖ x‖≤ 1

‖ Tx‖≤‖ T‖. (8)

由(7)和(8)式,得知(6)式成立.证毕.

Ⅲ. 有界线性算子和连续线性泛函的例子

例 6  赋范线性空间 X 上的相似算子 Tx = αx 是有界线性算

子,且‖ T‖ = |α|,特别‖ IX ‖ = 1,‖ O‖ = 0.

例 7  设 X = C[0,1], K (t,τ)是矩形[0,1]×[0,1]上的二

元连续函数,对每个 x∈ C[0,1],定义

( Tx)(t) =∫
1

0
K(t,τ) x(τ)dτ.

易知 T 是 C[0,1]到 C[0,1]中的线性算子,这个算子称为 � 派积分算

� 苝子,其中函数 K(t,τ)称为 T 的 � 苝核,又因为

| x(t)|≤ max
0 ≤ t≤1
| x(t)| = ‖ x‖,

所以
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‖ Tx‖ b= max
0≤ t≤1∫

1

0
K(t,τ)x(τ)dτ ≤ max

0≤ t≤1∫
1

0
| K(t,τ)||x(τ)|dτ

≤ max
0 ≤ t≤ 1∫

1

0
| K(t,τ)|dτ·‖ x‖,

因此 T 是有界算子,如果记

M = max
0≤ t≤1∫

1

0
| K( t,τ)|dτ,

则由上面的不等式可知‖ T‖≤ M .下证‖ T‖ = M .证明的关键

是设法找一列 xn ∈ C [0,1],使‖ xn ‖≤1 并且‖ Txn ‖→ M

( n→∞).因为含参量积分∫
1

0
| K(t,τ)|dτ作为 t的函数在[0,1]

上连续,所以存在 t0 ∈[0,1],使得

∫
1

0
| K( t0 ,τ)|dτ= M .

设 x(τ) = sign K(t0 ,τ),即 K( t0 ,τ)的符号函数,则 x(τ)是[0,

1]上的可测函数并且 sup
0 ≤τ≤ 1
| x(τ)|≤1.由鲁津定理,对任何正整数

n,存在 xn∈ C[0,1],‖ xn‖≤1,使除去[0,1]中一测度小于
1
2 nL

的集合 En 外都有 xn (τ) = x(τ),其中

L = max
0≤ t,τ≤ 1
| K(t,τ)|.

因为对一切 t∈[0,1]都有 h

∫
1

0
K(t,τ) x(τ)dτ

≤∫
1

0
| K( t,τ)|| x(τ) - xn (τ)|dτ+∫

1

0
K(t,τ) xn (τ)dτ

=∫E
n

| K(t,τ)|| x(τ) - xn (τ)|dτ+ | Txn (t)|

≤ L·2·
1
2 nL
+ ‖ Txn‖

<
1
n
+ ‖ T‖,
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特别当取 t为 t0 时有

M =∫
1

0
| K( t0 ,τ)|dτ=∫

1

0
K(t0 ,τ) x(τ)dτ<

1
n
+ ‖ T‖.

令 n→∞,得 M≤‖ T‖,因此‖ T‖ = M .证毕.

例 8  对任何 f∈ L
1
[ a, b],作( Tf)(t) =∫

t

a
f(τ)dτ,则 T 为

L
1
[ a, b]到 L

1
[ a, b]中的线性算子,又因为

‖ Tf‖1 �=∫
b

a
|∫
t

a
f(τ)dτ|dt≤∫

b

a∫
t

a
| f(τ)|dτdt

≤∫
b

a
| f(τ)|dτ·∫

b

a
1dt= ( b - a)‖ f‖1 ,

所以‖ T‖≤ b - a.另一方面,对任何使 a +
1
n
< b 的正整数 n,

作函数

fn (t) =

n, t∈ a, a +
1
n

0,t∈ a +
1
n
, b

容易知道此时‖fn‖1 = 1,因为

∫
t

a
fn(τ)dt �=
∫
t

a
ndτ,t∈ a,a +

1
n
,

∫
a+
1
n

a
ndτ,t∈ a +

1
n
,b

=

n( t- a),t∈ a, a +
1
n
,

 1   ,t∈ a +
1
n
, b ,

因此

‖ Tfn‖1 O=∫
b

a
∫
t

a
fn (τ)dτ dt          

=∫
a +
1
n

a
∫
t

a
fn (τ)dτ dt +∫

b

a +
1
n
∫
t

a
fn (τ)dτ dt
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=∫
a +
1
n

a ∫
t

a
ndτ dt+∫

b

a+
1
n
∫
a +
1
n

a
ndτ dt

=∫
a +
1
n

a
n( t- a)dt +∫

b

a +
1
n

1dt

= ( b - a) -
1
2 n
,

所以‖ T‖≥sup
n
‖ Tfn‖1 = b - a,从而‖ T‖ = b - a.

最后举一个无界算子的例子

例 9  考察例 2 中的微分算子 T x(t) =
d
dt
x(t).若视 P[0,1]

为 C[0,1]的子空间,令 xn ( t) = t
n
,则‖ xn ‖ = 1,但‖ Txn‖ =

max
0≤ t≤1
| nt
n - 1
| = n,所以‖ T‖≥‖ T xn‖ = n,即 T 是无界算子.

§2.有界线性算子空间和共轭空间

在这一节中,我们讨论赋范线性空间上有界线性算子全体和

连续线性泛函全体所成的空间.

Ⅰ. 有界线性算子全体所成空间

设 X 和 Y 是两个赋范线性空间,我们以 B( X→ Y)表示由 X

到 Y 中有界线性算子全体.当 A 和 B 属于 B( X→ Y),α是所讨

论数域中的数时,定义 B( X→ Y)中加法运算及数乘运算如下:对

任何 x∈ X,令

( A + B) x = Ax + Bx,

(αA) x = αAx.

下面证明 B( X→ Y)按上述线性运算及算子范数成为赋范线

性空间.事实上,如果 A, B∈B( X→ Y),则对任何 x∈ X,由算子

加法定义,

‖(A + B)x‖ �=‖Ax+ Bx‖≤‖Ax‖+‖Bx‖≤‖A‖‖x‖+‖B‖‖x‖

= (‖ A‖ + ‖ B‖)‖ x‖.

·622·



由于 A 及 B 是有界算子,所以‖ A‖ + ‖ B‖ < ∞,由此可知

A + B∈B( X→ Y),并且成立不等式

‖ A + B‖≤‖ A‖ + ‖ B‖. (1)

又对任何数α,显然有

‖αA‖ �= sup
‖ x‖ = 1
‖(αA) x‖ = sup

‖ x‖ = 1
‖αAx‖

= |α| sup
‖ x‖ = 1
‖ Ax‖ = |α|‖ A‖,

由此得到αA∈B( X→ Y),且‖αA‖ = |α|‖ A‖.最后‖ A‖ =

0 的充要条件为对于任何 x∈ X, Ax = 0,即 A = O,因此 B( X→

Y)按上述加法及数乘运算和算子范数成为赋范线性空间.

定理 1  当 Y 是 Banach 空间时,B( X→ Y)也是 Banach 空间.

证明  设{ Tn }为 B( X→ Y )中的柯西点列,则由柯西点列定

义,对任何正数ε> 0,存在正整数 N,当 n, m > N 时,

‖ Tn - T m ‖ <ε,

于是对每个 x∈ X,当 n, m > N 时,成立

‖ Tn x - Tm x‖ = ‖( Tn - Tm ) x‖≤‖ Tn - Tm‖‖x‖<ε‖x‖,

(2)

所以当 x 固定时,点列{ T n x}是 Y 中的柯西点列,由 Y 的完备

性,存在 y∈ Y,使 Tn x→ y( n→∞).作 X 到 Y 中算子 T 如下:对

每个 x∈ X,令

Tx = y = lim
n→∞
Tn x,

容易知道 T 是 X 到 Y 中的线性算子.在(2)中令 m→∞,由范数

连续性得,当 n > N 时,对 X 中所有 x 成立

‖ Tn x - Tx‖≤ε‖ x‖,

由于ε不依赖于 x,所以

‖ Tn - T‖ = sup
‖ x‖ = 1
‖( Tn - T) x‖≤ε, (3)

即 T n - T∈B( X→ Y),又因 B( X→ Y)是线性空间,所以

T = Tn + ( T - T n )∈B( X→ Y),
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并由(3),知lim
n→ ∞
‖ Tn - T‖ = 0.这就证明了 B( X→ Y)是 Banach

空间.证毕.

设 A∈B( Z→ Y), B∈B( X→ Z),令

( A B) x = A( Bx), x∈ X,

显然 A B 是线性算子,称为 � 该B 与 A 的乘积.又对每个 x∈ X,因为

‖( AB) x‖ = ‖ A( Bx)‖≤‖ A‖‖ Bx‖≤‖ A‖‖ B‖‖ x‖,

所以‖ A B‖≤‖ A‖‖ B‖ < ∞,即 A B∈B( X→ Y).

一般,设 X 是赋范线性空间,如果在 X 中定义了两个向量的

乘积,并且满足

‖ xy‖≤‖ x‖‖ y‖, x, y∈ X,

则称 X 是 � 級赋范代数,当 X 完备时,则称 X 为 � 級Banach 代数.由定理

1 知 B( X→ X)当 X 完备时是 Banach 代数.

Ⅱ. 共轭空间

定义 1  设 X 是赋范线性空间,令 X′表示 X 上连续线性泛

函全体所成的空间,称为 X 的 � ��共轭空间.

由于实数域和复数域是完备空间,所以由定理 1 立即可得

定理 2  任何赋范线性空间的共轭空间是 Banach 空间.

在泛函分析一般理论的应用中,知道一些具体空间的共轭空

间的一般形式往往是十分有用的.下面作为例子给出空间 l
1
和 l
p

共轭空间的一般形式.

首先引入两个赋范线性空间同构的概念.

定义 2  设 X 和 Y 是两个赋范线性空间, T 是 X 到 Y 中的

线性算子,并且对所有 x∈ X,有

‖ Tx‖ = ‖ x‖,

则称 T 是 X 到 Y 中的 � 臯保距算子,如果 T 又是映射到 Y 上的,则

称 T 是 � 碰同构映射,此时称 X 与 Y � 碰同构.

显然保距算子是一对一的,而同构映射是等距映射,由于同构

映射保持线性运算及范数不变,所以撇开 X 和 Y 中点的具体内

容,可以将 X 及 Y 看成同一抽象空间而不加以区别,在这个意义
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下,可以认为 X = Y.

例 1  l
1
的共轭空间为 l

∞
,即( l

1
)′= l

∞
.

证明  令 en = (δn1 ,δn2 ,δn3 ,⋯), n = 1,2,⋯,其中δnj当j = n

时等于 1,当 j≠ n 时等于 0,显然 en∈l
1
并且对每个 x = (ξ1 ,ξ2 ,

ξ3 ,⋯)∈l
1
,有

x = lim
n→∞∑

n

k = 1

ξkek .

设 f∈(l
1
)′,令 f(en ) = ηn , n = 1,2,⋯,那么由于 f∈( l

1
)′,

因而有

f( x) = lim
n→ ∞∑

n

k = 1

ξk f( ek ) = ∑
∞

k = 1

ξkηk , (4)

又因为‖ek‖1 = 1,所以对一切自然数 k,有

|ηk | = | f( ek )|≤‖ f‖‖ek‖1 = ‖ f‖.

由此可得

sup
k
|ηk |≤‖ f‖, (5)

即(η1 ,η2 ,η3 ,⋯)∈l
∞
.反之,对每个 b = (β1 ,β2 ,β3 ,⋯)∈l

∞
,作

l
1
上泛函 g( x)如下:

g( x) = ∑
∞

k = 1

ξkβk, x = (ξ1 ,ξ2 ,ξ3 ,⋯)∈l
1
,

显然 g是 l
1
上线性泛函,又因

| g( x)| = ∑
∞

k = 1

ξkβk ≤∑
∞

k = 1

|ξk ||βk |≤sup
k
|βk |∑

∞

k = 1

|ξk |

= sup
k
|βk |‖ x‖1 .

因此 g∈(l
1
)′,并且有

‖ g‖≤sup
j
|βj| = ‖b‖∞ . (6)

因此(4)式是 l
1
上连续线性泛函的一般形式.作(l

1
)′到 l

∞
中映射

T 如下:

Tf = ( f(e1 ), f(e2 ), f( e3 ),⋯), f∈(l
1
)′,
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显然 T 是线性映射,且由前证明知 T 是到上的.由(5)式,

‖ Tf‖∞ = sup
k
| f( ek )|≤‖ f‖,

又由 (4) 式, 对每个 x = (ξ1 ,ξ2 ,ξ3 ,⋯) ∈ l
1
, 有 f( x) =

∑
∞

k = 1

ξkf(ek ),所以由(6) 式,成立

‖ f‖≤sup
k
| f(ek)| = ‖ Tf‖∞ ,

于是‖ f‖ = ‖ Tf‖∞ ,即 T 是(l
1
)′到 l

∞
上的同构映射,所以

(l
1
)′= l

∞
.证毕.

例 2  l
p
(1 < p < + ∞)的共轭空间为 l

q
,其中
1
p
+
1
q
= 1.

证明  仍令 en = (δn1 ,δn2 ,δn3 ,⋯), n = 1,2,⋯,显然 en∈ l
p
,

且‖en‖ p = 1,易知对每个 x = (ξ1 ,ξ2 ,ξ3 ,⋯)∈l
p
,成立

x = lim
n→∞∑

n

k = 1

ξkek .

设 f∈(l
p
)′,令 f(ek ) = ηk ,那么由于 f是连续线性泛函,所以

f( x) = ∑
∞

k = 1

ξkηk. (7)

若 f = 0,则ηk = 0, k = 1,2,⋯,所以不等式

∑
∞

k = 1

| ηk |
q
1
q
≤‖ f‖ (8)

自然成立,若 f≠0,则 ηk 不全为 0,对任何自然数 n,令 xn =

(ξ
( n)

1 ,ξ
( n)

2 ,ξ
( n)

3 ,⋯),其中

ξ
( n)
k =
|ηk|

q
�/ηk, 当 k≤ n,ηk≠0 时,

0, 当 k > n 或ηk = 0 时,

显然 xn∈l
p
,因为 f( xn ) = ∑

∞

k = 1

ξ
( n)

k ηk = ∑
n

k = 1

|ηk |
q
,另一方面又有

f( xn )≤‖f‖‖ xn‖ f= ‖f‖ ∑
n

k = 1

|ξ
( n)
k |
p
1
p
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= ‖f‖ ∑
n

k = 1

| ηk |
( q- 1) p

1
p

= ‖f‖ ∑
n

k = 1

| ηk |
q
1
p
,

因为 ηk 不全为 0,所以当 n 足够大时, ∑
n

k = 1

| ηk |
q
1
p
≠0,在上

面不等式两边同除以 ∑
n

k = 1

| ηk |
q
1
p
,得到

∑
n

k = 1

| ηk |
q
1 -
1
p
= f( xn ) ∑

n

k = 1

| ηk |
q
1
p
≤‖ f‖,

令 n→∞,由 1 -
1
p
=
1
q
,我们得到

∑
∞

k = 1

| ηk |
q
1
q
≤‖f‖. (9)

因此(η1 ,η2 ,η3 ,⋯)∈ l
q
.反之,对任何 b = (β1 ,β2 ,β3 ,⋯)∈ l

q
,

若 x = (ξ1 ,ξ2 ,ξ3 ,⋯)∈l
p
,则令

g( x) = ∑
∞

k = 1

ξkβk.

易知 g是 l
p
上线性泛函,并且由 H�lder 不等式,可以得到

| g( x)| �≤∑
∞

k = 1

|ξkβk |≤ ∑
∞

k = 1

|ξk |
p
1
p

∑
∞

k = 1

|βk |
q
1
q

= ‖ x‖ p‖ b‖ q,

所以

‖ g‖≤‖ b‖ q , (10)

类似于 l
1
,作(l

p
)′到 l

q
中的映射 T 如下:

Tf = ( f(e1 ), f(e2 ), f( e3 ),⋯)∈l
q
, f∈(l

p
)′,

显然 T 是线性映射,由 T 的定义及前面证明知, T 是一对一到上

的.由(9)式

‖ Tf‖ q = ∑
∞

k = 1

| f(ek ) |
q
1
q
= ∑

∞

k = 1

| ηk |
q
1
q
≤‖f‖,
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另一方面,对任意的 x = (ξ1 ,ξ2 ,ξ3 ,⋯)∈l
p
.成立

f( x) = ∑
∞

k = 1

ξk f( ek ),

由(10)式知

‖ f‖≤‖{ f(ek)}‖ q = ‖ Tf‖ q,

因此, T 是(l
p
)′到 l

q
上的同构映射,所以(l

p
)′= l

q
.证毕.

§3. 广义函数大意

自然科学的发展表明,古典的函数概念是不够用的,或者是不

完全适合的.于是,广义函数论随之兴起.广义函数包括通常的函

数在内,然而更广.它允许无限多次可导和自由地进行极限交换.

这一节我们介绍广义函数的大意①.

我们先来介绍工程技术中常用的δ函数.设想在无限长细棒上

有一质量分布,只集中在一点 x = 0 处,总质量为 1 个单位.这意思

是说,有一假想的密度函数δ( x),当 x≠0 时,δ( x) = 0,在 x = 0

处,密度为无限大,而密度函数的积分为总质量 1:∫
+ ∞

- ∞
δ( x)d x = 1.

这种假想的函数,已超出了通常的函数概念的框架.试想,一个仅在

一点不为 0的函数,是几乎处处为零的,其积分应当是 0,怎么可能

是 1呢 ? 这类δ( x)在工程里常常遇到,例如无线电工程中考察脉

冲,在极短的一个时间内爆发出一个单位能量的信号,和上述质量

分布的类型相似.

从δ( x)的性质,还可以形式地认为,对一切连续函数 φ( x)

应有∫
+ ∞

- ∞
δ( x)φ( x)d x = φ(0),这可由下式看出:
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8

∫
+ ∞

- ∞
(φ( x) - φ(0))δ(x)d x =∫

ε

-ε
(φ( x) - φ(0))δ( x)dx

≤ max
| x|≤ε
|φ(x) -φ(0)|∫

ε

-ε
δ( x)dx = max

| x|≤ε
|φ( x) -φ(0)|→0(ε→0).

请读者注意,因为δ( x)是假想函数,∫
+ ∞

- ∞
δ( x)d x 的意义尚不清

楚,上面的推论只是形式上的说明和假想的推论,不能算作定义.

我们下面的任务是要给广义函数(包括这种δ( x))给予一种严格

的数学定义.它的基本思想是:由∫
+ ∞

- ∞
δ( x)φ( x)d x = φ(0),可以

认为δ( x)是连续函数空间上的连续线性泛函.这启发我们,如果

把连续函数空间进一步缩小,收敛性进一步加强,那么在这个空间

上的连续线性泛函一定更多,我们不妨把它们就称做 � �广义函数.

定义 1(基本空间)  设 D 是 - ∞ < x < + ∞上无限次可微且

在某有限区间以外为 0 的函数全体.按照通常的加法和数乘,它成

为线性空间,在其中定义极限概念如下:设 φn∈D,φ∈D,若

(1) 存在一个与 n 无关的公共有限区间[ a, b],使 φn 在

[ a, b]外为 0, n = 1,2,3,⋯;

(2) 在 - ∞ < x < + ∞上, 对每一非负整数 q, 函数列

φ
( q)

n ( x), n = 1,2,3,⋯一致收敛于 φ
( q)
( x),

则称 φn 在 D 中 � �!收敛于 φ,记为 φn→
D
φ( n→∞).D 称为 � �!基本空间.

空间 D 的这种收敛性不能容纳在距离空间的收敛性之中,即我

们无法定义一个距离 d,使 φn→
D
φ等价于 d(φn ,φ)→0( n→∞).

定义 2(广义函数)  D 上的连续线性泛函数 f 称为 � �;广义函

� 内数.记为( f,φ),或 f(φ),或简记为 f.

例 1  局部可积函数是广义函数.

我们把在任何有限区间上都 L 可积的函数称为 � ��局部可积函

数,其全体记为 L
*
.设 f∈ L

*
,则可用 f定义一个 D 上的连续线

性泛函 T( f):对任何φ∈D,对应∫
+ ∞

- ∞
f( x)φ( x)d x,由于 φ( x)
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在某有限区间外为 0,故上述积分有意义.它显然是 D 上连续线性

泛函.我们还可以证明, L
*
对应广义函数是一对一的,即如果 f∈

L
*
,且∫

+ ∞

- ∞
f( x)φ( x)d x = 0 对一切 φ∈ D 成立,则 f( x) = 0,a.

e.于 R
1
.这样,局部可积函数就可以一对一地嵌入 D 上连续线性

泛函空间,作为它的一部分,即是广义函数.

例 2  δ( x)

现在我们可以给本节开始时引进的 δ( x)一个严格的数学定

义.如果 D 上的连续线性泛函由下式给定:对一切 φ∈ D,对应数

值φ(0),称这一泛函为δ,换句话说,对一切 φ∈D,有

δ(φ) = φ(0).

这一定义正是∫
+ ∞

- ∞
δ( x)φ( x)d x = φ(0)的严格化.

δ(φ)为 D 上连续线性泛函是不难验证的:

δ(αφ+βψ) = (αφ+βψ)(0) =αφ(0) +βψ(0) = αδ(φ) + βδ(ψ);

当 φn→
D
φ( n→∞)时,这意味着在任何有限区间上各阶导数(包括

零阶导数)一致收敛,当然更有 φn (0)→φ(0),即 δ(φn )→δ(φ)

( n→∞).

这样一来,我们确实得到了一个新的概念,它包含通常的局部

L 可积函数在内,又包含超出通常函数概念的δ( x)在内.

最后,让我们介绍广义函数的导数.按照分部积分法,对通常

的一阶连续可导函数 f( x),φ∈D,φ在[ a, b]外为 0,所以 φ( a)

= φ( b) = 0,则有:

(f′,φ) U=∫
+ ∞

- ∞
f′(x)φ(x)dx = f( x)φ(x)

b

a
-∫
+ ∞

- ∞
f(x)φ′( x)dx

= -∫
+ ∞

- ∞
f( x)φ′( x)d x = - ( f,φ′).

于是受此启发可定义广义函数 F 的导数 F′为下述的广义函数:

( F′,φ) = - ( F,φ′).
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由于 φ是无限次可微的,( F,φ′)有意义,而且 φn→
D
φ( n→∞)意

味着各阶导数都一致收敛于 φ的相应导数,自然也有 φ′n →
D

φ′( n→∞),所以由( F,φ)是连续线性泛函知( F′,φ)也是连续线

性泛函.同样可定义二阶以至任意阶的导数.这样一来,基本空间

中函数的优良性质就能够转移到广义函数上了.

例 3  设 θ( x)在 x < 0 时为 0,在 x≥0 时恒为 1,这时 θ∈

L
*
,θ( x)作为广义函数有导数δ( x),这是因为

(θ′,φ) �= - (θ,φ′) = -∫
+ ∞

- ∞
θ( x)φ′( x)d x

= -∫
∞

0
φ′( x)d x = φ(0).

同样可验证(δ′,φ) = - (δ,φ′) = - φ′(0).

假若我们定义 Fn→ F( n→∞)为( Fn,φ)→( F,φ)( n→∞)

对一切φ∈D 成立,那么微分运算和极限运算的交换就是显然的:

lim
n→ ∞
( F′n ,φ) ,= lim

n→ ∞
( - ( Fn,φ′)) = - lim

n→ ∞
( Fn ,φ′) = - ( F,φ′)

= ( F′,φ) = ((lim
n→ ∞
Fn )′,φ).

广义函数的优越性由此可见一斑.

第八章习题

1. 举例说明有界线性算子的值域不一定是闭线性子空间.

2. 求 C[ - 1,1]上线性泛函

f( x) =∫
0

- 1
x( t)dt -∫

1

0
x( t)dt

的范数.

3. 设无穷阵( aij) i,j = 1,2,⋯,满足sup
i ∑
∞

j = 1

| aij | < ∞.作 l
∞到 l∞中算

子如下:若

x = (ξ1 ,ξ2 ,⋯)y = (η1 ,η2 ,⋯), T x = y,则

ηi = ∑
∞

j = 1

αijξj ,i = 1,2,⋯.
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证明  ‖ T‖ = sup
i ∑
∞

j= 1

| αij | .

4. 设sup
n≥1
|αn | < ∞,在 l

p ( p≥1)中定义线性算子:

y = Tx,ηi = αiξi,i = 1,2,⋯,

其中 x = (ξ1 ,ξ2 ,⋯,ξn ,⋯), y = (η1 ,η2 ,⋯,ηn ,⋯),

证明 T 是有界线性算子,并且‖ T‖ = sup
n≥1
|αn |.

5. 设 X 是 n 维向量空间,在 X 中取一组基{e1 , e2 ,⋯,en },( tμν)是 n×

n 矩阵,作 X 到 X 中算子如下:当 x = ∑
n

ν= 1

xνeν 时,y = Tx = ∑
n

μ= 1

yμeμ,其中

yμ = ∑
n

ν= 1

tμν xν, μ = 1, 2, ⋯, n. 若 规 定 向 量 的 范 数 为 ‖ x ‖ =

∑
n

ν= 1

| xν |
2
1
2 ,证明上述算子的范数满足

max
ν ∑

n

μ= 1

| tμν |
2
1
2 ≤‖ T‖≤ ∑

n

μ= 1
∑
n

ν= 1

| tμν |
2
1
2 .

6. 设 T 是赋范线性空间 X 到赋范线性空间 Y 的线性算子,若 T 的零

空间是闭集, T 是否一定有界 ?

7. 作 l
p
(1 < p < + ∞)中算子 T 如下:当

x = ( x1 , x2 ,⋯)∈l
p 时, Tx = ( y1 , y2 ,⋯,yn ,⋯),

其中 yn = ∑
∞

m = 1

tn m x m , n = 1,2,3,⋯,∑
∞

n = 1
∑
∞

m = 1

| tn m |
q p�/q

< ∞,
1
p
+
1
q
=

1,证明: T 是有界线性算子.

8. R
n
按范数‖ x‖ = max

j
|ξj|, x = (ξ1 ,ξ2 ,⋯,ξn )成赋范线性空间,问

R
n
的共轭空间是什么 ?

9. 设 C0 表示极限为 0 的实数列全体,按通常的加法和数乘,以及

‖ x‖ = sup
i
|ξi|, x = (ξ1 ,ξ2 ,⋯,ξn ,⋯)构成 Banach 空间,证明:( C0 )′= l

1
.
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第九章  内积空间和希尔伯

特( Hilbert)空间

  在第七章中,我们介绍了赋范线性空间的概念.那里的元素只

有长度(范数),但没有角度.回想在二维及三维空间中,除有向量

的长度概念外,还有两个向量夹角的概念,并由后者导出向量的内

积、正交性,一向量在另一向量上的投影,向量的正交分解等一系

列概念,从而建立起二维及三维空间的几何学.能否把向量正交的

概念加以推广,从而建立起无限维空间中的几何理论呢 ? 答案是

肯定的.20 世纪初,希尔伯特从研究积分方程出发,建立了一类无

限维空间,现称为希尔伯特空间,其中具有内积,因而可以引入向

量正交的概念以及投影的概念,从而可以在内积空间中建立起相

应的几何学.

希尔伯特空间是赋范线性空间的特例,一种最接近于 R
n
的

无限维空间.类似 R
n
中有 n 个坐标,向量有 n 个基向量一样,希

尔伯特空间有可数个基向量.因而可以考察希尔伯特空上的傅里

叶分析以及其上连续线性泛函的一般形式和它的共轭空间.这一

章中还要讨论希尔伯特空间上的共轭算子、酉算子、自伴算子和正

常算子的一些初步性质,这些算子是有限维空间中相应矩阵在希

尔伯特空间中的推广.

§1. 内积空间的基本概念

在复欧氏空间中,向量除了有长度的概念外,还定义了两个向

量的内积的运算,即若
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a = (ξ1 ,ξ2 ⋯,ξn ), b = (η1 ,η2⋯,ηn ),

则 a 与 b 的内积定义为:

〈a, b〉= ξ1η1 +ξ2η2 + ⋯ +ξnηn , (1)

其中 ηi 表示ηi 的复共轭,并且内积与向量 a 的长度有以下关系

‖ a‖ = 〈a, a〉.

由内积定义,可知两个向量 a 与 b正交等价于〈a, b〉= 0.显然,在

有限维复欧氏空间 E
n
中,由(1)定义的内积具有下述性质:

1°〈a, a〉≥0,且〈a, a〉= 0 等价于 a = 0;

2°〈αa + βb,c〉= α〈a, c〉+ β〈b, c〉,其中 a, b, c∈ E
n
,α,β

为复数;

3°〈a, b〉=〈b, a〉, a, b∈ E
n
.

在复欧氏空间 E
n
的欧几里得几何学中所用到内积的性质主要是

上面三条,因此利用这三条性质,我们也在一般的线性空间中引入

内积的概念.

定义 1  设 X 是复线性空间,如果对 X 中任何两个向量 x,

y,有一复数〈x, y〉与之对应,并且满足下列条件:

1°〈x, x〉≥0,且〈x, x〉= 0 等价于 x = 0, x∈ X;

2°〈αx + βy, z〉= α〈x, z〉+ β〈y, z〉, x, y, z∈ X,α,β为复

数;

3°〈x, y〉=〈y, x〉, x, y∈ X,

则称〈x, y〉为 x 与 y的 � 肁内积, X 称为 � 肁内积空间.

如果 X 是实的线性空间,则条件 3°就改为

〈x, y〉=〈y, x〉.

从内积的定义,立即可以得到下面的等式

〈x,αy +βz〉=珔α〈x, y〉+珋β〈x, z〉. (2)

设 X 是内积空间,令

‖ x‖ = 〈x, x〉, (3)

那么‖ x‖是 X 上的范数.事实上,由内积定义及(2)式,不难证
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明

( a) ‖ x‖≥0,且‖ x‖ = 0 等价于 x = 0;

( b) ‖αx‖ = |α|‖ x‖.

为了证明范数不等式‖ x + y‖≤‖ x‖ + ‖ y‖,我们首先证明

施瓦茨(Sch warz)不等式:

引理 1(Schwarz不等式)  设 X 按内积〈x, y〉成为内积空间,

则对于 X 中任意向量 x, y,成立不等式

|〈x, y〉|≤‖ x‖‖ y‖. (4)

当且仅当 x 与 y线性相关时,不等式(4)中等号才成立.

证明  如果 y = 0,易知对一切 x∈ X,〈x,0〉= 0,因而(4)式

成立.若 y≠0,则对每个复数α,由内积条件 1°,有

0≤〈x - αy, x -αy〉=〈x, x〉-珔α〈x, y〉- α[〈y, x〉-珔α〈y, y〉].

令珔α=〈y, x〉�/〈y, y〉,那么上式方括号中式子为 0,所以

0≤〈x, x〉-
〈y, x〉
〈y, y〉
〈x, y〉= ‖ x‖

2
-
|〈x, y〉|

2

‖ y‖
2 ,

两边乘以‖ y‖
2
,并且开方,即可得到要证的 Schwarz不等式

|〈x, y〉|≤‖ x‖‖ y‖.

若 x 与 y线性相关,通过直接计算,易知(4)式中等号成立,

反之,若(4)式中等号成立,假定 y = 0,则 x 与 y 自然线性相关,若

y≠0,令

α=
〈x, y〉
〈y, y〉
,

由 Sch warz 不等式推导过程,易知‖ x - αy‖
2
= 0,即 x = αy.所

以 x 与 y线性相关.证毕.

由 Sch warz 不等式,立即可知‖ x‖满足范数不等式.事实

上,

‖ x + y‖
2 �
=〈x + y, x + y〉=〈x, x〉+〈y, x〉+〈x, y〉+〈y, y〉

= ‖ x‖
2
+〈x, y〉+〈y, x〉+ ‖ y‖

2

≤‖ x‖
2
+ 2‖x‖‖y‖ +‖y‖

2
= (‖x‖+ ‖y‖)

2
,
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所以‖ x + y‖≤‖ x‖ + ‖ y‖.称由(3)式定义的范数‖ x‖为

由内积导出的范数,所以内积空间是一种特殊的赋范空间.若 X

按(3)式中范数完备,则称为 � 積Hilbert 空间.

设‖ x‖是由内积导出的范数,通过计算,读者不难证明对 X

中任何两个向量 x, y∈ X,成立平行四边形公式

‖ x + y‖
2
+ ‖ x - y‖

2
= 2(‖ x‖

2
+ ‖ y‖

2
). (5)

它是平面上平行四边形公式在内积空间中的推广.反之可以证明,

若 X 是赋范线性空间,其中范数‖ x‖对 X 中任何向量 x, y∈

X,满足 平行四边形公式 (5), 那么一定可在 X 中定义内积

〈x, y〉,使‖ x‖就是由内积〈x, y〉导出的范数.证明因限于篇幅

而略去.因此,(5)式是内积空间中范数的特征性质.

下面举一些内积空间的例子

例 1  L
2
[ a, b].对 L

2
[ a, b]中任意向量 x, y,定义

〈x, y〉=∫
b

a
x(t) y( t)dt. (6)

易知 L
2
[ a, b]按(6)中内积成为内积空间,又由内积(6)导出的范

数

‖ x‖ =∫
b

a
| x(t) |

2
dt

1
2

,

即为第七章§8 例 4 中当 p = 2 时所定义的范数,因此由第七章

§8 定理 2 知, L
2
[ a, b]成为 Hilbert空间.

例 2  l
2
.设 x = (ξ1 ,ξ2 ,ξ3 ,⋯), y = (η1 ,η2 ,η3 ,⋯),

定义

〈x, y〉= ∑
∞

i = 1

ξi珔ηi, (7)

则 l
2
按(7)中内积也成为 Hilbert空间.

例 3  当 p≠2 时,l
p
不成为内积空间.

事实上,令 x = (1,1,0,⋯), y = (1, - 1,0,⋯),则 x∈l
p
, y∈

l
p
,且‖ x‖ = ‖ y‖ = 2

1
p ,但‖ x + y‖ = ‖ x - y‖ = 2,所以不
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满足平行四边形公式(5),这说明 l
p
( p≠2)中范数不能由内积导

出,因而不是内积空间.

例 4  C[ a, b]按‖ x‖ = max
a≤ t≤ b
| x( t)|不成为内积空间.

事实上,令 x( t)≡1, y( t) =
t - a
b - a
,则 x, y∈ C [ a, b],且

‖ x‖ = ‖y‖ = 1,但因为

x(t) + y(t) = 1 +
t- a
b - a
,

x(t) - y(t) = 1 -
t- a
b - a
,

所以‖ x + y‖ = 2,‖ x - y‖ = 1,因此不满足平行四边形公式,

这就证明了 C[ a, b]不是内积空间.

设 X 为内积空间,由(3)给出了 X 上的范数,反之,通过直接

计算,读者不难证明,内积与范数之间成立如下等式

〈x,y〉=
1
4
(‖x + y‖

2
- ‖x - y‖

2
+ i‖ x + iy‖

2
- i‖ x - iy‖

2
).

(8)

(8)式称为 � 岿极化恒等式,它表示内积可以用它所导出的范数来表

示.当 X 为实内积空间时,极化恒等式变为

〈x, y〉=
1
4
(‖ x + y‖

2
- ‖ x - y‖

2
). (9)

由 Sch warz 不等式,立即可知内积是两个变元的连续函数,即

当 xn→ x, yn→ y时,有〈xn , yn〉→〈x, y〉( n→∞).事实上,因为

|〈x, y〉-〈xn , yn〉| �≤|〈x, y - yn〉| + |〈x - xn , yn〉|    

≤‖ x‖·‖ y - yn‖ + ‖ x - xn‖‖ yn‖,

因 yn 收敛,故‖ yn‖有界,所以当 n→∞时,上面不等式右端趋于

0,因而〈xn , yn〉→〈x, y〉( n→∞).

§2. 投影定理

设 X 是度量空间, M 是 X 的非空子集, x 是 X 中一点,称
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inf
y∈ M
d( x, y)

为点 � 哆x 到 M 的距离,记为 d( x, M ).在赋范线性空间中,

d( x, M ) = inf
y∈ M
‖ x - y‖. (1)

在许多数学问题中(例如函数逼近论)常常会提出这样的问

题:是否存在 y∈ M ,使

d( x, M ) = ‖ x - y‖ ? (2)

如果存在这样的 y,是否唯一 ? 容易明白,如果不对 M 加上一些

限制,即使在有限维欧氏空间中,对这个问题的回答也是不肯定

的.但当 M 是内积空间中的完备凸子集时,对这个问题可以得到

肯定的回答,为此,先介绍凸集的概念.

设 X 是线性空间, x, y 是 X 中两点,称集合

{ z =αx + (1 - α) y|0≤α≤1}

为 X 中联结点 x 和 y 的线段,记为[ x, y].如果 M 是 X 的子集,

对 M 中的任何两点 x, y,必有[ x, y]� M ,则称 M 为 X 中的 � 緤凸

� �*集.

定理 1(极小化向量定理)  设 X 是内积空间, M 是 X 中非空

凸集,并且按 X 中由内积导出的距离完备,那么对每个 x∈ X,存

在唯一的 y∈ M ,使得

‖ x - y‖ = d( x, M ). (3)

证明  令δ= d( x, M ),由下确界定义,存在 yn∈ M , n = 1,

2,3,⋯,使

δn = ‖ x - yn‖→δ( n→∞). (4)

令 vn = yn - x,则‖ vn‖ =δn ,且

‖ vn + vm ‖ = ‖ yn + ym - 2 x‖ = 2
1
2
( yn + ym ) - x ,

因为 M 是凸集,所以
1
2
( yn + ym )∈ M ,由此可得‖ vn + vm ‖≥

2δ.又因为 yn - ym = vn - v m ,由平行四边形公式,有

‖yn - ym‖
2 �
=‖vn - vm‖

2
= -‖vn + vm‖

2
+2(‖vn‖

2
+‖vm‖

2
)
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≤ - (2δ)
2
+ 2(δ

2

n + δ
2

m ),

由(4)式知,{ yn }是 M 中柯西点列,但 M 按内积导出的距离完

备,因而存在 y∈ M ,使 yn→ y( n→∞).因为 y∈ M ,所以,‖ x -

y‖≥δ;但是

‖ x - y‖≤‖ x - yn‖ + ‖ y - yn‖ =δn + ‖ yn - y‖,

上面不等式右端当 n→∞时,极限为δ,所以得到‖ x - y‖ = δ.

若又有 y0∈ M ,使得‖ x - y0‖ =δ,由平行四边形公式,

‖ y - y0 ‖
2 �
= ‖( y - x) - ( y0 - x)‖

2

=2‖y - x‖
2
+2‖y0 - x‖

2
-‖(y- x)+(y0 - x)‖

2

= 2δ
2
+ 2δ
2
- 4
1
2
( y + y0 ) - x

2

.

由 M 的凸性,
1
2
( y + y0 )∈ M ,所以

1
2
( y + y0 ) - x

2

≥δ
2
,因此

0≤‖ y - y0‖
2
≤4δ

2
- 4δ
2
= 0.

因而‖ y - y0 ‖ = 0,即 y = y0 .这就证明了唯一性.证毕.

当 M 是 X 的完备子空间时, M 当然是 X 中的凸集,所以由

定理 1,立即可以得到下面的推论.

推论 1  设 X 是内积空间, M 是 X 的完备子空间,则对每个

x∈ X,存在唯一的 y∈ M ,使

‖ x - y‖ = d( x, M ).

极小化向量定理是内积空间的一个基本定理,它在微分方程,

现代控制论和逼近论中有重要应用.

下面引入内积空间中向量正交的概念.

定义 1  设 X 是内积空间, x, y 是 X 中两个向量,如果

〈x, y〉= 0,

则称 x 与 y互相 � 碰垂直或 � 碰正交,记为 x⊥ y.如果 X 的子集 A 中每

个向量都与子集 B 中每个向量正交,则称 � 茥A 与 B 正交,记为

A⊥ B,特别当 A 只含有一点 x 时,则称 x 与 B 正交,记为 x⊥ B.

容易知道,对 X 中两个互相正交的向量 x 和 y 成立勾股公式
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‖ x + y‖
2
= ‖ x‖

2
+ ‖ y‖

2
.

有了向量正交的概念,类似于有限维欧几里得空间,就可以在

一般的内积空间中建立起相应的几何学.

引理 1  设 X 是内积空间, M 是 X 的线性子空间, x∈ X,若

存在 y∈ M ,使得‖ x - y‖ = d( x, M ),那么, x - y⊥ M.

证明  令 z = x - y,若 z 不垂直于 M ,那么必有 y1 ∈ M ,使

得

〈z, y1〉≠0. (5)

显然 y1≠0,另一方面,对任何复数α,有

‖ z - αy1 ‖
2 �
=〈z - αy1 , z - αy1〉

=〈z, z〉-珔α〈z, y1〉-α[〈y1 , z〉-珔α〈y1 , y1〉],

令珔α=
〈y1 , z〉
〈y1 , y1〉

,则上式右端方括号中式子为 0,又因‖ z‖ =

d( x, M ),因此

‖ z - αy1‖
2
= ‖ z‖

2
-
|〈z, y1〉|

2

〈y1 , y1〉
< d
2
( x, M ),

但是由于 y + αy1∈ M ,所以

‖ z - αy1‖ = ‖ x - y - αy1‖≥ d( x, M ),

这与‖ z - αy1 ‖ < d( x, M )矛盾.因此, x - y⊥ M .证毕.

设 X 是线性空间, Y 和 Z 是 X 的两个子空间,如果对每个

x∈ X,存在唯一的 y∈ Y 和 z∈ Z,使 x = y + z,则称 X 是 Y 和 Z

的 � 抿直接和,记为 X = Y G Z,其中 Y 和 Z 称为 X 的一对 � 抿互补子空

� 臉间. Z(或 Y)称为 Y( Z)的 � 臉代数补子空间.易知互补子空间必线性

无关,即对任何 y∈ Y 及 z∈ Z,则 y, z 线性无关.例如, X = R
2
,

Y = R,则经过原点的每一条异于 Y 的直线都是 Y 的代数补子空

间.我们最感兴趣的是与 Y 垂直的代数补子空间,即与 R 垂直,

且通过原点的那条直线,称之为 R 的正交补子空间.类似地,也可

以在内积空间中引入正交补子空间的概念.
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定义 2  设 X 是内积空间, M 是 X 的子集,称集合

M
⊥
= { x∈ X| x⊥ M }

为 M 在 X 中的 � 穉正交补.

读者不难证明 M
⊥
是 X 中的闭线性子空间.又由正交补的定

义可知,若 M 是 X 的线性子空间,则 M∩ M
⊥
= {0}.当 X 是 Hil-

bert空间时,我们有下面的投影定理.

定理 2  设 Y 是 Hilbert空间 X 的闭子空间,那么成立

X = YG Y
⊥
. (6)

证明  因为 Y 是 X 的闭子空间,所以 Y 是 X 的完备子空间,

由推论 1 及引理 1,对于任何 x∈ X,存在唯一 y∈ Y 及 z∈ Y
⊥
,

使

x = y + z, (7)

又若另有 y1∈ Y 及 z1 ∈ Y
⊥
,使 x = y1 + z1 ,则 y1 - y = z1 - z,

因 y - y1 ∈ Y, z1 - z∈ Y
⊥
,于是 y1 - y = z1 - z∈ Y ∩ Y

⊥
=

{0},因此, y = y1 , z = z1 ,这就证明了 X = Y G Y
⊥
.证毕.

当 X = Y G Z,且 Y⊥ Z 时,称 X 是 Y 和 Z 的 � 勘正交和,记为

X = Y� Z,因此(6)式可以写成

X = Y� Y
⊥
. (8)

若 y⊥ z, x = y + z,则写 x = y� z.定理 2 告诉我们,当 Y 是 Hil-

bert空间 X 的闭子空间时,对每个 x∈ X,存在唯一 y∈ Y 及 z∈

Y
⊥
,使 x = y� z,称 y 为 x 在空间 Y 上的 � 抡正交投影,简称为 � 抡投

� 胾影.利用投影,可以定义 X 到 Y 上的映射 P 如下:对任一 x∈ X,

令

Px = y,

其中 y 是 x 在 Y 上的投影,称 P 为 X 到 Y 上的 � 臰投影算子.读者不

难证明,投影算子具有下列一系列性质.

1°P是 X 到 Y 上的有界线性算子,且当 Y≠{0}时,‖ P‖ = 1.

2°P X = Y, P Y = Y, P Y
⊥
= {0}.

3°P
2
= P,其中 P

2
= P·P.
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设 X 是内积空间, M 是 X 的子集,记( M
⊥
)
⊥
= M
⊥⊥
,显然

M� M
⊥⊥
. (9)

反之,有下面的引理

引理 2  设 Y 是 Hilbert空间 X 的闭子空间,则成立

Y = Y
⊥⊥
. (10)

证明  由(9),只要证明 Y
⊥⊥
� Y 即可.设 x∈ Y

⊥⊥
,由投影

定理,存在 y∈ Y� Y
⊥⊥
及 z∈ Y

⊥
,使 x = y� z.因为 x∈ Y

⊥⊥
,

并且 Y
⊥⊥
是线性空间,所以 x - y∈ Y

⊥⊥
,因此 z = x - y∈ Y

⊥
∩

Y
⊥⊥
= {0},即 z = 0,所以 x = y∈ Y.这就证明了 Y

⊥⊥
� Y.证

毕.

利用直交补,可以得到内积空间 X 中子集 M 的线性包在 X

中稠密的判断方法.

引理 3  设 M 是 Hilbert空间 X 中非空子集,则 M 的线性包

span M 在 X 中稠密的充要条件为 M
⊥
= {0}.

证明  设 x∈ M
⊥
,若 span M 在 X 中稠密,则 x∈span M,因

此,存在 xn∈span M, n = 1,2,⋯,使 xn→ x( n→∞),又因 x∈ M
⊥
,

所以〈xn , x〉= 0, n = 1,2,⋯,由内积连续性,得到〈x, x〉= 0, 因而

x = 0,即 M
⊥
= {0}.反之,设 M

⊥
= {0},如果 x⊥span M ,则 x⊥

M,即 x∈ M
⊥
,所以 x = 0,因此(span M)

⊥
= {0}.但(span M )

⊥
=

(span M )
⊥
,由投影定理, X = span M,即 span M 在 X 中稠密.证

毕.

§3. 希尔伯特空间中的规范正交系

仿照欧几里得空间中正交坐标系的概念,我们在内积空间中

引入正交系的概念.

定义 1  设 M 是内积空间 X 的一个不含零的子集,若 M 中

向量两两正交,则称 M 为 X 中的正交系,又若 M 中向量的范数

都为 1,则称 M 为 X 中 � 鞘规范正交系.
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例 1  R
n
为 n 维欧氏空间,则向量集

ek = (δk1 ,δk2 ,⋯,δkn ), k = 1,2,⋯, n,

为 R
n
中规范正交系,其中δkj当 k = j时,δkj = 1; k≠j时,δkj = 0.

例 2  在空间 L
2
[0,2π]中,定义内积为

〈f, g〉=
1
π∫
2π

0
f( x) g( x)d x, f, g∈ L

2
[0,2π],

则三角函数系
1

2
,cos x,sin x,⋯,cos nx,sin nx,⋯为 L

2
[0,2π]

中规范正交系.所以内积空间中规范正交系是正交函数系概念的

推广.

正交系有以下基本性质:

1°对正交系 M 中任意有限个向量 x1 , x2 ,⋯, xn ,成立

‖ x1 + x2 + ⋯ + xn‖
2
= ‖ x1‖

2
+ ‖ x2‖

2
+ ⋯ + ‖ xn‖

2
.

(1)

事实上,由于 M 中向量两两正交,所以

∑
n

i = 1

xi
2 @

=〈∑
n

i = 1

xi,∑
n

i = 1

xi〉
= ∑
n

i, j = 1

〈xi, xj〉= ∑
n

i = 1

〈xi, xi〉= ∑
n

i = 1

‖ xi‖
2
.

2°正交系 M 是 X 中线性无关子集.事实上,设 x1 , x2 ,⋯,

xn∈ M ,而且∑
n

i = 1

αi xi = 0,其中 α1 ,⋯,αn 为 n 个数,则对任何

1≤j≤ n,有

0 =〈∑
n

i = 1

αixi, xj〉= αj〈xj, xj〉=αj‖ xj‖2 . (2)

由于 xj≠0,因此αj = 0,所以 x1 , x2 ,⋯, xn 线性无关.这就

证明了 M 是 X 中线性无关子集.
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我们在内积空间中引入规范正交系的目的是要把空间中的向

量关于规范正交系展开成级数,为此,首先介绍一般赋范线性空间

中级数收敛的概念.

定义 2  设 X 是赋范线性空间, xi,i = 1,2,⋯是 X 中一列向

量,α1 ,α2 ,⋯是一列数,作形式级数

∑
∞

i = 1

αi xi, (3)

称 Sn =∑
n

i = 1

αi xi 为级数(3) 的 � ��n项部分和,若存在 x∈ X,使 Sn →

x( n → ∞), 则称级数(3) 收敛,并称 x 为这个 � 荤级数的和,记为

x = ∑
∞

i = 1

αi xi.

若 M 为 X 中规范正交系, e1 ,e2 ,⋯是 M 中有限或可列个向

量,且 x = ∑
∞

i = 1

αiei,则对每个自然数 j,由内积连续性,可以得到

〈x, ej〉=〈∑
∞

i = 1

αiei, ej〉= ∑
∞

i = 1

αi〈ei, ej〉=αj,

所以 x = ∑
∞

j = 1

〈x,ej〉ej.

定义 3  设 M 为内积空间 X 中的规范正交系, x∈ X,称数集

{〈x, e〉| e∈ M }

为向量 x 关于规范正交系 M 的 � 棉傅里叶系数集,而称〈x, e〉为 x 关

于 e的 � 膰傅里叶系数.

例 3  设 X = L
2
[0,2π], M 为例 2 中三角函数系,记 e0 ( x) =

1

2
,e1 ( x) = cos x, e2 ( x) = sin x,⋯, e2 n - 1 ( x) = cos nx, e2 n ( x) =

sin nx,⋯,对于任何 f∈ L
2
[0,2π], f 关于 M 的傅里叶系数集即

为:
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a0 =
1

2π∫
2π

0
f(t)dt=〈f, e0〉,

an =
1
π∫
2π

0
f(t)cos ntdt =〈f, e2 n - 1〉, n = 1,2,⋯,

bn =
1
π∫
2π

0
f(t)sin ntdt=〈f, e2 n〉, n = 1,2,⋯.

所以内积空间 X 中向量 x 关于规范正交系 M 的傅里叶系数实际

上是数学分析中傅里叶系数概念的推广.

下面讨论傅里叶系数的性质.

引理 1  设 X 是内积空间, M 是 X 中规范正交系,任取 M 中

有限个向量 e1 ,e2 ,⋯,en ,那么成立

(1) x -∑
n

i = 1

〈x,ei〉ei
2

= ‖ x‖
2
- ∑
n

i = 1

|〈x,ei〉|
2
≥0;

(2) x -∑
n

i = 1

αiei ≥ x -∑
n

i = 1

〈x,ei〉ei ,其中 α1 ,⋯,αn

为任意 n 个数.

证明  因对任意 n 个数α1 ,⋯,αn ,有

x -∑
n

i = 1

αiei
2 {

=〈x -∑
n

i = 1

αiei, x -∑
n

i = 1

αiei〉
=〈x, x〉-〈∑

n

i = 1

αiei,x〉-〈x,∑
n

i = 1

αiei〉
 +〈∑

n

i = 1

αiei,∑
n

i = 1

αiei〉
= ‖ x‖

2
- 2Re∑

n

i = 1

珋αi〈x,ei〉+ ∑
n

i = 1

|αi|
2
.

令αi =〈x, ei〉,i= 1,2,⋯, n,代入上式即得(1).另一方面,由上

式及结论(1),我们又有
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x -∑
n

i = 1

αiei
2

- x -∑
n

i = 1

〈x, ei〉ei
2

= ∑
n

i = 1

|αi -〈x, ei〉|
2
≥0.

由此知(2)成立.证毕.

从引理 1 中(2)的证明中可以看出,在(2)中仅当

αi =〈x, ei〉, i= 1,2,⋯, n

时,等号才成立.其次还可以看出,若用 e1 , e2 ,⋯, en 的线性组合

逼近 x,则取αi =〈x, ei〉, i= 1,2,⋯, n 时的逼近为最佳.

定理 1(Bessel不等式)  设{ek}是内积空间 X 中的有限或可

数规范正交系,那么对每个 x∈ X,成立不等式

∑
∞

i = 1

|〈x,ei〉|
2
≤‖ x‖

2
. (4)

证明  如果{ek }中只有有限个向量,则结论由引理 1 的(1)立

即可得.当{ ek }可数时,只要在引理 1 的(1)中令 n→∞,即得(4)

式.证毕.

如果 Bessel不等式中等号成立,则称此等式为 � 绬Parseval等式.

引理 2  设{ek }为 Hilbert空间 X 中可数规范正交系,那么成立

(1) 级数∑
∞

i = 1

αiei 收敛的充要条件为级数∑
∞

i = 1

|αi |
2
收敛;

(2) 若 x = ∑
∞

i = 1

αiei,则αi =〈x, ei〉, i= 1,2,⋯,

故 x = ∑
∞

i = 1

〈x, ei〉ei;

(3) 对任何 x∈ X,级数∑
∞

i = 1

〈x,ei〉ei 收敛.

证明  (1) 设 Sn = ∑
n

i = 1

αiei,σn = ∑
n

i = 1

|αi|
2
,由于{ ei }为规范

正交系,所以对任何正整数 m 和 n, n > m,成立
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‖ Sn - S m ‖
2 �
= ‖αm + 1 em + 1 + ⋯ + αnen‖

2
= ∑

n

i = m + 1

|αi|
2

=σn -σm ,

所以{ Sn }是 X 中柯西点列的充要条件为{σn }是柯西数列,由 X

和数域的完备性知,(1)成立.

(2) 前已证过.

(3) 由 Bessel不等式知,级数∑
∞

i = 1

|〈x, ei〉|
2
收敛,由(1)及

(2),知级数∑
∞

i = 1

〈x, ei〉ei 收敛.证毕.

推论 1  设{ ei}是 X 中可数规范正交系,则对任何 x∈ X,

lim
n→ ∞
〈x, en〉= 0. (5)

证明  由引理 1,对任何 x∈ X,级数∑
∞

i = 1

|〈x, ei〉|
2
≤‖ x‖

2

收敛,所以一般项〈x,en〉→0( n→∞).证毕.

当 X 为 L
2
[0,2π], M 为三角函数系时,推论 1 即为黎曼一勒

贝格引理.下面讨论一般规范正交系的 Bessel 不等式.设{ ek , k∈

Λ}是 X 中规范正交系,其中 Λ为一指标集,那么对任一 x∈ X,

Λ中使〈x, ek〉≠0 的指标 k至多只有可数个.事实上,由 Bessel不

等式,易知对任何正整数 m ,使|〈x, ek〉| >
1
m
的指标 k 至多只有

有限个,所以集

{ek|〈x, ek〉≠0} = ∪
∞

m = 1

ek |〈x, ek〉| >
1
m

至多为可数集.由此可以形式地作级数

∑
k∈ Λ

〈x, ek〉ek, (6)

其中和式理解成对所有使〈x, ek〉≠0 的指标 k 相加.因此 Bessel

不等式可以写成
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∑
k∈ Λ

|〈x, ek〉|
2
≤‖ x‖

2
. (7)

我们的兴趣在于什么时候向量 x 可以写成由傅里叶系数所

作级数(6)的和,为此,首先引入完全规范正交系的概念.

定义 4  设 M 是内积空间 X 中的规范正交系,如果

span M = X, (8)

则称 M 是 X 中的 � 辜完全规范正交系.

利用本章§2 引理 3,立即可以得到下列定理.

定理 2  设 M 是 Hilbert空间 X 中规范正交系,那么 M 完全

的充要条件为 M
⊥
= {0}.

这个定理告诉我们,在完全规范正交系中不能再加进新的向

量,使之成为更大的规范正交系.我们也可以用 Parseval等式来检

验规范正交系的完全性.

定理 3  M 是 Hilbert 空间中完全规范正交系的充要条件为

对所有 x∈ X,成立 Parseval等式.

证明  充分性:设 Parseval等式对所有 x∈ X 成立,若 M 不

完全,由定理 2, 存在 x0 ≠ 0, x0 ⊥ M . 所以对任何 e∈ M , 有

〈x0 , e〉= 0,由于对该 x0 成立 Parseval等式

‖ x0‖
2
= ∑
e∈ M

|〈x0 ,e〉|
2
,

所以‖ x0 ‖ = 0,即 x0 = 0,这与 x0 ≠0 矛盾.

必要性:设 M 是 X 中完全规范正交系,对任何 x∈ X,设其非

零傅里叶系数为〈x, e1〉,〈x,e2〉,⋯,由引理 2,级数∑
∞

i = 1

〈x, ei〉ei

收敛,设其和为 y,则对任何正整数 i,有

〈x - y, ei〉 �=〈x, ei〉- ∑
∞

j = 1

〈x,ej〉〈ej,ei〉

=〈x, ei〉-〈x,ei〉= 0.

又对 M 中一切使〈x,e〉= 0 的向量 e,有
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〈x - y,e〉=〈x, e〉- ∑
∞

j = 1

〈x,ej〉〈ej, e〉= 0.

因此, x - y ⊥ M.由 M 的完全性,得到 x - y = 0,即 x = y.所以

x = ∑
∞

j = 1

〈x,ej〉ej. 由 此 得 到 ‖ x‖
2
= ∑
∞

j = 1

| 〈x,ej〉 |
2
=

∑
e∈ M

|〈x,e〉|
2
,即 Parseval等式成立.证毕.

由定理 3 的证明可以看出,当 M 是 Hilbert 空间 X 中完全规

范正交系时, X 中每个向量 x 都可以展开成级数

x = ∑
e∈ M

〈x,e〉e, (9)

(9)式称为向量 x 关于规范正交系 M 的 � 粿傅里叶展开式.

推论 2(Стеклов定理)  设 M 是 Hilbert空间 X 中规范正交

系,若 Parseval等式在 X 的某个稠密子集 A 上成立,则 M 完全.

证明  设 E = span M ,则 E 是 X 中闭线性子空间,因在 A 上

Parseval等式成立,由定理 3,易知对 A 中每个向量 x,都成立

x = ∑
e∈ M

〈x,e〉e,

所以 x∈ E,因而 A� E,由于 E 是闭线性子空间,故有  A� E,但

因  A = X,所以 E = X,即 M 是 X 中完全规范正交系.证毕.

利用推论 2 不难证明例 2 中三角函数系是 L
2
[0,2π]中完全

规范正交系,所以对任何 f∈ L
2
[0,2π], f( x)都可展开成傅里叶

级数

f( x) = a0 + ∑
∞

k = 1

( ak cos kx + bksin kx),

其中等号右端级数是指在 L
2
[0,2π]中平方平均收敛, a0 , ak , bk

分别为例 3 中 f关于三角函数系的傅里叶系数.

由上所述,可见完全规范正交系是研究 Hilbert空间的重要工

具,那么是否每个非零 Hilbert 空间都有完全规范正交系,以及如

何去得到完全规范正交系 ? 为此首先介绍一般的 Gram-Sch midt

正交化过程.
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引理 3  设{ x1 , x2 ,⋯}是内积空间 X 中有限或可数个线性无关

向量,那么必有 X 中规范正交系{e1,e2⋯},使对任何正整数 n,有

span{e1 ,⋯,en } = span{ x1 ,⋯, xn }.

证明  令 e1 =
x1

‖ x1‖
, 则 ‖ e1 ‖ = 1, 且 span { e1 } =

span{ x1 },令 v2 = x2 -〈x2 , e1〉e1 ,因为 x1 , x2 线性无关,所以 v2

≠0,且 v2 ⊥ e1 .令 e2 =
v2

‖ v2‖
,则‖ e2 ‖ = 1,且 e2 ⊥ e1 .显然

span{ e1 , e2 } = span{ x1 , x2 }.如果已作了 e1 , e2 , ⋯, en - 1 ,其中

‖ei‖ = 1, i= 1,2,⋯, n - 1,并且两两正交,满足 span{ e1 ,⋯,

en - 1 } = span{ x1 ,⋯, xn - 1 },则令 vn = xn - ∑
n - 1

k = 1

〈xn, ek〉ek .由 x1 ,

⋯, xn 线性无关,知 vn≠0,令 en =
vn

‖ vn‖
,则‖ en‖ = 1,且 en⊥

ei,i = 1,2,⋯, n - 1.又显然满足 span{ e1 ,⋯, en } = span{ x1 ,⋯,

xn }.这样一直下去,即可得到所要求的规范正交系.证毕.

引理 3 的过程称为 � 莉Gram-Schmidt 正交化过程, 容易明白,

∑
n - 1

i = 1

〈xn ,ei〉ei 是向量 xn 在空间 span{ x1 ,⋯, xn - 1 } 上的投影.

定理 4  每个非零 Hilbert 空间必有完全规范正交系.

证明  只对可分的情况证明.设 X 为可分 Hilbert 空间,则存

在有限或可数个向量{ xi},使span{ xi} = X,不妨设{ xi }为 X 中的

线性无关子集,否则可取{ xi}中的线性无关子集.由引理 3,存在

有限或可数的规范正交系{ei},使对任何自然数 n,成立

span{e1 ,⋯,en } = span{ x1 ,⋯, xn },

所以,由{ei }张成的线性空间包含{ xi },因此span{ei}�span { xi} =

X,即{ei}是 X 中完全规范正交系.证毕.
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可以证明,如果 M 及 M 1 同为 Hilbert 空间 X 的完全规范正

交系,那么 M 和 M 1 具有相同的基数,称这个基数为 X 的 � 吨Hilbert

� 穵维数,若 X = {0},则定义 X 的 Hilbert 维数为 0.由 Gram-Sch midt

正交化过程易知,当 X 是有限维空间时, Hilbert 维数与线性维数

一致.

为了研究 Hilbert 空间及其上的线性算子,把一个抽象的 Hil-

bert空间表示成一个具体的 Hilbert空间是有好处的.

定义 5  设 X 和 X 是两个内积空间,若存在 X 到 X 上的映

射 T,使对任何 x, y∈ X 及数α,β,满足

T(αx + βy) = αTx + βTy, (10)

〈Tx, Ty〉=〈x, y〉,

则称 X 和 X 同构,并称 T 为 X 到 X 上的 � 渐同构映射.

定理 5  两个 Hilbert 空间 X 与 X 同构的充要条件是 X 与 X

具有相同的 Hilbert 维数.

证明  若 X 与 X 同构, T 为 X 到 X 上的同构映射,由(10)易

知 T 将 X 中完全规范正交系映射成 X 中完全规范正交系,并且

T 是一对一的,所以 X 与 X 具有相同的 Hilbert 维数.反之,若 X

与 X 的 Hilbert维数相同,不妨设 X≠{0},否则结论是平凡的.设

M 和 M 分别为 X 和 X 中完全规范正交系,由假设, M 和 M 具有

相同的基数,所以可将 M 与 M 分别写成 M = { ek , k∈Λ}, M =

{ek, k∈Λ},其中 Λ为与 M 和 M 等基数的指标集,由定理 3 及

(9)式,对任何 x∈ X 及 x∈ M ,有

x = ∑
k∈ Λ

〈x,ek〉ek,   x = ∑
k∈ Λ

〈x, ek〉ek ,

并且∑
k∈ Λ

|〈x, ek〉|
2
= ‖ x‖

2
< ∞,∑

k∈ Λ

|〈x,ek〉|
2
= ‖ x‖

2
< ∞,
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设 x = ∑
k∈ Λ

〈x, ek〉ek,令 T x = ∑
k∈ Λ

〈x, ek〉ek,由引理 2, Tx∈ X,

且对 X 中任意两个向量, x = ∑
k∈ Λ

〈x, ek〉ek , y = ∑
k∈ Λ

〈y,ek〉ek,成

立

〈Tx, Ty〉 D=〈∑k∈ Λ〈x, ek〉ek ,∑k∈ Λ〈y,ek〉ek〉
= ∑
k∈ Λ

〈x,ek〉〈y, ek〉=〈x, y〉.

又若 x = ∑
k∈ Λ

〈x, ek〉ek 为 X 中任何向量,令 x = ∑
k∈ Λ

〈x,ek〉ek,由

引理 2 知 x∈ X,显然 Tx = x,即 T 是到 X 上的映射.易知 T 也

保持线性运算不变,所以 T 为 X 到 X 上同构映射,即 X 与 X 同

构.证毕.

对于可分 Hilbert空间,由定理 5,并利用 Gram-Sch midt方法,

立即可以得到下面的推论.

推论 3  任何可分 Hilbert 空间必和某个 R
n
或 l
2
同构.

§4. 希尔伯特空间上的连续线性泛函

现在我们利用§2 的投影定理来研究 Hilbert 空间上连续线

性泛函的一般形式.

定理 1(Riesz定理)  设 X 是 Hilbert 空间, f 是 X 上连续线

性泛函,那么存在唯一的 z∈ X,使对每个 x∈ X,有

f( x) =〈x, z〉, (1)

并且‖f‖ = ‖ z‖.

证明  若 f = 0,则令 z = 0,结论自然成立.若 f≠0,令 N( f)

为 f 的零空间,由(1)可知,如果这样的 z 存在,那么必有 z∈

N( f)
⊥
.因 f≠0,所以 N( f)≠ X,又因 f是 X 上连续线性泛函,由

第八章§1 定理 2, N( f)为 X 的闭子空间,所以完备.由投影定理,
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N( f)
⊥
≠{0}.设 z0≠0, z0 ∈ N( f)

⊥
,对任何 x∈ X,令 v = f( x) z0

- f( z0 ) x,则 f( v) = f( x) f( z0 ) - f( z0 )f( x) = 0,即 v∈N( f).所

以 0 =〈v, z0〉=〈f( x) z0 - f( z0 ) x, z0〉= f( x)〈z0 , z0〉- f( z0 )

〈x, z0〉,由于〈z0 , z0〉= ‖ z0‖
2
≠0,所以

f( x) =
f( z0 )

‖ z0 ‖
2〈x, z0〉=〈x,

f( z0 )

‖ z0‖
2 z0〉.

令 z =
f( z0 )

‖ z0‖
2 z0 ,则 f( x) =〈x, z〉.又若另有 z1 ∈ X,使对任何

x∈ X,成立 f( x) =〈x, z1〉,那么〈x, z - z1〉= 0.特取 x = z -

z1 ,则‖ z - z1‖
2
=〈z - z1 , z - z1〉= 0.所以 z = z1 .这就证明了

唯一性.下证‖ f‖ = ‖ z‖,只要对 f≠0 证明即可.因 f≠0,所

以 z≠0,由(1)式,令 x = z,则

‖ z‖
2
=〈z, z〉= f( z)≤‖f‖‖ z‖,

所以‖ z‖≤‖ f‖.反之,由 Sch warz 不等式,

| f( x)| = |〈x, z〉|≤‖ x‖‖ z‖,

因此,‖ f‖≤‖ z‖,因而得到‖ f‖ = ‖ z‖.证毕.

对每个 y∈ X,令 Ty = fy,其中 fy 为 X 上如下定义的泛函:

fy( x) =〈x, y〉, x∈ X,

显然, fy 是 X 上连续线性泛函,并且由 Riesz 定理, T 是 X 到 X
*

上的映射,其中 X
*
表示 X 上连续线性泛函全体所成的 Banach 空

间,又‖ Ty‖ = ‖ y‖.容易看出,对任何 x, y∈ X 及任何数α,β,

成立

T(αx + βy) =珔αTx +珋βTy. (2)

事实上,对任何 z∈ X,有

T(αx + βy)( z) �=〈z,αx + βy〉=珔α〈z, x〉+珋β〈z, y〉

=珔αT x( z) +珋βTy( z) = (珔αTx +珋βTy)( z),

所以(2)式成立.称满足(2)式的映射 T 是 � �%复共轭线性映射.所以

映射 Ty = fy 是 X 到 X
*
上保持范数不变的复共轭线性映射,称为
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复共轭同构映射.若存在 Hilbert 空间 X 到 X 上的复共轭同构映

射,则称 X 与 X 是 � ��复共轭同构,并不加以区别视为同一,写成 X =

X.因此,当 X 是 Hilbert空间时, X = X
*
,即 X 是 � 粪自共轭的.

设 X 是 n 维内积空间, e1 ,⋯, en 为 X 中规范正交系, A 为 X

到 X 中线性算子,由第八章§1 例 5 知, A 与 n 阶矩阵( aij )相对

应,其中 aij =〈Aej,ei〉,i,j= 1,2,⋯, n.令( bij)表示矩阵( aij )的

共轭转置矩阵,即 bij = aji,i, j= 1,2,⋯, n,记( bij)所对应算子为

A
*
,则

〈A
*
ej, ei〉= bij = aji =〈Aei, ej〉=〈ej, Aei〉,

或

〈Aei,ej〉=〈ei, A
*
ej〉.

因此,对 X 中任何向量 x = ∑
n

i = 1

xiei 及 y = ∑
n

i = 1

yiei,有

〈Ax, y〉= ∑
n

i, j = 1

xi珔yj〈Aei, ej〉= ∑
n

i, j = 1

xi珔yj〈ei, A
*
ej〉=〈x, A

*
y〉.

下面我们把有限维空间中共轭转置矩阵的概念推广到一般内

积空间中去.

定理 2  设 X 和 Y 是两个 Hilbert空间, A∈B( X→ Y),那么

存在唯一的 A
*
∈B( Y→ X),使对任何 x∈ X 及 y∈ Y,成立

〈Ax, y〉=〈x, A
*
y〉, (3)

并且‖ A
*
‖ = ‖ A‖.

证明  对任何 y∈ Y,令

fy( x) =〈Ax, y〉, x∈ X,

由于 A∈B( X→ Y),易知 fy 是 X 上线性泛函,并且由 Sch warz 不

等式,成立

  | fy ( x)| �= |〈Ax, y〉|

≤‖ Ax‖·‖ y‖≤‖ A‖·‖ x‖·‖ y‖, x∈ X,

即 fy∈ X
*
,并且‖ fy‖≤‖ A‖·‖ y‖.由 Riesz 表示定理,存在
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唯一 z∈ X,使对任何 x∈ X,成立

〈Ax, y〉= fy ( x) =〈x, z〉,

并且‖ fy‖ = ‖ z‖.令 A
*
y = z,则〈Ax, y〉=〈x, A

*
y〉.下证

A
*
∈B( Y→ X).事实上,对任何 y, z∈ Y 及数α,β,因为当 x∈

X 时,成立

〈Ax,αy + βz〉 �=珔α〈A x, y〉+珋β〈Ax, z〉

=珔α〈x, A
*
y〉+珋β〈x, A

*
z〉

=〈x,αA
*
y + βA

*
z〉,

所以 A
*
(αy + βz) = αA

*
y + βA

*
z,即 A

*
是线性算子.又由 A

*

定义,对任何 y∈ Y,有‖ A
*
y‖ = ‖ fy‖≤‖ A‖‖ y‖,因此,

A
*
∈B( Y→ X),且‖ A

*
‖≤‖ A‖.另一方面,在(3)中,令 y =

A x,则有

‖ A x‖
2 /
=〈x, A

*
A x〉≤‖ x‖‖ A

*
A x‖

≤‖ x‖‖ A
*
‖‖ A x‖,

因此当 Ax≠0 时,成立

‖ A x‖≤‖ A
*
‖‖ x‖. (4)

当 Ax = 0 时,(4)式自然成立,因而‖ A‖≤‖ A
*
‖.这就证明了

‖ A‖ = ‖ A
*
‖.又若另有算子 B∈ B( Y → X),使对任何 x∈

X, y∈ Y 成立

〈Ax, y〉=〈x, By〉,

则〈x,( B - A
*
) y〉= 0.令 x = ( B - A

*
) y,则‖( B - A

*
) y‖ =

0,即 By = A
*
y.因此, B = A

*
.证毕.

定义 1  设 A 是 Hilbert 空间 X 到 Hilbert 空间 Y 中的有界

线性算子,则称定理 2 中的算子 A
*
为 A 的 � 亩Hilbert 共轭算子,或

简称为 � 臰共轭算子.

关于共轭算子有以下基本性质:

1°( A + B)
*
= A
*
+ B
*
;

2°(αA)
*
= 珔αA

*
;

3°( A
*
)
*
= A;

·952·



4°‖ A
*
A‖ = ‖ A A

*
‖ = ‖ A‖

2
,由此可知 A

*
A = 0 等价

于 A = 0;

5°当 X = Y 时,( A B)
*
= B
*
A
*
.

我们只证 4°,其余留给读者自行证明.事实上,由 Sch warz 不

等式,

‖ A x‖
2 �
=〈Ax, A x〉=〈x, A

*
A x〉≤‖ A

*
A x‖‖ x‖

≤‖ A
*
A‖‖ x‖

2
.

所以‖ Ax‖≤‖ A
*
A‖
1
2 ‖ x‖.因此‖ A‖≤‖ A

*
A‖
1
2 .又因

‖ A
*
A‖≤‖ A

*
‖.‖ A‖ = ‖ A‖

2
,所以‖ A

*
A‖ = ‖ A‖

2
.

在上 面证明过程中,用 A
*
代 A, 并 由 3°, ( A

*
)
*
= A, 得到

‖ A A
*
‖ = ‖( A

*
)
*
A
*
‖ = ‖ A

*
‖
2
= ‖ A‖

2
.这就证明了 4°

成立.

§5. 自伴算子、酉算子和正常算子

在矩阵理论中,我们已经研究过 Hermitian 阵,酉阵和正常

阵,下面我们要在 Hilbert 空间中建立起相应的自伴算子、酉算子

和正常算子的概念,并讨论这些算子的一些基本性质.

定义 1  设 T 为 Hilbert 空间 X 到 X 中的有界线性算子,若

T = T
*
,则称 T 为 X 上的 � 聲自伴算子;若 T T

*
= T
*
T,则称 T 为

X 上 � 肍正常算子;若 T 是 X 到 X 上的一对一映射,且 T
*
= T
- 1
,则

称 T 为 X 上的 � 妙酉算子.

当 T 是自伴算子时,由 T
*
的定义,对一切 x, y∈ X,成立

〈Tx, y〉=〈x, Ty〉. (1)

显然自伴算子必为正常算子.又由酉算子定义,成立

T
*
T = T T

*
= I, (2)

其中 I为 X 上恒等算子;反之,若(2)式成立,则 T 为 X 上酉算

子.由(2)式知,酉算子必为正常算子.正常算子不一定是酉算子或
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自伴算子,例如 T = 2iI,则 T
*
= - 2iI,所以 T T

*
= T
*
T = 4I,

即 T 是正常算子,但显然 T 不是自伴算子和酉算子.

为了讨论这些算子的一些基本性质,首先证明下面的引理.

引理 1  设 T 为复内积空间 X 上有界线性算子,那么 T = 0

的充要条件为对一切 x∈ X,成立

〈Tx, x〉= 0. (3)

证明  若 T = 0,显然有〈Tx, x〉= 0;反之,如果(3)式对一切

x∈ X 成立,对任何 x, y∈ X 及数α,令 v = αx + y,由条件得

 0 =〈Tv, v〉 �= |α|
2
〈Tx, x〉+〈Ty, y〉+ α〈Tx, y〉+珔α〈Ty, x〉

=α〈Tx, y〉+ 珔α〈Ty, x〉. (4)

令α= i,则珔α= - i,此时由(4)式.

〈T x, y〉-〈Ty, x〉= 0. (5)

又若令α= 1,则由(4)式可得

〈T x, y〉+〈Ty, x〉= 0. (6)

将(5)式与(6)式相加,得到〈Tx, y〉= 0,由于 x, y 是 X 中的任意

向量,所以 T = 0.证毕.

定理 1  设 T 为复 Hilbert空间 X 上有界线性算子,则 T 为

自伴算子的充要条件为对一切 x∈ X,〈Tx, x〉是实数.

证明  若 T 为自伴算子,则对所有 x∈ X,有

〈Tx, x〉=〈x, Tx〉=〈T x, x〉,

因此〈T x, x〉是实数;反之,如果对所有 x∈ X,〈Tx, x〉皆为实

数,则

〈Tx, x〉=〈Tx, x〉=〈x, T
*
x〉=〈T

*
x, x〉,

所以〈( T - T
*
) x, x〉= 0.由引理 1, T = T

*
,即 T 自伴.证毕.

下面讨论自伴算子的运算.由定义立即可知,若 T1 和 T2 是

X 上两个自伴算子,则 T1 + T2 , T1 - T2 仍为 X 上自伴算子,关

于乘法我们有下面的定理.

定理 2  设 T1 和 T2 是 Hilbert 空间 X 上两个自伴算子,则

T1·T2 自伴的充要条件为 T1·T2 = T2·T1 .
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证明  由共轭算子性质,( T1·T2 )
*
= T
*

2 ·T
*

1 = T2·T1 ,所

以 T1·T2 自伴的充要条件为 T2·T1 = T1·T2 .证毕.

定理 3  设{ T n }是 Hilbert 空间 X 上一列自伴算子,并且

lim
n→∞
T n = T,那么 T 仍为 X 上自伴算子.

证明  因‖ T n - T ‖→0( n→∞),由于‖( Tn - T)
*
‖ =

‖ T n - T‖,所以 lim
n→ ∞
T
*

n = T
*
,但 Tn 自伴,故 lim

n→ ∞
T
*

n = T,因此

由极限的唯一性,成立 T
*
= T.证毕.

上面这些定理对进一步研究自伴算子,特别是研究自伴算子

谱理论是很有用的.下面讨论酉算子的一些基本性质.

定理 4  设 U 及 V 是 Hilbert 空间 X 上两个酉算子,那么

(1) U 是保范算子,即对任何 x∈ X,成立‖ U x‖ = ‖ x‖;

(2) 当 X≠{0}时,‖ U‖ = 1;

(3) U
- 1
是酉算子;

(4) U V 是酉算子;

(5) 若 U n, n = 1,2,⋯是 X 上一列酉算子,且{ U n }收敛于有

界算子 A,则 A 也为酉算子.

证明  (1),由酉算子定义,

‖ U x‖
2
=〈U x, U x〉=〈x, U

*
U x〉=〈x, x〉= ‖ x‖

2
.

(2) 由(1)立即可得.

(3) 因 U 为一一到上,故 U
- 1
也一一到上,并且由于( U

- 1
)
*
=

U
* *
= U = ( U

- 1
)
- 1
,所以 U

- 1
仍为酉算子.

(4) 因 U 及 V 为酉算子,故为一一到上映射,所以 U·V 仍

为一一到上映射,且( U· V )
*
= V

*
· U

*
= V
- 1
· U

- 1
= ( U·

V)
- 1
,所以 U·V 仍为酉算子.

(5) 当 n→∞时,因 Un→ A,所以‖ U
*

n - A
*
‖ = ‖ U n - A‖

→0,即 U
*

n → A
*
,因此 A

*
A = lim
n→∞
U
*

n U n = I.同理可证 A A
*
= I.

故 A 为酉算子.证毕.

定理 4 中(1)的逆命题不一定成立,即保范算子不一定为酉
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算子.

例 1  设 X = l
2
, T 为 l

2
中如下定义的算子,对任何(ξ1 ,ξ2 ,

ξ3 ,⋯)∈l
2
,令

T(ξ1 ,ξ2 ,ξ3 ,⋯) = (0,ξ1 ,ξ2 ,⋯).

显然 T 是 l
2
到 l
2
中的线性算子,并且

‖ T(ξ1 ,ξ2 ,ξ3 ,⋯)‖
2
= ∑
∞

i = 1

|ξi|
2
= ‖(ξ1 ,ξ2 ,ξ3 ,⋯)‖

2
,

所以 T 是保范算子.但 T 的像为 l
2
中第一个坐标为 0 的向量全

体.故 T 不映射到上,因此不为酉算子.称 T 为 l
2
上 � 籓单向移位算

� 或子.

定理 5  设 T 为复 Hilbert 空间 X 上有界线性算子,那么 T

是酉算子的充要条件为 T 是映射到上的保范算子.

证明  由定理 4 的(1),只要证充分性即可.设 T 为 X 到 X

上的保范算子,所以 T 是一对一的,并且对任何 x∈ X,有

〈T
*
Tx, x〉=〈T x, Tx〉=〈x, x〉,

所以〈( T
*
T - I) x, x〉= 0.由引理 1, T

*
T = I.又因 T 是映射到

X 上的,故 T
- 1
在全空间 X 上有定义.由于 T

*
T = I, 所以

T
*
T T
- 1
= T
- 1
,即 T

*
= T
- 1
.这就证明了 T 是酉算子.证毕.

下面介绍正常算子的一些基本性质.设 T 是复 Hilbert 空间

X 上的有界算子,令

A =
T + T

*

2
,   B =

T - T
*

2i
,

容易证明 A 和 B 是自伴算子,并且有 T = A + iB.称 A 和 B 分别

为算子 T 的实部和虚部,并称 T = A + iB 为算子 T 的笛卡儿分

解.

定理 6  设 T 是复 Hilbert 空间 X 上有界线性算子, A + iB

为 T 的笛卡儿分解,则 T 为正常算子的充要条件为 A B = B A.

证明  因 T
*
= ( A + iB)

*
= A
*
- iB

*
= A - iB,

所以
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T T
*
= ( A + iB)( A - iB) = A

2
+ B
2
- i A B +i BA,

T
*
T = ( A - i B)( A + iB) = A

2
+ B
2
- iB A + iA B,

因此, T
*
T = T T

*
的充要条件为 B A - A B = - B A + AB, 即

B A = A B.证毕.

定理 7  设 T 为复 Hilbert空间 X 上有界线性算子,则 T 为

正常算子的充要条件为对任何 x∈ X,成立‖ T
*
x‖ = ‖ Tx‖.

证明  必要性:若 T
*
T = T T

*
,则对任何 x∈ X,成立

‖ T
*
x‖
2 j
=〈T

*
x, T

*
x〉=〈T T

*
x, x〉=〈T

*
Tx, x〉

=〈Tx, Tx〉= ‖ Tx‖
2
,

所以‖ T
*
x‖ = ‖ T x‖.

充分性:若对任何 x∈ X,成立‖ T
*
x‖ = ‖ Tx‖,则

〈( T
*
T - T T

*
) x, x〉 �=〈T

*
Tx, x〉-〈T T

*
x, x〉

= ‖ Tx‖
2
- ‖ T

*
x‖
2
= 0.

由引理 1, T
*
T = T T

*
,即 T 是 X 上正常算子.证毕.

第九章习题

1. 设{ xn }是内积空间 X 中点列,若‖ xn‖→‖ x‖( n→∞),且对一切

y∈ X 有〈xn , y〉→〈x, y〉( n→∞),证明 xn→ x( n→∞).

2. 设 X 1 , X 2 ,⋯, X n ,⋯是一列内积空间,令

X = { xn } | xn ∈ X n ,∑
∞

n = 1

‖ xn‖
2
< ∞ ,

当{ xn},{ yn }∈ X 时,规定α{ xn } + β{yn } = {αxn + βyn },其中α,β是数,

〈{ xn },{ yn }〉= ∑
∞

n = 1

〈xn , yn〉,

证明: X 是内积空间,又当 X n 都是 Hilbert 空间时,证明 X 也是 Hilbert 空

间.

3. 设 X 是 n 维线性空间,{e1 , e2 ,⋯, en }是 X 的一组基,证明〈x, y〉成

为 X 上内积的充要条件是存在 n× n正定方阵 A = ( aμν),使得

〈∑
n

ν= 1

xνeν,∑
n

ν= 1

yνeν〉 = ∑
n

μ,ν= 1

aμνxμ珔yν.
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4. 设 X 是实内积空间,若‖ x + y‖
2
= ‖ x‖

2
+ ‖ y‖

2
,则 x⊥ y,当 X

是复内积空间时,这个结论是否仍然成立 ?

5. 证明:内积空间 X 中两个向量 x, y 垂直的充要条件是:对一切数α,

成立‖ x +αy‖≥‖ x‖.

6. 设 X 是 Hilbert 空间, M � X,并且 M≠ ,证明( M ⊥ )⊥是 X 中包含

M 的最小闭子空间.

7. 设{en }是 L
2
[ a, b]中的规范正交系,说明两元函数列 en ( x) em ( y)

( n, m = 1,2,3,⋯)是 L
2
([ a, b]×[ a, b])中的规范正交系,若{en }完全,则

两元函数列 en ( x) em ( y)( n, m = 1,2,3,⋯)也是完全的.

8. 设 e1 , e2 ,⋯ en 为内积空间 X 中规范正交系,证明: X 到 span{ e1 ,

e2 ,⋯,en }的投影算子 P 为

Px = ∑
n

ν= 1

〈x,eν〉eν, x∈ X.

9. 设 X 为可分 Hilbert空间,证明 X 中任何规范正交系至多为可数集.

10. 设 X 是内积空间, X
*
是它的共轭空间,fz 表示 X 上线性泛函fz ( x)

=〈x, z〉,若 X 到 X
*
的映射 F: z→ fz 是一一到上的映射,则 X 是 Hilbert

空间.

11. 设 X 和 Y 为 Hilbert 空间, A 是 X 到 Y 中的有界线性算子,N( A)和

R ( A)分别表示算子 A 的零空间和值域,证明

N( A) = R ( A
*
)
⊥
,N( A

*
) = R ( A)

⊥

R ( A) = N( A * )⊥ , R ( A * ) = N( A)⊥ .

12. 设 T 是 Hilbert 空间 X 中有界线性算子,‖ T‖≤1,证明:

{ x| T x = x} = { x| T
*
x = x}.

13. 设 H 是 Hilbert 空间, M 是 H 的闭子空间, x0∈ H,证明:

min{‖ x - x0‖| x∈ M } = m ax{|〈x0 , y〉|| y∈ M
⊥ ,‖ y‖ = 1}.

14. 设 H 是复 Hilbert 空间, M 为 H 的闭子空间,则 M 为 H 上某个非零

连续线性泛函的零空间的充要条件是 M⊥是一维子空间.

15. 设 T 为 Hilbert 空间 X 上正常算子, T = A + i B 为 T 的笛卡儿分

解,证明:

(1) ‖ T‖2 = ‖ A2 + B2‖,

(2) ‖ T
2
‖ = ‖ T‖

2
.
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16. 证明: A 是实内积空间 X 上自伴算子时, A = 0 的充要条件为对所

有 x∈ X,成立〈Ax, x〉= 0.

17. 设 U 是 Hilbert空间 L
2
[0,2π]中如下定义的算子:

( U f)( t) = eitf( t), f∈ L2 [0,2π],

证明 U 是酉算子.

18. 设 Ω是平面上有界 L 可集测, L
2
(Ω)表示 Ω上关于平面 L 测度平

方可积函数全体,对每个 f∈ L2 (Ω),定义

( Tf)( z) = zf( z), z∈Ω,

证明 T 是正常算子.
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第十章  巴拿赫(Banach)

空间中的基本定理

  从第七章涉足泛函分析领域之后,我们已经看到了泛函分析

方法的威力.例如一些原本相距甚远的种种收敛概念,结果都可以

统一地看作是在某种空间依某种意义的度量收敛.抽象概括好比

登高望远,把许多数学内涵揭示得十分清楚.平方可积函数空间的

出现,把三角级数的理论一下子提升到更加宏观的水平.正如杜甫

的登泰山诗所云:“会当凌绝顶,一览众山小”.

但是,概括抽象、拓宽数学视野只是泛函分析方法威力的一个

方面,更为重要的是它的深刻性:可以看到古典分析方法所看不到

的东西.本章所叙述的四个基本定理,揭示了泛函分析方法的深刻

一面.

第一个定理,称为汉恩 - 巴拿赫( Hahn - Banach)泛函延拓定

理,正如 X Y 平面上的一条直线 ax + by = 0,可以延拓为 X Y Z 空

间中的平面 ax + by + cz = 0 一样,无限维的赋范线性空间中的泛

函也可以由子空间上的泛函延拓而来。这一定理保证了有足够多

的泛函存在,以至把 C[ a, b]等空间上的所有泛函都找出来(黎曼

积分仅是 C[ a, b]上的一个泛函),形成它们的共轭空间,这种空

间之间的对应关系,揭示了深层次的分析学联结.

接下来的两个定理很出乎人们的意外.一致有界性定理说“巴

拿赫空间上一个泛函如果点点有界,那么就一致有界”.逆算子定理

说,“如果巴拿赫空间之间的一个连续线性算子是一对一的,那么不

仅逆算子存在,而且逆算子还是连续的”.表面上这似乎和数学分析

中的结论相违背,其实这是无限维空间上线性泛函和线性算子的特
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征.微积分研究的是有限维空间上“非线性”函数的特性(可导是近

似线性),泛函分析处理的却是无限维空间上的“线性”泛函(算子)

性质,二者有联系,但有区别.细细体会,可以明白其中的奥妙.

更令人惊奇的是,运用上面两个定理可以看到:一些原本在古

典分析不能处理(或者很难处理)的问题,在这里却一眼就看穿了.

比如“在给定的 t0 ∈[0,2π]处,总有一个连续函数的傅里叶级数

在该点发散”.用数学分析方法正面处理很难,可它只是一致有界

原理的一个简单推论.求解微分方程、积分方程,往往就是求逆算

子的问题,一旦知道逆算子是连续算子,可以得到的信息当然非常

宝贵.本章处理的类似结果很多(包括习题),可以说美不胜收.

第四个定理是闭图像定理,它只是逆算子定理的推论,相比之

下,较不重要.

§1. 泛函延拓定理

本节所讨论的问题是:任何非零赋范空间上是否有非零连续

线性泛函 ? 如果有,是否有足够多 ? 这些问题与下面的泛函延拓

问题有关,即在一个子空间(哪怕是有限维子空间)上连续线性泛

函是否可以延拓成为整个空间上的连续线性泛函而保持范数不

变 ? 这些都是泛函分析中的最基本问题.

我们把问题提得更具体一些.设 X 是赋范线性空间, Z 是 X

的子空间, f 是 Z 上连续线性泛函,令‖ f‖ Z = sup
x∈ Z
‖ x‖ = 1

| f( x)|,则

‖f‖ Z < ∞,于是当 x∈ Z 时,有| f( x)|≤‖ f‖ Z ‖ x‖,现在

问:是否存在整个空间 X 上的连续线性泛函珓f,使当 x∈ Z 时,有

珓f( x) = f( x),并且‖珓f‖ X = ‖ f‖ Z ,即对任何 x∈ X,成立|珓f( x)|

≤‖f‖ Z‖ x‖ ?

为了解决这个问题,我们令 p( x) = ‖ f‖ Z ‖ x‖,则 p( x)

是在整个 X 上有定义的泛函,并且满足
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1°p(αx) = |α| p( x), x∈ X,α为数;

2°p( x + y)≤ p( x) + p( y), x, y∈ X,

称 X 上满足条件 1°和 2°的泛函为 � 穐次线性泛函.这样,前面所提问

题可以化成下面更一般的问题:设 f是线性空间 X 的子空间 Z 上

定义的线性泛函, p ( x)是 X 上次线性泛函,满足 | f( x)| ≤

p( x), x∈ Z,问是否存在 X 上定义的线性泛函珘f,使在 Z 上成立

珘f( x) = f( x),并且满足|珘f( x)|≤ p( x), x∈ X ?

定理 1( Hahn-Banach 泛函延拓定理)  设 X 是实线性空间,

p( x)是 X 上次线性泛函.若 f是 X 的子空间 Z 上的实线性泛函,

且被 p( x)控制,即满足

f( x)≤ p( x), x∈ Z,

则存在 X 上的实线性泛函珘f,使当 x∈ Z 时,有珘f( x) = f( x),并

且在整个空间 X 上仍被 p( x)控制,

珘f( x)≤ p( x), x∈ X.

证明  不妨设 Z 为 X 的真子空间,否则结论是平凡的.我们

首先证明 f可以延拓成比 Z 多一维的 X 的子空间上并且在该子

空间上仍被 p( x)控制.因 Z≠ X,存在 x0∈ X,但 x0 ú Z.记 Y 为

由 Z 和 x0 所张成的线性子空间,则 Y 中任何元素 y,可以被唯一

地表示成为 y = x + tx0 ,其中 x∈ Z, t 是实数.事实上,若又有

y = x1 + t1 x0 , x1∈ Z,t1 为实数,则有 x - x1 = (t1 - t) x0 ,但 x

- x1 ∈ Z, x0≠0,且 x0 ú Z,所以必须 t1 - t = 0,因而 t1 = t, x1 =

x0 .我们首先把 Z 上的泛函 f 延拓到 Y 上.如果线性泛函 g 是 f

在 Y 上的延拓,则对 Y 中任意向量 y = x + tx0 , x∈ Z, t 为实数,

有

g( y) = f( x) + tg( x0 ),

其中 f( x)是已知的(因 x∈ Z), y 给定后, t 也唯一确定了,因此

要确定 g在 y 的值,只要确定与 x 和 t都无关的实数值 g( x0 ),使

对任何 y∈ Y,都有 g( y)≤ p( y),即只要寻找实数 c,使不等式
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f( x) + tc≤ p( x + tx0 )对一切 x∈ Z 和一切实数 t成立,为此,只

要寻找实数 c,使对一切 x∈ X 和一切 t> 0,不等式

c≤
1
t
p( x + tx0 ) - f( x) = p

x
t
+ x0 - f

x
t

和对一切 x∈ X, t< 0,不等式

c≥
1
t
[ p( x + tx0 ) - f( x)] = - p

x
- t
- x0 + f

x
- t

同时成立即可,也就是说 c必须同时满足下列两个不等式:

c≤ p( x′+ x0 ) - f( x′), x′∈ Z,

c≥ - p( x″- x0 ) + f( x″), x″∈ Z.

显然要使满足上述两个不等式的实数 c存在,须且只须不等式

- p( x″- x0 ) + f( x″)≤ p( x′+ x0 ) - f( x′),

即不等式

f( x′) + f( x″)≤ p( x″- x0 ) + p( x′+ x0 )

对一切 x′, x″∈ Z 成立.但由于 p 为次线性泛函,而 f 又在 Z 上

被 p 控制,所以对任何 x′, x″∈ Z,成立

f( x′) + f( x″)  = f( x′+ x″)≤ p( x′+ x″)≤ p( x″- x0 )

 + p( x′+ x0 ),

所以要寻找的 c确实存在.事实上,只要取 c满足

sup
x″∈ Z
[ - p( x″- x0 ) + f( x″)]≤c≤inf

x′∈ Z
[ p( x′+ x0 ) - f( x′)]

即可.这样一来,我们证明了的确存在 Y 上的线性泛函 g,使 g 是

f 的延拓,且仍然保持着 g( x)≤ p( x), x∈ Y.

下面证明存在全空间上定义的实线性泛函珘f,使珘f 是 f 的延

拓,并且对一切 x∈ X,成立珘f( x)≤ p( x).

由上述,我们可以一维一维地逐步延拓,但是这个过程可能要

做“不可数无限”次,因而不能用普通数学归纳法完成证明.为此必

须应用 Zorn 引理(见本书最后的附录二).

设 F是满足下面三个条件的实线性泛函 g全体:

1°g 的定义域 D( g)是 X 的线性子空间.
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2°g 是 f 的延拓,即 D( g)� Z,且当 x∈ Z 时,成立

g( x) = f( x).

3°在 D( g)上 g 被 p 控制,即对一切 x∈D( g),有 g( x)≤ p( x).

在 F 中规定顺序如下:若 g1 , g2∈ F,而 g1 是 g2 的延拓(即 D( g1 )�

D( g2 ),并且当 x∈D( g2 )时, g1 ( x) = g2 ( x)),就规定 g2 < g1 ,容易证明,F

按这样规定的顺序成为半序集.

设 Q 为 F中的一个全序集,令 D( h) = ∪
g∈Q
D( g),定义 D( h)上泛函 h 如

下:对任何 x∈D( h),则必有 g∈Q,使 x∈D( g),规定 h( x) = g( x).

首先这样定义的 h 有意义,即若 x∈ D( h),并且有 g1 , g2∈ Q,使 x∈

Q( g1 )∩D( g2 )时,必有 g1 ( x) = g2 ( x).

事实上,由于 Q 是全序集, g1 和 g2 有顺序关系,不妨设 g2 < g1 ,则

D( g1 )� D( g2 ),并且当 y∈ D( g2 )时,有 g1 ( y) = g2 ( y),由于 x∈ D( g1 )∩

Q( g2 ),所以 g1 ( x) = g2 ( x).

其次, h 是线性泛函.事实上,若 x, y∈ D( h),必有 g1 , g2∈Z,使得 x∈

D( g1 ), y∈D( g2 ).由于 Q 是全序集,不妨设 g2 < g1 ,则 y∈ D( g2 )� D( g1 ),

于是对任何数α,β,由于αx +βy∈D( g1 ),所以

h(αx + βy) = g1 (αx + βy) = αg1 ( x) + βg1 ( y) = αh( x) + βh( y),

即 h 是线性泛函.最后 h 是 f的延拓.并且在 D( h)上被 p控制.事实上,由 F

的定义,易知 D( h)� Z,并且对任何 x∈ Z,必有 h( x) = f( x),即 h 是 f 的

延拓.又对任何 x∈D( h),必有 g∈Q,使 x∈D( g),并且 h( x) = g( x),但由

于在 D( g)上成立 g( x)≤ p( x),所以 h( x) = g( x)≤ p( x),即 h 在 D( h)上

被 p( x)控制.由 h的作法,易知 h 是 Q 的上界.由 Zorn 引理,F 有极大元,设

为珘f.

下证 D(珘f) = X,若,D(珘f)≠ X,取 x0∈ X, x0 ú D(珘f),令 Y 为由 D(珘f)与

x0 所张成的线性子空间,则由前面证明,必有 Y 上线性泛函 g,使 g 是珘f 的

延拓,并且在 D( g) = Y 上被 p 控制,由于珘f∈F,所以珘f 是 f 的延拓,故 g 也

为 f的延拓,因此 g∈F.显然珘f < g,并且珘f≠ g,这与珘f 是 F 中极大元矛盾,

因而 D(珘f) = X ,所以珘f即为定理所要求的泛函.证毕.

现在让我们把上述关于实线性空间和实线性泛函的定理推广

到复的情况.
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定理 2  设 X 是实或复的线性空间, p( x)是 X 上次线性泛

函, f( x)是定义在 X 的子空间 Z 上的实或复的线性泛函,且满足

| f( x)|≤ p( x), x∈ Z,

则存在 X 上线性泛函珘f,它是 f 的延拓,且满足

|珘f( x)|≤ p( x), x∈ X.

证明  (1) 若 X 是实线性空间,由定理 1,知存在实线性泛函

珘f( x),它是 f 的延拓,且满足珘f( x)≤ p( x), x∈ X.又由于对任何

x∈ X,珘f( - x)≤ p( - x) = p( x),所以珘f( x)≥ - p( x),因而

| f( x)|≤ p( x), x∈ X.

(2) 若 X 是复线性空间,则 f是 Z 上复线性泛函,设 f( x) =

f1 ( x) +if2 ( x),其中 f1 ( x)和 f2 ( x)分别为 f( x)的实部和虚

部.另一方面,由于复线性空间也可以看作实线性空间,设 Xr 和

Zr 分别表示实线性空间 X 和 Z,于是 f1 可看成在 Zr 上的实线性

泛函.由于| f1 ( x)|≤| f( x)|≤ p( x), x∈ Z = Zr ,由定理 1,存在

Xr 上实线性泛函珘f1 ( x),使珘f1 ( x)是 f( x)的延拓,并且珘f1 ( x)≤

p( x), x∈ Xr .

我们现在回过来看 Z 上复线性泛函 f.对 x∈ Z,由于 f是复

线性泛函,所以 if( x) = f(ix), x∈ Z,于是有

if( x) = i[ f1 ( x) + if2 ( x)] = f(ix) = f1 (ix) + if2 ( ix),

比较实部,可知 - f2 ( x) = f1 ( ix),我们不妨设想,当 x∈ X 时,仍

有 -珘f2 ( x) =珘f1 (ix)成立,其中珘f1 ( x)和珘f2 ( x)分别为所求泛函珘f

的实部和虚部,因而有理由令

珘f( x) =珘f1 ( x) - i珘f1 (ix), x∈ X.

(注意: Xr 和 X 的元素相同,ix∈ X = Xr,故珘f1 ( ix)有意义),这样

定义的珘f( x)是 f( x)的延拓.事实上,当 x∈ Z 时,ix∈ Z,所以

珘f( x) �=珘f1 ( x) - i珘f1 (ix) = f1 ( x) - if1 (ix)

= f1 ( x) + if2 ( x) = f( x).

现在只须证珘f( x)是 X 上线性泛函,且成立| f( x)|≤ p( x),
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x∈ X.因珘f1 可加,故珘f 满足可加性是显然的.现只须证珘f 对乘以

复数α= a + ib,满足珘f(αx) =α珘f( x).事实上,

珘f(( a + ib) x) �=珘f1 ( ax + ibx) - i珘f1 (iax - bx)

= a珘f1 ( x) + b珘f1 (ix) - ia珘f1 (ix) + ib珘f1 ( x)

= ( a + ib)[珘f1 ( x) -i珘f1 (ix)] = ( a + ib)珘f( x).

下面证|珘f( x)|≤ p( x), x∈ X.若 珘f( x) = 0,则结论显然成

立;若 x∈ X,使珘f( x)≠0,设珘f( x) = e
iθ
|珘f( x)|,于是

  |珘f( x)| �=珘f( x)e
- iθ

=珘f(e
- iθ
x) =珘f1 (e

- iθ
x) - i珘f1 (ie

- iθ
x),

但因|珘f( x)|是实数,故|珘f( x)| =珘f1 (e
- iθ
x),由于珘f1 满足|珘f1 ( x)|

≤ p( x), x∈ X,故

|珘f( x)| =珘f1 (e
- iθ
x)≤ p(e

- iθ
x) = |e

- iθ
| p( x) = p( x).证毕.

在定理 1 和定理 2 中,事实上并未涉及 X 上范数或度量等概

念,而完全是线性问题.下面我们把 Hahn-Banach 定理用于赋范线

性空间的情况,得出两个重要的定理.

定理 3  设 f 是赋范空间 X 的子空间 Z 上的连续线性泛函,

则必存在 X 上连续线性泛函珘f,它是 f 的保范延拓,即当 x∈ Z

时,有

珘f( x) = f( x),并且‖珘f‖ X = ‖ f‖ Z .

证明  因为在 Z 上有| f( x)|≤‖ f‖ Z ‖ x‖,而 p( x) =

‖f‖ Z‖ x‖是 X 上次线性泛函,由定理 2,存在 珘f,它是 f 在全

空间 X 上的延拓,并且满足|珘f( x)|≤ p( x) = ‖ f‖ Z‖ x‖, x∈

X.这说明珘f 是 X 上连续线性泛函,并且‖珘f‖ X≤‖ f‖ Z ;另一方

面, X 的单位球包含 Z 的单位球,故

‖珓f‖ X = sup
‖ x‖ ≤1
x∈ X

|珓f( x)|≥ sup
‖ x‖≤1
x∈ Z

|珓f( x)| = sup
‖ x‖≤ 1
x∈ Z

| f( x)| = ‖f‖ Z .

所以‖珘f‖ X = ‖f‖ Z .证毕.

定理 4  设 X 是赋范线性空间, x0 ∈ X, x0 ≠0,则必存在 X
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上的有界线性泛函 f( x),使得‖ f‖ = 1,并且 f( x0 ) = ‖ x0‖.

证明  我们考虑 X 中一维子空间 X1 = {αx0 |α为复数},在

X1 上定义泛函 f1 ( x) = f1 (αx0 ) = α‖ x0 ‖,其中 x = αx0 ∈ X1 ,

它显然是线性泛函,又因为| f1 ( x)| = |α|‖ x0 ‖ = ‖ x‖,故 f1

是 X1 上连续线性泛函,并且‖ f1 ‖ X
1
= 1.由定理 3,存在整个空

间 X 上连续线性泛函 f,它是 f1 的延拓,并且‖ f‖ X = ‖ f1 ‖ X
1

= 1.特别取 x = x0∈ X1 ,所以 f( x0 ) = f1 ( x0 ) = ‖ x0‖.证毕.

推论 1  设 X 是赋范线性空间, x∈ X,若对 X 上所有连续线

性泛函 f,均有 f( x) = 0,则必有 x = 0.

这由定理 4,运用反证法立即可得.

§2. C[a,b]的共轭空间

前面我们已经讨论过一些空间的共轭空间,如( l
1
)′= l

∞
,

(l
p
)′= l

q
,其中
1
p
+
1
q
= 1, p > 1.这一节我们要找出[ a, b]上连

续函数所构成的空间 C[ a, b]的共轭空间.这是 Riesz 的著名工

作,它也可以看作是 Hahn-Banach 定理的一个重要应用.

设 g( t)是区间[ a, b]上的有界变差函数, V
b

a
( g)为 g( t)在

[ a, b]上的全变差,由第六章§5 定理 2,积分∫
b

a
f(t)d g( t)存在,

其中 f∈ C[ a, b],读者不难证明成立

∫
b

a
f(t)d g(t) ≤ max

a≤ t≤ b
| f(t)|·V

b

a
( g) = ‖ f‖·V

b

a
( g). (1)

作 C[ a, b]上泛函:

F( f) =∫
b

a
f(t)d g(t), f∈ C[ a, b], (2)

由第六章§5 定理 1, F 是 C[ a, b]上线性泛函,由(1)式可知, F
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是 C[ a, b]上连续线性泛函,并且‖ F‖≤ V
b

a
( g).我们自然会问:

C[ a, b]上任何一个连续线性泛函 F 是否都可以对应一个有界变

差函数 g,使得(2)成立 ? 回答是肯定的,这就是下面的 Riesz 定

理.

定理 1( Riesz 表示定理)  C[ a, b]上每一个连续线性泛函 F

都可以表示成为

F( f) =∫
b

a
f(t)d g(t), f∈ C[ a, b], (3)

其中 g(t)是[ a, b]上有界变差函数,并且‖ F‖ = V
b

a
( g).

证明  在寻找空间 X 的共轭空间 X′的表示时,我们总是先

找出 X 的一组基{ ek }的表示,然后作线性组合取极限以达到完全

的表示.在函数空间中,通常用区间[ a, t]的特征函数作为基,由

它生成阶梯函数,再去逼近某些函数类.对连续函数空间,我们也

采取同样的路线,但是特征函数一般不连续,因而不属于 C[ a,

b],故我们先把 C[ a, b]上泛函 F 保范地延拓到有界函数空间 B

[ a, b]上,而阶梯函数属于 B[ a, b],然后再用阶梯函数去逼近连

续函数,最后找到 C[ a, b]共轭空间的一般表示.

我们知道,在 B [ a, b]和 C[ a, b]中都用范数‖ f( t)‖ =

sup
t∈[ a, b]
| f( t)|,故 C[ a, b]可以看成是 B[ a, b]的子空间.为简单

起见,我们只考虑实空间 C[ a, b]和 B[ a, b].由 Hahn-Banach 定

理知, F 可以保范地延拓成为 B[ a, b]上连续线性泛函珟F,使得当

F∈ C[ a, b]时,有 珟F( f) = F( f),且‖珟F‖ = ‖ F‖.

考虑[ a, t]上特征函数χt,当 s∈[ a, t]时,χt (s) = 1,对其余

的 s,χt (s) = 0.显然χt∈ B[ a, b].用 珟F 在χt 上的值构造函数

g(t)如下: g( a) = 0, g( t) = 珟F(χt),t∈[ a, b].下面证明 g( t)即

为所求的有界变差函数.事实上,

(1) g(t)是有界变差函数,这是因为对任意分划
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T: a = t0 < t1 < ⋯ < tn = b,

有

∑
n

j = 1 �

| g( tj ) - g( tj - 1 )| = |珟F(χt
1
)| + ∑

n

j = 2

|珟F(χt
j
) - 珟F(χt

j - 1
)|

= ε1珟F(χt
1
) + ∑

n

j = 2

εj(珟F(χt
j
) - 珟F(χt

j - 1
))

= 珟F(ε1χt
1
+ ∑
n

j = 2

εj(χt
j
- χt
j- 1
))

≤‖珟F‖‖ε1χt
1
+ ∑
n

j = 2

εj(χt
j
- χt
j - 1
)‖ = ‖珟F‖,

其中ε1 = sign珟F(χt
1
);εj = sign[珟F(χt

j
) - 珟F(χt

j- 1
)], j = 2,3,⋯,

n,故 g( t)是[ a, b]上有界变差函数,且

V
a

b

( g)≤sup
T ∑
n

j = 1

| g(tj) - g(tj - 1 )|≤‖珟F‖.

(2) 设 f( t)为 C[ a, b]中连续函数,对[ a, b]中分划

T: a = t0 < t1 < ⋯ < tn = b,

作阶梯函数

hn ( t) = f(t0 )χt
1
(t) + ∑

n

j = 2

f(tj - 1 )[χt
j
(t) - χt

j - 1
(t)].

显然 hn∈ B[ a, b],注意到 g(t0 ) = g( a) = 0,所以

珟F( hn ) �= f(t0 ) g( t1 ) + ∑
n

j = 2

f(tj - 1 )[ g( tj) - g( tj - 1 )]

= ∑
n

j = 1

f(tj)[ g(tj) - g(tj - 1 )].

当分划越来越细时,上式右端趋向于∫
b

a
f( t)d g( t).另一方面,由

于 f(t)是连续函数,故 f(t)在[ a, b]上一致连续,易知,当分划越

来越细时, hn 在[ a, b]上一致收敛于 f(t),即按 B[ a, b]中范数

有‖ hn - f‖→0( n→∞),由 珟F 的连续性,珟F( hn )→珟F( f).又因为

在 C[ a, b]上,珟F( f) = F( f),故
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F( f) = 珟F( f) =∫
b

a
f(t)d g(t).

根据(1)式,可知‖ F‖≤ V
b

a

( g).另一方面,由(1)的证明,又有

V
b

a

( g)≤‖珟F‖ = ‖ F‖,

所以 ‖ F‖ = V
b

a

( g). 证毕.

注  定理中得出的 g( t)不一定是唯一的.但是如果规定

g(t)是正规化的有界变差函数,即需要满足 g( a) = 0 且 g( t)右

连续,那么 g( t)可由 F 唯一地决定.

§3. 共轭算子

设 X, Y 是两个赋范线性空间, X′和 Y′分别是 X 和 Y 的共轭

空间, T 是 X 到 Y 中的有界线性算子.今对任何 g∈ Y′,可以如

下定义 X 上的泛函 f:

f( x) = g( Tx),

这个泛函 f显然是线性的,由于

| f( x)| = | g( Tx)|≤‖ g‖‖ T x‖≤‖ g‖‖ T‖‖ x‖,

故 f也是有界线性泛函.即 f∈ X′.于是我们建立起了 g|→ f 的

对应,即由 T 派生出一个从 Y′到 X′的算子 T
×
: T
×
g = f.称 T

×

为 T 的共轭算子.

定理 1  有界线性算子 T 的共轭算子 T
×
也是有界线性算

子,并且‖ T
×
‖ = ‖ T‖.

证明  对任何 g1 , g2∈ Y′及数α,β,由 T
×
的定义,有

 T
× �
(αg1 + βg2 )( x) = (αg1 +βg2 )( Tx) = αg1 ( Tx) +βg2 ( T x)

=αT
×
g1 ( x) +βT

×
g2 ( x) = (αT

×
g1 +βT

×
g2 )( x), x∈ X,

所以 T
×
(αg1 + βg2 ) = αT

×
g1 + βT

×
g2 ,即 T

×
是线性算子,又由

前述,对所有 f∈ X′及 x∈ X,有
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|f( x)|≤‖g‖‖ T‖‖ x‖,即‖ T
×
g( x)‖≤‖g‖‖ T‖‖ x‖.

所以

‖ T
×
g‖≤‖ g‖‖ T‖.

故 T
×
是有界算子,且‖ T

×
‖≤‖ T‖.现在用泛函延拓定理来

证明‖ T‖≤‖ T
×
‖.事实上,对任何 x∈ X,若 Tx≠0,则必有

x≠0,由§1 定理 4,对这个 Tx,必有 g∈ Y′,满足‖ g‖ = 1,并

且 g( Tx) = ‖ T x‖,于是

‖ Tx‖ e= g( Tx) = ( T
×
g)( x)≤‖ T

×
g‖‖ x‖

≤‖ T
×
‖‖ g‖‖ x‖ = ‖ T

×
‖‖ x‖.

而当 Tx = 0 时,上面不等式自然成立,故对一切 x∈ X,都有

‖ Tx‖≤‖ T
×
‖‖ x‖.

这就证明了‖ T‖≤‖ T
×
‖.因而‖ T‖ = ‖ T

×
‖.证毕.

例  设 T E 是从有限维空间 E 到 E 中的线性算子.选取 E 中

的基 e1 , e2 ,⋯, en ,则对每个 x∈ E, x 可表示成为(ξ1 ,ξ2 ,⋯,ξn ).

设 y = T E x, y = (η1 ,η2 ,⋯,ηn ),则 ηj = ∑
n

k = 1

ajkξk ,故 T E 与矩阵

( aij)对应.设 f1 , f2 ,⋯, fn 为 E′中满足 fk ( ej) = δjk的泛函,不难

验证 f1 , f2 ,⋯, fn 也是 E′中的基.(事实上, E′仍为 n 维欧氏空

间.)对任意的 g∈ E′,设

g = α1 f1 +α2 f2 + ⋯ + αn fn ,

则

fi( y) = fi ∑
n

k = 1

ηkek = ηi,

g( y) = g( T E x) = ∑
n

i = 1

αiηi = ∑
n

i = 1
∑
n

k = 1

αiaikξk ,

交换两个和式的次序,我们有

g( TE x) = ∑
n

k = 1

βkξk ,

其中βk = ∑
n

i = 1

aikαi.记( T
×
E g)( x) = f( x) = g( T E x) = ∑

n

k = 1

βkξk,
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可知 T
×

E 与( aij)的转置矩阵对应.

注  在 Hilbert 空间中,我们曾经考虑过 T 的 Hilbert 共轭算子 T * ,它

的定义是满足〈Tx, y〉=〈x, T * y〉, x, y∈ X 的算子.如果以 A 表示 X 到

X * 中如下的变换: Ax0 = fx
0
, x0∈ X,其中 fx

0
为 X * 中由 fx

0
( x) =〈x, x0〉

所定义的泛函,则由 Riesz 表示定理知 A 是一等距映射,并且由于

A(αx0 + βy0 )( x) �=〈x,αx0 + βy0〉=珔α〈x, x0〉+珋β〈x,y0〉

=珔αAx0 ( x) +珋βAy0 ( x)

= (珔αAx0 +珋βAy0 )( x),

知 A 是共轭线性算子.不难看出,此时成立

T
*
= A
- 1
T
×
A ,

由于 T
×
是线性变换, A 和 A

- 1
同为共轭线性变换,所以 T

*
仍是线性变换.

T×和 T * 虽有区别,但由于习惯上的原因,人们往往不写 T× ,径直写 T * ,

读者视情况自动加以区别就是了.

§4. 纲定理和一致有界性定理

这一节将给出 Banach 和 Steinhaus 在 1927 年给出的一致有

界性原理,它是 Banach 空间理论的基石之一,许许多多古典的分

析问题,经过抽象以后,都可以归结为这一原理,因而充分显示了

泛函分析的重要作用.在证明一致有界原理之前,需要准备一个有

力的工具———纲定理.

定义 1  设 M 是度量空间 X 中的子集,如果 M 不在 X 的任

何半径不为零的开球中稠密,则称 M 是 X 中的 � 面无处稠密集或 � 面疏

� 莫朗集.

读者不难证明,在疏朗集的定义中可易开球为闭球.又可知

M 为 X 中疏朗集的充要条件为珨M 不包含内点.事实上,若 M 为

疏朗集,而 珨M 含有内点 x0 ,则由内点定义,存在开球 U ( x0 ,ε),

ε> 0,使 U ( x0 ,ε)�珨M ,即 M 在 U ( x0 ,ε)中稠密,这与 M 为疏

朗集矛盾;反之,若 珨M 不含有内点,而 M 不是 X 中疏朗集,则由
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疏朗集定义,必有 X 中开球 U ( x0 ,ε),ε> 0,使 珨M� U( x0 ,ε),这

说明 x0 是 珨M 的内点,与 珨M 中不含内点的条件矛盾.

定义 2  设 X 是度量空间, M 是 X 中子集,若 M 是 X 中有

限或可数个疏朗集的并集,则称 M 是 � �+第一纲集,不是第一纲的集

称为 � 秆第二纲集.

我们有下述重要的贝尔(Baire)定理.

定理 1(Baire 纲定理)  若 X 是非空的完备度量空间,则 X

是第二纲集.

证明  我们用反证法,若 X 是第一纲集,则存在有限或可数

个疏朗集 Ak,使 X =∪
k
Ak,我们不妨讨论可数的情形,即 X =

∪
∞

k = 1
Ak 的情形.因 A1 是 X 中疏朗集,则由前述,  A1 不含有内点,

因而  A1 ≠ X,故  A1 = X -  A1 是 X 中非空开集,因此在  A1 中

至少有一点 p1 及ε> 0,使 p1 的ε邻域 U( p1 ,ε)�  A1 ,取ε1 =

ε
2
,则闭球

S1 = { x| d( x, p1 )≤ε1 }� U( p1 ,ε)�  A1 ,

即 S1 与 A1 不交.又因 A2 也是疏朗集,故  A2 也不含有内点,因

此  A2 不含有开球 U ( p1 ,ε1 ),于是  A2 ∩ U ( p1 ,ε1 ) = U ( p1 ,

ε1 ) -  A2 也是 X 中非空开集,因此在  A 2∩ U ( p1 ,ε1 )中至少有

一点 p2 及ε′2 > 0,使 U( p2 ,ε′2 )�  A2 ∩ U ( p1 ,ε1 ),令 ε2 =
ε′2
2
,

则闭球

S2 = { x| d( x, p2 )≤ε2 }� U( p2 ,ε′2 )�  A2∩ U( p1 ,ε1 ),

即 S2 与 A2 不交,并且 S2 � U ( p1 ,ε1 )� S1 ,又 ε2 =
ε′2
2
≤
ε1
2
=

ε
2
2 .照此继续下去,我们得到一列闭球

·082·



Sk = { x| d( x, pk )≤εk }, k = 1,2,⋯,

使得 Sk 与 A k 不交,并且 Sk� Sk - 1 ,εk≤ε�/2
k
.这样,我们得到了

一个闭球套

S1 � S2�⋯� Sk�⋯,

Sk 的半径εk≤ε�/2
k
.下面我们证明: Sk 的中心{ pk }是 X 中柯西点

列.事实上,当 j > k 时, Sj� Sk,所以 d( pj, pk )≤εk≤ε�/2
k
,因此

当 k 足够大时,对任何η> 0,只要 j> k,便有 d( pj, pk) < η,所以

{ pk}是 X 中柯西点列.由于 X 完备,故存在 p∈ X,使 pk→ p( k

→∞),显然 p 在每个 Sk 中,但由于 Sk 和 Ak 无公共点,故 pú

A k, k = 1,2,⋯.由假设 X =∪
∞

k = 1
A k,所以 pú X.这就导致矛盾.因

而 X 是第二纲集.证毕.

这一定理的逆是不正确的,布尔巴基(Bourbaki)在 1955 年曾

举出反例:一个不完备的度量空间仍是第二纲集.

定理 2(一致有界性定理或共鸣定理)  设 X 是 Banach 空间,

Y 是赋范空间, B( X→ Y)表示 X 到 Y 中的有界线性算子全体,

T n∈ B( X→ Y), n = 1,2,⋯,若对每个 x∈ X,{‖ T n x‖}有界,

即‖ T n x‖≤ Cx , n = 1,2,⋯,这里 Cx 是一与 x 有关的实数,那

么,{ T n }一致有界,即存在与 x 无关的实数 C,使得对一切正整数

n,成立

‖ Tn‖≤ C.

证明  对任意正整数 k,令

Ak = { x|‖ Tn x‖≤ k, n = 1,2,⋯},

则 A k 是闭集.事实上,若当 i→∞时,有 xi→ x, xi∈ Ak,则对任何

正整数 n,有 T n xi→ Tn x,但‖ Tn xi‖≤ k,故‖ Tn x‖≤ k,所以

x∈ Ak ,即 Ak 是闭集.由假设,对任何 x∈ X,存在实数 Cx ,使

‖ T n x‖≤ Cx , n = 1,2,⋯,取足够大的 k,使 Cx≤ k,则 x∈ Ak,
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所以 X =∪
∞

k = 1
Ak .由于 X 是 Banach 空间,由 Baire 纲定理,可知必有

某一 k0 ,使  Ak
0
= Ak
0
包含 X 中某个半径不为零的开球,设为 B( x0 ,

r), r > 0,于是对任何 x∈ B( x0 , r),必有‖ Tn x‖≤ k0 , n = 1,2,⋯.

现在要估计‖ Tn‖ = sup
‖ x‖ ≤1
‖ Tn x‖,只需估计{‖ Tn x‖}当 x 属于

单位球时的上界.我们已知在 U ( x0 , r)中,{‖ Tn x‖}的上界是

k0 ,而单位球扩大 r倍即成以原点为中心的球 U(0, r),再平移向

量 x0 就是 U( x0 , r).故对任何 x∈ B(0,1),则 rx + x0 ∈ U ( x0 ,

r),因而有‖ T n ( rx + x0 )‖≤ k0 ,于是,对任意的 x∈ U (0,1),

有

‖ Tn x‖ �=
1
r
‖ Tn rx‖ =

1
r
‖ T n ( rx + x0 - x0 )‖

≤
1
r
[‖ T n ( rx + x0 )‖ + ‖ T n x0 ‖]≤

2
r
k0 .

上式对一切正整数 n 都成立,取 C =
2
r
k0 ,则

‖ T n‖ = sup
‖ x‖ ≤1
‖ T n x‖≤ C, n = 1,2,⋯. 证毕.

作为一致有界性原理的特例,有下述的定理.

定理 3  设{ fn }是 Banach 空间 X 上的一列泛函,如果{ fn }在

X 的每点 x 处有界,那么{ fn }一致有界.

这只需在定理 2 中用实数域 R 或复数域 C 代替 Y 即可.

定理 4  存在一个实值的连续函数,它的傅里叶级数在给定

的 t0 处是发散的.(共鸣定理在古典分析上的一个著名应用.)

证明  我们不妨考察 C[0,2π],t0 = 0 时的情况,对 f∈ C[0,

2π],总可以有傅里叶级数
a0
2
+ ∑
∞

n = 1

( an cos nt + bn sin nt),其中

a0 =
1
π∫
2π

0

f(t)
2
dt, an =

1
π∫
2π

0
f(t)cos ntdt,
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bn =
1
π∫
2π

0
f(t)sin ntdt.

这一级数当 t= 0 时,简化为
a0
2
+ ∑
∞

n = 1

an ,它的部分和

sn (f) �=
a0
2
+∑
n

k = 1

ak =
1
2π∫
2π

0
f(t)dt+

1
π∫
2π

0
f(t) ∑

n

k = 1

cos kt dt

=
1
2π∫
2π

0
f(t) 1 + 2∑

n

k = 1

cos kt dt.

不难计算

1 + 2∑
n

k = 1

cos kt=
sin n +

1
2
t

sin
t
2

,

记之为 qn ( t).因此[0,2π]上任何连续函数 f(t),其傅里叶级数

在 t= 0 处的部分和 sn ( f)等于
1
2π∫
2π

0
f(t) qn (t)dt.我们要证明,

总可以找到这样的连续函数 f∈ C[0,2π],使

1
2π∫
2π

0
f( t) qn ( t)dt 不收敛( n→∞),

即 f(t)的傅里叶级数在 t = 0 处发散.

我们用泛函分析的观点考察部分和 sn ( f),当 n 给定时,

qn (t)也给定了,显然 sn ( f)是 C[0,2π]上的线性泛函,而且由于

|sn ( f)| �≤
1
2π∫
2π

0
| f(t)|| qn (t)|dt

≤ max
t∈ [0, 2π]
| f(t)|·

1
2π∫
2π

0
| qn (t)|dt,

因 qn ( t) =
sin n +
1
2
t

sin
t
2

= 1 + 2∑
n

k = 1

cos kt,

所以, qn∈ C[0,2π],
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故 kn =
1
2π∫
2π

0
| qn (t)|dt< ∞,

因此|sn (f)|≤ kn‖f‖,这说明 sn ( f)是 C[0,2π]上连续线性泛函,

并且‖sn‖≤kn .下面我们证明‖sn ‖ = kn ,只须证 kn≤‖sn‖即

可.令

yn ( t) =

+ 1, qn ( t) > 0,

 0, qn ( t) = 0,

- 1, qn ( t) < 0,

即 yn ( t) = sign qn (t).

于是 | qn (t)| = yn (t) qn (t).

yn ( t)在[0,2π]上不连续,但对任意ε> 0,总可以作一个连续函数

fn (t),使满足

1
2π∫

2π

0
[ fn (t) - yn (t)] qn ( t)dt < ε.

(由于 qn (t)在[0,2π]上连续,这是不难做到的.事实上,只要在

yn ( t)间断处用折线连接,使 fn ( t)与 yn ( t)充分接近即可.)这样

一来,这个 fn ( t)满足

‖ fn‖ = max
t∈[0 ,2π]
| f(t)| = 1,但

|sn ( fn )| =
1
2π∫
2π

0
fn ( t) qn (t)dt

= 1
2π∫
2π

0
( fn ( t) - yn (t)) qn (t)dt+

1
2π∫
2π

0
yn (t) qn (t)dt

≥
1
2π∫

2π

0
yn (t) qn ( t)dt -

1
2π∫

2π

0
( fn (t) - yn (t)) qn ( t)dt

≥
1
2π∫
2π

0
| qn (t)|dt -ε= kn - ε,

由ε的任意性,可知‖sn‖≥kn .总之‖sn‖ = kn.

因 f 的傅里叶级数在 t= 0 的部分和为 sn ( f),所以 f的傅里

叶级数在 t= 0 收敛等价于{ sn ( f)}收敛.我们要证明的定理的结
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论是,不可能 C[0,2π]中每个函数的傅里叶级数在 t = 0 都收敛,

这等价于说泛函列{ sn }在 C[0,2π]上不可能处处收敛.由于收敛

数列必有界,所以只要证明{ sn }不可能在每点 f∈ C[0,2π]上有

界.共鸣定理告诉我们,若泛函列{ sn }在 C[0,2π]上点点有界,必

导致一致有界.所以只要证明{ sn }在 C[0,2π]上不一致有界,就能

推出{sn }不点点有界,因而不点点收敛问题就将证完.要判断{sn }

在 C[0,2π]上不一致有界,只要证明‖sn‖ = kn , n = 1,2,⋯无界

即可.因为

 kn �=
1
2π∫
2π

0

sin n +
1
2
t

sin
t
2

dt >
1
π∫
2π

0

sin n +
1
2
t

t
dt

=
1
π∫
(2 n + 1)π

0

|sin v|
v
d v

=
1
π∑
2 n

k = 0
∫
( k+ 1)π

kπ

|sin v|
v
dv≥
1
π∑
2 n

k = 0

1
( k + 1)π∫

( k+ 1)π

kπ
|sin v|d v

=
2
π
2 ∑
2 n

k = 0

1
k + 1
→∞( n→∞),

即{ kn }无界.这就证明了定理.证毕.

定理 4 说明,要求 C[0,2π]中所有连续函数的三角级数都处

处收敛是办不到的.这一事实最初在 1876 年由 Reymond 给出,

1910 年, Fejer 也给出了一个构造性的反例.这里的证明不是构造

性的,是一个纯粹的存在定理,它较构造性的方法简单,表现了泛

函分析抽象概括的特点.

§5. 强收敛、弱收敛和一致收敛

定义 1  设 X 是赋范线性空间, xn ∈ X, n = 1,2,⋯,如果存

在 x∈ X,使得‖ xn - x‖→0( n→∞),则称点列{ xn } � 侨强收敛于
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x,如果对任意的 f∈ X′,都有 f( xn )→ f( x)( n→∞),则称点列

{ xn } � 对弱收敛于 x.

显然强收敛必定弱收敛,但弱收敛不一定强收敛.

例 1  设 X = l
2
, en = (0,0,⋯,

n - 1个

0,1,0,⋯), n = 1,2,⋯,则

‖en‖ = 1,故{en }不强收敛于 0,但对任何

y∈( l
2
)′= l

2
, y = (η1 ,η2 ,⋯),∑

∞

i = 1

|ηi|
2
< ∞,

我们有〈en , y〉= ηn→0( n→∞),故{ en }弱收敛于 0.

定义 2  设 X 是赋范线性空间, X′是 X 的共轭空间,泛函列

fn∈ X′( n = 1,2,⋯),如果存在 f∈ X′,使得

(1) ‖ fn - f‖→0( n→∞),则称{ fn }强收敛于 f;

(2) 对任意 x∈ X,都有| fn ( x) - f( x)|→0( n→∞),则称

{ fn }弱
*
收敛于 f;

(3) 若对任意的 F∈( X′)′,都有 F( fn )→ F( f)( n→∞),则

称{ fn }弱收敛于 f.

一般来说,弱
*
收敛和弱收敛不一致,但如果 X 和 X″= ( X′)′

之间能够建立起等距同构 J:( Jx)( f) = f( x), x∈ X,则称 X 是

� 裂自反的,在自反空间,这两种收敛就是等价的了.

定义 3  设 X 和 Y 是两个赋范线性空间, B ( X→ Y )表示 X

到 Y 中的有界线性算子全体所成的空间, T n∈B ( X→ Y), n = 1,

2,⋯,若存在 T∈B ( X→ Y),使得

(1) ‖ T n - T‖→0( n→∞),则称算子列{ T n } � 膐一致收敛于

T;

(2) 对任意的 x∈ X,‖ T n x - Tx‖→0( n→∞),则称{ Tn }

强收敛于 T;

(3) 对任意 x∈ X 和任意的 f∈ Y′, f( T n x)→ f( Tx)( n→

∞),则称{ Tn }弱收敛于 T.
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显然,由算子的一致收敛可导出强收敛,强收敛可导出弱收

敛,反之不然.

例 2  设 X = Y = l
2
, Tn 为 B( X→ Y)中如下定义的算子:

Tn (ξ1 ,ξ2 ,⋯) = (0,0,⋯,0
n个

,ξn + 1 ,ξn + 2 ,⋯),

x = (ξ1 ,ξ2 ,⋯)∈l
2
, n = 1,2,⋯.

显然,每个 Tn 是线性算子,并且‖ Tn‖≤1,这时

‖ Tn x - 0‖
2
= ∑
∞

k = n + 1

|ξk |
2
→0( n→∞),

即{ Tn }强收敛于 0,但{ Tn }不一致收敛于 0.事实上,对任意的正

整数 n,令

en + 1 = (0,0,⋯,0
n个

,1,0,⋯), n = 1,2,⋯,

则‖en + 1 ‖ = 1,但 T nen + 1 = en + 1 ,故‖ T n‖≥1,因此‖ Tn ‖ = 1

不收敛于 0,即{ Tn }不一致收敛于 0.

例 3  令 X = Y = l
2
, x = (ξ1 ,ξ2 ,⋯)∈l

2
,定义

T n x = (0,0,⋯,0
n个

,ξ1 ,ξ2 ,⋯), n = 1,2,⋯

这是平移算子, T n 显然是线性算子,并且‖ Tn x‖ = ‖ x‖,所以

‖ T n‖ = 1.对任意

y = (η1 ,η2 ,⋯)∈l
2
= ( l
2
)′,〈T n x, y〉= ∑

∞

k = 1

ξk珔ηk + n ,

所以由 Sch warz 不等式可得 Y

 |〈Tn x, y〉|≤(∑
∞

k = 1

|ξk|
2
)
1
2 ∑
∞

k = 1

| ηk + n |
2
1
2

= ‖ x‖ ∑
∞

k = n + 1

| ηk |
2
1
2
→0( n→∞),

即{ T n }弱收敛于 0.但{ Tn }不强收敛,这只要取 x = e1 = (1,

0,⋯),则当 n≠ m 时,就有

‖ T ne1 - T m e1 ‖ = ‖en + 1 - em + 1 ‖ = 2,
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故{ Tn e1 }不收敛.

我们有下面的定理

定理 1  设 Tn , n = 1,2,⋯,是由 Banach 空间 X 到 Banach 空

间 Y 中的有界线性算子序列,则{ Tn }强收敛的充要条件是

(1) {‖ T n‖}有界;

(2) 对 X 中一稠密子集 D 中的每个 x,{ T n x}都收敛.

证明  必要性:若{ T n }强收敛,条件(2)成立是显然的.现证

成立 (1). 由{ Tn } 强收敛,所以对任何 x∈ X, { T n x}收敛,故

{‖ Tn x‖}有界,由共鸣定理知{‖ Tn‖}有界.

充分性:设‖ Tn ‖≤ M , n = 1,2,⋯,对任何 x∈ X 及ε> 0,

由于 D 在 X 中稠密,必存在 z∈ D,使‖ x - z‖ <
ε
3 M
,又因

{ Tn z}收敛,故存在 N,当 n > N 时,对任意的正整数 p,有

‖ T n + p z - T n z‖ <
ε
3
,

于是

‖ T n + p x - Tn x‖ �≤‖ Tn + p x - Tn + p z‖ + ‖ Tn + p z - T n z‖

 + ‖ Tn z - Tn x‖

≤‖ Tn + p‖‖ x - z‖ +
ε
3
+ ‖ Tn‖‖ x - z‖

≤ M·
ε
3 M
+
ε
3
+ M·
ε
3 M
=ε,

即{ Tn x}是 Y 中柯西点列,由 Y 的完备性,知{ Tn x}收敛于 y.令

T x = y,由共鸣定理知 T 有界,故 T n x→ Tx( n→∞).证毕.

将定理 1 用于泛函的情形,则可知 Banach 空间 X 上任何一

列泛函{ fn },如果弱
*
收敛,必定有界,反之有界泛函列{ fn }若在

X 的一个稠密子集上收敛,则必弱
*
收敛.

·882·



§6. 逆算子定理 � ��

逆算子定理又称 � ��开映射定理,是泛函分析最基本的定理之一,

它反映了有界线性算子极为深刻的特征.

定理 1(逆算子定理)  设 X 和 Y 都是 Banach 空间,如果 T

是从 X 到 Y 上的一对一有界线性算子,则 T 的逆算子 T
- 1
也是有

界线性算子.

为了证明本定理,首先给出一个引理:

引理  设 T 是 Banach 空间 X 到 Banach 空间 Y 上的有界线

性算子,则 X 中单位开球

U0 = U(0,1) = { x|‖ x‖ < 1}

的像 T U 0 包含一个以零点为心的球.

证明  我们分以下几步证明:

( a) U 1 = U 0,
1
2
的像的闭包 T U 1含有一个开球 U

*
;

( b) U n = U(0,2
- n
)的像的闭包 T U n含有以 0∈ Y 为中心的

球;

( c) T U0 包含以 0∈ Y 为中心的球.

( a) 的证明:先引入两个记号,设 A� X,α是数,ω∈ X,则令

αA = {αx| x∈ A},

A + ω= { x + ω| x∈ A}.

考虑 U 1 = U 0,
1
2
.对任何 x∈ X,总有正整数 k,使 x∈ kU 1 ,

这只要取 k > 2‖ x‖即可.于是 X =∪
∞

k = 1
kU 1 .由假设, T 是映射 X

到 Y 上的,故

Y = T X = T ∪
∞

k = 1

kU 1 = ∪
∞

k = 1

kT U1 .
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因 Y 完备,由纲定理知,必存在某个 k0 ,使 k0 T U 1含有一开球,这

意味着 T U 1也含有一开球,设为 U ( y0 ,ε)记为 U
*
.这就证明了

U
*
� T U 1 .

( b) 的证明:因为 U
*
= U ( y0 ,ε)� T U 1 ,则 U (0,ε) = U

*

- y0� T U 1 - y0 ,我们的目的是要证明 U(0,ε)� T U 0 ,但由于

U(0,ε) = U
*
- y0� T U 1 - y0 ,

故只须证 T U 1 - y0� T U0 就行了.设 y∈ T U 1 - y0 ,于是 y0 + y∈

T U 1 ,由( a), y0∈ U
*
� T U 1 ,因而存在

un∈ T U 1 , n = 1,2,⋯,使当 n→∞时有 un → y0 + y, vn ∈

T U 1 , n = 1,2,⋯, vn→y0 ,

即存在 w n∈ U 1 , n = 1,2,⋯, T w n = un

及 zn∈ U 1 , n = 1,2,⋯, Tzn = vn ,

使当 n→∞时有 T w n→ y0 + y, Tzn→ y0 ,然而

‖ w n - zn‖≤‖ w n‖ + ‖ zn‖ <
1
2
+
1
2
= 1,

故 w n - zn∈ U 0 ,但

T( w n - zn ) = T w n - Tzn→ y0 + y - y0 = y,

这说明 y∈ T U0 ,但 y 是T U 1 - y0 中任意取的点,这就证明了

T U 1 - y0 � T U 0 .

由前所述,这已证明了 U (0,ε)� T U 0 ,由于 T U n =
1
2
n T U 0 ,

故 U 0,
ε
2
n � T U n .

这就证明了( b).

( c) 的证明:令

V n = U 0,
ε
2
n , n = 1,2,⋯,

我们证明 V1 = U 0,
ε
2
� T U0 .若 y∈ V 1 ,我们设法找出 x∈
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U 0 ,使 Tx = y.由( b)可知, V 1� T U 1 ,对上述的ε> 0,总存在 x1

∈ U 1 ,使‖ y - Tx1 ‖ <
ε
4
,即 y - Tx1 ∈ V 2 ,但 V2 � T U 2 ,又存

在 x2∈ U 2 ,使得

‖ y - Tx1 - Tx2‖ <
ε
2
3 ,即 y - Tx1 - Tx2∈ V 3 ,

如此继续作下去,必有点列 x1 , x2 ,⋯, xn ,⋯,其中 xn∈ U n ,满足

‖ y - T∑
n

k = 1

xk ‖ <
ε
2
n , n = 1,2,⋯,

已知 xn∈ U n,即‖ xn‖ <
1
2
n ,由 X 的完备性可知级数∑

∞

k = 1

xk 收

敛,记 x = ∑
∞

k = 1

xk ,则有‖ x‖ < ∑
∞

k = 1

1
2
k = 1,所以 x∈ U 0 .因当 n

→∞时, T∑
n

k = 1

xk→ y,另一方面,又有 T∑
n

k = 1

xk→ Tx,故 y = Tx.

引理证毕.

逆算子定理的证明  借助引理 1,我们证明 T 将开集映射成

开集.设 A 是 X 中开集,任取 y∈ T A,则存在 x∈ A,使 Tx = y,

由于 A 是开集,故存在 x 的ε邻域 U ( x, r)� A,于是 A - x 包

含 0 的邻域 U(0, r),令 k =
1
r
,则 k( A - x)包含单位球,由引理

1 知, T[ k( A - x)] = k[ T A - Tx]含有 0 点的开球,当然 T A -

T x 也含有 0 点的某开球,即 T A 含有以 T x 为中心的开球.这就

证明了 T A 是开集. T 将开集映射成开集,又 T 是一一到上的,那

么 T
- 1
存在.并且由第七章§3 定理 2 知 T

- 1
是连续的,即 T

- 1
是

有界线性算子.证毕.

定义  设 X 和 Y 是两个度量空间, f 是 X 到 Y 中的映射,若

f 将 X 中的开集映射成 Y 中的开集,则称 f是 � 茤开映射.

由逆算子定理的证明过程可以看出,若 X 和 Y 是两个 Ba-

nach 空间, T 是 X 到 Y 上的有界线性映射,则 T 是开映射,这个

·192·



结论称为 � �!开映射定理.

逆算子定理说明,一个 X 到 Y 上的有界线性算子,只要具备

“到上”和“一对一”这两个不涉及范数的一般映射性质(当然 T 的

有界性涉及范数)就能导出逆算子连续性这一涉及范数和极限的

拓扑性质.因此,今后在验证 T
- 1
是否存在和连续时,只需看是否

一对一和到上就行了.

下面的定理是逆算子定理的推论,在运用逆算子定理时是常

用的一个结果.

定理 2  设在线性空间 X 上有两个范数‖·‖1 和‖·‖2 ,如

果 X 关于这两个范数都成为 Banach 空间,而且范数‖·‖2 关于

范数‖·‖1 连续,那么范数‖·‖1 也必关于‖·‖2 连续.

证明  为明确起见,把 X 按‖·‖1 与‖·‖2 所成 Banach 空

间分别记为 E 和 F.作 E 到 F 上的恒等算子 I: Ix = x.由于

‖·‖2关于‖·‖1 连续,故当{ xn }� E,并且 lim
n→∞
‖ xn - x‖1 = 0

( x∈ E = X)时,有

lim
n→∞
‖ Ixn - Ix‖2 = 0.

又显然 I是 E到 F上的线性算子,所以 I是 E到 F 上的有界线性算

子,由逆算子定理,I
- 1
也有界,即存在 C,使得‖ x‖1 = ‖ I

- 1
x‖1 ≤

C‖ x‖2 , x∈ F,即‖·‖1 关于‖·‖2 连续.证毕.

§7. 闭图像定理

定义  设 X 和 Y 是两个赋范空间, T 是 X 的子空间 D( T)到

Y 中的线性算子,称 X× Y 中的集合

G( T) = {( x, y)| x∈D( T), y = Tx}

为算子 T 的 � 苾图像.在 X× Y 中,定义‖( x, y)‖ = ‖ x‖ + ‖ y‖,

易知 X× Y 按‖( x,y)‖成为赋范线性空间.如果 G( T)是 X× Y

中的闭集,则称 T 是 � 侨闭算子.
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例 1  设 X = Y = C[0,1], T =
d
dt
,则 T 是线性算子. D( T)

为 C[0,1]中一阶连续可微函数全体,记为 C
1
[0,1],前已说过 T

是无界算子,但 T 是闭算子,它的图像是

G( T) = {( x, x′)| x∈ C
1
[0,1]}.

事实上,若有

( xn , x′n )∈ G( T), n = 1,2,⋯,且

lim
n→∞
( xn , x′n ) = ( x, y)∈ X× Y,

因 ‖( x, y)‖ = ‖ x‖ + ‖y‖,( x, y)∈ X× Y,

易知{ xn }一致收敛于 x,{ x′n }
∞
n = 1也一致收敛于 y,由数学分析知

道 x( t)可微,并且 x′(t) = y( t),即( x, y)∈ G( T),这就证明了

G( T)是 X× Y 中闭集,因而 T =
d
dt
是闭算子.

下面要证明闭图像定理.它的意思是说,一个闭算子,如果是

无界的,那么它的定义域一定不能是闭集.这个定理的另一种说法

是,若一个闭算子 T 的定义域是闭集,那么 T 是有界算子.

定理(闭图像定理)  设 X 和 Y 是 Banach 空间, T 是 D( T)

� X 到 Y 中闭线性算子.如果 D( T)是闭的,则 T 是有界算子.

证明  读者不难证明两个 Banach 空间 X 与 Y 的乘积空间

X× Y按范数

‖( x, y)‖ = ‖ x‖ + ‖ y‖

仍是 Banach 空间.由假设 D( T)是 X 中闭集, G( T)是 X× Y 中

闭集,故 G( T)也是完备的度量空间,并且由于 D( T)是线性子空

间, T 是线性算子,易知 G ( T )是 X × Y 中的线性子空间,即

G( T)也是一 Banach 空间.我们作算子 P: G( T)→D( T),

P( x, y) = x,( x, y)∈ G( T),

显然 P 是线性算子,且因

‖ P( x, y)‖ = ‖ x‖≤‖ x‖ + ‖ y‖ = ‖( x, y)‖,

即 P 是有界算子.又若( x, Tx)≠( y, Ty),必有 x≠y,故
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P( x, Tx)≠ P( y, Ty),

因而 P 是一对一的, P 显然是到 D( T)上的映射,由逆算子定理,

P
- 1
有界,即

‖ P
- 1
x‖≤‖ P

- 1
‖‖ x‖,

而‖ Tx‖≤‖ x‖ + ‖ T x‖ = ‖( x, Tx)‖ = ‖ P
- 1
x‖,所以

‖ T x‖≤‖ P
- 1
‖‖ x‖.这说明 T 是有界算子.

闭图像定理告诉我们, Banach 空间 X 上的无界闭算子,其定

义域至多只能在 X 中稠密,而决不可能是整个 X.上面例子中,微

分算子的定义域只能是 C[0,1]中稠密子集 C
1
[0,1],而不能是

C[0,1].

第十章习题

1. 设 X 是赋范线性空间, x1 , x2 ,⋯, xk 是 X 中 k个线性无关向量,α1 ,

α2 ,⋯,αk 是一组数,证明:在 X 上存在满足下列两条件:

(1) f( xν) = αν,ν= 1,2,⋯,k,(2) ‖ f‖≤ M

的线性连续泛函 f的充要条件为:对任何数 t1 , t2 ,⋯,tk ,

∑
k

ν= 1

tναν ≤ M ∑
k

ν= 1

tνxν

都成立.

2. 设 X 是赋范线性空间, Z 是 X 的线性子空间, x0∈ X,又 d( x0 , Z) >

0,证明存在 f∈ X′,满足条件:

1°当 x∈ Z 时,f( x) = 0;

2°f( x0 ) = d( x0 , Z);

3°‖ f‖ = 1.

3. 证明:无限维赋范线性空间的共轭空间也是无限维的.

4. 证明 Banach 空间 X 自反的充要条件是 X′自反.

5. 设α0 ,α1 ,⋯,αn ,⋯是一列数,证明存在[ a, b]上有界变差函数 g(t),

使∫
b

a
tn d g( t) = αn , n = 0,1,2,⋯成立的充要条件为对一切多项式

p(t) = ∑
n

ν= 0

cνt
ν
,
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成立着

∑
n

ν= 0

cναν ≤ M· max
a≤ t≤ b
| p( t)|,

其中 M 为常数.

6. 设 T 为 lp ( p≥1)中单向移位算子,即若 x = (ξ1 ,ξ2 ,⋯,ξn ,⋯)∈l
p ,

则 Tx = y = {0,ξ1 ,ξ2 ,⋯,ξn ,⋯},求 T
× .

7. 举例说明一致有界性定理中空间 X 完备的条件不能去掉.

8. 证明:在完备度量空间 X 中存立闭球套定理,即若

Sν = { x| d( x, xν)≤εν},ν= 1,2,⋯,

且 S1� S2�⋯� Sn�⋯,εν→0(ν→∞),则存在唯一的 x∈∩
∞

ν= 1

Sν;反之,

若在度量空间 X 中存立闭球套定理,则 X 是完备度量空间.

9. 设 y = {η1 ,η2 ,⋯,ηn ,⋯}是一列复数,若对任何

x = {ξ1 ,ξ2 ,⋯,ξn ,⋯}∈ C0 ,

级数∑
∞

j = 1

ξj珔ηj 都收敛,证明:y∈l
1
,其中 C0 的定义见第八章题 9.

10. 设 f( t)是[ a, b]上的 L 可测函数, p≥1,若对一切 g∈ Lp [ a, b],函

数 f( t) g( t)都在[ a, b]上 L 可积,则 f∈ Lq [ a, b],其中
1
p
+
1
q
= 1.

11. 证明Гелъфанд引理:设 X 是 Banach 空间, p( x)是 X 上泛函,满足

条件:

1°p( x)≥0;

2°α≥0 时, p(αx) = αp( x);

3°p( x1 + x2 )≤ p( x1 ) + p( x2 );

4°当 x∈ X, xn→ x 时,lim
n→∞
p( xn )≥ p( x).证明必有 M > 0,使对一切 x

∈ X,成立 p( x)≤ M‖ x‖.

12. 设 T n∈B( X→ Y)( n = 1,2,⋯),其中 X 是 Banach 空间, Y 是赋范

线性空间,若对每个 x∈ X,{ T n x}都收敛,令 Tx = lim
n→∞
T n x,证明 T 是 X 到

Y 中有界线性算子,并且‖ T‖≤lim
n→∞
‖ T n‖.

13. 设 X 是可分 Banach 空间, M 是 X′中有界集,证明 M 中每个点列含

有一个弱
*
收敛子列.
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14. 证明:空间 C[ a, b]中点列{ xn }弱收敛于 x0 的充要条件是存在常数

M,使得‖ xn‖≤ M, n = 1,2,⋯,并且对任何 t∈[ a, b],成立 lim
n→∞
xn (t) =

x0 ( t).

15. 设 X 是赋范线性空间, M 为 X 的闭子空间,若 M 中点列{ xn },当 n

→∞时弱收敛于 x0 ,那么必有 x0∈ M .

16. 证明:l
p
( p > 1)中点列 xn = {ξ

( n)
1 ,ξ

( n)
2 ,⋯}, n = 1,2,⋯,弱收敛于

x = {ξ1 ,ξ2 ,⋯}∈l
p
的充要条件为 sup

n
‖ xn‖ < ∞,且对每个 k,lim

n→∞
ξ
( n)
k =

ξk .

17. 设 X 是线性空间,‖ x‖1 和‖ x‖2 是 X 上两个范数,若 X 按

‖ x‖1及‖ x‖2 都完备,并且由点列{ xn }按‖ x‖1 收敛于 0,必有按

‖ x‖2也收敛于 0,证明存在正数 a和 b,使

a‖ x‖1≤‖ x‖2≤ b‖ x‖1 .

18. 设 T 是 Banach 空间 X 到赋范线性空间 F 中的线性算子,令

M n = { x|‖ Tx‖≤ n‖ x‖}, n = 1,2,⋯,

证明:总有 M n
0
在 X 中稠密.

19. 用闭图像定理证明逆算子定理.

20. 设 A 及 B 是定义在 Hilbert 空间 X 上的两个线性算子,满足

〈Ax, y〉=〈x, By〉,

其中 x, y 为 X 中任意向量,证明 A 是有界算子.

21. 设 T 为定义在复 Hilbert 空间 X 上的有界线性算子,若存在常数

α0 > 0,使〈Tx, x〉≥α0〈x, x〉,则称 T 为 � 耂正定的.证明:正定算子必有有界逆

算子 T - 1 ,并且

‖ T
- 1
‖≤
1
α0
.
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第十一章  线性算子的谱

  谱论是泛函分析的重要分支之一.由《线性代数》告诉我们:有

限维空间上的线性算子由它的特征值和最小多项式完全确定.将

这一结论推广到有界线性算子的情况,研究它的结构,就是算子的

谱理论.所谓算子的“谱”,类似于有限维空间上算子———矩阵的特

征值.而无限维空间上的算子谱论,也就相当于把矩阵化为若尔当

标准形.由于特征值和逆算子有密切关系,谱论也大量涉及逆算子

的问题.将算子求逆应用到微分算子和积分算子上,推动了微分方

程和积分方程的发展.

在一般无限维 Banach 空间中与有限维空间上线性算子性质

最接近的算子是全连续算子.全连续算子及其谱是人们研究得最

为清楚的一类算子.这类算子最初来源于积分方程的研究.这一章

中我们只介绍自伴全连续算子的谱分解理论及其在具有对称核积

分方程理论中的应用,由此可以体会算子谱论的重要意义.

§1. 谱的概念

考察 n 个未知数的线性方程组:

a11 x1 + a12 x2 + ⋯ + a1 n xn = y1 ,

a21 x1 + a22 x2 + ⋯ + a2 n xn = y2 ,

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

an1 x1 + an2 x2 + ⋯ + ann xn = yn

(1)

它对应系数矩阵 A = ( aij).记 x = ( x1 , x2 ,⋯, xn ), y = ( y1 , y2 ,
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⋯, yn ),则上述方程表示 n 维空间 E
n
上的线性算子 A: Ax = y.

对复数λ,若存在 x≠0,使 A x = λx,则称 λ是 A 的特征值.它意

味着( A - λI) x = 0 有非零解,即算子( A - λI)不存在逆算子.因

此,我们为了弄清算子 A 的特征值,必须考察算子( A - λI)是否

有逆算子的问题.

现在我们转向讨论无限维的情形.

定义 1  设 X 是赋范空间, T∈B( X→ X).若 T
- 1
存在且是

定义在整个 X 上的有界线性算子,则称 T 是 X 上的 � 簴正则算子.

关于正则算子有以下的简单性质:

1°T 是正则算子的充要条件是存在有界算子 B∈B( X→ X),

使得

B T = T B = I, I 是恒等算子.

只须证充分性.事实上,若 Tx = 0,则 x = Ix = B Tx = 0,故 T

是一对一的.对任何 y∈ X,因 T x = T By = Iy = y(令 By = x),故

T 的值域充满 X,即 T 存在定义在整个 X 上的 T
- 1
: T
- 1
= B.这

就证明了 T 的正则性.

2°若 A、B 是正则算子,则 T = A B 也是正则算子,且( A B)
- 1

= B
- 1
A
- 1
.这只要验证定义立即可得.

定义 2  设 T∈B( X→ X),λ是一复数.若( T - λI)正则,我

们称λ是算子 T 的 � �%正则点, T 的正则点全体称为 T 的 � �%正则集,或

� 屡豫解集,记为ρ( T).不是正则点的复数称为 T 的 � 屡谱点,其全体构

成 T 的 � 胒谱,记为σ( T).

定义 3(谱的分类)  设λ∈σ( T),即 T - λI 不存在有界逆算

子,可分三种情况:

(1) 如果 T - λI 不是一对一,此时存在 x∈ X, x≠0, 使

( T - λI) x = 0,即 Tx = λx,这时称λ是算子 T 的 � 烹特征值, x 称为

相应于特征值λ的 � 茖特征向量. T 的特征值全体称为 T 的 � 茖点谱,记

为σp ( T).

(2) ( T - λI)是一对一的,但值域不充满全空间.
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(3) ( T -λI)是 X 到 X 上的一对一算子,但( T - λI)
- 1
不是

有界的.

(2)、(3)两类谱点合称为 T 的 � 穕连续谱,记为σC ( T).

由逆算子定理可知,当 X 是 Banach 空间时,(3)不会出现,这

时σ( T)只有(1)、(2)两类.

下面举一些例子.

例 1  设 T 是有限维空间 E
n
上线性算子,则σ( T) = σp ( T).

因为 E
n
是 Banach 空间,(3)不会发生.现在只须证,如果 λ

不是特征值, T - λI 的值域一定充满 X,即(2)也不会发生.设 x1 ,

x2 ,⋯, xn 是 E
n
的基,可以证明

( T - λI) x1 ,( T - λI) x2 ,⋯,( T - λI) xn

也是线性无关的.

事实上,若存在 n 个复数α1 ,α2 ,⋯,αn,使

∑
n

i = 1

αi( T - λI) xi = 0,

即

( T - λI) ∑
n

i = 1

αi xi = 0.

由于( T - λI)是一对一的,即知∑
n

i = 1

αi xi = 0,再由 x1 , x2 ,⋯, xn

是 E
n
的基,因此线性无关,所以αi = 0,i = 1,2,⋯, n.这就证明了

{( T - λI) xi }是线性无关的.所以

span{( T - λI) x1 ,⋯,( T - λI) xn } = E
n
,

即 T - λI是到上的映射.

例 2(单向移位算子)  考察第九章§5 例 1 中的单向移位算

子 T.设 X = l
2
,其中元素 x 为

x = (ξ1 ,ξ2 ,⋯,ξn ,⋯),

则
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Tx �= T(ξ1 ,ξ2 ,⋯,ξn,⋯)

= (0,ξ1 ,ξ2 ,⋯,ξn ,⋯).

这时可证σp ( T) = .

先看λ= 0 的情形.这时由 Tx = (0,ξ1 ,ξ2 ,⋯,ξn ,⋯) = 0,立

即可知ξ1 = ξ2 = ⋯ =ξn = ⋯ = 0.若 λ≠0,从( T - λI) x = 0 及

 � ( T - λI)(ξ1 ,ξ2 ,⋯,ξn ,⋯)

= (0,ξ1 ,ξ2 ,⋯,ξn,⋯) - (λξ1 ,λξ2 ,⋯,λξn ,⋯)

= ( - λξ1 ,ξ1 - λξ2 ,ξ2 - λξ3 ,⋯,ξn - λξn + 1 ,⋯)

可知, ξ1 = ξ2 = ⋯ =ξn = ⋯ = 0.

即 x = 0.这就证明了σp ( T) = .

不难看出:算子 T 的值域不会充满 l
2
,因为 Tx 的第一个坐

标都是 0,故 0∈σC ( T).

例 3  设 l
0
是 l
1
中只有有限个坐标不为 0 的数列全体.线性

算子 T 定义如下:

对 x = ( x1 , x2 , ⋯, xn, ⋯ ) ∈ l
0
, 令 Tx =

x1 ,
x2
2
,⋯,
xn
n
,⋯ .显然 T

- 1
存在,且

T
- 1
x = ( x1 ,2 x2 ,⋯, nxn ,⋯).

T
- 1
的定义域是 l

0
. T
- 1
作为 l

0
上的线性算子是无界的.事实上,

‖ T
- 1
‖ b= sup

‖ x‖ = 1
‖ T

- 1
x‖≥‖ T

- 1
en‖

= ‖(0,0,⋯, n,0,0,⋯)‖ = n,

其中 en = {0,0,⋯,0
n - 1 个

,1,0,⋯}.因此 0 是 T 的第三类谱点.

例 4  取 E = C[ a, b],设 K(s,t) = ∑
n

k = 1

fk ( s) gk ( t),且 f1 ,

f2 ,⋯, fn 在 E 中线性无关.定义算子 A 如下:

( Ax)(s) =∫
b

a
K( s, t) x(t)dt.

求 A 的特征值应满足的条件.
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λx - Ax = 0,意味着

λx(s) - ∑
n

k = 1
∫
b

a
gk( t) x(t)dt fk (s) = 0. (2)

当λ= 0 时,上式有非零解的充要条件是存在 x(t)á 0,但

∫
b

a
gk (t) x(t)dt = 0, k = 1,2,⋯, n.

当λ≠0 时,容易看出(2)式的任何解 x( s)必可表示为下列形

式

x(s) = ∑
n

k = 1

αkfk( s).

将它代入(2)式,即得

λ∑
n

k = 1

αkfk(s) = ∑
n

k = 1
∫
b

a
gk (t) x( t)dt fk( s).

由于 f1 , f2 ,⋯, fn 是线性无关的,即可知

λαk =∫
b

a
gk (t) x(t)dt. (3)

这说明,λ是算子 A 的特征值的充要条件是存在 x( t)á 0,能

满足(3)式.

§2. 有界线性算子谱的基本性质

无限维空间上有界线性算子的谱已不再限于特征值,情况较

有限维情形要复杂得多,但是还是有一些基本性质可以得出.这一

节涉及的空间 X 均指 Banach 空间.

定理 1  设 T∈ B( X→ X),‖ T‖ < 1,则 1∈ρ( T).这时 I -

T 有定义在全空间上的有界逆算子:

( I - T)
- 1
= ∑
∞

k = 0

T
k
= I + T + T

2
+ ⋯ + T

k
+ ⋯,

这里的级数按 B( X→ X)中范数收敛.

证  因为‖ T
2
‖≤‖ T‖

2
,故‖ T

n
‖≤‖ T‖

n
,但‖ T‖ <

·103·



1,必有∑
∞

k = 0

‖ T‖
n
< ∞,所以∑

∞

k = 0

‖ T
n
‖ < ∞,故∑

∞

k = 0

T
n
一致收

敛于某有界算子 S(按 B( X→ X)中范数收敛).下面验证 S 确实

是( I - T)的逆算子.

(I - T)( I + T + ⋯ + T
n
) �= ( I + T + T

2
+ ⋯ + T

n
)

 - ( T + T
2
+ ⋯ + T

n + 1
)

= I - T
n + 1
.

令 n→∞,则‖ T
n + 1
‖≤‖ T‖

n + 1
→0(因‖ T‖ < 1),故可知

∑
∞

k = 0

T
k
是 I - T 的右逆.同理可知其为左逆.这就证明了 S =

( I - T)
- 1
.证毕.

定理 2(谱集的闭性)  设 T∈ B( X→ X),则ρ( T)是开集,

σ( T)是闭集.

证  若ρ( T) = ,则ρ( T)自然是开集.(定理 3 将证明:有界

线性算子的谱,不会超过它的范数,即λ∈σ( T),则|λ|≤‖ T‖,因

此这种情形实际上不会发生.)

若ρ( T)非空,设 λ0∈ρ( T).对任意的复数λ,有恒等式:

T - λI �= T -λ0 I - (λ- λ0 ) I

= ( T - λ0 I)[I - ( T - λ0 I)
- 1
(λ- λ0 )].

现在考察 I - ( T - λ0 I)
- 1
(λ- λ0 ),由 λ0 ∈ρ( T),( T - λ0 T)

- 1

是有界算子,且非零.如果|λ- λ0 | < ‖( T - λ0 I)
- 1
‖
- 1
, 则

‖( T - λ0 I)
- 1
(λ- λ0 )‖ < 1,由定理 1 知

V = [ I - ( T - λ0 I)
- 1
(λ- λ0 )]

有逆 V
- 1
,于是

( T - λI) = ( T - λ0 I) V.

右边两项均存在有界逆算子,故( T - λI)也有逆:

( T -λI)
- 1
= V
- 1
( T - λ0 I)

- 1
.

这就证明了,若 λ0∈ρ( T),则存在λ0 的邻域
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U(λ0 ) = {λ |λ- λ0 | < ‖( T - λ0 I)
- 1
‖
- 1
},

U(λ0 )�ρ( T).

由于λ0 是任取的,故 ρ( T)为开集,因而σ( T)为闭集.证毕.

定理 3  设 T∈ B( X→ X ),则 σ( T)是有界闭集,且当λ∈

σ( T)时有|λ|≤‖ T‖.由此可知ρ( T)非空.

证  我们只需证当|λ| > ‖ T ‖时都是 T 的正则点,这时

‖
1
λ
T‖ < 1,故

Rλ �= ( T - λI)
- 1
= -
1
λ
I -
1
λ
T
- 1

= -
1
λ∑
∞

n = 0

1
λ

n

T
n
∈B( X→ X).

这说明ρ( T)�{λ |λ| > ‖ T‖},故ρ( T)非空.并由此知

σ( T)�{λ||λ|≤‖ T‖}.

结合定理 2 的结果,即知σ( T)是有界闭集.证毕.

线性有界算子的谱还有许多重要的性质,例如谱集非空,

sup
λ∈σ( T )
|λ| = lim

n→∞

n

‖ T
n
‖,以及谱映射定理等等,限于篇幅,不能

在这里一一叙述了.

§3. 紧集和全连续算子

为了把谱论应用于积分方程,我们要介绍一种全连续算子.它

的定义,又涉及紧集的概念.

在第二章§3 中我们给出了度量空间中紧集的定义.为了便

于判断集合的紧性,我们给出下面的定理.

定理 1  设 X 是度量空间, M 是 X 中一子集,则 M 是 X 中

的紧集的充要条件为对 M 中任何点列{ xn }都存在子列{ xn
k
}收敛

于 M 中一元素 x0 .
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证明  必要性:设 M 是 X 中的紧集,{ xn }是 M 中任一点列.

如果{ xn }中不存在子列收敛于 M 中一元素,则对每个 x∈ M ,存

在δx > 0 以及正整数 nx ,使得当 n≥ nx 时有 xn ú U( x,δx ).显然

开集族{ U ( x,δx )| x∈ M }覆盖了 M ,于是由 M 的紧性,存在

x1 , x2 ,⋯, xk ,使得

M�∪
k

j = 1
U( xj,δx

j
).

另一方面,当 n ≥ max{ nx
1
, nx
2
,⋯, nx

k
} 时,

xn ú U( xj,δx
j
)  (j = 1,2,⋯, k),

因此 xn ú M ,这与{ xn } � M 矛盾.

充分性:设 M 是 M 的一个开覆盖.我们分两步来证明.不妨假

定 M 中的开集都是开邻域.

(1) 先证明存在正数δ,使任一以属于 M 的 x 为中心的δ邻

域,都将包含在某一个属于 M 的开集内.设不然,即没有这样的正

数δ,则对于任意正整数 n,
1
n
都不能取作δ,因而必有 xn ∈ M ,使

U xn ,
1
n
不包含在任何属于 M 的开邻域中.

由充分性条件,存在{ xn } 的一个子序列{ xn
i
}, 使lim

i→ ∞
xn
i
=

x0 ,并且 x0 ∈ F.而 M 覆盖 F,因此有 U ∈ M,使 x0 ∈ U.不妨设

U = U( y0 ,η)(图11.1),则有η′> 0,使 U( x0 ,η′)� U( y0 ,η).

注意 xn
i
→ x0 ,所以可以取 ni 充分大,使 d( xn

i
, x0 ) <
η′
2
,
1
ni
<

η′
2
,于是 U xn

i
,
1
ni
� U ( x0 ,η′)� U( y0 ,η)∈ M.这与 xn

i
的定

义矛盾.这也就证明了满足所述要求的δ是存在的(这个正数δ,

通常称为 � �'勒贝格数).

(2) 任取 x1 ∈ M .如果 M � U( x1 ,δ),则由(1) 在 M 中存在
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图  11.1

开集 G1 � U ( x1 ,δ),所以 M � G1 ;否则存在 x2 ∈ M , x2 ú

U( x1 ,δ),从而 d( x1 , x2 ) ≥δ.如果 M �∪
2

i = 1

U( xi,δ),那么再

由(1),可在 M 中找到两个开集,它们的并集包含 M ;如果 M à

∪
2

i = 1

U( xi,δ),则存在 x3 ∈ M , x3 ú ∪
2

i = 1

U ( xi,δ),因此 d( x3 ,

xi)≥δ( i = 1,2). 此时,或者 M � ∪
3

i = 1

U ( xi,δ), 或者 M à

∪
3

i = 1

U ( xi,δ).如果 M�∪
3

i = 1

U( xi,δ),则由(1), M 可被 M 中三

个开集覆盖,否则又可找到 x4 ∈ M ,使得或者 M�∪
4

i = 1
U ( xi,δ),

或者 M à ∪
4

i = 1

U( xi,δ).这个过程必定在有限步终止.假如不然,

则在 M 中可以找到一列点 xn ( n = 1,2,⋯),满足

d( xm , xn )≥δ> 0  ( n≠ m).

显然在{ xn }中不存在任何收敛子列,这与假设矛盾.所以存

在正整数 k,使
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M �∪
k

i = 1

U ( xi,δ).

设 U ( xi,δ)� Gi∈ M ( i = 1,2,⋯, k),那么 M�∪
k

i = 1

Gi,因

此 M 是 X 中的紧集.证毕.

定义 1  设 X 是度量空间, M 是 X 中子集.若 珨M 是 X 中紧

集,则称 M 为 X 中的相对紧集.

例 1  R
n
中有界集是相对紧集.

类似于第二章§3 定理 6 的证明可得度量空间 X 中紧集一定

是有界闭集,但在无限维度量空间中有界闭集不一定是紧集.

例 2  l
2
中的单位球{ x ‖ x‖≤1, x∈l

2
}不是紧集.

这时,只须取 l
2
的基向量 ek = (0,0,⋯,0

k - 1

,1,0,⋯).显然,

‖ek‖ = 1, k = 1,2,3,⋯,故{ek }是有界集.但是{ ek }中的两个不

同元素之间的距离为‖ek - ej‖ = 1
2
+ 1
2
= 2.因此其中不存在

任何收敛子列.由于单位球是闭集,所以也不是相对紧集.

定义 2(全连续算子)  设 X 和 Y 是赋范线性空间, T 是 X 到

Y 的线性算子.如果对 X 的任何有界子集 M , T M 都是 Y 中相对

紧集,则称 T 为 � ��全连续算子,亦称 � ��紧算子.

容易看出, T 是全连续算子的充要条件是:设{ xn }是 X 中的

有界点列,则{ T xn }必有收敛子列.

例 3  设 K(s, t) = ∑
n

k = 1

gk( t) fk( s),其中 fk, gk∈ L
2
[ a, b],

{ gv }是线性无关的.定义

( Aφ)( t) =∫
b

a
K(s,t)φ( s)ds,   φ∈ L

2
[ a, b],

则 A 是全连续算子.

证  由于

( Aφ)(t) m=∫
b

a
∑
n

k = 1

gk (t) fk (s) φ(s)ds
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= ∑
n

k = 1
∫
b

a
fk( s)φ(s)ds gk (t),

我们可知算子 A 的值域是由 g1 ,⋯, gn 所张成的有限维子空间

F.任给 L
2
[ a, b]中有界集 M ,容易看出 A 是有界算子.故 A M

是 F 中有界集.因 F 是有限维空间,它的有界集都是相对紧的,故

A M 为相对紧集.证毕.

定理 2  设{ T n }是 X 到 Y 上的全连续算子列, Y 是 Banach

空间,而且‖ T - Tn‖→0( n→∞),则 T 也是全连续算子.

证明  设{ xn }是 X 中有界序列,我们用对角线方法在{ Txn }

中选取收敛子列.

因为 T1 是全连续的,故存在{ xn }的子列{ x1, m },使{ T1 x1, m }

收敛.又因 T2 全连续,存在{ x1, m }的子列{ x2 , m }使{ T2 x2, m }收

敛.如此继续下去,可从 xn,1 , xn,2 , xn, 3 ,⋯中选出 xn + 1,1 , xn + 1 ,2 ,

xn + 1 ,3 ,⋯使 Tn + 1 xn + 1 ,1 , T n + 1 xn + 1,2 , Tn + 1 xn + 1, 3 ,⋯收敛.我们选

取对角线序列{ xm , m },它对任意的 Tn ( n 固定),总有{ Tn xm , m }收

敛.

{ x m , m }是有界序列,设‖ xm , m ‖≤ c 对一切正整数 m 成立.

任给ε> 0,存在充分大的 N,使‖ T N - T‖ <
ε
3 c
.因为{ T N x m , m }

当 m→∞时收敛,故存在 N1 ,当 p, q > N1 时

‖ T N xp, p - T N xq, q‖ <
ε
3
.

这样一来,{ T xm , m }是{ Txn }的收敛子列.

事实上,

‖ Txp, p - Txq, q‖ �≤‖ Tx p, p - T N xp, p‖

 + ‖ T N xp, p - T N xq, q‖ + ‖ T N xq, q - Txq, q‖

≤‖ T - TN‖‖ xp, p‖ +
ε
3
+ ‖ T - TN ‖‖xq, q‖

<
ε
3 c
·c +
ε
3
+
ε
3c
·c= ε.
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由于 Y 是 Banach 空间,可知{ Txm , m }是收敛子列.证毕.

例 4  设 K ( s, t)∈ L
2
( D ), D 是矩形[ a, b]×[ a, b].在

L
2
[ a, b]上,作算子

( Kφ)(s) =∫
b

a
K(s,t)φ(t)dt,φ∈ L

2
[ a, b],

则 K 是全连续算子.

我们先证 K 是有界算子.这由下式可知

‖ Kφ(s)‖ �=∫
b

a
| ( Kφ)(s) |

2
ds

1
2

=∫
b

a
∫
b

a
K(s, t)φ(t)dt

2

ds

1
2

≤∫
b

a
∫
b

a
| K(s, t) |

2
dt·∫

b

a
| φ( t) |

2
dt ds

1
2

≤∫
b

a∫
b

a
| K( s, t) |

2
dtds

1
2

‖φ‖.

由于 K( s, t)∈ L
2
( D),有

∫
b

a∫
b

a
| K(s, t)|

2
dtds< ∞.

这证明了 K 的有界性.现证 K 是全连续的.

设{en }是 L
2
[ a, b]中的完全正交基,则由第九章习题 7 知,

两元函数列 en ( x) em ( y)( n, m = 1,2,3,⋯)是 L
2
( D)中的完全

的规范正交基.于是 K(s,t)可按这组基展开:

K(s,t) = ∑
∞

m , n = 1

am nem ( t) en (s).

记 K p, q (s, t) = ∑
p

m = 1
∑
q

n = 1

am nem (t)en ( s),

则由 Kp, q (s,t)为核生成的积分算子 K p, q是全连续的(见例 3).

再由

‖ K - Kp, q‖≤∫
b

a∫
b

a
K(s,t) - Kp, q(s,t)

2

dsdt

1
2
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知

lim
p, q→ ∞
‖ K - Kp, q‖ = 0.

可知 K 是全连续算子列 K p, q的极限,由定理 2 知, K 是全连续的.

§4. 自伴全连续算子的谱论

这一节,我们将证明下列定理

定理 1(D. Hilbert)  在可分的 Hilbert 空间 H 上的任何全连

续的自伴算子,一定具有以特征向量组成的完全正交系.

证明这一定理将分若干步骤.我们用八个引理来完成.

引理 1  如果‖e‖ = 1, A 是自伴算子,则

‖ Ae‖
2
≤‖ A

2
e‖,

并且当且仅当 e是 A
2
的特征向量(相应于特征值λ= ‖ Ae‖

2
)

时,上述不等式才成立等式.

证明  由 Cauchy 不等式知

‖ Ae‖
2
=〈Ae, Ae〉=〈A

2
e,e〉≤‖ A

2
e‖‖e‖ = ‖ A

2
e‖.

上式中等式成立的充要条件是 A
2
e为 e的数量倍数: A

2
e = λe(见

第九章§1 引理 1(Schwarz 不等式)的证明),其中 λ可以由下式

定出:

‖ Ae‖
2
=〈Ae, Ae〉=〈A

2
e, e〉=〈λe, e〉= λ‖e‖

2
= λ.

证毕.

我们引入极大向量的概念. A 是有界线性算子,如果存在‖e‖

= 1,使得‖ Ae‖ = ‖ A‖,则称 e是 A 的 � 腍极大向量.一般算子不

一定存在极大向量.但我们有

引理 2  全连续的自伴算子具有极大向量.

证明  由‖ A‖的定义可知,存在一列 xn, n = 1,2,⋯,‖ xn‖

= 1,而 Axn 满足lim
n→ ∞
‖ Axn ‖ = ‖ A‖.因为 A 是全连续的,

{ Axn }中必有收敛子列.不妨认为{ Axn }就是收敛的.设lim
n→∞
Axn =
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y.可以断言 z =
1
M
y 就是要找的极大向量,其中 M = ‖ y‖ =

‖ A‖.实际上,由于

Az = lim
n→ ∞
A
Axn
M
,

而
A xn
M
≤1,故 A

Axn
M
≤ M.由引理 1,

M ≥‖ A
Axn
M
‖ =
1
M
‖ A
2
xn‖≥
1
M
‖ Axn‖

2
→ M ( n→∞).

这就证明了‖ Az‖ = lim
n→ ∞
‖ A
Axn
M
‖ = M .证毕.

引理 3  设 e0 是自伴算子 A 的极大向量,则 e0 是 A
2
的特征

向量(具有特征值‖ A‖
2
).

证明  由引理 1 知,

‖ A‖
2
= j‖ Ae0‖

2
≤‖ A

2
e0‖≤‖ A‖

2
,

即 ‖ Ae0‖
2
= ‖ A

2
e0‖ = ‖ A‖

2
,

且 e0 是 A
2
的特征向量,特征值为

λ= ‖ Ae0‖
2
= ‖ A‖

2
. 证毕.

引理 4  若 A
2
有特征值 M

2
,则算子 A 有特征值 M 或 - M .

证明  将 A
2
e0 = M

2
e0 改写为

( A - M I)( A + M I) e0 = 0.

如( A + MI) e0 ≠0,则它是 A 的以 - M 为特征值的特征向量.如

果( A + M I) e0 = 0,则 M 是 A 的特征值, e0 是相应的特征向量.

证毕.

推论 1  设 A 为全连续自伴算子,则‖ A‖或 - ‖ A‖中必

有一为 A 的特征值.

以下再证明 A 具有用特征向量构成的完全正交系.

引理 5  自伴算子 A 的相应于不同特征值的特征向量是彼

此正交的.
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证明  设 Ax = λx, Ay = μy,λ≠μ,由于 A 为自伴算子,所以

λ及μ均为实数.因此我们有

0 =〈Ax, y〉-〈x, Ay〉= (λ- μ)〈x, y〉.

但λ≠μ,故〈x, y〉= 0.证毕.

引理 6  设 A 是全连续算子,δ是任取的正数,考察绝对值大

于δ的特征值,则 A 的与这些特征值相应的所有规范正交特征向

量系只含有有限个向量.

证明  设 S 是由特征向量组成的规范正交系,其中每个特征

向量相应的特征值的绝对值大于δ.设 ei, ej∈ S,‖ei‖ = 1,‖ej‖

= 1,〈ei, ej〉= 0. Aei = λiei, Aej = λjej,|λi| > δ,|λj| > δ.

我们有

‖ Aei - Aej‖
2
= ‖λiei - λjej‖

2
= |λi|

2
+ |λj|

2
> 2δ
2
.

规范正交系 S 当然是有限集.如果它是无限集的话,由于 A

是全连续的,则必可选子列{en },{ Aen }包含收敛子列.但{ Aen }中

元素彼此距离大于 2δ,这就导致矛盾.因而 S 是有限集.证毕.

推论 2  全连续算子 A 的相应于非零特征值λ的规范正交特

征向量至多为有限个.

综合引理 5 和引理 6 可得重要结果.对全连续的自伴算子来

说,我们已经可以描绘出它的谱集的特征.首先,自伴算子的特征

值都是实数.事实上,若 Ae = λe,则

λ=〈Ae, e〉=〈e, Ae〉=珔λ〈e, e〉=珔λ.

其次,彼此不同的非零特征值至多为可数个.这是因为彼此不

同的特征值相应的特征向量彼此正交(引理 5),再由引理 6 知, A

的大于
1
n
的特征值全体(记为 En )个数为有限个,由此可知 A 的

非零特征值全体(记为 E)总数至多为可数个,这是因为 E =

∪
∞

n = 1
En.最后,特征值除了原点外不可能有聚点.我们不妨将全连

续自伴算子 A 的非零特征值排成一列(按绝对值的大小)
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λ1 ,λ2 ,λ3 ,⋯,λn ,⋯

若有无限多个不同的值,则 λn→0( n→∞).

现在我们再引进特征子空间的概念.设 λ是 A 的特征值.所

有以λ为特征值的特征向量所张成的子空间称为对应于λ的 � �)特征 � �9

子空间.全连续算子的特征子空间是有限维的(见引理 6 的推论).

这样,我们可以把全连续自伴算子的特征值重新排列,使得每

一个特征值只对应一个规范的特征向量.其方法是将对应 k个特

征向量的特征值重复出现 k次.我们不妨仍然按绝对值的大小排

列,记为

λ1 ,λ2 ,λ3 ,⋯,λn ,⋯

这里的λi 可以彼此相同,相同的个数等于该特征值对应的特征子

空间的维数.其相应的特征向量为

φ1 ,φ2 ,φ3 ,⋯,φn ,⋯

这些特征向量是彼此正交的,我们不妨认为它们都已规范化.因而

{φn }构成一个规范正交系.{φn }所张成的闭子空间记为 L.下面

我们都这样排列{λn }和{φn }.

我们说 H 的子空间 M 是 A 的不变子空间,是指对 x∈ M .总

有 Ax∈ M . L 是 A 的不变子空间.事实上,对 y∈ L,存在 �

yn = ∑
n
p

k = 1

α
( p)

k φk, yn→ y( n→∞),

但 Ayn = ∑
n
p

k = 1

α
( p)

k Aφk = ∑
n
p

k = 1

λkα
( p)

k φk∈ L,

故 Ay∈ L.

引理 7  设 A 是自伴算子, M 是 A 的不变子空间,则 M 的正

交补空间 M
⊥
也是 A 的不变子空间.

证明  设 y∈ M
⊥
,即对任何的 x∈ M ,有〈x, y〉= 0.但是,

〈x, Ay〉=〈A x, y〉= 0,这说明 Ay 和 M 直交,即 Ay∈ M
⊥
.证毕.

引理 8  设 H 是 Hilbert空间, A 是全连续自伴算子,对任何
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x∈ H,可写成

x = x′+ x″= ∑
∞

k = 1

ξkφk + x″.

这里 φ1 ,φ2 ,⋯是 A 的特征向量 (相应的特征值非零),而且有

A x″= 0.

证明  A 的与非零特征值相应的特征向量{φn }构成规范正

交系,它所张成的子空间为 L.由引理 7, L
⊥
是 A 的不变子空间.

我们把 A 限制在 L
⊥
上考察,得到 L

⊥
上的全连续自伴算子 A L ⊥ .

由推论 1,‖ A L⊥ ‖或 - ‖ A L⊥ ‖中必有一个为 A L ⊥ 的特征值,不

妨设为‖ A L ⊥‖(对 - ‖ A L⊥‖证明完全类似),于是存在 L
⊥
中单

位向量 e0 ,使 A L ⊥ e0 = ‖ A L⊥ ‖e0 ,但由于 e0∈ L
⊥
,故

Ae0 = A L ⊥ e0 = ‖ A L⊥ ‖e0 ,

即 e0 也是 A 的相应于特征值‖ A L⊥ ‖的特征向量.于是‖ A L⊥‖

必须等于零.事实上,如果‖ A L ⊥ ‖不为零,那么由 L 的作法,必

有 e0∈ L,但 L 与 L
⊥
正交,必须 e0 是零向量,这与 e0 是特征向量

不为零矛盾.由上述证明知, A 限制在子空间 L
⊥
上是零算子,

A L ⊥ = 0,也就是说,对一切 x∈ L
⊥
, Ax = 0.

现在对 x∈ H,作分解 x = x′+ x″,其中 x′∈ L, x″∈ L
⊥
.因

L 中规范正交系{φk}是完全的,故

x = ∑
∞

k = 0

ξkφk + x″,

A x″= 0. 证毕.

现在我们来完成 Hilbert 定理的证明.

定理 1 的证明  对可分 Hilbert 空间 H 上的全连续自伴算子

A, e1 ,e2 ,⋯,en ,⋯是相应于非零特征值的所有特征向量,它们张

成 L.因 H 可分,其正交补空间 L
⊥
亦可分,由第九章§3 的定理

4, L
⊥
有完全的规范正交基,设为 e′1 , e′2 ,⋯, e′n ,⋯.它们也是特

征向量,相应于特征值 0.这样,特征向量{ en }和{e′n }合起来就构
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成 H 的完全正交基. 证毕.

到现在为止,我们已对全连续自伴算子的特征值作了完整的

叙述.它是有限维空间上自伴算子的直接推广.这类算子有实值的

特征值,其数目至多为可数,如果是无限多个,则它们不能有非零

的聚点,只能以 0 为聚点.非零特征值对应的特征子空间只能是有

限维的.现在我们要问:全连续自伴算子是否还有不是特征值的谱

点 ? 我们有下述的定理.

定理 2  H 上的全连续自伴算子 A 的非零谱点都是特征值.

若 H 是无限维空间,那么 0∈σ( A).

证明  (1) 若 H 是有限维空间,显然 A 只有实特征值.

(2) 若 H 是无限维空间,则 0 一定是谱点:0∈σ( A).事实

上,若 0 是 A 的正则点,那么 A
- 1
存在且是定义在全空间的有界

算子.由于 I = A A
- 1
,对 H 中的任何有界点列{ xn },{ A

- 1
xn }仍

为有界点列,因为 A 是全连续的{ A( A
- 1
xn )} = { xn }将有收敛子

列.但是 H 是无限维的,根据§3 例 3 同样讨论,知 H 中规范正交

系{ek }中不可能选出收敛子列.这就导致了矛盾.所以 0∈σ( A).

(这里只用 A 是全连续的,如果还假定 A 是自伴的,0 必是特征

值,这里不给证明了.)

(3) 若 λ不是特征值,λ≠0,则 λ∈σ( A).由谱集σ( A)的定

义知,若 λ不是特征值,可能属于谱的分类中的(2)、(3)两类谱

点.从逆算子定理知, A 不会有(3)类谱点.我们只须证λ不是(2)

类谱点,即( A - λI)的值域一定充满整个空间 H.现在任取 y∈

H,由引理 8,知

y = ∑
∞

k = 1

ηkek + y″,   ∑
∞

k = 1

|ηk |
2
< ∞,

其中 ek 是 A 的相应于非零特征值λk 的特征向量, Ay″= 0.我们要

求出 x∈ H,使( A - λI) x = y 即可.现在设法求出下式中的ξk 和

x″:
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�

x = ∑
∞

k = 1

ξk ek + x″,   Ax″= 0,

( A - λI) x = ∑
∞

k = 1

ξk (λk -λ) ek - λx″,

由正交展开的唯一性定理知,

x″= -
1
λ
y″,ξk (λk - λ) = ηk .即  ξk =

ηk
λk - λ
.

由于λk 没有非零聚点因此数集
1
λk - λ
有界,即存在常数 C,使

1
λk - λ
< C,故∑

∞

k = 1

ηk
λk - λ

2

< C∑
∞

k = 1

|ηk |
2
< ∞.

令 x = ∑
∞

k = 1

ηk
λk - λ
ek -
1
λ
y″,则

( A - λI) x �= ∑
∞

k = 1

ηk
λk - λ
( A - λI) ek -

1
λ
( A -λI) y″

= ∑
∞

k = 1

ηk
λk - λ
(λk -λ) ek + y″

= ∑
∞

k = 1

ηkek + y″.

这样就把 x 找到了.因此λ不是(2)类谱点.证毕.

§5. 具对称核的积分方程

最后,让我们考察谱论在积分方程理论中的应用.

设在矩形 D:[ a, b]×[ a, b]上定义 K(s, t), K∈ L
2
( D),而

且 K(s, t) = K(t,s).定义

( Aφ)( s) =∫
b

a
K(s,t)φ( t)dt,   φ∈ L

2
[ a, b],

A 称为具有 � �5平方可积对称核的积分算子.它是自伴的.实际上,由

Fubini定理可知
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〈Aφ,ψ〉 4=∫
b

a∫
b

a
K(s, t)φ(t)dt ψ( s)ds

=∫
b

a∫
b

a
K(s,t)φ( t)ψ(s)dtds

=∫
b

a
φ(t)∫

b

a
K( s, t)ψ(s)ds dt

=∫
b

a
φ(t)∫

b

a
K( t, s)ψ(s)ds dt

=∫
b

a
φ(t)∫

b

a
K( t, s)ψ(s)ds dt

=〈φ, Aψ〉,   φ,ψ∈ L
2
[ a, b].

由§3 例 4 知, A 还是全连续的.

设 A 是由上述 K ( s, t)所决定的积分算子,则对任意 φ∈

L
2
[ a, b],有

Aφ= ∑
∞

k = 1

λkξkek,

其中λk 是非零特征值,记与λk 相应的特征向量 ek 构成的规范正

交系为 S 时,ξk 是φ按 S 展开的傅氏系数.事实上,我们根据§4

的 Hilbert 定理知,

φ= ∑
∞

k = 1

ξkek + x″,  Ax″= 0.

将 A 作用后即得所要求的结果.

现在我们考察下列积分方程:

φ(s) = f(s) +∫
b

a
K(s,t)φ(t)dt, ( * )

其中 f(s), K(s, t)是已知的, f∈ L
2
[ a, b], K∈ L

2
( D), K( s, t)

= K(t,s).求满足条件( * )的 φ( s).

定理 1  对具有对称核的积分方程

φ(s) = f( s) +∫
b

a
K(s,t)φ( t)dt = f(s) + ( Aφ)(s),

如果 A 的特征值{λk }都不等于 1,则上述方程有唯一解
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φ( s) = ∑
∞

k = 1

〈f, ek〉
1 - λk
ek,

其中 ek 是相应于λk 的特征向量.

证  将方程φ= f + Aφ两边与 ek 作内积,得到

〈φ,ek〉 D=〈f,ek〉+〈Aφ,ek〉

=〈f,ek〉+〈φ, Aek〉

=〈f,ek〉+λk〈φ, ek〉,

其中λk 是实数.因此,由 λk≠1 可知

〈φ, ek〉=
〈f, ek〉
1 - λk
.

这样,我们很自然想到,欲求的函数φ( x)可用它关于{ek }的傅氏

级数表达:

φ( x) = ∑
∞

k = 1

〈f,ek〉
1 - λk
ek.

现在我们来检验它确实满足

φ= f + Aφ.

首先,因为 f∈ L
2
[ a, b],∑

∞

k = 1

|〈f, ek〉|
2
< ∞,由于 A 是全连续自

伴算子,没有非零的聚点,故inf
k
|1 - λk |是正数,因而存在常数 C,

使得
1
|1 - λk|
≤ C,于是

∑
∞

k = 1

〈f, ek〉
1 - λk

2

< ∞.

这就是说,上述表示 φ( x)的级数在 L
2
[ a, b]中是收敛的,于是

Aφ �= ∑
∞

k = 1

〈f, ek〉
1 - λk
Aek = ∑

∞

k = 1

〈f,ek〉
1 - λk
λkek

= - ∑
∞

k = 1

〈f, ek〉ek + ∑
∞

k = 1

〈f,ek〉
1 - λk
ek = φ- f.

这就得到
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Aφ+ f = φ. 证毕.

定理 2  对具有对称核的积分方程

φ(s) = f( s) +∫
b

a
K(s,t)φ( t)dt = f(s) + ( Aφ)(s),

如果 A 的特征值 {λn }中有些等于 1,这些等于 1 的特征值记为

{λk }(最多只有有限个),与λk 相应的特征向量为 ek.这时若对某

一个 ek ,〈f, ek〉≠0,则方程无解.如果对一切 ek 均有〈f, ek〉= 0,

则方程有解,而且解可以精确到加上由这些 ek 张成的子空间中的

一个向量.

证  若对某 ek ,〈f, ek〉≠0,则方程不可能有解.如若不然,方

程φ= f + Aφ有解φ,则

〈φ, ek〉=〈f, ek〉+λk〈φ, ek〉=〈f, ek〉+〈φ, ek〉,

导出〈f, ek〉= 0,这和条件是矛盾的.

如果对λk = 1 的特征向量 ek ,都有〈f, ek〉= 0,令 φ= φ′+

φ″,其中 �

φ′= ∑
k

〈f,ek〉
1 - λk
ek,  (λk≠1)

φ″= ∑
k

ξkek ,   (λk = 1)

其中ξk 是任意常数.由条件 f和φ″正交,和定理 1 一样可证

Aφ′=φ′- f.

对 φ″,我们有

Aφ″= ∑
k

ξkλkek = ∑
k

ξk ek = φ″.

所以

Aφ= Aφ′+ Aφ″=φ′- f + φ″=φ- f,

即

Aφ+ f = φ.

这就证明了φ是方程的解.由于 φ″在{ ek |λk = 1}张成的子空间中
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可以任意取,而 φ′是一意决定的,故解 φ在精确到一个被加向量

φ″的意义下是唯一确定的.证毕.

第十一章习题

1. 设 X = C[0,1],( Ax)( t) = tx( t), x∈ X.证明 σ( A) = [0,1],且其

中没有特征值.

2. 设 X = C[0,2π],( Ax)( t) = e
it
x( t), x∈ X.证明

σ( A) = {λ |λ| = 1}.

3. 设 X = l2 ,
A x = A( x1 , x2 ,⋯, xn ,⋯) = ( x2 , x3 ,⋯, xn ,⋯),

试求σ( A).

4. 设 F 是平面上无限有界闭集,{αn }是 F 的一稠密子集,在 l
2
中定义

算子 T:

T x = T( x1 , x2 ,⋯, xn ,⋯) = (α1 x1 ,⋯,αn xn ,⋯),

则αn 都是特征值,σ( T) = F, F \ {αn }中每个点是 T 的连续谱.

5. 设λ为线性算子 A
n
的特征值,则λ的 n 次根中至少有一个是算子 A

的特征值.

6. 设 A 为 Banach 空间 X 上的有界线性算子,λ0∈ρ( A),又设{ A n }为

X 上一列有界线性算子,且lim
n→∞
‖ A n - A‖ = 0,证明当 n 充分大后, A n 也以

λ0 为正则点.

7. 设 A 是 Banach 空间 X 上的有界线性算子,当|λ| > ‖ A‖时,

Rλ = ( A - λI)
- 1 = ∑

∞

n = 0

A n

λ
n + 1 ,‖ Rλ‖≤

1

|λ| - ‖ A‖
.

8. 设 A 为 X 上的有界线性算子,λ,μ∈ρ( A),则

Rλ - Rμ = (μ- λ) RλRμ.

其中 Rλ与 Rμ的意义同第 7 题.

9. 设 A 为 Hilbert空间 H 上的有界线性算子, A
*
为 A 的共轭算子,证明

σ( A
*
) = {λ珔λ∈σ( A)} = σ( A ).

10. 设 T 1 是 X1 到 X 2 的全连续算子, T2 是 X2 到 X 3 的有界线性算

子,则 T2 T 1 是 X1 到 X 3 的全连续算子.

11. 设 A 是 l
2
上线性算子,记 en = (0,0,⋯,0

n - 1个

,1,0,⋯)
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Aek = ∑
∞

j= 1

ajkej,

其中∑
∞

i, j= 1

| aij |
2 < ∞,证明 A 是全连续的.

12. en 的符号同第 11 题.作 l
2 上算子 U.

Uek =
1
k
ek + 1 , k = 1,2,⋯

证明 U 是 l2 上全连续算子且σ( U) = {0}.

13. 设

( Aφ)( s) =∫
1

0
e
s+ t
φ(t)d t.

求 A 的特征值和特征函数.

提示:记 c =∫
1

0
etφ(t)d t

14. 如果积分算子的核为

K(s, t) = ∑
n

k = 1

pk ( s) qk ( t),

其中{ pk }为线性无关的函数组,则其非零特征值λ相应的特征向量 e有形式

e= ∑
n

k = 1

ck pk ,   ck 是常数.

若记 qij =∫
b

a
qi( x) pj( x)d x,

则 ck 可由下式决定:

λck = ∑
n

i = 1

qikci, k = 1,2,⋯, n.

15. 在 14 题中,若 pi( x)≡ qi( x),〈pi , qj〉= 0,( i≠j).试求特征值和特

征函数

16. 若

K( s, t) = cos( s + t),  0≤s, t≤π,

求积分算子 K 的特征值和特征函数.

17. 解方程

φ( x) = 2∫
π

0
cos( x + s)φ(s)ds + 1.

18. 解方程

φ( x) = 3∫
2

0
xsφ(s)ds + 3 x - 2.
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附录一  内测度, L 测度的

另一定义

  L 测度可以有不同的定义法,例如可以先建立 L 积分,再由

此导出 L 测度理论,还有泛函分析中的达尼尔( Danil)方法等.这

里介绍由勒贝格原来给出的 L 可测集的定义.

在第三章§1 中已经定义了 R
n
中点集 E 的外测度 m

*
E,它

是所有包含 E 的一列开区间面积和的下确界.我们自然会想到能

否用 E 所包含的一列区间面积和的上确界这样的概念来度量 E

呢 ? 如果这两个确界相等,在 E 是曲边梯形时就表示 E 可求面积

且其面积就等于这两个确界的共同值.但是,由于现在 E 是一般

的点集,因此不可以用 E 所包含的区间的面积和这样的概念(例

如有理数集不包含任何区间).实际上, m
*
E 可理解为其过剩近

似值的下确界(即从 E 的外面往里收缩),所以我们只需用数学语

言给出 E 的度量的不足近似值及它们的上确界(即从 E 的里面

向外膨胀).

当 E 是有界集时,如果区间 I� E, Ii (i = 1,2,⋯)是一列开

区间,它们的并集包含 I - E,那么容易知道| I| - ∑
∞

i = 1

| Ii |是 E

的度量的一个不足近似值.由此可以给出下面的定义.

定义 1  设 E 为 R
n
中的有界集, I 为任一包含 E 的开区间,

则

|I| - m
*
( I - E)

称为 E 的 � �!内测度,记为 m * E.

在定义 1 中, m * E 表面上虽然依赖于开区间 I的选取,但可
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以证明(见下面可测集两个定义等价性的证明)它和 I 的选择是

无关的.

另一方面,由于 m
*
I = | I|及外测度的单调性和次可加性,总

有 m * E≥0 及 m * E≤ m
*
E.

定义 2  设 E 为 R
n
中有界集,如果 m

*
E = m * E,则称 E

是 � 筩L 可测的.又设 E 是 R
n
中的无界集,如果对任何开区间 I,有

界集 E∩I都是 L 可测的,则称 E 是 L 可测的.对 L 可测集 E,不

管它有界或无界,一律称 m
*
E 为它的 � 骇L 测度,简记为 m E.

定义 2 与第三章§2 定义 1 中 L 可测集定义是等价的.

可测集两个定义等价性的证明.

设 E 依第三章中的定义可测,则当 E 为有界集时,只需取 T

为包含 E 的开区间,当 E 为无界集时,只需取 T 为任一开区间,

即知 E 依定义 2 可测.

反之,设 E 依定义 2 可测.由第三章§2 的引理,我们只需证

明对任何开区间 I0 ,有

|I0 | = m
*
( I0∩ E) + m

*
( I0 ∩ E).

图  1

为此,又只需处理 E 为有界的情况(因为若 E 无界,可以化

为可数个有界集 Ek 之并, E = ∪
∞

k = 1

Ek ).设 m * E = m
*
E,即存在

区间 I� E,使

m
*
E + m

*
( I - E) = | I|.(1)

我们的任务是在图 1 的标记下来

证明下面等式:

|I0 | = m
*
A + m

*
( B∪ F).

( A = I0∩ E, B∪ F = I0 ∩ E).

由于 I0 依第三章定义可测

(§3 定理 2),对 T1 = E,有

m
*
A + m

*
Γ= m

*
( A∪Γ)  (2)
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(其中 A = I0∩ T1 ,Γ= I0∩ T1 ,且 A∪Γ= T1 = E).

同理,对 T2 = I - E,有

m
*
B + m

*
D = m

*
( B∪ D) (3)

(其中 B = I0 ∩ T2 , D = I0 ∩ T2 , 且 B∪ D = T2 = I - E).

(2),(3)两式相加得:

m
*
A + m

*
B + m

*
Γ+ m

*
D �= m

*
( A∪Γ) + m

*
( B∪ D)

= m
*
E + m

*
( I - E).

故由式(1)有

m
*
A + m

*
B + m

*
Γ+ m

*
D = |I|. (4)

另一方面,显然有

m
*
( A∪ B) + m

*
(Γ∪ D) = | I|. (5)

由式(4)与式(5)得:

m
*
A + m

*
B n= m

*
( A∪ B) + m

*
(Γ∪ D) - [ m

*
Γ+ m

*
D]

≤ m
*
( A∪ B).

由于 m
*
A + m

*
B≥ m

*
( A∪ B)总成立,故得

m
*
A + m

*
B = m

*
( A∪ B).

两边加上 m
*
F  ( F = I0 - ( A∪ B) = I0 - ( I∩ I0 ) = I0 ∩ I),

得

m
*
A + m

*
B + m

*
F = m

*
( A∪ B) + m

*
F. (6)

由于 I依第三章定义可测,因而

m
*
( A∪B)+ m

*
F = m

*
(I0∩I)+ m

*
(I0∩ I)= m

*
I0 =|I0|.

另一方面,又成立等式

m
*
B + m

*
F = m

*
( B∪ F)

(因 B�I, F� I, I 依第三章定义可测).

从而(6)式左端 = m
*
A + m

*
( B∪ F).故所要证等式:

| I0 | = m
*
( I0 ∩ E) + m

*
(I0∩ E)

成立.证毕.
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附录二  半序集和佐恩(Zorn)引理

  Ⅰ. 顺序关系  顺序是数学中常用的概念之一.例如实数大

小就是一种重要的顺序关系.又如,极限概念所研究的主要就是变

量按照一定的顺序变化的趋势.但是在许多情况下,在集合中不是

任何两个元素之间都可以自然地定义顺序.例如在构造积分和数

的时候,需要考查积分区间里所取的各种不同的分点组.令 A 表

示[ a, b]中所有有限分点组D全体,我们在 A 中规定:当 D1 , D2 ∈

A 而且D1�D2 时,说D1 在D2 前,这是一种顺序关系,但是 A 中确

实有这样的D1 和D2 ,D1 既不包含在D2 中, D2 也不包含在D1 中,这

样D1、D2 之间就不存在上述的顺序关系.所以我们需要考察这样

的情况:在集中只是一部分元素之间具有顺序关系.从积分的理论

中也可以看出这种顺序关系是十分重要的.在其它数学领域中也

常会遇到这一基本概念.现在我们给出序的概念,从而引入半序

集.

定义 1  设 A 是一集,在其中规定了某些元素之间的关系

“ <”,它满足以下条件:

1° � 脄自反性  对 A 中的一切元素 a 成立着 a < a;

2°如果 a < b,而且 b < a,那么 a = b;

3° � 暮传递性  如果 a < b,而且 b < c,就有 a < c,

那么称关系“ <”为 A 中的一个 � 臲顺序. a < b 读成 a 在 b前(或 b 在

a 后),这时称集 A 按顺序 < 成一 � 砒半序集,或者说 A 是有 � 砒半序的.

例 1  设 B 是一个非空集, A 是 B 的所有子集所成的集.如

果子集之间用包含关系“�”作为 A 中某些元素间的顺序,即当

u, v∈ A,且 u� v 时,规定 u < v,那么显然这是一种顺序(称它
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是 � �!自然顺序),因而 A 按此顺序成为一个半序集.

例 2  设 B 是一个集, A 是 B 上的实函数全体.当 a, b∈ A,

而且对每个 t∈ B,都有 a( t)≤ b( t)时,规定 a < b,那么 A 按此

顺序也成为半序集.

例 3  设 A 是某些实数所成的集,在 A 中规定:当 a≤ b 时

为 a < b.显然 A 成一个半序集,这个顺序称为自然顺序.

例 4  设 A 是所有实数对( x, y)全体,规定两对( x1 , y1 ),

( x2 , y2 )当 x1 < x2 或 x1 = x2 而 y1 ≤ y2 时,为( x1 , y1 ) < ( x2 ,

y2 ).这是 A 中的一个顺序关系.称为 � 籆字典顺序(因为它和拼音文

字字典的字序类似).

定义 2  设集 A 中已经定义了顺序关系“ <”,如果对 A 中的

任何两个元素 a, b,都可以确定它们之间的顺序,即 a < b 与 b < a

两个关系式中必有一个成立,就称 A 是一个 � 秸全序集.

在例 3 中的数集 A,按自然顺序(或逆自然顺序)是全序集.

在例 1,例 2 中,当 B 不止含有一个元素时, A 都不是全序集.

设 A 是一个半序集, B 是 A 的子集.如果有 a∈ A,使得对每

个 b∈ B,成立着 b < a,即 a 在 B 中所有元素之后,那么称 a 为子

集 B 的 � 例上界.类似地有 � 例下界的概念.对一个子集,可以没有上界或

下界,在上界、下界存在时也不一定是唯一的.例如取 A 为实数区

间(0,1),以自然顺序为顺序,取 B = A,显然 B 在 A 中就不存在

上界,也不存在下界.

例 5  对每个自然数 n,作区间(0,1)上的下列分点组 D n:

Dn = 0,
1
n
,
2
n
,⋯,
n - 1
n
,1 ,

所有这些分点组的全体记作D.令 B 表示[0,1]中的有理数全体.

令 A 表示 B 的全体子集.于是D� A.像例 1 中所规定的那样,在

集 A 中以包含关系�作为元素间的顺序, A 成为半序集.于是 B

∈ A.显然,对任何 D n∈D,都有 D n� B.所以 B 是 D 的上界.

设 A 是一个半序集, a∈ A,如果在 A 中不存在别的元素 b( b
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≠a)在 a 之后,那么称 a 为 A 的 � �!极大元.换句话说,极大元 a 是

具有下面性质的元素:如果 b∈ A,而且 a < b,那么必有 b = a.半

序集的极大元不一定是唯一的.例如两个元素 a, b 所组成的集

A,其中规定 a < a, b < b,则 A 是半序集,而 a 和 b 都是 A 的极大

元.但是在全序集中极大元素是唯一的(如果存在的话).

类似地也有 � 筓极小元的概念.

Ⅱ. 佐恩(Zorn)引理  下面介绍一个引理,它是研究“无限过

程”的一个逻辑工具,在泛函分析的基本理论中常要用到.这个引

理是作为关于半序集的一个公理来接受的.

佐恩(Zorn)引理  设 A 是一个半序集,如果 A 的每个全序

子集都有上界,那么 A 必有极大元.

类似地有关于下界和极小元(存在性)的引理.

佐恩引理是证明别的一些定理的基础.作为公理,它并不像别

的公理那样直观,那样明显,因而有必要作些简略的说明.

这个引理的正确性,可以这样粗略地看(但这不是逻辑的证

明):如果 A 是一个半序集,任意取 A 中的一个元素 a1 ,如果它不

是极大元,那么必有元素 a2∈ A, a2≠ a1 ,使得 a1 < a2 .这样继续

下去,可以得到一个全序子集

a1 , a2 ,⋯, an,⋯,

依假设,它必有上界记为 aω.如果 aω 不是极大元, A 中必有一个

元素在 aω 之后,记它为 aω+ 1 (这里 ω+ 1 且理解为一个记号);再

继续下去,又得到全序子集

a1 ,⋯, aω, aω+ 1 ,⋯, aω+ m ,⋯,

由假设,它必有上界记为 a2ω(这里 2ω也是一个记号,我们不去讨

论它的意义),这样一直做下去,总可以找到极大元.

如果对上述过程加以严格分析,就会发现事实上已经运用了

另一个公理———策墨罗(Zermelo)的选取公理,这个公理最初是为

了解决基数的比较问题而提出来的.
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选取公理  设 S = { M }是一族两两不相交的非空的集,那么

存在集 L 满足下面两个条件:

1°L�∪
M ∈ S

M;

2°集 L 与 S 中每一个集 M 有一个而且只有一个公共元素.

选取公理(又称选择公理)和佐恩引理是等价的.等价性的证

明限于篇幅我们这里不介绍了①.

最后,我们用半序概念对复数体作一点说明.大家知道,复数

照通常的四则运算构成体,但不是有序体.这就是说,我们无法将

所有复数排成全序集,并使得这一全序和四则运算之间满足

1° � �&加法保序性:若 a≤ b, c是任何复数,则 a + c≤ b + c;

2° � 既乘正数保序性:若 c≥0, a≤ b,则 ac≤ bc.

事实上,如果将复数排成一个全序,那么 i> 0 或 i < 0 二者必

居其一.设i> 0,由条件 1°i + ( - i) > - i,即 - i< 0.现在 i是“正

数”,将它乘 - i< 0,得 1 < 0,再乘 i,得 i < 0,矛盾.同样 i < 0 也得

到矛盾.

注意,将复数排成全序并不难,(如字典序:实部小的在前,实

部相等时虚部小的在前),只是这种全序不能满足 1°、2°两个条件

而已.

然而,复数体可以构成半序体.我们对任意两个复数 z1 = a1

+ b1i和 z2 = a2 + b2i,当 a1≤ a2 , b1≤ b2 同时成立时称 z1≤ z2 .

不难验证,这个“≤”满足半序定义.对这一半序,还满足加法保序

性和乘“正数”保序性,这时“正数”指实部和虚部都为正的复数.证

明留给读者.
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附录三  实变函数增补例题

  学习实变函数,理解难,解题往往更难.每道题的求解大多需

要一种巧妙的构思.这里,我们把一些较难解的例题附录于此,供

有兴趣的读者揣摩研究时的参考.

第  一  章

例 1  设 f( x)是定义在 R
1
上的一个有限实函数.如果对于

任意的 x∈ R
1
,存在 δx > 0,使得 y∈( x - δx , x + δx )时 f( y)≥

f( x),则 f( x)的值域 R( f)为至多可数集.

证明  本题的思路是作出一个从 R( f)到某些可数集中的一

对一的对应.具体做法如下:

由已知条件,对于任意的 x∈ R
1
,存在 δx > 0,使得 y∈( x -

δx , x + δx )时 f( y)≥ f( x).取有理数 r′x 和 r″x ,使得 x - δx < r′x

< x < r″x < x + δx .那么 y∈( r′x , r″x )时 f( y)≥ f( x).记 A0 为

这种开区间( r′x , r″x )的全体所成的集合,记 A 为端点为有理数的

开区间的全体所成的集合.显然 A0 � A 且 A = a,故 A0 ≤ a.令

f( x)
φ
( r′x , r″x ).现证明 φ是一一对应.对于任意的 x1 , x2 ∈

R
1
,若 r′x

1
= r′x

2
且 r″x

1
= r″x

2
,则 f( x1 )≥ f( x2 )且 f( x2 )≥

f( x1 ).因而 f( x1 ) = f( x2 ).那么 φ就是一个从 R( f)到 A 0 上的

一对一的对应,故 R( f) = A0≤ a,即 R( f)为至多可数集.证毕.

例 2  设 a 和 b 都是常数, a < b,记[ a, b]上连续函数的全体

所成的集为 C[ a, b],求证 C[ a, b]的基数为 c.
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证明  记[ a, b]上常数函数的全体所成的集为 A.显然 A�

C[ a, b]且 A～R,故 C[ a, b]≥ A = R = c.另一方面,把[ a, b]中

的全体有理数排成一列: r1 , r2 ,⋯, rn,⋯.对于任意的 f∈ C[ a,

b].令 φ( f) = { f( rn )},那么 φ就是一个从 C[ a, b]到 E∞ (全体

实数数列所成之集)中的一个一对一的对应.所以 C[ a, b]≤ E∞

= c.因而 C[ a, b]的基数为 c.证毕.

例 3  证明: R 上全体有限实值函数所成之集 F 的基数为 2
c
.

证明  对于任意的 B�R
1
,令

χB (t) =
0, 若 t∈B,

1, 若 t∈ B.

令 A
*
= {χB | B� R

1
}.令 A 为 R

1
的所有子集所成的集族.显然

A
*
� F, A

*
～ A.故 F≥ A

*
= A = 2

c
.

另一方面,记 R
2
的所有子集所成之集族为 D,则 D = 2

c
.对于

任意的 f∈ F,记 f 的图像为 G( f),即 G( f) = {( x, f( x))∈ R
2
|

x∈R
1
},令 f

φ
G( f).那么 φ是一个从 F 到 D 中的一一对应.

所以 F≤ D = 2
c
.因此,

F = 2
c
.证毕.

第  二  章

*
例 1  设 f( x)是定义在开区间( a, b)上的一个有限实函

数.令 A 为 f( x)的第一类不连续点全体所成之集,求证 A≤ a.

证明  由第二章§2 例 1 可知,孤立点集的基数≤ a.但本题

中的 A 未必是孤立点集.如果能把 A 表示成有限或可数个孤立

点集之并,问题也就解决了.具体做法如下:

对于任意的自然数 k,令 Ak = x∈ A|| f( x + 0) - f( x - 0)|

≥
1
k
,则 A = ∪

∞

k = 1

A k.则对于每个 k, Ak 是孤立点集.事实上,若
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A k 不是孤立点集(不妨设 A k≠ ),则 Ak∩ A′k≠ .取 x
*
∈ Ak

∩ A′k.于是有点列{ xn }� Ak ,使得 xn≠ x
*
, xn→ x

*
( n→∞).不

妨设 xn 严格减少.对于每个 n,取 yn 和 zn ,使得 g

xn + 1 < yn < xn < zn < xn - 1 ,且| f( yn ) - f( xn - 0)| <
1
n
,

| f( zn ) - f( xn + 0)| <
1
n
.

显然 n→∞时 yn→ x
*
+ 0, zn → x

*
+ 0.故 f( yn )→ f( x

*
+ 0),

f( zn )→ f( x
*
+ 0).因而 f( zn ) - f( yn )→0( n→∞).

另一方面,

| f( zn ) - f( yn )| (= | f( zn ) - f( xn + 0) + f( xn + 0) - f( yn )

 + f( xn - 0) - f( xn - 0)|

≥ �| f( xn + 0) - f( xn - 0)| - | f( zn ) - f( xn

+ 0)| - | f( yn ) - f( xn - 0)|≥
1
k
-
2
n
.

所以lim
n→ ∞
| f( zn , - f( yn )|≥

1
k
> 0.与已证的结果lim

n→∞
( f( zn ) -

f( yn )) = 0 矛盾.因此 Ak 为孤立点集.因此 Ak≤ a.因而

A = ∪
∞

k = 1

Ak ≤ a. 证毕.

例 2  设 f( x)是定义在 R
1
上的增加函数.证明:点集

E = { x|对任何ε> 0,有 f( x +ε) - f( x - ε) > 0}

是 R
1
中的闭集.

证明  只需证 E 是开集.对任一 x0 ∈ E,则存在ε0 > 0,使

得 f( x0 +ε0 ) = f( x0 - ε).由于 f( x)是增函数,令 δ=
ε0
2
,则对

任何 x∈ x0 -
ε0
2
, x0 +
ε
2
都有 f x -

ε0
2
= f x +
ε0
2
,因此

x0 -
ε0
2
, x0 +
ε
2
� E,即 x0 为 E 的内点,所以 E 为开集,
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从而 E 为闭集.证毕.

第  三  章

例 1  设 E�R
1
为可测集, m E > 0,求证对于任意的δ> 0,存

在 x, y∈ E.使得 x - y 为有理数且 0 < | x - y| < δ.

证明  不妨设 E 是有界集, E�[ a, b].(否则任何无界可测

集 E 都为可数个有界可测集 En 的并, E = ∪
∞

n = 1

En ,由于 m E > 0,

必有 n0 ,使 m En
0
> 0,用 En

0
代替 E 即可.)

把开区间(0,δ)中的所有有理数排成一列 r1 , r2 ,⋯, rn ,⋯.

若能证明存在正整数 k,j( k≠j),使得( rk + E)∩( rj + E)≠ ,

令 x0∈( rk + E)∩( rj + E),令 xk = x0 - rk, xj = x0 - rj,则 xk∈

E, xj∈ E, xk≠ xj. xk - xj = rj - rk 为有理数且 0 < | xk - xj | <

δ.本题也就证明了.

现证存在正整数 k, j, k≠j,使得( rk + E)∩( rj + E)≠ .

用反证法.若此结论不成立,则对于任意的正整数 k,j.当 k≠j 时

( rk + E)∩( rj + E) = .令 B = ∪
∞

n = 1

( rn + E),则

m B = ∑
∞

n = 1

m( rn + E) = ∑
∞

n = 1

m E = + ∞.

另一方面, B�[ a, b + δ]为有界集,故 m B < + ∞,矛盾.因此所

要证的结论成立.证毕.

例 2  试构造一闭的疏朗集 E�[0,1],使 m E =
1
2
.

解  在[0,1]区间中挖去中间长为
1
6
的开区间

5
12
,
7
12
,在剩

下的两个闭区间中各挖去中间长为
1
3
×
1
6
的开区间

13
72
,
17
72
和
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55
72
,
59
72
,再在余下的 4 个闭区间中各挖去中间长为

1
3

2

×
1
6
的

开区间.继续这个过程,第 n 步在余下的 2
n - 1
个闭区间中各挖去

中间长为
1
3

n - 1

×
1
6
的开区间,经过无限步,我们挖去可数个开

区间,这些开区间两两不相交,并且任意两个开区间没有公共的端

点,记 G 为这些开区间的并集,于是

m G =
1
6
+
1
6
×
2
3
+
1
6
×
2
3

2

+ ⋯ =

1
6

1 -
2
3

=
1
2
,

则 F = [0,1] - G 即为疏朗闭集,并且 m F =
1
2
.证毕.

例 3  设 A、B� R
1
且 A∪ B 可测, m ( A ∪ B) < + ∞.若

m ( A∪ B) = m
*
A + m

*
B,则 A 与 B 都是可测集.

证明  取 Gδ 型集 G� A,使得 m G = m
*
A.令 K = ( A∪ B)

- G,则 K� B 且可测.

因 A∪ B�[( A∪ B) - G]∪ G,所以

m ( A∪ B)≤ m [( A∪ B) - G] + m G.

因此

m K S= m[( A∪ B) - G]≥ m( A∪ B) - m G

= m
*
A + m

*
B - m G = m

*
B,

又 m K≤ m
*
B,所以 m K = m

*
B.因 K 可测,由卡氏条件有

m
*
B -= m

*
( B∩ K) + m

*
( B∩ K)

= m K + m
*
( B - K),

因此 m
*
( B - K) = 0,由此可知 B - K 可测,所以 B = K∪( B -

K)可测.同理可证 A 可测.证毕.

第  四  章

例 1  设 f( x)是 E = [ a, b]上 a.e 有限的可测函数,那么存
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在惟一的实数 h,使得 m E[ f≥ h]≥
1
2
( b - a).而 H > h 时

m E[ f≥ H] <
1
2
( b - a).

证明  令 φ(y) = m E[ f≥ y], y∈R
1
,则 φ( y)在 R

1
上减少且

当 y→ +∞时,φ( y)→0,当 y→ - ∞时,φ(y)→ b - a >
1
2
(b - a).

令 A = { y|φ( y)≥
1
2
( b - a)},则 A≠ , A 有上界.

令 h = sup A,则 H > h 时, H∈A,故 φ( H ) <
1
2
( b - a),即

m E[ f≥ H] <
1
2
( b - a).

现证 m E[ f≥ h]≥
1
2
( b - a).由于 h = sup A,故对于任意的

正整数 n,存在 hn ∈ A,使得 h -
1
n
< hn ≤ h 且 hn + 1 ≥ hn.这样

m E[ f≥ hn ] = φ( hn )≥
1
2
( b - a)且 E[ f≥ h] = ∩

∞

n = 1

E[ f≥ hn ].

由于 E[ f≥ hn + 1 ]� E[ f≥ hn ]� E( n = 1,2,3,⋯),而 m E = ( b

- a) < + ∞.由第三章§2 定理 9, m E[ f≥ h] = lim
n→∞
m E[ f≥ hn ]

≥
1
2
( b - a).

h 的唯一性不证自明.证毕.

例 2  设 f( x)是 E = ( a, b)上 a.e 有限的可测函数,那么存

在( a, b)上的减函数 g( x).使得对于任意的 y∈R
1
, m E[ g > y]

= m E[ f > y].

证明  不妨设 E = (0,1).令 φ(y) = m E[ f > y], y∈R
1
.那么

i) φ( y)在 R
1
上是减函数.

ii) 当 y→ + ∞时,φ( y)→0,当 y→ - ∞时,φ( y)→1.

iii) φ( y)右连续.事实上,任取 y∈ R
1
,对于任意的减少的数
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列{ yn },若 lim
n→ ∞
yn = y,我们有 E [ f > y] = ∪

∞

n = 1

E [ f > yn ]. 故

m E[ f > y] = lim
n→ ∞
m E[ f > yn ],即 φ( y) = lim

n→∞
φ( yn ).因此 φ( y)

右连续.

对于任意的 x∈(0,1),令 g( x) = sup{ y|φ( y) > x}.那么

iv) g( x)在(0,1)上是减函数.

v) 对于任意的 x∈(0,1)和 y∈R
1
,则 x < φ( y)当且仅当 y

< g( x).

事实上,若 x < φ( y),由于 φ右连续,故存在 y1 > y,使得 x

< φ( y1 ).所以 g( x)≥ y1 > y.反之,若 y < g( x),按 g 的定义,存

在 y2 > y 使得φ( y2 ) > x.而 φ是减函数,故 φ( y)≥φ( y2 ) x.

vi) 对于任意的 y∈( - ∞, + ∞), m E[ g > y] = m E[ f > y].

事实上,由 v),

E[ g > y] �= { x∈(0,1)| g( x) > y} = { x∈(0,1)| x < φ( y)}

= { x∈(0,1)| x < m E[ f > y]},

最后的集合恰为区间(0, m E[ f > y]).

故 m E( g > y) = m E( f > y).证毕.

例 3  设 E�R
q
为可测集, m E < + ∞,{ fn }是 E 上的一列

a.e 有限的可测函数且lim
n→ ∞
fn ( x) = + ∞,a.e,于 E.求证对于任意

的δ> 0,存在可测集 Fδ� E,使得 m Fδ < δ而在 E \ Fδ 上 fn ( x)

均匀发散到 + ∞(即对于任意的 M > 0,存在正整数 N,使得当 n

> N 时,对所有的 x∈ E \ Fδ,有 fn ( x) > M ).

证明  不妨设每个 fn ( x)在 E 上处处有限且{ fn }在 E 上处

处发散到 + ∞.注意到lim
n→ ∞
fn ( x) = + ∞是指对于任意的正整数

k,存在正整数 N,使得 n≥ N 时 fn ( x)≥ k.故

E =∩
∞

k = 1
∪
∞

N = 1
∩
∞

n = N

E[ fn≥ k].

于是对于任意的正整数 k,
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∪
∞

N = 1
∩
∞

n = N
E[ fn≥ k] = E,  ∩

∞

N = 1
∪
∞

n = N
E[ fn < k] = .

令 F
( k)

N = ∪
∞

n = N

E[ fn < k],则 F
( k)

N + 1 � F
( k)

N � E 且∩
∞

N = 1

F
( k)

N = .由

于 m( E) < + ∞,由第三章§2 定理 9 可知,lim
N → ∞
m F
( k)

N = 0.故对于

任意的δ> 0,存在正整数 N k 使得 m ( F
( k)
N
k
) <
δ
2
k ,并且使得 Nk + 1

> Nk ( k = 1,2,3,⋯).

令 Fδ = ∪
∞

k = 1

F
( k)
N
k
,则 Fδ� E 为可测集, m Fδ < δ,当 n≥ Nk

时对于任意的 x∈ E \ Fδ, fn ( x)≥ k.因此{ fn ( x)}在 E \ Fδ 上

均匀发散到 + ∞.证毕.

例 4  设 E�R
q
为可测集, f( x), fn ( x)( n = 1,2,3,⋯)都是

E 上 a.e 有限的可测函数,并且当 n→∞时,{ fn ( x)}依测度收敛

于 f( x).求证存在子列{ fn
i
( x)}在 E 上“基本上”一致收敛于

f( x).即对于任意的δ> 0,存在可测集 Eδ� E,使得 m ( E \ Eδ)

< δ,而在 Eδ 上{ fn ( x)}一致收敛于 f( x).

注  i) 本题的已知条件与定理 1(F. Riesz)是一样的,但本题

的结论强于定理 1.

ii) 如果 m E < + ∞,则由定理 1(F. Riesz)再用叶果洛夫定理

即得本题之结果.但这里 m E 可能为 + ∞.故此法不可行.得另想

办法.其实沿着定理 1 的证明思路,即可证明本题.具体的证法如

下:

证明  由于 fn � f,故对于任意的正整数 k,存在正整数 nk.

使得 m E | fn
k
- f|≥
1
k
<
1
2
k且可使 nk + 1 > nk( k = 1,2,3,⋯).

对于任意的δ> 0,显然存在正整数 kδ,使得∑
∞

k = k
δ

1
2
k < δ.令 Hδ
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= ∪
∞

k = k
δ

E | fn
k
- f|≥
1
k
,则 Hδ� E 为可测集, m Hδ < δ.当 k≥

kδ时,对于任意的 x∈ E \ Hδ, 有| fn
k
( x) - f( x) | <

1
k
. 故

{ fn
k
( x)}在 E \ Hδ 上一致收敛于 f( x).

令 Eδ = E \ Hδ,则 Eδ� E 为可测集, m ( E \ Eδ) < δ,且在

Eδ 上{ fn
k
( x)}一致收敛于 f( x).证毕.

第  五  章

例 1  设 E � R
q
为可测集,α为常数,0 < α< m E < + ∞,

f( x)是 E 上恒正的可测函数.令 s = { e| e� E 为可测集, me≥

α}.求证inf
e∈ s∫e f( x)d x > 0.
证明  由第五章 §3 定理 2 的(1) 可知,对于任意的 e∈ s,

∫e f( x)d x > 0.若infe∈ s∫ef( x)d x = 0,则对于任意的正整数 k,存

在 ek ∈ s,使得 0 <∫e
k

f( x)d x <
1
2
k .

令 ê = ∩
∞

n = 1
∪
∞

k = n

ek ,则 ê� E 为可测集, m ê = lim
n→ ∞ ∪

∞

k = n

ek ≥

α,故 ê∈s.所以∫̂e f( x)d x > 0.
另一方面,

0≤∫̂ef( x)d x ≤∫∪∞
k = n
e
k

f( x)d x ≤∑
∞

k = n
∫e
k

f( x)d x ≤∑
∞

k = n

1
2
k =
1
2
n - 1

→ 0( n → ∞).

故∫̂e f( x)d x = 0.矛盾.因此,infe∈ s∫e f( x)d x > 0.证毕.
例 2  设 E�R

q
为可测集,0 < m E < + ∞,又设数列αn→0,
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αn > 0 ( n = 1, 2, 3, ⋯). 那么存在 E 上的一列非负可测函数

{ un ( x)},使∑
∞

n = 1

αn∫E un ( x)d x < + ∞,但{ un ( x)}在 E 的每一
点处都不收敛于零.

证明  由于αn > 0,αn→0( n→∞).故可取 αn 的子列{αn
k
},

使 0 < αn
k
<
1
2
k , k = 1,2,3,⋯,并且{αn } \ {αn

k
}仍为无限集.对于

任意的 k,令 un
k
( x)在 E 上恒为 1,对于其余的正整数 n,令 un ( x)

在 E 上恒为 0.这样 ∑
∞

n = 1

αn∫E un ( x) d x = ∑
∞

k = 1

αn
k∫E un k ( x) d x

= ∑
∞

k = 1

αn
k
m E < m E·∑

∞

k = 1

1
2
k < + ∞.但{ un ( x)}在 E 的每一点 x0

处有无限多 un ( x0 )为 0,同时每个 un
k
( x0 )的为 1,因此,处处不

收敛于零.
*
例 3  设 E�R

q
为可测集,0 < m E < + ∞.设 φ( x)是 E 上

的一个非负可测函数.如果对于 E 上的任一非负可积函数 f( x),

φ( x) f( x)在 E 上可积,那么 φ( x)在 E 上 a.e.有界.即去掉 E

的某个零测度子集外,φ( x)在剩下的集上有界.

证明  对于任意的正整数 n,令 En = E[ n - 1≤φ< n].如果

φ( x)在 E 上不是 a.e.有界,那么存在严格增加的正整数列{ nk },

使得 m En
k
> 0, k = 1,2,3,⋯.

令 f( x) =

1
k
2
m En
k

, 若 x∈ En
k
, k = 1,2,3,⋯,

0, 其余.

则 f( x)是 E 上的非负可测函数,∫E f( x)d x = ∑
∞

k = 1

1
k
2 < + ∞,故

f( x)在 E 上可积.

但∫Eφ( x) f( x)d x ≥∑
∞

k = 1

nk - 1
k
2
m E n
k

· m Ek = ∑
∞

k = 1

nk - 1
k
2 ≥
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∑
∞

k = 1

k - 1
k
2 = + ∞, 故 φ( x) f( x) 在 E 上不可积,与已知条件矛

盾.因此 φ( x) 在 E 上 a.e.有界.证毕.

例4  设0 < p < + ∞为常数, E � R
q
为可测集, m E < + ∞,

f( x) 和 fn ( x)( n = 1,2,3,⋯) 都是 E上 a.e有限的可测函数,当

n → ∞ 时, fn ( x) → f( x)a.e 于 E. 设 lim
n→∞∫E | fn ( x) |

p
d x ≤

∫E | f( x) |
p
d x < + ∞.那么

lim
n→ ∞∫E | fn ( x) - f( x)|

p
d x = 0.

证明  先证明对于任意的可测集 e� E,

lim
n→∞∫e | fn ( x)|

p
d x =∫e | f( x)|

p
d x.

事实上,由 Fatou 引理,

∫e |f(x)|
p
dx �=∫e limn→∞|fn(x)|

p
dx≤lim
n→∞∫e |fn(x)|

p
dx≤lim
n→∞∫e |fn(x)|

p
dx

= lim
n→∞∫E | fn ( x)|

p
d x -∫E \ e | fn ( x)|

p
d x

≤lim
n→∞∫E | fn ( x)|

p
d x - lim

n→ ∞∫E \ e | fn ( x)|
p
d x

≤∫E |f( x)|
p
dx -∫E \ e |f( x)|

p
d x =∫e |f( x)|

p
d x.

所以 lim
n→∞∫e |fn ( x)|

p
d x = lim

n→∞∫e |fn ( x)|
p
d x =∫e | f( x)|

p
d x.

因而 lim
n→ ∞∫e | fn ( x)|

p
d x =∫e | f( x)|d x.

再证 lim
n→ ∞∫E | fn ( x) - f( x)|

p
d x = 0.

对任何ε> 0,由于| f( x)|
p
在 E 上可积,故存在δ> 0,使得

对任何可测集 e� E,只要 me < δ就有∫e | f( x)|
p
d x <
ε
3·2
p .
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由叶果洛夫定理,存在可测集 Eδ� E,使得 m ( E \ Eδ) < δ,

而在 Eδ 上{ fn ( x)}一致收敛于 f( x).故存在 N 1 ,使得当 n > N 1

时,对任何 x∈ Eδ 有| fn ( x) - f( x)| <
ε

3(1 + m E)

1
p

.

由 m ( E \ Eδ) < δ可知∫E \ E
δ

| f( x)|
p
d x <
ε
3·2
p .已证

lim
n→∞∫E \ E

δ

| fn ( x)|
p
d x =∫E \ E

δ

| f( x)|
p
d x.

故存在 N2 ,使得 n > N2 时∫E \ E
δ

| fn ( x)|
p
d x <
ε
3·2
p .

令 N = max( N1 , N 2 ),则当 n > N 时, �

 ∫E |fn(x)- f(x)|
p
dx c=∫E

δ

|fn(x)- f(x)|
p
dx+∫E \ E

δ

|fn(x)- f(x)|
p
dx

≤
ε

3(1 + m E)
·m Eδ + 2

p∫E \ E
δ

| fn ( x)|
p
d x

 + 2
p∫E \ E

δ

| f( x)|
p
d x

<
ε
3
+ 2
p
·
ε
3·2
p + 2

p
·
ε
3·2
p =
ε
3
+
ε
3
+
ε
3
=ε.

因此lim
n→ ∞∫E | fn ( x) - f( x)|

p
d x = 0.证毕.

例 5  设 f( x)是 R
1
上的 L 可积函数,求证 ∑

+ ∞

n = - ∞

f( n
2
x)必

在 R
1
上 a.e 收敛且其和函数在 R

1
上 L 可积.

证明  设 A =∫
+ ∞

- ∞
| f( x)|d x,则 0≤ A < + ∞.由逐项积分

定理, �

∫
+ ∞

- ∞ ∑
+ ∞

n = - ∞

| f( n
2
x) | d x = ∑

+ ∞

n = - ∞
∫
+ ∞

- ∞
| f( n

2
x) | d x
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= ∑
+ ∞

n = - ∞

1
n
2∫
+ ∞

- ∞
| f(t)|dt= ∑

+ ∞

n = - ∞

A
n
2 < + ∞.

故 ∑
+ ∞

n = - ∞

|f( n
2
x)|在 R

1
上 a.e 收敛,其和函数在 R

1
上 L 可积,因而

∑
+ ∞

n = - ∞

f( n
2
x)在 R

1
上 a.e 收敛,其和函数在 R

1
上 L 可积.证毕.

例 6  设 f( x)在[ a, b]上 L 可积,并且在[ a, b]外为零.设 0

< h < + ∞为常数.令 φ( x) =
1
2 h∫

x + h

x - h
f(t)dt,证明:

∫
b

a
|φ( x)|d x≤∫

b

a
| f( x)|d x.

证明  由 Fubini定理, �

∫
b

a
| φ( x) | d x v=∫

b

a

1
2 h∫

x + h

x + h
f( t)dt d x

≤
1
2 h∫
b

a
∫
x + h

x - h
| f(t) | dt d x

=
1
2 h∫
b

a
∫
h

- h
| f( x + u) | d u d x

=
1
2 h∫
h

- h
∫
b

a
| f( x + u) | d x d u

≤
1
2 h∫
h

- h
∫
b

a
| f( x) | d x d u =∫

b

a
| f( x) | d x.

证毕.

第  六  章

例 1  设 g( x)是[ a, b]上的有界变差函数.

i) 若 x0∈[ a, b]是 g( x)的右连续点,则 x0 也是 V
x

a

( g)的右

连续点.

ii) 若 x0∈( a, b]是 g( x)的左连续点,则 x0 也是 V
x

a

( g)的
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左连续点.

iii) 若 x0∈( a, b)是 g( x)的连续点,则 x0 也是 V
x

a

( g)的连

续点.

证明  i) 设 x0∈[ a, b)是 g( x)的右连续点.对任意的ε> 0,

作[ x0 , b]的分划 Δ: x0 < x1 < x2 < ⋯ < xn = b,使得

∑
n

k = 1

| g( xk) - g( xk - 1 )| > V
b

x
0

( g) -
ε
2
,且| g( x1 ) - g( x0 )| <

ε
2
.

于是

 V
b

x
1

( g) �≥∑
n

k = 2

| g( xk ) - g( xk - 1 )|

= ∑
n

k = 1

|g( xk) - g( xk - 1 )| - |g( x1 ) - g( x0 )|

≥ V
b

x
0

( g) -
ε
2
-
ε
2
= V
b

x
0

( g) - ε.

所以  0≤ V
x
1

a

(g) - V
x
0

a

( g) = V
x
1

x
0

( g) = V
b

x
0

( g) - V
b

x
1

(g)≤ε.

令  δ= x1 - x0 ,则δ> 0.由于 V
x

a

( g)是增加的,故 0 < x - x0 < δ

时

0≤ V
x

a

( g) - V
x
0

a

( g)≤ V
x
1

a

( g) - V
x
0

a

( g)≤ε.

因此 V
x

a

( g)在 x0 处右连续.i) 证毕.

同理可证ii).由 i)和 ii)可得 iii).证毕.

例 2  设 f( x)是[ a, b]上的有限实函数,那么下列两件事等

价:

i) f( x)在[ a, b]上满足 Lipschtiz 条件.

ii) 对于任意的ε> 0,存在 δ> 0,使得对于[ a, b]的任意有限
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个子区间( ai, bi )(i = 1,2,⋯, n).只要∑
n

i = 1

( bi - ai) < δ,就有

∑
n

i = 1

| f( bi) - f( ai )| < ε.

证明  i)�ii).设 i)成立,则存在 M > 0,使得对于任意的 x,

y∈[ a, b],有| f( y) - f( x)|≤ M | y - x|.对于任意的ε> 0,令δ

=
ε
M
.那么对于[ a, b]的任意有限个子区间( ai, bi),(i = 1,2,⋯,

n),只要∑
n

i = 1

( bi - ai) < δ,就有

∑
n

i= 1

|f(bi) - f(ai)|≤∑
n

i = 1

M(bi - ai) = M∑
n

i = 1

(bi - ai) < Mδ=ε.

因此ii)成立.

ii)�i).设ii)成立.取定ε= 1,那么存在δ> 0,使得对于[ a, b]

的任意有限个子区间( ai, bi ),(i= 1,2,⋯, n),只要∑
n

i = 1

( bi - ai) <

δ,就有∑
n

i = 1

| f(bi ) - f( ai)| < 1.

对于任意的 a≤ x < y≤ b,若 0 < y - x < δ,取正整数 n,使得

n( y - x)≤δ< ( n + 1)( y - x).令 ai = x, bi = y(i= 1,2,⋯, n),

那么

∑
n

i = 1

( bi - ai) = n( y - x) < δ,

故  ∑
n

i = 1

| f( bi ) - f( ai)| < 1,即 n| f( y) - f( x)| < 1,所以

| f( y) - f( x)|≤
y - x
n(y - x)
≤
2( y - x)
( n + 1)( y - x)

≤
2
δ
| y - x|.

若 y - x > δ,取正整数 k,使得 kδ≤ y - x < (1 + k)δ.把

[ x, y] k + 1等分: x = x0 < x1 < ⋯ < xk + 1 = y,显然 xi - xi - 1 =

y - x
k + 1
< δ,所以| f( y) - f( x)|≤∑

k+ 1

i = 1

| f( xi ) - f( xi - 1 )|≤ k + 1
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=
( k + 1)δ
δ
≤
2 kδ
δ
≤
2
δ
| y - x|.

这样就证明了对于任意的 a≤ x < y≤ b,| f( y) - f( x)|≤

M | y - x|,其中 M =
2
δ
.因此 i)成立.证毕.

在第六章§4 中已经讲过满足 Lipschtiz 条件的函数是绝对连

续的.但绝对连续的函数不一定满足 Lipschtiz 条件.例如 f( x) =

x在[0,1]上绝对连续,却不满足 Lipschtiz 条件.把例 2 与第六

章§4 定义 2 对照,把例 1 与第六章§4 定理 3,4 对照,就可明白

两者之间的区别与联系.第六章§4 定义 2 中“互不相交”四字是

不可去掉的,否则就变成满足 Lipschtiz 条件.

例 3  设 f( x)在 R
1
上 L 可积.对于任意的 0 < h < + ∞,令

φh( x) =
1
2 h∫

x + h

x - h
f(t)dt, x∈R

1
,

那么i)对于任意的 0 < h < + ∞,φh ( x)作为 x 的函数绝对连续;

ii) 当 h→0 + 0 时,φh ( x)→f( x)a.e.于 R
1
;

iii) 把 0 < h < + ∞看作参数,函数族{φh }有等度的积分绝对

连续性.即对任意的ε> 0,存在 δ> 0,使得对 R
1
中任何可测集

E,当 m E < δ时,对任何 0 < h < + ∞,都有∫E |φh ( x)|d x≤ε;

iv) 对任意的 0 < h < + ∞,∫
+ ∞

- ∞
|φh ( x)|d x≤∫

+ ∞

- ∞
|f( x)|d x.

证明  i) 是显然的,因为φh ( x)是两个不定积分的差.ii) 由

第六章§4 的定理 3 即得.

现证iii)和iv).对任何可测集 E�R
1
,我们有

∫E | φh ( x) | d x Z=∫E
1
2 h∫
x+ h

x - h
f(t)dt d x

≤
1
2 h∫E∫

x + h

x - h
| f(t)|dt d x

=
1
2 h∫E∫

h

- h
| f( x + u)|d u d x
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=
1
2 h∫

h

- h∫E | f( x + u)|d x d u

=
1
2 h∫

h

- h
∫E + u | f( y)|d y d u.

令 E = R
1
,即得 iv).

由于 f( x)在( - ∞, + ∞)上 L 可积,由 L 可积函数的绝对

连续性,对任意的ε> 0,存在 δ> 0,使得对任何可测集 E� R
1
,只

要 me < δ,就有

∫E | f( x)|d x < ε.
显然 m E < δ时对任何 x∈ R

1
,恒有 m ( x + E) < δ.所以

m E < δ时对任何 0 < h < + ∞,有

∫E |φh ( x)|d x≤
1
2 h∫

h

- h∫E + u | f(y)|dy d u≤
1
2 h∫

h

- h
εd u =ε.

iii) 得证.证毕.

例 4  设 f( x)是[ a, b]上的有界变差函数,那么

i)
d
d x V

x

a

( f)≥| f′( x)|a.e.于[ a, b].(利用有界变差函数的

勒贝格分解定理,易证
d
d x V

x

a

( f) = | f′( x)|a.e.于[ a, b],这里不

涉及.)

ii) 若 f( x)在[ a, b]上绝对连续,则

∫
b

a
| f′( x)|d x = V

b

a

( f).

iii) f( x)在[ a, b]上绝对连续的充要条件是 V
x

a

( f)在[ a, b]

上绝对连续.

证明  i) 注意到 V
x

a

(f)在[ a, b]上增加且 V
x

a

( f) = V
x

a

( - f).

令  φ1 ( x) �= V
x

a

( f) - f( x),φ2 ( x) = V
x

a

( - f) - ( - f( x))
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( = V
x

a

( f) + f( x)).

那么 V
x

a

( f),φ1 ( x),φ2 ( x)都在[ a, b]上增加,因而在[ a, b]上 a.

e.可导,且它们的导数 a.e.≥0,a.e.于[ a, b],故

  hf′( x) =
d
d x V

x

a

( f) - φ′1 ( x)≤
d
d x V

x

a

( f)a.e.于[ a, b].

- f′( x) =
d
d x V

x

a

( f) - φ′2 ( x)≤
d
d x V

x

a

( f)a.e.于[ a, b].

因此  | f′( x)|≤
d
d x V

x

a

( f)a.e.于[ a, b].

ii) 由于 f( x)在[ a, b]上是有界变差的,故 V
x

a

( f)在[ a, b]上

增加.由第六章§2 定理的(3)和本例题的 i),

V
b

a

( f) ≥∫
b

a

d
d x V
x

a

( f) d x ≥∫
b

a
| f′( x) | d x.

另一方面,由于 f( x)在[ a, b]上绝对连续,故对于[ a, b]的

任一分划 Δ: a = x0 < x1 < x2 < ⋯ < xn = b,有 E

∑
n

i = 1

| f( xi) - f( xi - 1 )| = ∑
n

i = 1
∫
x
i

x
i-1

f′( x)d x

≤∑
n

i = 1
∫
x
i

x
i-1

| f′( x)|d x =∫
b

a
| f′( x)|d x.

所以  V
b

a

(f) = sup
Δ ∑

n

i = 1

|f( xi) - f( xi - 1 )| ≤∫
b

a
|f′( x)|d x.

因而 V
b

a

( f) =∫
b

a
| f′( x)|d x.

iii) 必要性:设 f( x)在[ a, b]上绝对连续,则| f′( x) |在

[ a, b]上可积.由 ii), V
x

a

( f) =∫
x

a
| f′(t)|dt.故 V

x

a

( f)在[ a, b]

上绝对连续.
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充分性:设 V
x

a

( f)在[ a, b]上绝对连续,显然对于任意的 a≤

x1 < x2≤ b,| f( x2 ) - f( x1 )|≤ V
x
2

x
1

( f).故 f( x)在[ a, b]上绝对

连续.证毕.

例 5  设 f( x)是[ a, b]上的连续函数, g( x)是[ a, b]上的有

界变差函数,那么

i) F( x) =∫
x

a
f( t)d g(t)是[ a, b]上的有界变差函数;

ii) 若 g( x)在 x0∈[ a, b]处连续,则 F( x)也在 x0 处连续.

证明  由已知条件可知,对任意的 x∈[ a, b],斯蒂尔切斯积

分∫
x

a
f(t)d g( t)存在,又因 f( x)在[ a, b]上连续,所以存在 M > 0

使得对任意的 x∈[ a, b],| f( x)|≤ M .

i) 对于[ a, b]的任一分划 Δ: a = x0 < x1 < x2 < ⋯ < xn = b,

∑
n

i = 1

| F( xi) - F( xi - 1 )| L= ∑
n

i = 1
∫
x
i

x
i- 1

f(t)d g( t)

≤∑
n

i = 1

M V
x
i

x
i- 1

( g) = M V
b

a

( g),

故 F( x)是[ a, b]上有界变差函数.

ii) 设 g( x)在 x0 ∈[ a, b]处连续,由附录三中本章的例 1,

V
x

a

( g)也在 x0 处连续,故当 x→ x0 时,

| F( x) - F( x0 )|≤ M V
x

x
0

( g) = M V
x

a

( g) - V
x
0

a

( g) →0.

所以 F( x)也在 x0 处连续.证毕.
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