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序 言

所谓某一种几何学 ( M , G) 是研究底空间 M 中的图形 C ( �

M )在作用于 M 的变换群 G 下不变几何性质的学科 .图形 C 是

M 中点构成的集合 ,变换 φ∈ G 是作用于 M 上的点变换

φ∶ M → M , m (∈ M ) → m′= φ( m ) ∈ M .

  经典的几何学 ,如欧氏几何 En
,仿射几何 A n

和射影几何 P n
,

n = 1 , 2 , 3 ,所讨论的内容多与线性概念联系在一起 , 主要有如下

几方面 :

1 . 底空间 M 常与某个线性空间有关 , 如欧氏空间 E n
与仿

射空间 A n
可以从 n 维实线性空间 R n

通过定位向量确定点 ,引入

欧氏度量等而得到 .而射影空间 P n
可以从 n + 1 维实线性空间

R n + 1
通过等价关系～给出 ,即 P n

= (R n + 1
- {0 } )/ ～ .

2 . 研究的对象是图形 ,如点 P , 直线 L , 平面 π, 它们都可以

视为线性平移子空间 ,即各种维数的“平面”.

3 . 研究的内容 , 如射影空间中的结合关系 x·ξ= 0 ( x 表示

点 ,ξ表示直线或平面 ) , 无论对于 x 还是ξ都是线性的 .又如欧氏

空间的内积〈x , y〉无论对于 x 还是 y 也都是线性的 .

4 . 研究的变换群 G 多是与全线性群 GL ( n , R)有关的群或

其子群 .如欧氏变换群的齐次部分或正交群就是全线性群中满足

正交条件的子群 .如仿射群的齐次部分是全线性群 .又如射影变换

群在非齐次坐标表示时 ,其中的变换并非线性 ,而是分子分母都为

一次的分式 .但如果换为齐次坐标表示时 ,却也是线性的 .不过这
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时齐次坐标的个数比空间维数增加一个 .

也许有人提出异议说 ,“经典几何中还研究了二次曲线与二次

曲面 ,它们的方程并非线性 .”但是 ,按二次曲线的射影定义 ,它是

两个线束 (线性图形 )在射影对应下对应线交点的轨迹 ,可视二次

曲线为线性的“产物”.关于二次曲面也有类似结果 .

如果解脱线性的约束 ,向各种非线性方面发展 ,得到各种几何

学 .如微分几何研究的是一般曲线与曲面并非线性 ,当然是对经典

几何的推广 .但目前称之为“线性几何”的一门学科是在保持线性

概念前提下对经典几何向各方面的推广 .在某种意义下讲 ,线性几

何又可理解为对线性代数与线性群的理论赋于几何语言和几何内

容的一门学科 .这里所说各种推广主要有如下几方面 :

1 . 底空间 M 从一、二、三维向高维 n 发展 , 即讨论一般与 n

维向量空间 Rn
有关的几何学 .基域也不限于实数域 R,而可以是

复数域 C 或一般域 F .

2 . 研究的对象是高维空间 M 中的各维线性平移子空间或

平面 A
k

, k = 0 , 1 , ⋯ , n - 1 .如讨论两个平面 A
k
与 A

l
的相互关

系、它们之间的夹角与距离 .又如讨论作为三角形在高维的推广

 单形的理论 , 如正弦定理与余弦定理在高维的推广 .

3 . 研究的内容有各种形式的推广 .如结合关系 , 在 n 维射影

空间 P n
中 ,我们就可以定义平面 A

k
与平面 B

n - 1 - k
的结合关系 ,

它们的维数和是 n - 1 .这正是在 P2
中点与线的结合或在 P3

中点

与面的结合的自然推广 .又如内积〈x , y〉关于 x , y 的对称性是欧

氏内积的条件之一 ,我们也可以讨论具有反对称性

〈x , y〉+〈y , x〉 = 0

的辛内积 ,从而得到辛几何 .

4 . 研究的变换群 G 可以是全线性群的各种子群或与它有关

的群 ,如辛群 , 厄尔米群等等 .

本书作为线性几何的基础教材 ,共分六章 .第一章介绍了各种

必备的知识 .在此基础上 , 我们试图首先对“线性几何”下一个确切
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的定义 .第二章讲仿射几何 , 着重于仿射空间中平面的相互关系 .

第三章讲射影几何 ,介绍了射影不变量交比、结合关系、对偶原理

以及二次超曲面等 .第四章讲欧氏几何 , 讲述了高维欧氏空间中各

维平面之间的一些度量问题 ,如夹角和距离的问题 .第五章讲厄尔

米几何与辛几何 .第六章讲椭圆几何 , 作为非欧几何的一个例子 ,

还介绍了二维球面上的球面三角形的一些基本理论 .另外 , 书末有

个附录 , 介绍了用复数与四元数来表示欧氏空间中等距变换的一

个应用 .最后给出了关于线性几何方面的参考文献 , 包括书与论

文 .

我们希望线性几何这门课程能作为高校数学系学生的一门基

础课 ,并试图用它来代替或部分地代替空间解析几何、高等几何或

射影几何课 .因此 , 我们曾在武汉大学《中法数学试验班》上利用此

书的前稿讲授过四届 .在编写过程中 , 我们广泛地参阅了书末开列

的书籍与论文 ,几经修改 ,错误难免 , 希望得到使用此书的师生们

的批评指正 .

编  者   

1992 年 3 月于珞珈山
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第一章  基本概念

在这一章内 ,我们按照 F .Klein 的观点 , 要给线性几何下一个

定义 ,以便后面各章作深入讨论 .为此 , 又先要简明介绍一些必备

的代数结构 .本章的主要内容有 : 群、域和向量空间 ; 对偶空间和双

线性空间 ;线性代数 ; 线性群和线性几何的概念 .

§1 .1  群  和  域

群、域和向量空间都是代数系 , 即有闭合运算的集合 .

假设 A 和 B 是两个集合 , 那么由 A 与 B 中元素的有序元素

偶 ( a , b) 构成一个新的集合

{ ( a , b) | a ∈ A , b ∈ B } ,

叫做 A 与 B 的笛卡尔积 ,简称为积 , 记成 A× B .例如实数集 R 与

自身的笛卡尔积是

R×R = { ( a , b) | a, b ∈ R } .

  定义 1  集合 G 叫做群 ,如果它满足下面的四个条件 :

1 . 有闭合的运算 : 有 G× G 到 G 的一个映射φ, 即对于任意

的 ( a , b) ∈ G× G,

( a , b) → φ( a , b) ∈ G,

记 φ( a , b) = ab ,叫做 a 与 b 的乘积 .这里 φ又叫做 G 的一个乘

法运算 ,简称为乘法 .

2 . 有结合律 : 对于任意的 a, b, c∈ G, 都有

( ab) c = a( bc) .
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  3 . 有单位元 e: G 内有元素 e,使得

ae = ea = a  ( " a ∈ G) .

  4 . 有逆元 : 对于任意的 a∈ G ,有相应的 a′∈ G, 使得

aa′= a′a = e .

这里 a′叫做 a 的逆元 , 记 a′= a
- 1

.

元素的个数为有限的群叫做有限群 ,否则叫无限群 .

定义 2  如果群 G 的乘法运算还满足交换律 ,即

ab = ba  ( " a , b ∈ G) ,

那么群 G 就叫做可换群 , 或 Abel 群 .

我们通常把定义 1 内的群叫做乘群 , 把定义 2 内的可换群叫

做加群 .乘群内的术语中 , 乘法、积、单位元、逆元等 , 在加群内分别

换成加法、和、零元、负元 .

例 1  整数集 Z 关于加法成可换群 .

例2  有理数集 Q,实数集 R, 复数集 C 关于加法都成可换

群 .这些集合中去掉数 0 得到的集合 ,关于乘法也都成可换群 .

例 3  假设 S = { 1 , 2 , ⋯ , n }是 n 个元素的集合 ,σ是 S 到 S

上的一对一的映射 .那么 , 这样的映射 σ总共有 n ! 个 , 组成一个

集合 G .关于映射的乘法 , 集合 G 是一个有限群 , 它的元素为

σ∶ i →σ( i ) ,  i = 1 ,⋯ , n .

σ的逆元为

σ
- 1
∶σ( i ) → i ,  i = 1 ,⋯ , n .

这里σ叫做 S 的一个置换 , G 叫做 n 个文字上的对称群 , 通常记

成 S n .

定义 3  假如群 G 的子集合 H( H� G) ,关于 G 的运算φ, 也

成为一个群 .那么 , H 叫做 G 的子群 .

显然 , 群 G 的子集合 { e}和 G 都是 G 的子群 , 不是 { e}和 G

的子群叫真子群 .假设 H 是群 G 的子群 , K 是 H 的子群 , 那么 K

也是 G 的子群 .譬如前面例 1 和例 2 的集合之间有包含关系 :

Z � Q � R � C,
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我们也容易判别它们之间有无子群关系 ,无论关于加法或乘法 .

例4  平面上的等距变换 φ, 可以在平面直角坐标系中表示

成

φ∶
x′= xcosθ - ysinθ+ x ,

y′=± ( xsinθ+ ycosθ) + y ,
( 1)

其中的系数行列式为±1 .所有这样的变换 φ关于变换的乘法构

成等距变换群 G .当 (1 )的第二式取正号时 ,φ叫正常变换 , 所有正

常的等距变换组成 G 的子群 G + ; 当 (1 ) 的第二式取负号时 ,φ叫

反常变换 ,所有反常的等距变换组成 G 的子集合 G - , 它不是 G

的子群 .群 G 的单位元就是恒等变换 ,表示成

φ0 ∶
x′= x ,

y′= y .

  例 5  平面上的仿射变换 φ, 可以在平面仿射坐标系中表示

成

φ∶
x′= ax + by + x ,

y′= cx + dy + y ,
( 2)

其中系数行列式 ad - bc≠0 .所有这样的变换 φ关于变换的乘法

构成仿射变换群 AG, 例 4 中等距变换群 G 是它的子群 .

但是 ,象下面定义的子集合并不一定是子群 .

定义 4  假设 H 是群 G 的子群 , g 是 G 的元素 .那么 ,

gH = { gh | h ∈ H } ,  Hg = { hg | h ∈ H }

分别叫做 H 的左、右陪集 .

从形式上看 , 群 G 有多少个元素 g , 就有多少个相应的左陪

集 gH .实际上并不一定如此 , 下面性质以左陪集来证明 , 右陪集

也可同样证明 .

性质1  群 G 关于子群 H 的两个左 (右 )陪集 aH 与 bH , 或是

重合 ,或是无公共元素 .也就是说 ,

aH = bH , 或 aH ∩ bH = ě .

  证明  如果 aH ∩ bH ≠ ě ,就存在 c∈ aH , c∈ bH .于是 ,
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c = ah1 = bh2 ,  h1 , h2 ∈ H,

因而 b = ah1 h
- 1
2 ∈ aH .对于任意 bh ∈ bH , 就有

bh = a( h1 h
- 1
2 h) ∈ aH ,

得到 bH � aH .同理可证 aH � bH ,因而 aH = bH .

既然两个陪集可能重合 ,怎样才能判别两个元素 a 与 b 属于

同一个陪集呢 ?

性质 2  a 与 b 属于群 G 关于子群 H 的同一个左 (右 ) 陪集 ,

必要充分条件是 a
- 1

b ∈ H( ab
- 1

∈ H) .

证明  a , b∈ cH 时 , a = ch1 , b = ch2 , 因此 a
- 1

b = h
- 1
1 h2

∈ H .反过来 , a
- 1

b = h 时 , b = ah ∈ aH , 因而 bH � aH .同

理 aH � bH , 得到 aH = bH .

在左陪集 aH 中 , a 叫做代表元 .一个陪集的代表元并不一定

是唯一的 ,即有

性质 3  左 (右 )陪集 aH 内的任何元都可以作代表元 .

证明  如果 a′∈ aH ,那么 a′= ah , a′H � aH ;同时 a =

a′h - 1 , aH � a′H ,得到 a′H = aH .

我们把群 G 关于子群 H 的所有不同的左陪集组成一个集合

G/ H = { 珔g = gH | g ∈ G } ,

即由新的元素 珔g 组成的新的集合 .在一定的条件下 , 这个集合又

可以成为一个群 .

定理  假设 G 是可换群 , H 是 G 的子群 .那么 G/ H 可以成

群 .

证明  首先来给定 ( G/ H) × ( G/ H )到 G/ H 的一个映射珔φ,

即给定 G/ H 的一个闭合运算

珔φ∶ ( aH, bH) → 珔φ( aH , bH) = ( aH) ( bH) = ( ab) H .

这个映射是确定的 , 由于性质 3 有不同代表元时 , 珔φ仍然是一意

的 :如果 a′∈ aH , b′∈ bH , 那么 a′= ah1 , b′= bh2 .于是 ,

a′b′= ( ah1 ) ( bh2 ) = ( ab) ( h1 h2 ) ∈ ( ab) H .
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当陪集取不同代表元时 ,珔φ使得

珔φ( aH , bH) = 珔φ( a′H , b′H)

= ( a′b′) H = ( ab) ( h1 h2 ) H

= ( ab) H .

其次 ,由 G 有结合律又得到 G/ H 内也有结合律 , 即   

( aH· bH)· cH = ( ab) H· cH

= 〔( ab) c〕H = 〔a( bc)〕H

= aH· ( bc) H = aH· ( bH· cH) .

  再当 G 的单位元是 e 时 , G/ H 有单位元 eH = H .

最后 , aH 的逆元是 a
- 1

H .这就完全证明了定理 .

例 6  在例 4 中 ,平面上的等距变换群

G = G+ ∪ G - ,

其中 G + 是 G 的子群 , 也是 G 关于 G + 的一个左陪集 , 代表元可

以取作 φ0 ;其中 G - 不是 G 的子群 , 却是 G 关于 G + 的一个左陪

集 ,代表元可以取作

φ1∶
x′= x ,

y′= - y .

这就是说 , G - = φ1 G+ , G = G+ ∪ φ1 G+ .

等距变换群不是可换群 ,这只要看 ( 1) 中 x0 与 y0 不同时为 0

的两个变换相乘是不可换的 .当 x0 = y0 = 0 时 , 即 G 内所有保持

坐标原点不动的等距变换 , 它们组成一个群 G0 , 是 G 的一个子

群 .同前一样 , G
0

= G
0
+ ∪ G

0
- ,其中 G

0
+ = G+ ∩ G

0
, G

0
- = G - ∩

G
0

.而且还有 G
0
- = φ1 G

0
+ , 是 G

0
关于子群 G

0
+ 的一个左陪集 .由

定理的结论 ,

G
0
/ G

0
+ = φ0 G

0
+ ,φ1 G

0
+

可以成为一个二元群 .前面定理中的群 G/ H 叫做 G 关于 H 的商

群 .

前面介绍了群的定义和一些性质 , 群是有一个闭合运算的代
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数系 .下面再来介绍域的概念 , 它有两个运算 .

定义 5  集合 F 叫做体 , 如果它满足下面的三个条件 :

1 . F 关于运算φ成可换群 (加群 ) ;

2 . F - {0}关于运算 ψ成群 (乘群 ) ,这里 0 是加群的零元 ;

3 . 有分配律 : 对于任意 a, b, c ∈ F , 都有

a( b + c) = ab + ac,  ( a + b) c = ac + bc .

  如果条件 2 的乘群还是可换群 , F 就叫做域 .子集成域时叫做

子域 .

例 2 说明 , 数集 Q,R,C 都是域 .整数集 Z 不是域 ,因为乘法不

是闭合的 .在一般的域内 ,还有下面的概念 .

定义 6  假设 F 是域 , 0 是其加群的零元 , e 是其乘群的单位

元 .如果存在一个最小的正整数 p ,使得 p 个 e 的和

pe = e + ⋯ + e = 0 ,

就称 p 为 F 的特征数 ;如果不存在这样的正整数 , 就称 F 的特征

数为 0 .

数域 Q,R,C 的特征数都是 0;代数学里还证明了 , 域的特征

数是 0 或质数 .所谓特征数 ,并不仅仅表示单位元的特性 ,还有下

面的

性质 4  假设域 F 的特征数是 p , a 是 F 的元素 , 那么 pa = 0

.

证明  当特征数是 0 时 ,性质显然成立 .当 p 为正整数时 ,

pa = a + ⋯ + a = ea + ⋯ + ea

= ( e + ⋯ + e) a = pe· a

= 0 e = 0 .

  性质证毕 .我们在此作一个总的声明 : 本书所讨论的域 , 特征

数都不为 2 .也就是说 , 对于域的任何非零元素 a ,都有 2 a ≠ 0 .

习   题

1 . 平面 R2
或空间 R3

中的旋转群是不是可换群 ?
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2 . n≥3 时 Sn 不是可换群 .

3 . 试证明群内有 :

( 1)  ( a- 1 ) - 1 = a;

( 2)  ( ab) - 1 = b - 1 a - 1 ;

( 3)  ac = bc 或 ca = cb 时 a = b .

4 . 假设群 G 关于子群 H 的左陪集共有有限多个 , 那么右陪集也有同样多

个 .

5 . 在域内 ab = 0 时必有 a = 0 或 b = 0 .

6 . 域的特征数为 0 或质数 .

§1 .2  向 量 空 间

向量空间的理论是线性几何的重要基础 , 譬如仿射空间内的

各维平面实质上是向量空间的商空间的元素 .在这一节内 , 我们要

补充一些向量空间的知识 , 对于线性代数里已经介绍的一般概念

和结论就不详述了 .

定义 1  假设 F 是一个域 , V 是一个集合 .那么 ,我们把 V 叫

做 F 上的线性空间或向量空间 , 把 F 叫做向量空间 V 的基域 ,如

果它们满足下面的三个条件 :

1 . 关于 V×V 到 V 的映射 φ, 集合 V 是一个加群 .记

φ∶ ( a , b) → φ( a , b) = a + b ∈ V  ( " a , b ∈ V) .

  2 . 存在 F×V 到 V 的映射 ψ .记

ψ∶ (λ, a) → ψ(λ, a) = λa ∈ V  ( " λ∈ F , a ∈ V) .

  3 . 上述两个映射有

分配律  λ( a + b) = λa + λb , (λ+ μ) a = λa + μa ( " λ,

μ∈ F , a , b ∈ V) ;

结合律  (λμ) a = λ(μa) ( " λ,μ∈ F , a ∈ V) ;

对于 F 的单位元 e 有 ea = a ( " a ∈ V) .

上面的 φ叫做加法 ,ψ叫做数乘 ,统称为线性运算 .又把 V 的元素

叫做向量 , F 的元素叫做数 . F = R 时 V 又叫实空间 , F = C 时 V

7



叫复空间 .

例 1  假设 F 是一个域 , 那么集合

F
n

= x = ( x
1

,⋯ , x
n
) | x

i
∈ F, i = 1 , ⋯ , n

对于线性运算

( x
1

,⋯ , x
n
) + ( y

1
,⋯ , y

n
) = ( x

1
+ y

1
, ⋯ , x

n
+ y

n
) ,

λ( x
1

,⋯ , x
n
) = (λx

1
, ⋯ ,λx

n
)

成为一个域 F 上的向量空间 .

向量空间内存在一个基 , 我们在本书中只讨论有限维的向量

空间 , 即基内只含有限多个向量 , dimV = n .向量空间内的向量

可以唯一地表示成

x = ∑
n

i = 1

x ie
i
, ( 1)

在不引起误解的情况下简单表示成 x = ∑
i

x i e
i

, 这里 x
1

, ⋯ , x
n

叫做 x 关于基 e = ( e1 , ⋯ , en ) 的坐标 .我们甚至也用 x 来表示 n

元向量 x = ( x
1

,⋯ , x
n
) ,使 ( 1) 更简单地表示成

x = xe
t

= ex
t

.

  但是 ,一个向量空间内的基不是唯一的 .假设 V 的两个基

e = ( e1 ,⋯ , en ) ,  e′= ( e1′, ⋯ , en′)

之间有变换式

e′= eA , ( 2)

这里系数矩阵 A 的行列式 det A ≠0 .那么 , V 的同一个向量 x 用

不同基来表示

x = xe
t

= x′e′
t

( 3)

时 ,不同的坐标 x 与 x′之间有变换式

x = x′A
t
,即 x′= x ( A

- 1
)

t
. ( 4)

  为了讨论和比较两个向量空间 ,我们常常利用下面的线性映

射 ,它保持向量空间的线性运算 .

定义 2  假设域 F 上向量空间 V 到 F 上向量空间 V′的映射
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ρ∶ x (∈ V) → ρ( x ) = x′∈ V′,

满足条件

ρ( x + y) = ρ( x ) + ρ( y) , ρ(λx ) = λρ( x )

      ( " λ∈ F, x , y ∈ V) .

那么 , ρ叫做 V 到 V′的线性映射或同态映射 .再假若 ρ是 V 到 V′

的双射 ,即到上的一对一的映射 ,那么 ρ又叫做同构映射 ,而且称

V 与 V′同构 ,记成 Vǖ V′.

比较域 F 上的两个向量空间 ,区别的不是空间的元素 ,而是

空间的维数 .线性代数已经证实 : 域 F 的任意 n 维向量空间都同

构于 F
n .因此 ,同一域上的任意两个同维向量空间互相同构 ;同一

域上的两个同构的向量空间有相同的维数 .

我们还知道 ,域 F 上的向量空间 V 的子集合 K 也是 F 上的

向量空间时 ,叫做 V 的子空间 .而且 ,V 的子空间 V1 , V2 之和与交

V1 + V2 = { x1 + x2 ∈ V | x1 ∈ V 1 , x2 ∈ V2 } ,

V1 ∩ V2 = { x ∈ V | x ∈ V i , i = 1 , 2 }

都是 V 的子空间 ,它们之间有以下维数关系 .

定理 1  dim( V1 + V 2 ) + dim( V1 ∩ V 2 ) = dim V1 + dim V2 .

特别地 ,V 的子空间 V1 与 V2 满足 V 1 ∩ V2 = {0} , 那么和

V1 + V2 叫做直接和 ,记成 V 1 G V 2 .我们可以推广成

定义 3  假设 V1 , ⋯ , V m 都是 V 的子空间 ,而且 V i ∩ Vj =

{0 } , i , j = 1 ,⋯ , m , i ≠ j .那么 ,集合

x = ∑
m

i = 1

x i | x i ∈ V i , i = 1 ,⋯ , m

是 V 的子空间 ,叫做 V1 , ⋯ , V m 的直接和 ,记作 V1 G ⋯ G V m .

和 m = 2 的情况一样 , H = V1 G ⋯ G V m 的充要条件是

H = V1 + ⋯ + V m ;

9



dim H = ∑
m

i = 1

dim Vi .

还有一个充要条件是 : H 的向量 x = ∑
m

i = 1

x i 的表示方法是唯一的 .

最后 ,类似§1 .1 内商群 ,我们来介绍商空间的概念 .

假设 V 是域 F 上的向量空间 , H 是 V 的子空间 .我们把向量

空间只看作加群 , H 是可换群 V 的子群 .根据§1 .1 的定理 , V/ H

是一个商群 .现在把乘法改变成加法的符号 , V/ H 的元素是珔a =

a + H, 加法运算是 珔φ使得珔φ(珔a ,珔b) = 珔a +珔b = a + b .于是要问 ,

V/ H 是否能成为域 F 上的向量空间呢 ? 为此还给定一个 F ×

(V/ H)到 V/ H 的映射

珔ψ∶ (λ,珔a) → 珔ψ(λ,珔a) = λ珔a = λa .

这个数乘运算是确定的 , 珔a = a′时 , 由§1 .1 性质 2 , 有 a′- a ∈

H , 因此 λ( a′- a ) ∈ H ,λa′- λa ∈ H,λa′= λa .于是 ,

珔ψ(λ,珔a) = 珔ψ(λ, a′) = λa′= λa ,

说明 珔ψ的定义是确定的 ,与 珔a 的代表元选择无关 .

容易证明 ,对于上述线性运算 珔φ和珔ψ ,有下面的

定理 2  假设 V 是域 F 上的向量空间 , H 是 V 的子空间 .那

么 ,V/ H 也是域 F 上的向量空间 ,叫做 V 对于 H 的商空间 .

商空间也有维数 ,而且有下面的维数关系 .

定理 3  假设 V 是域 F 上的向量空间 , H 是 V 的子空间 .那

么 ,

dim V/ H = dimV - dim H .

  证明  取 H 的基 e1 ,⋯ , em , 添加成 V 的基

e1 , ⋯ , em , em + 1 , ⋯ , en ,

只需证明 em + 1 , ⋯ , en 是 V/ H 的一个基 .首先 ,如果有

km + 1 em + 1 + ⋯ + kn en = 0 ,

即是 km + 1 em + 1 + ⋯ + kn en = 0 , km + 1 em + 1 + ⋯ + knen ∈ H , 可表

示成
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km + 1 em + 1 + ⋯ + kn en = k1 e1 + ⋯ + km em ,

- k1 e1 - ⋯ - km em + km + 1 em + 1 + ⋯ + kn en = 0 ,

由 { e1 , ⋯ , en } 线性无关得 k i = 0 , i = m + 1 , ⋯ , n .这就证明了

em + 1 ,⋯ , en 线性无关 .

其次 ,任意 珔x ∈ V/ H ,由 x ∈ V 得

x = k1 e1 + ⋯ + km em + km + 1 em + 1 + ⋯ + kn en ,

珔x = k1 e1 + ⋯ + km em + km + 1 em + 1 + ⋯ + kn en .

但是 , i = 1 , ⋯ , m 时 ei ∈ H , ei = 0
-

, 因而 珔x 能用 { em + 1 , ⋯ , en }

线性表示 .

定理 2 证毕 .向量空间的这些结果将在以后章节中应用 .

习   题

1 . �试证明 :R 是域 Q 上的向量空间 ;C 是域 Q,R,C 上的向量空间 ;域 F 是其

子域上的向量空间 .

2 . �假设 A 是域 F 上元素构成的 n× n 阶方阵 , M
n× n

是这样的 n 阶方阵的集

合 :

Mn× n = A | A = ( aij ) , aij ∈ F .

那么 ,对于线性运算 A + B 和λΑ, Mn× n 是域 F 上的 n2 维向量空间 .

3 . �假设 V1 是向量空间 V 的子空间 ,那么存在子空间 V2 使得 V = V1 G

V2 .

4 . �举例说明 V 的两个子空间 V1 , V2 的并集 V1 ∪ V2 不是子空间 .

5 . �假设 V1 , V2 是 V 的子空间 , dimV = 3, dim Vi = 2 , i = 1 ,2 . 那么 ,

dim ( V1 ∩ V2 ) = 1 或 2 ,

dim ( V1 ∩ V2 ) = 2 时 V1 = V2 .

6 . 假设 V1 , V2 , V1 ∪ V2 都是 V 的子空间 ,那么 V1 � V2 或 V2 � V1 .

§1 .3  对 偶 空 间

对偶空间是线性型所组成的向量空间 ,先从多重线性型说起 ,

11



它是向量空间上的多元线性函数 .

定义 1  假设 V 是域 F 上的向量空间 ; f 是 V 的 r 重笛卡尔

积 V r
= V×⋯×V 到域 F 的映射

f∶ ( x1 ,⋯ , x r ) (∈ V r
) → f ( x1 ,⋯ , x r ) ∈ F;

而且对于每个 x j , j = 1 ,⋯ , r ,映射都是线性的 ,即

f ( x1 , ⋯ ,λx j + μx j′,⋯ , xr )

 = λf ( x1 ,⋯ , x j , ⋯ , xr ) + μf ( x1 , ⋯ , x j′,⋯ , x r ) ,

      ( " λ,μ∈ F , x j ∈ V, j = 1 , ⋯ , r ) .

那么 , f 叫做 V 上的 r 重线性型 , 或 r 重线性函数 .当 r = 1 时 f

叫 V 上的线性型 ,当 r = 2 时 f 叫 V 上的双线性型 .对任意 i 与 j ,

当

f ( x1 ,⋯ , x i , ⋯ , x j ,⋯ , xn ) =± f ( x1 ,⋯ , x j , ⋯ , x i , ⋯ , xn )

时 , f 分别叫做对称的和反对称的 .

我们知道 ,向量空间内的线性变换 ,完全由基的象所决定 .多

重线性型也是这样 ,有下面的

定理 1  假设 { e1 ,⋯ , en } 是向量空间的基 , f 是 V 上的 r 重

线性型 .那么 , f 完全由 f ( ei
1
, ⋯ , ei

r
) 所确定 , i1 , ⋯ , ir = 1 ,⋯ ,

n .

证明  V 内任意向量都可以用基来表示 ,取 r 个向量

x i = x
1
i e1 + ⋯ + x

n
i en ,  i = 1 ,⋯ , r .

由 f 是 r 重线性型的定义 1 ,就得到

f ( x1 , ⋯ , x r ) = f (∑
n

i
1

= 1

x
i
1

1 ei
1
,⋯ ,∑

n

i
r

= 1

x
i
r

r ei
r
)

= ∑
i
1

, ⋯ , i
r

x
i
1

1 ⋯ x
i
r

r f ( ei
1
,⋯ , ei

r
) .

这就证明了 ,任意 x1 ,⋯ , xr 的象由这些 f ( ei
1
,⋯ , ei

r
) 所确定 ,也

就是 f 由这些象所确定 .

特别地 ,当 f 是线性型时 ,对于 x = x
1

e1 + ⋯ + x
n
en ,有
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f ( x ) = x
1

f ( e1 ) + ⋯ + x
n

f ( en ) . ( 1)

我们甚至也用 x , f 来表示向量 , x = ( x
1

,⋯ , x
n
) , f = ( f1 ,⋯ ,

f n ) , 这里 f i = f ( ei ) , i = 1 , ⋯ , n .于是 , ( 1)可以简单地表示成

f ( x ) = x f
t

= f x
t

. ( 2)

就得到定理 1 的

推论  假设 { e1 , ⋯ , en } 是向量空间的基 , f 是 V 上的线性

型 .那么 , f 完全由 (2 )内的 f1 , ⋯ , fn 所确定 .

这个推论使得抽象的线性型有比较具体的描述 .向量空间 V

上的所有线性型又组成一个新的集合 ,记成 V * ,它是否能成为一

个新的向量空间呢 ? 我们先来给定两个运算 :

1 . V *
的加法 ,即 V *

×V *
到 V *

的映射 ,使得

( f , g) → f + g ,

这里 f + g 是 V * 的元 ,即 V 上线性型 :

〔f + g〕( x ) = f ( x ) + g( x )  ( " x ∈ V) .

  2 . V *
的数乘 ,即 F ×V *

到 V *
的映射 ,使得

(λ, f ) → λf ,

这里λf 是 V *
的元 ,即 V 上线性型 :

〔λf〕( x ) = λf ( x )  ( " x ∈ V) .

  对于上述线性运算 ,容易证实下面的

定理 2  V * 也是域 F 上的向量空间 ,叫做 V 的对偶向量空间

或余向量空间 ,它的元叫做 V 的余向量 .

既然 V *
是一个向量空间 ,它的维数是什么呢 ? 最直接的方

法是找出 V * 的一个基 ,也就得到了 dimV * .V * 的基是由 V 上的

线性型来组成的 ,而每一个线性型又可以用定理 1 推论的方法来

表示 .用这种方法可以找出 V * 的基 .

定理 3  假设 { e1 ,⋯ , en } 是向量空间 V 的基 ,那么由条件

e
i
( ej ) = δi j ,  i , j = 1 , ⋯ , n , ( 3)

所确定的 { e
1

,⋯ , e
n
} 是 V *

的基 ,叫做 { e1 ,⋯ , en } 的对偶基 .
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证明  条件 (3 )所确定的 e
i
都是 V 上的线性型 ,譬如 e

1
使

e1 ( e1 ) = 1 , e1 ( e2 ) = 0 ,⋯ , e1 ( en ) = 0 ,

因而使任意 x = x
1

e1 + ⋯ + x
n
en 的象

e1 ( x ) = e1 ( x1 e1 + ⋯ + xn en ) = x1 .

同样地有 e
i
( x ) = x

i
, i = 1 ,⋯ , n .

首先 , { e
1

, ⋯ , e
n
} 是线性无关的 .如果

k1 e
1

+ ⋯ + kne
n

= 0 ,

即对于任意 x ∈V 都有

〔k1 e
1

+ ⋯ + kne
n
〕( x ) = 0( x ) = 0 .

特别地取 x = ei 得到 k i = 0 , i = 1 , ⋯ , n .

其次 ,任意 f ∈V *
都可以用{ e

1
,⋯ , e

n
}来线性表示成

f = f ( e1 ) e
1

+ ⋯ + f ( en ) e
n

. ( 4)

这只要对 V 内任意向量 x 来验证 , ( 4)两端使 x 的象是相同的 .

定理 3 证毕 ,从证明过程中还得到下面的

推论  向量空间与其对偶向量空间的维数相等 .

对偶基是相对于原向量空间的基而言 .向量空间的基不是唯

一的 ,它们各自有对偶基 ,这些对偶基之间又有什么关系呢 ?

定理 4  假设向量空间 V 的两个基有关系

( e1′,⋯ , en′) = ( e1 ,⋯ , en ) A , 即 e′= eA , ( 5)

其中 A 是 n 阶非退化矩阵 .那么 ,它们的对偶基有关系

( e
1

,⋯ , e
n
) = ( e′

1
,⋯ , e′

n
) A

t
. ( 6)

  证明  把 V *
的两个基的关系式记成

( e′
1

, ⋯ , e′
n

) = ( e
1

, ⋯ , e
n

) B ,

其中 B 是 n 阶非退化矩阵 .定理 4 求证的是 B = ( At ) - 1 , 也就是

求证 A
t
· B = In , In 表示 n 阶单位矩阵 .我们记 A = ( a

j
i ) , B =

( b
j
i ) , 来看 A

t
·B 的第 i 行与第 j 列交叉处的元 ,即 A

t
的第 i 行乘

B 的第 j 列 , 也即 A 的第 i 列乘 B 的第 j 列 :
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∑
n

k = 1

a
k
i b

k
j = ∑

n

k = 1

〔b
k
j e

k
(∑

n

l = 1

a
l
iel )〕

= (∑
n

k = 1

b
k
j e

k
) (∑

n

l = 1

a
l
iel )

= e′
j
( ei′) = δi j ,

这就证明了定理 4 .

在定理 4 的假设条件下 , e′= eA 时 ,V 的向量 x 的不同坐标

x 与 x′有关系式

x = x′A
t
, ( 7)

这里 x = xe
t

= x′e′
t
, x 表示向量又表示坐标 .由定理 4 ,V *

的元

f 对于不同的 e 和 e′分别有不同的坐标 f 和 f′时 ,从 ( 6)立即得到

f′= f A . ( 8)

这就又得到下面的

推论  假设向量空间 V 的两个基有关系 ( 5 ) ,那么 V 的向量

x 的坐标有关系 (7 ) ,余向量 f 的坐标有关系 ( 8) .

从坐标变换的规律或形式上看 , ( 5)和 ( 8)是相同的 .因此 ,我

们称余向量 f 为向量空间 V 的共变或协变向量 .与此相反 , (5 )和

(7 )是相逆的 ,我们称向量空间 V 的原向量为它的反变或逆变向

量 .

前面已经得知 ,域 F 上的 n 维向量空间 V 的对偶空间 V *
也

是一个域 F 上的 n 维向量空间 .于是 , V *
又有对偶空间 V * * ,它

也是域 F 上的 n 维向量空间 .这三者之间有什么关系呢 ? 维数相

同的这三个域 F 上的向量空间是同构的 .不仅如此 , V 与 V * * 之

间还有更确定的联系 .假设 { ei } 是 n 维向量空间 V 的基 ,那么 ,

它有对偶基 { e
i
} 即 V *

的基 ,后者又有对偶基 { 珓ei } 为 V * *
的基 .

我们给定一个从 V 到 V * *
的映射

σ∶ x = ∑
n

i = 1

k iei → σ( x ) = 珘x = ∑
n

i = 1

k i珓ei , ( 9)

来证明下面的
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定理5  假设 { e1 , ⋯ , en } 是向量空间 V 的基 .那么 , ( 9)给定

的映射 σ使 V 与 V * *
同构 ;而且 ,对于 V *

的任意元 f 和 V 的任

意元 x ,都有

〔σ( x )〕( f ) = f ( x ) , 即 珘x ( f ) = f ( x ) . (10)

  证明  V * 的元 f 可以表示成 f = λ1 e1 + ⋯ +λnen , 利用对偶

基的条件 (3 ) ,就得到

珘x ( f ) = 〔k1珓e1 + ⋯ + kn珓en〕(λ1 e
1

+ ⋯ + λne
n
)

= k1λ1 + ⋯ + knλn

= 〔λ1 e1 + ⋯ + λnen〕( k1 e1 + ⋯ + knen )

= f ( x ) .

  定理 5 证毕 .在映射 ( 9)的对应下 , x 与珘x 可以等同看待 , V 与

V * *
可以等同看待 .在同构的意义下 ,甚至可以写成

x = 珘x ,  V = V * * ,  f ( x ) = x ( f ) .

这里引用一个记号〈f , x〉 = f ( x) ,刚才的结果可以写成

〈f , x〉 = 〈x , f〉,

说明 f 与 x 具有对称的位置 .

习   题

1 . �假设 f 是 R2
到 R 的映射 :对于任意的 x = ( x1 , x2 ) , y = ( y1 , y2 ) ,

( x , y) → f ( x , y ) = x1 y2 + 2 x2 y1 .

试问 f 是 R 上的双线性型么 ?

2 . 对于任意 x ∈V,存在余向量 f ∈V* ,使得 f ( x ) á 0 .

3 . �假设 { e1 ,⋯ , en } 是 F
n
的基 , φi 是 F

n
到 F 的映射 :对于 F

n
的任意向量 x

= ∑
n

i = 1

x
i
ei , 使得

x →φi ( x ) = x
i
,  i = 1 , ⋯ , n .

那么 , { φ1 , ⋯ ,φn } 是 { e1 ,⋯ , en } 的对偶基 .

4 . �假设α1 = (1 ,0 ,0) ,α2 = (1 ,1 , 0) ,α3 = ( 1 , 1 ,1 ) 组成 R3 的一个基 ,对于

R3
的任意元 x = ( x

1
, x

2
, x

3
) ,试求α

i
( x ) , i = 1 ,2 ,3 .
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5 . �假设 { φ1 ,⋯ ,φn } 是 V*
的一个基 .那么,存在 V 的一个基 { e1 , ⋯ , en } ,

使得

ei = φi ,  i = 1 , ⋯ , n .

6 . 试证明定理 2 .

§1 .4  双线性空间

上节已经介绍了双线性型的概念 .域 F 上的向量空间 V 上的

双线性型 ω ,它是 V2
到 F 的一个映射 ,或说是 V 上的二元函数 ,

对每个元都是线性的 .根据§1 .3 的定理 1 ,双线性型 ω完全决定

于 V 的基 { e1 , ⋯ , en } 的象 ω( ei , ej ) = ωi j , i , j = 1 , ⋯ , n .

ω∶ ( x , y ) (∈ V2 ) → ω( x , y ) ∈ F ,

ω( x , y ) = ω(∑
n

i = 1

x
i
ei ,∑

n

j = 1

y
j
ej ) = ∑

n

i , j = 1

x
i
y

j
ωi j .

象过去一样 ,允许记 x = ( x
1

,⋯ , x
n

) , y = ( y
1

, ⋯ , y
n
) , 甚至把ω

也作为一个 n 阶矩阵记成ω = (ωi j ) .于是 ,得到双线性型的矩阵

表达式

ω( x , y ) = xωy
t

= yωx
t

. ( 1)

这里 x 和 y 既表示 V 的元 ,又表示向量 ; ω既表示双线性的映射 ,

又表示矩阵 .以后还常有这样的情况 ,一种记号多种用处 ,要注意

加以区别 .

下面介绍两种常用的也是重要的双线性型 .

定义 1  假设 ω是向量空间 V 上的双线性型 .对于 V 内任意

向量 x 与 y , 如果 ω( x , y ) = ω( y, x ) , 那么ω叫做对称的双线性

型 ;如果 ω( x , y ) = - ω( y , x ) , 那么 ω叫做反对称的双线性型 .

双线性型的矩阵表达式 ,显然与 V 所取用的基有关 , ( 1 )内的

矩阵的元是基的象 .当基变化时 ,对应的矩阵有下面的相应的变

化 .

定理  假设向量空间 V 的基 { ei } 到 { ei′} 的变换式为
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e′= eA .

那么 ,V 上双线性型 ω在 { ei } 中的矩阵到 ω在 { ei′} 中的矩阵

ω′的变换式为

ω′= A
t
ωΑ . ( 2)

  证明  当基的变换式为 e′= eA 时 ,向量的坐标有变换式

x = x′A
t
,  y = y′A

t
.

把它们代入 (1 )得到

ω( x , y ) = xωy
t

= ( x′A
t
)ω( y′A

t
)

t

= x′( A
t
ωA ) y′

t
;

又由 ω( x , y ) = x′ω′y′t 就得到 ( 2) ,证明了定理 .

(2 )联系的两个矩阵 ω与ω′是合同的 ,其中 det A ≠ 0 . 两个

合同的矩阵的秩是相等的 ,因而下面的定义是合理的 .

定义 2  假设 { ei } 是向量空间 V 的任意一个基 , ω是 V 上

的双线性型 , ω = (ωi j ) 是 ω在此基上的矩阵 .那么 ,矩阵 ω的秩

叫做双线性型ω的秩 ,记成 rankω .当 rankω = rankV 时 , ω称为

非退化的 ;否则称为退化的 .

在向量空间中 ,赋予有些特征的双线性型 ,就可以得到一些特

殊的向量空间 ,是几何学的研究对象 .

定义 3  假设 V 是域 F 上的向量空间 , ω是 V 上的非退化的

双线性型 .那么 , 这样的 V 叫做双线性向量空间 , 简称双线性空

间 ;记成 ( V, ω ) ,简记成 V .

下面有一些具体的双线性空间 ,其中的 ω都是非退化的双线

性型 ,除了埃米特空间以外 .

1 . 复欧空间 : (V, ω ) , F = C, ω还是对称的 .

2 . 复辛空间 : (V, ω ) , F = C, ω还是反对称的 , dimV = 2 k

是偶数 .

3 . 埃米特空间 : F = C,V 是复向量空间 , ω是 V 上的埃米特

型 ,即它对于第一个分量仍然是线性的 ,但对于第二个分量却是线

性系数还作共轭运算 .也就是说 ,
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ω(λx + μy , z ) =λω( x , z ) + μω( y , z) ,

ω( x ,λy + μz ) =珔λω( x , y ) + 珔μω( x , z ) .

  4 . 欧氏空间 : (V, ω ) , F = R, ω还是对称的和正定的 ,即

ω( x , y ) = ω( y, x ) ,  ω( x , x ) > 0( x ≠ 0 ) .

  5 . 拟欧空间 : (V, ω ) , F = R, ω还是对称的和惯性指数有

符号差的 .例如 , dimV = 4 , ω的惯性指标是三负一正的 ,这样的

(V, ω )就是狭义相对论中的闵可夫斯基时空空间 .

6 . 辛空间 : (V, ω) , F = R , dimV = 2 k 是偶数 , ω还是反对

称的 .

上面列举的空间中 ,欧氏空间是比较熟悉的 .在一般的双线性

空间中 , ω不一定是对称的也不一定是反对称的 .因此 , 有条件

ω( x , y) = 0 时不一定有 ω( y, x ) = 0 .所以 ,在双线性空间内的

正交概念与顺序有关 .

定义 4  假设 (V, ω )是一个双线性空间 ,V 内向量 x 与 y 满

足条件ω( x , y) = 0 , 那么 x 与 y 叫做依序正交 ,记成 x ⊥ y 或

yT x .假设 A , B 是 V 的子集 ,而且

ω( a , b) = 0  ( " a ∈ A , b ∈ B) ,

那么称 A 依序正交于 B, 记成 A ⊥ B , 或 BT A , 或 ω( A , B) =

0 .假设 H 是 V 的子空间 ,那么

{ x ∈ V | ω( h , x ) = 0( " h ∈ H) }

是 V 的子集合 ,叫做 H 的正交补 ,记成 H
⊥

.同样还有

{ x ∈ V | ω( x , h) = 0 ( " h ∈ H) } = H
T

.

  关于正交 ,下面的性质 1 和 2 是容易证明的 ,不详述了 .

性质 1  假设 H 和 K 都是 (V, ω )的子空间 .那么 ,

1 . H
⊥
和 H

T
都是 V 的子空间 ;

2 . 0
⊥

= 0
T

= V, V⊥ = VT
= 0 , 这里 0 表示 { 0} ;

3 . H � K 时 H
⊥
� K

⊥
, H

T
� K

T
.

性质 2  假设 H 是 (V, ω )的子空间 .那么 ,

dim H + dim H
⊥

= dim H + dim H
T

= dimV .
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  一般来说 , H 与 H
⊥

(或 H
T

) 的和不一定是直接和 ,以后在辛

空间内再举出例子 .子空间与其正交补又有和与交 ,它们之间有下

面的关系 .

性质 3  假设 H 与 K 都是 (V, ω )的子空间 .那么 ,

1 . H
⊥ T

= H
T ⊥

= H ;

2 . H � K, H
⊥
� K

⊥
, H

T
� K

T
这三种关系是等价的 ;

3 . ( H + K )
⊥

= H
⊥
∩ K

⊥
, ( H + K )

T
= H

T
∩ K

T

4 . ( H ∩ K )
⊥

= H
⊥

+ K
⊥

, ( H ∩ K )
T

= H
T

+ K
T

.

证明  性质中的结论 ,在证法上是类似的 ,就不去赘述了 .

1 . 对于任意 a ∈ H, 都有 ω( a , H
⊥

) = 0 .再由 T 的定义得

到 a ∈ H
⊥ T

, 证明了 H � H
⊥ T

.根据性质 2,又有

dim H⊥ T = dimV - dim H⊥

= dimV - ( dimV - dim H) = dim H .

于是 H = H
⊥ T .

2 . 由定义容易得证 .

3 . 对于任意 x ∈ H
⊥
∩ K

⊥
即 x ∈ H

⊥
同时 x ∈ K

⊥
, 于

是 , ω( H , x) = 0 同时 ω( K , x ) = 0 , 推得 ω( H + K , x) = 0 , x

∈ ( H + K)
⊥

. 反过来 ,对于任意 x ∈ ( H + K )
⊥

, 就有 ω( H +

K, x) = 0 .特别地 ,又可得到 ω( H , x ) = 0 和 ω( K , x ) = 0 ,即

x ∈ H
⊥
和 x ∈ K

⊥
, 推出 x ∈ H

⊥
∩ K

⊥ .以上两方面结论证明

了 ( H + K )
⊥

= H
⊥
∩ K

⊥ .

4 . 由前面刚得到的 1 和 3 推得 .

习   题

1 . §1 .3 习题 1 的双线性型是对称的么 ? 是反对称的么 ?

2 . 从 C2
到 C 的映射

ω∶ ( x , y) → ω( x , y ) = x1 y2 + x2 y1

 是埃米特型么 ?是非退化的么 ?

3 . 试证明性质 1 .
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4 . 试证明性质 2 .

5 . �假设 W 是向量空间 V 上所有双线性型组成的集合 .那么 ,对于映射的加

法和数乘, W 也是一个向量空间 ;而且

dim W = ( dimV) 2 .

6 . �假设 W 是复向量空间 V 上所有埃米特型组成的集合 .对于映射的加法

和数乘 ,试问 W 也是一个复向量空间么 ?

§1 .5  线 性 代 数

在§1 .2 的定义 2,已经介绍过线性映射的概念 .这一节讨论

线性映射的运算和它们的矩阵表示 ,研究线性映射所形成的集合 .

假设 V 和 V′都是域 F 上的向量空间 , φ是 V 到 V′的线性映

射即同态映射 .那么 ,由 φ派生出两个重要的子空间 :一个是 φ的

象子空间φ (V)�V′,当 φ (V) = V′时 φ是到上的 ;另一个是 φ的

核子空间 kerφ�V,当 kerφ = {0} 时 φ是一对一的 ,当 kerφ = V

时 φ是零映射 .上面这些概念和证明方法 ,都是代数中介绍过的 ,

不再重述 .此外 ,又派生出域 F 上一个新的商空间 V/ kerφ .为了

讨论这个商空间与 φ( V)的关系 ,我们从 φ定义一个映射珔φ ,它是

V/ kerφ到φ ( V)的映射

珔φ∶ x + kerφ = 珔x → 珔φ(珔x) = φ( x ) . ( 1)

下面来证明

定理 1  珔φ是 V/ kerφ到φ (V)的同构映射 .

证明  由于同余类的代表元不是唯一的 ,必须先证实定义 ( 1)

是确定的 .假如 x′= 珔x , 就有 x′∈ 珔x , x′= x + x0 , x0 ∈ kerφ .

于是 ,除 珔φ(珔x) = φ( x ) 外 ,还有

珔φ(珔x ) = 珔φ( x′) = φ( x + x0 ) = φ( x ) + φ( x0 ) = φ( x ) ,

结果是一样的 .

珔φ显然是到上的 .如果 珔φ(珔x ) = 珔φ(珔y) , 即 φ( x ) = φ( y ) ,

φ( x - y ) = 0 , 就有 x - y ∈ kerφ,珔x = 珔y , 说明珔φ还是一对一的 .
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最后 , 珔φ还是线性的 ,这是因为

珔φ(λ珔x + μ珔y) = 珔φ(λx + μy) = φ(λx + μy)

= λφ( x ) + μφ( y ) = λ珔φ(珔x ) + μ珔φ(珔y) .

  定理 1 证毕 .利用定理 1 和§1 .2 的定理 2 又得到下面的

推论  dim φ(V) + dim ( kerφ) = dimV .

线性映射可以通过矩阵来具体地表现 .假设 V 和 V′都是域 F

上的向量空间 , { e1 , ⋯ , en } 和 { e1′,⋯ , em′} 分别是它们的基 ,

φ是 V 到 V′的线性映射 .那么 , φ( ei ) ∈V′可以用它的基来表示

成

φ( ei ) = ∑
m

j = 1

φ
j
i ej′,  i = 1 ,⋯ , n ,

就得到一个 m × n 阶矩阵

Φ =

φ1
1 ⋯ φ1

n

φ
m
1 ⋯ φ

m
n  

.

n 维空间 V 到 m 维空间 V′的所有线性映射组成集合 L ( V, V′) ,

元素在 F 上的所有 m× n 阶矩阵组成集合 MF ( m , n ) .上面的过

程说明 , L (V, V′)内的任何线性映射 φ对应于 MF ( m , n) 内的一

个矩阵 ,即

φ→ Φ . ( 2)

我们容易证明 : ( 2)是到上的一对一的对应 ,也是一个映射 .而且还

容易证明 : (2 )使得 φ对应Φ和ψ对应Ψ时 ,就使得 φ+ ψ对应于

矩阵 Φ+ Ψ, kφ对应于矩阵 kΦ .于是得到下面的

定理2  假设 V 和 V′分别是域 F 上的 n 维和 m 维向量空间 .

那么 , L (V, V′)是域 F 上的 mn 维向量空间 ,同构于 MF ( m , n) .

此外 ,线性映射还有乘积 .假设 V, V′, V″分别是域 F 上的 n

维、m 维、r 维向量空间 , φ∈ L (V,V′) ,ψ∈ L (V′, V″) .那么 ,

在取定基下 ,按 (2 )的对应方法 , φ对应一个 m× n 阶矩阵Φ,ψ对

应一个 r× m 阶矩阵 ;而且 , ψφ∈ L (V, V″) ,它对应的 r× n 阶
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矩阵正好是 ΨΦ . 关于线性映射的乘积 ,还可以推广到更多的空

间来讨论 ;还容易证明有结合律 ,即 ψ(λφ) = (λψ)φ = λ(ψφ) 和

χ(ψφ) = (χψ)φ . 特别地 ,上述这些结论在同一个空间内显然成

立 ,即 V = V′= V″的情况 .这样 ,我们又得到一种新的代数系 .

定义 1  假设 V 是域 F 上的向量空间 ,V 还有一个乘法运算
即 V2

到 V 的映射
( x , y) (∈ V× V) → x y ∈ V,

满足结合律 :

( x y) z = x( yz )  ( " x , y , z ∈ V) ,

(λx ) y =λ( xy) = x (λy)  ( " λ∈ F , " x , y ∈ V) .

那么 ,V 叫做域 F 上的可结合的线性代数 ,简称代数 ;这个空间 V

的维数叫做代数 V 的维数 .

于是 ,前面的讨论就得到

定理 3  假设 V 是域 F 上的 n 维向量空间 .那么 L ( V,V)是

域 F 上的 n2 维线性代数 .

回到线性映射对应于矩阵的 ( 2 ) ,前提是相对于 V 和 V′的两

个基 .如果相对于另外的基 ,同样的 φ所对应的矩阵就不同了 ,举

一些简单的例子就能说明 .

例 1  对于 n 维向量空间 V 的基 { e1 ,⋯ , en } , 恒等映射 i 对

应于 n 阶单位矩阵 In , 图示成

{ e1 ,⋯
V

, en }  i
→

↑
I
n

 { e1 , ⋯
V

, en }

但是 ,相对于 V 的不同基 { e1′, ⋯ , en′} 和 { e1 , ⋯ , en } , i 对应于 n

阶矩阵 A , 图示成

{ e1′, ⋯
V

, en′}  i
→

↑
A

 { e1 , ⋯
V

, en }

这里 A 不是 In ,正好是基 { e1 ,⋯ , en } 到基 { e1′,⋯ , en′} 的变换

矩阵 ,和§1 .2 的 (2 )中一样 .

例2  假设向量空间 V 的基 { e1 ,⋯ , en } 到 { e1′,⋯ , en′} 的
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变换矩阵是 A ,那么基 { e1 ,⋯ , en } 到 { e1′, ⋯ , en′} 的变换矩阵是

B = A
- 1

.这只要象例 1 那样 ,利用恒等映射 i 把假设条件图示成

{ e1′, ⋯
V

, en′}  i
→

↑
A

 { e1 ,⋯
V

, en }  i
→

↑
B

 { e1′,⋯
V

, en′}

于是 ,映射的乘积 i = i· i , 相对于 V 的基 { e1′, ⋯ , en′} , 对应于

矩阵的乘积 AB; 显然 ,由例 1 知道这个矩阵又是 In .所以 AB =

In , 得证 B = A
- 1

.

定理 4  假设 φ∈ L (V,V′) , 相对于 V 的基 { e1 ,⋯ , en } 和

V′的基 { f1 , ⋯ , f m } ,φ对应于 m × n 阶矩阵 Φ; 相对于 V 的基

{ e1′,⋯ , en′} 和 V′的基 { f1′, ⋯ , f m′} , φ对应于 m × n 阶矩阵

Φ′; V 内 { e1 ,⋯ , en } 到 { e1′,⋯ , en′} 的变换矩阵是 A ; V′内

{ f1 ,⋯ , f m } 到 { f1′,⋯ , fm′} 的变换矩阵是 B . 那 么 , Φ′=

B
- 1
ΦA .

证明  利用例 1 和例 2,把定理 4 的假设条件图示成

  V

 

→

Φ′
↑
φ

  V′

{ e1 �′,⋯ , en′} { f1 �′,⋯ , fm′}

A → i↓   ↑ i →

B - 1 �

{ e1 �, ⋯
 V

, en }
→
φ
↑
Φ

{ f1 �, ⋯
V′

, f m }

因为 φ = iφi ,所以 Φ′= B
- 1
ΦA ,定理 4 证毕 .

正是由于有了定理 4,而且 Φ与Φ′的秩是相等的 ,下面的定

义就是合理的 .

定义 2  假设 φ∈ L (V, V′) , φ按照 (2 )的方法对应于矩阵

Φ . 那么 , rankΦ叫做φ的秩 ,记成 rankφ .
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φ的秩可以通过矩阵来讨论 ,由 Φ的阶数立即得知性质 1 .

性质 1  rankφ≤ min( dimV, dimV′) .

性质 2  rankφ = dimφ(V) .

证明  象子空间 φ ( V)是由 { φ( e1 ) , ⋯ ,φ( en ) } 所生成的

V′的子空间 .根据 (2 )的方法 , φ( ei ) 正是 Φ的第 i 个列向量 , Φ的

n 个列向量所生成子空间的维数 dimφ(V)正是矩阵的秩 rankΦ .

习   题

1 . 证明定理 3 .

2 . �假设φ∈ L (V ,V′) ,那么下面任意两条可以推出第三条 : φ是到上的 ; φ

是一对一的 ; dimV = dimV′.

3 . 假设 V 的基是 { e1 ,⋯ , en } ,V′的基是 { f1 , ⋯ , fm } .那么 ,存在

φij ,  i = 1 , ⋯ , n ,  j = 1 , ⋯ , m ,

 使得 φi j ( ek ) = δik fj ,并且 {φij } 是 L (V,V′)的基 .

4 . 假设 φ∈ L (V ,V) ,并且 φ2 = φ .那么 ,V = φ(V) G kerφ .

5 . �假设 V0 ,V1 ,⋯,Vn + 1 都是域 F 上的向量空间 , V0 = V n + 1= {0 } ;线性映射 φi

∈ L (V i, V i+ 1) , i = 0 , 1 , ⋯ , n ;φi (V i) = kerφi+ 1 , i = 0 ,1 ,⋯ , n - 1 . 那么 ,

∑
n

i= 1

( - 1 )
i
dimV i = 0 .

6 . 假设 V1 ,V2 ,V3 都是域 F 上的向量空间 , φi ∈ L (V i,V i+ 1) , i = 1 ,2 . 那么 ,

dim〔ker(φ2 φ1 )〕≤ dim( kerφ2 ) + dim( kerφ1 ) .

7 . 假设条件和上题一样的时候 ,求证 :

dim〔φ1 (V1 ) ∩ kerφ2〕 = dim φ1 (V1 ) - dim φ2 φ1 (V1 ) .

§1 .6  线性群和线性几何

上一节介绍了域 F 上的线性代数 L ( V, V) ,这一节讨论其中

的满秩线性映射 .

定义1  假设 φ∈ L (V,V)有 rankφ= dim V = n,就称 φ为

非退化的 ,或满秩的 ;否则就称 φ为退化的 ,或降秩的 .
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再来看 L (V,V)内所有非退化的线性映射 ,组成一个子集

GL ( n , F) = { φ∈ L (V,V) | rankφ = n } .

决定 GL ( n , F) 内的元 φ, 即决定一个线性映射 ,是对应的 n 阶

矩阵Φ, 不是 V 的具体元素 .这也是采用记号 GL ( n , F) 的原由 .

定理 1  对于映射的乘法 , GL ( n , F) 成群 ,称为域 F 上 n 维

向量空间的全线性群 ,简称 n 阶全线性群 .

证明  首先 , φ,ψ∈ GL ( n , F) 时 ,它们对应的 n 阶矩阵 Φ

和 Ψ是非退化的 .由 detΦ≠ 0 , detΨ≠ 0 得到 det ( ΨΦ) ≠ 0 , 说

明 ψφ∈ GL ( n , F) .其次 ,§1 .5 定理 3 已经证明 L ( V, V)内乘

法有结合律 .再次 ,恒等映射是 GL ( n , F) 的单位元 .最后 ,任意 φ

∈ GL ( n , F) 时 ,φ(V) = V, φ是到上的 ;由§1 .5 定理 1 的推论

又得到 kerφ= {0} ,φ是一对一的 .因此 , φ存在逆映射φ- 1 , 它就

是 φ在 GL ( n , F) 内的逆元 .

定理 1 证毕 .在群 GL ( n , F) 内 , 又有各种子群 , 是线性几何

所常见的 ,有很丰富的内容 .

定义 2  域 F 上 n 阶全线性群 GL ( n , F) 的任何子群都叫做

域 F 上的 n 阶线性群 ,或经典群 .

按几何学的习惯 ,线性群内的元 ,即非退化的线性映射 ,才叫

做线性变换 ,它不同于一般的同态映射 .下面是线性群的实例 .

例1  取 F = C, V = C n
, 得复全线性群 GL ( Cn

, C) , 或

GL ( n , C) .取 F = R, V = R n , 得实全线性群 GL ( R n, R n) , 或

GL ( n ,R) .

例 2  将 GL ( n ,R)分成两部分 ,

GL ( n , R) = GL+ ( n ,R) ∪ GL - ( n , R) ,

其中第一部分的 φ所对应的 detΦ > 0 , 第二部分的 detΦ< 0 .容

易验证 , GL+ ( n , R)是 GL ( n ,R)的子群 ,也是 R 上的 n 阶线性

群 ,单位元是恒等变换 .但是 , GL - ( n ,R)不是线性群 ,它不能成

群 , φ1 ,φ2 ∈ GL - ( n ,R)时 , φ2φ1 ú GL - ( n ,R) .

例 3  在全线性群 GL ( n , F) 内 ,子集合
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GL1 ( n , F) = { φ∈ GL ( n , F) | detΦ = 1 }

是子群 ,也是一个 F 上的线性群 ,其中 1 表示 F 的单位元 .

例 4  假设 (V, ω )是一个双线性空间 ,那么就容易证明 :

G(ω) = { φ∈ GL ( n , F) | ω(φ( x ) , φ( y ) ) = ω( x , y ) ( " x , y ∈ V) }

是一个线性群 .例如 , V 是一个 n 维实空间 , ω是一个正定的对称

双线性型时 , ( V, ω )是一个欧氏空间 ,线性群 G 是由保持ω不变

的那些线性变换所组成的 ,即正交变换群 .这里 φ叫保ω变换 .

例 5  R 上的 n 阶全线性群 GL ( n ,R)内 ,子集合

Gt = { φt ∈ GL ( n , R) | Φt = (φ
i
j ( t ) ) , t ∈ ( - ∞ , + ∞ ) } .

也就是说 , φt 所对应的矩阵Φt 内 ,每个元素 φ
i
j ( t ) 都是以 t 为参

数的 .假如 Gt 还满足下面的三个条件 :

1 . φt
2
φt

1
= φt

2
+ t

1
.这就是说 , φt

2
,φt

1
∈ G 时φt

2
φt

1
∈ G .

2 . φ0 是恒等映射 .这就是说 , G 有单位元 .

3 . (φt )
- 1

= φ- t .这就是说 , φt ∈ G 时 (φt )
- 1

∈ G .

那么 , G 也是成群 ,是 R 上的 n 阶线性群 ,叫单参数变换群 .

关于线性群 ,最后来介绍一个维数的概念 .在线性代数中 ,维

数指的是向量空间内最大无关组所含向量的个数 .但群没有基域 ,

没有线性无关的概念 ,就没有上述意义的维数 .下面先以例子讨论

群的自由度 .

域 F 上的 n 阶全线性群 GL ( n , F) 内 ,线性变换 φ完全由对

应的有 detΦ≠ 0 的矩阵 Φ所决定 ;而 Φ又完全由它的 n
2
个元素

φ
i
j 所决定 .这就是说 , GL ( n , F) 有 n

2
个自由度 .同样 ,例 2 中的

线性群 GL + ( n , F) 也是 n
2
个自由度 .又看例 5 的线性群 Gt , 每

个 φt 对应的Φt , 虽然都有 n
2
个元 ,但矩阵的 n

2
个元都以 t 为参

数 .所以 Gt 的自由度为 1 .

定义 3  线性群 G 的自由度叫做 G 的维数 ,记成 dim G .

于是 , dim〔GL ( n , F)〕= n
2

, dim〔GL+ ( n , F)〕= n
2

, dim Gt

= 1 .
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有了线性群的概念后 ,我们来给线性几何作一个定义 .这个观

点是克莱因 ( F .Klein )在 1872 年提出的 ,对于百年来几何学的发

展起了很大的作用 .下面粗略地叙述这个观点 :一定的几何学是与

一定的变换群相联系的 ,所谓某种空间的几何性质实质上就是某

种变换群下的不变性质 .

我们讨论某些几何点的集合 ,叫做一个空间 M , 再把 M 的子

集合 C 叫做 M 的一个图形 .假设 G 是 M 的一个变换群 ,即 G 内

的φ是 M 到 M 上的一对一的映射 , G 对于映射的乘法成群 .记

φ( C) = C′,叫做图形 C 的象图形 .对于任意 φ∈ G, 图形 C 与

其象图形 C′所具有的共同性质 ,即对于任意 φ的不变性质 ,就称

为 G 下的不变几何性质 .

定义 4  假设 M 是几何点组成的一个空间 , G 是 M 的一个

变换群 .那么 , M 内在 G 下不变的几何性质全体 ,就叫做 M 在 G

下的几何学 ,记为 ( M , G) ; M 叫做这种几何学的底空间 ; G 叫做

这种几何学的基本群 .

至于线性几何学 , 其底空间与 F
n
对应 , 基本群是线性群 , 具

体说是下面的

定义 5  假设 M 是一个空间 , 相对于它取定的坐标系 , M 的

点可以用坐标即一个域 F 上向量空间 F
n
内的元来表示 , 即有 M

到 F
n
上的一对一的映射

x(∈ M ) ←→ x = ( x
1

,⋯ , x
n

) ∈ F
n

.

又假设 M 上的基本群为 G , 其中的变换 φ可以用点的坐标变换

式来表示成

φ(∈ G)∶ x′i = ∑
n

j = 1

ai
j x j + ai ,  i = 1 ,⋯ , n ,

这里 ( x1 , ⋯ , xn ) = x , ( x′1 , ⋯ , x′n ) = x′= φ( x ) .把φ的一次

部分记成 φ0 ,全体 φ0 组成 G0 ,即

φ0 (∈ G)∶ x′
i

= ∑
n

j = 1

a
i
j x

j
,  i = 1 ,⋯ , n .
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如果 G0 是全线性群 GL ( n , F) 的一个子群 , 那么几何学 ( M , G)

叫做域 F 上的线性几何学 .

根据上述定义 ,首先要问全线性群是什么几何学的基本群呢 ?

例 6  在域 F 上的 n 维向量空间内 , 任意非退化的线性变换

φ,使得线性相关组 { x1 ,⋯ , x m } 的象 { φ( x1 ) ,⋯ ,φ( xm ) } 仍

然线性相关 ,线性无关组的象仍然线性无关 .用几何的观点来说 ,

空间 V 内那些与线性相关联系的性质 ,都是对于 GL ( V, V)下不

变的几何性质 .所以 , V 内这些性质的全体就是线性几何学 ( V,

GL ( n , F) ) , GL ( n , F) 是这种线性几何学的基本群 .

但是 ,我们更有兴趣讨论以一般线性群为基本群的线性几何

学 ,而且空间是双线性空间 .

定义6  假设 (V, ω) 是双线性空间 , G 是保持ω不变的那些

变换所组成的线性群 .那么 ,线性几何学 ( V, G )又称为 ω-几何 ,

记成 (V, ω, G ) .

例 7  欧氏几何 (V, ω, G ) :V 是实向量空间 , ω是实正定的

对称双线性型 , G 是正交变换群 .辛几何 ( V, ω, G ) : V 是偶数维

实空间 , ω是实反对称双线性型 , G 是保持ω的线性群 ,叫辛群 .

如果已知一个双线性型 ω ,怎么判别一个变换是否保 ω呢 ?

定理 2  假设双线性空间 (V, ω )的双线性型

ω( x , y) = xωyt , ( 1)

变换 φ使得φ( x ) = x A
t
( " x ∈ V) .那么 , φ∈ G( ω) 的充要条

件是

AtωΑ = ω . ( 2)

  证明  由 (1 )计算得

ω(φ( x ) ,φ( y ) ) = φ( x )ωφ( y ) t = ( x At )ω( yAt ) t

= x( A
t
ωA ) y

t
, ( 3)

比较 (1 )和 ( 3) ,由 x 和 y 的任意性 ,就证明了 (2 ) .

几何是满足某些不变条件的性质的全体 ,底空间是一个集合 ,

它也有子集合 .
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定义 7  假设 ( M , G) 是一种几何学 , N 是 M 的子集合 ;如

果 G 中变换φ在 N 上的限制φN 又是 N 的变换 ,即

φN ∶ x (∈ N ) → φN ( x ) ∈ N ;

而且

H = { φN | φ∈ G }

是同构于 G 的一个子群 .那么 , ( N , H) 叫做 ( M , G) 的子几何 .

例 8  假设仿射空间 A
n
中对于仿射群 AG 下不变的仿射几

何为 ( A
n

, AG) ,又假设空间 A
n
中对于欧氏群 M G(� AG) 下不

变的欧氏几何为 ( A
n

, MG) .那么 ,后者是前者的子几何 .我们习

惯把后者的 A
n
记成 E

n ,即欧氏几何 ( E
n

, MG) .

例9  射影几何 ( P
n

, PG) 以仿射几何 ( A
n

, AG) 和欧氏几何

( E
n

, MG) 为其子几何 .一般说来 , A
n
� P

n
, 在 P

n
中有无穷远超

平面 ,它不属于 A
n ,所以 A

n
≠ P

n .

例 8 和例 9 的含义在以后要作详细的讲述 ,本章到此为止 .

习   题

1 . 详细证明例 4 的 G(ω) 是一个群 .

2 . GL - ( n , F) 是一个群么 ?

3 . �假设 φ∈ GL ( n , R) ,使得 φ( x ) = xA
t
, 其中 det A = 1 .那么 ,这样的φ

的全体成群 ,叫做么模群 .
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第二章  仿 射 几 何

本章讲仿射几何 ,首先介绍仿射空间和平面的概念和性质 ; 然

后讨论平面的交与联 ,讨论平面之间的位置关系 ; 最后介绍仿射变

换群 ,研究仿射变换群下不变的几何性质 .

§2 .1  仿 射 空 间

仿射空间也是由几何点构成的集合 , 它的点与向量空间中的

向量是一一对应的 ,可以用向量的坐标来表示仿射空间的点 .为了

对仿射空间给予精确的定义 ,先在向量空间内定义平移 .

定义 1  假设 a 是向量空间 V 的一个向量 , Ta 是 V 到 V 的

映射 ,使得

Ta∶ x → x′= x + a  ( " x ∈ V) .

那么 , Ta 叫做 V 的平移映射 ,简称平移 , Ta ( x ) = x + a .

显然 ,平移映射不一定是线性映射 .

定义 2  假设 V 是域 F 上的 n 维向量空间 ,它的向量用小写

字母 x , y, ⋯ 表示 .A 是几何点的集合 ,它的点用大写字母 O , X ,

Y , ⋯表示 .Φ是从 A 到 V 上一对一映射的全体所构成的集合 ,

而且满足条件 :

1 . 对于任意取定的点 O ∈A,存在一个映射 φO ∈ Φ, 使得

O 的象是 V 的零向量 ,即 φO ( O) = 0 ;

2 . 对于 Φ内任意两个映射φO 和φO′, 映射 φO′φ
- 1
O 是 V 的一

个平移 Ta ,即 φO′φ
- 1
O = Ta .
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那么 ,A 称为域 F 上的一个 n 维仿射空间 ; φO 称为 A 的一个坐标

映射 ,或坐标系 ;使得 φO ( O) = 0 的点 O 称为坐标系φO 的坐标原

点 ;V 称为对应于仿射空间 A 的向量空间 .

正是由于 Φ的元都是到上的一对一的映射 ,所以今后常常不

把 A 与 V 严加区别 .

进一步问 ,条件 2 中平移 Ta 是什么 , a 是 V 的什么向量呢 ?

Φ内两个映射φO 和φO′ ,使得 φO ( O) = 0 ,φO′( O′) = 0 ,即 O 与

O′是两个坐标系的坐标原点 .于是 ,坐标原点 O 在另一个坐标系

下的象φO′( O) = a 是 V 的向量 .我们再来看φO′φ
- 1
O ,它对零向量

0 的象是

φO′φ
- 1
O ( O) = φO′( O) = a = 0 + a = Ta ( 0) .

再看它对于 V 内任意向量 x 的象是什么呢 ? 如果 x 是对坐标映

射φO 而言 X 的象 , x′是对坐标映射φO′而言 X 的象 ,即

φO ( X) = x ,  φO′( X ) = x′. ( 1)
那么就有

φO′φ
- 1
O ( x ) = φO′( X ) = x′,

由条件 2 又有

φO′φ
- 1
O ( x ) = Ta ( x ) = x + a .

这就得到 x′= x + a . 这就证明了下面的

性质 1  在向量空间 V 所对应的仿射空间 A 内 , φO′φ
- 1
O 是 V

的平移映射 Ta ,其中 a = φO′( O) .同一个点 X 在不同坐标映射

下的象分别是 x 和 x′时 ,即 (1 )时 ,象之间有关系 x′= x + a .

为了介绍仿射空间内点的坐标概念 ,先要给出向量空间内向

量的坐标 .假设 V 内选取基 e = ( e1 , ⋯ , en ) , 那么 V 内任意向量

x 可以表示成 x = ( x
1

, ⋯ , x
n
) e

t
, 其中 x

1
,⋯ , x

n
是 x 的坐标 ,仍

然记成 x = ( x1 ,⋯ , xn ) .假如 A 内点 X 在坐标映射φO 下的象

φO ( X) = x = ( x
1

,⋯ , x
n
) ,

我们称 x 为点 X 在坐标系φO 中的坐标向量或坐标 ,记成 X ( x ) .

显然 ,任何坐标系下坐标原点的坐标都是 0 = ( 0,⋯ , 0) .坐标为基
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向量 ei 的点 Ei 叫做单位点 ,即 φO ( Ei ) = ei , i = 1 ,⋯ , n . 显然 ,

Ei 的坐标为 (δ1 i , ⋯ ,δni ) . 仿射空间 A 内上述的 n + 1 个点 O,

E1 ,⋯ , En 所组成有顺序的点的集合 ,叫做 A 的仿射标形或标架 .

也可以说 ,A 的仿射标形是由原点 O 和 V 的基 e = ( ei ) 所构成 .

也常采用初等几何的术语 ,把 OE1⋯ En 叫做仿射坐标系 .

仿射空间的元素是点而不是向量 ,但是可以定义连接两点的

向量 .

定义 3  假设 A 是仿射空间 , φO 是它的一个坐标系 , X 和 Y

是它的两个点 ,使得 φO ( X) = x , φO ( Y ) = y . 那么 , y - x 叫做

以 X 为起点 , Y 为终点的向量 ,记成 X Y →,即

X Y →= φO ( Y ) - φO ( X) = y - x . ( 2)

也记成 X Y →= → x y = y - x .

  在定义 3 中 ,如果取另外的坐标系 φO′, ( 2)就成为

X Y →= φO′( Y ) - φO′( X ) = y′- x′.

由性质 1 得知 x′= x + a 和 y′= y + a ,因而 y′- x′= y - x

,说明定义 3 与坐标系的选取无关 .而且 , A 中点 X 的坐标向量 x

就是 OX →,又称 x 为 X 的定位向量或径矢量 .

假设仿射空间 A 有两个坐标系φO 和φO′ ,相应的标架分别是

OE1⋯ En ,  φO ( Ei ) = ei ,

O′E1′⋯ En′,  φO′( Ei′) = ei′,
 i = 1 , ⋯ , n .

又假设点 X 在这两个坐标系中的坐标分别是

x = ( x
1

, ⋯ , x
n
) ,  x′= ( x′

1
,⋯ , x′

n
) , ( 3)

点 X 的坐标向量分别是

OX →= xe
t
,  O′X →= x′e′

t
.

试问 , ( 3)中两种仿射坐标之间有什么关系呢 ? 这就要看两个基向

量之间的关系 .假设 e = ( e1 ,⋯ , en ) 与 e′= ( e1′, ⋯ , en′) 之间有

e′= eA ,  det A ≠ 0 . ( 4)

又假设坐标系 φO′的坐标原点 O′在标架 OE1⋯ En 中的坐标是
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a = ( a
1

, ⋯ , a
n
) ,

即是

OO′ →= ae
t

. ( 5)

利用定义 3 得到

OX →= φO′( X) - φO′( O) = O′X →- O′O →

= OO′ →+ O′X →,

再由 (3 ) , (4 ) , (5 )又得到

xe
t

= ae
t

+ x′e′
t

= ae
t

+ x′A
t
e

t

= ( a + x′At ) et .

于是 ,证明了下面的

定理 1  仿射空间内点 X 的坐标变换式为

x = a + x′A
t
, ( 6)

其中 A 为基向量变换 ( 4)的系数矩阵 , a 为坐标系φO′的原点 O′

在φO 中的坐标 , x 和 x′分别是 X 在φO 和φO′中的坐标 .

我们在前面介绍了仿射空间及其与向量空间的关系 .象向量

空间有子空间一样 ,仿射空间也有类似的概念 ,即平面 .

定义4  假设 V 是仿射空间 A 所对应的 n 维向量空间 , H 是

V 的子空间 .那么 ,商空间 V/ H 的元素 A = 珔a = a + H( " a∈ V)

叫做仿射空间 A 的一个平面 , 或平移子空间 .子空间 H 的维数

dim H 又叫做平面 A 的维数 ,也记成 dim A .

当 dim A = 0 时 , A = a + {0} = a 是零维的平面 , 珔a = a 也

就是 A 的点 .于是 ,仿射空间 A 就是所有零维平面的集合 ,

A = V/ {0 } = { A = 珔a | dim A = 0 , a ∈ V } .

  当 dim A = 1 时 , A = a + [ e] , e ≠ 0 .这时 , A 是一维平面 ,

又称为仿射空间 A 的直线 .

当 dim A = n - 1 时 , A = a + [ e1 , ⋯ , en - 1 ] , 这里 [ e1 ,⋯ ,

en - 1 ] 是 n - 1 个线性无关向量所生成的子空间 .这时 A 是 n - 1

维平面 ,又称为仿射空间 A 的超平面 .

显然 ,平面或平移子空间不一定是 V 的子空间 .一个平面是
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子空间的充要条件是坐标原点在平面上 ,因为 A = a + H = H 等

价于 a ∈ H ,也是 0 ∈ H = A .

平面是一个初等几何沿用的术语 ,类似的还有

定义5  仿射空间 A 的平面 A = a + H 时 , H 叫做 A 的方向

子空间 .假若平面 A = a + H 与 B = b + K 的方向子空间有包含

关系 ,即 H � K 或 K � H 时 ,那么 ,两个平面 A 与 B 叫做互相平

行 ,记成 A‖ B .

在初等几何内 ,平面的平行关系是等价关系 .在这里则不然 ,

它不具有传递性 .例如

A = a + [ e1 ] , B = b + [ e1 , e2 ] , C = c + [ e2 ] ,

这里 e1 , e2 是 两个 线性 无 关的 向 量 .这时 , A‖ B , B‖ C 但

A‖ C .

性质 2  同一个平面内任意两点的定位向量之差在这个平面

的方向子空间内 .

证明  假设 X , Y ∈ A = a + H ,那么

x = φO ( X) = a + h1 , y = φO ( Y ) = a + h2 ,  h1 , h2 ∈ H .

于是连接这两点的向量 ,即两点的定位向量之差是

X Y →= φO ( Y ) - φO ( X) = h2 - h1 ∈ H .

  性质 2 证毕 ,再讨论两个平面 .两个平行的平面 ,即其方向子

空间有包含关系的两个平面 ,不一定有包含关系 .即 H � K 时不

一定有 a + H � b + K .但是 ,下面的逆命题成立 .

性质 3  假设两个平面有包含关系 ,那么它们的方向子空间

也有包含关系 .

证明  假设 a + H � b + K ,那么 a + 0 = b + k1 , k1 ∈ K .

于是 b - a∈ K .对于任意 h ∈ H , 都有 a + h = b + k , k ∈ K .

因此 , h = ( b - a ) + k , 得到 h ∈ K , 证明了 H � K .

性质 3 证毕 .它说明 ,有包含关系的两个平面是平行平面 ,即

是说两个平面的包含关系是平行关系的特例 .

下面来讨论平面的参数方程和一般方程 .
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我们知道 ,由 m 个线性无关向量 aα = ( a
1
α, ⋯ , a

n
α ) ,α = 1 ,

⋯ , m 所生成的子空间 H = [ a1 ,⋯ , am ] 内 ,向量 x 可以用生成元

线性表示 .于是 ,我们称子空间 H 的参数方程是

H∶ x = ∑
m

α= 1

tαaα ,或 x i = ∑
m

α= 1

tαai
α,  i = 1 , ⋯ , n . ( 7)

同样 ,平面 A = a + H 的参数方程是

A∶ x = a + ∑
m

α= 1

t
α

aα ,  a = ( a
1

,⋯ , a
n
) ,

或 x
i
= a

i
+ ∑

m

α= 1

t
α

a
i
α,  i = 1 , ⋯ , n . ( 8)

引用 m × n 型系数矩阵 M 和行向量 t = ( t
1

,⋯ , t
m

) ,

M =

a
1
1 ⋯ a

n
1

⋯ ⋯ ⋯

a
1
m ⋯ a

n
m

,  rank M = m ,

就可以把参数方程改写成矩阵形式 :

H∶ x = tM , ( 7′)

A∶ x = a + tM . ( 8′)

  在参数方程中 ,含有参数 t
1

, ⋯ , t
n .这些参数可以消去 ,具体

方法如下 .

(7 )式可以看作一个线性方程组 ,它的系数矩阵是 M
t ,有 m

个变量 t
1

, ⋯ , t
m ,有 n 个方程 .即

a
1
1 t

1
+ ⋯ + a

1
m t

m
= x

1
,

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

a
m
1 t

1
+ ⋯ + a

m
m t

m
= x

m
,

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

a
n
1 t

1
+ ⋯ + a

n
m t

m
= x

n
,

( 7″)

由于 rank M
t

= m , 系数矩阵内有一个 m 级的非零子式 .不影响

一般性 ,不妨认为上方的 m 级子式不等于零 .于是 ,利用克莱姆定
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理 ,从 ( 7″) 的前 m 个方程可以得到解 ( t
1

,⋯ , t
m

) . 当 ( x
1

,⋯ ,

x
m

) 取定一组数时 , 上述解向量是唯一的 ,它可以用 x
1

, ⋯ , x
m
来

线性表示成

t
α

= ∑
m

i = 1

f
α
i x

i
,  α= 1 , ⋯ , m .

将这个解代入 (7″)的后 n - m 个方程 ,经移项和同类项合并后 ,成

为仅含 x i 的齐次线性方程组 ,记成

xB
t

= 0 ,或∑
n

i = 1

b
β
i x

i
= 0 ,  β= 1 ,⋯ , n - m . ( 9)

其中 ( n - m) × n 矩阵 B = ( b
β
i ) 的秩为 n - m .这个方程 ( 9)不

再含参数 ,是 H 内 x = ( x
1

,⋯ , x
n
) 所满足的方程 ,叫做 H 的一

般方程 .类似的 ,可得到平面 A 的一般方程

A∶ xB
t

= b, 或∑
n

β= 1

b
β
i x

i
= b

β
,  β= 1 , ⋯ , n - m . (10)

  从上述过程看 ,任取 m 个数 x
1

, ⋯ , x
m

, 就可以求出对应的

m 个数 t
1

,⋯ , t
m ,进而求出对应的 x

m + 1
,⋯ , x

n
. 因此 ,齐次线性

方程组 ( 9 )的基础解系含 m 个线性无关的解向量 ,系数矩阵的秩

是

rank Bt = rank B = n - m .

习   题

1 . 举出仿射空间的实例 .

2 . 举出两个平面的实例 ,它们平行但无包含关系 .

3 . 已知平面的一般方程 ,怎样得到它的参数方程 ?

§2 .2  平面的交与联

两个平面的交集不同于两个子空间的交集 ,可能是空的 ,当两

个平面 A 与 B 的交 A ∩ B = ě 时 ,称 A 与 B 不相交 ,否则称 A
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与 B 相交 .

定理 1  相交的两个平面 A = a + H , B = b + K 的交集 A∩

B 也是一个平面 , 其方向子空间为 H∩ K .因而

dim( A ∩ B) = dim( H ∩ K ) .

  证明  由 A∩ B≠ě , 存在一个 c∈ A∩ B , 有平面 c + H∩

H .利用§1 .1 的性质 3 , 由 c∈ A 得 A = c + H , 同理 B = c + K .

下面来证明 A∩ B = c + H∩ K .

任意 x∈ A∩ B , 由 x∈ A = c + H 得 x - c∈ H .同理 x - c∈

K .于是 x - c∈ H∩ K, x∈ c + H∩ K , A∩ B� c + H∩ K .反之 ,

任意的 x∈ c + H∩ K , 由 x - c∈ H 得 x∈ A , 同理 x∈ B .于是 c

+ H∩ K� A∩ B .

定理 1 证毕 .它可以推广到有限多个平面的情况 .

推论  m 个平面 Ai = ai + H i , i = 1 ,⋯ , m 相交时 ,交 A1 ∩

⋯ ∩ Am 也是一个平面 ,其方向子空间为 H1 ∩ ⋯ ∩ Hm .

于是要问 ,怎样的两个平面才是相交的呢 ?

定理 2  两个平面 A = a + H 与 B = b + K 相交的充要条件

是

b′- a′∈ H + K  ( " a′∈ A , b′∈ B) .

  证明  由于§1 .1 性质 3 , 这里只要证明 b - a ∈ H + K .

如果 A ∩ B ≠ ě , 就存在 c = a + h = b + k ∈ A ∩ B , h

∈ H , k ∈ K .于是 , b - a = h - k ∈ H + K .反之 ,如果 b - a

∈ H + K , 就可以表示

b - a = h - k,  h ∈ H, k ∈ K .

于是 , c = a + h = b + k ∈ A ∩ B ,即 A ∩ B ≠ ě .

推论  两个平面 A = a + H 与 B = b + K 不相交的充要条

件是有

b′- a′ú H + K  ( " a′∈ A , b′∈ B) .

  进一步讨论两个平面平行又相交的情况 , 它不同于初等几何

的结论 .
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定理 3  两个平面平行且相交时 , 它们的交是较小的那个平

面 .

证明  假设 A = a + H , B = b + K , A‖ B, 不妨认为 H �

K . 于是 H ∩ K = H , 再由定理 1 就得到

A ∩ B = c + H ∩ K = c + H = A .

  定理 3 证毕 .上面讨论两个平面的交集 , 很自然地问两个平面

的并集 .因为两个平面的并集不一定还是一个平面 , 我们就不详细

讨论了 .又因为平面不一定是一个子空间 , 也就没有两个平面之和

的概念 .但是 , 有下面类似的

定义 1  假设 A , B 是仿射空间的两个平面 .那么 ,包含 A 和

B 的最小的平面叫做 A 与 B 的联 ,记成 A ∪ B .

定义 1 的意思是 : A � A ∪ B , B � A ∪ B; 任意平面 Q �

A , B 时 , Q � A ∪ B .也就是说 , A ∪ B 是所有上述 Q 的交集 .

联不是并 , 也不是和 , 它是和的推广到平面的概念 .当两个平

面都是子空间时 ,它们的联就是和 .

例  假设 x , y 是两个点 , 那么它们的联是过 x 与 y 的直线 ,

即一维平面 .假设 A 与 B 是两条相交或平行的直线 , 那么它们的

联是过 A 与 B 的平面 , 即二维平面 .

联的概念还可以推广到有限多个平面 ,记成

∪
m

i = 1
Ai , 或 A1 ∪ A2 ∪ ⋯ ∪ Am .

  两个平面的联是一个平面 , 它的方向子空间是什么 ? 它的维

数是什么 ?

定理 4  两个平面 A = a + H , B = b + K 的联

A ∪ B = a + ( [ b - a] + H + K ) .

  证明  任意 Q � A , B, 可记成 Q = a + L , 下面来证明

L � [ b - a] + H + K .

  由 A , B � Q , 利用§2 .1 性质 3 , 得到 H , K � L . 又利用

§2 .1 性质 2 , 由 a ∈ A � Q 和 b ∈ B � Q 得到 b - a ∈ L , 因
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而 b - a 生成的子空间 [ b - a] � L .但是 L 为子空间 , 由得到的

H, K , [ b - a] � L

就有 [ b - a] + H + K � L .

于是 ,由 [ b - a] + H + K 也是一个子空间 ,又由 A∪B 的最

小性 ,就证明了定理 4 .

定理 4 指明了 A ∪ B 的方向子空间 , 再利用定理 2 及其推

论 ,就得到

推论  当两个平面 A = a + H 与 B = b + K 相交时 ,

A ∪ B = a + ( H + K ) , dim( A ∪ B) = dim( H + K ) .

当 A 与 B 不相交时 ,

A ∪ B = a + ( [ b - a] + H + K ) ,

dim( A ∪ B) = 1 + dim ( H + K ) .

因此 , max( dim A , dim B) ≤ dim( A ∪ B) ≤ 1 + dim ( H + K) .

上面介绍了平面的交与联的概念和基本性质 , 自然要问这两

个集合的关系 .我们知道 , 向量空间内两个子空间的交与和的维

数 ,有关系式

dim( H + K ) + dim( H ∩ K ) = dim H + dim K, ( 1)

max( dim H , dim K ) ≤ dim( H + K ) ≤ dim H + dim K .

但是 ,仿射空间内两个平面的情况就复杂了 .因为两个子空间的交

总是非空的 ,两个平面的交不一定非空 , 而且两个平面也不一定是

平行的 .在多种情况下 , 它们的维数关系也不一样 , 有下面的定理

确定联的维数 .

定理 5  假设 A = a + H , B = b + K 是仿射空间的两个平

面 .

1 . A ∩ B ≠ ě 且 A‖ B 时 ,

dim( A ∪ B) = dim A + dim B - dim( A ∩ B) .

  2 . A ∩ B ≠ ě 且 A‖ B 时 ,

dim ( A ∪ B ) = max( dim A , dim B) .

  3 . A ∩ B = ě 且 A‖ B 时 ,
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dim( A ∪ B) = 1 + dim( H + K ) .

  4 . A ∩ B = ě 且 A‖ B 时 ,

dim( A ∪ B) = 1 + max( dim A , dim B ) .

  证明  当 A ∩ B ≠ ě 时 , 利用定理 4 推论和关系式 ( 1 ) , 得

到

dim( A ∪ B) = dim H + dim K - dim ( H ∩ K )

= dim A + dim B - dim( A ∩ B) ,

这个结论对于 A‖ B 和 A‖ B 都成立 .

当 A ∩ B ≠ě 且 A‖ B 时 ,不仅有 H � K 或 K � H , 而且

还有 A � B 或 B � A .先不妨认为 H � K ; 由 A ∩ B ≠ ě , 就

存在 c ∈ A ∩ B , 于是可以表示 A = c + H, B = c + K .因此 ,

H � K 推出 A � B .这时 A ∩ B = A , 定理的结论 2 成立 .

当 A ∩ B ≠ě 且 A‖ B 时 ,平面 A 和 B 就没有包含关系 , 这

由§2 .1 的性质 3 立即得到 .

当 A ∩ B = ě 时 , 定理 4 的推论就是这里的结论了 , 它当然

对于 A‖ B 的情况也成立 . A‖ B 时不妨认为 H � K , 于是 H +

K = K , dim ( H + K) = dim K , 这又证明了结论 4 .

定理 5 证毕 .其中的情况 3 , 即不相交又不平行的两个平面叫

做两个异面平面 .

例 1  三维仿射空间内两条异面直线 L1 与 L2 的联 L1 ∪ L2

是三维平面 ,由定理 5 的结论 3 得到 .三维仿射空间内两条不重合

的共面直线 L1 与 L2 , 当它们相交时 ,联 L1 ∪ L2 是二维平面 , 由

结论 1 得到 ; 当它们不相交时 , 联 L1 ∪ L2 是二维平面 , 由结论 2

得到 .

例 2  三维仿射空间内一条直线 L 与一个平面π, 有定理 5

的 1 , 2 , 4 三种情况 ,没有情况 3 .因为 L‖π时 , 它们一定有交点 ,

L ∩ π≠ ě .
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习   题

1 . 仿射空间 A 的两相交平面能相互平行么 ?举例说明 .

2 . 仿射空间 A 的两个平面 A 与 B 的并集 A ∪ B 是平面么? 举例说明 .

3 . 仿射空间 A 内平面 A1 , ⋯ , Am 的联运算满足结合律 .

4 . 假设 A 是 A 的一个平面 , 0 是零向量 .那么 , A 生成的子空间 [ A] = A

∪ 0 .

5 . 假设 V 是域 F 上的向量空间 , A 是对应于 V 的仿射空间 ; A 是 A 的平

面 ;

  ai ∈ A ,λi ∈ F, i = 1 ,⋯ , m ,∑
m

i = 1

λi = 1 .那么 ,一定有∑
m

i= 1

λi ai ∈ A .

6 . 在上题的仿射空间中 ,集合

{ ai ∈ A ∑
m

i= 1

λi ai ∈ A ,∑
m

i= 1

λi = 1 }

 仍然是 A 的平面 .

7 . 平面 A = a + H 是子空间的充要条件是 0 ∈ A .

8 . 平面的平行关系有传递律么 ? 举例说明 .

9 . �假设 A‖ B .那么只有两种可能:有包含关系 A � B 或 B � A ; 不相交 A

∩ B = ě .

§2 .3  关 联 定 理

仿射几何的一个重要内容是 ,利用交与联的概念 ,来讨论不同

平面之间的相互关系 .讨论各维平面之间的位置关系 ,讨论各维平

面的交与联是什么平面 ,这些命题都称为关联定理 .§2 .2 定理 5

就是一般仿射空间 A 的关联定理 ,是本节具体讨论问题的主要依

据 ,本节引用的都是这个定理 5 的四个结论 .

这一节具体对于二维仿射空间 A2
和三维仿射空间 A3

作详细

分析 .先讲 A2 ,它的零维平面就是点 ,记成 a , b, ⋯ ; 它的一维平面

就是直线 ,记成 l , h , ⋯ .因此 ,A2
有三种平面位置关系 : a 与 b, a
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与 l , l 与 h .下面就讨论这些情况下的交与联 , 即二维仿射空间

A2
的关联定理 .

定理 1  假设点 a , b ∈A2 ,直线 l , h �A2 .那么 ,

1 . a ≠ b 时 , a ∪ b 是一条直线 .

2 . a ∩ l = ě 时 , a ∪ l = A2 ; a ∩ l ≠ ě 时 , a ∪ l = l

.

3 . l‖ h 时 , l = h , 或 l ∩ h = ě , l ∪ h = A2 ; l‖ h 时 , l

∩ h = a 是一个点 , l ∪ h = A2 .

证明  1 . 由 a ≠ b, 得 a ∩ b = ě ; 点是零维空间 ,与任意

平面都平行 ,有 a‖ b .根据§2 .2 定理 5 的结论 4, dim( a∪ b) =

1 , 即 a ∪ b 是一条直线 .

2 . 同上段的理由 , a‖ l .又 a ∩ l = ě 时 ,根据§2 .2 定理

5 的结论 4, dim( a ∪ l ) = 2 , 即 a ∪ l = A2 . a‖ l 又 a ∩ l ≠ ě

时 ,根据结论 2, dim( a ∪ l ) = 1 , 即 a ∪ l = l .

3 . l‖ h 时 ,用上面的方法容易证明命题成立 . l‖ h 时 ,它们

的方向子空间 ,即方向向量不平行这两向量的交是零向量 ,这两向

量的和是 A2 .于是 , dim( l ∩ h) = 0 , 即 l ∩ h 是一个点 .根据结

论 1 ,得 dim( l ∪ h) = 2 , 即 l ∪ h = A2 .值得注意的 ,上面已经证

明了 l‖ h 时 , l ∩ h ≠ ě .也就是说 , l‖ h , l ∩ h = ě 的情况

是不存在的 .事实上 ,在这种情况下 ,根据结论 3 得 dim( l ∪ h ) =

3 ,也说明不可能出现 .

定理 1 证毕 .再讨论三维仿射空间 A3 ,它的零维平面就是点 ,

记成 a, b, ⋯ ; 它的一维平面就是直线 ,记成 l , h , ⋯ ; 它的二维平

面就是平面 ,记成 α,β,⋯ . A3
内的情况就复杂些 ,有六种位置关

系 : a 与 b , l 与 h ,α与β, a 与 l , a 与α, l 与α .下面就讨论这些情

况下的交与联 ,即三维仿射空间 A3
的关联定理 .

定理 2  假设点 a , b ∈A3 ,直线 l , h �A3 ,平面α,β�A3 .那

么 ,

1 . a ≠ b 时 , a ∪ b 是一条直线 .
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2 . l‖ h , l ≠ h 时 , l ∪ h 是一个平面 ; l‖ h , l∩ h = ě 时 ,

l ∪ h = A3 ; l‖ h, l ∩ h ≠ ě 时 , l ∪ h 是一个平面 .

3 . α‖β时 , α∩β= ě ,α∪β = A3 ;或 α∩β= α= β,α

∪β= α= β .α‖β时 ,α∩ β是一条直线 , α∪ β = A3 .

4 . a ú l 时 , a ∪ l 是一个平面 .

5 . a ú α时 , a ∪ α = A3 .

6 . l ∪ α = A3 .

证明  1 . 根据§2 .2 定理 5 的结论 4 立即得证 .

2 . l‖ h 又 l ≠ h 时 ,一定有 l ∩ h = ě .因为否则 l � h ,

或 h� l 都与 l ≠ h 相矛盾 .于是 ,根据结论 4 得 dim( l ∪ h) = 2 ,

即 l ∪ h 是一个平面 .

l‖ h , l ∩ h = ě 时 ,根据结论 3 得 dim( l ∪ h) = 3 , 即 l ∪

h = A3 .

l‖ h , l ∩ h ≠ě 时 ,根据结论 1 得 dim( l ∪ h) = 2 , 即 l ∪

h 是一个平面 .

3 . α‖β,α∩β= ě 时 ,根据结论 4 得 dim (α∪β) = 3 , 即

α∪β = A3 .α‖β,α∩β≠ ě 时 ,根据结论 2 得 dim(α∪β) =

2 , 即 α∪ β= α= β, 因而 α∩β= α= β .

α‖β时必有α∩β≠ ě .记α,β的方向子空间分别为 H , K,

有

dim(α∩β) = dim( H ∩ K ) = 1 ,或 2 .

但 dim( H ∩ K ) = 2 时 H ∩ K = H = K, 即 α‖β, 与 α‖β相

矛盾 .于是 α‖β时只能 dim(α∩β) = 1 ,α∩ β是一条直线 .这

时 ,根据结论 1 得 dim(α∪β) = 3 , 即 α∪ β = A3 .

4 和 5 . 根据结论 4 容易证实 .

6 . l ∩α= ě 且 l‖α时 ,根据结论 4 得 dim( l ∪α) = 3 , 即

l ∪α = A3 .注意 , l ∩ α= ě 且 l‖α的情况不存在 ,否则 ,把 l

与α的方向子空间记成 L 与 H , 根据结论 3 得到

dim( l ∪ α) = 1 + dim( L + H) = 4
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的矛盾 .

l ∩ α≠ ě 且 l‖α时 ,先求 dim( l ∩ α) , 由

0 ≤ dim( l ∩ α) ≤ min( dim l , dimα) = 1 ,

说明只可能 dim( l ∩α) = 0 , 1 .如果 dim( l ∩α) = 1 必有 l �α,

与假设相矛盾 ,因此 dim( l ∩α) = 0 .根据结论 1 得 dim( l ∪ α)

= 3 , 即 l ∪ α = A3 .同样注意 , l ∩α≠ ě 且 l‖α的情况不存

在 ,否则 ,根据结论 2 得 dim( l ∪α) = 2 , 即 l ∪α= α, l �α .这

时 ,由§2 .1 性质 3 得到 l‖α的矛盾 .

定理 2 证毕 .至于四维以上仿射空间内平面的位置关系、交与

联等 ,都可以类似地讨论 ,只不过情况复杂得多了 .本节两个定理

的结果与初等几何的结果是一致的 ,在高维仿射空间内就抽象了 .

习   题

1 . A3 内相交于一点的两条直线的联是一个平面 .

2 . A3 内两条共面但不平行的直线只有一个交点 .

3 . A3
内不平行的直线与平面只有一个交点 .

4 . 假设α,β是 A3
的两个平面 , α‖β .那么α∩β≠ ě ,dim(α∩β) ≠ 0 .

5 . 假设α,β是四维仿射空间 A4 的平面 ,即二维平面 , 试讨论它们的交与

联 .

§2 .4  仿射变换群

在§2 .1 内 ,我们介绍过仿射空间中一个点的不同坐标之间

的坐标变换 .假设点 X 在仿射坐标系 OE1⋯ En 中的坐标向量为 x

,在仿射坐标系 OE1′⋯ En′中的坐标向量为 x′. 那么 ,§2 .1 定理

1 已经证明 ,两种坐标之间可以用线性变换和平移变换相联系 ,有

x = x′A
t

+ a , 或 x′= ( x - a) ( A
- 1

)
t

.

在本节内 ,我们将介绍另外一个几何概念 ,它的表达形式与上式类

似 ,实质上则是仿射空间内不同点的变换 .

54



在取定一个仿射坐标系下 ,仿射空间 A 的点与向量空间 V 的

向量是一一对应的 ,我们常常不将两者严加区别 ,用 V 内的向量

变换来定义 A 内点的变换 .

定义 1  假设 φ是仿射空间 A 到 A 的映射 ,即

φ∶ X → X′= φ( X ) ;

在取定的仿射坐标系下 , X 与 X′分别对应于 x 与 x′,而且

x′= x A
t

+ a ,或 x′
i

= ∑
n

j = 1

a
i
j x

j
+ a

i
, ( 1)

其中 det A ≠ 0 .那么 ,φ叫做 A 的非奇异的或满秩的仿射变换 ;而

且不妨记 x′= φ( x ) .

仿射变换是同一个坐标系下不同点的变换 ,而坐标变换是不

同坐标下同一个点的坐标变量 ,在概念上是有区别的 .

由§2 .1 定义 3,仿射空间内每一对点可以定义一个向量 .因

此 ,很自然地可以作下面的定义 .

定义 2  假设 φ是仿射空间 A 的一个仿射变换 ; υ是以 x 为

起点、以 y 为终点的向量 ,即υ= → x y = y - x .那么 ,φ( x )φ( y) →

叫做 → xy 在仿射变换φ下的象 , 记成 φ(υ) , 即

υ′= φ(υ) = φ( x )φ( y ) →= φ( y) - φ( x ) . ( 2)

  于是 ,由 ( 1)和 (2 )立即得到 υ′= ( y - x) A
t
, 即

υ′= υA t ,或υ′i = ∑
n

j = 1

a
i
jυ

j . ( 3)

这就证明了下面的定理 .

定理 1  假设 φ是 ( 1)定义的点的仿射变换 ,是非齐次的线性

变换 .那么 ,在仿射变换 φ下向量的变换式为 ( 3 ) ,是线性齐次变

换 ,即向量空间内的线性变换或同态映射 .

推论 1  在仿射空间内点的仿射变换下 ,向量的线性关系不

变 ,即

φ(λu + μυ) = λφ( u ) + μφ(υ) .

  证明  由定理 1 容易推得
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φ(λu + μυ) = (λu + μυ) A
t

= (λu) A
t

+ (μυ) A
t

= λ( uA
t
) + μ(υA

t
)

= λφ( u) + μφ(υ) .

  从上面的推论 1 可以推导出仿射变换的一个重要不变量 ,先

介绍一些新的概念 .

定义3  假设 X1 , X2 与 X 是仿射空间内的三个点 , x1 , x2 与

x 是向量空间内的三个对应向量 ;连接它们的两个向量相互平行 ,

X1 X →‖ X2 X →, 即 x1 x →‖ x2 x →, ( x - x1 )‖ ( x - x2 ) ,

x1 x →= λx2 x →. ( 4)

那么 ,我们称 X1 , X2 与 X 是共线的 ,或称这三点在一条直线上 ;

这个 λ叫做三点 X1 , X2 , X 的简比 ,也不妨叫做共线三点 x1 , x2 ,

x 的简比 ,记成λ = ( x1 , x2 , x ) .

在定义 3 内 ,我们并没有定义仿射空间内的长度概念 .( 4 )式

说明 ,从形式上看 ,简比是两个向量的长度之比 .下面的推论 2 说

明 ,这个看作长度之比的简比 ,正是仿射变换下的基本不变量 .

推论 2  仿射空间内共线的三点 ,在仿射变换下的象仍然是

共线的 ,而且它们的简比不变 .

证明  记三 点 x1 , x2 , x 在仿射变换 φ 下的象 为 x1′=

φ( x1 ) , x2′= φ( x2 ) , x′= φ( x ) .把 ( 4)两端用φ来作用 ,利用推

论 1,就得到

x1′x′ →= λx2′x′ →,

证明了推论 2 .

还要说明的 ,这里的简比与解析几何内的定比仅相差一个符

号 .那里的定比 γ是符合 x1 x →= γ x x2 →的 ,由 x2 x →= - x x2 →得 λ

= - γ .

线段 x1 x2 的中点 x ,是简比 λ = - 1 的点 .由推论 2 立即得

到
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推论 3  仿射空间内线段的中点在仿射变换下不变 .

前面介绍了仿射变换的一些性质 ,下面讨论同一个仿射空间

内的所有仿射变换 .

定理 2  仿射空间内所有的仿射变换成群 .

证明  对于仿射空间 A 内的任意两个仿射变换 ,可以表示成

φ∶ x′= x A
t

+ a ,

ψ∶ x′= xB
t

+ b .

于是 ,它们的乘积 ψφ可以由上述两式推出 ,即

x′= ( xA
t

+ a ) B
t

+ b = x( BA)
t

+ ( aB
t

+ b) .

记 C = BA , c = aB
t

+ b ,由 det A ≠ 0 和 det B ≠ 0 得 det C ≠ 0 .

因此 ,

ψφ∶ x′= xC
t

+ c,

说明 ψφ仍然是一个仿射变换 .

同样的方法容易推出 ,仿射变换的乘法满足结合律 ,恒等映射

φO 也是一个仿射变换 ,对于任意仿射变换 φ ,都有 φφO = φ .

最后 ,利用前面仿射变换的乘法 ,容易验证 ( 1)所定义的仿射

变换 φ有逆映射

φ
- 1
∶ x′= x ( A

- 1
)

t
- a( A

- 1
)

t
,

它也是 A 的一个仿射变换 .

这就证明了定理 2,这个群叫做仿射变换群 .这个群的元素决

定于 n 阶矩阵 A 和 n 维向量 a ,自由度为 n
2

+ n .于是有

推论  n 维仿射空间 A 中所有的仿射变换构成 n( n + 1) 维

的仿射变换群 G .

接着讨论仿射变换群的子群 .为此 ,先介绍一些有关的概念 .

假设 φ是仿射空间 A 的仿射变换 ,那么 ,满足 φ( x ) = x 的

点 x 叫做φ的不动点 .也就是说 ,不动点 x 满足 x = x A
t

+ a , 不

动点的全体是集合

{ x ∈ A | x ( In - A
t
) = a} , ( 5)

这里 A 和 a 是由φ所决定的 .根据§2 .1 的 ( 10) ,上面的集合 ( 5)
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表示一个平面的方程 ,叫做 φ的不动平面 .当 rank( In - A
t
) = m

时 ,这个平面是 n - m 维 .当 a≠ 0 , A = In 时 ,这个仿射变换没有

不动点 .

下面列举这个仿射群 G 的几个子群 .

一、中心仿射群  以坐标原点 x = 0 为不动点的仿射变换φ

叫做中心仿射变换 .这时 , φ(0 ) = 0 , 即使得 0 = 0 At + a , 只有 a

= 0 .所有中心仿射变换构成 G 的一个子群

G0 = { φ∈ G |φ∶ x′= xA
t
} ,

叫做中心仿射群 . dimG0 = n
2

, G 同构于全线性群 GL ( n , F) .

二、平移仿射群  以 A = In 的仿射变换φ叫做平移变换 .这

时 , φ( x ) = x + a .所有平移变换构成 G 的一个子群 G t,叫做平

移仿射群 , dimG t= n .

仿射群正好是中心仿射群与平移仿射群的笛卡尔积 ,即

G = G0 ×G t .

  三、么模仿射群  以 det A = 1 的仿射变换 φ叫做么模变换 .

所有么模变换构成 G 的一个子群 G1 ,叫做么模变换群 ,或等积仿

射群 .因为使 det A = 1 的矩阵只有 n
2

- 1 个自由度 ,所以

G1 = { φ∈ G| φ( x ) = xA
t

+ a, det A = 1 } ,

dimG1 = n( n + 1 ) - 1 .

  下面介绍么模变换的一个重要性质 ,从一个几何概念开始 .在

初等几何里 ,以 2 个向量为边可以生成一个平行四边形 ,以 3 个向

量为边可以生成一个平行六面体 .这些多面体的体积的概念 ,借助

于§1 .3 定义 1 的多重线性型 ,可以在仿射空间内推广 .

定义 4  假设 A n
是仿射空间 , υ1 , ⋯ ,υn 是 n 个向量 , f 是一

个 n 重的反对称的线性型 .记 f ( x1 , ⋯ , xn ) = ( x1 , ⋯ , xn ) .那

么 ,

V = (υ1 ,⋯ ,υn )

叫做向量υ1 ,⋯ ,υn 的混合积 ,又叫做这 n 个向量生成的 2 n 面体
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的体积 .再假设以基底 e1 ,⋯ , en 生成的 2 n 面体的体积

V0 = ( e1 ,⋯ , en ) = 1 ,

那么 ,这个仿射空间叫做 n 维么模仿射空间 , 这个坐标系叫做么

模坐标系 .

前面所说的么模变换又叫做等积仿射变换 ,因为有下面命题 .

定理 3  在 n 维么模仿射空间的么模仿射变换下 ,平行 2 n 面

体的体积不变 .

证明  首先把υ1 ,⋯ ,υn 所对应的体积用 e1 ,⋯ , en 所对应的

体积来表示 .如果

υi = ∑
n

j = 1

υ
j
i ej ,  i = 1 ,⋯ , n ,

那么就有

V = (υ1 ,⋯ ,υn ) = ∑
i
1

, ⋯ , i
n

(υ
i
1

1 ei
1
⋯ ,υ

i
n

n ei
n
)

= ∑
i
1

, ⋯ , i
n

υ
i
1

1 ⋯υ
i
n

n ( ei
1
,⋯ , ei

n
)

= det〔υ
j
i〕( e1 , ⋯ , en ) .

如果取定么模坐标系 ,就得到

V = det〔υ
j
i〕 . ( 6)

  根据定理 1,仿射变换 (1 )的 φ使得

υi′= φ(υi ) = υi A
t
,  i = 1 , ⋯ , n .

利用 (6 )和 φ是么模变换 ,就得到

V′= (φ(υ1 ) , ⋯ ,φ(υn ) )

= (υ1 A
t
, ⋯ ,υn A

t
)

= V·det A
t

= V ,

证明了定理 3 .

前面介绍了仿射变换群和它的几个子群 .每一个仿射变换 ,把

仿射空间的每一个点都映射到一个象点 ,把仿射标架的 n + 1 个
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点映射到 n + 1 个象点 .反过来还有下面的性质 ,先把仿射标架的

概念加以推广 .

定义 5  假设 P0 , P1 ,⋯ , Pn 是仿射空间 A n
的 n + 1 个点 ,而

且 n 个向量 P0 Pi →, i = 1 ,⋯ , n 是线性无关的 .那么 ,这 n + 1 个点

称为在一般位置下 .

性质  假设 P0 , P1 , ⋯ , Pn 是仿射空间 A n
内 n + 1 个在一般位

置下的点 , OE1⋯ En 是 A n
的仿射标架 .那么 ,存在唯一的仿射变

换 φ ,使得

φ( O) = P0 ,  φ( Ei ) = Pi ,  i = 1 ,⋯ , n . ( 7)

  证明  我们先将 A n
的点用坐标向量表示成

e0 = (0 ,⋯ , 0) ,

ei = (δ
1
i , ⋯ ,δ

n
i ) ,  i = 1 ,⋯ , n ,

pi = ( p
1
i , ⋯ , p

n
i ) ,  i = 0 , 1 , ⋯ , n .

性质要求的 φ必须满足条件φ( ei ) = pi , i = 0 , 1 , ⋯ , n . 也就是

说 , ( 1)所表示的 φ必须满足条件

a
j

= p
j
0 ,  a

j
i + a

j
= p

j
i ,  i , j = 1 ,⋯ , n .

令 (1 )中 A 和 a 为

a
j
i = p

j
i - p

j
0 , a

j
= p

j
0 ,  i , j = 1 , ⋯ , n .

由 n + 1 个一般位置下的点的假设 ,有 det A = det ( p
j
i - p

j
0 ) ≠ 0 ,

这个 φ就是性质所指的仿射变换 .

这个性质又可以推广成下面的定理 ,它是仿射变换的基本定

理 ,与向量空间的线性变换相类似 .

定理4  假设 P0 , P1 ,⋯ , Pn ; P0′, P1′,⋯ , Pn′是仿射空间 A n

的两组一般位置下的点 .那么 , 存在唯一的仿射变换 φ使得

φ( Pi ) = Pi′,  i = 1 , ⋯ , n . ( 8)

  证明  根据前面的性质中 (7 ) ,存在唯一的 φ1 和 φ2 使得

φ1 ( O) = P0 ,  φ1 ( Ei ) = Pi ;

φ2 ( O) = P0′,  φ2 ( Ei ) = Pi′,  i = 1 ,⋯ , n .
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于是 ,仿射变换 φ = φ2φ
- 1
1 就使得 (8 )成立 .

习   题

1 . �仿射变换( 1)当 det A > 0 时 ,叫正向仿射变换 ,G内所有正向仿射变换构

成集合 G+ .问 G + 成群么 ?

2 . 上题内 det A < 0 的情况 ,反向仿射变换的集合 G - 成群么 ?

3 . G 内所有正向的中心仿射变换的集合 G
+

0 是 G0 和 G + 的子群 .

4 . 把重量为 mi 的质点放在仿射空间的点 xi 上 , i = 1 ,⋯ , k .点

x =
∑

k

i= 1

mi xi

∑
k

i= 1

m i

 �叫做 x1 ,⋯ , xk 的重心 .试证明 :重心是仿射变换下的不变量 .也就是说 ,

重心的象等于象的重心 .

5 . 假设 OE1 ⋯ En 是一个仿射标架 , φ是仿射变换 .试证明:

φ( O)φ( E1 )⋯φ( En )

  还是一个仿射标架 .

§2 .5  平面与二次超曲面

仿射几何讨论仿射变换下不变的几何性质 ,上节的许多命题

都是这种不变性质 .这一节继续对平面和二次代数超曲面来讨论 ,

在仿射变换下不变的性质是什么 .

先谈简单的平面 ,§2 .1 的 (10)是平面的一般方程 .

定理 1  在仿射变换下 ,平面的维数不变 .

证明  仿射变换不妨写成

φ: x = x′A
t

+ a ,  det A ≠ 0 ( 1)

时 ,平面 xB
t

= b 的象集是满足条件

( x′At + a) Bt = b ,

x′( BA)
t

= b - aB
t
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的点 x′的集合 ,它也是一个平面 .因为 BA 与 B 的秩相等 ,所以这

个平面与 xB
t

= b 的维数相同 .

定理 1 证毕 .讲的是仿射变换下一个平面的变化 .再讲两个平

行的平面 a + H 与 b + K ,其中 H � K .在仿射变换 φ下 ,显然有

φ( H) � φ( K ) ,保持了方向子空间的包含关系 .因此 , φ( a ) +

φ( H) 与 φ( b) + φ( K ) 仍然保持平行关系 ,这里 φ( H) 与 φ( K)

仍然是向量子空间 ,这就得到了下面的

定理 2  在仿射变换下 ,两个平行平面的平行关系不变 .

除了平行关系以外 ,还有一种衔接关系 :如果一个点在一个平

面上 ,即这个平面通过这个点 ,就称这样的点与平面有衔接关系 .

显然 ,衔接关系是平行关系的特例 .因此有下面的

推论  在仿射变换下 ,点与平面的衔接关系不变 .

前面都对平面来讨论 ,平面是指各维的仿射平面 .下面来讨论

代数超曲面 ,即是下面的几何图形 .

定义  在仿射空间内 , 适合 x
1

, ⋯ , x
n
的一个代数方程的所

有点 x = ( x
1

, ⋯ , x
n
) ,组成一个图形 ,叫做代数超曲面 ,这个方程

的次数叫做代数超曲面的次数 .

例如一次超曲面

xB
t

+ c = 0 ,

B = ( b1 , ⋯ , bn ) ≠ 0 ,  c ∈ R .

一次代数超曲面的方程正是§2 .1 内 ( 10 )所表示的平面的一般方

程 , rank B = 1 说明这个平面的维数是 n - 1 .所以 ,一次代数超曲

面就是仿射空间的超平面 .再例如二次超曲面 ,可以认为它的代数

方程是

Q:  xBx t + 2 xCt + d = 0 , ( 2)

B
t

= B = ( bi j ) ≠ 0 , C = ( c1 , ⋯ , cn ) , d ∈ R,

这里 B 和 C 都是实矩阵 , B 是 n 阶对称的 .也就是说 ,

Q:∑
i , j

bi j x
i
x

j
+ 2∑

i

ci x
i

+ d = 0 .
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至于三次以上超曲面的代数方程 ,也不难写出来 .

定理 3  在仿射变换下 ,代数超曲面及其次数都是不变的 .

证明  对于一次超曲面即 n - 1 维平面 ,定理 1 已经证明了

命题成立 .下面只对二次超曲面来证明命题成立 ,至于一般情况只

是更复杂些 ,方法是一样的 ,就不予叙述了 .

把 (1 )代入 ( 2) ,得到

Q′: x′B′x′
t

+ 2 x′C′
t

+ d′= 0 , ( 3)

这是二次超曲面 Q 上点 x ,在仿射变换 φ下的象 x′所适合的方

程 ,其中

B′= A
t
BA , C′= A

t
( B

t
a

t
+ C

t
) , d′= a( Ba

t
+ 2 C

t
) + d .

由 B ≠ 0 和 det A ≠ 0 得 B′≠ 0 , 说明 (3 )的 Q′仍然是二次超曲

面 .

定理 3 证毕 .(2 )中 Q 的二次项部分的系数矩阵是 B ,它的秩

叫做二次超曲面的秩 ,记成 rank Q .因为 ( 3)中 B′与 B 合同 ,所以

秩相等 .这又得到

推论  在仿射变换下 ,二次超曲面的秩是不变的 .

关于仿射变换下的不变几何性质 ,就讨论到此为止 .下面是利

用仿射空间的理论 ,讨论二次超曲面的两个问题 .

第一个问题 ,仿射空间 A 中的直线

L : x = x0 + λυ (λ∈ R,υ≠ 0) ( 4)

与二次代数超曲面 Q 的交点 .

将 (4 )代入 ( 2) ,得到 λ的二次方程式

(υBυ
t
)λ

2
+ 2υ( C

t
+ Bx

t
0 )λ+ Q( x0 ) = 0 . ( 5)

  1 . 当 υBυ
t
≠ 0 时 , (5 )有两个实根或一对共轭复根 .相应地 ,

L 与 Q 有两个交点 (相同或不同点 ) ,或没有交点 (两个共轭复交

点 ) .

2 . 当υBυ
t

= 0 和υ( C
t

+ Bx
t

0 ) ≠ 0 时 , (5 )有唯一实根 .相应

地 , L 与 Q 有唯一交点 .
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3 . 当υBυ
t

= 0 ,υ( C
t

+ Bx
t
0 ) = 0 和 Q( x0 ) ≠ 0 时 , ( 5)是矛

盾方程 .相应地 , L 与 Q 没有交点 .

4 . 当υBυ
t

= 0 ,υ( C
t

+ Bx
t
0 ) = 0 和 Q( x0 ) = 0 时 , ( 5)是恒

等式 .相应地 , L 在 Q 上 .

第二个问题 ,二次代数超曲面的仿射分类 ,即有下面的

定理 4  仿射空间 An
中的二次代数超曲面 , 在仿射变换下 ,

可以化成下列标准方程之一 :

( x
1

)
2

+ ⋯ + ( x
p
)

2
- ( x

p + 1
)

2
- ⋯ - ( x

n
)

2
=± 1 ,0 ; ( 6)

( x
1

)
2

+ ⋯ + ( x
p
)

2
- ( x

p + 1
)

2
- ⋯ - ( x

p + q
)

2
= x

n
; ( 7)

( x1 ) 2 + ⋯ + ( xp ) 2 - ( xp + 1 )2 - ⋯ - ( xp + q ) 2 =± 1 , 0 . ( 8)

  证明  (2 )表示的二次超曲面 Q 中 ,第一部分 xBx
t
是一个二

次齐次多项式 .利用二次齐式的化标准形方法 ,有满秩线性变换也

是仿射变换 x = x′A
t ,使二次齐式化成完全平方的代数和 ,当然

也使一次部分发生变换 .于是 , (2 )化成

x′B′x′
t

+ 2 x′C′
t

+ d = 0 , ( 9)

这里 B′= A t BA = diag(1 , ⋯ , 1 , - 1 ,⋯ , - 1 , 0 ,⋯ , 0 ) , 其中 1 的

个数为正惯性指数 p , - 1 的个数为负惯性指数 q , p + q =

rank B .

当 Q 为满秩时 ,即 p + q = n .再由 C′= ( c1′,⋯ , cn′) 作仿

射变换

x″i = x′i + ci′1 ck′x′k - d .

就使得 (9 )化成 ( 7)的类型 .

当 Q 为降秩 ,且 ( cp + q + 1′, ⋯ , cn′) = 0 时 ,作仿射变换

x″
i

= x′
i

+ ci′,  i = 1 ,⋯ , p + q ,

x″
j

= x′
j
,  j = p + q + 1 ,⋯ , n .

把 (9 )化成 ( 10 ) .再作一个恰当的相似变换 ,由 d′> 0 , < 0 , = 0

的情况 ,把 ( 10 )化成 ( 8)的类型 .

定理 4 证毕 ,它说明 :在恰当的仿射坐标系下 ,二次超曲面只
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有上述三种类型 .

习   题

1 . 在仿射变换下 ,不共线的三点的象也是不共线的 .

2 . 在仿射变换下 ,向量子空间的象集还是向量子空间 .

3 . 依据定理 4,列举 A2 中二次曲线的 9 个标准方程 .

4 . 依据定理 4,列举 A3
中二次曲面的 17 个标准方程 .
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第三章  射 影 几 何

这章主要讨论射影空间和射影变换的理论 , 如结合关系和对

偶原理 ,以及二次曲面的射影理论等 .

§3 .1  射影空间与关联定理

我们先从二维仿射空间即仿射平面谈起 ,举两个直观的例子 ,

说明仿射平面内必须增添新的点 ,才能使新的问题有恰当的解决 .

例 1  假设平面内两条不同的直线是

L1 :  a1 x + b1 y + c1 = 0 ,

L2 :  a2 x + b2 y + c2 = 0 .

试讨论它们的交点 .

由于两条直线是不同的 ,方程的系数不成比例 , 即

a1∶ b1∶ c1 ≠ a2∶ b2 ∶ c2 .

当 L1‖ L2 时 ,还有 a1∶ b1 ≠ a2∶ b2 .这时 , 两直线的交点的坐标

是 (
D1

D
,

D2

D
) , 其中

D =
a1 b1

a2 b2

≠ 0 , D1 =
- c1 b1

- c2 b2

, D2 =
a1 - c1

a2 - c2

.

但是 ,当 L1 ‖ L2 时 D = 0 , 无法得出这样两条直线的交点 .从几

何直观上 ,很自然地看到 ,当两条直线由相交逐渐转变成平行时 ,

它们的交点就逐渐远离 .所以 , 我们引进“无穷远点”作为两条平行

直线的交点 ,就得到一般命题 : 平面上任意两条不同的直线有唯一
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的交点 .

例 2  假设平面上有一个固定点 a 和一条固定直线 L , a ú L

.以 a 为中心的线束内 , 直线 P , Q, R ,⋯ 分别与 L 相交于点 p ,

q, r ,⋯ , 如图示 .但是当 S‖ L 时 , S 与 L 没有交点 .

作一个映射 φ : 把线束内的直线 ,对应 L 上的交点 ,即

φ( P) = p ,  φ( Q) = q,  φ( R) = r ,  ⋯ .

和例 1 一样 ,我们在 L 上引进“无穷远点”作为 S 与 L 的交点 , 就

使得 φ是线束到 L 上的一一映射 , S 也有象φ( S) .

根据上述两个例子的思想 ,我们给出下面的定义 .

定义 1  在仿射平面 A2
的任一条直线 L 上 , 原有点叫正常

点 .与 L 平行的那些直线与 L 的交点 ,叫做 L 上的理想点 , 即无穷

远点 ,记成 p∞ . L 上所有正常点与理想点的集合 ,即 L ∪ p∞ , 叫

做扩大的仿射直线 .在 A2 上扩大的所有的无穷远点的集合 { p∞ }

叫做平面上的无穷远直线 ,记成 L∞ .并集 A2
∪ L∞ 叫做扩大的仿

射平面 ,记成A2 .

在扩大的A2
内 , 前面的例子说明 : A2

中两条不同直线有唯一

的交点 ;A2
中线束到直线的映射 φ是到上的一一映射 .

仿射平面 A2
内的点都能够用仿射坐标来表示 ,扩大的仿射平

面A2
内的无穷远点则不能 ,它们用怎样的坐标来表示呢 ? 还是从

例 1 来讨论 ,然后找出一般的方法 .例 1 的两条不平行的直线有唯

一的交点 ,它决定于三个有序的数 ( D1 , D2 , D) , 其中 D ≠ 0 . 也

就是说 ,交点的仿射坐标可以由这三个有序的数来确定 ,
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x0 =
D1

D
,  y0 =

D2

D
.

但是 ,两条平行直线的交点是无穷远点 ,这时 D = 0 , 不能确定交

点的仿射坐标 ,不妨就用这个有序数组 ( D1 , D2 , D) 来当做交点

的“坐标”.当然 ,这种坐标不同于仿射坐标 .根据这个思想 ,我们作

下面的

定义 2  假设对于仿射平面 A2
的仿射坐标系 OE1 E2 , 点的

仿射坐标是 ( x , y ) .那么 ,在扩大的仿射平面A2
内 ,用三个有序的

数 ( x1 , x2 , x3 ) 表示一个点 P :当 x3 ≠ 0 时 ,它表示仿射坐标是

x =
x1

x3
, y =

x2

x3
的正常点 P ;当 ( x1 , x2 ) ≠ 0 , x3 = 0 时 ,它表示

无穷远点 P .我们把 ( x1 , x2 , x3 ) 叫做点 P 的齐次仿射坐标 ,简称

齐次坐标 .

按定义 2,A2
的正常点有齐次坐标 ,还有非齐次坐标 ,即仿射

坐标 ;无穷远点只是 x3 = 0 的齐次坐标 ,没有非齐次坐标 ;没有齐

次坐标为 (0 ,0 ,0 )的点 .

按定义 2,A2
的仿射坐标系的原点 O 的齐次坐标是 ( 0, 0, 1 ) .

直线 L : ax + by + c = 0 上扩大的无穷远点的齐次坐标是什么呢 ?

先看 L 上的正常点 P( x1 , x2 , x3 ) , 它满足条件 a
x1

x3
+ b

x2

x3
+ c =

0 .即扩大直线  L 的齐次坐标方程是

ax1 + bx2 + cx3 = 0 , ( 1)

 L 上的正常点和无穷远点的齐次坐标都满足这个条件 .容易看到 ,

无穷远点 ( b, - a ,0 ) 就满足条件 ( 1) ,是 L 上的无穷远点 .

按定义 2,A2的无穷远直线 L∞ 的齐次坐标方程是 x3 = 0 , 即

任意无穷远点 P( x1 , x2 , x3 ) 的坐标都适合 .在仿射直线 L 上 ,它

的点向两个相反方向无限伸展 .但是在扩大的  L 上 ,它的点向两

个相反方向无限伸展到同一个无穷远点 .所以 ,  L 可视作在无穷

远处“封闭”的几何图形 ,与 L 有不同的拓扑结构 .
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在上面的讨论中 , 譬如仿射坐标原点的齐次坐标 ,也可以是

(0 ,0 , k ) , k ≠ 0 .其它问题也都是这样 ,需要下面的

性质 1  假设 ( x1′∶ x2′∶ x3′) = ( x1∶ x2∶ x3 ) .那么 ,在A2

内齐次坐标 ( x1′, x2′, x3′) 与 ( x1 , x2 , x3 ) 表示同一个点 .

证明  由假设条件知道 , x i′= k x i , k ≠ 0 , i = 1 , 2 , 3 .当 x3

≠ 0 时 x3′≠ 0 , (
x1′
x3′

,
x2′
x3′

) = (
x1

x3
,

x2

x3
) .说明仿射坐标相同 ,表示

同一个正常点 .当 x3 = 0 时 x3′= 0 , ( x1 , x2 , x3 ) 满足某一个直

线( 1)时 ( x1′, x2′, x3′) 也满足 ( 1 ) .但一条直线只有唯一的无穷

远点 ,所以它们表示同一个无穷远点 .

性质 1 证毕 .把齐次坐标作为三维向量空间 V3 的非零向量 ,

x′= ( x1′, x2′, x3′) 与 x = ( x1 , x2 , x3 ) 有关系 x′= k x( k ≠

0) , x′～ x . 容易证明 ,这个关系是 V3
- {0 }内元素间的一个等价

关系 .用这种等价关系可以把 V3
- {0 }的向量等价分类 ,并组成商

集 (V3
- { 0} )/ ～ .根据性质 1,这个商集与A2

的元素间是一一对应

的 .这里向量 x 所在的等价类 ,就是由 x 所生成的一维子空间的

非零元组成的 .于是又得到

性质 2  A2
= (V3

- { 0} )/ ～ .

根据上面对实例的分析 ,我们推广这种方法 , 定义一般的 n

维射影空间 .

定义 3  假设 V n+ 1
是域 F 上的 n + 1 维向量空间 , Vn + 1

- {0}内

元素间的一个关系

x ～ y: y = kx , 0 ≠ k ∈ F .

那么 ,～是一个等价关系 .商集 (V n + 1- { 0 } )/ ～叫做域 F 上的 n 维

射影空间 ,记成 P n
或 P;它的元素叫做射影空间的点 .

由定义 3 ,射影空间的点就是 Vn + 1
的一个一维子空间 P 对

{0 }的余集 , 也就是说 ,

P n
= P - {0 } | 子空间 P � Vn + 1

, dim P = 1 .

通常把射影空间的点记成 p ∈P n
, 也用 p = pro( P) 表示 p 与 P
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的上述关系 .当 P = [ x] , x ≠ 0 时 , P 中每一个向量 kx 都称为点

p 的坐标 ,或解析点 .一个几何点 p 对应无穷多个解析点 k x , 它们

之间只差一个非零的比例常数 .

我们把 V n + 1
中一维子空间来作为 P n

的点 ,很自然地有

定义 4  假设 K 是 V n + 1
的 m + 1 维子空间 , m < n .那么 , K

内所有一维子空间来作出的 P n
的点的集合

K = p ∈ P n
| p = pro( P) , P � K ,

叫做 P n
的 m 维射影平面 , dim K = m .当 m = 0 时 , K 叫做射影

点 ; m = 1 时 , K 叫做射影直线 ; 当 m = n - 1 时 , K 叫做射影超

平面 .

把定义 4 中子 空间 K 与射影平 面 K 的关 系也记 成 K

= pro( K ) , 它们之间的维数关系是

dim K = dim K - 1 . ( 1)

  也象仿射空间一样 ,定义两个射影平面的交与联 .

定义5  V 中两个子空间 H 与 K 的交 H ∩ K, 对应于 P 的子

集 pro( H ∩ K ) , 叫做两对应射影平面 pro( H) 与 pro( K ) 的交 ,

记成 pro( H) ∩ pro( K ) . 即

pro( H) ∩ pro( K ) = pro( H ∩ K ) . ( 2)

V 中两个子空间的和 H + K 对应于 P 的子集 pro( H + K ) , 叫做

两对应射影平面的联 ,记成 pro( H) ∪ pro( K ) , 即

pro( H) ∪ pro( K ) = pro( H + K ) . ( 3)

  容易证明 ,两个射影平面的交与联也是射影平面 .

利用 (1 )和向量空间的子空间维数定理 , 即§1 .2 定理 1 , 立即

得到

定理 1  射影空间 P 的射影平面 H 与 K 的交与联有维数关

系

dim(H ∪ K) + dim(H ∩ K) = dim H + dim K . ( 4)

  这是一个基本结论 ,借助它可以证明射影空间的关联定理 .还

是象上章一样 ,约定 a , b ,⋯ 表示射影点 , l , h , ⋯ 表示射影直线 ,
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α,β,⋯ 表示二维射影平面 .

定理 2(二维射影空间 P
2
的关联定理 )

1 . a , b ∈P
2

, a ≠ b 时 , a ∪ b = l .

2 . l , h �P
2

, l ≠ h 时 , l ∪ h = P
2

, l ∩ h = a .

证明  1 . 记 a = pro( H) , b = pro( K ) , 这里 dim H = dim K

= 1 .由 a ≠ b有 H ≠ K , 因而 dim( H + K ) = 2 .于是 ,由 ( 3) 和

(1 )有

a ∪ b = pro( H) ∪ pro( K ) = 1 .

即 a ∪ b = l 是一条直线 . a ≠ b 时显然还有 a ∩ b = ě .

2 . 记 l = pro( L ) , h = pro( H) , 这里 dim L = dim H = 2 .由

l ≠ h , 有 L ≠ H , 因而 dim( L + H) > 2 , dim ( l ∪ h) > 1 .一方

面 , 由于 l ∪ h �P
2
又有 dim( l ∪ h) ≤ 2 , 所以只有 dim ( l ∪ h)

= 2 , l ∪ h = P
2

.再利用 (4 ) ,求得 dim( l ∩ h) = 0 , 即 l ∩ h =

a 是一个点 .

定理 3(三维射影空间 P
3
的关联定理 )

1 . a ≠ b 时 , a ∪ b = l .

2 . l ≠ h 时 , l ∩ h = ě , l ∪ h = P
3

;或 l ∩ h = a , l ∪ h

= α .

3 . α≠ β时 ,α∩β= l,α∪ β= P
3

.

4 . a ú l 时 , a ∪ l = α .

5 . l à α时 , l ∩ α= a .

证明  1 . 类似定理 2 的结论 1 的证明 .

2 . 记 l = pro( L ) , h = pro( H) , 这里 dim L = dim H = 2 .由

L ∩ H � H 有 dim ( L ∩ H) ≤ 2 .但 dim( L ∩ H) = 2 时 L ∩

H = L = H ,因而 l = h 与假设矛盾 .所以只能 dim( L ∩ H) =

0 , 1 .

由 ( 2) 和定义 3 , dim( L ∩ H) = 0 时 l ∩ h = ě ; dim( L ∩

H) = 1 时 l ∩ h = a 是一个点 .利用§1 .2 定理 1 , 分别得 dim( L

+ H) 是 4 和 3 .于是 , dim( l ∪ h) = 3 , 2 ,即 l ∪ h = P
3
和 α .
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3 . dim (α∩β) ≤ dim α= 2 .dim(α∩β) = 2 时α∩ β=

α= β, 与假设矛盾 .dim(α∩β) = 0 时 , 由 (4 )得 dim(α∪β) =

4 , 与 α∪ β�P
3
矛盾 .所以只能 dim(α∩ β) = 1 ,α∩β= l 是

一条直线 .利用 ( 4) 又得到 dim(α∪ β) = 3 ,α∪ β = P3 .

4 . 记 a = pro( H) , l = pro( L ) .这里 dim H = 1 , dim L = 2 .

由 a ú l 有 H ∩ L = ě , dim( H ∩ L ) = 0 , 因而 dim( H + L ) =

3 .于是 dim ( a ∪ l ) = 2 , 即 a ∪ l = α是一个二维平面 .

5 . 类似上面结论 4 的证明 .

定理 3 证毕 .类似的方法可以证明高维射影空间的关联定理 .

习   题

1 . �在 P
2
内有两个点的齐次坐标是 A( 3 , - 1 ,2) , B( 2 ,0 ,1 ) .试求通过这两

点的直线方程 , 并求这条直线上的无穷远点 .

2 . �试写出实二次曲线

C: a11 x2 + a22 y2 + 2 a12 xy + 2 a1 3 x + 2 a2 3 y + a33 = 0

的齐次坐标方程 , 求 C 与 L∞ 的两个交点 ,并导出 C 三种类型的代数条

件 .

3 . 在 P2 上 , 双曲线
x2

a
2 -

y2

b
2 = 1 在无穷远点的切线就是它的渐近线 .

4 . 两个射影平面的交与联仍然是射影平面 .

5 . 在 P3 内 , l 与 h 共面时 l ∩ h 是什么 ? 异面时呢 ?

§3 .2  射影坐标与射影变换

我们在上节的定义 3 , 把射影空间 P
n
用高一维的向量空间

Vn + 1
来定义 , P n

的几何点与 Vn + 1
的解析点之间有对应关系 .但这

不是一一的对应 :一个解析点 x = ( x
1

, ⋯ , x
n + 1

) ∈ V n + 1
, x≠0 ,

生成一个一维子空间 [ x] , 对应一个几何点 pro[ x] ∈P n .为简便

计 , 不妨也记成 x = pro[ x] .又将 ( x
1

, ⋯ , x
n + 1

) 叫做几何点 x 的

齐次坐标 ,不妨也记成 x = ( x
1

,⋯ , x
n + 1

) .上节已经证明 ,一个几
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何点 x 的齐次坐标不是唯一的 ,相差一个比例常数 .所以 ,上面的

几何点又有 x = k( x
1

, ⋯ , x
n + 1

) , k ≠ 0 .一个几何点对应无穷多

个解析点 .这样不是一一的对应关系 ,都是初学者容易误解的 ,都

是要小心区别的 .

和仿射空间一样 ,我们在这节来介绍射影空间内的射影标架

和射影坐标 .

在向量空间 V n + 1
内 ,任意 n + 1 个线性无关的向量即解析点

f i = ( f
1
i ,⋯ , f

n + 1
i ) ,  i = 1 ,⋯ , n + 1 . ( 1)

可以生成 n + 1 个一维子空间 [ f i ] , 分别对应 P n
内的 n + 1 个几

何点 f i = pro[ f i ] , 这样就有 P n
内的 n + 1 个点

f i = k( f
1
i ,⋯ , f

n + 1
i ) ,  k ≠ 0 ,  i = 1 , ⋯ , n + 1 . ( 2)

它们的齐次坐标向量线性无关 .此外 , 还有 V n + 1
内向量 f 用 ( 1) 表

示成

f = k1 f1 + ⋯ + kn+ 1 fn + 1 ,  k1⋯ kn + 1 ≠ 0 , ( 3)

对应于 P n
内的一个几何点 f = pro[ f ] .我们把 n + 2 个几何点的

有序集合 { f i , f } 叫做 P n
的一个射影标架 ,或射影坐标系 .

任意几何点 x = k( x
1

, ⋯ , x
n + 1

) 的齐次坐标向量 ,显然可以

用 (2 )的齐次坐标来表示 .但是 , ( 2 )的齐次坐标不是唯一的 ,因而

这种表示也不是唯一的 ,有无穷多种表示的方法 ,因此 ,必须借助

于 f 来限制 f i 的齐次坐标的选用 .由 (3 )知道 ,

f = ( k1 f
1
1 ,⋯ , k1 f

n + 1
1 ) + ⋯ + ( kn + 1 f

1
n + 1 ,⋯ , kn + 1 f

n + 1
n + 1 ) .

于是 ,我们根据上式来限制 f i 的齐次坐标为

f i = ( ki f
1
i ,⋯ , ki f

n + 1
i ) ,  i = 1 , ⋯ , n + 1 . ( 4)

在上述限制 (4 )下 ,显然有与 (3 )等价的

f = f1 + ⋯ + f n + 1 . ( 5)

还有 , x 可以唯一的表示成

x = y
1

f1 + ⋯ + y
n + 1

fn + 1 . ( 6)

我们把 y = ( y
1

,⋯ , y
n + 1

) 叫做点 x 的射影坐标 .
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容易由 ( 5) 和 ( 6 )验证 , f i 的射影坐标是 (δ
1
i , ⋯ ,δ

n + 1
i ) , f 的

射影坐标是 (1,⋯ , 1 ) .反过来 ,如果在前面 ( 1 )中选取 f i = (δ
1
i ,

⋯ ,δ
n + 1
i ) , 在 (3 )中选取 f = (1 ,⋯ , 1) , 那么 ( 6 )所确定的射影坐

标就是齐次坐标 .因此 ,齐次坐标是射影坐标的特例 .由于这两种

坐标并无本质上的区别 ,我们又把齐次坐标叫做自然齐次坐标 ,而

把射影坐标叫做射影齐次坐标 .

又因为同一个点的齐次坐标可以相差一个比例常数 ,由 ( 6)得

知 ,同一个点的射影坐标也可以相差一个比例常数 .

前面 (6 )表示的只是 x 的一个齐次坐标 , x 的齐次坐标向量

也有无穷多个 .为简便计 ,我们把 ( 4 )限制的齐次坐标更改记成 f i

= ( f
1
i ,⋯ , f

n + 1
i ) , 由 ( 6)可得到 x 的所有齐次坐标是

x
i

= k∑
n+ 1

j = 1

y
j
f

i
j ,  kdet ( f

i
j ) ≠ 0 .

这就是说 ,同一点的齐次坐标与射影坐标之间有可逆的线性关系 ,

改写成向量关系是

λx = yFt ,  F = ( f i
j ) ,  λ= k - 1 . ( 7)

  利用上述 (7 ) ,容易证明

性质  在射影空间的两个射影标架下 ,同一个点 x 的射影坐

标 y 与 y′之间 ,有变换式

ky′= yA
t
,  kdet A ≠ 0 . ( 8)

  对于上面的 (8 ) ,还有另外的几何解释 ,即下面的

定义  假设在射影空间 P n 的射影标架 { f i , f} 下 , P n 到 P n

的点变换

φ∶ x → φ( x ) = x′,

k x′= x At ,  A = ( ai
j ) ,  kdet A ≠ 0 .

那么 , φ叫做 P n 的点的射影变换 , A 叫做φ的系数矩阵 .

从这个定义立即得到 :如果 φ,ψ是 P n
的系数矩阵分别是 A ,

B 的射影变换 , 那么 ψφ也是 P n
的系数矩阵是 BA 的射影变换 ,

φ
- 1

是 P n
的系数矩阵是 A

- 1
的射影变换 ; 系数矩阵是纯量矩阵的
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射影变换是恒等变换 .

一个射影变换 φ决定于系数矩阵的 ( n + 1)
2
个元素 .但是 ,

射影坐标也可以相差一个比例常数 , A 与λA 所确定的射影坐标

相同 .所以 , 我们综合前面的结果得到

定理 1  射影空间 P n
的所有射影变换构成一个群 , 维数是

( n + 1 )
2

- 1 = n
2

+ 2 n .

  这个群叫做射影变换群 .为了探讨射影变换下的不变性质 , 我

们来给出射影平面的方程 .

假设 K 是射影空间 P 的 m 维射影平面 , K = pro( K ) , K 是 V

的 m + 1 维子空间 .记 K = [ a0 , a1 ,⋯ , am ] , 即是

K = x ∈ V | x = ∑
m

i = 0

λ
i
ai .

那么 ,我们把 x = ∑
m

i = 0

λ
i
ai ; 或

x j = ∑
m

i = 0

λi a
j

i ,  j = 1 , ⋯ , n + 1 ,

叫做射影平面 K 的参数方程 .它可以改写成矩阵的形式 ,

K:  x = λΑ, ( 9)

x = ( x1 , ⋯ , xn + 1 ) ,  λ= (λ0 ,⋯ ,λm ) ,

A =

a
1
0 ⋯ a

n + 1
0

a
1

m ⋯ a
n + 1

m  

,  rank A = m + 1 .

再消去 (9 )的参数 λ
i
, 就得到 K 的一般方程

K: xB = 0 , (10)

B =

b
1
1 ⋯ b

n + 1
1

b
1

n - m ⋯ b
n + 1

n - m  

,  rank B = n - m .

  例如 ,射影空间内点和直线的参数方程分别是
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p: x = λa , 或 x
j

= λa
j
;

L: x = λ
0

a0 + λ
1

a1 ,

或  x
j

= λ
0

a
j
0 + λ

1
a

j
1 ,  j = 1 ,⋯ , n + 1 .

而超平面的一般方程是

K n - 1
: b1 x

1
+ ⋯ + bn + 1 x

n + 1
= 0 . (11)

  定理 2  在射影变换下 ,射影平面的维数不变 .

证明  射影平面可用 (10) 表示 ,射影变换 φ使得φ( x ) = x′

满足 kx′= xA
t
, 即 x = kx′( A

- 1
)

t
. 把它代入 (10) 得到

x′( A
- 1

)
t

B = 0 .

这就是 φ ( K)的方程 , 与 (10) 表示的射影平面有相同的维数 .

习   题

1 . �假设一条直线上两点的射影坐标分别是 x = ( x
1

, x
2
) , y = ( y

1
, y

2
) . 那

么这直线上点的射影坐标是 ( x
1

+ ky
1

, x
2

+ ky
2

) .

2 . �在射影空间 P 内 , 三点 x1 , x2 , x3 共线的充要条件是它们的射影坐标向

量线性相关 .当 x1 与 x2 不重合时 ,则 x3 = λx1 + μx2 .

3 . �假设 a0 = ( 1 ,0 ,0 ) , a1 = (1 ,1 ,0) .试求 K = pro[ a0 , a1 ] 的一般方程 .

4 . 将射影平面的参数方程 (9 )化成一般方程 (10 ) .

§3 .3  对 偶 原 理

对偶原理是几何学的一种论证方法 , 借助对偶原理可以得到

很多新的几何命题 .所谓的对偶原理 , 是讨论对偶元素的几何性

质 ;对偶元素又是相对于一定的结合关系 .

由§3 .2 的 ( 11 )知道 ,射影空间 P 的超平面方程是

xξ
t

= 0 , ( 1)

这里 x = ( x
1

, ⋯ , x
n + 1

) ,ξ= (ξ1 ,⋯ ,ξn + 1 ) .一个超平面 K n - 1
完

全由ξ的 n + 1 个不全为 0 的数来确定 ,不妨把 K n - 1
简记成ξ, 也

叫做超平面的射影坐标 .
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对 ( 1) 可以作两种解释 :当ξ固定但 x 变动时 , ( 1) 表示一个超

平面方程 , x 是超平面上的动点的射影坐标 ; 当 x 固定但ξ变动

时 , ( 1) 表示一个固定点的方程 , ξ是通过这个点的变动超平面 .

定义1  假设 x 是 P 的点 , ξ是 P 的超平面 , 它们满足关系式

(1 ) , 即点 x 在超平面ξ上 , 或超平面 ξ通过点 x .那么 , 我们称点

x 与超平面ξ有结合关系 ( 1) , 是一对对偶元素 .

定义 2  在 P 中固定 x 时 ,满足 (1 )的所有 ξ的集合 ,叫做 P

的一个超平面把 ;固定点 x 叫做这个超平面把的中心 , 或核 , 或承

载子 .

譬如 ,在 P2 内的点与直线是对偶元素 ,在 P3 内点与平面是对

偶元素 .

在 P2
内 ,结合关系 (1 ) 可以用矢量代数里的内积符号来表示

成 x·ξ= 0 .此外 ,在 P2
内两条直线ξ= (ξ1 ,ξ2 ,ξ3 ) 与η= (η1 ,

η2 ,η3 ) 的交点 ,即是线性方程组

ξ1 x1 + ξ2 x2 + ξ3 x3 = 0 ,

η1 x1 + η2 x2 + η3 x3 = 0

的解 x = ( x1 , x2 , x3 ) , 它可以用外积的符号来表示成

x = k(ξ×η) = k
ξ2 ξ3

η2 η3

,
ξ3 ξ1

η3 η1

,
ξ1 ξ2

η1 η2

.

这就是说 ,射影空间 P2
中两不同直线ξ与η的交点是 x = ξ×η .

同理可证 ,射影空间 P2
中两不同点 x 与 y 的连线是ξ= x× y .最

后 ,混合积的符号也有应用 .P2
内三个点 x , y, z 共线 , 就是点 x

在 y 与 z 的连线上 , x ∈ y× z ; 也就是说 , x ( y× z ) = 0 , 或混合

积

( x , y, z ) =

x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

= 0 .

这就是说 ,射影空间 P2
中三点 x , y , z 共线的充要条件是 ( x , y,
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z ) = 0 .同理可证 ,射影空间 P2
中三线ξ,η,ρ共点的充要条件是

(ξ,η,ρ) = 0 .

前面介绍了对偶元素的概念 , 并利用向量积的符号来表示一

些几何的概念 .下面再介绍对偶图形和对偶命题的概念 .

在射影空间 P 内 , 以点和超平面为元素 , 按照一定的位置关

系组成一个几何图形 C, 如果把 C 的每一个元素都换成它的对偶

元素 , 按照原来的位置关系组成一个几何图形 C′. 那么 , C 与 C′

叫做一对对偶图形 .下面的例子中 , 例 m 与例 m′的图形就是对偶

图形 .
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  例 1  P2
内共线的三点 .

  例 2  P2
内不共线的三点 ,

以及这三点所连的直线组成三

点形 ,即三角形 .

  例 1′ P2 内共点的三线 .

  例 2′ P2
内不共点的三

线 , 以及这三线所交的三点组成

三边形 , 即三角形 .

  例 3  P2
内四点处在一般

位置 (即其中任意三点不共线 ) ,

以及这四点所连的六条直线组

成完全四点形 .

  例 3′ P2
内四线处在一般

位置 ( 即其中任意三线不共点 ) ,

以及这四线所交的六个点组成

完全四边形 .

  在射影空间 P 内 , 以点和超平面为元素 , 关于位置关系的命

题 A .如果把 A 的每一个元素都换成它的对偶元素 , 关于原来的

位置关系得到命题 A′ .那么 , A 与 A′叫做一对对偶命题 .下面例
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子中 ,例 m 与例 m′的命题就是对偶命题 , 都是射影空间 P2
内的

命题 .

  例 4  两点 x 与 y 重合的

充要条件是矩阵

x1 x2 x3

y1 y2 y3

的秩为 1 .

  例 5  点 x 在直线ξ上的

充要条件是ξ· x = 0 .

  例 6  两不同直线 ξ与η

的交点是 x = ξ×η .

  例 7  三点 x , y , z 共线的

充要条件是

( x , y , z ) = 0 .

  例 8  过两点 x 与 y 的连

线上的动点是

z = λx + μy, (λ,μ) ≠ 0 .

  例 9  假设 x , y , z 是三个

不共线的点 .那么任意点

w = λx + μy + γz .

  例 4′ 两线 ξ与η重合的

充要条件是矩阵

ξ1 ξ2 ξ3

η1 η2 η3

的秩为 1 .

  例 5′ 线 ξ过点 x 的充要

条件是 x·ξ= 0 .

  例 6′ 两不同点 x 与 y 的

连线是ξ= x × y .

  例 7′ 三线 ξ,η,ζ共点的

充要条件是

(ξ,η,ζ) = 0 .

  例 8′ 过两线 ξ与η交点

的动直线是

ζ= λξ+ μη, (λ,μ) ≠ 0 .

  例 9′ 假设 ξ,η,ζ是三条

不共点的线 .那么任意直线

ρ= λξ+ μη+ γζ .

  上面所述的对偶命题是把一个命题的元素换成对偶元素 , 而

对偶元素又是相对于结合关系 ( 1 ) 的 .( 1 ) 是上述一些对偶概念的

基础 ,也是下面对偶原理的根据 .

在射影空间 P n 内 ,结合关系 (1 ) 中的点与超平面这一对对偶

元素是对称的 :因为点与超平面分别对应于坐标 x 与ξ, 都是 n +

1 维的非零向量 , 当 xξ
t

= 0 时ξx
t

= 0 , 所以从代数的观点看 x 与

ξ是对称的 .

以点和超平面为元素 ,关于位置关系的对偶命题 , 都是利用结

合关系 (1 ) 得到的线性方程组来证明的 .如果其中一个命题成立 ,
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把它的证明过程中的元素都换成对偶元素 , 就成为对偶命题的证

明过程 .从代数观点看 , 一对对偶命题的证明过程和方法是完全相

同的 ,仅仅是引用的符号有区别 .于是 ,有下面重要的定理 , 即对偶

原理 .

定理  在射影空间内 , 以点和超平面为元素关于位置关系的

一对对偶命题中 ,一个命题成立时其对偶命题也成立 .

上面的对偶关系是相对于 (1 )的 , 以零维的点为核 .其实 , 对偶

的概念都可以推广 ,从 ( 1) 的一个齐次线性方程到一个齐次线性方

程组 ,从零维到 m 维平面 .

定义 3  假设 x1 ,⋯ , x m + 1 为射影空间 P 的 m + 1 个点 , 方程

组

x1ξ
t

= 0 ,

⋯⋯⋯⋯

xm + 1ξ
t

= 0

( 2)

的系数矩阵的秩为 m + 1 , 由这些点所确定的 m 维平面

Km
= pro[ x1 , ⋯ , xm + 1 ] .

那么 ,满足 ( 2) 的所有超平面 ξ构成一个集合 , 叫做线性丛 , 记成

Φ .

由 (2 )立即可以得知 : 对于任意ξ∈ Φ, 都有 Km�ξ .

由 (2 )还可以得知 : (2 )的解向量空间的维数是 ( n + 1 ) - ( m

+ 1 ) , 所以 Φ是 n - m - 1 维平面 .因此 , 我们常常把 Φ记成

Φ
n - m - 1

.

定义 4  Km
叫做 Φ

n - m - 1
的中心 ,或核 ,或承载子 .我们也称

K m
与Φ

n - m - 1
为互相对偶 .

当 m = 0 时 ,K0 = x 为一个点 , Φn - 1 = ξ为一个超平面 ,它

们的互相对偶正是经典的对偶概念 .

习   题

1 . �在 P2
内 , A = ( 1 ,2 , - 1) , B = (2 ,0 ,1) , C = (3 ,1 , - 5 ) , D = ( - 1 ,1 ,
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3) .试求直线 AB 与 CD 的交点 .

2 . 试写出上题的对偶命题 .

3 . �试求 P2
内两直线ξ1 = (2 ,1 ,3) 与ξ2 = (1 , - 1 , 0) 的交点 ,再求这个交点

与点 x = (1 ,2 , - 1) 连线的方程 .

4 . 试写出上题的对偶命题 .

5 . 试证明例 4 至例 9 .

§3 .4  德沙格定理

德沙格 (Desargues) 定理是射影几何学中只包含结合关系的

一个最基本的定理 .在发展这门学科理论中有着重大意义 .在综合

的射影几何学中它是作为公理之一给出的 .本书讲述的是解析的

射影几何学 ,对它必须给予证明 .这个定理在射影几何学中扮演的

角色如同平行公理在欧氏几何学中一样 .有了欧氏平行公理的几

何是欧氏几何 ,否定欧氏平行公理的几何是非欧几何 .类似地 , 有

了德沙格定理的射影几何就是通常的射影几何 .否定德沙格定理

的几何就是非德沙格射影几何 .

定义 1  设射影空间 P
n
中两个三角形为△ x yz 与△ x′y′z′.

如果三线α= x∪ x′,β= y∪ y′,γ= z∪ z′相交于一点 w , 则称两

个三角形有透视中心 w ; 如果三点 a = ( y∪ z )∩ ( y′∪ z′) , b = ( z

∪ x) ∩ ( z′∪ x′) , c = ( x∪ y) ∩ ( x′∪ y′) 在一条直线 l 上 , 则称

两个三角形有透视轴 l .

定理 1(德沙格 )  设 P n 中两个三角形△ xyz 与△ x′y′z′有透

视中心 ,则有透视轴 .也即是两个三角形对应顶点的连线共点 , 则

它们的对应边的交点共线 .

定理2(德沙格定理之逆 )  设 P n
中两三角形△ x yz 与△ x′y′

z′有透视轴 , 则有透视中心 .也即是两个三角形对应边的交点共

线 ,则它们的对应顶点的连线共点 .

由于三角形或三点形是自对偶图形 , 因此德沙格定理的逆就
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是它的对偶定理 .这样一来 , 我们只要证明定理 1 , 从对偶原理得

知定理 2 也真 .下面将给出定理 1 的三个证明 .

证明一  采用适当选取射影坐标的方法对 P n
中情况给予证

明 ,为此还需要如下

引理  设三点 x , y , z 共线 , 且其中任意两点不重合 , 则可以

适当选取任意两点 x 与 y 的射影坐标 x′与 y′使得第三点 z 的射

影坐标 z = x′+ y′或 z = x′- y′.

证明  由设 x , y , z 三点共线 , 且 x 与 y 不重合 , 据§3 .2 中

习题 2 ,有 z = λx + μy .且 λ, μ都不为零 , 否则 z 与 x 或 y 重合 .

所以能够选取点 x 的射影坐标 x′= λx , y 的射影坐标 y′= ±μy,

这样一来 z = x′+ y′或 z = x′- y′.证毕 .

定理 1 的证明  设两个三角形对应顶点的连线是

α= x ∪ x′,β= y ∪ y′,γ= z ∪ z′; ( 1)

三对对应边是

ξ= y ∪ z 与ξ′= y′∪ z′,

η= z ∪ x 与η′= z′∪ x′,

ζ = x ∪ y 与ζ′= x′∪ y′.

( 2)

因此对应边的交点是

a = ξ∩ξ′, b = η∩ η′, c = ζ∩ζ′. ( 3)

设 w 为直线α,β,γ的交点 ,即两个三角形的透视中心 .如果 w 与

一个三角形的某个顶点重合 , 则定理 1 的结论可立即得到 .事实

上 ,设 w 重合于点 x (如图 ) , 于是 x , y , y′共线 , y′∈ζ( = x∪

y) . 但 y′∈ζ′( = x′∪ y′) , 因此 y′重合于 c( = ζ∩ζ′) .同理 , 从

x , z , z′共线 ,
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z′∈η( = x∪ z ) .但 z′∈η′( = x′∪ z′) , 因此 z′重合于 b( = η∩

η′) .按定义 a∈ξ′( = y′∪ z′) ,而 y′∪ z′重合于 c∪ b, 因 a∈ c∪

b, 即三点 a , b, c 共线 .

现在设 w 不与两个三角形的任意顶点重合 .因此 w 分别与

x , x′; y, y′; z , z′都共线 , 而与其中任何一点都不重合 .分别引用

引理 ,可以适当选取 x ,⋯ , z′的射影坐标 , 仍记为 x , ⋯ , z′, 使得

w = x - x′= y - y′= z - z′.

从 x - x′= y - y′得 x - y = x′- y′, 但 x - y∈ζ, x′- y′∈ζ′,

因此 x - y 重合交点ζ∩ζ′= c, 也即是说 x - y 为点 c 的射影坐

标 .同理可得 y - z 重合于ξ∩ξ′= a , z - x 重合于η∩η′= b .又

因为

( x - y) + ( y - z ) + ( z - x ) = 0 ,

所以三点 a , b, c 共线 , 证明中只用到射影坐标 , 因此不管两三角

形顶点是否为正常点还是无穷远点 ,定理的结论都成立 .

证明二  在三维射影空间 P3
中 ,从空间情况到平面情况给出

几何证明 .

1 . 当△ xyz 与△ x′y′z′分别所在的平面π与π′是异面的情

况 ,德沙格定理容易从图形上论证 .
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设平面 π与π′的交线为 l .因为 x∪ x′, y∪ y′相交于 w ,因此四点

x , y, x′, y′共面 ,于是两直线 ζ= x∪ y 与ζ′= x′∪ y′也共面 , 其

交点 c( = ζ∩ζ′)既在平面 π上又在平面π′上 , 所以在它们的交

线 l 上 .同理从 y∪ y′, z∪ z′相交于 w , 得 ξ与ξ′共面 , 其交点 a

∈ l .再从 z∪ z′, x∪ x′相交于 w , 得 b∈ l .最后得 a , b, c 三点共

线 .

2 . 当△ xyz 与△ x′y′z′都在同一平面π上 , 可以利用上述异

面情况的结果来证明 .从点 w 作一条不在平面π上的直线 w∪

p , 在此直线上另取一点 p′不与 w , p 重合 .直线 x∪ x′和 p∪ p′

相交于点 w , 决定了一个平面 ,记交点 ( p∪ x ) ∩ ( p′∪ x′) = x″ú

π .同理 ,记

( p ∪ y) ∩ ( p′∪ y′) = y″ú π, ( p ∪ z ) ∩ ( p′∪ z′) = z″ú π .

△ x″y″z″不在π上 , 和△ x yz 以及△ x′y′z′都不共面 . 考虑△ xyz

与

△ x″y″z″, 它们的对应顶点连线相交于点 p , 利用 1 中关于异面情

况的结果 ,它们有透视轴 , 就是△ x″y″z″所在平面与π的交线 l ( 图

中未画出来 ) .同理△ x′y′z′与△ x″y″z″有透视中心 , 从而有透视

轴 ,也是交线 l .另外由△ x″y″z″的边 x″∪ y″不在π上 , 所以它与 π

的交点只有一个 .这样一来 , x″∪ y″无论是和 x∪ y 的交点还是和

x′∪ y′的交点都是 x″∪ y″与π的交点 .正是 x∪ y 与 x′∪ y′的交

点 ,从而在 l 上 .同理得到 y∪ z 与 y′∪ z′的交点 , z∪ x 与 z′∪ x′

的交点也在 l 上 .即 l 也是△ x yz 与△ x′y′z′的透视轴 .证毕 .
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证明三  在二维射影空间 P2
中 ,利用§3 .3 引进的关于用三

维向量的内积、外积与混合积来表示射影平面上结合关系等几何

概念的方法 ,可以解析地直接证明德沙格定理 .此时从 (1 ) - ( 3)得

到

α= x × x′,β= y × y′,γ = z× z′, ( 4)

a = ( y× z ) × ( y′× z′) ,

b = ( z× x) × ( z′× x′) , ( 5)

c= ( x × y) × ( x′× y′) .

定理 1 的假设为α,β,γ三线共点 ,即

(α,β,γ) = 0 . ( 6)

定理 1 的结论为 a, b, c 三点共线 ,即

( a , b , c) = 0 . ( 7)

利用向量代数的知识 , 完成从 ( 6 )到 ( 7 ) 的推导 , 即证明了定理 1 .

请读者作为习题完成 .

下面再介绍讨论结合关系的巴卜斯 ( Pappus)定理 .

定理 3  假设 P 中两条共面直线上分别有三个点 x , y , z 与

x′, y′, z′.那么 , 三个点

a = ( y ∪ z′) ∩ ( y′∪ z) ,

b = ( z ∪ x′) ∩ ( z′∪ x) ,

c = ( x ∪ y′) ∩ ( x′∪ y)

共线 .

证明  首先说明 ,巴卜斯定理可以看作德沙格定理的退化情

况 .这是由于构成三角形的点 x , y, z 或 x′, y′, z′在巴卜斯定理中
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是共线的 ,三角形退化到一条直线上 .

利用三维向量表示二维射影平面上点的坐标 , 巴卜斯定理就

是从条件

( x , y, z ) = 0 ,  ( x′, y′, z′) = 0

来推出

( ( y× z′) × ( y′× z) , ( z× x′) × ( z′× x ) ,

( x × y′) × ( x′× y) ) = 0 . ( 5)

  利用引理 ,适当选取 x , y 和 x′, y′的射影坐标 , 使得

z = x + y,  z′= x′+ y′.

于是 ,两次利用 ( 4) ,就可以计算出

( 5) 的左端=
( y× z′, y′× z , x × y′) ( y × z′, y′× z , x′× y)

( z× x′, z′× x , x × y′) ( z× x′, z′× x , x′× y)

=

( y, z′, x ) ( y, z′, y′)

( y′, z , x ) ( y′, z , y′)

( y , z′, x′) ( y, z′, y)

( y′, z , x ) ( y′, z , y′)

( z , x′, x ) ( z , x′, y′)

( z′, x , x ) ( z′, x , y′)

( z , x′, x′) ( z , x′, y )

( z′, x , x′) ( z′, x , y )

=
( y, y′, z′) ( x , y′, z ) ( x′, y , z′) ( y, y′, z )

( x′, x , z ) ( x , y′, z′) ( x , x′, z′) ( x′, y , z )

=
( y, y′, x′) ( x , y′, y ) ( x′, y , y′) ( y, y′, x )

( x′, x , y ) ( x , y′, x′) ( x , x′, y′) ( x′, y , x )
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= ( y , y′, x′) ( x′, x , y )
( x , y′, y ) ( x , y′, y )

( x , y′, x′) ( x , y′, x′)

= 0 .

习   题

1 . 利用六个向量之间的公式

( a× p , b× q , c× r) =
( a , p , c) ( a , p , r)

( b , q, c) ( b , q , r )
,

 用代数的运算直接证明 P2 中的德沙格定理 .

2 . 叙述并证明巴卜斯定理的对偶定理 .

3 . �△ ABC 的顶点 A , B, C 分别在共点的三直线α,β,γ上移动 , AB 和 BC 分

别通过定点 P 与 Q 时 , CA 也通过 PQ 上的一个定点 .

4 . �假设 a , b, c , d 为平面上的四条直线 , 不用先定出交点 a× b 与 c× d , 试

作一直线过这两个交点 .

5 . �△ ABC 的两个顶点 A 与 B 分别在定直线α与β上移动 , 三边 AB , BC,

CA 分别通过共线的定点 P , Q , R .试证 : C 的轨迹是一条直线 .

6 . �n 边形 A1 A2 ⋯ An 的 n - 1 个顶点 A1 , ⋯ , An - 1 分别在 n - 1 条定直线

α1 ,⋯ ,αn - 1 上移动 , n 个边 A1 A2 , ⋯ , An A1 分别通过共线的定点 P1 ,⋯ ,

Pn .试证 : An 的轨迹是一条直线 .

7 . 已知三点 A , B , C 的一组齐次坐标分别是

a = ( 2 ,3 , - 2) , b = ( 1 ,2 , - 4 ) , c = ( 0 , 1 ,6 ) .

 �验证这三点共线 ,并求λ与μ使得 a = λb + μc, 再求 B 与 C 的齐次坐标 b′

与 c′使得 a = b′+ c′.

§3 .5  共线四点的交比

在上一章内 ,我们介绍了共线三点的简比 , 它是仿射变换下的

不变量 ,也是仿射几何的一个重要概念 .在射影几何内 , 简比是射

影变换下的变量 ,交比才是不变量 .这一节的问题都是限制在射影

平面 P2
内来讨论的 .
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我们先把简比的概念扩展到整个直线上 ,包括无穷远点 .

所谓共线三正常点 A , B , C 的简比是

γ = ( AB , C ) =
AC
BC

,

其中 A , B 叫基点 , C 叫分点 .

在没有扩大的直线上 , A 和 B 两点截出直线内唯一一个线段

AB .在扩大了无穷远点的直线上 , 即在无穷远处封闭的曲线上 , A

和 B 两点把它分成两个线段 : AB 和 A M∞ B .于是 , 在扩大的直线

上取定两个正常的基点 A 和 B , 再取一个动的分点 M, 来讨论这

三点的简比 γ= ( AB , M ) .

当 M 位于线段 AB 内时 , γ< 0; 当 M 位于线段 A M∞ B 内

时 ,γ> 0; 当 M 重合于 A 时 ,γ= 0; 当 M 重合于 B 时 , 定义

( AB , B) = lim
M → B

( AB , M ) ,

因此 γ= ±∞ ;当 M 为无穷远点时 ,定义

( AB , M∞ ) = lim
M→ M

∞

( AB, M ) ,

因此

γ= lim
M → M

∞

A M
BM

= lim
M → M

∞

1 +
AB
BM

= 1 .

这样 , 扩大直线上所有点构成的集合与全体实数及∞构成的集合

之间 ,有下面图示的一一对应 :

1 > γ > 0  γ = 0  0 > γ> + ∞  γ= ∞  + ∞ > γ> 1
A          B          M∞

这也就是 ,在射影平面 P2
内定义了简比 .

下面利用点的齐次坐标来表示简比 .

定理 1  假设射影平面内正常点 A , B 的齐次坐标分别是

a = ( a1 , a2 , a3 ) ,  b = ( b1 , b2 , b3 ) .

M≠ B , M 是 A 和 B 所在直线上的点 .那么 ,

γ = ( AB, M ) = - μ
b3

a3
.
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  证明  直线上任意点 M 的坐标可表示成 x = λa + μb, M≠ B

时 ,λ≠0 .所以直线上除 B 外的任意点 M 的坐标可表示成 a +

μb .

当 M = M∞时 , a3 + μb3 = 0 ,于是

γ= ( AB , M∞ ) = 1 = - μ
b3

a3
.

  当 M 是正常点时 , 记 A , B , M 的非齐次坐标分别为

( x1 , y1 ) ,  ( x2 , y2 ) ,  ( x , y ) .

它们与齐次坐标有如下的关系 :

x1 =
a1

a3
,  y1 =

a2

a3
;  x2 =

b1

b3
,  y2 =

b2

b3
;

x =
a1 + μb1

a3 + μb3
,  y =

a2 + μb2

a3 + μb3
.

再利用简比的公式

x =
x1 - γx2

1 - γ
,  y =

y1 - γy2

1 - γ
,

化简得到

( a3 b1 - a1 b3 ) ( a3γ+ μb3 ) = 0 ,

( a3 b2 - a2 b3 ) ( a3γ+ μb3 ) = 0 .

但是 A≠ B , a3 b1 - a1 b3 与 a3 b2 - a2 b3 不同时为 0 , 只有 a3γ+

μb3 = 0 .证明了命题 .

在简比概念的基础上 ,我们来介绍交比的概念 .

定义 1  假设 A , B, C, D 是射影平面 P2
内四个不相同的共

线的点 ,其中 A 和 B 是正常点 .那么 ,
( AB, C)
( AB , D)

叫做这四个有顺序

点的交比 , 记成 ( AB , CD) ; A 和 B 叫做基点偶 , C 和 D 叫做分点

偶 .

根据简比的定义 ,立即得到

( AB , CD) =
AC
BC

∶
AD
BD

=
AC
BC

·
BD
AD

.
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  根据交比的定义 , 立即得到 : 当 C 和 D 分别在两线段内时 ,

( AB, C)与 ( AB , D) 符号不同 , 因而 ( AB , CD) < 0 ; 当 C 和 D 在

同一个线段内时 , ( AB , CD) > 0 .而且 ,上述结果的逆也成立 .

象定理 1 一样 ,交比也与点的齐次坐标有关 .

定理 2  假设 A , B , C, D 是四个不相同的共线的点 , 其中 A

和 B 是正常点 , 四个点的齐次坐标分别是 a , b, a + μ1 b, a + μ2 b .

那么 ,

( AB , CD) =
μ1

μ2
,  μ1μ2 (μ1 - μ2 ) ≠ 0 .

  证明  因为假设条件中四个共线的点是不相同的 , 所以 μ1

与 μ2 是两个非零的互异的数 , 即 μ1μ2 (μ1 - μ2 ) ≠ 0 .再根据定

理 1 和定义 1 ,立即证明了定理 2 .

在定义 1 中限制基本点偶为正常点 , 是因为我们用非齐次坐

标来定义交比的 .如果只用齐次坐标按照定理 1 导出的公式来定

义交比 ,就可以取消基点偶为正常点的限制 .这时 , 不论其中一个

或两个是无穷远点 , 共线的不同四点总可以用齐次坐标来表示为

a , b , a + μ1 b , a + μ2 b .由于下面的 A≠ D, 因而 μ2≠0 , 可以作如

后的定义 .

定义 2  假设 A , B, C, D 是射影平面 P2
内四个不相同的共

线的点 ,齐次坐标分别是 a , b , a + μ1 b, a + μ2 b .那么 ,
μ1

μ2
叫做这

四点的交比 ,记成 ( AB , CD) .

这样 , 就对各种情况作了交比的定义 , 而且 , 从定理 2 容易得

到下面的

推论  假设 A , B , C 是不相同的共线的三点 .那么 ,存在唯一

的点 D ,使 ( AB , CD)等于预先给定的 λ≠0 .

其实 ,推论很容易证明 , 只要把 A , B, C 用齐次坐标表示成

a , b , a + μ1 b,再取 a +
μ1

λ
b 表示的点 D 就行了 .
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定理 3  假设不相同的共线的点 M i ( i = 1 , 2 , 3 , 4 ) 的齐次坐

标分别是 x + μi y .那么 ,

( M1 M2 , M3 M4 ) =
(μ1 - μ3 ) (μ2 - μ4 )
(μ1 - μ4 ) (μ2 - μ3 )

.

  证明  为了利用定理 2 的结论 ,引用新的符号

x + μ1 y = a ,  x + μ2 y = b .

这是一个线性方程组 ,把 x = ( x1 , x2 , x3 ) 和 y = ( y1 , y2 , y3 ) 的

坐标看作未知量 , 把 a = ( a1 , a2 , a3 ) 和 b = ( b1 , b2 , b3 ) 的坐标 ,

μ1 ,μ2 都看作已知量 .解这个方程组 ,得到

x i =
1

μ2 - μ1
(μ2 ai - μ1 bi ) ,

yi =
1

μ2 - μ1
( - ai + bi ) ,

 i = 1 , 2 , 3 .

再把它们代入 M3 , M4 的坐标中 , 得到这四个点的坐标分别是

a , b, a +
μ3 - μ1

μ2 - μ3
b, a +

μ4 - μ1

μ2 - μ4
b .

根据定理 2 ,立即证明了定理 3 .

定理 3 显然有下面的

推论  假设不相同的共线的点 M i ( i = 1 , 2 , 3 , 4 ) 的齐次坐标

分别是λi x + μi y .那么 ,

( M1 M2 , M3 M4 ) =

λ1 μ1

λ3 μ3

·
λ2 μ2

λ4 μ4

λ1 μ1

λ4 μ4

·
λ2 μ2

λ3 μ3

.

  前面介绍了交比的定义和计算 , 交比是与四个点的顺序有关

的 .四个点共有 4 ! 个不同的排列 , 但不一定有 4 ! 个不同的交比 .

从下面的简单性质说起 ,利用定理 3 都是容易证明的 .

性质  假设 A , B , C, D 是不相同的共线的四个点 .那么 ,
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( CD, AB) = ( AB , CD) , ( 1)

( BA , DC) = ( AB , CD) , ( 2)

( AB , DC) = ( BA , CD) =
1

( AB , CD)
, ( 3)

( AC, BD) = ( DB , CA) = 1 - ( AB , CD) . ( 4)

  上面的性质揭示了这 24 个交比之间的关系 , 说明只能取六个

数值 .具体地说 , 就是 :

1 . ( AB , CD) = ( CD, AB) = ( BA , DC) = ( DC, BA ) = a;

2 . ( AB , DC) = ( DC, AB) = ( BA , CD) = ( CD, BA ) =
1
a

;

3 . ( AC, BD) = ( BD, AC) = ( CA , DB) = ( DB , CA) = 1 -

a;

4 . ( AC, DB) = ( DB, AC) = ( CA , BD) = ( BD , CA ) =

1
1 - a

;

5 . ( AD , BC) = ( BC, AD) = ( DA , CB) = ( CB , DA ) =

a - 1
a

;

6 . ( AD , CB) = ( CB, AD) = ( DA , BC) = ( BC, DA ) =

a
a - 1

.

进一步要问 , 当 A , B , C, D 是不相同的共线的四个点时 , 这

六种交比是否还可能有相等的呢 ? 仔细观查这六个实数 , 每两个

是互逆的 .而且 ,记六个交比的任何一个为 b , 并不改变这六元集

合的构造 :例如 , 记
1

1 - a
= b 时 , 容易验证

a =
b - 1

b
,

a
a - 1

= 1 - b, 1 - a =
1
b

,

1
a

=
b

b - 1
,

a - 1
a

=
1

1 - b
.
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因此 ,如果六个交比中有相等的 , 不妨认为 a 等于其余五个的一

个 ,即下面情况之一 :

a =
1
a

, a = 1 - a , a =
1

1 - a
, a =

a - 1
a

, a =
a

a - 1
.

也就是 a 等于下面数之一 : 1 , 0 , - 1 ,
1
2

,2 .

把 A , B , C, D 分别看成定理 3 的 M1 , M2 , M3 , M4 , 利用定

理 3 的结论 ,就不难得知 : 当 a = 0 时 ,μ1 = μ3 或 μ2 = μ4 , 即四个

共线的点有相迭合的 ;当 a = 1 时 ,μ1 = μ2 或 μ3 = μ4 , 即四个共线

的点有相迭合的 ;当 a = - 1 时 , 所有六个交比的值都是{ - 1 ,
1
2

,

2 }内的值 ;当 a =
1
2
和 a = 2 时 ,交比的值也是这样 .

定义3  假设 A , B , C, D 是不相同的共线的四点 , ( AB , CD)

= - 1 .那么 ,这四个点叫做调和点组 .

综合上述结果 ,就得到下面的

定理 4  不相同的共线的非调和点组所成 24 个交比分成六

组 ,每组四个交比是相等的 .

前面系统地介绍了交比的概念、计算和性质 , 下面来证明交比

在射影变换下的不变性 .

定理 5  在射影变换 φ下 , 不相同的共线的四点 Mi ( i = 1 ,2 ,

3 , 4) 的交比保持不变 .也就是说 , M i′= φ( M i )时 ,

( M1′M2′, M3′M4′) = ( M1 M2 , M3 M4 ) .

  证明  共线四点 M i 所在的直线 L, 经过射影变换 φ的象集

L′= φ( L )仍然是直线 , 这是§3 .2 定理 2 所证实的 , M i′∈ L′.记

φ诱导出的从 L 到 L′的射影变换为

φL :  
kλ′= a11λ+ a12μ,

kμ′= a21λ+ a22μ,
 kdet A ≠ 0 ,

这里 A = ( ai j ) , (λ, μ) 是点的射影坐标 .于是 , M i (λi , μi ) 与 M i′

(λi′,μi′) 的射影坐标满足关系
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kλi′= a11λi + a12μi   i = 1 , 2 , 3 , 4 ,

kμi′= a21λi + a22μi ,   kdet A ≠ 0 .

因此 ,利用定理 3 的推论 , 立即得到

M1′M2′, M3′M4′ =

λ1′ μ1′

λ3′ μ3′
·

λ2′ μ2′

λ4′ μ4′

λ1′ μ1′

λ4′ μ4′
·

λ2′ μ2′

λ3′ μ3′

=

( det A)
2
λ1 μ1

λ3 μ3

·
λ2 μ2

λ4 μ4

( det A)
2
λ1 μ1

λ4 μ4

·
λ2 μ2

λ3 μ3

= ( M1 M2 , M3 M4 ) .

这就完全证明了定理 5 .

习   题

1 . �已知直线上用仿射坐标表示的三点 A ( 0) , B( 1 ) , C ( - 2 ) , 试求 D 的坐

标 ,使 ( AB , CD) = - 3 .

2 . 假设 A , B , C , D, E 是不相同的共线的五个点 .那么 ,

( AB , CD) ( AB , DE) ( A B , EC) = 1 .

3 . 试求 A (2 ,1 , - 1) , B(1 , - 1 , 1) , C(1 ,0 ,0) , D(1 ,5 , - 5)的交比 .

4 . 试证明本节内性质的公式 (1 ) , ( 2) , (3 ) , ( 4) .

§3 .6  二次超曲面

这节介绍二次超曲面的一些性质和分类 ,先从概念开始 .

定义 1  在射影空间 P n
中用射影坐标的二次齐次方程

F( x ) = xCx
t

= 0 , C = ( ci j ) , C
t

= C ( 1)

给出的点 x 的轨迹称为二阶超曲面 , 对称矩阵 C 称为这个二次超
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曲面的系数矩阵 .

在射影空间 P n
中用超平面的射影坐标ξ的二次齐次方程

F(ξ) = ξCξ
t

= 0 , C = ( ci j ) , C
t

= C

给出的ξ的轨迹称为二级超曲面 .

以上两种曲面统称二次超曲面 ,它们是一对对偶图形 .下面我

们着重讨论二阶超曲面 .

把 P 中射影坐标变换 kx = x′A
t
代入 ( 1 ) , 得到新坐标系下二

阶超曲面的方程

x′C′x′
t

= 0 ,  C′= A
t
CA . ( 2)

可见 ,二阶超曲面的系数矩阵 C 的秩 rank C 与射影坐标系的选取

无关 .如果将坐标变换式看成是点的射影变换 , 那么 rank C 是射

影不变量 ,称它为二阶超曲面的秩 .

下面讨论二阶超曲面与直线的交点 .假设直线方程

L : x = λa + μb , ( 3)

其中 a , b 为直线上的两个固定点 ,λ, μ为齐次参数 .将 ( 3 ) 代入

(1 )得

λ
2

aCa
t

+ 2λμaCb
t

+ μ
2

bCb
t

= 0 , ( 4)

这是关于λ,μ的二次齐次方程 ,从中确定它们的比值 , 代回 (3 ) 就

可以得到所求的交点 .

关于交点 ,与经典的 P2
和 P3

类似 ,一般来说有两个 .我们感

兴趣的是有唯一交点的情况 ,先引进

定义 2  假设直线 L 与二阶超曲面相交于一个二重点 ,或者

直线 L 都包含在二阶超曲面上 , 就称 L 为这个二阶超曲面的切

线 .

容易证明 ,通过二阶超曲面上一点的所有切线包含在一个超

平面内 ,这个超平面称为二阶超曲面的切超平面 .

为了得到切超平面 ,必须把曲面上的点作下述的区分 .

定义 3  在二阶超曲面 ( 1)上满足方程

xC = 0 或 Cx
t

= 0 ( 5)
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的点 x 称为 ( 1) 的奇点 ,否则称为 ( 1) 的正常点 .

定理 1  假设 x0 是 (1 )的正常点 .那么 , ( 1) 在 x0 的切超平面

方程是

x0 Cx
t

= 0 , ( 6)

而且它的坐标为

ξ= λx0 C,  λ≠ 0 .

  证明  因为 x0 不是奇点 , ( 5 )不成立 , 所以 (6 ) 中关于动点 x

的系数不全为零 , ( 6) 是一个超平面的方程 .通过点 x0 与 ( 6 )的任

意动点 x 作一条直线

L : y = λx0 + μx . ( 7)

将 (7 )代入 ( 1) 求它们的交点 ,得到类似 ( 4) 的方程

λ
2

x0 Cx
t
0 + 2λμx0 Cx

t
+ μ

2
xCx

t
= 0 .

由于 x0 在 ( 1) 和 (6 ) 上 , 上式前两项系数均为零 , 从而 μ= 0 是它

的二重根 .即 ( 7) 与 (1 )交于二重点 x0 , L 为切线 , ( 6) 为切平面 .

定理 1 证毕 .于是又问 , 二阶超曲面是否都有奇点呢 ?

定理 2  二阶超曲面 ( 1)存在奇点的充要条件是 rank C < n +

1 .奇点构成射影空间中一个 n - r 维平面 .

证明  方程组 (5 )有非零解的充要条件是系数矩阵为降秩 , 证

明了命题前一部分 .当 rank C = r < n + 1 时 ,解空间的维数是 n +

1 - r , 对应于射影空间的 n - r 维平面 .

定义 4  二阶超曲面 (1 ) 的秩 rank C = n + 1 时 , ( 1 )叫做非退

化的 ; rank C < n + 1 时 , (1 )叫做退化的 .

根据定理 2 ,非退化的曲面不存在奇点 ; 退化的曲面有奇点 ,

构成 n - r 维平面 , 叫做 (1 )的奇平面 .

最后 ,我们讨论二阶超曲面的标准方程 .

公式 (2 )说明 , 二阶超曲面在不同射影坐标系下的系数矩阵有

合同关系 , C′= A
t
CA .对于实二阶超曲面 , 利用线性代数中把实

二次齐式化成标准形的方法 ,就可以得到下面的
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定理 3  对于任意实二阶超曲面 , 可以适当选取射影坐标系 ,

使得它的方程化为

∑
r

i = 1

εi ( x i ) 2 = 0 ,  εi =± 1 ,

其中 r = rank C;εi 中有 p 个 1 和 q 个 - 1 , p + q = r; p 和 q 是不

变的正、负惯性指数 .

我们可以对 p , q, r 的各种不同情况 ,把二阶超曲面作分类 .

例 1  射影平面 P2 内二阶超曲线共有五类 :

1 . 非退化的实二阶曲线  ( x
1
)

2
+ ( x

2
)

2
- ( x

3
)

2
= 0 ;

2 . 非退化的虚二阶曲线  ( x
1
)

2
+ ( x

2
)

2
+ ( x

3
)

2
= 0 ;

3 . 退化的秩为 2 的实二阶曲线  ( x
1
)

2
- ( x

2
)

2
= 0 ;

4 . 退化的秩为 2 的虚二阶曲线  ( x
1
)

2
+ ( x

2
)

2
= 0 ;

5 . 退化的秩为 1 的实二阶曲线  x
2

= 0 .

例 2  射影空间 P3 内二阶超曲面共有七类 :

1 . 非退化的实二阶曲面  M( x
1

)
2

+ ( x
2

)
2

+ ( x
3

)
2

- ( x
4

)
2

=

0 ,

( x1 ) 2 + ( x2 ) 2 - ( x3 ) 2 - ( x4 ) 2 =

0;

2 . 非退化的虚二阶曲面  ( x1 )2 + ( x2 ) 2 + ( x3 ) 2 + ( x4 ) 2 =

0;

3 . 退化的秩为 3 的实二阶曲面  ( x
1
)

2
+ ( x

2
)

2
- ( x

3
)

2
= 0 ;

4 . 退化的秩为 3 的虚二阶曲面  ( x1 ) 2 + ( x2 ) 2 + ( x3 ) 2 = 0 ;

5 . 退化的秩为 2 的实二阶曲面  ( x
1
)

2
- ( x

2
)

2
= 0 ;

6 . 退化的秩为 2 的虚二阶曲面  ( x
1
)

2
+ ( x

2
)

2
= 0 ;

7 . 退化的秩为 1 的实二阶曲面  x2 = 0 .

下面来讨论关于二阶超曲面所引出的配极对应概念 .

定义 5  用二阶超曲面 ( 1 )的系数矩阵来作成的 , 射影空间内

点到超平面的对应

φ: ξ= φ( x ) ,  ρξ= xC, ( 8)
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叫做 (1 )的配极对应 , 或配极 ;超平面ξ叫做点 x 的极 ( 超 )平面 .

凡属于点 x 的极超平面上的点 y ,都有

ρξy
t

= xCy
t

= 0 . ( 9)

因此 , x 与 y 的关系是互相对称的 , x 与 y 叫做关于曲面 ( 1 ) 是互

相共轭的点 .

从 (9 )看出 , 当 y = x 时就成为 ( 1 ) .因此 , 自共轭的点就是曲

面 (1 )上的点 .当点 x 固定时 ,所有与 x 共轭的点的轨迹就是 x 的

极超平面φ( x ) .

当曲面 (1 )非退化时 ,配极对应是可逆的 .任何一个超平面都

是某个点的极超平面 , 称这个点为超平面的极点 .当曲面 ( 1 )退化

时 ,若干个点可以对应于一个极超平面 .

关于曲面 (1 )的互相共轭的点 x 与 y, 有下面的几何意义 .

定理 4  假设 a 与 b 是关于曲面 (1 )的一对共轭点 , 连接 a 与

b 的直线与 ( 1)相交于两点 x 与 y .那么 , a , b 与 x , y 调和分割 , 即

( a , b; x , y ) = - 1 .

  证明  a 与 b 满足 ( 9) , 通过这两点的直线方程为 ( 3 ) , 它与

(1 )的交点的参数 λ与μ满足 (4 ) .根据 (9 ) , 式 (4 )成为

λ
2

aCa
t

+ μ
2

bCb
t

= 0 . (10)

  首先把四个点表示成

a = λ1 a + μ1 b,  λ1 = 1 ,μ1 = 0 ;

b = λ2 a + μ2 b ,  λ2 = 0 ,μ2 = 1;

x = λ3 a + μ3 b;

y = λ4 a + μ4 b ,

其中 x 与 y 的参数是方程 ( 10 ) 的两组解 ,λ3/ μ3 与 λ4/ μ4 分别为

± - bCb
t
/ aCa

t
.然后 , 利用§3 .5 定理 3 的推论来计算
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( a , b; x , y) =

1 0

λ3 μ3
·

0 1

λ4 μ4

1 0

λ4 μ4
·

0 1

λ3 μ3

=
λ4

μ4
/
λ3

μ3
= - 1 .

  定理 4 证毕 .值得注意的是 , 对于不在 (1 ) 上的一对共轭点 a

与 b, 必有 aCat 与 bCbt 反号的两个数 .

习   题

1 . 在 P2
内 ,通过点 (3 ,1, 4) ,求二次曲线

2 x
2
1 - 3 x

2
2 + x

2
3 - 2 x1 x2 - 4 x1 x3 + 6 x2 x3 = 0

  的切线 ,以及这些切线的切点 .

2 . 在 P2
内求二次曲线的极线 :

1 )  点 (1 , - 1 ,0) ,3 x
2
1 + 5 x

2
2 + x

2
3 + 7 x1 x2 + 4 x1 x3 + 5 x2 x3 = 0 ;

2 )  点 (5 ,1 ,7) ,2 x
2
1 + 3 x

2
2 + x

2
3 - 6 x1 x2 - 2 x1 x3 - 4 x2 x3 = 0 .

3 . �在 P2
内,二次曲线( 1)退化为一对相交直线时 ,任意点的极线都通过这对

直线的交点 .
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第四章  欧 氏 几 何

在这一章里 ,我们来讨论欧氏空间的度量性质 , 以及等距变换

群的性质

§4.1  欧 氏 空 间

欧氏空间的度量概念是直观几何空间的度量概念的推广 .为

了探讨这些丰富的度量概念 ,本章限制在实的欧氏空间内 , 首先复

习线性代数里的欧氏向量空间 ,再在其中定义某些度量 .

假设 V 是 n 维的实向量空间 , ω是 V 内的正定的对称双线性

型 ,即对于 V 内任意的向量 x 和 y 都有

ω( x , y ) = ω( y, x ) ;  ω( x , x ) > 0( x ≠ 0 ) ( 1)

那么 ,我们把这个双线性空间 ( V,ω) 称为实欧氏向量空间 , ω叫

做 (V,ω)的内积 , 为简便计 , 常把 ( V , ω) 记成 V , 把 ω( x , y) 记成

〈x , y〉 .

定义 1  假设 x 和 y 都是欧氏向量空间 V 的向量 .那么 , 我们

分别称

‖ x‖ = 〈x , x〉,  d( x , y ) = ‖ x - y‖ ( 2)

为向量 x 的长度 , 向量 x 到 y 的距离 .

由 (1 )知道 ( 2) 是有意义的 ,而且容易得到

定理 1( Schwarz 不等式 )  欧氏向量空间内任意向量 x 和 y

都满足不等式

|〈x , y〉 | ≤ ‖ x‖·‖ y‖ , ( 3)
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其中等号成立的充要条件是 x 与 y 线性相关 .

证明  当 x = 0 时 ( 3)显然成立 . x ≠ 0 时 ‖ x‖ ≠ 0 , 而且

对于任何λ∈ R 都有

0 ≤〈λx - y,λx - y〉 = ‖ x‖
2
λ

2
- 2〈x , y〉λ+ ‖ y‖

2
,

特别取λ =
〈x , y〉
‖ x‖

2 就得到

〈x , y〉2 ≤ ‖ x‖2 ·‖ y‖2 ,

即有 (3 ) .其中〈λx - y,λx - y〉= 0 的充要条件是λx - y = 0 , 即

x 与 y 线性相关 .

推论  欧氏向量空间内任意向量 x 和 y 都满足不等式

‖ x + y‖ ≤ ‖ x‖ + ‖ y‖ . ( 4)

  证明  利用 (3 )立即得到

‖ x + y‖
2

= 〈x + y, x + y〉

= 〈x , x〉+ 2〈x , y〉+〈y, y〉

≤ ‖ x‖
2

+ 2‖ x‖·‖ y‖ + ‖ y‖
2

= (‖ x‖ + ‖ y‖ )
2

.

按照定义 1 ,欧氏向量空间内有距离这样的度量 , 它满足

定理 2  欧氏向量空间内任意向量 x , y , z 都有下列性质 :

1 .  d ( x , y ) = d ( y, x ) ;

2 .  d( x , y) ≥ 0 , 其中 d ( x , y ) = 0 的充要条件是 x = y ;

3 .  三角不等式 , d( x , z) ≤ d( x , y ) + d ( y, z ) ;

4 .  d ( x + z , y + z ) = d( x , y ) ;

5 .  d (λx ,λy) = | λ|
2

d( x , y) .

证明  上面列举的性质 1 , 2 , 4 , 5 都是显然成立的 .把 ( 4) 内的

x , y 分别换成 x - y, y - z 就得到

‖ x - z‖ ≤ ‖ x - y‖ + ‖ y - z‖ ,

再由定义 1 的 (2 ) , 就证明了上面的性质 3 .

定理 2 证毕 .下面再来定义两个向量的夹角 , 这是欧氏向量空

间内的另一个度量概念 .由于 ( 3) ,下面的定义是合理的 .
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定义 2  假设 x 和 y 是欧氏向量空间内任意两个非零的向

量 ,那么 , 用

cosθ=
〈x , y〉

‖ x‖·‖ y‖
,  0 ≤θ≤π, ( 5)

定义的角θ, 叫做 x 与 y 的夹角 .cosθ又记成 cos ( x , y ) . 当θ =

π
2

时 , 称 x 与 y 是正交的 ,记成 x ⊥ y .

定理 3(平行四边形等式 )  欧氏向量空间内任意向量 x 和 y

都有

‖ x + y‖
2

+ ‖ x - y‖
2

= 2 (‖ x‖
2

+ ‖ y‖
2
) .

  证明  根据双线性型的性质和定义 1 的 (2 )即得 .这个结论和

平面几何内是一样的 .

定义 3  假设 H 是欧氏向量空间 V 的子空间 , 那么

H
⊥

= { x ∈ V | 〈x , h〉 = 0( " h ∈ H) }

叫做 H 关于 V 的正交补 .

定理 4  假设 H 是 n 维欧氏向量空间 V 的 m 维子空间 .那

么 , H
⊥
是 V 的 n - m 维子空间 ;而且 , 直和 H ī H

⊥
= V .

证明  §1.4 的性质 1 和性质 2 已经证明了 H
⊥

是子空间 ,

维数是 n - m .又由于欧氏向量空间内的双线性型是正定的 , 只

有零向量是自正交的 , 所以 H ∩ H
⊥

= {0} , H + H
⊥

= H ī H
⊥

.

这直和的维数是 m + ( n - m) = dimV , 因此 V = H ī H
⊥

.

定理 5  假设 H , K 都是欧氏向量空间 V 的子空间 .那么 ,

1 . H � K 时 K
⊥
� H

⊥
;

2 . ( H
⊥

)
⊥

= H ;

3 . ( H + K )
⊥

= H
⊥
∩ K

⊥
;

4 . ( H ∩ K )
⊥

= H
⊥

+ K
⊥

.

证明  与§1.4 性质 3 的方法一样 .

定义 4  假设欧氏向量空间 V 的基 { ei } 满足条件

〈ei , ej〉 = δi j ,  i , j = 1 , ⋯ , n , ( 6)
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即基的向量是相互正交的单位向量 .那么 , { ei } 叫做 V 的标准正

交基 .

在线性代数里已经证明了下面的

定理 6  欧氏向量空间内存在标准正交基 { ei } , 而且其中任

意向量 x = ∑
n

i = 1

x iei 与 y = ∑
n

i = 1

yi ei 的内积、距离、夹角分别满足

〈x , y〉 = ∑
n

i = 1

x
i
y

i
, ( 7)

d( x , y) = ∑
n

i = 1

( x
i

- y
i
)

2
, ( 8)

cosθ=
∑

i

x
i
y

i

∑
i

( x i )2 ·∑
i

( y i )2
,  sin

2
θ=

∑
i , j

( x
i
y

j
- x

j
y

i
)

2

∑
i

( x
i
)

2
·∑

i

( y
i
)

2 .

( 9)

  上面讨论了度量的概念及其基本性质 , 下面介绍与度量相联

系的线性变换 .在欧氏向量空间 V 内 , 保持任意两个向量的内积

不变的变换 φ, 即

〈φ( x ) ,φ( y )〉 = 〈x , y〉,

它使得任意两个向量的距离保持不变 .我们把这样的线性变换 φ

称为 V 的等距变换 , 或正交变换 .对于 V 的标准正交基底 , 正交变

换对应于正交矩阵 ,即

φ: x′= x A
t
,或 x′

i
= ∑

n

j = 1

a
i
j x

j
,

其中 AA t = A t A = I .n 维欧氏向量空间 V 的所有正交变换构成

的群 G0 叫 V 的等距群 ,或正交群 .G0 的维数决定于 A 的自由度 ,

A 有 n
2
个元素 , 但 是 ∑

n

t = 1

a
i
t a

j
t = δi j ( i , j = 1 , ⋯ , n) 总共 有

n( n + 1 )
2

个限制 ,所以
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dim G0 = n
2

-
n( n + 1 )

2
=

n ( n - 1)
2

.

  上面讨论的欧氏向量空间以向量为元素 .下面加以推广的欧

氏空间 ,以点为元素 .

定义 5  假设 A n
是实的 n 维仿射空间 , V n

是它所对应的 n

维实向量空间 , ( Vn
, ω) 是实欧氏向量空间 .那么 , 我们把 V n

内两

向量的内积称为 A n 内对应两点的内积 ;把 A n 称为 n 维实欧氏空

间 ,记成 En
= (A n

,ω) , 简记成 E; 把

d ( x , y ) = ω( y - x , y - x ) = 〈y - x , y - x〉 (10)

称为 E n
内两点 x 与 y 的距离 ; 把向量 x - y 与 z - y 之间的夹角

θ( x - y , z - y ) 称为以 y 为顶点的角 , 记成 ∠ x yz .

在欧氏空间内 ,也有正交变换群 G0 保持两点的距离不变 .此

外 ,还有欧氏空间的平移变换

φa∶ E n
→ En

,  φa ( x ) = x + a .

由 (10) 容易验证 , φa 下两点的距离保持不变 , 三点所成的夹角不

变 .即

d(φa ( x ) ,φa ( y ) ) = d( x , y ) ,

θ(φa ( x ) - φa ( y ) ,φa ( z ) - φa ( y ) ) = θ( x - y , z - y ) .

E n
的所有平移变换构成平移群 Gφ .欧氏空间的正交群 G0 和平移

群 Gφ 生成的群 G , 叫做 E n
的等距群 , 它的变换一般表示成

φ: x′= xA
t

+ a .

变换 φ决定于正交矩阵 A 和点 a , 因此

dim G = dim G0 + dim Gφ =
n( n + 1)

2
.

习   题

1 . 试证明定理 2 和定理 6 .

2 . �假设 A = [ a1 , a2 ] 和 B = [ b1 , b2 ] 都是 B4
的过原点的二维平面 .那么 ,

A ∩ B
⊥
≠ { 0} 的充要条件是
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〈a1 , b1〉 〈a1 , b2〉

〈a2 , b1〉 〈a2 , b2〉
= 0 .

§4.2  E4
内两个平面的夹角

前面§4.1 已经定义了 E 中三点所成的角 , 这一节来定义两

个平面的夹角 ,并导出夹角的计算公式 .

定义 1  E 中两条直线

li : x = ai + λv i ,  i = 1 ,2

的方向向量之间的夹角 θ( v , v2 ) , 叫做这两条直线之间的夹角 ,

记成θ( l1 , l2 ) .即

θ( l1 , l2 ) = θ( v1 , v2 ) .

由于方向向量可以反向 , 例如以 - v1 换 v1 时 , θ( l1 , l2 ) 换成补

角 .这就是说 , 两条直线的夹角根据定义可换成补角 .

对于两个任意维数的平面 ,怎样定义它们之间的夹角呢 ?

定义 2  E 中平面 A = a + H 与 B = b + K 的方向子空间之

间的夹角θ( Η, Κ) , 叫做这两个平面之间的夹角 , 记成 θ(Α, Β) .

即

θ(Α,Β) = θ(Η, Κ) .

  因此 ,本节后面的二维平面 A 和 B 等 , 不妨认为都是通过原

点的 .

至于两个子空间的夹角又怎样定义 ,是一个复杂的问题 , 我们

只就 E4
中两个二维平面来讨论 .这种方法容易推广到 E2 m

中 , 讨

论其中两个 m 维平面的夹角 .

首先讨论 E4
中二维平面的表示式 .在 E 4

中取定一个正交坐

标系下 ,通过原点的二维平面的一般方程是

A :  
c11 x

1
+ c21 x

2
+ d11 x

3
+ d21 x

4
,

c12 x
1

+ c22 x
2

+ d12 x
3

+ d22 x
4

.
( 1)
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记

C =
c11 c12

c21 c22

,  D =
d11 d12

d21 d22

, ( 2)

其中 rank ( C, D) = 2 .

对于任意点 a = ( x
1

, x
2

, x
3

, x
4

) ∈ E4
, 引进下面的分块坐标

a = ( x , y ) ,  x = ( x
1

, x
2
) ,  y = ( x

3
, x

4
) . ( 3)

利用 (2 )和 ( 3) ,可以把 ( 1) 改写成矩阵形式

A: xC + yD = 0 .

又如果 det C, det D 至少有一个非零时 , 上式又可以改写成

y = x A  或  x = yB

的形状 .在不引起误会的情况下 , 常用同一个大写字母表示二维平

面同时又表示它的方程的系数矩阵 .即

A: y = xA ,  A =
a11 a12

a21 a22

, ( 4)

( 4) 称为二维平面 A 的矩阵方程 , 矩阵 A 称为平面 A 的斜率矩阵 .

例  E4 的正交基是 { e1 , e2 , e3 , e4 } 时 ,由它们张成两个平面

X = [ e1 , e2 ] ,  Y = [ e3 , e4 ] .

它们的一般方程 (1 )分别是

x
3

= 0 ,

x
4

= 0 ,
 

x
1

= 0 ,

x
2

= 0 .

用分块坐标表示分别是

y = 0 ,  x = 0 .

于是 ,平面 X 的斜率矩阵 A = O , 而平面 Y 没有形如 (4 )的方程 .

任意一个点 a ∈ A , 利用 (4 ) ,它的分块坐标可以写成

a = ( x , y ) = x( I , A ) , ( 5)

其中 I 表示 2 阶单位矩阵 .

分别属于两个二维平面

A: y = xA ,  B: y = xB ( 6)

89



的两个向量 a = u( I , A ) , b = v ( I , B) , u = ( u
1

, u
2

) , v = ( v
1

,

v
2

) .它们的内积是

〈a , b〉 = u( I + AB
t
) v

t
. ( 7)

这是因为

〈a , b〉= u( I , A )·〔v( I , B)〕
t

= u( I , A ) ( I , B)
t

v
t

= u( I + AB
t
) v

t
.

特别地 ,同一个平面上两个向量 a = u( I , A ) , b = v( I , A ) 的内

积

〈a , b〉 = uPA v
t
,  PA = I + A A

t
.

  对于两个任意的二维平面 ,它们的方程是否能同时写成 ( 6) 的

形式呢 ? 在 E2 中 OX 轴和 O Y 轴的方程分别是 y = 0 和 x = 0 ,

不能同时写成 y = kx 或 x = ky 的形式 .如果把坐标轴旋转
π
4

, 上

述两直线的新方程分别是 y′= - x′和 y′= x′, 同时是 y = k x 的

形式 .在 E4
中也有类似的结论 ,即下面的

引理  E4
中存在一个正交坐标系 { x

i
} , 使得任意二维平面

A 和 B 在这个坐标系下的方程都可以表示成 (6 )的形式 .

证明  首先讨论一个二维平面 A 能表示成 ( 6 ) 的充要条件 .

假设 A : y = xA .那么 , 对于 E 4
的两个特殊的二维坐标平面

X : y = 0 ,  Y : x = 0 ,

有 A ∩ Y = O .这是因为 a ∈ A ∩ Y 时 , a = ( x , y) 满足

y = xA ,

x = 0 ,

因而 y = 0 , a = O .反过来也成立 .假设 A ∩ Y = O , 那么一般

式为 xC + yD = 0 的二维平面 A 使得

xC + yD = 0 ,

x = 0

只有零解 .即 yD = 0 只有零解 , 必须 det D ≠ 0 .因此 , A 的一般
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式可化成 y = xCD
- 1

, 即 ( 6)形式 .

其次对任意两个二维平面 A 和 B , 可以找到一个二维平面

C, 使

A ∩ C = O,  B ∩ C = O . ( 8)

为了证明这个结论 ,只需要讨论以下两种情况 :

当 A ∩ B = O 时 , 记 A = [ a1 , a2 ] , B = [ b1 , b2 ] 就有向量

组 { a1 , a2 , b1 , b2 } 线性无关 .取 C = [ a1 + b1 , a2 + b2 ] 可使 ( 8) 成

立 .

当 A ∩ B = [ c] 是一维平面时 , 记 A = [ a , c] , B = [ b , c]

就有 { a , b , c} 线性无关 .再添加成线性无关组 { a , b , c, d} , 取 C

= [ d , a + b] 可使 (8 )成立 .

最后 ,取 C 为新的坐标平面 Y′, 平面 A 和 B 在新坐标系下可

以同时表示成 (6 )的形式 .

引理证毕 .下面再来定义两个二维平面的夹角 , 先说简单的

定义 3  假设 A 和 B 是 E4
中两个二维平面 , a ∈ A . 那么 ,

可以唯一地分解

a = a1 + a2 ,  a1 ∈ B, a2 ∈ B
⊥

. ( 9)

其中 B 的正交补空间 B
⊥
也是二维平面 .我们把 a1 叫做 a 在平面

B 上的投影向量 , 记成 proB ( a) = a1 .

定理 1  假设 E4
中两个二维平面

A: y = xA ,  B: y = xB .

那么 ,任意向量 u( I , A ) = a ∈ A 在 B 上的投影向量

proB ( a) = v ( I , B) , (10)

其中 v 使得

vPB = u ( I + ABt ) ,  PB = I + BBt . (11)

  证明  由于 proB ( a) ∈ B , 可以记 proB ( a) = a1 = v ( I , B) .

再由 ( 9) 得 a2 = a - a1 = u ( I , A) - v ( I , B) ∈ B⊥ .于是 , 对于

任意 b = w ( I , B) ∈ B , 都有〈a2 , b〉 = 0 . 利用 (7 )得
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〈u( I , A ) - v ( I , B) , w ( I , B)〉 = 0 ,

〔u ( I + AB
t
) - v ( I + BB

- 1
)〕w

t
= 0 .

由于 b 为 B 的任意向量时上式成立 , 所以 (11) 成立 .这里 PB 是正

定矩阵 ,因而是可逆矩阵 .

现在定义二维平面 A 内任意向量 a 与二维平面 B 的夹角 .

定义 4  假设 A , B 是 E4 的两个二维平面 , 0 ≠ a∈ A .那么

‖pro B ( a)‖
‖ a‖

= cosθ,  0 ≤θ≤
π
2

(12)

所确定的θ叫做 a 与 B 的夹角 ,记成 θ( a , B) .

定理 2  θ( a , B) 的余弦平方是

cos2 θ( a , B) =
uQA B u

t

uPA ut , (13)

其中

PA = I + A At , (14)

Q A B = ( I + AB
t
) ( I + BB

t
)

- 1
( I + BA

t
) , (15)

分别是正定和半正定的对称矩阵 .

证明  先计算 (12) 中的 ‖ a‖
2

, 由 (7 )有

‖ a‖
2

= 〔u( I , A )〕·〔u( I , A )〕
t

= u ( I + AA
t
) u

t
= uPA u

t
.

再由定理 1 又得到

‖proB ( a) ‖
2

= 〔v( I , B)〕·〔v( I , B)〕
t

= vPB v
t

= 〔u( I + AB
t
) PB

- 1
〕PB〔u( I + AB

t
) PB

- 1
〕

t

= u〔( I + AB
t
) PB

- 1
〕( I + BA

t
)〕u

t

= uQ A B u
t

.

于是 ,由 ( 12 )就得到了 ( 13 ) .

在 (12) 的分数中 , 立即看出 ‖ a‖
2

> 0 和 ‖proB ( a) ‖
2
≥

0 .因此 , PA 和 QA B 分别是正定和半正定的 .定理 2 证毕 .
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上面定义了非零向量 a 与平面 B 的夹角 , 并且讨论了夹角的

计算方法 , ( 13 )实质上是两个二次齐式之比 .一般说来 , a 在 A 内

变化时 , θ( a , B) 也随之变化 .我们不妨假设 a 为单位向量 , 从

( 13 )得到 cos
2
θ( a , B) = uQA B u

t
, 其中 u 满足 uPA u

t
= ‖ a‖

2
=

1 .除 A 与 B 等斜情况外 , θ( a , B) 有两个逗留值 , 即当 a 取遍 A

时θ( a , B) 的两个特殊值 .我们把这两个逗留值定义为 A 与 B 的

夹角 ,这就是下面的

定义 5  E4
中两个二维平面 A 与 B 之间的夹角θ( A , B) , 是

当 a ≠ 0 在 A 内变化时θ( a , B) 的逗留值 ,即

θ( A , B) = {θ( a , B) 的逗留值 | 0 ≠ a ∈ A} . (16)

  定理 3  假设 E4
中两个二维平面

A: y = xA ,  B: y = xB .

那么 ,它们的夹角 θi ( A , B) 的余弦平方满足

det ( QA B - λi PA ) = 0 , (17)

λi = cos
2
θi ( A , B) ,  i = 1 , 2 , (18)

其中 QA B 和 PA 由 (14)和 (15)规定 .

说明  根据定理 2 与定义 5 , 利用 ( 13) 是两个二次齐式之比 ,

利用 (16) 的逗留值定义 ,可以得到定理 3 .证明过程恰似微分几何

曲面论中从法曲率κn =
φ2

φ1
到主曲率κi ( i = 1 ,2 ) 的推理过程 , 其

中 φ1 和 φ2 分别为曲面的第一和第二基本齐式 , 它们都是曲面切

方向 ( d u , d v) 的二次齐式 .因为主曲率是作为法曲率 κn 的逗留

值来定义的 :

κi = {κn ( d u , d v) 的逗留值 | (d u , d v ) 是曲面的切方向} ,

这正如 (16) 来定义θ( Α, Β) 一样 .

证明  记λ = cos
2

( a , B) , 把 ( 13 )写成

u ( Q A B - λPA ) u
t

= 0 .

对上式关于 u
i
求偏导 ,得到
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�u
�u

i ( QA B - λΡA ) u
t

+ u ( QA B - λΡA ) (
�u
�u

i )
t

-
�λ
�u

i uPA u
t

= 0 .

这里要注意
�u
�ui = (δ1

i ,δ2
i ) . 又由 Q A B 和 PA 的对称性 , 还知道

QA B - λPA 也是对称的 .于是 ,上式的第一、二项相同 ,变成

2 (δ1
i ,δ2

i ) ( Q A B - λPA ) ut -
�λ
�ui uPA ut = 0 .

在λ的逗留值处有
�λ
�u

i = 0 , 上式又变成

(δ
1
i ,δ

2
i ) ( QA B - λPA ) u

t
= 0 .

由于 (δ
1
1 ,δ

2
1 ) = ( 1 , 0) , (δ

1
2 ,δ

2
2 ) = (0 ,1 ) 是两个线性无关向量 , 所

以有

( QA B - λPA ) u
t

= 0 . (19)

这个方程组有非零解 u , 必须 (17) 成立 ,这就证明了定理 3 .

习   题

1 . 对于任意矩阵 A , 证明 : PA = I + AAt 是正定的 .

2 . 证明 :方程 det ( QAB - λPA ) = 0 的两根之积与和是

λ1λ2 = det ( QAB P
- 1
A ) ,  λ1 + λ2 = tr( QA B P

- 1
A ) .

3 . �在下列情况下求θ( A , B) :

1)  A : y = x
1 0

0 - 1
,  B: y = x

3 + 1

3 - 1
0

0 0

;

2)  A : y = x
0 - 1

1 0
,  B: y = x

1 0

0 - 1
.

§4.3  E4
内两个二维平面的关系

本节将利用两个二维平面的夹角计算公式 , 来讨论它们之间

的位置关系 .为此 , 先进一步研究两平面的夹角 .

上一节定义的 θ( Α,Β) 是否有对称性呢 ? 通过下面对于角
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向量的讨论 ,可以得到肯定的结论 θ( Α,Β) = θ( Β, Α) .

定义 1  假设 A 和 B 是 E 4
的两个二维平面 , a1 和 a2 是 A 的

两个非零向量 ,使得

θ( ai , B) = θi ( A , B) ,  ai ∈ A ,  i = 1 , 2 . ( 1)

那么 ai 叫做 A 相对于 B 的角向量 ;沿方向 ai 的直线 li 叫做 A 相

对于 B 的角直线 .

定理 1  A 相对于 B 的角向量 ai = ui ( I , A ) 满足

ui QA B = λi ui PA ,  i = 1 ,2 . ( 2)

  证明  角向量 ai 满足 ( 2 ) , 而 θi ( A , B) 和 λi 又必须满足

§4.2 的 ( 17 ) .由 PA 是正定和 Q A B 是半正定可以证出 , (17 )有两

个非负的实根 λ1 和λ2 .但是 , λi 和 ui 又满足 ( 19 ) , 转置得到本节

的 (2 ) , ui 所对应的 ai 就是角向量 .

定理 1 证毕 .证明中看到 , λi 是矩阵 Q A B PA
- 1
的特征根 , ui 是

它的特征向量 .它们之间有什么关系呢 ?

定理 2  不同特征根 λ1 ≠ λ2 所对应的角向量互相垂直 .

证明  对于λ1 和 λ2 , 分别把 ( 2) 写成

u1 QA B = λ1 u1 PA ,  u2 QA B = λ2 u2 PA .

把第一式右乘以 u2
t
, 第二式右乘以 u1

t
, 所得两式相减成

0 = u1 QA B u2
t

- u2 QA B u1
t

= (λ1 - λ2 ) u1 PA u2
t

= (λ1 - λ2 )〈a1 , a2〉 .

由λ1 ≠ λ2 立即证出〈a1 , a2〉 = 0 , 即 a1 ⊥ a2 .

定理 3  假设 ai 是 A 相对于 B 的角向量 , ai 在 B 上的投影向

量 bi = pro B ( ai ) ≠ 0 .那么 , bi 是 B 相对于 A 的角向量 , 而且 bi

= v i ( I , B) 满足

v i QB A = λi v i PB ,  i = 1 , 2 . ( 3)

  证明  根据§4.2 的 ( 14 )和 ( 15 ) , B 相对于 A 的相应矩阵

PB = I + BB
t
,  QB A = ( I + BA

t
) PA

- 1
( I + AB

t
) .
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根据§4.2 的定理 1 , 投影向量 bi = pro B ( ai ) = ui ( I , B) 的坐标

v i = ui ( I + AB
t
) PB

- 1
. ( 4)

  利用 (2 )和 ( 4) ,计算

v i QB A = 〔ui ( I + AB
t
) PB

- 1
〕( I + BA

t
) PA

- 1
( I + AB

t
)

= ( ui QA B ) PA
- 1 ( I + ABt )

= (λi ui PA ) PA
- 1

( I + AB
t
)

= λi〔ui ( I + AB
t
)〕

= λi v i PB ,

证明了 (3 )成立 , 说明 bi 是 B 相对于 A 的角向量 .

定理 3 证毕 .它和上节定理 3 得到

推论  θi ( A , B) = θi ( B , A) , 下面是两个同解方程式 :

det ( QA B - λPA ) = 0 ,  det ( QB A - λPB ) = 0 .

  从这个推论看出 ,两个二维平面的夹角与次序无关 , 解决了前

面提出的问题 ,可以来讨论两平面的位置关系 .

定义 2  假设 E4
中两个二维平面 A 和 B 的两个夹角相等 , 即

θ1 ( A , B) = θ2 ( A , B) .那么 , 就称 A 与 B 是等斜的 ,否则是非等

斜的 .

A 与 B 等斜时 , §4.2 的 ( 17 ) 有两个等根 , 可证得 QA B 与 PA

是成比例的 :因为这时θ1 ( A , B) = θ2 ( A , B ) , A 中任意 a = u ( I ,

A ) 与 B 的夹角θ( a , B) 都相等 , (19)对任意 u 都成立 , 只有 QA B

- λPA = 0 .这就得到下面的

定理 4  E4
中两个二维平面 A 与 B 等斜的充要条件是

QA B = λPA ,  QB A = λPB . ( 5)

  例  求平面 A 与坐标平面 X ( y = 0 ) 等斜的条件 .

解  平面 X 的斜率矩阵是 B = O , 代入§4.2 的 ( 15 ) , 就得

到 QA B = I , ( 5)成为

I + AA
t

= kI ,  AA
t

= ( k - 1) I .

这就是说 , A 与 X 等斜的充要条件是 A A
t
为纯量矩阵 .
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任意 a ∈ A , 与平面 B 有一个夹角θ( a , B) . 它与两个逗留

值有什么关系呢 ? 下面来讨论这个问题 .

假设 A 和 B 是 E4
中两个不等斜的二维平面 , a1 和 a2 是 A

上两个单位角向量 .那么 ,由定理 2 , a1 和 a2 互相正交 .假设 A 与

B 等斜 , 那么 A 上任意向量都是角向量 , 我们不妨也选取两个互

相正交的单位角向量 a1 和 a2 .于是 , 任意 a ∈ A , 都可以表示成

a = a1 cosφ+ a2sinφ, ( 6)

φ = ( a1 , a) ,0 ≤ φ≤ 2π,

其中 φ表示平面 A 上从 a1 到 a 的夹角 .

定理 5( Euler 公式 )  假设 E4
中两个二维平面 A 与 B 的夹角

θ1 ≤θ2 , a1 和 a2 是对应的 A 中两个互相正交的单位角向量 , A

中 a 与 a1 的夹角为 φ .那么 , a 与 B 的夹角满足

cos
2
θ( a , B) = λ1 cos

2
φ+ λ2 sin

2
φ, ( 7)

λi = cos2 θi ( A , B) ,  i = 1 ,2 .

  证明  为了求 (7 ) 中 λ的表达式 , 利用§4.2 的 ( 13 ) , 必须求

出 PA , Q A B 和 u .先在 E4
中挑选一个正交基 { e1 , e2 , e3 , e4 } , 为简

化问题计 ,不妨取 e1 = a1 , e2 = a2 .

这时 ,角向量 a1 , a2 所在的平面 A = [ a1 , a2 ] = [ e1 , e2 ] , 它

的斜率矩阵 A = O , 因而

PA = I + AA
t

= I . ( 8)

再由 ai = ui ( I , A) = ei ( i = 1 , 2) , 得 u1 = ( 1 , 0) , u2 = ( 0 , 1 ) .

利用 (2 )又容易求出

QA B =
λ1  

 λ2

. ( 9)

对于 A 中向量 a = u( I , A ) , 利用 ( 6 ) 立即得到 u = (cosφ,

sinφ) . 再按§4.2 的 ( 13 )计算 ,就得到 (7 ) .

推论  两个平面 A 与 B 的夹角θi ( A , B) 是

{θ( a , B) | a ∈ A }
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内的角的两个极值 .

证明  不妨也认为θ1 ≤θ2 , 因而λ1 ≥ λ2 .利用 (7 )计算

cos
2
θ( a , B) = λ1 cos

2
φ+ λ2 sin

2
φ

≥λ2 (cos
2
φ+ sin

2
φ)

= cos
2
θ2 ( A , B) .

这就证明θ( a , B) ≤θ2 ( A , B) , 同理可证θ( a , B) ≥θ1 ( A , B) .

有了上面的准备 ,可以讨论两平面的位置关系 .

定理 6  E4 中两个二维平面 A = a + H 与 B = b + K 有以

下各种位置关系 :

1 . A 与 B 等斜 , θ1 = θ2 , QA B = λPA .

1 .1 θ1 = θ2 = 0 时 , A 与 B 平行 .

1 .2 θ1 = θ2 =
π
2

时 , A 与 B 正交 .

1 .3 0 < θ1 = θ2 <
π
2

.

2 . A 与 B 不等斜 , θ1 < θ2 , QA B ≠λPA .

2 .1 θ1 = 0 时 , dim ( H + K ) = 3 , dim( H ∩ K ) = 1 .

2 .2 θ2 =
π
2

时 , dim ( H
⊥
∩ K ) ≥ 1 , dim( H ∩ K

⊥
) ≥ 1 .

2 .3 0 < θ1 < θ2 <
π
2

.

证明  分题设的各种情况来证明 .

1 .1 由 θ1 = 0 得知 , " a∈ H 都有 a ∈ K .由θ2 = 0 得知 ,

" b ∈ K 都有 b ∈ H .于是 H = K , A‖ B .

1 .2 由θi =
π
2

得知 , " a∈ H 都有 a ⊥ K .于是 , H ⊥ K,

两平面正交 , A ⊥ B .

2 .1 记θ1 = 0 所对应的角向量为 a1 , a1 ∈ H , a1 ∈ K .于是

dim( H ∩ K ) ≥ 1 .记θ2 ≠ 0 所对应的角向量为 a2 , a2 ∈ H , a2 ∈
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K . 于是 dim ( H + K) ≥ 3 .再根据子空间的维数定理 ,

dim( H + K ) + dim( H ∩ K ) = dim H + dim K = 4 ,

得到 dim ( H + K) = 3 , dim( H ∩ K ) = 1 .

2 .2 记θ2 =
π
2
所对应的角向量为 a2 , a2 ∈ H , a2 ∈K

⊥
.于是

dim( H ∩ K
⊥

) ≥ 1 . 同理 dim ( H
⊥
∩ K ) ≥ 1 .

例  在通常的三维欧氏空间内 , 两个二维平面之间的夹角定

义为它们的二面角 θ, 只有一个夹角 .按照上节的定义 , 实际上还

有另一个夹角为 0 .这是因为这样两个平面至少有一条交线 , 属于

定理 6 中情况 2.1 所述 .

习   题

1 . 试证明定理 3 的推论 .

2 . 求两个二维平面

A: y = x
1 0

0 1
,  B: y = x

a 0

0 0

 的夹角 ,并确定两个 a 的值 , 分别使得θ1 = θ2 ;θ2 =
π
2

.

3 . 试证明 :两个二维平面

A : y = x
α - β

β α
,  B: y = x

a - b

b a

 是等斜的 ,并求θ( A , B) .

§4.4  E n
内两个平面的夹角

前两节讨论了欧氏空间 E4
中两个二维平面之间的夹角 , 类似

的方法可以讨论 2 m 维欧氏空间中两个 m 维平面 A 与 B 的夹角 ,

它有 m 个值θi ( A , B) , i = 1 ,⋯ , m .本节讨论一般 n 维欧氏空间

E n
中两个任意维平面 A

h
与 B

k
之间的夹角 , 情况就比较复杂了 ,

先从简单情况谈起 .
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当 h = k 时 , 对于两个同维平面 A 与 B , 记它们的基分别是

{ a1 ,⋯ , ah } 与 { b1 , ⋯ , bh } .那么 ,这两个平面的夹角θ( A , B) 由

cos θ( A , B) =
G( a1 , ⋯ , ah ; b1 ,⋯ , bh )

G( a1 ,⋯ , ah ) G( b1 , ⋯ , bh )
( 1)

来定义 ,式中

G( a1 , ⋯ , ah ; b1 , ⋯ , bh ) = det (〈ai , bj〉) ,

G( a1 , ⋯ , ah ) = det (〈ai , aj〉)

等是向量组的格拉姆行列式 .

例  当 h = 1 , A 和 B 的方向向量分别是 a 和 b 时 ,

G( a; b) = 〈a , b〉, G( a) = ‖ a‖2 , G( b) = ‖ b‖2 .

于是 ,由上述夹角的定义 ( 1) ,有

cosθ( Α, Β) =
〈a , b〉

‖ a‖·‖ b‖
,

这正是经典的夹角余弦公式 .

为了区别下面将定义的另一种夹角 ,我们把 ( 1) 式定义的角又

叫做 A 与 B 的多维角 ,或 h 维角 .下面来定义另一种所谓的单维

角 .

不妨假设两个平面都通过坐标原点 ,它们的参数方程分别是

A : x = u A ,  u = ( u
1

,⋯ , u
h
) ,

B: y = vB ,  v = ( v
1

,⋯ , v
k
) ;

( 2)

其中矩阵

A =

a1

⋯

ah

,  B =

b1

⋯

bk

;

ai = ( a
1
i ,⋯ , a

n
i ) ,  i = 1 ,⋯ , h ,

bj = ( b1
j ,⋯ , bn

j ) ,  j = 1 , ⋯ , k .

这里 ai 是平面 A 的 h 个线性无关向量 , bj 是平面 B 的 k 个线性无

关向量 .于是 , 分别属两个平面的向量 x = u A 与 y = vB 的内积
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是

〈x , y〉 = uABt v t . ( 3)

特别地 ,同一个平面内两个向量 x = uA 与 y = u1 A 的内积是

〈x , y〉 = uPA u1
t
,  PA = AA

t
,

其中 PA 是一个 h 阶的正定矩阵 .

类似§4.2 ,我们先定义平面上向量与另一个平面的夹角 , 再

用这个夹角的逗留值来定义两个平面的夹角 .

定理 1  平面 A 中向量 a = uA 在平面 B( y = vB) 上的投影

向量是

proB ( a) = w B , ( 4)

其中

w = uABt PB
- 1 ,  PB = BBt . ( 5)

  证明  向量 a 在 B 及其正交补 B
⊥
上可唯一地分解成

a = a1 + a2 ,  a1 = pro B ( a) ∈ B ,  a2 ∈ B
⊥

.

由 a1 ∈ B, 可表示成 a1 = wB .于是 ,

a2 = a - a1 = uA - wB .

因为 a2 ∈ B
⊥

, 对于 B 中任意向量 b = vB , 都有〈a2 , b〉= 0 , 即

( uA - wB) Bt v t = 0 ,

( uAB
t

- wPB ) v
t

= 0 .

由 b 的任意性 ,上式得到

uAB
t

- wPB = 0 ,

因而 (5 )成立 , 定理 1 证毕 .

平面 A 内任意非零向量 a 与平面 B 的夹角定义为 a 与

proB ( a ) 之间的夹角 ,即

cosθ( a , B) =
‖pro B ( a)‖

‖ a‖
,  0 ≤ θ≤

π
2

. ( 6)

  定理 2  平面 A 内非零向量 a = u A 与平面 B 的夹角θ( a ,

B) 满足
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λ= cos
2
θ( a , B ) =

uQ A B u
t

uPA u
t , ( 7)

其中 h 阶对称矩阵 PA = A A
t
, Q A B = A

t
BPB

- 1
BA

t
分别是正定和

半正定的 .

证明  利用定理 1 ,我们有

‖ a‖
2

= uPA u
t
,

‖proB ( a)‖
2

= wPB w
t

= ( uAB
t
PB

- 1
) PB ( uAB

t
PB

- 1
)

t

= u ABt PB
- 1 BA t ut

= uQA B u
t

.

把它们代入 (6 )就得到 ( 7) ,定理 2 获证 .

当非零向量 a 在 A 上变化时 , 我们把夹角θ( a , B) 的逗留值

叫做两个平面 A 与 B 的夹角 , 或单维角 ,记成θ( A , B) .于是有

定理 3  假设 A 和 B 是 En
的两个平面 ,维数分别是 h 和 k ,

A : x = uA ,  B: y = vB .

那么 ,它们夹角 θi ( A , B) 的余弦平方满足

det ( QA B - λi PA ) = 0 , ( 8)

其中λi = cos
2
θi ( A , B) , i = 1 , ⋯ , h .

证明  首先把 (7 )改写成

u ( Q A B - λPA ) ut = 0 . ( 9)

对 (9 )式关于 ui 求偏导 , 得到

2
�u
�u

i ( QA B - λPA ) u
t

-
�λ
�u

i uPA u
t

= 0 .

由于
�u
�ui = (δ1

i ,⋯ ,δh
i ) , 还由于在λ的逗留点有

�λ
�ui = 0 , 我们有

2 (δ
1
i , ⋯ ,δ

h
i ) ( QA B - λPA ) u

t
= 0 .

当 i = 1 ,⋯ , h 时 (δ
1
i ,⋯ ,δ

h
i ) 是 h 个线性无关的向量 ,从上式得

( QA B - λPA ) u
t

= 0 . (10)
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上面 (10) 关于非零向量 u 都有解 , 必须系数行列式为零 , 即 (8 ) 成

立 ,定理 3 获证 .

由于 PA 与 Q A B 分别是正定和半正定的对称矩阵 , 作为特征

问题 (8 )有 h 个非负特征值λi ≥ 0 , 因此两平面的夹角也有 h 个

值 , θi ( A , B) , i = 1 ,⋯ , h .使得

θ( ai , B) = θi ( A , B) ,  ai ∈ A

的非零向量 ai , 叫做 A 相对于 B 的角向量 . ai = ui A 的参数 ui 由

(10) 确定 ,即有

ui QA B = λi ui PA . (11)

类似于§4.3 , 定理 2 和定理 3 的证明方法 ,可以得到

定理 4  对应于不相等的两个特征值 , λi ≠ λj , 角向量 ai 与

aj 互相正交 .

定理 5  假设 ai 是平面 A 相对于平面 B 的角向量 , ai 在 B 上

的投影向量 bi = proB ( ai ) ≠ 0 (或λi ≠ 0) .那么 , bi 是 B 相对于

A 的角向量 .

定理 5 说明 , ai 在 B 上投影向量 bi = v i B 的参数

v i = ui AB
t
PB

- 1
(12)

正是 B 相对于 A 的特征问题

det ( QB A - μi PB ) = 0 ,  i = 1 ,⋯ , k, (13)

v i QB A = μi vi PB (14)

的解 .即 v i 是 (14) 的特征向量 ,其中

QB A = B
t
APA

- 1
AB

t
,  PA = A A

t
.

  定理 5 还容易导出下面的

推论  特征问题 (8 )的根 λi ≠ 0 时 , 相应的特征问题 ( 13 ) 的

根 μi = λi .

这个推论说明 ,当两个平面的某个夹角 θi ≠
π
2

或 λi ≠ 0 时 ,

这个夹角与两平面的顺序无关 .即是这时有
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λi = μi ,  θi ( A , B) = θi ( B , A ) ,

说明θi ≠
π
2

时夹角定义的合理性 .但是 , 从 A 到 B 有 h 个夹角 ,

从 B 到 A 有 k 个夹角 ,当 h≠ k 时是否还有θi =
π
2

的夹角呢 ? 下

面的定理来回答这个问题 .

定理 6  假设平面 A 的维数 h 小于平面 B 的维数 k ; 两个平

面的特征问题

det ( Q A B - λPΑ ) = 0 ,  det ( QB A - μPB ) = 0

的特征根是

λ1≥ ⋯ ≥ λh (≥ 0 ) ,

μ1≥ ⋯ ≥ μh ≥ ⋯ ≥ μk (≥ 0 ) .
(15)

那么 ,前 h 个相等 , 后 k - h 个为零 , 即

λi = μi ,  i = 1 ,⋯ , h;

μh + 1 = ⋯ = μk = 0 .
(16)

  证明  当 λi ≠ 0 时 , 定理 5 的推论已经证实λi = μi .下面只

需证明 ,对于为零的 λi 或μj , 当两组特征根按 (15)排列时 , 也有

λi = μj = 0 .

  首先显然有

Q A B - λPΑ = ( QA BPA
- 1

- λΙh ) PA ,

QB A - μPB = ( QB A PB
- 1

- μIk ) PB .

式中 Ιh 与 Ik 分别是 h 和 k 阶的单位矩阵 .因此 , 定理所设的特征

问题就是

det ( QA B PA
- 1

- λΙh ) = 0 ,  det ( QB A PB
- 1

- μIk ) = 0 .

  再来改写矩阵的形式 ,

Q A B PA
- 1

= AB
t
PB

- 1
BA

t
PA

- 1
= CA B CB A ,

QB A PB
- 1

= BA
t
PA

- 1
AB

t
PB

- 1
= CB A CA B ,

式中 CA B = AB
t
PB

- 1
, CB A = BA

t
PA

- 1
分别是 h× k 和 k× h 阶

矩阵 .于是 , 上述特征问题又可以改写成
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det ( CA B CB A - λΙh ) = 0 ,  det ( CB A CA B - μΙk ) = 0 .

  根据西尔威斯特定理 (熊全淹、叶明训编《线性代数》第三版

§5.1 例 6 ) , 当 k > h 时 , CA B 与 CB A 两种乘积的特征多项式满足

关系

det ( CB A CA B - λΙk ) = λk - h det ( CA B CB A - λΙh ) .

因此 ,后者比前者的特征根多 k - h 个零根 ,其余 h 个特征根对应

相等 .如果按 ( 15 )的大小顺序 , 就得到 (16) .

定理 6 证毕 ,它立即得到下面的

推论  两个不同维数的平面 A 与 B 的夹角 , 至少有 k - h 个

为
π
2

, 其中 h ≤ k , 分别是两个平面的维数 .

例1  在三维欧氏空间 E3
内 ,直线 A = l ( dim A = 1) 与平面

B = π( dim B = 2 ) 之间的夹角 ,按经典的意义只有一个θ1 , 这就

是 l 上向量 a 与其在 B 上投影 b1 之间的夹角 .按本节的定义 , 在

B 内还有一个与 b1 正交的向量 b2 , 它与 a 的夹角θ2 ( a , b2 ) 也被

定义为 A 与 B 的夹角 , 而且这里显然也有θ2 ( a , b2 ) =
π
2

.

例2  假设 { e1 , ⋯ , en } 是 n 维欧氏空间的一个标准正交基

底 ,

A = [ e1 ,⋯ , eh ] ,  B = [ e1 ,⋯ , eh , ⋯ , ek ]

是两个平面 , h ≤ k ≤ n , 显然 A � B .对于 A 内任意向量 a 有

a ∈ B , 因而 pro B ( a) = a , cosθ( a , B) = 1 .于是 ,

λi = 1 ,  θi ( A , B) = 0 ,  i = 1 , ⋯ , h .

再取在 B 内而不在 A 内的向量 eh + 1 , ⋯ , ek , 它们都与 A 正交 , 因

此有

pro A ( ej ) = 0 ,  j = h + 1 , ⋯ , k .

于是又有

μj = 0 ,  θj ( B , A ) = 0 ,  j = h + 1 , ⋯ , k .

  回到本节夹角的定义和公式 ,它们并不依赖于平面 A 与 B 的
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基底的选取 .例如 , { a1 ,⋯ , ah } 和 { a1′, ⋯ , ah′} 是 A 的不同基

底 ,平面 A 相对于不同基底的参数方程分别是

x = uA ,  x = u′A′,

式中的矩阵

A =

a1

⋯

ah

,  A′=

a1′

⋯

ah′

.

于是存在满秩的 h 阶矩阵 C, 使得 A′= CA .可以证明 : 两个特征

方程

det ( QA B - λPA ) = 0 ,  det ( Q A′B - λPA′) = 0

是同解的 .类似地 , 当平面 B 的基底改变时 , 也有同样的结论 .

下面讨论两个同维平面 , 它们的多维角与单维角之间有下述

的关系 .

定理 7  两个 h 维平面 A 与 B 的多维角θ与其 h 个单维角θi

之间有关系式

cos2θ= cos2θ1⋯cos2θh . (17)

  证明  根据定理 3 ,特征方程 (8 )的 h 个特征根之积

cos2θ1⋯cos2θh = λ1⋯λh =
det Q A B

det PA
. (18)

由于 h = k 时 AB
t
和 BA

t
都是方阵 , 我们有

det PA = det ( AA
t
) = G( a1 ,⋯ , ah ) ,

det QA B = det ( AB
t
PB

- 1
BA

t
)

= 〔det ( AB
t
)〕

2
·det PB

- 1

= G
2

( a1 , ⋯ , ah ; b1 , ⋯ , bh )· G
- 1

( b1 , ⋯ , bh ) .

把它们代入 (18) ,利用 ( 1) ,就得到 ( 17 ) .

习   题

1 . 试证明定理 4 .

511



2 . 试证明定理 5 .

3 . 试证明 :夹角的定义不依赖于基底的选取 .

§4.5  E n
内两个平面的距离

前面三节讨论了两个平面的夹角 , 这一节讨论两个平面的距

离 .我们从两点之间的距离说起 , 给出一个关于距离的引理 .

假设平面 A 的参数方程是

A: x = u A + x0 , ( 1)

u = ( u
1

, ⋯ , u
h
) ,  h = dim A = rank A .

为简便计 ,可设 A 的方向子空间由 h 个互相正交的单位向量 a1 ,

⋯ , ah 构成 , 即有〈ai , aj〉 = δi j , i , j = 1 , ⋯ , h . 这时 , 参数方程

(1 )中矩阵

A =

a1

⋯

ah

,  A
t

= ( a1
t
, ⋯ , ah

t
) .

于是又得到

PA = AA
t

= (〈ai , aj〉) = Ih . ( 2)

对于平面 B, 也可作类似的假设 ,参数方程是

B: y = vB + y0 , ( 3)

v = ( v
1

,⋯ , v
k
) ,  k = dim B = rank B .

这时 ,参数方程 ( 3) 内的矩阵

B =

b1

⋯

bk

,  Bt = ( b1
t , ⋯ , bk

t ) ,

PB = BB
t

= (〈bi , bj〉) = Ik . ( 4)

  引理  分别在两个平面 ( 1)和 (3 )上的两点 x 和 y 之间的距离

平方
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d
2
( x , y) = ‖ u‖

2
+ ‖ v‖

2
- 2 uΑΒ

t
v

t
- 2 ( uA - vB)Δ

t
+ ‖Δ‖

2
,

式中Δ = y0 - x0 .

证明  利用前面的 (1 )到 ( 4) ,利用记号

‖Δ‖2 = 〈Δ,Δ〉, ‖ u‖2 = ∑
h

i = 1

( ui ) 2 , ‖ v‖2 = ∑
k

i = 1

( v i ) 2 ,

就容易计算得

D = d
2
( x , y ) = 〈y - x , y - x〉

= (Δ+ vB - uA ) (Δ+ vB - uA )
t

= uA A
t
u

t
+ vBB

t
v

t
- 2 uAB

t
v

t
- 2 ( uA - vB)Δ

t
+ ΔΔ

t
,

即可得到引理 .

特别地 , 当 A = 0 时 , 得到点 a = x0 到平面 B 上动点 y 的距

离平方公式

D = d
2
( a , y ) = ‖ v‖

2
+ 2 vBΔ

t
+ ‖Δ‖

2
, ( 5)

其中Δ = y0 - a .

现在来定义点到平面的距离 .

定义 1  欧氏空间 E n
内点 a 到平面 B 的距离 d( a , B) , 定义

为 a 到 B 上动点 y 的距离的逗留值 .即

d ( a , B) = { d( a, y ) 的逗留值 | y ∈ B} .

  定理 1  假设平面 B 的参数方程是 (3 ) .那么 , 点 a 到 B 的距

离平方是

d
2
( a , B) = ‖Δ‖

2
- ‖ΔB

t
‖

2
, ( 6)

式中Δ = y0 - a , ΔBt 是一个 k 维向量 .

证明  对于 (5 )式 , 求关于 v
i
的偏导数 .注意到

�v
�v

i = (δ
1
i ,⋯ ,δ

k
i ) ,  

�v
�v

i B = bi .

写出 D 的逗留值条件 , 我们有

1
2
�D
�v

i = v
i

+ biΔ
t

= 0 ,  i = 1 ,⋯ , k .

从上式解出取逗留值的 v
i
, 得 v

i
0 = - biΔ

t
, 即
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v0
t

=

v1
0

⋯

v
k
0

=

- b1Δ
t

⋯

- bkΔ
t

= -

b1

⋯

bk

Δ
t
,

v0 = - ΔB
t

. ( 7)

从而 ‖ v0 ‖
2

= ‖ΔB
t
‖

2
, v0 BΔ

t
= - ‖ΔB

t
‖ .把它们代入 (5 ) ,

就得到 D 的逗留值 , 即 a 到 B 的距离平方 ( 6) .定理 1 证毕 .

为了达到逗留值 d( a , y ) , 即 a 到 B 的距离 , 要求出对应的 y

点 .将 ( 7) 代入 (3 )即得到

y1 = v0 B + y0 = - ΔB
t
B + y0 ,

y1 称为点 a 在平面 B 上的正投影点 .事实上 ,这点到点 a 的连接

向量

a - y1 = a - y0 +ΔB
t
B = ΔB

t
B - Δ

= Δ( B
t
B - Ik )

是正交于平面 B 的 , 这是因为对于 B 中任意向量 b = vB , 都有

〈a - y1 , vB〉= ( a - y1 ) ( vB)
t

= Δ( B
t
B - Ik ) B

t
v

t

= Δ〔Bt ( BBt ) - Bt〕v t

= Δ〔Bt Ik - Bt〕v t

= 0 .

这就得到了下面的推论 1 ,它也可作为点到平面的距离的定义 .

推论 1  点 a 到平面 B 的距离 , 等于 a 与其在 B 上投影点 y1

之间的距离 .

推论 2  假设点 a 不在平面 B 上 .那么 , a 到 B 的距离是 a 与

B 内动点之间的距离的极小值 .

证明  假设 a 在平面 B 上的投影点是 y1 , 由定理 1 和推论

1 ,

d
2

( a , y1 ) = ‖Δ‖
2

- ‖ΔB
t
‖

2
.
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再设 y 是 B 上的任意点 , 由 ( 5)又有

d2 ( a , y ) = ‖Δ‖2 + ‖ v‖2 + 2 vBΔt .

为了证实推论 2 ,只需要证明

‖ v‖
2

+ 2 vBΔ
t

+ ‖ΔB
t
‖

2
≥ 0 . ( 8)

注意 v 和ΔB
t
都是 E k

的向量 , E k
内的内积满足

〈v +ΔB
t
, v +ΔB

t
〉≥ 0 .

展开上式的左边 ,就得到 ( 8) .

例 1  E3
中点到直线的距离 .假设 a 是一个点 , L 是一条直

线 ,

L : y = vb + y0 ,  ‖ b‖ = 1 ,  Δ = y0 - a .

于是 , B
t

= B = b, ‖ΔB
t
‖

2
= 〈y0 - a , b〉

2
是向量 y0 - a 在 L

上的投影的平方 .最后 , 点 a 到 L 的距离平方

d
2
( a, L ) = ‖ y0 - a‖

2
- 〈y0 - a, b〉

2
.

  例 2  E3
中点到平面的距离 .假设 a 是一个点 , B 是一个平

面 ,

B: y = ( v
1

, v
2
)

b1

b2

+ y0 ,  Δ = y0 - a .

于是 , ‖ΔB
t
‖

2
=〈y0 - a , b1〉

2
+〈y0 - a , b2〉

2
是向量 y0 - a 在

B 上投影的平方 .最后 ,点 a 到 B 的距离平方

d
2
( a , B) = ‖ y0 - a‖

2
- {〈y0 - a , b1〉

2
+〈y0 - a , b2〉

2
} .

  现在讨论两个平面的距离

定义2  欧氏空间 E n
中两个平面 A 与 B 的距离 d( A , B) , 定

义为 A 与 B 上动点的距离的逗留值 .即

d( A , B) = { d( x , y ) 的逗留值 | x ∈ A , y ∈ B} .

  定理 2  E n
内由 (1 )和 ( 3) 给出的两个平面 A 和 B , 它们的距

离平方是

d
2
( A , B) = ‖Δ‖

2
- ( u0 A - v0 B)Δ

t
, ( 9)

其中Δ = y0 - x0 ; 参数 u0 和 v0 满足方程
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u0 ( PP
t

- Ih ) = Δ( PB - A )
t
,

v0 ( P
t
P - Ik ) = - Δ( P

t
A - B)

t
,

(10)

这里 P = AB
t

= (〈ai , bα〉) 是 h× k 型矩阵 .

证明  平面 A 与 B 上动点的距离 , 由引理给出了计算公式 .

将此式关于 u
i
与 v

α
求偏导 ,注意到

�u
�u

i = (δ
1
i ,⋯ ,δ

h
i ) ,  

�v
�v

α = (δ
1
α, ⋯ ,δ

k
α) ;

�u
�u

i A = ai ,  
�v
�v

αB = bα;

i = 1 ,⋯ , h ,  α = 1 ,⋯ , k .

并写出 D 的逗留值条件 , 我们得到

1
2
�D
�u

i = u
i

- ai B
t

v
t

- aiΔ
t

= 0 ,

1
2
�D
�v

α = v
α

- bαΑ
t
u

t
+ bαΔ

t
= 0 .

由此解出

u
i

= ai ( vB +Δ)
t
,

v
α

= bα( uA - Δ)
t

.

或者

ut =

u
1

⋯

u
h

=

a1

⋯

ah

( vB +Δ) t = A( vB + Δ) t ,

v
t
=

v
1

⋯

vk

=

b1

⋯

bk

( uA - Δ)
t

= B( uA - Δ)
t

.

(11)

把上述两式中的每一个代入另一个 , 就得到只含一个变向量 u 或

v 的方程 .再改记 u , v 为 u0 , v0 就得到 ( 10 ) 式 , 这就是 D 的逗留

点所满足的方程 .

下面要证明 , 对于满足 ( 10 )或 ( 11 )的 u0 和 v0 , 从引理的两点
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距离公式可以得到 ( 9 ) , 正是两个平面的距离公式 .为此 , 分别用

u0 和 v0 去左乘 ( 11 )的两个式子 , 并改写 u 和 v 为 u0 和 v0 , 得

‖ u0‖
2 = u0 ABt v0 + u0 AΔt ,

‖ v0 ‖
2

= v0 BA
t
u0 - v0 BΔ

t
.

两式相加得

‖ u0‖
2

+ ‖ v0 ‖
2

= 2 u0 AB
t

v0 + ( u0 A - v0 B)Δ
t

.

把上式代入改写 u , v 为 u0 , v0 的引理 , 即得到 ( 9) , 定理 2 获证 .

要注意的是 ,两个相交平面 A 与 B 的距离 d( A , B) = 0 .这是

由于 d( x , y ) ≥ 0 , 而选取其公共点 x0 = y0 代入 , 有 d( x0 , y0 )

= 0 .所以公共点 x0 = y0 为逗留点 , d ( A , B) = 0 .这个明显的

事实也可以从定理 2 来推出 .

当两个平面平行时 ,两个平面的距离等于较低维平面上任一

点到另一平面的距离 .即当 dim A ≤ dim B 时 , 任取 x ∈ A 都有

d ( x , B) = d( A , B) .

  例 3  求 E3
中两条异面直线

A: x = ua + x0 ,  ‖ a‖ = 1 ,

B: y = vb + y0 ,  ‖ b‖ = 1

之间的距离 .这里 a‖ \ b 或 a× b ≠ 0 , 三个向量 a , b ,Δ = y0 -

x0 不共面 ,它们的混合积 ( a , b,Δ ) ≠ 0 , P = ab
t

=〈a, b〉 .利用

公式 (10) 有

u0 (〈a , b〉
2

- 1) = Δ(〈a , b〉b - a)
t
,

v0 (〈a , b〉
2

- 1) = - Δ(〈a , b〉a - b)
t

.

假如两条直线 A 与 B 的夹角为θ, 即〈a , b〉 = cosθ, 那么从上式

得

u0 = sin
- 2
θ〔〈Δ, a〉 - 〈Δ, b〉cosθ〕,

v0 = sin
- 2
θ〔〈Δ, a〉cosθ - 〈Δ, b〉〕 .

把它们代入公式 (9 ) , 得到 A 与 B 的距离平方

d
2
( A , B) = 〈Δ,Δ〉 - sin

- 2
θ〔〈Δ, a〉

2
+〈Δ, b〉

2
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 - 2〈Δ, a〉〈Δ, b〉cosθ〕 .

这个结果与解析几何里公式

d
2
( A , B) =

( a , b,Δ)
2

( a× b)
2 = ( a , b,Δ)

2
sin

- 2
θ

是一致的 .事实上 , 只要利用混合积的拉格朗日公式 , 展开上式中

的混合积平方

( a , b,Δ)
2

=

〈Δ,Δ〉 〈Δ, a〉 〈Δ, b〉

〈a ,Δ〉 〈a , a〉 〈a , b〉

〈b,Δ〉 〈b, a〉 〈b , b〉

= 〈Δ,Δ〉( 1 - cos2θ) - 〔〈Δ, a〉2

 +〈Δ, b〉
2

- 2〈Δ, a〉〈Δ, b〉cosθ〕,

就立即证实两个公式的一致性 .

习   题

1 . 试证明 :相交两平面之间的距离为 0 .

2 . 假设 A 和 B 是两个平行的平面 ,

A : x = uA + x0 ,  dim A = h ,

B: y = vB + y0 ,  dim B = k ≥ h .

 �而且 b1 = a1 , ⋯ , bh = ah . 那么 ,对于任意 x ∈ A 和 y ∈ B 都有

d( A , B) = d( x , B) .

3 . �对于两个异面平面 A 和 B , 即 A ∩ B ≠ ě , A‖ B , 方程组( 10)有唯一解

u0 和 v0 么 ? 距离 d( A , B) 是唯一的么 ?

§4.6  E n
内的等距变换

在§4.1 中已经知道 , 欧氏空间 En
的变换群或等距群 G, 是

由正交群 G0 和平移群 Gφ 所构成 .这一节着重讨论正交群 , 并导

出正交矩阵的标准形 .首先引进正交变换的不变平面的概念 .

定义 1  假设正交变换 φ∈ G0 , H 是欧氏空间 En
的子空间
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或通过原点的平面 .对于任意 x ∈ H 都有φ( x ) ∈ H 时 , H 叫做

φ的不变子空间 , 或不变平面 .

为了求不变平面 ,必须讨论特征向量 .

定义 2  假设 E n
的正交变换φ在正交基底 { ei } 下的矩阵是

A .那么 , 方程式

det ( A - λI) = 0 ( 1)

的根λ = λi ( i = 1 , ⋯ , n) 称为 φ的特征根 .满足方程

( A - λi I) x i
t

= 0 ( 2)

的向量 x i 叫做φ关于特征值λi 的特征向量 .

特征值λi 不依赖于正交基底的选取 .方程 ( 2)等价于

A x i
t = λi x i

t ,  x i A
t = λi x i .

复特征值所对应的复特征向量 ,应看成厄尔米空间的向量 .因而向

量长的平方 ‖ x‖
2
是 x珔x

t
, 两个复向量的内积〈x , y〉 = x珔y

t
.

定理 1  假设 φ是 En
的正交变换 .那么 , φ的特征值的模为

1; 对应不同特征值的特征向量是正交的 .

证明  由 (2 )及其取转置和共轭运算 , 有

x i A
t

= λi x i ,  A珔x i
t

= 珔λi珔x i
t

.

两式相乘 ,得到

x i ( A
t
A ) x i

t
= (λiλi ) x i x i

t
,

x i I x i
t

= | λi |
2

x i x i
t
,

‖ x i‖
2

= | λi |
2
·‖ x i‖

2
.

由于 ‖ x i‖
2
≠ 0 , 得 | λi |

2
= 1 , | λi | = 1 .

假设 λi ≠λj , x i A
t

= λi x i , x j A
t

= λj x j .对后式取转置和共轭

运算 ,得到

A x j
t

= λj x j
t

. ( 3)

利用 (2 ) , 由上面 (3 )可得到

x i ( A
t
A ) x j

t
= (λiλj ) x i x j

t
,

( 1 - λiλj )〈x i , x j〉 = 0 .
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λi ≠λj 时 1 - λiλj ≠ 0 , 只有〈x i , x j〉 = 0 .

定理 1 证毕 .根据这个定理 , 正交变换的特征值为

λj = e
iθ

j ,  θj ∈ R, j = 1 , ⋯ , n . ( 4)

这种特征值共有两类 : θj = kπ时λj =±1 ;θj ≠ kπ时λj ∈
-

R .对

于第一类情况 ,每个特征值所对应的特征向量构成 φ的一维不变

子空间 .对于第二类情况 , 每个特征值所对应的特征向量构成 φ

的什么不变子空间 ?

定理 2  正交变换 φ的每一个复特征值 e
iθ

(θ≠ kπ) , 对应于

φ的一个二维不变子空间 H ; 当取 H 的某正交标准基底时 , φ在

H 的限制φH 下的变换矩阵是

AH =
cosθ - sinθ

sinθ  cosθ
,  θ≠ kπ . ( 5)

  证明  如果λ = e
iθ
所对应的复特征向量是 c = a + i b, 其中

a 和 b 是实向量 .由 φ( c) = e
iθ

c, 得到

φ( a) + iφ( b) = eiθ( a + i b)

= (cosθ+ i sinθ) ( a + i b)

= ( acosθ - bsinθ) + i ( asinθ+ bcosθ) .

比较两边的实部和虚部 ,得到

φ( a) = a cosθ - bsinθ,

φ( b) = a sinθ+ bcosθ .
( 6)

  利用 (6 )式 , 把 φ是等距变换所满足的条件

〈φ( a) ,φ( b)〉= 〈a , b〉,〈φ( a) , φ( a )〉 = 〈a , a〉,

〈φ( b) ,φ( b)〉= 〈b , b〉

分别写成

(‖ a‖
2

- ‖ b‖
2

)sin 2θ+ 2〈a , b〉(cos 2θ - 1) = 0 ,

( 7.1)

‖ a‖
2

(cos
2
θ - 1) + ‖ b‖

2
sin

2
θ - 〈a , b〉sin 2θ= 0 ,

( 7.2)
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‖ a‖
2
sin

2
θ+ ‖ b‖

2
(cos

2
θ - 1) +〈a , b〉sin 2θ= 0 .

( 7.3)

由 (7.2 )和 ( 7.3) 又得到

(‖ a‖
2

- ‖ b‖
2

) ( 1 - cos 2θ) + 2〈a , b〉sin 2θ= 0 .

( 7.4)

把 (7.1 )和 ( 7.4) 看成 ‖ a‖
2

- ‖ b‖
2
和〈a , b〉的齐性线性方程

组 .当 θ≠ 0 , π时 ,方程组的系数行列式

sin 2θ cos 2θ - 1

cos 2θ - 1 sin 2θ
= 2( 1 - cos 2θ) ≠ 0 ,

于是得到 ‖ a‖
2

- ‖ b‖
2

=〈a, b〉= 0 , 即 a 与 b 是互相正交的

等长的两个向量 .

把这里 a 和 b 都单位化 , 还记作 a 和 b .于是 , H = [ a , b] 是

一个二维子空间 .( 6) 式表明 H 是φ的不变子空间 , φ在 H 上的限

制是一个二维平面的旋转变换 , 其变换矩阵是 ( 5) 中的 AH . 这就

完全证明了定理 2 .

我们还容易证明下面的

定理 3  假设 H 是正交变换的不变子空间 , H
⊥
是 H 的正交

补子空间 ; φH 和φH
⊥ 分别是φ在 H 和 H

⊥
上的限制 ; eH 和 eH

⊥ 分

别是 H 和 H
⊥
内的恒等变换 .那么 ,

1 . H
⊥
也是 φ的不变子空间 ;

2 . E n的两个变换

φ1 =
φH ,  在 H 上时 ,

eH
⊥ ,  在 H⊥ 上时 ;

φ2 =
eH ,  在 H 上时 ,

φH
⊥ ,  在 H

⊥
上时

都是等距变换 ,而且 φ = φ1φ2 = φ2φ1 .

3 . 取 En
的正交基底使得 H = [ e1 , ⋯ , em ] , H

⊥
= [ em + 1 ,⋯ ,

en ] 时 , φ1 ,φ2 ,φ的变换矩阵分别是
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Aφ
1

=
A1  

 I1

, Aφ
2

=
I2  

 A2

, Aφ =
A1  

 A2

. ( 8)

其中 I1 和 I2 分别是 m 和 n - m 阶单位矩阵 .

利用定理 3 来证明下面的

定理 4  假设 φ是 En 的一个正交变换 .那么 , 存在一个标准

正交基底 ,使得 φ的变换矩阵为

A =

1

w

1

- 1

w

- 1

A1

w

At

, ( 9)

其中有 r 个 1 和 s 个 - 1 , r + s + 2 t = n ,而且

Ai =
cosθi - sinθi

sinθi cosθi

,  i = 1 ,⋯ , t .

  证明  对于 n 用归纳法来证明 .首先 n≤2 时命题显然成立 .

再假设命题对于≤ n - 1 是成立的 .那么 , 对于 En
, φ的特征根的

模为 1 .当 λ∈R 时 , λ=± 1 ,φ有一维不变子空间 ;当 λ∈ C 时 ,

λ= e
iθ

,φ有二维不变子空间 .无论是哪种情况 , 这种不变子空间

H 的维数是 1 或 2 ,而 H
⊥
的维数是 n - 1 或 n - 2 .根据定理 3 ,

在适当的正交基底下 , φ的变换矩阵形如 ( 8 ) .由归纳法的假设 ,

φH
⊥ 的变换矩阵为 ( 9) 的形状 .因而在适当的标准正交基底下 , φ

的变换矩阵为 (9 )的形状 , 定理 4 获证 .

形状如 (9 )的矩阵叫做正交变换 φ的标准矩阵 .

从平面解析几何中熟知 ,平面上的等距变换 ( 旋转或平移 ) , 都
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可以表示为两个对于直线的反射的乘积 .这就是下面的

定理 5  假设 E2 内τi 是对于直线 l i 的反射 , i = 1 , 2 .那么 ,

l1‖ l2 时φ= τ1τ2 是一个平移 ; l1‖ l2 时φ = τ1τ2 是一个旋转 .

反之 ,任何旋转或平移 , 都可以表示成两个反射的乘积 .

这个定理可推广到 n 维欧氏空间 En
中 , 为此先给予反射的

概念 .

定义 3  在 E n 中对于原点 ( x i = 0) 的反射τ0 是使 x′i = -

x
i
的变换 ,它对应的变换矩阵是 - In . 假设 H

m
� E n

, 是 m 维子

空间 ,变换 τ使得

τH = em ,  即 τ在 H 上为恒等变换 ,

τH
⊥ = τ0 ,  即 τ在 H

⊥
上为对原点的反射 .

那么 ,τ叫做对于 Hm 的反射 , 它所对应的变换矩阵是

A =
Im  

 - In - m

.

  例  对应于矩阵

A =

1

w

1

- 1

的变换是对于超平面 x
n

= 0 的反射 .还可以类似地定义对于平面

的反射 .

定理 6( E.Cartan )  欧氏空间 E n
的正交变换

φ = τ1 ⋯τk ,  1 ≤ k ≤ n , n ≥ 2 ,

其中τi 是 E n 对于某个超平面的反射 .

证明  根据定理 4 ,任何正交变换 φ都可以分解成某些一维

或二维不变子空间上的三类变换的乘积 .它们是 r 个恒等变换 e1 ,

⋯ , er ; s 个反射变换τr+ 1 ,⋯ ,τr+ s; t 个旋转变换φr + s+ 1 , ⋯ ,φn - t .

即
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φ= e1⋯ erτr+ 1⋯τr + sφr + s+ 1⋯φn - t

= τr + 1⋯τr + sφr + s+ 1 ⋯φn - t .

又根据定理 5 ,每一个旋转 φi 又可以表示成两个二维平面上反射

的乘积 .将这种反射推广到 E n
上 , 得到对于超平面的反射 .于是 ,

φ表示成 r + 2 t ≤ n 个反射的乘积 .

习   题

1 . 写出 E3
中所有正交变换的类型 .

2 . 试证明定理 3 .

3 . 试证明定理 5 .

4 . 假设 E3 中等距变换 x′= x A t的矩阵

A =

2
3

2
3

1
3

1
3

-
2
3

2
3

2
3

-
1
3

-
2
3

.

 试求它的一维和二维不变平面 .

5 . 试求 En 中对于平面

π:∑
n

i = 1

ai x
i

- p = 0

 的反射变换式 ,其中 ∑
n

i= 1

ai
2 = 1 .

§4.7  E4
内的等距变换

上节定理 4 关于等距变换标准矩阵的结论 , 应用到四维欧氏

空间 ,得到下面的

定理 1  E4
中所有的正交变换总共有十类 , 它们所对应的矩

阵分别是 :
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2 . 对于原点的反射 ;

3 . 对于 H = [ e1 , e2 ] 的反射 ;

4 . 对于 H = [ e1 , e2 , e3 ] 的反射 ;

5 . 对于 H = [ e1 ] 的反射 ;

6 . 绕 H = [ e1 , e2 ] 旋转θ;

7 . 绕 H = [ e1 , e2 ] 旋转θ和对于 H
⊥

= [ e3 , e4 ] 的反射的乘

积 ;

8 . 绕 H = [ e1 , e2 ] 旋转θ和对于 K = [ e1 , e3 , e4 ] 的反射的

乘积 ;

9 . 绕 H = [ e1 , e2 ] 旋转θ1 和绕 H
⊥

= [ e3 , e4 ] 旋转θ2 的乘

积 ;

10 . 绕 H = [ e1 , e2 ] , H⊥ = [ e3 , e4 ] 都旋转θ的乘积 .

定义 1  欧氏空间 E n
的等距变换

φ: x′= xA
t

+ a,

当 det A = 1 时 ,φ称为保持定向的 ; 当 det A = - 1 时 ,φ称为不保

定向的 .

在定理 1 所列的十类变换中 ,第 1、2、3、6、7、9、10 类是保持定

向的 ,其余三类是不保定向的 .

定义2  定理 1 的第10 类 E4
的等距变换 φ, 称为Clifford 平

移 .当 θ= 0 时 , φ是恒等变换 ; 当 θ = π时 , φ是对于原点的反

射 ;当 θ≠ 0 , π时 , φ又叫做非平凡的 .

从这个定义立即可以得到

定理 2  E4
的等距变换是 Clifford 平移的充要条件是它的特

征根是相同的共轭复数 .

我们知道 ,任何向量 a 与其在平移变换φ下的象φ( a) 之间 ,

距离 d( a ,φ( a) ) 是一个常数 .在高维欧氏空间内 , 对于正交变换

或旋转变换 φ,θ( a ,φ( a) ) 不一定是一个常数 .但是 , 对于定义 2

的 Clifford 平移 ,它虽然是两个旋转的乘积 , 却保持下面定理 3 的

性质 .这也是定义 2 把这种旋转叫做平移的原因 .
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定理 3  E4
的等距变换为 Clifford 平移的充要条件是 : φ使

空间内任意向量转过一个定角 ,即

θ( a ,φ( a) ) = const  ( " a ≠ 0 ) . ( 1)

  证明  假设等距变换 φ使得 ( 1 ) 成立 , 那么 φ必为定理 1 的

第 1、2、10 类之一 .因为对其余七类等距变换 φ, 都可以找出两个

不同向量 ,例如 e1 和 e4 , 使得

θ( e1 ,φ( e1 ) ) ≠ θ( e4 ,φ( e4 ) ) .

  反过来 , 假设 φ是 Clifford 平移 .当 φ是平凡的 , φ为恒等变

换或对于原点的反射变换 ,它们分别使

θ( a ,φ( a) ) = 0 ,  θ( a,φ( a) ) = π .

总之 ,φ不论是哪一类 , 都使得 (1 ) 成立 .剩下只需证明 φ是非平

凡的情况 ,不妨认为 a 是任意的单位向量 .首先把 a 表示成

a = (cosα (cosβ, sinβ) , sinα (cosγ, sinγ) ) ,

这样一来 ,就有 A =
cosθ - sinθ

sinθ cosθ
和

φ( a ) = aA
t

= (cosα (cosβ, sinβ) A
t
, sinα (cosγ, sinγ) A

t
)

= (cosα (cos(β+ θ) , sin(β+ θ) ) ,

 sinα (cos(γ+ θ) , sin (γ+ θ) ) ) .

最后计算夹角

cosθ( a ,φ( a) ) = 〈a ,φ( a)〉 = aφ
t
( a)

= cos2α〔cosβcos(β+ θ) + sinβsin(β+ θ)〕

 + sin
2
α〔(cosγcos(γ+ θ) + sinγsin(γ+ θ)〕

= ( cos
2
α+ sin

2
α) cosθ

= cosθ= const .

  定理 3 证毕 .Clifford 平移与二维平面的等斜概念还有如下的

联系 .

定理4  假设 φ是 E4
的 Clifford 平移 .那么 ,任意向量 a 和它

的象 φ( a) 所生成的二维平面 H = [ a ,φ( a) ] 是 φ的不变平面 .
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证明  当 a ∈ E1 = [ e1 , e2 ] 或 a ∈ E2 = [ e3 , e4 ] 时 , 命题显

然成立 .对于 a ∈ E4
, 可以表示成

a = a1 + a2 ,  ai ∈ Ei , i = 1 , 2 .

于是 , φ( a) = φ( a1 ) + φ( a2 ) ,φ
2
( a) = φ

2
( a1 ) + φ

2
( a2 ) .这里

φ( ai ) 是把 ai 旋转θ而得 , φ
2
( ai ) 是把 ai 旋转 2θ而得 , 而且都有

φ2 ( ai ) = λai + μφ( ai ) ,  i = 1 , 2 .

将以上两式相加 ,就得到

φ2 ( a) = λa + μφ( a) .

再利用 φ( a) = φ( a) , 就证明了 H = [ a ,φ( a) ] 是 φ的不变平

面 .

定理 4 证毕 .利用定理 3 证明过程中 φ( a ) 的表达式 , 也可以

证明这个结论 .

定理 5  定理 4 中不变平面 H = [ a ,φ( a) ] 与 E1 或 E2 等

斜 .

习   题

1 . 试证明定理 5 .
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第五章  厄尔米几何与辛几何

这一章讨论厄尔米几何和辛几何的基本知识 , 结论和方法都

和上一章类似 .

§5.1  厄尔米几何

参照§4.1 的定义和命题 ,我们容易给出下面的概念 , 并用类

似的方法证明下面的结论 .

定义 1  假设 V 是复向量空间 ; ω是 V 上正定的厄尔米型或

厄尔米内积 ,即 ω对第一个分量是线性的 ,而且

ω( x , y) = ω( y, x )  ( " x , y ∈ V) ,ω( x , x ) > 0  ( " x ≠ 0) .

那么 , ( V,ω)叫做厄尔米 ( 向量 )空间 , 或酉空间 .

‖ x‖ = ω( x , x ) ,  d( x , y) = ‖ x - y‖

分别叫做 x 的厄尔米长和 x 与 y 的厄尔米距离 .

这个定义规定 ω是正定的 , 与欧氏空间类似 .

性质  假设 x , y, z 是厄尔米空间 V 的向量 .那么 ,

1 . d( x , y ) = d( y, x ) ;

2 . d( x , y ) ≥ 0 , d( x , y ) = 0 的充要条件是 x = y ;

3 . d( x , z ) ≤ d ( x , y ) + d ( y , z ) ;

4 . d( x + y , y + z ) = d ( x , z) ;

5 . d(λx ,λy) = | λ | 2 d( x , y ) .

定理 1( Schwarz 不等式 )  厄尔米空间 ( V , ω )内任意两个向

量 x 与 y 满足
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| ω( x , y ) |≤ ‖ x‖·‖ y‖ ,

等号成立的充要条件是 x 与 y 线性相关 .

推论  厄尔米空间内任意两个向量 x 与 y 满足

‖ x + y‖ ≤ ‖ x‖ + ‖ y‖ .

  定理 2(平行四边形等式 )  厄尔米空间内任意两个向量 x 与

y 满足

‖ x + y‖
2

+ ‖ x - y‖
2

= 2 (‖ x‖
2

+ ‖ y‖
2
) .

  定义2  厄尔米空间 (V ,ω)的基底 { ei } 的 ei 是互相正交的单

位向量时 ,即

ω( ei , ej ) = δi j ,  i , j = 1 ,⋯ , n ,

基底 { ei } 叫做标准正交基底 .

定理 3  任意厄尔米空间 (V,ω) 存在标准正交基底 { ei } , 使

得

ω( x , y ) = ∑
n

i = 1

x
i

y
i
,  ω = (ωi j ) = In ,

d( x , y ) = ∑
n

i = 1

( x
i

- y
i
) ( a

i
- y

i
) .

  定理 4  假设 { ei } 是厄尔米空间 ( V,ω) 的标准正交基底 , G

是保持ω不变的厄尔米变换群 .那么 , G 中变换φ在 { ei } 下对应

于酉矩阵 ,即

φ: x′= xA
t
,  x′

i
= ∑

n

j = 1

a
i
j x

j
,

A t  A =  AA t = In ,   A t = A - 1 .

  证明  由定理 3 改写

ω( x , y ) = x珔y
t

.

ω保持不变 , ω( x′, y′) = ω( x , y ) , 即有

x′y′
t

= ( xA
t
) ( yA

t
)

t
= x ( A

t
 A )珔y

t
= x珔y

t
.

由 x 和 y 的任意性 , 得到 A
t
 A = In .
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推论  厄尔米变换群 G 的维数 dim G =
n
2

( n - 1 ) .

上面讨论了厄尔米空间 (V,ω) 的几何 , 下面推广到点和各维

平面的厄尔米几何 .

定义 3  假设 An
是厄尔米空间 ( V,ω)上定义的复仿射空间 ,

映射 d∶An
×A n

→R, ( x , y ) |→ d ( x , y ) , 叫做 An
中点 x 与 y 的

厄尔米距离 ,具有厄尔米距离的复仿射空间 ( An , d )也叫做厄尔米

空间 ,记成 H n
= (A n

, d) .

定理 5  假设 ρa 是 H n
中的平移变换 ,ρa ( x ) = x + a .那么 ,

两点间距离是平移的不变量 ,即

d (ρa ( x ) ,ρa ( y ) ) = d ( x , y ) .

  定理 6  H n
的变换群 G 是 (V,ω)的厄尔米群 G 与平移群 Gρ

的乘积 ,其中的一般变换为

φ: x′= xA
t

+ a,  A  A
t

= In .

  由于 dim G =
n
2

( n - 1) 和 dim Gρ = n ,又得到

推论  dimG =
n
2

( n + 1 ) .

习   题

1 . 试补证本节中各命题 .

2 . 厄尔米型 ω使得

4ω( x , y) = ω( x + y , x + y) - ω( x - y , x - y)

 + iω( x + i y , x + i y) - iω( x - i y , x - i y) .

3 . 对厄尔米空间 H n 叙述并证明有关子空间的定义和性质 .

4 . 欧氏空间中还有哪些几何性质可以在厄尔米空间内推广 ?

§5.2  辛 几 何

首先介绍一种具有双线性型的向量空间 , 并讨论它的特殊性
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质 .

定义 1  假设 V 是偶数维的实或复向量空间 , ω是 V 上的非

退化的反对称的双线性型 ,即

ω( x , y ) = - ω( y , x ) , ( 1)

dimV = rankω = 2 m .

那么 , ( V,ω)叫做辛向量空间 , 简称辛空间 , ω叫做辛内积或辛度

量 .

条件 (1 )等价于

ω( x , x ) = 0  ( " x ∈ V ) .

因此 ,类似厄尔米空间来定义向量长度的话 , 任意向量的长度都为

零 ,没有意义 .但是 ,辛空间内有正交的概念 .

定义 2  辛空间 (V,ω)内向量 x 和 y 使得ω( x , y ) = 0 时 , 称

x 与 y 是辛正交的 ,记成 x ⊥ y .H 是 V 的子空间时 , 集合

{ x | x ∈ V ,ω( x , y ) = 0( " y ∈ H) }

称为 H 的辛补 , 记成 H
⊥
.

定理 1  子空间 H 的辛补 H
⊥
还是子空间 , 而且

dim H
⊥

= 2 m - dim H .

  这个定理的证明类似§1.4 的性质 2 , 不重复叙述 .

辛空间内任何向量都与自我正交 , 而欧氏空间的任何非零向

量都不与自我正交 ,这是一个重要的区别 .

例  向量 a ≠ 0 时 , 一维平面 L = [ a ] � L
⊥
.一般说来 , 子空

间 H 与 H
⊥
之和并不是全空间 ,即 H + H

⊥
≠V , 从而 H + H

⊥
不一

定是直接和 .

类似§1.4 的性质 3 , 有下面的

定理 2  假设 H 和 K 都是辛空间的子空间 .那么 ,

1 . H � K 时 K
⊥
� H

⊥
;

2 . ( H
⊥

)
⊥

= H ;

3 . ( H + K )
⊥

= H
⊥
∩ K

⊥
;

4 . ( H ∩ K )
⊥

= H
⊥

+ K
⊥

.
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证明  由定义 2 立即得到结论 1 .由定义 2 得 H � ( H
⊥

)
⊥

,

又由定理 1 得到 dim ( H
⊥

)
⊥

= dim H , 因而结论 2 成立 .结论 3、4

的证明类似于§1.4 的性质 3 .

定理 2 证毕 .类似欧氏空间的标准正交基底 , 又有

定义 3  假设 (V,ω) 是 2 m 维的辛空间 ; { ei } 是 V 的基底 , 使

得

ω( ei , ej ) = ω( em + i , em + j ) = 0 ,

ω( ei , em + j ) = - ω( em + j , ei ) = δi j ,

i , j = 1 ,⋯ , m .

那么 , { ei } 叫做 (V,ω)的辛标准正交基底 .

显然 ,辛标准正交基底所对应的 2 m 阶矩阵是

J = (ωi j ) =
Im

- Im

, ( 2)

其中 Im 是 m 阶的单位矩阵 .

定理 3  辛空间存在辛标准正交基底 .

证明  假设辛空间 (V m
, ω) 的维数 dimV m

= 2 m , 对于 m 用

归纳法来证明命题 .

当 m = 1 时 , V1
一定存在基底 { a , b} 使得 ω( a , b) ≠ 0 , 因

为否则 ω( x , y) = 0 , ω是退化的 .记 ω( a , b) = k ≠ 0 , 并选取 e1

= a, e2 =
1
k

b .于是 ,

ω( e1 , e2 ) = - ω( e2 , e1 ) = 1 ,

ω( ei , ei ) = 0 ,  i = 1 , 2 .

这就是说 , { e1 , e2 } 是 V1 的辛标准正交基底 .

假设对 m - 1 时命题成立 .在 2 m 维辛空间 (V m , ω) 内 , 选取

线性无关的 { a , b} 使得 ω( a , b) = k ≠ 0 .再作 e1 = a, em + 1 =

1
k

b . 于是 ,

ω( e1 , em + 1 ) = - ω( em + 1 , e1 ) = 1 .
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记 H = [ e1 , em + 1 ] , 其辛补 H
⊥
是 2 ( m - 1 ) 维子空间 .由于 ω在

H
⊥
上的限制仍然是一个辛内积 , 按归纳法假设 , H

⊥
存在辛标准正

交基底 { e2 ,⋯ , em , e2 + m , ⋯ , e2 m } ,使得

ω( ei , ej ) = 0 , ω( em + i , em + j ) = 0 ,  i , j = 2 ,⋯ , m ,

ω( ei , em + j ) = - ω( em + j , ei ) = δi j .

  上面的 H 与 H
⊥
之和是直接和 , H ī H

⊥
= V m

.这是因为定理 1

和下面来证明的 H ∩ H
⊥
= 0 .事实上 , a ∈ H ∩ H

⊥
时 , 由 a ∈ H

得到 a = λe1 + μe2 ; 由 a ∈ H
⊥
得到

0 = ω( e1 , a) = ω( e1 ,λe1 + μe2 ) = μ,

0 = ω( em + 1 , a) = ω( em + 1 ,λe1 + μe2 ) = - λ .

于是 a = 0 .
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