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出 版 说 明

20 世纪三四十年代, 长期摸索前进的古老的计算技术与刚走向成熟的电子技术结合。

这一结合, 不仅孕育了新一代计算工具——电子计算机, 还产生了当时谁也没有料到的巨大

效应: 电子计算机——这种当初为计算而开发出来的工具, 很快就超出计算的范畴, 成为“信

息处理机”的代名词; 人类开始能够高效率地开发并利用信息; 信息对人类社会的作用得以

有效地发挥, 并逐步超过材料和能源成为人类社会的重要支柱; 信息产业急剧增长, 信息经

济高速发展, 社会生产力达到了新的高度; 人们的信息化意识不断加强, 人类在信息资源方

面开始更加激烈的竞争, 社会发展走上信息化轨道。

科学技术是第一生产力, 教育是基础。为了加速社会信息化的过程, 以培养信息资源开

发人才为目标的信息管理专业应运而生。

从与信息有关的学科纵向来看, 信息管理处于信息学、信息技术、信息管理、信息经济、

信息社会学这个层次的中间, 它下以信息学和信息技术为基础, 上与信息经济和信息社会学

相关联。从其涉及的学科横向来看, 它处在管理学、信息科学与技术、系统科学等有关学科领

域的交叉点上。它对技术有极高的要求, 又要求对组织的深刻理解和对行为的合理组织, 反

映了科学与人本融合的特点。这种交叉和融合正是信息管理的最重要特征, 是别的学科或专

业难以取代和涵盖的。

我国的信息管理专业创建于 20 世纪 70 年代末。在不到 20 年的时间里, 已发展到 150

多个点, 成为培养信息化人才的主要摇篮。其发展速度之快、影响之深远已令世人和学术界

刮目相看。

然而, 作为一个新的学科, 这个专业的课程体系、教学内容以及教学方法都需要经历一

个逐步完善、逐步成熟的过程。特别是教材的建设更需要经过长期的实践和探索。没有这样

一个过程, 具有专业特点、符合中国实际的教材是不可能产生的。近 20 年来大家一直在课程

体系的完善和建设有自己专业特点的教材方面不断进行探讨。1991 年全国 10 所财经类院

校的经济信息管理专业负责人会聚在太原召开第一次教学研讨会。以后, 1993 年在大连、

1995 年在武汉、1997 年在烟台, 又有更多的院校参加了这一研讨。在讨论中, 各校的同仁一

致认为, 教材建设是当务之急, 它不仅直接体现和落实培养目标, 同时也是学科建设的根本

所在, 目前一些课程缺乏专业特点, 简单搬用其他专业教材的状况亟待改变。在武汉会议上,

这一共识得到了与会的国家教委有关部门负责同志的赞许, 清华大学出版社也对此表示了

热情的支持。会议确定了首批计划编写八九本教材, 由张基温教授主持实施, 由清华大学出

版社出版。在实施过程中, 还聘请了魏晴宇、陈禹两位教授作为顾问。

经过两年多的工作, 在全国许多高等院校的同仁共同努力下, 其中 7 本已完成初稿。我

们希望这批教材的问世, 能够起到抛砖引玉的作用, 对各校信息管理专业的建设与发展有所

裨益。

近 20 年来的实践使我们对信息管理专业的重要性和困难有了切身的体会。一方面, 席

卷全球的信息化大潮把信息管理推到了时代发展的前沿, 信息、信息管理、信息系统已经成
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为全社会注视的热点。这为信息管理专业的建设创造了良好的外部条件, 提供了难得的机

遇。另一方面, 信息技术的迅速发展与普及, 多种社会经济因素的互相渗透和影响, 前所未有

的许多新问题、新情况的出现, 又给这个专业的发展带来了很大的困难。我们深感责任之重

大和任务之艰巨。在这套教材问世之时, 我们再次表示这样一个心愿: 希望与全国的同行共

勉, 为祖国信息化建设的宏伟事业多添一块砖, 多加一块瓦, 多出一份力, 培养出更多的优秀

人才。

由于如上种种原因, 这套教材当然不会是完整的, 也不会是完美的。它必然要不断补充、

不断修改、不断完善。因此, 对于它的任何修改意见, 都是我们非常盼望的。希望能够在这套

教材出版后, 收到更多的意见和建议, 使之逐步走向成熟。

全国高等院校计算机基础教育研究会

财 经 信 息 管 理 专 业 委 员 会

信息管理与信息系统专业教材编委会

1997 年 9 月
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前   言

在社会主义市场经济中, 由于信息对经济活动的引导作用, 信息资源已成为现代社会经

济发展的支柱资源之一。信息资源的开发和利用有赖于运用现代科学技术所提供的工具和

方法, 有赖于运用模型对经济活动中各种经济量及大量数据提供诸多功能的分析和加工。运

筹学模型的建立和应用将大大增强经济信息处理的能力和管理决策的有效性, 从而为解决

复杂的经济问题提供科学依据。因此, 运筹学是现代经济管理的重要辅助工具。

运筹学是 20 世纪 40 年代开始形成的一门应用科学, 它用科学的方法研究现实世界运

行系统的现象和其中具有典型意义的优化问题, 从中提出具有共性的模型, 寻求解决模型的

方法。其目的是帮助管理者科学地确定其方针和行动, 使之既合乎客观规律, 又能获得尽可

能好的结果。第二次世界大战以来, 发展了许多重要的运筹学模型, 这些模型包括确定性和

随机性模型。它们从不同的方面描述了运行系统及其运行过程。这些系统和过程出现在许

多应用领域, 如财政、金融、会计、营销、人力管理、投资经济分析、方案选择、存储控制、生产

计划、可靠性工程、维修和更新、时间表和排序、设备的位置和布局等。运筹学模型在经济领

域的广泛应用, 确立了其在现代经济管理中的重要地位,“运筹学”已成为财经类和管理类专

业的专业基础课程和主干课程。

本书按照一定的逻辑系统共分 10 章。在介绍运筹学模型概论后, 分别介绍了 9 类重要

的运筹学模型及其方法。根据模型的特点、联系所用到的经济数学知识, 按确定性模型到随

机性模型、单目标模型到多目标模型依次进行介绍。各章包含如下基本内容:

· 学习本章的目的和概要;

· 运筹学模型的对象、思想方法和主要应用范围;

· 建立运筹学模型所需要的假设条件;

· 运筹学模型的结构和求解方法;

· 运筹学在经济管理中的应用实例;

· 建模和求解模型的练习题。

本书的目的在于向财经和管理类专业的学生介绍在经济管理决策活动中应用较多的运

筹学模型及其方法, 培养学生对实际问题的建模能力, 并能借助于计算机软件, 迅速地进行

求解, 为管理决策者提供决策依据。本书在比较系统地和深入浅出地介绍运筹学模型基本知

识的同时, 注意理论与应用相结合。因此, 本书注重于模型方法的介绍和实际应用, 而不去刻

意追求深奥的数学证明, 并且尽量通过经济活动中的实例引入概念和说明问题, 使学生在学

习运筹学模型时能够置身于对有关信息进行处理的决策活动之中。同时, 本书还介绍求解模

型的算法与借助的计算机软件, 进一步强化学生使用计算机的能力。本书内容全部讲授约需

96 学时。由于各类模型具有一定的独立性而采用了板块组合, 因此, 可根据专业所侧重的经

济应用领域的需要以及具体教学目的和学时的要求, 有选择地组合部分类型的模型, 组成一

个相对完整的运筹学模型体系。

参加本书编写的有江西财经大学程理民( 第 1, 3, 5, 6 章) 、江西财经大学吴江( 第 4, 7,
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8, 9, 10 章) 、扬州大学税务学院张玉林( 第 1, 2 章及附录)。全书由程理民进行了统稿和审

定。本书的编写得到江西财经大学科研处和信息学院的大力支持, 其中刘满凤、杨波、袁捷敏

老师做了许多有益的工作, 在此一并致谢。

本书是为高等院校财经类和管理类专业本科生编写的教材, 也可选作为工商管理硕士

研究生的教材。由于编者水平有限, 书中存在不少疏漏和不足, 敬请读者批评和指正。
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第 1 章  运筹模型概论

1. 1 运筹学的历史与性质

  运筹学的早期工作及其历史可追溯到 1914 年, 当时兰彻斯特 ( Lanchest er )提出军事运

筹学的战斗方程. 1917 年, 排队论的先驱者丹麦工程师埃尔朗 ( Erlang) 在哥本哈根电话公

司研究电话通信系统时, 提出了排队论的一些著名公式. 存储论的最优批量公式是在 20 世

纪 20 年代初提出的. 在商业方面列温逊在 20 世纪 30 年代已用运筹思想分析商业广告、顾

客心理. 线性规划是丹青格( G . B. Dant zing) 在 1947 年发表的成果, 所解决的问题是美国空

军军事规划时提出的, 创造性地提出了求解线性规划问题的单纯形方法. 早在 1939 年苏联

的学者康托洛维奇( Л. B. KA H TOP OBИУ) 在解决工业生产组织和计划问题时, 已提出了

类似线性规划模型, 并给出了“解乘数法”的求解方法, 可惜当时未被重视.

运筹学作为一门学科诞生于 20 世纪 30 年代末期, 通常认为运筹学的活动是第二次世

界大战早期从军事部门开始的. 当时, 英国为了研究“如何最好地运用空军及新发明的雷达

保卫国家”, 成立了一个由各方面专家组成的交叉学科小组, 这就是最早的运筹学小组. 它的

任务是进行“作战研究”( operational research ) , 后来, 美国从事这方面研究的科学家又称之

为“O. R. , operat ions research”, 该名字广泛使用至今. O. R . 的中文译名“运筹学”则是出自

《史记》卷八的“高祖本记”中刘邦的一句话:“夫运筹于帷幄之中, 决胜于千里之外, 吾不如子

房”. 借用了其中的“运筹”二字作为 O. R. 的中文译名倒也十分恰当, 说明运筹学不只是数

学, 还含有决策、规划的意思.

第二次世界大战期间, 英国和美国的军队中都有运筹学小组, 它们研究诸如护航舰队保

护商船队的编队问题; 当船队遭受德国潜艇攻击时, 如何使船队损失最小的问题; 反潜深水

炸弹的合理起爆深度问题; 稀有资源在军队中的分配问题等. 研究了船只受到敌机攻击时应

采取的策略, 它们提出了大船应急转向, 小船应缓慢转向的躲避方法, 该研究成果使船只的

中弹率由 47% 降到 29% . 研究了反潜深水炸弹的合理起爆深度后, 德国潜艇的被摧毁数增

加到 400% . 当时的英国空中战斗、太平洋岛屿战斗、大西洋北部战斗等一系列战斗的胜利,

被公认为与运筹学密切相关. 运筹学在军事上的显著成功, 引起了人们广泛的关注. 第二次

世界大战结束后, 运筹学很快深入到工业、商业、政府部门等, 并得到了迅速发展. 战后, 在

英、美军队中相继成立了更为正式的运筹研究组织. 以兰德公司( RAN D)为首的一些部门开

始着重研究战略性问题, 如未来的武器系统的设计和其可能合理运用的方法. 例如, 为美国

空军评价各种轰炸机系统, 讨论未来的武器系统和未来战争的战略. 到 20 世纪 50 年代, 由

于开发了各种洲际导弹, 到底发展哪种导弹, 运筹学界也投入了争论; 到 20 世纪 60 年代, 参

与了战略力量的构成和数量问题研究等.

在 20 世纪 50 年代中期, 钱学森、许国志等教授全面介绍运筹学, 并结合我国的特点在

国内推广应用. 1957 年, 我国在建筑业和纺织业中首先应用运筹学; 从 1958 年开始在交通

运输、工业、农业、水利建设、邮电等方面陆续得到推广应用. 比如, 粮食部门为解决粮食的合
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理调运问题, 提出了“图上作业法”, 我国的运筹学工作者从理论上证明了它的科学性. 在解

决邮递员合理投递路线时, 管梅谷教授提出了国外称之为“中国邮路问题”的解法. 从 20 世

纪 60 年代起, 运筹学在钢铁和石油部门开始得到了比较全面、深入的应用. 从 1965 年起统

筹法在建筑业、大型设备维修计划等方面的应用取得可喜的进展; 1970 年在全国大部分省、

市和部门推广优选法; 70 年代中期, 最优化方法在工程设计界受到了广泛的重视, 并在许多

方面取得成果; 排队论开始应用于矿山、港口、电信及计算机设计等方面; 图论用于线路布

置、计算机设计、化学物品的存放等; 70 年代后期, 存储论在应用汽车工业等方面获得成功.

近年来, 运筹学已趋向研究和解决规模更大、更复杂的问题, 并与系统工程紧密结合. 在此期

间, 以华罗庚教授为首的一大批数学家加入到运筹学的研究队伍, 使运筹学的很多分支很快

跟上当时的国际水平.

从以上可见, 为运筹学的建立和发展做出贡献的有物理学家、经济学家、数学家、其他专

业的学者、军官和各行业的实际工作者.

运筹学是一门应用科学, 至今还没有统一且确切的定义. 我们给出以下几个定义来说明

运筹学的性质和特点.

莫尔斯( P. M. Morse) 和金博尔( G . E. Kimball) 的定义是:“运筹学是为决策机构在

对其控制下业务活动进行决策时, 提供以数量化为基础的科学方法. ”它首先强调的是科学

方法, 其含义不单是某种研究方法的分散和偶然的应用, 而是可用于整个一类问题上, 并能

传授和有组织的活动. 它强调以量化为基础, 必然要运用数学. 但任何决策都包含定量和定

性两方面, 而定性方面又不能简单地用数学表示. 如政治、社会等因素, 只有综合多种因素的

决策才是全面的. 运筹学工作者的职责是为决策者提供可以量化方面的分析, 指出那些定性

的因素.

另一定义是:“运筹学是一门应用科学, 它广泛地应用现有科学技术知识和数学方法, 解

决实际中提出的专门问题, 为决策者选择最优决策提供定量的依据. ”该定义表明运筹学具

有多学科交叉的特点, 如综合运用经济学、心理学、物理学、化学中的一些方法. 运筹学强调

最优决策.“最”是过分理想了, 在实际生活中往往用次优、满意等概念代替最优.

又一定义是:“运筹学是一种给出问题坏的答案艺术, 否则的话, 问题的结果会更坏. ”

最早建立运筹学会的国家是英国( 1948 年) , 接着是美国 ( 1952 年)、法国( 1956 年) 、日

本和印度( 1957 年) 等. 到 1986 年为止, 国际上已有 38 个国家和地区建立了运筹学会及类

似的组织. 我国的运筹学会成立于 1980 年. 在 1959 年, 由英、美、法三国的运筹学会发起成

立了国际运筹学联合会( IF ORS) , 以后各国的运筹学会纷纷加入, 我国于 1982 年加入该会.

此外还有一些地区性组织, 如欧洲运筹学协会( EU RO ) 成立于 1976 年, 亚太运筹学协会

( AP ORS) 成立于 1985 年.

为了有效地应用运筹学, 前英国运筹学学会会长汤姆林森( T omlinson) 提出六条原则:

( 1) 合伙原则 是指运筹学工作要和各方面的人士, 尤其是同实际部门工作者合作.

( 2) 催化原则 在多学科共同解决某问题时, 要引导人们改变一些常规的看法.

( 3) 互相渗透原则 要求多部门彼此渗透地考虑问题, 而不是只局限于本部门.

( 4) 独立原则 在研究问题时, 不应受某人或某部门的特殊政策所左右, 应独立工作.

( 5) 宽容原则 解决问题的思路要宽, 方法要多, 而不是局限于某种特定的方法.

( 6) 平衡原则 要考虑各种矛盾的平衡、关系的平衡.
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1. 2 运筹学模型及其研究的特点

运筹学在解决实际问题的过程中, 其核心问题是建立模型. 整个过程的主要步骤如下.

1. 提出问题, 明确目标

解决实际问题总是从对现实系统的详细分析开始. 通过对系统中错综复杂的现状分析,

找出影响系统的主要问题, 提出要解决的问题. 如果主要问题有多个, 就要把急待解决的最

主要的问题摆在首位. 通过对问题的深入分析, 明确主要目标、主要变量和参数以及它们的

变化范围, 弄清它们之间的相互关系. 同时, 还要对解决所提出问题的困难程度, 可能花费的

时间与成本以及获得成功的可能, 从技术、经济和操作的可行性等方面进行分析, 做到心中

有数, 目的更明.

2. 构建模型

运筹学的一个显著特点就是通过模型来描述和分析所提出问题范围内的系统状态. 构

建模型是运筹学研究的关键步骤. 运筹学中的模型主要有像形模型、模拟模型和数学模型三

大类型, 并以数学模型为主. 由于模型代表着所研究的实际问题中最本质、最关键和最重要

的基本状态, 它必然是对现实情况的一种抽象, 不可能完全准确地反映实际问题. 因此, 在建

造模型时, 往往要根据一些理论的假设或设立一些前提条件对模型进行必要的抽象和简化.

在建立模型前, 必须搜集和掌握与问题有关的数据信息资料, 对其进行科学地分析和加

工, 以获得建模所需要的各种参数.

运筹学的数学模型一般包括: ( 1) 一组需要通过求解模型确定的决策变量; ( 2) 一组反映

系统逻辑和约束关系的约束函数; ( 3) 反映决策目标的目标函数; ( 4) 与系统密切相关的各种

参数.

模型的构造是一门基于经验的艺术, 既要有理论作指导, 又要靠实践积累建模的经验,

切忌把运筹学模型硬套某些问题. 建模时不能把与问题有关的所有因素都考虑进去, 只能暂

时不考虑非主要因素, 而抓住主要因素; 否则, 模型将会过于复杂而不便于分析和计算. 同

时, 模型的建立不是一个一次性的过程, 一个好的模型往往要经过多次修改才可能符合实际

情况. 构建运筹学模型一要尽可能简单; 二要能较完整地描述所研究的问题.

3. 求解与检验

建模后, 要对模型进行求解计算, 其结果是解决问题的一个初步方案. 此方案是否满意,

还需检验. 如果不能接受, 就要考虑模型的结构和逻辑关系的合理性、采用数据的完整性和

科学性, 并对模型进行修正或更改. 只有经过反复修改验证的模型, 才能最终给管理决策者

提供一项既有科学依据, 又符合实际的可行方案. 值得一提的是, 由于模型和实际存在差异,

由模型求解所得的最优解有可能不是真实系统中问题的最优解, 它可能只是一个满意解. 因

此, 运筹学模型求解的结果只能提供管理决策者最终决策的一个参考.

4. 结果分析与实施

借助模型求出结果, 不是运筹学研究的终结, 还必须对结果进行分析, 对求解出的结果,

决不能仅仅理解为一个或一组最优解. 对结果进行分析, 要让管理人员和建模人员共同参

与. 要让他们了解求解的方法步骤, 对结果赋予经济含义, 并从中获取求解过程中提供的多

种宝贵的经济信息, 使双方对结果取得共识. 让管理人员参加对结果分析的全过程, 有利于
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掌握分析的方法和理论, 便于以后完成日常分析工作, 保证结果分析的真正实施.

对结果分析的实施, 关系到被研究系统总体效益能否有较理想的提高, 也是运筹学研究

的最终目的. 因此, 在实施过程中, 不仅要求加强系统内部科学管理, 保证按支持结果的管理

理论和方法进行, 而且要求管理人员密切关注系统外部的市场需求、价格波动、资源供给和

系统内部的情况变化, 以便及时调整系统的目标、模型中的参数等. 从某种意义上说, 将分析

结果成功地实施, 是运筹学研究的最重要的一步.

运筹学发展到今天, 内容已相当丰富, 分支也很多, 可以根据所解决问题的主要特征将

其分为两大类: 确定型模型和概率型模型. 确定型模型主要包括: 线性规划、整数规划、目标

规划、非线性规划、动态规则、图与网络; 概率型模型主要包括: 决策论、对策论、排队论、存储

论、维修更新理论、搜索论、可靠性和质量管理等.

运筹学研究问题具有以下特点:

( 1) 面向实际, 从全局追求总体效益最优. 运筹学是为决策寻找科学依据的, 其最终目

的是为解决企业(或系统) 实际问题提供决策方案. 它依赖于与问题相关的信息资料, 用系统

的观点分析企业(或系统) 时, 着眼于全局, 而不是某个局部, 通过协调各部门之间的关系, 帮

助企业(或系统) 决策者用全局的观点加强对各部门的管理, 使整个企业(或系统) 的总体效

益达到最优.

( 2) 借助于模型, 用定量分析的方法, 合理解决实际问题. 在解决企业( 或系统) 问题的

过程中, 运筹学运用系统分析的方法, 构建一个能合理反映实际问题的模型, 并用数学方法

和技巧进行定量分析, 其结果将是解决实际问题的较好方案.

( 3) 多学科专家集体协作研究. 运筹学从它问世之日起就是由许多知识专长不同的人

共同努力而取得成果的. 这是因为要解决的实际问题来自于各行各业, 在构建与求解模型

时, 不可避免地要涉及到各方面的科学技术知识和方法. 尤其是那些大而复杂的系统, 往往

与政治、经济、技术、社会、心理、生态等多种因素密切相关。而具备运筹学知识的人又不可能

对各个领域都很精通, 这就需要有多学科专家的集体智慧共同努力, 加上企业决策者的直接

参与, 才有可能较好地解决问题.

( 4) 电子计算机是不可缺少的工具. 近 50 年来, 随着电子计算机的发展, 使许多运筹学

方法得以实现和发展. 没有电子计算机, 运筹学只是一种理论科学, 不会像今天这样成为广

泛应用、不断发展的应用学科. 在解决实际问题时, 应用计算机既可避免在利用模型进行求

解时大量重复计算的劳动, 又可利用它对某些实际问题进行仿真模拟, 达到解决问题的目

的. 因此, 电子计算机是运筹学研究不可缺少的工具.

1. 3 运筹学模型的应用及其在经济信息管理中的作用

近几十年来, 运筹学模型已广泛应用于许多领域, 深入到国民经济的多个方面, 诸如生

产计划管理、市场预测与分析、资源分配与管理、工程优化设计、运输调度管理、库存管理、企

业管理、区域规划与城市管理、计算机与管理信息系统等. 随着社会经济和计算机的迅速发

展, 运筹学模型在经济管理中的作用将越来越受到重视, 应用运筹学模型的领域越来越

广泛.

从运筹学模型的构建与应用的整个过程可以看出, 提出问题和明确目标依赖于企业对
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系统外部环境和内部管理经济信息的掌握; 构建模型需要所提问题的有关( 经过科学加工处

理的)数据信息作支撑; 求解模型的结果又产生新的经济信息, 它必须用现实环境作检验; 在

对结果分析和实施中更需要密切关注整个内部经济活动和外部市场动态的经济信息, 并及

时反馈给企业的管理决策者, 以使运筹学模型保持适应外部市场和企业内部经济环境的动

态平衡. 缺乏经济信息的支持, 运筹学模型将不可能达到预期的目标. 它们之间的关系如图

1. 1 所示。

图 1. 1

总之, 运筹学模型的构建和应用离不开过去、现在和将来(通过预测获得) 有关的经济信

息. 这些宝贵的信息获取来自于企业的管理信息系统.

应用运筹学模型, 强烈要求获取的经济信息具有针对性、准确性和时效性. 运筹学模型

仅仅为企业的管理决策者提供一个或多个参考方案, 只有企业的经济管理信息系统获取需

要的信息量越大, 准确度越高, 时效性越强, 决策者才可能有正确的决策, 所选用的方案才会

有最佳的效果. 为此, 企业必须加强管理信息系统的建设, 强化管理信息系统处理经济信息

的科学性和高效性. 因此, 运筹学模型的应用必将促进企业经济信息管理的现代化和科

学化.
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第 2 章  线性规划模型

2. 1 引  言

  在经济生活中, 经常会遇到在有限的资源( 如人力、原材料、资金等)情况下, 如何合理安

排, 而使效益达到最大; 或者对给定的任务, 如何统筹安排现有的资源, 完成给定的任务而使

花费最小. 这类现实中的优化问题, 都可以用线性规划的数学模型来描述.

线性规划是运筹学的重要分支, 也是运筹学最基本的部分. 20 世纪 30 年代末, 前苏联

学者康托洛维奇首先研究了线性规划问题, 并提出了解线性规划问题的“解乘数法”. 随后许

多学者也对此问题做了深入研究. 特别是从 1947 年美国学者丹青格提出求解线性规划的一

般方法——单纯形方法后, 线性规划的理论和方法趋向成熟.

线性规划应用极其广泛, 从解决技术问题的最优化设计到工业、农业、商业、交通运输

业、军事、经济计划和管理决策领域都可以发挥作用. 它是现代科学管理的一种重要手段.

1961 年提出目标规划, 它的应用范围也极其广泛, 深为管理者所重视.

我们先看两个例子。

例 1 某工厂生产甲、乙两种产品. 每件产品的利润、所消耗的材料、工时及每天的材料

限额和工时限额, 如表 2. 1 所示. 试问如何安排生产, 使每天所得的利润为最大?

表 2. 1

甲 乙 限额

材料 2 �3 �24 |

工时 3 �2 �26 |

利润(元/ 件) 4 �3 �

  这是一个生产计划问题. 可用如下数学模型描述. 设每天生产甲、乙两种产品分别为 x 1

件和 x 2 件, 则该问题的数学模型是求一组变量 x 1 , x 2 满足

约束条件:

 

 

2x 1 + 3x 2 ≤ 24

3x 1 + 2x 2 ≤ 26

x 1 , x 2 ≥ 0 ,

且使目标函数 Z= 4x 1 + 3x2 的值达到最大.

即 �maxZ= 4x 1 + 3x 2

s. t .

2x 1 + 3x 2≤24

3x 1 + 2x 2≤26

x 1 , x 2≥0 .

其中“s . t . ”是英文“subject to ”的缩写.

例 2 某公司经销某种产品, 该产品由 3 个生产点 A1 , A2 , A3 生产, 日产量为 A1 = 60
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吨, A2 = 40 吨, A 3 = 60 吨, 分别销往 4 个销售点 B 1 , B 2 , B 3 , B 4 , 各销地日销量为: B1 = 30 吨,

B 2 = 50 吨, B3 = 40 吨, B 4 = 40 吨. 已知每吨产品从各生产点到各销售地的运价如表 2. 2 所

示. 问如何调运, 保证产销平衡且总运费最小?

表 2. 2 ( 单位: 百元/ 吨)

产地

单位运价 销地   
B1 �B2 cB3 �B4 y产 量

A1  5 �6 O10 �3 e60 6

A2  4 �1 O9 �7 e40 6

A3  4 �2 O3 �8 e60 6

销量 30 �50 f40 �40 |

  这是一个产销平衡的运输问题, 即各产地产量的总和等于各销地销量的总和. 设从生产

点 Ai 到销售点 B j 的调运量为 x ij ( i= 1, 2, 3, j = 1, 2, 3, 4) , 则该问题的数学模型为: �

min Z = 5x1 1 + 6x1 2 + 10x 13 + 3x 14 + 4x 21 + x 22 + 9x 23 + 7x 24

    + 4x 31 + 2x 32 + 3x 33 + 8x3 4 ,

s . t.

x1 1 + x 12 + x 1 3 + x 14 = 60

x2 1 + x 22 + x 2 3 + x 24 = 40

x3 1 + x 32 + x 3 3 + x 34 = 60

x1 1 + x 21 + x 3 1 = 30

x1 2 + x 22 + x 3 2 = 50

x1 3 + x 23 + x 3 3 = 40

x1 4 + x 24 + x 3 4 = 40

xij ≥ 0 ( i= 1, 2, 3, j = 1, 2, 3, 4)  .

上述例 1 和例 2 中两个不同类型的数学模型具有如下共同特征:

( 1) 有决策变量( 如例 1 中的 x i, 例 2 中的 x ij ) , 约束条件和目标函数等三个要素;

( 2) 目标函数是决策变量的线性函数, 约束条件是决策变量的线性等式或不等式.

同时满足以上特征的这类优化问题, 称为线性规划问题.

线性规划问题的求解过程本质上是迭代, 因此求解一个规模稍大的实际问题必须借助

于计算机. 目前, 电子计算机已能处理具有成千上万个约束条件和决策变量的大型线性规划

问题. 因此, 随着我国经济建设的不断深入发展, 电子计算机的普及与应用, 线性规划作为现

代科学管理的手段, 必将愈来愈广泛地得到应用.

本章主要介绍线性规划、运输问题、目标规划和 DEA 问题的数学模型及其解法.

2. 2 线性规划的数学模型

2. 2. 1 线性规划问题的标准型

  线性规划问题有各种不同形式, 其目标函数可以是实现最大化, 也可以是实现最小化;
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约束条件可以是“≤”, 也可以是“≥”, 还可以是“= ”的形式; 决策变量可以非负, 也可以是无

符号限制. 归纳起来, 线性规划问题的数学模型的一般形式为: �

max( min ) Z = c1 x 1 + c2 x 2 + ⋯ + cnx n , ( 2. 1)

s. t.

a 1 1x 1 + a 12 x 2 + ⋯ + a 1nx n ≤ ( = , ≥) b1

a 2 1x 1 + a 22 x 2 + ⋯ + a 2nx n ≤ ( = , ≥) b2

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

a m1 x 1 + a m2 x 2 + ⋯ + am nx n ≤ ( = , ≥) bm

x 1 , x2 , ⋯, x n ≥ 0 .

 

 

( 2. 2)

 

 

( 2. 3)

  为以后研究之便, 我们规定如下标准型简写为 �

max Z = ∑
n

j = 1

cj x j ,

s . t .
∑

n

j = 1

aij x j = bi ( i= 1, 2, ⋯, m)

x j ≥ 0 ( j = 1, 2, ⋯, n) .

令 �

b =

b1

b2

┆

bm

, P j =

a 1j

a 2j

┆

a mj

,  X =

x1

x2

┆

xm

,  C = ( c1 , c2 , ⋯, cn ) ,

A =

a1 1 a 12 ⋯ a 1n

a2 1 a 22 ⋯ a 2n

┆ ┆ ┆

am 1 a m2 ⋯ a mn

= ( P 1 , P 2 , ⋯, P n ) , 0 =

0

0

┆

0

.

  因此, 标准型可描述为向量形式: �

max Z = CX ,

s. t.
∑

n

j = 1

P j x j = b

x j ≥ 0 ( j = 1, 2, ⋯, n) .

也可用矩阵形式描述:

max Z = CX ,

AX = b

X ≥ 0 .

称系数矩阵 A 为资源消耗系数矩阵, b 为资源限量向量, C 为价值向量, X 为决策变量向量.

同时, 我们对标准型还作如下假定:

( 1) 矩阵 A 的秩 rank( A) = m, 0< m< n. 这就是说, 标准型中的约束方程彼此独立, 没

有多余方程, 且约束方程个数小于变量的个数.

( 2) b≥0. 若有 bi< 0, 则可对第 i个约束方程两边同时乘以- 1 即可.

以下讨论如何将线性规划问题的一般形式化为标准型.

( 1) �如果目标函数为最小化, 即 min Z= CX.
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只须令 Z′= - Z, 化为 max Z′= - CX 即可.

( 2) 如果约束方程为不等式.

①“≥”约束

不等式的左端- 某松弛变量= 右端 (该松弛变量≥0) .

②“≤”约束

不等式的左端+ 某松弛变量= 右端 (该松弛变量≥0) .

其中松弛变量的价值系数为 0.

③ 如果变量 x k 无非负性限制, 则可令 xk = x k′- x k″, 其中 x k′≥0, x k″≥0

例 3 化例 1 的数学模型为标准型.

解 例 1 的数学模型为 Y

max Z = 4x 1 + 3x2 ,

s . t .

2x 1 + 3x 2 ≤ 24

3x 1 + 2x 2 ≤ 26

  x 1 , x 2 ≥ 0 .

  对两个约束不等式分别加上一个松弛变量 x 3 , x 4 , 得如下标准型: U

max Z = 4x 1 + 3x 2 + 0x 3 + 0x 4 ,

s . t .

2x 1 + 3x 2 + x 3 = 24

3x 2 + 2x 2 + x 4 = 26

x 1 , x 2 , x 3 , x 4 ≥ 0 .

  例 4 化下述问题为标准型. �

min Z = - x 1 + 2x 2 - 3x 3 ,

s. t .

x 1 + 2x 2 + 3x 3 ≤ 7

- x 1 + x 2 - x 3 ≤- 2

- 3x 1 + x2 + 2x 3 = 5

x 1 , x 3 ≥ 0, x 2 无约束 .

  请读者用上述方法完成之.

参考答案为 z

Z′= - Z ,               

max Z′= x 1 - 2( x 2′- x2″) + 3x 3 + 0x 4 + 0x5 ,

s. t.

x 1 + 2( x2′- x 2″) + 3x 3 + x 4  = 7

x 1 - ( x 2′- x 2″) + x 3   - x 5 = 2

- 3x 1 + ( x 2′- x 2″) + 2x 3  = 5

 x 1 , x2′, x 2″, x 3 , x 4 , x 5 ≥ 0 .

2. 2. 2 线性规划问题解的概念

对于线性规划问题 �

max Z = ∑
n

j = 1

cj x j ,      ( 2. 4)
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s . t .
∑

n

j = 1

a ij x j = bi i= 1, 2, ⋯, m

x j ≥ 0 j = 1, 2, ⋯, n .

( 2. 5)

( 2. 6)

  可行解: 满足约束条件( 2. 5) 和( 2. 6)的解 X= ( x 1 , x 2 , ⋯, x n ) T 称为可行解.

最优解: 满足( 2. 4) 的可行解称为最优解.

基: 设 A 是约束方程组( 2. 5)的 m× n 阶系数矩阵, rank( A) = m, 如果 B 是矩阵 A 中的

一个 m× m 阶非奇异子矩阵( ©¦B©¦≠0) , 则称 B 是线性规划问题的一个基.

基向量与非基向量: 基 B 中的列向量称为基向量, 基 B 中含有 m 个基向量. 矩阵 A 中

除基 B 之外的各列即为非基向量, A 中共有( n- m)个非基向量.

基变量与非基变量: 与基向量 P j 对应的变量 x j 称为基变量; 否则称为非基变量.

基解: 令所有非基变量为 0, 求出的满足( 2. 5)的解称为基解.

基可行解与可行基: 满足( 2. 6) 的基解称为基可行解. 对应基可行解的基, 称为可行基.

基可行解的数目≤基解的数目≤C
m
n .

图 2. 1

基本最优解与最优基: 满足( 2. 4) 的基可行解称为基本最优解, 对

应基本最优解的基称为最优基.

退化的基可行解: 基变量中含有零分量的基可行解, 称为退化的基

可行解; 否则称为非退化的基可行解.

以下讨论时, 一般都假设不出现退化的情况.

图 2. 1 表示了线性规划问题解之间的关系.

2. 2. 3 两个变量的线性规划问题的图解法

图解法简单直观, 有助于理解线性规划问题解的基本概念和定理.

图 2. 2

1. 图解法步骤

下面结合例 1 的求解来说明.

第一步: 在直角坐标系中分别作出各约束条

件, 求出可行域. 据直线分平面为二部分, 分析得

可行域, 如图 2. 2 阴影部分, 即四边形 O Q1 Q2 Q3 .

第二步: 作出一条目标函数等值线, 并确定 Z

值增大方向, 如图 2. 2 所示.

第三步: 沿 Z 值增大方向移动, 当移至 Q2

( 6, 4) 点时, Z 值为最大, Z
* = 36.

2. 图解法的直观结论

( 1) 解的情况

① 有唯一最优解.

如例 1 具有唯一最优解, Q2 点, 即 X
*

= ( 6, 4)
T
, Z

*
= 36.

② 有多重最优解.

如将例 1 的目标函数改为 Z = 4x 1 + 6x 2 , 约束条件不变, 则图 2. 2 中线段 Q3 Q2 上的任

一点均为最优解点.

③ 无界解.
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例 �max Z = x 1 + x2 ,

s . t .
x 1 + 2x2 ≥ 4

x 1 , x 2 ≥ 0 .

  见图 2. 3.

④ 无可行解.

例 �max Z = x 1 + x2 ,

s . t .

x 1 + x 2 ≤ 3

x 1 + 2x2 ≥ 8

x 1 , x 2 ≥ 0 .

  见图 2. 4, 可行域为空集.

图 2. 3 图 2. 4

( 2) 最优解可在可行域的某顶点上达到

直观上可以得出, 若在内部某点达到最优, 则过该点的目标函数的等值线(或等值面) 与

边界的交点(或交线) 也为最优解. 实际上, 后面我们可以进一步得到这样的结论: 如果线性

规划问题有最优解, 则必可在可行域的某顶点达到.

2. 2. 4 基本定理

为了介绍基本定理的需要, 先介绍以下概念.

凸集: 设 K 是 n 维欧氏空间 E
n 中的一点集, 若任意两点 X

( 1) , X
( 2 ) ∈K ( X

( 1) ≠X
( 2) ) 连

线上的一切点 X = αX
( 1 ) + ( 1- α) X

( 2 ) ∈K ( 0≤α≤1) , 则称 K 为凸集.

凸组合: 设 X
( 1) , X

( 2) , ⋯, X
( k ) 是 n 维欧氏空间 E

n 中的 k 个点, 若存在 μ1 , μ2 , ⋯, μk ( 其

中 0≤μi≤1, i= 1, 2, ⋯, k; 且 ∑μi = 1) 使 X = μ1X
( 1) + μ2 X

( 2 ) + ⋯+ μkX
( k) , 则称 X 为

X
( 1) , X

( 2) , ⋯, X
( k) 的凸组合.

极点: 设 K 是凸集, X ∈K ; 若不能用两个不同的点 X
( 1 ) ∈K , X

( 2) ∈K 的线性组合表示

为 X = αX
( 1 ) + ( 1- α) X

( 2 ) ( 0≤α≤1) , 则称 X 为 K 的一个极点.

定理 1 若线性规划问题存在可行域, 则其可行域为凸集. 即

D = {X ©¦AX= b, X≥0}为凸集.

证 任取 X
( 1) ∈D, X

( 2) ∈D 且 X
( 1 ) ≠X

( 2) ,

 则 �AX
( 1) = b,  �X

( 1) ≥0 ,

AX
( 2)

= b, X
( 2)
≥0 .

令 X 是 X
( 1) 和 X

( 2) 连线上任意一点, 即有 0≤μ≤1 ,
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使 X= μX
( 1)

+ ( 1- μ) X
( 2)
≥0 ,

而 AX �= A[ μX
( 1 ) + ( 1- μ) X

( 2) ]

= μAX
( 1) + ( 1- μ) AX

( 2) = μb+ ( 1- μ) b= b ,

即 AX= b .

从而 X∈D , 由定义知 D 为凸集. □

定理 2 线性规划问题的可行解 X= ( x 1 , x2 , ⋯, x n ) T 为基可行解的充分必要条件是 X

的正分量对应的系数列向量是线性无关的.

证明 ( 1)必要性 由基可行解的定义可知.

( 2) 充分性 设可行解 X 的正分量为前 k 个, 其对应的线性无关列向量为 P 1 , P 2 , ⋯,

P k , 由于 rank ( A) = m, 故 k≤m. 当 k= m 时, 它们恰为一基, 从而 X = ( x 1 , x 2 , ⋯, x k , 0, ⋯,

0)
T
为相应的基可行解; 当 k< m 时, 由线性代数理论知, 一定可以从其余的 ( n- k) 个列向

量中取出( m- k) 个列向量与 P 1 , P 2 , ⋯, P k 构成最大线性无关组, 其对应的基解恰为 X, 据定

义它是基可行解(退化的) . □

定理 3 线性规划问题的基可行解 X 对应于可行域的极点.

该定理的证明思路为: 不是基可行解, 一定不是极点; 不是极点, 也一定不是基可行解.

证明可参考文献[ 3] , 这里略去.

引理 若 K 是有界凸集, 则任何一点 X∈K , 一定可表示为 K 的极点的凸组合.

证明略.

定理 4 若线性规划问题的可行域有界, 则其目标函数最优值一定可以在其可行域的

极点上达到.

证 设 X
( 1)

, X
( 2)

, ⋯, X
( k)
是可行域所有的极点, 且目标函数值在某一可行解 X

( 0)
∈D

达到最优 Z
*

= CX
( 0)

. 若 X
( 0)
是极点, 立得结论. 若 X

( 0)
不是极点, 则由引理知 X

( 0 )
可表示为

X
( 1) , X

( 2) , ⋯, X
( k) 的凸组合, 即

X ( 0) = ∑
k

i= 1

μiX ( i) ≤ μi ≤ 1, ( i= 1, 2, ⋯, k) , ∑
k

i= 1

μi = 1 .

从而有 CX
( 0)

= ∑
k

i= 1

μiCX
( i)

.

令 CX
( m) = max( C X

( 1 ) , C X
( 2) , ⋯, C X

( k) ) ,

由于 CX
( 0 )

= ∑
k

i= 1

μiC X
( i)

≤∑
k

i= 1

μiC X
( m )

= C X
( m)

,

即 C X
( 0)
≤C X

( m)
.

另一方面, 由于 C X
( 0)
是最优值, 故有 C X

( 0 )
≥C X

( m )
,

从而 C X
( 0)

= C X
( m)

.

即目标函数在极点 X
( m ) 处也取得最优值 Z

* . □

归纳上述定理, 对线性规划问题有以下结论:

( 1) 可行域若为非空, 则一定为凸集.

( 2) 每个基可行解对应于可行域的一个极点, 极点数为有限个(≤C
m
n ) .

( 3) 若存在最优解, 必定可在某极点得到.

从理论上讲, 采用“枚举法”找出所有基可行解, 并一一比较, 一定可找到最优解. 但当
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m, n 较大时, 这种办法是不经济和不可取的. 下面继续讨论, 如何有效地找到最优解的方

法, 其基本思想是从一个基可行解向另一个基可行解的迭代( 极点到极点) , 这个方法就是

著名的单纯形方法.

2. 3 单纯形方法

2. 3. 1 单纯形表

在线性规划问题的标准型: 8

max Z = CX ,          

s . t .
AX = b

X ≥ 0 .

中, 不妨设 B 是一个可行基, 于是系数矩阵 A 可分块为( B, N ) . 不失一般性假定 B= ( P 1 , ⋯,

P m ) . 对应于 B 的基变量 XB = ( x 1 , x 2 , ⋯, x m )
T
; N = ( Pm+ 1 , Pm + 2 , ⋯, P n ) , 对应的非基变量

XN = ( x m + 1 , x m + 2 , ⋯, x n )
T
.

则

X =
XB

XN

.

  相应地有 C= ( CB , CN ) , 其中 CB 为基变量 XB 的系数行向量, CN 是非基变量 XN 的系数

行向量. 于是原问题化为 �

max Z = CX = ( CB , CN )
XB

XN

,

( B, N )
XB

XN

= b

XB , XN ≥ 0 .

即 max Z = CB XB + CN XN , ( 2. 7)

BXB + N XN = b

XB , XN ≥ 0 .

( 2. 8)

( 2. 9)

对( 2. 8)式的两边同时左乘 B
- 1

, 得

XB = B
- 1

b - B
- 1

N XN , ( 2. 10)

并代入( 2. 7) , 得

Z = CB B
- 1

b - ( CB B
- 1

N - CN ) XN . ( 2. 11)

令非基变量 XN = 0, 得 XB = B
- 1

b, 从而相应基可行解为

X =
XB

XN

=
B

- 1
b

0
.

  目标函数取值为 Z= CB B
- 1

b. 由于 CB B
- 1

B- CB = 0, 故又有

Z= CB B
- 1

b - ( CB B
- 1

B - CB ) XB - ( CB B
- 1

N - CN ) XN

= CB B
- 1

b - ( CB B
- 1

A - C) X . ( 2. 12)

  将( 2. 10) 和( 2. 11) 分别改写为如下形式:
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XB + B
- 1

NXN = B
- 1

b

Z + ( CB B
- 1

N - CN ) XN = CB B
- 1

b ,

( 2. 13)

( 2. 14)

则可得到表 2. 3, 并称其为相应于 B 的矩阵形式的单纯形表, 记为 T ( B) .

表 2. 3

XB X N

B- 1 sb I B - 1 �N

CBB - 1 �b 0 OCBB - 1 SN- CN

令 σN = CB B
- 1

N - CN , σ= CB B
- 1

A- C 则( 2. 12)又可写成

Z = CB B
- 1

b - σN XN = CB B
- 1

b - σX.

其中 σ= ( 0, σN ) ,

将( 2. 13) 和( 2. 14) 的展开式写出来, 令 |

B
- 1

N =

a�1m + 1 a�1, m + 2 ⋯ a�1, n

a�2m + 1 a�2, m + 2 ⋯ a�2, n

┆ ┆ ┆

a�mm + 1 a�m, m + 2 ⋯ a�m, n

,  B
- 1

b =

b�1

b�2

┆

b�m

,

CB B
- 1

N - CN = ( σm+ 1 , σm + 2 , ⋯, σn ) , CB B
- 1

b = b�0 .

则( 2. 13) 和( 2. 14) 又可改写成下述方程组:

x 1 + a�1, m + 1 x m+ 1 + ⋯ + a�1k x k + ⋯ + a�1nx n = b�1

x2 + a�2, m + 1 x m+ 1 + ⋯ + a�2k x k + ⋯ + a�2nx n = b�2

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

x m + a�m, m + 1 x m+ 1 + ⋯ + a�m kx k + ⋯ + a�mnx n = b�m

Z + σm+ 1 xm + 1 + σm+ 2 xm + 2 + ⋯ + σnx n = b�0 .

  因此, 相应于表 2. 3 有一般形式的单纯形表 T ( B) 如表 2. 4.

表 2. 4

cj → c1 5c2 �⋯ cm cm+ 1 �⋯ cn

CB XB b� x1 >x2 �⋯ x m xm+ 1 �⋯ xn

c1 jx 1 �b�1 �1 /0 �⋯ 0 �a�1 T, m+ 1 ⋯ a�1 �n

c2 jx 2 �b�2 �0 /1 �⋯ 0 �a�2 T, m+ 1 ⋯ a�2 �n

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

cm x m b�m 0 /0 �⋯ 1 �a�m, m+ 1 �⋯ a�mn

Z b�0 �0 /0 �⋯ 0 �σm+ 1 �⋯ σn

  比较表 2. 4 与表 2. 3, 增加了上面一行和最左边一列, 其目的是帮助读者在迭代计算中

更迅速准确地算出 b�0 的值. 事实上, Z = b�0 = ∑
m

i

cib�i.

在迭代过程中, 基变量所在的位置并不一定正好在前 m 个位置上, 但总可以通过调换,
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重新排列成表 2. 4 的形式, 因此具有一般意义. 但在后面求解的实际迭代中, 并不需要这样.

表的最下面一行称为检验数行, 对应于各非基变量 x j 的检验数为

σj = CB B
- 1

P j - Cj = ∑
m

i

cia�ij - cj  ( j = 1, 2, ⋯, n) .

  不难看出, 在单纯形表 T ( B) 中, 对应于基变量 XB = ( x 1 , x 2 , ⋯, x m )
T
的检验数均为 0=

( 0, 0, ⋯, 0) , m 个单位列向量构成单位阵 I .

2. 3. 2 单纯形法的步骤

下面通过例 1 的求解过程说明单纯形法的步骤.

例 5 对线性规划问题 �

max Z = 4x 1 + 3x 2 ,         

s. t.

2x 1 + 3x2 ≤ 24

3x 1 + 2x2 ≤ 26

x 1 , x2 ≥ 0 ,

  引进松弛变量 x 3 , x 4 , 化为标准型 �

max Z = 4x 1 + 3x 2 + 0x 3 + 0x 4 ,         

s . t .

2x 1 + 3x 2 + x 3  = 24

3x 2 + 2x 2  + x 4 = 26

x 1 , x 2 , x 3 , x 4 ≥ 0 .

  第一步: 找出初始可行基, 建立初始单纯形表.

本例中, 取 B1 = ( P 3 , P 4 ) = I , 则 XB 1 = ( x 3 , x 4 )
T
, CB 1 = ( 0, 0) , B

- 1
1 = I  ,

B
- 1
1 A= A, b= B

- 1
1 b= b, σ= CB 1 B

- 1
1 A- C= - C, b0 = CB 1B

- 1
1 b= 0, 得单纯形表 2. 5.

表 2. 5

c j → 4 �3 �0 �0 �

CB XB b x 1 �x 2 �x 3 �x 4 �

θi

0 �x 3 �24 �2 �3 �1 �0 �

0 �x 4 �26 �3 �2 �0 �1 �

Z 0 �- 4 �- 3 �0 �0 �←σj

  在初始可行基为单位阵的情况下, 约束方程组中增广阵的数字可直接填入表中各相应

的位置, 目标函数非基变量的系数以相反数填入检验数行各相应的位置. 由表 2. 5, 有基可

行解 X
( 1)

= ( x 1 , x 2 , x3 , x 4 )
T
= ( 0, 0, 24, 26)

T
, 相应的目标函数值 Z

( 1)
= 0. 但 B1 是否为最优

基? 需要进行最优性检验, 转下一步.

第二步: 最优性检验 .

检验各非基变量 x j 的检验数 σj = CB B
- 1

P j - Cj , 可能有三种情况:

( 1) 若所有的 σj≥0, 则基 B 为最优基, 相应的基可行解即为基本最优解, 停止计算( 满

足最优基定理的非基变量中, 有某非基变量的检验数 σm+ k = 0, 则该问题有多重最优解) .

( 2) 若有某 σs< 0 ( m+ 1≤s≤n) , 它所对应的列向量的全部分量 B
- 1

P s= ( a1 s, a 2s, ⋯,
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a ms)
T
≤0, 则该线性规划问题的目标函数值无上界, 即无界解, 停止计算.

( 3) 若有某个负检验数 σj < 0 ( m+ 1≤j ≤n) 所对应的列向量有正分量, 则基 B 不是最

优基, 须转入第三步, 进行换基迭代.

在表 2. 5 中, 由于 σ1 < 0, σ2 < 0, 且它们对应的列向量均有正分量, 说明增加非基变量 x 1

或 x 2 的值, 可使目标函数值增加. 所以 B1 不是最优基, 转下一步.

第三步: 换基迭代 .

( 1) 确定换入变量 x s : 取 s= min {j ©¦σj < 0, 0≤j≤n}.

( 2) 确定换出变量 x r : 由于受到非负约束 x j ≥0 ( j = 1, 2, ⋯, n) 的限制, 故 x s 不能任意

取代现有的基变量. 为此, 按最小比值原则求出主元.

θ= min
i

θi=
b�i

a�is

a�is> 0 =
b�r

a�r s

, 确定 x r 为出基变量, 其中 a�r s为主元.

( 3) 以 a r s为主元, 在单纯形表中进行初等行变换. 即把基变量 x s 所在的列变为单位列

向量,

a�1s

a�2s

┆

a�r s

┆

a�m s

 

 

 

→

 

 

0

0

┆

1

┆

0

 

 

 

← 第 r 行

 

 .

  同时将 XB 中的 x r 换为 x s, 得到新的可行基 B�= ( P�1 , ⋯, P�r - 1 , P�s , P�r + 1 , ⋯, P�m ) 和相应的

单纯形表 T ( B�) .

重复第二、第三步, 直至获得最优解, 或判断出有无界解, 计算终止.

具体地说, 对于表 2. 5, 因为 s= min{j ©¦σ1 = - 4, σ2 = - 3}= 1, 所以 x 1 为换入变量. 又由

θ= min θi=
b�i

a�is

a�is> 0 = {24/ 2, 26/ 3}= 26/ 3, 确定 x 4 为换出基变量, 并以 x 1 所在列

和 x 4 所在行的交叉处 a�21 = 3 为主元素进行迭代, 得表 2. 6.

表 2. 6

c j → 4 �3 �0 �0 �

CB XB b x 1 �x 2 �x 3 �x 4 �

θi

0 �x 3 �24 �2 �3 �1 �0 �12 �

0 �x 4 �26 �[ 3 �] 2 �0 �1 �26 x/ 3

Z 0 �- 4 �- 3 �0 �0 �←σj

0 �x 3 �20 }/ 3 0 �[ 5 d/ 3] 1 �- 2 �/ 3 4 �

4 �x 1 �26 }/ 3 1 �2 d/ 3 0 �1 b/ 3 13 �

Z 104 �/ 3 0 �- 1 �/ 3 0 �4 b/ 3 ←σj

  得新基可行解 X
( 2 ) = ( 26/ 3, 0, 20/ 3, 0) T , 目标函数取值为 Z

( 2) = 104/ 3 .

同样, 确定 x 2 换入, x3 换出, 进行迭代, 得表 2. 7.
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  表 2. 7

c j → 4 �3 �0 �0 �

CB XB b x 1 �x 2 �x 3 �x 4 �

θi

3 �x 2 �4 �0 �1 �3 c/ 5 - 2 �/ 5

4 �x 1 �6 �1 �0 �- 2 �/ 5 3 b/ 5

Z 36 �0 �0 �1 d/ 5 6 c/ 5 ←σj

  表中最后一行的所有检验数都已是正数或零, 表明目标函数已不能再增大, 从而得到基

本最优解 X
* = X

( 3 ) = ( 6, 4, 0, 0) T , Z
* = Z

( 3 ) = 36. 由于 x 3 , x 4 是引进的松弛变量, 因此, 原问

题的最优解为 x 1 = 6, x 2 = 4, 最优值为 Z
* = 36.

例 6 求解如下问题: a

max Z = 3x 1 + x 2 ,       

s. t.

x1 + x 2 ≤ 4

- x 1 + x 2 ≤ 2

6x 1 + 2x 2 ≤ 18

x1 , x 2 ≥ 0 .

  解 化为标准型 �

max Z = 3x 1 + x2         

s. t.

x 1 + x 2 + x 3 = 4

- x 1 + x 2 + x 4 = 2

6x 1 + 2x 2 + x 5 = 18

x 1 , x2 , x 3 , x 4 , x 5 ≥ 0 .

  单纯形法迭代如表 2. 8 所示.

表 2. 8

cj → 3 �1 �0 �0 e0 6

CB XB b x 1 �x2 �x 3 �x4 tx 5 E

θi

0 �x3 _4 !1 �1 �1 �0 e0 64 �

0 �x4 _2 !- 1 !1 �0 �1 e0 6-

0 �x5 _18 8[ 6 �] 2 �0 �0 e1 63 �

Z 0 !- 3 !- 1 �0 �0 e0 6←σj

0 �x3 _1 !0 �2 �/ 3 1 �0 e- 1 �/ 6 

0 �x4 _5 !0 �4 �/ 3 0 �1 e1 �/ 6

3 �x1 _3 !1 �1 �/ 3 0 �0 e1 �/ 6

Z 9 !0 �0 �0 �0 e1 �/ 2 ←σj

  该问题的基本最优解 X
*

= ( 3, 0, 1, 5, 0)
T
, 最优值 Z

*
= 9. 删除松弛变量后, 得原问题

的最优解为 x 1 = 3, x 2 = 0, 目标函数最优值 Z
*

= 9.

值得注意的是, 最终表中有非基变量 x 2 的检验数为 σ2 = 0, 且相应的列分量中含有正分
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量, 因此, 该问题有多重最优解. 事实上, 我们在最终表中取 x 2 为进基变量, x 3 为出基变量,

迭代一次, 得到另一个最优解 X�
* = ( 5/ 2, 3/ 2, 0, 3, 0) T , 即 x 1 = 5/ 2, x 2 = 3/ 2, Z

* = 9. 从而它

们的凸组合 X= αX
*

+ ( 1- α) X�
*

( 0≤α≤1) 都是最优解, 显然有多重最优解.

以上讨论的是求 max Z 问题, 如果是求 min Z 问题, 则只须分别将最优性检验 ( 1) , ( 2)

中的 σj ≥0 改为 σj≤0 和 σs< 0 改为 σs> 0, 其他条件不变, 均有类似结论成立.

2. 3. 3 用人工变量法找初始可行基

2. 3. 2 节中介绍的单纯形法, 前提是已经具有一个初始可行基, 所给例子是易发现一个

含有单位矩阵的可行基. 而实际的问题可能是, 有可行基但却不是一目了然可以得到, 甚至

问题本身无可行解. 有没有一般的方法解决这个问题呢? 有, 这就是用人工变量法找出初始

可行基. 下面先考虑添加人工变量.

设线性规划问题的约束方程组是∑
n

j = 1

a ij x j = bi( i= 1, 2, ⋯, m) , 分别给每一个约束方程

加入人工变量 x n+ 1 , x n+ 2 , ⋯, x n + m≥0, 得

a 11 x 1 + a 12 x 2 + ⋯ + a1 nx n + x n+ 1      = b1

a 21 x 1 + a 22 x 2 + ⋯ + a2 nx n   + x n+ 2   = b2

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

a m1 x 1 + a m2 x 2 + ⋯ + amnx n      + x n+ m = bm

x 1 , x 2 , ⋯, x n ≥ 0; x n+ 1 , x n+ 2 , ⋯, x n+ m ≥ 0 .

  显然, B= ( P n+ 1 , P n+ 2 , ⋯, P n + m ) = I , 它是以人工变量所在列构成的一个初始可行基, 取

x n + 1 , x n + 2 , ⋯, x n+ m为基变量. 令非基变量 x 1 , x 2 , ⋯, x n 为零, 得到一个初始基可行解 X
( 0)

=

( 0, 0, ⋯, 0, b1 , b2 , ⋯, bm ) T . 可以证明, 对加入人工变量后的问题, 利用前述迭代算法计算后

的最终表中, 若基变量中不含有非零的人工变量, 表明原问题有可行解; 否则原问题一定无

可行解.

1. 两阶段法

两阶段法方便计算机求解, 其方法如下:

第一阶段: 给原问题加入人工变量, 构造如下问题: �

min W = x n+ 1 + xn + 2 + ⋯ + x n+ m ,        

( LP 1 )

a1 1x 1 + a1 2x 2 + ⋯ + a 1nxn + xn + 1     = b1

a2 1x 1 + a2 2x 2 + ⋯ + a 2nxn   + xn + 2  = b2

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

am 1x 1 + a m 2x 2 + ⋯ + am nx n     + x n+ m = bm

x 1 , x 2 , ⋯, x n ≥ 0; x n+ 1 , x n+ 2 , ⋯, xn + m ≥ 0 .

  易证如下结论, 用单纯形法求解 LP 1 :

( 1) 若得到 W= 0, 则原问题存在基可行解, 继续进行第二阶段计算.

( 2) 若得到 W≠0, 则原问题无可行解, 停止计算.

第二阶段: 将第一阶段得到的最终表删去人工变量列, 将目标行的价值系数换为原问

题的目标函数的价值系数, 作为第二阶段的初始表, 继续进行迭代即可.

例 7 求解如下线性规划问题.
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�

min Z = x 1 + 1. 5x 2 ,          

s . t.

x1 + 3x 2 ≥ 3

x1 + x 2 ≥ 2

x1 , x 2 ≥ 0 .

  解 先在上述线性规划问题的约束方程中引入松弛变量 x 3 , x 4 , 并加入人工变量 x 5 ,

x 6 , 得第一阶段的数学模型: �

min W = x 5 + x 6 ,           

( LP 1 )

x 1 + 3x 2 - x 3  + x 5  = 3

x 1 + x 2  - x 4  + x 6 = 2

x 1 , x 2 , x 3 , x 4 , x5 , x 6 ≥ 0 .

  用单纯形法求解, 得第一阶段结果 W= 0, 其最优解为

x 1 = 3/ 2, x 2 = 1/ 2, x 3 = x 4 = x 5 = x6 = 0, 过程如表 2. 9 所示.

表 2. 9

cj → 0 .0 �0 `0 �1 �1 +

CB XB b� x1 =x2 �x 3 ox 4 �x 5 �x6 :

θi

1 cx 5 �3 �1 .3 �- 1 �0 �1 �0 +3 �

1 cx 6 �2 �[ 1 .] 1 �0 `- 1 (0 �1 +2 �

W 5 �2 .4 �- 1 �- 1 (0 �0 +←σj

0 cx 2 �1 �0 .[ 2 �] - 1 �1 �1 �- 1 Z1 �/ 2

1 cx 6 �2 �1 .1 �0 `- 1 (0 �1 +2 �

W 2 �0 .2 �- 1 �1 �0 �- 2 Z←σj

0 cx 2 �1 g/ 2 0 .1 �- 1 a/ 2 1 �/ 2 1 d/ 2 - 1 ,/ 2

0 cx 1 �3 g/ 2 1 .0 �1 2/ 2 3 �/ 2 - 1 �/ 2 3 �/ 2

W 0 �0 .0 �0 `0 �- 1 �- 1 Z←σj

  由于 x 5 = x 6 = 0, 从而 ( x 1 , x 2 , x 3 , x4 ) = ( 3/ 2, 1/ 2, 0, 0) 是原线性规划问题的一个基可

行解.

将第一阶段最终表中的人工变量所在列删去, 并将目标行的各价值系数换为原目标函

数对应的价值系数, 进行第二阶段计算, 其结果见表 2. 10.

表 2. 10

c j → 1 �1 e. 5 0 �0 �

CB XB b� x 1 �x 2 �x 3 �x 4 �

θi

1 h. 5 x 2 �1 f/ 2 0 �1 �- 1 �/ 2 1 b/ 2

1 �x 1 �3 f/ 2 1 �0 �1 c/ 2 - 3 �/ 2

Z 9 g/ 4 0 �0 �- 1 �/ 4 - 3 �/ 4 ←σj

  从表 2. 10 中知, 已得到最优解: x
*
1 = 3/ 2, x

*
2 = 1/ 2, 目标函数 Z

* = 9/ 4.

应当指出, 在第一阶段的最终表中, 有可能出现 W = 0, 但在基变量中仍含有取值为零
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的人工变量(即退化的基可行解) 的情况, 此时可继续进行换基迭代, 将基变量中的人工变量

全部替换为非基变量后, 才得到原问题的初始可行基, 从而转入第二阶段.

2. 大 M 法

对求最大值的原问题, 约束条件中加入人工变量后, 取人工变量在目标函数中的价值系

数为( - M) ( M 为任意大的正数) , 得新问题: �

max Z = c1 x 1 + c2 x 2 + ⋯ + cnx n + ( - M)∑
m

i= 1

x n+ i,

( LPM )

a1 1x 1 + a 1 2x 2 + ⋯ + a 1nxn + xn + 1     = b1

a2 1x 1 + a 2 2x 2 + ⋯ + a 2nxn   + xn + 2  = b2

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

am 1x 1 + a m2 x 2 + ⋯ + am nx n      x n+ m = bm

x1 , x 2 , ⋯, x n ≥ 0; x n+ 1 , x n+ 2 , ⋯, xn + m ≥ 0 .

  为使目标函数实现最大化, 迭代过程中必须将人工变量从基变量中换出. 一旦全部人工

变量变为非基变量, 即可得原问题的最优解.

对 LPM 问题和原 LP 问题, 易证如下结论:

在 LPM 的最终表中, 如有人工变量仍为非零的基变量, 则原 LP 问题无可行解.

思考题: 试用大 M 法求解如下线性规划问题: �

min Z = - 3x1 + x 2 + x 3 ,           

s . t.

x1 - 2x 2 + x 3 ≤ 11

- 4x 1 + x 2 + 2x3 ≥ 3

- 2x 1  + x 3 = 1

x1 , x 2 , x 3 ≥ 0 .

  提示: 对原问题是最小化形式, 相应 LP M 问题也取最小化形式, 不同的是人工变量的

价值系数取为( + M) .

2. 3. 4 单纯形法小结

( 1) 根据实际问题给出数学模型, 化为标准形式, 若需要, 适当添加人工变量, 以松弛变

量或人工变量为基变量, 列出初始单纯形表.

( 2) 对目标函数为求 max 的线性规划问题, 单纯形法的计算步骤框图参见图 2. 5.

2. 3. 5 修正单纯形方法

由 2. 3. 1 节矩阵形式的单纯形表 2. 3 知, 在整个迭代过程中, 现行基的逆是关键. 也就

是说, 利用现行基的逆和模型中的原始数据就可确定迭代过程中所关心的数据. 而前面介绍

的单纯形法, 在迭代过程中, 重复计算了许多与迭代过程无关的数字, 影响了计算效率, 用计

算机编程求解时, 要占用很多的内存单元. 同时, 在逐次迭代中会不断增加累积误差, 影响计

算精度. 在表 2. 3 的基础上进行研究, 提出了修正单纯形法. 其计算步骤为:

第一步: 首先构造初始可行基 B, 一般情况下取 B 为单位阵, 即有 B
- 1 = B= I . 求出初

始解:
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图 2. 5 单纯形法计算流程框图

XB

XN

=
B- 1 b

0
.

  第二步: 计算单纯形乘子 Y= CB B
- 1

, 并计算非基变量的检验数 σN , σN = YN - CN . 如果

σN ≥0, 则得到最优解, 停止计算. 否则, 转下一步.

第三步: 令 s= min {j ©¦σj < 0, 0≤j ≤n}, 确定 x s 为换入变量. 并计算 B
- 1

P s 向量, 如果

B
- 1

P s≤0, 那么问题为无界解, 停止计算. 否则转下一步.

第四步:

计算 θ= min
( B

- 1
b) i

( B- 1 P s) i
( B

- 1
P s) i> 0 =

( B
- 1

b) r

( B- 1 P s) r
.
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确定相应的基变量 x r 为换出变量. 于是得到一组新的基变量及新的基矩阵 B1 .

第五步: 计算新的基阵的逆阵 B
- 1
1 , 求出 B

- 1
1 b. 返回第二步.

用上面修正的单纯形法求解线性规划问题时, 计算逆矩阵 B
- 1
1 这一步比较繁琐, 但考虑

到上一轮迭代基 B 和下一轮迭代基 B1 之间只相差一列, 于是有如下求 B
- 1
1 的简便方法.

即 B
- 1
1 = EB

- 1
, 其中 E= ( e1 , ⋯, er - 1 , ξ, er+ 1 , ⋯, em ) , ei 表示第 i个位置的元素为 1, 其余

为 0 的 m 维单位列向量,

ξ=

- a�1s / a�rs

- a�2s / a�rs

⋯

l / a�r s

⋯

- a�ms / a�rs

← 第 r 行 .

  由于初始时 B 为单位阵, 从而 B
- 1也为单位阵, 因而修正单纯形法在开始计算时, 不再

需要计算基的逆阵了.

下面举例说明修正单纯法的计算步骤.

例 8 用修正单纯形法求解如下线性规划问题. �

max Z = 4x 1 + 3x 2 ,

s. t.

2x 1 + 3x2 ≤ 24

3x 1 + 2x2 ≤ 26

x 1 , x2 ≥ 0 .

  解 化为标准型 U

max Z = 4x 1 + 3x 2 + 0x 3 + 0x 4 ,

s . t .

2x 1 + 3x 2 + x 3  = 24

3x 1 + 2x 2  + x 4 = 26

x 1 , x 2 , x 3 , x 4 ≥ 0 .

其中 A= ( P 1 , P 2 , P 3 , P 4 ) =
2 3 1 0

3 2 0 1
, b=

24

26
, C= ( c1 , c2 , c3 , c4 ) = ( 4, 3, 0, 0) .

取初始基 B0 = ( P 3 , P 4 ) = I , 有 B
- 1
0 = B0 = I , B

- 1
0 b=

24

26
, XB 0 = ( x 3 , x 4 )

T
, CB 0 = ( 0, 0) ,

XN 0 = ( x 1 , x 2 ) T , CN 0 = ( 4, 3) .

第一轮迭代计算:

因为 Y0 = CB 0 B
- 1
0 = 0, σN 0 = Y0N 0 - CN 0 = ( - 4, - 3) = ( σ1 , σ2 ) , 所以, 确定 x 1 为换入变

量. 计算 θ= min
( B

- 1
0 b) i

( B
- 1
0 P 1 ) i

( B
- 1
0 P 1 ) i> 0 = min ( 12, 26/ 3) = 26/ 3. 于是 x 4 为换出变量.

从而得新基 B1 = ( P 3 , P 1 ) , XB 1 = ( x 3 , x 1 )
T
, XN 1 = ( x 2 , x4 )

T
, CB1 = ( 0, 4) , CN 1 = ( 3, 0) .

由于 ξ1 =
- 2/ 3

1/ 3
, 所以, B

- 1
1 = E 1B

- 1
0 =

1 - 2/ 3

0 1/ 3
, XB 1 = B

- 1
1 b=

1 - 2/ 3

0 1/ 3

24

26
=

20/ 3

26/ 3
.
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第二轮迭代计算:

因为 Y1 = CB 1 B
- 1
1 = ( 0, 4/ 3) , σN 1 = Y1 N1 - CN 1 = ( 0, 4/ 3)

3 0

2 1
- ( 3, 0) = ( - 1/ 3,

4/ 3) = (σ2 , σ4 ) , 所以, 确定 x 2 为换入变量.

又 B
- 1
1 P 2 =

1 - 2/ 3

0 1/ 3

3

2
=

5/ 3

2/ 3
> 0, θ= min

( B
- 1
1 b) i

( B
- 1
1 P 2 ) i

B- 1
1 P 2 > 0 = min ( 20/ 3

5/ 3, 26/ 3 2/ 3) = min ( 4, 13) = 4 .

于是 x 3 为换出变量. 由此得新基 B2 = ( P 2 , P 1 ) . 此时 XB 2 = ( x 2 , x 1 )
T
, XN 2 = ( x 3 , x 4 )

T
, CB 2 =

( 3, 4) , CN 2 = ( 0, 0) .

由于 ξ2 =
3/ 5

- 2/ 5
, E 2 =

3/ 5 0

- 2/ 5 1
, B

- 1
2 = E 2B

- 1
1 =

3/ 5 0

- 2/ 5 1

1 - 2/ 3

0 1/ 3
=

3/ 5 - 2/ 5

- 2/ 5 3/ 5
, XB2 = B

- 1
2 b=

3/ 5 - 2/ 5

- 2/ 5 3/ 5

24

26
=

4

6
.

第三轮迭代计算:

因为 Y2 = CB 2 B
- 1
2 = ( 3, 4)

3/ 5 - 2/ 5

- 2/ 5 3/ 5
= ( 1/ 5, 6/ 5) , σN 2 = Y2 N2 - CN 2 = ( 1/ 5, 6/ 5)

0 1

1 0
- ( 0, 0) = ( 6/ 5, 1/ 5) ≥0, 所以, B2 为最优基, 原问题的最优解为

X* =
x *

1

x
*
2

=
4

6
, 最优函数值 Z* = Y2b = ( 1/ 5, 6/ 5)

24

26
= 36 .

  从上例的迭代计算可以看出, 修正单纯形法比较适用于计算机编程计算.

2. 4 对 偶 理 论

2. 4. 1 对偶问题的提出

  例 9 对本章的例 1, 现在从另一个角度来讨论. 假设工厂考虑不安排生产, 而是出售材

料, 出租工时, 问如何定价, 可使工厂获利不低于安排生产所获得的收益, 且又能使这些定价

具有竞争力?

设出售材料的定价为每单位 y1 元, 出租工时的定价为每工时 y 2 元, 从工厂考虑, 这些

定价下的获利不应低于安排生产所获得的收益, 否则工厂宁可生产, 而不出售和出租.

由此, 工厂生产一件甲产品所消耗的材料和工时的总价值不应低于 4 元, 即有

2y 1 + 3y 2 ≥ 4 .

同样, 从乙产品考虑, 亦有

3y 1 + 2y 2 ≥ 3 .

为使这些定价具有竞争力, 目标函数应为

min W = 24y1 + 26y 2 .

  综合起来, 该问题的数学模型为: V

min W = 24y1 + 26y 2 ,
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s . t.

2y 1 + 3y 2 ≥ 4

3y 1 + 2y 2 ≥ 3

y1 , y 2 ≥ 0 .

  这种内容一致但从相反角度提出的一对问题称之为互为对偶问题. 一般地, 设某企业有

m 种资源, 用于生产 n 种不同产品, 各种资源的拥有量为 bi( i= 1, ⋯, m) . 已知生产一单位第

j 种产品( j = 1, 2, ⋯, n)消耗第 i种资源 aij单位, 产值为 cj 元. 问如何安排生产, 可使产值最

大?

用 x j 表示第 j 种产品数量, 则该问题的线性规划模型为: p

max Z = c1x 1 + c2x 2 + ⋯ + cnxn ,     ( 2. 15)

s . t .

a 11 x 1 + a 12 x 2 + ⋯ + a 1nx n ≤ b1

a 21 x 1 + a 22 x 2 + ⋯ + a 2nx n ≤ b2

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

a m1 x 1 + a m2 x 2 + ⋯ + a mnx n ≤ bm

x j ≥ 0 ( j = 1, 2, ⋯, n) .

( 2. 16)

  现从另一个角度考虑问题, 若该企业不安排生产, 将所有资源租让, 问如何定价这些资

源, 既可使其获利不低于安排生产所获得的收益, 又使资源租让具有竞争力.

设 y i 表示第 i种资源的单位成本( 机会成本) ( i= 1, 2, 3, ⋯, m) , 则生产一个单位的第 j

种产品, 消耗的各种资源数分别为 a1 j , a 2j , ⋯, a mj , 则相应的线性规划模型为 Y

min W = b1y 1 + b2y 2 + ⋯ + bm ym ,     ( 2. 17)

s . t .

a 11 y1 + a 21 y 2 + ⋯ + a m1 ym ≥ c1

a 12 y1 + a 22 y 2 + ⋯ + a m2 ym ≥ c2

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

a 1ny1 + a 2ny2 + ⋯ + a mnym ≥ cn .

( 2. 18)

  如果我们把上述的两个问题之一称为原问题, 则另外一个问题称为对偶问题, 两者互为

对偶.

2. 4. 2 原问题和对偶问题的关系

1. 对称形式的对偶问题

对称形式的对偶问题用矩阵表示, 若原问题是 �

max Z = CX ,      ( 2. 19)

s . t .
AX ≤ b

X ≥ 0 .
( 2. 20)

则其对偶问题为 5

min W = Yb, �min W = bT YT ( 2. 21)

s . t .
YA ≥ C

Y≥ 0 .
  或 s . t .

A
T
Y

T
≥ C

T

Y
T
≥ 0

( 2. 22)

  由此可知, 如果 A, b, C 已知, 就可以写出相应的对偶问题.

例 10 求本章例 1 的对偶问题.
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解 其系数矩阵分别为:

A =
2 3

3 2
, C = ( 4, 3) , b =

24

26
.

  相应的对偶问题是 {

min W = b
T
Y

T
= ( 24, 26)

y1

y2

,

AT YT =
2 3

3 2

y1

y2

≥
4

3
.

即 min W = 24y 1 + 26y2 ,

2y1 + 3y2 ≥ 4

3y1 + 2y2 ≥ 3

y 1 , y2 ≥ 0 .

  将上述对称形式的两个互为对偶问题进行比较可以看出:

( 1) 一个问题中的约束条件个数等于它的对偶问题中的变量数;

( 2) 一个问题中目标函数的系数是其对偶问题中约束条件的右端项;

( 3) 约束条件在一个问题中为“≤”, 则在其对偶问题中为“≥”;

( 4) 目标函数在一个问题中求最大值, 在其对偶问题中则为求最小值.

这些关系可用表 2. 11 表示.

表 2. 11

yi

x j  x 1 �x 2 �⋯ xn 原关系 min W

y1 �a11 �a 12 �⋯ a 1 �n ≤ b1 �

y2 �a21 �a 22 �⋯ a 2 �n ≤ b2 �

┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆

ym am1 �a m2 �⋯ a mn ≤ bm

对偶关系 ≥ ≥ ⋯ ≥

max Z c1 �c2 �⋯ cn

  显然对称形式的对偶问题, 如果已知其中一个问题, 立即就可以写出相应的对偶问题.

例 11 试根据表 2. 12 写出原问题和对偶问题的关系式.

表 2. 12

yi

x j  x1 �x2 �b

y1 �3 �4 �8 e

y2 �2 �0 �16 |

y3 �1 �2 �12 |

C 3 �5 �
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  解 �原问题: �对偶问题:

max Z= 3x 1 + 5x 2 , min W = 8y1 + 16y2 + 12y 3 ,

s . t .

3x 1 + 4x 2≤8

2x 1  ≤16

x 1 + 2x 2≤12

x 1 , x 2≥0 .

s . t .

3y 1 + 2y2 + y 3≥3

4y 1   + 2y3≥5

y1 , y 2 , y 3≥0 .

2. 非对称形式的对偶问题

如果原问题中的约束条件含有等式, 那么它的对偶问题的表达式应该如何?

设线性规划问题 �

max Z = CX ,      

s . t .
AX = b

X ≥ 0 .

( 2. 23)

 

由于 AX= b 等价于

 

AX≤b

- AX≤- b ,

所以, ( 2. 23)可改写为 F

max Z = CX ,     

s. t.

AX ≤ b

- AX ≤- b

X ≥ 0

( 2. 24)

( 2. 25)

 

  令 Y′对应不等式( 2. 24) , Y″对应不等式( 2. 25) , 按对称形式可以写出它的对偶问题 �

min W = Y′b - Y″b, �min W = ( Y′- Y″) b ,

Y′A - Y″A ≥ C

Y′, Y″≥ 0 ,
     

即

 

( Y′- Y″) A ≥ C

Y′, Y″≥ 0 .

  又令 Y= Y′- Y″, 显然 Y 无非负约束. 把它代入上式, 得对偶问题 �

min W = Yb ,        

YA ≥ C

Y 无非负约束 .

( 2. 26)

 

  一般而言, 原问题和对偶问题之间的对应关系如表 2. 13 所示.

表 2. 13

原问题(或对偶问题) 对偶问题(或原问题)

目标函数 max Z 目标函数  min W

变  量  �n 个 约束条件  �n 个
变  量  ≥0 �约束条件  ≥
变  量  ≤0 �约束条件  ≤
变  量  无约束 约束条件  =
约束条件  m 个 变  量  m 个
约束条件  ≤ 变  量  ≥0 �
约束条件  ≥ 变  量  ≤0 �
约束条件  = 变  量  无约束
约束条件右端项 目标函数变量的系数
目标函数变量的系数 约束条件右端项
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  例 12 试求下述问题的对偶问题. l

min Z = 3x1 + 2x 2 - 4x 3 + x 4 ,      

s. t.

x 1 + x2 - 3x 3 + x 4 ≥ 10

2x 1  + 2x3 - x 4 ≤ 8

  x 2 + x 3 + x 4 = 6

x 1 ≤ 0, x2 , x 3 ≥ 0, x 4 无约束 .

  解 由表 2. 13 知, 其对偶问题如下: �

max W = 10y 1 + 8y 2 + 6y3 ,     

s. t .

y 1 + 2y 2  ≥ 3

y 1    + y3 ≤ 2

- 3y 1 + 2y2 + y 3 ≤- 4

y 1 - y2 + y 3 = 1

y 1 ≥ 0, y2 ≤ 0, y3 无约束 .

2. 4. 3 对偶问题的基本定理

对称性定理 对偶问题的对偶是原问题. ( 证明略. )

弱对偶性定理 若 X
( 0)
是原问题的可行解, Y

( 0)
是对偶问题的可行解, 则有 CX

( 0 )
≤

Y
( 0)

b.

证 设原问题为 �

max Z = CX, AX ≤ b, X ≥ 0

  则其对偶问题是

min W = Yb, YA ≥ C, Y ≥ 0 .

  因 X
( 0 )
为原问题的可行解, 则有 AX

( 0)
≤b .

又因 Y
( 0 )
为对偶问题的可行解, 则有 Y

( 0)
A≥C .

从而有 CX
( 0 )
≤Y

( 0 )
AX

( 0 )
≤Y

( 0)
b 即 CX

( 0 )
≤Y

( 0)
b. □

由弱对偶性定理可推出, 若原问题( 对偶问题)为无界解, 则其对偶问题(原问题) 无可行

解. 同时, 由弱对偶性定理易证得最优性定理.

最优性定理 若 X
( 0 ) 是原问题的可行解, Y

( 0 ) 是对偶问题的可行解, 且有 CX
( 0) = Y

( 0)
b ,

则 X
( 0 ) , Y

( 0) 分别是原问题和对偶问题的最优解.

对偶定理 若两个互为对偶问题之一有最优解, 则另一个必有最优解, 且目标函数值

相等.

证 假定原问题为 max Z= CX, AX≤b, X≥0 ,

则其标准型为 max Z= CX+ 0XL , AX+ XL = b, X≥0, XL ≥0.

设 X
* 为原问题的最优解, 则其相应基阵 B 下变量的检验数为

CB B
- 1 ( A, I ) - ( C, 0) ≥0, 即 CB B

- 1
A- C≥0, CB B

- 1≥0 .

令 Y
*

= CB B
- 1

, 可得 Y
*

A≥C, Y
*
≥0 .

这就是说 Y
* = CB B

- 1是对偶问题 min W = Yb, YA≥C, Y≥0 的可行解.

同时 �W = Y
*

b= CB B
- 1

b ,
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Z= CX
*

= CB B
- 1

b .

因此有 Y
*

b= CX
*

.

由最优性定理知, X
*

, Y
*
分别是原问题和对偶问题的最优解, 且目标函数值相等. □

互补松弛性定理 若 X
*

, Y
*
分别是原问题和对偶问题的可行解, 则 X

*
, Y

*
为最优解的

充分必要条件是 Y
*

XL = 0 和 YsX
* = 0.

证 设对偶问题的标准型是 �

原问题: `对偶问题:

max Z = CX , min W = Yb ,

AX + XL = b

X, XL ≥ 0 .

YA - Ys = C

Y, Ys ≥ 0 .

  从而有 Z= CX = ( YA- Ys) X= YAX- YsX. ( 2. 27)

W = Yb = Y( AX + XL ) = YAX + YXL . ( 2. 28)

  = > 必要性 若 X, Y为最优解, 则由对偶定理有 CX= Yb , 再由( 2. 27)及( 2. 28) , 有

Y
*

AX
*

- YsX
*

= Y
*

AX
*

+ Y
*

XL .

即 - YsX
*

= Y
*

XL .

又由于 Y
*

, Ys ≥ 0, X
*

, XL ≥ 0,

故有 YsX* = 0 和 Y* XL = 0.

  < = 充分性 设 Y
*

XL = 0, YsX
*

= 0 .

由( 2. 27) 及( 2. 28) 知 CX
*

= Y
*

AX
*

= Y
*

b .

依据最优性定理 X
*

, Y
*
分别是原问题和对偶问题的最优解. □

解的对应定理

设原问题是 max Z= CX, AX+ XL = b, X , XL≥0.

对偶问题是 min W = Yb, YA- Ys= C, Y, Ys≥0.

则原问题单纯形表的检验数行对应其对偶问题的一个基解, 其对应关系见表 2. 14.

表 2. 14

XB XN XL

0 "CBB - 1 =N- CN CB B- 1 5

Ys1 9Ys2 }Y

  这里 Ys1是对应原问题中基变量 XB 的剩余变量, Ys2是对应原问题中非基变量 XN 的剩

余变量.

证 设 B 是一原问题的一个可行基, 于是 A= ( B, N) , 原问题可以改写为 \

max Z = CB XB + CN XN ,     

s . t .
BXB + N XN + XL = b

XB , XN , XL ≥ 0 .

  相应地对偶问题可表示为 O

min W = Yb ,     
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s . t.

YB - Ys1 = CB

YN - Ys2 = CN

Y, Ys1 , Ys2 ≥ 0 ,

( 2. 29)

( 2. 30)

 

这里 Ys= ( Ys1 , Ys2 ) .

当求得原问题的一个基解 X= ( XB , XN , XL ) T = ( B
- 1

b , 0, 0) T , 其相应的检验数为 σ=

( σB , σN , σL ) = ( 0, CB B
- 1

N - CN , CB B
- 1 ) . 令 Y= CB B

- 1 , 并将它代入( 2. 29) , ( 2. 30) 得 Ys1 = 0,

Ys2 = CB B
- 1

N - CN , 可见( Y, Ys1 , Ys2 ) = ( CB B
- 1

, 0, CB B
- 1

N - CN )是对偶问题的一个基解. □

例 13 已知线性规划问题 �

max Z = x 1 + x2 ,     

s . t .

- 2x 1 + 2x 2 + 3x 3 ≤ 6

- 3x 1 + x 2 - x 3 ≤ 5

  x 1 , x 2 , x 3 ≥ 0 .

  试用对偶理论证明上述问题无最优解.

证 首先看到该问题存在可行解, 例如, X = ( 0, 0, 0) T , 而上述问题的对偶问题为 ~

min W = 6y 1 + 5y 2 ,      

s . t.

- 2y1 - 3y2 ≥ 1

2y 1 + y2 ≥ 1

3y 1 - y2 ≥ 0

y1 , y 2 ≥ 0 .

  因为 y 1 , y2≥0, 由其中第一个约束条件可知, 对偶问题无可行解, 因而无最优解, 从而原

问题无最优解.

思考题 如下线性规划问题: F

min W = 2x 1 + 3x 2 + 5x 3 + 2x 4 + 3x 5 ,   

s. t .

x 1 + x 2 + 2x 3 + x 4 + 3x 5 ≥ 4

2x 1 - x 2 + 3x 3 + x4 + x 5 ≥ 3

x j ≥ 0, j = 1, 2, ⋯, 5 .

  已知其对偶问题的最优解为 y
*
1 = 4/ 5, y

*
2 = 3/ 5, Z

* = 5, 试用对偶理论找出原问题的

最优解.

2. 4. 4 对偶单纯形方法

由对偶问题解的对应定理知, 用单纯形法求解线性规划问题时, 在得到原问题的一个

基可行解的同时, 在检验数行得到对偶问题的一个基解. 通过逐步迭代, 当在检验数行得到

对偶问题的解可行时, 由前述定理知, 已达到最优解.

所谓对偶单纯形方法, 是基于对偶问题的对称性所设计的求解原问题的一种方法. 其基

本思想是在保持对偶问题的可行性( CB B
- 1

A- C≥0) 基础上, 逐步迭代, 当原问题也达到可

行时( B
- 1

b≥0) , 同样表示也已达到最优. 其优点是求解原问题的初始解不一定是基可行解,

在对偶可行的前提下, 可从非基可行解开始迭代. 具体步骤如下:

第一步: 建立线性规划问题的初始单纯形表.
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设表中检验数行的值 z j - cj 全部≥0, 即是其对偶问题的一个可行解.

第二步: 检查 b�列的数字, 若均非负, 则已得最优解, 停止计算. 若 b�列有负分量, 则转

第三步.

第三步: 换基迭代

( 1) 确定换出变量

按 min {i©¦©¦( B
- 1

b) i< 0}= r , 确定基变量 x r 为换出变量.

( 2) 确定换入变量

在单纯形表中检查 x r 所在行的各系数 a�r j ( j = 1, 2, ⋯, n) . 若所有 a�r j ≥0, 则无可行解,

停止计算. 否则, 计算

θ= min
- σj

a�r j
a�r j < 0 =

- σs

a�r s
,

  确定 x s 为换入变量.

( 3) 以 a�rs为主元素, 按原单纯形法在表中进行初等行变换, 得到新基的单纯形表. 返回

第二步.

例 14 用对偶单纯形法求解下列线性规划问题. �

min Z = 12y 1 + 8y2 + 16y 3 + 12y4 ,   

s . t .

2y 1 + y2 + 4y 3  ≥ 2

2y 1 + 2y2  + 4y4 ≥ 3

yi ≥ 0 ( i= 1, 2, 3, 4) .

  解 先将问题化为 �

max Z′= - 12y1 - 8y2 - 16y 3 - 12y 4 + 0y 5 + 0y6 ,

s. t .

- 2y 1 - y 2 - 4y 3 + y 5 = - 2

- 2y 1 - 2y2 - 4y4 + y6 = - 3

y 1 , y2 , y3 , y 4 , y5 , y6 ≥ 0 .

  用对偶单纯法进行计算, 其过程见表 2. 15.

表 2. 15

cj → - 12 u- 8 �- 16 �- 12 @0 �0 ,

CB XB b y1 <y2 �y3 ny 4 �y5 �y6 9

0 dy 5 �- 2 �- 2 ^- 1 �- 4 �0 �1 �0 ,

0 dy 6 �- 3 �- 2 ^- 2 �0 a[ - 4 )] 0 �1 ,

Z′ 0 �12 F8 �16 x12 �0 �0 ,←σj

0 dy 5 �- 2 �- 2 ^[ - 1 �] - 4 �0 �1 �0 ,

- 12 �y 4 �3 h/ 4 1 �/ 2 1 �/ 2 0 a1 �0 �- 1 -/ 4

Z′ - 9 �6 /2 �16 x0 �0 �3 ,←σj

- 8 �y 2 �2 �2 /1 �4 a0 �- 1 �0 ,

- 12 �y 4 �- 1 �/ 4 - 1 0/ 2 0 �[ - 2 �] 1 �1 e/ 2 - 1 -/ 4

Z′ - 13 �2 /0 �8 a0 �2 �3 ,←σj

- 8 �y 2 �3 h/ 2 1 /1 �0 a2 �0 �- 1 -/ 2

- 16 �y 3 �1 h/ 8 1 �/ 4 0 �1 a- 1 �/ 2 - 1 �/ 4 1 �/ 8

Z′ - 14 �0 /0 �0 a4 �4 �2 ,←σj
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  至此, 得原问题的最优解 y= ( y1 , y2 , y 3 , y 4 )
T
= ( 0, 3/ 2, 1/ 8, 0)

T
.

最优值为 Z
* = - Z′= 14 .

说明: 对偶单纯形法初始基的确定, 往往并不容易. 理论上已找到一个一般方法, 有兴

趣的读者可参考有关文献, 这里就不叙述了.

2. 4. 5 对偶变量的经济意义和影子价格

前已述及, 若 B 为原问题{max Z = CX ©¦AX≤b, X≥0}的最优基时, 对偶变量 Y
*

=

CB B
- 1 , 且有

Z
*

= CB B
- 1

b = Y
*

b = ∑
m

i= 1

biy
*
i ,

由于
�Z *

�bi
= y

*
i , 因此, 对偶变量 yi 的经济意义是第i种资源在最优决策下的边际价值. 也就

是说, 在其他条件不变的情况下, 增加单位第 i种资源将会使目标函数值增加 ( CB B
- 1 ) i. 其

定量表达了在最优生产方案下对单位第 i种资源的一种估价, 这种估价不是该种资源的市

场价格, 而是在最优生产方案下的结果, 故称其为影子价格( shadow price ) . 没有最优决策,

就没有影子价格.

影子价格真实反映了资源在经济结构中最优决策下对总收益(目标函数值) 的影响和贡

献大小. 资源的影子价格越高, 表明该种资源的贡献越大. 由松紧定理知, 影子价格为正数,

表明该种资源在最优决策下已充分利用耗尽, 并成为进一步增加总收益的紧缺资源, 亦称短

线资源. 影子价格为零, 表明该种资源在最优决策下尚有剩余, 成了长线资源.

影子价格亦是机会成本. 当第 i种资源的市场价格低于影子价格 yi 时, 可适量买进这种

资源, 组织和增加生产; 相反, 当市场价格高于影子价格时, 可以卖出资源而不安排生产或提

高产品的价格.

在完全的宏观市场条件下, 随着资源的买进和卖出, 影子价格随之变化, 直到影子价格

与市场价格保持同等水平时, 才处于平衡状态.

影子价格是对资源的恰当估价, 这种估价直接涉及到资源的最有效利用. 如可借助资源

的影子价格确定内部结算价格, 以便控制有限资源的使用和考核下属部门经营的好坏.

因此, 有效利用资源的影子价格指导经济活动是有积极作用的.

( 1) 影子价格从资源最优利用的角度, 提出了企业挖潜改革, 扬长避短的方向.

影子价格为正数的短线资源, 已成为进一步发展生产增加收益的瓶颈. 在资源的影子价

格大于该资源的市场购价时, 适量购进该资源即可增加总收益. 此外, 如果能在生产工艺上

革新降低这种资源的消耗, 将使企业增收节支.

对影子价格为零的长线资源, 其剩余资源是进一步发展生产的潜在优势, 为以长线资源

为主要资源的新产品的生产提供可能性.

( 2) 影子价格可以指导管理部门对紧缺资源实现“择优分配”.

( 3) 影子价格可以帮助预测产品的价格. 买方要购入卖方的产品作为资源投入生产, 要

求其价格必须小于该产品作为自己最优生产资源的影子价格, 否则将无利可图; 卖方要求出

售产品的价格必须大于自己的生产“成本”, 否则, 利益受到损失. 因此, 产品的价格应在双方

的“成本”和影子价格之间.
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( 4) 资源影子价格的高低可以作为同类企业经济效益的评估标准之一.

2. 5 优化后分析

在前面讨论的线性规划问题中, a ij , bi, cj 这些数据通常是根据以往资料, 或估计, 或预测

等得到的, 不完全符合经济活动的现实. 面对市场经济中价格的波动, 工艺的改进, 资源储量

的变化等, 必须考虑这些数据中的一个或几个发生变化时, 现行最优方案会有什么变化? 将

这些数据的变化限制在什么范围内, 原最优解仍是最优的? 如果原最优基不再是最优基, 又

怎样在先前优化的基础上迅速求得新的最优方案? 这就是优化后分析的内容.

考查数据变化对现行最优方案的影响, 实质上考查对基 B 最优性的影响. 因此, 可考虑

从以下两个方面入手:

( 1) 数据的变化是否影响基 B 的原始可行性( 即 B
- 1

b≥0) ;

( 2) 数据的变化是否影响基 B 的对偶可行性( 即 CB B
- 1

A- C≥0) .

下面分别进行讨论(以下的分析都是假定最终表中已得到最优基 B) .

2. 5. 1 价值系数 cj 的变化分析

( 1) 若 cj 是非基变量 x j 的系数. 当 cj→cj + Δcj , 为保持原基 B 的最优性, 须

σj′= CB B
- 1

P j - ( cj + Δcj ) ≥ 0 ,

  解不等式有 Δcj≤CB B
- 1

P j - cj = σj . ( 2. 31)

从而确定了在不影响基 B 最优性下, Δcj 的允许变化范围.

( 2) 若 cr 是基变量 x r 的系数. 当 cr→cr + Δcr 时, 就引起 CB 的变化, 从而可能导致所有

非基变量的检验数发生变化, 这时

σ′= ( CB + ΔCB ) B- 1A - C′

= CB B
- 1

A + ( 0, ⋯, Δcr , ⋯, 0) B
- 1

A - C′

= CB B
- 1

A - C + Δcr ( a�r1 , a�r 2 , ⋯, a�r m ) .

即 σ′= σ+ Δcr ( a�r1 , a�r 2 , ⋯, a�r m ) .

从而 σj′= σj + Δcr a�r j , ( j = 1, 2, ⋯, n) .

要使基的最优性不变, 须满足

σj′= σj + Δcr a�r j ≥ 0 , ( j = 1, 2, ⋯, n) . ( 2. 32)

解不等式组( 2. 31) 得到 Δcr 的变化范围:

max
j

{- σj / a�r j ©¦a�r j > 0} ≤ Δcr ≤ min
j

{- σj / a�r j ©¦a�r j < 0} .

  当 Δcr 的变化超出此范围时, 则破坏基 B 的对偶可行性, 此时可用单纯形法继续迭代.

例 15 试以本章例 1 的最终表 2. 7 为例, 设基变量 x 1 的系数 c1 变化 Δc1 , 在最优性不

变的条件下, 试确定 Δc1 的范围.

解 直接将 c1 + Δc1 代入表 2. 6 中, 并计算得表 2. 16.

为保持原基 B 的最优性, 解不等式组

1/ 5 - 2/ 5Δc1 ≥ 0

6/ 5 + 3/ 5Δc1 ≥ 0 ,
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  得 - 2≤ Δc1≤1/ 2 .

  表 2. 16

cj → 4 �+ Δc1 3 |0 �0 �

CB XB b x1 �x2 �x 3 �x4 �

θ

3 hx 2 �4 �0 |1 {3 {/ 5 - 2 �/ 5

4 �+ Δc1 x 1 �6 �1 |0 {- 2 �/ 5 3 �/ 5

Z 36 m+ 6Δc1 0 }0 |1 �/ 5- 2/ 5Δc1 6 $/ 5+ 3/ 5Δc1 ←σj

  即 x 1 的价值系数 c1 可以在[ 2, 4. 5] 之间变化, 而不影响现行最优方案. 但此时目标函

数值相应增加了 6Δc1 .

2. 5. 2 资源数量的变化分析

当资源数量 bk 的值有变化时, 由于 bk 的变化和 B
- 1 , A, C 不相关, 因此, 检验数没有变

化. 这样当 bk - > bk + Δbk , 最终表中基变量的值为 XB′= B
- 1

( b+ Δb) , 其中

Δb = ( 0, 0, ⋯, Δbk , 0, ⋯, 0)
T
. 只要 XB′≥0, 则基 B 的最优性不变.

Δbk 的范围可用以下方法确定:

因为 B
- 1

( b+ Δb) = B
- 1

b+ B
- 1
Δb ,

设 B
- 1

b= ( b�1 , b�2 , ⋯, b�m )
T
,

所以, B
- 1
Δb= B

- 1

0

Δbk

0

= Δbk

a�1k

┆

a�mk

.

只要 B
- 1

b+ B
- 1
Δb≥0 ,

即 b�i+ a�ikΔbk≥0, i= 1, 2, ⋯, m . ( 2. 33)

就能保证基 B 的最优性不变. 解不等式组( 2. 33) , 得到 Δbk 的允许变化范围:

max
i

{- b�i/ a�ik ©¦a�ik > 0} ≤ Δbk ≤ min
i

{- b�i/ a�ik ©¦a�ik < 0} .

  应当指出, 当 bk 在此范围内变化时, 虽然基 B 的最优性仍可保持, 但最优解中基变量的

值和目标函数值同时改变. 当 bk 变化超出范围时, 则必然破坏基 B 的可行性, 此时可用对偶

单纯形法在最终表上继续迭代.

例 16 求本章例 1 的第二个条件 b2 的变化范围.

解 由表 2. 7 知, 只须

B
- 1

b + B
- 1

0

Δb2

≥ 0 ,

即
4

6
+

3/ 5 - 2/ 5

- 2/ 5 3/ 5

0

Δb2

=
4

6
+

- 2/ 5

3/ 5
Δb2 ≥ 0 .

  解不等式组
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4 - 2/ 5Δb2 ≥ 0

6 + 3/ 5Δb2 ≥ 0 .

得 - 10 ≤ Δb2 ≤ 10 .

  故 b2 的变化范围为[ 16, 36] .

2. 5. 3 技术系数的变化分析

( 1) 基变量的技术系数 aij的变化比较复杂, 既有可能引起 b 列的变化, 也可能引起检验

数行的变化. 下面以具体例子说明.

例 17 以例 1 为例, 分析原计划生产产品的工艺结构发生变化. 若生产产品甲的工艺

有了改进, 其技术系数向量变为 P 1′= ( 1, 2) T , 相应甲产品的每件利润为 6 元. 试分析对原计

划有什么影响?

解 把改进工艺结构的产品甲视为甲′, 设 x 1′是其产量, 在最终表中用 x1′代替 x 1 , 用 P 1′

代替 P 1

计算 B- 1 P 1′=
3/ 5 - 2/ 5

- 2/ 5 3/ 5

1

2
=

- 1/ 5

4/ 5
,

σ1′= CB′B- 1 P 1′- c1′= ( 3, 6)
- 1/ 5

4/ 5
- 6 = - 9/ 5 .

同时, >σ3 = ( 3, 6)
3/ 5

- 2/ 5
- 0 = - 3/ 5 ,

σ4 = ( 3, 6)
- 2/ 5

3/ 5
- 0 = 12/ 5 .

  将上述数据填入表 2. 6 中相应位置, 得新表 2. 17.

表 2. 17

c j → 6 �3 �0 �0 �

CB XB b x1 �′ x 2 �x 3 �x 4 �

θ

 

3 �x 2 �4 �- 1 �/ 5 1 �3 c/ 5 - 2 �/ 5 -

6 �x1 �′ 6 �[ 4 e/ 5] 0 �- 2 �/ 5 3 b/ 5 15 x/ 2

Z 48 �- 9 �/ 5 0 �- 3 �/ 5 12 z/ 5 ←σj

  由表 2. 17 以[ 4/ 5] 为主元素进行变换并迭代, 过程如表 2. 18 至 2. 19 所示.

表 2. 18

c j → 6 �3 �0 �0 �

CB XB b x1 �′ x 2 �x 3 �x 4 �

θ

 

3 �x 2 �11 }/ 2 0 �1 �[ 1 c/ 2] - 1 �/ 4 11 �

6 �x1 �′ 15 }/ 2 1 �0 �- 1 �/ 2 3 b/ 4 -

Z 123 �/ 2 0 �0 �- 3 �/ 2 15 z/ 4 ←σj
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  表 2. 19

c j → 6 �3 �0 �0 �

CB XB b x1 �′ x 2 �x 3 �x 4 �

θ

0 �x 3 �11 �0 �2 �1 �- 1 �/ 2

6 �x1 �′ 13 �1 �1 �0 �1 b/ 2

Z 78 �0 �3 �0 �3 �←σj

  表 2. 19 中的结果已是最优解. 即生产产品甲′13 件, 生产产品乙为 0 件, 可获利 78 元.

例 17 的分析方法, 也可看作增加新产品( 必须生产) 的优化分析. 事实上, 若将产品甲′

视为必须生产的新产品, 就会有上述结果.

( 2) 非基变量的技术系数 a ij 的变化, 仅影响基 B 的对偶可行性, 而不会影响 B 的可

行性.

当 a r j →a r j + Δa r j , 则变化的检验数

σj′= CB B
- 1

P j′- cj = σj + ( CB B
- 1

) r Δa r j ,

其中( CB B
- 1 ) r 为 CB B

- 1的第 r 个分量.

若要保持基 B 的最优性, 则 Δa r j的允许变化范围为

Δa r j ≥-
σj

( CB B
- 1

) r
. ( 2. 34)

否则用单纯形法进行换基迭代.

2. 5. 4 对增加约束条件的分析

优化后对增加新约束条件的分析, 可按以下方法进行:

首先, 检验原最优解是否满足新增加的约束条件. 如果满足, 则说明此约束条件对原最

优方案无影响(称此约束条件为不起作用的约束, 否则称为起作用的约束 ) ; 如果不满足, 则

将最终表中基变量的表达式代入新约束, 整理后放置最终表中, 继续进行迭代.

例 18 对例 1 增加电力约束: 设生产 1 件甲产品需耗电 3 个单位, 生产 1 件乙产品需耗

电 4 个单位, 且每天供电量不超过 30 单位, 即

3x 1 + 4x 2 ≤ 30 .

试进行分析.

解 将 x 1 = 6, x 2 = 4 代入新增加的电力约束, 左端为 34, 大于右端. 所以, 电力约束为起

作用的约束. 于是以

x 1 = 6+ 2/ 5x 3 - 3/ 5x 4 和 x 2 = 4- 3/ 5x 3 + 2/ 5x 4 代入 3x 1 + 4x 2≤30, 整理得

- 6/ 5x 3 - 1/ 5x 4 ≤- 4 .

加入松弛变量 x 5 后, 放置最终表 2. 7 中, 用对偶单纯形法进行迭代, 详见表 2. 20.

即增加电力约束后, 最优方案变为生产甲产品 22/ 3 件, 乙产品 2 件, 每天获得的最大利

润为 106/ 3 元.
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  表 2. 20

cj → 4 �3 �0 �0 �0 �

CB XB b x 1 �x 2 �x 3 �x 4 �x 5 �

3 �x 2 �4 �0 �1 �3 d/ 5 - 2 �/ 5 0 �

4 �x 1 �6 �1 �0 �- 2 �/ 5 3 c/ 5 0 �

0 �x 5 �- 4 �0 �0 �[ - 6 �/ 5] - 1 �/ 5 1 �

Z 36 �0 �0 �1 e/ 5 6 d/ 5 0 �

3 �x 2 �2 �0 �1 �0 �- 1 �/ 2 1 b/ 2

4 �x 1 �22 ~/ 3 1 �0 �0 �2 c/ 3 - 1 �/ 3

0 �x 3 �10 ~/ 3 0 �0 �1 �1 c/ 6 - 5 �/ 6

Z 106 �/ 3 0 �0 �0 �6 d/ 7 1 c/ 6

2. 6 运输问题及其解法

2. 6. 1 运输问题的数学模型

  在运输行业中, 经常要将某种物资从一些产地运往另外一些销地. 而单位物资的运输费

用一般来说都与运输距离有关, 根据已有的交通网, 如何调运可使总的费用最少? 这个问题

可用以下模型描述.

已知有 m 个产地 Ai, i= 1, 2, ⋯, m, 可供应某种物资, 其供应量( 产量)分别为 a i, 有 n 个

销地 B j , j = 1, 2, ⋯, n, 其销量分别为 bj , 从 Ai 到 B j 的单位物资运价为 cij , 这些数据汇总于

如下调运量和单位运价表 2. 21 中。

表 2. 21

产地

单
位运价

销 地   
B1 cB2 �⋯ Bn

 

产 量

A 1 }c11 cc12 �⋯ c1 �n a 1 �

A 2 }c21 cc22 �⋯ c2 �n a 2 �

┆ ┆ ┆ ⋯ ┆ ┆

Am cm1 jcm2 �⋯ cmn a m

销量 b1 Wb2 �⋯ bn

  设 x ij表示 Ai 到 B j 的运量, 那么在产销平衡的条件下 ∑
m

i= 1

a i = ∑
n

j = 1

bj , 要确定总运费

最小的调运方案, 实际为求解如下数学模型: _

min Z = ∑
m

i= 1
∑

n

j = 1

cij x ij  ,          
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s . t .

∑
m

i= 1

x ij = bj , j = 1, 2, ⋯, n

∑
n

j = 1

x ij = a i, i= 1, 2, ⋯, m

xij ≥ 0, ( i= 1, 2, ⋯, m; j = 1, 2, ⋯, n) .

  将上面的数学模型写成矩阵形式: �

min Z = CX ,       

s . t .
AX = b

X ≥ 0 .

其中 �C= ( c11 , c12 , ⋯, c1n , c2 1 , c22 , ⋯, c2n , ⋯, cm1 , cm 2 , ⋯, cmn ) ,

X= ( x 11 , x 12 , ⋯, x 1n , x 21 , x 22 , ⋯, x2 n , ⋯, x m1 , xm 2 , ⋯, xm n )
T
,

b= ( a 1 , a 2 , ⋯, am , b1 , b2 , ⋯, bn ) T ,

  x 11 x1 2⋯ x 1 n x 21 x 22 ⋯ x 2n⋯ x m1 xm 2⋯xm n

A =

1 1 ⋯ 1

1 1 ⋯ 1

1 1 ⋯ 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

 

 

 

n 行

 

 

 

m 行

  A 矩阵中 xij 对应的列向量 P ij 为 P ij = ei+ em+ j . 可以证明矩阵 A 的秩 rank ( A) =

m+ n- 1, 并且删去矩阵 A 的任意一行所得的矩阵的秩恰好为 m+ n- 1. 因而运输问题的任

一基可行解均有 m+ n- 1 个基变量, 其值构成一个可行的调运方案.

由于运输问题有可行解, 而 0≤x ij≤min( ai, bj ) , 故无论是 max 问题, 还是 min 问题, 它

们的解一定是上有界或下有界, 从而运输问题一定有最优解.

运输问题的数学模型共包含 m× n 个决策变量 x ij和 m+ n- 1 个独立的约束条件. 如果

用单纯形法求解, 如再考虑增加人工变量, 即使 m 和 n 都不很大, 但变量数却比较多, 计算

起来比较麻烦. 考虑到矩阵 A 的特殊结构, 人们在单纯形法的基础上, 设计求解运输问题的

表上作业法, 其实质仍是单纯形方法.

2. 6. 2 产销平衡问题的表上作业法

表上作业法首先在表上给出一个初始调运方案(即初始基可行解) ; 然后, 按照给出的准

则对方案进行判别是否最优. 如果所得方案不是最优, 则需对所得方案进行调整. 如此直到

最优.

下面通过例子说明表上作业法的方法与步骤.

例 18 设某产品从产地 A1 , A2 , A3 运往销地 B 1 , B 2 , B3 , B 4 , B5 , 运量和单位运价如表

2. 22所示. 问如何调运才能使总的运费最少?
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  表 2. 22 单位: 百元/ 万吨

产地

单位运
价

销 地   
B1 ,B2 �B3 �B4 fB5 $

 

产量( 万吨)

A1 ~7 �10 �8 �6 S4 �40 �

A2 ~5 �9 �7 �12 j6 �40 �

A3 ~3 �6 �5 �8 S11 (90 �

销量( 万吨) 30 040 �60 �20 j20 (

  解 第一步: 确定初始调运方案

确定初始调运方案的方法很多, 这里介绍两种, 即最小元素法和伏格尔法.

1. 最小元素法

最小元素法是按运价最小的优先调运原则确定初始方案的方法. 下面用最小元素法给

出例 18 的初始调运方案. 首先在表 2. 22 中找到最小运价 3, 将 A3 优先供应 30 万吨给 B1 ,

由于 B 1 已被满足, 所以划去运价表中的 B1 列, 见表 2. 23.

表 2. 23 产销平衡表(单位: 万吨) 运价表( 单位: 百元/ 万吨)

产地

调
运

量

销 地   B1 �

 

B2 �

 

B3 �

 

B4 �

 

B 5 �

 

 

产量(万吨)

  

B1 �

 

B2 w

 

B 3 _

 

B4 G

 

B5 /

A1 �40 �7 |10 {8 L6 44 �

A2 �40 �5 |9 d7 L12 K6 �

A3 �30 #90 �3 _� 6 d5 L8 411 3

销量(万吨) 30 #40 �60 �20 �20 �

  再从余下的运价表中找到最小运价 4, A1 优先供应 20 万吨给 B 5 , 划去 B 5 列. 余下的最

小运价为 5, A3 余下的 60 万吨供给 B 3 , 划去 B 3 列. 因为此时 A 3 也已供应完, 应划去 A3 行,

这种要同时划去一行和一列, 为保证有( m+ n- 1) 个数字格, 应在同时划去的其他格中填上

一个数字格“0”, 在 ( A2 , B 3 ) 处补上一个“0”; 如此下去, 直到划去所有的行和所有的列, 这些

过程详见表 2. 24 至 2. 27。

表 2. 24 产销平衡表(单位: 万吨) 运价表( 单位: 百元/ 万吨)

产地

调
运

量

销 地   B1 �

 

B2 �

 

B3 �

 

B4 �

 

B 5 �

 

 

产量(万吨)

  

B1 �

 

B2 w

 

B 3 _

 

B4 G

  

B5 /

A 1 �20 �40 �7 |10 {8 L6 44�

A 2 �40 �5 |9 d7 L12 K6 �

A 3 �30 #90 �3 |6 d5 L8 411 3

销量(万吨) 30 #40 �60 �20 �20 �
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  表 2. 25 产销平衡表(单位: 万吨) 运价表( 单位: 百元/ 万吨)

产地

调
运

量

销 地   B1 �

 

B2 �

 

B3 �

 

B4 �

 

B 5 �

 

 

产量(万吨)

  

B1 �

 

B2 w

  

B 3 _

 

B4 G

  

B5 /

A 1 �20 �40 �7 |10 {8 L6 44 �

A 2 �0 �40 �5 |9 d7 L12 K6 �

A 3 �30 #60 �90 �  3 |  6 d  5 /�  8 4  11 3

销量(万吨) 30 #40 �60 �20 �20 �

  表 2. 26 产销平衡表(单位: 万吨) 运价表( 单位: 百元/ 万吨)

产地

调
运

量

销 地   B1 �

 

B2 �

 

B3 �

 

B4 �

 

B 5 �

 

 

产量(万吨)

  

B1 �

 

B2 w

  

B 3 _

  

B4 G

  

B5 /

A 1 �20 �20 �40 �  7 |  10 {  8 L  6 ��  4 �

A 2 �0 �0 �40 �5 |9 d7 L12 K6 �

A 3 �30 #60 �90 �  3 |  6 d  5 L  8 4  11 3

销量(万吨) 30 #40 �60 �20 �20 �

  表 2. 27 产销平衡表(单位: 万吨) 运价表( 单位: 百元/ 万吨)

产地

调
运

量

销 地   B1 �

 

B2 �

 

B3 �

 

B4 �

 

B 5 �

 

 

产量(万吨)

  

B1 �

  

B2 w

  

B 3 _

  

B4 G

  

B5 /

A 1 �20 �20 �40 �  7 |  10 {  8 L  6 4  4 �

A 2 �40 �0 �0 �40 �  5 |  9 G�  7 L  12 K  6 �

A 3 �30 #60 �90 �  3 |  6 d  5 L  8 4  11 3

销量(万吨) 30 #40 �60 �20 �20 �

Z= 20× 6+ 20× 4+ 40× 9+ 0× 7+ 0× 12+ 30× 3+ 60× 5= 950 .

该调运方案的总运价为 9. 5 万元. 可以证明, 用最小元素法给出的初始方案是运输问题

的基可行解.

把调运方案中有数字的格叫数格, 未填数字的格叫空格. 一个合理的调运方案中数格的

个数应为( m+ n- 1)个. 用最小元素法求初始方案时, 可能在产销表中填入一个数字格后,

同时要划去一行和一列, 这称为退化情况, 为保证总有( m+ n- 1)个数字格, 可在同时划去

的其他格中填上数字“0”.

2. 伏格尔法

最小元素法可能为了节省一处费用, 造成其他处多花很多费用. 伏格尔法考虑到, 一产

地的产品假如不能按最小运费供应, 就可考虑次小运费, 这二者之间有一个差额. 差额越大,

说明不能按最小运费调运时, 运费增加越多. 因而对差额最大处, 应当多采用最小运费调用.

其步骤为:

( 1) 分别计算表中各行和各列中最小运费和次小运费的差额, 并填入表中的最右列和

最下行;
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( 2) 从行和列的差额中选出最大者, 选择其所在行或列中的最小元素, 按类似于最小元

素法优先供应, 划去相应的行或列;

( 3) 对表中未划去的元素, 重复( 1)、( 2) , 直到所有的行和列划完为止.

下面对例 18 给出相应的初始方案, 步骤如表 2. 28 至表 2. 39.

  表 2. 28 单位: 百元/ 万吨

产地
销地  B1 5

 

B2 �  

 

B3 �

 

B4 �

 

B5 e

 

 

行差额

A 1 �7 "10 �8 �6 �4 R2 r

A 2 �5 "9 �7 �12 �6 R1 r

A 3 �3 "6 �★ 5 �8 �11 i2 r

列差额 2 "3 �� 2 �2 �2 R

  表 2. 29 单位: 百元/ 万吨

产地
销地  B1 o

 

B2 ;

 

B3 �

 

B4 �

 

B5 �

 

 

产量

A1 �40 �

A2 �40 �

A3 �40 ?90 �

销量 30 s40 ?60 �20 �20 �

  表 2. 30 单位: 百元/ 万吨

产地
销地  B1 6  

 

B2 �  
 

B3 �

 

B4 �

 

B5 e

 

 

行差额

A 1 �7 "10 �8 �6 �4 R2 r

A 2 �5 "9 �7 �12 �6 R1 r

A 3 �3 �★ 6 �5 �8 �11 i2 r

列差额 2 �� - 2 �2 �2 R

  表 2. 31 单位: 百元/ 万吨

产地
销地  B1 o

 

B2 ;

 

B3 �

 

B4 �

 

B5 �

 

 

产量

A1 �40 �

A2 �40 �

A3 �30 s40 ?90 �

销量 30 s40 ?60 �20 �20 �

  表 2. 32 单位: 百元/ 万吨

产地
销地  B1 6  

 

B2 �  
 

B3 �

 

B4 �

 

B5 e

 

 

行差额

A 1 �7 "10 �8 �6 �4 R2 r

A 2 �5 "9 �7 �12 �6 R1 r

A 3 �  3 "  6 �  5 �★  8 �  11 i3 U�

列差额 - - 2 �2 �2 R

  表 2. 33 单位: 百元/ 万吨

产地
销地  B1 o

 

B2 ;

 

B3 �

 

B4 �

 

B5 �

 

 

产量

A1 �40 �

A2 �40 �

A3 �30 s40 ?20 �90 �

销量 30 s40 ?60 �20 �20 �

  表 2. 34 单位: 百元/ 万吨

产地
销地  B1 6  

 

B2 �  

 

B3 �

 

B4 �  

 

B5 e

 

 

行差额

A 1 �7 "10 �8 �6 i★ 4 R2 r

A 2 �5 "9 �7 �12 �6 R1 r

A 3 �  3 "  6 �  5 �  8 �  11 i-

列差额 - - 1 �6 i� 2 R

  表 2. 35 单位: 百元/ 万吨

产地
销地  B1 o

 

B2 ;

 

B3 �

 

B4 �

 

B5 �

 

 

产量

A1 �20 �40 �

A2 �40 �

A3 �30 s40 ?20 �90 �

销量 30 s40 ?60 �20 �20 �

  表 2. 36 单位: 百元/ 万吨

产地
销地  B1 6  

 

B2 �  

 

B3 �

 

B4 �  

 

B5 e

 

 

行差额

A 1 �  7 "  10 �  8 �  6 �  4 5★ 4 U�

A 2 �5 "9 �7 �12 �6 R1 r

A 3 �  3 "  6 �  5 �  8 �  11 i-

列差额 - - 1 �- 2 R

  表 2. 37 单位: 百元/ 万吨

产地
销地  B1 o

 

B2 ;

 

B3 �

 

B4 �

 

B5 �

 

 

产量

A1 �20 �20 �40 �

A2 �0 �40 �

A3 �30 s40 ?20 �90 �

销量 30 s40 ?60 �20 �20 �
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  表 2. 38 单位: 百元/ 万吨

产地
销地  B1 6  

 

B2 �  

 

B3 �  

 

B4 �  

 

B5 e

 

 

行差额

A 1 �  7 "  10 �  8 �  6 �  4 R-

A 2 �5 "9 �7 �★ 12 �6 R1 r

A 3 �  3 "  6 �  5 �  8 �  11 i-

列差额 - - 7 �� - 6 R

  表 2. 39 单位: 百元/ 万吨

产地
销地  B1 o

 

B2 ;

 

B3 �

 

B4 �

 

B5 �

 

 

产量

A1 �20 �20 �40 �

A2 �40 �0 �40 �

A3 �30 s40 ?20 �90 �

销量 30 s40 ?60 �20 �20 �

  根据上述初始调运方案, 可得总运费为

Z= 20× 6+ 20× 4+ 20× 4+ 40× 7+ 0× 6+ 30× 3+ 40× 6+ 20× 5= 9. 1 万元 .

可以证明, 用伏格尔法给出的初始方案是运输问题的基可行解. 本例用伏格尔法给出的

初始方案是最优解.

第二步: 最优调运方案的判别

理论上已经证明, ( 1) 一个合理的调运方案中不应有以数格为始点的闭回路. 所谓闭

回路, 是指方案中从某一始格出发, 沿同行或同列前进, 当遇到一个数字格时可转 90 度继

续前进, 按此方法进行下去, 直到回到始点的一个封闭的曲线. ( 2) 每一个空格有且只有一

条闭回路.

显然表 2. 40 所给方案是一个可行方案, 但存在图中虚线所示的闭回路, 故不能作为某

个运输问题一个合理调运方案.

表 2. 40

产 地

运
量

销 地   B1 ,

 

B2 �

 

B3 �

 

B4 f

 

B5 $

 

 

产 量

A1 ~30 �   30 60 �

A2 ~40 0      30 j70 �

A3 ~30 �   30 40 (100 �

销 量 40 060 �60 �30 j40 (

  一个初始方案是一个基可行解, 方案中的数格对应于基变量, 空格对应于非基变量. 因

此, 如何判别方案是否最优, 实际上是计算空格( 非基变量) 的检验数 σij = CB B
- 1

P ij - cij =

( ui+ v j ) - cij i, j ∈J N . 对目标函数要求极小化的运输问题, 当所有的 σij≤0 时, 为最优方

案.

如何计算空格的检验数, 现介绍两种方法.

1. 闭回路法

对表 2. 27 所制定的调运方案计算其空格的检验数.

将表 2. 27 所制定的方案中的各个调运量换成相对应的单位运价, 得表 2. 41, 表中的空

格是表 2. 27 中的空格.

对空格( A1 , B 2 ) 有闭回路( A1 , B2 ) →( A1 , B4 ) →( A2 , B 4 ) →( A2 , B 2 ) → ( A1 , B 2 ) , 设想若

由 A 1 供应 1 万吨给 B2 , 则总的运费有何变化呢? 显然为保持产销平衡, 那么 A 1 要少运 1 万

吨给 B4 , A2 要多运 1 万吨给 B4 , A2 少运一万吨给 B 2 . 这样的调整方案, 运费增加 10- 6+ 12

- 9= 7 万元, 这表明, 如果这样调整将增加运费. 该数字 7 的相反数- 7 就是空格 ( A 1 , B 2 )
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的检验数. 如上所述, 可找出该方案的所有空格的检验数, 如表 2. 42 所示.

表 2. 41 单位: 百元/ 万吨

产 地

运

价

销 地   B1 �

 

B2 �

 

B3 y

 

B4 �

 

B5 i

 

A1 ~6 �4 V
A2 ~9 �7 f12 �

A3 ~3 v5 f

  表 2. 42 检 验 数 表

产 地

检
验

数

销 地   B1 �

 

B2 �

 

B3 y

 

B4 �

 

B5 i

 

A1 ~- 8 �- 7 �- 7 �
A2 ~0 v4 V
A3 ~1 �2 �- 3 �

  从表 2. 42 中可以看出, 共有 3 个正检验数, 故这个方案不是最优的.

2. 位势法

用闭回路法求检验数时, 需给每一空格找一条闭回路. 当产销点很多时, 这种计算比较

繁. 下面介绍用位势法计算空格的检验数.

由线性规划的对偶理论可知, CB B
- 1
表示运输问题 m + n 个约束条件的对偶变量向量.

设其分量为 u1 , u 2 , ⋯, um , v1 , v2 , ⋯, vn .

因为检验数 σij = CB B
- 1

P ij - cij , 而 P ij = ei+ em+ j , 所以, σij = ( ui+ v j ) - cij . 其中基变量

(数格) 的检验数 σij = ( ui+ vj ) - cij = 0( i, j∈J B ) . 因而有由 m+ n 个变量和 m+ n- 1 个方程

组成方程组

ui + vj = cij   ( i, j ∈ J B ) .

  显然, 上述方程组中含一个自由变量, 令其中某个为任一确定的值, 可得到方程组的解

ui 和 vj ( i= 1, 2, ⋯, m; j = 1, 2, ⋯, n) , 从而可求出非基变量( 空格) 的检验数. 以下计算均在

表中进行.

下面仍以表 2. 41 为例, 介绍具体的方法.

在表 2. 41 的下边和右侧各加一行和一列, 分别称为位势行和位势列, 记为 ui 和 vj ( 见

表 2. 43) .

表 2. 43 单位: 百元/ 万吨

产 地

运

价

销 地   B1 R

 

B2 Z

 

B3 b

 

B4 j

 

B5 r

 

ui

 

A1 �6 W4 _u1 �

A2 �9 G7 O12 nu2 �

A3 �3 ?5 Ou3 �

vj v1 Iv2 Qv3 Yv4 av5 i
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  由 ui+ v j = cij ( i, j ∈J B ) , 有如下方程组

u1 + v4 = 6

u1 + v5 = 4

u2 + v2 = 9

u2 + v3 = 7

u2 + v4 = 12

u3 + v1 = 3

u3 + v3 = 5 ,

    

令 u2 = 6 得

u2 = 12

u3 = 10

v1 = - 7

v2 = - 3

v3 = - 5

v4 = 0

v5 = - 2 .

  按 σij = ( ui+ vj ) - cij ( i, j ∈J N ) , 计算空格相应的检验数, 其结果见表 2. 44.

表 2. 44 单位: 百元/ 万吨

产 地

运

价

销 地   B1 R

 

B2 Z

 

B3 b

 

B4 j

 

B5 r

 

ui

 

A1 �- 8 m- 7 u- 7 }6 z

A2 �0 ?4 _12 �

A3 �1 G2 W- 3 �10 �

vj - 7 m- 3 u- 5 }0 W- 2 �

  不难看出, 用该法和闭回路法算得的检验数完全一样.

第三步: 用闭回路法调整方案

当在表中空格处出现正检验数时, 表明它不是最优方案, 必须对其进行调整. 具体调整

方法如下: 若有两个或两个以上的正检验数时, 一般选其中最大的正检验数, 以它对应的格

为调入格, 如例 18 中的( A 2 , B 5 )格. 然后沿此空格的闭回路进行最大可能的调整, 最大调整

量 θ= min {闭回路中第奇数拐角点的调运量}. 该处最大调整量为 0 吨, 调整后的方案为表

2. 45, 相应检验数如表 2. 46 所示.

  表 2. 45

产地

调
运

量

销地   B1 �

 

B2 �

 

B3 �

 

B4 �

 

B5 j

 

 

产量

A 1 �20 �20 n40 m

A 2 �40 �0 �0 W40 m

A 3 �30 �60 �90 m

销量 30 �40 �60 �20 �20 n

表 2. 46 检验数表

产地

销地  B1 �

 

B2 �

 

B3 �

 

B4 �

 

B5 i

 

A 1 @- 4 �- 3 �- 3 �

A 2 @0 �- 4 �

A 3 @1 �- 12 �- 7 �

  同样以( A3 , B 2 ) 为调整格, 重新调整如表 2. 47 所示, 相应检验数如表 2. 48 所示.

从表 2. 48 中可以看出, 8 个检验数均为非正, 说明这个方案是最优方案. 此时总运费为

Z
* = 20× 6+ 20× 4+ 20× 4+ 40× 7+ 0× 6+ 30× 3+ 40× 6+ 20× 5= 9. 1 万元.

几点说明:
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( 1) 在最优方案中某空格检验数为 0 时, 由线性规划的理论知, 一定有多重最优解.

( 2) 退化情况.

表上作业法求解运输问题出现退化情况时, 须在相应格中填上一个 0, 以表示此格为数

格. 有以下两种情况:

① 确定初始方案时, 若出现同时划去一行和一列, 则需在填写数格的行或列上, 再添一

个“0”数格.

② 闭回路调整时, 若同时有 r ( r> 1)个最小值格时, 则需在要划去的这 r 个数格中改填

r - 1 个“0”数格.

这两种情况的处理, 参见例 18.

  表 2. 47

产地

调
运

量

销地   B1 �

 

B2 �

 

B3 �

 

B4 �

 

B5 j

 

 

产量

A 1 �20 �20 n40 m

A 2 �40 �0 W40 m

A 3 �30 �40 �20 �90 m

销量 30 �40 �60 �20 �20 n

表 2. 48 检验数表

产地

销 地  B1 �

 

B2 �

 

B3 �

 

B4 �

 

B5 i

 

A 1 @- 4 �- 4 �- 3 �

A 2 @0 �- 1 �- 4 �

A 3 @- 2 �- 7 �

2. 6. 3 产销不平衡问题的解法

前面讨论的是产销平衡的问题, 即有

∑
m

i= 1

a i = ∑
n

j = 1

bj .

  而实际问题中产销往往是不平衡的. 对于这样的运输问题, 解决的办法是把它转化为平

衡的问题, 然后用前述的表上作业法求得最优方案.

当产大于销, 即

∑
m

i= 1

a i > ∑
n

j = 1

bj

时, 运输问题的数学模型可表示为 �

min Z = ∑
m

i= 1
∑

n

j = 1

cij x ij ,         

s . t .

∑
n

j = 1

x ij ≤ a i ( i= 1, 2, ⋯, m)

∑
m

i= 1

x ij = bj ( j = 1, 2, ⋯, n)

xij ≥ 0 ( i= 1, 2, ⋯, m, j = 1, 2, ⋯, n) .

  由于总产量大于总销量, 可虚拟 Bn + 1为存储地, 并设 x i, n+ 1是产地 Ai 的储存量, 于是有

∑
n

j = 1

x ij + xi, n + 1 = ∑
n+ 1

j = 1

x ij = a i ( i= 1, 2, ⋯, m) .

总的存量为
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∑
m

i= 1

x i, n + 1 = ∑
m

i= 1

a i - ∑
n

j = 1

bj = bn+ 1 .

  由于就地存储的单位运费为 0, 所以, 令 ci, n + 1 = 0, i= 1, 2, 3, ⋯, m, 从而得到一个产销

平衡的运输问题: �

min Z′= ∑
m

i= 1
∑
n + 1

j = 1

cij x ij ,        

s . t .

∑
n + 1

j = 1

x ij = a i( i= 1, 2, ⋯, m)

∑
m

i= 1

x ij = bj ( j = 1, 2, ⋯, n + 1)

x ij ≥ 0 ( i= 1, 2, ⋯, m, j = 1, 2, ⋯, n + 1) .

  同样, 当总销量大于总产量时, 只要增加一个虚拟的产地 Am + 1 , 它的产量 a m+ 1为

am + 1 = ∑
n

j = 1

bj - ∑
m

i= 1

ai.

  可令从假想产地 Am + 1到销地 B j 的单位运费 cm+ 1, j = 0( j = 1, 2, ⋯, n) , 同样可以将这类

问题转化为产销平衡的问题.

例 19 设有三个电视机厂供应四个地区某种型号的电视机. 各厂家的年产量、各地区

的年销售量及各厂到各地区的单位运价如表 2. 49 所示. 试求出总的运费最省的电视机调拨

方案.

表 2. 49 运价单位: 万元/ 万台

厂家
销 地  

B1 �B2 �B3 yB4 �产量( 万台)

A1 !6 �3 �12 }6 �10 �

A2 !4 �3 �9 f- 12 �

A3 !9 �10 !13 }10 �10 �

最低需求( 万台) 6 �14 !0 f5 �

最高需求( 万台) 10 �14 !6 f不限

  解 这是一个产销不平衡的典型运输问题, 总产量为 32 万台, 四个地区的最低总需求

为 25 万台, 最高总需求为无限. 据现有产量知第四个地区最高可分配到 12 万台, 这样确定

最高需求为 42 万台, 大于产量. 为了求得平衡, 增加一个虚拟的厂家 A4 , 其年产量为 10 万

台. 各地区的需求量包含两部分, 如地区 A1 , 其中 6 万台是最低需求, 从而也就不能由 A4 供

应, 故可令相应运价为 M( M 为很大的正数) , 其余部分可由 A 4 供应, 相应运价设为 0. 参照

上述分析, 对有两种需求不同的地区, 可视为两个地区对待. 这样可得表 2. 50.

表 2. 49 中( A2 , B4 ) 处表示 A2 不供应 B 4 地区, 在表 2. 50 中相应运价也用 M 表示. 对表

2. 50 用表上作业法计算, 得最优方案如表 2. 51 所示.

最优方案为生产厂 A1 分别调运给 B 2 和 B 4 各 8 万台和 2 万台, A2 分别调运给 B1 和 B 2

各 6 万台, A3 全部调运给 B 4 共 10 万台.

总运价为 Z
* = 8× 3+ 2× 6+ 6× 4+ 6× 3+ 5× 10+ 5× 10= 178 万元.
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表 2. 50

厂家
销 地  

B1 v′ B1 f″ B2 aB3 QB4 6′ B4 &″ 产量

A 1 �6 n6 ^3 N12 U6 .6 �10 �

A 2 �4 n4 ^3 N9 >M M 12 �

A 3 �9 n9 ^10 e13 U10 E10 510 �

A 4 �M 0 ^M 0 >M 10 510 �

销量 6 n4 ^14 e6 >5 .7 �

  表 2. 51

厂家
销 地  

B1 v′ B1 f″ B2 aB3 QB4 6′ B4 &″ 产量

A 1 �8 N2 �10 �

A 2 �6 n6 N12 �

A 3 �5 .5 �10 �

A 4 �4 ^6 >0 �10 �

销量 6 n4 ^14 e6 >5 .7 �

2. 7 目标规划模型

前面介绍的线性规划及运输问题, 都是在约束条件下具有单个目标函数的基本特征. 但

现实世界中有很多问题具有多个目标, 这些目标的重要性各不相同, 往往有不同的量纲, 又

相互冲突. 同时, 在许多实际问题中, 在某些限制条件下, 决策者希望实现的多项目标, 有的

要求百分之百地予以实现, 有的则要求基本实现就可以. 诸如此类问题, 这正是目标规划要

研究解决的. 目标规划通常包括线性目标规划、非线性目标规划等. 本节仅介绍线性目标规

划(简称目标规划) 的数学模型及方法.

引例 如对本章的例 1, 我们已经很熟悉了, 它是一个单目标的线性规划问题.

设每天生产甲、乙两种产品分别为 x 1 件和 x 2 件, 其数学模型如下: �

max Z = 4x 1 + 3x2 ,    

s . t .

2x 1 + 3x 2 ≤ 24

3x 1 + 2x 2 ≤ 26

x 1 , x 2 ≥ 0 .

  其最优解为 x
*
1 = 6, x

*
2 = 4, z

*
= 36. 即最优方案为甲产品生产 6 件, 乙产品生产 4 件,

每天的总利润为 36 元.

现在工厂领导要考虑市场等一系列其他因素, 提出如下目标:

( 1) 根据市场信息, 甲产品的销量有下降趋势, 而乙产品的销量有上升趋势, 故考虑乙

产品的产量应大于甲产品的产量;

( 2) 尽可能充分利用工时, 不希望加班;

( 3) 应尽可能达到并超过计划利润 30 元.
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在原材料不能超计划使用的前提下, 并考虑上述( 1) ( 2) ( 3)后, 如何安排生产使这些目

标依次实现?

为了建立数学模型, 仍设每天生产甲、乙两种产品分别为 x1 件和 x 2 件, 由于原材料的

限制, 显然有如下资源约束: 2x 1 + 3x 2≤24 .

令 d
-
1 表示乙产品的产量低于甲产品产量的数, d

+
1 表示乙产品的产量高于甲产品产量

的数. 我们称它们分别为产量比较的负偏差变量和正偏差变量. 从而满足目标约束( 1)的约

束为约束等式

- x 1 + x 2 + d
-
1 - d

+
1 = 0.

同样令 d
-
2 和 d

+
2 分别表示安排生产时, 低于可利用工时和高于可利用工时, 即加班工

时的偏差变量, 则对目标( 2) , 有: 3x 1 + 2x 2 + d
-
2 - d

+
2 = 26 .

又令 d
-
3 和 d

+
3 分别表示安排生产时, 低于计划利润 30 元和高于计划利润 30 元的偏差

变量, 则对目标( 3) , 有: 4x 1 + 3x 2 + d
-
3 - d

+
3 = 30 .

这个问题的目标函数依次为:

min Z 1 = d
-
1 ,

min Z 2 = d+
2 + d - -

2

min Z 3 = d
-
3 .

  因此, 该问题的数学模型可描述为

目标 min Z 1 = d
-
1 ; min Z 2 = d

+
2 + d

-
2 ; min Z 3 = d

-
3 .

约束条件

s . t.

2x 1 + 3x 2 ≤ 24

- x 1 + x 2 + d -
1 - d +

1 = 0

3x 1 + 2x 2 + d
-
2 - d

+
2 = 26

4x 1 + 3x 2 + d -
3 - d +

3 = 30

x1 , x 2 ≥ 0, d +
i ≥ 0, d -

i ≥ 0, i= 1, 2, 3 .

( 1)

( 2)

( 3)

( 4)

 

2. 7. 1 目标规划的数学模型

目标规划的基本思想是化多项目标为单一目标, 为此先引入与目标规划数学模型有关

的概念.

1. 决策变量和偏差变量

决策变量又称控制变量, 用 xi 表示.

在目标规划中, 引进正、负偏差变量, 分别用 d
+
i 和 d

-
i 表示. d

+
i 为正偏差变量, 它表示

实际决策值超过第 i个目标值的数量; d
-
i 为负偏差变量, 它表示实际决策值低于第 i个目标

值的数量.

显然 d
+
i 和 d

-
i 二者中至少有一个为零. 事实上, 当 d

+
i ≠0 时, 说明实际值超过目标值,

此时有 d
-
i = 0; 同样当 d

-
i ≠0 时, 也有 d

+
i = 0, 因此, d

+
i d

-
i = 0. 目标规划一般有多个目标值,

每个目标值都有一对偏差变量 d
+
i 和 d

-
i .

2. 资源约束和目标约束

资源约束是指必须严格满足的等式或不等式约束, 如引例的数学模型中的约束条件
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( 1) , 又称为硬约束. 目标约束是目标规划特有的, 它把要预定的目标值作为右端的常数项,

在达到目标值时允许发生正或负的偏差量, 因此, 目标约束是软约束, 具有一定的弹性. 如引

例的数学模型中的约束条件( 2) ( 3) ( 4) . 目标约束不会不满足, 但可能偏差过大.

例如, 对于约束 f i( X ) + d
-
i - d

+
i = bi,

当 d
-
i = 0 时, 有 f i( X )≥bi,

当 d
+
i = 0 时, 有 f i( X ) ≤bi,

当 d
+
i = d

-
i = 0 时, 有 f i( X ) = bi.

3. 优先因子与权系数

目标规划中, 当决策者要求实现多个目标时, 为使多个目标统一在单一目标中, 且按主

次或轻重缓急依次实现, 故引进优先因子. 凡要求第一位达到的目标赋予优先因子 P 1 , 次位

的目标赋予优先因子 P 2 , ⋯, P k+ 1 , 并规定 P km P k+ 1 , ( k= 1, 2, ⋯, K ) 表示 P k 比 P k+ 1有更大

的优先权, 不同的优先因子代表不同的优先等级. 满足时首先保证 P 1 级目标的实现, 这时

不考虑其他次级目标, P 2 级目标是在保证 P 1 级目标实现的基础上考虑, 依此类推, 若要考

虑具有相同优先因子的两个目标的差别, 这时可分别赋予它们不同的权系数 ωrk , 这些都由

决策者按具体情况而定.

4. 目标规划的目标函数

目标规划的目标函数是由各目标约束的正、负偏差变量和相应的优先因子组成的. 因决

策者的愿望是尽可能缩小偏离目标值, 故目标函数总是极小化.

对于目标约束 f i( X ) + d
-
i - d

+
i = bi, 相应目标函数的基本形式有如下三种:

( 1) 若要求恰好达到预定目标值, 则目标函数为 �min ( d
+
i + d

-
i ) ;

( 2) 若要求不超过预定目标值, 则目标函数为 min ( d
+
i ) ;

( 3) 若要求超过预定目标值, 则目标函数为 min ( d
-
i ) .

对引例的三个目标( 1) ( 2) ( 3)考虑分别赋予优先因子 P 1 , P 2 , P 3 , 则这个问题的模型为 �

min Z = P 1 d
-
1 + P 2 ( d

+
2 + d

-
2 ) + P 3 d

-
3 ,     

s . t .

2x 1 + 3x 2 ≤ 24

- x 1 + x2 + d -
1 - d +

1 = 0

3x 1 + 2x 2 + d
-
2 - d

+
2 = 26

4x 1 + 3x 2 + d -
3 - d +

3 = 30

x 1 , x 2 ≥ 0, d
+
i ≥ 0, d

-
i ≥ 0, i= 1, 2, 3 .

( 1)

( 2)

( 3)

( 4)

 

  一般地, 目标规划的数学模型为 �

min Z = ∑
L

r = 1

P r ∑
K

k = 1

( ω
-
r k d

-
k + ω

+
rk d

+
k ) ,     

s . t .

∑
n

j = 1

a ij x j ≤ bi    i= 1, 2, ⋯, m

∑
n

j = 1

ckj x j + d -
k - d +

k = gk  k = 1, 2, ⋯, K

x j ≥ 0 j = 1, 2, ⋯, n; d -
k , d+

k ≥ 0 k = 1, 2, ⋯, K .

  为了使上述模型中的资源约束一定成立, 从而保证其解的可行性, 可引进相应的偏差变
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量, 可将资源约束的正负偏差量之和, 赋予优先因子 P 0 并首先给予满足. 如果改变后的最优

值中 P 0 的系数大于零, 说明原问题无可行解.

建立目标规划的数学模型时, 排定各个目标的优先等级, 确定各目标值和权系数等, 一

般通过专家评定事先解决.

2. 7. 2 目标规划的图解法

对于只具有两个决策变量的目标规划的数学模型, 用图解法求解简单直观. 下面结合例

题的求解说明图解法的步骤.

例 20 用图解法求引例的解.

解 ( 1) 先在平面直角坐标系中作出各约束条件所确定的区域 .

资源约束条件的作图与线性规划相同, 如图 2. 6 中的阴影部分, 即三角形 OAB 所围的

区域为可行域. 对目标约束条件, 令相应的正、负偏差( d
+
i , d

-
i ) 均为 0, 作相应的直线.

图 2. 6

( 2) 标出目标约束在相应直线上 d
+
i , d

-
i 的方向.

( 3) 根据目标函数的优先因子分析求解.

在可行域中, 首先考虑 P 1 的实现, 即要求 min d
-
1 , 从图中可见, 满足 d

-
1 = 0 的区域为三

角形 OBC; 接着考虑 P 2 相应的目标, 即在区域 OBC 中要实现 min ( d
+
2 + d

-
2 ) , 容易看出,

C( 24/ 5, 24/ 5) 点距离直线( 2) 最近, 即可以使 ( d
+
2 + d

-
2 ) 取最小, 此时 d

+
2 = 0, d

-
2 = 2; 最后,

同理考虑 P 3 相应目标的实现, 此时只有 C 点, d
-
3 = 0, d

+
3 = 18/ 5. 因此, 满意解为, x 1 =

24/ 5, x 2 = 24/ 5, 相应的利润为 168/ 5= 33. 6 元.

图解法不仅直观表达了 d
+
i 和 d

-
i 的几何意义, 而且可以得出 (理论上也可以证明) , 任

何目标规划问题都有满意解的结论.

2. 7. 3 用单纯形法解线性目标规划的步骤

由于目标规划的数学模型结构和线性规划的模型结构类似, 所以, 可用单纯形法求解.

以下结合例题的求解, 说明其方法步骤.

例 21 试用单纯形法求解引例.

解 先将引例化为标准型: �

min Z = P 1d
-
1 + P 2 ( d

+
2 + d

-
2 ) + P 3 d

-
3 ,    
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s . t .

2x 1 + 3x 2 + x 3 = 24

- x 1 + x 2 + d -
1 - d +

1 = 0

3x 1 + 2x 2 + d
-
2 - d

+
2 = 26

4x 1 + 3x 2 + d -
3 - d +

3 = 30

x i ≥ 0, d
+
i ≥ 0, d

-
i ≥ 0, i= 1, 2, 3          .

  第 1 步: 建立初始单纯形表

取 x 3 , d
-
1 , d

-
2 , d

-
3 为基变量, 建立初始单纯形表 2. 52.

表 2. 52

cj → 0 g0 ~0 �P 1 �P 2 �P 3 �0 �P 3 b0 �

CB X B b x1 vx 2 �x 3 �d -
1 �d -

2 �d -
3 �d +

1 �d+
2 Od+

3 �

θ

0 "x 3 H24 g2 g3 ~1 �0 �0 �0 �0 �0 N0 �8 �

P 1 7d -
1 :0 P- 1 �[ 1 ~] 0 �1 �0 �0 �- 1  0 N0 �0 �

P 2 7d
-
2 :26 g3 g2 ~0 �0 �1 �0 �0 �- 1 |0 �13 �

P 3 7d -
3 :30 g4 g3 ~0 �0 �0 �1 �0 �0 N- 1 �10 �

P 1 e- 1 �1 ~- 1  

σj → P 2 e3 g2 ~- 2 |

P 3 e4 g3 ~- 1 �

  表 2. 52 中的检验数矩阵是这样得到的:

根据线性目标规划具有多个目标函数, 且分别属于不同的优先等级的特点, 其各级目标

函数系数中的非基变量的检验数, 都含有不同等级的优先因子, 因此, 检验数可表示为

σj = z j - cj = ∑
K

k= 1

akj P k - cj  ( j = 1, 2, ⋯, n) .

  对于本例来说, 基变量 x 1 的检验数

σ1 = z 1 - c1 = ( 2, - 1, 3, 4)

0

P 1

P 2

P 3

- 0 = - P 1 + 3P 2 + 4P 3 .

  把 σ1 中各级优先因子的系数写成具有 K 行的列向量

- 1

3

4

并填入表中. 其他非基变量

的检验数也如此计算分别填入表中. 便得到表中具有 K 行的检验数矩阵.

第 2 步: 判别满意解

线性目标规划满意解的检验是对单纯形表中检验数矩阵从 P 1 到 P K 逐行进行的.

如果单纯形表中检验数矩阵的第 k( 1≤k≤K )行的系数均为非正, 且它所在列的前k- 1

个数均为非正, 则表中相应的解为满意解, 停止计算. 否则转第 3 步.

本例中, 表 2. 52 中检验数矩阵的 P 1 行中含有正数 2, 所以转入下一步.

第 3 步: 换基迭代

( 1) 换入变量的确定. 如果表中检验数矩阵第 k( 1≤k≤K )行中有正数, 且它们所在列

·05·



的前第 k- 1 个数均为零, 则取其中最左边正系数对应的变量为换入变量.

( 2) 按最小比值确定换出变量, 当存在两个或两个以上相同的最小比值时, 选取具有

较高优先级的变量为换出变量.

本例中, x 2 为换入变量, d
-
1 为换出变量, 且 a 22为主元.

按单纯形法进行迭代运算, 得新表 2. 53, 返回第 2 步.

重复进行第 2, 3 步, 得最终表 2. 55,

表 2. 53

cj → 0 g0 ~0 �P 1 �P 2 �P 3 �0 �P 2 b0 �

CB X B b x1 vx 2 �x 3 �d -
1 �d -

2 �d -
3 �d +

1 �d+
2 Od+

3 �

θ

0 "x 3 H24 g5 g0 ~1 �- 3 �0 �0 �3 �0 N0 �24 �/ 5

0 "x 2 H0 P- 1 �0 ~0 �1 �0 �0 �- 1  0 N0 �-

P 2 7d -
2 :26 g5 g0 ~0 �- 2 �1 �0 �2 �- 1 |0 �26 �/ 5

P 3 7d -
3 :30 g[ 7 g] 0 ~0 �- 3 �0 �1 �3 �0 N- 1 �30 �/ 7

P 1 e- 1 �

σj → P 2 e5 g- 2 �2 �- 2 |

P 3 e7 g- 3 �3 �- 1 �

  表 2. 54

cj → 0 g0 ~0 �P 1 �P 2 �P 3 �0 �P 2 b0 �

CB X B b x1 vx 2 �x 3 �d -
1 �d -

2 �d -
3 �d +

1 �d+
2 Od+

3 �

θ

0 "x 3 H18 9/ 7 0 g0 ~1 �- 6 �/ 7 0 �- 5 �/ 7 6 �/ 7 0 N[ 5 �/ 7] 18 �/ 5

0 "x 2 H30 9/ 7 0 g1 ~0 �4 ~/ 7 0 �1 �/ 7 - 4 �/ 7 0 N- 1 �/ 7 -

P 2 7d
-
2 :32 9/ 7 0 g0 ~0 �1 ~/ 7 1 �- 5 �/ 7 - 1 �/ 7 - 1 |5 �/ 7 32 �/ 5

0 "x 1 H30 9/ 7 1 g0 ~0 �- 3 �/ 7 0 �1 �/ 7 3 �/ 7 0 N- 1 �/ 7 -

P 1 e- 1 �

σj → P 2 e1 ~/ 7 - 5 �/ 7 - 1 �/ 7 - 2 |5 �/ 7

P 3 e- 1 �

  表 2. 55

cj → 0 g0 ~0 �P 1 �P 2 �P 3 �0 �P 2 b0 �

CB X B b x1 vx 2 �x 3 �d -
1 �d -

2 �d -
3 �d +

1 �d+
2 Od+

3 �

θ

0 "d +
3 :18 9/ 5 0 g0 ~7 g/ 5 - 6 �/ 5 0 �- 1 �6 �/ 5 0 N1 �-

0 "x 2 H24 9/ 5 0 g1 ~1 g/ 5 2 ~/ 5 0 �0 �- 2 �/ 5 0 N0 �15 �/ 2

P 2 7d -
2 :2 P0 g0 ~- 1 �1 �1 �0 �- 1  - 1 |0 �2 �

0 "x 1 H24 9/ 5 1 g0 ~1 g/ 5 - 3 �/ 5 0 �0 �3 �/ 5 0 N0 �-

P 1 e- 1 �

σj → P 2 e- 1 �1 �- 1  - 2 |

P 3 e- 1 �

·15·



  表 2. 55 所示的满意解 x
*
1 = 24/ 5, x

*
2 = 24/ 5, z

*
= 168/ 5, d

-
2 = 2, d

+
3 = 18/ 5, d

+
1 = d

-
1 =

d
+
2 = d

-
3 = 0, 相当于图 2. 6 中的 C( 24/ 5, 24/ 5) 点.

2. 8 评价相对有效性的 DE A 模型

2. 8. 1 DEA 模型的发展

  所谓相对有效性是指在同类型的企业或部门(称为决策单元) 各投入一定数量的资源、

资金或劳动力后, 对其生产的产品的数量、经济效益或社会效益相互间进行比较而言. 评价

同类企业或部门的相对有效性是衡量一个企业或部门的科学管理水平的一个重要标记.

自然, 评价一个决策单元, 其主要依据是“投入量”( 或称“输入数据”)和“产出量”(或称

“输出数据”) . 例如, 评价一所高等院校, 输入数据是学校的全年经费、教职员工的总人数、各

类职称的教师人数、教学用房总面积以及图书、设备、仪器等; 输出数据则应是每年培养的学

生人数、毕业生的质量、教师的教学质量和科研成果的数量和质量等, 然后根据这些“投入

量”与“产出量”评价这所高校的优劣. 这里的优劣是通过与其他学校相互比较而言的.

1978 年著名的运筹学家查尼斯( A . Charnes)、库珀( W . W . Cooper) 及罗兹( E. Rh odes)

首先 提 出了 一 个 评 价 部 门 间 相 对 有效 性 的 数 据 包 络 分 析 法 ( t he meth od of dat a

envelopment analysis ) , 简称 DEA 方法. 它是根据一组输入和输出的观察值来估计有效生

产前沿面. 他们的第一个 DEA 模型称为 C
2
R 模型, 是用来评价部门间的相对“规模有效”

的. 1985 年提出了单纯评价“技术有效”性的 C
2
GS 模型. 1986 年根据研究具有无穷多个决

策单元的情况, 提出了 C
2
W 模型. 1987 年给出具有“偏好”的锥比率的 C

2
WH 模型. 这些模

型已经在实际中得到成功的运用.

为了说明 DEA 模型建模的基本思路, 下面看一个例子.

某公司有甲、乙、丙三个企业, 为评价这几个企业的生产效率, 收集到反映其投入(固定

资产年净值 x 1 , 流动资金 x 2 , 职工人数 x 3 ) 和产出( 总产值 y1 , 利税总额 y2 ) 的有关数据如表

2. 56 所示.

表 2. 56

指 标
企 业  甲 乙 丙

x1 �(万元) 4 �15 �27 �

x2 �(万元) 15 �4 �5 �

x3 �(万元) 8 �2 �4 �

y1 �( 万元) 60 �22 �24 �

y2 �( 万元) 12 �6 �8 �

  由于投入指标与产出指标都不止一个, 故通常采用加权的办法来综合指标值和产出指

标值. 设 vi 为第 i个投入指标 x i 的权重, u r 为第 r 个产出指标 y r 的权重, 则第 j 个企业投入

的综合值为
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∑
3

i= 1

vix ij , 产出的综合值为∑
2

r= 1

u r y r j , 其效率定义为 h j =
∑

2

r = 1

u r y r j

∑
3

i= 1

vix ij

  于是问题实际上是确定一组最佳的权变量 v1 , v2 , v3 和 u1 , u2 , 使第 j 个企业的效率值 hj

最大. 这个最大的效率评价值是该企业相对于其他企业来说不可能更高的相对效率评价值.

我们限定所有的 h j 值( j = 1, 2, 3) 不超过 1, 即 max h j≤1. 这意味着, 若第 k 个企业 hk =

1, 则该企业相对于其他企业来说生产率最高, 或者说这一生产系统是相对有效的; 若 hk <

1, 那么该企业相对于其他企业来说, 生产率还有待提高, 或者说这一生产系统还不是有

效的.

根据上述分析, 可以建立确定任一个企业(如第 3 个企业即丙企业) 的相对生产率的最

优化模型如下: �

max H = h3 ,             

s. t .
h j ≤ 1, j = 1, 2, 3

u r ≥ 0, r = 1, 2, vi ≥ 0, i= 1, 2, 3 .

其中

h1 =
60u1 + 12u 2

40v1 + 15v2 + 8v3
, h2 =

22u1 + 6u 2

15v1 + 4v2 + 8v3
, h3 =

24u1 + 8u2

27v1 + 5v2 + 4v3
.

  这是一个分式规划模型, 利用查尼斯-库珀变换后, 可以把它转化为一个等价的线性规

划模型, 然后利用线性规划的知识进行求解即可.

DEA 方法是运筹学的一个较新的研究领域, 它的众多优点吸引了许多应用工作者. 在

国外, 应用范围已扩展到军用飞机的飞行、城市建设、银行信贷等方面. 同时还可用它研究多

种方案之间的相对有效性, 甚至可以用来进行政策评价. 目前我国正在进行的各行各业的评

价中, DEA 方法是一个较为理想的方法.

本节, 只简单介绍 C
2
R 模型, 其他几个模型请参考有关的资料.

2. 8. 2 C
2
R 模型

设有 n 个同类型的部门(又称决策单元) , 对每个部门都有 m 种不同的输入以及 p 种不

同的输出(即投入 m 种“资源”, 产出 p 种“产品”) , 它们由表 2. 57 给出.

表 2. 57

权数指 标
部门   

1 �2 f⋯ j ⋯ n

输
 
 
入

1 �v1 �x 11 �x12 �⋯ x 1 �j ⋯ x 1 �n

2 �v2 �x 21 �x22 �⋯ x 2 �j ⋯ x 2 �n

┆ ┆ ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

m vm x m1 �xm2 �⋯ x mj ⋯ x mn

输
 
 
出

1 �u1 �y 11 �y12 �y 1 �j ⋯ y1 �n

2 �u2 �y 21 �y22 �⋯ y 2 �j ⋯ y2 �n

┆ ┆ ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

p up yp 1 �yp2 �⋯ yp j ⋯ yp n
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其中:

x ij表示第 j 个决策单元关于第 i种类型投入的总量, xij > 0;

y r j 表示第 j 个决策单元关于第 r 种类型产出的总量, y r j > 0;

vi 表示第 i种类型输入的度量(也称为权系数) ;

u r 表示第 r 种类型输出的度量( 也称为权系数) ;

i= 1, 2, ⋯, m; j = 1, 2, ⋯, n; r = 1, 2, ⋯, p .

x ij和 y r j 为已知的数据, 它可以根据历史的资料或预测的数据得到; vi 和 u r 是变量.

对应于权系数 V= ( v1 , v2 , ⋯, vm )
T
与 U= ( u1 , u2 , ⋯, up )

T
, 每个决策单元都有相应的效

率评价指数

h j =
∑

p

r = 1

u r y r j

∑
m

i= 1

vix ij

, j = 1, 2, ⋯, n .

  从理论上来说, 我们总是可以选取适当的权系数 V 和 U, 使其满足:

h j ≤ 1, j = 1, 2, ⋯, n.

  现在对第 j 0 个决策单元进行效率评价( 1≤j 0≤n) , 以权系数 V 和 U 为变量, 以第 j 0 个

决策单元的效率指数为目标, 以所有决策单元的效率指标 h j≤1 为约束, 构成如下的最优化

模型: B

max h j 0 =
∑

p

r= 1

u r y r j 0

∑
m

i= 1

vix ij 0

,       

∑
p

r = 1

u r y r j

∑
m

i= 1

vix ij

≤ 1, j = 1, 2, ⋯, n.

V = ( v1 , v2 , ⋯, vm ) T ≥ 0

U = ( u1 , u2 , ⋯, up )
T
≥ 0 .

  不难看出, 利用上述模型评价决策单元 j 0 是不是有效, 是相对于其他所有决策单元而

言的. 为方便起见, 记 y r j 0为 y r 0 , x ij 0为 x j 0 , 同样 Yj 0记为 Y0 , X j 0记为 X0 , 使用矩阵符号, 有 )

max VP =
U

T
Y0

V
T
X0

,         

( P�) s . t .

U
T
Yj

VT X j
≤ 1, j = 1, 2, ⋯, n

V ≥ 0, U ≥ 0 .

其中 X j = ( x 1j , x 2j , ⋯, x mj )
T
, Yj = ( y 1j , y 2j , ⋯, yp j )

T
, j = 1, 2, ⋯, n.

( P�)是一个分式规划, 使用查尼斯—库珀变换, 可以转化为一个等价的线性规划问题.

为此, 令
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t =
1

V
T
X0

, ω= tV, μ= tU ,

则有

U
T
Y0

V
T
X0

= μ
T
Y0

UT Yj

V
T
X j

=
μT Yj

ω
T
X j

≤ 1, j = 1, 2, ⋯, n

ω
T
X0 = 1, ω≥ 0, μ≥ 0 .

  因此分式规划( P�) 变为 �

max VP = μ
T
Y0 ,       

( P ) s . t .
ωT X j - μT Yj ≥ 0 , j = 1, 2, ⋯, n

ω
T
X0 = 1, ω≥ 0, μ≥ 0.

  定理 1 分式规划( P�) 和线性规划( P ) 在下述意义下等价:

( 1) 若 V
0
, U

0
为( P�) 的最优解, 则

ω
0
= t

0
V

0
, μ

0
= t

0
U

0
为( P ) 的最优解, 并且最优值相等, 其中

t 0 =
1

V0 T X0
.

  ( 2) 若 ω
0 , μ

0 为( P )的最优解, 则 V
0 , U

0 也为( P�) 的最优解, 并且最优值相等.

定义 1 若线性规划 ( P ) 的最优解 ω
0
, μ

0
满足 VP = μ

0 T
Y0 = 1, 则称决策单元 j 0 为弱

DEA 有效.

定义 2 若线性规划( P ) 的最优解中存在 ω
0
> 0, μ

0
> 0 满足 VP = μ

0T
Y0 = 1, 则称决策单

元 j 0 为 DEA 有效.

由上面定义知, 若决策单元 j 0 为 DEA 有效, 则必弱 DEA 有效.

显然线性规划( P ) 的对偶规划为 �

min VD = θ,       

( D ) s . t .

∑
n

j = 1

Xj λj + S
-

= θX0

∑
n

j = 1

Yjλj - S+ = Y0

λj ≥ 0 j = 1, 2, ⋯, n

S
+
≥ 0, S

-
≥ 0, θ无约束.

  定理 2 线性规划( P ) 及其对偶线性规划( D )都存在最优解且最优值 VD = VP ≤1.

定理 3 对于对偶线性规划( D ) 有

( 1) 若( D ) 的最优值 VD = 1, 则决策单元 j 0 为弱 DEA 有效; 反之亦然.

( 2) 若( D ) 的最优值 VD = 1, 并且它的最优解 λ
0 , S

0- , S
0+ , θ

0 , 都有 S
0 - = 0, S

0+ = 0, 则决

策单元 j 0 为 DEA 有效; 反之亦然.

例 22 已知甲、乙、丙三个同行企业, 为评价其相对生产率, 取投入要素为固定资产 K

( 亿元) 和职工人数 L( 千人) , 产出项目为净产值 Y( 亿元) , 有关数据如表 2. 58. 试比较它们

的有效性.
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表 2. 58

权数指 标
部门   

甲 乙 丙

输
入 1 �( K) v1 �1 P. 5 1  3 �

2 �( L) v2 �4 ~3  7 �
输
出 1 �( Y) u1 �5 ~4  8 �

  解 ( 1) 甲企业对应的 DEA 模型为: 2

min VD = θ ,          

( D ) s . t .

1. 5λ1 + λ2 + 3λ3 + s
-
1 = 1. 5θ

4λ1 + 3λ2 + 7λ3 + s-
2 = 4θ

5λ1 + 4λ2 + 8λ3 - s
+
3 = 5

λj ≥ 0, j = 1, 2, 3, s
-
1 ≥ 0, s

-
2 ≥ 0, s

+
3 ≥ 0 .

  ( D ) 的最优解为 λ
0
= ( 0, 1. 25, 0)

T
, θ

0
= 0. 93, s

0-
1 = 0. 15, s

0-
2 = s

0 +
3 = 0. 由于 θ

0
< 1, 所以

甲企业不是 DEA 有效.

( 2) 乙企业对应的 DEA 模型为 �

min VD = θ,            

( D ) s . t .

1. 5λ1 + λ2 + 3λ3 + s
-
1 = θ

4λ1 + 3λ2 + 7λ3 + s
-
2 = 3θ

5λ1 + 4λ2 + 8λ3 - s+
3 = 4

λj ≥ 0, j = 1, 2, 3, s
-
1 ≥ 0, s

-
2 ≥ 0, s

+
3 ≥ 0 .

  ( D ) 的最优解为 λ0 = ( 0, 1, 0)
T
, θ

0
= 1, s

0-
1 = s

0-
2 = s

0 +
3 = 0. 可知, 乙企业是 DEA 有效.

( 3) 丙企业对应的 DEA 模型为 �

min VD = θ,            

( D ) s. t.

1. 5λ1 + λ2 + 3λ3 + s
-
1 = 3θ

4λ1 + 3λ2 + 7λ3 + s-
2 = 7θ

5λ1 + 4λ2 + 8λ3 - s
+
3 = 8

λj ≥ 0, j = 1, 2, 3, s-
1 ≥ 0, s-

2 ≥ 0, s+
3 ≥ 0 .

  ( D ) 的最优解为 λ0 = ( 0, 2, 0)
T
, θ

0
= 0. 85, s

0-
1 = 0. 57, s

0 -
2 = s

0+
3 = 0. 由于 θ

0
< 1, 所以, 丙

企业不是 DEA 有效.

上述计算结果表明, 乙企业的相对生产率最高, 丙企业的相对生产率最低.

2. 9 应 用 实 例

线性规划应用非常广泛, 限于篇幅, 我们略举数例. 每例的重点放在建立相应的数学模

型上, 求解过程都省略了.
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2. 9. 1 配料问题

例 23 某养鸡专业户, 养鸡 1 000 只, 用大豆和谷物饲料混合喂养, 每天每只鸡平均吃

混合饲料 0. 5 公斤; 其中应至少含有 0. 1 公斤蛋白质和 0. 002 公斤钙. 已知每公斤大豆含有

50% 的蛋白质和 0. 5% 的钙, 价格是每公斤 1. 00 元; 每公斤谷物含有 10% 的蛋白质和0. 4%

的钙, 价格是每公斤 0. 30 元. 粮食部门每周只保证供应谷物饲料 2 500 公斤, 大豆供应量不

限, 问如何搭配这两种饲料, 才能使喂养成本最低?

解 设每周需要供应大豆和谷物各 x 1 , x 2 公斤, 则由它们配合而成的混合饲料总量应

恰好为鸡群一周吃完, 从而有 x 1 + x 2 = 7× 1 000× 0. 5 即 x 1 + x 2 = 3 500 .

由蛋白质要求, 又有 50% x 1 + 10% x 2≥7× 1 000× 0. 1, 即 5x 1 + x 2≥7 000 .

同样由钙质要求, 有 5x 1 + 4x 2≥14 000 .

最后由供应谷物饲料的限制, 有 x 2≤2 500 .

目标是喂养成本最低, 即 z= x 1 + 0. 3x 2 为最小.

综上所述, 得如下数学模型: b

min z = x 1 + 0. 3 x 2 ,      

s . t .

x 1 + x 2 = 3 500

5x 1 + x 2 ≥ 7 000

5x 1 + 4x 2≥ 14 000

   x 2 ≤ 2 500

 x 1 , x 2 ≥ 0 .

  求解得最优方案

x
*
1 = 1 000, x

*
2 = 2 500, z

* = 1 750 .

2. 9. 2 综合生产问题

例 24 某工厂加工 A, B, C 三种元件, 三种元件在粗加工、精加工和包装检验三个车间

所需的单位工时, 单位价格和各车间总工时限额如表 2. 59 所示. 问如何安排生产, 可获最大

总产值.

表 2. 59

A B C 各车间工时

粗加工 1 U2 �1 �430 G

精加工 3 U0 �2 �460 G

检查包装 1 U4 �0 �420 G

单位价格(元) 30 �20 �50 �

  解 设生产 A , B, C 元件分别为 x 1 , x 2 , x 3 , 件, 其数学模型为

max Z = 30x 1 + 20x 2 + 50x3 ,    
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x 1 + 2x 2 + x 3 ≤ 430

3x1  + 2x 3 ≤ 460

x 1 + 4x 2  ≤ 420

x j ≥ 0 ( j = 1, 2, 3) .

  引入松弛变量 x 4 , x 5 , x 6 , 化为标准形式: �

max Z = 30x 1 + 20x2 + 50x 3 + 0x 4 + 0x 5 + 0x6 ,

x 1 + 2x 2 + x 3 + x 4   = 430

3x 1  + 2x 3  + x 5 = 460

x 1 + 4x 2      + x 6 = 420

x j ≥ 0 ( j = 1, 2, 3, 4, 5, 6) .

  用单纯法解之, 得最终表 2. 60.

表 2. 60

cj 30 �20 �50 �0 e0 60 �

CB XB b x 1 �x2 �x 3 �x4 tx 5 Ex 6 �

20 �x2 _100 O- 1 �/ 4 1 �0 �1 7/ 2 - 1 7/ 4 0 �

50 �x3 _230 O3 �/ 2 0 �1 �0 e1 �/ 2 0 �

0 �x6 _20 82 �0 �0 �- 2 �1 61 �

Z 13500 }40 �0 �0 �10 |20 M0 �

  因此, 最优方案是:

A 元件不生产, B 元件生产 100 件, C 元件生产 230 件, 可获得最大产值 13500 元. 同时

由最终表可以看出: 粗加工工时的影子价格为 10 元/ 工时, 精加工工时的影子价格为 20 元

/ 工时, 检验包装车间剩余 20 个工时.

( 1) 该厂附近有甲、乙两个小厂愿意承接粗加工和精加工任务. 但受各种因素的限制,

该厂只能与一个厂签订一种加工合同. 为增加收益, 该厂应如何分别与两厂签订合同? 已知

甲乙两厂分别提出的条件见表 2. 61.

表 2. 61

粗加工 精加工

甲厂 3 �元/ 工时 17 �元/ 工时

乙厂 8 �元/ 工时 16 �元/ 工时

  解 首先要对粗加工工时 b1 和精加工工时 b2 作灵敏度分析, 以便求出在保证现行最优

基 B 的前提下, b1 和 b2 的允许增加量.

从最终表知

B
- 1

=

1/ 2 - 1/ 4 0

0 1/ 2 0

- 2 1 1

,
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B- 1 b=

1/ 2 - 1/ 4 0

0 1/ 2 0

- 2 1 1

b1

460

420

=

b1 / 2 - 460/ 4

230

- 2b1 + 880

≥ 0 .

得 230 ≤ b1 ≤ 440 .

  即: 粗加工工时在 230 和 440 之间时, 最优基不变. 因为现有 430 粗加工工时, 所以, 该

厂为了进一步提高总收益, 在不改变现行生产方案的前提下可追加粗加工工时 440- 430=

10. 又由

B- 1 b =

1/ 2 - 1/ 4 0

0 1/ 2 0

- 2 1 1

430

b2

420

≥ 0 ,

得 440 ≤ b2 ≤ 860 .

  即: 还可追加精加工工时 860- 460= 400.

根据粗加工工时的影子价格 10 元/ 工时, 追加 10 个粗加工工时可多获产值 10× 10=

100 元; 根据精加工工时的影子价格为 20 元/ 工时, 追加 400 个精加工工时可多获产值 20×

400= 8 000 元.

若与甲厂签订加工合同, 要付甲厂加工费分别是 3× 10= 30 和 17× 400= 6 800( 元) , 该

厂净获利为 100- 30= 70(元) 或 8 000- 6 800= 1 200(元) .

若与乙厂签订加工合同, 要付乙厂加工费分别是 8× 10= 80 和 16× 400= 6 400( 元) , 该

厂净获利为 100- 80= 20(元) 或 8 000- 6 400= 1 600(元) .

因此, 应与甲厂签订粗加工合同 10 个工时, 与乙厂签订精加工合同 400 个工时的合同

可使获利最大为 70+ 1 600= 1 670( 元) .

( 2) 由于市场价格的波动, A 元件的价格有上升趋势, 问在价格达到多少时, A 元件投

产才有利.

对 A 元件的价格系数 c1 作灵敏度分析. 若要 x 1 进基作为产品变量, 必须 x 1 的检验数

CB B
- 1

P 1 - c1 < 0.

即

( 10, 20, 0)

1

3

1

- c1 < 0, 亦即 c1 > 70.

  这说明只有当 A 元件的单位价格达到 70 元才有利于生产.

( 3) 由于市场供求关系的限制, 现在 B 元件最多只能生产 60 件, 问应如何调整生产

安排?

在原问题中添加一个约束条件 x 2≤60, 引进松弛量 x 7 得 x 2 + x 7 = 60, 把它作为新的一

行添加到最终表 2. 61 中, 得表 2. 62, 并解之. 用对偶单纯形法得最终表 2. 63.

调整后的最优方案是 A 元件不生产, B 元件生产 60 件, C 元件生产 230 件, 最大利润是

12 700 元, 比原来减少了 800 元.
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由于最终表(表 2. 63)的改变, 粗加工工时的影子价格由 10 元/ 工时降为 0 元/ 工时. 原

来粗加工工时很紧张, 以至需要在外厂加工, 而现在粗加工工时还空余 80 工时. 包装检验工

时比原来剩余的更多, 而精加工工时仍很紧张, 影子价格由原来的 20 元/ 工时上升到 25

元/ 工时. 因此, 外厂加工的任务也应作出相应的变化. 考虑的方法如前所述. 并且应另辟途

径以利用剩余的 80 粗加工工时和 180 个检验包装工时.

表 2. 62

cj 30 F20 �50 x0 �0 �0 ,0 �

CB XB b x1 >x2 �x 3 px 4 �x 5 �x 6 ;x7 �

20 {x 2 �100 �- 1 0/ 4 1 �0 a1 �/ 2 - 1 �/ 4 0 ,0 �

50 {x 3 �230 �3 �/ 2 0 �1 a0 �1 e/ 2 0 ,0 �

0 dx 6 �20 �2 /0 �0 a- 2 )1 �1 ,0 �

0 dx 7 �- 40 �1 �/ 4 0 �0 a- 1 �/ 2 1 e/ 4 0 ,1 �

Z 13500 �40 F0 �0 a10 �20 �0 ,0 �

  表 2. 63

cj 30 F20 �50 x0 �0 �0 ,0 �

CB XB b x1 >x2 �x 3 px 4 �x 5 �x 6 ;x7 �

20 {x 2 �60 �0 /1 �0 a0 �0 �0 ,1 �

50 {x 3 �230 �3 �/ 2 0 �1 a0 �1 e/ 2 0 ,0 �

0 dx 6 �180 �1 /0 �0 a0 �0 �1 ,- 4 �

0 dx 4 �80 �- 1 0/ 2 0 �0 a1 �- 1 �/ 2 0 ,- 2 �

Z 12700 �45 F0 �0 a0 �25 �0 ,20 �

  当然也可考虑在上级指令至少生产 100 件的条件下如何安排生产, 讨论的方法与上面

相同.

2. 9. 3 投资计划问题

例 25 某公司经调研分析知, 在今后三年内有四种投资机会. 第Ⅰ种方案是在三年内

每年年初投资, 年底可获利 15% , 并可将本金收回; 第Ⅱ种是在第一年的年初投资, 第二年

的年底可获利 45% , 并将本金收回, 但该项投资不得超过 2 万元; 第Ⅲ种是在第二年的年初

投资, 第三年的年底可获利 65% , 并将本金收回, 但该项投资不得超过 1. 5 万元; 第Ⅳ种是

在第三年的年初投资, 年底收回本金, 且可获利 35% , 但该项投资不得超过 1 万元. 现在本

公司准备拿出 3 万元来投资, 问如何计划可使到第三年年末本利和最大( 仅写出其数学模

型, 不求解) ?

解 本问题的投资年份有三年, 投资方案有四个, 因而设变量 x ij为第 i年投资到第 j 种

投资的金额数, i= 1, 2, 3; j = 1, 2, 3, 4. 下面进行分析.

第一年年初有第Ⅰ, Ⅱ种投资机会, 可供使用的资金为 3 万元. 资金不会闲置, 故有
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x1 1 + x 12 = 3 .

另外, 由于第Ⅱ种投资不得超过 2 万元, 故有

x 12≤2.

第二年年初, 此时第一年的第Ⅰ种投资已全部收回, 本利和为 1. 15x 11 , 它可第二年重新

投资, 投资机会有第Ⅰ, Ⅲ种, 因而有

x2 1 + x 2 3 - 1. 15x 1 1 = 0 .

另外, 由于第Ⅲ种投资不得超过 1. 5 万元, 故有

x 23≤1. 5 .

第三年年初, 此时第一年的第Ⅱ种投资应全部收回, 本利和为 1. 45x 12 , 第二年投资于Ⅰ

的资金亦已收回, 本利和为 1. 15x 21 , 这些资金可供重新投资, 这一年的投资机会有第Ⅰ, Ⅳ

种, 因而有如下约束

x 31 + x3 4 - 1. 45x 1 2 - 1. 15x 2 1 = 0.

另外, 由于第Ⅳ种投资不得超过 1 万元, 故有 x 34≤1 .

第三年年底, 所有本利全部收回. 即第二年投资于Ⅲ本利和 1. 65x 23 , 第三年年初投资于

Ⅰ的本利和 1. 15x 31及投资于Ⅳ的本利和为 1. 35x 34 . 归纳上述分析, 该问题的数学模型为 h

max z = 1. 65x 23 + 1. 15x 31 + 1. 35x 34 ,   

s . t .

x 11 + x 1 2 = 3

x 12 ≤ 2

x 21 + x 2 3 - 1. 15x 11 = 0

x 23 ≤ 1. 5

x 31 + x 3 4 - 1. 45x 12 - 1. 15x 21 = 0

x 34 ≤ 1

x ij ≥ 0 i= 1, 2, 3; j = 1, 2, 3, 4 .

2. 9. 4 中转调运问题

例 26 已知甲、乙两处分别有 100 吨和 85 吨同种物资外运, A, B, C 三处各需物资 55,

60, 70(吨) . 物资可以直接运到目的地, 也可以经某些中转点转运, 已知各处之间的距离( 公

里)如表 2. 64, 表 2. 65, 表 2. 66 所示, 试确定一个最优的调运方案(最小的总吨公里数) .

  表 2. 64

到从  甲 乙

甲 0 �12 �

乙 10 �0 �

  表 2. 65

到从  A B C

甲 10 )14 �12 �

乙 15 )12 �18 �

  表 2. 66

到从  A B C

A 0 !14 �11 M

B 10 80 �4 6

C 8 !12 �0 6
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  解 这是一个产销平衡的转运问题, 解决这类问题的思路是先将它化为无转运的平衡

运输问题, 再用表上作业法求解. 为此, 作如下考虑:

( 1) 首先根据具体问题求出最大可能中转量 Q;

( 2) 纯中转站可视为销量和产量均为 Q 的一个产地和销地;

( 3) 兼中转站的产地 Ai 可视为一个销量为 Q 的销地及产量为 ai+ Q 产地;

( 4) 兼中转站的销地 B j 可视为一个产量为 Q 的产地及销量为 bj + Q 销地;

在上述考虑的基础上, 列出产销平衡表, 然后用表上作业法求解.

本例的总运量为 185 吨, 最大可能中转量 Q 也为 185 吨. 甲、乙是兼中转站的产地, A,

B , C 是兼中转站的销地. 经转化得产销平衡表 2. 67, 再由表上作业法求解, 得最优方案如表

2. 68, 最小运量为 2 210 吨公里.

  表 2. 67

甲 乙 A B C 产量

甲 0 .12 \10 s14 �12 �285 �

乙 10 E0 E15 s12 �18 �270 �

A 10 E15 \0 \14 �11 �185 �

B 14 E12 \10 s0 s4 �185 �

C 12 E18 \8 \12 �0 �185 �

销量 185 \185 s240 �245 �255 �

  表 2. 68

甲 乙 A B C 产量

甲 185 �55 �45 �285 �

乙 185 �85 �270 �

A 185 �185 �

B 160 �25 �185 �

C 185 �185 �

销量 185 �185 �240 �245 �255 �

2. 9. 5 提级加薪问题

例 27 某公司的员工工资有四级, 根据公司的业务发展情况, 准备招收部分新员工, 并

将部分员工的工资提升一级. 该公司的员工工资及提级前后的编制如表 2. 69 所示. 其中提

级后的编制是计划编制, 允许有变化, 其中 1 级员工中有 8% 要退休.

公司领导的目标如下:

( 1) 提级后在职员工的工资总额不超过 550 千元;

( 2) 各级员工不要超过定编人数;

( 3) 为调动积极性, 各级员工的升级面不少于现有人数的 18% ;

( 4) 总提级面不大于 20% , 但尽可能多提;

( 5) 4 级不足编制人数可录用新工人.

表 2. 69

级 别(Ⅰ) 1 c2 �3 �4 �

工资(千元) 8 c6 �4 �3 �

现有员工数 10 z20 �40 �30 �

编制员工数 10 z22 �52 �30 �

  问应如何拟定一个满意的方案, 才能接近上述目标?

解 设 x 1 , x 2 , x 3 , x 4 分别表示提升到 1, 2, 3 级和新录用的员工数, P 1 , P 2 , P 3 和 P 4 分

别表示各目标的优先因子:
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P 1 ——提级后在职员工的工资总额不超过 550 千元;

P 2 ——各级员工不要超过定编人数;

P 3 ——各级员工的升级面不少于现有人数的 18% ;

P 4 ——总提级面人数不大于 20% , 但尽可能多提;

分别建立各目标约束:

( 1) 提级后在职员工的工资总额不超过 550 千元

8( 10- 10× 8% + x 1 ) + 6( 20- x 1 + x 2 ) + 4( 40- x 2 + x3 ) + 3( 30- x 3 + x 4 ) + d
-
1 - d

+
1 = 550 .

( 2) �各级员工不要超过定编人数

1 级有 s10- 10× 8% + x 1 �+ d
-
2 - d

+
2 = 10 ,

2 级有 20- x 1 + x 2 + d
-
3 - d

+
3 = 22 ,

3 级有 40- x 2 + x 3 + d
-
4 - d

+
4 = 52 ,

4 级有 30- x 3 + x 4 + d
-
5 - d

+
5 = 30 .

( 3) �各级员工的升级面不少于现有人数的 18%

对 2 级有 �x 1 + d
-
6 - d

+
6     �= 22× 18% ,

对 3 级有 x 2 + d
-
7 - d

+
7 = 40× 18% ,

对 4 级有 x 3 + d
-
8 - d

+
8 = 30× 18% .

( 4) 总提级面人数不大于 20% , 但尽可能多提

x 1 + x 2 + x 3 + d
-
9 - d

+
9 = 100× 20% .

目标函数:

min Z= P 1d
+
1 + P 2 ( d

+
2 + d

+
3 + d

+
4 + d

+
5 ) + P 3 ( d

-
6 + d

-
7 + d

-
8 ) + P 4 ( d

+
9 + d

-
9 ) .

2. 9. 6 生产率比较问题

例 28 以 1997 年全部独立核算企业为对象, 对安徽、江西、湖南和湖北四省进行生产

水平的比较. 投入要素取固定资产净值年平均余额( 亿元) , 流动资金年平均余额(亿元) 及从

业人员(万人) ; 产出要素取总产值( 亿元)和利税总额( 亿元) .

样本数据和计算结果见表 2. 70( 样本数据引自 1997 年中国统计年鉴) .

表 2. 70

安 徽 江 西 湖 南 湖 北

固定资产 932 L. 66 583 ~. 08 936 �. 84 1306 �. 56

流动资金 980 L. 45 581 ~. 64 849 �. 31 1444 �. 30

从业人数 401 L. 8 294 ~. 2 443 �. 20 461 �. 00

利税总额 179 L. 29 49 ~. 76 144 �. 20 181 �. 41

总 产 值 2196 L. 09 930 ~. 22 1659 �. 04 2662 �. 21

全要素相

对生产率

1 L. 0000

 

0 ~. 7140

 

0 �. 9285

 

1 �. 0000

 

生产率序号 1 L3 ~2 �1 �
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  以评价湖南省的全要素相对生产率为例, 其 DEA 模型为

min VD = θ,

s . t .

932. 66λ1 + 583. 08λ2 + 936. 84λ3 + 1306. 56λ4 + s
-
1 = 936. 84θ

980. 45λ1 + 581. 64λ2 + 849. 31λ3 + 1444. 40λ4 + s
-
2 = 849. 31θ

401. 8λ1 + 294. 2λ2 + 443. 20λ3 + 461. 00λ4 + s
-
3 = 443. 20θ

179. 29λ1 + 49. 76λ2 + 144. 20λ3 + 181. 41λ4 - s
+
1 = 144. 20

2196. 09λ1 + 930. 22λ2 + 1659. 04λ3 + 2662. 21λ4 - s
+
2 = 1659. 04

λj≥0, j = 1, 2, 3, 4, s
-
i ≥0 i= 1, 2, 3,  s

+
r ≥0 r = 1, 2 .

其解为 θ= 0. 9285, λ1 = 0. 8043, λ2 = λ3 = λ4 = 0,

s
-
1 = 119. 71, s

-
2 = 0, s

-
3 = 88. 17, s

+
1 = 0, s

+
2 = 107. 24 .

习  题

2. 1 用图解法求解下列线性规划问题 , 并指出问题是具有唯一最优解、多重最优解、无界解或无可

行解 .

  ( 1) �max Z= 2x 1 + 3x2 ,

s. t.

x 1 + 2x2≤8

x 1  ≤4

  x2≤3

x 1 , x2≥0 .

( 2) �min Z = - x 1- x 2,

s. t .

 x 1 - x 2≥- 1

0. 5x 1 + x 2≤2

x 1, x 2≥0 .

( 3) �m ax Z= x1 + x 2 ,

s . t .

x 1- x2≥1

3x 1 - x 2≤- 3

x 1, x 2≥0 .

  2. 2 将下列线性规划模型化为标准型.

( 1) �max Z= 2x 1 - 3x2 + x 3,

s. t.

x 1 - x 2+ x 3≥5

4x1 - x2 + 3x3 = 6

3x1 + x2 + x 3≤10

x 1 , x2≥0, x 3 无约束 .

( 2) min Z = 2x 1- x2 + 2x3 ,

s. t.

- x 1+ x 2+ x3 = 4

- x 1+ x 2- 2x 3≤8

x 1≤0, x 2≥0, x 3 无约束 .

( 3) max Z= - ©¦x ©¦- ©¦y©¦,

s. t.

x + y≥2

x  ≤3

x , y 无约束 .

2. 3 找出下列线性规划问题的所有基本解 , 并指出其中的基本可行解和最优解.

( 1) max Z= 2x 1 + 3x2 + 4x3 + 7x4 ,

s. t.

2x1 + 3x 2- x3 - 4x4 = 8

x 1 - 2x2 + 6x3 - 7x4 = - 3

x 1 , x2 , x3 , x 4≥0 .

( 2) min Z = 5x 1- 2x 2+ 3x 3- 6x 4,
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s. t.

x 1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 7

2x1 + x2 + x 3+ 2x 4= 3

x 1 , x2 , x3 , x 4≥0 .

2. 4 分别用图解法和单纯形法求解下列线性规划问题 , 并指出单纯形法迭代的每一步相当于图上的

哪一点.

  ( 1) �max Z= x 1+ 2x 2,

s. t.

3x1 + x2≤27

4x1 + 3x 2≤36

x 1 , x2≥0 .

( 2) Ymin Z= - 2x 1- 3x 2,

s . t .

x1 + 2x2≤6

3x 1+ x2≤15

x1 , x2≥0 .

  2. 5 求解下列线性规划问题:

( 1) �max Z = - x 1+ 2x 2 + x 3,

s. t.

2x1 + x2 + x 3≤4

x 1 + 2x2  ≤6

x 1 , x2 , x3≥0 .

( 2) min Z = - 3x 1+ x 2,

s. t.

- x 1+ x 2≤2

3x1 - x 2≤6

x 1 , x2≥0 .

( 3) max Z = 3x 1+ 5x 2+ x 3,

s. t.

- 4x1 + 2x2 + x3≤14

- x 1 + x2 - x 3≤4

x 1 , x2 , x3≥0 .

2. 6 分别用二阶段法和大 M 法求解下列线性规划问题 , 并指出属于哪一类解 .

( 1) min Z = 2x 1+ 5x 2,

s. t.

2x1 + x2 + x 3 ≥6

  x2 + 3x3≥9

x 1 , x2≥0 .

( 2) max Z= x 1+ 2x 2+ 3x 3,

s. t.

5x1 + 3x2 + x3 ≤9

- 5x1 + 6x2 + 15x 3≤15

2x1 + x 2 + x3 ≥5

x 1 , x2 , x3≥0 .

2. 7 用改进单纯法求解下述线性规划问题:

( 1) max Z = 5x1 + 2x 2+ 3x 3,

s. t.

x 1 + 5x2 + 2x3 = 30

x 1 - 5x2 - 6x3≤40

x 1 , x2 , x3≥0 .

( 2) min Z = 5x 1- 5x 2- 13x 3,

s. t.

- x 1+ x 2+ 3x 3≤20

12x 1+ 4x 2+ 10x3≤90

x 1 , x2 , x3≥0 .

2. 8 写出下列线性规划问题的对偶问题 .

( 1) max Z= 2x 1 + x 2+ 5x 3,
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s. t.

2x1 + 3x 2+ 5x 3≤2

3x1 + x2 + 7x 3≤3

x1 + 6x 3≤5

x 1 , x2 , x3≥0 .

( 2) max Z= x 1+ x2 + x3 ,

s. t.

2x1 + x2 + 5x 3≤12

x1 + 2x 2+ 7x 3 = 6

x1 + 6x 3 ≥4

x 1 , x2 , x3≥0 .

( 3) min Z = 4x 1+ 2x 2+ 3x 3,

s. t.

2x1 + x2 + 5x 3≤6

x1 + 2x 2+ 7x 3= 4

x1 + x3 ≥2

x 1 无约束, x2≤0, x 3≥0 .

2. 9 试用对偶单纯形方法求解下列线性规划问题 .

( 1) min Z = x1 + x 2,

s. t.

2x1 + x2≥4

x 1 + 7x3≥7

x 1 , x2≥0 .

( 2) max Z = 2x1 - x2 + x 3,

s. t.

2x1 + 3x 2- 5x 3≥4

- x 1+ 9x 2 - x 3≥3

4x1 + 6x 2+ 3x 3≤8

x 1 , x2 , x3≥0 .

2. 10 有线性规划问题

max Z = - 5x1 + 5x2 + 13x 3,

s . t .

- x 1+ x2 + 3x3≤20        ①

12x1 + 4x2 + 10x 3≤90       ②

x 1, x 2, x 3≥0 .

先用单纯形方法求出最优解 , 然后用灵敏度分析方法分析在下列各种条件下, 最优解分别有何变化?

( 1) 约束条件①的右端常数由 20 变为 30;

( 2) 约束条件②的右端常数由 90 变为 70;

( 3) 目标函数中 x3 的系数由 13 变为 8;

( 4) x1 的系数列向量由
- 1

12
变为

0

5
;

( 5) 约束条件②改变为 10x 1+ 5x 2+ 10x3≤100 ;

( 6) 增加一个约束条件③ 2x1 + 3x2 + 5x 3≤50 .

2. 11 某文教用品厂 , 其经济结构为:

产品范围: 信封(以盒为单位) , 公文袋( 以捆为单位) , 便条(以箱为单位) ;

工人总数: 100 人;

原料情况: 每天有 30 000 公斤坯纸;

生产定额: 每个工人每天单独生产三种产品的任何一种定额都是 30 单位;

消耗定额: 1 单位信封用坯纸 10/ 3 公斤, 1 单位公文袋用坯纸 40/ 3 公斤 , 1 单位便条用坯纸 79/ 3

公斤;
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盈利情况: 信封、公文袋、便条的单位利润分别为 2 元、3 元、1 元;

请根据上述情况制订经营策略. 如果每个工人每天工资为 20 元 , 再增加 1000 人 , 又当如何?

2. 12 证明运输问题中, 任何一个方程可以取作多余方程 .

2. 13 判别表 2. 71( a) ( b) ( c)所给出调运方案可否作为表上作业法求解时的初始解 , 为什么?

表 2. 71 ( a)

产 地
销 地  B1 �

 

B2 z

 

B3 �

 

B4 b

 

B5 �

 

B6 J

 

 

产 量

A 1 }20 �5 g25 �

A 2 }25 ~30 �55 �

A 3 }15 �15 f40 �10 N80 �

A 4 }20 N20 �

销 量 20 �30 ~45 �15 f40 �30 N

  ( b)

产 地
销 地  B1 �

 

B2 z

 

B3 �

 

B4 b

 

B5 �

 

B6 J

 

 

产 量

A 1 }30 �30 �

A 2 }10 �25 ~35 �

A 3 }15 ~25 �5 O20 N65 �

A 4 }20 �20 �

销 量 10 �40 ~25 �5 O50 �20 N

  ( c)

产 地
销 地  B1 c

 

B2 �

 

B3 �

 

B4 �

 
产 量

A 1 }6 �4 �10 �

A 2 }4 P8 ~6 �18 �

A 3 }2 ~9 �11 �

销 量 4 P10 �15 �10 �

  2. 14 求下列运输问题的最优解 .

( 1)

表 2. 72 调 运 表 运价表

B1 �B2 �B3 CB4 �产量 B1 �B2 �B3 @B4 �

A 1 z3 a2 �2 �2 ,1 �

A 2 z6 a10 �8 �5 ,4 �

A 3 z6 a7 �6 �6 ,8 �

销量 4 �3 �4 /4 �

·76·



  ( 2)

表 2. 73 调运表 运价表

B1 �B2 �B3 �产量 B1 �B2 �B3 �

A1 �12 �5 �1 �8 �

A2 �14 �2 �4 �0 �

A3 �4 �3 �6 �7 �

销量 9 �10 �11 �

  2. 15 某农场承包 100 亩地 , 但因土壤等自然条件不同, 土地分为三类 . 现要在三类土地上种植三种

作物 , 各类土地的亩数 , 各类植物计划播种面积以及各种作物在各类土地上的亩产量如表 2. 74 所示 , 问如

何安排作物布局可使作物总产量最多?

表 2. 74 播种计划表 亩产量表

作物种类
土地种类  B1 �

 

B2 �

 

B3 z

 

面积

 

B1 �

 

B2 �

 

B3 �

 

A 1 O100 e600 6700 �500 �

A 2 O500 e800 6500 �850 �

A 3 O400 e400 6150 �300 �

亩 数 200 �300 �500 �

  2. 16 某公司有 3 个工厂和 3 个客户 . 这 3 个工厂在下一时期将分别制造产品 3 000, 5 000 和 4 000

件 . 公司答应卖给客户 1 的数量为 4 000 件 , 客户 4 还想尽可能多地购买剩下的产品 . 工厂 i卖给客户 j 的

单位利润如表 2. 75 所示 . 问如何安排生产和供应才使总利润最大?

表 2. 75

工 厂 i
客户j  B1 �

 

B2 �

 

B3 �

 

B4 �

 

A1 ~15 �13 �12 �14 �

A2 ~18 �17 �15 �12 �

A3 ~13 �10 �9 �10 �

  2. 17 用图解法解下列线性目标规划问题 .

( 1) �min Z = P 1( d -
1 + d +

1 ) + P 2 ( d -
2 + d -

3 ) ,

s. t.

15x 1+ 25x2 + d -
1 - d +

1 = 600

x 1 + 3x2 + d -
2 - d+

2 = 60

x 1 + 3x2 + d -
3 - d+

3 = 40

x 1 , x2≥0, d +
i ≥0, d -

i ≥0, i= 1, 2, 3 .

( 2) min Z = P 1d
-
1 + P 2d

-
2  ,

s. t.

x1 - x2 + d -
1 - d +

1 = 50

2x1 + 3x 2+ d -
2 - d +

2 = 0

x1 + x2 ≤1 000

x 1 , x2≥0, d +
i ≥0, d -

i ≥0, i= 1, 2 .

2. 18 单纯形法求解下列线性目标规划问题 .
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( 1) �min Z = P 1d -
1 + P 2d +

2 + P 3( d -
3 + d+

3 ) ,

s. t.

3x1 + x 2 + d -
1 - d+

1 = 60

x1 - x2 + 2x3 + d -
2 - d+

2 = 10

x1 + x2 - x 3 + d -
3 - d+

3 = 20

x i≥0, d+
i ≥0, d -

i ≥0 ( i= 1, 2, 3) .

( 2) min Z = P 1d -
1 + P 2d +

4 + 5P 3d -
2 + 3P 3d -

3 + P 4 d+
1  ,

s. t.

x 1 + x 2+ d -
1 - d +

1 = 80

x 1 + d -
2 - d +

2 = 60

 x 2+ d -
3 - d +

3 = 45

x 1 + x 2+ d -
4 - d +

4 = 90

x 1 , x2≥0; d +
i ≥0, d -

i ≥0 ( i= 1, 2, 3, 4)  .

2. 19 某彩色电视机组装工厂 , 生产 A, B , C 三种规格的电视机 . 装配工作在同一生产线上完成 , 三种

产品装配时的工时消耗分别为 6 小时 , 8 小时和 10 小时 . 生产线每月正常工作为 200 小时; 三种规格电视

机销售后 , 每台获利分别为 500 元 , 650 元和 800 元 . 每月销量预计为 12 台 , 10 台和 6 台 . 该厂经营目标

如下:

P 1: 利润指标为每月 1. 6× 104 元;

P 2: 充分利用生产能力;

P 3: 加班时间不超过 24 小时;

P 4: 产量以预计销量为标准;

为确定生产计划 , 试建立该问题的目标规划模型.

2. 20 某公司从两个不同仓库向 3 个居民点提供某种产品 , 在计划期内该产品供不应求 , 公司决定重

点保证某些居民点的需要 , 同时又要保证总运费最省 . 现在已知总需要超出供应能力 1 500 单位 . 从仓库 i

到居民点 j 的单位运输费如表 2. 76 所示( i= 1, 2; j = 1, 2, 3) .

表 2. 76

单位运费   
居民点 1 \居民点 2 r居民点 3 �库存量

仓库 1 t  10 �4 �12 �3000 L

仓库 2 t  8 �10 �3 �4000 L

需求量  2000 �1500  5000 6

公司有下列 6 个有序目标:

( 1) 完全满足居民点 3 的需要 .

( 2) 至少 75% 满足所有居民点的需要 .

( 3) 使总运费最小 .

( 4) 从仓库 2 给居民点 1 的货运用船运输, 其最小运货量为 1 000 单位 .

( 5) 从仓库 1 给居民点 3 和从仓库 2 给居民点 1 的公路是危险公路 , 尽可能减少运货量 .

( 6) 平衡居民点 1 和居民点 2 之间的供货量满意水平 .

2. 21 试建立下述问题的数学模型(可以不求解) :

( 1) 某房地产公司有水泥 100 单位 , 木材 160 单位和玻璃 400 单位 , 用以建造 A 型和 B 型住宅 . 建一栋

A 型住宅需要水泥、木材、玻璃分别为 1, 2, 2 单位 , 售价每栋 100 万元; 建一栋 B 型住宅需要水泥、木材、玻

璃分别为 1, 1, 5 单位 , 售价每栋 150 万元 . 该公司如何安排两种住宅的建设 , 才能使总售价最大?

( 2) 一贸易公司专门经营某商品的批发业务 . 公司有库容 5 000 单位的仓库 . 一月一日 , 公司有库存
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1 000单位 , 并有资金 20 000 元 . 估计第一季度该商品价格如表 2. 77 所示 .

表 2. 77

进货价( 元) 出货价(元)

一月 2 �. 85 3 7. 10

二月 3 �. 05 3 7. 25

三月 2 �. 90 2 7. 95

  如买进的商品当月到货 , 但需到下月才能卖出 , 且规定“货到付款”. 公司希望本季末库存为 2 000 单

位 , 问应采取什么样的买进卖出的策略可使 3 个月总的获利最大?
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第 3 章  整数规划模型

3.1 引  言

  在第 2 章介绍的线性规划模型与方法中, 对决策变量只限于不能取负值的连续型数值,

即可以是分数或小数. 然而, 在许多经济管理的实际问题中, 决策变量只有取非负的整数才

有实际意义. 例如, 最优调度的车辆数, 设置的销售网点数, 指派工作的人数等, 只能取离散

的非负整数值. 因此, 进一步研究变量限制为取非负整数的规划问题是很有必要的.

称所有变量都限制为非负整数的数学规划为纯整数规划, 称部分变量限制为非负整数

的数学规划为混合整数规划. 本章仅讨论约束条件和目标函数均为线性的整数规划问题, 即

整数线性规划问题(以下简称整数规划) . 其数学模型的一般形式是:

求一组变量 x 1 , x 2 , ⋯, x n , 使 Z = ∑
n

j = 1

cj x j 达到最大值或最小值, 并满足

∑
n

j = 1

a ij x j ≤bi  ( i= 1, 2, ⋯, m)

x j ≥0    ( j = 1, 2, ⋯, n)

x j 皆为整数或部分为整数 .

人们对整数规划感兴趣, 还因为有些经济管理中的实际问题的解必须满足逻辑条件和

顺序要求等一些特殊的约束条件. 此时, 往往需引进逻辑变量( 又称 0-1 变量) , 以达到表示

“是”(用 1 表示) 与“非”(用 0 表示) . 称决策变量均为 0-1 变量的整数规划为 0-1 规划.

严格地说, 整数规划问题是个非线性问题. 这是因为整数规划的可行解集合是由一些离

散的非负整数格点所组成, 而不是一个凸集. 迄今为止, 求解整数规划问题尚无统一的有效

算法.

求解整数规划问题, 首先会想到能否先不考虑整数性约束, 而去求解相应的线性规划问

题(称其为松弛问题) , 然后, 将所得的非整数最优解用“舍入取整”的方法得到整数规划的最

优解呢? 一般地说, 用“舍入取整”方法得到的解不是原问题的最优解, 很可能远远偏离最优

解, 甚至是非可行解. 即使是原问题的可行解, 也不会是最优解. 因此, 用“舍入取整”法求解

整数规划是不可取的.

但由于用整数规划方法求整数最优解需花费较多的人力和计算机机时, 因此, 在处理经

济活动中的某些实际问题时, 如果允许目标函数值在某一误差范围内, 有时也可采用“舍入

取整”所得的整数可行解作为原问题整数最优解的近似.

设 X
*
是原整数规划问题的最优解, X 是其松弛问题的非整数最优解, X�是“舍入取整”

得的整数可行解, d 为给出目标函数值的允许误差. 由于

cX�≤cX
*
≤cX ,

所以 cX
* - cX

�≤cX - cX
�.
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当 cX - cX�≤d 时, 则 X�可作为 X
*
的近似解.

其次, 能否考虑将整数规划问题所有可行的整数解完全枚举出来, 经过比较其相应的目

标函数值, 从而得到最优解呢?应该说, 此法仅在变量个数很少的情况下才实际有效. 对于变

量个数稍多的整数规划问题则不适用. 例如, 在 3.5 节将介绍的指派问题中, 当变量数 n=

10 时, 就有 10! > 3× 106 个可行解, 当 n= 20 时, 20! > 2× 101 8 , 如果一一计算, 就是用高速

计算机也无法处理, 所以, 也是不可取的. 为此, 有必要对不同的整数规划问题找出有效的特

殊解法.

本章在介绍整数规划的数学模型之后, 将主要介绍求解整数规划的分枝定界法、0-1 规

划的隐枚举法和指派问题的匈牙利法, 最后举出经济管理活动中的几个应用实例.

3.2 整数规划问题及其数学模型

1. 生产计划问题

  例 1 某工厂生产 A 1 , A2 两种产品, 产品分别由 B 1 , B 2 两种部件组装而成. 每件产品所

用部件数量和部件的产量限额以及产品利润由表 3. 1 给出. 应如何安排 A1 , A2 的生产数

量, 该厂才能获取最大利润?

表 3. 1

部 件
产 品  

B1 �B2 �利润(百元)

A 1 �6 �1 �15 �

A 2 �4 �3 �20 �

部件的最大产量 25 �10 �

  解 设 x 1 , x 2 分别表示产品 A 1 和 A2 的产量, 依题意, 该问题的数学模型是 Y

max Z = 15x 1 + 20x2 ,

6x 1 + 4x 2 ≤ 25

x 1 + 3x 2 ≤ 10

x 1 ≥ 0, x 2 ≥ 0, 且皆为整数 .

  这是个纯整数规划问题, 又因为约束条件和目标函数的系数全为整数, 故亦称全整数规

划问题.

2. 投资项目选择问题

例 2 某单位有 5 个拟选择的投资项目, 其所需投资额与期望收益如表 3. 2 所示。

由于各项目之间有一定联系, A, C, E 之间必须选择一项, 且仅需选择一项; B 和 D 之

间需选择, 也仅需选择一项; 又由于 C 和 D 两项目密切相关, C 的实施必须以 D 的实施为前

提条件. 该单位共筹集资金 15 万元, 应选择哪些项目投资, 使期望收益最大?
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表 3. 2

项 目 所需投资额(万元) 期望收益(万元)

A 6 !. 0 10 e. 0

B 4 !. 0 8 N. 0

C 2 !. 0 7 N. 0

D 4 !. 0 6 N. 0

E 5 !. 0 9 N. 0

  解 考虑到有的项目有可能被选中, 也有可能不被选中, 设决策变量 x j ( j = 1, 2, 3, 4, 5)

分别表示项目 A , B, C, D , E , 且定义

x j =
0 表示项目 j 不被选中

1 表示项目 j 被选中
( j = 1, 2, 3, 4, 5) .

由于项目 A , C, E 之间必须且仅需选择一项, 所以有关系式

x 1 + x 3 + x 5 = 1 .

与此相同, B 与 D 之间也有类似关系式

x 2 + x 4 = 1 .

又由于项目 C 的实施要以项目 D 的实施为前提, 即选中项目 C 之前必须先选中项目

D , 当然也可以只选项目 D 而不选项目 C. 换句话说, 若 x3 = 1, 则 x 4 = 1; 而 x3 = 0 时, 则 x 4 =

0 或 x 4 = 1. 于是有关系式

x 3≤x 4 (或记为 x 3 - x 4≤0) .

对所有项目投资总额的限制条件为

6x 1 + 4x2 + 2x 3 + 4x 4 + 5x 5≤15 .

目标函数为期望收益最大, 可表示为

max Z= 10x 1 + 8x 2 + 7x 3 + 6x 4 + 9x 5 .

归纳起来, 该问题的数学模型为 $

max Z= 10x 1 + 8x 2 + 7x 3 + 6x 4 + 9x 5 ,

x 1 + x 3 + x 5 = 1

x 2 + x 4 = 1

x 3 - x 4≤0

6x 1 + 4x 2 + 2x 3 + 4x 4 + 5x 5≤15

x j 皆为 0 或 1, ( j = 1, 2, ⋯, 5) .

上述模型虽是一个全整数规划, 但与例 1 不同的是, 所有的决策变量只限取 0 或 1. 因

此, 又是 0-1 规划.

显然, 利用 0-1 变量处理一类“选择问题”是非常方便的. 下面再进一步说明各种情况下

的“选择”以及相应的数学模型.

假定现有的 m 种资源对可供选择的 n 个项目进行投资的数学模型为

求一组决策变量 x 1 , x 2 , ⋯, x n , 使 3

max Z = ∑
n

j = 1

cj x j ,    ( 3.1)
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满足
∑

n

j = 1

a ij x j ≤ bi ( i= 1, 2, ⋯, m)

x j = 0 或 1   ( j = 1, 2, ⋯, n) .

( 3.2)

( 3.3)

其中, cj 表示投资第 j 项目获得的期望收益, a ij 表示第 i种资源投于第 j 项目的数量, bi 表示

第 i种资源的限量.

如果在可供选择的 k( k≤n) 个项目中, 必须且只能选择一项, 则在( 3.2) 中加入新的约

束条件

∑
k

j = 1

x j = 1 .

  如果可供选择的 k( k≤n) 个项目是相互排斥的, 则在( 3.2) 中加入新的约束条件

∑
k

j = 1

x j ≤ 1 .

同时, 它还表示在前 k 个项目中至多只能选择一项投资.

如果在可供选择的 k( k≤n) 个项目中, 至少应选择一项投资, 则在( 3.2) 中加入新的约

束条件

∑
k

j = 1

x j ≥ 1 .

  如果项目 j 的投资必须以项目 i的投资为前提, 则可在( 3.2) 中加入新的约束条件

x j≤x i.

如果项目 i与项目 j 要么同时被选中, 要么同时不被选中, 则在 ( 3.2) 中加入新的约束

条件

x i= x j ( i≠j ) .

如果对第 r 种资源与第 t 种资源的投资是相互排斥的, 即只允许对资源 br 与 bt 中的一

种进行投资, 则可将( 3.2) 的第 r 个和第 t 个约束条件改写为

∑
n

j = 1

a r j x j ≤ br + yM ①

∑
n

j = 1

a t j x j ≤ bt + ( 1 - y) M . ②

其中 y 为新引进的 0-1 变量, M 为充分大正数. 易见, 当 y = 0 时, ①式就是原来的第 r 个约

束条件, 具有约束作用. 此时对②式而言, 无论 x j 为何值, 都成立, 毫无约束作用, 这就使问

题仅允许对第 r 种资源进行投资. 当 y = 1 时, ②式对 x j 起了约束作用, 而①式却成了多余

的条件. 到底是满足①还是②, 则视问题在求出最优解后, y 为 0 还是为 1 而定.

如果问题是要求在前 m 个约束条件中至少满足 k( 1< k< m)个, 则可将( 3.2)中的原约

束条件修改为

∑
n

j = 1

a ij x j ≤ bi + ( 1 - yi) M  ( i= 1, 2, ⋯, m)

∑
m

i= 1

y i ≥ k .

其中 y i 为 0-1 变量, M 为充分大的正数, k 为正整数.
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总之, 对实际问题建立数学模型, 常可借助 0-1 变量, 使含“非此即彼”的、相互排斥的决

策变量和约束条件寓于同一模型之中.

3. 指派问题

例 3 现有 A 1 , A2 , A 3 , A4 四人, 每人都能完成工作 B 1 , B 2 , B 3 , B4 四项中的一项. 由于各

自的技术专长和对工作的熟练程度不同, 表 3. 3 给出了各人完成每项工作所需的时间. 如果

每项工作需安排一人且仅要一人去完成, 问如何安排四人使完成四项任务所花费的总时间

最少?

表 3. 3

时 间 工作

人   
B1 5B2 zB3 �B4 �

A1  

A2

A3

A4

3 !

10

9

7

14 }

4

14

8

10 �

12

15

11

5 �

10

13

9

  解 由于每项工作需要安排一人且仅要一人去完成, 所以, 设 x ij ( i, j = 1, 2, 3, 4)表示 Ai

做 B j 工作, 且

x ij =
1 当 Ai 被安排做 B j 工作

0 当 Ai 不被安排做 B j 工作 ,

则该问题的数学模型是

min Z = �3x 11 + 14x 1 2 + 10x 13 + 5x 14 + 10x 21 + 4x 22 + 12x 2 3 + 10x 24 + 9x 31

+ 14x 32 + 15x 3 3 + 13x 34 + 7x 41 + 8x 42 + 11x 43 + 9x 44

满足

x 11 + x 12 + x1 3 + x 14 = 1

x 21 + x 22 + x2 3 + x 24 = 1

x 31 + x 32 + x3 3 + x 34 = 1

x 41 + x 42 + x4 3 + x 44 = 1

( 表示 Ai 只做一项工作)

x 11 + x 21 + x3 1 + x 41 = 1

x 12 + x 22 + x3 2 + x 42 = 1

x 13 + x 23 + x3 3 + x 43 = 1

x 14 + x 24 + x3 4 + x 44 = 1

( 表示 B j 工作只有一人去做)

x ij = 0 或 1 ( i, j = 1, 2, 3, 4) .

  上述数学模型是个 0-1 规划. 由于它的特殊性, 使指派问题有其特殊解法, 本章将在

3.5 节中详细介绍.

3.3 分枝定界法

分枝定界法是求解整数规划问题常用的一种有效解法, 它不仅适用于求解纯整数规划
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问题, 同时也适用于求解混合整数规划问题, 特别是对于约束条件较多的大型问题更显示其

优越性.

分枝定界法的基本思想是: 先不考虑原整数规划问题中的整数性约束, 去解其相应的

松弛问题. 对于最大化问题, 松弛问题的最优值就是原问题最优值的上界 Z�. 如果松弛问题

的最优解满足整数性约束, 则它就是原问题的最优解. 否则, 就在不满足整数性约束的变量

中, 任选一个 x i( 设它的值为 b�i) , 将新的约束条件 x i≤ [ b�i] 和 x i≥[ b�i] + 1 分别加入原问题

中, 把原问题分枝为两个子问题, 并分别求解子问题的松弛问题. 若子问题的松弛问题的最

优解满足整数性约束, 则不再分枝, 其相应的目标函数值就是原问题目标函数值的一个下界 -J

Z. 对不满足整数性约束的子问题, 如果需要的话, 继续按上述方法进行新的分枝, 并分别求

解其相应的松弛问题. 过程中利用逐步减小 Z 或增大 - 狟Z 的技巧, 直至所有的子问题不再分

枝, 从而求得原问题的最优解止.

下面以本章例 1 的求解来说明分枝定界法的方法步骤.

解 ( 1) 先不考虑整数性约束, 解原问题的松弛问题, 所得最优解为 x1 = 2.5, x2 = 2.5,

如表 3. 4 中的( 一)所示 (即图 3.1 中的 B 点) Z= 87.5 是原问题目标函数的上界, 并令其下

界 - 瓰Z= 0 .

图 3. 1

( 2) 在不满足整数性约束的变量 x 1 , x 2 中任选一个( 譬如 x 1 = 2.5) , 对原问题分别增加

约束条件 x 1≤2 和 x 1≥3, 将原问题分枝成两个子问题, 它们相应的松弛问题是问题( 1) 和问

题( 2) , 即

    问题( 1)

  max Z= 15x 1 + 20x 2 ,

  

6x 1 + 4x 2≤25

x 1 + 3x 2≤10

x 1   ≤2

x 1 , x 2≥0 .

  问题( 2)

max Z= 15x 1 + 20x 2 ,

6x 1 + 4x 2≤25

x 1 + 3x 2≤10

x 1   ≥3

x 1 , x 2≥0 .

此时, 原问题的松弛问题的可行域被分割成两个相应的子域 R 1 和 R2 , 如图 3.1 所示. 显然,

被抛去的阴影区域内( 2< x 1 < 3)不含有原问题的整数可行解.

( 3) 不妨先求解问题( 1) . 而将问题( 2) 暂时记录下来, 待求解. 具体方法和计算结果见

表 3. 4 中(一) 、( 二)、(三) . 问题( 1) 的最优解, x 1 = 2, x2 = 2.67 和 max Z= 83.3.
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   表 3. 4

(一)

Cj → 15 }20 N0 �0 �0 �

CB XB b� x1 ux 2 Fx3 �x 4 �x 5 �

15 �

20

x 1 �

x 2

5 g/ 2

5/ 2

1 f

0

0 7

1

3 �/ 14

- 1/ 14

- 2 �/ 7

3/ 7

Z 175 �/ 2 0 f0 725 �/ 14 30 �/ 7

(二)

15 �

20

0

x 1 �

x 2

x 5

5 g/ 2

5/ 2

- 1/ 2

1 f

0

0

0 7

1

0

3 �/ 14

- 1/ 14

[ - 3/ 14]

- 2 �/ 7

3/ 7

2/ 7

0 �

0

1

Z 175 �/ 2 0 f0 725 �/ 14 30 �/ 7 0 �

(三)

15 �

20

0

x 1 �

x 2

x 5

2 �

8/ 3

7/ 3

1 f

0

0

0 7

1

0

0 �

0

1

0 �

1/ 3

- 4/ 3

1 �

- 1/ 3

- 14/ 3

Z 250 �/ 3 0 f0 70 �20 �/ 3 25 �/ 3

由于问题( 1) 的解中仍有 x 2 不是整数的, 所以, 应该对问题 ( 1) 分别增加新约束条件

x 2≤2和 x 2≥3, 将子问题 ( 1) 分枝为两个子问题, 其相应的松弛问题是问题( 3) 和问题( 4) ,

即

     问题( 3)

max Z= 15x 1 + 20x 2 ,

6x 1 + 4x 2≤25

x 1 + 3x 2≤10

x 1   ≤2

   x 2≤2

x 1 , x 2≥0 .

     问题( 4)

max Z= 15x 1 + 20x 2 ,

6x 1 + 4x 2≤25

x 1 + 3x 2≤10

x 1   ≤2

   x 2≥3

x 1 , x 2≥0 .

  ( 4) 将问题( 4) 暂时记录下来, 待求解, 并用同样的方法求解问题( 3) , 得其最优解 x1 =

2, x 2 = 2 和 max Z= 70. 由于最优解已满足整数性要求, 故不再分枝. 如果再分枝, 即使求出

新的整数最优解, 其最优值也不可能超过 70(因为 Z= 70 是问题( 3)相应的整数规划问题目

标函数值的上界) . 容易理解, 此时, Z= 70 已成为原问题目标函数值的一个新下界. 于是, 同

时修改原问题的下界, 即 - 穤Z= max{0, 70}= 70.

( 5) 按所记录下来待求解问题的顺序, 依“后进先出”的原则, 分别进行求解. 用同样的

方法对问题( 4)进行求解, 得最优解 x 1 = 1, x 2 = 3 和 max Z= 75.

同理, 对问题( 4) 不再分枝, 且修改原问题的下界 - 箁Z= max{70, 75}= 75. 以上过程可用树

形图 3.2 简明表示.

( 6) 对问题( 2) 进行求解, 得最优解 x 1 = 3, x 2 = 1.75 和 max Z= 80.

由于 x 2 不满足整数性约束, 同时 Z= 80> - 籮Z= 75, 所以, 对问题( 2)相应的整数规划问题

进行分枝, 其相应的松弛问题为问题( 5) 和问题( 6) .
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     问题( 5)

max Z= 15x 1 + 20x 2 ,

6x 1 + 4x 2≤25

x 1 + 3x 2 ≤10

x 1   ≥3

   x 2≤1

x 1 , x 2≥0 .

     问题( 6)

max Z= 15x 1 + 20x 2 ,

6x 1 + 4x 2≤25

x 1 + 3x 2 ≤10

x 1   ≥3

   x 2≥2

x 1 , x 2≥0 .

( 7) 对问题( 5) 进行求解, 得最优解 x 1 = 3.5, x 2 = 1 和 max Z= 72.5( 见图 3.3) . 由于最

优值 Z = 72.5< - �Z = 75, 所以不分枝. 因为分枝后, 新问题的最优值不可能超过当前新的

下界.

( 8) 对问题( 6) 进行求解, 因为无可行解, 所以不分枝.

图 3. 2

图 3. 3
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至此, 已将所有分枝的子问题已解决, 当前新的下界值相应的解是现行最好的整数可行

解, 也就是原整数规划问题的最优解,

即 x
*
1 = 1, x

*
2 = 3 .

最优目标函数值 Z
*

= 75 .

图 3.3 中每个分枝的地方, 称为节点.

从上例的求解过程与分析可以看出, 在分枝的同时, 借助于不断修改原问题目标函数值

的上、下界( 对最大化问题)的技巧, 而达到简化求解过程, 分枝定界法也因此而得名.

对于图 3.3 中的问题( 3)、( 4)和 ( 5)不再分枝, 并不是说它们分枝后不可以找到新的整

数可行解, 而是表明即使找出新的整数可行解也不会优于目前最好的整数可行解, 其目标函

数值不会大于目前的下界值. 这些可行解已被全部隐含枚举了. 实质上, 分枝定界法是一种

隐枚举法.

图 3.4 用分枝定界法求解最大化整数规划问题的流程框图
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不难看出, 例 1 的求解过程遵循了以下分枝定界的原则:

( 1) 每个松弛问题的最优值均是相应整数规划问题最优值的上界.

( 2) 在求解子问题的松弛问题时,

① 若松弛问题无可行解, 则相应的子问题也无可行解. 此时不分枝( 如图 3.3 中的问题

( 6) ) .

② 若松弛问题的解满足整数性约束, 则此解为相应子问题的最优解, 此时不分枝. 如果

目标函数值大于目前的下界值, 则修改下界值( 如图 3.3 中的问题( 3)和( 4) ) .

③ 若松弛问题的解不满足整数性约束, 且目标函数值不大于目前的下界值, 则不分枝

(如图 3.3 中的问题( 5) ) .

④ 若松弛问题的解不满足整数性约束, 但目标函数值大于目前的下界值, 则对相应的

子问题须进一步分枝(如图 3.3 中的问题( 2) ) .

极大化整数规划问题的分枝定界法流程框图如图 3. 4 所示.

对于记录下来待求解的子问题的松弛问题, 上面是采用“后进先出”的策略进行, 其目的

是为了及早地得到原整数规划问题的一个可行解. 这个可行解使原整数规划问题的目标函

数值取得一个新的下界, 从而使所有以后不超过这个新下界的子问题的分枝都不必进行.

与此对应的还有另一种策略. 它是从选择目标函数值最大的松弛问题的分枝开始, 以期

尽早地找出相应于目标函数值较大的整数可行解, 并以这个目标函数值作为新的下界值, 将

所有不超过此值的子问题的分枝抛弃, 从而使所有的子问题尽快得以解决, 不再分枝.

用分枝定界法求解混合整数规划问题时, 分枝过程只要针对不满足整数性约束的变量

进行, 而不顾其他连续型变量的取值如何, 其方法步骤与例 4 相同.

3.4 0-1 规划的解法

求解 0-1 规划的方法, 常见的有两种, 即完全枚举法和隐枚举法, 现分述如下。

3.4.1 完全枚举法

完全枚举法的基本思想是, 首先将全部变量取 0 或 1 的所有组合(解 )列出, 然后, 再逐

个检查这些组合(解) 是否可行的过程中, 利用增加并不断修改过滤条件的办法, 减少计算

量, 达到求出最优解之目的. 下面通过例 4 来说明其方法步骤.

例 4 用完全枚举法求解 0-1 规划问题: �

max Z= 17x 1 + 10x 2 + 16x 3 ,

  4x 2 + 2x 3≤6

5x 1 + x 2 + 2x 3≤6

4x 1 - 2x 2 + 3x3≤7

5x 1 + 2x 2 + 3x3≤7

x j = 0 或 1 ( j = 1, 2, 3) .

①

②

③

④

 

解 ( 1) 列出变量所有的解( x 1 , x 2 , x3 ) , 共有 23 = 8 个: ( 0, 0, 0) 、( 0, 0, 1) 、( 0, 1, 0)、

( 0, 1, 1)、( 1, 0, 0)、( 1, 0, 1)、( 1, 1, 0)、( 1, 1, 1) .

( 2) 增设过滤条件. 用试探的方法在上述解中找出一个可行解, 如 ( x 1 , x 2 , x 3 ) =
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( 0, 0, 0) , 代入目标函数中, 有 Z= 0. 因问题是最大化, 且目标函数中各系数均非负, 可知最

大值 Z
*
≥0, 即

17x 1 + 10x 2 + 16x3 ≥ 0 . ○A

于是将○A 作为新的约束条件增加到原问题中. 称此增加的约束条件○A 为过滤条件.

( 3) 寻求最优解. 为了便于检查, 将○A 及约束条件①～④按顺序列入表 3. 5 中, 并逐个

检查每个解是否满足这 5 个条件. 对不满足的条件, 记以“× ”, 同行以右的条件不必继续检

查; 对满足的条件, 记以“�”, 并继续对下一个约束条件进行检查. 如果所有的约束条件都满

足, 则为可行解, 并算出 Z 值, 同时修改过滤条件. 在表 3. 5 中, 检查 ( 0, 0, 1) 是可行解, 且

Z= 16, 修改过滤条件○A . 即

17x 1 + 10x 2 + 16x 3≥16 . ○A

表 3. 5

约 束 条 件
( x1 ,, x2 , x 3)  

○A ① ② ③ ④ Z 值

( 0 i, 0, 0)  � � � � 0 M

( 0 i, 0, 1) � � � � � 16 d

( 0 i, 1, 0) ×

( 0 i, 1, 1) � � � � � 26 d

( 1 i, 0, 0) ×

( 1 i, 0, 1) � � ×

( 1 i, 1, 0) � � � � � 27 d

( 1 i, 1, 1) � � ×

  继续检查⋯⋯( 1, 1, 0)是可行解, 且 Z= 27, 并得新的过滤条件

17x 1 + 10x 2 + 16x 3≥27 . ○A

继续进行, 没有新的可行解. 表 3. 5 指出, ( x1 , x 2 , x 3 ) = ( 1, 1, 0)是最优解, Z = 27 为最

优值.

以上过程, 只有 4 个解进行了全部计算, 其余几个的计算量却很少, 这是增添并不断修

改过滤条件所致.

对于最大化问题, 如果把目标函数中 x j 的系数按非减的顺序重新排列( 在上例中, 改写

成 Z= 10x 2 + 16x 3 + 17x 1 ) , 且仍按上法进行检查, 则更可减少计算量, 较快地找出最优解,

见表 3. 6.

完全枚举法求解最大化 0-1 规划的方法步骤见图 3.5.

应当指出, 完全枚举法对于变量较少的 0-1 规划是适用的, 但当变量数很多时, 用该法

进行求解是几乎不可能的.
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  表 3. 6

约 束 条 件
( x2 ,, x3 , x 1)  

○A ① ② ③ ④ Z 值

( 0 i, 0, 0)  � � � � 0 M

( 0 i, 0, 1) � � � � � 17 d

( 0 i, 1, 0) ×

( 0 i, 1, 1) � ×

( 1 i, 0, 0) ×

( 1 i, 0, 1) � � � � � 27 d

( 1 i, 1, 0) ×

( 1 i, 1, 1) � ×

图 3.5 用完全枚举法求解最大化 0-1 规划的流程框图
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3.4.2 隐枚举法

0-1 规划的隐枚举法是一种特殊的分枝定界法. 它利用变量只能取 0 或 1 两个值的特

性, 进行分枝定界, 以达到隐枚举之目的. 它适用于任何 0-1 规划问题的求解.

要应用隐枚举法, 首先应将 0-1 规划化成以下规范形式: T

max S = ∑
n

i= 1

Cj X i  (其中所有的 Cj ≤ 0) ,

∑
n

i= 1

aij x j ≤ bi  ( i= 1, 2, ⋯, m)

x j = 0 或 1  ( j = 1, 2, ⋯, n) .
( 3.4)

  ( 1) 如果目标函数是求最小值, 则对目标函数两边乘以- 1, 改求最大值;

( 2) 如果目标函数中某变量 x j 的系数 C j > 0, 则令 x j = 1- y j 替换 x j , 其中 y j 为 0-1 变

量, 于是变量 y j 在目标函数中的系数 Cj 变成小于 0;

( 3) 如果约束条件是“≥”形式, 则可两边乘以- 1, 改为“≤”的形式;

( 4) 如果约束条件中含有等式, 则可将每个等式化成两个“≤”形式的不等式. 例如,

∑
n

j = 1

a ij x j = bi 可化成
∑

n

i= 1

aij x j ≤ bi

- ∑a ij x j ≤- bi .

  如果有 k 个等式约束 ∑
n

i= 1

a ij x j = bi( i= 1, 2, ⋯, k) , 则可用以下 ( k+ 1) 个“≤”的约束

代替:

∑
n

i= 1

a ij x j ≤ bi ( i= 1, 2, ⋯, k)

- ∑
k

i= 1
∑

n

j = 1

aij x j ≤- ∑
k

i= 1

bi.

  任何 0-1 规划都可以化成形如( 3.4)式的规范形式.

0-1 规划的隐枚举法的基本思想是: 首先令全部变量取 0( 因为目标函数的系数全非正,

此时, 相应的目标函数值 S = 0 就是上界) . 如果此解可行, 则为最优解, 计算终止; 否则, 有

选择地指定某个变量为 0 或 1, 并把它们固定下来( 称为固定变量) , 将问题分枝成两个子问

题. 继续分别对它们进行检验, 即对未被固定取值的变量 (称为自由变量) , 令其全部为 0, 检

查是否可行. 如果可行, 则它们与固定变量所组成的解就是原问题目前最好的可行解(不一

定是最优解) , 不再分枝, 其相应的目标函数值就是原问题的一个下界; 否则, 在余下的自由

变量中, 继续上述过程. 经过检验, 或者停止分枝, 修改下界, 或者有选择地将某个自由变量,

令其为 0 或 1, 将子问题再分枝. 如此下去, 直到所有的子问题停止分枝, 或没有自由变量

止, 并以最大下界值对应的可行解为最优解.

下面仍通过对例 4 的求解, 说明隐枚举法的方法步骤.

解 ( 1) 例 4 化成隐枚举法所要求的规范形式.

·38·



令 x 1 = 1- y 1 , x 2 = 1- y 2 , x 3 = 1- y3 , 并代入, 得 |

max Z = 43 - 17y1 - 10y 2 - 16y 3 ,    

- 4y2 - y 3≤ 0

- 5y 1 - y2 - 2y 3≤- 2

- 4y 1 + 2y2 - 3y 3≤ 2

- 5y 1 - 2y2 - 3y 3≤- 3

y1 , y2 , y 3 皆为 0 或 1 .

  将目标函数改写成 max Z= 43+ max S , 其中 S = - 17y 1 - 10y 2 - 16y 3 . 显然上述模型

的解与以下模型的解相同: -

max S = - 17y1 - 10y 2 - 16y 3 ,       

- 4y2 - 2y 3≤ 0

- 5y 1 - y2 - 2y 3≤- 2

- 4y 1 + 2y2 - 3y 3≤ 2

- 5y 1 - 2y2 - 3y 3≤- 3

y1 , y2 , y 3 皆为 0 或 1 .

①

②

③

④

  ( 2) 视 y 1 , y2 , y 3 为自由变量, 并令( y 1 , y 2 , y3 ) = ( 0, 0, 0) , 由于约束条件②、④不成立, 所

以, 此解不可行, 但相应的 S = 0 却是目标函数值的上界, 记为 S= 0.

对上述不可行的约束进行考察. 易见, 若对约束②和④中具有负系数的变量取 1, 有可

能使之成为可行的约束, 往下进行的枚举有可能得到可行解.

到底选择哪个自由变量取值为 1, 将其固定下来? 为了达到减少枚举的目的, 考虑的一

种办法是使所有的约束到可行情况的总距离为最小. 所谓到可行情况的距离, 是指将约束变

为可行情况, 应在约束的左端所必须减少的数值.

如令 y 1 = 1, 其余变量为 0,

到可行情况的距离

约束① - 4× 0- 2× 0≤0 , �0

  ② - 5× 1- 1× 0- 2× 0≤- 2 , 0

  ③ - 4× 1+ 2× 0- 3× 0≤2 , 0

  ④ - 5× 1- 2× 0- 3× 0≤- 3 .  
 0

总距离= 0  

令 y 2 = 1, 其余变量为 0.

约束① - 4× 1- 2× 0≤0 , �0

  ② - 5× 0- 1× 1- 2× 0 ≤\ - 2 , 1

  ③ - 4× 0+ 2× 1- 3× 0≤2 , 0

  ④ - 5× 0- 2× 1- 3× 0 ≤\ - 3 .  
 1

总距离= 2  

令 y 3 = 1, 其余变量为 0,

·48·



  约束① - 4× 0- 2× 1≤0 , �0

  ② - 5× 0- 1× 0- 2× 1≤- 2 , 0

  ③ - 4× 0+ 2× 0- 3× 1≤2 , 0

  ④ - 5× 0- 2× 0- 3× 1≤- 3 .  
 0

总距离= 0  
其中 y 1 = 1 和 y 3 = 1 均得到可行情况的总距离最小. 又因为 C1 = - 17< C3 = - 16, 对求最大

化的目标函数来讲, C3 要比 C1 对 S 值的影响较小, 所以, 先置 y 3 = 1 和 y3 = 0 为固定变量,

将问题分枝成两个子问题:

  问题( 1)  ( y 3 = 1)

max S = - 16- 17y1 - 10y2 ,

  - 4y2≤2

- 5y1 - y 2≤0

- 4y1 + 2y2≤5

- 5y1 - 2y2≤0

y 1 , y 2 皆为 0 或 1 .

 

①′

②′

③′

④′

 

  问题( 2)  ( y 3 = 0)

max S = - 17y1 - 10y2 ,

  - 4y2≤0

- 5y1 - y 2≤- 2

- 4y1 + 2y2≤2

- 5y1 - 2y2≤- 3

y 1 , y 2 皆为 0 或 1 .

 

①″

②″

③″

④″

 

  ( 3) 检验问题( 1) . 令自由变量 y1 = y2 = 0, 并代入问题( 1) 的所有约束, 均能满足, 所以,

( y 1 , y2 ) = ( 0, 0) 是可行解, 连同固定变量 y 3 = 1, ( y 1 , y 2 , y 3 ) = ( 0, 0, 1) 就是原问题目前最好

的可行解, 且 S= - 16 是目标函数数值的一个下界, 记为 - �S = - 16, 不分枝.

( 4) 检验问题( 2) . 令自由变量 y 1 = y 2 = 0, ( y 1 , y2 ) = ( 0, 0)不是可行解. 但是否应对子问

题( 2)进一步分枝? 这要看自由变量中是否存在同时满足以下条件的变量 y j :

( a) 在不满足的约束中, 其系数为负;

( b) 在目标函数中, 其系数 Cj 大于目前最大的下界值减去固定变量的取值与相应系数

的乘积. 即

Cj > - 拨S - ∑
i∈K

Ciyi  ( K 为固定变量下标集) .

  只有满足( a) 的自由变量, 令其为 1 后才有可能使不可行的约束变成可行. 换句话说, 从

满足 ( a) 的自由变量中才有可能找到新的可行解. 而不满足( b) 的自由变量, 在令其为 1 后,

即使得到新的可行解, 也不可能使新的目标函数值超过目前的下界值, 故无需继续枚举( 这

些可行解与非可行解均已被隐枚举了) .

在本例中, 对于子问题( 2) 的不可行约束②″和④″, y1 , y 2 的系数均为负, 且 u

C1 = - 17 ≯- 16 - ( - 16× 0) = - 16 ,

C2 = - 10 > - 16 - ( - 16× 0) = - 16 .

  这就是说, 只有自由变量 y2 同时满足( a )和( b ) , 所以, 置 y2 = 1 和 y2 = 0 成为固定变量,

图 3. 6
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图 3. 7 用隐枚举法求解最大化 0-1 规划的流程框图
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把子问题( 2)继续分枝为两个子问题:

问题( 3)  ( 置 y 2 = 1)

max S = - 10- 17y1 ,

- 5y1≤- 1

- 4y1≤0

- 5y1≤- 1

y 1 为 0 或 1 .

问题( 4)  ( 置 y 2 = 0)

max S = - 17y1 ,

- 5y1≤- 2

- 4y1≤2

- 5y1≤- 3

y 1 为 0 或 1 .

( 5) 检验问题( 3) . 令自由变量 y 1 = 0, 不可行. 令 y 1 = 1, 虽然能满足条件( a ) , 但不满足

条件( b) , 即无 S> - �S= - 16 的可行解, 所以对子问题( 3)不分枝.

检验问题( 4) . 与问题( 3)同理, 不分枝.

( 6) 由于所有的子问题均已检验, 并不再分枝, 枚举结束. 因此, 对应最大下界值 - �7S =

- 16的可行解( y1 , y2 , y 3 ) = ( 0, 0, 1) 为最优解.

又因为 x 1 = 1- y 1 , x 2 = 1 - y2 , x 3 = 1- y 3 , max Z = 43+ max S, 故原问题的最优解为

( x 1 , x 2 , x 3 ) = ( 1, 1, 0) , max Z= 27.

整个求解过程如图 3.6 所示.

用隐枚举法求解最大化 0-1 规划的流程框图如图 3. 7 所示。

3.5 指派问题的解法

指派问题的一般提法是: 设有 n 个人(或机器等) A1 , A2 , ⋯, An , 分派去做 n 项工作 B1 ,

B 2 , ⋯, Bn , 要求每项工作需且仅需一个人去做, 每个人需做且仅做一项工作. 已知 Ai 完成

B j 工作的效率( 如工时、成本或价值等) 为 Cij , 问应如何指派, 才能使总的工作效率最好?

设 X ij表示 Ai 完成 B j 工作, 并令

X ij =
1 当指派 Ai 去完成 B j 工作

0 当不指派 Ai 去完成 B j 工作,

则指派问题数学模型的标准形式为 /

min Z = ∑
n

i= 1
∑

n

j = 1

Cij X ij  ( Cij ≥ 0) ,     

∑
n

j = 1

X ij = 1   ( i= 1, 2, ⋯, n)

∑
n

i= 1

X ij = 1   ( j = 1, 2, ⋯, n)

X ij 皆为 0 或 1 .

  由 Cij 组成的方阵 C= ( Cij ) n× n称为效率矩阵. 只要效率矩阵 C 给定. 指派问题也就相应

确定.

匈牙利法是求解指派问题的一种好算法, 由于它由匈牙利数学家柯尼格( D·Ko�nig) 提

出, 因此而得名.

指派问题有如下性质: 若从效率矩阵( Cij )的任何一行( 列)各元素中分别减去一个常数
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k ( k 可正, 也可负) 得到新矩阵( bij ) , 则以( bij ) 为效率矩阵的指派问题与原问题有相同的解,

但其最优值比原问题最优值小 k.

匈牙利法就是根据此性质而设计的. 下面通过对例 4 的求解, 说明其方法步骤.

第一步: 变换效率矩阵( Cij ) , 使变换后的效率矩阵( bij ) 的每行每列出现零元素. 具体的

方法是, 对( Cij ) 的每行每列的各元素分别减去该行该列的最小元素.

在例 4 中, n= 4,            - 4 - 2

( Cij ) =

3 14 10 5

10 4 12 10

9 14 15 13

7 8 11 9

- 3

- 4

- 9

- 7

0 11 7 2

6 0 8 6

0 5 6 4

0 1 4 2

0 11 3 0

6 0 4 4

0 5 2 2

0 1 0 0

= ( bij ) .

第二步: 试求最优指派方案. 具体的方法是在每行每列都含有零元素的( bij ) 上, 从零元

素最少的行(列) 开始, 对一个零元素标记�, 表示一种指派, 同时对同行同列的其他零元素

标记ě , 以防止下一个指派落在此行此列上; 如果该行( 列) 被考虑的零元素 (已标记ě 的零

元素不再考虑)多于一个, 则标记�的零元素所在之列(行) 应当是零元素最少的. 反复进行,

直到( bij ) 上所有的零元素都已标记止.

如果最后能得到与效率矩阵阶数相同的 n 个�, 则必然是分布在不同行不同列上, 将这

n 个�改为 1, 其他所有元素改为 0, 就得到指派问题的一个最优解, 即形成一个完整的指派

方案.

对例 4 进行第二步, 有

( bij ) =

ě 11 3 �

6 � 4 4

� 5 2 2

ě 1 � ě

.

  由于�的个数 4= n, 所以最优解为

( x *
ij ) =

0 0 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

.

即最优方案是安排 A1 做 B4 工作, A 2 做 B 2 工作, A 3 做 B 1 工作, A4 做 B 3 工作. 花费时间共

Z * = ∑
4

i= 1
∑

4

j = 1

Cij x ij = 5 + 4 + 9 + 11 = 29 .

这个数字等于各行各列所减最小元素之和.

如果最后得到�的个数< n, 则转入下一步.

例 5 求表 3. 7 所示效率矩阵的指派问题的最小解.

解 按第 1, 2 步进行

( Cij ) =

12 7 9 7 9

8 9 6 6 6

7 17 12 14 12

15 14 6 6 10

4 10 7 10 6

- 7

- 6

- 7

- 6

- 4

第 1 步
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5 0 2 0 2

2 3 0 0 0

0 10 5 7 5

9 8 0 0 4

0 6 3 6 2

第 2 步

5 � 2 ě 2

2 3 ě ě �

� 10 5 7 5

9 8 � ě 4

ě 6 3 6 2

= ( bij )

  表 3. 7

任务费
用

人 员   

B1 �B2 �B3 �B4 �B5 V

A1 !

A2

A3

A4

A5

12 �

8

7

15

4

7 k

9

17

14

10

9 �

6

12

6

7

7 �

6

14

6

10

9 B

6

12

10

6

  此时在不同行不同列的�只有 4 个, 而 n= 5, 继续下一步.

第 3 步: 作最少的直线数覆盖所有的零元素. 具体方法是:

( 1) 对没有�的行打�号;

( 2) 对打�号行上所有ě 元素的列打�号;

( 3) 再对打�号列上有�的行打�号;

( 4) 重复( 2) 、( 3) , 直到得不出新的打�号的行列止;

( 5) 对没有打�的行画横线, 对所有打�的列画竖线, 这就得到能覆盖所有零元素最少

的直线. 直线的数目等于�的个数.

在例 5 中, 首先对第 5 行打�, 其次对第 1 列打�, 再对第 3 行打�, 最后对第 1, 2, 4 行

画横线, 对第 1 列画竖线:  <

5   �  2  ě  2   

2  3  ě  ě  �

� 10 5 7 5  

9  8  �  ě  4

ě 6 3 6 2

 

 

 

�

 

�

�

  第 4 步: 变换新矩阵( bij ) , 使之增加新的零元素. 具体方法是:

在没有被直线覆盖的元素中找出最小元素, 并对没画直线行的各元素都减去这最小元

素, 对画直线列的各元素都加上这最小元素, 得新矩阵, 返回第 2 步.

继续对例 5 进行第 4 步:
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(

5 � 2 ě 2

2 3 ě ě �

� 10 5 7 5

9 8 ě � 4

ě 6 3 6 2

 

 

 

- 2

 

- 2

7 0 2 0 2

4 3 0 0 0

0 8 3 5 3

11 8 0 0 4

0 4 1 4 0

+ 2

返回第二步

7 � 2 ě 2

4 3 ě � ě

� 8 3 5 3

11 8 � ě 4

ě 4 1 4 �

.

已求得�的个数 5= n, 故最优解为

( x
*
ij ) =

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

.

即最优指派方案是 A 1 完成 B 2 任务, A 2 完成 B 4 任务, A 3 完成 B 1 任务, A4 完成 B 3 任务, A 5

完成 B 5 任务. 相应的最小总费用为 Z
*

= ( 7+ 6+ 7+ 6+ 4) + ( 2+ 2- 2) = 32. 注意到经过变

换得到同行和同列中都有两个或两个以上相同数量零元素的情况, 此时, 可任选一行(列) 中

的某一零元素加圈, 再划去同行( 列)的其他零元素, 会出现多重解.

对于最大化的指派问题, 即求 max Z = ∑
n

i= 1
∑

n

j = 1

Cij Xij , 可令 Cij = M - Cij , 并取 M =

max {cij }, 构造一个新的效率矩阵( M- Cij ) n× n . 显然 M- Cij≥0.

因为∑
n

i= 1
∑

n

j = 1

( M - Cij ) Xij �= ∑
n

i= 1
∑

n

j = 1

MXij - ∑
n

i= 1
∑

n

j = 1

Cij Xij

= nM - ∑
n

i= 1
∑

n

j = 1

Cij Xij .

所以, 使 min∑
n

i= 1
∑

n

j = 1

( M - Cij ) Xij 的最优解就是使 max∑
n

i= 1
∑

n

j = 1

Cij Xij 的最优解. 因此,

max Z= ∑
n

i= 1
∑

n

j = 1

Cij Xij

= nM - min∑
n

i= 1
∑

n

j = 1

( M - Cij ) Xij

  在求解实际问题时, 经常会遇到效率矩阵不是方阵的情况, 这时可用增设虚零行( 列) ,

使效率矩阵变成方阵后再用匈牙利法求解.

3.6 应 用 实 例

例 6(背包问题)  一位旅行者出发前准备在自己的背包中携带必需的物品, 已知可供
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选择的物品有 n 种, 第 j 种物品的重量为 a j 公斤, 其价值(或效益)为 C j , 如果旅行者的背包

所带物品的总重量不得超过 b 公斤, 问旅行者应如何选择所带物品, 以使总价值( 总效益) 最

大?

解 设 x j =
0 不携带第 j 种物品

1 携带第 j 种物品
  ( j = 1, 2, ⋯, n) ,

则背包问题的数学模型为 �

max S = ∑
n

j = 1

C j X j ,         

∑
n

j = 1

a j x j ≤ b

x j 为 0 或 1 ( j = 1, 2, ⋯, n) .

  背包问题是经济活动中一种常见的数学模型, 在管理科学中很受重视. 下面是其中的

一例.

例 7 某采购员准备采购 100 万元的货物, 拟在五种畅销的货物中进行选择, 已知采购

各种货物所需的金额和购进后所能获得的利润如表 3. 8 所示. 问应采购哪几种货物才能总

获利最大?

表 3. 8

货  物 P 1 1P 2 �P 3 �P 4 *P 5 }

采购所需金额

( 万元)
56 320 �54 �42 ,15 �

利润( 万元) 7 �5 o9 �6 �3 h

  解 设 x j =
0 不采购 P j 货物

1 采购 P j 货物
  ( j = 1, 2, ⋯, 5)

其数学模型为 N

max S = 7x 1 + 5x 2 + 9x 3 + 6x4 + 3x 5 ,   

56x1 + 20x 2 + 54x 3 + 42x 4 + 15x 5 ≤ 100

x j = 0 或 1  ( j = 1, 2, ⋯, 5) .

  利用 0-1 规划的隐枚举法进行求解, 得最优解和最优值为

x
*
1 = x

*
4 = 0, x

*
2 = x

*
3 = x

*
5 = 1, z

*
= 17 .

即分别购进货物 P 2 , P 3 和 P 5 , 可获利润 17 万元 .

根据一维背包问题的特殊结构, 还可用较为简单有效的启发式算法: 先比较 cj / a j 的比

值, 后按比值从大到小, 依次令其相应的决策变量为 1, 直至资源 b 用尽。

对例 7, 先计算各种货物可获利润与采购所需金额的比值, 分别是 0. 125, 0. 25, 0. 167,

0. 143, 0. 2, 再按比值大小依次选取, 令 x 2 = 1, x 5 = 1, x 3 = 1, x 1 = x 4 = 0. 即只采购货物 P 2 ,

P 3 , P 5 , 可获利润 17 万元, 所需采购资金 89 万元。

例 8(仓库选用问题)  某决策者拟在 n 个仓库中决定租用其中的几个, 以满足 m 个销

售点对货物的需要. 每个销售点的需要量 bj ( j = 1, 2, ⋯, m) , 必须从租用的仓库中得到满
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足, 且只能从租用的仓库得到满足. 而对租用的仓库必须支付固定的运营费(如租金、管理费

等) , 同时, 还应决定从租用的哪些仓库中运多少货物到销售点处, 以使总的费用为最小.

解 设 x ij表示从租用的仓库 i运送给销售点 j 的货物量;

g i 表示租用仓库 i的固定运营费(即固定成本) ;

d i 表示仓库 i的允许容量;

Cij表示从仓库 i运送货物到销售点 j 处的单位运费( 即可变成本) ;

那么, 从租用的仓库 i运送货物到销售点 j 处的总费用应为

f i( X ) =
g i + ∑

m

j = 1

Cij Xij 当 xij > 0

0      当 xij = 0
 ( i= 1, 2, ⋯, n) .

  这里的 f i( X)是非线性函数. 而问题的本身是要在 n 个仓库中租用哪几个, 使每个销售

点的需要量 bj 从租用的各仓库得到满足, 且只能从租用的各仓库中得到满足. 为此, 可引进

0-1 变量 yi, 并设

y i =
1 若仓库 i被租用

0 若仓库 i不被租用 .

  这样, 从仓库 i运送货物到销售点 j 处的总费用的表达式可改写为

f i( X) = g iyi + ∑
m

j = 1

Cij X ij   ( i= 1, 2, ⋯, n) .

容易理解, 上式对于具体的 i来说, 当 xij > 0 时, yi 只能为 1, 即第 i个仓库被租用, 其费用为

g i + ∑
m

j = 1

Cij X ij ; 当 xij = 0 时, yi 可能为 0 或 1. 但结合问题的目标函数是求总运费最小, 因而

迫使 y i= 0.

由于 x ij还应满足

∑
n

i= 1

X ij = bj  ( j = 1, 2, ⋯, m)

∑
m

j = 1

X ij ≤ diyi  ( i= 1, 2, ⋯, n)

x ij ≥ 0  ( i= 1, 2, ⋯, n, j = 1, 2, ⋯, m) .

  因此, 该问题的数学模型应为:

求一组变量 y i 和 x ij , 使 @

min F ( X) = ∑
n

i= 1

f i( X)

= ∑
n

i= 1

[ g iy i + ∑
m

j = 1

Cij X ij ] ,

满足

∑
n

i= 1

xij = bj  ( j = 1, 2, ⋯, m)

∑
m

j = 1

xij ≤ diy i  ( i= 1, 2, ⋯, n)

所有的 x ij ≥ 0, yi = 0 或 1 ( i= 1, 2, ⋯, n, j = 1, 2, ⋯, m) .
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  这是个混合整数规划, 其中变量 yi 为 0 或 1, xij是可不为整数的非负变量.

从该模型建立的过程中可看出, 利用 0-1 变量有时还可将非线性函数转化为线性函数,

使问题得以简化易解.

例 9(航班分派问题)  某航空公司经营 A , B, C 三个城市之间的航线, 这些航线每天班

次起飞与到达时间如表 3. 9 所示. 设飞机在机场停留的损失费用大致与停留时间的平方成

正比, 又每架飞机从降落到下班起飞至少需 2 小时准备时间, 试决定一个使停留费用损失为

最小的分派飞行方案.

表 3. 9

航班号 起飞城市 起飞时间 到达城市 到达时间

101 �A 9 �∶ 00 B 12 �∶ 00

102 �A 10 �∶ 00 B 13 �∶ 00

103 �A 15 �∶ 00 B 18 �∶ 00

104 �A 20 �∶ 00 C 24 �∶ 00

105 �A 22 �∶ 00 C 2 �∶ 00(次日)

106 �B 4 �∶ 00 A 7 |∶ 00

107 �B 11 �∶ 00 A 14 �∶ 00

108 �B 15 �∶ 00 A 18 �∶ 00

109 �C 7 �∶ 00 A 11 �∶ 00

110 �C 15 �∶ 00 A 19 �∶ 00

111 �B 13 �∶ 00 C 18 �∶ 00

112 �B 18 �∶ 00 C 23 �∶ 00

113 �C 15 �∶ 00 B 20 �∶ 00

114 �C 7 �∶ 00 B 12 �∶ 00

  解 如果把从 A, B, C 城市起飞当作要完成的“任务”, 那么到达的飞机可看作待分派

去完成任务的“人”. 只要飞机到达后两小时, 即可分派去完成起飞的任务. 于是可以分别对

城市 A , B, C 各列出一个指派问题的效率矩阵, 其中的数字为飞机停留的损失费用.

设飞机在机场停留一小时损失 k 元, 则停留 2 小时的损失为 4k 元, 停留 3 小时的损失

为 9k 元, 依此类推.

依题意, 对 A, B, C 三个城市建立的指派问题的效率矩阵分别如表 3. 10 所示.

表 3. 10 城市 A

起 飞
到 达  

101 �102 X103 �104 �105 h

106 �4 ck 9 �k 64 �k 169 �k 225 Qk

107 �361 �k 400 Ak 625 �k 36 �k 64 :k

108 �225 �k 256 Ak 441 �k 4 sk 16 :k

109 �484 �k 529 Ak 16 �k 81 �k 121 Qk

110 �196 �k 225 Ak 400 �k 625 �k 9 #k
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城市 B

起 飞
到 达  

106 �107 X108 �111 �112 h

101 �256 �k 529 Ak 9 �k 625 �k 36 :k
102 �225 �k 484 Ak 4 �k 576 �k 25 :k
103 �100 �k 289 Ak 441 �k 361 �k 576 Qk
113 �64 zk 225 Ak 361 �k 289 �k 484 Qk
114 �256 �k 529 Ak 9 �k 625 �k 36 :k

城市 C

起 飞
到 达  

109 �110 e113 �114 �

104 �49 �k 225 Ok 225 �k 49 �k
105 �25 �k 169 Ok 169 �k 25 �k
111 �169 �k 441 Ok 441 �k 169 �k
112 �64 �k 256 Ok 256 �k 64 �k

  对上述指派问题用匈牙利法求解, 得以下使停留费用损失最小的方案: ( A ) 101→ ( B)

108→( A ) 105→( C) 110→( A ) 101 ,

( A) 102→( B) 106→( A) 102 ,

 ( A) 103→( B) 107→( A) 104→( C) 113→( B) 111

 →( C) 114→( B) 112→( C) 109→( A ) 103 .

停留费用共损失 1 748k 元 .

习  题

3. 1 判断下列说法是否正确:

( 1) 整数规划问题解的目标函数值一般优于其相应的松弛问题解的目标函数值 .

( 2) 用分枝定界法求解一个极大化的整数规划问题时 , 任何一个可行解的目标函数值是该问题目标函

数值的一个下界 .

( 3) 用分枝定界法求解一个极大化的整数规划问题, 当得到多于一个可行解时, 通常可任取其中一个

作为下界值 , 经比较后确定是否再进行分枝 .

( 4) 指派问题效率矩阵的每个元素乘上同一常数 k, 将不影响最优指派方案.

( 5) 指派问题数学模型的形式与运输问题十分相似 , 故也可以用表上作业法求解 .

3. 2 考虑装载货船问题 . 假定装到船上的货物有五种 , 各种货物的单位重量 w i 和单位体积 vi 以及它

们相应的价值 r i 如表 3. 11 所示 .

表 3. 11

货物编号 w i( 吨) vi( 米3 L) r i(万元)

1 �5 �1 �4 e
2 �8 �8 �7 e
3 �3 �6 �6 e
4 �2 �5 �5 e
5 �7 �4 �4 e
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  船的最大载重量和体积分别是 W = 112 吨和 V= 109 米3 , 现在要确定怎样装运各种货物才能使装运

的价值最大 . 试建立此问题的数学模型 .

3. 3 合理下料问题 . 要用一批长度为 7.4 米的圆钢做 100 套钢架 , 每套由长 2.9 米、2.1 米、1.5 米的

圆钢各一根组成 , 应如何下料才能使所用的原料最省 , 试建立此问题的数学模型 .

3. 4 试用 0-1 变量对下列各题分别表示成一般线性约束条件:

( 1) X 1+ X 2≤2 或 2X 1+ 3X 2≥8;

( 2) 变量 X 3 只能取值 0, 5, 9, 12;

( 3) 若 X 2≤4, 则 X 5≥0, 否则 X 5≤3;

( 4) 以下 4 个约束条件中至少满足 2 个:

X 6 + X 7 ≤ 2

X 6 ≤ 1

X 7 ≤ 5

X 6 + X 7 ≥ 3 .

  3. 5 将下列问题表示为混合整数规划模型

问题: min z = f 1 ( x1 ) + f 2( x 2) ,

满足约束条件: ( 1)或 x1≥10, 或 x2≥10 .

( 1) 下列各不等式至少有一个成立:

2X 1 + X 2 ≥ 15

X 1 + X 2 ≥ 15

X 1 + 2X 2 ≥ 15 .

  ( 2) ©¦X 1 - X 2©¦= 0 或 5 或 10 .

( 3) X 1≥0, X 2≥0 ,

其中 �

f 1 ( x 1) =
20 + 5x , 当 x1 > 0

0, 当 x 1 = 0 ,

f 2 ( x 2) =
12 + 6x2 , 当 x 2 > 0

0, 当 x 2 = 0 .

  3. 6 某公司拟在市东、西、南三区建立门市部 , 拟议中有 7 个位置(点) A i( i= 1, 2, ⋯ , 7) 可供选择 .

并要求:

( 1) 在东区 , 由 A 1, A 2, A 3 三个点中至多选两个;

( 2) 在西区 , 由 A 4, A 5 两个点中至少选一个;

( 3) 在南区 , 由 A 6, A 7 两个点中只能选一个 .

如选用 Ai 点 , 设备投资估计为 bi 万元 , 每年可获利润估计为 ci 万元 , 但投资总额不能超过 B 万元 . 问

应选择哪几个点可使年利润最大? 试建立此问题的 0-1 规划模型.

3. 7 某旅行推销员 , 从城市 1 出发 , 要到另 5 个城市去推销商品 , 各城市之间行程如表 3. 12 所示 .

表 3. 12

出发点
到达点  1 �2 �3 �4  5 N6 |

1 �0 �3 �2 �1  5 N4 |

2 �3 �0 �1 �2  3 N1 |

3 �2 �1 �0 �2  2 N2 |

4 �1 �2 �2 �0  1 N5 |

5 �5 �3 �2 �1  0 N2 |

6 �4 �1 �2 �5  2 N0 |

试建立求最短巡�路线的 0-1 规划模型 .

·59·



3. 8 某校篮球队准备从以下 6 名预备队员中选拔 3 名为正式队员 , 并使平均身高尽可能高 . 这 6 名预

备队员情况如表 3. 13 所示 .

表 3. 13

预备队员 号 码 身高(厘米) 位 置

大张 4 �193 7中锋

大李 5 �191 7中锋

小王 6 �187 7前锋

小赵 7 �186 7前锋

小田 8 �180 7后卫

小周 9 �185 7后卫

队员的挑选要满足下列条件:

( 1) 至少补充一名后卫队员;

( 2) 大李或小田中间只能入选一名;

( 3) 最多补充一名中锋;

( 4) 如果大李或小赵入选 , 小周就不能入选 . 试建立此问题的数学模型 .

3. 9 考虑资金分配问题, 在今后 3 年内有 5 项工程考虑施工 , 每项工程的期望收入和年度费用( 千

元)如表 3. 14. 假定每一项已经批准的工程要在整个 3 年内完成 , 目标是要选出使总收入达到最大的那些

工程 .

表 3. 14

工程
费用(千元)

第 1 b年 第 2 �年 第 3 �年
收入(千元)

1 05 b1 �8 �20 �

2 04 b7 �10 �40 �

3 03 b9 �2 �20 �

4 07 b4 �1 �15 �

5 08 b6 �10 �30 �

最大的可

用基金数

(千元)

25 y25 �25 �—

把这个问题表示成一个 0-1 整数规划模型 .

3. 10 一条装配线由一系列工作站组成 , 被装配可制造的产品在装配线上流动的过程中 , 每站都要完

成一道或几道工序 , 假定一共有 a , b, c, d, e, f 六道工序 , 这些工序按先后次序在各工作站上完成 . 关于这些

工序有如表 3. 15 所示的数据 . 且规定 , 在任一给定的工作站上 , 不管完成哪些工序 , 能用的总时间不得超

过 10 分钟 , 希望将这些工序分派给各个工作站 , 并使需要的工作站数最少 . 试建立此问题的整数规划

模型 .
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表 3. 15

工 序 完成时间(分) 前面必须完成的工序

a 3 �—

b 5 �—

c 2 �b

d 6 �a , c

e 8 �b

f 3 �d

  3. 11 对下列整数规划问题 , 问用先求解相应的松弛问题 , 然后凑整的办法能否求得最优整数解?

     max z= 20x 1+ 10x 2,     max z = 3x 1+ 2x 2,

  ( 1)  s . t .

5x 1+ 4x 2≤24

2x 1+ 5x 2≤13

x 1, x 2≥0 为整数 .

   ( 2) s . t .

2x 1+ 3x 2≤14

2x 1+ x2≤9

x1 , x 2≥0 为整数 .

3. 12 将下面非线性的 0-1 整数规划问题 , 转换成线性整数规划问题. �

max z = x 2
1 + x 2x 3 - x 3

3,     

s. t .
- 2x1 + 3x 2 + x 3 ≤ 3

x j = 0 或 1, j = 1, 2, 3 .

  3. 13 用分枝定界法解下列整数规划:

    max z = 3x1 + 2x2 ,       m ax z = 20x 1 + 10x 2,

  ( 1)  s . t .

2x 1+ 3x 2≤14

2x 1+ x 2≤9

x 1, x 2≥0 且为整数 .

  ( 2)  s. t .

- x 1+ 2x 2+ x 3≤4

4x2 - 3x3≤2

x 1- 3x 2 + 2x3≤3

x 1, x2 , x3 皆是非负整数 .

3. 14 用分枝定界法求解下列混合整数规划:

     max z= 7x1 + 9x2 ,      m ax z = 3x 1+ x2 + 3x 3,

  ( 1)  s . t .

- x1 + 3x 2≤6

7x 1+ x 2≤35

x 1, x 2≥0 且 x 1 为整数 .

 ( 2)  s . t .

- x1 + 2x2 + x 3≤4

4x 2- 3x 3≤2

x1 - 3x2 + 2x3≤3

x1 , x2 , x 3≥0, 且 x1 , x3 为整数 .

3. 15 用完全枚举法求解下列 0-1 规划:

max z = 3x 1 - 2x2 + 5x 3,         

s. t .

x 1 + 2x2 - x 3 ≤ 2

x 1 + 4x2 + x 3 ≤ 4

x 1 + x 2 ≤ 3

4x2 + x3 ≤ 6

x j = 0 或 1 ( j = 1, 2, 3) .

  3. 16 用隐枚举法求解下列 0-1 规划问题:

     max z= 4x1 + 3x2 + 2x3 ,     max z= 5x 1+ 6x 2+ 7x 3 + 8x4 + 9x5 ,

  ( 1)  s . t .

2x 1- 5x 2+ 3x 3≤4

4x 1+ x 2+ 3x 3≥3

x 2+ x3≥1

x 1, x 2, x 3= 0 或 1 .

  ( 2)  s . t .

3x 1- x2 + x3 + x 4- 2x 5≥2

x1 + 3x2 - x3 - 2x4 + 2x5≥0

- x1 - x 2+ 3x 3 + x 4+ x 5≥2

x j = 0 或 1, ( j = 1, 2, 3, 4, 5) .
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     max z= 3x1 - 2x2 + 5x3

  ( 3)  s . t .

x 1+ 2x 2- x3≤2

x 1+ 4x 2+ x3≤4

x 1+ x2≤3

4x 2+ x 3≤6

x 1, x 2, x 3= 0 或 1 .

3. 17 某工厂有 4 个工人 A 1, A 2, A3 , A 4, 分别均能操作 B1, B2, B3 , B4 四台车床中的一台 , 每小时的产

值如表 3. 16. 求产值最大的分配方案 .

表 3. 16

车 床
产

值
工 人   

B1 5B2 zB3 �B4 �

A1  10 89 f8 �7 �

A2  3 !4 f5 �6 �

A3  2 !1 f1 �2 �

A4  4 !3 f5 �6 �

3. 18 某公司要把 4 个有关能源工程项目承包给 4 个互不相关的外商投标者 , 规定每个承包商只能

且必须承包一个项目 , 试在总费用最小的条件下确定各个项目的承包者 , 总费用为多少?

各承包商对工程的报价如表 3. 17 所示 .

表 3. 17 单位: 万元

投标者
项 目  

Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ

甲 15 818 }21 �24 �

乙 19 823 }22 �18 �

丙 26 817 }16 �19 �

丁 19 821 }23 �17 �

3. 19 已知 6 个工厂担任 4 种任务的费用矩阵如下 , 问应如何分配任务 , 使总费用最小?

C=

 3 6 2 6 

 7 1 4 4 

 3 8 5 8 

 6 4 3 7 

 5 2 4 3 

 5 7 6 2 

.

3. 20 设 6 项任务由 4 个工厂担任 , 每个工厂可担任 1 至 2 件. 已知各个工厂担任各项任务的费用矩

阵如下, 问应如何分配任务 , 使总的费用最小?

C=

 3 7 3 6 5 5 

 6 1 8 4 2 7 

 2 7 5 3 4 6 

 6 4 8 7 3 2 

.
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第 4 章  动 态 规 划

4. 1 引  言

  动态规划 ( Dynamic Programming ) 是 20 世纪 50 年代前后由美国数学家贝尔曼

( R ich ard Bellman) 等人建立和发展起来的一种解决多阶段决策问题的优化方法. 所谓多阶

段决策问题是指这样一类问题, 该问题的决策过程是一种在多个相互联系的阶段分别作出

决策以形成序列决策的过程. 而这些决策都是根据总体最优化这一共同的目标而采取的. 贝

尔曼根据一类多阶段决策问题的特征, 发展了动态规划的最优化原理. 该原理概括了动态规

划方法的基本思想, 即把一个较复杂的问题, 按照其阶段划分, 分解成若干个较小的局部问

题, 然后根据局部问题的递推关系, 依次作出一系列决策, 直到整个问题达到总体最优的

目标.

动态规划不仅研究时间变化的决策问题, 而且研究非时间因素的决策问题. 这是因为在

这里,“阶段”可以是时间意义上的阶段, 也可以是空间和一般关系意义上的阶段. 动态规划

又称为多阶段规划( Mult ist age Programming) .

为简述动态规划方法的基本思想, 现分析如下一最短路线问题.

例 1 如图 4. 1 所示, 在 A 处有一油库, E 为一港口. 今需从 A 铺设输油管道到 E 处,

拟在 B 1 , B 2 , B 3 之一, C1 , C2 , C3 之一以及 D 1 , D 2 之一各建一个中间站, 各站之间的管道走向

如图 4. 1 所示, 连线旁的数字表示两站间的管道长. 现要求选择 3 个合适的中间站, 使 A 到

E 的总输油管道长度最短.

图 4. 1

该工程可划分为四个阶段. 在每一阶段, 当始点确定时, 需要对该阶段管道的走向作出

决策, 即确定管道线下一站的位置. 显然每个阶段的决策都不能仅仅以本阶段管道长最短为

依据, 而应着眼于全过程的总体利益, 以实现总管道长最短的目标. 因此, 这是一个多阶段决

策问题.

该问题的一种解法是把从 A 到 E 的所有可能的管线的长度都计算出来并加以比较, 然
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后选取其中最短者. 这就是所谓完全枚举法. 由于这个问题共有 3× 3× 2 = 18 条路线, 因而

计算较麻烦. 如果阶段数和备选中间站数都增加, 计算将更困难.

下面的思路将启发我们有效地解决这一问题. 在始点站我们考虑的是这样一个多阶段

决策问题:“从现在出发应经过哪些站点才能使总管道长最短”. 而当我们在第一站时, 考虑

的仍是这样一个多阶段决策问题:“从现在出发应经过哪些站点才能使总管道长最短”. 这一

问题与前一初始问题内容相同, 解决方法也相似. 它是前一问题的子问题. 只要后一问题能

够解决, 则前一问题也能解决. 类似地, 在第二站、第三站, 我们面临着同样的问题和同样相

似的解决方法. 只是问题变得越来越小和越来越好解决了.

现在把这一思路具体化. 当我们处在 A 点时, 问题自然是:“如果要获得从该点到终点

的最短路线, 那么下一站该选哪一站点最好?”假若我们知道下一站各个站点到终点站的最

短路线, 那么问题就很容易解决. 例如, 从表 4. 1 给出的资料很快可以得出, 从 A 出发应该

以 B 3 为下一个到达的中间站. 这里, 关键是如何获得从第一站 Bi 到终点 E 的最短路线. 因

此, 问题又回到了 A 点时所提出的问题: 下一站该选哪一站点最好. 同样, 我们只要知道下

一站各站点 Ci 到终点 E 的最短路线就可作出决策. 类似地继续下去. 第二站各站点 Ci 到终

点 E 最短路线的确定将取决于第三站各点 D i 到终点 E 的最短路线. 而从 D1 与 D 2 到 E 的

管道路线分别只有唯一的一条, 即从 D1 与 D 2 到 E 的最短路线长度分别为 3 和 4. 至此, 从

已知第四阶段的最短路线出发反向递归, 直到求出始点到终点的管道总长最短路线.

表 4. 1

管道路线 从 A 到 Bi 的长度 从 Bi 到 E 的最短路线长度 从 A 到 E 的总长度

从 A 至 B1 �2 �11 N13 �

从 A 至 B2 �4 �9 713 �

从 A 至 B3 �3 �9 712 �

  下面利用上述分析建立解析式求解例 1.

原问题分为四个阶段, 即 n= 4; sk 表示第 k 阶段初管线已铺达位置( k= 1, 2, 3, 4) ;

d k ( x k ) 表示在第 k 阶段拟把管线延伸铺达的下一站位置; vk ( sk , d k ( sk ) ) 表示从 sk 到 d k ( sk ) 之

间的管道线段的长, f k ( sk ) 表示从 sk 出发至终点 E 按最佳线路铺设时的最短管线长.

按过程发展的反向顺序计算可得

f 5 ( s5 ) = f 5 ( E ) = 0 .

  k= 4 时, f 4 ( D 1 ) = min{D 1 E + f 5 ( E) }= 3+ 0= 3 .

同理可得 f 4 ( D 2 ) = 4 .

k= 3 时, f 3 ( C1 ) D= min {v3 ( C1 , d 3 ( C1 ) ) + f 4 ( s4 ) }

= min
C1 D 1 + f 4 ( D 1 )

C1 D 2 + f 4 ( D 2 )
= min

3+ 3
*

4+ 4
= 6 .

其中 d 3 ( C1 ) ∈{D 1 , D 2 } ( 因为 D 3 ( C1 ) = {D1 , D2 }) .

从 C1 到终点 E 的最短路线是 C1→D 1→E ; 最短管线长为 6; 最优决策为 d
*
3 ( C1 ) = D1 .
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同理得

f 3 ( C2 ) = min
C2 D 1 + f 4 ( D 1 )

C2 D 2 + f 4 ( D 2 )
= min

6 + 3

3 + 4
*

= 7 .

  从 C2 到 E 的最短路线为 C2→D 2→E ; 最短管线长为 7; 最优决策为 d
*
3 ( C2 ) = D 2 .

f 3 ( C3 ) = min
C3 D 1 + f 4 ( D 1 )

C3 D 2 + f 4 ( D 2 )
= min

3 + 3*

3 + 4
= 6 .

  从 C3 到 E 的最短路线为 C3→D 1→E ; 最短管线长为 6; 最优决策为 d
*
3 ( C3 ) = D 1 .

k= 2 时, f 2 ( B 1 ) = min

B 1 C1 + f 3 ( C1 )

B 1 C2 + f 3 ( C2 )

B 1 C3 + f 3 ( C3 )

= min

7+ 6

4+ 7
*

6+ 6

= 11 .

从 B1 到 E 的最短路线为 B 1→C2 →D 2→E ; 最短管线长为 11; 最优决策为 d
*
2 ( B 1 ) =

C2 .

f 2 ( B 2 ) = min

B 2 C1 + f 3 ( C1 )

B 2 C2 + f 3 ( C2 )

B 2 C3 + f 3 ( C3 )

= min

3 + 6
*

2 + 7*

4 + 6

= 9 .

  从 B2 到 E 的最短路线为 B 2→C1 →D1→E 或 B 2→C2→D 2→E ; 最短管线长为 9; 最优

决策为 d
*
2 ( B2 ) = C1 或 C2 .

f 2 ( B 3 ) = min

B 3 C1 + f 3 ( C1 )

B 3 C2 + f 3 ( C2 )

B 3 C3 + f 3 ( C3 )

= min

6 + 6

2 + 7
*

5 + 6

= 9 .

  从 B 3 到 E 的最短路线为 B3→C2→D2→E ; 最短管线长为 9; 最优决策为 d
*
2 ( B 3 ) = C2 .

k= 1 时, f 1 ( A) = min

AB 1 + f 2 ( B 1 )

AB 2 + f 2 ( B 2 )

AB 3 + f 2 ( B 3 )

= min

2+ 11

4+ 9

3+ 9
*

= 12 .

从 A 到 E 的最短路线为 A→B 3→C2→D 2→E ; 最短管线长为 12, 最优决策为 d
*
1 ( A) =

B 3 .

从起点开始, 由逐个阶段的最优决策构成的策略为最优策略, 即由

d
*
1 ( A ) = B 3 ,  d

*
2 ( B 3 ) = C2 ,  d

*
3 ( C2 ) = D2 ,  d

*
4 ( D 2 ) = E ,

构成最优策略 p
*
14 ( A) = ( B 3 , C2 , D 2 , E ) .

因此, 该问题的最优路线为 A—B 3—C2—D2—E , 总管线长度为 12 单位.

这一解题思路体现了动态规划方法的如下基本特性: 多阶段性, 无后效性, 递归性, 总

体优化性.

动态规划独特有效的思想和方法使其在经济、管理、生产、技术、军事等部门和领域得到

广泛地应用. 尤其在生产计划、资源分配、市场营销、库存管理、设备维修与更新等方面的应

用, 取得了很好的效果.
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4. 2 动态规划模型的基本结构

4. 2. 1 动态规划的基本概念

  1. 阶段

根据问题的特点和需要, 将问题的全过程恰当地划分为若干个相互联系的阶段, 以便把

问题分解成若干子问题逐个求解. 本章用 k 表示阶段 ( k≤n , n 为阶段总数) . 如例 1, n =

4, k= 1, 2, 3, 4.

2. 状态与状态变量

状态是系统在变化过程中某个阶段的初始形态表征. 它通过系统在某个阶段的出发位

置来描述. 描述状态的变量称为状态变量. 本章用 sk 表示第 k 阶段的初始状态. 如例 1 中用

s1 表示第一阶段的初始状态, 即 s1 = A . 通常一个阶段包含若干个状态. 第 k 阶段所有可能

状态构成的集合称为该阶段的状态集, 记为 S k . 例 1 中第二阶段的状态集为 S 2 = {B 1 , B2 ,

B 3 }.

3. 决策与决策变量

决策是指在某一阶段状态给定以后, 从该状态演变至下一阶段某状态的选择. 描述决策

的变量称为决策变量. 用 dk ( sk )表示第 k 阶段处于状态 sk 时的决策变量. d k ( sk ) 的可能值全

体构成决策集合 D k ( sk ) . 如例 1 中, D 1 ( A) = {B 1 , B 2 , B 3 }.

4. 状态转移与状态转移方程

系统由这一阶段的一个状态转变到下一阶段的另一个状态称为状态转移. 状态转移既

与状态有关, 又与决策有关. 描述状态转移关系的方程称为状态转移方程. 若第 k 阶段的状

态变量 sk 与该阶段的决策变量 dk 确定后, 第 k+ 1 阶段的状态变量 sk + 1也随之确定, 则它们

的关系式

sk+ 1 = T k ( sk , dk )

称为由状态 sk 转移到状态 sk + 1的状态转移方程. 反之, 若第 k 阶段的状态变量 sk 与 k- 1 阶

段的决策变量 d k- 1确定后, 第 k- 1 阶段的状态变量 sk - 1也随之确定, 则它们的关系式

sk- 1 = T k- 1 ( sk , dk- 1 )

称为由状态 sk 转移到状态 sk- 1的状态转移方程.

5. 策略与(后部) 子策略

由过程的第一阶段开始到终点为止的每阶段的决策 d k ( sk ) ( k= 1, 2, ⋯, n) 所组成的决

策序列称为全过程策略, 简称策略, 记为

p 1n ( s1 ) = ( d 1 ( s1 ) , d 2 ( s2 ) , ⋯, d n ( sn ) ) .

这里, 状态间的转移符合其逻辑关系. 全部策略构成策略集, 记为 P 1n ( s1 ) .

从第 k 阶段某一初始状态 sk 开始到终点的过程称为全过程的 k 后部子过程. 其相应的

决策序列

p kn ( sk ) = ( dk ( sk ) , d k+ 1 ( sk + 1 ) , ⋯, d n ( sn ) )

称为 k 后部子策略, 简称子策略. k 后部子策略的全体记为 P kn ( sk) .
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6. 阶段指标

阶段指标是对过程中某一个阶段的决策效果衡量其优劣的一种数量指标. 第 k 阶段初

始状态为 sk 且采取决策 dk ( sk )时的阶段指标记为 vk ( sk , d k ( sk) ) .

7. 指标函数与最优指标函数

指标函数是用来对多阶段决策过程决策效果衡量其优劣的一种数量指标, 它是定义在

全过程或所有后部子过程上的确定的数量函数, 表示为

Vkn ( sk ) = Vkn ( sk , p kn ( sk ) )

= Vkn ( sk , d k , sk+ 1 , dk+ 1 , ⋯, sn , d n ) .

  由于常见的指标函数是取各阶段指标和的形式, 故本章作此假定, 即

Vkn ( sk ) = ∑
n

i= k

vi( si, d i( si) ) .

其中 vi( si, d i( si) ) 表示第 i阶段的初始状态为 si 且采取决策 d i( si)时该阶段的指标值.

指标函数 Vkn ( sk ) 的最优值称为最优指标函数, 记为 f k ( sk ) . 它表示从第 k 阶段的状态 sk

开始, 选取最优策略( 或最优后部子策略)后, 得到的指标函数值. 在例 1 中, f 1 ( A) 表示从始

点 A 到终点 E 的管线最短长度.

从例 1 的计算过程可以看到, 在求解的各个阶段, 我们运用了如下递归关系∶

f k ( sk) = min{vk ( sk, dk ( sk ) ) + f k+ 1 ( sk+ 1 ) }

    d k ( sk ) ∈ D k( sk )  ( k = 4, 3, 2, 1)

f 5 ( s5 ) = 0  .

  这种递归关系就是一种动态规划函数方程.

4. 2. 2 最优化原理与函数基本方程

在求解上述动态规划问题时, 递归关系的建立和反向递归解法的形成是十分重要的. 而

这些是以动态规划的最优化原理为基础的.

所谓动态规划最优化原理, 即:

“作为整个过程的最优策略具有这样的性质, 即无论过去的状态和决策如何, 对前面的

决策所形成的状态而言, 余下的诸决策必须构成最优策略. ”

这个原理是贝尔曼首先提出来的. 根据这个原理, 可以把多阶段决策问题的求解过程看

成是对若干个相互联系的子问题逐个求解的反向递归过程.

由动态规划最优化原理可以得到体现这一原理思想的函数基本方程:

f k ( sk ) = opt{vk ( sk , dk ( sk ) ) + f k+ 1 ( sk+ 1 ) }

    d k ( sk) ∈ D k ( sk )  ( k = n, n - 1, ⋯, 1)

f n + 1 ( sn+ 1 ) = 0  .

( 4. 1)

这里, opt 表示“最优”, 即代表“最大”( max )化或“最小”( min )化.

下面的例子将加深对动态规划最优化原理和函数基本方程的进一步理解.

例 2 某商店在未来四个月里, 利用一个仓库经销某种商品. 该仓库的最大容量为 1000

件, 每月中旬订购商品, 并于下月初取到订货. 据估计: 今后四个月这种商品的购价 p k 和售

价 qk 如表 4. 2 所示. 假定商店在 1 月初开始经销时仓库已存有该种商品 500 件, 每月市场

需求不限, 问应如何计划每个月的订购与销售数量, 使这四个月的总利润最大( 不考虑仓库

的存储费用) ?
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表 4. 2

月 份 k 购 价 pk 售 价 qk

1 h10 f12 �

2 h9 O9 |

3 h11 f13 �

4 h15 f17 �

  解 这是一个有两个决策变量( 每月的订购量和销售量) 的二维多阶段决策问题. 按月

份划分为四个阶段, 即 n= 4, k= 1, 2, 3, 4.

设状态变量 sk 表示第 k 月初的库存量; 决策变量 x k 和 yk 分别表示第 k 月的订货量和

销售量. H = 1000 为仓库的最大库容. 状态转移方程为

sk+ 1 = sk + xk - y k . ( 4. 2)

  又设 vk ( sk , x k , yk ) 表示第 k 月初仓库存货为 sk , 订货量为 xk , 销售量为 yk 时该月的利

润; f k ( sk ) 表示第 k 月初仓库存货为 sk 时, 从 k 月初到 4 月底按最优策略经营所能获得的最

大利润额, 则

vk ( sk, xk , y k ) = qk yk - p kx k . ( 4. 3)

且有递归关系如下:

f k ( sk ) = max{vk ( sk, xk , y k ) + f k+ 1 ( sk+ 1 ) }

    0 ≤ y k ≤ sk

    0 ≤ x k ≤ H + yk - sk ( k = 4, 3, 2, 1)

f 5 ( s5 ) = 0 .

( 4. 4)

  根据( 4. 2)、( 4. 3)和( 4. 4) , 从最后一个阶段开始, 进行反向递归计算:

当 k= 4 时, 有 �

f 4 ( s4 ) = max{17y 4 - 15x 4 }

 0 ≤ y4 ≤ s4

 0 ≤ x4 ≤ H + y 4 - s4 .

  显然, y
*
4 = s4 , x

*
4 = 0 为最优决策. 这时, f 4 ( s4 ) = 17s4 .

图 4. 2

当 k= 3 时, 有

f 3 ( s3 ) �= max{13y 3 - 11x 3 + f 4 ( s4 ) }

 0 ≤ y 3 ≤ s3

 0 ≤ x 3 ≤ H + y3 - s3

= max{13y 3 - 11x 3 + 17( s3 - y 3 + x 3 ) }

 0 ≤ y 3 ≤ s3

 0 ≤ x 3 ≤ H + y3 - s3

= max{17s3 + 6x 3 - 4y3 }

 0 ≤ y 3 ≤ s3

 0 ≤ x 3 ≤ H + y3 - s3 .

  这是一个线性规划问题, 用图解法求解( 见图 4. 2) , 得最优解为

x *
3 = H , y *

3 = s3 ;

f 3 ( s3 ) = 13s3 + 6H .
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  仿此继续计算, 由 f 2 ( s2 ) = max {6H + 13s2 + 4x 2 - 4y 2 }

0≤y 2≤s2

0≤x 2≤H + y 2 - s2 .

得最优解为 x
*
2 = H , y

*
2 = s2 ;

f 2 ( s2 ) = 9s2 + 10H .

由 f 1 ( s1 ) = max{9s1 + 10H + 3y1 - x 1 }

0≤y 1≤s1

0≤x 1≤H + y 1 - s1 .

得最优解为 x
*
1 = 0, y

*
1 = s1 ;

f 1 ( s1 ) = 12s1 + 10H .

将 s1 = 500, H = 1000 代入上式并按计算顺序往回反推, 可得各个月的最优订货量 x
*
k

和销售量 y
*
k 如下: �

x *
1 = 0,        �y*

1 = s1 = 500;     

x
*
2 = H = 1000, y

*
2 = s2 = s1 + x

*
1 - y

*
1 = 0;

x
*
3 = H = 1000, y

*
3 = s3 = s2 + x

*
2 - y

*
2 = 1000;

x *
4 = 0 y*

4 = s4 = s3 + x *
3 - y *

3 = 1000 .

  即最优决策如表 4. 3 所示。

表 4. 3

月 sk yk xk

1 �500 �500 70 e

2 �0 �0 �1000 �

3 �1000 �1000 N1000 �

4 �1000 �1000 N0 e

最大总利润为 f 1 ( 500) = 12× 500+ 10× 1000= 16000.

4. 3 动态规划的计算方向

从以上两个例题的计算过程可以看出, 反向递归的求解过程是动态规划方法的一个重

要特征. 这种解题方法的寻优方向与全过程的发展方向相反. 而对问题的反向求索往往更有

利于对其本质属性的揭示和描述. 可以看出, 反向递归的求解过程能较好地体现动态规划的

最优化原理, 因而是求解动态规划问题的一种重要方法.

求解动态规划的另一种重要方法是正向递归. 所谓正向递归就是从始点出发逐段向前

递归计算, 直至终点, 以求得全过程的最优解. 这时, 其寻优方向与全过程的发展方向是一

致的.

用正向递归建立的动态规划函数基本方程如下∶

f k ( sk) = opt{vk ( sk , d k ( sk) ) + f k- 1 ( sk- 1 ) }    

    d k ( sk ) ∈ D k( sk ) ( k = 1, 2, ⋯, n)

f 0 ( s0 ) = 0 .

( 4. 5)
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这里, f k ( sk ) 为从初始阶段出发到第 k 阶段状态 sk 止采取最优子策略或最优策略所获得的

最优指标函数值. Vk ( sk , d k ( sk ) ) 为系统在第 k 阶段状态 sk 时采取决策 dk ( sk ) 的阶段指标. 状

态变量 sk 则描述该阶段结束时的系统状况.

从函数基本方程( 4. 1) 与( 4. 5) 所建立的递归关系来看, 反向递归与正向递归两种不同

的解题方法所得的结果应该相同. 在求解动态规划问题时, 正向递归的方法有时较为困难,

而反向递归的方法往往更为有效. 甚至有些动态规划问题只能采用反向递归的方法求解, 而

无法利用正向递归. 同样, 有些问题只能用正向递归方法求解. 因此, 计算方向应根据问题的

特点和所构成的函数基本方程来确定.

下面的动态规划问题将采用正向递归的方法来解决.

例 3 某厂在未来 3 个月连续生产某种产品. 每月初开始生产, 月产量为 x , 生产成本为

x
2
, 库存费为每月每单位 1 元. 假如 3 个月的需求量预测为: b1 = 100, b2 = 110, b3 = 120. 且

初始存货 s0 = 0, 第三个月的期末存货 s3 = 0. 问应如何安排生产使总成本最小?

解 以月为阶段, 该问题划分为 3 个阶段. 设 x k 为第 k 月的产量, sk 为第 k 月末的库存

量, vk ( sk , x k )为第 k 月的成本, f k ( sk ) 为从第 1 月到第 k 月按最优策略安排生产的总成本.

状态转移方程为 sk - 1 = sk - x k+ bk , sk≥0, xk≥0, k= 1, 2, 3, 且 s0 = 0, s3 = 0.

建立正向递归的函数方程为

f k ( sk ) = min{vk ( sk , x k ) + f k- 1 ( sk- 1 ) }

  x k ≥ 0 ( k = 1, 2, 3)

f 0 ( s0 ) = 0 .

  当 k= 1 时,

f 1 ( s1 ) = min v1 ( s1 , x 1 ) = min{x
2
1 + s1 } .

由 x
*
1 = b1 + s1 - s0 = b1 + s1 , 得

f 1 ( s1 ) = ( b1 + s1 ) 2 + s1 , s1≥0.

当 k= 2 时,

f 2 ( s2 ) L= min {x
2
2 + s2 + f 1 ( s1 ) }= min{x

2
2 + s2 + ( b1 + s1 )

2
+ s1 }

= min {x
2
2 + s2 + ( b1 + b2 - x 2 + s2 )

2
+ ( b2 - x 2 + s2 ) } .

利用微分求极值的方法求 x 2 的值, 令上式花括号中关于 x 的函数对 x 2 的导数等于 0, 即

2x 2 - 2( b1 + b2 + s2 ) + 2x 2 - 1= 0 .

求得 x
*
2 = 1/ 2( b1 + b2 + s2 ) + 1/ 4≥0 .

于是有

f 2 ( s2 ) = 1/ 2[ ( b1 + b2 + s2 ) + 1/ 2 ] 2 - 1/ 4 + s2 - b1 , s2 ≥ 0 .

  当 k= 3 时,

f 3 ( s3 ) = min {x
2
3 + s3 + f 2 ( s2 ) } = min{x

2
3 + s3 + 1/ 2[ ( b1 + b2 + s2 ) + 1/ 2]

2

 + s2 - b1 - 1/ 4}

= min{x
2
3 + s3 + 1/ 2[ ( b1 + b2 + b3 - x 3 + s3 ) + 1/ 2]

2
+ b3 - x 3 + s3 - b1 - 1/ 4}

= min{x2
3 + 1/ 2[ ( b1 + b2 + b3 - x 3 ) + 1/ 2] 2 + b3 - x 3 - b1 - 1/ 4} .

用微分法求 x 3 的值, 令上式花括号中关于 x 的函数对 x 3 的导数等于 0, 即

2x 3 - ( b1 + b2 + b3 - x 3 + 1/ 2) - 1= 0 .
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求得 x
*
3 = 1/ 3( b1 + b2 + b3 ) + 1/ 2 .

将 b1 , b2 , b3 的值代入上式, 并依次往回迭代, 即可得到每月的产量如下∶

x *
3 = 110. 5 ,

s2 = b3 - x 3 + s3 = 9. 5 ,

x *
2 = 110 ,

s1 = b2 - x 2 + s2 = 9. 5 ,

x *
1 = 109. 5 .

全期的最小总成本为: f 3 ( s3 ) ~= 110. 5
2
+ 0. 5× 220

2
+ 120- 110. 5- 100- 0. 25

= 36319. 5 .

4. 4 动态规划的求解形式

至今我们在求解动态规划问题的过程中一直采用解析的求解形式. 这是因为在利用递

归关系进行计算时, 由于阶段与备选状态都不多, 对过程中间的信息处理并不复杂. 在这种

情况下, 解析的求解过程显得很方便. 当问题所划分的阶段和可供选择的状态较多时, 可以

采用另一种有效的求解形式进行求解, 这就是表格形式. 利用表格形式, 可以使各阶段、各状

态下采取各种决策所获得的各个不同的结果和最佳结果得到有效地管理, 从而有利于问题

的解决. 下面的例子可以说明表格形式的动态规划求解过程.

例 4(生产存储问题)  某工厂与购货单位签订的供货合同如表 4. 4 所示.

表 4. 4

月 份 1 �2 �3 �4  5 N6 |

交货量(百件) 1 �2 �5 �3  2 N1 |

  表 4. 4 中的数字为月份交货量. 该厂每月最大产量为 4 百件, 仓库的存货能力为 3 百

件. 已知每一百件货物的生产费用为一万元. 在生产月份, 每批产品的生产准备费为 4 千元,

仓库保管费每一百件货物每月一千元. 假定 1 月初开始时及 6 月底交货后仓库中都无存货.

问该厂应该如何安排每月的生产与库存, 才能既满足交货合同的要求, 又使总费用最小?

解 以每个月为一个阶段, 整个合同期共划分为 6 个阶段, n= 6, k= 1, 2, 3, 4, 5, 6.

设状态变量 sk 表示第 k 月初的库存量;

决策变量 d k 表示第 k 月的计划产量;

ck 表示 k 月的合同交货量;

状态转移方程为( k= 6, 5, 4, 3, 2, 1)

sk+ 1 = sk + d k - ck .

k 月的总费用包括生产费和库存费两项, 记为 vk ( sk , d k) , 则

vk ( sk , d k ) =
4 + 10dk + sk   当 0 < d k ≤ 4

0 + sk      当 dk = 0 .

  又设 f k ( sk ) 表示 k 月初仓库存货为 sk 时, 从 k 月初到 6 月底按最优计划安排生产工厂

必须支付的最小总费用, 则有反向递归关系:
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f k ( sk ) = min{vk ( sk , d k ) + f k+ 1 ( sk+ 1 ) }

  0 ≤ d k ≤ 4

  sk + dk ≥ ck

f 7 ( s7 ) = 0 .

  当 k= 6 时, 由于 c6 = 1, s7 = 0, 所以, s6 只能是 0 或 1, 相应的 d 6 也只能是 1 或 0.

计算结果如表 4. 5 所示.

表 4. 5

s6 Td 6 �

v6 ?( s6, d 6)

生产费 库存费 合 计
s7 #f 6 �( s6) d*

6 /( s6 )

0 Q1 �14 �0 �14 �0  14 e1 |

1 Q0 �0 �1 �1 �0  1 N0 |

  从表 4. 5 可以看出, 对应于确定的 s6 , 都只有唯一的一个允许决策. 因此, 它也就是最优

决策 d
*
6 ( s6 ) .

当 k= 5 时, 由于 c5 = 2, s6 = 0 或 1, 故 s5 可能取值为 0, 1, 2, 3.

计算结果如表 4. 6 所示.

表 4. 6

s5 Td5 �

v5 �( s5 , d 5)

生 产 库 存 合 计
s6 ;f 6 �( s6) f 5 �( s5 ) d

*
5 ^( s5)

0 Q2 �24 �0 �24 }0 714 �38 �

3 �34 �0 �34 }1 71 �35 �* 3 �

1 Q1 �14 �1 �15 }0 714 �29 �

2 �24 �1 �25 }1 71 �26 �* 2 �

2 Q0 �0 �2 �2 f0 714 �16 �* 0 �

1 �14 �2 �16 }1 71 �17 �

3 Q0 �0 �3 �3 f1 71 �4 �* 0 �

  k= 4, 3, 2, 1 的计算结果如表 4. 7 至表 4. 10 所示.

表 4. 7

s4 Td4 �

v4 �( s4 , d 4)

生 产 库 存 合 计
s5 ;f 5 �( s5) f 4 �( s4 ) d *

4 ^( s4)

0 Q3 �34 �0 �34 }0 735 �69 �* 3 �

4 �44 �0 �44 }1 726 �70 �

1 Q2 �14 �1 �25 }0 735 �60 �* 2 �

3 �34 �1 �35 }1 726 �61 �

4 �44 �1 �45 }2 716 �61 �

2 Q1 �14 �2 �16 }0 735 �51 �

2 �24 �2 �26 }1 726 �52 �
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续表

s4 Td4 �

v4 �( s4 , d 4)

生 产 库 存 合 计
s5 ;f 5 �( s5) f 4 �( s4 ) d *

4 ^( s4)

3 �34 �2 �36 }2 716 �52 �
2 Q4 �44 �2 �46 }3 74 �50 �* 4 �
3 Q0 �0 �3 �3 f0 735 �38 �* 0 �

1 �14 �3 �17 }1 726 �43 �
2 �24 �3 �27 }2 716 �43 �

3 �34 �3 �37 }3 74 �41 �

  表 4. 8

s3 Td3 �

v3 �( s3 , d 3)

生 产 库 存 合 计
s4 ;f 4 �( s4) f 3 �( s3 ) d *

3 ^( s3)

1 Q4 �44 �1 �45 }0 769 �114 �* 4 �

2 Q3 �34 �2 �36 }0 769 �105 �* 3 �

4 �44 �2 �46 }1 760 �106 �
3 Q2 �24 �3 �27 }0 769 �96 �* 2 �

3 �34 �3 �37 }1 760 �97 �
4 �44 �3 �47 }2 750 �97 �

  表 4. 9

s2 Td2 �

v2 �( s2 , d 2)

生 产 库 存 合 计
s3 ;f 3 �( s3) f 2 �( s2 ) d *

2 ^( s2)

0 Q3 �34 �0 �34 }1 7114 6148 �* 3 �

4 �44 �0 �44 }2 7105 6149 �
1 Q2 �24 �1 �25 }1 7114 6139 �* 2 �

3 �34 �1 �35 }2 7105 6140 �
4 �44 �1 �45 }3 796 �141 �

2 Q1 �14 �2 �16 }1 7114 6130 �* 1 �

2 �24 �2 �26 }2 7105 6131 �
3 �34 �2 �36 }3 796 �132 �

3 Q0 �0 �3 �3 f1 7114 6117 �* 0 �
1 �14 �3 �17 }2 7105 6122 �

2 �24 �3 �27 }3 796 �123 �

  表 4. 10

s1 Td1 �

v1 �( s1 , d 1)

生 产 库 存 合 计
s2 ;f 2 �( s2) f 1 �( s1 ) d *

1 ^( s1)

0 Q1 �14 �0 �14 }0 7148 6162 �

2 �24 �0 �24 }1 7139 6163 �

3 �34 �0 �34 }2 7130 6164 �

4 �44 �0 �44 }3 7117 6161 �* 4 �
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  从表 4. 10 开始, 反向追踪可求得全过程的最优策略.

由表 4. 10 可知 f 1 ( 0) = 161, 这就是全过程的最小总费用; 构成最优策略的第一阶段的

最优决策为 d
*
1 = 4( 1 月份安排生产 4 百件) ; s2 = s1 + d 1 - c1 = 0+ 4- 1= 3. 从表 4. 9 可知,

f
*
2 ( s2 = 3) = 117, 相应的最优决策 d

*
2 = 0, ⋯⋯最后, 得到该问题的最优策略如表4. 11所

示.

表 4. 11

月 份

k

月初存货

sk

最优生产量

d*
k

交 货 量

ck

月底存货量

sk+ 1 4

当月费用

vk( sk, dk )

各月初到 6 �月底的

最小总费用 f *
k ( sk)

1 �0 �4 �1 �3 �44 N161 �

2 �3 �0 �2 �1 �3 N117 �

3 �1 �4 �5 �0 �45 N114 �

4 �0 �3 �3 �0 �34 N69 �

5 �0 �3 �2 �1 �34 N35 �

6 �1 �0 �1 �0 �1 N1 �

  动态规划求解的表格形式不仅使整个求解过程直观有序且操作方便, 而且能够突出求

解过程中所产生的关键信息, 使动态规划方法的运用变得很简炼. 这一点可以从下面的例题

中反映出来.

例 5(背包问题)  某工厂生产三种产品, 各种产品重量与利润的关系如表 4. 12 所示.

现将此三种产品运往市场出售, 运输能力总重量不超过 6 吨. 问如何安排运输使总利润

最大?

表 4. 12

种 类 重 量 (吨/ 件) 利 润( 元/ 件)

1 h2 O80 �

2 h4 O180 �

3 h3 O130 �

  解 按装运产品种类划分为三个阶段, 即装运第 k 种产品为第 k 阶段( k= 1, 2, 3) .

设状态变量 sk 表示可用于装载前 k 种货物的载重量;

决策变量 x k 表示装载第 k 种货物的件数;

a k 为第 k 种货物的单件重量; ck 为每装一件第 k 种货物所得的利润;

vk ( sk , x k ) 表示装载 x k 件第 k 种货物所得的利润;

f k ( sk )表示装载能力为 sk 时, 采取最优策略装载前 k 种货物所得的最大利润.

状态转移方程为

sk = sk- 1 + a k xk , k= 1, 2, 3

其中 s0 = 0 .

根据正向递归关系建立的函数方程为
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f k ( sk ) = max {ckx k + f k- 1 ( sk - 1 ) }

  xk ∈ {0, 1, ⋯, [ sk / a k ] }, k = 1, 2, 3

f 0 ( s0 ) = 0 .

  当 k= 1 时,

f 1 ( s1 ) = max{80x 1 }   

   x 1 ∈ D 1 ( s1 ) .

当 s1 = 0, 1 时, D 1 ( s1 ) = {0} ,

当 s1 = 2, 3 时, D 1 ( s1 ) = {0, 1} ,

当 s1 = 4, 5 时, D 1 ( s1 ) = {0, 1, 2} ,

当 s1 = 6 时, D 1 ( s1 ) = {0, 1, 2, 3} .

  计算结果如表 4. 13 所示.

表 4. 13

c1 �x1

s1 �0 �1 �2 83 f
f 1 �( s1) x *

1 N

0 �, 1 0 �0 �0 M

2 �, 3 0 �80 !80 �1 M

4 �, 5 0 �80 !160 f160 �2 M

6 �0 �80 !160 f240 �240 �3 M

  当 k= 2 时, 2

f 2 ( s2 ) = �max{180x 2 + f 1 ( s2 - 4x2 ) }    

x 2 ∈ D 2 ( s2 ) .

当 s2 = 0, 1, 2, 3 时,  D2 ( s2 ) = {0} ,

当 s2 = 4, 5, 6 时,  D2 ( s2 ) = {0, 1} .

  计算结果如表 4. 14 所示.

表 4. 14

180 �x2 + f 1( s2 - 4x2 )

x 2

s2 t  
0 �1 �

f 2 �( s2) x*
2 f

0 �, 1 0 �+ 0 0 �0 e

2 �, 3 0 �+ 80 80  0 e

4 �, 5 0 �+ 160 180 V+ 0 180 71 e

6 �0 �+ 240 180 V+ 80 260 71 e

  当 k= 3 时,

f 3 ( s3 ) = max {130x 3 + f 2 ( s3 - 3x 3 ) }

x 3 ∈ D 3 ( s3 ) .

当 s3 = 0, 1, 2 时, D3 ( s3 ) = {0} ,
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当 s3 = 3, 4, 5 时, D 3 ( s3 ) = {0, 1} ,

当 s3 = 6 时, D 3 ( s3 ) = {0, 1, 2} .

  计算结果如表 4. 15 所示.

表 4. 15

130 �x 3+ f 2( s3- 3x 3)

x 3

s3 t  
0 �1 �2 �

f 3 l( s3) x *
3 �

6 �0 "+ 260 130 �+ 0 260 �+ 0 260 �2 �

  由计算结果按次序反推, 便可得到最优解有两个:

( 1) x 1 = 0, x2 = 0, x 3 = 2; ( 2) x 1 = 1, x 2 = 1, x3 = 0 .

最大总利润为 260 元.

在解决较复杂的动态规划问题时, 我们可以将求解过程的解析形式与表格形式结合起

来, 使动态规划问题的求解变得更为顺利.

例 6(设备更新问题)  设某企业在今后 4 年内需使用一辆卡车. 现有一辆已使用 2 年

的旧车, 根据统计资料分析, 预计卡车的年收入、年维修费( 包括油料等费)、一次更新重置费

及 4 年后残值如表 4. 16 所示, 表中 k= 1, 2, 3, 4.

表 4. 16

i 0 �1 �2 �3 �4 �5 �6 �

r k( i) 16 �14 �11 �8 �5 �2 �—

vk ( i) 1 �2 �2 �3 �4 �4 �—

ck( i) — 18 �21 �25 �29 �34 �—

t5 ]( i) — 15 �12 �8 �3 �0 �0 �

  试确定 4 年中的最优更新计划, 以使总利润最大.

解 该问题为四阶段决策问题. n= 4.

设状态变量 sk 表示第 k 年初机器的役龄(已使用的年数) ;

决策变量 d k 表示第 k 年年初( k= 1, 2, 3, 4)对役龄为 sk 的机器采用的决策, 它只能取两

个值: 更新( R) 或继续使用( K ) , 即 D k ( sk ) = {R, K }.

状态转移方程: sk+ 1 =
sk + 1

1
 

当 dk = K

当 dk = R .

此外, 设 t 5 ( s5 ) 表示第 4 年底(第 5 年初) 役龄为 s5 的机器残值;

r k ( sk ) 表示第 k 年初役龄为 sk 的机器继续使用一年的年收入;

uk ( sk )表示第 k 年初役龄为 sk 的机器继续使用一年的年维修费 (包括因维修而减少生

产所引起的损失) ;

ck ( sk )表示第 k 年初对役龄为 sk 的机器进行更新时的一次性以旧换新的费用( 购买和安

装新机器的费用与旧机器残值之差) .

第 k 年的年利润为
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vk ( sk , d k ) =
r k ( sk ) - uk ( sk )

r k ( 0) - uk( 0) - ck ( sk)
 

当 d k = K

当 d k = R .

  设 f k ( sk ) 表示第 k 年至第 4 年内, 期初有一台役龄为 sk 的机器, 采用最优更新策略所能

获得的最大利润额, 则函数方程为

f k ( sk ) = max
vk ( sk , d k) + f k+ 1 ( sk + 1 ) ©¦d k = K

vk ( sk , d k) + f k+ 1 ( 1) ©¦dk = R

   d k ∈ {K , R} k = 4, 3, 2, 1

f 5 ( s5 ) = t5 ( s5 )

.

  由上述方程的反向递归关系有, f 5 ( s5 ) = t 5 ( s5 ) . 其结果如表 4. 17 所示.

表 4. 17

s5 �1 �2 �3 �4  5 N6 |

f 5 �( s5) 15 �12 �8 �3  0 N0 |

  当 k= 4 时, 由于 s1 = 2, 所以 s4 的可能值为 1, 2, 3, 5, 即 s4∈{1, 2, 3, 5}. 计算结果如表

4. 18 所示.

表 4. 18

s4 =1 !2 �3 74 �5 M

f 4 �( s4) 24 817 �8 7— - 2 |

d *
4 :K K K — K

  计算示例∶

f 4 ( 1) = max
r 4 ( 1) - u4 ( 1) + f 5 ( 2)    ©¦d 4 ( 1) = K

r 4 ( 0) - u4 ( 0) - c4 ( 1) + f 5 ( 1) ©¦d 4 ( 1) = R

= max
14 - 2 + 12

*

16 - 1 - 18 + 15
= 24 .

     d *
4 ( 1) = K .

f 4 ( 5) = max
r 4 ( 5) - u4 ( 5) + f 5 ( 6)    ©¦d 4 ( 5) = K

r 4 ( 0) - u4 ( 0) - c4 ( 5) + f 5 ( 1) ©¦d 4 ( 5) = R

= max
2 - 4 + 0*

16 - 1 - 34 + 15
= - 2 .

     d
*
4 ( 5) = K .

  当 k= 3 时, s3∈{1, 2, 4}, 计算结果如表 4. 19 所示.

表 4. 19

s3 41 c2 �3 �4 �

f 3 �( s3) 29 z18 �— 10 �

d
*
3 �( s3) K R — R
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  计算示例∶

f 3 ( 1) = max
r 3 ( 1) - u3 ( 1) + f 4 ( 2)    ©¦d 3 ( 1) = K

r 3 ( 0) - u3 ( 0) - c3 ( 1) + f 4 ( 1) ©¦d 3 ( 1) = R

= max
14 - 2 + 17*

16 - 1 - 18 + 24
= 29 .

     d *
3 ( 1) = K .

f 3 ( 2) = max
r 3 ( 2) - u3 ( 2) + f 4 ( 3)    ©¦d 3 ( 2) = K

r 3 ( 0) - u3 ( 0) - c3 ( 2) + f 4 ( 1) ©¦d 3 ( 2) = R

= max
11 - 2 + 8

16 - 1 - 21 + 24
*

= 18 .

     d
*
3 ( 2) = R .

  当 k= 2 时, s2∈{1, 3}, 计算结果如表 4. 20 所示.

表 4. 20

s2 �1 �2 �3 �

f 2 W( s2) 30 �— 19 �

d
*
2 J( s2) K — R

  计算过程∶

f 2 ( 1) = max
r 2 ( 1) - u2 ( 1) + f 3 ( 2)    ©¦d 2 ( 1) = K

r 2 ( 0) - u2 ( 0) - c2 ( 1) + f 3 ( 1) ©¦d 2 ( 1) = R

= max
14 - 2 + 18*

16 - 1 - 18 + 29
= 30 .

     d
*
2 ( 1) = K .

f 2 ( 3) = max
r 2 ( 3) - u2 ( 3) + f 3 ( 4)    ©¦d 3 ( 3) = K

r 2 ( 0) - u2 ( 0) - c2 ( 3) + f 3 ( 1) ©¦d 2 ( 3) = R

= max
8 - 3 + 10

16 - 1 - 25 + 29*
= 19 .

     d *
2 ( 3) = R .

  当 k= 1 时, s1 = 2 .

f 1 ( 2) = max
r 1 ( 2) - u1 ( 2) + f 2 ( 3)    ©¦d 1 ( 2) = K

r 1 ( 0) - u1 ( 0) + f 2 ( 1) - c1 ( 2) ©¦d 1 ( 2) = R

= max
11 - 2 + 19*

16 - 1 - 21 + 30
= 28 .

     d
*
1 ( 2) = K .

  由 s1 = 2 与 d
*
1 ( 2) = K 可知 s2 = 3. 从表 4. 20 得 d

*
2 ( 3) = R, 因此, s3 = 1. 从表 4. 19 得

d
*
3 ( 1) = K , 因此, s4 = 2. 再从表 4. 18 得 d

*
4 ( 2) = K . 综上所述, 计划期内的最优更新策略为

{K , R, K , K }, 即今后 4 年内, 仅在第 2 年年初进行一次更新. 4 年可获得最大利润为 28 个

单位.
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4. 5 应 用 实 例

某市工业局拥有投资总额 11 亿元, 用于投资现有企业. 一些专家建议, 这笔投资分配,

应该根据本市工业企业的实际情况和社会需求, 优先保证基础工业的发展. 对于轻纺工业的

投资, 应以经济效益为中心目标, 以最佳经济效益值作指标, 来核定分配数额. 局领导采纳了

专家们的意见, 决定从 11 亿元资金中划出 3 亿元, 把其中 2 亿元分配给化肥厂, 1 亿元贷给

钢铁厂, 将其余 8 亿元委托专家们进行经济效益最优化处理.

于是, 专家们第一步调查了有条件申请投资企业的供产销以及经济效益的情况, 以各企

业历年来生产、销售、利润统计资料和今后若干年内市场动态预测为依据, 计算出各企业年

经济效益预测值. 然后, 从中选择若干经济效益较好的企业参与投资分配动态分析. 分析的

工具为动态规划模型与方法. 于是专家们建立资金分配动态规划模型如下:

给定投资经费 8 亿元, 分配给 n 个企业. 各个企业在不同投资额时的投资效益不同, 以

g k ( x ) 表示第 k 个企业投资额为 x 亿元时的效益值. 假设每个方案的投资效益与分配到另一

方案的投资额无关. 以 f k( x )表示 x 亿元的经费全部投到企业 k, k+ 1, ⋯, n 的最大总效益

值, d k 表示第 k 个企业分配到的投资数. 则该投资分配的动态规划模型为

f k ( x ) = max{gk ( d k ) + f k+ 1 ( x - d k ) }

   d k = 0, 1, ⋯, x

f n + 1 ( 0) = 0

( 4. 6)

其中, k= 1, 2, ⋯, n; x = 0, 1, ⋯, 8.

专家们设计了 3 个计算投资分配的方案. 第一个方案, 有 3 个企业参与投资分配, 即 n

= 3. 以这 3 个企业在不同的投资情况下, 5 年后可能得到的经济效益预测值为基数( 见表

4. 21) , 进行动态规划分析.

表 4. 21 单位: 亿元

x 0 �1 �2 /3 �4 a5 �6 �7 ,8 �

g 1 *( x ) 0 �5 �35 F48 �60 x90 �95 �118 Z136 �

g 2 *( x ) 0 �4 �45 F58 �65 x70 �83 �94 C115 �

g 3 *( x ) 0 �23 �58 F76 �88 x95 �105 �125 Z135 �

  由动态规划模型( 4. 6)与表 4. 17 中数据可知:

当 k= 3 时, 由 x - d 3 = 0, 有 f 3 ( x ) = g 3 ( x ) , 即有结果如表 4. 22 所示.

表 4. 22

x 0 �1 �2 /3 �4 a5 �6 �7 ,8 �

f 3 *( x ) 0 �23 �58 F76 �88 x95 �105 �125 Z135 �

d *
3 e0 �1 �2 /3 �4 a5 �6 �7 ,8 �

  当 k= 2 时, 由( 4. 6)可得 f 2 ( x )与 d 2 的计算结果如表 4. 23 所示.
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  表 4. 23

x 0 �1 �2 /3 �4 a5 �6 �7 ,8 �

f 2 *( x ) 0 �23 �58 F68 �103 �121 (134 �146 Z153 �

d *
2 e0 �0 �0 /2 �2 a2 �3 �3 ,3 �, 4

  表中计算示例:

f 2 ( 0) = g 2 ( 0) + f 3 ( 0) = 0,

f 2 ( 1) = max
d

2
= 0, 1

{g 2 ( d 2 ) + f 3 ( 1 - d 2 ) }

= max
g 2 ( 0) + f 3 ( 1)

g 2 ( 1) + f 3 ( 0)
= max

0 + 23*

4 + 0
= 23 ,

f 2 ( 2) = max
d

2
= 0, 1 , 2

{g 2 ( d 2 ) + f 3 ( 2 - d 2 ) }

= max

g 2 ( 0) + f 3 ( 2)

g 2 ( 1) + f 3 ( 1)

g 2 ( 2) + f 3 ( 0)

= max

0 + 58*

4 + 23

45 + 0

= 58 ,

f 2 ( 6) = max
d

2
= 0, 1 , ⋯ , 6

{g2 ( d 2 ) + f 3 ( 6 - d2 ) }

= max

g 2 ( 0) + f 3 ( 6)

g 2 ( 1) + f 3 ( 5)

g 2 ( 2) + f 3 ( 4)

g 2 ( 3) + f 3 ( 3)

g 2 ( 4) + f 3 ( 2)

g 2 ( 5) + f 3 ( 1)

g 2 ( 6) + f 3 ( 0)

= max

0 + 105

4 + 95

45 + 88

58 + 76
*

65 + 58

70 + 23

83 + 0

= 134 ,

  当 k= 1 时, x = 8. 由( 4. 6) 有

f 1 ( 8) = max
d

1
= 0, 1, ⋯ , 8

{g 1 ( d 1 ) + f 2 ( 8 - d 1 ) }

= max

g 1 ( 0) + f 2 ( 8)

g 1 ( 1) + f 2 ( 7)

g 1 ( 2) + f 2 ( 6)

g 1 ( 3) + f 2 ( 5)

g 1 ( 4) + f 2 ( 4)

g 1 ( 5) + f 2 ( 3)

g 1 ( 6) + f 2 ( 2)

g 1 ( 7) + f 2 ( 1)

g 1 ( 8) + f 2 ( 0)

= max

0 + 153

5 + 146

35 + 134*

48 + 121

60 + 103

90 + 68

95 + 58

118 + 23

136 + 0

= 169 .

  根据上述计算结果知, d
*
1 = 2, d

*
2 = 3, d

*
3 = 3. 最大经济效益的目标函数值为 f 1 ( 8)

= 169 亿元. 即 f 1 ( 8) = g 1 ( 2) + g 2 ( 3) + g 3 ( 3) = 35 亿元+ 58 亿元+ 76 亿元= 169 亿元.

按照这个方案计算结果, 8 亿元投资最佳的分配是, 第一个企业 2 亿元; 第二个企业 3
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亿元; 第三个企业 3 亿元.

第二个方案, 有 4 个企业( 包括第一方案的 3 个企业在内) 参加投资分配. 其数据见表

4. 24.

表 4. 24 单位: 亿元

x 0 �1 �2 /3 �4 a5 �6 �7 ,8 �

g 1 *( x ) 0 �5 �35 F48 �60 x90 �95 �118 Z136 �

g 2 *( x ) 0 �4 �45 F58 �65 x70 �83 �94 C115 �

g 3 *( x ) 0 �23 �58 F76 �88 x95 �105 �125 Z135 �

g 4 *( x ) 0 �3 �45 F67 �75 x89 �97 �110 Z134 �

  由模型( 4. 6)式并按第一个方案的计算方法进行类似地计算, 可求得第二个方案的最优

经济效益值为 f 1 ( 8) = 188 亿元. 即 f 1 ( 8) = g 2 ( 2) + g 3 ( 3) + g4 ( 3) = 45 亿元+ 76 亿元+ 67

亿元= 188 亿元.

按照第二个方案, 8 亿元投资最佳的分配应是: 第一个企业 0 元; 第二个企业 2 亿元; 第

三个企业 3 亿元; 第四个企业 3 亿元.

第三个方案, 有 5 个企业(包括第二个方案中 2 个经济效益最好的企业在内) 参与投资

分配. 这些企业的数据见表 4. 25.

表 4. 25 单位: 亿元

x 0 �1 �2 /3 �4 a5 �6 �7 ,8 �

g 1 *( x ) 0 �25 �45 F68 �76 x90 �98 �118 Z136 �

g 2 *( x ) 0 �18 �35 F58 �75 x88 �98 �114 Z135 �

g 3 *( x ) 0 �23 �58 F76 �88 x95 �105 �125 Z135 �

g 4 *( x ) 0 �3 �45 F67 �75 x89 �97 �110 Z134 �

g 5 *( x ) 0 �2 �55 F60 �70 x75 �90 �120 Z132 �

  由模型( 4. 6)式可算出最大经济效益值为 f 1 ( 8) = 205 亿元, 即

f 1 ( 8) = g 1 ( 1) + g 3 ( 2) + g4 ( 3) + g 5 ( 2) = 25+ 58+ 67+ 55= 205 (亿元) .

按照第三个方案, 8 亿元投资最佳的分配应是: 第一个企业 1 亿元; 第二个企业 0 元; 第

三个企业 2 亿元; 第四个企业 3 亿元; 第五个企业 2 亿元.

由于第三个方案的最大经济效益值为 205 亿元, 比第一、二个方案都要高, 故专家们建

议市工业局领导按第三个方案分配 8 亿元给企业投资.

习  题

4. 1 某厂从国外引进一台设备 , 由工厂 A 至 G 港口有多条通路可供选择 , 其路线及费用如图 4. 3 所

示 . 现要确定一条从 A 到 G 的使总运费最小的路线 . 请将该问题描述成一个动态规划问题 , 然后求其最

优解 .

4. 2 某科学实验室可以用 3 套不同的仪器( A, B, C) 中任一套去完成 . 每做完一次实验后 , 如果下次

实验仍使用原仪器就必须对仪器进行整修 , 中间要耽搁一段时间; 如果下次使用另一套仪器 , 则卸旧装新

也要耽搁一段时间 . 耽搁时间 tij 如表 4. 26 所示 .
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图 4. 3

表 4. 26

本次用仪器i

下次用仪器j  
1 �2 �3 �

1 F( A) 10 �9 �14 �

2 H( B) 9 �12 �10 �

3 J( C) 6 �5 �8 �

假定一次实验的时间大于任一 tij , 因而某套仪器换下后隔一次再用时 , 不再另有耽搁 . 现在要做 4 次

实验 , 首次实验指定用仪器 A, 其余各次实验可用任一套仪器 . 问应如何安排使用仪器的顺序 , 才能使总的

耽搁时间最短?

4. 3 某公司准备经销某种货物 , 货物入库后才能销售, 仓库容量为 900 件 . 公司每月月初订购货物 ,

月底才到货 . 每月的销售量由公司自己确定( 销售月初库存货物) . 现在一至四月各月的单位货物的购货成

本及销售价格如表 4. 27 所示 . 又知一月初存货 200 件 , 问如何安排每月的货物购进量与销售量 , 使四个月

的利润最大 .

表 4. 27

月 份 购货成本 销售价格

1 �40 �45 �

2 �38 �42 �

3 �40 �40 �

4 �42 �44 �

4. 4 某工厂有 100 台机器 , 拟分四期使用 , 在每一期都有两种生产任务 . 据经验 , 若把 x 1 台机器投入

第一种生产任务 , 则在本期结束时将有 1/ 3 x1 台机器损坏报废 . 剩下的机器全部投入第二种生产任务 , 则

有 1/ 10 的机器在期末损坏报废 . 如果干第一种生产任务时每台机器可获利润 10, 干第二种任务时每台机

器可获利润 7, 问应怎样分配使用机器以使四期的总利润最大 (期末剩下的完好机器数量不限) ?

4. 5 某公司拟将 3 千万元资金用于改造扩建所属的 3 个工厂. 每个工厂的利润增长额与所分配到的

投资额有关 . 各工厂在获得不同的投资额时所能增加的利润如表 4. 28 所示( 单位: 百万元 ) . 问应如何分

配这些资金 , 使公司总的利润增长额最大?

表 4. 28

投 资
工 厂  

0 �10 �20 �30 �

1 i0 �2 �. 5 4 �10 �

2 i0 �3 �5 �8 �. 5

3 i0 �2 �6 �9 �
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  4. 6 求下列数学规划的解:

max Z = ( 4x 1 + 7x2 + 8x 3)

2x 1 + 3x2 + 4x 3 ≤ 8

x j ≥ 0 且为整数 , j = 1, 2, 3 .

  4. 7 设某工厂调查了解市场情况 , 估计在今后四个时期市场对产品的需求量如表 4. 29 所示 .

表 4. 29

时 期 1 g2 O3 74 �

需求量 2 g3 O2 74 �

假定不论在任何时期 , 生产每批产品的固定成本费为 3( 千元) , 若不生产 , 则为零 . 每单位生产成本费

为 1(千元) . 同时任何一个时期生产能力所允许的最大生产批量为不超过 6 个单位 . 又设每时期的每个单

位产品库存费为 0. 5(千元) , 同时规定在第一期期初及第四期期末均无产品库存 . 试问 , 该厂如何安排各个

时期的生产与库存 , 使所花的总成本费用最低?

4. 8 某单位在 5 年内需使用一台机器 , 该种机器的年收入、年运行费及每年年初一次性更新重置的

费用随机器的役龄变化如表 4. 30 所示 . 该单位现有一台役龄为 1 年的旧机器 , 试制订最优更新计划 , 以使

5 年内的总利润最大(不计 5 年期末时机器的残值) .

表 4. 30

机 龄 0 �1 �2 �3  4 N5 |

年 收 入 20 �19 �18 �16 714 e10 �

年运行费 4 �4 �6 �6  9 N10 �

更 新 费 25 �27 �30 �32 735 e36 �
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第 5 章  对策论模型

5. 1 引  言

  对策论又称博奕论, 是研究具有竞争或斗争性质现象的数学理论和方法. 它既是现代数

学的分支, 也是运筹学中的一个重要分支.

在现实生活中人们经常会遇到具有竞争或斗争性质的现象, 小至下棋、打扑克、体育竞

赛, 大至经济活动中同一市场的竞争、国际上政府间的外交谈判、军事斗争中的双方力量的

对垒、人类与大自然之间的斗争等. 参加这类竞争或斗争的各方都想选出一个对自己最为有

利的策略来对付竞争的对手, 从而使自己在竞争或斗争中取得最好的结果. 因此, 双方都很

关心对方在对策中所采取的策略, 力争知己知彼, 然后采取扬长避短、克敌制胜的策略.

由于对策论处理问题的方法具有明显的特色, 因此, 在近一、二十年发展尤为迅速. 对策

论的思想与方法广泛应用于人们的经济、政治、军事、国际关系、公共选择等活动乃至于一般

的日常生活之中. 1994 年诺贝尔经济学奖授给三位博奕论专家: 纳什 ( Nash ) , 塞尔腾

( Selten) 和豪尔沙尼( Harsanyi) , 不仅是因为他们在非合作博奕理论方面作出了突出的贡

献, 而且还因为经济学和对策论的研究模式都是强调个人理性, 在给定的约束条件下追求效

用最大化. 同时, 对策论在经济学中的应用也是最广泛和最成功的.

我国古代“齐王赛马”就是对策论研究的一个典型例子: 有一天齐王要他的大臣田忌和

他赛马. 双方约定, 从各自的上、中、下三个等级的马中各选一匹参赛; 每匹马轮流参赛, 均只

赛一次, 输者付给胜者一千两黄金. 已知在同等级马中, 齐王的马均强于田忌的马, 但如果田

忌的马比齐王的马高一等级, 田忌则可取胜. 当时, 田忌的谋士给他出个主意: 让田忌用下马

对齐王的上马, 上马对齐王的中马, 中马对齐王的下马. 比赛结果, 田忌反得一千两黄金. 此

例说明, 在对策现象中, 参加竞争者如何采取策略是问题的关键.

任何对策现象都包括三个基本要素:

1. 局中人

局中人指有权决定自己行动方案的对策参加者. 如“齐王赛马”的例子中, 局中人有两

个: 齐王和田忌. 一般要求一个对策中至少要有两个局中人. 局中人可以是人, 也可以是集

团. 在人类与大自然的斗争中, 可以把大自然看作一局中人. 同时, 我们假定各局中人都是聪

明的、有理智的.

2. 策略集

策略集指局中人预先作出对付其他局中人的完整的行动方案. 如“齐王赛马”中, 田忌先

出下马, 再出上马, 最后出中马简记为(下, 上, 中) , 就是田忌的一个纯策略( 简称策略) . 每个

局中人拥有策略的个数, 可以相等, 也可不等, 可以是有限个, 也可以是无限个. 其策略的全

体, 称为策略集.“齐王赛马”中, 齐王和田忌各自的策略集中均有 6 个策略. 各局中人在自己

的策略集中, 选取一个策略进行对策, 所组成的策略组称为局势. 如“齐王赛马”中, 齐王采用

策略(上, 中, 下) , 田忌采用策略( 下, 上, 中)就组成了双方比赛的一个局势.
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3. 赢得函数

一局对策的结果, 可能是胜或败、排名的前或后、物质收支的多或少等, 这些统称为得

失. 一局对策的得失, 实际上与全体局中人所选定的一组策略有关. 换句话说, 局中人的得失

是局势的函数, 通常称为赢得函数( 亦称支付函数) .

对策分为静态对策和动态对策两大类. 静态对策又分结盟与不结盟两种. 不结盟对策按

局中人数分, 有两人对策和多人对策; 以结局分, 有零和对策与非零和对策; 以策略分, 有纯

策略对策、混合策略对策、有限策略对策以及无限策略对策; 就赢得函数的结构分, 可有矩阵

对策和非矩阵对策.

本章主要介绍两人有限零和对策, 其次简介两人有限非零和对策. 两人有限零和对策是

最基本、最简单的一类对策, 在理论和方法上比较成熟. 同时, 它又是研究其他类型对策模型

的基础.

5. 2 两人有限零和对策

5. 2. 1 两人有限零和对策的数学模型

  两人有限零和对策, 是指局中人仅有两个, 且各自只有有限个策略可供选择. 同时, 在任

一局势下, 两个局中人的赢得之和总为零, 即一局中人的所得等于另一局中人的所失. 由于

赢得函数可用一个矩阵表示, 因而两人有限零和对策亦称矩阵对策.

“齐王赛马”就是两人有限零和对策. 局中人齐王的赢得如表 5. 1 所示.

表 5. 1

田
忌
策
略

齐 王 赢
得

齐 王 策 略   

︵
上
中
下
︶

︵
上
下
中
︶

︵
中
上
下
︶

︵
中
下
上
︶

︵
下
上
中
︶

︵
下
中
上
︶

(上中下) 3 91 81 71 6- 1 {1 {

(上下中) 1 93 81 71 61 {- 1 {

(中上下) 1 9- 1 83 71 61 {1 {

(中下上) - 1 91 81 73 61 {1 {

(下上中) 1 91 81 7- 1 63 {1 {

(下中上) 1 91 8- 1 71 61 {3 {

其中

A=

3 1 1 1 - 1 1

1 3 1 1 1 - 1

1 - 1 3 1 1 1

- 1 1 1 3 1 1

1 1 1 - 1 3 1

1 1 - 1 1 1 3

就是齐王的赢得矩阵. 容易理解, 田忌的赢得矩阵就是- A.

一般地, 用Ⅰ、Ⅱ分别表示两个局中人, 并设局中人Ⅰ有 m 个纯策略 α1 , α2 , ⋯, αm , 局中
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人Ⅱ有 n 个纯策略 β1 , β2 , ⋯, βn , 分别构成各自的策略集: m

SⅠ = {α1 , α2 , ⋯, αm } ,

SⅡ = {β1 , β2 , ⋯, βn} .

当局中人Ⅰ, Ⅱ分别采用纯策略 αi 和 βj 时, 就形成一局势 (αi, βj ) , 设局中人Ⅰ的赢得为

a ij ( i= 1, 2, ⋯, m; j = 1, 2, ⋯, n) , 局中人Ⅰ的赢得矩阵是

A = ( Aij ) m× n =

a 1 1 a 12 ⋯ a 1n

a 2 1 a 22 ⋯ a 2n

┆ ┆  ┆

am 1 a m2 ⋯ a mn

局中人Ⅱ的赢得矩阵就是- A.

通常将两人有限零和对策的数学模型记为

Γ= {Ⅰ, Ⅱ; SⅠ , SⅡ ; A} 或 Γ= {SⅠ , SⅡ ; A} .

  例 1 今有甲、乙两厂生产同一种产品, 它们都想通过内部改革挖潜, 获得更多的市场

份额. 已知两厂分别都有三个策略措施, 据预测, 当双方采取不同的策略措施后两厂的市场

占有份额变动情况如表 5. 2 所示.

表 5. 2

乙
厂

策
略

份 额 变 动 ( % )

甲厂产品市场

甲厂策略   

β1 �β2 �β3 �

α1 �10 �- 1 �3 �

α2 �12 �10 �- 5 �

α3 �6 �8 �5 �

  这也是两人有限零和对策, 数学模型为 Γ= {S甲 , S乙 ; A }, 其中 S甲 = {α1 , α2 , α3 }, S 乙 =

{β1 , β2 , β3 }分别表示甲、乙两厂的策略集,

A=

10 - 1 3

12 10 - 5

6 8 5

,

表示甲厂的赢得矩阵.

当 S甲、S 乙 和 A 确定后, 局中人甲、乙应如何“理智地”选取对自己最为有利的策略, 以谋

取最大的赢得(或最少损失) , 须认真地分析.

5.2.2 在纯策略下有解对策的解法

下面通过继续对例 1 的分析, 说明在纯策略下有解的对策的求解方法及有解的条件.

由赢得矩阵 A 可以分析, 局中人甲厂的最大赢得是 12, 为了得到 12, 甲厂须采用纯策略

α2 , 但局中人乙厂估计到这种心理, 就会采用纯策略 β3 , 使得甲厂不仅得不到 12, 反而付出

5. 局中人乙厂为得到最大收入 5(即局中人甲厂的最小赢得- 5) , 须采用纯策略 β3 , 同样局

中人甲厂也会分析到乙厂的这种心理而采用纯策略 α3 , 使乙厂不仅得不到 5, 反而要付出 5.

由于对策双方都不知道对方将采用的纯策略, 因此, 各局中人在不冒风险的前提下, 必须考
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虑对方会设法使自己得到最少的赢得.

于是, 从甲厂的角度考虑. 对于分别采用 α1 , α2 , α3 三个纯策略的最小赢得( 即最坏结果)

是

min( 10, - 1, 3) = - 1 ,

min( 12, 10, - 5) = - 5 ,

min( 6, 8, 5) = 5 .

比较这三个纯策略, 为使这些最小赢得达到最大, 甲厂会选择 α3 . 因为

max{min ( 10, - 1, 3) , min( 12, 10, - 5) , min( 6, 8, 5) }= 5 .

这就是说, 甲厂在不冒风险的前提下, 选择策略 α3 , 可至少赢得增加市场占有份额的 5% .

从乙厂的角度考虑. 对于分别采用 β1 , β2 , β3 三个纯策略的最大损失是: �

max ( 10, 12, 6) = 12 ,

max ( - 1, 10, 8) = 10 ,

max ( 3, - 5, 5) = 5 .

比较三个纯策略, 为使最大损失达到最小, 乙厂会选择 β3 . 因为

min{max ( 10, 12, 6) , max ( - 1, 10, 8) , max( 3, - 5, 5) }= 5 .

也就是说, 乙厂在不冒风险的前提下, 选择策略 β3 , 至多减少市场占有份额的 5% .

以上竞争双方都根据使自己的损失达到最小的原则来选择策略, 立足于不利的情况下

争取最好的结果, 这就是所谓的最大最小原则.

根据最大最小原则求出双方的策略 α3 和 β3 对各自来说都是最稳妥的. 为此称 α3 和 β3

分别为甲厂和乙厂的最优纯策略; 称 (α3 , β3 ) 为该对策的最优纯局势; 称在最优纯局势下甲

厂所增加的市场占有份额 5% 为对策的值. 容易看出, 任何一方在此时想改变其策略, 都将

使自己的损失比 5% 大.

一般地说, 对于对策 Γ= {SⅠ , S Ⅱ ; A}, 其中 S 1 = {α1 , α2 , ⋯, αm }, S 2 = {β1 , β2 , ⋯, βn }, A=

( a ij ) m× n . 如果等式

max
i

min
j

a ij = min
j

max
i

aij = a i* j * ( 5.1)

成立, 则称此公共值为对策 Γ的值, 记为 VΓ= a i* j * . 称使( 5.1) 式成立的纯局势( αi* , βj * ) 为

对策 Γ在纯策略下的解(或均衡局势) , αi* 和 βj * 分别称为局中人Ⅰ和Ⅱ的最优纯策略.

根据( 5.1)式, 对例 1 的求解过程可简单地表述如下:

A =

10 ○- 1 3

12 10 ○- 5

6 8 ⑤

其步骤是:

第一步, 确定 A 各行中的最小值, 并在该数字上加圈;

第二步, 确定 A 各列中的最大值, 并在该数字上加框;

第三步, 若 A 中的某元素同时被圈和框住, 则该元素即为对策的值, 该元素所在的行和

列相应的策略则分别为局中人Ⅰ和Ⅱ的最优纯策略.
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因此, 例 1 的解为( αi* , βj
* ) = ( α3 , β3 ) , 对策的值为 VΓ= 5% , α3 和 β3 分别是局中人甲厂

和乙厂的最优纯策略.

不难看出, 在纯策略下有解的矩阵对策, 值 ai* j * 既是所在行的最小值, 又是所在列的最

大值, 称其为鞍点. 所以, 这类矩阵对策亦称为有鞍点的对策, 这个事实可推广到一般, 有如

下定理:

定理 1 在纯策略下矩阵对策 Γ= {SⅠ , S Ⅱ ; A}有解的充要条件是: 存在纯局势 ( αi
* ,

βj
* ) 使得对于一切 i= 1, 2, ⋯, m, j = 1, 2, ⋯, n, 均有

a ij * ≤ a i* j * ≤ ai* j . ( 5.2)

  例 2 设矩阵对策 Γ= {S Ⅰ , SⅡ ; A}, 其中 SⅠ = {α1 , α2 , α3 , α4 }, SⅡ = {β1 , β2 , β3 , β4 }, 赢得

矩阵

A =

6 4 5 4

5 4 6 4

0 2 7 3

8 3 2 - 1

.

求对策的解和值.

解

A =

6 ④ 5 ④

5 ④ 6 ④

� 2 7 3

8 3 2 ○- 1

对策的值为 VΓ= 4 .

对策的解为(α1 , β2 ) , (α1 , β4 ) , ( α2 , β2 ) 和(α2 , β4 ) .

此例说明, 矩阵对策的解可以不唯一. 当解不唯一时, 解之间的关系具有以下性质:

( 1) 无差别性. 即若(αi1 , βj 1 )和( αi2 , βj 2 )是对策 Γ的两个解, 则

a i
1
*

j
1
* = ai

2
*

j
2
* .

( 2) 可交换性. 即若(αi1 , βj 1 ) 和( αi2 , βj 2 )是对策 Γ的两个解, 则 (αi1 , βj 2 ) 和( αi2 , βj 1 ) 也是

对策 Γ的两个解.

5.2.3 具有混合策略的对策

上面讨论的是在纯策略下有解的对策, 即有鞍点的对策. 但一般情况下, 等式

max
i

min
j

a ij = min
j

max
i

a ij

未必成立. 例如“齐王赛马”对策就不存在纯策略下的解, 因此, 必须把解的意义扩充. 先看一

个例子.

例 3 设一对策的赢得矩阵为

A =
9 7

2 8
,
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  由于 max
i

min
j

a ij = 7≠min
j

max
i

aij = 8 .

所以, 该对策在纯策略下无解. 此时, 双方用最大最小原则选取各自的纯策略都不会是稳妥

的. 当局中人Ⅰ选取纯策略 α1 , 企图赢得 9 时, 局中人Ⅱ就会选取纯策略 β2 , 使局中人Ⅰ赢

得为 7, 比局中人Ⅱ预期输掉的要少; 局中人Ⅰ考虑到这点就会选用纯策略 α2 , 使之能赢得

8, 局中人Ⅱ想到局中人Ⅰ可能改变策略, 就会选用纯策略 β1 来对付, 使局中人Ⅰ只能赢得

2; 为对付局中人Ⅱ的新策略 β1 , 他又得使用 α1 , ⋯如此下去. 这样, 对策的双方都无法稳定

在某一纯策略上, 必须考虑随机地选取自己的各个策略, 使对方无法琢磨到自己选用的纯策

略. 为此, 我们引入混合策略概念.

设局中人Ⅰ选用纯策略 α1 和 α2 的概率分别为 x 1 和 x2 , 且 x 1≥0, x 2 ≥0, x 1 + x 2 = 1; 局

中人Ⅱ选用纯策略 β1 和 β2 的概率分别为 y 1 和 y 2 , 且 y1 ≥0, y2≥0, y1 + y 2 = 1. 此时二维向

量 ( x 1 , x 2 ) 和( y 1 , y2 ) 分别表示两局中人进行对策时的一套策略( 即混合策略) , 当 x 1 , x 2 , y1 ,

y 2 的值求出, 局中人Ⅰ赢得的数学期望可由下式确定:

E ( X, Y) = ∑
2

i= 1
∑

2

j = 1

a ij x iy j .

  一般地, 设给定 Γ= {SⅠ , S Ⅱ ; A}, 令

X = ( x 1 , x 2 , ⋯, x m ) , Y = ( y1 , y 2 , ⋯, y n ) .

S *
Ⅰ = X©¦x i ≥ 0;∑

m

i= 1

x i = 1 .

S
*
Ⅱ = Y©¦y j ≥ 0;∑

n

j = 1

y j = 1 .

  对任意 X∈S
*
1 , Y∈S

*
2 分别称为局中人Ⅰ和Ⅱ的混合策略, 简称策略.

X , Y 是由对策双方独立决定的, 因此, 纯局势( αi, βj ) 以概率 xiy j 出现, 于是局中人Ⅰ在

混合策略下赢得的数学期望为

E ( X, Y) = ∑
m

i= 1
∑

n

j = 1

aij x iy j = XAYT .

其中( X, Y) 称为混合局势.

经推广后, 称 Γ
*

= {S
*
1 , S

*
2 ; E }为原对策 Γ的混合扩充.

类似于纯策略下的情况, 若

max
X ∈ S *

Ⅰ

min
Y∈ S *

Ⅱ

E( X, Y) = min
Y∈ S *

Ⅱ

max
X∈ S *

Ⅰ

E ( X, Y) = E ( X
*

, Y
*

)

成立, 称 E ( X
*

, Y
*

) 为对策 Γ的值. 称 ( X
*

, Y
*

) 为对策 Γ在混合策略下的解 ( 简称为解 ) .

X
* 和 Y

* 分别称为局中人Ⅰ和Ⅱ的最优混合策略( 简称为最优策略) .

混合策略 X 表明局中人Ⅰ以概率 x i 选用纯策略 αi, Y表明局中人Ⅱ以概率 y j 选用纯策

略 βj . 容易理解, 在纯策略下的解(α
*
j , β

*
j ) , 可看作 X 中 xi= 1, 其他分量为零, Y 中 y j = 1, 其

他分量为零的混合策略下的特例.

下面仍以例 3 为例, 说明以上概念.

设 �X = ( x , 1- x ) ,   Y= ( y , 1- y) ,

则 E ( X, Y) �= XAY
T

= ( x , 1- x )
9 7

2 8

y

1- y
= 8xy- x - 6y + 8 .
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用微分求极值的方法, 令 �

�E
�x

= 8y - 1= 0,   得 y=
1
8

,

�E
�y

= 8x - 6= 0,   得 x =
3
4

.

即 x
* =

3
4

,
1
4

, y
* =

1
8

,
7
8

. 由于

E ( X* , Y) = 8 ¡¤
3
4

¡¤y -
3
4

- 6y + 8 = 7
1
4

,

E ( X, Y* ) = 8 ¡¤x ¡¤
1
8

- x - 6 ¡¤
1
8

+ 8 = 7
1
4

,

E ( X
*

, Y
*

) = 8 ¡¤
3
4

¡¤
1
8

-
3
4

- 6 ¡¤
1
8

+ 8 = 7
1
4

.

这个结果告诉我们, 局中人Ⅰ采用 x
* =

3
4

,
1
4

的混合策略, 或局中人Ⅱ采用 y
* =

1
8

,
7
8

的混合策略时, 局中人Ⅰ的赢得期望至少是 7
1
4

, 且当他们不采用上述策略时, 均

将会受到不应有的损失. 因此, X
*

=
3
4

,
1
4

和 Y
*

=
1
8

,
7
8

分别是局中人Ⅰ和局中人Ⅱ

的最优混合策略, 对策的值 VΓ= 7
1
4

.

局中人Ⅰ的期望赢得 7
1
4

, 并不是说他每采取一纯策略就能得到此数, 而是在概率意义

下, 经过相当次数的竞争之后所得的平均值.

在解的概念经过推广后, 我们给出以下定理:

定理 2 (对策基本定理) 在混合扩充中, 任何矩阵对策都有解.

定理 3 设 X
* ∈S

*
Ⅰ , Y

* ∈S
*
Ⅱ , 则( X

* , Y
* )作为对策的解的充要条件是

E ( X, Y* ) ≤ E ( X* , Y* ) ≤ E( X* , Y) . ( 5.3)

定理 3 的直观意义是, 无论局中人Ⅰ或Ⅱ, 谁不采用最优策略, 谁就有可能受到不应有的损

失. 事实上, 局中人Ⅰ希望自己期望赢得 E ( X , Y) 越大越好, 而局中人Ⅱ则希望自己的期望

付出 E ( X, Y) 越小越好. 如果局中人Ⅰ不采用最优策略 X
* , 而采用其他策略 X , 则只要局中

人Ⅱ坚持采用最优策略 Y
* , 就会有 E ( X , Y

* ) , 即局中人Ⅰ的期望赢得不会超过他采用最优

策略时的期望值. 同样, 如果局中人Ⅱ不采用最优策略 Y
* , 而采用其他策略 Y, 则他的期望

付出可能会更多. 如果一个策略( X
*

, Y
*

) 同时具有以上性质, 则它就是对策的解.

例 4 设一矩阵对策的赢得矩阵为

A =

9 8 7

2 6 8

4 5 6

.

可以验证

X
*

=
3
4

,
1
4

, 0 , Y
*

=
1
8

, 0,
7
8

,

分别是局中人Ⅰ和Ⅱ的最优策略.
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VΓ = X
*

AY
* T

=
3
4

,
1
4

, 0

9 8 7

2 6 8

4 5 6

1
8

0

7
8

= 7
1
4

.

  现设局中人Ⅰ不采用最优策略 X
*

, 而用混合策略 X=
1
3

,
1
3

,
1
3

, 则只要局中人Ⅱ用

最优策略 Y
*

, 就有

E ( X, Y* ) =
1
3

,
1
3

,
1
3

9 8 7

2 6 8

4 5 6

1
8

0

7
8

= 6
3
4

< VΓ.

  可见局中人Ⅰ不采用最优策略 X
*

, 有可能受到损失. 同样, 可以验证, 局中人Ⅱ若不采

用 Y
*

, 也将可能受到损失.

定理 4 设 X
* ∈S

*
Ⅰ , Y

* ∈S
*
Ⅱ , 则( X

* , Y
* )作为对策的解的充要条件是

E (αi, Y
*

) ≤ E ( X
*

, Y
*

) ≤ E( X
*

, βj ) ( 5.4)

  对于一切的 i, j ( i= 1, 2, ⋯, m; j = 1, 2, ⋯, n)均成立.

证 ( 5.4) 式是( 5.3) 式的特殊情况. 因此, 要证明定理成立, 只须证明( 5.4)式与( 5.3)

式等价.

假定( 5.3) 式成立, 由于纯策略是混合策略的特例, 所以, ( 5.4) 式也应成立. 事实上

( 5.4) 式中的 αi 是局中人Ⅰ的纯策略, 它可看作一个特殊的混合策略, 即 xi= 1, 其他 x j = 0

( j ≠i) 的混合策略. 同样, βj 是局中人Ⅱ的纯策略, 也是特殊的混合策略, 因此, ( 5.4) 式成

立.

反之, 假定( 5.4) 式成立, 并设 ei 为 m 维单位向量, 即其中第 i个分量为 1, 其余分量为

零, 则

E (αi, Y
*

) = eiAY
*

,   X = ∑
m

i= 1

x ie
T
i .

因 E ( X, Y* ) = XAY*
T

       

= ∑
m

i= 1

x ieT
i AY*

T

= ∑
m

i= 1

( eiAY
* T

) x i

= ∑
m

i= 1

E (αi, Y* ) x i,

  又因 x i≥0, 由( 5.4) 式有

x iE ( αi, y
*

) ≤ E( x
*

, y
*

) x i,

所以
E( X, Y

*
) = ∑

m

i= 1

x iE ( αi, Y
*

)        

≤ ∑
m

i= 1

E ( X* , Y* ) x i
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= E ( X* , Y* )∑
m

i= 1

x i

= E ( X
*

, Y
*

)   ∑
m

i= 1

x i = 1

同理, 由( 5.4) 式可得  E ( X
* , Y)≥E ( X

* , Y
* )

综上所述, 有  E ( X, Y
* ) ≤E( X

* , Y
* ) ≤E ( X

* , Y) . □

为应用方便, 我们给出定理 4 的等价形式:

定理 5 设 X
*
∈S

*
Ⅰ , Y

*
∈S

*
Ⅱ , 则 ( X

*
, Y

*
) 为对策的解的充要条件是: 存在数 v, 使得

X
* 和 Y

* 分别是不等式组

( 1°)

∑
m

i= 1

aij x i ≥ v ( j = 1, 2, ⋯, n)

∑
m

i= 1

xi = 1

x i ≥ 0 ( i= 1, 2, ⋯, m)

( 5.5)

和不等式组

 ( 2°)

∑
n

j = 1

a ij y i ≤ v ( i= 1, 2, ⋯, m)

∑
n

j = 1

yi = 1

yi ≥ 0 ( j = 1, 2, ⋯, n)

( 5.6)

的解, 且 v= VΓ.

定理 5 告诉我们, 为求出矩阵对策中两局中人的最优策略 X
*
和 Y

*
, 可同时求解上述不

等式组( 5.5)和( 5.6) .

例 5 仍以“齐王赛马”为例. 齐王的赢得矩阵

A =

3 1 1 1 1 - 1

1 3 1 1 - 1 1

1 - 1 3 1 1 1

- 1 1 1 3 1 1

1 1 - 1 1 3 1

1 1 1 - 1 1 3

.

  解 由定理 5 可知, 有下列两组不等式组:

( 1°)

3x 1 + x 2 + x 3 - x 4 + x 5 + x 6 ≥ v

x 1 + 3x 2 - x 3 + x 4 + x 5 + x 6 ≥ v

x 1 + x 2 + 3x 3 + x 4 - x 5 + x 6 ≥ v

x 1 + x 2 + x3 + 3x 4 + x 5 - x 6 ≥ v

x 1 - x 2 + x3 + x 4 + 3x 5 + x 6 ≥ v

- x 1 + x 2 + x 3 + x 4 + x 5 + 3x 6 ≥ v

x 1 + x 2 + x3 + x 4 + x 5 + x 6 = 1

x i ≥ 0  ( i= 1, 2, ⋯, 6) .

 ( 2°)

3y 1 + y 2 + y3 - y4 + y 5 + y6 ≥ v

y1 + 3y 2 - y3 + y4 + y 5 + y6 ≤ v

y1 + y2 + 3y3 + y4 - y 5 + y6 ≤ v

y1 + y2 + y 3 + 3y4 + y 5 - y6 ≤ v

y1 - y2 + y 3 + y 4 + 3y 5 + y6 ≤ v

- y1 + y 2 + y 3 + y4 + y 5 + 3y6 ≤ v

y1 + y2 + y 3 + y 4 + y5 + y 6 = 1

yi ≥ 0 ( j = 1, 2, ⋯, 6) .
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  注意到矩阵 A 的特点, 即各行之和与各列之和均为 6, 可以认为每个局中人选取各自的

每个纯策略均有等可能性. 因此, 可以考虑将( 1°)和( 2°)都完全取等式并分别相加得: \

6( x 1 + x 2 + x 3 + x 4 + x5 + x 6 ) = 6v .

6( y 1 + y 2 + y3 + y4 + y5 + y 6 ) = 6v

因∑
6

i= 1

x i = 1, ∑
6

j = 1

y j = 1, 所以, v = 1 .

又因矩阵 A 的特殊性, 各个局中人的每个纯策略被选取的机会相等, 所以, 齐王和田忌

的最优策略分别为: �

X* =
1
6

,
1
6

,
1
6

,
1
6

,
1
6

,
1
6

,

Y
*

=
1
6

,
1
6

,
1
6

,
1
6

,
1
6

,
1
6

,

VΓ = 1 .

  “齐王赛马”对策的求解, 是根据定理 5 和齐王的赢得矩阵的特殊性所决定, 即把定理 5

中的两个不等式组转化为两个方程组进行求解. 但对于其他的矩阵对策更为一般的解法是

线性规划法、图解法和迭代法.

5.3 两人有限零和对策的一般解法

前已述及, 对于有鞍点的矩阵对策, 可用最大最小原则进行求解. 对于无鞍点的矩阵对

策, 可在混合扩充后, 分别用下面介绍的方法, 求出其最优混合策略或近似最优混合策略.

5.3.1 线性规划法

由定理 5 和任一矩阵对策 Γ= {S Ⅰ , SⅡ ; A}的解, X
*

= ( x
*
1 , x

*
2 , ⋯, x

*
m ) 和 Y

*
= ( y

*
1 ,

y
*
2 , ⋯, y

*
n )应是下述两组不等式的解:

( 1°)

∑
m

i= 1

aij x i ≥ v ( j = 1, 2, ⋯, n)

∑
m

i= 1

x i = 1

x i ≥ 0  ( i= 1, 2, ⋯, m) .

    ( 2°)

∑
n

j = 1

aij y j ≤ v ( i= 1, 2, ⋯, m)

∑
m

j = 1

yi = 1

y i ≥ 0  ( j = 1, 2, ⋯, n) .

其中 v = VΓ = max
x
i
∈ S *

Ⅰ

min
1≤ j ≤n

∑
m

i= 1

a ij x i = min
y

j
∈ S *

Ⅱ

max
1 ≤i≤m

∑
n

j = 1

a ij y j .

为此, 作如下变换( 不妨设 v> 0) :

x i′=
xi

v
( i= 1, 2, ⋯, m) 和 y j′=

y j

v
( j = 1, 2, ⋯, n) , 于是不等式组( 1°) 和( 2°) 等价于互为

对偶线性规划问题:

·921·



( P )  

min Z = ∑
m

i= 1

x i′

∑
m

i= 1

a ij x i′≥ 1  ( j = 1, 2, ⋯, n)

xi′≥ 0  ( i= 1, 2, ⋯, m)

和 ( D )  

max W = ∑
n

j = 1

y i′

∑
m

j = 1

a ij yi′≤ 1  ( i= 1, 2, ⋯, m)

yi′≥ 0  ( j = 1, 2, ⋯, n)  .

其中 min Z = ∑
m

i= 1

x i′, 即为局中人Ⅰ的期望赢得值 v=
1
Z
达到最大, max W = ∑

n

j = 1

y j′, 即为

局中人Ⅱ的期望损失值 v=
1

W
达到最小. 因此, 可采用单纯形法求解问题( P ) 和( D ) 中的一

个, 而另一个的解即可从最终单纯形表中同时得到.

应当指出, 在未求解( P ) 和( D ) 之前, VΓ 的正负是未知的. 当对策的值 VΓ= v≠0 时, 可

能 v> 0 或 v< 0. 如果局中人Ⅰ的赢得矩阵 A= ( a ij ) 中所有元素均为正值, 则必有 v> 0, 此

时建立的线性规划模型( P ) 和( D ) 可以求解, 且其解 X′= ( x 1′, x 2′, ⋯, xm′) 和 Y′= ( y 1′, y 2′,

⋯, yn′)均为非负. 但当 A 中的某些 a ij为负值时, 则有出现 v≤0 的可能. 由此而得出的 x i′和

y j′可能有负值或无意义, 这与单纯形法要求模型 ( P ) 和( D ) 中的变量非负要求相矛盾. 为

此, 当 A 中含有负元素时, 可根据下述的定理 6 进行处理.

定理 6 设对策 Γ= {SⅠ , SⅡ ; A}和对策 Γ′= {SⅠ , SⅡ ; A′}, 其中 A= ( a ij ) m× n , A′= ( a ij +

k) m× n , k 为任一常数, 则 Γ和 Γ′的解相同, 且 VΓ= VΓ′- k.

由定理 6, 对含有负元素的 A 重新构造一个新的赢得矩阵

A′= ( aij′) m× n = ( a ij + k) m× n .

其中 k= - min{a ij }. 对于重新构造的 A′就可放心地建立线性规划模型进行求解. 此时, 对策

双方的最优策略不会改变, 但求出的对策值 v′会比以 A 为赢得矩阵的对策值 v 增大了 k, 因

此, v= v′- k.

用线性规划法求解矩阵对策的具体步骤如下:

设 Γ= {SⅠ , SⅡ ; A}, 其中 A= ( aij ) m× n , 无鞍点.

第一步, 选择适当的常数 k, 使 A′= ( aij′) = ( a ij + k) 的各元素均为非负;

第二步, 对 A′建立相应的线性规划模型( P ) 和( D ) , 用单纯形法求解( D ) , 分别得最优解

X′= ( x 1′, x 2′, ⋯, xm′) 和 Y′= ( y1′, y 2′, ⋯, yn′) ;

第三步, 由 W = ∑
n

j = 1

y j′和 v′=
1

W
求出 v′, 再由 v= v′- k 和 X

*
= vX′, Y

*
= vY′求得对策

的值 VΓ= v 和局中人Ⅰ, Ⅱ的最优混合策略 X
* , Y

* .

例 6 利用线性规划法求解赢得矩阵为

A =

- 1 - 2 - 1

- 2 - 1 0

1 0 - 2
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的矩阵对策.

解 第一步取 k= - min{a ij }= 2, 使

A′= ( a ij + 2) =

1 0 1

0 1 2

3 2 0

  第二步, 建立相应的线性规划模型

( P )  

min Z = x 1′+ x 2′+ x 3′
x 1′ + 3x 3′≥ 1

 x 2′+ 2x 3′≥ 1

x 1′+ 2x 2′ ≥ 1

x i′≥ 0, ( i= 1, 2, 3) .

   ( D )  

max W = y1′+ y 2′+ y 3′
y1′ + y 3′ ≤ 1

 y 2′+ 2y3′≤ 1

3y 1′+ 2y 2′ ≤ 1

y j′≥ 0, ( j = 1, 2, 3) .

用单纯形法解( D ) , 相应的单纯形表如表 5. 3 所示.

表 5. 3

初
 
 
始
 
 
表
 
 
 
 
 
 
 
 

y B b� y1 �′ y2 h′ y3 9′ y 4 �′ y5 �′ y6 �′

y 4 �′ 1 �1 �0 f1 71 �0 �0 �

y 5 �′ 1 �0 �1 f2 70 �1 �0 �

y 6 �′ 1 �[ 3 �] 2 f0 70 �0 �1 �

W 0 �- 1 �- 1 �- 1 f0 �0 �0 �

y 4 �′ 2 �/ 3 0 �- 2 g/ 3 1 71 �0 �- 1 �/ 3

y 5 �′ 1 �0 �1 f[ 2 7] 0 �1 �0 �

y 1 �′ 1 �/ 3 1 �2 8/ 3 0 70 �0 �1 |/ 3

W 1 �/ 3 0 �- 1 g/ 3 - 1 f0 �0 �1 |/ 3

最
 
终
 
表

y 4 �′ 1 �/ 6 0 �- 7 g/ 6 0 71 �- 1 �/ 2 - 1 �/ 3

y 3 �′ 1 �/ 2 0 �1 8/ 2 1 70 �1 �/ 2 0 �

y 1 �′ 1 �/ 3 1 �2 8/ 3 0 70 �0 �1 |/ 3

W 5 �/ 6 0 �1 8/ 6 0 70 �1 �/ 2 1 |/ 3

由最终表知 Y′= ( y 1′, y 2′, y3′) =
1
3

, 0,
1
2

  W =
5
6
和 X′= x 1′, x 2′, x 3′= 0,

1
2

,
1
3

.

由 v′=
1

W
=

6
5

, 得 VΓ= v= v′- k=
6
5

- 2= -
4
5

,

X
* = v′x′= 0,

3
5

,
2
5

, Y
* = v′y′=

2
5

, 0,
3
5

.

以上方法是在 VΓ> 0 的假定条件下进行的, 当 A 中元素存在负值时, 第一步不可省去.

例如, 本例如果直接从第二步开始, 即解下面的线性规划问题:
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( D )  

maxW = y 1 + y2 + y3

- y 1 - 2y2 - y 3 ≤ 1

- 2y1 - y2  ≤ 1

 y1  - 2y3 ≤ 1

y j ≥ 0, ( j = 1, 2, 3)

用单纯形法求解有相应的初始表(表 5. 4) :

表 5. 4

YB b� y1 �y2 �y3 �y4 �y5 �y6 �

y4 �1 �- 1 �- 2 �- 1 �1 �0 �0 �

y5 �1 �- 1 �- 1 � 0 �0 �1 �0 �

y6 �1 � 1 � 0 �- 2 �0 �0 �1 �

W 0 �- 1 �- 1 �- 1 �0 �0 �0 �

  其中 y 2′所在列的各元素均为非正, 因此, 该线性规划问题无解, 其对偶问题也无解, 此

时方法失效.

5.3.2 2× n 对策的解法

赢得矩阵形如

A=
a 11 a 12 ⋯ a 1n

a 21 a 22 ⋯ a 2n

的对策称为 2× n 对策.

1. 2× 2 对策的公式法

当局中人Ⅰ和Ⅱ双方都只有两个纯策略, 且在没有最优纯策略的情况下, 可以证明各局

中人的最优混合策略 x
*
1 , x

*
2 , y

*
1 和 y

*
2 均大于零. 由 A 建立的两个互为对偶的线性规划模

型( P ) 和( D )的等价形式:

( P ′)

min Z=
1
v

a 11 x 1 + a 2 1x 2≥v

a 12 x 1 + a 2 2x 2≥v

x 1 , x 3≥  .

  ( D′)

max W=
1
v

a 11 y1 + a 21 y2≤v

a 12 y1 + a 22 y2≤v

y1 , y 2≥0  .

当 x 1 , x 2 , y1 , y2 均不为零时, 由互补松弛性可知, ( P ′) 和 ( D′) 中的约束条件取严格等式. 注

意到 x 1 + x 2 = 1, y 1 + y2 = 1, ( P ′) 和( D′)中的约束条件可分别改写成

a1 1x 1 + a 21 x 2 = v

a1 2x 1 + a 22 x 2 = v

  x1 + x 2 = 1

  x1 , x 2≥0

 和 

a 11 y1 + a 21 y2 = v

a 12 y1 + a 22 y2 = v

  y1 + y2 = 1

  y1 , y 2≥0

显然, 上述两式有唯一解, 即最优解:
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x
*
1 =

a 22 - a 21

( a 11 + a2 2 ) - ( a 12 + a 21 )
,  x

*
2 =

a 11 - a 12

( a 11 + a 22 ) - ( a1 2 + a 21 )
,

y*
1 =

a2 2 - a 12

( a 11 + a 22 ) - ( a 1 2 + a 21 )
,  y *

2 =
a 11 - a 21

( a 11 + a 2 2 ) - ( a 12 + a 21 )
,

VΓ = v =
a 11 a 22 - a 12 a 21

( a 11 + a2 2 ) - ( a 12 + a 21 )
.

( 5.7)

  令 δ= ( a 11 + a 22 ) - ( a 12 + a2 1 ) , detA= a 11 a 22 - a 12 a2 1 , 则( 5.7) 式可写成:

x
*
1 =

a 22 - a 21

δ
, x

*
2 =

a 11 - a 12

δ
,

y
*
1 =

a 2 2 - a 12

δ
, y

*
2 =

a 11 - a 2 1

δ
,

VΓ =
det A
δ

.

( 5.8)

  由( 5.8)式, 2× 2 对策的公式法的步骤是:

第一步: 计算 δ. δ为 A 的主对角线元素之和减去次对角线元素之和.

第二步: 分别计算 x
*
1 , x

*
2 , y

*
1 , y

*
2 的值. 它们的分母均为 δ, x

*
1 , x

*
2 的分子分别是第二

行的主对角线元素减去同行的另一元素和第一行的主对角线元素减去同行的另一元素;

y
*
1 , y

*
2 的分子分别是第二列的主对角线元素减去同列的另一元素和第一列的主对角线元

素减去同列的另一元素.

第三步: 计算 VΓ 的值. 其分母为 δ, 分子为 detA, 即行列式©¦A©¦的值.

例 7 用公式法求解例 3, 其中

A=
9 7

2 8
.

解 δ= ( 9+ 8) - ( 2+ 7) = 8 , �

x
*
1 =

a 22 - a 21

δ
=

8- 2
8

=
3
4

,  x
*
2 =

a 1 1 - a 12

δ
=

9- 7
8

=
1
4

,

y
*
1 =

a 22 - a2 1

δ
=

8- 7
8

=
1
8

,  y
*
2 =

a1 1 - a 21

δ
=

9- 2
8

=
7
8

,

VΓ=
det A
δ

=
9× 8- 2× 7

8
=

58
8

= 7
1
4

.

这与例 3 的结果完全相同, 但求解却比用线性规划法简便的多.

例 8 求解矩阵对策 Γ= {S Ⅰ , S Ⅱ ; A}, 其中

( 1) A=
1 - 3

- 1 1
,   ( 2) A=

1 0

2 3
.

( 1) 解 由于 A 中主对角线上元素都大于次对角线上元素, 故对策无鞍点用公式法求

解. 因为

δ= ( 1 + 1) - ( - 1 - 3) = 6 ,

x
*
1 =

1 - ( - 1)
6

=
1
3

, x
*
2 =

1 - ( - 3)
6

=
2
3

,

y*
1 =

1 - ( - 3)
6

=
2
3

, y*
2 =

1 - ( - 1)
6

=
1
3

,
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VΓ=
1× 1 - ( - 1)× ( - 3)

6
= -

1
3

.

  所以 X
*

= ( x
*
1 , x

*
2 ) =

1
3

,
2
3

, Y
*

= ( y
*
1 , y

*
2 ) =

2
3

,
1
3

, VΓ=
1
3

.

( 2) 解 由于对策有鞍点, 所以不能用公式法进行. 利用( 5.1) 式求解,

1 �

② 3
.

即 α2 和 β1 分别为局中人Ⅰ和Ⅱ的最优纯策略, VΓ= 2, 对策的解为( α
*
2 , β

*
1 ) .

之所以此例不能用公式法进行求解, 是因为公式法建立在 X
*

> 0 和 Y
*

> 0 的前提下.

2. 2× n 对策的代数解法

对于 2× n 对策, 可考虑先将 2× n 对策转化为 C
2
n 个 2× 2 子对策, 再利用 2× 2 对策的

公式法或( 5.7)式, 分别求出各子对策的值, 最后从中求得原 2× n 对策的解.

例 9 已知赢得矩阵为

A=
1 7 13

9 0 - 2
.

试用代数方法求解此对策.

解 ( 1) 对应于 A 的对策有三个子对策, 其相应的赢得矩阵分别为

A1 =
1 7

9 0
,   A2 =

1 13

9 - 2
,   A3 =

7 13

0 - 2
 .

( 2) 分别求以 A1 A2 和 A3 为赢得矩阵相应子对策的值:

VA
1
=

1 7

9 0
( 1 + 0) - ( 9 + 7)

=
21
5

,

VA
2
=

1 13

9 - 2
( 1 - 2) - ( 9 + 13)

=
119
23

.

  相应于 A3 的子对策是有鞍点的对策, 且 VA
3
= 7 .

( 3) 取 VΓ= min{VA
1
, VA

2
, VA

3
}= min

21
5

,
119
23

, 7 =
21
5

.

( 4) 由 VΓ= VA
1
=

21
5

, 进一步求子对策 ΓA
1
的解: N

x
( 0)
1 =

3
5

,   x
( 0)
2 =

2
5

,

y
( 0)
1 =

7
15

,   y
( 0)
2 =

8
15

.

因为 A1 是由 A 的第 k= 1 和第 l= 2 列所构成, A 的第 3 列未在其中, 可视作 y
0
3 = 0, 故

原 2× 3 对策的解为:

X
*

= X
( 0 )

=
3
5

,
2
5

, Y
*

= Y
( 0)

=
7

15
,

8
15

, 0 ,

VΓ =
21
5

.
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  通过对例 10 的求解, 2× n 对策的代数解法其步骤可归纳如下:

第一步: 由 2× n 阶矩阵 A 分别写出 C
2
n 个 2× 2 阶子矩阵 Ai;

第二步: 分别求出各 Ai 相应子对策的值;

第三步: 取 VΓ= min{VA
1
, VA

2
, ⋯, VA

N
}= VA

k
, 1≤k≤N , 其中 N = C

2
n , Ak 是由 A 中的第

k 和第 l 列构成;

第四步: 求出 Ak 相应子对策 ΓA
k
的解 X

( 0)
, Y

( 0)
取 X

*
= X

( 0 )
, 同时对 Y

( 0)
添加 n - 2 个零

分量(对应于 A 中不是第 k 和第 l 列的位置)后构成 Y
* , 则( X

* , Y
* ) 就是原 2× n 对策的解.

3. 2× n 对策的图解法

设局中人Ⅰ的混合策略 X= ( x , 1- x ) , 由( 5.4) 式知,

VΓ -= max
x ∈S *

Ⅰ

min
y∈ S *

Ⅱ

E( X, Y) = max
x

min
j

E ( X, βj ) ,

而 E ( X, βj ) �= ( x , 1- x )
a 11 ⋯ a1 j ⋯ a1 n

a 21 ⋯ a2 j ⋯ a2 n

0

┆

1

┆

0

= ( x , 1- x )
a 1j

a 2j

= ( a 1j - a 2j ) x + a 2j .

所以 VΓ= max
0≤ x ≤1

min
j

{( a1 j - a2j ) x + a 2j } . ( 5.9)

为求 VΓ 的值及确定 x = x
*

, 在平面直角坐标系上作出各直线 l j : ( a 1j - a 2j ) x + a 2j ( j =

1, 2, ⋯, n)的图像, 则这些直线在 x∈[ 0, 1] 中的极小值就是一条折线, 此折线的各部分就是

诸直线的最下部分. 如图 5.1 的粗线部分. 其中折线的最高点 M 的横坐标 x = x
*
就是局中

人Ⅰ最优混合策略的第一分量, M 点的纵坐标就是对策的值 VΓ.

图 5. 1 图 5. 2

局中人Ⅱ的最优混合策略可相应求出.

试用图解法求解例 9.

解 设局中Ⅰ的混合策略为 x = ( x , 1- x ) , 在直角坐标系分别画出以下三直线, 如图

5.2 所示. 其中 �

l 1 : v= - 8x + 9 ,   

l 2 : v= 7x ,
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 l 3 : v= 15x - 2 .

画图时, 注意到( 5.9) 式 �x = 0,  v= a 2j ,

x = 1,  v= a 1j .

所以, 只要把 a 1j和 a 2j 分别标在直线 x = 1 和 x = 0(纵坐标轴) 上, 连结对应点, 即得所对

应的直线 l j .

此三条直线在 x ∈ [ 0, 1] 中的极小值就是折线 ABMC, 其中 M 点是直线 l 1 与 l 2 的交

点, 且是折线的最高点, 由

v = - 8x + 9

v = 7x

解得 x
* =

3
5

, VΓ=
21
5

.

由于 M 是 l 1 与 l 2 的交点, 与 l 3 无关, 因此, 可以认为局中人Ⅱ的最优混合策略中 y
*
3 =

0. 于是在求局中人Ⅱ的最优混合策略时只须考虑子矩阵

1 7

9 0
.

  由公式( 5.8)求得 y
*
1 =

7
15

, y
*
2 =

8
15

.

因此, 局中人Ⅰ和Ⅱ的最优混合策略分别是 X
*

=
3
5

,
2
5

和 Y
*

=
7

15
,

8
15

, 0 , 对策的

值 VΓ=
21
5

. 这与用代数解法的结果完全相同.

例 10 试用图解法求解赢得的矩阵为 A 的对策

A =

2 7

6 6

11 2

  解 这是 m× 2 对策, 仍可仿照 2× n 对策用图解法进行.

设局中人Ⅱ的混合策略为Y= ( y, 1- y ) , 在直角坐标系分别画出三条直线, 如图5.3所

图 5. 3

示, 其中 *

l 1 : v = - 5y + 7 ,        

l 2 : v = 6 ,

l 3 : v = 9y + 2 .

  由于局中人Ⅱ为使自己最大损失达到最小, 图中三

条直线在 y∈ [ 0, 1] 中的极大值应是折线 AM 1 M2 B, M 1

和 M 2 是折线的最低点, 它们分别是 l 1 与 l 2 , l 3 与 l 2 的交

点, 且对策的值 VΓ= 6, 由方程 F

- 5y + 7= 6

和  9y + 2= 6

解得 OC1 =
1
5

, OC2 =
4
9

. 因此, 局中人Ⅱ的最优混合策略 y
*

= ( y, 1- y ) , 其中
1
5
≤y≤

4
9

.

而局中人Ⅰ根据最大最小原则, 其最优混合策略应是 x
* = ( 0, 1, 0) , 即取纯策略 α2 .

图解法一般只适用于两个局中人之一仅有两种可供选择的策略的对策问题.
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4. 迭代法

对于赢得矩阵阶数较高的矩阵对策, 除了介绍的线性规划法求解外, 还可以用迭代法求

解. 迭代法的基本思想是: 两个局中人反复进行多局对策, 在每一局中各局中人都根据在此

以前的各局对策中可能赢得的总和, 在自己的纯策略集中选取一个使自己累计所得最多( 或

累计所失最少)的纯策略. 在多局对策后, 当迭代的结果双方达到一定的满意程度时, 迭代结

束. 此时用局中人纯策略在已进行的各局对策中出现的频率分布作为最优混合策略中概率

分布的一个近似. 因此, 迭代法是求解矩阵对策的一种近似方法. 下面通过例子具体介绍迭

代法的求解过程.

例 11 试用迭代法求解赢得矩阵 A 的对策. 其中

A=

2 0 2

0 3 1

1 2 1

解 设 k 为局数. k= 1, 假定局中人Ⅰ先取纯策略 α1 , 其赢得的情况见表 5. 5. 由于

min
j

a 1j = 0, 故局中人Ⅱ应取纯策略 β2 , 则其支付情况见表 5. 6.

  表 5. 5

局数 局中人Ⅰ β1 �β2 �β3 �

1 Fα1 |2 s0 �2 �

   表 5. 6

局数 局中人Ⅱ α1 �α2 �α3 �

1 �β2 �0 �3 �2 �

  k= 2, 由于局中人Ⅱ取 β2 , max
i

a i2 = 3, 所以局中人Ⅰ取纯策略 α2 , 其可能赢得见表 5. 7.

其中 min
j
∑

2

i= 1

aij = 2 , 故局中人Ⅱ应取纯策略 β1 , 其可能支付见表 5. 8.

  表 5. 7

局数 局中人Ⅰ β1 �β2 �β3 �

1 Fα1 |2 s0 �2 �
2 Fα2 |0 s3 �1 �

累计赢得 - ��2 s3 �3 �

   表 5. 8

局数 局中人Ⅱ α1 �α2 �α3 �

1 �β2 �0 �3 �2 �
2 �β1 �2 �0 �1 �

累计支付 2 �3 �3 �

  k= 3, 由表 5. 8, max
i
∑

2

j = 1

a ij = 3 , 所以, 局中人Ⅰ应取纯策略 α2 , 其可能赢得见表 5. 9. 其

中 min
j ∑

3

i= 1

aij = 2 , 故局中人Ⅱ应取纯策略 β1 , 其可能支付见表 5. 10.

  表 5. 9

局数 局中人Ⅰ β1 �β2 �β3 �

1 Fα1 |2 s0 �2 �

2 Fα2 |0 s3 �1 �
3 Fα2 |0 s3 �1 �

累计赢得 - 祸2 s6 �4 �

   表 5. 10

局数 局中人Ⅱ α1 �α2 �α3 �

1 �β3 �0 �3 �2 �

2 �β2 �2 �0 �1 �
3 �β1 �2 �0 �1 �

累计支付 4 �3 �4 �
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  如此继续下去. 总之在每局的迭代中, 主要计算出以往各局对策得失的累计值, 作为下

一步选取纯策略的依据. 表 5. 11 给出了迭代过程前 30 局的计算结果. 表 5. 11 中第 3 列为

局中人Ⅰ前 k 局的累计赢得值, 并在其最小值下标以横线; 第 5 列为局中人Ⅱ前 k 局的累计

支付值, 并在其最大值上标以横线; 标以横线的数字所对应的纯策略, 即为下一步另一局中

人所取的策略. 表中第 6 列为局中人Ⅰ的前 k 局累计所得中的最小值除以对策局数 k, 用 - �Vk

表示; 表中第 7 列为局中人Ⅱ的前 k 局累计所失中的最大值除以对策局数 k, 用Vk表示; 表

中第 8 列为 - �'Vk 与 V�k 的平均赢得, 即为对策的近似值, 用 Vk 表示. 表中第 9, 10 列分别为局

中人Ⅰ和Ⅱ第 k 局的近似最优混合策略.

表 5. 11

局数 k
局中

人Ⅰ
( β1 ], β2 , β3)

局中

人Ⅱ
( α1 C, α2, α3) - 《Vk Vk Vk x (k) y ( k)

1 3α1 \( 2 q, - 玞0, 2) β2 C( 1 S, 3 , 2) 0 �3 �3 �/ 2 ( 1 �, 0 , 0) ( 0 �, 1, 0)

2 3α2 \( - �2 q, 3 , 3) β1 C( 2 S, 3 , 3) 2 �/ 2 3 �/ 2 5 �/ 4 ( 1 s/ 2 , 1/ 2, 0) ( 1 ~/ 2 , 1/ 2, 0)

3 3α2 \( - 瑏2 q, 6 , 4) β1 C( 4 S, 3 , 4) 2 �/ 3 4 �/ 3 1 �( 1 s/ 3 , 2/ 3, 0) ( 2 ~/ 3 , 1/ 3, 0)

4 3α1 \( 4 q, 6 , 6) β1 C( 6 S, 3 , 5) 4 �/ 4 6 �/ 4 5 �/ 4 ( 2 s/ 4 , 2/ 4, 0) ( 3 ~/ 4 , 1/ 4, 0)

5 3α1 \( - 瓱6 q, 6 , 8) β1 C( 8 S, 3 , 6) 6 �/ 5 8 �/ 5 7 �/ 5 ( 3 s/ 5 , 2/ 5, 0) ( 4 ~/ 5 , 1/ 5, 0)

6 3α1 \( 8 ], - �.6, 10) β2 C( 8 S, 6 , 8) 6 �/ 6 8 �/ 6 7 �/ 6 ( 4 s/ 6 , 2/ 6, 0) ( 4 ~/ 6 , 2/ 6, 0)

7 3α1 \( 10 q, - �6, 12) β2 C( 8 ?, 9 , 10) 6 �/ 7 10 �/ 7 8 �/ 7 ( 5 s/ 7 , 2/ 7, 0) ( 4 ~/ 7 , 3/ 7, 0)

8 3α3 \( 11 q, - 疞8, 13) β2 C( 8 *, 12, 12) 8 �/ 8 12 �/ 8 5 �/ 4 ( 5 J/ 8 , 2/ 8, 1/ 8) ( 4 ~/ 8 , 4/ 8, 0)

9 3α2 \( - �11 ], 11, 14) β1 C( 10 ?, 12, 13) 11 �/ 9 13 �/ 9 4 �/ 3 ( 5 J/ 9 , 3/ 9, 1/ 9) ( 5 ~/ 9 , 4/ 9, 0)

10 Hα3 \( - 癹12 ], 13, 15) β1 C( 12 ?, 12, 14) 12 �/ 10 14 �/ 10 13 �/ 10 ( 5 �/ 10, 3/ 10, 2/ 10) ( 6 U/ 10, 4/ 10, 0)

11 Hα3 \( - 谤13 ], 15, 16) β1 C( 14 ?, 12, 15) 13 �/ 11 15 �/ 11 14 �/ 11 ( 5 �/ 11, 3/ 11, 3/ 11) ( 7 U/ 11, 4/ 11, 0)

12 Hα3 \( - 眻14 ], 17, 17) β1 C( 16 ?, 12, 16) 14 �/ 12 16 �/ 12 5 �/ 4 ( 6 �/ 12, 3/ 12, 4/ 12) ( 8 U/ 12, 4/ 12, 0)

13 Hα1 \( - ��16 ], 17, 19) β1 C( 18 ?, 12, 17) 16 �/ 13 18 �/ 13 17 �/ 13 ( 6 �/ 13, 3/ 13, 4/ 13) ( 9 U/ 13, 4/ 13, 0)

14 Hα1 \( 18 ], - 拨17, 21) β2 C( 18 ?, 15, 19) 17 �/ 14 19 �/ 14 9 �/ 7 ( 7 �/ 14, 3/ 14, 4/ 14) ( 9 U/ 14, 5/ 14, 0)

15 Hα3 \( - �519 ], 19, 22) β1 C( 20 ?, 15, 20) 19 �/ 15 20 �/ 15 13 �/ 10 ( 7 �/ 15, 3/ 15, 5/ 15) ( 10 j/ 15, 5/ 15, 0)

16 Hα1 \( 21 ], - 衬19, 24) β2 C( 20 ?, 18, 22) 19 �/ 16 22 �/ 16 41 �/ 32 ( 8 �/ 16, 3/ 16, 5/ 16) ( 10 j/ 16, 6/ 16, 0)

17 Hα3 \( 22 ], - 碨21, 25) β2 C( 20 ?, 21, 24) 21 �/ 17 24 �/ 17 45 �/ 34 ( 8 �/ 17, 3/ 17, 6/ 17) ( 10 j/ 17, 7/ 17, 0)

18 Hα3 \( - 粹23 ], 23, 26) β1 C( 22 ?, 21, 25) 23 �/ 18 25 �/ 18 4 �/ 3 ( 8 �/ 18, 3/ 18, 7/ 18) 11 U/ 18, 7/ 18, 0)

19 Hα3 \( - 祋24 ], 25, 27) β1 C( 24 ?, 21, 26) 24 �/ 19 26 �/ 19 25 �/ 19 ( 8 �/ 19, 3/ 19, 8/ 19) ( 12 j/ 19, 7/ 19, 0)

20 Hα3 \( - �25 ], 27, 28) β1 C( 26 ?, 21, 27) 25 �/ 20 27 �/ 20 13 �/ 10 ( 8 �/ 20, 3/ 20, 9/ 20) ( 13 j/ 20, 7/ 20, 0)

21 Hα3 \( - 稄26 ], 29, 29) β1 C( 28 ?, 21, 28) 26 �/ 21 28 �/ 21 27 �/ 21 ( 8 �/ 21, 3/ 21, 10/ 21) ( 14 j/ 21, 7/ 21, 0)

22 Hα1 \( - ��28 ], 29, 31) β1 C( 30 ?, 21, 29) 28 �/ 22 30 �/ 22 29 �/ 22 ( 9 �/ 22, 3/ 22, 10/ 22) ( 15 j/ 22, 7/ 22, 0)

23 Hα1 \( 30 ], - 翻29, 33) β2 C( 30 ?, 24, 31) 29 �/ 23 31 �/ 23 30 �/ 23 ( 10 �/ 23, 3/ 23, 10/ 23) ( 15 j/ 23, 8/ 23, 0)

24 Hα3 \( - �<31 ], 31, 34) β1 C( 32 ?, 24, 32) 31 �/ 24 32 �/ 24 21 �/ 16 ( 10 �/ 24, 3/ 24, 11/ 24) ( 16 j/ 24, 8/ 24, 0)

25 Hα1 \( 33 ], - 杆31, 36) β2 C( 32 ?, 27, 34) 31 �/ 25 34 �/ 25 13 �/ 10 ( 11 �/ 25, 3/ 25, 11/ 25) ( 16 j/ 25, 9/ 25, 0)

26 Hα3 \( 34 ], - 筞33, 37) β2 C( 32 ?, 30, 36) 33 �/ 26 36 �/ 26 69 �/ 52 ( 11 �/ 26, 3/ 26, 12/ 26) ( 16 U/ 26, 10/ 26, 0)

27 Hα3 \( - 归35 ], 35, 38) β1 C( 34 ?, 30, 37) 35 �/ 27 37 �/ 27 4 �/ 3 ( 11 �/ 27, 3/ 27, 13/ 27) ( 17 U/ 27, 10/ 27, 0)

28 Hα3 \( - 簒36 ], 37, 39) β1 C( 36 ?, 30, 38) 36 �/ 28 38 �/ 28 37 �/ 28 ( 11 �/ 28, 3/ 28, 14/ 28) ( 18 U/ 28, 10/ 28, 0)

29 Hα3 \( - ��37 ], 39, 40) β1 C( 38 ?, 30, 39) 37 �/ 29 39 �/ 29 38 �/ 29 ( 11 �/ 29, 3/ 29, 15/ 29) ( 19 U/ 29, 10/ 29, 0)

30 Hα3 \( - 粬38 ], 41, 41) β1 C( 40 ?, 30, 40) 38 �/ 30 40 �/ 30 39 �/ 30 ( 11 �/ 30, 3/ 30, 16/ 30) ( 20 U/ 30, 10/ 30, 0)
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  本例中, 当 k= 30 时, 局中人Ⅰ取纯策略 α1 , α2 , α3 的次数分别为 11, 3, 16; 局中人Ⅱ取纯

策略 β1 , β2 , β3 的次数分别为 20, 10, 0, 所以, '

x
*
≈ x

( 3 0)
= ( 11/ 30, 3/ 30, 16/ 30) ≈ ( 0.37, 0.10, 0.53) ,

y
*
≈ y

( 30)
= ( 20/ 30, 10/ 30, 0) ≈ ( 0.67, 0.33, 0) ,

  对策值 VΓ≈V3 0≈39/ 30= 1.3 .

在理论上可以证明, 按上述方法迭代下去, 其平均赢得 Vk 将趋于对策值 VΓ, 各策略的

频率分布将趋于最优策略的概率分布.

这是一种较为实用的方法, 其运算简单, 且容易在计算机上实现, 但收敛速度较慢.

5.4 求解中的计算技巧

5.4.1 用优超法简化计算

  先观察一个例子. 设某对策 Γ的赢得矩阵为

A =

10 - 1 3

12 10 - 5

6 8 5

.

  比较 A 中的第一列和第三列的元素就会发现, 局中人Ⅱ决不会采用纯策略 β1 , 因为当

局中人Ⅰ无论采用任一纯策略时, 局中人Ⅱ采用 β1 都比采用 β3 时的付出大. 此时, 我们称

局中人Ⅱ的纯策略 β3 优超于纯策略 β1 , 因而局中人Ⅱ的最优混合策略中, y
*
1 = 0.

由于 β1 不被采用, 当然就可以把第一列元素从 A 中删去, 将 3× 3 的对策简化为 3× 2

的对策:

A′=

- 1 3

10 - 5

8 5

.

同理可以定义局中人Ⅰ的某个纯策略优超于另一个纯策略.

一般地, 对于给定的对策 Γ= {SⅠ , S Ⅱ ; A}, 其中 SⅠ = {α1 , α2 , ⋯, αm }, SⅡ = {β1 , β2 , ⋯,

βn}, A= ( a ij ) m× n , 如果第 k 行与第 l 行的所有元素均有

a kj≥a l j ( j = 1, 2, ⋯, n) ,

则称局中人Ⅰ的第 k 个纯策略 αk 优超于第 l 个纯策略 αl . 如果第 p 列与第 q 列的所有元素

均有

a ip ≤a iq  ( i= 1, 2, ⋯, m) ,

则称局中人Ⅱ的第 p 个纯策略 βp 优超于第 q 个纯策略 βq .

如果发现局中人Ⅰ的策略 αk 优超于 αl , 就可以在 A 中把第 l 行删去, 且在最优混合策略

中必有 x
*
l = 0. 如果发现局中人Ⅱ的策略 βp 优超于 βq , 就可以在 A 中把第 q 列删去, 且在最

优混合策略中必有 y
*
q = 0. 这样就可以将 A 的阶数降低, 从而达到在求解时简化计算之

目的.

例 12 求解赢得矩阵为 A 的矩阵对策, 其中

·931·



A=

3 4 0 3 0

5 0 2 5 8

7 3 9 5 8

4 6 8 7 5

6 0 8 8 3

.

解 A 是 5× 5 阶矩阵, 若用线性规划法进行求解, 其计算量较大. 为此, 先考虑用优超

法将 A 进行简化, 然后再用恰当的方法进行求解.

观察 A 中的各行. 由于 α3 优超于 α2 , α4 优超于 α1 , 所以删去第 2 行和第 1 行, 并同时记

下 x
*
1 = x

*
2 = 0, 得到新矩阵 A1

A1 =

7 3 9 5 8

4 6 8 7 5

6 0 8 8 3

.

观察 A1 中的各列, 第 3 列和第 4 列的各元素均比第 2 列相应的元素大, 即 β2 均优越于

β3 和 β4 , 所以将第 3, 4 列删去, 同时, 记下 y
*
3 = y

*
4 = 0, 得到新矩阵 A2 :

A2 =

7 3 8

4 6 5

6 0 3

.

在 A2 中, 第 1 行的各元素均比第 3 行相应的元素大, 于是又将第 3 行删去, 并记下 x
*
5

= 0, 所得新矩阵 A3

A3 =
7 3 8

4 6 5

在 A3 中, 第 1 列的各元素均比第 3 列相应的元素小, 于是又将第 3 列删去, 并记下 y
*
5

= 0, 得到新矩阵 A4

A4 =
7 3

4 6
.

对于无法再用优超法继续简化的 A4 可用 2× 2 对策的公式法进行求解, 得

x
( 0) =

1
3

,
2
3

, y
( 0) =

1
2

,
1
2

, VΓ
4
= 5 .

将前面已记录下的结果和上述结果合在一起, 得到原对策的解为 l

X
* = 0, 0,

1
3

,
2
3

, 0 , Y
* =

1
2

,
1
2

, 0, 0, 0 ,

VΓ= VΓ
4
= 5 .

例 13 用优超法简化计算求解矩阵对策

A=

10 - 1 3

12 10 - 5

6 8 5

.

解
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-

A=

↓     
10 - 1 3

12 10 - 5

6 8 5

y
*
1 = 0

A1 =

- 1 3

10 - 5

8 5

←

 

 
x

*
1 = 0

.

A2 =

↓  
10 - 5

8 5
y

*
2 = 0

. A3 =
- 5

 5

←

 x
*
2 = 0

A4 = [ 5] .

因此, 对策的解为

x
*
1 = ( 0, 0, 1) , y

*
= ( 0, 0, 1) , 对策的值 VΓ= 5 .

这是有鞍点的对策, 是最优混合策略的一种特殊情况. 用优超法简化计算得出的结果与

用最大最小原则求出的结果是一致的.

一般情况下, 用优超法简化可以达到降低 A 的阶数, 用优超法简化后再和其他方法结

合在一起就能求出对策的解( 如例 13) . 例 14 仅是特例. 对于有鞍点的对策, 用最大最小原

则求解仍更为简捷.

值得指出的是, 对于 A 中的纯策略 αi
1
( βj

1
) 不为纯策略 αi2 , αi3 , ⋯, αim (βj 2 , βj 3 , ⋯, βj n ) 所

优超, 而是为它们的某个凸线性组合所优超, 即 |

αi1 ≤ λ2αi2 + λ3αi2 + ⋯ + λmαim , ∑
m

i= 2

λr = 1 ,

( βj 1 ≥ μ2βj 2 + μ3βj 2 + ⋯ + μnβj n , ∑
n

k= 2

μk = 1) .

此时, 同样可在 A 中删去第 i1 行(第 j 1 列) , 对策的解不变.

例 14 试求如下赢得矩阵 A 的对策的解:

A=

3 2 4 0

3 4 2 4

4 2 4 0

0 4 0 8

.

解

A=

3 2 4 0

3 4 2 4

4 2 4 0

0 4 0 8

←

 

 

 

x
*
1 = 0

A 1 =

↓    
3 4 2 4

4 2 4 0

0 4 0 8

y
*
1 = 0

A2 =

↓   
4 2 4

2 4 0

4 0 8

,

注意到 

4

2

4

≥
1
2

2

4

0

+
1
2

4

0

8

,

即 A2 中的第 1 列可为第 2 列和第 3 列的凸线性组合所优超, 于是删去第 1 列, 即

A2

y
*
2 = 0

A3 =

2 4

4 0

0 8

←

 

 

.

又因为
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( 2, 4) =
1
2

( 4, 0) +
1
2

( 0, 8)  ,

所以, 有

A3

x
*
2 = 0

A4 =
4 0

0 8
.

用 2× 2 对策的公式法继续对 A4 求解.

因此, 原对策的解为

x
* = 0, 0,

2
3

,
1
3

, y
* = 0, 0,

2
3

,
1
3

, VΓ=
8
3

.

5.4.2 A 为特殊矩阵的情况

1. A 为对角矩阵的情况

定理 7 设 Γ= {SⅠ , SⅡ ; A}, A 为 n 阶对角矩阵, 主对角线上元素为 a1 1 , a 22 , ⋯, a nn , 其

余元素均为零. 若 a1 1 , a 22 , ⋯, an n符号相同, 则 x
*

= y
*

=
λ

a 1 1
,
λ

a 22
, ⋯,

λ
an n

, 且 VΓ= λ. 其中

λ= ∑
n

i= 1

a - 1
ii

- 1

.

  例 15 求解矩阵对策 Γ{SⅠ , SⅡ ; A}, 其中

A=

1 0 0

0 2 0

0 0 3

.

解 由定理 7 有

λ=
1

1+
1
2

+
1
3

=
6

6+ 3+ 2
=

6
11

,

所以 x
*

= y
*

=
6

11
,

3
11

,
2
11

, VΓ= λ=
6
11

.

例 16 两小孩猜朴克牌花色, 游戏规定: 由甲小孩每次拿出一张牌给乙小孩猜花色, 猜

对了, 甲付给乙 3 个小石子; 猜不对, 乙付给甲一个小石子, 试求该游戏的解.

解 据题意, 该游戏可归结为对策模型 Γ= {S甲 , S 乙 ; A}, 其中甲小孩的赢得矩阵为

A=

- 3 1 1 1

1 - 3 1 1

1 1 - 3 1

1 1 1 - 3

.

显然, 该对策无鞍点. 为简化计算, 对 A 中各元素减 1, 得

A′=

- 4 0 0 0

0 - 4 0 0

0 0 - 4 0

0 0 0 - 4

.

按定理 7, 有 λ= - 1, 对策的解为
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X
*

= Y
*

=
1
4

,
1
4

,
1
4

,
1
4

, VΓ= - 1+ 1= 0, 即甲、乙两小孩应以
1
4
的概率出( 或猜) 各

种花色, 其结果互不吃亏.

2. A 的各行各列元素之和相等的情况

定理 8 设 Γ= {S Ⅰ , S Ⅱ ; A}, A 是 n× n 矩阵.

若 �∑
n

j = 1

a ij = b  ( i= 1, 2, ⋯, n) ,

∑
n

i= 1

a ij = b  ( j = 1, 2, ⋯, n) ,

则 X
*

= Y
*

=
1
n

,
1
n

, ⋯,
1
n

, 且 VΓ=
b
n

.

例 17 试用定理 8 求解“齐王赛马”对策 .

解 齐王的赢得矩阵

A=

3 1 1 1 1 - 1

1 3 1 1 - 1 1

1 - 1 3 1 1 1

- 1 1 1 3 1 1

1 1 - 1 1 3 1

1 1 1 - 1 1 3

.

因为 A 中各行和各列元素之和均为 k= 6, n= 6, 所以,

x
* = y

* =
1
6

,
1
6

,
1
6

,
1
6

,
1
6

,
1
6

, VΓ=
6
6

= 1.

即齐王和田忌均以
1
6
的概率选用自己的纯策略, 参加赛马, 经过多次比赛, 齐王可望赢得一

千两黄金.

对于两人有限零和对策, 该选用哪种方法进行求解? 一般可按以下顺序进行考虑:

首先观察赢得矩阵 A, 看是否存在这样的元素; 它既是某行中的最小元素, 又是所在列

中的最大元素? 若有, 则用最大最小原则求解, 找出鞍点; 否则考虑以下方法:

( 1) 对 3× 3 阶以上的赢得矩阵 A, 试用优超法进行简化, 尽量将 A 的阶数降低;

( 2) 对赢得矩阵 A 是特殊矩阵的对策, 用定理 7 或定理 8 求解;

( 3) 对 2× 2 对策, 用公式法求解;

( 4) 对 2× n 或 m× 2 对策, 可转化为 C
2
n 个 2× 2 子对策后再求解, 或用图解法求解;

( 5) 以上方法不能求解时, 可用线性规划法或迭代法求解.

5.5 两人有限非零和对策

以上介绍的是两人有限零和对策, 对策的双方利益完全相反. 但在现实生活的对策过程

中经常出现一个局中人的所得并不一定等于另一局中人的所失。对于每一局势, 两局中人的

赢得之和不一定为零, 这就是两人非零和对策. 许多经济活动过程中的对策模型, 很多是非

零和的. 本节简介两人有限非零和对策的数学模型及其解法.
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5.5.1 两人有限非零和对策的数学模型

先看以下例子:

例 18 甲、乙两家面包店在市场竞争中, 各自都在考虑是否要降价. 如果两家都降价 ,

则各家可得 3 百元的利润; 如果都不降价, 则各家可得利润 5 百元; 如果一家降价, 另一家不

降, 则降价的一家可得利润 6 百元, 不降价的一家由于剩余损坏等原因而亏损 4 百元. 问双

方应如何选择行动较为合理?

依题意把上述数据整理成表 5. 12.

表 5. 12

乙面包店

甲面包店  
β1 �( 降价) β2 �(不降价)

α1 �( 降价) ( 3 !, 3) ( 6  , - 4)

α2 �(不降价) ( - 4 P, 6) ( 5 N, 5)

  表 5. 12 中, 甲、乙两面包店分别有两个纯策略: 降价与不降价, 构成的策略集分别为 S甲

= {α1 , α2 }, S乙 = {β1 , β2 }, 由局势(αi, βj )所确定的数组( a ij , bij )表示甲面包店的利润为 a ij , 乙

面包店的利润为 bij . 例如, ( - 4, 6)表示在局势 (α2 , β1 ) 下, 甲面包店亏损 4 百元, 乙面包店赢

得 6 百元.

一般地, 两人有限非零和对策的数学模型可用 Γ= {SⅠ , SⅡ ; ( A, B) }表示, 其中 SⅠ和 SⅡ

分别为局中人Ⅰ和Ⅱ的纯策略集, S Ⅰ = {α1 , α2 , ⋯, αm }, SⅡ = {β1 , β2 , ⋯, βn }, 矩阵 A =

( aij ) m× n和矩阵 B= ( bij ) m× n分别为局中人Ⅰ和Ⅱ的赢得矩阵, ( A, B) = ( aij , bij ) m× n , 一般 A+

B≠0.

随着 A, B 的确定, 两人有限非零和对策也就确定. 因此, 两人有限非零和对策又称为双

矩阵对策. 容易理解, 当 B= - A 时, 双矩阵对策就是矩阵对策. 矩阵对策是双矩阵对策的一

种特殊情况.

在本例中,

A=
3 6

- 4 5
, B=

3 - 4

6 5
.

表 5. 12 概述了降价竞争问题. 在这个对策中, 两家面包店在没有互通信息非合作情况

下, 各自都有两种策略的选择, 降价或不降价. 显然, 双方最好策略的选择都是降价, 即 (α1 ,

β1 ) . 因为选择降价至少可以得到 3 百元利润, 如果选择不降价, 则可能由于对方降价而蒙受

4 百元的损失. 当然, 在两店互通信息, 进行合作的情况下, 双方采取不降价的策略, 各自都

能从合作中多得 2 百元.

例 19 设想一个垄断企业已占领市场( 称为“在位者”) , 另一个企业很想进入市场( 称

为“进入者”) , 在位者想保持其垄断地位, 就要阻挠进入者进入. 假定进入者进入之前在位者

的垄断利润为 300, 进入后两者的利润合为 100(各得 50) , 进入成本为 10. 两者各种策略组

合下的赢得矩阵如表 5. 13 所示.
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表 5. 13

在 位 者

进 入 者  
β1 �( 默许) β2(斗争)

α1 �( 进入) ( 40 !, 50) ( - 10 �, 0)

α2 �(不进入) ( 0 �, 300) ( 0  , 300)

  表 5. 13 反映了市场进入阻挠对策问题. 进入者的策略集 S 进 中两个纯策略: α1 (进入) 和

α2 (不进入) , 在位者的策略集 S 在 中也有两个纯略: β1 ( 默许)和 β2 ( 斗争) ; 进入者和在位者的

赢得矩阵分别为

A=
40 - 10

0 0
和 B=

50 0

300 300
.

容易理解, ( α1 , β1 ) (进入, 默许) 和( α2 , β2 ) (不进入, 斗争) 是双方选择最好的局势. 因为

当进入者选定 α1 (进入)时, 在位者选择 β1 ( 默许) 可赢得利润 50, 而选择斗争则赢得为 0, 所

以, β1 (默许) 是在位者的最优策略; 同样, 当在位者选定 β1 ( 默许)时, 进入者的最优选择是 α1

( 进入) . 尽管进入者选择 α2 ( 不进入) 时, β1 (默许) 和 β2 ( 斗争) 对在位者是同一个意思, 只有

当在位者选择 β2 (斗争) 时, α2 ( 不进入)才是进入者最好的选择.

从以上两例可以看到非零和对策比零和对策更加复杂, 求解也更加困难.

5.5.2 非合作两人对策的解法

假定在两人有限非零和对策中, 彼此了解对方的纯策略集和赢得函数, 但不合作, 并且

局中人在选择自己策略时不知道对方的选择.

1. 非合作两人对策的解——纳什均衡

我们先分析例 18 的解. 局中人甲面包店对于局中人乙面包店的策略 β1 ( 降价) 而言, 选

择策略 α1 (降价) 也比选择策略 α2 ( 不降价) 好; 对于局中人乙面包店的策略 β2 (不降价 ) 而

言, 选择 α1 (降价)比 α2 ( 不降价)好, 也就是说, 无论对于局中人乙面包店的策略 β1 还是 β2 ,

局中人甲面包店选择策略 α1 (降价) 为最优. 同理, 乙面包店对于甲面包店的策略 α1 (降价) 和

α2( 不降价) , 选择策略 β1 ( 降价) 为最优. 因此, 对策双方的选择都应该稳定在局势 (α1 , β1 )

上, 从而达到一种均衡, 即纳什均衡. 我们把这种均衡局势 ( α1 , β1 ) 称为非合作两人对策的

解.

一般地, 对于非合作两人对策 Γ= {SⅠ , SⅡ ; ( A, B) }, 如果 α
*
i ∈SⅠ , β

*
j ∈SⅡ 分别是局中

人Ⅰ和Ⅱ的最优纯策略, 则称局势( α
*
i , β

*
j )是一个纳什均衡.

求非合作两人对策的解, 就是求对策的纳什均衡. 求纳什均衡的方法步骤如下:

第一步: 在双矩阵对策( A, B) 表中, 对于矩阵 A 的每列, 分别找出赢得最大的数字, 并

在其下划一横线;

第二步: 在双矩阵对策( A, B) 表中, 对于矩阵 B 的每行, 分别找出赢得最大的数字, 并

在其下划一横线;

第三步: 如果表中某格的两个数字下面都被划有横线, 则此格对应于两个局中人相应

·541·



策略的组合就是一个(纯策略下的) 纳什均衡. 否则, 该对策不存在纯策略下的纳什均衡.

下面用上述方法分别求例 18 和例 19 的纳什均衡解.

在例 18 的表 5. 12 中

乙面包店

甲面包店  
β1 �( 降价) β2 �(不降价)

α1 �( 降价) ( - Щ3 !, - Щ3) ( - Щ6  , - 4)

α2 �(不降价) ( - 4 P, - ǎ6) ( 5 N, 5)

  首先, 在表 5. 12 中对于矩阵 A 的两列, 分别找出最大的数字 a 11 = 3 和 a1 2 = 6, 并在其下

划一横线. 其实际含义是: 对应局中人乙面包店的不同策略 β1 , β2 , 分别求出局中人甲面包店

的最优策略均为 α1 ( 降价)。然后在表 5. 12 中, 对于矩阵 B 的两行, 分别找出最大的数字 b1 1

= 3 和 b21 = 6, 并在其下划一横线. 其实际含义是: 对应局中人甲面包店的不同策略 α1 , α2 分

别求出局中人乙面包店的最优策略均为 β1 (降价 ) , 发现在数组( a 11 , b11 ) = ( 3, 3)下面都已划

了横线, 因此, ( 3, 3) 对应的策略组合——局势 (α1 , β1 ) 是该对策的纳什均衡解. 即各自都取

“降价”策略, 是双方的最佳选择, 彼此均能赢得 3 百元.

为什么(α2 , β2 ) ( 不降价, 不降价) 不是一个纳什均衡呢? 这是因为不论对方选择什么策

略, 自己选择降价策略可在不冒任何风险的情况下, 至少赢得 3 百元的利润. 如果个人选择

不降价策略, 尽管有在对方也选择不降价策略时获得 5 百元利润的机会, 但更有损失 4 百元

的可能. 在激烈的市场竞争中, 每个局中人均以自己的利益为前提, 所以, ( α2 , β2 )不是纳什

均衡. 当然, 如果允许局中人双方进行协调, 有可能得到( 不降价, 不降价) 的合作解.

在例 19 的表 5. 13 中

在 位 者

进 入 者  
β1 �( 默许) β2(斗争)

α1 �( 进入) ( - �140 !, - �150) ( - 10 �, 0)

α2 �(不进入) ( 0 �, - ��300) ( - ��0  , - ��300)

  按上述方法进行, ( 进入, 默许) 和(不进入, 斗争)都是纳什均衡解.

正如本例所示, 一个非合作两人对策可能有多个纳什均衡, 到底哪一个会实际出现, 就

需要知道对策进入的具体过程.

2. 混合策略纳什均衡

上面介绍了在纯策略下非合作两人对策纳什均衡的概念及其求解方法. 但有些对策不

存在纯策略下的纳什均衡. 考虑下面的例子.

例 20 局中人是政府和一个流浪汉, 流浪汉有两个策略: 寻找工作或游荡; 政府也有两

个策略: 救济或不救济. 政府帮助流浪汉的前提是后者必须试图寻找工作; 否则, 前者不予帮

助; 而流浪汉只在得不到救济时才会寻找工作. 表 5. 14 给出了对策的赢得双矩阵.
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  表 5. 14

流 浪 汉

政 府  
寻找工作 游  荡

救 济 ( - ��3 !, 2) ( - 1 }, - ��3)

不救济 ( - 1 P, - ζ1) ( - ζ0 N, 0)

  观察表 5. 14, 容易理解: 当给定政府策略为救济时, 流浪汉的最优策略是游荡; 给定政

府策略为不救济时, 流浪汉的最优策略是寻找工作; 当流浪汉选定寻找工作策略时, 政府的

最优策略是救济; 流浪者选定游荡策略时, 政府的最优策略是不救济. 总之, 在纯策略下, 没

有一个策略组合构成纳什均衡. 但是, 此对策却存在混合策略纳什均衡.

设 A, B 分别为局中人Ⅰ和Ⅱ的赢得矩阵, 且皆为 m× n 矩阵. 局中人Ⅰ, Ⅱ的混合策略

集为 �

S
*
Ⅰ = X©¦x i ≥ 0,∑

m

i= 1

x i = 1 ,

S
*
Ⅱ = Y©¦y j ≥ 0,∑

n

j = 1

y j = 1 .

如果一个混合策略组合( X
* , Y

* )同时满足

XAY
* T≤X

*
AY

* T , X
*

BY
T ≤X

*
BY

*
T

,

则称策略组合——局势( X
* , Y

* )是一个混合策略纳什均衡, 其中 X, Y 分别是局中人Ⅰ和Ⅱ

的任意混合策略.

现在根据上述定义来求例 20 的混合策略纳什均衡解.

假定政府以概率 x 选择救济, 概率 1- x 选择不救济, 即政府的混合策略为( x , 1- x ) ,

流浪汉以概率 y 选择寻找工作, 以概率 1- y 选择游荡, 即流浪汉的混合策略为 ( y , 1- y ) .

那么政府的期望赢得函数为

E A ( X, Y) = XAY
T
        

= ( x , 1 - x )
3 - 1

- 1 0

y

1 - y
= 5x y - x - y .

用微分求极值的方法,

令
�E A

�x
= 5y- 1= 0, 得 y

*
=

1
5
 .

这就是说, 在混合策略均衡中, 流浪汉在对付给定政府的混合策略下, 最优策略是以
1
5

的概率选择寻找工作,
4
5
的概率选择游荡, 即 Y

* =
1
5

,
4
5

.

同样, 流浪汉的期望赢得函数为

E B ( X, Y) = XBY
T = ( x , 1- x )

2 3

1 0

y

1- y
= - 2xy + 3x + y .

用微分求极值的方法,

令
�E B

�y
= - 2x + 1= 0, 得 x

* =
1
2

.
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即在混合策略均衡中, 政府在对付给定流浪汉的混合策略下, 最优策略 X
*

=
1
2

,
1
2

.

由于纳什均衡要求每个局中人的混合策略是在给定对方的混合策略下的最优选择, 因

此, 由 X
*

=
1
2

,
1
2

和 Y
*

=
1
5

,
4
5

构成的( X
*

, Y
*

)是唯一的纳什均衡.

对于上述的混合策略纳什均衡, 还可以这样来理解: 如果政府认为流浪汉选择工作的概

率 y <
1
5

, 那么政府的唯一最优选择策略是不救济; 但当政府以 1 的概率选择不救济, 流浪

汉的最优选择是寻找工作, 这又将导致政府选择救济, 此时流浪汉则又会选择游荡, 如此等

等. 因此, y <
1
5
不构成纳什均衡. 同样, 如果政府认为 y >

1
5

, 政府的唯一最优选择是救济;

但当政府以 x = 1 选择救济时, 流浪汉的最优选择则是游荡, 因此, y >
1
5
也不构成纳什均

衡. 类似地, 可以验证 x <
1
2
和 x >

1
2
都不构成纳什均衡.

另外, 从政府期望赢得函数 E A ( x , y) 和流浪汉的期望赢得函数 E B ( x , y) 来验证由 x
* =

1
2

,
1
2

和 y
* =

1
5

,
4
5

构成的( x
* , y

* )是唯一的混合策略纳什均衡.

当 x
* =

1
2

,
1
2

时, E B
1
2

, y = - 2·
1
2 y +

3
2

+ y =
3
2

, 流浪汉选择任何混合策略带

来的期望赢得都是
3
2

, 也就是说, 流浪汉的任何一种策略(纯的或混合的) 都是对政府所选择

的混合策略的最优反应. 当然, 其中 Y
*

=
1
5

,
4
5

也应是一种最优混合策略.

当 y
* =

1
5

,
4
5

时, E A x ,
1
5

= 5x·
1
5

- x -
1
5

= -
1
5

, 政府的任何策略( 纯的或混合

的) 带给政府的期望赢得均为-
1
5

. 那么以 x
* =

1
2

,
1
2

的混合策略, 当然也应是政府对流

浪汉所选择的混合策略的最优反应. 因此, X
*
和 Y

*
构成一个混合策略纳什均衡.

5.6 应 用 实 例

例 21 某企业生产甲、乙两种家用电器. 据预测, 若在某地建新厂则要投资 100 万元,

每年可净收益 14 万元. 若将此款存入银行, 则有 2 万元利息. 此外, 还有以下信息可供决策

者参考:

( 1) 在某地建新厂后, 原厂房若不能售出, 则要维修, 每年将花费 3.2 万元. 因此, 在某

地建新厂后每年的净收益只能是 10.8 万元.

( 2) 据预测, 今后 10 年中, 乙产品的需求量将下降 5% (与进口无关) . 在此情况下, 未被

吸收的固定管理费用为 2.3 万元, 因此, 建新厂的净收益只能是 11.7 万元.

( 3) 在某地建新厂后, 可增加销售额. 经计算能多得 2.4 万元的收益, 因此, 净收益为

16.4 万元. 反之, 若不建新厂将会损失 2.4 万元, 扣除利息 2 万元, 净损失为 0.4 万元.

( 4) 竞争者建厂. 若该企业不在此地建新厂, 则竞争者将在该地建厂, 于是该企业在此

地的销售份额将被竞争者所占有, 将损失 3.6 万元, 扣除利息 2 万元, 净损失为 1.6 万元.

( 5) 进口影响. 进口产品中对甲产品影响不大, 但对乙产品销路的威胁极大. 若进口产
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品成功, 将会占去 80% 的市场. 此时在该地建新厂不但无收益, 反而损失 4.5 万元.

根据以上信息, 该企业的决策者应如何决策?

解 将以上信息可归纳为一个 2× 6 对策问题. 其中决策者可作为局中人Ⅰ, 其策略有

两个: 在某地建厂与不建厂. 而 6 种可能变化的条件可作为虚拟的局中人Ⅱ的策略. 该企业

决策者的赢得矩阵如表 5. 15 所示.

表 5. 15

条 件

策 略  

原始

预算

(β1 �)

原厂房

未售出

( β2 �)

需求量

下降

(β3 )

增加

销售

( β4 -)

竞争者

建 厂

(β5 [)

进口

影响

( β6 �)

建 厂(α1 f) 14 �10 �.8 11 �.7 16 �.4 14 e- 4 |.5

不建厂(α2 f) 2 �2 �2 �- 0 �.4 - 1 e.6 2 |

  这个对策没有鞍点, 但它的 15 个 2× 2 的子对策相应的赢得矩阵分别为 �

A1 =
14 10.8

2 2
,   bA2 =

14 11.7

2 2
,   �A3 =

14 16.4

2 - 0.4
 ,     

A4 =
14  14

2 - 1.6
, A5 =

14 - 4.5

2 2
, A6 =

10.8 11.7

2 2
 ,

A7 =
10.8 16.4

2 - 0.4
, A8 =

10.8  14

2 - 1.6
, A9 =

10.8 - 4.5

2 2
 ,

A1 0 =
11.7 16.4

2 - 0.4
, A11 =

11.7  14

2 - 1.6
, A1 2 =

11.7 - 4.5

2 2
 ,

A1 3 =
16.4  14

- 0.4 - 1.6
, A14 =

16.4 - 4.5

- 0.4 2
, A1 5 =

 14 - 4.5

- 1.6 2
各子对策的值为 �

vA
1
= vA

6
= vA

7
= vA

8
= 10.8 ,

vA
2
= vA

10
= vA

11
= 11.7 ,

vA
3
= vA

4
= vA

13
= 14 ,

vA
5
= vA

9
= vA

12
= 2 ,

vA
14

= 1.33 ,    vA
15

= 0.94 .

其中最小的是 vA
15

= 0.94, 所以

VΓ= vA
15

= 0.94 .

原对策的解为

x
*

= ( 0. 16, 0. 84) , y
*

= ( 0, 0, 0, 0, 0. 29, 0. 71) .

此结果表明, 采用“建厂”策略的概率为 0.16, 可望得利 0.94 万元. 但由于该企业是否

投资建厂的决策只能是一次性的, 因此, 结论应倾向于不投资建厂.

如果我们对上述矩阵作进一步分析, 影响我们决策的因素主要有两个, 一是使不建厂受

到损失的是竞争者建厂, 即谁不抢先在该地建厂, 谁的产品就会被挤出去; 二是使“建厂”受

到损失的是由进口引起, 而进口主要对乙产品的销路有影响.

如果考虑在该地建一个只生产甲产品的新厂, 并设需投资 75 万元, 期望净收益为 9.6

万元, 其他数据如表 5. 16 所示.
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表 5. 16

条 件

策 略  

原始

计算

( β1 /)

原厂房

未售出

(β2 t)

增 加

销 售

(β3 �)

竞争者

建 厂

( β4 �)

建 厂(α1 �) 9 �.6 7 8.5 11 �.3 9 �.6

不建厂(α2 �) 1 �.5 1 8.5 1 �.5 - 0 �.2

  进行新的计算. 易见, 此 2× 4 对策是有鞍点的, VΓ= 7.5, X
* = ( 1, 0) . 即应采用建厂策

略, 将获利 7.5 万元.

例 22 房地产开发商 A 和 B 拟对某地进行单独开发. 双方经市场调查预测, 有如表

5. 17的结果, 其中 ( a) 是高需求时的情况, ( b) 是低需求时的情况. 表中每个数字格是对应双

方纯策略组合下的赢得(利润) , 第一个数字是 A 的利润(万元) , 第二个数字是 B 的利润( 万

元) , 试问 A , B 双方应如何选取策略进行对策?

表 5. 17

( a) 高需求情况

开发商B

开发商A  
开 发 不开发

开 发 - 畷400 �, 400 - 畷800 �, 0

不开发 0 �, - 疧800 0 �, 0

( b) 低需求情况

开发商B

开发商A  
开 发 不开发

开 发 - 300 �, - 300 - 畷100 W, - 畷0

不开发 - 疧0 p, - 疧100 0 ), 0

  解 这是个非合作两人对策, A, B 双方仅有两个纯策略: 开发或不开发.

在高需求情况下, 可以求出纯策略下唯一的纳什均衡解( 开发, 开发) , 即 A, B 双方各自

都对某地进行开发, 并分别可获得 400 万元的利润. 除此之外, ( 开发, 不开发) , (不开发, 开

发) , (不开发, 不开发) 都不是纳什均衡解. 纳什均衡解 (开发, 开发) 的求得除了用 5.5 节中

所述的方法外, 还可以应用 5.4 节中介绍的优超法考虑. 事实上, 对开发商 A 的赢得矩阵而

言,“开发”策略优超于“不开发”策略, 即 A 不会采用“不开发”策略. 于是表 5. 17 中的( a) 可

写成表 5. 18.

表 5. 18

开发商B

开发商 A  
开 发 不开发

开 发 400 !, 400 800 |, 0

  此时, 开发商 B 显然不采用“不开发”策略. 因此 ( 开发, 开发) , 就成为唯一的纳什均

衡解.

在低需求情况下, 有两个纯策略下的纳什均衡解: (开发, 不开发) 和( 不开发, 开发) . 除

此, 还有一个混合策略下的纳什均衡解( X
*

, Y
*

) , 其中 X
*

=
1
4

,
3
3

, Y
*

=
1
4

,
3
4

.

一般说来, 如果一个非合作两人对策有两个纯策略下的纳什均衡, 则必存在第三个混合

策略下的纳什均衡.
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习  题

5. 1 判断下列说法是否正确

( 1) 矩阵对策中 , 如果最优解要求一个局中人采取纯策略 , 则另一局中人也必须采取纯策略 .

( 2) 矩阵对策中当局势达到均衡时 , 任何一方单方面改变自己的策略( 纯策略或混合策略)将意味着自

己更少的赢得或更大的损失 .

( 3) 任何矩阵对策一定存在混合策略意义下的解 , 并可以通过求解两个互为对偶的线性规划问题

得到 .

( 4) 矩阵对策的对策值相当于进行若干次对策后, 局中人 I 的平均赢得值或局中人Ⅱ的平均损失值 .

5. 2 甲、乙两名儿童玩猜拳游戏 . 游戏中双方可分别出拳头(代表石头) , 手掌( 代表布) , 两个手指( 代

表剪刀) , 规则是剪刀赢布 , 布赢石头 , 石头赢剪刀 , 赢者得一分 , 若双方所出相同 , 算和局 , 均不得分 . 试列

出游戏中儿童甲的赢得矩阵 .

5. 3 A, B 两人分别有 1 角、5 分和 1 分的硬币各一枚 . 在双方互不知道的情况下 , 各出一枚硬币 , 并规

定当和为奇数时 , A 赢得 B 所出硬币; 当和为偶数时 , B 赢得 A 所出硬币 . 试据此列出两人零和对策的模型 ,

并说明该项游戏对双方是否公平合理 .

5. 4 两个游戏者分别在纸上写{0, 1, 2} 三个数字中的任一个 , 且不让对方知道 . 先让第一个人猜两人

所写数字总和 , 再让第二个人猜 , 但规定第二个人猜的数不能与第一个人相同 . 猜中者赢得 1 分 , 否则得零

分 . 试回答两个游戏者各有多少个纯策略 .

5. 5 设有参加对策的局中人 A 和 B, A 的赢得矩阵如表 5. 19 所示 , 求最优纯策略和对策值 .

表  5. 19

A 策 略
B 策 略  β1 �β2 �β3 �β4 �

α1 q

α2

α3

8 �

8

7

6 �

9

5

2 �

4

3

8 �

5

5

5. 6 A, B 两家公司的产品竞争性推销 , 它们各控制市场的 50% . 最近这两家公司都改进了各自的产

品 , 现在都准备发动新的广告宣传 . 如果这两家公司都不做广告 , 那么平分市场的局面将保持不变 , 但如果

有一家公司发动一次强大的广告宣传 , 那么另一家公司将按比例地失去其一定数量的顾客 . 市场调查表

明 , 潜在顾客的 50% 可以通过电视广告争取到 , 30% 通过报纸 , 其余的 20% 可通过无线电广播争取到 , 现

每一家公司的目标是要选择最有利的宣传手段 .

( 1) 把这个问题表达成一个两人零和的对策 , 写出局中人 A 的赢得矩阵 .

( 2) 这个对策有鞍点吗?A, B 两公司的最优策略各是什么?对策值为多少?

5. 7 三河城由汇合的三条河分割为三个区 , 如图 5. 4 所示 . 城市居民 40% 住在 A 区 , 30% 住在 B 区 ,

30% 住在 C 区 . 目前, 三个区没有溜冰场 , 两个公司甲和乙都计划要在城中修建溜冰场 , 公司甲打算修建两

个 , 公司乙只打算修建一个 . 每个公司都知道 , 如果在城市的某一个区内设有两个溜冰场 , 那么这两个溜冰

场将把该区的业务平分; 如果某一区只有一个溜冰场 , 则该场独揽该区的全部业务 , 如果在一个区内没有

修建溜冰场 , 则该区的业务将平均分散在城市的三个溜冰场中 . 每个公司都想把溜冰场设在营业额最多的

地方 .

( 1) 把这个问题表达成一个两人零和对策 , 写出公司甲的赢得矩阵 .

( 2) 这个对策有鞍点吗?如果有 , 将有几个鞍点?甲、乙公司的最优策略各是什么?在双方都取最优策略
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时 , 两家公司各占有多大的市场份额?

C

30 �%

B

30 �%   

   A

   40 �%

图  5. 4

5. 8 在下列矩阵中确定 p 和 q 的取值范围 , 使得该矩阵在( a , b) 交叉处存在鞍点 .

b1 b2 b3          b1 b2 b3

( 1)

 a 1 

 a 2 

 a 3 

 1 q 6 

 p  5 10 

 6 2 3 

 ,   ( 2)

 a 1 

 a 2 

 a 3 

 2  4 5 

10 7 q 

 4  p  6 

.

5. 9 已知下列各对策的赢得矩阵 , 试用图解法求出甲、乙各自的最优策略及对策值 .

( 1) A =
 5 0 4 

 2 7 5 
,   ( 2) A =

4 - 3

2 1

- 1 3

.

5. 10 用公式法求解下列 2× 2 矩阵对策 Γ( SⅠ , SⅡ , A) , 其中 A 为

( 1) A =
 1 3 

 4 2 
,   ( 2) A =

 4 3 

 0 6 
.

5. 11 用代数法和图解法求解下列 2× 3 矩阵对策:

A =
 2 3 11 

 7 5 2
 .

5. 12 用迭代法求解下列矩阵对策 P ( SⅠ , SⅡ , A) :

A =

7 2 9

2 9 0

9 0 11

 .

5. 13 用线性规划方法求解下列矩阵对策问题:

( 1) A =

3 - 1 - 3

- 3 3 - 1

- 4 - 3 2

,   ( 2) A =

 1 2 3 

 4 0 1 

 2 3 0 

.

5. 14 求解下列矩阵对策 , 其中赢得的矩阵 A 分别为 �

( 1)

 2 2 1 

 3 4 4 

 2 1 6 

,     ( 2)

 2 7 2 1 

 2 2 3 4 

 3 5 4 4 

 2 3 1 6 

,

( 3)

1 0 3 4

- 1 4 0 1

2 2 2 3

0 4 1 1

,   ( 4)

 3 4 0 3 0 

 5 0 2 5 9 

 7 3 9 5 9 

 4 6 8 7 6 

 6 0 8 8 3 

.

5. 15 已知矩阵对策

A =

1 2 5

8 4 7

- 1 5 - 6

的解为 x* = ( 0, 11/ 14, 3/ 14) , y* = ( 0, 13/ 14, 1/ 14) , 对策值为 59/ 14, 求下列矩阵对策的解和对策值:
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( a)

3 4 7

10 6 9

1 7 - 4

,  ( b)

- 1 2 - 2

1 4 5

2 - 9 - 4

,  ( c)

8 10 16

24 14 20

6 16 - 6

.

5. 16 已知表 5. 20 中对策局中人 B 的最优策略为 x* = 0. 6, y* = 0. 4, 求局中人 A 的最优策略和对

策值 .

表  5. 20  

   局中人 B

局中人 A   
β1 �β2 [

α1 �

α2

α3

- 2 �

 3

 1

4 N

2

5

5. 17 考虑科洛奈的对策 . 对策中的科洛奈和他的敌人都企图夺取两个战略位置。科洛奈和敌人可利

用的兵团分别是 2 个和 3 个。双方都将把他们的兵团分布在两个位置附近 . 设 n1 和 n2 是科洛奈分配到位置

1和 2处的兵团数 , m1 和 m2 是敌人分配到位置 1 和 2 处的兵团数 . 科洛奈的规则如下: 如果 n1 < m1 , 则他将

失去 n1 + 1, 同样 , 如果 n2 < m2 , 则失去 n2 + 1; 反之 , 如果 n1 > m1 , 他则赢得 m1 + 1, 如果 n2 > m2 , 则赢

得 m2 + 1, 如果双方在某位置处的兵团数相等 , 则在该处为平局 .

( 1) 把这个问题表示成一个两人零和对策 , 写出科洛奈的赢得矩阵 .

( 2) 求此对策的解和对策值 .

5. 18 在一场敌对的军事行动中 , 甲方拥有三种进攻性武器 A 1, A 2, A 3, 可分别用于摧毁乙方工事; 而

乙方有三种防御性武器 B1, B2 , B3 来对付甲方 , 据平时演习得到的数据 , 各种武器间对抗时 , 相互取胜的可

能如下:

A 1 对 B1  2∶ 1;    A 2 对 B1  3∶ 7;

A 1 对 B2  3∶ 1;    A 2 对 B2  3∶ 2;

A 1 对 B3  1∶ 2;    A 2 对 B3  1∶ 3;

A 3 对 B1  3∶ 1;    A 3 对 B3  2∶ 1;

A 3 对 B2  1∶ 4.

试确定甲、乙双方使用各种武器的最优策略, 回答总的结果对甲、乙哪方有利?

5. 19 给定一矩阵对策 , 其赢得矩阵为

A =

0 1 2

- 1 0 3

- 2 - 3 0

.

验证( 1) 若( X* , Y* ) 是解 , 则( Y* , X* ) 也是其解; ( 2) 对策的值是 0.

5. 20 每行与每列均包含有整数 1, ⋯ , m 的 m× m 矩阵称为拉丁方 . 例如 , 一个 4× 4 的拉丁方为

 1 3 2 4 

 2 4 3 1 

 3 1 4 2 

 4 2 1 3 

.

试证明: 对策矩阵为拉丁方的 m× m 的矩阵对策值为( m + 1) / 2.

5. 21 囚犯两难问题 . 有两人因藏有被盗物品而被捕 . 两人都明白 , 如果两人均拒不承认盗窃 , 则现有

证据不足以判盗窃罪 , 而只能以窝藏赃物罪判 1 年徒刑; 如果两人都招认 , 则判 8 年徒刑 , 如果其中一人招

认而另一人拒不坦白 , 则坦白者从宽处理可获释放 , 抗拒者从严处理将判 10 年徒刑 . 列出此问题的非零和
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对策模型 , 并求纳什均衡解 .

5. 22 夫妻争执问题 . 一对夫妻为晚上到哪里玩 , 争执不下 , 妻子想去剧院 , 丈夫想去看足球 . 他们相

亲相爱, 一定要两人同去一个地方 . 假定若夫妻同去看足球 , 则妻子的满意程度为 1, 丈夫为 4; 若同去剧院

则妻子的满意程度为 4, 丈夫为 1; 若不同去 , 则夫妻的满意程度均为 0. 试求此对策问题的纳什均衡解 .

5. 23 求表 5. 21 中双矩阵对策的混合纳什均衡解 .

表  5. 21

甲
乙  

β1 ]β2 �

α1 p( 0 !, 0) ( 2 N, 1)

α2 p( - 2 �, - 1) ( 3 �, - 2)
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第 6 章  网 络 模 型

在现实生活和生产实践中, 有许多管理、组织与计划中的优化问题. 如在企业管理中, 如

何制订管理计划或设备购置计划, 使收益最大或费用最小; 在组织生产中, 如何使各工序衔

接好, 才能使生产任务完成得既快又好; 在现有交通网络中, 如何使调运的物资数量多且费

用最小等. 这类问题均可借助于图论知识得以解决. 网络模型就是一种应用图论的理论与方

法解决具有网络性质的管理决策问题的数学模型. 由于它具有图形直观, 方法简便, 容易掌

握的特点, 因此, 在近 30 年来得到迅速的发展, 且广泛地应用在各个领域, 尤其是经济活动

中许多管理决策的优化问题.

本章在介绍有关图的一些基本概念的基础上, 主要介绍网络中的最大流、最短路和最小

费用流问题等数学模型及其解法, 同时还介绍网络在生产组织管理等方面的应用, 即网络计

划技术.

6.1 图 论 导 引

6.1.1 图的基本概念

  为了说明图的基本概念, 先看以下例题.

例 1 哥尼斯堡七桥问题.

18 世纪的哥尼斯堡城中有一条普雷格尔河横贯, 河的两岸和河中的两个小岛有 7 座桥

彼此相接( 如图 6.1( a ) 所示) , 当地居民热衷于讨论: 一个步行者能否通过每座桥一次且仅

一次就能返回原出发地.

图 6.1

我们把图 6.1( a) 上的两岸和两岛看作 4 个点 A, B, C, D , 把桥看作连接它们的线, 则有

图 6.1( b) . 至于图中连接两点的线的形状以及线的长短都无关紧要. 于是, 问题变为对图

6.1( b )能否一笔画出而不通过同一条线两次或两次以上?

1736 年欧拉证明了此图不可能不重复地一笔画成.

例 2 图 6.2( a) 表示 6 家企业之间业务往来关系. 其中点 a , b, c, d , e, f 分别表示 6 家

企业, 两点的连结表示两家企业之间的业务联系. 因此, 从图中可反映出 a 企业分别与 b, c,

d 企业有业务往来; b 企业还与 c, e 企业, d 企业还与 e 企业有业务往来, 而 f 均不与企业 a ,
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b, c, d , e 有业务联系. 同样, 这 6 家企业之间的关系也可用图 6.2( b) 来反映. 图 6.2 中的 ( a)

与( b )图没有本质的差异. 可见表示企业间有无业务往来关系是两点间的连线, 而与点的位

置无关紧要.

图 6.2

例 3

图 6.3

图 6.3 是一张石油流向的管网示意图, A 点表示石油开采地, H 点表示石油的汇集站,

B , C, D , E , F 表示可供选择的石油流动加压站( 中间站) , 箭头表示石油的流向, 箭线旁的数

字表示管线的长度. 现在要从 A 地调运石油到 H 地, 怎样选择管线可使路程最短?

综上所述, 图是由点及连线( 不带箭头或带箭头)所组成的图形.

为区别起见, 把两点间不带箭头的连线称为边, 带箭头的连线称为弧.

无向图: 一般地, 设 V= {v1 , v2 , ⋯, vp }是 p 个点的集合, E = {e1 , e2 , ⋯, eq }是 q 条边的集

合, 其中

ei= ( vi, v j ) = ( vj , vi) ,   vi, vj∈V.

把由 V 和 E 组成的图形称为无向图, 记为 G= ( V, E ) .

在图 6.4 所示的图 G 中, V= {v1 , v2 , v3 , v4 }, p = 4, E = {e1 , e2 , ⋯, e7 }, q= 7; 其中 e1 = e7

= {v1 , v1 }, e2 = ( v1 , v2 ) , e3 = e4 = ( v2 , v3 ) , e5 = ( v3 , v4 ) , e6 = ( v3 , v1 ) .

图 6.4

对于边 ei= ( vi, v j ) , 称 vi 和 vj 为 ei 的顶点, 也称 vi 和 vj 是相邻的.

若边的两个顶点相同, 称其为环, 如图 6.4 中的 e1 . 若两条边只有一个公

共顶点时, 称它们是相邻边. 不与任何边相关联的点称为孤立点, 如图

6.2 中的点 f .

两个顶点间多于一条的边, 称为多重边, 如图 6.4 中的 e3 , e4 .

多重图和简单图: 含多重边的图称为多重图, 无环且无多重边的图

称为简单图. 本章研究的图一般指的都是简单图.

  子图: 设图 G= ( V, E) 和图 G′= ( V′E′) , 如果 V′�V, E′�E , 则称 G′

是 G 的一个子图. 图 6.5 中( b )和( c)都是 ( a) 的子图. 如果 V′= V, E′�E , 则 G′是 G 的支撑

子图. 图 6.5 中的( c) 是( a) 的一个支撑子图.
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图 6.5

有向图: 如果一个图是由点和弧所组成, 则称此图为有向图, 记为 D = ( V, A ) . 其中 V=

{v1 , v2 , ⋯, vp }, A = {e1 , e2 , ⋯, eq }. ei= ( vi, vj ) =\ ( vj , vi) , vi, vj ∈V, 并称 ei 是以 vi 为始点, vj

为终点的弧. 图 6.3 就是一个有向图.

链: 对于无向图 G= ( V, E ) , 称某顶点和边交替的序列{vi1 , ei1 , vi2 , ei2 , ⋯, vi( t - 1 ) , ei( t- 1) ,

vit}为连接 vi1 和 vit 的一条链, 简记为{vi1 , vi2 , ⋯, vit}. 其中 eik = ( eik , eik+ 1 ) , k= 1, 2, ⋯, t - 1.

图 6.2 中的{a , b, c}, {a , b, e, d }, {a , b, c, a }都是链, 称 vi
1
和 vit为链的两个端点. 两个端点重

合的链, 称为圈. 图 6.2 中的{a , b, c, a }就是圈.

路: 在有向图 D= ( V, A) 中, 称链{vi1 , vi2 , ⋯, vit}为一条以 vi1为始点, 通向终点 vit的路.

如果 vi1 = vit , 则称之为回路. 图 6.3 中, 从 A 到 H 有许多条路, 但不存在回路.

连通图: 如果图 G 中任何两顶点间至少有一条链, 则称 G 是连通图, 否则为不连通. 图

6.2 是一个不连通图, 但除去点 f , 则是连通的.

赋权图: 图 G 中, 如果每条边( 弧) ( vi, v j ) 都被赋予一个权数 wij , 则称 G 为赋权无向图

( 有向图) , 记为 G= ( V, E , W ) ( D= ( V, A , W ) ) . 这里的“权”可根据实际问题的需要赋予不

同的含义, 如距离、时间、费用等. 图 6.3 就是一个赋权有向图.

6.1.2 树与最小支撑树

如果 G= ( V, E )是一个无圈的连通图, 则称 G 为树, 记为 T = ( V, E ) . 如图 6.6 所示. 树

有以下显而易见的性质:

图 6.6

( 1) 树中任意两顶点间必有且仅有一条链;

( 2) 在树的两个不相邻的顶点间添上一条边, 就得到一个圈;

( 3) 在树中去掉任何一条边, 图就不连通;

( 4) 含有 P 个顶点的树有 P - 1 条边.

由树的定义可以看出, 图 6.5 中( a )的支撑子图( c) 就是一棵树.

如果 G= ( V, E ) 的支撑子图 G′= ( V, E′) 是树, 则称 G′是 G 的一棵

支撑树. 什么样的图才有支撑树?

  定理 1 图 G 有支撑树的充要条件是 G 连通.

证 必要性由定义直接可得.

充分性 设图 G 是连通的. ( 1) 若 G 不含圈, 则 G 就是自身的一棵支撑树. ( 2) 若 G 含

圈, 任取一个圈, 在保证连通的前提下, 用“破圈”的方法, 去掉一条或几条边, 留下的图要包

含这个圈上的所有点, 且无圈. 重复使用此法使每个圈都受到破坏, 最后保留下 G 中所有的
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顶点, 但是不成圈的图, 这就是 G 的一棵支撑树.

上述充分性的证明给出了求支撑树的一种方法——破圈法.

例 4 用破圈法求图 6.5 中( a) 的一棵支撑树.

解  取圈{v1 , v2 , v3 , v1 }, 去掉边( v2 , v3 ) , 又取圈{v1 , v3 , v4 , v1 }, 去掉边( v3 , v4 ) ; 再取圈

{ v1 , v2 , v5 , v1 }, 去掉边 ( v2 , v5 ) ; 再取圈{v1 , v4 , v5 , v1 }, 去掉边( v1 , v5 ) 后, 留下的图中不再含

圈, 于是得到图 6.5( a)的一棵支撑树, 如图 6.7 中粗线所示.

图 6.7 图 6.8

例 5 图 6.8( a )表示 5 个村庄的线路图, 每边旁的数字表示村庄之间线路的长度( 里) ,

现要求沿线路架设有线广播线, 不仅使各村都能听到有线广播, 而且使广播线总长度最短.

显然, 这个问题不光是要找出连接 5 个村庄的支撑树, 而且要找出一个广播线总长为最

短的支撑树, 即“最小支撑树”的问题.

所谓最小支撑树问题, 就是在给定连通赋权无向图 G= ( V, E , W ) 中, 求 G 的支撑树 T

= ( V, E′) ( E′∈E ) , 使 E′各边权 w ij (≥0)的总和最小. 其数学模型为

W ( T * ) = min ∑
( V

i
, V

j
) ∈ T

wij .

其中 T
*
称为最小支撑树, 简称最小树.

( 1) 用破圈法求最小树的具体步骤是:

第一步: 先任取一个圈, 从圈中去掉一条权最大的边, 若在同一圈中有几条都是权最大

边, 则任选其中的一条边去掉.

第二步: 在余下的子图中, 重复上述步骤, 直至没有圈为止.

下面用破圈法求解例 5.

解  在图 6.8( a ) 中, 取圈{v1 , v2 , v3 , v1 }, 去掉最大权 w 13 = 6 的边 ( v1 , v3 ) . 再取圈{v1 ,

v2 , v3 , v4 , v1 }, 去掉( v3 , v4 ) . 又取圈{v1 , v2 , v5 , v1 }, 去掉边( v2 , v5 ) . 最后取圈{v1 , v4 , v5 , v1 }, 此

时圈中的 w 14 = w 45 = 4, 任意去掉其中的一边, 如边( v4 , v5 ) . 至此, 得到一棵最小树 (见图 6.8

中的( b) ) , 其连接 5 个村庄广播线的总长 W ( T
*

) = 11(里) .

( 2) 用避圈法——Kruskal 算法求最小树.

K ruskal 算法的思想是, 开始选一条最小权的边, 在以后的每步中, 总从未被选取的边

中选一条权最小的边, 并使之与已选取的边不构成圈. 如果同时有几条都是最小权的边, 则

可从中任选一条.

具体的步骤是:

第一步: 令 i= 1, E 0 = �;

第二步: 选边 ei∈E \ E i- 1 , 使 E i- 1∪{ei}不含圈, 且是所有未被选取的边中权最小的一
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条. 如果这样的边不存在, 则 T = ( V, E i- 1 )就是最小树.

第三步: 置 i= i+ 1, 转入第二步.

例 6 用避圈法求解例 5.

解 i= 1, E 0 = �, 从 E 中选权最小的边( v1 , v2 ) , 得 E 1 = {v1 , v2 }.

i= 2, 从 E / E 1 中选最小权的边( v2 , v3 ) , 得 E 2 = {( v1 , v2 ) , ( v2 , v3 ) }.

i= 3, 从 E / E 2 中选最小权的边( v1 , v5 ) , 得 E 3 = {( v1 , v2 ) , ( v2 , v3 ) , ( v1 , v5 ) }= E 2 ∪( v1 ,

v5 ) 不含圈.

i= 4, 从 E / E 3 中选最小权的边( v1 , v4 )或( v4 , v5 ) ( 因为 w14 = w 45 = 4) , 得 E 4 = {( v1 , v2 ) ,

( v2 , v3 ) , ( v1 , v5 ) , ( v1 , v4 ) }= E 3∪( v1 , v4 ) 不含圈.

i= 5, 由于在 E/ E 4 中的任一边都与 E 4 构成圈, 故算法终止, T = ( V, E 4 ) , 就是要求的最

小树, 其中 W( T
*

) = 11( 里) . 见图 6.8( b ) .

6.2 网络中的流

6.2.1 网络与流的概念

  上节例 3 的图 6.3, 是一个由 A 点开采石油, 途经中转加压站 B, C, D , E , F 点, 最后汇

集到 H 点的输送石油管道网. 其中每条弧旁的数字可以表示管道的长度, 也可以表示该管

道输送石油的最大能力等, 像这类的赋权有向图就是网络.

一般地, 对于有向图 D = ( V, A) , 如果 V 中有一发点(亦称为源) 记为 v s , 还有一收点( 亦

称为汇)记为 vt , 其余均为中间点, 且对 A 的每条弧均赋权 W ( vi, v j ) ≥0(简记为 w ij , 在此称

其为弧容量 ) , 则称这样的赋权有向图 D 为网络, 记为 D = ( V, A , W ) . 在 D 中, 通过弧 ( vi,

v j ) 的物运量 f ij 称为通过弧( vi, vj ) 的流量, 所有弧上流量的集合 f = {f ij }称为该网络 D 的

一个流.

图 6.9 中弧旁括号中的两个数字 ( wij , f ij ) , 第一个数字表示弧容量, 第二个数字表示通

过该弧的流量, 如弧( v5 , v1 )上的( 8, 6) , 前者是可通过该弧的最大流量为 8, 后者是目前通过

该弧的流量 6.

图 6.9

从图 6.9 中可以看出, ( 1) 通过每弧的流量均不超过弧容量; ( 2) 发点 v s 流出的总量为 6

+ 3= 9, 等于流入收点 v t 的总量 5+ 4= 9, 且各中间点的流出量等于其流入量, 如中间点 v2

的流出量减去其流入量等于零, 即 4- ( 3+ 1) = 0.

一般地, 在网络 D = ( V, A, W) 中, 满足以下条件的流 f 称为可行流:

( 1) 弧流量限制条件 0≤f ij≤w ij   ( vi, vj )∈A.
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( 2) 平衡条件    ∑f ij - ∑f j i =

v( f )   i= s

0    i≠ s, t

- v( f )  i= t

 .

式中 v( f ) 称为该可行流的流量, 即发点的净输出量或收点的净输入量.

在现实生活中, 许多系统各自构成网络中的流量问题, 如供水系统中的水流、金融系统

中的现金流、控制系统中的信息流、交通系统中的物资运输流等. 对于网络中的流, 可行流总

是存在的, 但我们更感兴趣的是在许许多多的可行流中如何寻找最大流以及最小费用最大

流等问题.

6.2.2 最大流问题

网络最大流问题是在网络 D 中求一个可行流 f = {f ij }, 使其流量 v( f ) 达到最大, 其数

学模型如下:

max v( f )

满足 0≤f ij ≤W ij    ( vi, vj )∈A, ( 6.1)

∑f ij - ∑f j i =

v( f )   i= s

0   i≠ s, t

- v( f )  i= t

( 6. 2)

显然, 网络最大流问题是一个典型而又特殊的线性规划问题, 自然可用第 2 章介绍过的

单纯形法进行求解, 但利用图的特点, 我们介绍一种直观简便、易于掌握的求解方法.

下面先介绍与求解方法有关的概念和原理.

1. 增广链

设网络 D = ( V, A , W )中, 有一可行流 f = {f ij }, 按每条弧上流量的多少, 可将弧分为四

种类型:

饱和弧 ( f ij = wij ) ;   �非饱和弧( f ij < wij ) ;

零流弧 ( f ij = 0) ; 非零流弧( f ij > 0) .

在图 6.9 中, ( v1 , v4 )是饱和弧, 也是非零流弧, 其他各弧均为非饱和弧, 也是非零流弧.

设 μ是网络 D 中从 v s 到 v t 的一条链, 沿此方向, μ上的各弧可分为两类, 一类是与链的

方向一致的弧称为正向弧, 正向弧的全体记为 μ
+

. 另一类是与链的方向相反的弧, 称为反向

弧, 反向弧的全体记为 μ
- . 如图 6.9 所示, 在链 μ= {v s , v2 , v1 , v4 , v3 , vt }中, μ

+ = {( vs , v2 ) ,

( v1 , v4 ) , ( v3 , vt) }, μ
- = {( v2 , v1 ) , ( v4 , v3 ) }.

对于可行流 f , μ是一条从 vs 到 vt 的链, 如果 μ
+ 中的每条弧均为非饱和弧, 且 μ

- 中的

每条弧均为非零流弧, 则称链 μ是关于 f 的增广链. 如图 6.9 中 μ1 = {v s , v2 , v1 , v3 , v t}就是一

条增广链, 而 μ2 = {vs , v2 , v1 , v4 , vt }却不是增广链. 不难理解, 如果 μ是一条增广链, 那么在 μ

上可以增加一定的流量.

2. 截集

如果将网络 D = ( V, A, W) 的 V 剖分为两部分, V s 和 V�s , 使 v s∈V s , v t∈V�s, 且 Vs∩V�s=

�, Vs∪V�s= V, 则把从 V s 指向 V�s 的弧的全体称为分离 V s 和 V�s 的一个截集, 记为( Vs , V�s) , 即

( V s, V�s) = {vi, vj ©¦vi∈Vs , v j∈V�s, ( vi, v j ) ∈A }, 截集( V s, V�s) 中所有弧的容量之和称为该截集

的截量, 记为 W( Vs , V�s) . 在 D 的所有截集中, 称截量最小的为最小截集. 直观地说, 截集的
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所有弧是从 V s 到 V t 的必经之路. 如果从 D 中丢去这一截集, 则发点就不能通往收点.

例如, 在图 6.9 中, 若取 V s= {vs}, V�s= {v1 , v2 , v3 , v4 , vt }, 则有:

( V s , V�s , ) = {( v s, v1 ) , ( vs , v2 ) },

W( Vs , V�s) = w s
1
+ w s

2
= 8+ 7= 15.

若取 V s= {vs , v1 }, V�s= {v2 , v3 , v4 , vt ) }, 则有:

( V s, V�s) = {( v s , v2 ) , ( v1 , v2 ) ( v1 , v3 ) , ( v1 , v4 ) },

W( V s , V�s) = 7+ 6+ 4+ 3= 20 .

我们还可以列举出图 6.9 的其他截集及截量, 例 7 将可验证, 截量为 13 的截集( V s, V�s)

是最小截集.

容易理解, 任何一个可行流的流量 v( f )都不会超过任一截集的截量, 即 v( f ) ≤W( Vs ,

V�s) . 如果一可行流 f
* 使得 v( f

* ) = W( Vs
* , V�s

* ) , 则 f
* 就是最大流. 且( Vs

* , V�s
* )也是最小

截集. 因此有:

最大流最小截量定理 任一网络 D 中, 最大流的流量等于最小截集的截量.

从以上增广链和截集的概念及定理知道, 要判断一个可行流 f 是否最大流有两种途

径: 一是能否找出 Vs 到 Vt 的增广链, 若能, 则说明 f 不是最大流; 否则 f 就是最大流. 二是

看 v( f ) 是否等于最小截量. 若等, 则 f 就是最大流, 否则就不是最大流.

在上述概念和定理的基础上, 下面介绍如何寻求最大流的( F ord- Fulkerson)标号法.

标号法的基本思想是, 从一个可行流 f 出发, 由发点 V s 开始, 用对网络 D 中的每个顶

点进行标号的办法寻找 f 的增广链. 若无, 则 f 为所求的最大流. 若有, 则在增广链上进行

调整. 由定义知, 当( vi, v j )∈μ
+
时, f ij < Wij ; 当( vi, v j )∈μ

-
时, f ij > 0. 此时可取调整量:

θ= min{min
μ+

( Wij - f ij ) , min
μ-

f ij }> 0 , ( 6.3)

且令 f ij′=

f ij + θ   ( vi, vj )∈μ
+

f ij - θ   ( vi, vj )∈μ-

f ij     ( vi, vj ) ∈
-

μ

 . ( 6.4)

得到调整后新的可行流 f ′, 重复进行直至得到无增广链时的最大流止. 具体方法步骤如下:

第一步: 给出一个初始可行流 f (例如, f = 0) .

第二步: 给顶点标号, 寻找增广链 μ. 凡是标号的点用( vi, l ( v j ) ) 表示, 其中第一个分量

表示该标号是从哪个点得到的, 以便找出增广链 μ, 第二个分量是为确定 μ的调整量 θ

用的.   

在标号过程中, 每个点属于且仅属于下列集合之一: 已标号, 但未检验的点集 V0 ; 已标

号, 已检验的点集 Vs , 未标号的点集 V�s .

首先给 v s 标号( 0, + ∞) . 此时 V0 = {v s}, Vs= �, V�s= {v1 , ⋯, v t}.

第三步: 如果 V0 非空, 则反复按以下①, ②进行, 否则转第五步.

①在 V0 中任选一元素 vi, 检查 vi 到 V�s 中的点 v j 的弧( vi, v j ) , 或 V�s 中的点 vj 到 vi 的弧

( vj , vi) , 满足以下条件的给 v j 标号:

( i) 对于正向弧( vi, vj ) , 若非饱和, 则给点 vj 标以( vi, l ( vj ) ) , 其中 l( vj ) = min {l ( vi) , w ij

- f ij }, 同时把 vj 从 V�s 中除去, 归入 V0 . 如果 v t 归入 V0 , 说明已找出 f 的增广链 μ, 则转第

四步.
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( ii) 对于 反向弧 ( v j , vi ) , 若 非零 流, 则给 点 vj 标以 ( - vi, l ( vj ) ) , 其 中, l ( vj ) =

min {l( vi) , f j i}, 同时把 v j 从 V�s 中除去, 归入 V0 .

②把已标号已检验的点 vi 归入 V s .

第四步: 在增广链 μ上进行调整, 得到新的可行流 f ′.

设 v t∈V0 , 利用 v t 的标号和 Vs 中各点的标号中的第一分量, 从 vt 反向追踪到 v s, 得到

一条从 v s 到 vt 的增广链 μ. 按( 6.3) 和( 6.4)式在 μ上进行调整, 增加流量, 得到新的可行流

f ′. 返回第二步.

第五步: 写出最大流 f
* = {f ij

* }的流量 v( f
* )和最小截集( V s

* , V�
*
s ) , 终止计算.

例 7 试用( F ord- Fulkerson )标号法求图 6.10 所示的网络最大流.

图 6.10

解 第一步: 可行流 f 已由图 6.10 给出.

第二步: 首先给 vs 标以( 0, + ∞) , 此时 V0 = {vs}, Vs= �, V�s= {v1 , v2 , v3 , v4 , v t}.

第三步: 检查点 vs , 因为在弧( vs , v1 )上, f s1 = w s1 = 7, 即饱和弧, 所以对 v1 不标号.

在弧( vs , v2 ) 上, 因为 Ws2 - f s2 = 8- 3= 5> 0, 所以给点 v2 标号, ( vs , l( v2 ) ) , 其中 l ( v2 ) =

min {+ ∞, 5}= 5, 此时 V0 = {v2 }, Vs= {v s}, V�s= {v1 , v3 , v4 , vt}.

检查点 v2 , 因为( v2 , v3 )已饱和, 所以, 对 v3 不标号. 在弧( v1 , v2 ) 上, 因为 f 12 = 3> 0, 即非

零流弧, 所以, 给 v1 标号( - v2 , l( v1 ) ) , 其中 l( v1 ) = min {l ( v2 ) , f 21 }= min{5, 3}= 3, 此时, V0

= {v1 }, V s= {( v s , v2 }, V�s= {v3 , v4 , vt }.

检查点 v1 , 因为反向弧( v3 , v1 )是零流弧, 所以, 不给 v3 标号; 又正向弧( v1 , v4 ) 是非饱和

弧, 所以, 给 v4 标号( v1 , l( v4 ) ) , 其中 l ( v4 ) = min{l ( v1 ) , w 14 - f 1 4 }= min{3, 4}= 3, 此时, V0

= {v4 }, V s= {( v s , v2 , v1 }, V�s= {v3 , vt }.

检 查点 v4 . 因为正向弧 ( v4 , v t ) 非饱和, 所以, 给 Vt 标号 ( v4 , l ( vt ) ) , 其中 l ( v t ) =

min {l( v4 ) , W4t - f 4t}= min {3, 6}= 3. 由于 vt 已标号, 不需再对 v3 标号.

此时, V0 = {v t}, Vs= {v s, v2 , v1 , v4 }, V�s= {v3 } .

第四步: 利用各点已标号的第一个分量, 从 v t 反向追踪得增广链 μ= {vs , v2 , v1 , v4 , vt },

如图 6.10 中双箭头线所示.

其中 μ
+ = {( v s , v2 ) , ( v1 , v4 ) , ( v4 , v t) } ,

μ
-

= {( v1 , v2 ) } .

由 v t 标号的第二个分量知 θ= 3, 于是在 μ上进行调整:
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f ij′=

f s2′= f s2 + θ= 3+ 3= 6 ( v s , v2 )∈μ
+

f 14′= f 14 + θ= 4+ 3= 7 ( v1 , v4 )∈μ
+

f 4t′= f 4t+ θ= 4+ 3= 7 ( v4 , v t) ∈μ+

f 12′= f 12 - θ= 3- 3= 0 ( v1 , v2 )∈μ
-

f ij ( v s , v2 )∈
-

μ

 .

调整后的可行流如图 6.11 所示. 对这个新的可行流重新在图 6.11 上进行标号, 寻找新

的增广链.

图 6.11

易见, 当给 v2 标号( v s, 2)后, 无法再进行下去, 此时 V s= {vs , v2 }, V�s= {v1 , v3 , v4 , vt }, V0

= �. 因此, 目前所得的可行流就是最大流, 最小截集为 ( V s
*

, V�s
*

) = {( v2 , v3 ) , ( vs , v1 ) }, 最大

流量为 v( f
*

) = f 23 + f s
1
= 6+ 7= 13.

从上例可以看出, 最小截集中各弧的容量总和构成最大流问题的瓶颈. 在实际问题中,

为提高网络中的总流量, 必须首先着力改善最小截集中各弧的弧容量.

6.3 最短路和最小费用流问题

最大流问题仅反映了网络通过物量能力的大小, 而未考虑运送费用的多少. 但实际上,

在网络 D 中运送物量 v( f ) 的方案可能有很多, 如果考虑费用的话, 则必存在费用最小的方

案. 例如, 图 6.12 中的( a ) , ( b) , 表示了流量 v( f ) = 6, 费用不同的两个运送方案, 其中弧旁

括号( bij , f ij )中第一个分量表示单位物量运送的费用, 第二个分量表示通过该弧物资的数

量. ( a) 方案的运费 b( f ) = 1× 6+ 2× 3+ 1× 3+ 4× 1+ 1× 2+ 1× 2= 23; ( b) 方案的运费

b( f ) = 1× 6+ 4× 6= 30. 因此, 寻求一个总运费最小的方案是一个重要而又有实际意义的问

题——最小费用流问题. 如果仅讨论单位物量( 即 v( f ) = 1) 在网络中的运送总费用, 则就是

求从 v s 到 v t 的最短路问题. 显然, 最短路问题是研究最小费用流问题的基础. 同时, 也是网

络理论中应用最广的问题之一. 如管道铺设、厂区布局、线路安排、设备更新等问题都可归结

为最短路问题.

图 6.12
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6.3.1 最短路问题

图 6.13 中 v1 是一煤矿所在地, v9 是煤炭需求地, v2 , v3 , ⋯, v8 是由 v1 到 v9 可经过的城

镇, 弧旁的数字为从 vi 到 v j 的距离, 现要从 v1 调运煤炭到 v9 , 问应选择怎样的路线才能使

路程最短? 这就是一个最短路问题.

图 6.13

给定一个赋权有向图 D = ( V, A , W ) , 其中 w ij 表示弧( vi, v j ) 的权( 可以是费用、时间、距

离等) . 设 v s 和 v t 是 D 中的两个顶点, P 是从 vs 到 vt 的路. 对 D 而言, 从 v s 到 v t 存在有限条

路, 因此, 求一条从 v s 到 vt 最短路 P
*
的数学模型是:

W ( P
*

) = min∑
P

Wij ,

式中路 P
* 的权 W ( P

* ) 称为 v s 到 v t 的距离, 记为 d st , 显然, d st不一定等于 d ts .

最短路问题可用第 4 章动态规划来解决, 现在介绍最短路问题的网络解法.

容易理解, 如果 P 是 D 中从 vs 到 vt 的最短路, vi 是 P 中的一个中间点, 则从 vs 沿 P 到

vi 的路必是从 vs 到 vi 的最短路. 这就是求最短路方法的理论依据.

下面介绍 D 中所有 w ij ≥0 情况下, 求 vs 到 v t 最短路的 Dijks tra 标号法.

Dijks tra 标号法的基本思想是将点集 V 分划为 V1 ( 称 P 标号点集) 和 V�1 (称 T 标号点

集) . 要求 vs 到 vj 的最短路, 只要从 vs 开始( 除 vs∈V1 , 路长 P ( vs) = 0 外, 其余各点均属于

V�1 , 且 T ( vj ) = + ∞) 的过程中, 逐个将 vs 到 v j 所有经过 V�1 中 T 标号点变为 V1 中 P 标号,

即可找到 vs 到 v j 的最短路. 要想求出 vs 到 D 中各点的最短路, 只须将 V�1 中 p - 1 个 T 标号

点全部变为 V1 中 P 标号点, 计算终止. 如果 v j 不能由 V�1 中的 T 标号点变为 V1 中 P 标号,

则 v s 到 vj 不存在最短路.

Dijks tra 标号法的具体步骤如下:

开始( i= 0) , 把 D 中的 V 分划为 V1 和 V�1 , 使 V1 ∩V�1 = �. V1 ∪V�1 = V, 令 V1 = {v s},

P ( vs) = 0, 其他 v j∈V�1 , 令 T ( vj ) = + ∞.

第一步: 若 V1 = V 时, 计算终止, 此时对每个 v j∈V1 , d sj = P ( vj ) , 并反向追踪求得 v s 到

v j 的最短路, 否则转入第二步.

第二步: 若 V1≠V 时, 反复按如下进行:

( 1) 对 vj ∈V�1 , 若 T ( vj ) > P ( vi) + w ij , 则把 T ( vj )修改为 P ( vi) + w ij , 否则转( 2) .

( 2) 令 T ( vj 0 ) = min {T ( v j 1 ) , T ( j 2 ) , ⋯, T ( v j i) }, 若这样的 j 0 有两个以上, 可任取

一个.   

( 3) 令 P ( v j 0 ) = T ( vj 0 ) , 将 v j 0归入 V1 , ( 即把 v j 0的 T 标号变为 P 标号) , 并置 i= i+ 1.

例 8 用 Dijks tra 标号法求图 6. 14 从 v1 到各顶点的最短路.

解 在图 6.15( a)～( e)中, 方框表示属于 V1 的顶点 vi, 其内的数字表示 d 1i= P ( vi) , 圆
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图 6. 14

圈表示属于 V�1 且与 vi 相关联的顶点 v j , 其内的数字表示 T ( vj ) = P ( vi) + W ij .

i= 0: 令 V1 = {v1 }, P ( v1 ) = 0, 其余 v j ∈V�1 , 且 T ( vj ) = + ∞. 与 v1 相关联的顶点有 v2 ,

v3 , 按第二步的( 1) , 有 T ( v2 ) = 1, T ( v3 ) = 4, 如图 6.15( a) . 再按第二步的( 2) , ( 3) 有:

P ( vj 0 ) = T ( v j 0 ) = min{T ( v2 ) , T ( v3 ) }= min {1, 4} = 1= T ( v2 ) , 并把 v2 归入 V1 , 如图

6. 15( b) 所示.

i= 1: V1 ≠V, 继续按第二步进行. 在图 6. 15( b )中, 与 V1 中点 v1 , v2 相邻的顶点有 v3 ,

v4 , 因为 T ( v3 ) = 4> P ( v2 ) + w 23 = 1+ 2= 3, 所以, 修改 T ( v3 ) = 3. T ( v4 ) = P ( v2 ) + W2 4 = 1+

3= 4, P ( v j 0 ) = T ( vj 0 ) = min{T ( v3 ) , T ( v4 ) }= T ( v3 ) = 3, 把 v3 归入 V1 , 如图 6.15( b ) , ( c) 所

示.

图 6. 15( c) , ( d) , ( e)直观地反映了 i= 2, 3, 4 的情况.

图 6. 15( a)～( e)

此时, 虽有 v5∈V�1 , 但由于不存在到 v5 的路, 所以, 计算终止. 图 6.15( e )中各点方框内

数字表示 v1 到该点的最短路长 d 1j .

为求 v1 到 v j 的最短路, 可由下式计算 d 1j - d 1i= wij , 进行反向追踪求出中间点 vi, 反复

进行即可求得 v1 到 v j 的最短路.

在本例中为求 v1 到 v6 的最短路, 可由

d 1 6 - d 1 4 = 5- 4= 1= w4 6 , 确定中间点 v4 ,

d 1 4 - d 1 2 = 4- 1= 3= w2 4 , 确定中间点 v2 ,

d 1 2 - d 1 1 = 1- 0= 1= w1 2 .
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因此, P
*
16 = {v1 , v2 , v4 , v6 }, 同理可求得 P

*
12 = {v1 , v2 }, P

*
13 = {v1 , v2 , v3 }, P

*
1 4 = {v1 , v2 , v4 }.

对于 wij≥0, Dijkst ra 标号法不仅可求出 v s 到 v t 的最短路, 同时, 还可求出 vs 到 D 中各

点的最短路. 如果要求 D 中任意两点间的最短路, 当然可用改变起始点的办法, 但显然较

繁. 另外, 当 D 中含有 wij < 0 的弧时, Dijks tra 标号法不能再用. 下面介绍的 Warsh all -

F loyd 方法更适用此类问题.

W arshall- F loyd 方法的具体步骤如下:

开始( k= 0) , 作距离矩阵 L
( 0)

= ( l
( 0)
ij ) 和序号矩阵 θ

( 0 )
= (θ

( 0)
ij ) , 其中

l
( 0)
( ij ) =

Wij  ( vi, v j ) ∈A

+ ∞  否则
,

θ
( 0)
ij = j ( i, j = 1, 2, ⋯, p ) .

第一步: k= r ( 1≤r< p )时, L
( k) 中第 k 行和第 k 列元素保持与 L

( k- 1 ) 相应元素相同, 其他

元素按下式计算, 并填入 L
( k)

= ( l
( k)
ij ) 中:

l
( k)
ij = min{l

( k- 1)
ij , l

( k- 1 )
ik + l

( k- 1 )
kj } ( 6. 5)

相应地, θ
( k)
的各元素按下式变化:

θ
( k)
ij =

θ
( k- 1)
ij , 若 l

( k)
ij = l

( k- 1)
ij

θ
( k- 1)
ik , 若 l

( k)
ij < l

( k- 1)
ij

. ( 6.6)

第二步: 若存在 l
( k)
ii < 0 ( 1≤i≤p ) , 计算终止, 这说明 D 中存在一条含有顶点 vi 的负

回路, 即 dii= W ( Q) < 0 的回路, 由 θ
( k)
ij ( i, j = 1, 2, ⋯, P )找出此回路; 否则, 置 k= k+ 1.

第三步: 当 k= p , 计算终止. 若 l
( p )
ij = + ∞, 则说明 D 中不存在从 vi 到 vj 的路; 否则, 记

d ij = l
( p )
ij , 表示由 vi 到 v j 的最短路长, 相应的最短路可由 θ

( p )
ij ( i, j = 1, 2, ⋯, p ) 找出.

图 6.16

例 9 用 W arshall- F loyd 方法求图 6. 16 中各顶点间的

最短路, 其中各弧( 边)旁的数字表示弧( 边)长.

解 k= 0, 把图 6. 16 中的两条边看作长度相等、方向相

反的两条弧. 即有 w1 4 = w4 1 = 9, w2 5 = w5 2 = 2. 根据图 6. 16 中

的数据, 作 L
( 0 ) = ( l

( 0)
ij ) , 同时作 θ

( 0) = (θ
( 0)
ij ) , 如表 6. 1 中 k= 0

所示.

k= 1, 将 L
( 1)
中第 1 行和第 1 列的元素保持与 L

( 0)
中相应

元素相同(在表中用虚线将其覆盖) , 其他元素按( 6.5) 式进行计算. 例如:

l
( 1 )
42 = min{l

( 0)
42 , l

( 0)
41 + l

( 0)
12 } = {∞, 9 + 3} = 12,

l
( 1 )
43 = min{l

( 0)
43 , l

( 0)
41 + l

( 0)
13 } = {∞, 9 + 4} = 13.

其余元素经计算不变. 对更新数字的元素均加上圈.

同时, 在 k= 1 的序数矩阵中, 按 ( 6.6) 式有 θ
( 1)
42 = θ

( 0 )
41 = 1, θ

( 1 )
43 = θ

( 0 )
41 = 1, 并加上圈. 如表

6. 1 中 k= 1 所示.

k= 2, 将 L
( 2)
的第 2 行和第 2 列的元素保持与 L

( 1)
中相应元素相同, 按( 6.5) 式计算:

l
( 2)
13 = min {l

( 1)
13 , l

( 1)
12 + l

( 1)
2 3 }= min{4, 3+ ( - 4) }= - 1,

l
( 2)
15 = min {l

( 1)
15 , l

( 1)
12 + l

( 1)
2 5 }= min{∞, 3+ 2}= 5,

l
( 2)
43 = min {l

( 1)
43 , l

( 1)
42 + l

( 1)
2 3 }= min{13, 12+ ( - 4) }= 8,

l
( 2)
53 = min {l

( 1)
53 , l

( 1)
52 + l

( 1)
2 3 }= {∞, 2+ ( - 4) }= - 2.
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  表 6. 1

k= 0 �k= 1 �k= 2 �k= 3 �k= 4 (k= 5 �

[ L( k)
ij ]

0 �3 ;4 �9 3∞  0 A3 �4 P9 �∞ 0 �  3 ?- 1 �○ 9 N⑤ 0 \3 �  - 1 �② ② 0 �3 o- 1 �  2 l① 0 k3 �- 1 �2 �  1 z

∞ 0 ;- 4 �∞ 2 �  ∞ 0 �- 4 �∞ 2 H  ∞   0 ?   - 4 �  ∞  2 �∞ 0 �  - 4 �- 1 �○ - 1 m○ ⑧ 0 o- 4 �  - 1 �- 2 �○ 8 k0 �- 4 �- 1 �  - 2 �

∞ ∞ 0 �3 33 �  ∞ ∞ 0 P3 �3 H∞  ∞ 0 �3 N3 �  ∞  ∞   0 \  3 �  3 [，？ ，？ 0 �  3 l② 12 �④ 0 k3 �  2 z

9 �∞ ∞ 0 3- 1 �  9 A，？ ，？ 0 �- 1 w9 �  12 V⑧ 0 N- 1 9 \12 �  8 \0 �- 1 �  9 �  12 �  8 �   0 l  - 1 �9 k① - 3 }○ 0 �  - 1 �

∞ 2 ;∞ ∞ 0 �  ∞ 2 �∞ ∞ 0 H∞  2 ?- 2 �○ ∞ 0 �∞ 2 �  - 2 �① 0 [，0 2 o- 2 �  1 l0 �  10 �  2 �  2 k  1 �   0 z

[θk
ij ]

1 �2 ;3 �4 35 �1 A2 �3 P4 �5 H1 �2 ?② 4 N② 1 \2 �2 \② ② 1 �2 o2 �2 l② 1 k2 �2 k2 �2 z

1 �2 ;3 �4 35 �1 A2 �3 P4 �5 H1 �2 ?3 �4 N5 �1 \2 �3 \③ ③ ③ 2 o3 �3 l③ 3 k2 �3 k3 �3 z

1 �2 ;3 �4 35 �1 A2 �3 P4 �5 H1 �2 ?3 �4 N5 �1 \2 �3 \4 �5 [④ ④ 3 �4 l④ 4 k④ 3 k4 �4 z

1 �2 ;3 �4 35 �1 A① ① 4 �5 H1 �1 ?① 4 N5 �1 \1 �1 \4 �5 [1 �1 o1 �4 l5 �1 k⑤ ⑤ 4 �5 z

1 �2 ;3 �4 35 �1 A2 �3 P4 �5 H1 �2 ?② 4 N5 �1 \2 �2 \② 5 [② 2 o2 �2 l5 �2 k2 �2 k2 �5 z

其余元素未变, 并对 l
( 2)
13 , l

( 2)
15 , l

( 2)
43 , l

( 2)
53 加圈.

同时在 θ
( 2)
中, 按( 6.6) 式有 θ

( 2)
1 3 = θ

( 1)
12 = 2, θ

( 2)
1 5 = θ

( 1)
12 = 2, θ

( 2)
43 = θ

( 1)
4 2 = 1, θ

( 2)
5 3 = θ

( 1 )
52 = 2, 并加

圈, 如表 6. 1 中 k= 2 所示.

k= 3, 4, 5 的结果均在表 6. 1 中给出, 过程从略.

L
( 5)

= [ l
( 5)
ij ] 给出了图 6. 16 中各点之间的最短路长, θ

( 5 )
= [ θ

5
ij ] 给出了从 vi 到 v j 的最短

路必须经过点的下标, 并由此追踪可找出最短路. 例如从 v1 到 v5 的最短路长为 1( L
( 5)
1 5 = 1) ,

最短路由 θ
( 5)
15 = 2(即必经过 v2 ) , 又由 θ

( 5 )
25 = 3(即经过 v3 ) , 再由 θ

( 5)
3 5 = 4( 即经过 v4 ) , 最后由

θ
( 5)
4 5 = 5, 可知从 v1 到 v5 的最短路是( v1 , v2 , v3 , v4 , v5 ) . 同理, 从 v5 到 v1 的最短路长为 10, 最

短路为( v5 , v2 , v3 , v4 , v1 ) .

例 10 用 Warshall- F loyd 方法求图 6.17 中各顶点之间的最短路, 其中各弧旁的数据

表示弧长.

图 6.17

解 k= 0, 由图 6. 18 中的数据作 L
( 0)

= [ l
( 0)
ij ] 和 θ

( 0)
= [ θ

( 0)
ij ] , 按( 6.5) 式计算及按( 6.6)式得

表 6. 2( k= 0, 1, 2, 3) .
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  表 6. 2

k= 0 �k= 1 �k= 2 {

[ L
(k)
ij ]

0 �1 �∞ ∞ 0 �1 �∞ ∞ 0 J1 `③ - 1 �○0 �1 �3 7- 1 �

∞ 0 �2 7- 2 �∞ 0 �2 �- 2 b∞ 0 `2 �- 2 �∞ 0 �2 7- 2 �

∞ - 2 !0 76 |∞ - 2 �0 �6 3∞ - 2 �0 �- 4 �○∞ - 2 !0 7- 4 �

- 2 �3 �- 6 f0 |- 2 �- 1 �○ - 6 �0 3- 2 x- 1 �- 6 �- 3 �○

[ θ( k)
ij ]

1 �2 �3 74 |1 �2 �3 �4 31 J2 `② ②

1 �2 �3 74 |1 �2 �3 �4 31 J2 `3 �4 �

1 �2 �3 74 |1 �2 �3 �4 31 J2 `3 �②

1 �2 �3 74 |1 �① 3 �4 31 J1 `3 �1 �

  由于 l
( 2 )
44 = - 3< 0, 说明图 6. 17 中含有顶点 v4 的负回路 Q, 由[ θ

( 2)
ij ] 中的 θ

( 2)
44 = 1, θ

( 2)
34 =

2, θ
( 2)
2 4 = 4 可知, 负回路 Q= {v4 , v3 , v2 , v4 }, d 44 = l

( 2)
4 4 = - 3, 计算终止. 否则, 继续计算下去, 则

会出现更多的负回路, 且随着计算次数增多, 含有负回路的路 P 的长 d ij →- ∞. 因此, 本题

不存在从 vi 到 v j 的最短路( i, j = 1, 2, 3, 4) .

6.3.2 最小费用流问题

在给定网络 D = ( V, A , W ) 中, 对每弧( vi, v j ) ∈A, 除已给弧容量 W ij 外, 还给出单位流

量的费用 bij ≥0. f = {f ij }是 D 中的可行流, 其总费用为 b( f ) = ∑bij f ij . 因此, 把求可行流

量为 v( f ) = v, 且使总费用 b( f )最小问题称为最小费用流问题, 其数学模型为

b* ( f ) = min∑
( v

i
, v

j
) ∈A

bij f ij

  求使 b( f )为最小且流量 v( f ) 为最大的问题称为最小费用最大流问题. 下面介绍求解

这两个问题的网络方法.

求最小费用流的基本思想是: 从零流( f o = 0) 的费用有向图 D ( f o )开始, 用求最短路的

方法求出由 v s 到 v t 的最小费用链 μo, 并在 μo 上按 6.2 节中的方法进行流量的调整, 所以,

新的可行流 f 1 必是最小费用可行流. 如果 v( f 1 ) = v, 则计算终止. 否则, 重新构造关于 f 的

费用有向图 D ( f 1 ) , 继续在 D ( f 1 )上求出由 vs 到 v t 的最小费用链 μ1 , 并在 μ1 上进行流量的

调整⋯⋯, 如此下去, 直至求出流量为 v 的可行流 f 止. 如果 v 是最大流的流量, 则此最小费

用流就是最小费用最大流. 由此可知, 求最小费用流的方法就是求最短路和求最大流方法的

综合. 具体方法步骤如下:

开始作 f o = 0 相应的费用有向图 D ( f o ) .

第一步: 在 D ( f o ) 上用求最短路方法求出由 vs 到 vt 的最小费用链 μo, 并在 μo 上按

( 6.3) , ( 6.4)式进行流量调整, 得新可行流 f 的流量有向图.

第二步: 重新构造可行流 f 相应的费用有向图 D ( f ) . 其中顶点集仍为 V, 弧集 A 是在

观察上一个费用有向图中最小费用链的基础上按以下方法作出:

① 对于最小费用链 μ上的各弧:

若 ( vi, v j ) ∈μ
+ 且 f ij < w ij , 或( vi, v j ) ∈μ

- 且 f ij > 0, 则添加一条与原弧方向相反, 权为
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- bij的弧;

若( vi, vj ) ∈μ
+
且 f ij = w ij , 或 ( vi, vj ) ∈μ

-
且 f ij = 0, 则将原弧改为相反方向, 权改为

- bij ;

② 对于最小费用链 μ外的各弧, 其方向与权不变.

第三步: 在 D( f ) 上仍用求最短路方法求出由 vs 到 v t 的最小费用链, 若不存在, 则 f 就

是由 v s 到 vt 的最小费用最大流. 计算终止. 否则转第四步.

第四步: 在 D ( f ) 上的最小费用链上仍按( 6.3) ( 6.4) 式对 f 进行流量调整, 得新的最小

费用可行流 f ′. 若 v( f ′) = v, 则计算终止, 否则返回第二步.

例 11 设在图 6. 18 交通网络中 v s 表示仓库, vt 表示商店, 现在要从仓库运 10 单位的

物资到商店, 应如何调运才能使运费最省?图中弧旁的数字( bij , w ij ) , bij 表示通过此弧单位物

资的运价, wij表示通过此弧最大的运输能力.

图 6. 18

解 这是一个求流量为 v( f ) = 10 单位的最小费用流问题.

开始作 f o = 0 相应的费用有向图 D ( f o ) , 如图 6. 19( a) .

( 1) 在 D ( f o) 上用 Dijkst ra 标号法求出 vs 到 v t 的最短路 (即最小费用链) μ0 = {vs , v2 ,

v1 , v t}, 如图 6.19( a) 中的双箭线所示. 并在 μ0 上按 θ= min{8, 5, 7}= 5, 在 μo 上进行流量调

整. 由于( v s , v2 )∈μo
+ , ( v2 , v1 ) ∈μo

+ , ( v1 , v t) ∈μo
+ . 所以, 有 f s 2 = f 21 = f 16 = 5, 其余不变, 得

可行流 f 1 的图, 如( b) 所示.

( 2) 在 D ( f o) 和 μo= {v s , v2 , v1 , vt }的基础上, 构造可行流 f 1 的费用有向图 D ( f 1 ) : 由于

( vs , v2 ) ∈μo
+ , f s2 = 5< w s2 , 所以, 保留原费用方向弧, 并添一反向费用弧, b2s= - 1; 又( v2 , v1 )

∈μo
+ , f 2 1 = 5= w21 , 所以, 将原弧的方向改为相反方向, 且 b1 2 = - 2; 再( v1 , v t) ∈μo

+ , f 2t =

5< w 2t , 所以, 保留原费用弧方向, 并添一反向费用弧, bt2 = - 1; 其余弧向与权数不变. 如图

( c)所示.

( 3) 在 D ( f 1 )上, 求出 v s 到 vt 的最短路( 最小费用链) μ1 = {v s, v1 , vt }, 并在 μ1 上进行流

量调整, 得可行流 f 2 的图, 如( d) 所示.

(4) 用同样的方法重新构造 D ( f 2 ) , 在 D ( f 2 ) 上求得由 v s 到 v t 的最小费用链 μ2 =

{vs , v2 , v3 , v t}, 并在 μ2 上进行流量调整, 得 f 3 , 如图( f) 所示.

由于 v( f 3 ) = 10, 所以, 计算终止. 此时, 最小总费用 b
* ( f ) = 2× 4+ 8× 1+ 5× 2+ 7× 1

+ 3× 3+ 2= 48.

·961·



图 6.19

  例 12 求上例的最小费用最大流.

解 因为 f 3 已是最小费用可行流, 所以, 在 f 3 的基础上继续求最小费用最大流.

在 D ( f 2 ) 和 μ2 = {v s, v2 , v3 , v t}的基础上, 构造 f 3 的费用有向图 D ( f 3 ) , 继续在其上求出

v s 到 vt 的最小费用链 μ3 = {vs , v1 , v2 , v3 , v t}, 并在 μ3 上进行流量调整得 f 4 . 如图 6. 19 中( g)

和( h) 所示.

用同样方法构造 f 4 的费用有向图 D( f 4 ) ( 如图 6.19 中( i) 所示) , 对 D ( f 4 ) 用 Warsh all

- F loyd 法求由 vs 到 v t 的最短路, 其过程如表 6. 3 所示.

  表 6. 3

k= 0 �, 1 k= 2 �k= 3 �k= 4 �, 5

[ b( k)
ij ]

0 �4 C∞ ∞ ∞ 0 +  4 �② ，0 ∞ 0 �4 �  2 A⑤ ∞ 0 o4 )2 �5 �∞

- 4 �0 C- 2 +6 �∞  - 4 Y   0 �  - 2 �  6 Y  ∞ - 4 �0 �  - 2 o① ∞ - 4 �0 )- 2 �1 �∞

- 1 �2 C0 �3 �∞ - 2 =○  2 �0 �3 Y∞  - 2 �  2 �   0 A  3 �  ∞ - 2 �3 )0 �3 �∞

∞ ∞ - 3 +0 �∞ ∞  ∞ - 3 �0 Y∞ ⑤ ①  - 3 o0 �∞ - 5 �- 1 W- 3 �0 �∞

∞ - 7 q∞ - 3 �0 q- 1 .1○  - 7 �- 9 �○ - 3 �0 �- 11 �- 7 �  - 9 o⑥ 0 �- 11 �- 7 W- 9 �- 6 �0 W

  从表[ b
( 5 )
ij ]中可看出, 由 vs 到 vt 的费用为∞, 即说明在可行流 f 4 下, 不存在由 v s 到 v t 的

最短路. 因此, f 4 就是最小费用最大流, 其流量 v( f 4 ) = 11, 最小总费用为 55.

·071·



6.4 网络计划方法

网络计划方法又称统筹法. 网络计划方法中最为代表的是关键路线法 ( CPM) 和计划评

审法( PERT ) .

关键路线法是用网络图反映某项工程(任务) 各道工序所需时间以及它们之间的衔接关

系, 通过计算各工序有关的时间参数和完成工程( 任务)所需的最少时间, 从而确定关键工序

和关键路线, 并在此基础上通过网络分析方法制订出时间、成本和资源优化的网络计划方

案. 该法主要应用于有历史资料和有以往类似项目经验的工程上. 计划评审法同样是应用了

网络计划与网络分析方法, 但注重于对工程( 任务)安排的评价与审查, 主要应用于对研究与

开发的新项目上.

网络计划方法特别适用于生产技术复杂、工作内容繁多、各部门合作的大型工程及研究

与开发的项目.

本节主要介绍如何编制网络计划, 它包括网络图的绘制、时间参数的计算、关键路线的

确定和网络计划的优化等内容.

6.4.1 绘制网络图

绘制网络图是编制网络计划的第一步. 绘制的网络图是赋权有向图, 它表示一项工程

(任务) 的各道工序及其相互衔接关系.

一项工程(任务) 总是由若干相互独立的活动组成, 我们统称这些活动为工序. 各道工序

之间有着先后次序. 完成每道工序需要一定的人力、物力和时间、每道工序用一箭线“→”表

示, 其两端点用结点“O”表示, 分别表示工序的开始和结束. 在相邻的两道工序中, 先发生的

工序称为紧前工序, 后发生的工序称为紧后工序. 在绘制网络图时, 有时为了表示工序之间

前后衔接关系的需要, 常用增加虚工序, 用虚箭线表示. 虚工序是事实上不存在的, 不需要人

力, 物力和时间.

结点表示事项, 是相邻工序在时间上的分界点. 结点的编号是按时间的早晚、先后顺序

来进行的, 通常用连续整数 1, 2, ⋯, n 表示. 对同一工序而言, 连结箭尾的结点表示箭尾事

项, 与箭头连结的结点表示箭头事项. 箭尾事项结点的编号应小于箭头事项结点的编号. 一

道工序的箭尾事项与箭头事项称为该工序的相关事项.

例 13 某一工程的各道工序与所需时间以及它们之间的相互关系如表 6. 4 所示, 绘制

该工程的网络图.     

  表 6. 4

工序 紧前工序
工序时

间(天)
工序 紧前工序

工序时

间( 天)
工序 紧前工序

工序时

间(天)
工序 紧前工序

工序时

间( 天)

a — 5 �d b 5 �g e, f 3 Cj i 3 >

b — 7 �e b 3 �h d , g 5 <k g , i 2 >

c a 4 �f b, c 2 �i b, c 7 <m h, k 1 >
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  解 根据表 6. 4 中的所列的资料, 绘制的网络图如图 6. 20 所示.

图 6. 20

在图 6.20 中, 箭线 a , b, ⋯, m 分别表示 12 道工序, 箭线下面的数字表示为完成该工序

所需的天数. 11 个结点分别表示某一或某些工序的开始和结束, 两个结点和其间的箭线表

示一道确定的工序. 例如, ⑤→⑥表示工序 g . 结点⑤既是工序 g 的箭尾事项, 又是紧前工序

e, f 的箭头事项, 并说明仅当 e, f 两道工序完成后方可开始 g 工序的工作. 结点⑥是工序 g

的箭头事项, 并表示工序 g 是工序 h 和工序 k 的紧前工序之一. 在这里用了虚工序表示工序

g 与工序 h, k 的前后衔接关系. 结点①和结点，？分别表示该项工程的开始和结束.

绘制网络图应遵守以下规则:

( 1) 工序从左向右排列, 结点按时序编号, 并沿箭头方向越来越大.

( 2) 两结点之间只能有一条箭线. 即每道工序只能用确定的两相关事项表示. 如图 6. 21

中( a) 的画法是错误的, ( b )的画法是正确的.

图 6.21

( 3) 网络图中不能有缺口和回路. 除始点和终点外, 任何结点的前后都应有箭线连接,

不能中断, 即无缺口, 这样才能保证从始点经任何路线均可到达终点. 图 6. 22 中 ( a) 的画法

是错误的, ( b )的画法是正确的.

图 6. 22

如果图 6.22( b) 中 b 工序的方向相反, 则出现①→②→③→①的回路, 它表明这条回路

上的工序永远不能完成, 将导致工程永远不能结束, 这在绘制的网络图中是不允许的.

( 4) 利用交叉作业缩短工期. 为了缩短工期, 在条件允许下可以将需要较长工时才能完

成的某些工序, 分成若干小工序, 在某一小工序完工后即可转入紧后工序 (即交叉作业) , 而
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不必等待工序全部结束后才转入紧后工序. 例如, 图 6. 23( a) 中 a 表示加工 30 个零件的第

一道工序, b 表示对零件加工的第二道工序. 为了缩短整个加工时间, 可按图 6. 23( b )所示的

交叉作业方式进行.

图 6. 23

( 5) 网络图中只能有一个始点和一个终点, 它们分别表示工程的开始和结束. 如果工程

开始或结束同时有两个或两个以上工序, 可采用虚工序, 增加结点即可办到.

( 6) 对绘制的网络图要进行整理, 去掉多余的虚工序; 尽量避免出现交叉箭线, 对于不

可避免的, 可在交叉处用弓形表示; 最后按工序时间前后, 工艺流程和组织管理的需要, 重新

调整图中结点的序号.

6.4.2 计算时间参数, 确定关键路线

绘制工程计划网络图后, 接着就是算出完成该项工程最少所需的时间, 确定网络图的关

键路线. 为此, 必须尽量准确地估算出工程各道工序的工序时间, 确定工程从开始到结束总

的可利用时间, 这样才能使工程管理者心中有数, 抓住工程进程中的主要矛盾, 在有限的资

源情况下, 统筹安排好时间、劳力、资金等, 以保证工程按期完工或提前完工.

下面通过对图 6. 24 的分析加以说明( 箭线旁的数字表示完成工序的时间) .

图 6. 24

在网络图中, 从始点到终点共有 8 条不同的路线, 各条路线所需的时间如表 6. 5 所示.

其中第 5 条路线所需的时间最长. 如果这条路线上的 3 道工序均分别能在 5 天完成, 则

整个工程就可在 15 天完成. 否则工程的工期就要被延误. 因此, 第 5 条路线中各工序能否按

期完工成为整个工程的关键.

把网络图中所需时间最长的路线称为关键路线, 亦称主要矛盾线. 其他路线称为非关键

路线. 关键路线上的工序称为关键工序; 否则, 称为非关键工序. 关键路线用粗黑线表示. 在

一项工程的网络图中, 关键路线可以不唯一.

关键路线的确定对于工程管理具有非常重要的意义. 它是编制网络计划的中心. 对各关

键工序优先安排人力、物力, 挖掘潜力, 采取有效措施, 压缩所需工序时间. 而对非关键工序,

只要在不影响工程完工的前提下, 可适当延长完成时间, 抽出部分人力、物力, 支援关键工

序, 以达到缩短工程工期的目的.
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  表 6. 5

路线 路线的组成 路线所需的时间

1 �①→②→④→⑥ 1 }+ 2+ 5= 8

2 �①→②→④→⑤→⑥ 1 8+ 2+ 2+ 2= 7

3 �①→②→③→④→⑥ 1 !+ 2+ 5+ 5= 13

4 �①→②→③→④→⑤→⑥ 1 �+ 2+ 5+ 2+ 2= 12

5 �①→③→④→⑥ 5 f+ 5+ 5= 15

6 �①→③→④→⑤→⑥ 5 !+ 5+ 2+ 2= 14

7 �①→③→⑤→⑥ 5 f+ 3+ 2= 10

8 �①→②→③→⑤→⑥ 1 8+ 2+ 3+ 2= 8

  关键路线与非关键路线是相对的, 可变的.

关键路线的确定取决于每道工序所需时间计算的准确程度. 确定结点为 i, j ( i< j ) 间的

工序时间(记为 tij ) 有两种方法:

一是对于具有劳动定额资料的, 或是具有类似工序的工时统计资料的, 可用分析对比的

方法确定.

二是对于不具有劳动定额资料和类似工序工时统计资料的, 可用“三点估计法”进行估

算工序时间. 即先分别估算三种时间: 在正常情况下完成工序的最可能时间, 记为 m; 在顺利

情况下完成工序的最乐观时间, 记为 a ; 在不利情况下完成工序的最保守时间, 记为 b. 由这

三种时间推算出工序时间 t ij的方法就是“三点估计法”.

显然, 由于 m, a , b 的不确定性, 因而由它们推算出的 t ij 是一个随机变量. 据经验, 可以

认为 t ij近似地服从正态分布.

一般地, 工序时间

t=
a + 4m+ b

6
. ( 6.7)

方差为

σ
2
=

b- a
6

2

. ( 6.8)

假设各工序时间相互独立, 且同分布. 由于工程完工时间等于各关键工序时间之和, 所

以, 可以认为工程完工时间是服从, 以

T E = ∑
i

a i + 4mi + bi

6
( 6.9)

为均值, 以

σ
2
E = ∑

i

bi - a i

6

2

( 6.10)

为方差的正态分布.

若给定工程完工时间为 T K , T K ～N ( T E , σ
2
) , 为求出 T K 的概率, 可按下列计算
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U =
T K - T E

σE
 或  T K = T E + UσE . ( 6.11)

求出 U 后( U～N ( 0, 1) ) , 直接查正态分布表即可. 反之, 若要按指定概率求出工程完工时间

T K , 可反查正态分布表, 先求出 U, 再由( 6.11)式求出 T K .

例 14 已知某工程的关键路线由四道工序组成, 并根据估计每道工序的最乐观时间 a、

最保守时间 b 和最可能时间 m, 按( 6.7) ( 6.8) 式计算出相应的工序时间 t ij及其方差 σ
2
ij , 如表

6. 6 所示. 试求该工程的完工时间及规定完工时间为 21 天的概率.

  表 6. 6

工 序
三种时间估计(天)

a m b
tij σ2 Q

ij

①→② 1 �2 �3 �2 X1 �/ 9

②→③ 3 �4 �11 �5 X16 6/ 9

③→④ 5 �6 �13 �7 X16 6/ 9

④→⑤ 3 �6 �9 �6 X1 M

  解 由表 6. 6, 该工程完工时间为

T E = ∑t ij = 2 + 5 + 7 + 6 = 20(天) ,

均方差为

σE = ∑σ2
ij =

1
9

+
16
9

+
16
9

+ 1= 2. 16 .

现已知规定完工时间 T K = 21(天) , 按( 6.11)式计算

U=
21- 20

2.16
= 0.46 .

查正态分布表得 P ( U) = 0.68. 即规定完工时间为 21 天的概率为 0.68.

如果要求工程提前 1 天完工(即 T K = 19( 天) ) , 则 U=
19- 20
2.16

= - 0.46 .

查正态分布表得 P ( U ) = 0.32. 即完工时间为 19 天的概率为 0.32. 这说明要求工程提

前 1 天完工的可能性不大.

如果要求工程完工时间的概率 P ( U) ≥0.9, 则可反查正态分布表得 U≥1.3. 因此, 工

程完工时间为

T K = T E + UσE≥20+ 1.3× 2.16≥22.8≈23(天) .

同时, 利用( 6.11)式和上述同样的方法, 也可以求出每道工序能否在规定的时间内完工

的概率, 以及要求在完成工序时间的概率下, 求出工序所需的时间.

确定关键路线常见的方法有图算法和表算法, 它们都是通过有关参数的计算进行的. 现

分述如下:

1. 图算法

图算法是一种在网络图上通过对各结点最早时间和结点最迟时间的计算, 从而确定关

键路线的方法.
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结点最早时间 TE ( j )  某结点 j 可能最早开工时间简称结点最早时间, 记为 T E ( j ) , 它

等于从工程开始到结点 j 最长路线的各工序时间之和. 所以, 从始点开始, 自左向右逐个推

算即可得到所有结点最早时间. 如果同时有几条箭线指向结点 j 时, 则取这些箭线的箭尾事

项各结点最早时间与工序时间之和的最大值, 即

T E ( 1) = 0

T E ( j ) = max{T E ( i) + tij } ( j = 2, 3, ⋯, n) .
( 6. 12)

  图 6. 24 中各结点最早时间的计算如下:

T E ( 1) = 0, T E ( 2) = 1, T E ( 3) = max{T E ( 2) + t 23 , T E ( 1) + t 13 }= max {3, 5}= 5,

T E ( 4) = max{T E ( 2) + t 2 4 , T E ( 3) + t 3 4 }= max{3, 10}= 10,

T E ( 5) = max{T E ( 3) + t 3 5 , T E ( 4) + t 4 5 }= max{8, 12}= 12,

T E ( 6) = max{T E ( 4) + t 4 6 , T E ( 5) + t 5 6 }= max{15, 14}= 15.

其中, T E ( 6) = 15 就是完成工程最少所需的时间, 即工程总工期.

结点最迟时间 TL ( j )  某结点 j 最迟必须完成时间简称结点最迟时间, 记为 T L ( j ) . 它

等于工程的计划完工时间(即 T E ( n) )减去某一结点 j 到终点 n 的最长间隔时间. 所以, 从终

点开始, 自右向左逐个推算即可得到所有结点的最迟时间. 如果结点 j 同是几条箭线的箭尾

事项, 则结点 j 最迟时间应是这些箭线的箭头事项各结点最迟时间与工序时间之差的最小

值, 即

T L ( n) = T E ( n)

T L ( j ) = min
j < k

{T L ( k) - t j k } ( j = n - 1, n - 2, ⋯, 1) .
( 6.13)

  图 6. 24 中各结点最迟时间的计算如下:

T L ( 6) = T E ( 6) = 15,

T L ( 5) = T L ( 6) - t5 6 = 15- 2= 13,

T L ( 4) = min{T L ( 6) - t 46 , T L ( 5) - t 45 }= min {10, 11}= 10,

T L ( 3) = min{T L ( 5) - t 35 , T L ( 4) - t 34 }= min {10, 5}= 5,

T L ( 2) = min{T L ( 4) - t 24 , T L ( 3) - t 23 }= min {8, 3}= 3,

T L ( 1) = min{T L ( 3) - t 13 , T L ( 2) - t 12 }= min {0, 2}= 0.

在图 6. 25 中的 b, e, h 工序为关键工序, 路线①→③→④→⑥即为关键路线.

图 6. 25

因此, 图算法的具体方法步骤是:

第一步: 从始点开始, 按( 6.12)式自左向右分别计算各结点最早时间 T E ( j ) , 并将计算

结果填入图中各结点左下方的□内;
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第二步: 从终点开始, 按( 6.13)式自右向左分别计算各结点最迟时间 T L ( j ) , 并将计算

结果填入图中各结点右下方的△内;

第三步: 计算 T L ( j ) - T E ( j ) ( i= 1, 2, ⋯, n) , 其差为零的各结点所确定的工序就是关键

工序, 由这些关键工序组成的路线即为关键路线.

2. 表算法

表算法是一种在表上通过对各工序的有关时间参数的计算, 从而确定关键路线的方法.

工序最早开工时间 tE S( i, j )  紧前工序最早完工时间即为紧后工序最早可能开工时间,

简称工序最早开工时间, 记为 tE S ( i, j ) . 它等于结点 i的最早时间. 如果有多道紧前工序, 则

取这些紧前工序最早开工时间与工序时间之和的最大值. 即

tE S ( ij ) = T E ( i)

tE S ( j , k) = max{tE S ( i, j ) + t ij } ( j = 2, 3, ⋯, n - 1) .
( 6. 14)

  工序最早完工时间 tE F ( i, f )  从工序最早可能开工时间起到完成该工序任务所需的可

能时间, 简称工序最早完工时间, 记为 tE F ( i, j ) . 它等于工序最早开工时间与该工序时间之

和. 即

tEF ( i, j ) = tES ( i, j ) + t ij . ( 6.15)

  工序最迟开工时间 tLS( i, j )  在不影响工程最早完工时间条件下, 工序最迟必须开工的

时间, 简称工序最迟开工时间, 记为 tL S( i, j ) . 它等于紧后工序最迟开工时间与该工序时间之

差. 如果紧后工序有多道时, 则取其差的最小值. 即

tLS ( i, j ) = min{tL S ( j , k) - t ij } . ( 6.16)

  工序最迟完工时间 tLF ( i, j )  从工序最迟开工时间起到完成该工序任务所需的时间,

简称工序最迟完工时间, 记为 tL F ( i, j ) . 它等于工序最迟开工时间与工序时间之和. 即

tLF ( i, j ) = tLS ( i, j ) + tij . ( 6.17)

  工序总机动时间 R( i, j )  不影响工程最早完工时间的条件下, 工序最早开工( 完工) 时

间可以推迟的时间, 简称工序总机动时间 (亦称工序总时差) , 记为 R( i, j ) , 它等于工序最迟

开工时间与最早开工时间之差, 也等于工序最迟完工时间与最早完工时间之差. 即

R( i, j ) = tL S( i, j ) - tE S ( i, j ) = tL F ( i, j ) - tE F ( i, j ) . ( 6.18)

  工序自由机动时间 r ( i, j )  在不影响紧后工序最早开工时间的前提下, 工序最早完工

时间可以推迟的时间, 简称工序自由机动时间(亦称工序单时差) , 记为 r ( i, j ) . 它等于紧后

工序最早开工时间与该工序最早完工时间之差. 即

r ( i, j ) = tE S ( j , k) - tE F ( i, j )    ( i< j < k) . ( 6.19)

  由于 tE S( j , k) = T E ( j ) , tE F ( i, j ) = T E ( i) + t ij , 所以

r ( i, j ) = T E ( j ) - T E ( i) - t ij . ( 6.20)

在实际计算 r ( i, j ) 时, ( 6.20)式也经常使用.

表算法的具体方法步骤如下:

第一步: 根据工程网络图建立相应的工序时间参数表, 并填入各道工序及其工序时间.

第二步: 按以下顺序和方法在表上计算各时间参数:

( 1)分别按( 6.14)和( 6.15)式自上而下地逐个计算 tE S ( i, k) 和 tE F ( i, j ) ;

( 2)分别按( 6.16)和( 6.17)式自下而上地逐个计算 tL S ( i, j )和 tLF ( i, j ) ;

( 3)分别按( 6.18)和( 6.19)式逐个计算 R( i, j )和 r( i, j ) ;
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第三步: 将 R( i, j ) = 0 的工序确定为关键工序, 并在表中关键工序列中相应的位置注以

标记* . 从而确定工程计划网络图的关键路线.

以图 6.24 为例说明表算法, 如表 6. 7 所示.

  表 6. 7

工序 ( i, j ) tij tES( i, j ) tEF ( i, j ) tLS( i, j ) tLF ( i, j ) R ( i, j ) r( i, j ) 关键工序

a ( 1 [, 2) 1 �0 =1 �2 �3 �2 U0 �

b ( 1 [, 3) 5 �0 =5 �0 �5 �0 U0 �*

c ( 2 [, 3) 2 �1 =3 �3 �5 �2 U2 �

d ( 2 [, 4) 2 �1 =3 �8 �10 �7 U7 �

e ( 3 [, 4) 5 �5 =10 �5 �10 �0 U0 �*

f ( 3 [, 5) 3 �5 =8 �10 �13 �5 U4 �

g ( 4 [, 5) 2 �10 T12 �11 �13 �1 U0 �

h ( 4 [, 6) 5 �10 T15 �10 �15 �0 U0 �*

i ( 5 [, 6) 2 �12 T14 �13 �15 �1 U1 �

  由表 6. 7 可知, 工序 b, e, h 为关键工序, ①→③→④→⑥为网络图 6.24 的关键路线, 这

与图算法结果一致.

注意到在图 6.25 中的关键路线上, 各结点方框里的数和三角框里的数是相等的, 即

T E ( j ) = T L ( j ) , 而在表 6. 7 中的关键工序上有 tE S ( i, j ) = tL S( i, j ) ( 或 tEF ( i, j ) = tLF ( i, j ) ) . 因

此, R( i, j ) = 0 和 Y( i, j ) = 0. 它说明这些工序的开工时间和完工时间均没有机动时间, 已成

为工程按期完工的关键.

非关键工序上 R( i, j ) ≠0, 说明该工序存在机动时间, R( i, j ) 的大小就是该工序可推迟

开工或可推迟完工的允许时间. 因此, 可以从非关键工序上适当地抽调人力、物力, 支援到关

键工序上, 以保证工程按期完工和提前完工.

用图算法确定关键路线, 直观、简单、迅速. 但在工序很多和网络图复杂的情况下, 图算

法容易出错和遗漏, 因此, 在实际工作中图算法与表算法通常结合使用.

6.4.3 网络计划的优化

根据已知资料, 绘制网络图, 并通过时间参数的计算, 确定关键路线, 这仅得到网络计划

的一个初始方案. 为了缩短工程的工期, 降低总成本, 使资源得到合理的安排, 需要对初始方

案调整, 进行网络计划的优化.

1. 工期优化

所谓工期优化, 就是在编制网络计划时, 如何加快工程进度, 缩短工程的工期. 工程工期

是由关键路线中各关键工序时间所决定, 因此, 一般可从以下两个方面进行.

( 1) 对关键工序增加新设备, 采用新工艺、新技术等措施; 或对工序时间较长的关键工

序采用平行作业或交叉作业等措施, 以达到提高工效, 缩短关键工序时间之目的.

( 2) 充分利用非关键工序的机动时间, 采取组织措施, 合理地从非关键工序中抽调人
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力、物力, 支援关键工序, 从而缩短关键工序时间.

关键工序时间的缩短, 有可能引起关键路线的改变, 需要重新确定.

2. 工期—成本优化

所谓工期—成本优化, 就是在编制网络计划中, 如何使工程的完成既快又省.

缩短工期, 就要增加人力、物力和资金, 即要增加工程费用. 工程的费用包括直接费用和

间接费用两类:

直接费用包括工人的工资、设备和材料消耗等直接与完成工序有关的费用. 它直接分摊

到每道工序上.

间接费用包括工程管理人员的工资、办公费等. 它与各工序无直接关系, 但需按工序的

时间长短分摊到各工序中去.

为缩短工期, 需采取措施, 相应地要增加直接费用. 一般情况下, 工序时间越短, 直接费

用越高, 而间接费用却越少.

在进行工期—成本优化时, 需要计算工程在不同完工期下各工序总费用和工程所需总

费用. 称使工程总费用最低的工程完工时间为最低成本日程. 编制网络计划, 就要计算最低

成本日程, 从而提出工期—成本的优化方案.

假定费用与工序所需的时间有线性关系( 如果存在非线性关系可用分段线性关系近似

代替) . 设工序( i, j ) 的正常时间与最短时间分别为 l ij 和 kij . 工序( i, j ) 在正常时间下施工所

需的直接费用为 sij , 在最短工期下施工所需直接费用为 uij , 则缩短工序( i, j ) 一天, 工期增加

的直接费用为

Cij =
uij - S ij

l ij - kij
. ( 6.21)

称 Cij为费用率, 它表示工序( i, j )追赶进度一天, 需增加的直接费用.

寻求最低成本日程, 一般从关键路线入手, 也就是要从那些费用率最小的关键工序上缩

短时间. 这种寻求最低成本日程的方法称为关键路线成本法.

下面仍通过图 6. 25 中有关费用( 见表 6. 8)说明求最低成本日程的关键路线成本法.

由表 6. 8 中的资料, 可制订以下不同的工期—成本方案:

方案一: 正常进度完工的工程费用( 即图 6.25 初始方案的工程费用) = 正常进度完工的

直接费用+ 完工时间× 间接费用.

工程费用= 4 250+ 15× 200= 7 250(元) .

方案二: 在方案一中, 关键路线是①→③→④→⑥, 且由表 6. 8 知 min {C1 3 , C34 , C46 }=

min {150, 350, 100}= 100= C4 6 , 为此缩短关键工序 h 一天.

工程费用= 第一方案的工程费用+ 减少天数× 每天增加的直接费用- 减少天数× 每天

的间接费用= 7 250+ 1× 100- 1× 200= 7 150( 元) .

调整后, 关键路线有两条: ①→③→④→⑥和①→③→④→⑤→⑥, 工期为 14 天, 见图

6. 26.

方案三: 根据图 6.26 和表 6. 8 知:

由关键路线①→③→④→⑥, min{C1 3 , C34 , C46 }= 100= C46 ,

由关键路线①→③→④→⑤→⑥, min{C1 3 , C34 , C45 , C56 }= 150= C1 3 = C5 6 .
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图 6. 26

  表 6. 8

工 序 正常情况下 采取措施后

代号 ( i, j ) 正常时间 lij( 天) 直接费用 sij (元) 最短时间 kij ( 天) 直接费用 uij (元)

费用率( Cij )

(元/ 天)

a ( 1 �, 2) 1 Z200 p1 *200 @—

b ( 1 �, 3) 5 Z1 �000 3 *1 �300 150 �

c ( 2 �, 3) 2 Z300 p1 *400 @100 �

d ( 2 �, 4) 2 Z250 p2 *250 @—

e ( 3 �, 4) 5 Z800 p3 *1 �500 350 �

f ( 3 �, 5) 3 Z400 p2 *700 @300 �

g ( 4 �, 5) 2 Z300 p2 *300 @—

h ( 4 �, 6) 5 Z700 p3 *900 @100 �

i ( 5 �, 6) 2 Z300 p1 *450 @150 �

合计 4 -250  

间接费用 200 �元/ 天

  所以, 对关键工序 b, h, i分别缩短 2 天, 1 天, 1 天, 即在方案二的基础上再缩短 3 天.

工程费用= 7 150+ 2× 150+ 1× 100+ 1× 150- 3× 200= 7 100( 元) .

此时, 关键路线有 4 条, 工期却为 11 天. 见图 6. 27.

图 6. 27

①→③→④→⑥, ①→③→④→⑤→⑥,

①→②→③→④→⑥, ①→②→③→④→⑤→⑥.
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注意到图 6. 27 中各结点最早时间与最迟时间已相等, 且 b, i两工序已调整到最短时

间. 如果再要缩短其他关键工序的时间, 则要增加工程费用. 因此, 方案三为最优方案, 对应

的工程日期 11 天为最低成本日程.

归纳上述过程, 求最低成本日程的关键路线法的步骤如下:

第一步: 从关键路线上找出费用率 Cij最小的工序, 考虑缩短该工序时间;

第二步: 确定缩短时间的工序应同时满足以下两条:

( 1) 增加新的关键路线;

( 2) 工程费用不增.

为此, 计算调整后的工程日期和工程费用.

第三步: 调整后, 如果网络图中各结点最早时间与最迟时间相等, 则求解终止; 否则重复

上述第一、二步.

3. 工期—资源优化

编制网络计划中, 在考虑工程进度及费用的同时, 还要考虑工期—资源的优化问题. 所

谓工期—资源优化, 就是在有限资源的情况下, 如何合理地调配人力、材料、设备、能源等资

源, 使之既符合客观条件限制, 又尽量不误工期.

对不同资源, 应考虑其对工程计划的重要程度, 分别进行调配. 在编制网络计划时, 合理

安排有限资源, 通常是按日需求量进行, 所以, 可用工程进度的横道图表示并进行调整. 其调

整的原则是:

( 1) 按时确保关键工序的资源需求量;

( 2) 利用非关键工序的机动时间, 在不影响总工期的前提下, 推迟其开工时间, 尽量均

衡资源的调配, 使其不超过日均可供的限量;

( 3) 在资源受到限制, 或权衡综合经济效益下, 如果允许也可适当地延长总工期.   

下面仅以人力资源为例, 说明如何在工程进度的横道图上进行合理安排调整的

方法.   

设图 6. 28 表示某项工程的网络计划, 箭线旁( t ij , xij ) , 前者是工序时间, 后者是工序每

天所需技术工人数. 假定担任这项工程施工的技术工人有 9 人, 且均能胜任各工序工作. 各

工序的工序时间、所需技术工人数及可机动时间用横道图表示, 见表 6. 9.

图 6.28
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  表 6. 9

工序( i, j ) tij R ( i, j )
工程进度(天)

1 +2 �3 �4 Y5 �6 �7 �8 A9 �10 �11 �12 @13 �14 �15 {

a ( 1 �, 2) 1 �2 �3 +⋯ ⋯

b( 1 �, 3) 5 �0 �
6 +6 �6 �6 Y6 �

c( 2 �, 3) 2 �2 �
3 �3 �

⋯ ⋯

d ( 2 �, 4) 2 �7 �4 �4 �⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

e( 3 �, 4) 5 �0 �5 �5 �5 A5 �5 �

f ( 3 �, 5) 3 �5 �4 �4 �4 A⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

g ( 4 �, 5) 2 �1 �4 o4 )

h( 4 �, 6) 5 �0 �
5 o5 )5 �5 �5 W

i( 5 �, 6) 2 �1 �
4 �4 �

⋯

每天技术工人合计 9 +13 �13 �6 Y6 �9 �9 �9 A5 �5 �9 o9 )9 �9 �5 W

  表中 : ——表示非关键工序的进度 ;  表示关键工序的进度 ; ⋯表示工序可推迟的机动时间 .

工序进度上面的数字表示该工序每天所需技术工人数.

由表 6. 8 中可看出, 由于按各工序最早开工时间安排工程进度, 施工的第 2, 3 天所需的

技术工人数过于集中, 超过 9 人, 而第 4, 5 天所需技术工人数只要 6 人, 显然不很均衡. 按调

整资源的原则进行调整后, 每天安排技术工人数的情况如表 6.10 所示.

表 6. 10

工序( i, j ) tij R ( i, j )
工程进度(天)

1 +2 �3 �4 Y5 �6 �7 �8 A9 �10 �11 �12 @13 �14 �15 {

a ( 1 �, 2) 1 �2 �3 +

b( 1 �, 3) 5 �0 �6 +6 �6 �6 Y6 �

c( 2 �, 3) 2 �2 �3 �3 �

d ( 2 �, 4) 2 �7 �
4 �4 �

e( 3 �, 4) 5 �0 �
5 �5 �5 A5 �5 �

f ( 3 �, 5) 3 �5 �4 A4 �4 �

g ( 4 �, 5) 2 �1 �4 o4 )

h( 4 �, 6) 5 �0 �5 o5 )5 �5 �5 W

i( 5 �, 6) 2 �1 �4 �4 �

每天技术工人合计 9 +9 �9 �6 Y6 �9 �9 �9 A9 �9 �9 o9 )9 �9 �5 W

  以上利用工程进度横道图合理进行人力调配的方法, 同样适用于有限材料、设备、能源

等资源的合理安排与调配问题.
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6.5 应 用 实 例

例 15 ( 有容量限制的调运问题) , 某产品从仓库 A i( i= 1, 2, 3)运往市场 B j ( j = 1, 2, 3,

4) 销售. 已知各仓库的可供量、各市场的需求量及从 Ai 仓库至 B j 市场路径上的容量如表

6. 11 所示( 表中数字 0 表示两点间无直接通路) . 试制定一个调运方案使从各仓库调运产品

总量最多.

  表 6. 11   

         市 场
 路径容量 w ij

 仓 库

B1 �B2 �B3 �B4 %可供量

A 1 �

A 2

A 3

30 �

0

20

10 �

0

10

0 �

10

40

40 )

50

5

20 �

20

100

需求量 20 �20 �60 �20 )

  解 这是变量有限制的线性规划问题, 可用单纯形法解之. 但用网络解法更为方便. 为

把它化为最大流问题, 其网络图如图 6.29 所示. 图中 A 1 , A2 , A3 为仓库, B 1 , B 2 , B3 , B4 为市

场, 仓库到市场各条弧上的数字为弧容量 w ij的值. 在仓库左边增加虚拟发点 s, sAi 弧上的

数字为各仓库的可供量. 在市场右边加虚拟收点 t, B j t 弧上的数字为各市场的需求量.

图 6. 29

首先给出初始可行流, 见图 6. 30( a) . 用标号法找出增广链 μ1 = {s, A3 , B 1 , A1 , B 2 , t }, θ

= 10, 在 μ1 上调整流量, 如图 6. 30( b ) . 继续寻找增广链和调整, 如图 6. 30 中的( c) , ( d ) 所

示, 得最大流, 其流值为 110. 其调运方案如表 6. 12 所示.

从表 6. 11 中可看出, 调运方案没有完全满足市场的需求, 其中 B3 尚缺 10 个单位.

为了满足市场需求, 只有增加仓库至市场路径的容量. 因此, 可考虑在最小截集中将弧

( A3 , B 3 ) 的容量增到 50, 即可进一步满足市场 B 3 的需求.

例 16 ( 匹配问题)  有 5 个待业者 Ai( i= 1, 2, ⋯, 5)和 5 项工作 B j ( j = 1, 2, ⋯, 5) , 表

6. 13中标记“�”表示 Ai 能干 B j 工作. 每项工作只允许一个待业者干, 每个待业者只能干一

项工作. 试设计一个就业方案, 使尽量多的待业者就业.
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图 6.30

  表 6. 12   

         市 场
   调运量

 仓 库

B1 �B2 �B3 �B4 %可供量

A 1 �

A 2

A 3

5 �

 

15

10 �

 

10

 

10 �

40

5 �

10

5

20 �

20

100

需求量 20 �20 �60 �20 )

  解 由表 6. 13, 将待业者及其所能干的工作可用图 6.31 表示, 其中每条弧线表示 Ai

可干 B j 工作. 图 6.31 是一张二分图. 本例就是一个求二分图的最大匹配问题, 它可借助于

求最大流方法进行求解:

在 Ai( i= 1, 2, ⋯, 5) 左边增加一个虚拟发点 s, 在 B j ( j = 1, 2, ⋯, 5) 右边增加一个虚拟

收点 t, 分别连结 sA i, B j t( i, j = 1, 2, ⋯, 5) , 且这些弧的容量均为 1, 而弧( Ai, B j )的容量为∞

(省略) , 如图 6. 32( a) 所示. 当这个网络流达到最大时, 如果( Ai, B j ) 上的流量为 1, 则 Ai 就

干 B j 工作, 这就是使最多待业者就业的方案.
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   表 6. 13  

    工作

 待业者 
B 1 ?B2 �B3 UB4 �B5 ?

A 1 �� � � �

A 2 �� �

A 3 �� �

A 4 ��

A 5 �� �
图 6.31

  按最大流标号法得到图 6.32( b) 所示的最多待业者就业方案, 即最大流量是 4, 待业者

A 1 , A2 , A 3 , A5 分别干 B 2 , B 1 , B 5 , B 4 工作. 当然这个就业方案不是唯一的.

图 6. 32

匹配问题在经济管理中应用很广. 例如:

设一台机器由 4 个部件Ⅰ, Ⅱ, Ⅲ, Ⅳ组装而成. 组装前各部件须分别在某台机床上进行

加工, 只有 4 个部件全部加工完毕方可进行组装. 现有 4 台机床 A 1 , A2 , A3 , A4 , 各部件在每

台机床上所需加工时间如表 6. 14 所示( 单位: 工作日) . 现规定一台机床只能加工一种部件,

试问应将哪一部件安排在哪台机床上, 加工机器才能最早开始组装?

显然, 机器最早开始组装的时间即为 4 个部件各在一台机床上加工完成的最长时间. 因

此, 先任意选定一个可行方案, 如表 6. 14 中用圆圈圈定的数字, 即各部件加工所需时间为

5, 7, 2, 4. 其中加工所需最长时间为 7, 即在 7 个工作日后就可开始机器的组装. 为了求出更

好的方案, 把加工时间不少于 7 个工作日的数字从表中删去, 留下加工时间小于 7 的数字,

并用空圈表示. 见表 6. 15.

  表 6. 14   

          部 件
  加工所需时间

  机床

Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ

A 1 *⑤ 4 �7 )6 �

A 2 *9 �⑦ 3 )5 �

A 3 *8 �11 �② 3 �

A 4 *7 �5 �1 )④
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  表 6. 15  

    部件

 机床
Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ

A1 �○ ○ ○

A2 �○ ○

A3 �○ ○

A4 �○ ○ ○
图 6.33

  并依据表 6. 15 中的对应关系建立机床与机器部件的配对网络图 6.33. 用求最大流方

法求得 max v( f ) = 4, 其中 A 1→B 1 , A2→B 4 , A3→B 3 , A4→B 2 , max{5, 5, 2, 5}= 5. 也就是说,

用 A 1 机床加工Ⅰ部件, A2 机床加工Ⅳ部件, A 3 机床加工Ⅲ部件, A4 机床加工Ⅱ部件, 能在

第 6 天最早开始机器的组装.

如果 max v( f ) < 4, 将说明什么问题? 请读者考虑.

例 17 (设备更新问题)  某工厂的某台机器可连续工作 4 年, 决策者每年年初都要决定

机器是否需要更新. 若购置新机器, 就要支付购置费用; 若继续使用, 则需要支付维修与运行

费用, 而且随着机器使用的年限费用逐年增多. 已知计划期 ( 4 年)中每年的购置价格及维修

与运行费用由表 6.16 给出. 试制订今后 4 年的机器更新计划, 使总的支付费用最少.

  表 6. 16

年  限 1 p2 �3 n4 M

购置费( 万元) 2 B.5 2 �.6 2 @.8 3 �.1

维修与运行费(万元) 1 p1 �.5 2 n4 M

  解 把该问题看作最短路问题. 设 v1 和 v5 表示计划期的始点和终点( v5 可理解为第 4

年末) . 图 6. 34 中各弧( vi, v j ) 表示在第i年初购进的机器使用到第 j 年初(即第 j - 1 年底) ,

弧旁的数字由表 6. 16 中的数据可得.

图 6.34

因此, 把求最优的设备更新问题转化为求从 v1 到 v5 的最短路线问题.

按最短路算法可得最短路{v1 , v3 , v5 }, 即计划期内机器更新最优计划为第 1 年, 第 3 年

初各购一台新机器. 4 年总的支付费用为 10.3( 万元) .

又如果已知不同役龄机器年末的处理价格如表 6. 17 所示, 那末在这计划期( 4 年) 机器

的最优更新计划又会怎样?
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  表 6. 17

第 1 Y年末 第 2 �年末 第 3 �年末 第 4 d年末

使用了 j 年机器的处理价( 万元) 2 Y.0 1 �.6 1 �.3 1 d.1

  请读者用最短路算法给出最优更新计划.

习  题

6.1  判断下列说法是否正确:

( 1) 图论中的图不仅反映了研究对象之间的关系 , 而且是真实图形的写照 , 因而对图中点与点的相对

位置、点与点连线的长短曲直等都要严格注意 .

( 2) 在任一图 G 中 , 当点集 V 确定后 , 树图是 G 中边数最少的连通图 .

( 3) 如果图中从 v1 至各点均有唯一的最短路 , 则连接 v1 至其他各点的最短路在去掉重复部分后 , 恰好

构成该图的最小树 .

( 4) 求网络最大流问题可归结为求解一个线性规划模型 .

6.2  用破圈法和避圈法求图 6.35 的最小树 .

6.3 车站拟在 v1, v2 , ⋯ , v7 7 个居民点中设置售票处 , 各点的距离由图 6.36 给出. ( 1) 若要设置一个

售票处, 问设在哪个点可使最大服务距离为最小? ( 2)若要设置两个售票处, 问设在哪两个点可使最大服务

距离为最小?

图 6.35 图 6.36

6.4 指出图 6.37 所示的所有截集、最小截集及最小截量 弧旁的数字是( w ij , f ij ) .

6.5 求图 6.38 所示的网络最大流和最小截集( 弧旁的数字是( w ij , f ij ) ) .

图 6.37 图 6.38

  6.6 某公司有 3 个仓库 A1 , A2 , A 3 和 4 个零售店 B1, B2 , B3 , B4, 各仓库可提供的货量及零售店的最

大零售量见表 6. 18, 表中打圈的格子表示公司指定该店可向相应的仓库取货 . 现在要求作一调运方案 , 使

·781·



得各店从各仓库得到的总货量为最多 .

  表 6. 18  

        零售店
  仓 库

B1 �B2 TB3 �B4 �存货量

A 1 �0 �0 �20 �

A 2 �0 �0 A12 �

A 3 �0 �0 �12 �

最大零售量 14 �9 A8 �10 �

  6.7 某产品从仓库运往市场销售 . 已知各仓库的可供量、各市场需求量及从 A i 仓库至 B j , 市场的路

径的运输能力见表 6. 19 所示( 表中数字∞表示无路可通) , 试求从仓库可运往市场的最大流量 , 各市场需

求能否满足?

  表 6. 19  

        市 场
  仓 库

B1 �B2 TB3 �B4 �可供量

A 1 �30 �10 X∞ 40 �20 �

A 2 �∞ ∞ 10 �50 �20 �

A 3 �20 �10 X40 �5 �100 �

需求量 20 �20 X60 �20 �

  6.8 某单位招收懂俄、英、日、德、法文的翻译各 1 人 , 现有 5 人应聘 . 已知乙懂俄文 , 甲、乙、丙、丁懂

日文 , 乙、戊懂法文 , 问这 5 个人是否都能得到聘书? 最多几个得到招聘 , 招聘后每人从事哪一方面的翻译

任务?

6.9 用 Dijkst ra 标号法分别求图 6.39( a) 和( b)的 v1 到其他顶点的最短路及路长 , 并指出哪些顶点不

可到达( 弧旁的数字表示从 vi 到 vj 的距离) .

图 6.39

6.10 用 Warsall-Floyd 算法分别求图 6.40( a)和( b) 中任意两点间的最短路及路长 .

6.11 现有 3 辆卡车需要调度到 3 个不同的目的地 . 各辆卡车的运行成本见表 6. 20, 试求能使总成本

最低的调运方案 .
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图 6.40

  表 6. 20

车辆

成 本 目的地   
v1 �v2 �v3 �

A1 �46 �62 �39 �

A2 �24 �31 �49 �

A3 �29 �38 �56 �

  6.12 如图 6.41 所示 , 某人每天从住处①开车至工作地⑦上班 . 图中各弧旁的数字为该人开车上班

时经过该弧受阻的可能性 , 试问该人应选择哪条路线 , 使从家出发至工作地 , 路上受阻的可能性最小.

图 6.41

6.13 某公司职员因工作需要购置了一台摩托车 , 他可以连续使用或于任一年末将旧车卖掉 , 换一辆

新车 . 表 6. 21 列出了于第 i年末购置或更新的车至第 j 年末的各项费用的累计( 含更新所需费用、运行费

用及维修费用) , 试据此确定该人最佳的更新策略 , 使从第 i年末至第 5 年末的各项费用的累计之和为最

小 .

  表 6. 21  

      j

  i
2 �3 �4 )5 M

1 ,0 q.4 0 �.54 0 �.98 1 �.37

2 ,0 �.43 0 �.62 0 �.81

3 ,0 �.48 0 �.71

4 ,0 �.49

  6.14 某公司在六个城市 c1, ⋯ , c6 中有分公司 , 从 ci 到 cj 的直接航程票价记在下述矩阵中的 ( i, j ) 位

置上(∞表示无直接航路) . 请帮助该公司设计一张任意两城市间的票价最便宜的路线表 .

·981·



0 50 ∞ 40 25 10

50 0 15 20 ∞ 25

∞ 15 0 10 20 20

40 20 10 0 10 25

25 ∞ 20 10 0 55

10 25 ∞ 25 55 0

6.15 如果图 6.42 中 vs 表示仓库 , v t 表示商店 , 现要从仓库运 10 单位的物资到商店 , 应如何调运才

能使运费最省( 图中弧表示交通线 , 弧旁的数字( w ij , bij , w ij )为交通线上运输能力限制, bij为单位运价) .

6.16 ( 1)试求图 6.43 网络 v( f ) = 15 的最小费用流( 弧旁的数字( w ij , bij ) , 其中 w ij 为弧容量 , bij 为单

位物资运费) .

图 6.42 图 6.43

( 2)  试求图 6.43 网络的最小费用最大流 .

6.17 表 6. 22 给出某运输问题的产销平衡表与单位运价表 . 将此问题转化为最小费用最大流问题 ,

画出网络图并进行求解 .

  表 6. 22   

        销 地
   单位运价

 产 地
B1 zB2 bB3 J产 量

A 1 �20 ~24 f5 78 �

A 2 �30 ~22 f20 N7 �

销量 4 g5 O6 7

  6.18 某工程各工序关系及各工序所需时间如表 6. 23 所示 . 试( 1) 绘制网络图; ( 2) 计算时间参数;

( 3)确定关键路线 .

  表 6. 23

工序 紧前工序 工时 工序 紧前工序 工时 工序 紧前工序 工时

a - 12 �f c 5 �x h 3 |

b - 3 �g c 6 �p f 7 |

c b 5 �h a, g 4 �r n 3 |

d b 7 �n d , e 3 �w m 2 |

e b 8 �m e 8 �y x , p , r 2 |

  6.19 已知如表 6.24 中的资料 , 求该项工程的最低成本日程 .
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  表 6. 24

活动 作业时间( 天) 紧前活动
正常完成进度的

直接费用( 百元)

赶进度一天所

需费用( 百元)

a 4 �— 20 �5 �

b 8 �— 30 �4 �

c 6 �b 15 �3 �

d 3 �a 5 �2 �

e 5 �a 18 �4 �

f 7 �a 40 �7 �

g 4 �b, d 10 �3 �

h 3 �e, f , g 15 �6 �

合 计 153 )

工程间接费用 5 f(百元/ 天)

  6. 20 某工程的工序关系和时间估计如表 6. 25 所示 .

  表 6. 25

工序 紧前工序 乐观时间 a 最可能时间 m 保守时间 b

A — 2 �5 o6 �

B A 6 �9 o12 6

C A 5 �14 �17 6

D B 5 �8 o11 6

E C, D 3 �6 o9 �

F — 3 �12 �21 6

G E , F 1 �4 o7 �

  ( 1) 绘制网络图并计算每个工序的期望时间与方差;

( 2) 总工期的期望值与方差是多少?

( 3) �分别计算以下两种情况的概率:

( i) 比总工期的期望值提前 3 天;

( ii) 比总工期的期望值延迟不多于 5 天 .
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第 7 章  存 储 模 型

7. 1 引  言

  存储问题是人们在生产和销售管理中给予很大关注的一个问题. 这是因为必要的存储

能够较好地满足生产过程对原材料、在制品以及部件等方面的变化不定的需求, 预防可能发

生的意外缺货和延期交货, 增加计划安排的灵活性, 减少不必要的损失. 在信息化社会, 作为

生产与销售的中介环节, 尽管存储的作用将被削弱, 但并不意味着物流管理完全被信息流的

管理所取代. 存储问题的内容会发生变化, 对存储问题的研究却仍是企业发展的需要.

与存储的利并存的是存储带来的弊. 这些弊主要由费用而引起. 存储与费用是密切联系

的. 当存储水平提高时, 一些费用, 如存储保管费用就随之提高, 而当存储水平降得太低时,

就会引起其他费用, 如缺货损失费等的发生. 因此, 建立存储管理信息系统, 用存储模型来分

析研究存储系统的活动, 将有助于对存储进行科学管理和合理控制.

考察报童问题. 报童每日早晨从报社以每份报纸 0. 30 元的批发价购得当日的日报, 然

后以每份 0. 45 元的零售价售出. 若卖不完, 则每份报纸的积压损失费为 0. 30 元; 若不够卖,

则缺一份报纸造成潜在损失的缺货损失费为 0. 15 元. 该报童对以往的销售量作了连续一个

月的统计, 其记录如表 7. 1 所示.

  表 7. 1

日需求量 D 120 *130 �140 �150 U160 �

频率 P ( D) 0 �. 15 0 �. 2 0 @. 3 0 �. 25 0 {. 1

那么, 报童每日应订多少份报纸, 才能使总损失费最小?

假定报童每日订报 Q 份, 并设当日需求量为 D . 则

当 Q≥D 时, 积压损失费为 F = 0. 30( Q- D ) ;

当 Q< D 时, 缺货损失费为 F = 0. 15( D - Q) .

于是可以将报童订报的决策与相应的总费用如表 7.2 所示.

  表 7. 2

Q
PF

D    120 �130 �140 A150 o160 �

0 r. 15 0 �. 2 0 �. 3 0 �. 25 0 A. 1

平均损失

总费用

120 +0 �1 �. 5 3 �4 �. 5 6 o2 N. 925

130 +3 �0 �1 �. 5 3 A4 A. 5 2 |. 1

140 +6 �3 �0 �1 �. 5 3 o2 N. 175

150 +9 �6 �3 �0 A1 A. 5 3 |. 6

160 +12 �9 �6 �3 A0 o6 e. 15
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  从表中可看出, 当报童每日订报 130 份时, 平均损失总费用最小, 最小损失总费用为2. 1

元.

下面建立这一报童问题模型的数学解析式, 用求极值的方法求解最小损失总费用.

设平均总费用为 T F ( Q) , 则

TF ( Q) = ∑
D≤ Q

0. 30( Q - D ) P ( D) + ∑
D > Q

0. 15( D - Q) P ( D ) . ( 7. 1)

  为求使 T F ( Q)最小的 Q 值, 解下列不等式组:

T F ( Q) - T F ( Q - d ) ≤ 0

T F ( Q) - T F ( Q + d ) ≤ 0 .

其中 d = min
Q≠D

©¦Q- D ©¦ = 10, 且 Q±d∈S= {120, 130, 140, 150, 160 }.

上式等价于

∑
D≤ Q - d

0. 30 P ( D ) - ∑
D > Q- d

0. 15 P ( D ) ≤ 0

∑
D≤Q

0. 30 P ( D) - ∑
D > Q

0. 15 P ( D ) ≥ 0 .

即

( 0. 30 + 0. 15) ¡¤ ∑
D ≤Q - d

P ( D) - 0. 15 ≤ 0

( 0. 30 + 0. 15) ¡¤∑
D≤ Q

P ( D ) - 0. 15 ≥ 0 .

故

∑
D≤ Q - d

P ( D ) ≤
1
3

≤ ∑
D ≤Q

P ( D ) . ( 7. 2)

亦即

P ( 120) + ⋯ + P ( Q - d ) ≤ 0. 3333 ≤ P ( 120) + ⋯ + P ( Q) .

由于 P ( 120) = 0. 15 且 P ( 120 ) + P ( 130 ) = 0. 35, 因此, Q= 130.

可以看到, 上述结果与通过列表得到的结果是一致的.

报童问题是一个离散型问题. 若考虑相应的连续型问题, 则类似于( 7. 1)式的总费用公

式为

T F ( Q) = 0. 30∫
Q

0
( Q - x ) P ( x ) d( x ) - 0. 15∫

+ ∞

Q
( x - Q) P ( x ) d( x ) .

这里, P ( x ) 为一定时期内销售量的概率密度. 为求总费用的最小值, 令

dT F ( Q)
dQ

= 0 .

得

( 0. 30 + 0. 15)∫
Q

0
P ( x ) d( x ) - 0. 15 = 0 .

于是

∫
Q*

0
P ( x ) d( x ) =

1
3

.
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该式与( 7. 2)式非常类似. Q
*
即为使 T F ( Q)最小的 Q.

利用求极值的数学方法求解存储模型, 这是解决存储问题的主要思路. 尤其对于连续型

存储模型, 用求极值的方法求解模型就显得更为有效和更为重要.

存储模型广泛应用于工业、商业和物资等部门, 在科学解决流通物资的积压与短缺, 提

高物资和资金的流通速度等方面起着重要的作用.

7. 2 存储问题的变量与模型

存储问题的数学模型涉及以下的主要经济变量:

( 1) 需求量: 某种物资在单位时间内的需求量, 以 D 表示, 如年需求量、月需求量、日需

求量. 需求量有时是常量, 而在许多情况下则是随机变量, 这时它的变化规律应当是能够掌

握的. 对需求量进行科学地预测和估计是解决存储问题的重要依据.

( 2) 批量: 为补充存储而供应一批物资的数量称为批量, 以 Q 表示. 由外部订货供应的

批量称为订货批量; 由内部生产供应的批量称为生产批量.

( 3) 订货点: 为补充存储而发出订货时的存储水平, 以 R 表示.

( 4) 备运期: 发出订货的时间与实际收到订货入库的时间的间隔.

( 5) 存储费: 保管存货的费用, 包括存储所占用资金的利息、仓库和场地费用、物资的存

储损耗费用、物资的税金、保险费用等, 以 C1 表示.

( 6) 订货费: 为补充存储而订货所支付的费用, 包括准备和发出订货单的费用、货物的

堆放和装运的费用等, 以 K 表示.

( 7) 缺货损失费: 发生需求时, 存储不能提供而引起的费用, 包括利润的损失、信誉的损

失、停工待料的损失以及没有履行交货合同的罚款等, 以 C2 表示.

存储费、订货费和缺货损失费构成了库存的总费用, 即总费用= 存储费+ 订货费+ 缺货

损失费. 使总费用最小是建立和求解存储模型的主要目标. 为实现该目标, 需要确定批量和

订货点, 这就是所谓存储决策. 批量与订货点即决策变量. 因而存储模型的主要形式有: 总费

用= f (批量) 或总费用= f (批量, 订货点) , 即 F = f ( Q)或 F = f ( Q, R) .

7. 3 确定性存储模型

确定性存储模型有着共同的特性, 即假定物资的备运期和需求量都是确定的. 典型的确

定性存储模型为经济订货批量 ( EOQ ) 模型. 经济订货批量模型是一种确定订货批量大小,

使总库存费用最小的数学模型. 这里总库存费用为订货费用与存储保管费用之和. 对此我们

讨论如下两种情况.

7. 3. 1 不允许缺货的 E OQ 模型

某物资在计划期限内(不妨假设为一年) 需求量为 D, 一次订货费为 K , 该种物资一个单

位存储一年的费用为 C1 . 由于不允许缺货, 故在存储降至零时, 物资应及时得到补足. 设每

批订货量为 Q, 一个周期的时间长度(即相邻两次订货的间隔时间) 为 t, 即 t = Q / D , 则
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年订货费为 
K D
Q

,

年存储费为 
C1 Q

2
,

  记总库存费用为 f ( Q) , 则

f ( Q) =
K D
Q

+
C1Q

2
.

究竟 Q 取多大, 会使总库存费用最小? 这是无约束的极值问题. 求 f ( Q) 对 Q 的一阶

导数  

df ( Q)
dQ

= -
K D
Q

2 +
C1

2
.

令
df ( Q)

dQ
= 0.

得 Q=
2K D

C1
.

又因为 f ″( Q) =
2K D

Q3 , 当> 0 时, f ″( Q) > 0, 故

Q* =
2K D

C1
( 7. 3)

时, f ( Q) 有最小值.

这就是说, 当订货批量为 Q
*
时, 总库存费用最小. 此时的 Q

*
就是经济订货批量. 这时

的总费用, 即最小总费用为

f ( Q
*

) = 2C1 K D .

  我们还进一步得到使总费用最小值的订货时间间隔为

t
*

=
Q*

D
=

2K
C1D

. ( 7. 4)

  例 1 某物资每月需供应 3000 件, 每次订货费为 60 元, 每月每件的存储费为 4 元. 若

不允许缺货, 且一订货就可提货, 试问每隔多少时间订购一次, 每次应订购多少件?

解 D = 3 000 件, K = 60 元, C1 = 4 元.

由( 7. 3)式, 得

Q
*

=
2× 60× 3 000

4
= 300 .

  由( 7. 4)式, 得

t* =
300

3 000
= 0. 1 .

  如果一个月以 30 天计算, 则一个周期的时间长度为 30× 0. 1= 3 天, 故每隔 3 天订货一

次, 每次订购 300 件.

7. 3. 2 允许缺货的 E OQ 模型

在这种情况下, 允许欠缺某些物资, 但要支付一定数额的缺货损失费. 先考虑缺货后不
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要求补货的情况. 设在一个周期中缺少单位物资的损失费为 C2 , 一年的需求量为 D , K 与 C1

都同前. 如图 7. 1 所示, 设每批订货量为 Q, 即 E A= Q. 记 GA= QS , 一个周期的时间长度为 t

= GC=
QS

D
, 则一个周期内的存储费为

C1 Q
2

2D
( 其中

Q
2

2D
是△E AB 的面积) , 一个周期内的缺货

损失费为
C2 ( QS - Q)

2

2D
( 这里

( QS - Q)
2

2D
是△BF C 的面积) .

图 7. 1 允许缺货的情况

年存储费为
C1 Q2

2QS
,

年缺货损失费为
C2 ( QS - Q)

2

2QS
,

年订货费为
K D
QS

,

记总库存费用为 f ( Q, QS ) , 则

f ( Q, QS ) =
C1 Q2

2QS
+

C2 ( QS - Q) 2

2QS
+

K D
QS

.

这是一个二元函数, 要求其极小值, 就要使下列两个偏导数等于零:

�f ( Q, QS )
�Q

=
2C1 Q
2QS

-
2C2 ( QS - Q)

2QS
= 0 ,

�f ( Q, QS )
�QS

= -
C1Q2

2Q2
S

+
2C2 ( QS - Q) QS - C2 ( QS - Q) 2

2Q2
S

-
K D
Q2

S
= 0 .

化简后得方程组

( C1 + C2 ) Q= C2 QS

- C1 Q
2
+ 2C2QS ( QS - Q) - C2 ( QS - Q)

2
- 2K D = 0 .

解之, 得 Q
* =

2K D C2

C1 ( C1 + C2 )
. ( 7. 5)

这就是缺货不要补时的经济订货批量.

如果缺货在到货后要补上, 则此时的经济订货批量为

Q
*
S =

C1 + C2

C2
Q

*
=

2K D( C1 + C2 )
C1 C2

. ( 7. 6)

  例 2 某物资每月需供应 3000 件, 每次订货费为 60 元, 每月每件的存储费为 4 元. 一

个周期中缺一件的缺货损失费为 5 元, 缺货不要补. 问每隔多少时间订购一次, 每次应该订

购多少件?

解 由( 7. 5)式, 得
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Q
* =

2× 60× 3 000× 5
4× ( 4+ 5)

= 50 000≈224 .

根据 t
*

=
Q

*
S

D
=

2K ( C1 + C2 )
C1C2 D

, 可得

t
*

=
2× 60× ( 4 + 5)

4× 5× 3 000
= 0. 018 ≈ 0. 134 .

  如果一个月以 30 天计算, 则 30× 0. 134= 4 天, 即每隔 4 天订购一次, 每次订购 224 件.

7. 4 随机性存储模型

存储问题中的随机性主要由以下两个因素产生: 第一, 对物资的需求量经常发生随机波

动; 第二, 订货的到达时间经常发生随机性的提前或推迟. 下面将给出需求不确定的随机性

存储模型.

7. 4. 1 不允许缺货

由于需求量是随机的, 所以, 可考虑其平均需求量, 而且不允许缺货也只是指在一定置

信度下的不允许缺货.

设 D 为年平均需求, 则类似于确定性存储的 EOQ 模型, 可得到相应的最佳批量 Q
*

如下:   

Q* =
2K D

C1
. ( 7. 7)

这里, K 为一次订购费, C1 为该种物资一个单位存储一年的费用.

为在一定置信度下对不缺货提供安全保证, 可将安全库存量加到正常存货中以提供所

希望达到的服务水平(即不缺货的概率) . 这时, 有

R = l + βσ. ( 7. 8)

式中, R 为订货点, l 和 σ分别为备运期内的销售量 L 的均值与均方差, β为安全库存系数,

βσ为安全库存量.

安全库存系数 β即为给定置信度 1- α下的上 100α百分位点, 其值满足等式 P ( X > β)

= α, 可通过查概率分布表得到.

因此, 订货策略为, 当备运期大于零时, 若存储量降低到 R, 则以 Q
*
为订货量进行订货.

例 3 某公司订购一种备件, 一次订货费为 60 元, 年平均需求量为 500 件, 每件年存储

费为 40 元, 备运期 8 天, 备运期中的销售量服从均值为 15、均方差为 2 的正态分布. 为使不

缺货的概率达到 99. 9% 且总费用最小, 问订货点是多少, 每次订多少件?

解 D = 500 件/ 年, K = 60 元, C1 = 40 元, 则

Q* =
2× 60× 500

40
≈ 39 件 .

  根据不缺货的概率达到 99. 9% , 查正态分布表得 β= 3, 订货点为

R = 15 + 3× 2 = 21 件 .
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故订货点为 21 件, 每次订货 39 件.

7. 4. 2 允许缺货

设 D , K , C1 同前, C2 为单位缺货损失费, 并设存储量降到 R 时订货, 订货数量为 Q, 备

运期中的需求量 x 服从密度为 f ( x ) 的分布函数 F ( x ) , 则在缺货要补的情况下, 订货刚到

之前的平均存储量 (平均最小存储量) 与订货刚到之后的平均存储量( 平均最大存储量) 分

别为  

∫
R

0
( R - x ) f ( x ) dx 与 Q +∫

R

0
( R - x ) f ( x ) dx ,

则年平均存储量为
Q
2

+∫
R

0
( R + x ) f ( x ) dx .

年平均存储费为 C1
Q
2

+∫
R

0
( R - x ) f ( x ) dx .

年平均订货费为
K D
Q

.

当备运期中的需求量超过订货点 R 时, 就发生缺货, 因此, 缺货量的均值为

∫
∞

R
( x - R) f ( x ) dx .

故年平均缺货损失费为

C2D
Q∫

∞

R
( x - R) f ( x ) dx .

  于是年总费用 T F ( R, Q)为

T F ( R, Q) =
K D
Q

+ C1
Q
2

+∫
R

0
( R - x ) f ( x ) dx +

C2 D
Q∫

∞

R
( x - R) f ( x ) dx . ( 7. 9)

  求 T F ( R, Q)的最小值:

�T F ( R, Q)
�R

= C1∫
R

0
f ( x ) dx -

C2D
Q∫

∞

R
f ( x ) dx = 0 . ( 7. 10)

�T F ( R, Q)
�Q

= -
K D
Q

2 +
C1

2
-

C2D
Q

2∫
∞

R
( x - R) f ( x ) dx = 0 . ( 7. 11)

由( 7. 10) 得

∫
R

0
f ( x ) dx = 1 -

C1Q
C2 D

.

由( 7. 11) 得

Q =
2D K + C2∫

∞

R
( x - R) f ( x ) dx

C1
.

故解得最佳批量 Q
* 与订货点 R

* 满足如下方程组:

F ( R) = 1-
C1 Q
C2 D

Q=
2D K + C2∫

∞

R
xf ( x ) dx - R[ 1- F ( R) ]

C1
.

( 7. 12)

( 7. 13)

最佳批量 Q
*
和订货点 R

*
可按以下步骤解出:
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( 1) 取 Q1 =
2K D

C1
;

( 2) 将 Q= Q1 代入( 7. 12) 求 R\ - 1;

( 3) 将 R= R 1 代入( 7. 13) 求 Q2 ;

( 4) 将 Q2 代入( 7. 12) , 重复( 2)、( 3) , 一直迭代到收敛为止, 最后得到的即为最佳值 Q
*

和 R
*

.

例 4 某公司购进某种物资, 该物资年平均需求量为 1 000 件, 每件的年存储费为 2 元,

一次订货费为 10 元, 缺货损失费每年每件 5 元, 备运期的需求量服从[ 0, 200] 上的均匀分

布, 试求最佳批量与最佳订货点.

解 D = 1 000 件, K = 10 元, C1 = 2 元, C2 = 5 元.

由备运期的需求量服从[ 0, 200]上的均匀分布可知, 其概率密度为

f ( x ) =
1

200
.

将其代入( 7. 12) 式和( 7. 13) 式.

由( 7. 12) 式, 得

∫
R

0

1
200

dx = 1 -
Q

2000
.

即     R= 200- Q/ 10. ( 7. 14)

由( 7. 13) 式, 得

Q =
2× 1 000 10 + 5∫

200

R

x
200

dx - R 1 -
R

200
2

 .

即 Q= 12. 5R
2
- 5 000R+ 510 000 . ( 7. 15)

取 Q1 =
2× 10× 1 000

2
= 100 件, 代入( 7. 14) 式, 得 R 1 = 192 件.

将 R 1 代入( 7. 15) 式, 得 Q2 = 103. 9.

将 Q2 代入( 7. 14) 式, 得 R2 = 191. 7.

再将 R 2 代入( 7. 15) 式, 得 Q3 = 104. 2.

再将 Q3 代入( 7. 14) 式, 得 R3 = 191. 7.

因 R 2 与 R 3 相等, 故得到订货点 R
* = 192 件, 批量 Q

* = 104 件.

例 5 某物资年平均需求量为 10 000 吨, 备运期的需求量服从以 300 吨为均值、40 吨

为均方差的正态分布, 一次订货费 K = 70 元, 每吨年存储费 C1 = 0. 6 元.

为使不缺货的概率达到 99. 9% 且总费用最小, 首先可由式( 7. 7)求得最佳批量

Q0 =
2× 70× 10000

0. 6
≈ 1528( 吨) .

  因要保持 99. 9% 的服务水平, 就要用置信度为 99. 9% 的 ( 7. 8) 式, 查正态分布表得

β= 3, 于是订货点为

R = 300 + 3× 40 = 420 (吨) .

故存储量降到 420 吨时订货, 每次订货量为 1528 吨.
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若缺货, 需在到货后补上, 每次缺一吨的损失费 C2 = 1. 50 元. 这时可由式 ( 7. 12) 与式

( 7. 13) 求得订货点 R 和每次订货的数量 Q.

取 Q1 = Q0 = 1528 , 代入式( 7. 12) , 得

F ( R 1 ) =
15 000 - 0. 6× 1 528

15 000
= 0. 9389 .

根据正态分布表

R 1 = 300 + 1. 54× 40 = 362 .

再将 R 1 代入( 7. 13) 式计算, 得

Q2 =
2× 1 0000 70 + 1. 5∫

∞

36 2
x f ( x ) dx - 362× 0. 0612

0. 6

=
20 000× ( 70 + 1. 5× 1. 07)

0. 6
= 1 545 .

再由( 7. 12) 式, 得

F ( R 2 ) =
15 000 - 0. 6× 1 545

15 000
= 0. 9382 .

查正态分布表得

R 2 = 300 + 1. 54× 40 = 362 .

这时, R 1 = R 2 , 计算已收敛, 故得订货点 R
*

= 362, 每次订货量 Q
*

= 1 545 吨.

7. 5 存储系统模拟

在研究随机性存储问题时, 随着存储系统中随机变量的增加, 用数学解析式对系统的特

性及其运行规律进行描述的难度明显增加. 尤其在多个随机变量的情况下, 对存储系统的描

述更为复杂. 这时, 利用计算机对存储系统进行模拟将会更有效果.

对存储系统进行模拟, 首先要研究系统中各种事物的属性和所发生的事件, 以及描述事

物属性的各种变量及其关系. 其次要了解其中随机变量的概率分布情况, 并借助[ 0, 1]上均

匀分布的随机数产生服从这类概率分布的随机变量. 通过对事件发生概率的获取, 来模拟事

件的发生. 然后记录模拟结果, 为存储决策提供依据.

现考察引言中所述的报童问题, 这是最简单的存储系统. 对其进行模拟, 主要问题在于

借助 [ 0, 1]上均匀分布的随机数产生服从给定经验分布的日需求量. 而[ 0, 1]上均匀分布的

随机数在计算机高级语言和一些统计软件或数据库软件中都已提供. 因此, 下面将给出如何

借助[ 0, 1]上均匀分布的随机数产生服从给定经验分布的随机变量的方法.

给定经验分布如下:

P {X = a j } = p j ,  j = 1, 2, ⋯, m . ( 7. 16)

其中 0 < p j < 1,∑p j = 1. 令

P 0 = 0

P r = ∑
r

j = 1

p j ,  r = 1, 2, ⋯, m
 ,

并设 U 为[ 0, 1] 上均匀分布的随机数, 定义
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X = a r ,  当 P r - 1 ≤ U < P r , r = 1, 2, ⋯, m,

则由此定义的 X 即为分布为( 7. 16)的随机变量.

根据上述方法, 利用[ 0, 1] 上均匀分布的随机数产生每日报纸的需求量如表 7. 3 所示.

  表 7. 3

每日需求量 概 率 累 积 概 率 随机数的相关区间

120 Z0 �. 15 0 B. 15 0 !. 00～0. 14

130 Z0 �. 2 0 B. 35 0 !. 15～0. 34

140 Z0 �. 3 0 B. 65 0 !. 35～0. 64

150 Z0 �. 25 0 B. 90 0 !. 65～0. 89

160 Z0 �. 1 1 B. 00 0 !. 90～0. 99

  在模拟过程中, 计算机对模拟的每一天都产生一个随机数. 例如, 若产生的随机数为

0. 59, 则从表 7.3 查出这一天对应的需求量为 140; 若随机数为 0. 12, 则从表 7.3 查出这一

天对应的需求量为 120, 等等. 于是, 根据引言中给出的报童问题, 可编制程序流程图如图

7. 2所示.

n← 10 ], T F ←0, F ← 0, 输入 Q

for i = 1 /t o n

由随机数产生 D   

 是            Q≥D ?          否

F = 0 �. 30 ( Q- D ) F = 0 �. 15 ( D - Q)

T F = T F + F

 T F = T F / n

输出 T F

图 7. 2 报童问题流程图

  取 Q 值分别为 120, 130, 140, 150, 160, 模拟 10 天, 运行结果如表 7. 4 所示, 其中 Q =

120 时的运行结果如表 7. 5 所示.

  表 7. 4

订购量 Q 120 �130 A140 �150 W160 M

日平均总费用 T F 3 C. 15 1 �. 80 2 Y. 25 3 �. 90 8 �. 70

  从表 7. 5 可看出, 当 Q= 120 时, 模拟 10 天的总费用为 31. 5 元, 每日平均总费用为 3. 15

元. 表 7. 4 则给出了各个方案下的日平均总费用, 从中可以得出, 当订购量为 130 时, 总费用

最小. 这一结果与引言中报童问题的结果相一致.
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  表 7. 5

第 n 天 订购量 Q 随机数 U 需求量 D 损失费 F

1 �120 *0 *. 34 130 �1 �. 50

2 �120 *0 *. 67 150 �4 �. 50

3 �120 *0 *. 40 140 �3 �. 00

4 �120 *0 *. 82 150 �4 �. 50

5 �120 *0 *. 21 130 �1 �. 50

6 �120 *0 *. 28 130 �1 �. 50

7 �120 *0 *. 89 150 �4 �. 50

8 �120 *0 *. 88 150 �4 �. 50

9 �120 *0 *. 65 140 �3 �. 00

10 �120 *0 *. 62 140 �3 �. 00

7. 6 应 用 实 例

某公司批发某种器材, 根据以往的销售记录, 每日需求量的分布如表 7.6 所示.

  表 7. 6

日需求量( 件) 0 Z1 �2 �3 �4 �5 |

频 率 0 �. 11 0 C. 18 0 q. 21 0 �. 22 0 �. 16 0 7. 12

  日需求量的分布比较对称, 其均值为 2. 5, 均方差为 1. 52. 该器材每年每件的存储费为

20 元, 一次订货费为 40 元, 缺货损失费为每年每件 16 元. 每当存储水平降至订货点 R 时,

公司发出订货量为 Q 的订货单. 备运期大约为一星期到两星期, 平均为 10 天左右. 根据统

计资料, 其分布如表 7.7 所示.

  表 7.7

备运期( 天) 7 �8 Y9 *10 �11 �12 �13 �

频 率 0 C. 08 0 �. 12 0 �. 18 0 �. 25 0 �. 20 0 X. 10 0 e. 07

  考虑到日需求量分布的特征和实际应用的情况, 可假定备运期的需求量近似地服从正

态分布. 由于备运期的平均天数为 10, 故可求得备运期需求量分布的均值为 2. 5× 10= 25,

均方差为 1. 52× 10 = 5. 按一年 360 天计算, 该器材的年平均需求量为 D = 2. 5× 360=

900. 由已知, C1 = 20 元, K = 40 元, C2 = 16 元. 设总费用为 T F ( R, Q) , 由( 7. 9)式, 有

TF ( R, Q) =
40× 900

Q
+ 20×

Q
2

+∫
R

0
( R - x ) f ( x ) \ % d x +

16× 900
Q ∫

∞

R
( x - R) f( x) dx .

取 Q1 =
2× 40× 900

20
= 60, 代入式( 7. 12) , 得
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F ( R 1 ) =
16× 900 - 20× 60

16× 900
= 0. 9167 .

根据正态分布表, β= 1. 38,

R1 = 25 + 1. 38× 5 = 32 .

再将 R 1 代入( 7. 13) 式计算, 得

Q2 =
2× 900 40 + 16∫

∞

32
xf ( x ) dx - 32× 0. 0833

20

=
1 800× ( 40 + 16× 0. 10)

20
= 61 .

再由( 7. 12) 式

F ( R 2 ) =
16× 900 - 20× 61

16× 900
= 0. 9153 .

查正态分布表得 β= 1. 375 .

R 2 = 25 + 1. 375× 5 = 32 .

这时, R1 = R 2 , 计算已收敛, 故得订货点 R
*

= 32, 每次订货量 Q
*

= 61 吨. 根据这一策略订

货, 年最小总费用为 TF ( R
* , Q

* ) = 1 378 元, 每个周期中缺货的概率为 1- 0. 9153 =

0. 0847, 即服务水平达到 91. 53% .

下面利用计算机模拟解决这一问题.

首先根据表 7. 8 和表 7. 9 由[ 0, 1]上均匀分布的随机数产生日需求量和备运期这两个

随机变量. 然后选定通过模拟比较总费用 T F ( R, Q )大小的 R 值与 Q 值. 比如, 可选定 R=

31, 32, 33, Q= 60, 61, 等等. 每选定一对 R 和 Q, 就可得到相应的总费用的值. 最终选择出使

总费用最小的 R
* 与 Q

* .

  表 7. 8

每日需求量 概 率 累 积 概 率 随机数的相关区间

0 �0 �. 11 0 B. 11 0 !. 00～0. 10

1 �0 �. 18 0 B. 29 0 !. 11～0. 28

2 �0 �. 21 0 B. 50 0 !. 29～0. 49

3 �0 �. 22 0 B. 72 0 !. 50～0. 71

4 �0 �. 16 0 B. 88 0 !. 72～0. 87

5 �0 �. 12 1 B. 00 0 !. 88～0. 99

  表 7. 9

每日需求量 概 率 累 积 概 率 随机数的相关区间

7 �0 ,. 08 0 �. 08 0 �. 00 ～ 0. 07

8 �0 ,. 12 0 �. 20 0 �. 08 ～ 0. 19

9 �0 ,. 18 0 �. 38 0 �. 20 ～ 0. 37
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续表

每日需求量 概 率 累 积 概 率 随机数的相关区间

10 �0 ,. 25 0 �. 63 0 �. 38 ～ 0. 62

11 �0 ,. 20 0 �. 83 0 �. 63 ～ 0. 82

12 �0 ,. 10 0 �. 93 0 �. 83 ～ 0. 92

13 �0 ,. 07 1 �. 00 0 �. 93 ～ 0. 99

  同时, 设 S 为当日存储量, H F 为存储费, OF 为订货费, LF 为短缺损失费. 还需假定模

拟开始时的初始存储量 S 0 , 不妨设 S 0 = 60. 模拟天数为 360 天.

图 7. 3 即为该存储系统模拟的流程图.

S←S 0 /, n←360, LF ←0, H F ←0, OF ← 0, X←0

F or i= 1 �t o n

利用随机数产生日需求量 D   

 是         是否有订货到达 ?        否

S← S + Q, X← X - Q   

 是           D > S ?          否

L F ←LF + 16 �( D - S )

S←0

H F ←H F + 20 �( S - D )

S ←S - D   

 是           S + X > R ?       否

利用随机数产生备运期

并记录到货日期

OF ←OF + 40 �

X←X + Q

T F = LF + H F + OF

输出 T F

图 7. 3 存储系统模拟流程图

  取 Q= 61, R= 32, 对该存储系统进行计算机模拟. 模拟结果为:

存储费 H F = 757. 61 元, 订货费 OF = 560 元, 短缺损失费 LF = 45 元.

总费用 T F = 1362. 61 元.

习  题

7.1 某工厂每年需要某种备件 400 件 , 每件每年的存储保管费为 14. 4 元 , 每次订购费为 20 元 , 不得

缺货 , 试求经济订货批量 .

7.2 某工厂每年需要某种原料 600 公斤 , 每次订货费为 900 元 , 每月每公斤存储费为 5 元 . 若允许缺

货 , 且每年每公斤缺货损失费为 180 元 , 求最优订货量 .

7.3 某物资每月需供应 50 箱 , 每次订货费为 60 元 , 每月每箱的存储费为 40 元 . 若不允许缺货 , 且一

订货就可提货 , 试问每隔多少时间订购一次 , 每次应订购多少箱? 若一个周期中缺一箱的缺货损失费为 40

元 , 缺货不要补 . 问每隔多少时间订购一次 , 每次应该订购多少箱?
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7.4 某食品商店每天进货牛奶 , 每箱的进货价为 24 元, 售价为 30 元 . 当天如果不能售出 , 则因牛奶

变质而全部损失 . 根据以往的统计 , 该商店牛奶需求量的概率分布如表 7.10 所示 . 试确定每天牛奶的进货

数 .

  表 7.10

需求量( 箱) 32 �33 �34 o35 d

概 率 0 Z. 1 0 B. 3 0 *. 5 0 �. 1

  7.5 某物资每月平均需求量为 60 箱 , 一次订货费为 147 元 , 每箱每月的存储费为 40 元 , 备运期 5 天 .

备运期的需求量服从均值为 10 箱, 均方差为 2 箱的正态分布 . 为使不缺货的概率达到 99. 9% 且总费用

最小, 问订货点是多少, 每次订多少箱?

7.6 某公司对某种备件的年平均需求量为 800 件, 一次订货费为 16 元, 存储费为每年

每件 4 元, 缺货损失费为每年每件 8 元. 设备运期的需求量服从[ 0, 200]区间上的均匀分布,

试求最佳批量与最佳订货点.

7.7 某企业拟生产一种季节性产品, 自产自销, 每箱成本为 100 元, 售出价格为 200

元, 每箱销售后可获利 100 元. 如果当天销售不出去, 每剩一箱就要损失 60 元. 通过统计分

析和市场预测, 确认当年市场销售情况如表 7.11 所示.

  表 7.11

日销售量(箱) 200 �210 �220 �230 {

概 率 0 Z. 3 0 B. 4 0 *. 2 0 �. 1

  试根据销售量拟订日生产量并模拟 30 天的销售赢利情况 , 以确定使日平均赢利最大的最优日生产

量 .

7.8 某商场经销电烤箱, 根据资料记载获得了过去 200 天电烤箱的需求情况及 50 次订货的材料如

表 7.12 和 7.13 所示 .

  表 7.12

日需求量(个) 0 Z1 �2 B3 �4 *5 �6 �7 �8 �

发生天数 19 q27 �42 Y49 �34 A17 �9 �2 �1 �

  表 7.13

备运期( 天) 4 �5 Y6 *7 �8 �9 �10 �

发生天数 11 �7 Y3 *21 �5 �2 �1 �

  已知电烤箱成本 400 元/ 个 , 订货费 100 元/ 次 , 库存费 0. 32 元/ 天·个 , 由于缺货造成的经济损失为

100 元/ 个 . 现有两个决策方案需要比较 , ( 1)订货点为 10 个 , 订货量为 25 个; ( 2) 订货点为 15 个 , 订货量为

25 个 . 试模拟 30 天的经营情况, 确定哪个方案的经济效益好 .
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第 8 章  决策分析模型

8. 1 引  言

  

人们在从事各种活动的过程中, 经常要为可能采取的行动作出决定, 这就是决策. 许多

决策问题要受到不确定因素的影响, 因而需要作科学的分析. 决策分析即是在合理地分析受

不确定因素影响的决策问题时所体现的一系列概念和系统程序, 其目的是为了改善决策过

程. 例如, 某工厂在产品销路很好、市场前景广阔的情况下作出扩建的决策, 这是一种确定

性决策的问题. 若该厂的产品面临畅销和滞销两种可能状态时, 决策者就需要分析不同状态

下的收益或损失状况. 例如, 在各种状态下扩建与不扩建的收益如表 8. 1 所示.

表 8. 1

方案
状态  畅销 滞销

扩建

不扩建

20 p

8

- 8 6

2

  当各个状态发生的概率不清楚时, 该问题为不确定性决策问题. 决策者以冒险或保守等

不同风格按一定的决策准则作出某种决策. 他可能为获得最大收益 20 万元而进行扩建, 也

可能因最糟也能得到 2 万元收益而选择不扩建的决定. 若以往的资料表明, 畅销与滞销的概

率分别为 0. 6 和 0. 4, 则该问题为风险性问题. 决策者将按新的与概率有关的准则行事. 比

如, 他可能分别计算出扩建与不扩建的期望值, 然后以最大期望值作决定. 这时, 扩建方案的

期望值为 20× 0. 6+ ( - 8)× 0. 4= 8. 8, 而不扩建方案的期望值为 8× 0. 6+ 2× 0. 4= 5. 6. 由

于扩建的期望值大于不扩建的期望值, 故决策者决定扩建. 本章将主要对不确定性问题和风

险性问题进行决策分析.

决策分析模型在经济领域的应用非常广泛. 它首先应用于石油和天然气工业. 在投资分

析、产品开发、房地产开发、科学试验、市场营销、可行性研究等方面都有决策分析模型应用

的有效成果. 由于决策分析模型以及相应的软件系统得到不断的应用和发展, 因而大大地改

进了决策者的决策过程.

8. 2 决策分析的数学模型

8. 2. 1 决策问题的基本要素

  从以上的讨论可以看出, 决策分析所涉及的问题由四个基本要素构成. 这四个基本要素

分别是: 可能采取的行动方案; 影响决策的自然状态; 反映效果的收益函数; 指导行动的决策

准则. 他们的关系可用如下形式表示:
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Opt d = f ( a , s, q) .

其中 d 为在一定决策准则下的决策值, a 为决策者可能采取的行动方案; s 为自然界 (或社

会) 可能出现的自然状态. q= q( a , s) 则为自然界(或社会)处于状态 s 时人们选取行动方案

a 所得到的收益.

设 A = {a }为行动集, S = {s}为状态集. 当行动集和状态集分别为 A = {a1 , a 2 , ⋯, a m },

S = {s1 , s2 , ⋯, sn}时, 收益函数可取 m× n 个值 qij = q( ai, sj ) , 这 m× n 个值组成如下矩阵:

  

        

  

 

  

Q =

s1 s2 ⋯ sn

a 1 q1 1 q1 2 ⋯ q1n

a 2 q2 1 q2 2 ⋯ q2n

┆ ┆ ┆ ┆

a m qm 1 qm 2 ⋯ qmn

 .

  该矩阵称为收益矩阵.

这四个基本要素及其函数关系定量地描述了一个决策问题, 刻画了决策过程的本质内

容, 即在了解和掌握自然状态变化这一影响决策的潜在因素的情况下, 考虑各种可供选择的

行动方案, 分析它们可能带来的不同收益, 根据一定的决策准则从中确定最满意的行动方

案. 如果这四个基本要素中的任意一个发生变化, 则意味着决策问题发生了变化, 这将导致

决策分析模型的改变, 因而其结果也可能发生改变.

8. 2. 2 不确定性决策模型

在一些决策问题中, 决策者对可能出现的不同自然状态缺乏必要的信息, 无法确定自然

状态发生的概率, 这类问题称为不确定性决策问题.

下面分析一个具体的例子.

例 1 某电视机厂面对激烈的市场竞争, 拟制订利用先进技术对机型改型的计划. 现有

三个改型方案可供选择: ( a 1 ) 提高图像质量; ( a 2 ) 提高图像质量并增强画面功能; ( a 3 ) 提高图

像和音响质量. 根据市场需求调查, 该厂彩电面临高需求( 拥有 8% 左右的购买者) 、一般需

求(拥有 6% 左右的购买者) 与低需求(拥有 4% 左右的购买者)三种自然状态. 在这三种自然

状态下不同的改型方案所获得的收益不一样. 表 8.2 给出了预期收益的情况.

  表 8. 2 单位: 万元

A
S  高需求 s1 :一般需求 s2 !低需求 s3 \

a1 �

a2

a3

50 �

80

120

30 o

40

20

20 �

0

- 40

  这是一个不确定性决策问题. 在这个决策问题中, 状态集为 S = {s1 , s2 , s3 }, 其中 s1 , s2 , s3

分别表示高需求、一般需求和低需求; 行动集为 A = {a 1 , a 2 , a 3 }, 其中 a 1 , a 2 , a 3 分别表示提高

图像质量、提高图像质量并增强画面功能、提高图像和音响质量三种改型方案. 收益矩

阵为  
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Q =

s1 s2 s3

a 1 50 30 20

a 2 80 40 0

a 3 120 20 - 40

 .

  在明确了自然状态、行动方案和收益矩阵后, 只要给定决策准则, 便可作出决策. 在该问

题中, 由于缺乏有关市场需求的进一步的信息, 因而不同的决策者根据其主观意识和处理问

题的态度而遵循着不同的决策准则.

下面在几种不同的决策准则下求解该决策问题.

( 1) 悲观准则

悲观准则又称小中取大准则. 该准则反映决策者对决策问题持保守态度, 从而为保险起

见, 对每个方案先找出其最不利状态下的收益, 然后从中选取收益最大的方案作为决策方

案. 可见, 在悲观准则下, 有

d
*

= max
i

min
j

{qij } .

这就是说, 对每个方案 a i, 令 di= min
j

{qij }, 则 d
*
k = max

i
{di}所对应的方案 ak 是最优决策方

案.

根据悲观准则, 对于每个方案 ai( i= 1, 2, 3) , 有

d1 = min{50, 30, 20}= 20,

d2 = min{80, 40, 0}= 0,

d3 = min{120, 20, - 40}= - 40,

则 d
*
1 = max {20, 0, - 40}= 20.   

故方案 a 1 是最优决策方案.

( 2) 乐观准则

乐观准则又称大中取大准则. 该准则反映决策者对决策问题持乐观态度, 因而对每个方

案先找出其最大收益, 然后从这些最大收益中再选取收益最大的方案作为决策方案. 或者

说, 从收益矩阵 Q 中选取最大收益值所对应的方案为决策方案.

可见, 在乐观准则下, 有

d
*

= max
i

max
j

{qij ) .

这就是说, 对每个方案 ai, 令 d i= max
j

{qij }, 则 d
*
k = max

i
{d i}所对应的方案 ak 是最优决策方

案.

根据乐观准则, 对于每个方案 ai( i= 1, 2, 3) , 有

d 1 = max {50, 30, 20}= 50,

d 2 = max {80, 40, 0}= 80,

d 3 = max {120, 20, - 40}= 120.

则

d 3
*

= max{50, 80, 120}= 120.

故方案 a 3 是最优决策方案.

( 3) 适度乐观准则

·802·



适度乐观准则是一种介于乐观准则与悲观准则之间的用折衷的方法进行决策的决策准

则. 该准则要求决策者根据经验判断为各种可能出现的最大收益确定一个乐观系数 α( 0< α

< 1) , 并利用乐观系数对每个行动方案计算折衷值. 然后, 从中选取折衷值最大的方案为最

优决策方案.

在适度乐观准则下, 有

d
*

= max
i

{α¡¤q
*
i + ( 1 - α) ¡¤qi* } .

其中 q
*
i = max

j
{qij }, qi* = min

j
{qij }.

这就是说, 对每个方案 a i, 令 d i= α·q
*
i + ( 1- α)·qi* , 则 d

*
k = max

i
{d i}所对应的方案

a k 是最优决策方案.

根据适度乐观准则, 给定 α= 0. 6, 这时对于每个方案 a i( i= 1, 2, 3) , 有

d 1 = 0. 6× 50+ 0. 4× 20= 38 ,

d 2 = 0. 6× 80+ 0. 4× 0= 48 ,

d 3 = 0. 6× 120+ 0. 4× ( - 40) = 56.

则

d 3
*

= max{38, 48, 56}= 56 .

故方案 a 3 是最优决策方案.

( 4) 后悔准则

后悔准则是一种使后悔值最小的准则. 所谓后悔值是指决策者在某种自然状态下本应

选取收益最大的方案获得最大收益时选择了其他方案而造成机会损失的损失值. 该准则要

求决策者首先计算每个方案的最大损失值, 然后, 从中选取损失值最小的方案为最优决策方

案.

在后悔准则下, 有

d
*

= min
i

max
j

{q
*
j - qij } .

其中 q
*
j = max

i
{qij }.

这就是说, 对每个方案 ai, 令 d i= max
j

{q
*
j - qij }, 则 d

*
k = min

i
{di}所对应的方案 a k 是最

优决策方案.

根据后悔准则, 对于每个方案 ai( i= 1, 2, 3) , 有

d 1 = max{70, 10, 0}= 70 ,

d 2 = max{40, 0, 20}= 40 ,

d 3 = max{0, 20, 60}= 60 .

则

d 2
*

= min{70, 40, 60}= 40 .

故方案 a 2 是最优决策方案.

( 5) 等可能性准则

等可能性准则是一种机会均等的准则. 该准则认为各种自然状态发生的可能性在缺乏

资料而又没有理由说明哪一个状态发生的可能性更大的情况下应当是相等的. 决策者首先

计算每个方案收益的均值, 然后, 从中选取均值最大的方案为最优决策方案.
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在等可能性准则下, 有

d
*

= max
i

1
n ∑

n

j = 1

qij .

  这就是说, 对每个方案 ai, 令 d i =
1
n∑

n

j = 1

qij , 则 d
*
k = max

i
{d i}所对应的方案 a k 是最优决

策方案.

根据等可能性准则, 对于每个方案 ai( i= 1, 2, 3) , 有

d 1 = ( 50+ 30+ 20) / 3= 33. 3 ,

d 2 = ( 80+ 40+ 0) / 3= 40 ,

d 3 = ( 120+ 20- 40) / 3= 33. 3 .

则

d 2
* = max{33. 3, 40, 33. 3}= 40 .

故方案 a 2 是最优决策方案.

例 2 某机械厂打算生产机器部件中一种全新的小器件, 这需要有一种新型的设备. 他

们可以购买或租借这种设备, 也可以通过改造旧设备来解决. 未来市场可能好, 也可能坏, 其

概率未知. 各个不同状态下的利润如表 8. 3 所示.

表 8. 3 单位: 千元

A
S  好( s1 t) 坏( s2 �)

购买( a1 �)

租借( a2 )

改造( a3 )

140 p

95

100

- 20 �

35

5

  试比较用悲观准则、适度乐观准则( α= 0. 8) 和后悔准则求解该问题的结果.

解 ( 1) 根据悲观准则, 对于每个方案 a i( i= 1, 2, 3) , 有

d 1 = min{140, - 20}= - 20 ,

d 2 = min{95, 35}= 35 ,

d 3 = min{100, 5}= 5 .

则

d 2
* = max{- 20, 35, 5}= 35 .

故方案 a 2 是最优决策方案.

( 2) 根据适度乐观准则( α= 0. 8) , 对于每个方案 ai( i= 1, 2, 3) , 有

d 1 = 0. 8× 140+ 0. 2× ( - 20) = 108 ,

d 2 = 0. 8× 95+ 0. 2× 35= 83 ,

d 3 = 0. 8× 100+ 0. 2× 5= 81 .

则

d 1
*

= max{108, 83, 81}= 108 .

故方案 a 1 是最优决策方案.

( 3)根据后悔准则, 对于每个方案 a i( i= 1, 2, 3) , 有
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d 1 = max {0, 55}= 55 ,

d 2 = max {45, 0}= 45 ,

d 3 = max {40, 30}= 40 .

则

d 3
* = min{55, 45, 40}= 40 .

故方案 a 3 是最优决策方案.

从以上可以看出, 不同的准则可能得出不同的结果. 而决策者的气质与经验利用等是影

响其遵循某种准则的重要因素, 在自然状态有关信息缺乏的情况下, 尤其是这样. 为了减少

人为的决策失误, 尽量收集有关自然状态的信息是十分重要的.

8. 2. 3 风险性决策模型

决策问题的不确定性给决策者的决策带来困难. 决策者努力收集有关自然状态的以往

信息, 以便获得各个自然状态发生的概率. 这些以往的信息称为先验信息, 由先验信息加工

整理得到的概率分布称为先验分布. 如果决策者已经具有各自然状态 si 发生的概率 p ( si) ,

则该决策问题为风险性决策. 在风险性决策问题中, 人们还可能追加新的样本信息来修正原

有的先验分布, 获得后验分布, 以提高决策的可靠性. 与不确定性决策一样, 风险性决策也会

受不同准则的影响而导出不同的结果.

例 3 在例 1 中, 决策者通过样本调查得知, 出现高需求、一般需求、低需求三种状态的

概率分别为 p ( s1 ) = 0. 3, p ( s2 ) = 0. 5 和 p ( s3 ) = 0. 2, 即如表 8.4 所示.

  表 8. 4 单位: 万元

A P

S   高需求 s1 �( 8% ) 一般需求 s2 �( 6% ) 低需求 s3 �( 4% )

0 q. 3 0 *. 5 0 �. 2

a1 �

a2

a3

50 �

80

120

30 o

40

20

20 �

0

- 40

  现利用几个常用的准则进行决策.

( 1) 最大可能准则

最大可能准则要求决策者首先找出概率明显最大的自然状态, 然后在这一状态下选取

收益最大的方案为最优决策方案.

在最大可能准则下, 有

d
*

= max
i

{qit} .

其中 t 满足 p ( st ) = max
j

{p ( sj ) } .

这就是说, 对每个方案 a i, 令 d i= qit , 其中 t 满足 p ( st) = max
j

{p ( sj ) }, 则 d
*
k = max

i
{d i}所

对应的方案 a k 是最优决策方案.

根据最大可能准则, p ( s2 ) = max{p ( sj ) }, 且对于每个方案 a i( i= 1, 2, 3) , 有
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d 1 = q12 = 30 ,

d 2 = q22 = 40 ,

d 3 = q32 = 20 .

则

d 2
* = max{30, 40, 20}= 40 .

故方案 a 2 是最优决策方案.

( 2) 期望收益准则

期望收益准则要求决策者首先计算出每个行动方案的期望收益, 然后, 从中选取期望值

最大的方案为最优决策方案.

在期望收益准则下, 有

d
*

= max
i

∑
j

qij p sj .

  这就是说, 对每个方案 ai, 令 d i= ∑
j

qij p ( sj ) , 则 d
*
k = max

i
{d i} 所对应的方案 a k 是最优

决策方案.

根据期望收益准则, 对于每个方案 ai( i= 1, 2, 3) , 有

d 1 = 0. 3× 50 + 0. 5× 30 + 0. 2× 20= 34 ,

d 2 = 0. 3× 80 + 0. 5× 40 + 0. 2× 0= 44 ,

d 3 = 0. 3× 120 + 0. 5× 20 + 0. 2× ( - 40) = 38.

则

d 2
*

= max{34, 44, 38}= 44.

故方案 a 2 是最优决策方案.

( 3) 期望损失准则

期望损失准则要求决策者首先计算出由后悔而产生的每个行动方案的期望损失值, 然

后, 从中选取期望值最小的方案为最优决策方案.

在期望损失准则下, 有

d
*

= min
i

∑
j

p ( sj ) ¡¤( q
*
j - qij ) .

其中 q
*
j = max

i
{qij }.

这就是说, 对每个方案 a i, 令 d i = ∑
j

p ( sj ) ¡¤( q*
j - qij ) , 则 d *

k = min
i

{d i} 所对应的方案

a k 是最优决策方案.

根据期望损失准则, 对于每个方案 ai( i= 1, 2, 3) , 有

d 1 = 0. 3× 70+ 0. 5× 10+ 0. 2× 0= 26,

d 2 = 0. 3× 40+ 0. 5× 0+ 0. 2× 20= 16,

d 3 = 0. 3× 0+ 0. 5× 20+ 0. 2× 60= 22.

则

d 2
*

= min {26, 16, 22}= 16.

故方案 a 2 是最优决策方案.
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  ( 4) 后验期望准则

后验期望准则要求, 决策者在追加样本信息的基础上利用贝叶斯公式求得有关状态的

后验分布, 然后, 将后验分布取代先验分布, 求出期望收益最大的方案为最优决策方案.

在后验期望准则下, 有

d
*

= max
i

∑
j

qij p ( sj ©¦x ) .

其中 p ( sj ©¦x )满足贝叶斯公式

p ( sj ©¦x ) =
p ( x ©¦sj ) p ( sj )

∑
k

p ( x ©¦sk ) p ( sk )
 .

这里, p ( x ©¦sj ) 是在给定状态 sj 下事件 x 发生的概率.

根据后验期望准则所体现的原理, 决策者应进行市场调查, 追加样本信息. 假设决策者

现向 40 户打算购买彩电的人发出购买该厂彩电的订单, 其中有 3 户回函购买该厂彩电. 记

这一组抽样试验结果为 x , 则试验 x 相当于进行了 40 次独立试验, 其中 3 次成功. 根据二项

分布, 计算出

p ( x ©¦s1 ) = C
3
4 0× 0. 08

3
× 0. 92

3 7
= 0. 2313,

p ( x ©¦s2 ) = C
3
4 0× 0. 063× 0. 943 7 = 0. 2162,

p ( x ©¦s3 ) = C
3
4 0× 0. 04

3
× 0. 96

3 7
= 0. 1396.

根据贝叶斯公式, 由 0. 2313× 0. 3+ 0. 2162× 0. 5+ 0. 1396× 0. 2= 0. 2054, 得 sj ( j = 1, 2, 3)

的后验概率分别为:

p ( s1 ©¦x ) =
0. 2313× 0. 3

0. 2054
= 0. 3378 ,

p ( s2 ©¦x ) =
0. 2162× 0. 5

0. 2054
= 0. 5264 ,

p ( s3 ©¦x ) =
0. 1369× 0. 2

0. 2054
= 0. 1358 .

这时, 对于每个方案 ai( i= 1, 2, 3) , 有

d 1 = 0. 3378× 50+ 0. 5264× 30+ 0. 1358× 20= 35. 398,

d 2 = 0. 3378× 80+ 0. 5264× 40+ 0. 1358× 0= 48. 04,

d 3 = 0. 3378× 120+ 0. 5264× 20+ 0. 1358× ( - 40) = 45. 632.

则

d 2
*

= max{35. 398, 48. 04, 45. 632}= 48. 04.

故方案 a 2 是最优决策方案.

例 4 某工厂根据市场需要决定某新产品的月生产数量. 每件成本 30 元, 售价 42 元,

如果当月销售不完, 每件损失 5 元, 设每批产品为 1 000 件. 根据市场分析, 下月需要该产品

的概率分布如表 8. 5 所示. 试分别利用最大可能准则和期望收益准则选择最优生产决策.

  表 8. 5

需要批数 x 0 �1 �2 W3 d

P ( x ) 0 �. 1 0 �. 2 0 ). 5 0 6. 2
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  解 状态集为 S = {0, 1, 2, 3}, 其中各元素分别表示市场需要产品的批数; 行动集为 A

= {0, 1, 2, 3}, 其中各元素分别表示工厂月投产的批数. 不同状态下采取不同行动方案的收

益如表 8. 6 所示.

  表 8. 6

A
P

S   0 �1 o2 �3 5

0 �. 1 0 A. 2 0 �. 5 0 �. 2

0 �0 �0 o0 �0 5

1 �- 0 �. 5 1 A. 2 1 �. 2 1 �. 2

2 �- 1 �. 0 0 A. 7 2 �. 4 2 �. 4

3 �- 1 �. 5 0 A. 2 1 �. 9 3 �. 6

  ( 1) 根据最大可能准则, p ( s3 ) = max{p ( sj ) }, 且对于每个方案 a i( i= 1, 2, 3) , 有

d 1 = q1 3 = 0 ,

d 2 = q2 3 = 1. 2 ,

d 3 = q3 3 = 2. 4 ,

d 4 = q4 3 = 1. 9 .

则

d 3
* = max{0, 1. 2, 2. 4, 1. 9}= 2. 4 .

故方案 a 3 是最优决策方案.

( 2) 根据期望收益准则, 对于每个方案 a i( i= 1, 2, 3, 4) , 有

d 1 = 0. 1× 0+ 0. 2× 0+ 0. 5× 0+ 0. 2× 0= 0 ,

d 2 = 0. 1× ( - 0. 5) + 0. 2× 1. 2+ 0. 5× 1. 2+ 0. 2× 1. 2= 1. 03 ,

d 3 = 0. 1× ( - 1. 0) + 0. 2× 0. 7+ 0. 5× 2. 4+ 0. 2× 2. 4= 1. 72 ,

d 4 = 0. 1× ( - 1. 5) + 0. 2× 0. 2+ 0. 5× 1. 9+ 0. 2× 3. 6= 1. 56 .

则

d 3
* = max{0, 1. 03, 1. 72, 1. 56}= 1. 72 .

故方案 a 3 是最优决策方案.

按照最大可能准则和期望收益准则进行决策, 方案 a3 是最优决策方案, 即产品数量按

每月生产两批共 2 000 件.

8. 3 信息的价值

当决策者关于自然状态的信息越缺乏时, 那么决策过程中主观臆断的成分就越多. 收集

和提供相关信息有利于减少决策问题的不确定性, 提高决策的科学性. 如果提供的信息能够

完全消除不确定性, 则这种信息称为完全信息. 决策者常常通过进行试验和抽样获得更多的

信息. 在一般情况下这些信息能够减少不确定性, 但不能够完全消除不确定性, 这种信息称

为样本信息. 无论是完全信息, 还是样本信息, 都具有其价值. 真正的完全信息一般来说是无
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法获得的, 它的价值不过是样本信息的价值所追求的一个极限.

现考虑前面的例 3. 如果决策者掌握了市场需求的完全信息, 那么他就能正确地作出决

策. 因而, 在高需求状态下, 肯定选取具有最大收益为 120 的方案 a 3 ; 在一般需求状态下, 肯

定选取具有最大收益为 40 的方案 a 2 ; 在低需求状态下, 肯定选取具有最大收益为 20 的方案

a 1 . 又因为这三种自然状态发生的概率分别为 0. 3, 0. 5, 0. 2. 所以, 在具有完全信息时最优

决策的期望收益为

d * * = ∑
j

max
i

qij p ( sj ) = 0. 3× 120 + 0. 5× 40 + 0. 2× 20 = 60,

这是完全最大期望收益.

而在现有信息的实际情况下, 利用期望收益准则作出先验最大期望收益为

d * = max
i ∑

j

qij p ( sj ) = max {34, 44, 38} = 44.

  这两者之差 d
* * - d

* = 60- 44= 16 就是完全信息期望值, 它一方面说明完全信息给决

策者带来更大的收益, 另一方面说明决策者在现有情况下无论怎样去补充信息, 最多能增加

16 万元的收益. 这 16 万元恰好是期望损失准则下的最小期望损失值( 为什么?) . 记完全信

息期望值为 E VP I , 则

E VP I = 完全最大期望收益值 - 先验最大期望收益值.

即

E VP I = ∑
j

max
i

{qij p ( sj ) } - max
i

∑
j

qij p ( sj ) .

  E VP I = 16 告诉我们, 如果有人能够收集到完全信息, 厂方可以为完全信息支付 16 万

元. 这就是完全信息的价值. 它是厂方为追加信息而支付费用的上限.

例 5 投资者考虑把他的一笔钱或者投放到房地产投资中去, 或者购买证券. 房地产投

资有两种方案, 所得利润依赖于政府未来城区规划的政策, 其前景分别为自然状态 S 1 和

S 2 . 利润表如表 8. 7 所示.

  表 8. 7

A
S  S 1 :S 2 �

A1 �: 房地产Ⅰ

A2 : 房地产Ⅱ

A3 : 证券 

155 �000

135 000

100 000

35 �000

85 000

100 000

  投资者认为状态 S 1 的概率为 0. 3, 而状态 S 2 的概率为 0. 7. 试分别利用期望收益准则

和期望损失准则确定最优决策方案, 并给出完全信息的期望值.

解 ( 1) 根据期望收益准则, 对于每个方案 Ai( i= 1, 2, 3) , 有

d 1 = 0. 3× 155 000+ 0. 7× 35 000= 71 000,

d 2 = 0. 3× 135 000+ 0. 7× 85 000= 100 000,

d 3 = 0. 3× 100 000+ 0. 7× 100 000= 100 000 .

则

d 2
*

= d 3
*

= max{71 000, 100 000, 100 000}= 100 000.

故方案 A2 与 A3 是最优决策方案.
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根据期望损失准则, 对于每个方案 ai( i= 1, 2, 3) , 有

d 1 = 0. 3× ( 155 000- 155 000) + 0. 7× ( 100 000- 35 000) = 45 500,

d 2 = 0. 3× ( 155 000- 135 000) + 0. 7× ( 100 000- 85 000) = 16 500,

d 3 = 0. 3× ( 155 000- 100 000) + 0. 7× ( 100 000- 100 000) = 16 500.

则

d 2
*

= d 3
*

= min{45 500, 16 500, 16 500}= 16 500.

故方案 A2 与 A3 是最优决策方案.

由最小期望损失值为 16500 可知, E VP I = 16500.

至于方案 A 2 与 A 3 之间最终取哪一个为最优决策方案, 还可进一步追加信息来确定.

也可以将各方案的下界差 (即期望收益值与最小收益值之差) 进行比较. 在期望收益值相同

的情况下, 可选下界差最小的方案为最优方案. 由于方案 A2 的下界差为 15 000, 而方案 A 3

的下界差为 0, 故可选择方案 A3 , 即购买证券.

为了提高决策的科学性, 只要有可能, 追加样本信息是必要的. 但追加样本信息会带来

多大价值, 为其支付的费用应该多少才合理, 这是决策者所关注的问题. 现通过例 6 分析这

一问题.

例 6 在例 3 中, 决策者为了掌握更多的信息, 决定花费 1. 5 万元请咨询公司调查该厂

彩电的市场销路情况. 调查结果如表 8. 8 所示, 在高需求状态下, 销路好与不好的概率分别

为 0. 8 和 0. 2; 在一般需求状态下, 销路好与不好的概率各为 0. 5; 在低需求状态下, 销路好

与不好的概率分别为 0. 3 和 0. 7.

  表 8. 8

SX  高需求 s1 :一般需求 s2 !低需求 s3 \

销路好 x 1 t

销路差 x 2

p ( x 1  ©¦s1) = 0. 8

p ( x 2©¦s1) = 0. 2

p ( x 1 �©¦s2) = 0. 5

p ( x 2©¦s2) = 0. 5

p ( x1 B©¦s3) = 0. 3

p ( x2 ©¦s3) = 0. 7

  根据所获得的信息, 利用贝叶斯公式, 可以得到修正后的各自然状态概率.

在信息为销路好时, 有

p ( x 1 ) = 0. 8× 0. 3+ 0. 5× 0. 5+ 0. 3× 0. 2= 0. 55,

p ( s1 ©¦x 1 ) =
0. 8× 0. 3

0. 55
= 0. 4364,

p ( s2 ©¦x 1 ) =
0. 5× 0. 5

0. 55
= 0. 4545,

p ( s3 ©¦x 1 ) =
0. 3× 0. 2

0. 55
= 0. 1091.

这时, 利用后验概率计算最大期望收益值, 对于每个方案 a i( i= 1, 2, 3) , 有

d 1 ©¦x 1 = 0. 4364× 50+ 0. 4545× 30+ 0. 1091× 20= 37. 637,

d 2 ©¦x 1 = 0. 4364× 80+ 0. 4545× 40+ 0. 1091× 0= 53. 092,

d 3 ©¦x 1 = 0. 4364× 120+ 0. 4545× 20+ 0. 1091× ( - 40) = 57. 094.

其中 d i©¦x 1 为销路好时第 i个方案的期望收益. 则

d 3
*

©¦x 1 = max{37. 637, 53. 092, 57. 094}= 57. 094.
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方案 a 3 的期望收益值最大.

在信息为销路差时:

p ( x 2 ) = 0. 2× 0. 3+ 0. 5× 0. 5+ 0. 7× 0. 2= 0. 45,

p ( s1 ©¦x 2 ) =
0. 2× 0. 3

0. 45
= 0. 1333,

p ( s2 ©¦x 2 ) =
0. 5× 0. 5

0. 45
= 0. 5556,

p ( s3 ©¦x 2 ) =
0. 7× 0. 2

0. 45
= 0. 3111.

这时, 利用后验概率计算最大期望收益值, 对于每个方案 a i( i= 1, 2, 3) , 有

d 1 ©¦x 2 = 0. 1333× 50+ 0. 5556× 30+ 0. 3111× 20= 29. 555,

d 2 ©¦x 2 = 0. 1333× 80+ 0. 5556× 40+ 0. 3111× 0= 32. 888,

d 3 ©¦x 2 = 0. 1333× 120+ 0. 5556× 20+ 0. 3111× ( - 40) = 14. 664.

其中 d i©¦x 2 为销路差时第 i个方案的期望收益. 则

d 2
* ©¦x 2 = max{29. 555, 32. 888, 14. 664}= 32. 888.

方案 a 2 的期望收益值最大.

因此, 该厂被告知, 如果销路好, 应选择第三个方案; 如果销路差, 则应选择第二个方案.

后验最大期望收益值 �= p ( x 1 ) ( d
*
1 ©¦x 1 ) + p ( x 2 ) ( d

*
2 ©¦x 2 )    

= 0. 55× 57. 094+ 0. 45× 32. 888

= 46. 2.

前面已计算出先验最大期望收益值为 44. 两者之差表示利用样本信息后选取最优决策

的期望收益增加值. 这一增加值称为样本信息期望值, 记为 E VSI , 则

E VSI = 后验最大期望收益值- 先验最大期望收益值,

即

E VSI = ∑
k

p ( x k ) max
i

∑
j

qij p ( sj ©¦x k ) - max
i

∑
j

qij p ( sj ) .

  由此可知,

E VSI = 46. 2- 44= 2. 2.

因此, 样本信息的价值为 2. 2 万元. 该厂为获得这些新的信息而花费 1. 5 万元咨询费,

并没有达到样本信息价值的上限, 所以, 这些花费是值得的.

8. 4 应 用 实 例

某公司计划沿青林湖岸建造一批公寓. 根据资金和设计等方面的因素, 该公司提出建造

60, 120, 180 套房等三个建筑方案. 这些公寓的销售收入与该地区的经济发展状况有关. 基

于建筑价格和销售额的估计, 计算出三个方案在不同状态下的利润如表 8. 9 所示.

那么该公司应建多少套公寓为宜呢?

首先, 公司决策者依照后悔准则按不确定性问题看待作出决策分析.

根据后悔准则, q1
* = 150, q2

* = 90, q3
* = 30.
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  表 8. 9

SX  繁荣( s1) 一般( s2 �) 萧条( s3 ")

60 W套( a 1)

120 套( a 2)

180 套( a 3)

30 �

90

150

30 o

90

60

30 �

0

- 20

  对于每个方案 a i( i= 1, 2, 3) , 有

d 1 = max{150- 30, 90- 30, 30- 30}= 120,

d 2 = max{150- 90, 90- 90, 30- 0}= 60,

d 3 = max{150- 150, 90- 60, 30- ( - 20) }= 50,

则

d 3
*

= min{120, 60, 50}= 50.

故方案 a 3 是最优决策方案, 即应建 180 套.

决策者根据以往的资料和经验, 分析了该地区三种经济状态的可能性, 得到其先验分布

如表 8. 10 所示.

  表 8. 10

S 繁荣( s1 F) 一般( s2) 萧条( s3 �)

P 0 �. 2 0 p. 5 0 7. 3

  这时, 决策者根据风险性决策的期望收益准则作出决策分析.

根据期望收益准则, 对于每个方案 ai( i= 1, 2, 3) , 有

d 1 = 0. 2× 30+ 0. 5× 30+ 0. 3× 30= 30,

d 2 = 0. 2× 90+ 0. 5× 90+ 0. 3× 0= 63,

d 3 = 0. 2× 150+ 0. 5× 60+ 0. 3× ( - 20) = 54,

则

d 2
* = max{30, 63, 54}= 63.

故方案 a 2 是最优决策方案, 即应建 120 套.

上述两种决策分析的结果不相同, 决策者为了能获得更多的信息来辅助决策, 打算委托

咨询公司进行市场调查, 以便给出经济环境有利于房地产开发及经济环境不利于房地产开

发的有关研究结果. 在委托咨询之前, 根据以往市场调查结果表明, 在各个不同自然状态

下, 该地区有利或不利于房地产开发的条件概率 p ( x i©¦sj ) 如表 8. 11 所示.

  表 8. 11

SX  繁荣( s1 �) 一般( s2 �) 萧条( s3 ")

有利( x 1 �)

不利( x 2)

0 �. 8

0. 2

0 Y. 6

0. 4

0 �. 1

0. 9

  于是, 在有利情况下, 有
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p ( x 1 ) = 0. 8× 0. 2+ 0. 6× 0. 5+ 0. 1× 0. 3= 0. 49,

p ( s1 ©¦x 1 ) =
0. 8× 0. 2

0. 49
= 0. 3265,

p ( s2 ©¦x 1 ) =
0. 6× 0. 5

0. 49
= 0. 6123,

p ( s3 ©¦x 1 ) =
0. 1× 0. 3

0. 49
= 0. 0612.

利用后验概率计算最大期望收益值, 对于每个方案 ai( i= 1, 2, 3) , 有

d 1 ©¦x 1 = 0. 3265× 30+ 0. 6123× 30+ 0. 0612× 30= 30,

d 2 ©¦x 1 = 0. 3265× 90+ 0. 6123× 90+ 0. 0612× 0= 84. 492,

d 3 ©¦x 1 = 0. 3265× 150+ 0. 6123× 60+ 0. 0612× ( - 20) = 84. 489,

则

d 2
* ©¦x 1 = max{30, 84. 492, 84. 489}= 84. 492.

方案 a 2 的期望收益值最大.

在不利情况下, 有

p ( x 2 ) = 0. 2× 0. 2+ 0. 4× 0. 5+ 0. 9× 0. 3= 0. 51,

p ( s1 ©¦x 2 ) =
0. 2× 0. 2

0. 51
= 0. 0784,

p ( s2 ©¦x 2 ) =
0. 4× 0. 5

0. 51
= 0. 3922,

p ( s3 ©¦x 2 ) =
0. 9× 0. 3

0. 51
= 0. 5294.

利用后验概率计算最大期望收益值, 对于每个方案 ai( i= 1, 2, 3) , 有

d 1 ©¦x 2 = 0. 0784× 30+ 0. 3922× 30+ 0. 5294× 30= 30,

d 2 ©¦x 2 = 0. 0784× 90+ 0. 3922× 90+ 0. 5294× 0= 42. 354,

d 3 ©¦x 2 = 0. 0784× 150+ 0. 3922× 60+ 0. 5294× ( - 20) = 24. 704,

则

d 2
* ©¦x 2 = max{30, 42. 354, 24. 704}= 42. 354.

方案 a 2 的期望收益值最大.

所以, 无论是处于有利还是不利的经济环境, 都应选择第二个方案.

后验最大期望收益值 <= p ( x 1 ) ( d 2
*

©¦x 1 ) + p ( x 2 ) ( d 2
*

©¦x 2 )

= 0. 49× 84. 492+ 0. 51× 42. 354

= 63.

前面已计算出先验最大期望收益值为 63, 则

E VSI = 63- 63= 0.

因此, 样本信息的价值等于零. 结果表明, 委托咨询公司进行市场调查没有必要.
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习  题

8. 1 给定不同自然状态 S j ( j = 1, 2, 3, 4, 5, 6) 下各个行动方案 Ai( i= 1, 2, 3, 4, 5, 6) 的收益如表 8. 12

所示 .

  表 8.12

A
S  S 1 qS 2 �S 3 IS 4 �S 5 !S 6 �

A1 Y

A2

A3

A4

A5

A6

7 y

10

4

9

6

10

9 �

5

6

4

8

7

6 Q

7

11

6

5

8

4 �

5

9

12

4

10

10 )

8

10

9

11

6

8 �

4

7

5

9

6

  试分别利用悲观准则、乐观准则、后悔准则和等可能性准则选择最优决策方案 .

8.2 某厂有一种新产品 , 其推销策略有 A 1, A 2, A3 三种方案 . 已知市场情况也有三种状况: 需求量大

( S 1) 、需求量中等( S 2)和需求量小( S 3) , 但其发生的概率未知 . 经调查分析, 得收益矩阵如表 8.13 所示 .

  表 8.13   

 收益  状态

 方案

需求量大 需求量中等 需求量小

S 1 �S 2 hS 3 �

A 1 �

A 2

A 3

50 �

30

10

10 o

25

10

- 5 �

0

10

  试分别用后悔准则与适度乐观准则( α= 0. 7)选择最优决策方案 .

8.3 某公司设想增加一条新的生产线 . 这一设想的成功依赖于经济条件的好坏 . 表 8.14 给出各种情

况下的效益值 .

  表 8.14

A
S  好 一般 坏

新的生产线

现有生产线

48 f000

35 700

30 �000

22 000

12 �500

18 000

  设决策者的乐观系数为 α, 试讨论 α在何范围内变化时 , 用适度乐观准则选取的最优决策方案为增加

新的生产线 .

8.4 某厂生产一种易变质产品 , 每件成本 20 元 , 售价 60 元 , 每件售出可获利 40 元 . 如果当天剩余一

件就要损失 20 元 . 市场以往的资料表明 , 日销售量及其概率如表 8.15 所示 .

  表 8.15

日销售量 S 100 2110 �120 8130 {

概率 P 0 �. 2 0 Y. 4 0 �. 3 0 �. 1
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  为使利润最大 , 现根据日销售量制订产品生产计划 . 试分别利用最大可能准则与期望收益准则确定最

优生产计划 .

8.5 某公司正考虑为开发一种新型产品提供资金, 可供选择的方案有三个 . 前景有成功、部分成功与

失败 . 据估计 , 成功的概率为 0. 35, 部分成功的概率为 0. 45, 失败的概率为 0. 20. 其利润如表 8.16 所示 .

  表 8.16  

 A      S 成功( s1 �) 部分成功( s2 D) 失败( s3 ")

方案 1 �

方案 2

方案 3

20 B

15

10

3 �

1

0

- 18 �

- 10

- 2

  试分别利用期望收益准则和期望损失准则确定最优决策方案 , 并求 EVP I 的值 .

8. 6 某工厂拟采用新技术 , 预计其市场反映好的概率为 0. 6, 市场反映差的概率为 0. 4. 已知利润如

表 8. 17 所示( 单位: 万元) .

  表 8.17  

 A       S 市场反映好( s1 �) 市场反映差( s2 �)

采用新技术( a1 |)

发展现有技术( a 2)

80 �

- 40

- 30 �

100

  决策者用 2. 5 万元请专家进行市场调查 , 得到各个自然状态下调查结果的条件概率如表 8.18 所示 .

  表 8.18  

 X        S 市场反映好( s1 �) 市场反映差( s2 �)

销路好( x 1 #)

销路一般( x2 )

销路差( x 3 )

0 Z. 80

0. 10

0. 10

0 f. 10

0. 75

0. 15

  试用后验期望准则作出决策 . 花费 2. 5 万元的调查费用是否值得?

8. 7 某采油计划 , 估计钻井成功可收益 1 000 万元 , 而钻井失败则损失 400 万元 . 估计钻井成功的机

会为 30% . 若事先做一次地震测量 , 需花费 60 万元 . 但地震测量也有误差 , 根据历史资料得知 , 在实际情况

为 Bj 的条件下 , 地震测量结果为 Ai 的概率 , 即条件概率P ( Ai©¦Bj ) 的数据如表 8. 19 所示 .

  表 8.19   

P ( Ai©¦B j )      B j

 A i

有 油 无 油

有 油

无 油

0 Z. 75

0. 25

0 f. 40

0. 60

  试进行决策分析并选择最优方案 .

8. 8 某公司考虑生产一种新产品, 决策者对市场销售状态进行预测的结果有三种情况: 销路好、一

般、差 , 其概率及各种情况下的增加的利润额如表 8. 20 所示(单位: 万元) .
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  表 8.20   

        S

 A       P

好( s1 ]) 一般( s2 �) 差( s3 �)

0 �. 25 0 B. 30 0 }. 45

生产( a1 �)

不生产( a 2)

15 B

0

1 �

0

- 6 �

0

  为了得到更可靠的信息 , 公司打算花费 0. 6 万元请咨询公司代为进行市场调查 . 在咨询之前 , 该公司

根据以往市场调查情况进行分析 , 给出了在市场销售状态为已知的条件下市场需求状况好、中、差的概率

如表 8. 21 所示 .

  表 8.21  

 X       S 好( s1 ]) 一般( s2 �) 差( s3 �)

好( x1 i) 0 �. 70 0 B. 30 0 }. 10

中( x2 i) 0 �. 20 0 B. 50 0 }. 15

差( x3 i) 0 �. 10 0 B. 20 0 }. 75

  试作出最优决策和计算 E VSI , 并回答花费 0. 6 万元请咨询公司调查是否合算 .
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第 9 章  随机服务系统模型

9. 1 引  言

  随机服务系统理论是研究由顾客、服务机构及其排队现象所构成的一种排队系统的理

论, 又称排队论. 排队是一种经常遇见的非常熟悉的现象. 它每天以这样或那样的形式出现

在我们面前. 例如, 顾客到自选商场购物、乘客乘电梯上班、汽车通过大桥收费站等, 往往需

要排队等待接受某种服务. 这里, 商场收款台、电梯、大桥收费站及其服务人员都是服务机

构. 而乘客和汽车与商店的顾客一样, 统称为顾客. 在随机服务系统中, 各种形式的顾客和提

供各种形式服务的服务机构(服务员与服务台) 是主要的实体. 从表 9.1 可以看出有关随机

服务系统实体的一些常见的实例.

  表 9.1

顾 客 服务机构 系统服务类型

储户

飞机

电话呼唤

进港货轮

加工工件

用户任务

故障机器

出纳员或自动柜员机

机场跑道

交换台

港口码头

工段

处理机

维修工及各种维修设备

银行储蓄

飞机着陆或起飞

电话通话

卸货或装货

工序安排

计算机系统

机器维护

  例如, 考察只有一个出纳员工作的储蓄所的情况. 这是一个简单的随机服务系统(见图

9. 1) . 在这个系统中, 前来存款或取款的顾客按照一定的规律到达储蓄所, 若此时出纳员正

在服务, 则顾客排队等待; 若出纳员空闲, 则顾客按照先到先服务的规则接受服务. 服务完毕

后顾客离开该服务系统.

图 9. 1

可以看出, 在这类系统中, 如果要求接受服务的顾客数大大超过服务机构的负荷, 则顾

客不得不排队等待或取消接受服务. 如果要求接受服务的顾客数很少, 则服务机构有可能大

量空闲. 由于顾客的到达时间与服务机构的服务时间在很大程度上呈随机性变化, 因此, 研

究顾客活动与服务机构活动的随机变化规律, 实现随机服务系统的系统性能及其运行的最

优化, 便是随机服务系统模型所要解决的一个主要问题.
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随机服务系统模型已广泛应用于各种管理系统. 如生产管理、库存管理、商业服务、交通

运输、银行业务、医疗服务、计算机设计与性能评价, 等等.

9. 2 随机服务系统模型的特征

9. 2. 1 模型结构

  随机服务系统的基本结构由四个部分构成: 输入过程、服务时间、服务机构和排队规则.

输入过程是指不同类型的顾客按照各种规律来到系统. 服务时间是指顾客接收服务的

时间规律. 服务机构则表明可开放多少服务设备来接纳顾客. 排队规则确定到达的顾客按照

某种一定的次序接受服务.

1. 输入过程

常见的输入过程有定长输入、泊松输入(或称最简单流)、埃尔朗输入等, 其中泊松输入

在随机服务系统中的应用最为广泛. 所谓泊松输入即满足以下 4 个条件的输入:

( 1) 平稳性: 在某一时间区间内到达的顾客数的概率只与这段时间的长度和顾客数

有关;   

( 2) 无后效性: 不相交的时间区间内到达的顾客数是相互独立的;

(3) 普通性: 在同一时间点上最多到达 1 个顾客, 不存在同时到达 2 个以上顾客的

情况;   

( 4) 有限性: 在有限的时间区间内只能到达有限个顾客, 不可能有无限个顾客到达.

可以证明, 对于泊松输入, 在长度为 t 的时间内有 k 个顾客到达的概率 P k ( t) 遵从泊松

分布, 即

P k ( t) = e - λt ¡¤
(λt)

k

k!
,  k = 0, 1, 2, ⋯ .

其中 λ> 0 为一常数, 代表顾客平均到达率. 而 λt 则是时间间隔 t 内平均到达的顾客数.

令第 i个顾客到达的时刻为 T i( i= 1, 2, ⋯) , T 0 = 0, 并令相继顾客到达的时间间隔为

t i= T i- T i- 1 ,  i= 1, 2, ⋯, 则有

P {t 1 > t}= P {在时间区间[ 0, t] 内到达顾客数为 0}= p 0 ( t) = e
- λt

,

P {t 2 > t©¦t 1 = s}= P {在时间区间( s, s+ t]内到达顾客数为 0©¦t 1 = s}

= P {在时间区间( s, s+ t] 内到达顾客数为 0}

= p 0 ( t) = e
- λt .

可见, t 1 与 t 2 都具有均值为 1/ λ的负指数分布且它们互相独立.

同样地, 对 �于 n≥2 有

 P {t n> t©¦t 1 = s1 , t 2 = s2 , ⋯, t n- 1 = sn- 1 }

= P {在( s1 + ⋯+ sn - 1 , s1 + ⋯+ sn- 1 + t] 内到达顾客数为 0}

= p 0 ( t) = e
- λt .

于是, 可以得到如下结论: 相继顾客到达的时间间隔 ti( i= 1, 2, ⋯) 是独立同分布的随

机变量, 其分布函数为负指数分布

A( t) =
1 - e - λt , t ≥ 0

0, t < 0
 .
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  2. 服务时间

顾客接受服务的时间规律往往也是通过概率分布描述的. 常见的服务时间分布有定长

分布、负指数分布和埃尔朗分布. 一般来说, 简单的随机服务系统的服务时间往往服从负指

数分布, 即每位顾客接受服务的时间是独立同分布的, 其分布函数为

B( x ) =
1 - e

- μx
, x ≥ 0

0, x < 0

其中 μ> 0 为一常数, 代表单位时间的平均服务率. 而 1/ μ则是平均服务时间.

3. 服务机构

服务机构的主要属性是服务台的个数. 其类型有: 单服务台、多服务台. 多服务台又分并

联、串联和混合型三种. 最基本的类型为多服务台并联(见图 9. 2( a) ) .

图 9. 2

4. 排队规则

排队规则可分为三类: 损失制、等待制、混合制.

( 1) 损失制: 顾客到达时, 如果所有服务台都没有空闲, 该顾客就随即从系统消失.

( 2) 等待制: 顾客到达时, 如果所有服务台都没有空闲, 他们就排队等待. 等待服务的次

序又有各种不同的规则: ①先到先服务, 如排队购物、排队理发等; ②后到先服务, 如分发堆

积的物品, 后进仓的先发; ③随机服务, 当服务台得空时, 随机地挑选等待的顾客进行服务,

如电话交换台; ④优先权服务, 如医院处理急症病人.

( 3) 混合制: 既有等待又有损失的情况, 如顾客等待时考虑排队的队长、等待时间的长

短等因素而决定去留.

9. 2. 2 模型分类

随机服务系统模型主要可以由输入过程(顾客到达时间间隔分布) 、服务时间分布、服务

台个数特征来描述. 根据这些特征, 可用符号进行分类, 用以表示不同的模型. 例如, 利用一

定的符号规则将上述特征按顺序用符号列出, 并用竖线隔开, 即

输入过程©¦服务分布©¦服务台个数

表示输入过程和服务分布的常用符号有:

M——输入过程为泊松输入, 或服务时间为负指数分布.

D——定长分布.

G——服务时间为一般分布, 即一般服务分布.

E k ——k 阶埃尔朗分布.

例如, M©¦M ©¦S 表示输入过程为泊松输入、服务时间服从负指数分布、S 个服务台的随机
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服务系统模型. M©¦G ©¦1 则表示泊松输入、一般服务分布、单个服务台的随机服务系统.

9. 2. 3 模型的主要数量指标

评价和优化随机服务系统, 需要通过一定的数量指标来反映. 建立随机服务系统模型的

主要数量指标有三个: 等待时间、忙期与队长.

1. 等待时间

等待时间系指顾客从到达系统时起到开始接受服务时止这一段时间. 显然顾客希望等

待时间越短越好. 用 Wq 表示顾客在系统中的平均等待时间. 若考虑到服务时间, 则用 Ws 表

示顾客在系统中的平均逗留时间(包括等待时间和服务时间) .

2. 忙期

忙期系指服务台连续繁忙的时间长度. 该指标反映服务台的工作强度和利用程度. 用

B 表示忙期的平均长度. 与忙期相应的是闲期, 闲期是指服务台一直空闲的时间长度. 用 I

表示闲期的平均长度.

3. 队长

队长系指系统中的顾客数(包括排队等候的和正在接受服务的所有顾客) . 用 L s 表示平

均队长. 若不考虑正在接受服务的顾客, 则将系统中排队等候的顾客数称为队列长. 用 L q 表

示平均队列长.

此外, 为了反映服务效率和服务台的利用率, 还给出一个非常有用的系统性能度量指标

——服务强度, 用 ρ表示. 其值为有效的平均到达率与平均服务率之比, 即 ρ= λ/ μ.

9. 3 M©¦M©¦1 模型

M ©¦M ©¦1 模型是输入过程为泊松输入, 服务时间为负指数分布并具有单服务台的等待

制随机服务系统模型. 这是最简单的随机服务系统模型. 为研究方便, 假定系统的顾客源和

容量都是无限的, 顾客单队排列, 排队规则是先到先服务.

研究这一模型, 首先需求出系统在任意时刻 t 状态为 n( 即系统中有 n 个顾客) 的概率

P n ( t) . 在初始状态下, P n ( t) 并不稳定. 但当系统已运行无限长的时间以后, 初始状态的影响

就会消失, 系统将达到稳定状态, P n ( t)亦趋于平稳. 这就是说, 当 t→∞ 时, P n ( t)→P n 且与 t

无关. 此时, 称系统处于统计平衡状态, 并称 P n 为统计平衡状态下的稳态概率.

利用随机过程的知识可以得出, 在统计平衡状态下, 系统的稳态概率为

P 0 = 1 - ρ ρ< 1

P n = ( 1 - ρ) ρ
n

n = 1, 2, ⋯
 . ( 9. 1)

  下面将给出系统的几个主要指标.

( 1) 在系统中的平均顾客数( 平均队长) L s

L s= ∑
∞

n= 1

nP n = ∑
∞

n= 1

n( 1 - ρ)ρn = ∑
∞

n = 1

nρn - ∑
∞

n = 1

nρn + 1

= ∑
∞

n= 1

ρ
n

=
ρ

1 - ρ
( 0 < ρ< 1) .
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即 L s=
ρ

1- ρ
=

λ
μ- λ

. ( 9. 2)

  ( 2) 在队列中等待的平均顾客数( 平均队列长) L q

L q = ∑
∞

n = 1

( n - 1) P n = ∑
∞

n= 1

nP n - ∑
∞

n= 1

P n = L s - ρ=
ρ

2

1 - ρ
.

即 L q =
λ2

μ(μ- λ)
= ρL s. ( 9. 3)

( 3) 顾客在系统中平均逗留时间 Ws

由于顾客在系统中逗留时间服从参数为 μ- λ的负指数分布, 所以, 在系统中顾客平均

逗留时间为

Ws =
1

μ- λ
=

1
μ( 1 - ρ)

. ( 9. 4)

  ( 4) 顾客在队列中平均等待时间 Wq

W q = Ws -
1
μ

=
ρ

μ- λ
=

ρ
μ( 1 - ρ)

. ( 9. 5)

  ( 5) 闲期的平均长度 I

由于顾客到达的时间间隔服从参数为 λ的负指数分布, 所以, 闲期的平均长度为

1 =
1
λ

. ( 9. 6)

  ( 6) 忙期的平均长度 B

B =
P ( n ≥ 1)

P 0
I =

1 - P 0

P 0

1
λ

=
ρ

1 - ρ
1
λ

=
1

μ- λ
. ( 9. 7)

  例 1 某电脑营业部配有一位专业维修人员, 负责电脑的维修工作. 已知每天平均有 6

台电脑前来维修, 每台平均维修时间为 1 小时. 维修的电脑按泊松分布到达, 服务时间服从

负指数分布, 每天按 8 小时计, 试求: ①维修工作空闲的概率; ②营业部有两台受损坏电脑的

概率; ③营业部至少有 1 台受损坏电脑的概率; ④营业部逗留的受损坏电脑的平均台数;

⑤受损坏电脑在营业部的平均逗留时间; ⑥营业部等待维修的电脑平均台数; ⑦待维修电脑

的平均等待时间; ⑧营业部忙期的平均长度.

解 由已知, λ= 6/ 8= 0. 75 台/ 小时, μ= 1 台/ 小时, ρ= 0. 75/ 1= 0. 75.

① 营业部没有维修的电脑的概率为

P 0 = 1- ρ= 1- 0. 75= 0. 25.

即维修人员有 25% 的时间空闲.

② 营业部有两台受损坏电脑的概率为

P 2 = ρ
2 ( 1- ρ) = 0. 14.

③ 车间里至少有 1 台受损坏电脑的概率为

P = P ( n≥1) = 1- P 0 = 1- ( 1- ρ) = 0. 75 .

即有 75% 的时间, 营业部至少有 1 台受损坏电脑.

④ 营业部逗留的受损坏电脑的平均台数为

Ls=
λ

μ- λ
=

0. 75
0. 25

= 3 ( 台) .

⑤ 受损坏电脑在营业部的平均逗留时间为
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Ws=
Ls

λ
=

3
0. 75

= 4 (小时) .

⑥ 营业部等待维修的电脑平均台数为

L q =
ρλ

μ- λ
= ρLs= 0. 75× 3= 2. 25 ( 台) .

⑦ 待维修电脑的平均等待时间为

W q=
Lq

λ
=

2. 25
0. 75

= 3 ( 小时) .

⑧ 营业部忙期的平均长度

B=
1

μ- λ
=

1
1- 0. 75

= 4 ( 小时) .

9. 4 M©¦M©¦C 模型

M ©¦M ©¦C( C≥2) 是多服务台的等待制随机服务系统, 它的各种特征的规定和假设与

M ©¦M©¦1模型基本相同. 并假定 C 个服务台并联排列, 各服务台独立工作, 其平均服务率相

同, 即 μ1 = μ2 = ⋯= μC = μ. 因此, 该系统的平均服务率为 Cμ.

在统计平衡状态下, 服务强度 ρ=
λ

Cμ
< 1. 此时, 系统的稳态概率为

P 0 = ∑
C - 1

n= 0

1
n!

λ
μ

n

+
1

C!
λ
μ

C
Cμ

Cμ- λ

- 1

 . ( 9. 8)

P n =

1
n!

λ
μ

n

P 0 n ≤ C

1
C! C

n - C

λ
μ

n

P 0 n > C

 . ( 9. 9)

  由此可得, 系统的主要指标为:

( 1) 平均队列长 L q

Lq = ∑
∞

n= C + 1

( n - C) P n = ∑
∞

n= C + 1

( n - C)
C

C

C!
ρnP 0

=
C

C

C!
P 0ρ

C + 1∑
∞

k= 1

kρ
k- 1

=
( Cρ)

C

C! ( 1 - ρ)
2ρP 0 . ( 9. 10)

  ( 2) 平均队长 L s

L s = Lq + Cρ. ( 9. 11)

  ( 3) 顾客在队列中平均等待时间 Wq

W q =
L q

λ
. ( 9. 12)

  ( 4) 顾客在系统中平均逗留时间 Ws

Ws =
L s

λ
= W q +

1
μ

. ( 9. 13)

  同时, 由 P C =
( Cρ)

C

C! P 0 ,
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可得 L q =
ρ

( 1- ρ)
2 P C ,   L s= Cρ+

ρ
( 1- ρ)

2 P C ,

Wq =
ρ

λ( 1- ρ)
2 P C ,   W s=

1
μ

+
ρ

λ( 1- ρ)
2 P C .

例 2 某储蓄所有 2 个储蓄柜台, 顾客平均到达率为每小时 14 人, 每个柜台的平均服

务率为每小时 10 人. 已知顾客按泊松输入到达, 服务时间服从负指数分布, 试求 P 0 , Lq , Ls ,

W q, Ws .

解 由已知, C= 2, λ= 14, μ= 10, ρ= 14/ ( 2× 10) = 0. 7. 则

① 储蓄柜台空闲的概率 P 0 为

P 0 =
1
0!
× ( 1. 4) 0 +

1
1!
× ( 1. 4) 1 +

1
2! ( 1 - 0. 7)

( 1. 4) 2
- 1

= ( 5. 6667)
- 1

= 0. 1765.

  ② 等待存取款的顾客平均队列长 L q 为

L q = [ 2! 2× ( 1 - 0. 7) 2 ] - 1× ( 1. 4) 3× 0. 1765 = 1. 3453 .

  ③ 储蓄所平均顾客数 L s 为

Ls = 1. 3453 + 1. 4 = 2. 7453.

  ④ 顾客平均等待时间 W q 为

Wq = 1. 3453/ 14 = 0. 0961 (小时) .

  ⑤ 顾客平均等待时间 W s 为

Ws = 2. 7453/ 14 = 0. 1961 ( 小时) .

  例 3 某露天矿山, 矿车按泊松流到达, 平均每小时到达 15 辆. 卸车时间服从负指数分

布, 平均卸车时间为 3 分钟. 每辆矿车售价 8 万元, 每建设 1 个卸位需投资 14 万元, 试问建

设多少个卸位合理?

解 由题设, λ= 15 辆/ 小时, μ= 20 辆/ 小时.

① 若建设 1 个矿山卸位, 则为 M©¦M©¦1 模型, 其服务强度 ρ1 为

ρ1 = 15/ 20 = 0. 75.

卸位空闲概率为

P 0 = 1 - ρ1 = 0. 25.

系统内矿车的平均数为

L s =
ρ1

1 - ρ1
=

0. 75
0. 25

= 3 ( 辆) .

  ② 若建设 2 个卸位时, 则为 M©¦M©¦2 模型, 其服务强度 ρ2 为

ρ2 =
λ

2μ
=

15
2× 20

= 0. 375.

卸位空闲概率为

P 0 = 1 + 0. 75 +
1

2!
( 0. 75) 2 1

1 - 0. 375

- 1

= 0. 45.

所以, 系统内矿车的平均数为

L s =
( 2× 0. 375) 2

2( 1 - 0. 375) 2× 0. 375× 0. 45 +
15
20

= 0. 87 (辆) .
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  ③ 若建设 3 个矿山卸位时, 则为 M©¦M©¦3 模型 , 其服务强度 ρ3 为

ρ3 =
λ

3μ
=

15
3× 20

= 0. 25 .

卸位空闲概率为

P 0 = 1 + Cρ3 +
1
2!

( Cρ3 )
2

+
( Cρ3 )

3

3!
1

1 - ρ

- 1

= ( 1 + 0. 75 + 0. 28 + 0. 09)
- 1

= 0. 47.

所以, 系统内矿车的平均数为

L s =
( 3× 0. 25)

3

3! ( 1 - 0. 25) 2 0. 25× 0. 47 + 0. 75 = 0. 765 ( 辆) .

  由上述指标看出, 建设两个卸位比建设 1 个卸位可缩小系统内的矿车数 3- 0. 87 =

2. 13, 即平均可增加 2. 13 辆车执行运矿任务, 相当于 14 万元的投资换回 2. 13× 8 万=

17. 04万元的运输设备. 因此, 建设两个比建设 1 个卸位合理. 而建设 3 个卸位比 2 个卸位缩

小系统内的矿车数为 0. 87- 0. 765= 0. 105(辆) , 即增加 1 个卸位后平均可增加 0. 105 辆车

执行运矿任务, 相当于 14 万元的投资只能换回 0. 105× 8= 0. 84 万元的运输设备, 显然建设

3 个卸位是不合算的. 所以, 该矿山建设 2 个矿山卸位最为合理.

9. 5 随机服务系统模拟

所谓随机服务系统模拟, 与存储系统模拟类似, 就是利用计算机对一个客观复杂的随机

服务系统的结构和行为进行动态模拟, 以获得系统或过程的反映其本质特征的数量指标结

果, 进而预测、分析或评价该系统的行为效果, 为决策者提供决策依据.

由于随机服务系统研究对象行为特征的随机性在许多情况下可以利用适当的理论分布

来描述, 因此, 进行计算机模拟的一个重要步骤是利用计算机产生一定理论概率分布的随机

变量. 像经验分布的随机数一样, 这些随机变量可以通过[ 0, 1]上均匀分布的随机数获得.

下面介绍如何借助[ 0, 1]上均匀分布的随机数利用变换获得其他常用的分布.

1. 一般独立输入或一般服务分布

由逆变换法, 立即可由[ 0, 1] 上均匀分布随机数 u 得到具有一般分布函数 A( t) 的随机

数 x , 只要 A 存在逆函数 A
- 1 . 事实上, 取

x = A
- 1

( u) , ( 9. 14)

即可.

2. 负指数分布

负指数分布

B( t) =
1 - e

- μt
, t ≥ 0

0 , t < 0
( 9. 15)

的逆函数为 B
- 1

( s) = -
1
μ

ln( 1- s) . 故由式( 9. 14) 得

x = -
1
μ

ln( 1 - u) ,  或  x = -
1
μ

lnu . ( 9. 16)

即为具有负指数分布( 9. 15) 的随机数, 其中 u 为[ 0, 1]上均匀分布的随机数.
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3. 泊松输入

输入过程为泊松输入的充分必要条件是: 相继顾客到达间隔 ξ1 , ξ2 , ⋯为相互独立且相

同分布的随机变量, 并且其分布函数为负指数分布 ( 9. 15) . 据此, 只需产生一系列相互独

立, 并具有相同负指数分布的随机数 x 1 , x 2 , ⋯, 则 x 1 , x2 , ⋯就是泊松输入中相继顾客到达

间隔, 因而 x 1 , x 1 + x 2 , x1 + x 2 + x 3 , ⋯就是相继顾客到达时刻. 当然, 这些 x 1 , x 2 , ⋯都能根据

( 9. 16) 产生.

4. 埃尔朗分布 E k

可以证明: 密度为

μ( μt)
k - 1

( k - 1) !
e - μt ,  t ≥ 0 ( 9. 17)

的埃尔朗分布 E k 的随机变量等于 k 个相互独立的具有相同负指数分布( 9. 15) 的随机变量

的和. 因此, 只需根据( 9. 16)产生 k 个相互独立的随机数 x 1 , x 2 , ⋯, xk , 则 x = x 1 + x 2 + ⋯+

x k 就是具有埃尔朗分布密度( 9. 17) 的随机数.

5. 正态分布

由中心极限定理可知: 若 ξ
1
, ξ

2
, ⋯, ξ

n
是相互独立、均匀分布的随机变量, 则对充分大的

n, 随机变量

ξ=
12
n

ξ1 + ξ2 + ⋯ + ξn -
n
2

, ( 9. 18)

近似地服从标准正态分布. 一般可取 n≥12.

再由线性变换

η= a + σξ, ( 9. 19)

即可得到均值为 a , 方差为 σ
2
的正态分布随机变量.

结合( 9. 18) 与( 9. 19) 式, 便得到产生均值为 a , 方差为 σ
2 的正态分布随机数的公式:

x = a + σ
12
n

u1 + u2 + ⋯ + un -
n
2

. ( 9. 20)

式中 ui, i= 1, 2, ⋯, n 为相互独立的[ 0, 1]上均匀分布的随机数.

在存储系统模拟中, 模拟的过程是一个单位时间接一个单位时间地连续进行, 如一分钟

接一分钟、一天接一天、一年接一年地连续进行. 这种模拟方法称为等步长法. 在随机服务系

统模拟中, 将采用一种非等步长步进的方法. 这一方法是以事件的发生推进模拟的进程. 模

拟中的每一次步长是相继两个事件出现的间隔时间. 这种模拟方法称为事件步长法. 下面运

用事件步长法分析和模拟一个比较典型的随机服务系统.

假定所考察的随机服务系统有 m 个并联的服务台, 顾客按一定的输入过程陆续到来.

当顾客到达时, 如果至少有一个服务台空着, 该顾客就由空着的服务台中号码最小的那个接

纳服务. 如果说所有的服务台都已经在进行服务, 则顾客排成一个队, 等待服务台得空后按

到达先后次序陆续接受服务. 各个服务台的服务时间相互独立, 各有其分布. 再假定初始时

刻所有服务台均空着. 令 L j 表示第 j 个顾客到达时看到的系统中的顾客数 (包括正在服务

的和排队等待的) , 我们希望求出诸 L j 的平均值.

假定模拟的总时间为 T ime. 在模拟过程中, 需要采用下列存储单元做记录:

A : 正在考察的顾客的到达时刻或下一个顾客的到达时刻;
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B i( i= 1, 2, ⋯, m) : 第 i个服务台某次服务的开始时刻或结束时刻( 当第 i个服务台正

在服务时, 记该次服务结束的时刻; 当第 i个服务台空闲时, 记入模拟的总时间 T ime) ;

Ci( i= 1, 2, ⋯, m) : 第 i个服务台正在服务时取值为 1, 空闲时取值为 0;

L : 队列长;

T L: 各顾客到达时看到的系统中的队长 L 1 , L 2 , ⋯的累加值, 最后记它们的平均值;

N : 模拟过程中已经考察过的顾客总数;

T : 系统当前模拟时刻.

现列出模拟框图如图 9. 3.

N = 0 �, T = 0, L= 0, T L= 0, A= 0, B j = T ime 且 Cj = 0( j = 1, 2, ⋯ , m)

产生第一位顾客到达的时刻 A

选取最小时间的事件 , T = min{A , B 1 �, B 2, ⋯ , B m}   

发生何类事件?

 顾客到达 ( T = A)                   某顾客服务完毕 ( T = B j )

N ←N + 1 �L = 0 �?   
 是              否

产生下一个 到达时间 A  Cj = 0 qL ←L- 1 a

是 否 存 在 C K= 0 N?   
 是                 否

T L ←T L+ L+ C 1 w+ ⋯ + Cm

Ck= 1
T L←T L + L + N

产生服务完毕时间 B k L ← L+ 1 �

B j = T ime
产生服务完毕

时间 B j

T < T ime

N = 0 �?   
 是 否

T L ←0 �T L←T L/ N

输出 T L , N

图 9. 3 随机服务系统模拟

9. 6 应 用 实 例

应用实例: 在某露天矿的开采中, 用电铲进行采掘, 然后用卡车将采得的矿石拉到卸场.

设有 n 台电铲同时采掘. 有 m 辆卡车进行运载( m> n) , 电铲的采掘能力与卡车的载重量都

是已知的. 还设卸场有 s 个卸位( s≤m) , 可供 s 辆卡车同时卸车.

装运过程以班为单位, 每班一开始, m 辆卡车中的某 n 辆分别由 n 台电铲装车, 其他的

m- n 辆排成一队, 处于待装状态. 当某辆卡车装完驶出后, 待装卡车中队首者即驶到空闲电

铲前, 掉转车头( 这段时间称为入换时间) , 接受装载, 而刚才已装完驶出的重车则运行到卸

场卸载, 抵达卸场后也需要掉转车头, 进行入换, 然后卸装, 卸完后又重新驶回采掘场, 排在

待装卡车的队尾, 再次等待装载( 见图 9. 4) .

可以看出, 电铲台数、卡车辆数与卸位个数之间需要有一个适当的匹配关系, 否则就会

在采掘场或卸场造成忙闲不均的现象, 影响电铲、卡车或卸位的效率的充分发挥.

为简单计, 我们只考虑 1 个电铲 ( n = 1)、1 个卸位 ( s = 1)的情形, 在此情形下研究卡
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图 9. 4 露天矿随机服务系统

车车辆数 m 应该等于多少. 一般情形, 可如法施实.

现将装运过程看作 1 个随机服务系统, 此系统共分四级:

( 1) 第Ⅰ级为装车服务系统. 假定相继的服务时间相互独立, 并具有相同的正态分布,

记其均值为 a , 方差为 σ
2
(此处及以下关于分布类型的假定都是由实测决定的. 对其他类型

的分布问题完全类似处理) .

( 2) 第Ⅱ级为重车运行服务系统. 此系统包括 m 个服务台, 也就是说, 可以保证所有卡

车同时进入重车运行服务系统进行服务, 不需等待. 假定各个服务台的服务时间( 重车运行

时间)均为常数 r 1 .

( 3) 第Ⅲ级为卸车服务系统. 此系统只有 1 个服务台. 假定相继的服务台时间相互独

立、相同分布, 且为两部分之和, 第一部分为入换时间, 是一常数 C; 第二部分为卸车时间, 是

负指数分布, 其均值为 μ
— 1 .

( 4)第Ⅳ级为空车运行服务系统. 此系统包括 m 个服务台. 假定各个服务台的服务时间

即空车运行时间与装车前的定长入换时间之和均为常数 r 2 .

将 m 辆卡车看作 m 个顾客, 他们依次接受四级服务, 并不断循环运行.

还假定四级系统都是等待制的, 先到先服务, 各级服务时间都相互独立, 对于Ⅱ, Ⅳ两级

系统, 由于服务台数目足够供全体顾客同时服务, 因而自然就不存在排队等待现象.

最后, 再对卡车的装载量作如下的假定: 假定每辆车的装载量都相互独立, 并具有相同

参数的正态分布, 其均值为 b, 方差为 δ
2 .

现在引进刻画系统特征的几个数量指标:

① 电铲效率 f :

f ≡ 1 -
F
T

.

其中 T 为考察的总时间( 比如为 20 个班, 每班以 6 小时计) ; F 为在总时间 T 内, 由于没有

卡车装载, 而使电铲闲置的时间的总和.

② 每辆卡车的平均效率 u:

u ≡ 1 -
U + V

mT
.

其中 U 为在总时间 T 内, 采掘场上所有待装卡车的等待时间的总和, V 为在总时间 T 内, 卸

场上所有待卸卡车的等待时间的总和, m 为卡车总数.
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③ 平均班产量 q:

q ≡
Q
H

.

其中 Q 为在总时间 T 内, 所有卡车卸载量的总和, H =
T
6
为总时间 T 折成的总班数. 利用模

拟, 算出这些数量指标的具体数值, 以此为根据, 就能决定电铲、卡车、卸位的合适的匹配数

目.

以班为单位进行模拟, 对每个顾客( 卡车) , 考察它在各级服务系统中服务完毕的时刻,

并用两个存储单元作记录.

单元 A [ i] 中记录第 i个顾客( i = 1, 2, ⋯, m) 在模拟过程中正被考察的时刻. 例如,

正考察第 i个顾客在第Ⅰ系统中服务完毕( 装完车) , 则 A [ i]中就送入第Ⅰ系统服务完毕的

时刻.

单元 C[ i] 中记录第 i个顾客 ( i= 1, 2, ⋯, m ) 在模拟过程中正被考察的时刻所处的状

态, 这里状态有四个可能值; 状态 0, 1, 2, 3 分别表示顾客已进入第Ⅰ, Ⅱ, Ⅲ, Ⅳ系统.

再用 5 个单元 J 1 , J 2 , D , G 与 H .

单元 J 1 中放最小时刻 min
1≤ i≤ m

( A[ i] ) .

单元 J 2 中放上述最小时刻对应的顾客的最小号码. 例如, 当 A [ 3] = A [ 5] = A [ 8] =

min
1≤i≤ m

( A [ i] ) , 但 A[ 1] ≠ min
1≤ i≤ m

( A[ i] ) , A[ 2]≠ min
1 ≤i≤m

A( [ i] ) , 则 J 2 中就送入 3.

单元 D 中放第Ⅰ系统的服务台得空, 可以开始下一服务的时刻.

单元 G 中放第Ⅲ系统的服务台得空, 可以开始下一服务的时刻.

单元 H 中放已经模拟过的班数.

于是可画出模拟框图, 如图 9. 5 所示.

H ← 0 %, U← 0, V←0, F ←0, Q← 0

 F or i = 1 �t o H 0

D← 0 9, G←0, A[ i] ←0 且 C[ i]← 0, i = 1, 2, ⋯ , m

J 1 �←min( A [ i] ) , J 2←对应的最小顾客号

C [ J 2 �] = 0 ?    是                                否

D ≤ J 1 �?   
 是         否

C [ J 2 �] = 1 ?   
 是                   否

F ←F + J 1 �- D

D←J 1

U←U + D - J 1 (

 

产生正态分布服务时间 T N

A [ J 2 �] ←D + T N

D←A[ J 2]

C[ J 2]← 1

A [ J 2 �] ←J 1+ r

C [ J 2] ←2

C [ J 2 i] = 2 ?   
 是               否

E = max( G- J 1 �, 0)

V← V+ E

A[ J 2 T]← J 1 + r

C[ J 2] ←0

产生负指数分布

服务时间 T E

产生正态分布

装载量 S

A [ J 2 �]←J 1+ E + C + T E

G←A[ J 2]

C [ J 2] ←3

Q← Q+ S

A [ J 2 _] < 360

输出有关数据

图 9. 5 模拟流程图
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习  题

9.1 某修理店只有 1 个修理工 , 来修理东西的顾客到达次数服从泊松分布 , 平均每小时 4 人 . 修理时

间服从负指数分布, 平均需 6 分钟 . 求: ①修理店空闲时间的概率; ②店内有 3 个顾客的概率; ③店内顾客

平均数; ④店内等待顾客平均数; ⑤顾客在店内平均逗留时间; ⑥平均等待修理时间 .

9.2 对 M ©¦M©¦1 的排队模型 , 根据下列等式右侧的表达式分别解释 θ的含义:

①θ= λ/ μ; ②θ= P {n> 0}; ③θ= L s- Lq; ④θ= Wq/ Ws.

9. 3 汽车平均以每 5 分钟一辆的到达率去某加油站加油 , 到达过程为泊松过程 . 该加油站只有一台

加油设备 , 加油时间服从负指数分布 , 且平均需要 4 分钟 . 求: ①加油站内平均汽车数; ②每辆汽车平均等

待加油时间; ③汽车等待加油时间超过 2 分钟的概率 .

9. 4 在 9. 2 题中, 若每辆汽车平均等待加油时间减少至 2 分钟以下 , 则加油站还需增加几台加油设

备? 在增加设备的情况下 , 整个加油站没有汽车加油的概率是多少?

9. 5 某公用电话站有一台电话机 , 打电话的人按泊松分布到达 , 平均每小时 24 人 , 假定每次电话的

通话时间服从负指数分布 , 平均为 2 分钟 , 求该系统以下各项指标: P 0, L q, Ls , Wq, Ws . 又若打电话的人到达

情况与通话时间的概率分布均不变, 而电话机增加到两台时 , 系统的以上各项指标又有什么变化?

9. 6 某商店收款台有 3 名收款员 , 顾客到达率为每小时 504 人 , 每名收款员服务率为每小时 240 人 ,

设顾客到达为泊松输入 , 收款服务时间服从负指数分布 . 求解 P 0, L q, Ls , Wq, Ws .

9. 7 设 λ= 10/ 小时 , μ= 15/ 小时 , 模拟一个 M©¦M©¦1 随机服务系统 . 通过模拟求出 L s 和 Lq .

9. 8 模拟有两位营业员工作的储蓄所一天 8 小时的业务情况. 前来办理存款或取款的顾客按照一定

的统计规律到达储蓄所(顾客到达的时间间隔服从平均到达为 10 分钟的指数分布) . 顾客按先到先服务的

规则接受服务 . 营业员对每一顾客的服务时间服从均值为 10 分钟、均方差为 2 分钟的正态分布 . 通过模拟

求出一天之内接受服务的顾客总数以及各顾客到达时看到的系统中顾客平均数 (包括正在服务的和排队

等待的顾客) .
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第 10 章  多目标决策模型

10. 1 引  言

  前面讨论的模型都只涉及单目标的问题, 而在现实活动中, 决策的目标却往往有许多

个. 例如, 对企业产品的生产管理, 既希望达到高利润, 又希望优质和低消耗, 还希望减少对

环境的污染等. 这就是一个多目标决策的问题. 又如选购一个好的计算机系统, 似乎只有一

个目标, 但由于要从多方面去反映, 要用多个不同的准则来衡量, 比如, 性能要好, 维护要容

易, 费用要省. 这些准则自然构成了多个目标, 故也是一个多目标决策问题. 一般来说, 多目

标决策问题有两类. 一类是多目标规划问题, 其对象是在管理决策过程中求解使多个目标都

达到最满意结果的最优方案. 另一类是多目标优选问题, 其对象是在管理决策过程中根据多

个目标或多个准则衡量和得出各种备选方案的优先等级与排序.

多目标决策由于考虑的目标多, 有些目标之间又彼此有矛盾, 这就使多目标问题成为一

个复杂而困难的问题. 但由于客观实际的需要, 多目标决策问题越来越受到重视, 因而出现

了许多解决此类问题的方法. 一般来说, 其基本途径是, 把求解多目标问题转化为求解单目

标问题. 其主要步骤是, 先转化为单目标问题, 然后利用单目标模型的解法, 求出单目标模型

的最优解, 以此作为多目标问题的解.

化多目标问题为单目标问题的方法大致可分为两类, 一类是转化为一个单目标问题; 另

一类是转化为多个单目标问题, 关键是如何转化. 这方面已有不少方法. 本章介绍几种常用

的主要模型和方法.

多目标决策模型的应用很广泛. 其主要方面有: 国家发展战略规划、地区发展规划、企业

经营管理、工程项目管理、交通运输管理、科研管理、环境保护与管理、工程设计与工艺设计、

公共事业规划、军事国防事业等.

10. 2 多目标决策的数学模型

10. 2. 1 多目标决策问题的特征

在解决单目标决策问题时, 我们的任务是选择一个或一组变量 X , 使目标函数 f ( X ) 取

得最大( 或最小) 值. 对于任意两个方案所对应的解, 只要比较它们相应的目标值, 就可以判

定谁优谁劣. 但在多目标情况下, 问题却不那么单纯了. 例如, 有两个目标 f 1 和 f 2 , 希望它们

都越大越好. 图 10. 1 列出在这两个目标下共有 8 个解的方案. 其中方案 1 与方案 2无法比

较, 因为方案 1 的指标 f 2 比方案 2 的高, 但方案 1 的指标 f 1 却比方案 2 的低. 因而无法直接

判断它们的优劣. 可是如果拿它们和方案 6 比较, 则两个指标都不如方案 6, 就这 3 个方案

而言, 可以淘汰方案 1 与 2. 而方案 3 和 4 与方案 6 相比, 则由于方案 3 和方案 4 在各项指标

上都不比方案 6 好, 而且至少有一项指标还比方案 6 差, 因此, 也可以淘汰掉方案 3 和方案

·632·



图 10. 1

4. 把这样可以淘汰掉的解称为劣解. 而余下方案 5, 6, 7, 8 这几个方案的特点是, 它们中间的

一个与其余任何一个相比, 总有一个指标更优越, 而另一个指标却更差. 像这样的解, 既不会

被淘汰掉, 又不是全面优越于其他解, 称之为非劣解( 或有效解) . 这种非劣解在多目标决策

中起着非常重要的作用. 决策者将根据自己的偏好、意愿和一定的最优原则, 从多个非劣解

中选择出一个满意解作为其理想的实施方案. 在这里, 满意解就是某种意义下的“最优解”.

10. 2. 2 多目标决策问题的模型结构

多目标决策问题包含有三大要素: 目标、方案和决策者.

在多目标决策问题中, 目标有多层次的含义. 从最高层次来看, 目标代表了问题要达到

的总目标. 如确定最满意的投资项目、选择最满意的食品. 从较低层次来看, 目标可看成是体

现总目标得以实现的各个具体的目标, 如投资项目的盈利要大、成本要低、风险要小; 目标也

可看成是衡量总目标得以实现的各个准则, 如食品的味道要鲜、质量要好、花费要少.

多目标决策问题中的方案即为决策变量, 亦称为多目标决策问题的解. 备选方案即决策

问题的可行解. 在多目标决策中, 有些问题的方案是有限可数的, 而有些则是无限可数或不

可数的. 方案有其特征或特性, 称之为属性. 方案的属性有两类. 一类即准则, 因而也是目标

属性, 如食品的价格等. 一类则与目标属性不同, 但往往与备选方案的约束条件有关, 如食品

中维生素 A 的含量等.

决策者则是提出和解决问题并使方案付诸实施的个人或团体. 决策者的愿望、需求和偏

好影响着整个多目标决策问题的形成和解决. 决策者的作用是非常重要的.

由于多目标决策问题分为多目标规划问题和多目标优选问题两种类型, 因而其模型结

构也可分为两类.

1. 多目标规划问题的模型结构

设 x = ( x 1 , x 2 , ⋯, x n ) 为决策变量, 这里, 不同的 x 定义为不同的方案. 方案集 ( 即可行

域)为 X = {x∈E n©¦g i( x) ≥0, i= 1, ⋯, p }, 其中 g i( x) 为第 i个约束函数. 设 f j 为第 j 个目标

( j = 1, 2, ⋯, m) . 于是, 多目标规划问题的模型结构为

optF ( x ) = ( f 1 ( x) , f 2 ( x) , ⋯, f m ( x ) )
T

x∈X

.

这里, m≥2, 且 x∈X 表示决策变量应满足约束集 X .

不妨设多目标规划问题为最大化问题, 即

maxF ( x ) = ( f 1 ( x) , f 2 ( x) , ⋯, f m ( x ) )
T

x∈X

.

  这时, 解 x
* ∈X 在如下各种意义下的定义为:
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绝对最优解: 若对于任意 x∈X , 都有 F ( x
*

)≥F ( x ) .

有效解: 若不存在 x∈X , 使 F ( x
* )≤F ( x ) .

弱有效解: 若不存在 x∈X , 使 F ( x
*

) < F ( x ) .

2. 多目标优选问题的模型结构

设 x= ( x 1 , x2 , ⋯, x n )表示含有 n 个备选方案的方案组, f 1 , f 2 , ⋯, f m 表示 m 个目标属

性, f i( x j )为第 j 个方案在第 i个属性下的偏好值, 则多目标优选问题的模型结构为

maxF ( x) = ( f 1 ( x) , f 2 ( x) , ⋯, f n ( x) )
T

x∈X

.

也可用多属性效用函数描述该模型结构. 设方案的效用 U ( x) 是目标属性的函数: U ( x)

= U ( f 1 , f 2 , ⋯, f m ) . 并设 a ij = f i( x j ) , 且各个方案的效用函数分别为 U ( x j ) = U( a 1j , a 2j , ⋯,

a mj ) , j = 1, 2, ⋯, n. 则有如下多目标优选问题模型结构:

ordU( x) = ( U( x 1 ) , U( x 2 ) , ⋯, U( x n ) ) T

x j ∈x
.

其中 ord 表示按照一定的决策规则对备选方案进行比较和排序.

10. 3 可化为一个单目标问题的解法

10. 3. 1 主要目标法

  在有些多目标决策问题中, 各种目标的重要性程度往往不一样. 其中一个重要性程度最

高和最为关键的目标, 称之为主要目标. 其余的目标则为非主要目标. 例如, 考虑如下多目标

决策问题:

maxF ( x) = ( f 1 ( x) , f 2 ( x) , ⋯, f m ( x ) ) T

x ∈ X
 . ( 10. 1)

  在多目标问题( 10. 1) 中, 假定 f 1 ( x ) 为主要目标, 其余 m- 1 个目标为非主要目标. 这

时, 希望主要目标达到极大值, 并要求其余的目标满足一定的条件, 即

maxf 1 ( x )

和 f j ( x) ≥αj , j = 2, 3, ⋯, m .

于是, 多目标问题( 10. 1)可转化为如下单目标问题:

maxf 1 ( x)

x ∈ X′
 . ( 10. 2)

其中 X′= {x©¦x∈X , f j ( x)≥αj , j = 2, 3, ⋯, m}.

定理 1 单目标问题( 10. 2) 的最优解一定是多目标问题( 10. 1) 的弱有效解.

证明 设 x
*
是( 10. 2) 的最优解, 即对于任何 x∈X ′, 都有

f 1 ( x
*

) ≥ f 1 ( x) . ( 10. 3)

因为 x
*
∈X ′, 所以 x

*
∈X . 于是 x

*
是问题( 10. 1) 的可行解.

若 x
* 不是( 10. 1) 的弱有效解, 则存在某个 x′∈X , 使

f j ( x′) > f j ( x* ) ,  j = 1, 2, ⋯, m . ( 10. 4)

因 x
* ∈X ′, 所以

f j ( x* ) ≥ αj , j = 2, 3, ⋯, m.
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于是有

f j ( x′) ≥ αj , j = 2, 3, ⋯, m.

这表明 x′∈X′, 即 x′是问题( 10. 2)的可行解. 由( 10. 3) , 有

f 1 ( x* ) ≥ f 1 ( x′) ,

与( 10. 4) 式矛盾.

例 1 某工厂在一个计划期内生产甲、乙两种产品. 各产品都要消耗 A , B, C 三种不同

的资源. 每件产品对资源的单位消耗、各种资源的限量以及各产品的单位价格、单位利润和

所造成的单位污染如表 10. 1 所示.

表 10. 1 生产甲、乙产品的有关数据

甲 乙 资源限量

资源 A 单位消耗

资源 B 单位消耗

资源 C 单位消耗

9 +

4

3

4 �

5

10

240 �

200

300

单位产品的价格 400 Y600 �

单位产品的利润 70 B120 �

单位产品的污染 3 +2 �

  假定产品能全部销售出去, 问每期怎样安排生产, 才能使利润和产值都最大, 且造成的

污染最小?

解 设 x 1 , x 2 分别表示甲、乙两种产品的数量.

该问题有 3 个目标, 即

maxf 1 ( x) = 70x 1 + 120x 2 ( 利润最大) ,

maxf 2 ( x) = 400x 1 + 600x 2 (产值最大) ,

min( - f 3 ( x ) ) = 3x 1 + 2x 2 (污染量最小) .

该问题的约束条件为:

9x1 + 4x 2≤240,

4x1 + 5x 2≤200,

3x1 + 10x 2≤300,

x 1 , x 2≥0.

建立该问题的多目标决策模型如下:

maxF ( x) = ( f 1 ( x ) , f 2 ( x ) , f 3 ( x) )
T

9x 1 + 4x 2≤240

4x 1 + 5x 2≤200

3x 1 + 10x 2≤300

x 1 , x 2≥0    .

对于上述模型的 3 个目标, 工厂确定利润最大为主要目标. 另两个目标则通过预先给定

的希望达到的目标值转化为约束条件. 经研究, 工厂认为总产值至少应达到 20 000 个单位,

而污染量则应控制在 90 个单位以下, 即
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f 2 ( x) = 400x 1 + 600x 2≥20 000,

f 3 ( x) = 3x 1 + 2x 2≤90.

由主要目标法得到如下单目标规划问题:

maxf 1 ( x ) = 70x 1 + 120x 2

400x 1 + 600x 2≥20 000

3x 1 + 2x 2≤90

9x 1 + 4x 2≤240

4x 1 + 5x 2≤200

3x 1 + 10x 2≤300

x 1 , x 2≥0    .

用单纯形法求解, 得 x 1 = 12. 5, x 2 = 26. 25, f 1 ( x) = 4 025. 这时, f 2 ( x) = 20 750, f 3 ( x) = 90.

10. 3. 2 线性加权和法

考虑多目标决策问题( 10. 1) , 假定目标 f 1 ( x) , f 2 ( x) , ⋯, f m ( x) 具有相同的量纲. 按照

一定的规则分别给 f i 赋以权系数 w i≥0( i= 1, 2, ⋯, m) , 这里 ∑
m

i= 1

w i = 1. 作线性加权和评

价函数

U ( x) = ∑
m

i= 1

w if i( x) .

于是求解多目标决策问题( 10. 1) 可转化为求解如下单目标决策问题:

maxU ( x) = ∑
m

i- 1

w if i( x)

 x ∈ X
 . ( 10. 5)

不难证明, 问题( 10. 5)的最优解 x
* 是问题( 10. 1)的有效解或弱有效解.

定理 2 设 w i> 0, i= 1, 2, ⋯, m, 且 w 1 + w 2 + ⋯+ w m = 1, 则单目标问题( 10. 5)的最优

解是多目标问题( 10. 1) 的有效解.

证明 设 x
*
是( 10. 5) 的最优解. 若 x

*
不是( 10. 1) 的有效解, 则存在 x∈X 使

F ( x) ≥F ( x
* ) .

由于 w i> 0, i= 1, 2, ⋯, m, 且上式至少有一个严格不等式, 即 f i( x ) > 0, 1≤i≤m. 有

∑
m

i= 1

w if i( x ) > ∑
m

i= 1

wif i( x
*

) .

这表明 x
*
不是( 10. 5) 的最优解, 矛盾.

类似地, 可以证明如下定理.

定理 3 设 w i≥0, i= 1, 2, ⋯, m, 且 w 1 + w 2 + ⋯+ w m = 1, 则单目标问题( 10. 5)的最优

解是多目标问题( 10. 1) 的弱有效解.

例 2 某公司计划购进一批新卡车, 可供选择的卡车有如下 4 种类型: A1 , A2 , A3 , A4 . 现

考虑 6 个方案属性: 维修期限 f 1 , 每 100 升汽油所跑的里数 f 2 , 最大载重吨数 f 3 , 价格 ( 万

元) f 4 , 可靠性 f 5 , 灵敏性 f 6 . 这 4 种型号的卡车分别关于目标属性的指标值 f ij 如表 10. 2

所示.  
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表 10. 2 4 种型号卡车的指标值

( f ij ) f 1 �f 2 9f 3 gf 4 �f 5 �f 6 \

A1 �2 �. 0 1 �500 4 Y55 �一般 高

A2 �2 �. 5 2 �700 3 +. 6 65 �低 一般

A3 �2 �. 0 2 �000 4 +. 2 45 �高 很高

A4 �2 �. 2 1 �800 4 Y50 �很高 一般

  首先对不同度量单位和不同数量级的指标值进行标准化处理. 先将定性指标定量化:      

    效益型指标→ 很低    低     一般    高     很高

         1   3    5    7    9    
       
         1   3    5    7    9    
           很高    高     一般    低     很低  ←成本型指标

可靠性和灵敏性指标都属于效益型指标, 见表 10.3.

  表 10.3

可靠性 灵敏性

一般  5 p高   7 �

低   3 p一般  5 �

高   7 p很高  9 �

很高  9 p一般  5 �

  按以下公式作无量纲的标准化处理.

aij =
99× f ij - f * *

j

f
*
j - f

* *
j

+ 1 .

其中 f
*
j = max

i
f ij , f

* *
j = min

i
f ij .

变换后的指标值矩阵( a ij )如表 10. 4 所示.

  表 10.4

( a ij ) f 1 �f 2 Of 3 �f 4 �f 5 cf 6 �

A 1 �

A 2

A 3

A 4

1 �

100

1

40. 6

1 A

100

42. 25

25. 75

67 �

1

100

67

50 �. 5

100

1

25. 75

34 l

1

67

100

50 �. 5

1

100

1

  设权系数向量 W= ( 0. 2, 0. 1, 0. 1, 0. 1, 0. 2, 0. 3) , 则
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U( x 1 ) = ∑
6

j = 1
w j a1j = 34,

U( x 2 ) = ∑
6

j = 1
w j a2j = 40. 6,

U( x 3 ) = ∑
6

j = 1
w j a3j = 57. 925,

U( x 4 ) = ∑
6

j = 1
w j a4j = 40. 27.

由于

U
* = maxU = U( x 3 ) .   

故最优方案为选购 A3 型卡车.

10. 4 转化为多个单目标问题的解法

10. 4. 1 字典序法

  在解决多目标决策问题时, 如果决策者能够对各个目标作出排序, 那么, 决策时可以按

照各个目标的重要性程度依次求出各目标的最优解. 当在某个目标时求得了唯一解, 则不再

考虑剩下目标的最优解了, 该唯一解就是所求的多目标问题的有效解. 这就是所谓的字典

序法.   

例如, 考虑多目标问题( 10. 1) , 不妨设各目标的重要性排序为

f 1 ( x) > f 2 ( x) > ⋯> f m ( x)

则字典序法的求解步骤如下:

第一步: 求解相应于 f 1 ( x) 的第一个单目标问题

maxf 1 ( x)

x∈X
 .

设该问题的最优解为 x
* , 且 f 1

* = f 1 ( x
* ) . 若 x

* 是唯一的最优解, 则 x
* 就是问题( 10. 1) 的

满意解, 停止; 否则, 令 k= 1, 转第二步.

第二步: 求解相应于 f k+ 1 ( x)的第 k+ 1 个单目标问题:

maxf k + 1 ( x )

x∈X′
 .

其中 X′= {x ©¦x∈X , f i( x) = f i
*

, i= 1, ⋯, k}. 若 k+ 1= m, 则该问题的最优解就是问题

( 10. 1) 的满意解, 停止; 否则, 转第三步.

第三步: 设该问题的最优解为 x
*

, 且 f k+ 1
*

= f k+ 1 ( x
*

) . 若 x
*
是唯一的最优解, 则 x

*
就

是问题( 10. 1) 的满意解, 停止; 否则, 置 k+ 1�k, 返回第二步.

很显然, 按上述步骤确定的满意解一定是问题( 10. 1)的有效解.

例 3 用字典序法求解例 2 中的选购卡车问题. 假设

f 6> f 1> f 5> f 2> f 4> f 3 ,

则首先求得相应于 f 6 的单目标问题
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maxf 6 ( x )

x∈{A1 , A2 , A3 , A4 }

的最优解 x
*

= A1 , A3 . 然后求得相应于 f 1 的单目标问题

maxf 1 ( x )

x∈{A1 , A3 }

的最优解 x
*

= A1 , A3 . 接着求得相应于 f 5 的单目标问题

maxf 5 ( x )

x∈{A1 , A3 }

的最优解 x
*

= A3 . 由于这时只有唯一的最优解 A 3 , 所以, 求解到此结束, A3 为选中的车型.

10. 4. 2 步骤法

步骤法又称为 ST EM 法. 这是一种交互方法, 其求解过程通过分析者与决策者之间的

对话逐步进行, 故称步骤法.

步骤法的基本思想是, 首先需要求出问题( 10. 1) 的一组理想解 ( f 1
*

, f 2
*

, ⋯, f m
*

) . 实

际上, 这些解 f i
*

( i= 1, 2, ⋯, m) 无法同时达到, 但可以当作一组理想的最优值. 以理想解作

为一个标准, 可以估计有效解, 然后通过对话, 不断修改目标值, 并把降低要求的目标作为新

的约束条件加到原来的约束条件中去重新计算, 直到决策者得到满意的解.

步骤法算法如下:

第一步: 分别求以下 m 个单目标问题的最优解:

maxf i( x) = ∑
m

j = 1

cij x j

x ∈ X
 .   ( i= 1, 2, ⋯, m) ( 10. 6)

设最优解为 x
i* ( i= 1, 2, ⋯, m) , 其相应的目标值即理想值为 f i

* ( i= 1, 2, ⋯, m) , 此最优解

处别的目标所取的值用 zki表示, 即 z ki= f k ( x
i* ) , k≠i, k= 1, 2, ⋯, m. 把上述计算的结果列

入表 10. 5.

表 10. 5 支 付 表

x f 1 �f 2 O⋯ f i ⋯ f m

x
1 y* f 1 �

* z21 X⋯ z i1 �⋯ zm1 �

┆ ┆ ┆ ┆ ┆

xi* z1 �i z2 Bi ⋯ f i
* ⋯ z mi

┆ ┆ ┆ ┆ ┆

xm* z 1 �m z 2 7m ⋯ zim ⋯ f m
*

  表 10. 5 是一份 m× m 的支付表. 在表中, 确定每一列的最小值并记第 i列的最小值为

f
m
i , i= 1, 2, ⋯, m.

第二步: 求解
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minλ

πi( f
*
i - f i( x) ) ≤ λ,  i= 1, 2, ⋯, m

x ∈ X

λ≥ 0      .

( 10. 7)

其中

πi =
αi

∑
m

i= 1

αi

 . ( 10. 8)

这里

αi =

f
*
i - f

m
i

f
*
i

∑
n

j = 1

c
2
ij

- 1/ 2

, 当 f
*
i > 0

f m
i - f *

i

f m
i

∑
n

j = 1

c2
ij

- 1/ 2

, 当 f *
i ≤ 0 .

( 10. 9)

在 ( 10. 7) 式中, f i
*

- f i( x ) 是第 i个目标的实际值和它的理想值的偏差, πi 是相应的权系

数, λ是目标与理想值的最大加权偏差. 求得的解 x 将使最大加权偏差 λ为最小.

第三步: 将( 10. 7)式的解 x0 和相应的目标值 f 1 ( x0 ) , f 2 ( x0 ) , ⋯, f m ( x0 ) 交给决策者去判

断. 决策者把这些目标值与理想值进行比较后, 如果认为其中某些目标值太坏, 另一些目标

值可以不那么太好, 可以把比较好的目标值中的某一个修改得差一些, 以使水平太坏的目标

得到改善.

当决策者减少了第 j 个目标的值 Δf j 之后, ( 10. 7)式中的约束条件 X 应改为 X′, 即

X ′=

X

f j ( x ) ≥ f j ( x 0 ) - Δf j , j = 1, 2, ⋯, k

f i( x ) ≥ f i( x0 ) , i≠ j , i= 1, 2, ⋯, m  .

  在按( 10. 7) 式进行下一次迭代时, 对应于降低了要求的那些目标 f j ( j = 1, 2, ⋯, k)的权

系数 πj 应设为零. 这种迭代继续下去, 直到决策者得到满意的解为止.

例 4 某公司考虑生产两种光电太阳能电池: 产品甲和产品乙. 这种生产过程会在空气

中引起放射性污染. 因此, 公司经理有两个目标: 极大化利润与极小化总的放射性污染. 已知

在一个生产周期内, 每单位甲产品的收益是 1 元, 每单位乙产品的收益是 3 元. 而放射性污

染的数量, 每单位甲产品是 1. 5 个单位, 每单位乙产品是 1 个单位. 由于机器能力( 小时)、装

配能力(人时) 和可用的原材料(单位) 的限制, 约束条件是

0. 5x 1 + 0. 25x 2≤8 ( 机器能力) ,

0. 2x 1 + 0. 2x 2≤4 ( 装配能力) ,

x 1 + 5x 2≤72 (原材料) .

这里, x 1 , x 2 分别为甲产品和乙产品在一个生产周期内要生产的单位数.

这是有两个目标的决策问题. 令 f 1 ( x) 为利润, f 2′( x) 为污染, 并令 f 2 ( x) = - f 2′( x ) , 则

该问题的数学模型为

max F ( x) = ( f 1 ( x) , f 2 ( x) ) T

x ∈ X
1

.

其中 f 1 ( x ) = x 1 + 3x 2 , f 2 ( x ) = - 1. 5x 1 - x 2 , 且
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X 1 =

0. 5x 1 + 0. 25x 2 ≤ 8

0. 2x 1 + 0. 2x2 ≤ 4

x 1 + 5x 2 ≤ 72

x 1 ≥ 0

x 2 ≥ 0      .

  首先分别求解如下两个线性规划问题

maxf 1 ( x) = x 1 + 3x 2

x ∈ X
1

和

maxf 2 ( x) = - 1. 5x 1 - x 2

x ∈ X 1       .

得理想解

x
1*

= ( 7, 13) ,  f 1
*

= 46 ,

x
2* = ( 0, 0) ,  f 2

* = 0.

由此构造支付表(见表 10.6) .

  表 10.6

x f 1 �f 2 �

( 7 �, 13) 46 �- 23 �. 5

( 0 �, 0) 0 �0 �

  按照 ( 10. 9) 式计算得 α1 = 0. 316, α2 = 0. 555. 然后按照 ( 10. 8) 式计算得 π1 = 0. 363,

π2 = 0. 637.

解下列线性规划问题:

minλ

0. 363( 46 - x 1 - 3x 2 ) ≤ λ

0. 637( 0 + 3x 1 + 2x 2 ) ≤ λ

x ∈ X 1

λ≥ 0  .

  由此求得

x 1 = 0,  x 2 = 7. 064,

f 1 = 21. 192,  f 2 = - 7. 064.

  分析者把计算结果交给决策者, 决策者将目标值( 21. 192, - 7. 064) 与理想值( 46, 0) 比

较, 如果认为 f 2 是满意的, 但利润太低, 并认为污染可接受到 10 个单位. 于是, 约束集修

改成  

X 2 =

X 1

- 1. 5x 1 - x 2 ≥- 10

x 1 + 3x 2 ≥ 21. 192  .
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于是进行下一轮迭代. 首先设 π2 = 0, 并计算得 π1 = 1. 将( 10. 7)式修改为

minλ

46 - x 1 - 3x2 ≤ λ

x ∈ X 2   .

由此求得

x1 = 0,  x 2 = 10,

f 1 = 30,  f 2 = - 10.

  决策者把这一结果与前一轮的解及理想值作比较, 认为两个目标值都比较满意, 则迭代

可以终止.

10. 5 层次分析法

10. 5. 1 层次分析法的基本原理

  层次分析法, 又称 AH P ( Analyt ic Hirrarchy Process ) 方法, 是美国运筹学家萨蒂( T .

Saaty) 提出的一种多目标、多准则的决策分析方法. 该方法被广泛应用于工程、经济、军事、

政治、外交等领域, 解决了诸如系统评价、资源分配、价格预测、项目选择等许多重要问题, 是

一种定量分析与定性分析相结合的有效方法. 用层次分析法作决策分析, 首先要把问题层次

化. 根据问题的性质和要达到的总目标, 将问题分解为不同的组成因素, 并按照因素间的相

互影响以及隶属关系将因素按不同层次聚集组合, 形成一个多层次的分析结构模型. 最终把

系统分析归结为最低层(如决策方案) 相对于最高层(总目标) 的相对重要性权值的确定或相

对优劣次序的排序问题, 从而为决策方案的选择提供依据.

层次分析法大体分六个步骤, 即①明确问题; ②建立层次结构模型; ③构造判断矩阵;

④层次单排序及其一致性检验; ⑤层次总排序; ⑥层次总排序的一致性检验. 对上述步骤分

析说明如下:

第一步: 明确问题

为了运用 A HP 进行系统分析, 首先要对问题有明确的认识, 弄清问题范围、所包含的

因素及其相互关系、解决问题的目的、是否具有 A HP 所描述的特征.

第二步: 建立层次结构

将问题中所包含的因素划分为不同层次. 例如, 对于决策问题, 通常可以划分为下面几

个层次:

最高层: 表示解决问题的目的, 称为目标层.

中间层: 表示采取某种措施或政策实现预定目标所涉及的中间环节, 一般又分为策略

层、准则层等.

最低层: 表示解决问题的措施或方案, 称为措施层或方案层.

描述层次递阶结构和各因素从属关系的层次结构图, 如图 10. 2 所示.

第三步: 构造判断矩阵

针对上一层次某元素, 对每一层次各个元素的相对重要性进行两两比较, 并给出判断.

这些判断用数值表示出来, 写成矩阵形式, 即所谓的判断矩阵.
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图 10. 2 层次结构图

假定 A 层次中元素 Ak 与下一层次元素 B 1 , B2 , ⋯, Bn 有联系, 则构造的判断矩阵为以

下形式:

Ak B1 �B2 �⋯ Bn

B1 W

B2

┆

Bn

b11 �

b21

┆

bn1

b12 �

b22

┆

bn2

⋯

⋯

⋯

b1 �n

b2n

┆

bnn

其中 bij表示对于 Ak 而言, Bi 对 B j 的相对重要性. 通常 bij取 1, 2, ⋯, 9 及它们的倒数, 其含

义为  

 1 表示 B i 与 B j 相比, 两者重要性相同;

 3 表示 B i 比 B j 稍重要;

 5 表示 B i 比 B j 重要;

 7 表示 B i 比 B j 强烈重要;

 9 表示 B i 比 B j 极端重要.

它们之间的数 2, 4, 6, 8 及各数的倒数有相应的类似意义. 显然, 对判断矩阵有

bii = 1,  bij = 1/ bj i  ( i, j = 1, 2, ⋯, n) .

因此, 对于 n 阶判断矩阵, 我们仅需对 n( n- 1) / 2 个元素给出数值.

第四步: 层次单排序及其一致性检验

所谓进行层次单排序, 即把同一层次相应元素对于上一层次某元素相对重要性的排序

权值求出来. 其方法是计算判断矩阵 A 的满足等式 AW= λm ax W 的最大特征根 λm ax 和对应的

特征向量 W, 这个特征向量即是单排序权值.

可以证明, 对于 n 阶判断矩阵, 其最大特征根 λma x 为单根, 且 λm a x≥n. λm ax 所对应的特征

向量均由正数组成. 特别地, 当判断矩阵具有完全一致性时, 有 λm ax = n, 这里, 所谓完全一致

性是指对于判断矩阵来说, 存在

bij = bik / bj k ( i, j , k= 1, 2, ⋯, n) .

为检验判断矩阵的一致性, 需要计算一致性指标

CI =
λma x - n
n- 1

 .
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此外, 还需要判断矩阵的平均随机一致性指标 RI . 对于 1 至 9 阶矩阵, RI 的值见表 10.7

所示.   

  表 10.7

阶数 1 �2 �3 A4 �5 �6 '7 �8 k9 �

RI 0 �. 00 0 Z. 00 0 �. 58 0 �. 90 1 @. 12 1 �. 24 1 �. 32 1 &. 41 1 �. 45

  在这里, 对于 1, 2 阶判断矩阵, RI 只是形式上的, 因为 1, 2 阶判断矩阵总具有完全一致

性. 当阶数大于 2 时, 判断矩阵的一致性指标 CI 与同阶平均随机一致性指标 RI 之比称为

随机一致性比率, 记为 CR, 当 CR= CI / RI < 0. 10 时, 即认为判断矩阵具有满意的一致性,

否则就需要调整判断矩阵, 使其具有满意的一致性.

第五步: 层次总排序

计算同一层次所有元素对于最高层相对重要性的排序权值, 称为层次总排序. 这一过程

是最高层次到最低层次逐层进行的. 若上一层次 A 包含 m 个元素 A1 , A 2 , ⋯, Am , 其层次总

排序权值分别为 a 1 , a 2 , ⋯, am , 下一层次 B 包含 n 个元素 B1 , B2 , ⋯, Bn , 它们对于元素 A j 的

层次单排序权值分别为 b1j , b2j , ⋯, bnj (当 B k 与 A j 无关系时, bkj = 0) , 此时 B 层次总排序权

值由表 10. 8 给出.

表 10. 8 总 排 序 表

层

次

A 1 �A2 o⋯ Am

a1 �a 2 d⋯ am

B 层次总排序

权 重

B1 �

B2

┆

Bn

b11 �

b21

┆

bn1

b12 n

b22

┆

bn2

⋯

⋯

⋯

b1 cm

b2m

┆

bnm

w 1 �

w 2

┆

wn

  注: w i = ∑
m

j = 1

a j bij ,  i= 1, 2, ⋯ , n .

第六步: 层次总排序的一致性检验

这一步骤也是从高到低逐层进行的. 如果 B 层次某些元素对于 A j 单排序的一致性指

标为 CI j , 相应的平均随机一致性指标为 RI j , 则 B 层次总排序随机一致性比率为

CR =
∑

m

j = 1

a j CI j

∑
m

j = 1

a j RI j

 .

  类似地, 当 CR< 0. 10 时, 认为层次总排序结果具有满意的一致性, 否则需要重新调整

判断矩阵的元素取值.

10. 5. 2 层次分析法的计算问题

层次分析法计算的根本问题是如何计算判断矩阵的最大特征根及其对应的特征向量.

一般来说, 计算判断矩阵最大特征根及其对应特征向量, 并不需要追求较高的精确度.
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这是因为判断矩阵本身有相当的误差范围. 应用层次分析法给出的层次中各种元素优先排

序权值从本质上来说是表达某种定性的概念. 因此, 从实用性来看, 往往希望使用较为简单

的近似算法. 下面介绍一种称之为方根法的近似算法.

方根法的步骤如下:

① 计算判断矩阵 B 每一行元素的乘积 M i

Mi = ∏
n

j = 1

bij ,  i= 1, 2, ⋯, n.

  ② 计算 M i 的 n 次方根 Vi

Vi =
n

Mi .

  ③ 对向量 V= ( V1 , V2 , ⋯, Vn )
T
规一化, 即

Wi =
Vi

∑
n

j = 1

Vj

.

则 W= ( W 1 , W2 , ⋯, Wn )
T
即为所求的特征向量.

④ 计算判断矩阵的最大特征根 λma x :

λm ax = ∑
n

i= 1

( BW) i

nWi
.

式中( BW) i 表示向量 BW 的第 i个分量.

例 5 用方根法求判断矩阵 B( 见表 10.9)的最大特征根 λm ax 及其对应的特征向量 W:

  表 10.9

b1 �b2 �b3 �

b1 y

b2

b3

1 �

5

3

1 Y/ 5

1

1/ 3

1 X/ 3

3

1

  解 ( 1) 计算矩阵每一行元素的乘积 Mi:

M 1 = 0. 067,  M 2 = 15,  M3 = 1.

    ( 2) 计算 Mi 的 3 次方根 Vi:

V1 = 0. 403,  V2 = 2. 446,  V3 = 1.

    ( 3) 对向量 V= ( V1 , V2 , V3 ) T 规一化:

W1 = 0. 105,  W2 = 0. 637,  W 3 = 0. 258.

则所求特征向量 W= ( 0. 105, 0. 637, 0. 258)
T
.

  ( 4) 计算最大特征根 λm a x :

λma x = ∑
3

i= 1

( BW) i

nWi
=

0. 318
3× 0. 105

+
1. 936

3× 0. 637
+

0. 785
3× 0. 258

= 3. 037

  例 6 某厂准备购买一台计算机, 希望功能强, 价格低, 维护容易. 现有 A, B, C 三种机

型可供选择. 其中 A 的性能较好, 价格一般, 维护需要一般水平; B 的性能最好, 价格较贵,

维护也只需一般水平; C 的性能差, 但价格便宜, 容易维护. 首先构成分析层次, 如图 10. 3.
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图 10. 3 层次结构图

  对于三个准则( S 1 , S 2 , S 3 ) 关于目标 G 的优先顺序, 根据讨论, 该厂在计算机应用上首先

要求功能强, 其次要求易维护, 再次才是价格低. 其判断矩阵如表 10.10 所示.

  表 10.10

G S 1 �S 2 �S 3 �

S 1 �

S 2

S 3

1 �

1/ 5

1/ 3

5 �

1

3

3 �

1/ 3

1

  用方根法计算这三个准则关于目标的排序权值如下:

M 1 = 15,  M 2 = 0. 0667,  M 3 = 1.

  V1 =
3

15= 2. 466,  V2 =
3

0. 0667= 0. 405,  V3 =
3

1 = 1.

  W 1 =
2. 466

2. 466+ 0. 405+ 1
=

2. 466
3. 871

= 0. 637,  W2 =
0. 405
3. 871

= 0. 105,  W3 =
1

3. 871
= 0. 258.

一致性检验结果为

λma x = 3. 0385,  CI = 0. 0192,  CR = 0. 0192/ 0. 58 = 0. 0332 < 0. 10.

  同样, 三个方案对于各个准则的判断矩阵以及运算所得的结果分别见表 10.11, 表

10.12, 表 10.13, 表 10.14. 对准则 S 1 ( 功能强)来说:

  表 10.11

S 1 �A B C W

A

B

C

1 �

4

1/ 2

1 �/ 4

1

1/ 8

2 �

8

1

0 �. 1818

0. 7272

0. 0910

  λmax = 3. 0, CI = 0. 0, CR= 0. 0< 0. 10.

对准则 S 2 (价格低) 来说:

  表 10.12

S 2 �A B C W

A

B

C

1 �

1/ 4

3

4 �

1

8

1 �/ 3

1/ 8

1

0 �. 2559

0. 0733

0. 6708

  λmax = 3. 0183,  CI = 0. 0091,  CR= 0. 0157< 0. 10.
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对准则 S 3 (易维护) 来说:

  表 10.13

S 3 �A B C W

A

B

C

1 �

1

3

1 �

1

5

1 �/ 3

1/ 5

1

0 �. 1851

0. 1562

0. 6587

  λmax = 3. 0290,  CI = 0. 0145,  CR= 0. 0250< 0. 10.

层次总排序的结果:

表 10.14

S1 �S 2 �S 3 P

0 �. 637 0 C. 105 0 �. 258

总 排 序

权 值

A

B

C

0 �. 1818

0. 7272

0. 0910

0 ,. 2559

0. 0733

0. 6708

0 �. 1851

0. 1562

0. 6587

0 }. 1904

0. 5112

0. 2984

    CR= 0. 0081< 0. 10.

从以上结果可知, B 型计算机从综合评价来看是最满意的备选机型.

10. 5. 3 层次分析法的逆序问题

对于给定的决策问题, 若其目标为 G, 准则集为 C, 方案集为 P , 则由层次分析法得到的

最终结果是方案 P 的各备选方案相对于目标 G 的优先顺序权重以及判断一致性检验. 由于

最终结果是关于方案集 P 的结果, 因而当方案集 P 发生变化时, 其层次分析的最终结果也

会发生变化并成为变化后的决策问题的最终结果. 为研究逆序问题, 下面考察一个例子.

设一决策问题 D : 目标 G 为选择最满意的方案; 准则为 cj , j = 1, 2, 3; 备选方案为 p i, i=

1, 2, 3. 已知各准则 cj ( j = 1, 2, 3) 对于目标 G 的权值 w
1
j 分别为 w

1
1 = 0. 6, w

1
2 = 0. 3, w

1
3 = 0. 1,

记为 W
1 = ( 0. 6, 0. 3, 0. 1) T . 各方案 p i 对于准则 cj ( j = 1, 2, 3) 的权值 w

2
ij ( i= 1, 2, 3) 由矩阵

W
2 给出:

W
2

=

0. 6 0. 1 0. 3

0. 3 0. 4 0. 6

0. 1 0. 5 0. 1

.

且各判断矩阵都具有很满意的一致性. 则各方案 p i 对于目标 G 的总排序权值 wi 可由下式

得出:

W = W
2
W

1
= ( 0. 42, 0. 36, 0. 22)

T
.

由于 w 1 = 0. 42, w 2 = 0. 36, w 3 = 0. 22, 所以方案 p 1 最满意, p 2 次之.

现有另一决策问题 D′, 它的目标及准则都与问题 D 相同, 其备选方案是 D 中的 p 1 与

p 2 , 且 W
1
及 p 1 与 p 2 对于各准则的相对重要性程度都没有改变. 这时, 由于方案 p i 对于准

则 cj ( j = 1, 2, 3)的权值为 w
′2
ij = w

2
ij / ( w

2
1j + w

2
2j ) , i= 1, 2. 所以

W
2

= ( w
2
ij ) =

0. 6667 0. 2 0. 3333

0. 3333 0. 8 0. 6667
.
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于是, 各方案 p j 对于目标 G 的总排序权值 w j′由 W′= W′
2
W

1
= ( 0. 49, 0. 51)

T
得出.

这时, 由于 w1′< w 2′, 所以方案 p 2 最满意, p 1 次之.

我们看到, 问题 D 与 D′中方案 p 1 与 p 2 的排序发生了变化, 且有( w 1 - w 2 ) ( w 1′- w2′)

< 0. 这种现象, 称之为逆序现象. 这时, 称方案 p 1 与 p 2 对于 D 和 D′有逆序. p 1 与 p 2 的逆序

现象是问题的方案个数改变后随之可能发生的一种现象. 这一现象反映了两个有联系的不

同决策问题 D 与 D′最终结果之间的显著变化.

我们的决策问题是选择最满意的方案问题, 逆序现象的出现并不表明原决策问题的最

终结果出现矛盾, 而只是两个有联系的决策问题最终结果差异程度的反映. 但当最优方案与

次优方案的最终权值相差不大时, 次优方案有被考虑采纳的可能性, 这时, 利用逆序现象对

最优方案与次优方案的权值变化作灵敏度分析是有益的.

现对上面所举的例子进行灵敏度分析. 可以看出, w
1
3 在逆序变化中处于较稳定的状态,

所以取 w
1
1 和 w

1
2 进行灵敏度分析.

设 w 2
1
= α, 则 w1

1
= 0. 9- α, w

1
3 = 0. 1. 这时

w1 = 0. 6( 0. 9- α) + 0. 1α+ 0. 3× 0. 1,

w2 = 0. 3( 0. 9- α) + 0. 4α+ 0. 6× 0. 1.

令 w 1 = w2 , 得 α0 = 0. 4. 又因为 W′= W′
2
W

1
, 故

w1′= 0. 6667( 0. 9- α) + 0. 2α+ 0. 3333× 0. 1,

w2′= 0. 3333( 0. 9- α) + 0. 8α+ 0. 6667× 0. 1.

令 w 1′= w 2′, 得 α0′= 0. 2857.

于是, &当 w2
1
≥0. 4(即 w1

1
≤0. 5)时, w 1≤w 2 且 w1′≤w 2′, p 2 最满意.

当 w2
1≤0. 2857( 即 w 1

1≥0. 6143)时, w 1 > w 2 且 w1′≥w 2′, p 1 最满意.

当 0. 2857< w2
1 < 0. 4(即 0. 5< w 1

1 < 0. 6143)时, p 1 与 p 2 有逆序.

从以上分析可以看出, 虽然有逆序出现, 但初始的 w 2
1
= 0. 3 与 α0′= 0. 2857 很接近, 而

与 α0 = 0. 4 有一定差距. 这说明只要 w 2
1 稍微变小一点( 0. 0143) , 则 p 1 可同时成为 D 与 D′

的最满意方案. 如果要使 p 2 同时成为 D 与 D′的最满意方案, 则需将 w2
1
由 0. 3 增大到 0. 4.

因而在不加入新准则的情况下, 无需考虑将方案 p 2 作为最满意的方案.   

10. 6 应 用 实 例

《2000 年中国的环境》一书对我国 2000 年的经济发展与环境状况的变化, 进行了宏观

范围的预测. 在预测研究中, 以环境战略与国家总的发展战略相协调为指导, 确定了今后国

民经济计划中环保投资的合理比重. 为确定环保投资比重, 考虑了如下几种可供选择的

方案:    

第一种方案: 控制污染和保护环境的资金和措施继续维持在目前的水平上, 即按环境保

护投资占国民收入的 0. 5% 计算.

第二种方案: 按逐步提高环境保护投资在国民收入中的比重, 1990 年达到 1% 的水平,

以后一直保持这一水平计算.

第三种方案: 按逐步提高环境保护投资在国民收入中的比重, 1990 年达到 1. 5% 的水

平, 以后一直保持这一水平计算.
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第四种方案: 1990 年环境保护投资的比重逐步提高到占国民收入的 2. 5% , 然后一

直保持这一水平. 这样, 到 2000 年, 综合污染指数将下降为 0. 78, 环境质量会有较明显

提高.    

那么, 根据我国的具体情况, 在认识水平和认识手段有限, 基础资料缺乏, 一时还难以直

接算出最优环保投资比重的情况下, 通过多方案筛选和多方案比较的方法, 从上述 4 个可行

方案中选出最优方案, 并以此作为最优环保投资比重的近似指标值. 下面采用三种方法对最

优环保投资比重进行多目标决策研究.

第一种方法:

从环境效益和经济效益两个方面进行综合研究.

( 1) 从环境效益来看, 总体模型求得的 2000 年 4 个方案的污染指数见表 10. 15.

  表 10.15

0 �. 5% 1 �% 1 �. 5% 2 �. 5%

综合污染指数

水污染指数

大气污染指数

固体废物污染指数

1 �. 87

1. 9

1. 56

2. 58

1 �. 25

1. 1

1. 46

2. 3

0 �. 94

0. 92

0. 8

1. 71

0 �. 78

0. 8

0. 57

1. 61

  0. 5% 方案的各项污染指数都最高. 到 2000 年, 无论是水、气、渣的污染情况, 还是综合

的环境质量都将比现在情况大大恶化, 这显然是不符合环境目标要求的. 此外, 0. 5% 方案的

污染损失最大, 治理效益最小. 因此, 从环境效益的角度来看, 它是不可取的. 其他 3 个方案

基本可以控制在目前的污染水平上, 或有一定的改善, 是可行的.

( 2) 从经济效益来看, 2. 5% 方案的环保费用最高, 经济效益最低(见表 10.16) .

  表 10.16

0 �. 5% 1 @% 1 n. 5% 2 �. 5%

每元环保投资提供的治理效益(元) 10 �. 4 8 o6 �. 6 4 6. 1

每元环保投资减少的污染损失(元) — 4 A. 5 4 �. 1 2 6. 8

  此外, 2. 5% 方案的工农业产值和国民收入也最低. 因此, 从经济效益的角度来看, 2. 5%

方案是不可取的.

( 3) 环境经济学认为, 评价一项环境规划所需的费用, 不能光看投资, 应该是投资加上

损失, 即社会总费用. 按照这种算法, 2000 年 4 个方案的社会总费用为表 10. 17 所示.

表 10. 17 2000 年 4 个方案的社会总费用

0 �. 5% 1 )% 1 �. 5% 2 �. 5%

环保投资(亿元)

污染损失(亿元)

总费用( 亿元)

72 Y

1 826

1 898

146 �

1 174

1 320

221 �

926

1 147

371 �

788

1 159
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  计算表明, 1. 5% 方案的社会总费用最低. 根据费用—效益分析的要求, 以效益最大或费

用最小作为自己的优化目标, 则 4 个方案中, 以 1. 5% 方案为最佳.

从环境效益和经济效益两方面综合权衡, 0. 5% 和 2. 5% 方案都是不可取的, 而 1% 和

1. 5% 方案是可行的. 那么, 这两个方案中哪个更好呢?从经济指标来看, 两者的差别较小, 国

民收入只差 2‰, 工农业产值只差 0. 27% , 人均消费基金只差 0. 18% . 但从环境指标来看,

两者的差异却是明显的, 1. 5% 方案明显优于 1% 方案. 例如: 水指数低 0. 18, 气指数低0. 66,

渣指数低 0. 59, 污染损失 21% . 因此, 从环保和经济两个目标综合考虑, 1. 5% 方案是 4 个方

案中较优的方案.

第二种方法:

采用以下数学公式进行计算:

( 1) 列表 10.18:

  表 10.18

指标 1 �⋯ 指标 n

方案 1 �

┆

方案 m

f 11 �

┆

f m1

⋯

⋯

f 1 �n

┆

f mn

  列出各个方案中需比较的各个指数.

( 2) 对 f ij 进行无量纲标准化:

对指标 j 求

max
1 ≤i≤m

f ij = f *
j  与  min

1≤ i≤m
f ij = f * *

j .

  ( 3) 计算 Y矩阵:

yij =
99× ( f ij - f * *

j )
f *

j - f * *
j

+ 1 ( i= 1, ⋯, m) .

  ( 4) 确定权数 P :

对第 j 个指数, 有权数 p j , ∑p j = 1.

( 5) 计算各方案评价值 Z

z i = ∑
j

p j yij .

  按照上述公式, 列出 f ij 如表 10. 19, 其中 f ij 为第 i个方案第 j 个指标的 1980, 1985,

1990, 1995 和 2000 年值之和, 表示从 1980 年到 2000 年这一指标之和. 由于需要求出最大

评价值的方案, 因此, 将越小越好的指标 (如污染损失) 变换为其倒数, 为了方便计算, 第 1, 3

个指标分别乘以 10 000 和 1 000, 得到括号中的数值. 方案中 2% 方案系 1. 5% 和 2. 5% 方案

的线性插值. Z 值最大者为最优方案.

表 10. 19 单位: 亿元

指标
方案  污染损失 治理效益 环保投资 国民收入 工农业总产值

0 D. 5% 4 �855. 0

( 2. 0597)

2 p422. 0 212 �. 7

( 4. 7015)

42 n534 80 V484
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续表

指标
方案  污染损失 治理效益 环保投资 国民收入 工农业总产值

1 r% 3 �863. 1

( 2. 5886)

2 p422. 0 394 �. 1

( 2. 5374)

42 n555 80 V351

 

1 D. 5%
3 �283. 0

( 3. 0432)

3 p016. 6 575 �. 3

( 1. 7382)

42 n559 80 V221

 

2 D. 0% 3 �147. 4

( 3. 1772)

3 p113. 3 755 �. 2

( 1. 3242)

42 n500 80 V054

 

2 D. 5% 3 �008. 7

( 3. 3237)

3 p210. 0 935 �. 0

( 1. 0695)

42 n441 79 V887

 

  比较困难而又十分重要的问题是确定权数. 每个因素权数的大小取决于它在系统中的

地位和作用. 为了从多方面进行评价, 我们确定了 4 组权数方案.

表 10. 20 权数方案表

权数方案 污染损失 治理效益 环保投资 国民收入 工农业总产值

1 C

2

3

4

0 -. 1667

0. 15

0. 2

0. 1

0 �. 1667

0. 15

0. 2

0. 2

0 �. 1667

0. 15

0. 2

0. 1

0 �. 25

0. 35

0. 2

0. 3

0 �. 25

0. 2

0. 2

0. 3

  这 5 个权系数分别对应于表 10.20 五个因素, 权数方案 3 给经济因素( 国民收入、工农

业总产值) 以 0. 4 的权数, 方案 4 给它 0. 6 的权数, 其余两方案分别是 0. 5 和 0. 55, 这反应了

对经济因素在环境经济系统中重要性的不同认识, 强调经济因素的同时, 意味着环境因素的

相对重要性差一些, 计算结果如表 10.21 所示.

表 10. 21 各种权数计算结果

权 数

方 案

Z

( 0 �. 5% ) ( 1 �% ) ( 1 p. 5% ) ( 2 �% ) ( 2 �. 5% )

1 r

2

3

4

61 �. 8

63. 5

56. 2

64. 0

66 �. 9

70. 3

62. 8

70. 6

70 �. 5

74. 5

68. 9

73. 5

51 �. 7

52. 1

54. 1

51. 8

34 e. 0

30. 7

40. 6

30. 7

  以上 4 种权数方案均表明, 1. 5% 方案是较优方案.

第三种方法:

计算污染损失与环保投资相对于国民收入比重为最小的方案:

即 Z=
P + I

N
→min .

其中 P 为污染损失, N 为国民收入, I 为环保投资.

这种计算方法考虑了使经济尽快发展, 同时使污染为最小两个目标, 是一种简便的多目

标计算方法.
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仍采用上一种方法的 f ij数值. 经过计算, 结果如表 10.22 所示.

表 10. 22 污染损失和环保投资占国民收入比重

方案
Z 值  0 �. 5% 1 �% 1 p. 5% 2 �% 2 �. 5%

Z 11 �. 91 10 �. 00 9 �. 07 9 p. 18 9 7. 29

  因此, 同样也是 1. 5% 方案为诸方案中较优方案.

以上三种方法得出了相同的结论, 即 1. 5% 方案是较优方案. 我们认为, 这一计算具有

模糊性和近似性. 因此, 实际生活中最优环保投资比重应以 1. 5% 为中心, 在一个较小的范

围内波动, 或者说最优环保投资比重应是一个趋势带或区间, 而不是一个点.

习  题

10.1 某厂新建一间厂房 , 有 3 个方案供选择 . 这 3 个方案的资料如表 10.23 所示 . 假定 5 个目标的权

系数分别为 0. 2, 0. 1, 0. 3, 0. 2, 0. 2, 试用线性加权和法选择最满意的方案 .

  表 10.23

目标 单位 方案Ⅰ 方案Ⅱ 方案Ⅲ

1 �. 投资总额

2. 建成年限

3. 年产值

4. 产值利润率

5. 环境污染

万元

年

万元

%

145 �. 8

5

260

12

中等

119 �. 3

4

196

15

最轻

113 �. 5

3

220

13

轻

  10.2 某机械厂为解决大型铸件淬火问题 , 提出如下 4 个可能的技术改造方案: 安装双梁行车 ( A1 ) ;

制做固定行车( A 2) ; 改造平板车为翻车( A3 ) ; 改造龙门吊车( A4 ) . 评价方案优劣有五种指标: 投资额; 可靠

性; 质量; 操作是否方便; 耗工多少 . 各种方案的经济、技术指标的情况以及各指标的权数如表 10.24 所示 .

  表 10.24

指标
方案  投资 可靠性 质量 操作 耗工

A1 �7 ,. 1 好 好 方便 1 Z500

A2 �4 �. 05 较好 较好 较方便 310 �

A3 �2 ,. 8 差 差 很不方便 325 �

A4 �0 ,. 7 较差 较好 稍麻烦 100 �

权数 0 ,. 3 0 �. 2 0 �. 3 0 �. 15 0 e. 05

  试问应取哪一个方案最为合理?

10.3 某工厂为推出一种新产品 , 拟定投资 200 万元、50 万元、20 万元 3 个投资方案 . 在分析投资风险

的基础上 , 分别计算了这 3 个方案的期望净现值 U、单位投资期望净现值 K 、投资失败率 P 、风险损失值 F

和风险盈利值 R 如表 10.25. 试评价这 3 个方案的优劣 .
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  表 10.25

指标
方案  U K P F R

方案 1 �

方案 2

方案 3

57 ,. 99

132. 11

192. 46

0 �. 29

2. 64

9. 62

0 �. 4052

0. 0089

0. 0418

81 �. 04

0. 445

0. 836

34 |. 49

130. 93

184. 42

  10.4 在购买飞机的决策问题中 , 方案 A 1, A 2, A3 , A4 的 5 个目标属性的相应值如表 10.26 所示 .

  表 10.26

属性
方案  X 1 rX 2 ZX 3 BX 4 *X 5 �

A1 �

A2

A3

A4

352 �

404

316

435

1 �400

2 500

2 200

1 900

30 A

24

26

30

8 �. 5

7. 8

8. 0

8. 0

高

很高

一般

高

  假设该问题的目标属性的重要性排序为

X 3 > X 5 > X 1 > X 2 > X 4 .

试确定购买飞机的最优方案 .

10. 5 某工厂生产 A, B 两种型号的摩托车 . A 型车每辆利润为 100 元 , B 型车每辆 80 元 . 设 A 型车每

辆生产的平均时间为 3 小时 , B 型车为 2 小时 . 工厂每周生产 120 小时 , 但尚可加班 48 小时 . 在加班时间内

生产 A 型车的利润为 90 元 , B 型车的利润为 70 元 . 设市场每周需要 A, B 两型车各 30 辆以上 . 试用步骤法

求解 , 在尽量满足市场的前提下 , 如何安排生产 , 才可能使得一方面利润最大 , 另一方面加班时间最少?

10. 6 已知多目标规划问题如下:

maxZ 1( x ) = 100x 1+ 90x2 + 80x 3+ 70x4 ,

minZ2 ( x ) = 3x 1+ 2x 4,

x 1 + x 2≥30

x 3 + x 4≥30

3x1 + 2x 3≤120

3x2 + 2x 4≤48

x i≥0,  i= 1, 2, 3, 4 .

试用步骤法进行分析决策 .

10. 7 某部门为评价管理信息系统 , 拟订了 3 个评价准则: 信息处理、管理控制、辅助决策. 对于选择

满意的管理信息系统而言, 这 3 个准则的判断矩阵如表 10.27 所示 . 试计算该判断矩阵的单排序权值 , 并

作出一致性检验 .

  表 10.27

满意的管理信息系统 信息处理 管理控制 辅助决策

信息处理

管理控制

辅助决策

1 �

4

2

1 �/ 4

1

1/ 3

1 7/ 2

3

1

·752·



  10.8 某工厂在超额完成任务后 , 有一笔留成利润要由领导决定如何使用 , 以促进生产 . 可供选择的

方案有: 作为奖金发给职工( P 1 ) ; 扩建托儿所( P 2 ) ; 开办职工学校( P 3) ; 建立俱乐部( P 4 ) ; 引进新型设备进

行技术改造( P 5) . 衡量这些方案措施可以从下列三方面着眼: 是否调动了职工的生产积极性( C1) , 是否提

高了职工的文化技术水平( C2 ) , 是否改善了职工的物质文化生活状况( C3 ) . 已知各判断矩阵如表 10.28～

10.31 所示 , 其中 A 为目标层(合理使用企业留成利润) , C 为准则层( C1, C2 , C3) , P 为方案层 ( P 1 , P 2, P 3,

P 4, P 5) . 试用层次分析法对这 5 种方案进行评价 .

表 10.28 判断矩阵 A- C

A C1 �C2 �C3 v

C1 �

C2

C3

1 q

5

3

1 �/ 5

1

1/ 3

1 7/ 3

3

1

表 10.29 判断矩阵 C1 - P

C1 �P 1 WP 2 �P 3 �P 4 �P 5 a

P 1 �

P 2

P 3

P 4

P 5

1 B

1/ 3

1/ 5

1/ 4

1/ 7

3 �

1

1/ 3

1/ 2

1/ 5

5 �

3

1

2

1/ 3

4 m

2

1/ 2

1

1/ 3

7 L

5

3

3

1

表 10.30 判断矩阵 C2 - P

C2 �P 2 �P 3 mP 4 �P 5 b

P 2 �

P 3

P 4

P 5

1 �

7

3

5

1 +/ 7

1

1/ 5

1/ 3

1 �/ 3

5

1

3

1 �/ 5

3

1/ 3

1

表 10.31 判断矩阵 C3 - P

C3 �P 1 �P 2 mP 3 �P 4 b

P 1 �

P 2

P 3

P 4

1 �

1

1/ 3

1/ 3

1 Y

1

1/ 3

1/ 3

3 �

3

1

1

3 M

3

1

1
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附   录

在编写本教材时, 我们在 U CDOS 环境下, 用 Turbo C 2. 0 编写了本书中的部分模型的

集成软件, 其中包括线性规划模型、一般整数规划、0-1 整数规划、指派问题、运输问题、存储

论、排对论和对策论等模型. 限于篇幅, 我们给出其中线性规划和运输问题模型参考程序. 程

序实现时未充分考虑程序的优化, 只是侧重其功能的实现; 它们的输入模块都是接收模型数

据到磁盘文件, 求解模块先读数据文件、迭代求解并写结果到磁盘文件; 这些模块都可单独

编译执行. 请您在阅读时注意.

此外, 考虑到要方便使用者, 我们准备在视窗环境下开发相应的系统, 在此诚恳邀请您

参加开发.

附录 1 线性规划参考程序

( 1) 数据输入模块

/ * lpinput . c* /

# include "s tdio. h"

# define vnum 60

# define st rnum 20

 FILE * in, * out;

m ain( )

{

 int i, j;

 float x, y;

 if ( ( in = fopen( "lpinput . dat ", "rb+ ") ) ! = NU LL )

  {printf( "有数据文件 lpinput . dat ! \ n" ) ; }

 in= fopen ( "lpinput . dat " , "wb+ ") ;

 print f( "请输入约束变量数 m 和约束方程总数 n\ n") ;

 scanf( "% f% f", &x, &y) ;

 fwrite( &x, 4, 1, in) ; fwrite( &y, 4, 1, in) ;

 m = ( int ) x; n= ( int ) y;

 print f( "请输入< = 约束方程数, > = 约束方程数 , = 约束方程数\ n") ;

 for ( i= 1; i< = 3; i+ + )

   {scanf( "% f", &x) ;

   fwrite( &x, 4, 1, in ) ; }

 print f( "请输入函数类型 ( 0- - MAX; 1- - MIN) : ") ;

 scanf( "% f" , &x) ;

 if ( x! = 1) x= 0;

 fwrite( &x, 4, 1, in) ;

 print f( "\ n" ) ;
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 print f( "请输入价值系数( C[ j] ) : \ n") ;

 for ( i= 1; i< = m ; i+ + )

   {scanf( "% f", &x) ;

   fwrite( &x, 4, 1, in ) ; }

 print f( "请按行输入 A 矩阵元素 a[ i] [ j] , 约束类型( 0: < = , 1: > = , 2: = ) 和 B 矩阵元素 b[ i] : \ n" ) ;

 for ( i= 1; i< = n; i+ + )

   {

   for ( j= 1; j< = m+ 2; j+ + )

    {scanf( " % f", &x) ;

     fwrit e( &x, 4, 1, in) ; }

   }

   fclose( in) ;

  }

  ( 2) 求解模块

/ * lpsolve. c * /

# include "s tdio. h"

# include "dos . h"

# define vnum 60

# define st rnum 20

 FILE * in, * out;

 int co, m, n, ii, jj, kk, ll, k, d[ s trnum] , st ;

/ * ll 迭代次数 * /

/ * d[ ]存放基变量的下标* /

 int m axminflag; / * maxminflag 存放函数类型 1: MIN; 0: MAX* /

 int f1flag; / * f1flag 存放无可行解标记 1: 是; 0: 否* /

 int wjflag; / * wjflag 存放无界解标记 1: 是; 0: 否* /

 int zjflag; / * zjflag 存放是否显示迭代结果记 1: 是; 0: 否* /

 float JI[ vnum] , c[ vnum] , c1[ vnum] , cb[ s trnum] ;

 float b[ st rnum ] , b1[ st rnum] , b2[ s trnum] , a[ s trnum] [ vnum] , al[ st rnum ] [ s trnum ] , l[ s trnum] ;

/ * a[ ] [ ]存放系数矩阵* /

/ * al[ ] [ ]存放基阵的逆阵* /

/ * c[ ]存放变量的价值系数* /

/ * c1[ ] 存放第一阶段变量的价值系数* /

/ * cb[ ]存放基变量的价值系数* /

/ * l[ ] 存放人工变量的下标* /

m ain( )

{

 int i, j, flag;

 float x, y;

 void oacurs ( ) ;

 oacurs ( 0, 0, 0, 0, 0) ;

 if ( ( in = fopen( "lpinput . dat ", "rb+ ") ) = = NU LL )

  {print f( "无数据文件 lpinput . dat ! \ n") ;
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   ret ur n;

  }

in= fopen( "lpinput . dat" , "rb+ " ) ;

fread( &x, 4, 1, in) ; m = ( int ) x; / * m 为约束变量个数* /

fread( &x, 4, 1, in) ; n = ( int ) x; / * n 为约束方程总数* /

fread( &x, 4, 1, in) ; ii= ( int) x; / * ii 为 < = 约束方程数* /

fread( &x, 4, 1, in) ; jj= ( int ) x; / * jj 为 > = 约束方程数* /

fread( &x, 4, 1, in) ; kk = ( int ) x; / * kk 为 = 约束方程数* /

co= m ; / * co 变量总数(包括松弛变量 , 剩余变量和人工变量数) * /

s t = 0; / * st 人工变量数 * /

fread( &x, 4, 1, in) ; maxminflag= ( int ) x;

for ( i= 1; i< = m; i+ + )

 fread( &c[ i] , 4, 1, in) ;

/ * if ( m axminflag> 0)

  for( i= 1; i< = m; i+ + )

   c[ i] = - c[ i] ; * /

flag= setaij( ) ;

if ( flag)

  {print f( " \ nA( i, j) 矩阵有错误! ! \ n") ;

   fclose( in) ;

   exit ( 0) ;

  }

for ( i= 1; i< = n; i+ + )

  for( j= 1; j< = n; j+ + )

   {if( i= = j) al[ i] [ j] = 1;

  else al[ i] [ j] = 0; }

danxunxin( ) ;

}

int setaij( ) / * 给 a( i, j) 赋值并化为标准型* /

 {

  int i, j, s , rgv, flag; / * rgv : 人工变量下标* /

  float x ;

  flag= 0;

  rgv= m + n- kk;

  for ( i= 1; i< = vnum; i+ + )

    c1[ i] = 0;

  for ( i= 1; i< = n; i+ + )

   {for ( j= 1; j< = m ; j+ + )

     fread( &a[ i] [ j] , 4, 1, in) ;

     fread( &x, 4, 1, in) ;

     s= ( int ) x;
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     swit ch ( ( int ) s )

     {

       case 0:  / * 为 < = 约束的处理* /

          for ( k= m+ 1; k< = 3* m; k+ + )

          a[ i] [ k] = 0;

          co= co+ 1;

        a[ i] [ co] = 1; c[ co] = 0; d[ i] = co;

        break;

      case 1: / * 为 > = 约束的处理* /

         for( k= m + 1; k< = 3* m; k+ + )

        a[ i] [ k ] = 0;

       co= co+ 1; a [ i] [ co] = - 1; c[ co] = 0; c1[ co] = 0;

       rgv= rgv+ 1; st = st + 1;

       a[ i] [ rgv] = 1; c[ rgv] = - ma; c1[ rgv] = 1;

       d[ i] = rgv; l [ st ] = rgv;

       break;

      case 2: / * 为 = 约束的处理* /

         for ( k= m+ 1; k< = 3* m; k+ + )

        a[ i] [ k] = 0;

      rgv= rgv+ 1; st = st + 1;

      a[ i] [ rgv] = 1; c[ rgv] = - ma; c1[ r gv] = 1; d[ i] = r gv; l[ s t ] = rgv;

      break ;

      default : {flag= 1; }

   }

   fread( &b[ i] , 4, 1, in) ;

   b2[ i] = b[ i] ;

 }

 co= co+ s t;

 if ( ( ii+ jj+ kk! = n ) ©¦©¦r gv! = ( m+ n+ jj) )

   flag= 1;

 return( flag) ;

}

r esult ( ) / * 输出结果* /

 {int i, j, zbf;

  float y;

  out = fopen( "lpout . dat" , "w+ ") ;

  print f( "\ n 最优解和目标函数最优值为: \ n") ;

  fprintf( out , "  最优解和目标函数最优值为: \ n" ) ;

  y= 0;

  for ( i= 1; i< = m; i+ + )

  {zbf= 0;

  for ( j= 1; j< = n; j+ + )
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     if ( i= = d[ j] ) {zbf= 1; break; }

   if ( zbf)

     {y= y+ b[ j] * cb[ j] ;

      printf( "   x% d= % - 6. 3f\ n" , i, b[ j] ) ;

      fprint f( out , "  x% d= % - 6. 3f\ n", i, b[ j] ) ;

     }

   else

     { pr intf( "   x% d= 0\ n" , i) ;

      fprint f( out , "  x% d= 0\ n", i) ;

     }

   }

  if ( maxm inflag)

  {printf( "   MIN Z= % - 6. 3f\ n ", y) ;

  fprintf( out , "  MIN Z= % - 6. 3f\ n" , y) ; }

  else

   {printf( "   MAX Z= % - 6. 3f\ n" , y) ;

  fprintf( out , "   MAX Z= % - 6. 3f\ n" , y) ; }

  fclose( out ) ;

 }

setcb( ) / * 设置初始化基阵 CB* /

 {int i, j;

 for ( i= 1; i< = n; i+ + )

   {j= d[ i] ; cb[ i] = c[ j] ; }

 }

setcb1( ) / * 设置第一阶段初始化基阵 CB1* /

 {int i, j;

 for ( i= 1; i< = n; i+ + )

   {j= d[ i] ; cb[ i] = c1[ j] ; }

 }

setcb2( ) / * 设置第二阶段初始化基阵 CB2* /

 {int i, j;

 for ( i= 1; i< = n; i+ + )

   {j= d[ i] ; cb[ i] = c[ j] ; }

 }

t higma1( ) / * 求检验数* /

 {int i, j; float x;

  for( i= 1; i< = co; i+ + )

   {x= 0;

   for( j= 1; j< = n; j+ + )
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   x= x+ a[ j] [ i] * cb[ j] ;

   x= c1[ i] - x;

   JI[ i] = x;

   }

 }

t higma2( ) / * 求检验数* /

 {

 int i, j; float x ;

  for( i= 1; i< = co- s t ; i+ + )

   {x= 0;

   for( j= 1; j< = n; j+ + )

   x= x+ a[ j] [ i] * cb[ j] ;

   x= c[ i] - x;

   JI[ i] = x;

   }

 }

int p11( ) / *  * /

 {int i, j, b;

 b= 0;

 for( j= 1; j< = n; j+ + )

  if ( a[ j] [ k ] > 0) {b= 1; br eak; }

 if ( b) change1( ) ;

}

p12( )

 {int i, j, s; float y;

  y= 0;

  for( i= 1; i< = n; i+ + )

   {y= y+ b[ i] * cb [ i] ; }

  s= 0;

  for( i= 1; i< = n; i+ + )

  for( j= 1; j< = n; j+ + )

     if( d[ i] = = l[ j] ) s= 1;

  if ( ( y> 0) ©¦©¦( s= = 1) )

  {printf( "   无可行解 ! \ n" ) ;

    out = fopen( "lpout . dat " , "w+ ") ;

  fprintf( out , "   无可行解\ n" ) ;

  fclose( out ) ;

  f1flag= 1; }
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 }

int p21( ) / *  * /

{int i, j, b ;

 b= 0;

 if ( JI[ k] > 0)

   for( j= 1; j< = n; j+ + )

   {if ( a[ j] [ k ] > 0) b= 1; }

if ( b) change( ) ;

else {pr intf( "   无界解\ n" ) ;

   out = fopen( "lpout . dat ", " w+ " ) ;

   fpr intf( out , "   无界解\ n") ;

   wjflag= 1;

   fclose( out ) ; }

}

int p22( )

 {int i, j, s;

  for ( i= 1; i< = n; i+ + )

    {j= d[ i] ; J I[ j] = 1; }

  s= 0;

  for ( i= 1; i< = co; i+ + )

   if ( JI[ i] = = 0) s= 1;

   if ( s ) {print f( "  无穷多最优解\ n") ;

    r esult ( ) ; }

  else {print f( "  有唯一最优解\ n") ; result ( ) ; }

}

int p31( ) / *  * /

{int i, j, b ;

 b= 0;

 if ( JI[ k] < 0)

   for( j= 1; j< = n; j+ + )

  if ( a[ j] [ k] > 0) {b= 1; break ; }

if ( b) change( ) ;

else {pr intf( "   无界解\ n" ) ;

   out = fopen( "lpout . dat ", " w+ " ) ;

   fpr intf( out , "   无界解\ n") ;

   wjflag= 1;

   fclose( out ) ; }

}
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int p32( )

 {int i, j, s;

  for ( i= 1; i< = n; i+ + )

    {j= d[ i] ; J I[ j] = 1; }

  s= 0;

  for ( i= 1; i< = co; i+ + )

   if ( JI[ i] = = 0) s= 1;

   if ( s ) {print f( "  无穷多最优解\ n") ;

    r esult ( ) ; }

  else {print f( "  有唯一最优解\ n") ; result ( ) ; }

}

zjjg1( zjflag, co) / * 显示第一阶段中间结果* /

int zjflag, co;

 {int i, j;

 if ( zjflag= = 0) ret urn ;

 printf( "        ") ;

 for ( i= 1; i< = co; i+ + )

   print f( "% - 7. 3f" , c1[ i] ) ;

 printf( " \ n") ;

 printf( "CB XB b  ") ;

 for ( j= 1; j< = co; j+ + )

   print f( "X% - 6d", j) ;

 print f( "\ n" ) ;

 for ( i= 1; i< = n; i+ + )

   {printf( "% - 5. 1f X% 1d % - 5. 1f", cb [ i] , d[ i] , b[ i] ) ;

    for ( j= 1; j< = co; j+ + )

    print f( "% - 7. 3f", a[ i] [ j] ) ;

    print f( "\ n ") ;

   }

 printf( "        ") ;

 for ( j= 1; j< = co; j+ + )

   print f( "% - 7. 3f" , JI[ j] ) ;

 printf( " \ n") ;

 wait ( ) ;

 }

zjjg2( zjflag, co) / * 显示第二阶段中间结果* /

int zjflag, co;

 {int i, j;

 if ( zjflag= = 0) ret urn ;

 printf( "        ") ;
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 for ( i= 1; i< = co; i+ + )

   print f( "% - 7. 3f" , c[ i] ) ;

 printf( " \ n") ;

 printf( "CB XB b  ") ;

 for ( j= 1; j< = co; j+ + )

   print f( "X% - 6d", j) ;

 printf( " \ n") ;

 for ( i= 1; i< = n; i+ + )

   {printf( "% - 5. 1f X% 1d % - 5. 1f", cb [ i] , d[ i] , b[ i] ) ;

    for ( j= 1; j< = co; j+ + )

    print f( "% - 7. 3f", a[ i] [ j] ) ;

    print f( "\ n" ) ;

   }

 printf( "        ") ;

 for ( j= 1; j< = co; j+ + )

   print f( "% - 7. 3f" , JI[ j] ) ;

 printf( " \ n") ;

 wait ( ) ;

 }

int proce1( )

 {int i, j; float y;

 setcb1( ) ;

 thigma1( ) ;

 zjjg1( zjflag, co) ;

 do

  {

   k= 1;

   y= JI[ 1] ;

   for( i= 2; i< = co; i+ + )

  if( y> JI[ i] )  { y= JI[ i] ; k= i; }

  if ( y< 0)

  {p11( ) ; thigma1( ) ;

    print f( "  第% 2d 次迭代\ n" , ll) ;

  ll= ll+ 1;

  zjjg1( zjflag, co) ; }

  else p12( ) ;

  }

 while ( y< 0) ;

 / * print f( "   第% 2d 次迭代\ n", ll) ;

 zjjg1( zjflag, co) ; ll= ll+ 1; * /

 }
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proce2( )

 {int i; float y;

 setcb2( ) ;

 wjflag= 0;

 thigma2( ) ;

 zjjg2( zjflag, co- s t ) ;

 do

  {

   k= 1;

   y= JI[ 1] ;

   for( i= 2; i< = co- s t ; i+ + )

  if( y< JI[ i] )  { y= JI[ i] ; k= i; }

  if ( wjflag= = 0)

  {if ( y> 0)

     {p21( ) ;

     if ( wjflag) break ;

     t higma2( ) ;

     print f( "  第% 2d 次迭代\ n" , ll) ;

     zjjg2( zjflag, co- s t) ; ll= ll+ 1;

     }

  else p22( ) ; }

  else

  {break ; };

  }

 while ( y> 0) ;

 / * print f( "   第% 2d 次迭代\ n", ll) ;

 zjjg2( zjflag, co- s t ) ; ll= ll+ 1; * /

 }

proce3( )

 {int i; float y;

 setcb2( ) ;

 wjflag= 0;

 thigma2( ) ;

 zjjg2( zjflag, co- s t ) ;

 do

  {

   k= 1;

   y= JI[ 1] ;

   for( i= 2; i< = co- s t ; i+ + )

  if( y> JI[ i] )  { y= JI[ i] ; k= i; }

·862·



  if ( wjflag= = 0)

  {if ( y< 0)

     {p31( ) ;

      if ( wjflag) break;

     t higma2( ) ;

      print f( "  第% 2d 次迭代\ n" , ll) ;

     zjjg2( zjflag, co- s t) ; ll= ll+ 1; }

  else p32( ) ; }

  else

  {break ; };

  }

 while ( y< 0) ;

 / * print f( "   第% 2d 次迭代\ n", ll) ;

 zjjg2( zjflag, co- s t ) ; ll= ll+ 1; * /

 }

danxunxin( )

 {

  ll= 1;

  f1flag= 0;

  zjflag= 0;

  print f( "显示中间迭代结果 ? ( 1- - 是; 0- - - 否) : " ) ;

  scanf( "% d", &zjflag) ;

  if ( zjflag! = 1) zjflag= 0;

  if ( st ! = 0)

   {printf( "\ n 第一阶段迭代 . . . . . . \ n") ;

   if ( zjflag) pr intf( "   本阶段初始表: \ n ") ;

   proce1( ) ; }

  if ( ( f1flag= = 0) &&( m axminflag= = 0) )

   {printf( "\ n 第二阶段迭代 . . . . . . \ n") ;

   if ( zjflag) pr intf( "   本阶段初始表: \ n ") ;

   proce2( ) ; }

  if ( ( f1flag= = 0) &&( m axminflag= = 1) )

   {printf( "\ n 第二阶段迭代 . . . . . . \ n") ;

   if ( zjflag) pr intf( "   本阶段初始表: \ n ") ;

   proce3( ) ; }

 }

change1( ) / * 迭代* /

 { int j, i, p; float x, y, x1;

  y= ma;

  for ( i= 1; i< = n; i+ + )

   {if ( a[ i] [ k] > 0)
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   { x= ( b[ i] / a[ i] [ k] ) ;

     if ( x< y)

      { y= x; p= i; }

   }

   }

  d[ p] = k;  x = a[ p] [ k] ;

  for( i= 1; i< = co; i+ + )

   a[ p] [ i] = a[ p] [ i] / x;

  for ( i= 1; i< = n; i+ + )

  al[ p] [ i] = al[ p] [ i] / x;

  b[ p] = b [ p] / x;

  for( j= 1; j< = p- 1; j+ + )

    { x= a[ j] [ k] ;

     for( i= 1; i< = co; i+ + )

     a[ j] [ i] = a[ j] [ i] - a[ p] [ i] * x;

     for( i= 1; i< = n ; i+ + )

     al[ j] [ i] = al[ j] [ i] - al[ p] [ i] * x;

    b[ j] = b[ j] - b[ p] * x;

   }

  for( j= p+ 1; j< = n; j+ + )

   { x= a[ j] [ k ] ;

  for ( i= 1; i< = co; i+ + )

   a[ j] [ i] = a[ j] [ i] - x* a [ p] [ i] ;

  for ( i= 1; i< = n; i+ + )

   al[ j] [ i] = al[ j] [ i] - al[ p] [ i] * x;

   b[ j] = b [ j] - b [ p] * x;

  }

 cb[ p] = c1[ k ] ;

 lpy( ) ;

}

change( ) / * 迭代* /

 { int j, i, p; float x, y, x1;

  y= ma;

  for ( i= 1; i< = n; i+ + )

   {if ( a[ i] [ k] > 0)

   { x= ( b[ i] / a[ i] [ k] ) ;

   if ( x< y)

      { y= x; p= i; }

   }

   }

  d[ p] = k;  x = a[ p] [ k] ;

 / * x1= a [ p] [ k] ; * /
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  for( i= 1; i< = co; i+ + )

   a[ p] [ i] = a[ p] [ i] / x;

  for ( i= 1; i< = n; i+ + )

  al[ p] [ i] = al[ p] [ i] / x;

  b[ p] = b [ p] / x;

  for( j= 1; j< = p- 1; j+ + )

    { x= a[ j] [ k] ;

     for( i= 1; i< = co; i+ + )

    a[ j] [ i] = a[ j] [ i] - a[ p] [ i] * x;

     for( i= 1; i< = n ; i+ + )

     al[ j] [ i] = al[ j] [ i] - al[ p] [ i] * x;

    b[ j] = b[ j] - b[ p] * x;

  }

  for( j= p+ 1; j< = n; j+ + )

   { x= a[ j] [ k ] ;

    for ( i= 1; i< = co; i+ + )

     a[ j] [ i] = a[ j] [ i] - x* a[ p] [ i] ;

      for( i= 1; i< = n; i+ + )

      al[ j] [ i] = al[ j] [ i] - al[ p] [ i] * x;

  b[ j] = b[ j] - b[ p] * x;

   }

 cb[ p] = c[ k] ;

}

lpy( )

 {int i, j; float y;

 printf( "   影子价格为: \ n ") ;

 / * for ( i= 1; i< = n; i+ + )

   {printf( " % - 6. 3f", cb[ i] ) ;

 for ( j= 1; j< = n; j+ + )

     print f( " % - 7. 3f" , al[ i] [ j] ) ;

 printf( " \ n") ;

   }

 * /

 for ( i= 1; i< = n; i+ + )

   {y= 0;

 for ( j= 1; j< = n; j+ + )

     y= y+ cb[ j] * al[ j] [ i] ;

 print f( "      y% 1d= % - 6. 3f\ n" , i, y) ;

   }

 }
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附录 2 运输模型参考程序

  ( 1) 输入数据

# include "s tdio. h"

m ain( )

{ int i, j, mw, nl;

 float a[ 20] , b[ 20] , c[ 20] [ 20] ;

   FILE * fp;

 if ( ( fp= fopen( "t rin. dat" , "wb") ) = = NU LL )

  { print f( " trin. dat 不能找到! \ n   正在创建. . . \ n") ;

   creat ( "trin. dat " , "ab+ ") ;

   print f( "请重新输入模型\ n") ;

   exit ( 0) ;

  }

 printf( "产地数 = ") ;

 scanf( " % d", &mw) ;

 fwrit e( &mw, 2, 1, fp) ;

 printf( " \ n 销地数 = ") ;

 scanf( " % d", &nl) ;

 fwrit e( &nl, 2, 1, fp) ;

 printf( " \ n 输入各产地产量\ n ") ;

 for( i= 0; i< mw; i+ + )

 {scanf( "% f" , &a[ i] ) ;

  fwrite( &a[ i] , 4, 1, fp) ;

 }

 printf( " \ n 输入各销地销量\ n ") ;

 for( i= 0; i< nl; i+ + )

 {scanf( "% f" , &b[ i] ) ;

  fwrite( &b[ i] , 4, 1, fp) ;

 }

 print f( "\ n 输入运输价格系数\ n" ) ;

 for( i= 0; i< mw; i+ + )

 for ( j= 0; j< nl; j+ + )

 {scanf( "% f" , &c[ i] [ j] ) ;

  fwrite( &c[ i] [ j] , 4, 1, fp) ;

 }

 fclose( fp) ;

}

  ( 2) 求解模块

# include "s tdio. h"

int m w, nl, fw[ 20] [ 20] , f, unsc, bb;
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int ib[ 20] , jb[ 20] , ie, je, il, jl, ll;

float a[ 20] , b[ 20] , a 1[ 20] , b1[ 20] ;

float c[ 20] [ 20] , x[ 20] [ 20] , min, max ;

m ain( )

{ int i, j, k, il, jl, unsc, kk, ii, jj;

   FILE * fp;

 if ( ( fp= fopen( "t rin. dat" , "rb ") ) = = NUL L)

  { print f( "数据文件 trin. dat 找不到! \ n") ;

   exit ( 0) ;

  }

 fread( &mw, 2, 1, fp) ;

  fread( &nl, 2, 1, fp) ;

 ie= 0;

 for( i= 0; i< mw; i+ + )

 { fread( &a[ i] , 4, 1, fp) ;

  a1[ i] = a[ i] ;

 ie= ie+ a[ i] ;

 }

 je= 0;

 for( i= 0; i< nl; i+ + )

 { fread( &b[ i] , 4, 1, fp) ;

 b1[ i] = b[ i] ;

 je= je+ b[ i] ;

 }

 m ax= 0;

 for( i= 0; i< mw; i+ + )

 { for( j= 0; j< nl; j+ + )

  { fread( &c[ i] [ j] , 4, 1, fp) ;

  fw[ i] [ j] = 0;

  x[ i] [ j] = - 1;

  if ( c[ i] [ j] > max)

   max = c[ i] [ j] ;

  }

 }

 fclose( fp) ;

ll= 0;

if ( ie< je)

 {ll= 1;

  mw+ + ;

  for ( j= 0; j< nl; j+ + )

  {c[ m w- 1] [ j] = 0;

  fw[ mw- 1] [ j] = 0;

  a[ mw- 1] = je- ie;
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  x[ mw- 1] [ j] = - 1;

  }

 }

 else

  if ( ie> je)

  {ll= 2;

   nl+ + ;

   for ( j= 0; j< mw; j+ + )

   { c[ j] [ nl- 1] = 0;

  fw[ j] [ nl- 1] = 0;

  x[ j] [ nl- 1] = - 1;

  b[ nl- 1] = ie- je;

   }

  }

 k = 0;

for ( kk= 0; kk< mw+ nl- 1; kk+ + )

{

 m in= max;

 for( i= 0; i< mw; i+ + )

 for( j= 0; j< nl; j+ + )

 if ( ( c[ i] [ j] < = min ) &&( a [ i] ! = 0) &&( b[ j] ! = 0) )

 {

  min= c[ i] [ j] ;

  ii= i;

  jj= j;

 }

 if ( a[ ii] < b[ jj] )

  { x[ ii] [ jj] = a[ ii] ;

   ib[ k] = ii;

   jb[ k] = jj;

   k+ + ;

   b[ jj] = b[ jj] - a[ ii] ;

   a[ ii] = 0;

  }

 else

  { if ( a[ ii] > b[ jj] )

  { x[ ii] [ jj] = b[ jj] ;

    ib [ k] = ii;

    jb[ k] = jj;

    k+ + ;

    a[ ii] = a[ ii] - b[ jj] ;

    b[ jj] = 0;

  }
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    else

   { x[ ii] [ jj] = b[ jj] ;

    ib[ k] = ii;

    jb[ k] = jj;

    k + + ;

    a [ ii] = 0;

    b [ jj] = 0;

    if ( kk < mw+ nl- 2)

    { j= 0;

    for ( i= 0; i< nl; i+ + )

    if ( ( x[ ii] [ i] = = - 1) &&( b[ i] ! = 0) )

     { x[ ii] [ i] = 0;

      ib[ k ] = ii;

      j= 1;  jb[ k] = i;

      i= nl;

      k+ + ; kk+ + ;

     }

    if ( j= = 0)

     for( i= 0; i< mw; i+ + )

     if ( ( x[ i] [ jj] = = - 1) &&( a[ i] ! = 0) )

      { x[ i] [ jj] = 0;

       ib[ k ] = i;

       jb[ k] = jj;

       i= mw;

       k+ + ; kk+ + ;

      }

    }

   }

  }

 } prin( ) ;

  uv( ) ;

 }

 uv( )

{ float u[ 20] , v[ 20] , uv[ 20] [ 20] , jg, check;

 int ug[ 20] , vg[ 20] , i, j, k, fx, bh;

   il= 0; jl= 0; unsc= 1;

 for ( i= 0; i< mw; i+ + )

 ug[ i] = 0;

 for ( j= 0; j< nl; j+ + )

 vg[ j] = 0;

 ug[ 0] = 1;

 u[ 0] = 0;
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 for ( i= 0; i< mw; i+ + )

 for ( j= 0; j< nl; j+ + )

  if ( x[ i] [ j] ! = - 1)

   { if ( ( ug[ i] = = 1) &&( vg[ j] = = 0) )

  { v[ j] = c[ i] [ j] - u[ i] ;

     vg[ j] = 1;

   }

    else

   if ( ( ug[ i] = = 0) &&( vg[ j] = = 1) )

    { u[ i] = c[ i] [ j] - v[ j] ;

     ug[ i] = 1;

    for ( k= 0; k < nl; k+ + )

     if ( x[ i] [ k] ! = - 1)

     { if ( ( ug[ i] = = 1) &&( vg[ k] = = 0) )

      { v[ k] = c[ i] [ k] - u[ i] ;

      vg[ k] = 1;

      }

     }

    }

     }

   check= 1;

  for( i= 0; i< mw; i+ + )

  for( j= 0; j< nl; j+ + )

  { fw[ i] [ j] = 0;

  uv[ i] [ j] = c[ i] [ j] - u[ i] - v[ j] ;

  if ( ( uv[ i] [ j] < check) &&( x[ i] [ j] = = - 1) )

   { check = uv[ i] [ j] ;

    il= i;

    jl= j;

   }

  }

  i= il; j= jl;

  unsc= 1; bh= 0;

  if ( ( check < 0) &&( unsc) &&( jl< nl- 1) )

   {bhl( i, + + j, 1, bh) ;

  - - j;

   }

  if ( ( check < 0) &&( unsc) &&( il< m w- 1) )

   { bhl( + + i, j, 2, bh) ; - - i; }

  if ( ( check < 0) &&( unsc) &&( jl> 0) )

  { bhl( i, - - j, 3, bh) ; + + j; }

  if ( ( check < 0) &&( unsc) &&( il> 0) )

   bhl( - - i, j, 4, bh ) ;

·672·



  if ( check = = 0)

 {

  print f( "  本问题有无穷多最优解 , 此解只是其中之一! \ n") ; }

 exit( 0) ; }

bhl( i, j, fx, bh)

int i, j, fx, bh ;

{ int numb, id, jd, k;

 for ( k= bh; k< bb; k+ + )

  { id= ib[ k ] ;

   jd= jb[ k] ;

   fw[ id] [ jd] = 0;

  }

 bb = bh;

 if ( ( i= = il) &&( j= = jl) && ( fx! = 0) )

  {bb = bh;

  unsc= 0;

  ret urn;

  }

 else

  if ( ( x[ i] [ j] = = - 1) ©¦©¦( fw[ i] [ j] = = 1) )

   switch( fx)

   {

   case 1:  if ( j< nl- 1)

      bhl( i, + + j, 1, bh) ;

      - - j;

      break ;

   case 2:  if ( i< m w- 1)

      bhl( + + i, j, 2, bh) ;

      - - i;

      break ;

   case 3:  if ( j> 0)

      bhl( i, - - j, 3, bh) ;

      + + j;

      break ;

   case 4:  if ( i> 0)

      bhl( - - i, j, 4, bh) ;

      + + i;

      break ;

   defaut :  printf( "方向错误 ! \ n") ;

   }

   else

   {

·772·



   if ( ( fx! = 3) &&( j< nl- 1) &&( unsc) )

      { if ( ( fx! = 1) &&( fw[ i] [ j] = = 0) )

      { ib[ bh ] = i;

      jb [ bh ] = j;

      fw[ i] [ j] = 1;

      bh+ + ;

      bb= bh;

       }

       else

      if ( ( fw[ i] [ j] = = 1) &&( fx= = 1) )

       { fw[ i] [ j] = 0;

        bh- - ;

       }

      bhl( i, + + j, 1, bh) ;

      - - j;

      }

     if ( ( fx! = 4) &&( i< mw- 1) &&( unsc) )

     { if ( ( fx! = 2) &&( fw[ i] [ j] = = 0) )

      { ib[ bh ] = i;

      jb [ bh ] = j;

      fw[ i] [ j] = 1;

      bh+ + ;

      bb= bh;

       }

       else

      if ( ( fw[ i] [ j] = = 1) &&( fx= = 2) )

       { fw[ i] [ j] = 0;

        bh- - ;

       }

    bhl( + + i, j, 2, bh) ;

     - - i;

     }

    if ( ( fx ! = 1) &&( j> 0) &&( unsc) )

    { if ( ( fx! = 3) &&( fw[ i] [ j] = = 0) )

    { ib [ bh ] = i;

    jb[ bh] = j;

    fw[ i] [ j] = 1;

    bh+ + ;

    bb= bh;

      }

      else

    if ( ( fw[ i] [ j] = = 1) &&( fx= = 3) )

       { fw[ i] [ j] = 0;
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        bh- - ;

       }

    bhl( i, - - j, 3, bh) ;

    + + j;

    }

     if ( ( fx! = 2) &&( i> 0) &&( unsc) )

     { if ( ( fx! = 4) &&( fw[ i] [ j] = = 0) )

      { ib[ bh ] = i;

      jb [ bh ] = j;

      fw[ i] [ j] = 1;

      bh+ + ;

      bb= bh;

      }

     else

    if ( ( fw[ i] [ j] = = 1) &&( fx= = 4) )

       { fw[ i] [ j] = 0;

        bh- - ;

       }

    bhl( - - i, j, 4, bh) ;

    + + i;

     }

 }

if ( unsc= = 0)

 { min= je;

 for ( k= 0; k< bb; k + + )

  { i= ib[ k] ;

   j= jb[ k] ;

   if ( x[ i] [ j] < min)

   { min= x[ i] [ j] ;

  id= i;

  jd= j;

   }

   k+ + ;

  }

  numb= 0; min= x[ id] [ jd] ;

 for ( k= 0; k< bb; k + + )

  { i= ib[ k] ;

   j= jb[ k] ;

   if ( k% 2= = 0)

  { x[ i] [ j] = x[ i] [ j] - m in;

   if ( ( x[ i] [ j] = = 0) &&( numb = = 0) )

     { x[ i] [ j] = - 1;

      numb+ + ;
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     }

   }

   else

   x[ i] [ j] = x[ i] [ j] + min;

   }

 x[ il] [ jl] = min;

 prin( ) ;

  uv( ) ;

 }

}

prin( )

 { int i, j;  float jg;

 jg= 0;

 if ( ll= = 1)

   { print f( "产 < 销\ n") ;

   for ( i= 0; i< mw; i+ + )

   { for( j= 0; j< nl + 1; j+ + )

   { if ( i= = 0)

     if ( j= = 0)

      print f( "   " ) ;

      else

      printf( "销地% d ", j) ;

     else

     if ( j= = 0)

     print f( "产地% d", i) ;

      else

      if ( x[ i- 1] [ j- 1] ! = - 1)

      { printf( " % 4. 2f ", x[ i- 1] [ j- 1] ) ;

     jg= jg+ c[ i- 1] [ j- 1] * x [ i- 1] [ j- 1] ;

      }

      else

      printf( "  - -  ") ;

    }

   print f( "\ n") ;

    }

    for ( j= 0; j< nl; j+ + )

   { min= 0;

   for( i= 0; i< mw- 1; i+ + )

    if ( x [ i] [ j] ! = - 1)

    m in= min+ x[ i] [ j] ;

   if ( min< b1[ j] )

   print f( "销地% d 供应不足 , 还需 % f\ n", j+ 1, b1[ j] - min) ;

   }
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   }

   else

   if ( ll= = 2)

   {printf( "产 > 销\ n" ) ;

   for ( i= 0; i< mw+ 1; i+ + )

   { for( j= 0; j< nl ; j+ + )

   { if ( i= = 0)

     if ( j= = 0)

      print f( "   " ) ;

      else

      printf( "销地% d ", j) ;

     else

       if ( j= = 0)

      print f( "产地% d" , i) ;

      else

      if ( x[ i- 1] [ j- 1] ! = - 1)

     { print f( " % 4. 2f ", x [ i- 1] [ j- 1] ) ;

      jg= jg+ x[ i- 1] [ j- 1] * c[ i- 1] [ j- 1] ;

      }

      else

      printf( "  - -  ") ;

    }

   print f( "\ n") ;    }

   for ( i= 0; i< mw; i+ + )

   { min= 0;

   for( j= 0; j< nl- 1; j+ + )

    if ( x [ i] [ j] ! = - 1)

    m in= min+ x[ i] [ j] ;

   if ( min< a1[ i] )

   print f( "产地% d 剩余 % f\ n ", i+ 1, a1[ i] - min) ;

   }

   }

    else

     if ( ll= = 0)

    for ( i= 0; i< mw+ 1; i+ + )

   { for( j= 0; j< nl + 1; j+ + )

   { if ( i= = 0)

     {if ( j= = 0)

      print f( "   " ) ;

      else

      printf( "销地% d ", j) ;

     }

     else
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     {if ( j= = 0)

      print f( "产地% d" , i) ;

      else

      {if ( x[ i- 1] [ j- 1] ! = - 1 )

      {printf( " % 4. 2f ", x[ i- 1] [ j- 1] ) ;

      jg= jg+ c[ i- 1] [ j- 1] * x[ i- 1] [ j- 1] ; }

      else

      printf( "  - -  ") ;

    } } }

    print f( "\ n ") ;

    }

  printf( "\ n  总运输价格是: % 7. 4f\ n", jg) ;

  }
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