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内 容 简 介

近年来关于量子力学几率性诠释的爱因斯坦与玻尔争论问题的研究取得很大进展 . 为了说明波粒

二重性与并协原理 , 在教科书中以前一直采用“想象中的实验”. 一些最典型的这类想象 , 已在实验室中

变成现实 . 量子力学基础理论在其它方面也有许多发展 , 例如波函数的几何相、拓扑相、量子力学与经典

力学的界限与宏观水平量子力学等. 本书在第 1～6 章对上述内容做了介绍 .

物理学一些分支的前沿领域的研究工作也往往凭借量子力学做出有洞察力的判断而取得重大进

展 .本书第 7～9 章论述了腔量子电动力学、量子霍尔效应及玻色-爱因斯坦凝聚等领域的进展.

此外在第 10～12章着重介绍了杨振宁-巴克斯特系统与量子力学的密切关系 .

本书读者对象是物理学工作者 , 对相关专业的研究生和大学本科生从基础理论学习过渡到专题科

学研究起引导作用 .
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Synopsis

T here have been in recent years impor tant progress in t he research concerning the probabilist ic

interpretat ion of quant um mechanics , especially t he disput e between E ins tein and Bohr . In or der t o

demonst rat e t he wave part icle duality and the complement arit y principle, t he“thought s exper iments”

were used in t ext books on quant um mechanics. Som e of t he“t hought s”have already become reality in

t he laboratory. T he fundamental theory of quantum mechanics has had many development s including t he

geometr ical phase, the topological phase, the boundary between quantum and classical m echanics , t he

quant um mechanics on the macroscopic level and so on. We intr oduce t he above mentioned development s

in chapters 1～6.

Significant progress in t he fr ontier research of various branches of physics has been achieved by

m aking use of t he insights and judgements or iginat ing from quantum m echanics . In chapt er s 7～ 9 we

discuss developments in cavit y quant um elect rodynamics , quantum Hall effect and t he Bose-Einst ein

condensat ion.

W e concentrat e in chapters 10～ 12 on introducing t he close connection bet ween the Yang-Baxt er

sys tem wit h quant um mechanics .

T his book is intended for people wor king in physics . It provides some guide for graduat e st udent s

and upper class undergraduat es of relat ed disciplines in t he t ransition from course st udy t o act ive

r esearch.



前  言

写这本书的缘起,可以追溯到 1983 年. 那一年杨振宁教授在美国石溪纽约州立大学

开设了现代物理专题十二讲. 作者葛墨林曾有幸听讲, 受到很大启发. 杨先生强调物理学

研究课题会涉及不同的分支学科,问题的解决也需要融合各方面的知识. 研究生在学习中

应该广泛注意物理学各方面出现的新的概念、进展及其联系.

1986年杨振宁教授应中国科技大学研究生院邀请, 在北京以“相位与近代物理”为题

做了 9次学术报告.内容涉及近代物理中很多重要概念的萌芽、发展和确立. 不仅深刻阐

明它们的理论内涵,还介绍了澄清概念的关键实验.杨先生在每次报告之后, 都要和各单

位的研究生代表共进工作午餐, 进行无拘束的座谈.在讲座、报告及座谈中杨先生对青年

的工作、学习都给予了热情的关心和指导. 他再三强调青年不仅要从事当前的课题研究,

关心自己从事的研究方向,而且要关心物理学各方面出现的一些新概念的发展, 注意有关

期刊上的报道.作者张礼听了全部讲座, 深为杨先生严格精辟的报告和他对青年的关怀所

折服. 以后作者二人谈到分别听课的经历, 有强烈的共识,决心要在各自的工作中实践杨

先生的思想,并且决定合作写一本《量子力学的前沿问题》.

近年来物理学的许多新进展都与量子力学中的一些概念发展有关, 可以从量子力学

基础理论找到根源.在这些前沿领域中的进展同时也促进了量子力学理论本身的发展. 在

量子力学的几率诠释上存在著名的爱因斯坦与玻尔有关量子力学描述是否完备的争论.

为了解决这个争论,多年来的理论与实验研究已经取得重要进展. 有一些基础问题,例如

电子通过双狭缝的干涉问题, 从在经典物理学中形成的直观出发, 理解是困难的. 在量子

力学的教科书中多用“想象中的实验”来解释. 这些实际上不能实现的实验只能教人如何

去思考, 但却不能很令人信服.近年来实验方法的惊人发展使得想象变成了现实. 一系列

新的实验使得许多概念上的难点得到澄清. 近年来量子力学波函数的几何及拓扑相位在

许多问题中占据了主要位置. 在量子力学与经典力学界限问题以及介观与宏观体系能体

现量子相干性质等方面都有许多进展.上述的这些进展使人们对量子力学的本质和基础

加深了认识,本书第 1～6 章介绍了这些内容.

在物理学的一些前沿领域,研究工作所得到的结果往往需要具有洞察力的分析. 凝聚

态物理中分数量子霍尔效应能从二维电子集体态的波函数出发加以解释,从而揭示了新

的一种量子流体的存在.这个例子说明量子力学的应用促进物理学各分支的发展, 其成果

也扩大了量子力学的用武之地.本书第 7～9 章选择了腔量子电动力学、量子霍尔效应、玻

色-爱因斯坦凝聚等问题展开讨论.

杨振宁-巴克斯特系统是处理多体系统的一大类非线性量子可积模型的普遍理论. 30

年来的进展使它成为数学物理中的一个蓬勃发展的分支.理论物理中不少问题, 包括量子

力学中最基础的氢原子的对称性、波函数相位的量子化等问题, 都和它密切相关. 本书第

10～12章从这个角度对它做了初步的论述.
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量子力学前沿的研究方向和课题是很广泛的,本书仅涉及了其中部分重要内容. 本书

所讨论的问题以量子力学 (包括二次量子化)及统计物理教程的知识为基础. 对超出上述

知识范围以外的必要理论概念,本书有较系统的介绍. 物理学各分支之间有着极为密切的

联系, 概念、方法往往彼此借鉴、移植. 对一个问题的研究也往往涉及多个分支, 这一点在

本书多个章节中有所反映.为了便于读者阅读有关参考书籍, 在有关章节中列出了本书涉

及较多的专著或会议文集.

当前量子力学的研究有可能正在开辟一条具有挑战性的道路:量子信息学与尚有争

议的量子计算. 在这里被传递和加工的不是经典信息, 而是量子态的叠加.这是基础研究

和高科技密切结合的又一个例子.希望本书关于量子力学基础原理的介绍能对有志于此

的读者有所帮助.

有关量子理论的书,公式推导要占相当篇幅. 本书在推导中着重说明推导的目的性、

采取的关键步骤以及必要的细节,以期读者不至为太多的“可以证明”或太多的且并不理

解的“显然”所苦恼.物理学中重要概念的发展, 往往有一个过程, 有的过程甚至是很曲折

的.许多概念往往在物理学各分支出现, 它们具有同一个根源. 本书尽量不只用定义引入

概念,尽可能从发展和概念的相互关系上做必要的说明. 量子力学的创立与初期的发展是

建立在实验基础上的.近年来它的一些深刻的基础概念和多年的争论都经过许多高水平

的实验所澄清或取得更为深刻的认识.这些实验在人们面前打开一片又一片的新天地. 尽

管描述实验不是我们的所长,但还是努力介绍其设计构思及采用方法的精妙, 并阐明这些

实验对深入理解理论、澄清争论问题所起的作用和意义. 希望读者能了解到现象后面的物

理实质.

本书读者对象是物理学工作者.在国际上往往通过学术会议、高等进修班或讲座的出

版物对一些研究前沿进行较系统的报道. 这些书籍或会议录专业性很强, 水平也较高, 对

初次接触这些内容的工作者,特别是研究生和高年级本科生学习起来会有不少困难. 本书

希望能帮助他们缩短进入研究工作的过程.

本书第 1 章至第 9 章由张礼执笔,第 10 章至第 12章由葛墨林执笔. 作者二人一起详

细讨论了全书的指导思想及章节编排,并共同审定了各章内容. 以我们的水平和能力, 要

想实现本书设定的目标, 势必捉襟见肘, 会有不少缺陷和错误. 诚恳希望各位专家和读者

提出批评改进意见.

张 礼

清华大学物理系

清华大学高等研究中心

葛墨林

南开大学数学研究所

清华大学高等研究中心

1999 年 11月 15 日
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第 1 章

波动、粒子二重性 , 并协原理 , Bel l 定理及有关实验

围绕量子力学的基本原理问题自 1925年量子力学创建起一直存在争论. 随着实验工

作和理论工作水平的不断提高, 一些具体争议解决了, 新的问题又提了出来, 争论在更高

的水平上进行.在研究前沿上不断出现新的成果.

物质的波动、粒子二重性是量子力学的基础, 电子和中子在晶体上的衍射早已为人所

知. 1961年 C. Jo�nsson 做了电子双缝(以及三缝、四缝)衍射实验.量子力学教程中为了讲

清概念,多用双缝衍射为例说明. 在双缝衍射中涉及的基本概念包括有:① 电子落在屏幕

上,是作为粒子个别落下的. 应该能演示在开始时电子落在屏幕上如夜空随机分布的点点

星体, 然后逐渐显出干涉条纹的极大和极小. 条纹极大代表落在该处电子数目最多,而这

个几率分布是由波函数确定的.② Dirac 在他的《量子力学原理》中指出, 电子是自己和自

己干涉.一定要允许它(即一个电子)从两个缝通过才会有干涉发生. 在实验上要演示这一

点,要创造条件, 在任何时间只能有一个电子处于狭缝与屏幕之间. 在 20 世纪 80年代末

期以前要达到观察干涉条纹的积累过程以及保证在仪器中只能存在一个电子的条件是困

难的.本章 1.1节介绍殿村( A . T onomura )在 1989 年所做的满足了以上要求的实验.

光的双缝实验是 19世纪初 T homas Young 首创的. 从光的波动性讲,理解是很直接

的.但如果从二重性的观点把光也看成光子时, 理解的困难和上面讨论到的电子双缝实验

一样, 即一个粒子如何同时通过两个狭缝. 更有甚者, 常用的光源, 包括激光器在内,都属

“经典光源”, 无法保证在一个光子通过仪器时没有第二个光子存在,不论光源是多么弱.

本章 1.4 节介绍的单光子干涉实验( 1986年, A spect )是企图解决与经典光源相联系的困

难的.

近年来出现的“多光子干涉学”,实际上是演示一对关联的光子自己和自己的干涉的

现象, 并且体现了单光子干涉与双光子干涉现象不能并存, 这些都加深对量子力学的理

解.本章 1.5节将对此作出介绍.

处于争论核心的还是并协原理.它包括若干相互联系的问题. 电子通过双缝能发生干

涉,因为给它提供了两条路径的选择可能, 这样它才会显示波动性.如仍开放两条缝, 但用

光把缝照亮,使电子通过时能够“看见”它从哪一个缝通过——使它显出粒子性, 这时条纹

便会消失. 这是量子力学的并协原理预言的, 果真如此吗? 这在书上被称为“想象中的实

验”, 意思是实际上是没法做的实验.困难在于, 光和电子相互作用太弱. 即使用光照亮狭

缝, 电子通过缝时虽绝大多数是通过了,却未被发现. 现在,“想象”已变成了现实. 如果用

原子代替电子,而用以照它的是调谐好的共振光, 这样相互作用足够强以至原子难以漏网

( 1995年, Prit chard) ,便可以证实量子力学的预言. 用光驻波作为衍射栅进行的原子干涉

·1·



仪实验( 1998年, Dürr)也明确对此给予验证. 我们在 1.2节介绍这些发展.

另一个有关的问题是:电子显示的波动性为什么在用光照它时会遭到破坏?过去的标

准解释往往是,如果要观测它, 例如用光照一下,光子在它上面散射时会改变它的动量. 这

类相互作用是无法控制的, 因为光散射是概率过程,且给它的动量也是有一个分布的. 在

一些情况下,这会是主要原因, 但不同情况也会有不同机制.例如在 1.2节中 Pritchard 实

验中,造成干涉损失的原因是光子散射造成的有效相移, 这个有效相移是可以用实验控制

的.有效相移加大, 干涉条纹对比度减小. Dürr 实验表明,路径与原子的可观察性质(在此

情况下是原子的内部状态)的缠绕是干涉丧失的原因. 传统的解释源于对 H eisenberg 不

确定性原理的物理分析. 其标准译法是“测不准原理”. 是不是不测就可以准呢? 本章 1.6

节将介绍的量子光学中微脉泽实验就避免了这种“不可控制的相互作用”,而是通过电子

与光子自由度的关联(缠绕)而导致相干丧失;同样, 如果抹去这个关联,相干就会恢复. 本

章的 1.6 节量子涂消器介绍这个内容.

F eynman 说过:“只有在一个装置中无法在物理上互相区分的状态才能干涉.”邹兴

宇、王力军和 Mandel实验表明,只要实验不提供区分的可能性, 便有干涉, 但如实验提供

可能,甚至不必放探测器去实测, 干涉就消失了(请见本章 1.5.4节) .

有一种说法,量子客体如何表现(例如表现波动性或粒子性)关键在于你如何去测量

它.你用一种方法, 它有某种表现. 你选择另一种条件, 它就有另一种表现.好像客体的表

现要取决于主观的选择. 1978 年 J . A . Wheeler 提出一个妙法, 叫“推迟选择实验”, 大意

是:先设定好条件, 等客体已经通过了设备(即表现已经确定) ,在探测它之前, 再突然改变

条件, 看结果如何. 本章中不止一个实验涉及推迟选择, 如 1.9节中所述. 当然, 客体的行

为和实验条件有关,并不取决于做实验的人灵机一动.

在所有的争论中, 显然最著名的是 A . Eins tein 和 N. Bobr 的争论, 或称 Eins tein-

P odolsky-Rosen( EP R)佯谬. 对于量子力学对微观客体性质做出的实验预言,早已没有什

么异议, 量子力学已经在科学和工程中大量、广泛地应用, 并且很成功. Einst ein 的挑战

是,量子力学的描述是不完备的, 意即客体的性质比量子力学能描述的要多. 多年来许多

研究人员打算去挖掘这种潜藏的可能.有的失败于不能自洽,但有的好像言之不无道理.

这后面一类理论的一个共同名称叫“隐变量”理论,也有的叫“定域实在性”理论, 争辩起来

十分困难. 1965年 J . S. Bell提出了一个定理:定域实在性理论如果要和量子力学做出同

样预言,它就必然要满足一个不等式. 这就为争论提供了一个极明晰的判据.从 60 年代后

期起一大批实验投入了不等式的验证.结果愈来愈精确地验证了不等式被破坏. 从那时起

过了二十多年,争论都没有停止. 原因是任何一个实验几乎不可能没有“漏洞”, 于是便有

人提出异议. 近代物理学的实验方法确使人叹服, 目前已能使 Bell不等式的破坏超过了

100个标准偏差. 这还不算完结, 最近又出现了不涉及不等式的 Bell定理,用实验直接反

驳“定域实在性”理论.这些将在本章 1.7～1.9 节讨论.

1.1 电子干涉图像的累积

在量子力学教科书中常用电子双缝实验说明电子的波动性. 在实验中电子通过狭缝
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落在屏幕上, 逐个被探测器记录, 星星点点地积累起来的电子逐渐形成干涉图像. 干涉图

像是因为通过两个狭缝的波ψ1 和ψ2 叠加而形成的, 在屏幕上的强度和©¦ψ1 + ψ2 ©¦2 成正比.

形成干涉图像的条件是电子的 de Broglie 波长要大于双缝距离, 并且不对电子通过哪一

个狭缝进行测量.如进行这类测量(例如在一个狭缝附近放置光源或使狭缝平面自由悬

挂) ,则在屏幕上记录的只是电子通过两个单狭缝图像的和, 即©¦ψ1 ©¦
2
+ ©¦ψ2 ©¦

2
. F eynman

[ 1 ]

指出:“这是绝对不能用任何经典方式解释的.在其中包含了量子力学的核心. ”“实际上它

包含了唯一的奥秘.”他还指出 :“这个实验尚没有实际进行过, 因为仪器的尺度需做得不

图 1.1 电子平面波通过双棱镜产生干涉条纹

能实现地小.”原因是电子束能量必须足够单

一,而满足要求的电子束能量就显得太大, 其

de Broglie 波长就比双缝的尺度小得太多.这

类实验被称为“想象中的实验”①, 书中的实

验是为了说明 (而非证实 )量子力学的基本

原理.

A . Zeilinger
[ 2 ]等人实现了中子干涉图像

的积累形成. 殿村等人
[ 3]
用配置了电子双棱

镜的电子显微镜和位置灵敏电子探测系统实

现了电子干涉图像的积累. 电子双棱镜的工

作原理如图 1.1 所示, 双棱镜由两个平行接

地的平板电极以及一个半径为 a 的细丝组

成, 细丝与平板距离为 b, 细丝处于正电势.

静电场的势为 V ( x , z ) , 入射波为 e
ik

z
z
. 在有

电磁场 (其 4 维势为 Aμ)存在时的波函数 ψ

和没有电磁场的波函数ψ0 的关系是②

ψ(ξ) = exp -
ie  
h∫
ξ

Aμ(η) dημ ψ0 (ξ) . ( 1.1)

指数上的积分是从任一参考点积至ξ,ξ与η均为 4维时空坐标. 4 维势在此处只有标量分

量 A0 = V( x , z) ,因此积分为

∫V( x , z ) dt =∫V( x , z )
ds
vz

=
m  

h kz
∫V( x , z ) ds,

此处 v z =  
h kz

m
是电子的速度, ds为线元. 取参考点为 z = - ∞,式( 1.1)中的相因子为

exp -
iem  
h2k z
∫

z

- ∞
V( x , z′) dz′.

进入双棱镜的电子波函数为

ψ( x , z ) = exp i kz z -
em  
h2 kz
∫

z

- ∞
V( x , z′) dz′. ( 1.2)
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② 请参阅本书第 2 章 2.1 节 .

t hought exper iment ,多译为理想实验 . 更确切地应译为想象中的实验 ,因为它们曾被认为是不可能实现的 .



电子在通过时受力基本是在 x 方向,其大小为- e
�V
�x

.将 V在 x = a 附近展开( x≥a )得

V( x , z′) = V( a , z′) +
�V( x , z′)
�x x = a

x ,

对于 x≤- a ,有 V( - x , z′) = V( x , z′) . 通过双棱镜的电子波函数是(对 x≥a )

ψ( x , z ) = exp i kz z -
em  

h2 kz
∫
∞

- ∞
V( a , z′) dz′- x

em  
h

2
kz
∫ �V�x x = a

dz′

括弧中第二项是常数, 归结为常数相因子, 可以略去. 电子通过后, 获得在 x 方向的动量

是(记它为-  h kx )

∫dt - e
�V
�x

=∫dz′
m  

h kz
e
�V
�x

= -  h kx ,

故ψ( x , z )右方括弧中第三项实际上是- kx x .最后得到

ψ( x , z ) = exp i( kz z ê kx x ) . ( 1.3)

上面符号适用于 x > a ,下面符号适用于 x < - a .两束波会聚后总的波函数为

ψ( x , z ) = e
ik

z
z

e- ik
x

x + eik
x

x .

干涉图像由下式给出:

©¦ψ( x , z ) ©¦
2

= 4cos
2
kx x . ( 1.4)

对圆柱状细丝,在它附近的静电势为

V( x , z ) = Va
ln( x

2
+ z

2
/ b)

ln( a/ b)
,

此处 Va 为丝上的电势.从 kx 的定义式可得

kx =
πeVa  

h v z
ln

b
a

. ( 1.5)

从实验装置的参数所决定的干涉条纹距离 d =
π
kx
很小, 不能直接观察. 用电子光学的技

术, 可以在电子显微镜的像平面之后再加两个投影透镜将条纹距离 7000� ( 1� =

10
- 1 0

m)放大 2000倍, 达到 1.4 mm, 再采用位置灵敏的电子记录技术. 实验中电子到达

探测平面的数目约为 10
3
/ s , 从电子源(场发射尖端)到屏幕的距离是 1.5 m, 电子速度是

1.5× 108
m/ s .如电子是均匀发射的,则两个电子间的平均距离是 150 km, 电子波包的长

度只有 1 μm.因此同时有两个电子位于棱镜区域的几率极小, 波包重叠的可能极小. 实验

记录 20 min 就可以出现干涉条纹,最初电子像是无规地出现在探测平面各处, 在电子总

数达到3 000时初步呈现出条纹的图像, 最后电子总数达到70 000时清晰可见 5个条纹.

这个实验清楚地显示了电子的波-粒二重性. 单个电子通过双缝的波产生干涉条纹,

而在探测器中电子是作为定域的粒子记录的, 它在探测平面某位置上出现的几率由式

( 1.4)确定.

F eynman 进一步分析,如果用光照一下某一个狭缝以便判定电子是否从这个狭缝通

过,则干涉条纹就不会产生. 这个实验的“想象”程度很高,实际上能实现吗?在下一节中将

报道实验物理学家是如何使它成为现实的.
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1.2 并协原理的原子干涉仪验证

双缝实验提供的关于微观世界的认识是和经典物理的图画完全不同的. 如果要干涉

条纹(波动性质显露) ,那么就不可能确定电子通过的是哪个狭缝. 如果要判断它通过了哪

个狭缝(提供有关路径的信息, 即粒子性质显露 ) , 干涉条纹就消失. 这个认识由 N . Bohr

总结为并协原理.他不倦地通过各种演讲、会议、文章阐明这个原理是微观世界的现实. 这

个努力遇到很大的困难. 开始时反对者众多, 其中最具权威的是 A. Eins tein (参阅本章

1.7节) . 可见如能直接在实验上演示它的正确性,意义是十分重大的. 用电子或中子干涉

仪实现 Feyn man 这个想象中的实验, 困难在于电子及中子和光的相互作用都很弱. D.

P ritch ard 领导的研究组在 MIT 用原子干涉仪实现了这个实验
[ 4]

. 他们用共振光照射干

涉仪中的原子, 正像 Feynman 指出的那样, 如果光子的散射能提供散射它的原子在干涉

仪中走的“哪一条路径”①的信息, 原子的波动性质即被毁灭, 而表现为粒子. 但若两条原

子的路径相差小于光的波长的一半,因而散射的光子不能提供散射原子的路径, 波动性质

就能保留. 这个研究组进一步辨明了, 如果只探测散射方向在一定窄范围内的光子,失去

的干涉图像还能恢复, 代价是这些散射光子并不能提供散射原子走的“哪一条路径”的信

息.实验结果明确地说明, 并不是光子散射带来的干扰本身毁灭了波动性.光子散射是否

毁灭波动性,在于它是否提供原子走“哪一条路径”的信息. 相干的损失根源不在于光子所

传递的动量,而在于随机的相移. 这点将在下面详细讨论,这是并协原理十分直接的演示.

由超声惰性气体流载带的钠原子(速度均匀度达均方根误差< 4% )被激光泵浦到 σ
+

偏振的 F = 2, mF = 2态上. 用 St ern-Gerlach 分析磁体证实,泵浦率达 95% . 原子束经两个

狭缝准直, 进入由三个光栅(纳米工艺制造)组成的 Mach-Zender 干涉仪. 原子在干涉仪

中分束与复合的路径示于图 1.2, 图中垂直点线代表光栅, L 为相邻光栅距离.干涉条纹

由 N�[ 1+ Ccos( kg x ) ]给出.此处 kg = 2π/λg , λg 是光栅的周期; N�是平均计数率; C 称为干

涉图像的对比度,也称可见度( vis ibilit y) .图 1.3是实验的示意图. 用σ
+
偏振光(光子动量

ki)将原子共振激发到 F′= 3, m′F = 3的状态. 共振激发保证原子与光的强相互作用是实

现这个“想象中实验”的保证. 原子经自发辐射为 kf 的光子退激回基态. 未经激光激发的

原子在干涉仪中的路径由虚线(平等四边形)表示,原子在散射光子后的路径由实线表示.

d 代表在光子散射处干涉仪两臂间的距离. 实验中干涉条纹对比度的损失将用 d 的函数

衡量.

令λg 为光栅周期. 没有光子散射时在复合光栅处的原子波函数是

ψ( x ) ∝ u1 ( x ) + u2 ( x ) e
ik

g
x
,

此处 u1 和 u 2 是上束和下束的振幅(均为实数) , kg =
2π
λg

. 光子散射造成的影响如下:

① 光子动量变化为Δk= k f - ki , 它的 x 分量记为Δkx . 原子在散射光子后在 x 方向的

动量变化的数值也是 Δkx . 因此干涉图像的包络线在 x 方向的移动是 Δx =
Δkx

kA
( 2L- z ) ,

·5·

① 英文 which path 或德文 welcher W eg 已成了描述这类实验的专用名词 .



图 1.2 Mach-Zender 干涉仪 图 1.3 光子散射对原子干涉的影响

此处 kA 是原子的动量, 它和原子的 de Broglie 波长λA 的关系是 kA =
2π
λA

.

② 沿干涉两臂的原子波相对相移变化 Δ�= Δk·d= Δkx d . 重要的是, 光子散射是量

子过程,因此 Δk 是有几率分布的. 综合这两项影响后复合光栅处原子波函数改为

ψ′( x ,Δkx ) ∝ u1 ( x - Δx ) + u2 ( x - Δx ) e
i ( k

g
x + Δ�)

. ( 1.6)

如果观测所有的原子, 即不考虑散射光子 k f 的方向, 则结果的干涉条纹应是相应不同相

移Δkx 的干涉条纹的非相干叠加:

C′cos( kgx + �′) =∫d(Δkx ) P (Δkx ) Ccos( kg x + Δkx d ) , ( 1.7)

图 1.4 相对对比度及相移作为 d 的函数(λ是激光波长)

此处 P (Δkx )是横向动量传输的几率分布,它由偶极辐射分布给出, 示于图 1.4 的右上方.

动量传输为 0相当于向前散射,为 2  h k时相当于向后散射. 动量传输平均值是  hΔkx =  h k.

C 是无激光照射时干涉条纹的对比度.式( 1.7)表明干涉图像对比度 C′以及相角�′作为 d

的函数是动量传输分布函数 P (Δk)的 Fourier 变换的大小及辐角. 利用实验结果将使用

激光时测得的条纹对比度 C′与不用激光时的对比度 C 之比 (称为相对对比度)以及相移

·6·



作为 d 的函数绘于图 1.4.在实验中共振激发激光束沿 z 轴方向移动(见图 1.3)给出不同

的 d 值: d = z
λA
λg

. 若 d < 0, 相当于 z < 0, 即激光束位于第一光栅之前. 从结果可以看到,

d < 0或 d > 0 但很小时,光子散射对原子干涉的对比度和相位没有影响. 对Δkx dn π, 相移

随 d 线性增长.对各向同性散射Δkx = k=
2π
λ

(λ是激发激光的波长) , Δkx d = 2π
d
λ
即平均

相角随 d /λ线性增长, 斜率为 2π.相应地, 相对对比度迅速下降. 图中实曲线为对实验点

的最佳拟合, 虚曲线相应单光子散射的计算, 实际上有 5%原子没有吸收光子 (未被泵浦

激光带到 F = 2, mF = 2 态) , 另有 18%原子吸收两个光子. 对比度随 d 增加而急剧下降,

到Δkx d≈π即 d≈λ/ 2时降至 0. d 再行增加时相角从 0开始,此时对比度部分恢复,然后

再随相角增加而减少.这种趋势周期性重复.

有了以上结果, 就可以讨论一个重要问题:相干损失(或称去相干 decoherence)的原

因是什么,或把问题提得普遍些, 是什么机制使得并协原理成立.在经常讨论的例子中, 例

如 Ein stein 提出的自由悬挂的双缝平面, 或 Feynman 提出的用光照狭缝, 最终都是

H eisenberg 的动量-位置不确定关系破坏了相干条件. 在这个实验中,很自然地想到光子

给与原子的动量传输. 由于它引起干涉条纹在 x 方向移动以致最终把明暗抹平. 在本实

验中干涉条纹包络线的移动 Δx 正是代表这个效应(Δx 与 Δkx 成正比) . 实验的实际数值

Δx 相当 100～200个条纹,它的变化很难说明条纹对比度的变化.相移 Δ�最多只相当几

个条纹.实际上,当激光束位置向小的 z 值变化时, 对给定的 kf , Δx 有所增加, 而同时当 z

→0时, 相干损失和相移同步减小而趋于 0. 因此光子散射造成的有效相移是和对比度损

失直接关联的.

在以上描述的实验中,调整第三个光栅(复合处的光栅)位置及宽度, 就能探测从光子

接受了不同动量传输的原子, 并把它们与光子的散射方向联系起来. 实验结果示于图

1.5, 图中Ⅰ代表基本上是光子向前散射, Ⅱ相当均匀分布, 而Ⅲ基本是向后散射. 探测器

接收的Δkx 分布的 P i′(Δkx ) ( i= Ⅰ, Ⅱ,Ⅲ)示于图 1.5下图的右上方, 虚线是各种 Δkx 全

部接收的分布. 图 1.5上图是相对对比度, 下图是相移. 实线是根据实验具体几何条件计

算的结果,虚线是对全部原子(不对Δkx 加以限制)都探测的计算曲线. 上图中Ⅱ的结果和

Ⅰ差别不大, 未在图中画出.Ⅰ, Ⅱ, Ⅲ限定的动量传输范围是和相移曲线的斜率相应的,

分别是接近于 0, 3π和 4π.从上图看出对比度的下降比测量全部原子时要慢得多了. 实际

上当 d≈λ/ 2 时对比度还只降到约 60% .

这个结果显示出,测量和光子散射无关联和有关联的原子结果会如此不同, 而光散射

的条件和结果本来是一样的.被原子散射的光子可以有很多的终态 kf , 而原子也有很多与

k f 一一对应的状态.散射后的原子-辐射场体系实际是以 Sch ro�dinger 缠绕态
①表示的. 原

子-辐射场体系没有耗散, 是按照 Schro�dinger 方程演化的. 原子的相干本来没有被消灭,

只是被缠绕在为数众多的末态库中了. 众多末态按一定几率分布, 相移因之也按几率分

·7·

① 设有两个体系 A 和 F (例如原子与辐射场 ) , 发生相互作用以后总体系的状态用∑
i

A iF i表示 , 而不能简单地

用一个乘积 A F 表示 , 这个线性组合被 Schr o�dinger 称为“缠绕态”( ent a ngled s t a t e) ,他说 :“缠绕不仅是量子力学的特

征之一 ,而且它就是唯一的特征 . ”



图 1.5 探测与一定散射方向光子相关联的原子时干涉的相对对比度与相移

布,总的效果就把干涉条纹抹平了. 一旦大大限制末态的数量, 相干就会在一定程度上恢

复.当然可以问, 这个实验直接提供了走“哪一条路径”的信息了吗?原则上, 测量散射光子

的 k f 可以提供相应原子的路径, 在这个实验中并没有实际去测. 因此, 只要实验装置的安

排(决定性的是光子在原子上的散射)提供走“哪一条路径”信息的可能性,将粒子性推到

前台, 波动性就退隐了. 关于这一点, 此后的一个原子干涉仪实验 [ 51]给予了进一步的阐

明.这是用85
Rb 原子束作的“双狭缝”实验,只不过衍射栅是由光的驻波所构成. 光频率 ω0

相对于原子激发态与基态能级差 ΔE 有一定的失谐 Δ, Δ= ω0 -
ΔE  
h

. 驻波波节与波腹处光

的强度 I 不同,从而对原子产生“光移势”( light shift pot ent ial) U , U∝
I
Δ

[ 5 2]

. 在原子入射

角度为 Bragg角时, 这个周期势使原子发生 Bragg反射
[ 53] . 在图 1.6中原子束 A 以 Bragg

角入射, 光驻波将它分为透射束 C 与 Bragg 反射束 B, 调整光的强度可以使驻波成为反射

率为 50%的分束器. 经自由传播时间 ts ,两束到达第二个驻波时已经分开距离 d , 它相当

双缝的距离.通过第二个驻波时束 B 分为 D (透射)及 F (反射) ,束 C 分为 G(透射)及 E

(反射) . 同方向的原子束在远场发生干涉形成干涉条纹. 由于入射束与分束器并不垂直,

故干涉条纹在左右包络线下并不对称,左峰下的极大对应右峰下的极小. 条纹间的距离决

·8·



定于原子与驻波相互作用时间长短(可以用光源的开与关控制) ,理论值与实验结果符合.

图 1.6 原子干涉仪示意图

有关“哪一条路径”的信息可以储存在原子的内

部状态中.如图 1.7所示,
85

Rb 原子激发态 5
2
P 3/ 2以

©¦e〉代表, 基态 5
2
S 1/ 2有两个超精细态, 自旋分别为 F

= 2与 F = 3,分别用©¦2〉与©¦3〉代表. 光驻波频率ω0 调

在©¦2〉→©¦e〉与©¦3〉→©¦e〉跃迁之间, 即©¦2〉与©¦e〉跃迁失

谐为负 Δ2e < 0, 而©¦3〉与©¦e〉跃迁失谐为正, Δ3e > 0, 且

Δ3e = - Δ2e. 设入射原子处于©¦2〉态, 在它到达第一个

分束器以前先经过微波场,其频率 ωm w等于©¦2〉与©¦3〉

能量差 (除以  h ) . 脉冲长短调节到使©¦2〉与©¦3〉混合

为①©¦3〉+ ©¦2〉. 当这束原子遇到第一个分束器时, 透

射束没有相移,而在 Bragg 反射束中,作用于©¦2〉的光

移势为负, 相当于在光密介质上的反射,将有相移 π;

作用于©¦3〉的光移势为正, 没有相移. 因此, 透射束为

©¦3〉+ ©¦2〉,反射束为©¦3〉- ©¦2〉. 在分束器之后两束分

离.再经过一个频率与脉冲长短都与前一个相同的微波场, 透射束变为©¦3〉, 而反射束变为

©¦2〉. 这样,走“哪一条路径”的信息便被巧妙地储存在原子内部状态中了. 这两束再经过第

二个分束器到达探测器平面时, 就看不到干涉条纹了(图 1.8) . 这时在探测器平面上对

©¦2〉与©¦3〉是一律探测而不加区别的,即实际上并没有去测量“哪一条路径”的信息. 但只要

这种信息有被获取的潜在可能性,干涉条纹就不再出现. 当然,如果探测器区分©¦2〉与©¦3〉,

计数率曲线形状仍与图 1.8 所示的相同,只是大小减半而已. 干涉消失的原因是内部自由

度与原子质心运动的缠绕.通过第二个分束器后的波函数是(见图 1.6 及 1.7)

©¦ψ〉∝- ©¦ψD〉� ©¦2〉+ ©¦ψE〉� ©¦3〉+ ©¦ψF〉� ©¦2〉+ ©¦ψC〉� ©¦3〉.

图 1.7 路径信息存储于原子内部状态

( a ) 85R b 原子简化能级 ; ( b) 用两个 π/ 2 脉冲微波改变原子内部状态

©¦2〉在 Bragg 反射时相移π(相因子 e
iπ= - 1)给出负号.与©¦ψD〉直积的©¦2〉反射一次给出负

号, 而与©¦ψF〉直积的©¦2〉因反射两次给出正号. 在远场处左方包络线下(此处 ψF , ψG 为 0)

的原子位置(坐标 z)分布是

·9·

① 略去归一化因子 , 本小节以下推导中同此 . 关于两能级由共振电磁场所混合问题 , 请参阅本书 7.2 节 .



图 1.8 路径信息存储于原子内部状态后在包络线下干涉条纹消失

P L ( z ) ∝ ©¦ψD ( z ) ©¦
2

+ ©¦ψE ( z ) ©¦
2

- ψD
*

( z ) ψE ( z )〈2©¦3〉- ψE
*

( z )ψD ( z)〈3©¦2〉.

上式右侧第三、四项是干涉项, 但由于©¦2〉与©¦3〉正交,它们都为 0而使干涉条纹消失. 有兴

趣的是,在准备有关路径的信息时, 微波场会给原子以干扰, 造成它动量的变化Δp z , 但计

算表明 [ 5 1] , 在探测器平面上它造成原子位置的移动是 Δz = ±10 nm. 和条纹位置图上的

尺度 mm 相比, 这是观察不到的. 干涉粒子与探测器的关联 (缠绕)在任何“哪一条路径”

实验中都会出现.在 Feynman 双缝衍射中用光显微镜观察粒子或 Eins tein 的悬挂反冲狭

缝的例子中,这些缠绕本来都是存在的. 但由于测量路径所带来的动量不确定性正好能说

明干涉条纹的消失,在教科书中便把它作为唯一的原因, 而把态的缠绕推到后面去了. 通

过 P ritch ard 研究组的实验和上面的分析, 动量不确定性都不能说明条纹消失, 就突显了

状态缠绕为其根本原因.

1.3 并协原理的量子光学验证

上一节提到,在 Eins tein 和 Feynman 的想象中的实验里,都是由于 H eisen berg 动量-

位置不确定关系破坏了相干, 从而使并协原理成立. M. O . Scully, B-G. Englert 和 H .

W alt her
[ 5]
则想出一个绕过这个不确定关系的办法来判断走“哪一条路径”. 他们的想法基

于量子光学微脉泽 ( micromaser) ①技术的新进展. 一个处于长寿命激发态的原子在通过

高品质的微脉泽腔时,会发射光子而退激到更低的状态上. 这种利用腔的条件大大提高发

射几率的现象是“腔量子电动力学”②的研究内容.建议的实验装置如图 1.6 所示.用激光

将 Ru 原子共振激发到长寿命 Rydberg 态 63 p 3/ 2 . 如果不放置微脉泽腔而让原子通过双

缝,在双缝后面原子的波函数是

ψ( r ) =
1

2
[ψ1 ( r ) + ψ2 ( r ) ] ©¦a〉, ( 1.8)

此处 r 是原子的质心坐标, ©¦a〉代表原子的内部状态 63 p 3/ 2 . 在屏幕上(坐标 R)的几率密

·01·

①

② 参阅本书第 7章 .

参阅本书第 7章 7.4节 .



度由©¦ψ©¦
2
给出:

P ( R) = ©¦ψ©¦2 =
1
2

[ ©¦ψ1 ©¦2 + ©¦ψ2 ©¦2 + (ψ1 * ψ2 + ψ2* ψ1 ) ]〈a ©¦a〉

=
1
2

[ ©¦ψ1 ©¦
2

+ ©¦ψ2 ©¦
2

+ (ψ1
*
ψ2 + ψ2

*
ψ1 ) ] . ( 1.9)

图 1.9 通过微脉泽腔的双缝干涉

方括弧中第三项表示干涉. 微脉泽腔可以使位于 63 p 3/ 2态的原子发射微波光子 (约

21 GH z)而跃迁到 61 d 5 / 2 (记为 b)或 61 d 3/ 2 (记为 c) .设腔调谐到跃迁 a→b, 原子通过后

发射光子,可以从哪一个腔中出现光子判断原子的路径. 发射光子后原子内部状态发生变

化,但质心坐标的空间波函数不变① . 由于发射光子, 原子与微脉泽腔的状态出现了关联.

原子-腔体系的状态是

ψ( r ) =
1

2
[ψ1 ( r ) ©¦11 02〉+ ψ2 ( r) ©¦01 12〉] ©¦b〉, ( 1.10)

此处©¦11 02〉代表腔 1 有 1 个光子, 腔 2没有. ©¦01 12〉可类推. 状态 ( 1.10)与式( 1.8)根本不

同处在于式 ( 1.10)不再能像式 ( 1.8)那样写成原子波函数与光子自由度的乘积② , 而是

Schro�dinger 缠绕态. 计算屏幕上的几率密度,得

P ( R) =
1
2

[ ©¦ψ1 ©¦
2

+ ©¦ψ2 ©¦
2

+ ψ1
*
ψ2〈11 02 ©¦01 12〉+ ψ2

*
ψ1〈01 12 ©¦11 02〉]〈b©¦b〉

=
1
2

[ ©¦ψ1 ©¦
2

+ ©¦ψ2 ©¦
2
] , ( 1.11)

这是因为©¦11 02〉与©¦01 12〉正交. 可见,只要存在判断原子走“哪一条路径”的可能,干涉便消

失了,根本用不着去测量, 这里 Heisenberg 不确定关系并没有发挥作用. 干涉消失是原子

·11·

①

② 例如式 ( 1.8)便是
1

2
[ψ1( r ) + ψ2( r) ] ©¦a〉 ©¦0102〉.

不计发射微波光子导致的原子动量变化 .



质心波函数和光子自由度的关联所致.

从以上的讨论和 1.2 节的讨论可以看到并协原理得以实现, 在不同的具体情况下会

有不同的机制. 1.2节的讨论涉及相干的部分恢复问题, 在本节的讨论中相干的消失是由

于原子与光子自由度产生了关联.那么如果能抹去这个关联, 相干能否恢复? 这就是量子

涂消器( t he quant um eraser)的思想. 下面讨论的是一个原理性的涂消器, 实现是不容易

的.考虑图 1.10 中的原子-微脉泽腔系统.两个腔用探测器-光闸体系隔开, 探测器初态是

图 1.10 量子涂消器

它的基态©¦g〉. 如果它吸收了一个光子,就跃迁到激发态©¦e〉. 当原子通过了双缝之后, 打开

光闸,“符合条件”的光子遇到探测器就被吸收, 两个腔都处于基态. 此时“哪一个路径”的

信息就被抹去. 重要的一点是,此时原子已通过双缝, 打开光闸和光子被吸收是不可能在

物理上影响原子的① .难道相干能恢复吗? 答案是肯定的,但需要探测器有一种特殊性质.

光闸打开之前,原子-腔-探测器体系的波函数是

ψ( r ) =
1

2
[ψ1 ( r ) ©¦11 02〉+ ψ2 ( r) ©¦01 12〉] ©¦b〉©¦g〉. ( 1.12)

定义原子质心波函数的对称态ψ+ 和反对称态 ψ- :

ψ±( r ) =
1

2
[ψ1 ( r ) ± ψ2 ( r ) ] , ( 1.13)

以及腔辐射场的对称态©¦+ 〉及反对称态©¦- 〉

©¦±〉=
1

2
[ ©¦11 02〉± ©¦01 12〉] . ( 1.14)

波函数式( 1.12)可以改写作

ψ( r) =
1

2
[ψ+ ( r) ©¦+ 〉+ ψ- ( r ) ©¦- 〉] ©¦b〉©¦g〉, ( 1.15)

·21·

① 这种措施称为“推迟选择”( delayed ch oice) ,参阅 1.9 节 .



如果探测器只对光子©¦+ 〉态灵敏而对©¦- 〉态不灵敏①, 则在光闸打开之后总体系波函数

就变为

ψ( r) =
1

2
[ψ+ ( r) ©¦01 02〉©¦e〉+ ψ- ( r) ©¦- 〉©¦g〉] ©¦b〉. ( 1.16)

第一项来自原( 1.15)式中的光子©¦+ 〉被吸收,变为无光子态, 而探测器被激发到©¦e〉态, 第

二项没有变化.如果只求屏幕上的几率密度, 则有

P ( R) =
1
2

[ ©¦ψ+ ( R) ©¦2 + ©¦ψ- ( R) ©¦2 ] =
1
2

[ ©¦ψ1 ( R) ©¦2 + ©¦ψ2 ( R) ©¦2 ] , ( 1.17)

没有干涉条纹.但如求探测器位于激发态时屏幕上的几率密度, 这时有

P e( R) =
1
2

©¦ψ+ ( R) ©¦
2

=
1
4

©¦ψ1 ( R) ©¦
2

+ ©¦ψ2 ( R) ©¦
2

+ Re[ψ1
*

( R)ψ2 ( R) ] ,

( 1.18)

干涉条纹重现.如果只求探测器处于基态时屏幕上的几率密度, 它是

P g ( R) =
1
4

©¦ψ1 ( R) ©¦
2

+ ©¦ψ2 ( R) ©¦
2

- Re[ψ1
*

( R)ψ2 ( R) ] , ( 1.19)

干涉也存在.由于干涉项与式( 1.18)相比符号相反,可以称它为“反干涉条纹”, 以虚线示

于图 1.7b. 如果不理会探测器的状态,把所有到过屏幕的原子都记录下来, 就有

P ( R) = P e( R) + P g ( R) =
1
2

( ©¦ψ1 ( R) ©¦2 + ©¦ψ2 ( R) ©¦2 )

和式( 1.17)完全一样. 探测器提供量子涂消的机会. 如在确切涂消的情况 (探测器处于激

发态)再记录屏幕上的原子, 则干涉条纹完全恢复,当然记录的粒子总数减半.

以上分析在原理上确立了量子涂消器的可能性.相干的消失在于形成缠绕态. 如能设

法取消缠绕(即取联合几率, 丢开了式( 1.16)中方括弧中的第二项) ,则相干恢复. 重要的

一点是,探测器的运作是在原子通过双缝以后. 因此原子显示波动性或粒子性并非探测器

“打招呼”的结果,这是微观系统本来的性质, 这一点在讨论 Bell定理时还会再次遇到.

以上描述的量子涂消器说明原理很理想,但真正实现起来是困难的. 首先实现量子涂

消器的是乔瑞宇的研究组,他们使用了双光子干涉. 我们将在 1.6 节讨论这个问题.

本节讨论的问题在 1993年的一次会议上曾有过争论
[ 4 6, 4 7]

.

1.4 单光子干涉实验

Dirac在他的经典著作《量子力学原理》第一章中讨论了量子力学对光子干涉的描述:

“每个光子只和它自己干涉”,多年来有许多实验企图直接演示这个结论. 他们用不同的干

涉仪, 用减弱的光源,有的还用“反聚束装置”,以“保证”在干涉仪中同时刻只能有一个光

子.在实验中观察到干涉条纹, 因此做出证实 Dirac论断的结论. 20世纪 80年代对光的统

计性质中的非经典效应的研究发展,对这个看来无懈可击的结论提出了挑战.
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① 这就是上文提到的“特殊性质”. 探测器的作用是吸收光子从而使两个腔均处于基态而抹去了“哪一条路径”

的信息 ,并不是提供原子从哪一个腔通过的信息 .



A . Aspect, P . Grangier 和 G. Roger
[ 6]
用分束器做反符合实验, 原理示于图 1.11. 光源

S 发出光脉冲,射在分束器 BS( beam split ter)上.发出脉冲的同时触发器对记数装置开一

个时间间隔为 w 的窗口. 光电倍增管 PM t 和 P Mr 记录在透射( t)道和反射( r)道中的计数

率 N t 和 N r . 符合计数率为 N c. 令 N w 为脉冲率,则反射、透射和符合记数几率分别为

P r =
N r

N w
, P t =

N t

N w
, P c =

N c

N w
. ( 1.20)

图 1.11 检验光源单光子发射的装置

先从光的经典波动描述出发, 设在一个时间窗口内平均光强为 i, 在分束器处光分为两

束.令 αt 代表分束器透射效率和透射道探测器效率的乘积, 则有

P t = αt wi.
类似地,有

P r = αr wi,

P c = αrαt w
2
i

2
.

对许多脉冲(窗口) 做系综平均, 有
P t = αt w〈i〉,

P r = αr w〈i〉,

P c = αtαr w
2
〈i

2
〉.

据 Cauch y-Schwartz不等式,〈i
2〉≥〈i〉

2 , 有

P c ≥P tP r .   ( 1.21)
定义

α=
N c/ N w

N t

N w

N r

N w

, ( 1.22)

则有
α≥1. ( 1.23)

如果光源发出的是光子, 则这个装置应给出 P c= 0, 因为光子只能进入一个道,反射道或

透射道,亦即 α= 0.

A spect 研究组用光二极管进行测量.减弱的光源相当于 1个计数/ 1000 脉冲.探测器

效率约为 10% , 相当于一个脉冲只有 0.01 个光子. 测量结果 α≈1, 这说明一般光源不论

多么弱, 只呈现经典性质. 在经典光源中有宏观数量的原子处于激发态, 可能有若干原子

同时发射光子. 如激发原子满足 Poisson 分布, 可以证明光的统计性质是经典的, 即一个

光子从光源发出,立即有第二个光子发出的几率是有限的, 即不为 0.激光也属经典光源.

用经典光源所进行的干涉实验不能认为是对光子只能和自己干涉的确切证明. 这个证明
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必须用非经典光源, 即 α值要比 1小得很多(由于窗口 w 有限, 偶然符合使 α不能严格为

0 ) . Aspect 研究组制成了“单原子发射光源”. 用激光双光子共振激发 Ca 原子束, 到

4p
2 1

S 0态, 它级联发射两个光子 (相间 4.7 ns) .能级及跃迁示于图 1.12. 第一个光子可用

于触发光子探测器,第二个光子进入分束器.在实验条件下有另一个 Ca 原子同时发射一

个光子并也进入分束器的可能性很小.在触发率为 8800s
- 1
时计数 5个小时, 得出的结果

是α= 0.18±0.06, 与最小经典值 α= 1比有 13个标准偏差.

图 1.12 Ca 原子辐射级联 ,

用于单原子发射光源 图 1.13 Mach-Zender 干涉仪示意图

图 1.14 MZ1 和 MZ2 的输出计数 , 作为光程差的函数

  用单原子发射光源进行了干涉实验,图 1.13 是干涉仪示意图. MZ1 和 MZ2 是光电倍

增管, 虚线代表分束器 BS1 和 BS 2 .通过移动反射镜可以调节两臂的光程差. 光波在分束

器上反射的一束和透射的一束相比有相角差π/ 2.因此如果两臂长度相等, 进入MZ1 的两

束相差为 0,而进入 MZ2 的两束相差为 π. 因此 MZ2 中不应有计数.当两臂长度差连续变
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化时, 两个探测器中计数周期变化而彼此正好反相. 结果示于图 1.14 (计数时间

15 s /道) . 光程差用通道数表示, 一道相当于 λ/ 50. 这个实验相当于光源参数 α= 0.18. 结

果表明,基本上同时只有一个光子处于干涉装置之内, 它实现了自己和自己的干涉.

1.5 多粒子干涉学

从 20世纪 80 年代开始, 一些实验室利用激光在非线性晶体中的“下转换”( down

conversion )产生一对光子. 这种过程可以用来构成“二光子缠绕态”, 从而制成二粒子干

涉仪.首先提出这个想法的是 M. A . H orne 和 A . Zeilinger
[ 7, 8 ]

,不少研究组都建立了设备,

用来集中研究量子力学基本问题的先导是 L. Mandel 所领导的研究组. 这个研究方向呈

现了光的新的非经典性质,并对 Bell 不等式的破坏给以了更精确的实验验证.新的研究

结果不断涌现.

1.5.1 二粒子双缝干涉学

如图 1.15所示,在 O 处有粒子源,长度为 d (图中未标出) . 设有一位于 S 处的粒子衰

变产生两个粒子.由于衰变粒子是静止的, 因此两个衰变产物的动量基本上是相反的. A,

B 与 A′, B′是两对小孔.一对衰变产物可以通过 A 和 A′落到探测屏幕上的 P 和 P′点, 但

图 1.15 二粒子干涉仪示意图

它们也可以通过 B 和 B′落到这两点.这一对粒子的状态以

©¦ψ〉=
1

2
( ©¦A〉1 ©¦A′〉2 + ©¦B〉1 ©¦B′〉2 ) ( 1.24)

表示. 式中©¦A〉代表粒子动量指向 A 点的状态, 其余也类似定义. 这一对粒子最终到达 P

和 P′, 但它们各有两个选择, 一个粒子可以选 SAP 或 SBP , 另一个相应地选 SA′P′或

S B′P′. 令衰变粒子距 O为 x , 记录点 P 距 Q 为 y , P′距 Q′为 y′,并令 L 代表 OAQ 距离,θ

为∠A OQ,则有

SA P = L - xθ- yθ,

SBP = L + xθ+ yθ.

在 P 处的几率幅为

ψ( P ) ∝e
ikL

e
- i k( x + y )θ

+ e
ik( x + y )θ

∝cos
2π
λ

( x + y)θ, ( 1.25)
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此处波矢 k= 2π/λ,λ为 de Broglie 波长.如要测由于源上各粒子衰变产物在 P 与 P′处的

符合计数,则其几率幅为

ψ( y, y′) ∝
1
d∫

d / 2

- d / 2
dx cos

2π
λ

( x + y )θcos
2π
λ

( x + y′)θ. ( 1.26)

将被积分函数进行变换:

cos
2π
λ

( x + y )θcos
2π
λ

( x + y′)θ=
1
2

cos
2π
λ

( y - y′)θ+
1
2

cos
2π
x

( 2x + y + y′)θ,

因此有

ψ( y , y′) ∝
1
2

cos
2π
λ

( y - y′)θ+
1
αd∫

d / 2

- d/ 2
dx cos

2πθ
λ

( 2x + y + y′) . ( 1.27)

讨论两种极限情况:

( 1) dm
λ
θ

, 此时式 ( 1.27)中第二项很小,可以略去. 第一项正是“条件性条纹”,即如

确定 P′点并令 P 变化, 二处的符合计数将周期变化;如确定 P 点, 令 P ′变化, 情况也一

样.这称为双粒子干涉. 正是由于一对粒子都有相对应的两种选择, 这两条路径就要产生

干涉.

( 2) dn
λ
θ

,这样 x 在式( 1.26)被积分函数中可以忽略,得到

ψ( y, y′) ∝ cos
2π
λ

yθcos
2π
λ

y′θ, ( 1.28)

这是两个独立的单粒子干涉的乘积,两个粒子独立地自己和自己干涉. 从动量空间分析,

很容易理解以上两种情况.

( 1) 根据不确定性原理, 粒子横向动量的不确定性为δk⊥∝
1
d

.如 dm λ/θ, 则有

δk⊥ n
θ
λ

,
δk⊥
k⊥
n
θ

2π
. ( 1.29)

每个粒子的横向坐标不确定性太小,不足以包括 A , B(或 A′, B′)两个孔, 因此它们都无法

和自己干涉,没有单粒子条纹.

( 2) 如 dn
λ
θ

,则有
δk⊥
k⊥
m
θ

2π
,每个粒子都可以“照亮”自己一侧的两个孔,因此就有单

粒子条纹.但由于横向动量不确定性太大,无法保证一个粒子通过 A 就有另一个粒子通

过 A′的对应( B , B′也是如此) .因此就破坏了二粒子缠绕态 (式 ( 1.24) ) , 不能产生二粒子

条件性条纹.

从以上分析可以看到二粒子干涉与单粒子干涉的一个重大不同.以光子而论, 单粒子

干涉可以用电磁波动理论描述, 但双光子干涉是从缠绕态开始的, 这基于量子力学的原

理,因此是非经典性的, 是非经典光学现象.

1.5.2 下转换光子干涉实验

激光通过非线性晶体的下转换是原有光子 k转变为两个相互关联光子 kA 和 kC , 并有

k = kA + kC .理论
[ 9 ]
和实验

[ 10]
显示, 在©¦kA ©¦≠©¦kC ©¦情况下, 可以获得相对于入射光子方向不

对称的下转换光子 (图 1.16) . 如图 1.17 所示, 在下转换晶体 S 右方的光阑上取 4 个针
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孔,使从晶体中射出的关联光子对可以有两种选择:或选 A, C方向,或选 D , B 方向, 并且

有

©¦kA ©¦= ©¦kD ©¦, ©¦kB ©¦= ©¦kC ©¦. ( 1.30)

图 1.16 不对称下转换光子对 图 1.17 二粒子干涉仪示意图

这样就获得一对关联光子的缠绕态:

©¦ψ〉=
1

2
[ ©¦kA〉1 ©¦kC〉2 + ©¦kD〉1 ©¦kB〉2 ] . ( 1.31)

在干涉仪(图 1.17)装置中, 束 A 经反射镜 M A 到移相器�1 , 再到分束器 H 1 , 从此它或进入

探测器 U 1 , 或进入 L 1 . 相应于此,另一个光子沿束 C经反射镜 M C 到达分束器 H 2 ,从此它

或进入探测器 U 2 ,或进入 L 2 .以上是这对光子的第一种选择. 它们的另一种选择是第一个

光子沿 D 经 M D , H 1 进入 U 1 或 L 1 ,第二个光子沿 B 经 M B ,�2 , H2 进入 U 2 或 L 2 . 探测器

U 1 和 L 1 接受的是第一个光子两条可能选择的路径 A , D 复合后的结果, U 2 和 L 2 则是第

二个光子两条可能选择的路径 B, C 复合后的结果.需测量的是二光子的符合计数率, 它

作为相移�1 和�2 的函数, 然后和量子力学理论计算进行比较.

设探测器的量子效率为 η, 则探测器 U 1 , U 2 的符合计数率为 η
2 ©¦A ( U 1U 2 ©¦�1 �2 ) ©¦2 , 此

处 A ( U1 U2 ©¦�1 �2 )是作为�1 , �2 函数的 U1 U2 符合几率幅, 它是和两对相关联路径 (即 AC

与 DB)的几率幅的叠加:

A( U 1U2 ©¦�1 �2 ) =
1

2

1

2
ie i�

1 1

2
+ eiθ 1

2

1

2
iei�

2 , ( 1.32)

此处 e
i�

1 , e
i�

2是在束 A 与 B 通过相移器获得的相因子,
1

2
与

1

2
i 分别对应在分束器处

的反射与透射. 在上式的方括弧中每项都有两个因子分别对应相互关联的第一个与第二

个光子的路径. e
iθ
与反射镜和分束器的安排有关, 与�1 , �2 无关. 类似地可以得到

A ( U1 L 2 ©¦�1 �2 ) =
1

2

1

2
ie

i�
1

1

2
i + e

iθ 1

2
ie

i�
2

1

2
,

以及 A ( L 1 U2 ©¦�1 �2 ) , A ( L 1 L 2 ©¦�1 �2 ) . 两个探测器的符合计数率分别是 η
2 乘以符合几率幅

的模平方:

P ( U1 U2 ©¦�1 �2 ) = P ( L 1 L 2 ©¦�1 �2 ) = η
2 1

4
+

1
4

cos(�2 - �1 + θ) , ( 1.33)
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P ( U1 L 2 ©¦�1 �2 ) = P ( L 1 U2 ©¦�1 �2 ) = η
2 1

4
-

1
4

cos(�2 - �1 + θ) . ( 1.34)

符合计数率显示出二粒子干涉.如果只记录一个探测器(例如 U 1 )的计数率,就有

P ( U 1 ©¦�1 �2 ) = P ( U1 U2 ©¦�1 �2 ) + P ( U 1L 2 ©¦�1 �2 ) =
η2

2
, ( 1.35)

同样有

P ( U 2 ©¦�1 �2 ) = P ( L 1 ©¦�1 �2 ) = P ( L 2 ©¦�1 �2 ) =
η2

2
. ( 1.36)

  一对关联光子的干涉现象把 Dirac 的名言做了补充:“一对关联光子只和自己这一对

干涉.”

文献 [ 7]在此基础上讨论了以上实验安排的变种, 包括了许多研究组的双粒子干

涉仪.

1.5.3 发射时间的干涉

Mandel曾经指出, 当两个独立的且在空间上分开的单原子光源使得两个探测器产生

符合计数, 且记录的两个光子中其中一个一定来自一个光源,而另一个来自另一个光源,

只要没有关于究竟光子来自哪一个光源的信息, 就会发生干涉. J . Franson 提出另一个想

法:只要无法判断光子是在什么时间发出的, 就存在二光子干涉.乔瑞宇在 Franson 想法

的基础上建立了高可见度干涉装置 [ 11 ] ① .图 1.18( a)给出实验装置示意图, 其中 M 1 , M 2 是

反射镜, B11 , B12 , B21 , B22 是分束器, F 1 , F 2 是滤光片, D1 , D2 是探测器. 图 1.18( b )是装置

的简化图,图中一对下转换光子同时到达探测器 D1 和 D2 . 在途中它们都有选择长途径和

短途径的可能.长短途径所需时间差在实验中是 4 ns , 而探测器的“同时”,实际是在窗口

1 ns 内.由于两个光子在下转换中是同时产生, 因此,它们或是都选了长途径, 或是都选了

短途径.但装置中没有作出发射时间判断的可能, 因此只能用线性组合表示这个缠绕态:

©¦ψ〉=
1

2
( ©¦s〉1 ©¦s〉2 + ©¦l〉1 ©¦l〉2 ) , ( 1.37)

s 代表短途径, l 代表长途径. 变更一个光子的长途径长度(移动图 1.18( a )中的棱镜)就能

改变©¦ψ〉中两项的相对相角. 令ΔL i= L i- S i,此处 i= 1, 2,而 L i与 S i分别代表光子 i的长

途径与短途径长度. ©¦ψ〉中两项的相对相角是

Δ�= ω1
ΔL 1

c
+ ω2
ΔL 2

c
=
ω1 + ω2

2c
(ΔL 1 + ΔL 2 ) +

ω1 - ω2
2

(ΔL 1 - ΔL 2 ) ,

此处 ω1 与 ω2 是两个光子的角频率. 在实验中选 ω1≈ω2 , 即 ω1 - ω2≈0.引入 ωp = ω1 + ω2 ,

ωp 是产生下转换光子的角频率.因此

Δ�=
ωp
2c

(ΔL 1 + ΔL 2 ) . ( 1.38)

探测器的符合计数率 R 满足下式:

R ∝ ©¦1 + eiΔ�©¦2 = 2 + 2cos
ωp
2c

(ΔL 1 + ΔL 2 ) . ( 1.39)
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图 1.18 发射时间干涉仪装置示意图( a)及其简化图( b)

理论上干涉的可见度应是 100% ,实际上实验达到的是 80.4% .

在此后一个类似的实验
[ 54 ]
中, 两个能量相同的下转换光子从非线性晶体同时发出在

光纤中各自传播达到相距 10.5 k m 的两个干涉仪。观测到的二光子干涉可见度达

81.6%。缠绕态能够保持如此远的距离,不仅在理论上证实量子力学关联(并非鬼怪式的

相互作用) , 而且对量子信息学(量子密码与量子远程传递)也有实际意义。

1.5.4 相干与路径可区分性

F eynman 有一句格言:“只有在一个装置中无法在物理上互相区分的状态才能干

涉.”邹兴宇、王力军和 Mandel 的实验
[ 12]对这个原则给与了明确的证明. 在图 1.19中虚

线 A , C 是分束器,入射的紫外光子在 A 处分为二束,各经反射进入非线性晶体 X1 和 X2 .

每个光子只能在一块晶体( X1 或 X2 )中产生下转换, 所以产生的是缠绕态

1

2
( ©¦d〉1 ©¦e〉2 + ©¦h〉1 ©¦k〉2 ) .

束©¦d〉和©¦h〉都能进入 D1 .它们能干涉吗? 如果能对 e和 k 分别进行监察, 就能判断 D1 接

收的是从哪一个晶体来的下转换光子:如 e 有计数, 则进入 D1 的一定是 d ;如 k有计数,
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图 1.19 邹-王-Mandel 干涉仪示意图

则进入 D1 的一定是 h. 这样就不会有干涉.如果将 e和 k 的路线重叠起来, 就失去了判断

的潜在可能,从而出现干涉, 因此状态变为

1

2
( ©¦d〉+ ©¦h〉) 1 ©¦k〉2 ,

是乘积态而不是缠绕态. 此时调节移相器 P 就出现 D1 中的干涉. 具体分析如下:在分束

器 A (半透明)处, 束 a 变为束 b与 c的线性组合, 即有

©¦a〉→
©¦b〉+ i ©¦c〉

2
,

此处 i表示反射束有 π/ 2 相移.在 B 处(为了以下讨论,以实数 T 和 R 表示其透射和反射

率) ,

©¦e〉→ T ©¦g〉+ iR ©¦f 〉.

在 C(半透明)处,

©¦h〉→
©¦l〉+ i ©¦m〉

2
, ©¦d〉→

©¦m〉+ i ©¦l〉

2
.

在移相器 P 处,

©¦h〉→ e iψ©¦h〉.

在下转换晶体处(令 η为下转换系数,为 10
- 6
量级) ,

©¦b〉→η©¦d〉1 ©¦e〉2 ,

©¦c〉→ η©¦h〉1 ©¦k〉2 .

将©¦g〉和©¦k〉准直,有

©¦g〉→ ©¦k〉.

将以上各过程总结,有

©¦a〉→
1

2
( ©¦b〉+ i ©¦c〉) →

η

2
( ©¦d〉1 ©¦e〉2 + i ©¦h〉1 ©¦k〉2 )

→
η
2

T - e
i� ©¦m〉+ i T + e

i� ©¦l〉 1 ©¦k〉2
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 + i
η
2

R( ©¦m〉+ i ©¦l〉) 1 ©¦f 〉2 . ( 1.40)

求 D1 D2 的符合计数率, 选式( 1.40)中©¦l〉1 ©¦k〉2 的系数, 取其模平方即可,它是

η
2

4
T + cos � 2 + sin 2 �=

η
2

4
1 + T 2 + 2T cos � .

干涉条纹对比度是

ν=
2T

1 + T
2 . ( 1.41)

它随 T 而增加, 从相应 T = 0 的ν= 0 开始直到相应 T = 1 的 ν= 1. 如果只测探测器 D1 的

计数率,它是©¦l〉1 ©¦k〉2 与©¦l〉1 ©¦f 〉2 的系数模平方之和:

η
2

4
T + cos �2 + sin2 �+

η
2

4
R

2
=
η

2

4
1 + T 2 + 2T cos �+ R2

=
η2

2
( 1 + T cos �) ,

最后的等式来源于 T
2 + R

2 = 1. 这时干涉条纹的可见度是

ν= T . ( 1.42)

重要的是, 虽然 D2 这一束并不在相干路径内,它却能影响 D1 这一束的干涉条纹可见度.

D2 这一束的作用是:使“从哪一条路来”(即从 X1 还是从 X2 )的判断成为不可能. 一对下转

换光子(或称共轭光子)是相互关联的. 操纵一个就能影响第二个. T = 0 导致 ν= 0, 是因

为阻住 e束就能根据 k束有无光子判断 D1 中光子是来自 X1 ( k 束无光子)还是来自 X2 ( k

束有光子) , 这样 D1 就不可能看到干涉条纹.

这个实验再次指明, 毁掉相干的原因是潜在的信息, 而不是实际掌握的信息, 只要

不把©¦g〉和©¦k〉准直, ( 1.40) 式原有的
η
2

i ( T + e
i�
) ©¦l〉1 ©¦k〉2 就变为

η
2

( ie
i�

©¦l〉1 ©¦k〉2 +

iT ©¦l〉1 ©¦g〉2 ) . 再求 D1 D2 符合, 就只有η
2
/ 4, 不用实际去测©¦g〉和©¦k〉,相干就丢了.

1.6 双光子干涉仪量子涂消器

在 1.3节中讨论了量子涂消器的概念. 真正实现的首先是乔瑞宇研究组的双光子干

涉仪
[ 13 ]

, 图 1.20 是实验装置的示意图. 氩离子激光器 351.1 nm 的泵浦光子在非线性晶

体 KDP 中下转换为两个平均值为 702.2 nm 的共轭光子, 用滤波器限制带宽为 10 nm. 两

个关联光子通过反射镜同时射到分束器上, 两个输出道 D1 , D2 测量单独计数和两道的符

合计数.图 1.21( a)是简化的干涉仪图,图 1.21( b )是对符合计数有贡献的路径:两个光子

在分束器处或都是反射( r× r )或都是透射( t× t) .当两路程差为 0时, 符合计数是

P c = ©¦r× r + t× t©¦
2

=
i

2
×

i

2
+

1

2
×

1

2

2

= 0. ( 1.43)

因子 i 来自分束器处反射带来的相位差 π/ 2. 当程差比相干长度大得多时 r× r 和 t× t 两

路不再相干,计数率是二者模方之和:

P c =
1
2

. ( 1.44)
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图 1.20 观察量子涂消的干涉仪装置示意图

图 1.21 干涉仪简图( a)及对符合计数有贡献的路径( b)

由于每个光子在分束器处反射与透射几率都是 50% , 符合计数应占 1/ 2, 另外 1/ 2 是两个

光子进入同一个探测器.实际上在分束器后的波函数是

©¦ψ〉Δx= 0 =
1
2

©¦11 12〉+ i
2

©¦11 12〉+ i ©¦21 02〉+ i ©¦01 22〉

=
i
2

©¦21 02〉+ ©¦01 22〉 . ( 1.45)

F ock 态©¦n1 m 2〉代表向探测器 D1 传播的有 n 个光子, 向 D2 传播的有 m 个光子. Δx = 0 意

为程差为 0.如果移动图 1.20 中的棱镜以调整两个路径的程差 δL, 则符合计数几率将从

0增加,直到程差趋近相干距离, 符合计数率趋向 1/ 2并与程差无关,这时干涉消失.

下转换产生的两个光子都是水平偏振的.如果在一束中放置半波片, 其光轴与水平偏

振方向成 �/ 2 角(图 1.20中的 H WP ) ,这个光子的偏振方向就和水平成 �角. 如 �/ 2=

45°,则偏振就变为垂直方向了. 这样偏振就成为一个新的参数,可以用来辨认进入任何一

个探测器的光子是从“哪一个路径”来的.可以预料, 干涉现象将会消失.令 H 代表水平偏

振, V 代表垂直偏振.光子通过半波片偏振变为 H + �,即偏振与水平成 �角:

©¦1
H + �
〉= ©¦1

H
〉cos �+ ©¦1

V
〉s in �. ( 1.46)

放置半波片后在分束器后面的波函数是

 ©¦ψ〉Δx = 0 =
1
2

©¦1
H
1 1

H + �
2 〉+ i

2
©¦1

H + �
1 1

H
2 〉+ i ©¦1

H + �
1 + 1

H
1 , 02〉+ i ©¦01 , 1

H
2 + 1

H + �
2 〉 .

( 1.47)

再用式( 1.46) ,在式( 1.47)中的©¦1
H
1 1

H
2 〉cos �两项对消, 余下的是

©¦ψ〉Δx = 0 =
1
2

- ©¦1V
1 1H

2 〉s in �+ ©¦1H
1 1V

2〉s in �+ i ©¦2H
1 02〉cos �+ i ©¦1V

1 + 1H
1 , 02〉s in �
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+ i ©¦01 2H
2 〉cos �+ i ©¦01 , 1

H
2 + 1

V
2〉sin � . ( 1.48)

图 1.22 涂消器的理论与实验比较

( a) 检偏器的角度不同设置的涂消结果 (理论 ) ; ( b)实验数据 , 理论曲线已调整到可见度 91% .

只有前二项与符合测量有关,因为其它 Fock 态是©¦02〉或©¦20〉. 符合测量的结果是

P c =
1
4

[ 2sin 2 �] =
1
2

sin2 �. ( 1.49)

这个结果是取了式( 1.48)中©¦1
V
1 1

H
2 〉和©¦1

H
1 1

V
2〉的系数,将它们平方再相加得来的.这两个状

态都是两个探测器中各有 1 个光子.为什么没有干涉项呢? 原因是这两个状态是正交的

——偏振态正交.这是加了半波片的结果:它使两个状态正交, 因而使干涉为 0,这和提供

分辨“从哪条路来”的潜在可能是共生的.不论你测量与否, 结果总是一样的.
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进行量子涂消就是反其道而行之.在两个探测器前面各放一个检偏器 P 1 和 P 2 , 检偏

方向分别为θ1 和 θ2 . 设原来的半波片放置于�/ 2= 45°, 则式( 1.48)变为

©¦ψ〉Δx = 0 =
1
2

- ©¦1V
1 1H

2 〉+ ©¦1H
1 1V

2〉+ ⋯ . ( 1.50)

检偏器的作用是求出式( 1.50)态在

〈θ1 ©¦=〈1H
1 ©¦cosθ1 +〈1V

1 ©¦sinθ1
和

〈θ2 ©¦=〈1H
2 ©¦cosθ2 +〈1V

2 ©¦sinθ2

上的投影.结果是

〈θ1θ2 ©¦ψ〉Δx = 0 =
1
2

( cosθ1 sinθ2 - s inθ1 cosθ2 )

=
1
2

s in(θ2 - θ1 ) ,

以及

P c ( 0) = ©¦〈θ1θ2 ©¦ψ〉Δx = 0 ©¦2 =
1
4

sin 2 (θ2 - θ1 ) .

如θ1 = θ2 ,则 P c ( 0) = 0完全恢复了量子干涉的值.如果程差大于相干长度, 则( 1.50)式的

两项不再相干,求 P c 时须将它们分别投影到〈θ1θ2 ©¦,取模方再相加:

P c( x > cτ) ≈
1
2
〈θ1θ2 ©¦1

H
1 1

V
2〉

2

+
1
2
〈θ1θ2 ©¦1

V
1 H

H
2 〉

2

=
1
8

s in
2
(θ2 - θ1 ) + sin

2
(θ2 + θ1 ) . ( 1.51)

由于半波片的作用,在 D1 , D2 两个探测器道都有“哪一条路径”的信息, 必须在两个探测器

前都放检偏器才能消去信息.另有一个很重要的地方:涂消是在干涉仪的输出口之后进行

的,刚刚在两个探测器进行符合测量时恢复了干涉效应. 检偏器角度的设置完全决定了这

一对共轭光子的表现. 理论与实验的比较示于图 1.22. 图 1.22( a)是理论曲线, 给出两个

检偏器设置角度不同时涂消的结果. 图 1.22( b)中的点是实验数据, 曲线是理论计算修正

到可见度 91%的结果.

1.7 E instein 和 Bohr 关于量子力学的争论, Bell 定理

20世纪两位最伟大的物理学家 Einst ein 和 Bohr 曾在 1930年和 1935年就量子力学

进行过两次争论. 1935年的争论被称为“EPR 佯谬”. 关于这个问题的讨论从 1965年起又

成为非常热门的话题, 研究工作空前地兴旺起来. 原因是最初的争论仅限于理论概念和

“假想实验”,而 Bell 在 1965 年的一篇论文却提出了基于 Eins tein 观点的“隐变量理论”可

以用实验检验, 其判据后来被称为 Bell 不等式. 从 60年代后期起进行了许多验证不等式

的实验. 80年代所进行的实验已经基本上达到过去只能在理论上讨论的“想象中实验”的

水平. 这些理论和实验的发展使人们对量子力学基本问题有了进一步的认识, 研究仍在

继续.
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1.7.1 1930 年 Einstein 对量子力学的批评:“量子力学是不自洽的 .”

  1 93 0年在Brussels举行的Solvay讨论会上 , Einst ein提出一个假想实验 . 在一个密

图 1.23 E inst ein 之盒

闭的盒中有辐射存在,事先测好盒的质量. 由

一个预先设计好的钟表机构开启盒上的快

门, 经短时间 T 后关闭. 在此期间有一个光

子逸出.快门关闭后再测盒的质量,二次测量

值之差正好是逸出光子的能量 E . 由于时间

T (由钟表机构测量)和光子能量(由盒的质

量变化测量 )两种测量是独立的、互不干扰

的, 测量精确度不互相制约, 因而破坏了

ΔT·ΔE≥  h的不确定关系, 他的结论是“量

子力学是不自洽的”.对这个批评 Bohr 一时

感到很困惑. 对量子力学不确定原理的正确

性, Bohr 是深信不疑的, 但一时又找不到

Eins tein论据的错误. 经过一夜苦思, 第二天

Bohr 在黑板上画了这个假想的实验装置(图

1.23) . Bohr 指出, 必须对测量过程做认真分

析, 才能找出时间和能量测量精确度之间的

关系. 在光子逸出时(时间测量 )盒子获得一

个向上的动量

p ≤ T
E
c2 g , ( 1.52)

此处 g 为重力加速度,而动量的不确定值为

Δp ≤ T
ΔE
c2 g . ( 1.53)

盒的两次平衡位置之差Δx 是和Δp 有关的:

Δp ≥  
h
Δx

. ( 1.54)

因此,  

h ≤ T
ΔE
c2 Δx g . ( 1.55)

T 的测量不确定值是由于位置不确定 Δx 引起的引力势不同从而影响钟表快慢所致. 据

引力红移公式

ΔT
T

=
gΔx

c
2 , ( 1.56)

将式( 1.56)代入式( 1.55)即得出

ΔEΔT ≥  h. ( 1.57)

Bohr 用 Einst ein 自己提出的引力红移回敬了他, 说明量子力学是自洽的. 从此 Einst ein

·62·



没有再提自洽性的问题.

1.7.2 Einstein -P odolsky-Rosen 佯谬:“量子力学描述是不完备的 .”

1933年 Einst ein 等三人提出了对量子力学新的批评
[ 14]

, 文献中将此称为 EPR 佯谬.

EPR 在分析量子力学理论是否完备时, 考察了一个由两个粒子组成的一维系统, 并提出

了用于判断这个问题的三个前提:①任何两个互不接触并不可能直接作用的系统, 对其中

任何一个系统的测量,量子力学的预言是正确的. ②要是对于一个系统没有干扰, 我们能

够确定地预测(即几率等于 1)一个物理量的值, 那么对应于这一物理量, 必定存在着一个

物理实在的元素.③对于任何两个分开的系统, 对其中一个系统做的任何物理操作不应立

刻对另一个系统有任何影响, 也可以说自然界没有超距作用. 这就是历史上有名的

Eins tein可分隔原则.现在考虑由两个粒子组成的一维系统. 显然,粒子 1的 x 1 和 p 1 , 粒子

2的 x 2 和 p 2 互不对易. 但是我们发现 x 1 - x 2 和 p 1 + p 2 这两个算符是互相对易的, 由此

可以找到一个态函数, 它同时是算符 x 1 - x 2 的本征值为 a 和算符 p 1 + p 2 的本征值为 0 的

本征函数,即 δ( x 1 - x 2 - a ) .如果我们测得粒子 1 坐标 x 1 为 x ,由此可以确定粒子 2 坐标

x 2 必为 x - a . 另一方面, 我们测得粒子 1 的动量 p 1 为 p , 由此可以确定粒子 2 动量 p 2 必

为- p . 设 a 为足够大,因此对粒子 1的任何物理操作, 并不对粒子 2引起任何干扰.按照

上述三个前提之②,可断定对应于 x 1 , p 1 , x2 , p 2 存在着 4 个独立的物理实在的元素. 而量

子力学则指出, x 1 与 p 1 , x 2 与 p 2 是不对易的, 因此两对量各自只有一个独立的物理实在

的元素与其对应. 所以整个系统只能有两个独立的物理实在的元素与其对应. EPR 由此

断言, 量子力学理论的描述是不完备的. 为了使所讨论的问题与实验更接近, 我们介绍另

一个版本的 EPR 佯谬,即 D. Bohm 版本的 EPR 佯谬
[ 1 5] ,并就此进行详细分析.

Bohm 版本的 EPR 佯谬将 EPR 原来的系统中两个粒子的坐标和动量改换为三个自

旋分量来考虑. 设由两个自旋为 1/ 2 的粒子组成一个系统, 处于总自旋为 0 的状态 (单

态) . 其自旋波函数为

ψ=
1

2
u↑ ( 1)× u↓ ( 2) - u↓ ( 1)× u↑ ( 2) , ( 1.58)

式中 u↑ , u↓分别代表自旋分量为 1/ 2及 - 1/ 2 的旋量波函数. 自旋量子化轴 n̂ 的方向是

任意的. 由于该系统处于单态,意味着两个粒子处于自旋反平行的状态. 设两个粒子相距

甚远, 由式( 1.58)可知,我们测量粒子 1自旋 x 分量的结果是 1/ 2 或- 1/ 2, 概率各占一

半. 同时由式( 1.58)可以判断,若粒子 1的自旋 x 分量的测量值为 1/ 2,与此相应, 粒子 2

的自旋 x 分量必然是- 1/ 2;若粒子 1的自旋 x 分量的测量值为 - 1/ 2,与此相应, 粒子 2

的自旋 x 分量必然是 1/ 2. 因此,一个观测者可以不干扰粒子 2, 就能确定地预言它的自旋

的 x 分量. 根据同样的操作,观测者可以不干扰粒子 2,就能确定地预言它的自旋的 y 分

量和 z 分量.

对此, 我们按照 EP R 前提来分析, 根据前提②, 由于我们测量 S x ( 1) , 或 S y ( 1) , 或

S z( 1) , 可以不对粒子 2作任何干扰(前提③:没有超距作用) , 就能确切地预言 S x ( 2) , 或

S y ( 2) , 或 S z ( 2) . 根据前提②可以得出结论, 与粒子 2 的 S x ( 2) , S y ( 2) , S z ( 2)相对应存在

三个独立的物理实在的元素. 但是, 根据量子力学的原则, S x ( 2) , S y ( 2) , S z ( 2)互不对易,
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因此,不可能具有与之相对应的三个独立的物理实在的元素, 而只能有一个物理实在的元

素.如果由 EPR 三个前提分析, 可以得出结论,量子力学理论的描述是不完备的.

三条前提中,①③是没有问题的, 问题在于第②条. Bohr 在对 EP R 挑战的回答
[ 16]
中

指出:“对粒子 1 的测量正是影响了对确定体系未来行为所做出的预言类型的条件.”这句

话的意思是:对粒子 1 做 S x ( 1)测量, 就确定下来对粒子 2 未来行为做出预言的类型, 即

S x ( 2) , 而不能是 S y ( 2)或 S z ( 2) . 由于决定自旋三个分量的安排是互相排斥的,因此只能

确切预言粒子 2 的一个自旋分量, 而不是三个. 结论是不存在量子力学描述不完备的

问题.

值得注意的是在前提②中有“不对系统做任何干扰”的提法. 在量子力学早期的文献

或教科书中常把物理量 A 与 B 不能同时具有确定值归结为测量 A 时干扰了粒子, 影响

了确定 B 的值. 因此 EPR 强调的是既然没有干扰粒子 2,那么它所有的物理量都有确定

值. H eisenberg 和 Eins tein 讨论他的量子力学矩阵表述时说, 只有可观测量才能进入理

论. Eins tein
[ 1 7]
说:“哪些量是可观测量不应是我们的选择, 而应由理论给出, 由理论向我

们提示. ”自旋的三个分量能否同时都存在相应的物理实在元素, 不能人为地把经典力学

搬到微观体系来认定,而是经过实验来考验量子力学理论的结果. 在认定自旋的三个分量

存在着相应的物理实在的元素这类问题上, Einst ein 并未遵守他自己做出的正确判断.

在两个粒子相距很远时, 对一个粒子的不同测量结果立即可以预言另一个粒子的不

同性质. 这是由于角动量守恒通过波函数产生关联而产生的.对一个粒子进行测量,就从

系统波函数中析出相关的部分(波函数编缩) ,其中包含了另一个粒子的信息, 并非对一个

粒子进行的测量能对另一个粒子传递什么信息.果真如此,倒真是超距作用了, EPR 的第

三条前提就是为此提出的. 本章 1.9节的推迟选择实验结果证明了在进行测量中不存在

传递信息的问题.

出于对量子力学关联(缠绕态)的描述不能接受, 认为对第二个粒子信息的获得是一

种物理上作用的结果, Einst ein 把这种实际上不存在的作用称为“鬼怪式”( spooklik e)的

超距作用.“定域相互作用”在经典场论和量子场论中是被物理学家所广泛接受的. 但

Eins tein提出“可分隔原则“反对超距作用实际上是否定通过叠加原理建立的量子力学关

联,而这正是量子力学的重要特征. EPR 提出的问题实际上不是佯谬, 而是对建立一种新

的理论的建议.他们的挑战引出了大量的“隐变量理论”研究, 这类理论认为量子力学描述

是不完备的.在标明系统状态的力学变量(它们都具有确定值)中, 有一些在量子力学中是

不出现的. 例如量子力学标明自旋状态, 可以用 S
2 和 S z ,这里 S x , S y 就是隐变量. 量子力

学中对隐变量的测量值实际上是对一定系综的统计平均值.隐变量理论可以分成两类, 一

类企图重现量子力学的所有可观测结论,这时一些力学量会具有很奇特的性质, 或需要引

入很奇特的相互作用;另一类从一些基本原则出发(即 EPR 的三项前提) ,在一些简单情

况下能重现量子力学结果,但在有些情况下会得出不同于量子力学的结论. 这些理论可以

通过实验判明,是更引人注意的. 在文献中称这类理论为定域的 (前提③)和实在性的(前

提②)隐变量理论, 或定域的、决定论的理论. 对 EPR 的挑战, 多数物理学家持 Bohr 的观

点,因此, 长时间以来这个问题是物理学家谈论的话题,但并未进入物理学研究的主流. 这

种情况在 1965年发生了变化, 起决定作用的是 J . S. Bell 的研究工作.
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1.7.3 Bell 定理

隐变量理论能否和量子力学中力学量的对易关系相协调?有过许多讨论. J . S. Bell 在

1965年提出一个定理, 现被称为 Bell定理
[ 19, 2 0] :要构造一个定域的、决定论的隐变量理论

且能和所有的量子力学预言相符是不可能的.”Bell 是就 EPR 佯谬的 Boh m 版本进行分

析的.证明如下:令 A â 及 B b̂ 分别代表粒子 1 在 â 方向自旋分量和粒子 2 在 b̂ 方向自旋分

量的测量结果, 以  h/ 2 为单位, â 和 b̂ 是任意两个单位矢量.考虑 A â 和 B b̂ 的乘积. 根据

量子力学,它是厄密算符 E ( â , b̂ ) = σ1· â σ2· b̂ 对波函数(式( 1.58) )的平均值,即

A â B b̂ = [ E ( â , b̂ ) ] ψ=〈ψ©¦σ1 ¡¤â σ2 ¡¤ b̂ ©¦ψ〉

= - â ¡¤ b̂ . ( 1.59)

特例 â = b̂ 给出

[ E ( â , â ) ] ψ= - 1. ( 1.60)

Bohm 版本讨论的就是这个特例. 是否量子力学结果(式 ( 1.59) )可以从定域决定论理论

对隐变量作统计平均得到呢?考虑一个包含大量同样体系的系综,体系的自旋状态由λ标

定.状态 λ张成空间 Λ,状态的分布函数是 ρ(λ) , 归一条件是

∫
Λ
ρ(λ) dλ= 1. ( 1.61)

理论是定域的, 没有超距作用, 因此对粒子 1 的测量结果仅依赖于 λ, â , 而和 b̂ 无关. 同

理,对粒子 2的测量与 â 无关. 因此对任意 â , b̂ 和 λ∈Λ, 下式成立:

( A â B b̂ ) (λ) = A â (λ) B b̂ (λ) . ( 1.62)

对任意的λ, 力学量都有确定值.对系综作统计平均, 得

E ( â , b̂ ) =∫
Λ
A â (λ) B b̂ (λ)ρ(λ) dλ. ( 1.63)

在下文中, E ( â , b̂ )代表隐变量理论值, [ E ( â , b̂ ) ] ψ代表量子力学值. Bell 证明在定域性

要求 (式 ( 1.62) )下重现量子力学结果式 ( 1.60)将导致 E ( â , b̂ )满足一个不等式. 因

E ( â , â ) = - 1,式( 1.62)给出

A â (λ) = - B â (λ) . ( 1.64)

令 ĉ 为另一单位矢量,则有

E( â , b̂ ) - E ( â , ĉ ) =∫Λ[ A â (λ) B b̂ (λ) - A â (λ) B ĉ (λ) ]ρ(λ) dλ

=∫
Λ
A â (λ) B b̂ (λ) [ 1 - A b̂ (λ) A ĉ (λ) ]ρ(λ) dλ ( 1.65)

此处用了式( 1.64)以及 A b̂ (λ) = ±1 导致的 A b̂ (λ) A b̂ (λ) = 1 的结果. 在式( 1.65)中, 因

子 A â (λ) B b̂ (λ)对不同的λ可以是+ 1或- 1, 这个因子对积分起了部分抵消的作用,因此

©¦E ( â , b̂ ) - E( â , ĉ ) ©¦≤∫Λ[ 1 - A b̂ (λ) A ĉ (λ) ]ρ(λ) dλ
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再用 A ĉ (λ) = - B ĉ (λ)就得到

©¦E ( â , b̂ ) - E ( â , ĉ ) ©¦≤ 1 + E ( b̂ , ĉ ) . ( 1.66)

图 1.24 一种 â , b̂ , ĉ 的选择 ,

三个矢量共面

这是一个 Bell 不等式. 经过 â , b̂ , ĉ 的巧妙选择, 可以使

不等式( 1.66)和量子力学结果不同.如图 1.24 中的选择,

量子力学结果是

©¦[ E ( â , b̂ ) ] ψ - [ ( â , ĉ ) ] ψ©¦

= ©¦- â ¡¤ b̂ + â ¡¤ ĉ ©¦= 1,

但 1+ [ E ( b̂ , ĉ ) ] ψ= 1/ 2, 明显地破坏了不等式( 1.66) .通

过这个反证证明了 Bell定理. Bell定理的重要,在于它的

普遍性. Bell 不是研究某一种隐变量理论而指出其错误,

而是证明 Eins tein 的定域性及实在性前提在一系列情况下会和量子力学的结论矛盾.

1.7.4 推广到现实系统的 Bell 不等式

以上 Bell 定理的证明指出了决定论的定域隐变量理论在一定情况下给出和量子力

学不同的结果.证明是对理想体系进行的, 但要用于和实验比较,面对的是实在系统, 证明

中所用的部分条件不再成立.探测器效率总是小于 1, 设定 â 和 b̂ 的偏振分析器会有衰减,

因此会发生以下 4 种情况:①两个粒子都被探测到;②粒子 1 被探测到,粒子 2丢失;③粒

子 2被探测到, 粒子 1丢失;④两个粒子都丢失.如果只用第一种情况代表系综去和理论

比较, 就必须假设总系综分为 4 个亚系综的相对比例与 â , b̂ 无关. 但实验装置和测量过

程不能保证这一点, 因此必须把 4种情况都包括进来, 此时总系综分布函数 ρ(λ)与 â , b̂ 

无关. Bell 1971 年的证明[ 21]考虑了这一点, 而且将理论推广到可以包括随机变量或甚至

随机理论,但保持定域性和“实在性”条件. 每一个测量会有 3种结果: + 1 代表自旋向上,

- 1代表自旋向下, 0 代表粒子丢失.即有

A â (λ) =

+ 1

 0

- 1

 ;  B b̂ (λ) =

+ 1

 0

- 1

 . ( 1.67)

对给定状态λ,以 A â (λ)和B b̂ (λ)表示这两个量的期望值.由于粒子可能丢失, 以及理论可

以包含随意变量,因而

©¦A â (λ) ©¦≤ 1,  ©¦B b̂ (λ) ©¦≤ 1. ( 1.68)

定域性要求给出

E ( â , b̂ ) =∫ A â (λ) B b̂ (λ)ρ(λ) dλ, ( 1.69)

此处 ρ(λ)与 â , b̂ 无关. 令 â ′, b̂ ′代表对粒子 1 及 2自旋测量另外的取向. 由式 ( 1.69)可

得

E ( â , b̂ ) - E ( â , b̂ ′) =∫ΛA â (λ) B b̂ (λ) [ 1± A â ′(λ) B b̂ ′(λ) ]ρ(λ) dλ
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-∫
Λ

A â (λ) B b̂ ′(λ) [ 1± A â ′(λ) B b̂ (λ) ]ρ(λ) dλ,

再用式( 1.68)得到

©¦E ( â , b̂ ) - E ( â , b̂ ′) ©¦≤∫Λ[ 1± A â ′(λ) B b̂ ′(λ) ]ρ(λ) dλ

+∫Λ[ 1± A â ′(λ) B b̂ (λ) ]ρ(λ) dλ

= 2± [ E ( â ′, b̂ ′) + E ( â ′, b) ] ,

因此有

- 2≤ E( â , b̂ ) - E ( â , b̂ ′) + E ( â ′, b̂ ) + E ( â ′, b̂ ′) ≤ 2. ( 1.70)

重新定 â , b̂ , â ′, b̂ ′, 可将式中负号移至任一项之前. 式 ( 1.70)代表了另一类 Bell 不等

式.

量子力学给出

[ E ( â , b̂ ) ] ψ= - C â ¡¤ b̂ . ( 1.71)

由于实际条件,关联不如理想情况完全. 这里引入一个正实数 C≤1,仅对理想系统 C= 1.

取 â , b̂ , â ′, b̂ ′如图 1.25 所示, 便可使量子力学结果破坏 Bell 不等式. 图 1.25两种几何

条件给出

[ E ( â , b̂ ) - E( â , b̂ ′) + E( â ′, b̂ ) + E( â ′, b̂ ′) ] ψ= ± 2 2 C. ( 1.72)

图 1.25 两种 â , b̂ , â ′, b̂′的选择 , 4个矢量共面

图 1.26 量子力学和隐变量理论比较

和式 ( 1.70) 相比看出, 在 C 值相当宽的范围内 Bell 不等式被破坏. 从图 1.26 看出式

( 1.72)左方的实验值落在 2 到 2 2 以及- 2 到- 2 2 之间 (图中波浪线范围) , 则说明

隐变量理论不能重现量子力学的结果. 如实验值落在±2之间,则不能做出明确结论, 因

为这可能由于测量装置的缺陷使 C 值过小所致.
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Bell 不等式的检验要回答的是能否用定域决定论隐变量理论重现量子力学结果的问

题. 如果一系列实验证实不等式被破坏,结论就是隐变量理论不能正确描述微观物理世界.

1.8 Bell 不等式的实验验证

从以上分析看出,在一定的实验范围内不能区别隐变量理论和量子力学, 必须寻找实

验的敏感区域(例如图 1.25 的几何) , 也还需要比较好的分析探测设备.

初期实验曾考虑过角动量为 0 的正电子素湮没产生的两个光子的自旋关联. 但对能

量如此大的光子( 0.51 Mev)找不到有效的偏振分析器, 因此只能通过间接测量, 即测光

子产生的 Compt on 效应截面来测光子自旋, 因其中一项与偏振有关. 实验结果最初不一

致.但后来逐步趋向一致: Bell不等式不能被满足. 这类结果因利用间接推断而有争议.

有明确说服力的实验是利用原子级联辐射跃迁,选择光子总角动量为 0的情况, 且光

子能量较小,偏振分析效率高. 这类工作始于 1969年 Clauser , H orne, Shimony和 Holt 的

实验 [ 22 ] , 随后也有其他研究者做了类似实验.图 1.27 给出实验装置的示意图,源发出两

个光子γ1 ,γ2 ,两个偏振分析器置于偏振方向 â 及 b̂ . 测量 â 与 b̂ 夹角为 θ时两个探测器的

符合计数率, 它代表两个光子的角动量关联. 对此, 隐变量理论和量子力学给出不同的结

果.选择原子级联跃迁

图 1.27 光子自旋关联实验装置示意图

J = 0
γ1

J = 1
γ2

J = 0,

J 为原子能级角动量.由于始末态角动量相同,两个光子角动量总和为 0. 令 R(θ)代表两

个偏振分析器 â 与 b̂ 夹角为 θ时两个探测器的符合计数率. Clauser , Shimony 等给出在理

想情况下隐变量理论的结果是
[ 22 ]

R(π/ 8)
R 0

-
R( 3π/ 8)

R0 H V T
≤

1
4

,

此处 H VT 是隐变量理论的缩写, R 0 为无偏振器时的符合计数率.量子力学结果是

R(π/ 8)
R0

-
R( 3π/ 8)

R 0 ψ
=

1
4

2 ,

量子力学结果不满足 Bell不等式.

令 R ≡
R(π/ 8)

R 0
-

R( 3π/ 8)
R 0

, 实测的结果如下:

( 1) Freeman 和 Clauser1972年 [ 2 3]采用 Ca 级联辐射

4p 2 1S 0

5513�
4p 4s 1 P 1

4227�
4s2 1 S 0

测得 R= 0.300±0.008, 破坏 Bell 不等式.
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( 2) Holt 和 P ipk in1973年
[ 24 ]
采用

1 98
Hg 级联辐射

9
1
P 1

5676�
7

3
S 1

4047�
6

3
P 0 ,

这是 J = 1→J = 1→J = 0 级联, 量子力学公式需作改变
[ 1 8]

, 结果是 R= 0.216±0.013, 与

Bell不等式相容. 但批评者认为他们用的装有电子枪和汞蒸气的硬玻璃器壁应力带来系

统误差,他们的结果不能重复.

( 3) Clauser1976年 [ 2 5]重复进行 Holt 和 Pipkin 实验,结果是 R= 0.2885±0.0093, 破

坏 Bell不等式.

( 4) Fry 和 T hompson1976 年 [ 26 ]采用2 00
Hg 级联辐射

7
3
S 1

4358�
6

3
P 1

2537�
6

1
S 0

结果是 R= 0.296±0.014, 破坏 Bell 不等式.

Clauser 和 Sh imony 的评述文章
[ 20 ]介绍了 1978年以前许多实验, 结果已经相当有说

服力地证实 Bell不等式被破坏. 以上讨论的光子自旋关联是采用“单通道”偏振分析器进

行的,即平行偏振记录为 1,垂直偏振不记录. 对此有的批评认为是“不完全测量”,有一定

争议.

到 80 年代实验更加改善, 结果更加有说服力, 甚至接近了理想情况. 1981 年 A .

A spect
[ 2 7]仍选 Ca 的级联辐射(图 1.28) , 用双光子激发( Kr 离子激光器和可调染料激光

器) , 将 Ca 原子激发到
1
S 0 . Ca 原子退激发出两个光子,角动量和为 0. 测它们的自旋关联

R(θ) / R 0 .由于采用激光激发, 光源尺寸很小( 0.5 mm× 0.05 mm× 0.05 mm) ,对探测道

几何极为有利.加上其他控制条件, 在几小时实验时间内漂移、涨落都小于 1% .单通道分

析结果示于图 1.29. 图中量子力学结果已考虑了分析器立体角及探测效率, 可见实验与

量子力学符合极好. Bell 不等式被破坏,与实验值相差 9倍标准偏差. A spect 研究组还进

行了双通道分析器实验,装置如图 1.30( a)所示. 分析器采用了偏振块, 平行偏振光子得

以直接通过, 而垂直偏振光子则被反射偏转 90°, 两种偏振的光子都可以通过光电倍增管

( P M ) 被记录. 通过符合线路可以得到 N + + ( â , b̂ ) , N - - ( â , b̂ ) , N + - ( â , b̂ ) ,

N - + ( â , b̂ ) , 此处 N + - ( â , b̂ )代表一个光子平行于 â (以+ 表示) , 另一个光子垂直于 b̂ 

(以- 表示) ,余类推. 用这些量可以计算出

图 1.29 单通道分析器实验结果图 1.28 Ca 原子级联辐射
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E ( â , b̂ ) =
N + + ( â , b̂ ) + N - - ( â , b̂ ) - N + - ( â , b̂ ) - N - + ( â , b̂ )

N + + ( â , b̂ ) + N - - ( â , b̂ ) + N + - ( â , b̂ ) + N - + ( â , b̂ )
. ( 1.73)

实验结果示于图 1.30( b) , E (θ)代表 â 与 b̂ 夹角为 θ时的 E ( â , b̂ )值, 可见实验装置很接

近理想:θ= 0时 E( 0)很接近于 1. 令

S = E( â , b̂ ) - E ( â , b̂ ′) + E ( â ′, b̂ ) + E ( â ′, b̂ ′) . ( 1.74)

图 1.30 双通道分析实验装置( a)及实验结果( b)

图 1.31 â , b̂ , â ′, b̂ ′选择

对如图 1.31的安排, 理想情况下量子力学结果是

SQ M = 2 2 , ( 1.75)

而隐变量理论结果是

- 2≤ S H V T ≤ 2 ( 1.76)

实验结果是 2.697±0.015.对现实情况(考虑分析器立体

角及探测器效率, 量子力学结果是 SQ M = 0.70±0.05. 实

验结果与量子力学符合极好, 而破坏 Bell 不等式达 40 倍

标准偏差.

关于隐变量理论能否正确描述物理世界,一直存在争论. 这个问题的另一方面就是量

子力学描述是否完备. Bell 定理提出后,实验研究和理论工作大量涌现,争论更加激烈. 一

个实验结果发表,往往会有批评认为实验有漏洞. 这些批评往往导致证明“漏洞不存在”的

新实验,或是具有构思更巧妙的实验方法和性能更卓越的探测手段的实验.

光子在非线性晶体中的下转换提供了讨论 EPR 佯谬的实例.共轭光子能量之和等于

泵浦光子,即 k1 + k2 = const .这两个光子发射时间相同, 即 t 1 - t 2 = 0. 而这相当于 p 1 + p 2

= con st , x 1 - x 2 = 0,是 EP R 在 1935 年提出的问题.在 1.5.3 节中讨论的高可见度干涉仪

正是为了验证 Bell 不等式建造的.乔瑞宇将定域隐变量理论用于这个实验的情况. 由于

ΔLm 单光子相干长度, 故分别在两个干涉仪内都没有单光子干涉. 根据隐变量理论, 双光

子干涉的可见度最多是 50% , 实测的结果是 80.4%±0.6% ,使 Bell不等式破坏达 16 个

标准偏差.

在这个实验基础上乔瑞宇研究组提出了“无漏洞 Bell不等式实验”的建议
[ 3 0]

.方法包
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括使用两块非线性晶体,实现起来比较复杂. P . G. Kwiat 等人
[ 3 1]
提供了更简单的方法. 他

们使用非线性 BBO ( beta barium borat e)晶体, 用“非共线第二型相位匹配”,直接产生偏

振缠绕态. 在这类相位匹配中下转换光子位于两个锥面上, 一个是寻常偏振, 另一个是非

常偏振.将泵浦光方向与晶体轴间的角度调整合适, 两个锥面就重叠 (图 1.32) .这样两个

锥体相交线的两个方向各在泵浦光方向的一侧. 沿着这两个方向(称为 1, 2)出射的下转

换光子正好是偏振缠绕态:

©¦ψ〉=
1

2
( ©¦H 1 V2〉+ e

iα
©¦V1 H 2〉) , ( 1.77)

图 1.32 第二型相位匹配下转换偏振缠绕光子

此处 H 和 V 分别代表水平 (非常)和垂直(寻常)偏振.相对相角 α来自晶体双折射.用附

加的双折射移相器可以将 α调整为 0或 π. 通过在任何一路放置半波片可将 H 偏振和 V

偏振互换.因此就能产生以下 4种 EPR-Bell态的任一种:

©¦ψ±〉=
1

2
( ©¦H 1 , V2〉± ©¦V1 , H 2〉) ,

©¦φ±〉=
1

2
( ©¦H 1 H 2〉± ©¦V1 V2〉) .

( 1.78)

例如从©¦ψ
±〉出发,在第二束内放置半波片就得到©¦φ

±〉.由于光在晶体内有双折射,两束光

的群速不同,会产生时间延迟和路径 (水平、垂直方向)偏离, 必须将它们限制在相干时间

和相干长度内才能观察到干涉.装置示于图 1.33. 在装置中用半波片 H 0 将 H 与 V 偏振

互变, 再通过同样双折射晶体 C1 与 C2 可将时间延迟和空间偏离纠正. 适当设定半波片

H 1 及四分之一波片 Q , 可获得任一种 Bell 缠绕态(式( 1.78) ) . P 1 , P 2 为检偏器, D1 和 D2

是硅雪崩光电二极管.研究组获得的最大可见度是( 97.8±1.0) % .

用这个缠绕态检验 Bell不等式, 理论与式( 1.73) , ( 1.74) , ( 1.76)相同.令 C(θ1 , θ2 )代

表检偏器读数为θ1 , θ2 时的符合计数率,定义

E (θ1 , θ2 ) =
C(θ1 ,θ2 ) + C(θ⊥1 ,θ⊥2 ) - C(θ1 ,θ⊥2 ) - C(θ⊥1 , θ2 )
C(θ1 ,θ2 ) + C(θ

⊥
1 ,θ
⊥
2 ) + C(θ1 ,θ

⊥
2 ) + C(θ

⊥
1 , θ2 )

, ( 1.79)

此处

θ
⊥
1 =
π
2

+ θ1 ,  θ
⊥
2 =
π
2

+ θ2 .
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图 1.33 用下转换产生偏振缠绕态

观察到的关联用参数 S 表示:

S = E (θ1 ,θ2 ) + E (θ1′, θ2 ) + E (θ1 ,θ2′) - E (θ1′, θ2′) . ( 1.80)

定域实在性理论给出©¦S©¦≤2.

实验设定θ1 = - 22.5°,θ1′= 22.5°,θ2 = - 45°,θ2′= 0°.观察到的数据列于表 1.1.

表 1.1 不同 Bell 态测得的关联参数

EPR -Bell 态 C(θ1 �, θ2 ) S

©¦ψ
+ 〉 s in2 �(θ1 + θ2 ) - 2 x.6489±0 �.0064

©¦ψ- 〉 s in2 �(θ1 - θ2 ) - 2 x.6900±0 �.0066

©¦φ+ 〉 cos 2 �(θ1 - θ2) 2 x.570 ±0 �.014

©¦φ
- 〉 cos 2 �(θ1 + θ2) 2 x.529 ±0 �.013

  由于缠绕态是从晶体直接产生的,比过去实验报道的强度要大一个量级. 5分钟产生

的数据所得的 S 参数突破隐变量理论上限达 100个标准偏差. 这在“无漏洞实验”方向上

迈了一大步.

1.9 Wheeler 的推迟选择实验

在 EP R 佯谬的有关讨论中, 涉及是否存在超距作用的问题. 对一个粒子测 S x , 根据

结果就能对远方另一粒子的 S x 做出确切预言.如做另一种安排, 测粒子的 S y ,则视结果

就立即能对远方粒子的 S y 做出预言.为什么对一个粒子的测量选择能影响远处另一粒子

性质的预测呢?隐变量理论用不存在超距作用否定量子力学的关联, 企图用定域理论取系

综平均得出关联的结果. 从 Bell不等式被破坏看出, 这个企图是失败的.但能否用实验直

接来判断对粒子的测量,或实验安排能否发出什么信息呢? 1978 年 J . A . W heeler
[ 39]提出

问题:如关于测量光子路径或干涉条纹的选择是在光子通过狭缝之后突然决定的, 实验结

果是否和早做安排时一致? 如果实验安排给光子传了信息,它就可以早做反应:是以波还

是以粒子的面貌出现.但若在它已通过狭缝后临时做出选择的决定, 即使光子收到信息也

来不及做改变了! 因此, 如果 W heeler 问题的答案是“一致”, 看来就不是什么传信号的问

题. 1987 年有两个组做了推迟选择实验. 其中一组 Hellmuth , Walt er , Zajonc, Schleich
[ 33 ]

·63·



的实验安排如图 1.34所示. 光通过分束器 BS1 分为两束, M 1 , M 2 是反射镜, 两束光通过

分束器 BS 2 进入探测器(光电倍增管) D1 及 D2 .图 1.35表示两束在透射和反射过程中相

位变化情况,�代表两束到达 BS2 时的相位差.从 M 2 到 BS2 束在反射时有相移 π,因反射

是从光疏到光密.从图 1.35标明的进入探测器 D1 和 D2 的相干束相位可以判断在不同相

位差 �情况下两个探测器的计数率, 列于表 1.2. 对任何确定的 �, N 1 + N 2 = N (总计数

率) .

图 1.34 光子干涉实验装置 图 1.35 光束在分束器处组成相干束的相位关系

表 1.2 不同相位差下两个探测器的计数率

相位差 D1 �计数率 N 1/ s D2 ,计数率 N 2/ s

0 �N 0 �

π/ 2 �N / 2 �N / 2 [

π 0 {N
图 1.36 推迟选择模式安排原理图

  推迟选择实验的关键部件是 P ock el 盒. 它可以在几纳秒 ( ns )时间中被激活或退激.

在激活时它能使光偏振面旋转, 在它后面放上偏振块, 就能把偏振面旋转的光束反射偏

转. 图 1.36表示在图 1.34 的 BS 1 和 M 2 之间放上 Pockel 盒( PC)和偏振块 ( P OL) . 如盒

被激活,则从 BS1 过来的光子就经反射进入探测器 D3 . 如不激活, 光子就达到 M 2 .这种安

排所做的选择是: P ock el 盒激活——测光子路径 (表现粒子性) , Pockel 盒不激活——不

测光子路径(表现波动性) .实验中采用皮秒( ps ) K r 离子激光器, 脉冲宽度 150 ps ,采取措

施使两个脉冲之间间隔足够大, 并使用光学衰减器使每个脉冲平均光子数为 0.2,入射束

经 BS1 分为两束后进入两条单模光纤.干涉由光电倍增管 D1 和 D2 探测. 如 Pockel 盒不

激活, 则 N 1 , N 2 随 �变化就如表 1.2 所列, 表示出干涉图像. 如 P ockel 激活, 则 N 3 =

N / 2, N 1 = N 2 = N / 4,与 �无关, 即没有干涉发生.推迟选择实验的做法是:不激活 Pockel

盒, 所测计数表现干涉, 这种安排称为正常模式. 激活 Pockel 盒, 但在光脉冲已通过分束

器 BS1 后突然退激 Pockel 盒,这种操作称为推迟选择模式. 根据量子力学理论,两种模式

应该得到同样结果.在实验中激光脉冲交替进入正常模式或延迟选择模式. 两种模式分别

用点(·)和加号( + )表示于图 1.37 中. 图( a)和图( b )分别是探测器 D1 和 D2 的 30 s 计
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图 1.37 两种模式干涉图样相同

数.计数存入多道分析器, 横坐标相当于时间,每一道相当 0.25 s. 时间轴是由光纤因温度

引起的折射系数变化决定的.从图中看出两种模式给出的干涉图样相同. 将两个探测器中

两种模式计数之比随时间变化画于图 1.38中, 得到

正常模式计数
推迟选择模式计数

=
1.00± 0.02 探测器 D1 �;

0.99± 0.02 探测器 D2 .

图 1.38 两种模式的计数比

这和量子力学结论是完全一致的.

隐变量理论和有关光的二象性延迟选择问题, 都是涉及量子力学如何描述微观物理

世界的根本问题.现在量子力学描述是否有什么带根本性的问题呢? R. P . Feynman 的一

段话
[ 3 4]
深刻地反映出实际情况:“在了解量子力学代表的世界观方面我们一向有很多困

难⋯⋯你们知道从来每个新的想法总要经过一代或两代人才能明显看出它不再有真正的

问题. 我不能表述出 (量子力学的)真正的问题, 因此我猜想没有真正的问题, 但我还不很

肯定就没有真正的问题了.”

1.10 不涉及不等式的 Bell 定理

1.10.1 三粒子完全关联

  Bell定理的证明从 EPR 否定量子力学关联的“定域性”出发,导致它和量子力学的矛
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盾. 对于二粒子关联, 如对一个粒子的测量结果可以给出第二个粒子某个性质的确切判

断,这种关联称完全关联. 如仅能对第二个粒子的某种性质给出几率分布的判断, 则称为

统计关联.在 1.7.3 节讨论的 Bohm 版本 EPR 佯谬, 是通过对第一个粒子测 â 方向的自

旋分量做出对第二粒子自旋 b̂ 分量的判断. 如 â = b̂ 就是完全关联, â ≠ b̂ 就是统计关

联.在 Bell 定理用 â ≠ b̂ 导致了不等式.对二粒子系统在 â = b̂ 的完全关联下, EPR 的矛

盾暴露不出来. D. M. Greenberger , M . A . H orne, A . Shimony 和 A . Zeilinger 提出
[ 35 ]

, 对

三个或更多的自旋 1/ 2粒子系统在完全关联情况下, 可以证明定域性和实在性的原则是

和量子力学不相容的.这样就不用不等式而证明了 Bell 定理. N . D. Mermin
[ 3 6, 37 ]
也有类似

的考虑, 下面描述的也是一个想象中的实验, 但是有可能在实验室中实现. 一个动量为 0

的粒子衰变为三个质量相同的粒子.如果三个粒子能量相同(可以在探测器前放上能量滤

波器保证只记录能量相同的粒子) , 则它们的动量方向间成 120°角(图 1.39) .在粒子源周

围开 6 个孔, 衰变粒子或是通过 a , b, c,或是通过 a′, b′, c′射出. 在孔外, 三粒子体系的波

图 1.39 三粒子干涉仪示意图

函数是

©¦Ψ〉=
1

2
( ©¦a〉1 ©¦b〉2 ©¦c〉3 + ©¦a′〉1 ©¦b′〉2 ©¦c′〉3 ) , ( 1.81)

此处©¦a〉1 代表束 a 中的第一个粒子, 依此类推. 束 a 和 a′经反射后会聚于分束器.从分束

器射出的两束进入探测器 d 和 d′.在 a′束途中有一个可调的移相器产生相移 �1 .因此©¦a〉1

和©¦a′〉1 的演化分别是

©¦a〉1 →
1

2
( ©¦d〉1 + i ©¦d′〉1 ) , ( 1.82)

©¦a′〉1 →
1

2
e

i�
1 ( ©¦d′〉1 + i ©¦d〉1 ) , ( 1.83)

在分束器处反射束有π/ 2相移. 粒子 2 和 3 的演化与此类似.三个粒子的状态演化使缠绕

态式( 1.81)变为以下的线性组合:
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©¦Ψ〉→
1
4

1 - ie
i( �

1
+ �

2
+ �

3
)

©¦d〉1 ©¦e〉2 ©¦f 〉3 + i - e
i( �

1
+ �

2
+ �

3
)

©¦d〉1 ©¦e〉2 ©¦f ′〉3

+ i - ei (�
1

+ �
2

+ �
3

) ©¦d〉1 ©¦e′〉2 ©¦f 〉3 + i - ei (�
1

+ �
2

+ �
3

) ©¦d′〉1 ©¦e〉2 ©¦f 〉3

+ - 1 + ie
i(�

1
+ �

2
+ �

3
) ©¦d〉1 ©¦e′〉2 ©¦f ′〉3 + - 1 + ie

i(�
1

+ �
2

+ �
3

) ©¦d′〉1 ©¦e〉2 ©¦f ′〉3

+ - 1 + ie
i(�

1
+ �

2
+ �

3
)

©¦d′〉1 ©¦e′〉2 ©¦f 〉3 + - i + e
i( �

1
+ �

2
+ �

3
)

©¦d′〉1 ©¦e′〉2 ©¦f ′〉3 .

( 1.84)

第一项三个探测器 d, e, f 接收从 a , b, c 来的透射束(括弧中第一项是 1) , 也接收从 a′, b′,

c′来的(经移相)反射束(括弧中第二项 i
3 = - i) .和第一项相比,二、三、四项包含一个带撇

号的探测器, 有一个透射束和一个反射束对调. 因此括弧中第一项变为 i, 第二项系数是

i
2 = - 1. 五、六、七这三项包含两个带撇的探测器,括弧中第一项是 i

2 = - 1, 第二项系数是

i. 最后一项是三个带撇的探测器, 括弧中第一项是 i
3 = - i, 第二项系数是 1. 假定探测器

是完全的,因此每组 3个衰变粒子会使 d 或 d′的任一个, e 或 e′的任一个, f 或 f′的任一个

记录粒子.从式( 1.84)可得探测几率为

P de f (�1 , �2 , �3 ) =
1
8

[ 1 + sin (�1 + �2 + �3 ) ] , ( 1.85)

P d′e f (�1 , �2 , �3 ) =
1
8

[ 1 - sin (�1 + �2 + �3 ) ] . ( 1.86)

如带撇的探测器为偶(奇)数,则方括弧中第二项符号为正(负) . 如令粒子进入不带撇的探

测器记+ 1, 进入带撇的探测器记- 1, 则测量的期望值是

E (�1 + �2 + �3 ) = P d ef (�1 ,�2 ,�3 ) + P d e′f ′(�1 ,�2 ,�3 )

+ P d′e f ′(�1 , �2 , �3 ) + P d′e′f (�1 , �2 , �3 )

- P d′e f (�1 , �2 , �3 ) - P d e′f (�1 ,�2 ,�3 )

- P d ef ′(�1 , �2 , �3 ) - P d′e′f ′(�1 , �2 , �3 )

= s in(�1 + �2 + �3 ) . ( 1.87)

如选择

�1 + �2 + �3 = π/ 2,

则有

E (�1 ,�2 ,�3 ) = 1; ( 1.88)

如选择

�1 + �2 + �3 = 3π/ 2,

则有

E(�1 , �2 , �3 ) = - 1. ( 1.89)

这两种情况都属完全关联.下面就可以演示 EPR 前提彼此矛盾. 由于定域性,对三个粒子

分别做测量彼此完全独立. 设在态 λ对粒子 1(移相 �1 )做测量, 所得结果为 Aλ(�1 ) , 有记

录为+ 1, 无记录为- 1.类似地对粒子 2, 3 做测量, 分别得 Bλ(�2 ) , Cλ(�3 ) . 对式 ( 1.88)情

况,有

Aλ(�1 ) Bλ(�2 ) Cλ(�3 ) = 1,

�1 + �2 + �3 = π/ 2. ( 1.90a)
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对式( 1.89)情况,有

Aλ(�1 ) Bλ(�2 ) Cλ(�3 ) = - 1,

�1 + �2 + �3 = 3π/ 2. ( 1.90b)

从式( 1.90a)可得

Aλ( 0) Bλ( 0) Cλ
π
2

= 1, ( 1.91a)

Aλ
π
2

Bλ( 0) Cλ( 0) = 1, ( 1.91b)

Aλ( 0) Bλ
π
2

Cλ( 0) = 1. ( 1.91c)

由于这些数都是+ 1或- 1, 任何数都是自己的倒数.从式( 1.91a) , ( 1.91b)可得

Aλ( 0) Cλ( 0) Aλ
π
2

Cλ
π
2

= 1. ( 1.91d)

从式( 1.91c)得

Aλ( 0) Cλ( 0) =
1

Bλ
π
2

= Bλ
π
2

. ( 1.91e)

式( 1.91d)和( 1.91e)给出

Aλ
π
2

Bλ
π
2

Cλ
π
2

= 1. ( 1.91f)

式 ( 1.91f)是属于�1 + �2 + �3 = 3π/ 2 范畴的, 因此和式( 1.90b )矛盾, 即量子力学结果式

( 1.87)是不能从“定域实在性”理论重现的.图 1.39所示的装置称为三粒子干涉仪,是因

为当固定两路相移而变更第三路相移时符合计数率(式( 1.85)或( 1.86) )呈正弦式的振

荡:极小值为 0, 极大值是粒子从小孔中发射率的 1/ 4. 这可以称为三粒子的干涉条纹. 如

果只测任何两个探测器(例如 e和 f)的符合计数率,则从式( 1.85)和式( 1.86)得

P e f (�1 , �2 ) = P d ef (�1 �2 �3 ) + P d′e f (�1 �2 �3 ) =
1
4

.

即三粒子干涉仪不给出二粒子干涉图像.类似地,将 P de f , P d′ef , P d e′f , P d′e′f相加得 P f =
1
2

,

也和 �无关, 即不给出单粒子干涉图像.

三粒子干涉仪在实现中会有困难. 但二粒子体系也可用于不经不等式直接验证 Bell

定理,这是理论工作的进展.

1.10.2 不涉及不等式的 Bell 定理 :二粒子情况

以下是 L. H ardy
[ 38]
给出的证明. 有两个粒子 i= 1, 2.选择正交归一基©¦±〉i,组成缠绕

态

©¦Ψ〉= α©¦+ 〉1 ©¦+ 〉2 - β©¦- 〉1 ©¦- 〉2 , ( 1.92)

此处α和 β是实数, 并满足

α2 + β2 = 1. ( 1.93)

引入另一组基©¦ui〉, ©¦vi〉:
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©¦+ 〉i = b ©¦ui〉+ ia
*

©¦vi〉, ( 1.94a)

©¦- 〉i = ia ©¦ui〉+ b
*

©¦vi〉, ( 1.94b)

此处

©¦a ©¦
2

+ ©¦b©¦
2

= 1. ( 1.95)

原有基的正交性保证新基的正交性.式( 1.94)的逆变换是

©¦ui〉= b* ©¦+ 〉i - ia* ©¦- 〉i, ( 1.96a)

©¦vi〉= - ia ©¦+ 〉i + b ©¦- 〉i, ( 1.96b)

用新基表示的©¦Ψ〉是

©¦Ψ〉= (αb2 + βa 2 ) ©¦u1〉©¦u2〉+ i(αa * b - βab* ) ©¦u1〉©¦v2〉

+ i(αa * b - βa b* ) ©¦v1〉©¦u2〉- αa
* 2

+ βb
* 2

©¦v1〉©¦v2〉.
( 1.97)

要求©¦u1〉©¦u2〉的系数为 0① ,即

a
2

α
= -

b
2

β
≡ k

2
,

或

a = k α,  b = ik β. ( 1.98)

此处取了正平方根.常数 k可以通过适当选 a 和 b的相角定为实数. 式( 1.95)和( 1.98)给

出

k
2

=
1

©¦α©¦+ ©¦β©¦
. ( 1.99)

将式( 1.98)代回式( 1.97)并用式( 1.99) ,得到

©¦Ψ〉= - [ αβ©¦u1〉©¦v2〉+ αβ©¦v1〉©¦u2〉+ ( ©¦α©¦- ©¦β©¦) ©¦v1〉©¦v2〉

=
αβ

©¦α©¦- ©¦β©¦
©¦u1〉+ ©¦α©¦- ©¦β©¦©¦v1〉

αβ

©¦α©¦- ©¦β©¦
©¦u2〉+ ©¦α©¦- ©¦β©¦©¦v2〉

-
αβ

©¦α©¦- ©¦β©¦
©¦u1〉©¦u2〉. ( 1.100)

再换第三组基©¦ci〉, ©¦di〉:

©¦ci〉= A ©¦ui〉+ B ©¦vi〉, ( 1.101a)

©¦d i〉= - B
*

©¦ui〉+ A
*

©¦vi〉. ( 1.101b)
它的逆变换是

©¦ui〉= A
*

©¦ci〉- B ©¦di〉, ( 1.102a)

©¦vi〉= B * ©¦ci〉+ A ©¦di〉. ( 1.102b)

上二式中的 A 与 B 分别是

A =
αβ

1 - ©¦αβ©¦
,  B =

©¦α©¦- ©¦β©¦

1 - ©¦αβ©¦
. ( 1.103)

从α, β的归一化条件(式( 1.93) )得到 A, B 的归一化条件:
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©¦A ©¦
2

+ ©¦B©¦
2

= 1. ( 1.104)

用基©¦ci〉和©¦ui〉可以将©¦Ψ〉表示为

©¦Ψ〉= N ( ©¦c1〉©¦c2〉- A
2

©¦u1〉©¦u2〉) , ( 1.105)

此处

N =
1 - ©¦αβ©¦

©¦α©¦- ©¦β©¦
.

从式( 1.105)出发, 可以将©¦Ψ〉用不同的基表示为 4种等价形式:

( 1) �用 u1v1 ; u2 v2 (这是原有的形式)

©¦Ψ〉= N ( AB ©¦u1〉©¦v2〉+ AB ©¦v1〉©¦u2〉+ B
2

©¦v1〉©¦v2〉) , ( 1.106a)

  ( 2) 用 c1 , d 1 ; u2 , v2 (用式( 1.101a )置换©¦c2〉,用式( 1.102a)置换©¦u1〉)

©¦Ψ〉= N ©¦c1〉( A ©¦u2〉+ B ©¦v2〉) - A
2
( A
*

©¦c1〉- B ©¦d 1〉) ©¦u2〉 , ( 1.106b)

  ( 3) 用 u1 , v1 ; c2 d 2 (用式( 1.101a)置换©¦c1〉, 用式( 1.102a)置换©¦u2〉)

©¦Ψ〉= N ( A ©¦u1〉+ B ©¦v1〉) ©¦c2〉- A
2

©¦u1〉( A
*

©¦c2〉- B ©¦d 2〉) , ( 1.106c)

  ( 4) 用 c1 , d 1 ; c2 , d 2 (用式( 1.102a)置换©¦u1〉©¦u2〉)

©¦Ψ〉= N ©¦c1〉©¦c2〉- A
2
( A
*

©¦c1〉- B ©¦d 1〉) ( A
*

©¦c2〉- B ©¦d 2〉) . ( 1.106d)

定义物理可观测量 Ui 和 D i, 相应的算符是

Û i = ©¦ui〉〈ui©¦,  D̂ i = ©¦d i〉〈d i©¦. ( 1.107)

它们的本征值是 0 或 1. 例如Û i ©¦ui〉= ©¦ui〉, Û i ©¦vi〉= 0.一般情况下, Û i 和 D̂ i 不对易, 即

对任一个粒子,不能同时精确地量测其 Ui 与 Di.从式( 1.106a)可以看出, 如同时测量 U 1

和 U2 , 有

U1 U2 = 0, ( 1.108a)

这是在式( 1.97)中要求©¦u1〉©¦u2〉的系数为 0 的结果. 下面要为隐变量理论设计一个陷阱

U 1 (λ) U2 (λ) = 1, 显见此结果与 ( 1.108a)式矛盾. 从式 ( 1.106b)可知如果对粒子 1 测 D1 ,

对粒子 2 测 U2 , 那么(因只有©¦d 1〉©¦u2〉项包含©¦d 1〉)

如 D 1 = 1,则有 U2 = 1. ( 1.108b)

类似地,从式( 1.106c)可知, 如对粒子 1 测 U1 , 对粒子 2测 D 2 ,那么

如 D 2 = 1,则有 U1 = 1. ( 1.108c)

最后,从式( 1.106d)可知,如对粒子 1测 D 1 , 对粒子 2 测 D 2 ,那么

测得 D1 = 1, D 2 = 1的几率为 ©¦N A2 B2 ©¦2 . ( 1.108d)

以上都是量子力学的预言.

下面将直接证明, 定域实在性理论是和量子力学不相容的. 用隐变量 λ描述一对粒

子,不同λ值的粒子对组成一个系综. 待粒子彼此远离后再对它们进行测量. 如一次测量

给出 D 1 = 1, D2 = 1,这是量子力学式( 1.108d)允许的. 既然 D1 = 1, 则根据式( 1.108b ) , 如

对 U2 进行测量, 应得 U2 = 1.根据定域性的观点, 这个结果应与对粒子 1进行什么测量毫

无关系,即 U 2 (λ) = 1.同理, 根据式( 1.108c) , D2 = 1 意味着 U1 = 1, 用定域性有 U1 (λ) = 1.

总起来, 如测得 D 1 = 1, D 2 = 1, 定域性预言 U1 (λ) U2 (λ) = 1, 意为如对这对粒子不测 D1 ,

D 2 , 而测 U1 , U2 就应有 U1 U2 = 1,和量子力学预言(式( 1.108a) )矛盾.实在性前提要求:既
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然式( 1.108b )和式( 1.108c)分别预言了 U2 = 1和 U1 = 1(几率为 1) , 而且在测量 D1 时没

有干扰粒子 2, 测量 D 2 时没有干扰粒子 1, U1 和 U2 就有“实在的元素”, 这就导致与量子

力学的矛盾.

以上的证明取决于测得 D 1 = 1, D2 = 1 的几率

©¦N A2 B 2 ©¦2 =
( ©¦α©¦- ©¦β©¦) ©¦αβ©¦

1 - ©¦αβ©¦

2

.

如 α,β其中之一为 0,此几率为 0. 意为©¦φ〉为乘积态, 不是缠绕态. 另外©¦α©¦= ©¦β©¦, 这是最

大缠绕态, 几率也为 0. 因此, H ardy 的证明对除最大缠绕态以外的任何二粒子缠绕态,

Bell定理成立.

T . F. Jordan
[ 39]
和 S. Golds tein

[ 40 ]
分别对二粒子态给出了 Bell定理的证明.

1.10.3 二粒子体系不涉及不等式 Bell 定理的实验验证

实验的原理图示于图 1.40, 该实验是在 Mandel 研究组进行的
[ 41, 4 2] . 参量下转换(图

中 PDC)的两个光子同时从非线性晶体射出. 用旋光器使两个光子偏振正交(以 x 和 y 表

示) .它们从相反方向射在分束器 BS 上, 并在此混合. 两个混合束从方向 1 和 2射出. 分

束器是非对称的.令 T 和 T′分别代表向 1和 2 方向的透射系数, R 和 R′分别代表向 2 和

1方向的反射系数. 由于光是接近法线入射, 这些系数可以认为与偏振无关. 离开分束器

的光子对量子状态是

©¦ψ〉= T T′©¦1〉1x ©¦1〉2y + RR′©¦1〉1y ©¦1〉2x + T R′©¦1〉1x ©¦1〉1 y

+ T′R ©¦1〉2x ©¦1〉2 y . ( 1.109)

图 1.40 实验装置示意图

©¦1〉2y代表 1 个光子向方向 2 传播,偏振为 y, 余类推.上式等号右边第三、四项对符合计数

没有贡献.光子经检偏器 P 1 , P 2 后分别进入探测器 D1 , D2 . 记 P j (θ)为探测器 Dj ( j = 1, 2)

探测光子的几率,θ为检偏器设定的角度, θ�= θ+ π/ 2是和 θ正交的偏振方向.完全的检偏

器和探测器保证 P j (θ) + P j (θ�) = 1. 记 P 12 (θ1 , θ2 )为检偏器设定角度分别为 θ1 , θ2 时两个
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探测器同时各记录一个光子的几率, P 12 (θ1 , - )代表检偏器 P 1 设定于θ1 ,方向 2 没有检偏

器时的符合计数几率.它满足

P 12 (θ1 , - ) = P 12 (θ1 , θ2 ) + P 12 (θ1 , θ�2 ) , ( 1.110)

此处θ2 是任意的.类似地有

P 12 ( - , θ2 ) = P 12 (θ1 , θ2 ) + P 12 (θ�1 , θ2 ) . ( 1.111)

在给定的参数 T , T′, R , R′情况下, 可以找到 θ1 , θ2 , θ1′, θ2′特定的值, 使得以下关系成

立
[ 42 ]

:

P 12 (θ1 ,θ�2′) = 0 , ( 1.112a)

P 12 (θ�1′,θ2 ) = 0 , ( 1.112b)

P 12 (θ1′,θ2′) = 0 , ( 1.112c)

P 12 (θ1 ,θ2 ) > 0 . ( 1.112d)

这些是量子力学的结果.从式( 1.110)和( 1.112a )可以得到

P 1 2 (θ1 , - ) = P 12 (θ1 ,θ2′) . ( 1.113a)

这个等式的意义是,在方向 1的光子偏振为 θ1 时, 方向 2光子偏振为 θ2′的几率为 1. 根据

EPR 前提②, 测方向 1 光子的偏振不扰动方向 2 的光子且能确定预言它的偏振, 故这个

偏振是实在性的元素.从式( 1.111)和式( 1.112b )可以得到

P 1 2 ( - , θ2 ) = P 12 (θ1′,θ2 ) . ( 1.113b)

用上面同样的推理, 可断定 θ1′是实在性的元素, 这相当于式( 1.108c) . 再考虑 P 1 2 (θ1 , θ2 )

> 0 .既然θ1 出现,就有Π
λ( 2) = θ2′,此处 Π

λ( 2)是方向 2光子在隐变量λ所确定状态中的

偏振. 由 EPR 前提②确定它是 θ2′. 同理, 有 Π
λ
( 1) = θ1′.这样就应有 P 12 (θ1′, θ2′) > 0, 和

式( 1.112c)矛盾. 推理办法与 1.10.2 节是一样的. 在文献 [ 41] , [ 42 ]的实验中©¦T ©¦2 =

0.70, ©¦R ©¦2 = 0.30, 算出 θ1 = 74.3°, θ2 = 15.7°, θ1′= - 56.8°, θ2′= - 33.2°. 实验测出

P 1 2 (θ1′,θ2 ) = P 12 (θ1 , θ2′) = 0.98, P 12 (θ1 , θ2 ) = 0.099. 根据 EPR 原则,应有

P 12 (θ1′,θ2′) = 0.099× 0.98× 0.98 = 0.095,

实验给出

P 1 2 (θ1′, θ2′) = 0.0070± 0.0005

和 EPR 预言相差 45倍标准偏差.

本章 1.7～1.9节的基本内容曾载于文献[ 48] , 现在对 1993年以来的进展做了补充.

1.10.4 三光子缠绕态的实验实现

以上描述的三粒子干涉仪在实现中是有困难的. 三粒子缠绕态的优越性在于能够对

量子力学与定域实在性理论的矛盾给与“非统计性”的实验证明.“统计性”的证明则需要

测量许多对缠绕粒子积累的数据, Zeilinger 的研究组
[ 49 ]提出了用两对偏振缠绕光子实现

三个光子的缠绕态,余下一个独立光子. 这个想法已由同研究组在实验中实现 [ 5 0] .在实验

装置示意图 1.41中紫外光短脉冲经过 BBO 晶体产生两对缠绕光子, 每一对缠绕光子的

偏振状态由下式给出:

1

2
( ©¦H 〉a ©¦V〉b - ©¦V〉a ©¦H 〉b) ,
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图 1.41 三光子缠绕态产生实验装置示意图

它代表 a 与 b两束的偏振态的两种可能. H 是水平偏振, V是垂直偏振, 两种可能是相干

叠加的.束 a 射入偏振分束器(图中 P BS1 ) ,垂直偏振光子被反射,而水平偏振光子则透射

进入探测器 T .束 b射入与偏振无关的分束器(图中 BS) , 50%透射进入探测器 D3 , 50%被

反射进入另一个偏振分束器 PBS2 , 在此处 H 偏振光子透射进入探测器 D1 而 V 偏振光子

被反射而进入探测器 D3 .设一个紫外光脉冲产生了两对缠绕光子, 而 4个光子都分别被 4

个探测器 T , D1 , D2 , D3 符合探测到.以下将要证明, 由于紫外光脉冲(约 200 fs)远小于光

子的相干时间(实验中达到 500 fs ) , 两对缠绕光子中的一个光子 (触发光子 )被探测器 T

记录时,其它三个光子即构成偏振缠绕光子:不可能区分哪两个光子原属于一对缠绕光

子.理由如下:当符合发生时, 探测器 T 记录的触发光子是 H 偏振的.它的伴侣一定是 V

偏振的, 沿 b束到达 BS′. 在此它有 50%的几率前往探测器 D3 并被记录到. 另外有 50%的

几率被反射到达 PBS2 , 再被反射进入探测器 D2 . 先考虑第一种可能. 此时探测器 D1 , D2

记录的必然是另一对缠绕光子. 沿 a 束的必然是 V 偏振的, 它在 P BS1 处被反射到达

P BS2 . 在此以前它通过半波片(图中 λ/ 2) , 偏振被旋转 45°, 成为 V 与 H 的等权重相干叠

加. 沿 b束的光子是H 偏振的, 在 PBS2 处透射进入探测器 D1 . a 束光子到达 PBS2 时其H

偏振成分( 50% )透射进入探测器 D2 .这一对分别被 D1 , D2 记录, 与前一对组成四重符合.

探测器记录的是

©¦H 〉1 ©¦H〉2 ©¦V〉3 .

第二种可能是触发光子与其伴侣分别被探测器 T 和 D2 记录. 第二对光子中沿 b束的是

H 偏振的, 它在 BS 处透射进入 D3 , 而它的伴侣在 PBS 1 处因其 V 偏振被反射, 通过半波

片λ/ 2到达 P BS2 , 并在此处因其 V 成分( 50% )被反射而到达 D1 . 探测器记录的是

©¦V〉1 ©¦V〉2 ©¦H〉3 .

这两种可能性是不能区分的,因为两对光子的产生时间是在 200 fs (脉冲宽度)之内, 而光

子的相干时间要长得多( 500 fs) .三个偏振缠绕光子的状态是
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1

2
( ©¦H〉1 ©¦H 〉2 ©¦V〉3 + ©¦V〉1 ©¦V〉2 ©¦H〉3 ) .

上式中两项间的加号在文献[ 50]中有具体证明.在实验中如何能证明这是三个光子的缠

绕态而不是一对缠绕态和一个独立光子的混合态呢? 尽管在实验中确证了上式中的两种

偏振状态,但这还不够,还要证明它们是相干叠加.在 D1 前的检偏器置于 45°, 即©¦45°〉1 =

1

2
( ©¦H〉1 + ©¦V〉2 ) ,从而将上面的状态投影到

1

2
©¦45°〉1 ( ©¦H〉2 ©¦V〉3 + ©¦V〉2 ©¦H〉3 ) .

将括弧中的光子 2 及 3 的状态用©¦45°〉, ©¦- 45°〉基表示,有

1

2
( ©¦45°〉2 ©¦45°〉3 - ©¦- 45°〉2 ©¦- 45°〉3 ) ,

即光子 2及 3偏振态相同. ©¦45°〉2 ©¦- 45°〉3 和©¦- 45°〉2 ©¦45°〉3 态的不存在是光子偏振缠绕

的明证. 图 1.42给出三光子缠绕的证明.四重符合记数作为 a 束光程延迟的函数绘于图

( a) , 偏振©¦45°〉1 ©¦- 45°〉2 ©¦- 45°〉3 为实方点, ©¦45°〉1 ©¦- 45°〉2 ©¦45°〉3 为实圆点. 延迟为 0

时两条曲线的差别说明相干叠加,即后一种偏振状态不存在. 当 D1 偏振置于 0°时, 区别就

不存在了(图( b ) ) .

图 1.42 三光子缠绕态的实验证明

1.11 量子非破坏性实验简介

科学与技术的发展需要愈来愈高的精确度,例如引力波探测、压缩光、单原子阱等. 在

计算机科学的信息处理与传递中,量子测量也是重要的. 量子测量的理论也需要发展从而

满足这些需要. 量子非破坏性实验 ( qu an tum non-demolition experimen t, 简称 Q ND 实

验)及回避反作用实验( back action evading experiment s, 简称 BA E 实验)都能在不确定

原理这一基础性的约束的制约之下提供最佳结果 [ 4 3] . 我们从一个例子开始. 引力波探测

器是由重以吨计的 A l( Si, Nb)棒构成,它们在经过的引力波驱动之下以极小的振幅(估计

为 δx≈10
- 19

cm)振动. 如果要求如此之高的精确度, 那么这样巨大的金属棒也要用量子
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力学处理.测量的重复频率是 τ≈10
- 3

s . 如果从测量振动的振幅来测引力波, 则相应 Δx

会有动量的扰动 Δp≥  
h

2Δx
, 亦即有速度不确定性 Δv≥  

h
2mΔx

. 它在时间 τ内引起位置的

不确定性(Δx )′≥  
h τ

2mΔx
. 代入 Δx = 10 - 1 9

cm, m= 10 t = 107
g, 得(Δx )′≥5× 10 - 1 9

cm, 大

于位置测量要求的精确度.这样下一次测量就无法以需要的精度完成. 将棒做得更重是不

现实的, 使测量时间间隔再小会减弱引力波信号. 所以造成这种情况, 是因为位置测量是

一种仪器对体系的反作用( back action) ,它带来对动量(位置的共轭力学量)的干扰. 这种

沾污被反馈回体系,在它的演化中造成附加的位置误差, 破坏了下一次精确测量位置的可

能性.我们能否更聪明一点呢? 尝试测量金属棒在引力波驱动下获得的动量. 令动量测量

所需的精确度为 Δp≈10- 9
g·cm/ s . 相应的位置测量的不确定性为 Δx >  h

2Δp
≈5×

10 - 1 9
cm .在 τ≈10 - 3

s 后再进行动量测量.由于悬挂的金属棒在很短的时间(甚小于振荡

周期)内可以认为是自由的, 它的动量是守恒的. 不确定 Δx 不能由于自由演化引发新的

动量不确定性(Δp )′,因此, 下一次动量测量仍能以同样精确度进行.当然,一次次动量测

量会使位置不确定积累,但这不会带来不利影响. 另外,引力波是会使金属棒动量变化的,

测量动量以判断引力波强度正是基于此点.但这是外力脉冲, 体系的动力学演化仍是自由

物体的.在自由物体演化中动量是守恒的, 沾污不能反馈进来.基于以上讨论, 自由物体的

动量测量可以是量子非破坏性的,而位置测量则不是. 或称自由运动的动量是量子非破坏

性的可观测量, 而位置不是. 综上所述, 在位置测量中 δx = pτ/ m, p 的不确定性通过这个

关系产生 x 的新不确定性. 在自由运动中p = const 与 x 无关, 因而动量测量产生的 x 的

不确定性反馈不进来.在此, 运动常数是起决定作用的.

1.11.1 标准量子极限与反作用回避( BAE)实验

考虑一个自由粒子.设在 t= 0时进行的位置测量不确定值是(Δx ) 1 . 相应的仪器反作

用带来动量不确定值是(Δp ) ba =  
h

2(Δx ) 1
.记(Δx ) 2 为在时间 t= τ进行的位置测量误差. 在

τ时间内反馈的沾污造成位置不确定值是

(Δx )′=
(Δp ) baτ

m
=  

h τ
2m(Δx ) 1

.

两次位置测量可以定出动量的值

p = m
x 2 - x 1

τ
. ( 1.114)

动量的不确定值为

Δp =
m
τ

(Δx )
2
1 +  

h2τ2

4m 2 (Δx ) 2
1

+ (Δx )
2
2

1/ 2

. ( 1.115)

(Δx ) 1 取什么值才能使 Δp 尽量地小呢? 简单的计算给出

(Δx ) 1 m in =  
h τ
2m
≡ Δx S Q L . ( 1.116)
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它使由(Δx ) 1 所导致的 Δp =  
h m
τ

.定义

Δp SQ L =  
h m
2τ

. ( 1.117)

式( 1.116)和( 1.117)定义了 x 和 p 误差的“标准量子极限”( st andard quantum limit ) , 简

称 SQL. 式( 1.117)的定义有一定任意性, 它满足

Δx S Q LΔp SQ L =  
h
2

.

式( 1.115)中的 Δp 显然比Δp S Q L大,但属同量级. 这两个量的关系用符号�表示,即有

Δp � Δp SQ L . ( 1.118)

再考虑谐振子

x ( t) = x ( 0) cosωt +
p ( 0)
mω

s inωt

≡x 1 cosωt + x 2s inωt. ( 1.119)

x 1 和 x 2 称为谐振子的“求积振幅”( quadrature amplitude) , 它们实际上是两个积分常数.

从 x 和 p 间的不确定关系可知,确定求积振幅的精确度需满足

Δx 1Δx 2 ≥  
h

2mω
. ( 1.120)

如果它们有相同的精确度,则有

Δx 1 = Δx 2 ≥  
h

2mω
, ( 1.121)

而标准量子极限就是

Δx S Q L =  
h

2mω
. ( 1.122)

谐振子的能量为

E =
1
2

mω2A 2 =
1
2

mω2 ( x2
1 + x 2

2 )
1
2 ,

此处 A 是振幅. 如振幅为小量,则

ΔE = mω
2
AΔAS Q L = mω

2 2E
mω

2  h
2mω

=  h ωE . ( 1.123)

标准量子极限可以逾越吗? 答案是肯定的.在得到这个极限时用了不确定关系, 但二者不

是等同的.标准量子极限和如何进行测量有关. 以谐振子为例,它的能量决定于振幅 A, 而

和相角 ωt 无关. 测量求积振幅时, 振幅和相角都要测. 关于相角的信息对能量是没有用

的,但仪器在测量相角时对体系的反作用会被反馈回体系造成附加的能量不确定性. 因此

测量能量最好的办法是不要任何关于相角的信息. 这是 P. N . Lebedev 的办法:通过测量

辐射压力的办法获得辐射能量密度.可以用很长的时间来完成测量, 相角的信息是不相干

的.在尺度为 d 的腔体中用可移动的壁(动量不确定性 Δp )测电磁能量 E, 其不确定性为
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ΔE ≈
d
τ
Δp , ( 1.124)

此处 τ是测量时间.如用足够长的时间进行很精确的动量测量, 可以使 ΔE 足够小, 小于

标准量子极限.这类实验称为反作用回避 ( BA E)实验. BAE 的条件可以从考虑体系和测

量仪器间的相互作用得到. 体系的可观测量Â 和仪器的可观测量 M�(即仪器的读出)耦合

H amilt on 量记为Ĥ I :

Ĥ I = f ( Â , M̂ ) . ( 1.125)

这个相互作用正是仪器对体系的反作用,它通过量子运动方程导致Â 的变化:

d Â 
dt

=
i  
h

Ĥ I, Â . ( 1.126)

因此, 如果Â 和Ĥ I对易, 则在测量中对Â 就没有反作用.如果Ĥ I中不含体系的任何与Â 不

对易的可观测量,它就和Â 对易, 即Ĥ I不会导致Â 的本征态间的跃迁. 以上粗略的讨论在

文献[ 39]中有严格的证明.

1.11.2 量子非破坏性( QND)实验

可观测量Â 的 Q ND 实验是对Â 的一系列精确测量, 在各次测量之间的演化中没有与

Â 不对易的可观测量的污染反馈给 Â . 只有很特殊的可观测量才能对污染反馈有免疫性.

它们被称为 Q ND 可观测量.如果, 且只有如果系统在 H eisenberg 图画中自由演化时在不

同时间的 Â ( t)算符对易, 即

Â ( t i) , Â ( tj ) = 0,  ti ≠ t j ( 1.127)

Â 就是 Q ND 可观测量.为了强调 QN D测量的重要性, 仍以引力波探测为例.这个探测需

要多次在不同时间重复对一个可观测量进行测量. 如果我们有大量同样的系统处于相同

状态,就可以在不同时间对许多系统进行测量, 不必考虑一次测量对一个系统以后演化的

影响.但对于引力波探测器, 系统是唯一的.只能对一个棒多次进行测量, 因此要求这些测

量彼此不相干扰. QN D 测量是绝对必须的. 令 Â 为 QN D 可观测量. 在 Heisenberg 图画

中, 在 t 0 时的测量得到 A ( t 0 ) . 这个测量制备了状态©¦ψ0〉, 它是 Â ( t 0 )的本征态,相应本征

值 A ( t 0 ) .由于Â ( t 0 ) , Â ( t1 ) , Â ( t 2 ) , ⋯彼此对易, ©¦ψ0〉也是Â ( t 1 ) , Â ( t2 ) , ⋯的本征态, 相

应本征值 A ( t 1 ) , A ( t 2 ) , ⋯.即从第一次测量的结果就可以计算出以后任何时间的本征值.

在时间 t 1 , t 2 , ⋯进行的完全后继测量必须给出已知的本征值.这里至关重要的是以下两个

关系:

Â ( t) , Ĥ I = 0, ( 1.128)

Â ( t i) , Â ( tj ) = 0,  t i≠ t j . ( 1.129)

第一个关系保证在测量时没有仪器对可观测量的反作用. 当然对其它可观测量, 例如 Ĉ ,
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不满足式( 1.128)将受到反作用而遭污染. 第二个关系保证被污染的可观测量Ĉ 等不会在

体系的自由演化(此时仪器的相互作用已关闭)中将污染馈送给Â . C. M. Caves
[ 4 4]
等针对

引力波探测的实际需要( Ĥ I不关闭)研究了Â 仍然成为 QN D可观测量的条件. 引力波探

测器是要通过测量判断作用于棒上的力 F ( t) . 在此过程中动量要随时间变化.在理论上

和实验上都还有许多进一步的讨论
[ 45 ]

.但从量子力学最基础的要求而言, 式( 1.128)与式

( 1.129)给出的两个关系是必须满足的.

参 考 文 献

[ 1 ]  ]Feynman R P, L eight on R B and Sands M. T he Feynman L ecture on Physics , vol. Ⅲ . Reading:

Addison-Wesley, 1965, 1-4—1-9

[ 2 ]  Zeilinger A, Gaehler R , Shull C G and T reimer W. In: Faber J , Jr . , ed. Proceedings of t he

Conference on Neut ron Scatt ering. New York : AIP, 1982

[ 3 ]  T onomura A, Endo J, Matsuda T , Kawasaki T , and Ezawa H, Am. J. Phys . , 1989, 57: 117

[ 4 ]  Chapman M S, Hammond T D, Lenef A, Schmiedm eyer J , Rubinst ein R A, Smith E , and Prit chard

D E . Phys. Rev. Lett . , 1995, 75: 3783

[ 5 ]  Scully M O, E nglert B-G and Walt her H. Nat ure. 1991, 351: 111

[ 6 ]  Grangier P , Roger G and Aspect A. Europhys . L et t . , 1986, 1: 173

[ 7 ]  Horne M A, Shimony A and Zeilinger A. Phys. Rev. Let t. , 1989, 19: 2209

[ 8 ]  Greenberger D M, Hor ne M A and Zeilinger A. Phys. T oday, 1993, 46( 8-1) : 22

[ 9 ]  Burnham D C and Weinberg D L. Phys , Rev. Let t. , 1970, 25: 84

[ 10]  Hong C K and Mandel L . Phys. Rev. A, 1985, 31: 2409

[ 11]  Kwiat P G, St einberg A M and Chiao R Y. Phys . R ev. A, 1993, 47: R2472

[ 12]  Zou X Y, Wang L J and Mandel L . Phys . Rev. L et t . , 1991, 67: 318

[ 13]  Kwiat P G, St einberg A M and Chiao R Y. Phys . R ev. A, 1992, 45: 7729

[ 14]  Einst ein A, Podolsky B and Rosen N. Phys. Rev. , 1935, 47: 777

[ 15]  Bohm D. Quant um T heor y. E nglewood Cliffs: Pr intice Hall, 1951

[ 16]  Bohr N. Phys . Rev. , 1935, 48: 696

[ 17]  Rosenfeld L. T he Wave Par ticle Dilemma. In: Mehr a J , ed. T he Phys icist�s Concept ion of Nature.

Dordrecht : D. Reidel, 1973

[ 18]  Bell J S. Rev. Mod. Phys. , 1966, 38: 447

[ 19]  Bell J S. Physics , 1965, 1: 195

[ 20]  Clauser J F and Shimony A. Rep. Prog. Phys. , 1978, 41: 1881

[ 21]  Bell J S . In: d�E spagnat B, ed. Foundat ions of Quant um Mechanics . New York and London:

Academic, 1971

[ 22]  Freem an S J, Horne M A, Shimony A and Holt R A. Phys . Rev. Lett . , 1969, 23: 880

[ 23]  Freem an S J and Clauser J F . Phys . Rev. L et t . , 1972, 28: 938

[ 24]  Holt R A and Pipkin F M. Harvard Preprint , 1973

[ 25]  Clauser J F . Phys. Rev. Let t . , 1976, 36: 1223

[ 26]  Fry E S and T hompson R C. Phys . Rev. Let t. , 1976, 37: 465

·15·



[ 27]  Aspect A, Grangier P and R oger G. Phys. R ev. L et t . , 1981, 47: 460; 1982, 49: 91

[ 28]  Bohr N. In: Wheeler J A and Zurek W H, eds. Quant um T heory of Measur ement . Princet on:

Princet on U niversity Press , 1983

[ 29]  Pipkin F M. Adv. At. Mol. Phys . , 1978, 14: 281

[ 30]  Kwiat P G, Eberhard P H, St einberg A M and Chiao R Y. Phys . Rev. A, 1994, 49: 3209

[ 31]  Kwiat P G, Mat t le K, Weinfurt er H, Zeilinger A, Sergienko A V and Shih Y. Phys . Rev. L ett . ,

1995, 75: 4337

[ 32]  Wheeler J A. In: Marlow A R, ed. Mat hemat ical Foundations of Quant um T heory. New Yor k

and London: Academic, 1978

[ 33]  Hellmuth T , Walt her H, Zajonc A and Schleich W. Phys . Rev. A, 1987, 35: 2532

[ 34]  Feynman R P. Int . J . T heor . Phys . , 1982, 21: 471

[ 35]  Greenberger D M, Hor ne M A, Shimony A, Zeilinger A. Am . J . Phys . , 1990, 58: 1131

[ 36]  Mer min N D. Am . J . Phys . , 1990, 58: 731

[ 37]  Mer min N D. Phys . T oday, 1990, 43( 6) : 9

[ 38]  Har dy L. Phys . Rev. Lett . , 1992, 68: 2981, 1993, 71: 1665

[ 39]  Jordan T F. Phys . Rev. A, 1994, 50: 62

[ 40]  Goldst ein S. Phys . Rev. Lett . , 1994, 72: 1951

[ 41]  T or gerson J R , Branning D, Monken C H, Mandel L. Phys . Lett . A, 1995, 204: 323

[ 42]  T or gerson J R , Branning D, Mardel L. App. Phys. B, 1995, 60: 267

[ 43]  Braginsky V B and Khalili F Yu. Quant um Measurement . Cambridge: Cambridge Universit y

Press , 1992

[ 44]  Caves C M, T horne K S, Drever R M P, Sandberg V D and Zimmermann M. Rev. Mod. Phys . ,

1980, 52: 341

[ 45]  Braginsky V B, Voront sov Yu I and T horne K S. Science, 1980, 209: 547

[ 46]  Englert B-G, Fearn H, Scully M O and W alt her H. In : De Mart ini F , Denardo G and Zeilinger A,

eds . Quantum Interferometry. Singapore: World Scientific, 1994

[ 47]  St orey P, T an S, Collet t M and W alls D. In: De Mart ini F , Denardo G and Zeilinger A, eds.

Quant um Int erferom et ry. Singapore: World Scient ific, 1994

[ 48]  张礼 .大学物理 , 1992, 11( 10) , 11( 11)

[ 49]  Zeilinger A, Horne M A, W einfurter H and Zukowski M. Phys. Rev. L et t . , 1997, 78: 3031

[ 50]  Bouwmeest er D, Pan J-W , Daniell M, Weinfurt er H and Zeilinger A, Phys . Rev. Lett . , 1999, 82:

1345

[ 51]  Dür r S, Nonn T and Rempe G. Nature 1998, 395: 33

[ 52]  Cohen-T annoudji C. At oms in Elect rom agnet ic Fields . S ingapore: World Scient ific, 1994: 343—

348

[ 53]  Kunze S, Dür r S and Rempe G. E urophys . Let t. , 1996, 34: 343

[ 54]  T it t el W , Brendel J, Gis in B, Herzog T , Zbinden H and Gisin N. Phys . Rev. A, 1998, 57: 3229

·25·



第 2 章

量子力学中的几何相

考虑一个无限长的磁通管, 全部磁通都局限在管内,因此外面的场强 B 为 0. 电子在

管外运动,它们会感到磁通管的存在吗? 对这个问题的第一个反应可能是“不会”. 如仔细

想一下,进入 Sch ro�dinger 方程的是势 ( A0 , A)而不是场强( E, B) , 可能会改变想法. 虽然

在通量管外 B= 0,但矢量势 A却不为 0. 对这个问题的研究导致著名的 Aharonov-Boh m

效应.结果是, 局域电子态感不到磁通管的存在, 因为局域的场强为 0, 而在通量管附近波

函数为有限的电子延展态能感受它的整体效应.这个结论在当时引起不少物理学家的惊

讶.这个研究也导致著名的结论, 即带电粒子的经典电动力学中,物理是由场强决定, 但对

服从量子力学 Schro�dinger 方程的粒子在电磁场中的运动是由杨振宁和吴大峻引入的不

可积相因子决定的,而场强是不足以决定物理, 它们是欠定的,电磁势是超定的. 关于这个

问题在 2.1～2.3节中介绍.

A haronov-Bohm 效应可以用微分几何中的概念如平行输运、连络等诠释. 在 2.4 节

中介绍这些概念,使读者有准备去接受另一个惊讶——Berry 相.量子力学中波函数的相

位是个微妙的概念.考虑与时间有关的 Schro�dinger 方程的解. 方程中的势按事先确定好

的时间的周期函数演化. 当势经过一个周期回到初始的形式时, 出现了非平庸的问题. 波

函数是否回到它初始的形式呢? 答案是否定的.出现了与时间有关的相位. 能否将波函数

重新定义从而将相因子吸收在其中呢?为了回答这个问题需要进行仔细的研究. 由此产生

的 Berry 相以及相关问题在 2.5～2.7节中介绍. Berry 相不仅在量子力学中, 而且在物理

学许多分支中都有深远的影响.

2.1 Ahar on ov-Bohm 效应

带电粒子 (如电子)在给定电磁场中的运动问题在量子力学早期发展中就得到解决.

经典的例子是电子在 Coulomb 场中的运动——类氢原子问题,以及电子在均匀磁场中的

运动——Landau 能级问题.电子在电磁场中运动的 Hamilton 量是

H =
1

2m
- i  hè -

e
c

A( x )
2

+ eA0 ( x ) , ( 2.1)

此处( A0 , A)是电磁场的标量和矢量势. 在电动力学中电磁场强和势的关系是

B = è × A,  E = - è A0 -
1
c
�A
�t

. ( 2.2)

在势 Aμ( A0 , A)的规范变换下,

·35·



Aμ→Aμ+ �μΛ, ( 2.3)
即

A0 →A 0 -
1
c
�Λ
�t

,

A→A + è Λ,

B 和 E 是不变的. 表征变换的 Λ是时空坐标的任意函数. 在经典电动力学中代表电磁场

的是场强.由于规范变换的自由, 势与场强的关系不是一一对应,而是多对一关系. 实验直

接确定的是场强. 在经典电动力学中势是有用的概念, 但被认为是属于“导出的概念”

( derived concept)一类. 在量子力学中, 直接进入基本方程的是势,而不是场强. 在势的规

范变换式( 2.3)下, 波函数必须作相应变化,即

ψ( x ) → ψ′( x ) = ψ( x ) e
( ie/ h  c)Λ( x )

, ( 2.4)

才能使 Schro�dinger 方程

i  h
�ψ
�t

= Hψ

保持不变. 规范变换式( 2.3) , ( 2.4)中 Λ是时空坐标的任意函数, 这种变换称定域 ( local)

规范变换.

令ψ0 ( x)代表 H 0 =
1

2m
( - i  hè ) 2 + eA 0 的本征函数, 则它和 H (式( 2.1) )的本征函数

ψ( x)之间存在以下关系:

图 2.1 不可积相因子与路径有关

ψ( x ) = ψ0 ( x) exp ( - ie/  h c)∫
x

A( x′) ¡¤dx′.

( 2.5)

这个关系可以用直接代入方程 Hψ= Eψ而导致 H 0ψ0

= Eψ0 得到验证. 式( 2.5)指数上积分上限为 x,下限可

以选定任一空间点 x0 作参考,这个下限在积分中就不

标出了. 从参考点 x0 到 x 的线积分在一般情况下是和

路径有关的. 图 2.1画出有磁通 Φ穿过平面情况下从

x 0 到 x 的两条路径 1 和 2. 取沿不同路径的线积分之

差,有

1
∫

x

x
0

A( x′) ¡¤dx′-
2
∫

x

x
0

A( x′) ¡¤dx′=
1
∫

x

x
0

+
2
∫

x
0

x
A( x′) ¡¤dx′

=∮A( x′) ¡¤dx′.

用 Stok es 定理,它是

∮A( x′) ¡¤dx′=∫
S
è × A ¡¤dS =∫

S
B ¡¤dS = Φ. ( 2.6)

此处 S 是闭合路径所围的面积, 面积元 dS 的方向垂直于平面, B 是矢量势 A所决定的场

强, B= è× A.磁通的存在使空间成为多联通的. 由于积分与路径有关,式( 2.5)的相因子

就不可能写成一个单值函数,这个相因子称为不可积相因子.

在量子力学中一个波函数的总体相因子( overall phase fact or)是不进入任何可观测
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量表达式的.因此可以任意地设置为 1. 但如果波函数是由两部分叠加的,即

ψ= ψ1 + ψ2 ,

则ψ1 和 ψ2 的相对相因子是十分重要的,因为它确定 ψ1 与 ψ2 的干涉.

1959 年 Y. Ah aronov和 D. Bohm 发表了一篇论文“量子理论中电磁势的意义”
[ 1 , 2] .

考虑电子双缝衍射实验 (图 2.2( a) ) . 在缝后有一个很细的磁通量管, 管内磁通为 Φ.这可

以近似地用一个细长的螺线管来实现.磁场 B 被完全限制在管内, 在管外各处 B= 0. 管中

磁通量的变化能影响屏幕上的干涉条纹吗? 如果考虑到电子在衍射过程中没有感受到磁

场 B, 干涉条纹似乎不应受 Φ变化的影响.但如严格按量子力学分析, 双缝平面后的电子

波函数在Φ= 0情况下是

ψ
( 0)

( x ) = ψ
( 0)
1 ( x) + ψ

( 0)
2 ( x) , ( 2.7)

图 2.2 Aharonov-Bohm 效应

( a ) 电子波通过有矢势的空间 ; ( b) 电子波通过不同电压的导体圆筒

而在有通量Φ情况下是

ψ( x) = exp ( ie/  h c)∫
x

( 1)
A( x′) ¡¤dx′ψ

( 0 )
1 ( x) + exp ( ie/  h c)∫

x

( 2)
A( x′) ¡¤dx′ψ

( 0 )
2 ( x) .

( 2.8)

在式中( 1) , ( 2)标出线积分路径通过狭缝 1和 2. 弃去式( 2.8)中的一个总相因子, 有

ψ( x) = ψ( 0)
1 ( x ) + exp ( ie/  h c)∮A( x′) ¡¤dx′ψ( 0)

2 ( x) = ψ( 0)
1 ( x) + e( i e/ h  c )Φψ( 0)

2 ( x) .

和式( 2.7)相比, 相干两束波的相对相位差改变了
e  

h c
Φ, 它称为 A haronov-Bohm 相 SA B :

SA B =
e  

h c
Φ. ( 2.9)

在Φ变化时, 干涉条纹会有所移动,且 ΔΦ=  
h c
e

2π=
hc
e
时条纹变化一个周期, 还原为ΔΦ=

0时的情况.

考虑电子分开的波束分别进入理想导体板制成的圆柱体, 导体上施加电压 A01 ( t ) ,

A 02 ( t) (图 2.2( b) ) . 电子在运动中并不感受到电场.但相应 Hamilt on 量

H = -  
h

2

2m
è 2 + eA0 ( x, t)

H 0 = -  
h2

2m
è

2

( 2.10)
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的 Schro�dinger 方程的解 ψ与ψ0 间有以下关系:

ψ( x, t) = ψ0 ( x, t) exp ( - ie/  h c)∫
t

A0 ( x, t′) dt′. ( 2.11)

用到图 2.2( b )的情况, 相干的波函数是

ψ( x , t) = ψ
( 0 )
1 ( x, t) + exp ( - ie/  h c)∫

t

A02 ( x, t′) - A01 ( x, t′) dt′ψ
( 0 )
2 ( x, t) .

( 2.12)

因此也应随 A0 1 , A0 2的变化观察到干涉条纹的移动.这种在无场强的情况下由电磁势( A 0 ,

A)的变化导致量子干涉条纹移动的效应, 称为 A haronov-Bohm 效应.

式 ( 2.9) 中的相对相因子是规范不变的. 因为 Φ决定于 B, 而 B 是规范不变的. 式

( 2.12)中的相对相因子也是规范不变的, 因为 A0 1和 A02改变相同的
1
c
�Λ
�t

, 它们之差没有

变化.这两种情况可以概括为一个统一的不可积相因子

exp ( ie/  h c)∫
x

Aμdx
μ = exp ( ie/  h c)∫

x

A( x′) ¡¤dx′-∫
t

A0 ( t′) dt′ . ( 2.13)

  A haronov-Bohm 效应的意义是深远的。它明确地显示:在量子理论中, 对电磁现象而

言, 场强是欠定的( underdetermine) , 因为 Φ变化时干涉条纹移动而场强却保持不变. 以

规范变换相联系的不同势函数却给出同样的相对相因子. 相位
e  

h c∫
x

Aμdx
μ
相差 2π的整数

倍也给出同样的相因子. 因此势对电磁现象是超定的( overdetermine) . 电磁现象由不可

积相因子 exp ( ie/  h c)∫
x

Aμdx
μ 完全决定,它包含了对电磁现象必要而充分的描述. 这是

吴大峻和杨振宁
[ 3]
在 1975 年表述的.

A haronov-Bohm 效应强调了规范势的整体效应, 即使场强定域地为 0. Aharonov-

Bohm 相属于几何相, 因为积分∫
x

Aμdx
μ
不取决于任何运动速度, 有别于动力学或运动学

效应. 它还是拓扑相, 因为连续变化积分的封闭路径并不改变相位的值, 只要这个变化不

改变路径包围的磁通.应该着重说明的是, 上面讨论的拓扑性质是由于磁通在二维平面上

造成的奇点, 使平面成为多连通域. 从平面上一点出发经封闭路径回到这一点, 路径按照

是否包括奇点在内分类. 它们在拓扑上是不等价的.拓扑的性质是二维的,即在垂直于 Φ

的平面上.三维空间的一个奇点并不具有这种性质.

A haronov-Bohm 效应完全是从量子力学基本原理出发的, 并未引入新的原理或假

设, 但同时又是出乎很多物理学家意料的. F eynman 在他的《物理讲座》中写道
[ 4]

:“像这

样的东西就在我们周围 30 年之久①, 却一直被忽视, 是一件有趣的事. 之所以被忽视, 是

由于存在一些定见,究竟什么是重要的, 什么是不重要的. ”在 Schro�dinger 方程中出现的

是电磁势( A0 , A) . 在经典力学的 Lagrange 和 H amilton 描述中( A 0 , A)同样出现, 但在写

出运动方程时它们就被 E 和 B 取代了. 在量子力学发展过程中企图以 E 和 B 完全取代

( A0 , A)的尝试一直没有成功, 这里原来蕴藏了深刻的原因.
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A haronov-Bohm 效应和磁通量子化有类似之处. 1961 年 Deaver 和 Fairbank , 以及

Doll 和 N a�b au er 发现中空超导体圆柱内通过的磁通是量子化的, 磁通量子值为 hc/ 2e.

N . Byers和杨振宁
[ 5]
指出, 这是在超导体内形成 Cooper 对的结果.设 Cooper 对波函数①ψ为

ψ= ρe iS , ( 2.14)

并设在图 2.3 所示的大块超导体内ρ为常数, S 为实函数.ψ是正则动量算符 p̂ = - i  hè

图 2.3 穿过超导环的磁通量子化

( a ) 磁通穿过中空超导圆柱 ; ( b) 封闭积分路径 Γ

的本征态:

p̂ ψ=  h ρè Se
iS

=  hè Sψ ( 2.15)

本征值  hè S 就是 Cooper 对的正则动量值. 因此其动力学动量 2mv ( m 是电子质量, v 为

速度, Cooper 对质量为 2m)为

2mv =  hè S + 2
e
c

A, ( 2.16)

此处 e是电子电荷的绝对值. 在超导环体内选一封闭路径Γ对式( 2.16)积分,有

2m∮
Γ
v ¡¤ds =  h∮

Γ
è S ¡¤ds + 2

e
c∮ΓA ¡¤ds. ( 2.17)

超导圆柱厚度比穿透深度大得多, 在 Γ上 v = 0, 因为超导电流只存在于表面上. Cooper

对波函数是单值的,故有

∮ Γ è S ¡¤ds = 2πn, ( 2.18)

即相角从一点出发沿 Γ走一圈回到原处, 其值只能变 2πn ( n 为整数或 0) . 式( 2.17)此时

变为

∮ ΓA ¡¤ds = Φ=  
h c
2e

2nπ=
hc
2e
n. ( 2.19)

Φ是穿过柱心的磁通,它是磁通量子 hc/ 2e的整数倍. 由于 Meissner 效应,超导体内没有

磁场. Cooper 对在超导体内没有感受到磁场, 但其波函数的单值性却对电磁场的整体性

质(穿过圆柱心的通量值)产生影响.

2.2 Ahar on ov-Bohm 效应的实验验证

A haronov-Bohm 效应使许多物理学家感到震惊, 也有不少人感到难以接受. 最早的
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验证来自 1960年 R. G. Chambers 的实验
[ 6 ]

(图 2.4) . 点源发出的电子束入射到电子双棱

镜上. 它的结构是两个接地平板间有一处于正电位的细丝. 入射的电子波从丝的两侧经

过, 被吸引而会聚发生干涉, 在下面的平面上形成干涉图像. 一个直径约 1 μm 的磁化铁

尖细丝,在一端是锥状尖端, 它内部及外面的磁力线示于图 2.4( b) . 没有尖细丝时两束电

子波会聚于垂直于双棱镜细丝的平面内.由于尖细丝外的磁场, 两侧的电子受到相反方向

的磁场偏转力.它们会聚的平面和双棱镜细丝不再垂直而成一定角度, 因而干涉条纹就倾

斜了(图 2.4( c)上面一对箭头) .在锥状尖端前方(没有磁通)和后侧(磁通限于尖细丝内)

没有磁场, 干涉条纹仍然平行于细丝. 中间的倾斜正好在两端和平行的条纹相连, 表示了

由于尖细丝内磁通产生的条纹移动.

图 2.4 Chambers 实验

( a) 电子光学系统 ; ( b) 细丝内及附近的磁力线 ; ( c) 干涉条纹

图 2.5 Mo�llenst edt 和 Bayh 实验

( a) 电子光学系统示意图 ; ( b) 干涉图像

  Mo
�
llenstedt 和 Bayh 在 1962 年的实验

[ 7, 8 , 9]
也用了电子双棱镜, 而在两束电子波的中

点放置细长的螺线管 (图 2.5( a ) ) . 他们用了一个巧妙的办法, 使螺线管内电流连续增加
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(磁通随之连续增加) ,同时使记录干涉条纹的底片连续移动, 并用一个细缝使干涉图样只

有一小部分落在底片上. 这样便把磁通从 0 增到最大值的过程中导致的条纹移动连续记

录下来了(图 2.5( b) ) .

图 2.7 电子全息干涉图

( a) 电子光学系统 ; ( b) 全息图激光重构

图 2.6 殿村实验所用的环形磁体

( a) 环形磁体的扫描电子显微图 ; ( b) 结构示意图

自从 Ah aronov-Boh m 效应提出以来,在 30年的过程中争论始终不断. 一方面有许多

工作集中在对实验的重新解释上.由于磁体的磁力线一般总要外泄, 螺旋管的磁通在两端

也要在空间中散开,电子也会进入螺线管等, 这就有可能把观察到的效应和这些问题联系

起来.另外一些理论则设法从根本上推翻 Ah aronov-Bohm 效应,甚至宣称它是“数学的编

造”① . 一直到 1986年情况发生了根本的变化.“判定性”的实验是殿村( A . T onomura )和

他的合作者用超导体包围的环形磁体所作的电子全息干涉图
[ 1 0]

.这项研究充分反映了实

验技术和工艺对基础物理研究的重要作用. 用光刻微制造工艺及真空蒸发工艺制备了完

全由超导体 N b 包围的小环形坡莫合金磁体, 厚度是 200�, N b 层厚 2500�(图 2.6) . 制

备完了之后将磁体从 N b 桥上切下(桥是为了保证在制造过程中良好的导热) . 另在磁

体外蒸镀一层 500～2000�厚的铜。在实验时处于超导的 N b 因 Meissner 效应将磁通

全都限在坡莫合金磁体内 , 而铜金属层能阻挡电子进入 . 这两个问题正是许多对

·95·

① 请参阅文献 [ 1] p51和 T onomur a(殿村 )的文章 .



A haronov-Boh m 效应持怀疑态度的物理学家意见集中之处. 电子全息图①是用图 2.7( a)

所示的设备摄取的. 150 kV 场发射电子显微镜(电子 de Broglie 波长 0.030� )提供高度相

干电子波源. 这是用良好的准直度(准直角度 10
- 8

rad)保证的. 和热电子源相比, 使电子双

棱镜产生的干涉条纹数从 300增至 3000. 电子波的一半通过样品, 环内和环外的波产生了

相差,这部分称为“物波”. 另一半称为“参考波”. 物波和参考波通过电子双棱镜后交叠而产

生干涉图样.由于通过环内和环外的物波有相差,它们和参考波产生的干涉条纹就有了相对

移动.产生了全息图之后还要进行重构.重构是用 He-Ne 激光进行的,见图 2.7( b) ② .

图 2.9 T = 15 K 时一个样品的电子全息干涉图

(相位放大 2倍 )

图 2.8 超导 Nb 包围的环状磁体的电子全息干涉图

殿村研究组检验了磁通漏泄. 用干涉电子

显微术进行测量, 只选用通量< hc/ 20e 的

封闭环形磁体.注意这是在常温下的数值.

当 Nb 进入超导态后磁通漏泄的值当比这

个值要小得多, N b 厚度是 2500�, 而磁场

的穿透深度只有 1100�. 关于电子可能进

入有磁场区域的估计, 由于 Cu 层和 Nb 层

厚度分别约是 1000�和 2500�,只有 10
- 6

的电子波能进入. Cu 层能有效阻止电子进

入, 也可以从 Cu 层厚度从 500�变到

2000�时超导 Nb 包围磁体的干涉图像没

有变化得到证实.

用超导 N b 包围的磁体所产生的电子

全息干涉图示于图 2.8.虽然原来磁体的磁

通量在连续范围内变化, 但在环外和环内

通过的电子波与参考波的干涉条纹相差或

是 π(上图)或是 0(下图) . 这可以从环孔内

外干涉条纹的移动看到. 图中虚线是为了

帮助看清楚条纹移动画上的. 磁通 Φ产生

的相差是
e  

h cΦ
= π
Φ

hc/ 2e
,当 Φ= n

hc
2e
时相差

是 nπ. 因此超导体包围的磁通量子化只能

给出相差 π( n 为奇 )或 0( n 为偶 ) . 如在实

验中将样品温度升到 N b 超导临界温度 T c

( 9.2 K )之上时, 干涉条纹移动立刻发生变

化, 例如图 2.9 相当于 Φ= ( 0.32+ 2n)π. 从 T < T c 到 T > T c , 干涉图的变化完全是可逆

的.这个系列的实验不仅验证了 Ah aronov-Bohm 效应, 也印证了超导体包围的磁通是量

子化的.此外, 用殿村的方法还能直接观测单个磁通量子 [ 1 ] . 以上讨论了几个实验, 专著
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①

② 关于重构不在此叙述了 , 请参阅文献 [ 1] , [ 10] .

和光学全息学相类似 , 电子全息学用电子形成全息图 . 在重构干涉图像时用光学方法 . 电子全息方法是由殿

村发展的 [ 11] ,关于原理的介绍可参阅文献 [ 1] .



[ 1]有更详细的介绍.

2.3 Ahar onov-Casher 效应

产生A haronov-Bohm 效应的长螺线管可以看作是许多磁偶极矩沿轴线垒积而成. 电

子沿螺线管两侧不同路径会获得不同相位 (图 2.10( a) ) . 根据电磁理论的对偶性,将磁偶

极矩换成沿轴的电荷,而一中性粒子(例如中子)带有磁矩(与轴平行) , 在线电荷两侧不同

路径通过(图 2.10( b) )也会获得不同相位. 这是 Y . A haronov 和 A . Casher 在 1984年提

图 2.10 Ahar onov-Bohm 效应和它的对偶 Aharonov-Casher 效应

出的
[ 12 ]

.这里有一个细致的问题. 磁矩在运动中会感到线电荷的磁场, 但它的方向由v×

E 决定. E 在直线垂直的平面内, 磁矩的速度也在这个平面内.因此v× E 和直线平行, 亦

即与磁矩平行,所以磁矩不受力. 考虑一个螺线管(质量为 M,位于 R,速度为 V)和一带电

粒子(质量为 m,位于 r , 速度为v )相互作用. 体系的 Lagrange 量是

L =
1
2

mv 2+
1
2

MV2 +
e
c

A( r - R) ¡¤( v - V) . ( 2.20)

它导致的粒子运动方程是

mv¡¤j +
e
c
�
�r i

A j ( vi - Vi) -
e
c
�
�r j

Ai( vj - Vj ) = 0,

即

m v
¡¤

=
e
c

( v - V)× ( è r× A( r - R) ) . ( 2.21)

类似地还可得到螺线管的运动方程, - M V
·
正好等于式( 2.21)的右方,即

M V
¡¤

+ mv¡¤= 0, ( 2.22)

因此有

MV + mv = cons t. ( 2.23)

Lagrange量和运动方程都是 Galilei不变和平移不变的. 从式( 2.20)有

p =
�L
�v

= mv +
e
c

A,
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P =
�L
�V

= MV -
e
c

A. ( 2.24)

由此,并用式( 2.23)得

p + P = mv + MV = const , ( 2.25)

即动量守恒.在 Lagrange 量( 2.20)式中并没有明显显示出m 和 M 哪一个是电荷, 哪一个

是磁矩, A只与相对位置矢量 r - R有关. 系统有互换对偶性, L 描述的也可以是在 R 处质

量为 M 的电荷和在 r 处质量为 m 的磁矩,在两种情况下螺线管的方向是相同的. 因此一

个磁矩在直线均匀带电体的场中运动时不感到受力,但在两侧通过的波会有一个相差, 即

A haronov-Cash er 相:

SA C = -∮ e  
h c

A( r - R) ¡¤dR =
e  

h c
Φ. ( 2.26)

由于通量Φ就是偶极矩 μ除以螺线管长度 ξ, 有

SA C =
1  

h c
e
ξ
μ=

1  
h c
λμ.

此处λ是电荷的线密度.中子的磁矩是 g
e  h

2Mc
,故有

SA C =
λ
e

g 2πα  
h

Mc
, ( 2.27)

α= e
2 / 4π  h c是精细结构常数,作一估计: g = O( 1) , Compton 波长  

h
Mc

= 2× 10- 14
cm. 如要

产生易观测到的相差 SA C = π/ 2,则所需的电荷线密度甚大:

λ≈ e/ 10
- 1 5
 ( cm

- 1
) . ( 2.28)

因此在实验室条件下所能观察到的相移是很小的. Melbourne 大学和 Missouri大学合作

研究组在 1989 年报道了观测结果
[ 13 ]

. 他们用反应堆热中子, 使之进入硅晶体中子干涉

仪, 两臂之间有一中央电极置于 45 kV .对于这个装置, 理论预计的相差是 1.5 mrad. 为了

积累足够的中子计数,数据获取用了几个月时间. 最后的结果是( 2.19±0.52) mrad.

2.4 平行输运,连络,曲率和非完整性

在物理学中首先应用微分几何概念的是 Einst ein 的广义相对论. 规范场理论以其内

部对称性提供了更丰富的与微分几何-纤维丛的联系.

H . Weyl 在广义相对论建立的引力与几何的关系鼓舞下,在 1919—1921年企图赋予

电磁场以几何意义.他设想时空各点都有不同的尺度. 从一点 x
μ到 x

μ+ dx
μ, 尺度变化为

1+ Sμdx
μ. 今有时空坐标函数 f ( x ) , 在从 x

μ到 x
μ+ dx

μ时它的变化是

f ( x ) → ( f + �μf dxμ) ( 1 + S μdxμ) ≈ f + (�μ+ Sμ) f dxμ. ( 2.29)

W eyl 企图把尺度函数 S μ和电磁势 Aμ联系起来, 然而他的努力未获成功.量子力学诞生

之后,人们了解到在 Hamilton 量中有 - i�μ-
e
c

Aμ 作为动力学动量算符. 和式( 2.29)相

比, 原来 S μ和 iAμ相当. 电磁势并未提供一个实的尺度,而是由于虚数 i使它与式( 2.13)

的不可积相因子有关. W eyl 在此基础上发展了电磁场的规范不变性理论,然而他并没有
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改变原来用于“尺度”不变性( gauge invariance)的名词,这个词就沿用至今了.

在弯曲空间中首先要介绍“平行输运”①的概念. 在任何空间中要比较不同点处的矢

量场 Vμ( x )和 Vμ( x′) ,先要把 Vμ从 x“平行输运”移到 x′.在平直空间, 这不需要特殊定义

(图 2.11( a ) ) .假如空间是弯曲的, 坐标轴在各点都不相同, 平行输运的定义就是:将矢量

移动时要使它保持与路径的切线间的角度不变.平行移到 x′之后矢量场变为 Vμ+ δVμ. 如

x′= x + dx ,δVμ就线性依赖 V
ν
和 dx

λ
:

δVμ = ΓνμλVνdxλ. ( 2.30a)

图 2.11 平行输运

( a) 平直空间 ; ( b) 弯曲空间

式 ( 2.30a)是 Γ
ν
μλ的定义, 它被称为仿射连络, 是时空坐标函数. 对平直空间, Γ

ν
μλ= 0. 由

δ( VμV
μ
) = 0,有

δVμ= - ΓμνλVνdxλ. ( 2.30b)

在 x 和 x + dx 两点间矢量场的协变微分记为 DVμ, 定义是

DVμ= Vμ( x + dx ) - [ Vμ( x ) + δVμ]

= (�λVμ - Γ
ν
μλVν) dx

λ
( 2.31)

括弧中的量称为协变导数或协变微商.等价地有

DV
μ

= V
μ
( x′) - [ V

μ
( x ) + δV

μ
]

= (�λV
μ

+ Γ
μ
νλV
ν
) dx
λ
. ( 2.32)

  通过将一个矢量沿一个封闭曲线平行移动可以定义曲率.图 2.12( a)是平直空间, 平

行输运矢量 1→2→3→4 没有变化. 而在球面上(图 2.12( b ) )相应的平行输运回到起点,

矢量转了π/ 2. 讨论一般情况,在图 2.13中从 P 出发沿 P P 1 P 2 和沿 P P 3 P 2 平行输运矢量

Vμ将得到不同结果.图中 P P 1 是矢量 a
α
, P P 3 是 b

β
, P 1P 2 是平行输运的 b, 即 b+ δb, 此处

δb是

δb
β

= - Γ
β
ξηb
ξ
dx
η
. ( 2.33)

P 3 P 2 是平行输运的 a , 即 a + δa, 此处 δa 是

δa
α

= - Γ
α
ξηa
ξ
dx
η
. ( 2.34)

经 P P 1 P 2 输运的矢量场其输运的变化是

δVμ= (Γ
ν
μαVν) P a

α
+ (Γ

ν
μβVν) P

1
( b
β

+ δb
β
) . ( 2.35)

经过 P P 3 P 2 输运的矢量场其输运的变化是
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① 平行输运 ( par all el t ranspor t )在文献中也称平行位移 ( par allel displacement ) .



图 2.12 沿封闭曲线平行输运矢量

( a) 平直空间 ; ( b) 球面

图 2.13 沿不同路径平行输运矢量场

 

δVμ′= (ΓνμβVν) P bβ+ (ΓνμαVν) P
3
( aα+ δaα) . ( 2.36)

在 P 1 和 P 3 处取值的(Γ
ν
μβVν)可以通过在 P 处取值的量表示:

(Γ
ν
μβVν) P

1
= (Γ

ν
μβ+ �αΓ

ν
μβa
α
) ( Vν+ Γ

σ
ναVσa

α
) ,

(ΓνμαVν) P
3

= (Γνμα+ �βΓνμαbβ) ( Vν+ ΓσνβVσbβ) .
( 2.37)

将式( 2.33) , ( 2.34) , ( 2.37)代入式( 2.35) , ( 2.36) , 并取其差,得

ΔVμ= δVμ - δVμ′= RνμαβVνaαbβ, ( 2.38)
此处

R
ν
μαβ= �αΓ

ν
μβ - �βΓ

ν
μα+ Γ

λ
μβΓ
ν
λα- Γ

λ
μαΓ
ν
λβ. ( 2.39)

式 ( 2.38)表明沿不同路径平行输运矢量变化之不同 ΔVμ与路径所围面积 σ
αβ

= a
α
b
β
以及

被输运的矢量 Vμ成正比, 而比例常数就是曲率张量 R
ν
μαβ(式( 2.39) ) .

A bel规范场(例如电磁场)情况下 Fermi子波函数的协变微商是

Dμψ= (�μ+ i
e
c

Aμ)ψ. ( 2.40)

非 A bel 规范场情况下①有

Dμψ= (�μ+ ig Aμ)ψ, ( 2.41)

此处ψ为一具有内部对称性的 n 分量波函数.例如对 S U( 2)对称, 它是二分量波函数. Aμ

是 n× n 矩阵. 对 SU ( 2)对称,它是 Aμ=
τa

2
A

a
μ, a = 1, 2, 3;对重复指标求和. τ

a
就是 Pauli

矩阵.从 x 到 x + dx 平行输运 ψ带来的变化是

δψ= ig Aμψdx
μ
. ( 2.42)

和式( 2.32)类比,规范势就相当于仿射连络, 而从 x 到 x′的变化是

P ( x′, x )ψ= exp ig∫
x′

x
Aμ( y ) dyμ ψ. ( 2.43)

由于 Aμ=
τa

2
A

a
μ,而
τa

2
正是 SU ( 2)群的生成元, 每一个路径 x→x′就相当于一个 SU ( 2)群

元素. P ( x′, x )正是不可积相因子, 它就相当于平行输运. 在非 A bel 规范场理论中, 规范

场强和规范势的关系是

F μν= �μAν- �νAμ - [ Aμ, Aν] , ( 2.44)

·46·

① 本书 6.6 节有关于非 A bel 规范场的介绍 , 此处只从数学关系了解即可 .



此处 F μν和 Aμ一样, 也是 n× n 矩阵. 将式( 2.44)和式 ( 2.39)相比, 规范场强就相当于曲

率, 规范场理论几何意义的讨论涉及纤维丛理论. 文献[ 3]中将规范场和纤维丛的概念作

了对应.

A haronov-Bohm 相实际上也是一个平行输运的例子. 电子所在的空间没有场强, 但

有规范势.没有场强, 空间曲率为 0,是平直的. 在磁通管周围的空间相应于一个圆锥面,

各处曲率为 0,除去其顶点之外. 在顶点处曲率为∞,这是磁通集中之处. Aharonov-Boh m

相因子就是在锥面上绕一周的平行输运.如图 2.14( a) ,圆锥面可以沿通过顶点 A 的虚线

切开展成平面(如图 2.14( b ) ) .在平面上的矢量平行输运不会导致它旋转. 但在虚线上的

图 2.14 在圆锥面上矢量的平等输运

一点○P在锥面展开后却在锲面上成为两点(仍标为○P ) . 矢量沿 C 输运一周后和初始位置

差了 α角,即圆锥的锲角, 它的值和磁通量有关.这个角称为非完整角(又译为非和乐角.

h olonomy音译“和乐”, 完整之意) . 封闭曲线 C可以任意扭曲, 只要不触及奇点 A, 绕行一

周的角度非完整仍是α. 因此这是一个拓扑效应.

图 2.15 ê 的平行输运一周

带来的角度非完整

另一个非完整现象是 Foucault 摆. 它摆动

的方向以单位矢量 ê 表示. 它总是和所在地的铅

直线 (实际是地心到当地连线方向的单位矢量

r̂ )保持垂直,并必须满足约束条件:即不能沿 r̂ 

转动. 当一昼夜后 r̂ 矢量转了一圈 (沿当地的纬

度小圆 C) , ê 却没有回到起始的方向 (图 2.15

中 e′i 和 ef 分别是起始和终结方向) . 这种“局域

没有变化 (指 ê 和 r̂ 保持垂直, 不沿 r̂ 转动)却带

来整体的变化(指 ê 转一圈后与起始值差一个角

度)”就是 ê 在球面上平行输运一周所导致的角

度非完整性. ê 输运一周角度之差等于 C 在地

心处所张的立体角:

Ω= 2π( 1 - cosθ) = 2π( 1 - s in�) ,

此处θ是小圆的极角,�是纬度. 这个角度非完整和沿 C 转一圈的速率无关, 因此是几何
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相,但与立体角大小有关, 因此不是拓扑效应.

本节内容请参阅文献[ 14] , [ 15] .

2.5 Ber r y 相

在一些量子力学问题中可以把力学量分为两个集合.一个集合是随时间快变化的, 一

个集合是随时间慢变化的. 在解这类复杂体系问题时, 可先将慢变量固定,解有关快变量

的量子力学问题,然后允许慢变量变化,得到整个体系的解. Born-Oppenheimer 近似就是

用这个方法解分子问题的. 令 P, R 为慢变量 (例如原子核的动量及位置) , p , r 为快变量

(例如电子的动量和位置) .体系的 Hamilton 量是

H =
P

2

2M
+

p
2

2m
+ V( R, r ) . ( 2.45)

先将慢变量冻结.快问题的 Hamilton 量是

h =
p 2

2m
+ V( R, r ) , ( 2.46)

此处 R 是作为参数出现的.设 h 的能量本征问题已经解决:

h( p , r , R) ©¦m; R〉= εm ( R) ©¦m; R〉, ( 2.47)

此处©¦m; R〉是快问题的一个本征态, 量子数为 m, R 作为参数进入本征矢及本征值.

©¦m; R〉(不同的 m)组成分立、非简并态的正交归一完备集. 现在将 R当作随 t 慢变化的参

数,求快变量问题中波函数随时间的演化. Schro
�
dinger 方程是

i  h
�ψ
�t

= hψ. ( 2.48)

将ψ用©¦m, R〉展开:

ψ= ∑
m

a m ( t) exp - i/  h∫
t

0
εm ( t′) dt′©¦m; R〉, ( 2.49)

指数因子是动力学相因子, εm 随时间的变化是由参数 R 随时间的慢变化造成. 将式

( 2.49)代入式( 2.48)并用式 ( 2.47) , 将结果从左方乘以〈k; R©¦, 就得到展开系数 a m ( t)的

时间微商①

a
¡¤

k( t) = - ∑
m

a m〈 k; R©¦��t m; R〉exp - i/  h∫
t

0
[εm ( t′) - εk ( t′) ] dt′ ( 2.50)

�
�t©¦m; R〉可以用式 ( 2.47)通过

�h
�t
表示:将式 ( 2.47) 对 t 微商, 并从左方乘以〈k; R©¦, 对

k≠m情况就得到
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① 对定态问题 Schro�dinger 方程的解是

ψ= ∑
m

a me- ( i/ h  )Emt©¦m〉,

此处 a m 与 t 无关 . 但在当前问题中©¦m; R〉通过 R 与 t 有关 , 因此 exp - i/  h∫
t

0
εm( t′) dt′ ©¦m; R〉并不满足 Schr o�dinger

方程 . 在展开式 ( 2.49)中 a m 就必须是 t 的函数 . 从式 ( 2.50)看 a·不为 0是因为
�
�t

©¦m; R〉的存在 . Berr y写出几何相因

子式 ( 2.54)是基于这一点考虑的 .



〈 k; R©¦��tm; R〉=
1
εm - εk〈k; R©¦�h�t©¦m; R〉,   k ≠ m. ( 2.51)

对 k= m, 则从归一化条件〈k; R©¦k; R〉= 1得

〈k; R©¦��tk; R〉+〈 ��tk; R©¦k; R〉= 0,

即

〈k; R©¦��tk; R〉= iαk ( t) , ( 2.52)

上式右边为纯虚数.设体系在 t= 0时位于某定态©¦n; R( 0)〉, 即 a m ( 0) = δmn . 问在有限时间

体系在不同状态上的几率振幅是什么? 设对 k≠n 各态, 式( 2.50)右方随时间缓变各量为

常数,用式( 2.51)和 am = δmn ,得

a¡¤k =
1
εk - εn〈k; R©¦�h�t©¦n; R〉exp

i  
h

(εk - εn ) t ,  k≠ n.

积分后有

 a k ( t) ≈
1

i  h(εk - εn ) 2〈k; R©¦�h�t©¦n; R〉exp
i  
h

(εk - εn ) t - 1 ,  k ≠ n. ( 2.53)

对 k≠n 的各态几率振幅都随时间振荡, 并不显出长时间稳定增长的趋势.尽管随时间进

行, εn ( R)和©¦n; R〉都已发生了很大变化, 但原位于任何一个定态的体系, 现在仍然位于时

间 t 的那个状态.在历史上, Eins tein 和 Eh renfest 在量子力学诞生以前的 1911年就设想

到了这个结论,在 1928 年 M. Born 和 V . Fock 证明了它.

上面仅说明了 t= 0时位于定态 n 的体系仍会保持在这个定态上, 并未给出这个态如

何演化. M. Berry 在 1984年写出
[ 17]

ψ( t) = exp -
i  
h∫

t

0
εn ( t′) dt′exp[γn ( t) ] ©¦n; R( t)〉. ( 2.54)

©¦n; R( t)〉是能量本征态.第一个因子是动力学相因子. 如果这个态是完全的定态, 则动力

学相因子就是 exp -
i  
h
εn t ,对当前慢变化 R( t) , exp -

i  
h∫

t

0
εn ( t′) dt′©¦n; R( t)〉并不

满足 Sch ro
�
dinger 方程 ( 2.48) . M . Berry 从满足 Schro

�
dinger 方程的要求出发, 加进去相

因子 e
iγ
n

( t ) ,从而得到相 γn ( t)所应具有的性质.往往会提出问题:定义本征函数的( 2.47)式

并不定出相因子,可以在双方乘一个相因子通过重新定义本征函数而把它吸收进去. 为什

么不能把式( 2.54)中的 e
iγ
n

( t)吸收到©¦n; R( t)〉中去呢?研究了γn ( t)的性质后才能真正明白

这一点, 从而理解 Berry 加进这个相因子是关键的一步. 相 γn 就被称为 Berry 相, Berry

诠释这个相是参数空间的几何性质.将式( 2.54)代入式( 2.48)就得到γ
·
n ( t)的方程:

γ
¡¤
n ( t) = i〈 n; R©¦��tn; R〉= iR

¡¤
( t) ¡¤〈n ; R©¦è Rn; R〉. ( 2.55)

最后等式的根据是: ©¦n; R〉只通过 R( t)依赖时间. è R 代表对 R 取的梯度. 正如式( 2.52)

所示,〈 n; R©¦��tn; R〉是纯虚数, 因而γ
·
n 为实数, 即只要 γn 初始值为实数, 它就一直保

持为实数.它是个相角.

令 A( R( t) ) ≡ i〈n; R©¦è Rn; R〉, ( 2.56)
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式( 2.55)即变为

γ
¡¤
n ( t) = R

¡¤
( t) ¡¤A( R) . ( 2.57)

Berry 提出问题:令 R( t )随时间慢变化从 R( 0)变到 R( T ) = R( 0) , 即经一周期回到初始

值,是否 γn ( T )也回到初始值 γn ( 0) ? 计算一下,有

γn ( T ) - γn ( 0) =∫
T

0
dtγ

¡¤
n ( t) =∫

T

0
dt R

¡¤
( t) ¡¤A( R)

=∮ C
dR ¡¤A( R) ,

此处 C 是 R( t)从 0到 T 回到初始值所描出的封闭路径. 用 St okes 定理, 并记沿 C 的这个

封闭积分为γn ( C) ,有

γn ( C) =∫ S
dS ¡¤è R× A. ( 2.58)

S 为 C 所围出的表面. 一般情况 A不是无旋的,因此封闭积分不为 0, 即γn ( T )≠γn ( 0) , 或

∫
R

2

R
1

dR ¡¤A( R) 与路径有关. γn ( t)是不可积的, 它不能表示为 R的函数. 由于©¦n; R〉只通过 R

和 t 有关,因此它不能把相因子 e
iγ
n

( t )吸收进去. 如果要求绝热定态满足 Schro�dinger 方程;

Berry 相因子在一般情况下是必要的.因式( 2.58)γn ( C)的值不依赖 R 完成封闭路径所需

的时间 (只要足够长以满足绝热近似 ) , Berry 称之为“几何相”, 这是和动力学相

-
1  
h∫

T

0
εm ( t) dt 对照的. 从式( 2.58)看 A haronov-Bohm 相也属同一类几何相.

式 ( 2.56)定义了一个矢量函数, 符号 A不是偶然使用的. 考虑将©¦n; R〉的相作一改

变:

©¦n; R〉→ e
iΘ( R )

©¦n; R〉, ( 2.59)

则相应的改变有

©¦è R n; R〉→ ( i è RΘ) e
iΘ( R)

©¦n; R〉+ e
iΘ( R)

©¦è Rn; R〉,

A→ - è RΘ+ i〈n; R©¦è Rn; R〉= A - è RΘ. ( 2.60)

式( 2.59) , ( 2.60)正是一种规范变换. 由于 γn ( C)和è× A相关(见式 ( 2.58) ) , 在这一变

换中它是不变量. A和è× A相应地是一种规范连络和曲率. 从式( 2.55)可知〈n; R©¦è Rn;

R〉也是纯虚数.式( 2.56) , ( 2.58)给出

γn ( C) = i∫ S
è R×〈n; R©¦è Rn; R〉¡¤dS

= - Im∫ è R× 〈n; R©¦è R n; R〉¡¤dS

= - Im∫〈è Rn; R©¦× ©¦è Rn; R〉¡¤dS

= - Im∫∑
m≠ n

〈è Rn; R©¦m; R〉× 〈m; R©¦è Rn; R〉¡¤dS. ( 2.61)

写出最后一个等式时插入了∑
m

©¦m; R〉〈m; R©¦= 1. 求和只包括 m≠n, 是因为〈n; R©¦

è R n; R〉为纯虚数, 故有 Im〈è Rn; R©¦n; R〉×〈n; R©¦è Rn; R〉= 0.
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对本征方程 h©¦n; R〉= εn ( R) ©¦n; R〉取è R ,有

è R h ©¦n; R〉+ h©¦è Rn; R〉= è Rεn ©¦n; R〉+ εn©¦è Rn; R〉.

从左方乘以〈m; R©¦并用本征函数的正交性( m≠n, 非简并) , 得

〈m; R©¦è R h ©¦n; R〉+〈m; R©¦h ©¦è Rn; R〉= εn〈m; R©¦è Rn; R〉,
即

〈m; R©¦è R n; R〉=
〈m; R©¦è R h ©¦n; R〉
εn ( R) - εm ( R)

. ( 2.62)

将式( 2.62)代入式( 2.61) ,即将 γn ( C)用è h 的矩阵元表示:

γn ( C) = -∫dS ¡¤Im∑
m≠n

〈n; R©¦è R h( R) ©¦m; R〉×〈m; R©¦è R h( R) ©¦n; R〉
[εm ( R) - εn ( R) ]

2 . ( 2.63)

最后考虑 Berry的观点对 Born-Oppenheimer 近似的修正.现在不再对慢变量 R 规定既定

的变化 R( t) ,而将它作为力学量处理, 总体系的波函数是

Ψ( R, r) = ψ( R) ©¦n; R〉. ( 2.64)

将它代入

HΨ =
P

2M
+

p
2

2m
+ V( R, r) Ψ= EΨ, ( 2.65)

并用式( 2.47)

p
2

2m
+ V( R, r ) ©¦n; R〉= εn ( R) ©¦n; R〉,

即得到

-  
h

2

2M
è 2

Rψ( R) ©¦n; R〉+ ψ( R)εn ( R) ©¦n; R〉= Eψ( R) ©¦n; R〉. ( 2.66)

将第一项算出,整式用〈n; R©¦左乘, 得

-  
h

2

2M
è 2

Rψ( R) -  
h

2

2M
2〈n; R©¦è Rn; R〉¡¤è Rψ( R) -  

h
2

2M
ψ( R)〈n; R©¦è 2

Rn; R〉

+ εn ( R)ψ( R) = Eψ( R) .

再用
1

2M
( P -  h A)

2
的具体形式,上式可以写作如下形式:

1
2M

( P -  h A) 2 + V( R) ψ( R) = Eψ( R) , ( 2.67)

其中

V( R) = εn ( R) +  
h2

2M
(〈è R n; R©¦è Rn; R〉- A

2
) . ( 2.68)

式( 2.67)是慢变量波函数的 Schro�dinger 能量本征方程. 为慢变量运动提供有效势能

V( R)的主要是快运动的能量本征值 εn ( R) ,  
h

2

2M
项是修正项. 和过去教科书中推导的结果

不同处是 A的存在
①. 如把γn“吸收”到本征函数©¦n; R〉内使它在任何时间 t 都能为实数, A

就为 0.但上面已经分析过, 在一般情况下这是不可能的.
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① 最早指出在 Bor n-Oppenheimer 近似中电子波函数非完整性可以用在有效核 H amilton 量中包括规范势描述

的 , 是 C. A . Mea d和 D. G. T ruhlar ( J . Chem P hys . 1979, 70: 2284) .



容易验证 V( R)即式( 2.68)在式 ( 2.59) , ( 2.60)所示变换下是不变的.因此只要要求

ψ( R) → e
- iΘ
ψ( R) 就能使方程 ( 2.67 )不变. ψ( R)的这个相变换和©¦n; R〉的相变换 (式

( 2.59) )的相角正好反号. 它们使体系总波函数Ψ= ψ( R) ©¦n; R〉在变换中不变.

如果本征态有简并,则相应同一个 εn 还有以 a , b, ⋯标出的若干状态.其结果是连络

以矩阵元形式出现:

Aa b = i〈n, a ; R©¦è n, b; R〉, ( 2.69)

其相应的场强则是

Ba b = è × Aa b + i( A× A) a b, ( 2.70)

和非 A bel 规范场相对应
[ 18 , 19 , 20 ]

.

A haronov-Bohm 相出现之后 25年, Berry 相的出现情况有一些类似. Berry 相在物理

学各个分支中的体现已经有很多的报道.

2.6 Ahar onov-Anandan 相

1987 年 A haronov 和 A nandan
[ 21 ]研究了循环演化一般条件下量子力学态的几何相.

一个物理体系的状态随时间变化, 在一段演化时间 τ后回到原来的状态, 称为循环演化.

在量子力学中循环演化的始末态矢量之间的关系是

©¦ψ(τ)〉= e i�©¦ψ( 0)〉, ( 2.71)

相因子 e
i�可以有可观测效应.在 H ilbert 空间 H 中, ψ(τ)与 ψ( 0)在 �≠0时并不是同一

矢量, 故态矢的循环演化在 H 中描出的路径 C 并不是封闭的. H 的投影 Hilbert 空间

P 不区分©¦ψ〉与 e
i f

©¦ψ〉( f 为实数) , 因此©¦ψ(τ)〉与©¦ψ( 0)〉在 P 中是同一个矢量,而循环演

化在 P 中所描述的路径 Ĉ 是封闭的. 用 P 描述循环演化是更方便的. 设©¦ψ〉∈H 在
H amilt on 量 H ( t)驱动之下按 Schro�dinger 方程演化:

H ( t) ©¦ψ( t)〉= i  h
d
dt

©¦ψ( t)〉, ( 2.72)

并在时间τ完成一个循环. ©¦ψ(τ)〉与©¦ψ( 0)〉关系由式( 2.71)给出. 定义

©¦ψ
～

( t)〉= e - if ( t ) ©¦ψ( t)〉, ( 2.73)

因此有

©¦ψ
～

(τ)〉= e - if (τ) ©¦ψ(τ)〉= e - i [ f (τ) + �] ©¦ψ( 0)〉

= e
- i[ f (τ) - f ( 0) + �]

©¦ψ
～

( 0)〉.
( 2.74)

如要求

f (τ) - f ( 0) = � ( 2.75)

就有

©¦ψ
～

(τ)〉= ©¦ψ
～

( 0)〉. ( 2.76)

©¦ψ
～

( t)〉就是 P 中的矢量, 它在一个循环中描绘出一个封闭曲线. 将式 ( 2.73) 代入式

( 2.72)就能求出 f ( t)所满足的方程:
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H ©¦ψ〉= i  h
d
dt

e
if

©¦ψ
～
〉= -  h

df
dt

e
if

©¦ψ
～
〉+ i  h e

if d
dt

©¦ψ
～
〉.

左乘以
1  
h
〈ψ©¦=

1  
h

e
- if
〈ψ
～

©¦并移项, 得

-
df
dt

=
1  
h
〈ψ©¦H ©¦ψ〉- 〈ψ

～
©¦i

d
dt

©¦ψ
～
〉, ( 2.77)

�= f (τ) - f ( 0) = -
1  
h∫
τ

0
〈ψ©¦H ©¦ψ〉dt +∫

τ

0
〈ψ
～

©¦i
d
dt

©¦ψ
～
〉dt. ( 2.78)

在定 Berry 相时需把动力学相去掉. 对定态, 动力学相是 -
1  
h

E t, 对绝热定态, 它是

-
1  
h∫

t

0
E( t′) dt′. 现在考虑的是一般情况,动力学相是

�d ( t) = -
1  
h∫

t

0
〈ψ( t′) ©¦H ©¦ψ( t′)〉dt′. ( 2.79)

式( 2.78)右方的第一项正是 �d (τ) ,因此第二项就是循环演化的几何相 β, 有

β=∫
τ

0
〈ψ
～

©¦i
d
dt

©¦ψ
～
〉dt ( 2.80)

这个几何相是普适的,意思是对于投影到 P 中一个封闭路径 Ĉ 的无穷多的H 中的循环
演化路径 C, 相应无穷多的 H ( t) , 它们驱动状态沿着 C 演化, 几何相式( 2.80)是唯一的.

它被称为 A haronov-A nandan 相.

曾谨言与雷奕安
[ 22]
提出, 几何相 β是与量子状态的“非定态性”直接联系的. 考虑二

能级体系, H amilt on 量是不含时的. 它有两个本征态©¦ψ+ 〉与©¦ψ- 〉, 能量为+ E 与 - E . 在

t= 0时制备一个状态©¦ψ( 0)〉:

©¦ψ( 0)〉= cos
θ
2

©¦ψ- 〉+ sin
θ
2

©¦ψ+ 〉 ( 2.81)

它随时间的演化是

©¦ψ( t)〉= cos
θ
2

exp i
E  
h

t ©¦ψ- 〉+ sin
θ
2

exp - i
E  
h

t ©¦ψ+ 〉. ( 2.82)

经过循环演化τ= π  h/ E ,状态是

©¦ψ(τ)〉= - ©¦ψ( 0)〉,

即 �= π. 计算动力学相( 2.79) , 得 �d = πcosθ, 因此 β= π( 1- cosθ) . 制备 ψ( 0)的参数 θ是

决定 �d 与 β的. 若 θ= 0或 π, 即 ψ( 0)是定态©¦ψ- 〉或©¦ψ+ 〉, 则 β= 0,�d = π, 不需引入几何

相.若 θ= π/ 2, ©¦ψ( t)〉是两个定态的等权重叠加, 亦即离定态最远, 则 �d = 0,β= π. β是衡

量状态偏离定态程度的,他们称此为“非定态相”. 在以上的讨论中 H 是不含时的,并未涉

及循环演化.参考文献[ 22]还讨论了与突发作用联系的非定态相, 同样表明状态离定态愈

远, Ah aronov-Anandan 相愈大.

在循环过程并不很慢时,可以对绝热近似作高阶修正
[ 3 1]

.

2.7 Ber r y相的实验显现

Berry 相的出现分两类情况. 一类是参数 R 能在实验中控制,这种情况可以通过不同
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相的状态间的干涉测出 Berry 相;另一类情况是, R 是更大体系的力学量, 例如在分子结

构的 Born-Oppenheimer 近似中, 就需要将实测的本征值与 ( 2.67) , ( 2.68)式的理论结果

相比较,反过来对 Berry相的存在作出判断. 以下我们只讨论第一种情况.

Berry
[ 1 7]
分析了粒子自旋慢变化一个循环后出现的几何相. 自旋为 S 的粒子与慢变

化的磁场 B 相互作用, H amilton 量是

h( B) = κ  h B ¡¤ Ŝ , ( 2.83)

κ是与回转磁比值有关的常数, Ŝ 是自旋算符.能量本征值是

E n ( B) = κ  h Bn, ( 2.84)

n 是自旋在 B方向的投影, 取值自- S 到 S , - S≤n≤S. 式( 2.63)给出 Berry 相

γn ( C) = -∫dS ¡¤Vn , ( 2.85)

其中 Vn 是

Vn = Im
1

B
2∑

m≠ n

〈n; B©¦Ŝ ©¦m; B〉× 〈m; B©¦ Ŝ ©¦n; B〉
( m - n)

2 . ( 2.86)

为了计算上式的矩阵元,将 B 的方向定为 z 轴, 并用

( Ŝ x ± i Ŝ y ) ©¦n〉= [ s( s + 1) - n( n ± 1) ]
1
2 ©¦n ± 1〉,

Ŝ z©¦n〉= n©¦n〉.
( 2.87)

在计算 Vn x和 Vny时, 因矢量积都涉及 Ŝ z的矩阵元,而 Ŝ z的非对角矩阵元( m≠n)为 0, 因此

Vnx = Vny = 0. 计算 Vnz时 , 只有 m= n±1 才有贡献.因此有

Vn z( B) = Im
1

B
2 [〈n©¦Ŝ x ©¦n + 1〉〈n + 1©¦Ŝ y ©¦n〉- 〈n©¦Ŝ y ©¦n + 1〉〈n + 1©¦Ŝ x ©¦n〉

+〈n©¦Ŝ x ©¦n - 1〉〈n - 1©¦Ŝ y ©¦n〉- 〈n©¦Ŝ y ©¦n - 1〉〈n - 1©¦Ŝ x ©¦n〉]

=
n

B
2 . ( 2.88)

在一般坐标轴取向情况下,有

Vn ( B) = n
B
B

3 . ( 2.89)

因此

γn ( C) = -∫dS ¡¤Vn = - nΩ( C) , ( 2.90)

在 B( B x , B y , Bz )参数空间中∫dS ¡¤
B
B3 正是 B描述一个封闭曲线 C 在空间原点处所张的立

体角 Ω( C) . Berry 相因子是 e
iγ
n

( C )
= e

- inΩ( C)
. 这是自旋跟着磁场 (通过磁矩与磁场相互作

用)慢变化一周期产生的几何相, 且它和 n 成正比. 在实验上如能制备粒子作为两个不同

n 值的叠加态, 则两部分的 Berry 相不同,发生干涉就能使 Berry相显现.

2.7.1 光子 Ber ry 相的量子干涉现象

乔瑞宇和吴讠永时 [ 24]建议采用绕成螺旋形的光纤(图 2.16) . 光沿光纤传播, 其波矢 k
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连续变化.当光纤方向再次回到初始值时, k ( kx , ky , kz )空间中的代表矢量在球面上描出一

个圆.如这个圆在原点处张成一个圆锥, 半顶角为θ, 则它所张的立体角是

Ω( C) = 2π( 1 - cosθ) . ( 2.91)

图 2.16 光在螺旋光纤中的 Ber ry 相

( a) 螺旋光纤实验示意图 ; ( b) 打开圆柱面上的光纤路径

由于光子没有质量,保证了自旋沿 k 方向 sk 只能为+ 1或- 1.由于自旋跟随 k 慢变化, 完

成一循环时 Berry 相是

γ( C) = - 2πsk ( 1 - cosθ) . ( 2.92)

富田( A . Tomita )和乔瑞宇在此基础上进行了实验 [ 25 ] . 如图 2.16( a)所示, H e-N e 激光经

线偏振器进入光纤,线偏振是 sk = + 1 与 sk = - 1 的等量叠加. 通过光纤后 k 恢复最初方

向, 两种偏振间由于 Berry 相符号相反有了相差, 致使合成的线偏振方向有了改变. 均匀

缠绕的螺旋线在打开了的圆柱面上如图 2.16 ( b )中斜线所示. 光纤长是 l, 圆柱长是 p ,

θ是光纤方向与螺旋轴(即圆柱轴)方向间的夹角, 称为顶角( apex angle) , 有

cosθ=
p
l

. ( 2.93)

因此

γ( C) = - 2πsk 1 -
p
l

. ( 2.94)

图 2.17 偏振旋转角与立体角 Ω( C)关系

在实验中也采取了不同绕制光纤的几何条件. 实验

结果示于图 2.17. 线偏振的旋转角与立体角成线性

关系, 和理论值符合很好. 曲线上的不同形状的点

代表不同绕制的几何条件, 即均匀和不同程度非均

匀绕制, 是为了验证是否在参数空间中封闭路径连

续扭曲时 γ( C)始终与 Ω( C)成正比. 这是对 Berry

相的第一个实验验证.

采用光子进行实验是很巧妙的. 由于光子是

Bose子, 因此对于个别光子的实验可以通过大量光

子流来实现. 光子自旋跟随动量循环出现几何相的

现象可以用经典物理的观点解释. 偏振方向的旋转

相当于在传播方向慢变化时光波电矢量的平行输运产生的角度非完整. 这只要用

Maxw ell 方程就能得到
[ 2 6]

. 因此, 这个现象可以理解为一个能在过渡到经典情况(  h→0)

仍能存在的量子现象.
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2.7.2 螺旋磁场中中子自旋旋转的 Ber r y相实验

T . Bit ter 和 D. Dubbers
[ 2 7]
进行了中子自旋慢旋转产生 Berry 相的测量. 如何使中子

能处于一个慢旋转的磁场中呢?办法是让中子通过一个在空间按螺旋变化的磁场, 这时中

子所看见的就是随时间旋转的磁场.中子通过其磁矩与磁场的耦合使其自旋跟上慢变化,

完成一个循环后就产生 Berry 相.图 2.18( a)给出磁场矢量 B 沿封闭曲线 C 的绝热输运.

图 2.18( b)给出产生在 xy 平面旋转的磁场分量 B1 的螺旋线圈, 另有线圈产生 Bz . 令中子

在 t= 0处于状态©¦m〉, m 为自旋 z 分量. 令 T 代表 B1 转一周的时间(即中子通过 B1 在空

间转一周的距离所需的时间) . 在时间 T , 中子波函数的相位是 mΦT ① ,此处

ΦT = κBT - 2π( 1 - cosθ) , ( 2.95)

图 2.18 磁场矢量 B 沿封闭曲线 C的输运

( a) 原理图 ; ( b) 产生 B 1的螺旋线圈

右方两项分别为动力学相和 Berry 相. 实验是用 Grenoble 的 Laue-Langevin 研究所反应

堆提供的中子(可以得到极化束)进行的.令 P α( 0)和 P β( T )代表中子在 t= 0 和 T 时间的

极化分量,α, β= x , y , z .实验测出的始末态极化, 用

P β( T ) = GβαP α( 0)

定出系数 Gβα并和 Dubbers 的理论结果比较
[ 28 ]

.

在 B z= 0(此时 θ= π/ 2,γ= - 2π)时测出的 Gyy示于图 2.19( a) , 从数据得出的 ΦT 和

理论的比较示于图 2.19( b) .定出的 γ值为 2π, 在 B z≠0时定出的 Berry相 γ和立体角 Ω

的比较示于图 2.19( c) .

D. J . R ich ardson , A . I . Kilvington, K . Green 和 S. K . Lamoreaux
[ 2 9]所进行的正好是

一个“互补”的实验. 用 Laue-Langevin 研究所反应堆的极化超冷中子在旋转磁场中进行

实验. 超冷中子是速度�5 m/ s 的中子, 对他们可以用“瓶子”来装. 因为 Be 或 BeO 表面

的 F ermi势很高,几乎以任何角度入射到表面的超冷中子都会被反射. 只要表面足够纯,

贮藏时间就是中子衰变寿命量级.他们验证了 Berry相与参数空间( B)立体角关系, 此外,

还验证了多次循环的 Berry 相的相加性.
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① 参考文献 [ 27] , [ 28]在定义相角时把 m 作因子提出 , 在 2.7.2 节中均依此定义 .



图 2.19 横向自旋在螺旋场 B1中的旋转

( a) 中子极化 ; ( b) 总相角和 Berr y相 ; ( c) Ber ry 相 γ的理论 (曲线 )与实验 (点 )的比较

2.7.3 自旋绝热旋转造成的核四极共振频率分裂

R. T ycho
[ 30]
报道了一项核自旋的绝热旋转造成的核四极共振频率分裂研究, 验证了

Berry 相. 他选了 NaClO3 单晶, 3 5
Cl 核自旋为 s= 3/ 2. 自旋以晶体对称轴(记为 z′)取向.

这是四极耦合, Hamilton 量是

h = ωQ S
2
z′ ( 2.96)

式中ωQ 是表征耦合的参量.用射频脉冲激发,
35

Cl 核即处于不同 S z 态的叠加态上. 用在 z
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轴方向绕制的螺线管线圈探测衰变信号得到核四极共振谱.不同©¦S z ©¦值给出两个能级, 共

振只有一条谱线(约 29.94 MHz) .如图 2.20所示, 使晶体对称轴 z′与 z 轴成θ角, 并将晶

体沿 z 轴以角频率ωR 慢速旋转(ωR n ωQ ) , S z′随时间的变化是

S z′( t) = S zcosθ+ S x s inθcosωR t + S y s inθs inωR t. ( 2.97)

图 2.20 自旋绝热旋转导致核四极共振劈裂实验示意图

考虑两个本征态©¦ψ1〉和©¦ψ2〉, 在 t= 0 时由射频脉冲产生. 在时间 T = 2π/ωR 后,两个态间

相对 Berry 相差是 γ1 - γ2 .但这个相差是随时间连续积累的, 随时间的相差就相当于频移

Δω=
γ1 - γ2

2π
ωR . ( 2.98)

图 2.21 35Cl 核四极共振劈裂

( a) 35C l 核四极共振谱随 ωR 的变化 ; ( b) 两条边线频差劈裂与 ωR 的关系

Berry 相角与 θ角有关. 实验选取了 cos
2
θ=

1
3

, 这为以下的结果分析带来简化. 取 S z′的本

征态©¦3
2〉, ©¦- 3

2〉以及©¦12〉, ©¦- 1
2〉的线性组合为基算出 4 个 Berry 相, 发现它
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们彼此间的 Berry 相之差为- 2 3 π, 0, 2 3 π( mod 2π) .这样在原来一条共振谱线的

基础上就分裂成三条, Δω分别为 - 3 ωR , 0, 3 ωR . 实验结果证实了这个分析. 图

2.21( a)是谱线随ωR 的变化, 谱线的总体移动是因样品温度变化造成的. 图 2.21( b )是两

条边线频差随ωR 的变化, 直线的斜率正是 2 3 .

自从 Berry 提出几何相以来,在物理学的许多领域都发现了它的存在, 进行了大量的

研究工作. 另外还发现早在 1956年 S. Pancharatnam 在光的偏振研究方面, G. H erzb erg,

H . C. Longuet -H iggins 1963 年和 1976 年在分子结构研究方面, C. A . Mead 和 D. E.

T ruh lar 1979年在 Born-Oppenheimer 近似研究方面都有过有关几何相的结论
[ 23, 15] . 文献

[ 23]是一本包括综述和研究论文的较全面的书.
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第 3 章

量子力学与经典力学的界限 , 缠绕与退相干

在量子力学教程中,我们了解到量子力学是从原子和分子开始的微观世界的理论. 作

为更精确和更普遍的理论,它也应对宏观世界适用, 而经典力学只是量子力学在涉及的作

用量比  h大得多时的极限情况. 从 1925 年量子力学初创时开始, 如何能演示一下以上的

叙述一直是热烈的讨论和争议的问题,更不用说去严格证明了.

从一个简单的问题说起.量子力学中谐振子本征态和经典振子的行为极度不同. 量子

力学谐振子是否具有和经典振子相似的状态呢? 在 1926 年 Schro�dinger 从本征态构成了

一个模拟经典振子往复运动的波包.由于这个成功的鼓舞, 他致力于从氢原子本征态构成

一个模拟 K epler 运动的波包. 因为谐振子能量状态是等间距的, 因而波包不扩散,而氢原

子的却不是,他并没有取得成功. 考虑到氢原子能级在量子数 n 愈来愈大时也愈来愈趋近

等间距情况, 在 20 世纪 70年代中期构成了高激发态的氢原子圆轨道波包. 它确实模拟

K epler 圆轨道运动, 但作为一个量子力学的客体, 这个波包要变宽并扩散.为了形成椭圆

轨道波包, 需要找出相应能表征轨道形状的经典 Runge-Lenz矢量的量子力学守恒量. 在

80 年代末期完成了这个任务, 构成了高激发的椭圆轨道波包. 以上的讨论是 3.1, 3.2,

3.4节的内容.

能不经过解 Schro�dinger 方程就解出量子力学能量本征态问题吗? 答案是肯定的, 只

要问题的动力学对称能确切知道.对氢原子, 这个对称是 SO( 4) . 在一些局限条件下可以

用角动量算符和量子力学 Runge-Lenz算符构成这个群的生成元. 这样氢原子的束缚态

能谱除一个乘数因子外就完全确定了.这是 3.3节的内容.

在量子力学中线性叠加原理起着极为重要的作用.对微观世界, 它的推论是非常正确

的.但对日常的经典现实, 这个原理能给出荒谬的结论. 它允许在日常生活中永不能共存

的状态叠加,例如一只活猫和它自己的尸体叠加. 它们不仅能同时存在,还要能相互干涉.

这就是有名的 Schro�dinger 猫. 当叠加的各项代表宏观状态时, 必须存在某种机制能淬灭

各项之间的干涉,亦即使它们不再相干. 这时就有状态的各种结局以相应的几率出现, 在

经典意义上是完全可以接受的.几十年来退相干的机制始终是集中研究和争论的课题, 物

理学家用模型演示这种机制, 逐渐取得共识的是退相干的根源是环境的影响. 在 3.5～

3.8节介绍退相干机制和一个动力学退相干模型,以及如何到达量子力学的经典极限. 最

后在 3.9节中讨论在实验室中实现的 Schro�dinger 猫, 即将两个宏观可区别的状态相干地

叠加起来,即宏观缠绕态.

从量子力学诞生起,它和经典力学的关系一直是热门研究的课题. 早期的理解是, 经

典力学适用于宏观客体, 粒子运动遵循确定的轨道.量子力学适用于微观客体, 其规律是
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概率性的. 但作为物理学的基本规律, 量子力学也应适用于宏观客体. 在这种情况下它应

给出经典力学的规律作为它的极限情况. 超流与超导的发现告诉人们某些宏观体系是服

从量子力学规律的,这将在第 5章中讨论. 至于量子力学如何在极限情况下归结为经典力

学,多年的研究已有不少成果, 近十年来又有新的发展.

量子力学中力学量的平均值随时间的变化给出, 在一维势 V( x )中的质量为 m 的粒

子,其波函数为 ψ①, 则其坐标的期待值〈x〉=∫ψ* xψdx 满足下式:

m
d

2

dt
2〈x〉= -〈�V�x〉, ( 3.1)

这就是 Eh renfes t 定理. 在形式上它和经典运动方程类似.但量子力学中坐标期待值的运

动和由 - �V/�x 所决定的经典粒子运动只能在一定条件下才有相似之处. 和经典粒子相

似的是量子力学中的波包,它的波函数 ψ( x )只在 x =〈x〉附近的小区域内才显著地不为

0. x是波包中心的坐标. 即使如此, x 的运动是否由经典方程

m
d2

dt2 x = -
�V( x )
�x

( 3.2)

给出? 即是否有〈�V�x〉x
=
�V( x )
�x

? 在一般情况下,双方是不相等的. 设 V( x )是缓变函

数,将
�V
�x
在 x  附近展开, 准确到〈( x - x )

2
〉≡〈Δx

2
〉项:

�V
�x

=
�V( x )
�x

+
1
2
�

3
V( x )
�x

3 〈Δx
2〉.

因此,只有在

�V( x )
�x
m

1
2
�

3
V( x )
�x

3 〈Δx 2〉 ( 3.3)

时波包中心的运动才近似相当于经典粒子.但一般情况下波包总是要弥散的. 即使开始时

上式成立,随着时间的流逝上式总会失效, 波包中心的运动会愈来愈偏离经典运动② .

我们将从 Sch ro�dinger 在 1926年提出的谐振子波包开始, 在这里量子力学和经典力

学的对应是直接的.然后讨论氢原子的量子力学波包, 这里它和经典 Kepler 轨道的相似

和对应已经是不完全的了.除对应以外, 还有作为量子力学特点的波动性的明确显示.

量子力学与经典力学的一个基本差异是线性叠加原理. 在从量子力学到经典力学过

渡时,是什么机制使得叠加的各态间的相位关系丧失, 从而这些态不再相干而只贡献独立

的几率?这个问题被称为“退相干”问题. 除一般讨论外,我们还将介绍 W . Zurek 提供的一

个答案,最后还将讨论实验室中实现的 Sch ro
�
dinger 猫.

3.1 Schr o�dinger 的谐振子波包,相干态

在创立量子力学的过程中, W . Heisenberg 的观点是:类似电子轨道的这类概念应该
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完全否定. E . Schro�dinger 却更多地考虑量子力学和经典力学间的联系. 量子力学中的一

维谐振子是很好的例子. 在低激发态, 粒子的位置几率分布和经典分布差别极大, 而当量

子数 n 变得相当大时, 量子力学分布逐渐接近经典分布.这是 Bohr 对应原理的体现. 但能

量本征态是定态,位置分布是和时间无关的. 能否找到能模拟经典振子运动的量子力学的

含时波函数? 即能否找出能满足

〈Ψ( t) ©¦x ©¦Ψ( t)〉= Acos(ωt + α) ( 3.4)

关系的波函数Ψ( x , t)呢? 这个问题是 Schro�dinger 在 1926 年解决的[ 1] . Ψ( x , t )应满足

Schro
�
dinger 方程

i  h
�Ψ( x , t)
�t

= -  
h2

2m
�2Ψ( x , t)
�x 2 +

1
2

mω2 x 2Ψ( x , t) . ( 3.5)

构成方程解的办法是:将 Ψ( x , 0)用谐振子能量本征态展开,将展开的各项分别乘上相应

的动力学相因子 e
- i( E1
n

h  ) t
, 结果就得到满足起始条件 Ψ( x , 0)的方程( 3.5)的解.一维谐振

子的能量本征函数和本征值是

ψn = Cne
- ( mω/ 2h  ) x 2

H n mω  
h

x , ( 3.6)

E n =  h ωn +
1
2

, ( 3.7)

此处 Cn 是归一化常数,

Cn = 2
- n/ 2

( n! )
- 1 / 2 mω  

h π

1/ 4

, ( 3.8)

H n 是 H ermit e多项式. 将 Ψ( x , 0)用 ψn 展开, 有

Ψ( x , 0) = ∑
∞

n= 0

cnCne
- ( mω/ 2h  ) x 2

Hn mω  
h

x . ( 3.9)

展开系数 cn 由下式决定:

cn =∫
∞

- ∞
ψn
*

( x )Ψ( x , 0) dx . ( 3.10)

在时间 t 的波包就是

Ψ( x , t) = ∑
∞

n= 0

cnψn ( x ) e - i n+
1
2
ωt . ( 3.11)

波包中心坐标是

〈x〉=∫
∞

- ∞
x ©¦Ψ( x , t) ©¦

2
dx

= ∑
∞

n= 0
∑
∞

k= 0

cn
*

cke
- i( n - k)ω t∫

∞

- ∞
ψn
*

( x ) xψk ( x ) dx .

记上式最后一行的积分为 x nk ,上式可以写作

〈x〉= ∑
∞

n = 0
∑
∞

k= 0

cn * ck x nke - i( n - k)ω t . ( 3.12)

用本征函数式( 3.6)可算出
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x nk =  
h

mω
n
2
δk, n - 1 +

n + 1
2
δk , n+ 1

, ( 3.13)

将式( 3.13)代回式( 3.12)得

〈x〉=  
h

2mω∑
∞

n= 1

n c
*
n cn- 1 e

iωt
+ c
*
n- 1cne

- iωt
. ( 3.14)

为了实现 Ψ( x , t)能模拟经典运动式( 3.4) , 需对波包的初态 Ψ( x , 0)作一些限制.令它的

展开系数 cn= ©¦cn©¦e
i�
n ,令©¦cn©¦随 n 缓慢变化, ©¦cn©¦≈©¦cn- 1 ©¦, �n- 1 - �n= α与 n 无关,并令 cn 只

在 n 大的情况下才显著地不为 0(因此 E n≈n  hω) ,此时式( 3.14)即变为

〈x〉=
2

mω
2 ∑
∞

n = 0

E n©¦cn©¦
2 cos(ωt + α)

=
2〈 E 〉

mω2
cos(ωt + α) . ( 3.15)

在以上推导中用了

〈 E 〉= ∑
∞

n = 0

E n©¦cn©¦2 . ( 3.16)

式( 3.15)正是经典谐振子的轨道.

回过来再考虑( 3.11)式, 这是一个周期函数. 在 t 为经典周期 T = 2π/ω或其整数倍

t j = j t 时, Ψ( x , tj ) = Ψ( x , 0) . 波包并不随时间的进行而扩散.

上面构造的状态是一种相干态( coherent s tate) .在量子力学中这是一个重要概念, 在

物理学许多领域都有应用
[ 3]

. 以下对它作一个简单介绍.

3.1.1 相干态的基本性质

相干态是 Hilbert 空间 H 的矢量©¦l〉, 其标记 l 一般是多分量的. 相干态有不同的定

义,但它们之间有两点是共同的, 即连续性和完全性 (单位元分解) . 定义矢量©¦ψ〉的范数

( norm )为‖©¦ψ〉‖≡〈ψ©¦ψ〉
1
2 .对©¦l〉≠0,‖©¦l〉‖为正实数. 相干态的连续性是:标记 l 连续

变化趋近 l′时, 有‖©¦l′〉- ©¦l〉‖→0.这个条件决定了在一般情况下©¦l〉和©¦l′〉并不会因为

l≠l′而正交. 连续性质决定了分立的正交矢量集{©¦n〉: n= 0, 1, 2,⋯}不可能是相干态, 因

为 n 标记不是连续的. 此外, 归一为 δ函数的连续正交矢量{©¦x〉: - ∞< x < ∞}也不是相

干态.虽然标记 x 是连续的, 但〈x ©¦x′〉= δ( x - x′)即矢量不是连续的:‖©¦x′〉- ©¦x〉‖并不

连续趋向极限 0.因此, 通常的自伴随算符的本征矢量并不构成相干态集合.

相干态的完全性是:存在正值的测度 δl ,使得单位算符 I 可以分解为

I =∫ ©¦l〉〈l©¦δl, ( 3.17)

积分是在标记空间 L ( l∈L )中进行的. 这个性质和自伴随算符本征矢量的完全性不同,

后者自动满足完全条件,而相干态满足式( 3.17)需要具体验证. 如果式( 3.17)得到满足,

它就诱导出 H ilbert 空间 H 的一个表示,称为“连续表示”. H 中的矢量 ©¦φ〉和算符 B 可

以表示为
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©¦φ〉=∫©¦l〉〈l©¦φ〉δl, ( 3.18)

〈φ′©¦B©¦φ〉=∫〈φ′©¦l ′〉〈l ′©¦B©¦l〉〈l©¦φ〉δlδl ′. ( 3.19)

〈l ©¦φ〉和〈l′©¦B©¦l〉分别是矢量©¦φ〉和算符 B 在连续表示中的代表。对范数有限的矢量©¦φ〉

(〈φ©¦φ〉为有限) , 其连续表示的代表〈l ©¦φ〉是平方可积的, 即〈φ©¦φ〉=∫〈φ©¦l〉〈l ©¦φ〉δl =

∫©¦〈l©¦φ〉©¦
2
δl 为有限。连续表示的函数〈l©¦φ〉满足积分方程

〈l©¦φ〉=∫〈l©¦l′〉〈l′©¦φ〉δl′, ( 3.20)

积分方程的核

K ( l ; l′) =〈l ©¦l′〉 ( 3.21)

称复制核( reproducing kernel) . 由于连续性条件, 核〈l©¦l′〉是联合连续的, 由于它在 l= l′

时不为 0, 因此在 l 的开邻域中的所有 l′值处都不为 0. 从‖©¦l〉- ©¦l′〉‖
2
=〈l′©¦l′〉+〈l©¦l〉

- 2Re〈l′©¦l〉看,连续性条件和复制核的联合连续是互为因果的. 这点和通常的基不同. 对

通常的基,也有类似的积分方程. 但由于正交归一性,它变为一个平庸的等式, 不对函数给

出任何限制, 而式 ( 3.20)是对表示函数的真实条件. 和通常的基不同, 相干态是线性相

关的:

©¦l′〉=∫©¦l〉〈l©¦l′〉δl′, ( 3.22)

即任何相干态都可以表示为其它相干态的线性和或积分.因此, 相干态可以称为“过完全”

( overeomplete)的态的一族.

上述的连续性和单位元分解两个性质以及其推论,对各种相干态都适用. 具体到某一

类相干态,还会有其特定的性质.

3.1.2 正则相干态

正则相干态是用消灭算符 a 和产生算符 a
�
生成的①. 它们满足对易关系

[ a , a� ] = I . ( 3.23)

正交归一的基准态(或称真空态) ©¦0〉满足

a©¦0〉= 0. ( 3.24)

将 a
�重复作用在©¦0〉上得到的各态张成状态空间,它的正交归一的基矢量为

©¦n〉=
1

n!
( a
�

)
n
©¦0〉. ( 3.25)

从对易关系( 3.23)可知, ©¦n〉是数算符

N = a
�

a ( 3.26)

的本征态,相应的本征值是 n. a 和 a
�分别是减少和增加数本征值 1单位的算符.

正则相干态是在基准态©¦0〉上作幺正变换得到的:
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©¦z〉= ez a
�

+ z
*

a ©¦0〉. ( 3.27)

利用 Bak er -Campbell-Hausdorff 公式的特例①

e
A + B

= exp -
1
2

[ A , B] e
A
e

B
, ( 3.28)

可将上式写作

©¦z〉= ex p -
1
2

©¦z©¦2 ez a
�

ez
*

a ©¦0〉.

再用式( 3.24)和式( 3.25) ,有

©¦z〉= exp -
1
2

©¦z ©¦
2

e
z a�

©¦0〉= exp( -
1
2

©¦z ©¦
2
)∑
∞

n= 0

1

n!
z
n

©¦n〉. ( 3.29)

在定义式( 3.27)中开始 z
*
是出现的, 但由于式 ( 3.24) , 它最后并没有进入式 ( 3.29) . 因

此,标记正则相干态只用 z 已足够. 从式( 3.29)直接得到

〈z2 ©¦z1〉= ex p -
1
2

©¦z2 ©¦2 + z*2 z 1 -
1
2

©¦z 1 ©¦2 , ( 3.30)

它是 z 1 和 z2 的连续函数, 对任何两个复数 z 1 和 z2 它都不为 0. 下面验证单位元的分解成

立.对复数 z 的积分测度是(用极坐标)

d2 z = d( Rez ) d( Imz ) = ©¦z©¦d©¦z ©¦dθ,

因此

1
π∫©¦z〉〈z ©¦d

2
z =

1
π∑n, m

1
n! m!∫e

- ©¦z ©¦2

z
* n

z
m
©¦m〉〈n©¦d

2
z

= ∑
n
∫e - ©¦z ©¦

2

©¦z ©¦2n©¦n〉〈n©¦d©¦z©¦2

= ∑
n

©¦n〉〈n©¦= I . ( 3.31)

在上面的推导中用到了 z* nzm = ©¦z ©¦m + ne i( m- n) θ和∫
2π

0
dθe- i( m - n )θ= 2πδmn , 最后的等式是因为

©¦n〉(见式( 3.25) )是正交归一完备集而成立的. 验证完毕.

从对易关系式( 3.23)可求得②

e
- z a�

a e
z a�

= a + z . ( 3.32)

从此可以得到正则相干态的一个重要性质.将上式左方作用于基准态©¦0〉,并用式( 3.29) ,

得

e
- z a�

a e
z a�

©¦0〉= e
- z a�

a exp
1
2

©¦z©¦
2

©¦z〉

= e
- z a�

exp
1
2

©¦z ©¦
2

a ©¦z〉.

式( 3.32)右方作用于©¦0〉是

( a + z) ©¦0〉= z ©¦0〉.
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①

② [ e- z a
�
, a ] =

�
�a�

e- z a
�

[ a�, a ] = z e- z a
�
, 因此有 e- z a

�
a = ( a + z) e- z a

�
, 即 e- z a

�
a ez a
�

= a + z .

此特例在 [ A , B ]与 A 及 B 均对易情况下适用 . 此处 [ A , B ]就是 [ z a�, z * a ] = - zz * , 它是 c数故满足条件 .



以上二式右方相等,得

a ©¦z〉= e
z a�

exp -
1
2

©¦z©¦
2

z ©¦0〉= z ©¦z〉. ( 3.33)

正则相干态©¦z〉是消灭算符 a 的本征态, 相应本征值为 z .从式( 3.33)可得

〈z ©¦a ©¦z〉= z . ( 3.34)

正则相干态的标记 z 就是消灭算符在相干态的平均值.算符 a 和 a
�的不确定关系是

〈a
�

a〉≥〈a
�
〉〈a〉. ( 3.35)

对正则相干态,有①

〈z ©¦a
�

a ©¦z〉= z
*

z =〈z ©¦a
�

©¦z〉〈z©¦a ©¦z〉, ( 3.36)

即式( 3.35)的等式成立.因此正则相干态是最小不确定态.

正规排序算符是所有的消灭算符要位于所有产生算符的右面. 表示办法是在算符左

右加上“∶ ”.例如,∶ a a
�
∶≡a

�
a . 对正规排序算符取相干态的矩阵元,有

〈z ©¦∶ F ( a� a )∶ ©¦z′〉= F ( z* , z′)〈z ©¦z′〉. ( 3.37)

  最后回到谐振子问题.令©¦n〉代表能量为 E n 的能量本征态(数目态 n 相当于能量本征

态 n, a 和 a
�
成了能量降算符和升算符② ) . 用©¦n〉组成正则相干态:

©¦z〉= exp( -
1
2

©¦z ©¦
2
)∑
∞

n= 0

1

n!
z
n

©¦n〉. ( 3.38)

这个相干态随时间如何变化呢? 只要将 e
- ( i/ h  ) Ĥ t作用于©¦z〉即可. 暂时略去零点能

1
2

 hω,

它最终提供一个相因子 e i 1/ 2 ωt , 不影响相干态的结果. 演化算符 e
- ( i/ h  ) Ĥ t = e

- iωa
�

a t . 它作

用于©¦z〉给出

e
- iωa�a t

©¦z〉= exp -
1
2

©¦z©¦
2 ∑
∞

n= 0

1

n!
z
n
e

- iωnt
©¦n〉

= exp -
1
2

©¦z©¦
2 ∑
∞

n= 0

1

n!
( ze

- iωt
)
n

©¦n〉= ©¦e
- iω t

z〉. ( 3.39)

结果是一个新的相干态, 其标记为 e
- iω t

©¦z〉. 谐振子的正则相干态随时间的演化归结为其

标记随时间的演化. 它的演化过程是稳定的, 即仍保持为相干态, 仍是最小不确定态.

Schro�dinger 给出的谐振子波包(见式 ( 3.9) )及其演化(见式 ( 3.11) )正是这种相干态. 对

受迫谐振子, 外力可以线性依赖于振子的坐标 q与动量 p ,或等价地线性依赖于 a 与 a
�,

正则相干态的特点仍能保持③ .

有关自旋相干态将在第 5 章中讨论.

3.2 氢原子圆轨道波包与径向波包

Schro�dinger 在 1926 年文章
[ 1]
中提到, 氢原子中的电子运动轨道也可以用类似谐振
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①

②

③ 可参阅 Mer zba ch er E. Quantum M echa nics , 2nd ed. New Y or k: John Wiley, 1970, ch apter 15,§ 9.

这个变化可以通过 a =
mω
2  h

q + i
p

mω
, a� =

mω
2  h

q - i
p

mω
完成 , q和 p 是振子的坐标与动量 .

式 ( 3.33)的共轭是〈z©¦a�=〈z©¦z* .



子的办法处理, 即用叠加能量本征态得到的量子力学波包来模拟. 但在 1929 年他致函

Lorent z时说他在这个问题上遇到极大的计算上的困难. 以后就没有再提及此事了.分析

一下谐振子波包的构成, 就不难明白构成氢原子 Kepler 轨道波包的困难. 式( 3.11)是严

格的周期函数, 它在经过一个周期 T = 2π/ω或其整数倍后总要恢复原状. 这是由于动力

学相因子是

e- i( E
n

/ h  ) t = e - i( n+ 1/ 2)ω t ,

对 n 求和的叠加不会改变其周期性.这只是在谐振子能级随 n 的变化是严格线性的,即各

能级是等距的情况下才会出现. 氢原子的能级远不是等距的,特别对低激发态更是如此.

要想模拟电子在氢原子中轨道的量子力学波包,只能利用很高激发态的能级. 氢原子能量

本征值是

E n = -
( Ze2 ) 2m

2  h
2

1
n

2 , ( 3.40)

由此得
�E n
�n

=
( Ze

2
)

2
m  

h
2

1
n

3 ≡  hω
cl
, ( 3.41)

此处ωcl是电子在轨道 n 上的经典角频率①. 在 n 值很大时两个相邻能级间距的差别是

O( n
- 3

) , 用 n 值很大的波函数叠加可望能获得模拟经典运动的波包.

L . S. Brow n
[ 4]
在 1973年构成了沿氢原子圆轨道运动的波包.量子力学氢原子波函数

最接近圆轨道的是 n, l = n- 1, m= ± l 态的. l = n- 1态的波函数在径向没有节点, l ,

m= ±l的球谐函数有( sinθ)
l
因子, 使 ψ在 θ= π/ 2( xy 平面 )有极大值. m= + l 与 m= - l

由于相应波函数为 e
± i l�

,可以和动力学相因子配合分别作为正反向运动的波包.在径向波

函数方面 l= n- 1的解是

unl ( r ) = cons t r
n
e

- κ
n

r
,   κn =

Ze2 m  
h2n

( 3.42)

令κnlr≡x ,则上式函数形式为

f ( x ) = x ne - x

是 P oisson 分布. 它在 x = n 处有极大值. 实际上在 n 大时它变为 Gauss 分布.令 x = n+

ξ,此处 ξn n,在 n 大时有

x = n 1 +
ξ
n
≈ n exp

ξ
n

-
1
2
ξ
n

2

并有

f ( x ) ≈ nne - nexp -
1
2
n(ξ/ n) 2 ,   n m 1, ( 3.43)

回到式( 3.42) ② ,并用 l= n- 1作为指标,写出常用的
1
r

u l + 1, l形式:
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①

② 在式 ( 3.43)中将最后的指数因子写成 e- ( 1/ 2l )(κr- l)
2
, κ=

1
na

( a 为 Bohr 基态半径  h2/ Ze2m) . 最后在式 ( 3.44)

中只保留指数上和 r 直接有关的部分 , 其它都并入常数因子 .

从 Bohr 理论有
Z e2

r 2 = mrω2cl, r n =
n2  h2

Z e2m
, 故有 ωcl =

( Ze2) 2m

n3  h3 .



1
r

u l + 1, l ( r ) = cons t ¡¤exp -
1
2l

l -
r
la

2

,   l m 1. ( 3.44)

它显示出 Gauss 形式, r 在 r p = l
2
a 处有极大值, 分布的均方根值为Δr = ( 2l )

- 1/ 2
r p . 角度的

球谐函数是

Y
l
l (θ, �) = const e

i l�
( s inθ)

l
.

在 l 大时可取近似:

sinθ= cos θ-
1
2
π≈ 1 -

1
2
θ-

1
2
π

2

≈ exp -
1
2
θ-

1
2
π

2

.

总的波函数结果是

ψl + 1, l , l ( r ) = cons t ¡¤e - ( r- l
2

a )
2

/ 2l
3

a
2

ei l�exp -
1
2

l(θ- π/ 2) 2 . ( 3.45)

这是一个在 xy 平面上半径为 l
2
a 的环状定态波包. 要得到在这个环上以角频率ωcl转动的

球形波包,就需取在平均值 l(很大)附近的这类波函数叠加:

ψ( r , t) = ∑A le - i( E
l
/ h  ) tψl+ 1, l, l( r ) , ( 3.46)

系数 A l 在 l 处有很高的峰值.在 l附近求和用指标 s实现:

l = l + s,   s n l. ( 3.47)

E l = E l +
�E l

�l l
s +

1
2
�2 E l

�l 2
l
s

2
+ ⋯. ( 3.48)

从 E n= - ( Ze
2
)

2
m/ 2  h

2
n

2
可得

�E l

�l
=

( Ze2 ) 2 m  
h

2
( l + 1)

2 =  hωcl , ( 3.49)

此处

ωc l =
( Ze

2
)

2
m

n
3  

h
3 , ( 3.50)

是 Bohr 经典轨道角频率. 此外还有

1
2
�

2
E l

�l 2 = -
3( Ze2 ) 2m

2  h ( l + 1) 4 = -
3
2

 
hωcl

l + 1
. ( 3.51)

将式( 3.47)～( 3.51)代回式( 3.46) ,得

Ψ( r , t) = e- i( E
l
/ h  ) tψl + 1 , l , l( r) F (�- ωc lt, t) , ( 3.52)

此处

F (�- ωc lt, t) = ∑
s

A l + se
is(�- ω

cl
t )

exp i
3
2
ωclt

l + 1
s2

. ( 3.53)

上式右方第二个指数因子在 t 小时(ωcltn l)接近于 1, 暂时把它当作 1,这样

F (�- ωc lt, t) ≈ f (�- ωc lt) = ∑
s

A l + se is(�- ω
cl

t ) ,

此处 F 只通过 �- ωc lt 与 t 相关. 如选择 A l + s使得 f (�)函数在 �= �p 处有峰值, 则波包在

时间 t 就在 �= �p + ωclt 处有峰值. 这相当于在圆轨道上的匀速转动,且是完全周期性的.

但当时间足够长, ωcl t≈ l时, 第二个指数因子便起作用, 使波包弥散. 这个因子来源于

�
2
E l

�l
2

l

, 它反映了即使 l 很大时能级也有对等距的偏离. 这个相位随 l 的变化导致弥散. 考
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虑 Gauss 模型

A l + s = const ¡¤e
- s2[Δ�( 0) ] 2

. ( 3.54)

式( 3.53)给出

F (�- ωc lt, t) = const∫
∞

- ∞
ds e - s

2
[ Δ�( 0) ]

2

e is( �- ω
cl

t ) exp i
3
2
ωclt
l

s
2

= const ¡¤exp -
1
4

(�- ωclt) 2

[Δ�( 0) ] 2 -
3
2

iωcl / l

因此

©¦F (�- ωc lt, t) ©¦
2

= cons t ¡¤exp -
(�- ωc lt)

2

2[Δ�( t) ]
2 , ( 3.55)

其中

[Δ�( t) ]
2

= [Δ�( 0) ]
2

+
3ωclt

2 lΔ�( 0)

2

. ( 3.56)

式 ( 3.53) 给出的分布保持了 Gauss 形式, 但它的宽度 Δ�( t) 是随时间增加的 (见式

( 3.56) ) .

关于用原子高激发态 ( Rydberg 态)波包的讨论, 从 80 年代后期又兴旺起来. 原因是

由于短脉冲激光器的发展, 使得在实验上产生波包成为可能. J. Parker 和 C. R. St roud,

J r
[ 5]的计算表明, ps 激光短脉冲具有相当宽的频谱, 能将原子相干地激发到相当数量的

Rydberg 态上.脉冲过后形成的波包自由振荡, 并发出辐射而衰变. 这和经典轨道上的电

子一样.此外波包还扩展、弥散和恢复,显示出非经典的波动性质. 波包的形成可以用半经

典模型描述.令基态和激发态的相互作用绘景振幅为 ag ( t)和 a n ( t) , 它们满足方程

a¡¤g = -
1
2

i∑
n

Ωna n ( t) f ( t) e
- iΔ
n

t
, ( 3.57)

a¡¤n = -
1
2

iΩnag ( t) f ( t) e
iΔ
n

t
. ( 3.58)

此处 f ( t)是激光脉冲的包络线, 脉冲频率中心对 g→n 跃迁的失谐为 Δn . Ωn 是跃迁的

Rabi频率
①. 将方程( 3.57) , ( 3.58)对一些例子进行数值积分, 用 6～10 ps(半峰值处全宽

度)脉冲, 中心频率激发 n= 85 Rydberg 态. 命此 n 值为 n. 计算表明, 此脉冲可显著地激

发在 n 附近的 6～10 个能级.因此在形成波包时计算 60≤n≤110 Rydberg 态是安全的.

在自发衰变计算中考虑从 g (基态) 一直到 n= 59 作为可能的末态. Rydberg 电子的波

函数

ΨR ( r , t) = ∑
n

an ( t) e- iω
n

tun ( r ) , ( 3.59)

ωn 是从基态到各态的跃迁频率, un ( r )是径向波函数. 只用径向波函数叠加, 形成的称为径

向波包.它在 r m in到 r m ax之间振荡.由于角动量选择定则, 激光不能激发足够数量的角动量

态, 因此在角度上波包是非定域的. 图3.1( a )绘出波包r
2
©¦ψR ( r , t ) ©¦

2
在激光脉冲后的发
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① 体系 t = 0 时位于态 i,在 t 时仍位于态 i的几率为 P = cos 2Ωij t .Ωij 即为跃迁 i→ j 的 Ra bi频率 .



图 3.1 径向波包的运动

( a) 波包向经典转向点运动 ; ( b ) 波包返回

展. 曲线上的数值代表时间 ( ps ) . 波包形成, 同时向经典转向点运动, 同时变窄. 用 Gauss

脉冲包络线进行计算, 在转向点处波包的不确定性是 ΔpΔr = 0.53  h, 接近最小不确定波

包.由于转向点相当轨道的远日点, 在它附近电子速度最小, 故波包变高、变窄. 图 3.1( b)

绘出波包返回情况.当波包趋近核所在地时它被 Cou lomb 势所散射. 波包的往返周期正

是 n= 85 态相应的 Kepler 轨道周期, 此处是 93.4 ps . 几个往返之后波包弥散. 但经过相

当长时间后它重新恢复.如增加激光脉冲频率使 n 值增加,同时又不改变 Δn 数值 (这需

要较窄的频谱,即更长的脉冲时间) ,则波包能持续更长时间.

原子偶极自发辐射功率为

P ( t) =
4e2

3c
3〈ΨR ©¦r�( t) ¡¤r�( t) ©¦ΨR〉

=
4e2

3c
3〈ΨR ©¦e

2 r
mr

3 ¡¤
e2r
mr

3 ©¦ΨR〉. ( 3.60)

对波包 ψR 加速度平方的期待值显然是在近日点附近最大,在远日点附近最小. 图 3.2 给
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出自发辐射强度,时间间隔为 3 ns ,约为 32个周期. 开始时辐射强度明显地显示出在近日

点附近的峰值, 间隔正好是 93.4 ps .在 2.6 ns 附近再现了这种规律性, 意味波包重新恢

复.在它们之间出现复杂的图样:峰值出现的频率为基本频率的 2, 3, 4 倍.欲求辐射功率

随时间的变化,用式( 3.58)的积分代入式( 3.59) , ( 3.60) ,得出结果如下:

P ( t) ∝ ©¦Φ( t) ©¦
2

其中

Φ( t) ∝∑
n

e
i( n- n )ω

cl
t
exp i

3
2
ωc l

n
( n - n) 2 t ( 3.61)

图 3.2 自发辐射强度 图 3.3 波包恢复

求和只取在 n 附近少数能级(如上所述 6～10个能级)已足够.式右方第一个因子是周期

性的,第二个指数因子代表能级间距偏离常数的效应. 在上面的( 3.53)式也曾出现过这个

因子, 它导致波包弥散.波包弥散后经较长时间 t=
n
3

2π
ωcl
≡
n
3

T 0 ( T 0 为经典运动周期) , 第

二个因子变为 e
iπ( n- n ) 2

,波包重新恢复, P ( t)也恢复原值. 恢复周期是

T re v =
n
3

T 0 . ( 3.62)

在 P arker 和 Stroud 计算的例子中, n= 85, T re v = 2.636 ns. 在两次恢复之间还有“分数恢

复”, 将在 3.4节讨论. 在图 3.3 中可看出波包的恢复. 在式( 3.61)中没有写出的还有 E n

随( n- n)变化的高次项.相应的恢复时间分别与 n
2
T 0 , n

3
T 0 , ⋯成正比. 例如在 t= n

3
T 0 =

57352 ns 能保证( n- n)
4 以前的各项都是周期的. 图 3.3显示这一更高阶的恢复.

3.3 氢原子的 SO( 4)对称性, Runge-Lenz矢量,

Kepler 椭圆轨道波包

  在组成椭圆轨道波包时, 起关键作用的是与椭圆轨道直接有关的守恒量, 即 Runge-

Lenz矢量. 它在量子力学中的推广导致构造椭圆轨道波包的成功.

更重要的是, 量子力学的 Runge-Lenz 矢量还导致对氢原子问题的更深的理解,即它

具有 SO( 4)动力学对称性. 在量子力学中确定一个体系的能谱, 通常要解 H amilt on 量的
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本征函数和本征值问题, 但也可以从对称性出发. 如果对体系的对称性有充分了解,就能

够求得与对称性相应的守恒量完备集,则体系的性质, 包括其能谱在内,就完全解出了. 这

类体系称为是完全可积的. 氢原子就是这样一个体系. Pauli
[ 6]首先发现了氢原子具有比

S O( 3) (三维旋转对称)更高的对称性 SO( 4) , 以后 Fock
[ 7]
也得到同样结果. 量子力学的

Runge-Lenz矢量算符就是将 S O( 3)扩充到 SO( 4)所需的附加生成元① .

3.3.1 经典 Kepler 运动的 Runge-L enz 矢量 [ 9 , 10 ]

经典 K epler 运动是质量为 m的质点在有心势场

V( r ) = -
k
r

( 3.63)

中的运动.对类氢原子, k= Ze
2
.运动轨道是圆锥曲线, 用极坐标( r ,θ)表示, 其方程是

1
r

=
mk
l 2 ( 1 + ecosθ) , ( 3.64)

此处 l 是角动量 L= r× p 的大小, e是轨道离心率, 它和 l 以及能量 E 的关系是

e = 1 +
2El

2

mk
2

1/ 2

. ( 3.65)

E 和 L 都是运动常数.对 E > 0的轨道, e> 1,是双曲线;对 E < 0 的轨道, e< 1, 是椭圆. 椭

圆轨道的特例 e= 0是圆轨道, 相应能量为 E = -
mk2

2l 2 . 椭圆轨道的一个重要特性是,其半

长轴 a 只决定于能量, 证明如下.记长、短径②为 r 2 及 r 1 . 在这两点径向速度为 0, 方位角方

向速度为 l/ mr ,因此能量守恒关系是

E = -
k
r

+
1
2

l
2

mr
2 , ( 3.66)

式中 r 取值为 r 1 或 r 2 . 整理为 r 满足的方程,得

r 2 +
k
E

r -
l

2

2mE
= 0.

方程的两个根之和应是

r 1 + r 2 = -
k
E

,

它给出

a =
r 1 + r 2

2
= -

k
2E

, ( 3.67)

证明了上面的提法.椭圆偏心率 e与半长轴 a、半短轴 b的关系是

e = ( a
2

- b
2
)

1/ 2 a . ( 3.68)

从式( 3.65)与( 3.67) ,可得

e = 1 -
l 2

mka

1/ 2

. ( 3.69)
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①

② 即从焦点到轨道上最远和最近的距离 .

用 R unge-L enz矢量算符和角动量算符还可以构造更广泛的代数结构 Yangian, 见本书第 10章 .



运动常数 E , L 给出后, 轨道的形状及轨道平面都已确定,平面与 L 垂直. 但轨道在平面上

的方位并未确定,实际上还有一个运动常数存在. 从运动方程

p¡¤= -
k
r

3 r ( 3.70)

出发,取它与 L 的矢量积,得

p
¡¤
× L = -

k
r 3 r× ( r× mr

¡¤
) = mk

r¡¤

r
-

r¡¤r
r 2 .

由于
dL
dt

= 0, 左方可以写作
d
dt

( p× L) ,右方可改写为 mk
d
dt

r
r

. 因此有

d
dt

p× L - mk
r
r

= 0.

定义

M =
1
m

p× L - k
r
r

, ( 3.71)

前式给出

dM
dt

= 0,

即 M 是守恒量,被称为 Runge-Lenz矢量. 一个显然成立的关系是

M ¡¤L = 0, ( 3.72)

即 M 位于轨道平面内.再计算

M ¡¤r =
1
m

r ¡¤p× L - kr =
1
m

l
2

- kr .

令 M 与 r 夹角为θ, 就有

Mrcosθ=
1
m

l
2

- kr ,

或

1
r

=
mk
l

2 1 +
M
k

cosθ .

与式( 3.64)比较,这正是轨道方程, θ正是方位角. 故 M 的方向是沿长轴的,且有

M = ke. ( 3.73)

从式( 3.71)可直接算得

M
2

=
2H
m

L
2

+ k
2
, ( 3.74)

此处 H 是 Hamilton 量:

H =
1

2m
p

2
-

k
r

.

3.3.2 量子力学中的 Runge-L enz 矢量, 动力学对称与氢原子能级 [ 6 , 7 , 8 ]

将 Runge-Lenz 矢量(式( 3.71) )推广成为量子力学的算符, 要遇到 p 与 L 的排序问

题.采取对称化的排序, 有
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M =
1

2m
( p× L - L× p ) - k

r
r

. ( 3.75)

依此定义,仍有

L ¡¤M = M ¡¤L = 0. ( 3.76)

从式( 3.75)可得

M
2

=
2H
m

( L
2

+  h
2
) + k

2
. ( 3.77)

和经典关系式( 3.74)比,多了一项  h
2
.

在物理学中, 守恒量是与对称性联系在一起的.在讨论与 Runge-Lenz算符有关的守

恒量以前, 先要弄清楚算符的代数关系(对易关系 ) . 在 Kepler 问题中 L
2
, L z 守恒是和三

维空间转动 SO( 3)联系的, 这属于时空对称性. 在推导守恒量 M 时用到 Coulomb 作用

(式( 3.63) ) . 这是 Hamilton 量 H 的性质, 这种对称性称为动力学对称性.现在有 6个算

符 L x , L y , L z ; M x , My , M z. 已知的对易关系是

[ L x , Ly ] = i  h Lz ,   ( 3.78)

以及另两个循环排列关系. M 与 L 分量的对易关系是

[ M x , Lx ] = 0, ( 3.79)

[ M x , L y ] = i  h M z , ( 3.80)

[ M x , L z ] = - i  h My , ( 3.81)

以及另外 6 个循环排列的关系. M 分量间的对易关系比较复杂,涉及 H
① ,它们是

[ M x , My ] = -
2i  h
m

H L z , ( 3.82)

以及另外两个循环排列的关系. 因为 H 出现在代数关系中, 6 个算符 L, M 并不封闭. 但

如局限于 H 的一个本征值 E 有关的 Hilbert 子空间中, H 就可以被 E 代替. 进行重新标

度,定义 M′:

M′= -
m
2E

1
2

M, ( 3.83)

就有

[ M x′, M y′] = i  h L z ( 3.84)

以及另两个循环排列关系.因式( 3.79) , ( 3.80) , ( 3.81)对 M 的分量是线性的, 它们对 M′

也是成立的. 由此可见, 局限于一个固定本征值 E 并进行重新标度化就得到了封闭的李

代数.正因为标度化包括了因子 E ,因此, 由代数关系便决定了能谱.

考虑四维空间旋转群 SO( 4) ,其生成元是

L ij = r ip j - r j p i,  i, j = 1, 2, 3, 4 ( 3.85)

共有 6 个独立的生成元,因为对角元 i= j 为 0, 而 L ij = - L j i.令

L 为( L 23 , L 3 1 , L 12 ) ,

M′为( L 1 4 , L 24 , L 3 4 ) ,
( 3.86)

·39·

① 参阅文献 [ 9] p146 以及文献 [ 10] .



即可由

[ r i, p j ] = i  hδij ,  i, j = 1, 2, 3, 4 ( 3.87)

实现 L, M′分量的对易关系. so( 4)代数①包含两个 su ( 2)子代数:

so( 4) ≈su( 2) � su( 2) . ( 3.88)
定义

I =
1
2

( L + M′) ,

K =
1
2

( L - M′) ,
( 3.89)

容易验证任意 I 的分量与任意 K 的分量对易, 而 I 与 K 分别组成两个 su( 2)代数, 即有

[ I x , I y ] = i  h I z , ( 3.90a)

[ K x , K y ] = i  h K z , ( 3.90b)

以及以上两式的循环排列关系.这两个代数是相互独立的:

[ I , K] = 0. ( 3.90c)

这样就实现了式( 3.88) .此外还有

[ I , H ] = 0,   [ K, H ] = 0. ( 3.91)

对易关系式( 3.90)导致

I
2

= i( i+ 1)  h
2
,

K
2

= κ(κ+ 1)  h
2
,
 i, κ= 0,

1
2

, 1,⋯(整数或半整数) . ( 3.92)

so( 4)是二秩代数,有两个 Casimir 算符:它们由生成元构成, 但和所有生成元对易. 可以

选 I
2
, K

2
,也可以选它们的组合

C = I
2

+ K
2

=
1
2

( L
2

+ M′
2
) ,

C′= I
2

- K
2

= L ¡¤M′.

( 3.93)

由于 K epler 问题的特殊性, L·M′= 0,它相应的 so( 4)是个特殊的例子 I
2 = K

2 ,即量子数

i= k.因此

C = 2κ(κ+ 1)  h
2
,   κ= 0,

1
2

, 1,⋯ ( 3.94)

从式( 3.77) , ( 3.83)有

C =
1
2

L
2

-
m
2E

M
2

= -
mk

2

4E
-

1
2

 h
2
.

和式( 3.94)相比,解出 E ,得

E = -
mk

2

2  h
2
( 2κ+ 1)

2 .

令 n= 2κ+ 1,由 κ的取值 0,
1
2

, 1, ⋯(见式( 3.92) )得 n 的取值 n= 1, 2, 3, ⋯, 再代入 k=

Ze
2
, 就有

E n = -
mZ

2
e

4

2  h
2
n

2 ,
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① 李代数用小写 ,以区别于相应的李群 .



正是氢原子的能级.这里没有解 Schro�dinger 方程, 仅依靠动力学对称的代数性质就得出

了能谱.

动力学对称性在分析原子核集体运动中起了重要作用, 这就是“相互作用 Bose 子模

型”.

3.3.3 Kep ler 椭圆轨道波包的构成

M . Nauenberg
[ 11 ]
指出,要构造 Kepler 椭圆轨道的量子力学波包,需要用量子 Runge-

Lenz矢量. 经典 K epler 轨道位于 xy 平面, 离心率为 e. 相应的两个 M 分量 Mx , M y 和 L z

组成 Coulomb 势束缚态 Hamilton 量 SO( 3)对称的生成元① :

[ M x , My ] = - 2iH L z ,  [ L z , M x ] = iM y ,  [ L z , M y ] = - iMx , ( 3.95)

此处 H =
p

2

2
-

1
r

. ( 3.96)

我们考虑的实际上是二维氢原子问题② ,它的能量本征值是

E n = -
m( Ze2 ) 2

2  h2n2
,  n =

1
2

,
3
2

, ⋯ ( 3.97)

相应的本征函数是

ψ(ρ, �) ∝ e
il�
ρ

©¦l ©¦
e

- ρ/ n
F ( - nρ, 2©¦l©¦+ 1, 2ρ/ n) , ( 3.98)

此处(ρ,�)是极坐标, F 是合流超几何函数, 三个量子数中只有两个是独立的:

l = 0, ± 1, ± 2, ⋯,

nρ= 0, 1, 2, ⋯,

n = nρ+ ©¦l©¦+
1
2

=
1
2

,
3
2

,
5
2

,⋯.

( 3.99)

从式( 3.95)中 M x , My 的对易关系可以得到相应力学量的不确定关系

ΔMxΔM y ≥
1
2

©¦〈- 2H L z〉©¦. ( 3.100)

以下要证明, 构成模拟经典轨道的量子波包的波函数是 H 的本征态并使 ΔMxΔM y 涨落

最小,即等式( 3.100)成立.这些状态满足以下本征方程:

( M x + iδMy )ψ= ηψ, ( 3.101)

此处 δ是实参数(将和离心率 e联系起来) ,η是非厄密算符 Mx + iδMy 的本征值, 因此可

以是复数. 由于 M x 与 M y 不对易, ψ并非它们的同时本征函数. ψ同时还是 H 的本征函

数:

Hψ= E nψ. ( 3.102)

构成波包的基石便从式 ( 3.101) , ( 3.102)的解中选择, 它们和椭圆轨道的离心率 e 有关.

式( 3.101)给出

〈Mx〉+ iδ〈My〉= η. ( 3.103)

用算符 M x - iδMy 左乘式( 3.101) ,得
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①

② 可参阅文献 [ 9] p148, 符号有差别 . ( 3.97)式中 m, Z e,  h都恢复以便与三维情况比较 .

在文献 [ 11]中用原子单位 Ze2=  h= m= 1, 本节 ( 3.3.3 节 )内容依此 .



( M
2
x + iδ[ M x , My ] + δ

2
M

2
y )Ψ= ( M

2
x + 2δH L z + δ

2
M

2
y )ψ

= η( M x - iδM y )ψ,

此式进一步给出

〈M
2
x〉+ 2δE n〈L z〉+ δ

2
〈M

2
y〉= η(〈M x〉- iδ〈My〉)

=〈M x〉
2

+ δ
2
〈My〉

2
,

最后一个等式根据式( 3.103)得到. 右方二项移往左方,有

(ΔM x ) 2 + δ2 (ΔM y ) 2 + 2δE n〈L z〉= 0. ( 3.104)

记ΔM xΔMy = K ,式( 3.104)能给出 K 为极小的条件

(ΔMx ) 2 = δK ,   (ΔM y ) 2 =
K
δ

. ( 3.105)

代回式( 3.104) , 得

K = - E n〈L z〉.

因此,最小不确定性可以在以下条件下达到:

(ΔMx )
2

= - E nδ〈L z〉,

(ΔMy ) 2 = -
E n
δ
〈L z〉.

( 3.106)

它说明式( 3.101) , ( 3.102)的共同解能达到最小不确定性, 即( 3.100)等式成立.

引入升降算符 A± :

A±= ±
1

( - 2H ) 1/ 2 (δM x + iMy ) - ( 1 - δ2 ) 1/ 2L z . ( 3.107)

参数δ的范围是 0≤δ
2≤1.考虑 A+ ψ:

A+ ψ=
1

( - 2H ) 1/ 2 (δMx + iM y ) - ( 1 - δ
2
)

1 / 2
L z ψ, ( 3.108)

左乘以( M x + iδMy ) ,并将此算符和 A+ 交换, 利用对易关系( 3.95) ,得

( Mx + iδM y ) A+ ψ= A+ ( M x + iδM y )ψ+ A+ ( - 2H )
1/ 2

( 1 - δ
2
)

1 / 2
ψ

= ηA+ ψ+ ( - 2E n )
1/ 2

( 1 - δ
2
)

1/ 2
A+ ψ

= η+ [ - 2E n ( 1 - δ2 ) ] 1/ 2 A + ψ.

这个过程可以对 A
2
+ ψ, A

3
+ ψ,⋯重复:

( M x + iδM y ) A
m
+ ψ= η+ m[ - 2E n ( 1 - δ

2
) ]

1/ 2
A

m
+ ψ, ( 3.109)

即 A
m
+ ψ仍是 M x + iδMy 的本征态, 相应本征值为 η+ m [ - 2E n ( 1- δ

2 ) ] 1/ 2 . 类似的推演证

明 A
m
- ψ仍是 M x + iδMy 的本征态,相应本征值为 η- m[ - 2E n ( 1- δ

2
) ]

1/ 2
. Runge-Lenz 矢

量的方向为椭圆轨道长轴,大小是(原子单位) e. 因此如选η为实数, 从式( 3.103)就有

〈Mx〉= η,   〈My〉= 0. ( 3.110)

从η= 0 的解开始,用 A+ 在本征函数上作用 m次就得到

e =〈M x〉= m[ - 2E n ( 1 - δ
2
) ]

1/ 2
,  〈M y〉= 0 ( 3.111)

的解. 显然, 升降算符的作用会导致最高(最低)的 e值. 考虑 H 与 Mx + iδMy 的共同本征

态ψ
δ
n , 它满足

A + ψ
δ
n =

1
( - 2H ) 1/ 2 (δMx + iM y ) - ( 1 - δ

2
)

1 / 2
L z ψ

δ
n = 0. ( 3.112)

·69·



从式( 3.112)知 ψ
δ
n 态的有关期望值满足以下关系(先设定〈M y〉= 0) :

δ〈Mx〉= ( - 2E n )
1/ 2

( 1 - δ
2
)

1/ 2
〈L z〉. ( 3.113)

从定义( 3.112)知道 ψ
δ
n 态的〈Mx〉已达最大可能值,此时式( 3.111)中的 m 已达最大值, 记

为 l n , 即〈M x〉= l n [ - 2E n ( 1- δ
2
) ]

1/ 2
. 从式( 3.113)有〈L z〉= l nδ. 至此, ψ

δ
n 的性质已经完全

确定:它是 H 的本征态, 本征值是 -
1

2n2
;它是 M x + iδMy 的本征态, 本征值是

l n
n

( 1 -

δ
2 ) 1 / 2 .此外还有〈Mx〉=

l n
n

( 1 - δ
2 ) 1/ 2 ,〈M y〉= 0,〈L z〉= l nδ, 它也是最小不确定态. 这就是

构筑椭圆轨道波包的基石.量子数 l n 是和最大离心率联系的, 而从 Sommerfeld 椭圆轨道

理论知道,最大离心率轨道的角动量量子数是

l n = n - 1   (三维氢原子) ,

l n = n -
1
2
  (二维氢原子) ① .

( 3.114)

重要之点是,当 n 值很大时, e=〈M x〉→( 1- δ
2
)

1 / 2
,与 l n 无关. 这一点对将来叠加不同 n 值

(即不同 l n 值)的态得到模拟同一经典轨道(固定 e值)的波包是重要的. 从 ψ
δ
n 的〈L z〉值可

得,δ=
〈Lz〉

l n
. 当 n 大时 δ→

〈L z〉
n

= ( - 2E n )
1 / 2〈L z〉, 因此有

e = ( 1 - δ
2
)

1/ 2
= ( 1 + 2E n〈Lz〉

2
)

1/ 2
, ( 3.115)

和氢原子经典轨道的离心率,即式( 3.65) (用原子单位)

e = ( 1 + 2Eρ
2
)

1
2

相比,正好符合.

到此为止,还没有具体解出 ψ
δ
n .将 ψ

δ
n 用氢原子本征函数 ψn , l ( r) (式( 3.98) )展开:

ψδn ( r) = ∑
l
n

l = - l
n

Cδn , lψn , l ( r) ( 3.116)

要求ψ
δ
n 满足

( Mx + iδM y )ψδn =
l n
n

( 1 - δ2 ) 1/ 2ψδn ( 3.117)

决定了式( 3.116)的展开系数:

Cδn, l =
1

2l
n

( 2l n ) !
( l n + l ) ! ( l n - l) !

1/ 2

( 1 - δ2 ) l
n

/ 2 1 + δ
1 - δ

1/ 2

. ( 3.118)

当 l n 很大时, C
δ
n, l可以用 l 的 Gauss 分布近似:

C
δ
n, l ≈
π
2

l n ( 1 - δ
2
)

- 1/ 4

exp -
( l - δl n )

2

l n ( 1 - δ
2
)

. ( 3.119)

ψ
δ
n ( r)是“相干能量本征态”, n 是固定值,它是 l 态的叠加以给出 δ参数, 它的空间分布在

相应离心率的 K epler 轨道上有显著峰值. 图 3.4画出 ψ
δ
n 的空间几率分布, l n= 40,δ= 0.8

相应于 e= 0.6,〈L z〉= 32. 在远日点处的峰也和经典分布相合,在此处轨道速度最小. 这

还不是在运动中的波包,因为它是定态波函数.

·79·

① 见式 ( 3.99) , 此处的 ln 是式 ( 3.99) 的 nρ+ ©¦l©¦.



图 3.4 相干能量本征态的空间几率分布

要得到定域的波包,取相干能量本征态对 n 的线性叠加:

Ψδ( r , t) = ∑
n

a nψδn ( r) e- iE
n

t . ( 3.120)

对系数 a n ,可以取 Gauss 分布:

a n = ( 2πσ
2
)

- 1 / 4
e

- ( l
n

- l
0

) 2/ 4σ2

. ( 3.121)

在图 3.5 ( a ) , ( b )中画出二维情况的波包运动 (数值计算结果 ) : e = 0.6,〈L z〉= 32, δ=

0.8, l 0 = 40,σ
2
= 3.0. ( a )图相应 t= 0, ( b)图相应 t= 0.5T 0 ( T 0 为 Kepler 周期) .从图中看

出, 从近日点开始, 波包变慢, 收缩, 到远日点处变得更陡. 当波包转回近日点时, 宽度比

t= 0时增加, 经过两个周期以后(图 3.6)波包已经展宽得“首尾相接”了. 量子力学的干涉

效应使得波包振幅在轨道上有了非均匀性的变化,出现了波包弥散、分数恢复相间以至整

体恢复等量子力学固有现象.

图 3.5 波包的运动

( a ) t= 0;  ( b ) t= 0.5T 0
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图 3.6 t= 2T 0波包变宽

3.4 波包恢复及分数恢复

Z. D. Gaeta 和 C. R. Stroud, Jr .
[ 1 2]
计算了氢原子圆轨道波包的传播、扩散、分数恢复

和恢复的过程, 给出了一个清楚的图像. 按 L. Brown
[ 4]
的作法, 把 ψn, n - 1 , n- 1 ( r )对 n 的

Gauss 分布叠加:

Ψ( r , t) =
1

( 2πσ2n ) 1/ 4∑
∞

n= 1

e- ( n- n)
2

/ 4σ
2
nψn, n - 1 , n- 1 ( r ) ei t/ 2n

2

, ( 3.122)

此处 n 和 σn 是 Gauss 分布的平均值和标准偏差, 仍用原子单位. 为了得到较窄和扩散较

慢的波包, 采取了较大的 n 值(计算采用 n= 320, σn= 2.5) . 波包的传播、扩散、恢复及分

数恢复都源于动力学相因子. 这在 3.2 节式 ( 3.53) , ( 3.61)也遇到过. 将 t/ 2n
2
在 n 附近

展开:

t
2n2

=
t

2 n
2 1 - 2
Δn
n

+ 3
Δn
n

2

- 4
Δn
n

3

+ ⋯ , ( 3.123)

此处Δn= n- n. 如只取括弧中的线性项,就有(只标时间变量)

Ψc l( t) = ∑
∞

n= 1

w nψn, n - 1 , n- 1e - 2 πi nt / T
0 , ( 3.124)

w n 是 Gauss 分布因子, T 0 是相当 n 的轨道经典周期, T 0 = 2πn
3
. 这是完全周期的“经典”

波函数.波包在 0≤t≤T 0 的传播情况示于图 3.7. 由二阶项造成的波包扩展由 ( 3.56)式

给出.用式( 3.62) T re v =
n
3

T 0 , T re v是恢复时间,可将式( 3.56)改写为

[Δ�( t) ] 2 = [Δ�( 0) ] 2 +
π

2

[Δ�( 0) ]
2

t
T r ev

2

. ( 3.125)

当上式右方等于 π
3
/ 3(随机变量在图上均匀分布时的方差)时波包就扩展到整个圆轨道.

对现在的情况,这个弥散时间记为 T sp , 且
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图 3.7 波包在初期演化阶段( t≤T 0 ) 图 3.8 波包扩展到整个圆轨道

T sp = T re v/ 8.713 = 12.2T 0 .

图 3.8画出波包扩展到整个圆轨道的情况, 从此波包首尾相接出现了量子力学特征的干

涉现象. 波包恢复已在 3.2 节讨论过. I . Sh. Averbuch 和 N . F . Perelman
[ 1 3]
给出了部分恢

复的条件, 在任何时间 t=
k1

k2
T r ev ( k1 与 k2 互为质数 )都可以发生分数恢复.在分数恢复时

波包分裂成 K 个几乎相同的小波包:

Ψ( t) = ∑
K - 1

k= 0

a kΨcl t +
kT 0

K
, ( 3.126)

a k 是相因子, ψc l定义见式( 3.124) .图 3.9 画出 K = 2, 3, 4, 5, 6, 7的分数恢复以及完全恢

复的情况,注明了发生的时间. 如 K 值过大分数恢复将不明显.

  在实验方面 J. A . Y eazell和 C. R. Stroud, Jr .
[ 14]
首先观测到在角度上定域的波

包,并观测到分数恢复. 径向波包实验上发现较早. G. A lber, H. Rit sch 和 P . Zoller
[ 15 ]用时

间延迟法二光子实验(一个光子激发原子到 Rydberg 态, 第二个光子进行探测)测到径向

波包,也发现了分数恢复现象.
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图 3.9 波包的分数恢复及恢复

由 Rydberg 态波函数所构成的 K epler 轨道波包显示出许多经典性质, 但它本质上是

量子力学的.经典性质在波包弥散前( t < T sp )以及在波包恢复时( t= T re v以及此后的高阶

恢复)是明显的. 它表现为一个定域波包沿 K epler 轨道传播.弥散和分数恢复时是量子行

为的体现.波包恢复所占据的时间之于整个波包运动时间就像有理数嵌入在实数中一样.

在 Sch ro�dinger 提出相干态是经典粒子运动的量子力学对应时, 对量子力学的诠释

问题还没有解决.当时物理学家曾寄希望于任何量子体系都能找到与经典轨道的对应. 当

量子力学诠释问题解决之后,这方面的努力就中止了. 以上轨道波包的讨论有助于阐明经

典性质的体现及其局限.

3.5 态叠加原理与量子退相干

最突出地表明量子物理与经典物理不同的是态叠加原理. 由于 Schro�dinger 方程是

线性的,量子体系的波函数在最一般的初始条件下会演化为 Hamilton 量本征态的相干叠

加.取最简单的二能级体系为例, 在任意时间,波函数可以写作

ψ= c1ψ1 + c2ψ2 , ( 3.127)

©¦c1 ©¦
2

+ ©¦c2 ©¦
2

= 1. ( 3.128)

对体系的状态进行测量,结果是 ψ1 (几率©¦c1 ©¦
2
)或 ψ2 (几率©¦c2 ©¦

2
) . 状态 ψ用密度矩阵 ρ表

示,是

ρ= ©¦ψ〉〈ψ©¦

= ©¦c1 ©¦
2
©¦ψ1〉〈ψ1 ©¦+ c1c

*
2 ©¦ψ1〉〈ψ2 ©¦+ c2 c

*
1 ©¦ψ2〉〈ψ1 ©¦+ ©¦c2 ©¦

2
©¦ψ2〉〈ψ2 ©¦. ( 3.129)
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测量改变了体系的状态,从状态 ψ变成了混合态,它的密度矩阵是

ρm = ©¦c1 ©¦
2
©¦ψ1〉〈ψ1 ©¦+ ©¦c2 ©¦

2
©¦ψ2〉〈ψ2 ©¦. ( 3.130)

用矩阵形式表示,则有

ρ=
©¦c1 ©¦

2
c1 c
*
2

c
*
1 c2 ©¦c2 ©¦

2
, ( 3.131)

ρm =
©¦c1 ©¦2 0

0 ©¦c2 ©¦
2

. ( 3.132)

在测量过程中非对角元消失,这称为波函数的编缩. 纯态与混合态的区别在于叠加的态间

的相对相位(出现于 ρ的非对角元) .在电子通过双缝的衍射过程中, 双缝后面的波函数由

式( 3.127)给出, 两项的相干给出干涉条纹. 如果在缝后面放置计数器企图确定电子从哪

个缝通过,则式( 3.131)的对角元,还有干涉图样一并消失.

在经典物理中, 体系的演化不会有相干叠加出现. 由于某些原因, 例如初始条件的不

确定,对体系状态的预言可以有几率的论断. 但那是类似式( 3.132)混合态的预言, 而不可

能有两个态的相干叠加, 如式( 3.131) .问题是, 如果认为量子力学是普遍的, 它对于宏观

体系也应成立,态的叠加也不例外. 什么原因使得密度矩阵的非对角元消失呢? 在量子力

学初创时期这就是 Sch ro�dinger 猫问题. 他描述了一个“魔鬼的盒子”, 其中有一个放射

源,它在一小时后有 50%几率衰变.如果它衰变, 放出的辐射将会启动一个装置放出剧毒

物质, 关闭在盒中的猫就一定中毒而死. 放射源的衰变服从量子力学规律,因此一小时后

它的状态是
1

2
( ©¦↑〉+ ©¦↓〉) ,此处©¦↑〉代表未衰变的状态, ©¦↓〉代表衰变了的状态. 以

©¦⌒〉和©¦⌒〉分别代表活猫和死猫.一小时后总体系的状态就是

1

2
( ©¦⌒〉©¦↑〉+ ©¦⌒〉©¦↓〉) . ( 3.133)

Schro�dinger 巧妙地把量子体系(核)的叠加和宏观的猫的生与死缠绕在一起:猫就成为活

猫和死猫的叠加.式 ( 3.133)不仅表明猫的生、死几率各为 50% , 这在经典物理是可以接

受的;它同时还显示了活猫和死猫的相干叠加, 这是经典物理中从未出现过的. 是什么机

制把这个相干去掉的呢?从量子力学(可能状态的相干叠加)到经典力学(允许不同的可能

状态,但它们是互相排斥的)的过渡是从量子力学初创时期开始的一个热烈争辩问题.

N . Boh r 给出第一个解释.他认为应在量子领域和经典领域间明显划出界限. 进行测

量时用的仪器是经典的, 因此应使用经典定律. Bohr 自己也知道不存在一个很固定的界

限,因为仪器本身也可以作为量子体系, 而被另一个经典仪器所测量. 这个解释在物理上

不能令人满意, 因为宏观物体的组成部分都是服从量子力学规律的.在适当的条件下, 它

们的集合体所满足的经典规律应该能从其基础——量子力学规律——自然得出. 此外也

不能把宏观和经典,微观和量子等同起来. 因此问题归结为:量子理论是普遍的, 它本身应

能解释量子系统各种可能状态的叠加,如何能在测量过程中实现这些可能状态的其中之

一. 近年来各种观点趋于一致:和环境的相互作用导致退相干 ( decoh erence) , 它使纯态转

变为混合态. 根据量子力学,一个宏观体系状态一般地也是若干宏观状态的线性叠加. 由

于和环境的相互作用, 部分关于叠加的信息(即在密度矩阵非对角元中包含的部分)要泄
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漏给环境.泄漏的速率应依赖于体系的大小, 或两个粒子间的距离.对于宏观体系, 这个速

率应该非常大,以致退相干可以“即刻”完成. 退相干完成后,密度矩阵仅有对角元, 即体系

处于混合态. 在如何实现退相干方面,还有不同的模型或理论.下面的讨论基于 W. Zurek

的研究 [ 16 , 17 , 18] . 和 N . Bohr 不同, J . von Neumann 在 1932年 [ 19]提出, 仪器的行为也遵守量

子力学规律, Zurek 采用了这个观点. 考虑体系 S,它的 Hilbert 空间由正交归一态©¦↑〉和

©¦↓〉所张成.也可以采取其它的基:

©¦�〉=
1

2
[ ©¦↑〉+ ©¦↓〉] ,

©¦�〉=
1

2
[ ©¦↑〉- ©¦↓〉] ;

( 3.134)

或

©¦→〉=
1

2
[ ©¦↑〉+ i ©¦↓〉] ,

©¦←〉=
1

2
[ ©¦↑〉- i ©¦↓〉] .

( 3.135)

如果©¦↑〉和©¦↓〉是 σz 的本征矢, 则©¦�〉和©¦�〉是 σx 的本征矢, ©¦→〉和©¦←〉是 σy 的本征

矢.探测器的 Hilbert 空间由©¦⌒〉和©¦⌒〉张成.替代的基有

©¦+ 〉=
1

2
[ ©¦⌒〉+ ©¦⌒〉] ,

©¦- 〉=
1

2
[ ©¦⌒〉- ©¦⌒〉] ;

( 3.136)

或

©¦∧〉=
1

2
[ ©¦⌒〉+ i ©¦⌒〉] ,

©¦∨〉=
1

2
[ ©¦⌒〉- i ©¦⌒〉] .

( 3.137)

体系和探测器本身的 H amilt on 量在测量过程中不起重要作用
①, 它们之间由相互作用耦

合:

H
S D

= g [ ©¦∧〉〈∧©¦- ©¦∨〉〈∨©¦] � [ ©¦↑〉〈↑©¦- ©¦↓〉〈↓©¦]

≡gH .
( 3.138)

SD意为体系与探测器相互作用, g 是耦合常数. 直积号�前面的算符作用于体系的状态,

后面的算符作用于探测器的状态.可以算出

( H
SD

)
2

= g
2
H

2
= g

2
[ ©¦∧〉〈∧©¦+ ©¦∨〉〈∨©¦] � [ ©¦↑〉〈↑©¦+ ©¦↓〉〈↓©¦]

= g
2
I D � I S ≡ g

2
I ,

( 3.139)

此处 I 是单位算符, 计算中利用了基的正交和完全性质.体系和探测器的复合体的演化算
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为更现实的情况提供引导 , 3.6节最后有这个问题的讨论 .



符是(用( 3.139)式)

exp - i
H

S D  

h
t = exp - i

g  
h

tH = cos
g  
h

t I - i s in
g  
h

t H . ( 3.140)

令复合体从 t= 0开始演化:

©¦Ψ( t = 0)〉= [ a©¦↑〉+ b©¦↓〉] � ©¦+ 〉, ( 3.141)

有

©¦Ψ( t)〉= exp - i
g  
h

tH ©¦Ψ( 0)〉= cos
g  
h

t[ a ©¦↑〉+ b©¦↓〉] � ©¦+ 〉

- s in
g  
h

t[ a ©¦↑〉- b©¦↓〉] � ©¦- 〉. ( 3.142)

为了看到演化的结果,在上式中代入 t= π  h/ 4g , 得

©¦Ψ t =
π  h
4g 〉= a ©¦↑〉� ©¦⌒〉+ b©¦↓〉� ©¦⌒〉. ( 3.143)

在体系和探测器间的相互作用所带来的幺正演化导致它们状态间的关联! 但幺正演化并

不能解决测量问题,因为如果代入二倍的时间就有

©¦Ψ t =
π  h
2g 〉= -

1

2
[ a ©¦↑〉- b©¦↓〉] � ©¦- 〉, ( 3.144)

关联又不见了.如代入三倍时间, 有

©¦Ψ t =
3π  h
4g 〉= - [ a ©¦↑〉� ©¦⌒〉+ b©¦↓〉� ©¦⌒〉] . ( 3.145)

关 联和式 ( 3.143) 正好相反! 仔细想一下倒也没有什么奇怪, 因为幺正演化算符式

( 3.140)本来是时间的周期函数. 问题还不止于此,此外还有问题, 探测器知道它该测什么

量吗? 从式( 3.143)看, 它像是测的©¦↑〉或©¦↓〉,但可以把式( 3.143)改写为

©¦Ψ t =
π  h
4g 〉=

1

2
[ a ©¦↑〉+ b©¦↓〉] � ©¦+ 〉-

1

2
[ a ©¦↑〉- b©¦↓〉] � ©¦- 〉,

对 a = b=
1

2
, 它是

©¦Ψ t =
π  h
4g 〉=

1

2
[ ©¦�〉� ©¦+ 〉- ©¦�〉� ©¦- 〉] , ( 3.146)

探测器和体系的©¦�〉和©¦�〉发生了关联,即探测器测的是©¦�〉和©¦�〉, 这说明连如何选基

函数都不确定. 它正是量子关联的特点. 为了强调量子关联和经典关联的区别, J. A .

W heeler
[ 20 ]
举了一个例子. 将一个硬币一劈为二, 一个带有正面©¦h〉, 一个带有反面©¦t〉. 将

它们各装入一个信封,送交距离任意远的两个观测者. 这里选择观测什么是肯定的:正面

或反面,而且两个观测的结果是相互关联的. 这个经典关联情况可以用混合态的密度矩阵

表示:

ρ=
1

2
[ ©¦h1〉〈h1 ©¦©¦t2〉〈t 2 ©¦+ ©¦t 1〉〈t 1 ©¦©¦h 2〉〈h2 ©¦] .

量子关联的选择(测量什么)都是不确定的.作为量子关联的特点, 在测量之前不仅两个自

旋状态是未知的(这点和经典关联类似) ,甚至连状态都是未定的 (究竟是 S x 的, S y 的还
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是 S z 的本征态) . 这正是量子力学的特征. 这个状况是 EPR 佯谬的 Bohm 版本(本书 1.7

节) . von Neumann 了解这个问题,因此他引入了非幺正的态矢量 (波函数 )的编缩. 纯态

(见式( 3.143) )的密度矩阵是

ρ= ©¦a ©¦
2
©¦↑〉〈↑©¦©¦⌒〉〈⌒©¦+ a b

*
©¦↑〉〈↓©¦©¦⌒〉〈⌒©¦

+ a
*

b©¦↓〉〈↑©¦©¦⌒〉〈⌒©¦+ ©¦b©¦
2
©¦©¦↓〉〈↓©¦©¦⌒〉〈⌒©¦. ( 3.147)

态矢编缩的结果是非对角元的消失,从而得到混合态的约化密度矩阵 ρ
r
:

ρ→ ρ
r

= ©¦a ©¦
2
©¦↑〉〈↑©¦©¦⌒〉〈⌒©¦+ ©¦b©¦

2
©¦↓〉〈↓©¦©¦⌒〉〈⌒©¦. ( 3.148)

这样对角元的系数©¦a ©¦2 和©¦b©¦2 可以给以经典解释:它们是出现©¦↑〉与©¦↓〉的几率. 放弃

存储在非对角元中的信息,换来的收获是测量的选择已经确定:是©¦↑〉或©¦↓〉而非©¦�〉或

©¦�〉.如果将对应式( 3.146)的密度矩阵的非对角元去掉,选择的便是©¦�〉和©¦�〉.

von N eumann 的“非幺正过程”是外加的, 并非量子理论本身的结果. 量子退相干的

原因应是宏观体系与环境的相互作用.

3.6 与环境的相互作用导致退相干

宏观量子系统永不能与其环境隔绝.考虑环境 E, 它也是量子体系, 与体系 S 及探测

器 D 相互作用. 它可以是仪器的一部分, 具有许多自由度. 它的作用是吸收密度矩阵非对

角元所包含的信息从而导致波函数编缩,因而确定被测量的可观测量(称为指针可观测量

( point er observable) )及其本征态(称指针基( point er bas is) ) . 以下先作一般讨论,然后讨

论具体模型. SDE 复合体演化如下:

©¦Φ( t = 0)〉= ©¦ψ〉� ©¦D0〉� ©¦E( t0 )〉, ( 3.149)

这是 t= 0时的复合体状态. 直积号隔开的依次是体系、探测器和环境的状态.由于体系和

探测器相互作用, 它们的复合体演化到 t, 产生了一定的关联. 在此以前环境相互作用尚

未启动:

©¦Φ( t = t 1 )〉= ∑
n

cn©¦n〉� ©¦Dn〉� ©¦E ( t 1 )〉. ( 3.150)

根据上一节的讨论,此时指针观测量尚未确定. 在上式中花括弧内的体系-探测器状态也

可以用其它的基展开.环境与探测器相互作用从 t 1 开始投入, 到 t= t 2 复合体状态演化为

©¦Φ( t = t 2 )〉= ∑
n

cn©¦n〉� ©¦Dn〉� ©¦E n ( t 2 )〉, ( 3.151)

环境与体系、探测器建立了关联, 也就确定了指针基©¦n〉. 环境与探测关联的建立是以部分

体系-探测器关联的损失为代价的. 因为此时体系-探测器复合体已经不能随意建立除©¦n〉

与©¦D n〉以外的其它关联. 这是环境重要作用之一. 以下环境的作用是把体系-探测器状态

从纯态转化为混合态,即使非对角元衰减. 但在这样做以前先要确定把什么基放在对角元

上.对环境不作测量, 因此在求 t> t 2 时的约化密度矩阵时要对环境求迹:

ρ= tr E ©¦Φ( t > t 2 )〉〈Φ( t > t 2 ) ©¦= ∑
m , n

cnc*m ©¦D n〉〈D m ©¦� ©¦n〉〈m©¦� t r E ©¦E n ( t)〉〈E m ( t) ©¦.

( 3.152)

下面将采用简单的可解模型演示在 t 足够大时 t r E ©¦E n ( t)〉〈E m ( t) ©¦=〈E m ( t) ©¦E n ( t)〉以指
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数趋近δnm , 即ρ的非对角元指数衰减:指针可观测量的各本征态间的相干随时间衰减, 使

系统进入指针可观测量的任何一个本征态而不是它们的叠加,从而完成退相干:

ρ≈∑
n

©¦cn©¦
2
©¦Dn〉〈Dn©¦� ©¦n〉〈n©¦. ( 3.153)

  环境含有大量( N )二能级体系. 其中第 k个占据©¦⌒) k 态或©¦⌒) k , 此处圆弧和下标用

于标明环境状态.环境原子间没有相互作用, 它也没有自己的 H amilt on 量. 环境与探测器

相互作用的 H amilt on 量为

H DE = ∑
k

H D E
k , ( 3.154)

此处

H
DE
k = g k[ ©¦⌒〉〈⌒©¦- ©¦⌒〉〈⌒©¦] � [ ©¦⌒) (⌒©¦- ©¦⌒) (⌒©¦] k �∏

j≠ k

1 j . ( 3.155)

从式( 3.155)可以看到, H
DE
k 的本征态是探测器的任何状态©¦⌒〉或©¦⌒〉与任一个环境原子

k 的任何状态©¦⌒〉k 或©¦⌒) k 的直积, 本征值是±g k ,除原子 k 以外其它原子不和仪器关联.

令 t= 0代表 DE 相互作用开始起作用的时间, 而此时 S 与 D 已经有了关联:

©¦Φ( 0)〉= [ a ©¦↑〉� ©¦⌒〉+ b©¦↓〉� ©¦⌒〉]∏
N

k= 1

� [αk ©¦⌒) k + βk ©¦⌒) k ] .

( 3.156)

由于探测器状态和环境原子状态的直积是 H
DE
的本征态, 因此在 H

D E
作用下©¦Φ( 0)〉演化

到时间 t 变为

©¦Φ( t)〉= a ©¦↑〉� ©¦⌒〉∏
N

k= 1

� [αk e
- i g

k
t / h  

©¦⌒) k + βke
ig

k
t/ h  

©¦⌒) k ]

+ b©¦↓〉� ©¦⌒〉∏
N

k= 1

� [αk e ig
k

t / h  ©¦⌒) k + βke - ig
k

t/ h  ©¦⌒) k ] . ( 3.157)

将上式中环境态缩写为

©¦E ©¦⌒〉( t)〉≡∏
N

k= 1

� [αke - i g
k

t / h  ©¦⌒) k + βke ig
k

t / h  ©¦⌒) k ] ,

©¦E ©¦⌒〉( t)〉≡∏
N

k= 1

� [αk e
ig

k
t / h  

©¦⌒) k + βk e
- ig

k
t/ h  

©¦⌒) k ] ,

( 3.158)

此处 E 的下标©¦⌒〉和©¦⌒〉标明它们和探测器状态的关联 (因此用尖括弧表示) .用以上缩

写,式( 3.157)变为

©¦Φ( t)〉= a ©¦↑〉� ©¦⌒〉� ©¦E ©¦⌒〉( t)〉+ b©¦↓〉� ©¦⌒〉� ©¦E ©¦⌒〉( t)〉. ( 3.159)

从Φ( 0)演化到 Φ( t)确立了指针可观测量算符

Λ̂ = λ1 ©¦⌒〉〈⌒©¦+ λ2 ©¦⌒〉〈⌒©¦, ( 3.160)

λ1 , λ2 为实数.实际上©¦⌒〉和©¦⌒〉就是进入 H
D E的探测器状态, 即进入 H

D E的状态将成为指

针基.虽然在 t= 0 时体系-探测器复合体也可以用其它基表示,环境却在各种可能的基中

选中了©¦⌒〉和©¦⌒〉. 体系-探测器复合体的约化密度矩阵是

ρS D = tr E ©¦Φ( t)〉〈Φ( t) ©¦

= ©¦a ©¦
2
©¦↑〉〈↑©¦� ©¦⌒〉〈⌒©¦+ z ( t) a b

*
©¦↑〉〈↓©¦� ©¦⌒〉〈⌒©¦
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+ z
*

( t) a
*

b©¦↓〉〈↑©¦� ©¦⌒〉〈⌒©¦+ ©¦b©¦
2
©¦↓〉〈↓©¦� ©¦⌒〉〈⌒©¦,  ( 3.161)

此处

z( t) =〈E ©¦⌒〉( t) ©¦〈E ©¦⌒〉( t)〉= ∏
N

k= 1

[ cos( 2gk t/  h) - i( ©¦αk ©¦
2

- ©¦βk ©¦
2
) s in( 2gk t/  h) ] .

( 3.162)

关联振幅 z ( t)在退相干过程中起决定性作用,它的性质如下:

z ( 0) = 1, ( 3.163)

©¦z ( t) ©¦
2
≤ 1, ( 3.164)

〈z ( t)〉= lim
T→∞

T
- 1∫

T

0
z( t) dt = 0, ( 3.165)

〈©¦z ( t) ©¦2〉= 2 - N∏[ 1 + ( ©¦αk©¦2 - ©¦βk ©¦2 ) 2 ] . ( 3.166)

式( 3.166)表明, 除非环境的初始状态与 H amilt on 量的一个本征态相合(即对所有的 k,

有αk , βk ,其中之一为 0, 而另一个模为 1) ,否则©¦z ( t) ©¦2 的期望值远小于 1. 图 3.10给出关

联振幅 z ( t)作为 t 的函数, 由式 ( 3.162)给出, ©¦αk ©¦= ©¦βk ©¦, 即 z( t) = ∏cos2g kt/  h. 图

3.10( a)取 N = 5, ( b)取 N = 10, ( c)取 N = 15. g k 的值从( 0, 1)区间随机选出.从结果可以

看到 N = 15 时这个数不大, 但对退相干的效果已很显著, 且增加 N 的效果是明显的. 在

热力学极限 N→∞, H
D E
变为不可逆的. 它通过建立环境-探测器关联确立了指针基并编

缩态矢. 在以上的模型中, 体系、探测器、环境都遵守量子力学规律, 复合体及各部分的演

化都是由有关的 H amilt on 量决定的. 指针基的出现是动力学演化(关联建立 )的结果, 没

有外加的非幺正过程.指针态间的相干之所以衰减, 是由于与多自由度的环境相互作用的

结果. 关联振幅也会像统计力学中的物理量一样, 会有涨落与 Poincaré复现. 将模型讨论

的机制用于一般量子体系以及关联的衰减、涨落、复现,在文献[ 16]中有进一步的讨论.

图 3.10 关联振幅随时间的演化

在写出相互作用 H amilt on 量(见式( 3.138) )时曾提及忽略自 H amilton 量问题. 它带

来的方便是:指针态都是定态, 因此复合体的演化就可以直接写出(例如式( 3.157) ) . 这个

假定对一些体系会失效, 但宏观体系的开放性(与环境不能隔离)以及环境在宏观水平时

使叠加原理失效的作用仍可作为指导原则.当每一个指针态都不是定态, 就需要找出它的

推广:对丧失纯态而变成混合态最有“抵抗力”的状态. W . Zurek, S. H abib 和 J . P . P az
[ 21 ]

研究了作量子 Brown 运动的谐振子, 定义了线性熵,然后求熵增加最小的条件,结论是这
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种状态就是相干态.

3.7 一个退相干的动力学模型

“环境”的一个可操作的模型是大量谐振子集合或等价地以标量场
[ 22]
表示.记粒子的

坐标为 x ,它和在 y 方向传播的标量场φ( y , t)相互作用: H in t = εx
dφ
dt

. 在高温情况下仅考

虑标量场的热激发, 可以得到粒子在 x 表示中密度矩阵 ρ( x , x′)所满足的主方程( mast er

equation) :

dρ
dt

= -
i  
h

[ H , ρ] - γ( x - x′)
dρ
dx

-
dρ
dx′

-
2mγkT  

h
2 ( x - x′)

2
ρ, ( 3.167)

此处 H 是粒子的 Hamilton 量, γ是弛豫率, T 是场 φ的温度. γ和粘滞系数 η有关, 而 η

决定于粒子和场在 H in t中的耦合常数ε, 即有

γ=
η

2m
,   η=

ε
2

2
. ( 3.168)

在式( 3.167)中第一项是动力学演化, 是 Schro�dinger 方程的推论. 环境的耗散效应是第

二项, 第三项是导致 Brown 运动的涨落,是导致退相干的根源. Zurek 用一个例子对退相

干时间尺度作一个估计.考虑两个 Gauss 波包的相干叠加:

χ( x ) = χ
+

( x ) + χ
-

( x ) , ( 3.169)

波包宽度为δ,它们的中心相距Δx ,Δxm δ, 见图 3.11. 密度矩阵ρ( x , x′) = χ( x )χ
* ( x′)在

( x , x′)平面上有 4 个峰(图 3.12) , 两个来自对角元(峰的位置 x = x′) ,两个来自非对角元

( x = - x′) . 主方程式( 3.167)最后一项和 ( x - x′)
2 成正比. 它对对角元影响不大, 但对非

对角元成为导致衰减的因子.衰减率可以直接从方程读出:

τ
- 1
D ≈ 2γ

mkT (Δx )
2  

h
2 ,

退相干时间τD 是

图 3.11 两个 Gauss 波包的相干叠加
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图 3.12 波包 χ的密度矩阵

( a) t= 0 时 ; ( b) 部分退相干

τD ≈ τR  
h

2

2mkT (Δx )
2 = τR
λT
Δx

2

. ( 3.170)

注意到λT =  
h

2mkT
是热 de Broglie波长, τR =

1
γ
是弛豫时间,τD 可以写作

τD = τR
λT
Δx

2

. ( 3.171)

对宏观物体τDn τR .例如 T = 300 K, m= 1 g, Δx = 1 cm ,τD /τR = 10- 40 . 宏观上可区别的位

置间的退相干是近于瞬间发生的.在图 3.12( b)中非对角峰也接近消失, 两个对角元的峰

就可以当作经典的位置分布函数了.另一个极端情况, 引力波探测器(低温 Weber 棒) m=

100 kg , T = 10
- 3

K ,Δx = 10
- 1 9

cm,它的τD /τR 可以大到 10
- 2

. 退相干被低温和所需的高精

度位置测量大大延缓了.如此庞大的棒必须作为量子谐振子处理①.

3.8 量子动力学的经典极限

量子力学是在 H ilbert 空间表述的, 而经典力学是在相空间表述的. 量子动力学和它

的经典极限间的关系可以通过波函数的 W ign er 变换
[ 2 3]
表示:

W( x , p ) =
1

2π  h∫
∞

- ∞
e

i p y/ h  
ψ
*

x +
y
2
ψ x -

y
2

dy . ( 3.172)

W igner 分布 W( x , p )是实函数, 但可能是负值, 因此一般情况下不能作为分布函数诠释.

但如将 W ( x , p )对 p 积分,有

∫
∞

- ∞
W( x , p ) dp =∫

∞

- ∞
δ( y )ψ

*
x +

y
2
ψx -

y
2

dy = ψ
*

( x )ψ( x ) ,

正是 x 的分布函数.求 ψ的 Fou rier 变换:

φ( p ) =
1

2π  h
∫
∞

- ∞
e - i pξ/ h  ψ(ξ) dξ,
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对 p 的分布函数是

φ* ( p )φ( p ) =
1

2π  h∫
∞

- ∞
e ip (η- ξ) / h  ψ* (η)ψ(ξ) dξdη.

令

η= x +
y
2

,   ξ= x -
y
2

,

有

φ* ( p )φ( p ) =
1

2π  h∫
∞

- ∞
e ip y / h  ψ* x +

y
2
ψ x -

y
2

dx dy

=∫
∞

- ∞
W( x , p ) dx ,

即 W ( x , p )对 x 积分给出 p 的分布函数.

对最小不确定波包

ψ( x ) ≈ exp -
( x - x 0 )

2

δ2
+ i

p 0x  
h

, ( 3.173)

W igner 分布函数是

W( x , p ) =
1
π  h

exp -
( x - x 0 ) 2

δ2
-

( p - p 0 ) 2δ2  

h2 . ( 3.174)

这里 x 与 p 都是 Gauss 分布,满足最小不确定关系, 说明 ψ(见式( 3.173) )是量子力学波

函数( Hilbert 空间矢量)能给出的经典运动的粒子(相空间中一点)的最逼近的模拟.

W igner 分布可以推广到密度矩阵

W ( x , p ) =
1

2π  h∫
∞

- ∞
e

ip y / h  
ρx -

y
2

, x +
y
2

dy. ( 3.175)

对于式( 3.169)给出的两个 Gauss 波包的相干叠加 χ= χ
+

+ χ
-

, 它的 W igner 分布是

W ≈
W + + W -

2
+

1
π  h

exp -
p 2δ2  

h2 -
x 2

δ2
cos
Δx  
h

p , ( 3.176)

此处 W
+ 和 W

- 是 χ
+ 和 χ

- 的 Wigner 分布. 图 3.13( a)画出式( 3.176)给出的 W igner 分

布.除两个对 x 和 p 变量都是 Gauss 型的分布外,还有由于第二项带来的振荡式分布. 由

于 W 的振荡行为, 它不能被诠释为相空间的分布. W 的运动方程可以从主方程 ( 3.167)

给出:

dW
dt

= -
p
m
�W
�x

+
�V
�x
�W
�p

+ 2γ
�( p W )
�p

+ D
�

2
W
�p

2 , ( 3.177)

此处 V 是势能,

D = 2mγkT = ηkT . ( 3.178)

式( 3.177)括弧中的第一项就是经典 Poisson 括号:

[ H , W] P oiss on =
�H
�x
�W
�p

-
�H
�p
�W
�x

,

这是因为有

�H
�x

=
�V
�x
 和  

�H
�p

= x¡¤=
p
m

.

对谐振子, 经典动力学在相空间中的 Liouville 形式从量子动力学得出. 对一般体系, 式
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图 3.13 阻尼导致退相干

( a ) 相干波包叠加的 W igner 分布 ; ( b) 分布在动量空间扩散导致去相干

( 3.177)右方还应有量级为 O(  h)的量子修正. 第二项是阻尼项.第三项是 W 在动量空间

中的扩散,扩散系数为 D (见式( 3.178) ) . 实际上扩散项的效应是简单的. 由于式( 3.176)

中振荡项 cos
Δx  
h

p 是
�2

�p
2 的本征函数, 扩散项倾向于减少振荡项, 其衰减率为 τ

- 1
D =

2mγkT
Δx  
h

2

. 图 3.13( a)中的负值若将在 τD 时间量级被基本填平(图 3.13( b ) ) .这时就

可以给 W 以几率分布的诠释.分布形成两个在 x , p 都是 Gauss 型分布的波包,相当在相

空间中两个点.它们的出现是等几率的, 在这个例子中退相干和阻尼是联系在一起的.

在前面几节中,从量子力学规律的普遍性出发, 讨论了宏观体系在环境的影响下退相

干而显出经典性质.与此平行的还有另外一个问题, 宏观体系是否有可能保持量子力学性

质呢? 超流与超导的发现给人们以启示,某些宏观的粒子体系也有量子力学性质. 环境的

作用仍是重要的,但在一定条件下相位的相干性仍能保持. 这将在第 5 章中讨论.

退相干与波包编缩究竟是量子力学的推论,还是需要从量子力学之外给予假设, 物理

学家的意见是分歧的.在 20 世纪 60～70年代, 第一种观点属于少数,从 70 年代起持这种

观点的人数持续增加.在这个方向上也有各种不同的具体的实现方式 [ 24 , 25 , 26 ] .这里只介绍

了 Zurek 的观点,他的文章
[ 18]
发表后引起热烈的讨论和争论

[ 2 7]
.

3.9 实验室中实现的 Schr o�dinger 猫

一个量子力学体系(可以是微观的, 也可以是宏观的 )处于两个状态的相干叠加状态

之中, 而这两个状态必须是在宏观上可以区别的, 该体系就是一只 Schro�dinger 猫.“宏观

上可区别”的意义需针对具体情况讨论.

1996 年有两项关于在实验室中制备了 Sch ro�dinger 猫的报道. D. Wineland 和 C.

Monroe 等
[ 2 8, 29 , 30 ]
实现的是单原子级的 Schro�dinger 猫.

9
Be

+
离子( n= 2, 有一个电子 )经

激光冷却被捕陷于离子阱中. 离子阱相当于一个三维谐振子势
1

2π
(ωx , ωy , ωz ) = ( 11.2,
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18.2, 29.8) MHz. 离子的有关电子能级是
2
S 1 / 2 ( F = 2, mF = - 2)和

2
S 1 / 2 ( F = 1, mF =

- 1) ,分别用©¦↓〉i 及©¦↑〉i 表示, i指内部运动,括弧中是与超精细结构有关的量子数.
9
Be

核自旋为3/ 2, 核自旋与电子自旋耦合生成总自旋 F = s+ I , F = 2或 1, mF 是 F 的投影. 量

子化轴由外加磁场 B 提供, 离子的内部运动 (电子能级)和质心运动(在谐振子场中)通过

激光束调控.图 3.14( a)给出©¦↑〉i和©¦↓〉i 间的超精细劈裂是 ωH F = 1.250 GHz.它们又各

有标为 0, 1, 2,⋯的态. 这是质心运动的谐振子量子数. ©¦↑〉i 和©¦↓〉i通过激光束 a 与 b实

现二光子耦合. a 和 b的频差为ωH F , 分别能将©¦↓〉i 和©¦↑〉i 激发到2
P 1/ 2 ( 2, - 2)附近的虚

能级上,失谐 Δ≈- 12 GH z. 这样©¦↑〉i 和©¦↓〉i 之间通过二光子过程(以虚能级为中间态)

往返跃迁(称为 Rabi振荡) .这种耦合称为二光子 Raman 耦合.离子的内部(电子)态就是

©¦↑〉i 和©¦↓〉i 的相干叠加,实验步骤如下.

图 3.14 二光子 Raman 耦合产生 Schr o�dinger 猫

( a) 9Be+ 离子的电子能级与质心运动能级 ; ( b) 激光束的几何及偏振状态和外磁场方向

( 1) 通过调节激光束 a , b(称为载带束)的照射时间控制叠加系数的大小.例如在开始

时离子处于©¦↓〉i 态(见图 3.15( a ) ) , 则用 π/ 2 脉冲(时间为 1/ 4 Rabi周期)可使©¦↑〉i 态

和©¦↓〉i 态权重相同. 产生的态为(见图 3.15( b ) )

Ψ1 =
1

2
[ ©¦↓〉i ©¦0〉e - ie

- iμ
©¦↑〉i ©¦0〉e] , ( 3.179)

此处©¦0〉e 代表质心运动基态, e 是外部运动之意. 载带使两个态间产生一定相差. 实验中

共使用三次载带束,相角是相对的. 以最后一次载带为标准,定它的相角为 0.此次相角为

- μ, 从©¦↓〉i到©¦↑〉i 相因子为- ie
- iμ.

( 2) 为了使叠加(见式( 3.179) )成长为两个宏观可区别的态的相干叠加,利用对质心

运动的调控,把它们分开一个宏观的距离. 方法是使用“移位”激光束 b和 c, 它们的频差为

ωx / 2π= 11.2 MH z, 正好使两个相邻的 x 方向谐振子态二光子 Raman 耦合起来. 通过较

长的照射时间,可以使质心运动©¦0〉e 跃迁到相干态:

©¦β〉e = e - ©¦β©¦2/ 2∑
n

βn

( n! ) 1/ 2 ©¦n〉e ,

·211·



此处

β= αe
iθ
,

图 3.15 与内部态缠绕的波包演化

( a) 波包初始位置 ; ( b) 第一次载带 π/ 2脉冲 , 0.5 μs ; ( c) 移位 , 约 10 μs ;

( d) 第二次载带 π脉冲 , 1.0 μs ; ( e) 移位 , 约 10 μs ; ( f) 第三次载带 π/ 2脉冲 , 0.5 μs

α和 θ为实数, 见图 3.15 ( c ) . 相干态的平均量子数为〈n〉= α
2 , 相应的谐振子振幅为

2α  
h

2mωx
.通过激光束的偏振 a (π) , b(σ

+
/σ

-
) , c(σ

-
) ① , 可以使移位束只影响内部态

©¦↑〉i ,因为 c的偏振态 σ
-
不能将内部态©¦↓〉i 和任何虚

2
P 1/ 2态耦合起来. 移位束使内部态

和外部态产生缠绕.从 ωx 的数值给出 x 0 = 7.1 nm ,这是相干态波包的均方根大小. 操作

后的状态为

Ψ2 =
1

2
( ©¦↓〉i ©¦0〉e - ie

- iμ
©¦↑〉i©¦αe

- i�/ 2
〉e) . ( 3.180)

往 X 正向的移位束产生的相干态相位为- �/ 2.图中的抛物线代表谐振子势能.

( 3) 为了扩大两个叠加态的距离, 先使他们内部态互换:用 π脉冲(时间为
1
2 Rab i周

期)载带束使©¦↑〉i→©¦↓〉i , ©¦↓〉i→©¦↑〉i . 载带束相角为 ν. ©¦↑〉→©¦↓〉跃迁带来相因子为

- ie
iν
. 操作后的状态为(见图 3.15( d) )

Ψ3 =
1

2
( ie

- iν
©¦↑〉i ©¦0〉e + e

i(ν- μ)
©¦↓〉i©¦αe

- i�/ 2
〉e ) , ( 3.181)

式中弃去了两项共同的负号.

( 4) 再次使用移位束, 将©¦↑〉i , ©¦0〉e移向- x 方向, 相位为�/ 2. ©¦↓〉i态不受影响, 操作

后状态为(见图 3.15( e) )

Ψ4 =
1

2
( ie

- iν
©¦↑〉i©¦αe

i�/ 2
〉e + e

i (ν- μ)
©¦↓〉i©¦αe

- i�/ 2
〉e) , ( 3.182)

此时两态相距达到最大. 这时状态和 Schro
�
dinger 猫最相似. 离子只有一个, 它的状态是

两态的相干叠加. 两态内部状态不同, 外部运动是 Gau ss 波包, 相距一定距离. 对波包大

小而言, 这个距离是真正“宏观”的:实验中这个距离最大达 80 nm , 而单个波包大小约

7 nm, 原子大小是 0.1 nm.

( 5) 最后使用载带束 π/ 2 脉冲, 使©¦↑〉i 和©¦↓〉i 各一分为二. 操作后状态为 (见图
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① σ与 π分别为平行于和垂直于外磁场 (激光束 )方向 ,见图 3.14( b) .



3.15( f) )

Ψ5 =
1
2

©¦↓〉i( ©¦αe - i�/ 2〉e - e iδ©¦αei�/ 2〉e)

-
i
2

©¦↑〉i ( ©¦αe
- i�/ 2
〉e + e

iδ
©¦αe

i�/ 2
〉e) , ( 3.183)

此处载带束相位为 0(标准) ,上式中弃去了公共相因子 e
i( ν- μ) , δ= μ- 2ν+ π. Ψ5 可以进一

步改写为

Ψ5 = ©¦↓〉i ©¦S - 〉e - i ©¦↑〉i ©¦S + 〉e, ( 3.184)

此处

©¦S±〉e =
1
2

( ©¦αe- i�/ 2〉e ± e iδ©¦αe i�/ 2〉e) . ( 3.185)

对�= π, δ= 0, ©¦S ±〉称为“偶猫”和“奇猫”.

实验测量可以测 P ↓ (�) , 即离子内部状态处于©¦↓〉i 的几率. 探测的方法是用探测激

光束 d 照射离子(见图 3.14( a) ) , 将2
S 1/ 2 ( 2, - 2)激发到2

P 3 / 2 ( 3, - 3)态, 然后观测散射荧

光. P ↓ (�)是外部运动相位 �的函数. 与内部运动©¦↓〉i 关联的是©¦S - 〉e. 随 �不同, ©¦S - 〉e

的两项所代表的波包距离不同, 波包距离近时, 干涉效应显著. 波包的几率分布是

©¦〈x ©¦S - 〉e©¦2 , 考虑到随时间的演化, �是随时间线性变化的 (见式( 3.39) ) . 对 δ= 0 的情

况,�= ±π时两个波包相距最远. 到 �= 0 时两个波包重合. 但由于 δ= 0, S - 是“奇猫”, 两

个波包正好抵消. P ↓ (�)正是分布函数对 x 的积分:

P ↓ (�) =∫
∞

- ∞
©¦〈x ©¦S - 〉©¦2dx

=
1
2

[ 1 - e - α2( 1- cos�) cos(δ+ α2 sin �) ] . ( 3.186)

对足够大的α, P ↓ (�)在 �= 0 附近显示振荡行为,这是两个波包干涉的表现(用猫的比喻,

这是活猫与死猫的干涉) . 对 δ= 0, P ↓ (�)作为 �的函数对 α不同值的情况绘于图 3.16.

实验步骤不断重复进行:冷却, 制备状态, 探测,同时改变着相干态的相位 �. 图( a)～( d)

是实验(点)和理论的比较,图( e)是理论曲线.如果退相干发生, 两个波包没有固定相位关

系,则 P ↓ (�) =
1
2

.每个系列测量都相应一定的 δ值. 可以用挡住移位束的办法(α= 0) , 此

时P ↓ (�) = s in
2 δ

2
可以直接给出 δ.相应不同的 δ, P ↓ (�)与 �的关系因之不同. 图 3.17 给

出 α≈1.5 时不同 δ值的相应 P ↓ (�) . 图( a ) δ= 1.03 π, 接近偶猫, 因此在 δ= 0处相应相

长干涉.图( b )δ= 0.48.图( c) δ= 0.06 π,接近奇猫, 在 �= 0处是相毁干涉.

实验室实现 Schro�din ger 猫并进行退相干研究, 除在量子力学基本原理方面的重要

意义外,对有潜在应用可能的量子计算机也是重要的. 因为量子计算机在完成计算以前必

须保持相干叠加状态,因此退相干时间成为它至关重要的指标. 上面描述的实验还不能对

退相干时间进行测量, S. H aroche 的研究组
[ 31 ]
利用腔量子电动力学方法制备了腔中电磁

振荡相干态的叠加① .图3.18是实验装置示意图 . 图中C是高品质超导 ( Nb ) 腔. Rb原子
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① 形成缠绕态的叠加的物理过程将在本书 7.2节讨论 ,见式 ( 7.63) .



图 3.16 δ= 0 时 P↓(�)实验与理论比较 图 3.17 不同 δ值时的 P↓(�)

图 3.18 Haroche 实验装置示意图

从炉 O 中引出, 经过选定激光束激发之后, 从盒 B出来的是速度确定的位于“圆 Rydberg

态”n= 51, l= 50的 Rb 原子. 控制激光脉冲使得原子间隔够大,通过超导腔的是单个原子

(间隔 1.5 ms) . 低 Q 腔 R 1 调得与 n= 51, l= 50(称为 e)到 n= 50, l = 49(称为 g )态跃迁频
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率 ν0 = 51.099 GH z共振, 并在 R 1 上加共振 π/ 2 脉冲使原子处于叠加态
1

2
( ©¦e〉+ ©¦g〉)

上. 原子进入微波源 S 激励的超导腔 C, C 的频率调得与 ωe g失谐为 δ, 腔中的电磁场是

Glauber 相干态©¦α〉
① :

©¦α〉= e
- ©¦α©¦2/ 2∑

n

αn

( n! ) 1/ 2 ©¦n〉.

由于失谐,原子通过腔时不能发生©¦e〉与©¦g〉之间的跃迁, 但由于原子与场的相互作用, ©¦e〉

与©¦g〉使场发生不同的相移②. 因此©¦e〉和©¦g〉的相干产生了场的状态的相干. 体系状态为

©¦ψ1〉=
1

2
©¦e, αe i�〉+ ©¦g ,αe - i�〉 , ( 3.187)

相移 �与失谐 δ有关,且与 δ成反比.通过调节失谐可以得到不同的 �. R2 是与 R 1 结构相

同的腔,用同样的微波源 S′激励(π/ 2脉冲) .原子在离开腔 C 以后通过 R2 . 最后原子通过

探测器 De 和 Dg , 它们是场电离探测器,施加不同电压. De 电压低,刚好使©¦e〉态原子电离.

Dg 电压高些, 能使©¦g〉态原子电离.调节微波源 S′的频率ν,使它扫过ν0 ,测量P
( 1 )
g (ν) , 即原

子处于©¦g〉态的几率. 在 10 min 内记录了 50 000 事件, 结果示于图 3.19( a) .它表明 C 中

无场时, P
( 1 )
g (ν)显示 Ramsey 条纹

③ , 这是因为原子受到相隔 T = 230 μs 的两次脉冲( R 1

和 R 2 )的结果.因 e→g 跃迁可能发生在 R 1 , 也可能发生在 R 2 , 两种不同可能的“路径”不

可区别,在探测器处复合而发生量子干涉.图 ( b)～( d)是 C 中有场, ©¦α©¦= 9.5= 3.1, 即

场平均光子数为 9.5, 失谐值分别为 δ/ 2π= 712, 347 和 104 k Hz. 两种场的不同相位情况

画在右方插图内, 插图中直线夹角为 �. 从图中可以看出除条纹移动外, 明显地条纹对比

度随 �的增加而减小. 原子离开 C 时处于式 ( 3.187)所示状态. 如果 �很小时, 测量场的

相位所能给出关于原子状态的信息不多, 因此两条不同路径的干涉比较明显. 当 �增大,

测场的相位给出有关原子的信息增加,因此干涉必然减弱.

从图 3.19可以看到, 场的两种状态(相角 �和- �)愈是接近宏观可分辨( ©¦�©¦大)其相

干愈弱,但明确给出相干的宏观可分辨态. 这个实验通过测量原子的状态给出在一定距离

以外的腔 C 中场的状态. 此外, 如不放置腔 R 2 , 则场的状态是式( 3.187) . 测原子位于©¦e〉

或©¦g〉给出的远处场的状态相应地是 �和- �.但如放置 R 2 , 它再次混合两个 Rydberg 态

©¦e〉和 ©¦g〉. 调 节 S′脉 冲 的相 位, 可 使通 过 R 2 的 原子 位于 ( ©¦e〉+ ©¦g〉) / 2 和

( ©¦g〉- ©¦e〉) / 2 ,而场的状态不变. 原子通过 R 2 后体系波函数变为

ψ2 = ©¦e〉
©¦αe

i�
〉- ©¦αe

- i�
〉

2
+ ©¦g〉

©¦αe
i�
〉+ ©¦αe

- i�
〉

2
( 3.188)

此时测得原子位于©¦e〉或©¦g〉给出的场状态相应地是 ( ©¦αe
i�
〉- ©¦αe

- i�
〉) / 2 和 ( ©¦αe

i�
〉+

©¦αe
- i�〉) / 2 . 这不仅体现了远距离的量子关联(“非定域性”) , 而且可依据放置 R2 与否

作为推迟选择:待原子通过腔后再作选择, 结果是不同选择给出场的不同状态.
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请参阅本书 7.6 节 .

即 3.1节的正则相干态 , 此处 n 代表光子数 .



图 3.19 P ( 1)
g (ν)表现出 Ramsey 条纹

这个实验的优越性还在于能对退相干进行研究. 第一个原子在腔中产生了两个宏观

可区别的场状态(相角- �和 �) . 再发出一个原子通过腔,对场再产生相移, 结果是出现三

种场, 相移为 - 2�, 0, + 2 �.相移为 0 的这个分量有两种可能. 其一是第一个原子以 e 状

态通过,第二个原子以 g 状态通过(记为( e, g ) ) , 其二是( g , e) .这两种可能不能区分, 因此

在测量联合几率 P
( 2 )
ee , P

( 2 )
eg , P

( 2)
ge , P

( 2)
g g 时会有干涉. 定义“二原子关联信号”η:

η=
P

( 2)
ee

P
( 2)
e e + P

( 2)
eg

-
P

( 2)
g e

P
( 2)
g e + P

( 2 )
g g

. ( 3.189)

如果场处于量子相干(叠加)态
1

2
( ©¦αe

i�〉±©¦αe
- i�〉) , 则 η是常数. 如果场变为非相干的

统计混合,则 η为 0. 图 3.20 给出 η和 τ/ T r 的关系, τ是两个原子通过腔的时间间隔, T r

是腔的品质因数 Q 所决定的光子平均寿命 (实验用的 T r = 160 μs) . 从图可以看出, 当

t/ T r接近 1时 η已趋于 0,即相干已不存在. 此外退相干时间与 �的大小有关, �大时退相

干的时间要短得多.

关于退相干和实验室中实现 Schro�dinger 猫的内容,可以参阅文献[ 32] .
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图 3.20 二原子关联信号与 τ/ T r 关系
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第 4 章

路径积分方法 ,衰变态的瞬子方法

在 Princet on 大学 J . A . W heeler 教授指导下进行博士论文研究时, R . P . Feynman 尝

试选用去掉场的概念而只考虑带电粒子及其推迟相互作用借以摆脱量子电动力学中的无

限大电子自能困难.在最初的本意上他没有成功, 但却创造了和 Schro�dinger, Heisenberg

和 Dirac 方法并列的一种表述量子力学的等价方法——路径积分方法. 一个理论的各种

等价表述在处理特定问题时是不同的.基于路径积分的瞬子方法在处理势垒隧穿以及衰

变态问题上是十分有效的. 第 5 章中的宏观量子现象以及 6. 6节的非A bel规范场的Θ真

空都是用这个方法处理的.在非 A bel 规范场的量子化问题上路径积分提供了理想的框架

( Faddeev和 Popov) .一种处理耗散系统量子力学的方法也是基于路径积分方法的( 5. 5

节) . 本章致力于介绍路径积分方法.

4. 1 量子力学中的路径积分方法

路径积分是 R. P . Feynman
[ 1, 2]创立的一种量子力学的表述方法. 它不用 H ilbert 空间

的态矢量以及将物理量作为算符的概念, 而将量子力学基本量的跃迁幅作为“对历史求

和”的积分表示, 称为路径积分.在路径积分中所有的量都是 c数.对一个量子体系的所有

物理信息都能从路径积分中得到. 在这个表述方法中, 经典力学的作用泛函起着重要作

用.路径积分和统计物理中的配分函数有直接联系, 因此这个方法在统计力学中也有许多

应用
[ 3]

. 推广到量子场论是直接的.在规范场的量子化中,路径积分方法的应用使得量子

化的过程变得直接明确,有力地推动了理论的发展. 路径积分方法已应用到物理学许多分

支的研究工作中,有许多这方面的专著已出版 [ 4 , 5] .

令©¦q〉为坐标算符 Q
 ^ 的本征态( Schro�dinger 绘景) , ©¦qt〉为 Heisenberg 绘景的相应状

态,相应在时间 t与 t′间始末态交叠的跃迁幅是

〈q′t′©¦qt〉=〈q′©¦exp -
i  
h

Ĥ ( t′- t) ©¦q〉. ( 4. 1)

将时间间隔 t′- t 分为 n 个等分δt=
t′- t
n

, 跃迁幅可写作

〈q′©¦exp -
i  
h

Ĥ ( t′- t) ©¦q〉=∫dq1⋯dqn- 1〈q′©¦exp -
i  
h

Ĥ δt ©¦qn- 1〉

〈qn - 1 ©¦exp -
i  
h

Ĥ δt ©¦qn- 2〉⋯〈q1©¦exp -
i  
h

Ĥ δt ©¦q〉, ( 4. 2)
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以上插入了 n- 1个态的完备集: 1=∫dq©¦q〉〈q©¦. 下面将上式中的一个矩阵元进行变换:

〈q2©¦exp -
i  
h

Ĥ δt ©¦q1〉=〈q2©¦1 -
i  
h

Ĥ δt ©¦q1〉+ O(δt
2
) . ( 4. 3)

H amilt on 量算符的形式为

Ĥ ( P̂ , Q̂ ) =
P̂

2

2m
+ V( Q̂ ) ,

它的矩阵元是

〈q2 ©¦Ĥ ( P̂ , Q̂ ) ©¦q1〉=〈 q2©¦P̂
2

2m©¦q1〉+ V
q2 + q1

2
δ( q2 - q1 )

=∫ dp
2π
〈q2 ©¦p〉〈 p©¦P̂

2

2m©¦q1〉+ V
q2 + q1

2 ∫
dp
2π

e
ip ( q

2
- q

1
)

=∫ dp
2π

e
ip ( q

2
- q

1
) p

2

2m
+ V

q2 + q1

2
,

以上用了 1 =∫ dp
2π

©¦p〉〈p ©¦, ©¦p〉的归一化是〈q©¦p〉= exp i
p  
h

q ,它是算符 P̂ 的本征态相

应本征值 p . V 写成了对称化的形式.矩阵元式( 4. 3)已求值完毕:

〈q2 ©¦exp -
i  
h

Ĥ δt ©¦q1〉≈∫ dp
2π

exp i
p  
h

( q2 - q1 ) 1 -
i  
h
δt

p
2

2m
+ V

q2 + q1

2

≈∫ dp
2π

exp i
p  
h

( q2 - q1 ) exp -
i  
h

H p ,
q2 + q1

2
δt .

在上式结果中, H 已是 c数函数了. 跃迁幅式( 4. 2)变为

〈 q′©¦exp -
i  
h

H
^

( t′- t) ©¦q〉=∫ dp 1

2π
⋯

dp n
2π∫dq1⋯dqn- 1 exp

i  
h∑
n

i= 1

δt  

¡¤ p i
qi - qi- 1

2
- H p i,

qi + qi- 1

2
. ( 4. 4)

在式( 4. 2)中有 n 个因子, 故有 n 个积分变量 p , 而在间隔中插了 n- 1 个完备集, 故有

n- 1个积分变量 q.上式可以形式地写作(取 n→∞)

〈 q′©¦ex p -
i  
h

Ĥ ( t′- t) ©¦q〉=∫ dqdp
2π

exp
i  
h∫

t′

t
dt[ p q

¡¤
- H ( p , q) ] . ( 4. 5)

在式( 4. 4)的积分中, 对 p i 的部分可以利用 Gauss 积分公式

∫
∞

- ∞

dx
2π

e - a x
2

+ bx =
1

4πa
eb

2
/ 4a

求出

∫ dp i
2π

ex p -
i

2m  h
δtp

2
i + i

p i  

h
( qi - qi- 1 ) =

m
2πi  hδt

1/ 2

exp
im( qi - qi- 1 )

2

2  hδt
,

此处将积分公式中的系数作为虚数使用,可以理解为对虚时间作解析延拓. 上式的指数因

子和余下的因子重新合并为

i  
h
δt

m
2

qi - qi- 1

δt

2

- V
qi + qi- 1

2
.

式( 4. 4)就可以写作
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〈 q′©¦exp -
i  
h

Ĥ ( t′- t) ©¦q〉

= lim
n→∞

m
2πi  hδt

n
2

∫∏
n - 1

i

dqi exp
i  
h∑
n

i= 1

δt
m
2

qi - qi- 1

δt

2

- V( qi)

≡N∫ [ Dq] exp
i  
h∫

t′

t
dτ

m
2

q
¡¤2 - V( q)

= N∫ [ Dq] exp
i  
h∫

t′

t
dτL ( qq

¡¤
)

= N∫ [ Dq] exp
i
h  

S . ( 4. 6)

在式( 4. 6)中归一化常数 N 及测度[ Dq]的乘积的定义包含在第一个等号右方的极限中.

图 4. 1 从( q, t)到( q′, t′)的不同历史

这实际上是一个无穷维积分. L( q q
·

)是轨道 q( t )的

Lagrange 量, S 是轨道的作用量, 定义都包含在式

中. 跃迁幅的诠释是: 它是从( q, t)到( q′, t′)的不同

“历史”(即所有可能的轨道)的和(见图 4. 1) . 求和

的权重是个相因子, 相位是 S/ h, S 也就是这个“历

史”的作用量. 每一个积分变量 qi是在时间 t i 的粒

子可能坐标,即相应不同历史在 ti 时的 q值(图中 t i

处的直线与不同轨道的交点) . 从式( 4. 6)可以看出

路径积分表达方式与经典力学间的对应是明显的.

在很多可能的历史中, 有一个历史是特殊的, 它就

是使作用量取极值的经典轨道.和经典力学不同处

是, 其它轨道也是可能的,它们也有自己的权重函数(相因子)共同参与在求和中. 这些都

在以下的发展以及例中得到阐明.

解能量本征函数及本征值问题在路径积分中如何表现呢? 记Ĥ的本征态为©¦n〉, 相应

本征值 E n ,即有

Ĥ ©¦n〉= E n©¦n〉. ( 4. 7)

跃迁幅〈x ft f©¦x it i〉是

〈x f tf ©¦x iti〉= ∑
n

exp - i
E n  

h
t〈x f©¦n〉〈n©¦x i〉, ( 4. 8)

此处 t= t f - t i .当对具体问题求出跃迁幅的路径积分后, 通过和( 4. 8)式右方相比就能得

到 E n 和ψn=〈x ©¦n〉. 在下面的谐振子例中将给出这个计算的概要. 如果只求最低态, 则可

过渡到虚时间

t ≡- iτ, ( 4. 9)

此时跃迁幅变为

〈 x f©¦exp -
Ĥ  
h
τ©¦x i〉= ∑

n

exp -
E n  

h
τ〈x f ©¦n〉〈n©¦x i〉, ( 4. 10)

令τ→∞,并设本征谱为分立的, 则在指数下降函数中唯有 E 0 一项能保留下来,即有
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lim
τ→∞〈 x f©¦exp -

Ĥ  
h
τ©¦x i〉= lim

τ→∞
exp -

E 0  

h
τψ0 ( x f)ψ*0 ( x i) .

计算出路径积分并取极限,和式右方比较就给出基态的本征值及本征函数.

现在讨论路径积分的计算.考虑质量 m= 1的粒子. Lagrange 量是

L =
1
2

dx
dt

2

- V( x ) , ( 4. 11)

作用量是

S =∫
t
f

t
i

L x ,
dx
dt

dt. ( 4. 12)

在欧氏时空中( x ,τ= it) , 路径积分中的相因子是

exp
i  
h

S[ x ( t) ] = exp -
1  
h∫
τ

f

τ
i

1
2

dx
dτ

2

+ V( x ) dτ≡ exp -
1  
h

SE ,

( 4. 13)

此处欧氏作用量 SE 是

SE =∫
τ
f

τ
i

1
2

x
¡¤ 2

+ V( x ) dτ, ( 4. 14)

x
·
是 dx / dτ的缩写. 在以下的讨论中略去下标 E. 要计算的跃迁幅是

〈x f©¦exp -
Ĥ  
h
τ©¦x i〉= N∫ [ Dx ] e

- S / h  

, ( 4. 15)

作用量的始末态坐标为

x i = x i(τi) ,  x f = x f (τf) . ( 4. 16)

路径积分式( 4. 15)主要贡献来自给出最小作用量 S 0 的轨道, 即经典轨道, 记为 X (τ) . 记

其它满足条件式( 4. 16)的可能轨道为 x (τ) , 将 x (τ)用经典轨道X (τ)及对它的偏离δx (τ)

表示:

x (τ) = X (τ) + δx (τ) . ( 4. 17)

将δx (τ)用一正交归一完备集 x n (τ)展开, ( 4. 17)式可写作

x (τ) = X (τ) + ∑
n

cnx n (τ) . ( 4. 18)

[ Dx ]可以写为

[ Dx ] = ∏
n

dcn

2π  h
, ( 4. 19)

数值因子直到归一因子取确定值以前没有特殊意义.下面要证明的是, 路径积分式( 4. 15)

和 e
- S

0
/ h  

成正比, 此处 S 0 就是经典轨道的作用量, 比例因子称前置因子( prefact or ) , 由偏

离经典轨道的所有轨道提供贡献.将任意轨道的作用量泛函 S[ x (τ) ]用经典作用量 S 0 和

各阶变分表示:

S [ x (τ) ] =∫
τ
f

τ
i

1
2

dx
dτ

2

+ V( x ) dτ

= S [ X (τ) + δx (τ) ] = S[ X (τ) ] + δS + δ
2
S + ⋯. ( 4. 20)

S [ X (τ) ]就是经典作用量 S 0 . S [ x (τ) ] - S [ X (τ) ]取到 δx 一阶就是 δS ,二阶量给出 δ
2
S,
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等.考虑到关系

V( x ) - V( X ) = V′( X )δx +
1
2

V″( X ) (δx ) 2 ,

dX
dτ

+
d
dτ
δx

2

-
dX
dτ

2

= 2
dX
dτ

d
dτ
δx +

d
dτ
δx

2

,

以及上式右方在积分∫dτ下作分部积分, 并用边界条件 δx (τf ) = δx (τi) = 0所导致的

2
dX
dτ

d
dτ
δx - 2

d
2
X

dτ2
δx ,

d
dτ
δx

2

-
d

2

dτ2
δx δx ① ,

最后得

δS =∫
τ
f

τ
i

dτ-
d

2
X

dτ
2 + V′( X ) δx . ( 4. 21)

最小作用的要求δS= 0 给出

-
d

2
X

dτ
2 + V′( X ) = 0. ( 4. 22)

这就是作用量(见式( 4. 20) )为极值的 Euler-Lagrange 方程, 即经典轨道满足的方程. 由

于δS= 0,就有

S = S 0 + δ
2
S, ( 4. 23)

δ2S =∫
τ
f

τ
i

-
1
2

d2

dτ2
δx +

1
2

V″( X )δx δx dτ. ( 4. 24)

δ
2
S 是由偏离经典轨道给出的贡献. 为了求出 δ

2
S , 需要对式 ( 4. 18)中的 x n 给以具体规

定.令它的本征方程为

-
d2

dτ2
+ V″( X ) x n = λnx n , ( 4. 25)

边界条件为

xn (τi) = xn (τf ) = 0,

正交归一化条件是

∫
τ
f

τ
i

x m (τ) x n (τ) dτ= δmn .

将δx = ∑cnx n 代入式( 4. 24)并用正交归一条件和式( 4. 25) ,得

δ
2
S =∫ dτ∑

m, n

cm x m -
1
2

d2

dτ
2 +

1
2

V″( X ) cnxn

= ∑
mn

1
2
λncmcnδmn =

1
2∑n c2

nλn . ( 4. 26)

路径积分式( 4. 15)已经算出:

〈 x f©¦exp -
Ĥ  
h
τ©¦x i〉= N∫ [ Dx ] e

- S / h-

= N e
- S

0
/ h  

∫∏
n

dcn

2π  h
e

- δ
2

S / h  
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= N e
- S

0
/ h  ∫∏
n

dcn

2π  h
exp -

1
2  h∑c

2
nλn

= N ∏
n

λ
-

1
2
n e

- S
0

/ h  

. ( 4. 27)

上面最后一步是用了 Gauss 积分公式. 由于 λn 正是算符-
d2

dτ2
+ V″( X )的本征值, 而在 x n

表示中算符的矩阵是
λ1
λ2
w

,

非对角元都是 0.因此∏
n

λ
- 1/ 2

n 可以写作[ det( - �
2
τ+ V″( X ) ) ]

- 1 / 2
.算符矩阵的行列式是与

表示无关的,而用 xn 表示计算上面的行列式正是∏
n

λn . 式( 4. 27)可改写为

〈x f©¦exp
Ĥ  
h
τ©¦x i〉= N [ det ( - �2τ+ V″( X ) ) ] - 1/ 2e

- S
0

/ h  
. ( 4. 28)

指数上是经典作用量,前置因子是偏离经典轨道的贡献, 计算到二阶变分.这个计算实际

上是半经典近似,高阶变分会带来 O(  h)修正.

以下用谐振子为例,用路径积分解本征函数本征值问题. 欧氏时空谐振子 Lagrange

量是

L =
1
2

dx
dτ

2

+
1
2
ω

2
x

2
. ( 4. 29)

势能部分给出

V″= ω
2
, ( 4. 30)

为常数.经典轨道方程是

-
d2X
dτ2

+ ω2 X = 0.

先计算一个简单情况: X (τ) = 0, τ为任何值. 边界条件是

X -
τ0
2

= 0,   X
τ0
2

= 0.

经典作用是

S 0 = 0.

前置因子可以直接计算如下 [ 7] : x n 满足的方程是

-
d

2

dτ
2 + ω

2
xn = λnx n . ( 4. 31)

边界条件要求 x n 对τ对称,其解是

x n (τ) = cos λn - ω
2
τ.

边界条件 x n ±
τ0
2

= 0决定了本征值 λn 满足

(λn - ω
2
)

1 / 2 τ0
2

=
nπ
2

,

由此得
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λn = ω
2

+
n2π2

τ20
=
n2π2

τ20
1 +
ω

2
τ

2
0

n
2
π

2 ,   n = 1, 2,⋯ ( 4. 32)

因此有

∏
n

λ
- 1 / 2
n = ∏

n

n
2
π

2

τ
2
0

- 1/ 2

∏
n

1 +
ω

2
τ

2
0

n
2
π

2

- 1 / 2

.

上式右方的两个因子可以分别计算. 先考虑自由粒子 (振子的弹性常数为 0, 即 ω= 0) ,λn

=
n2π2

τ20
.因此

〈 0©¦exp -
p

2

2  h
τ0 ©¦0〉= N ∏

n

n2π2

τ
2
0

- 1/ 2

.

左方可以直接计算.根据式( 4. 10)有①

〈 0©¦exp -
p 2

2  h
τ0 ©¦0〉= ∑

n

exp -
p

2
n

2  h
τ0 ψn ( 0)ψ*n ( 0) = ∑

n

exp -
p

2
n

2  h
τ0

=∫
∞

- ∞

dp
2π

e
p 2τ

0
/ 2 h  

=
1

2πτ0 /  h
.

因此得到

N ∏
n

n
2
π

2

τ
2
0

- 1 / 2

=
1

2πτ0 /  h
.

第二个因子可用公式②

πy∏
n

1 +
y

2

n2
= sin hπy

给出.总起来,

〈 0©¦e
- Ĥ τ

0
/ h  

©¦0〉=
ω
π  h

1/ 2

( 2 s inhωτ0 )
- 1 / 2

. ( 4. 33)

取大的τ0 值时, 考虑到

( 2s inhωτ0 ) - 1/ 2 = e
ωτ

0
/ 2

( 1 - e
- 2ωτ

0) 1/ 2 ≈ e
- ωτ

0
/ 2

1 +
1
2

e
- 2ωτ

0 + ⋯ ,

就有

lim∑
n

exp -
E n  

h
τ0 ©¦〈0©¦n〉©¦

2
=
ω
π  h

1/ 2

e
- ωτ

0
/ 2

1 +
1
2

e
- 2ωτ

0 + ⋯

右方第一项给出

E 0 =  
hω0

2
,   ψ20 ( 0) =

ω  
hπ

1/ 2

. ( 4. 34)

第二项给出

E 2 =
5  hω0

2
,   ψ

2
2 ( 0) =

1
2
ω  

hπ

1/ 2

. ( 4. 35)

由于取了简单的路径积分式 ( 4. 33) , 因此只得到偶宇称态和零点波函数. 下面给出用
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对自由粒子 ψn( 0) = 1.



Mink owski时空对普遍的跃迁幅计算的概要① . 计算的路径积分是

〈xb tb ©¦x at a〉=∫ [ Dx ] exp
i  
h

S ≡ exp
i  
h

S 0 F ω( t b - t a ) , ( 4. 36)

式中

S =∫
t
b

t
a

m
2

( x
¡¤2 - ω2x 2 ) . ( 4. 37)

经典轨道方程是

x
¡¤¡¤

= - ω
2
x , ( 4. 38)

满足边界条件的解是

X ( t) =
xb sinω( t - ta ) + x a sinω( t b - t)

s inω( t b - t a )
. ( 4. 39)

S 0 容易求得,但 F ω的计算比较复杂. 结果是

〈x bt b©¦x a t a〉=
1

2πi  h/ m

ω
s inω( t b - t a )

¡¤exp
i  
h

mω
2s inω( t b - t a )

( x 2
b + x 2

a ) cosω( t b - t a ) - 2x bx a . ( 4. 40)

路径积分可以用 Ĥ的本征函数,本征值表示为

〈x btb ©¦x a ta〉= ∑
n

ψn ( x b)ψ
*
n ( x a ) e

- i E
n

( t
b

- t
a

) h  
, ( 4. 41)

将它与式( 4. 40)比较就能得到本征函数和本征值.为此要用 Mehler 公式
②

1

1 - a 2
ex p -

1
1 - a

2 ( x
2

+ x′
2

- 2x x′a )

= e
- x 2- x′2

∑
∞

n= 0

a
n

2nn!
H n ( x ) H n ( x′) ,

此处 Hn ( x )是 Hermite 多项式.令 a = e
- iω( t

b
- t

a
)
, x =

x b

λ
, x′=

x a

λ
, λ=  

h
mω

, 用 Mehler 公式

变换式( 4. 40) ,并和式( 4. 41)比较, 得

ψn ( x ) = N nλ
- 1/ 2

e
- x 2/ 2λ2

Hn ( x /λ) ,

N n = ( 2
n
n! π)

- 1/ 2
, ( 4. 42)

E n =  hωn +
1
2

.

和解 Schro�dinger 方程的结果完全一样.

4. 2 瞬子与双阱中能级的相干劈裂

考虑图 4. 2( a)所示的双势阱.势对坐标 x 是对称的,即
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② 见 Morse P M and F eshbach H. Method of T heoret ical P hys ics , Vol. I. N ew Yor k: M cGraw H ill , 1953,

p781.
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图 4. 2 双势阱( a )及其力学模拟( b)

V( - x ) = V( x ) . ( 4. 43)

势在 x = ±a 处为 0 (极小值 ) , 并有 V″(±a ) = ω
2 . 经典轨道的运动方程 (欧氏时空) 由

( 4. 22)式给出:

d
2
X

dτ2
= V′( X ) .

将它与 Minkowski时空的运动方程( m= 1)

d
2
x

dt
2 = - V′( x )

比较,可以把 X 在虚时间τ的运动和一个经典粒子在势- V 中实时间运动相比拟 (图 4. 2

( b ) ) .这样就可以利用经典力学的概念来定性地分析经典轨道. 这种方法称为力学模拟.

从双阱势的力学模拟分析,有两种简单的经典轨道:①对所有的τ值, X (τ) = - a 或 X (τ)

= a ;②X -
τ
2

= - a , X
τ
2

= a , τ→∞或 X -
τ
2

= a , X
τ
2

= - a , τ→- ∞. 在路径

积分中要计算的跃迁幅是

〈- a©¦exp -
Ĥ  
h
τ©¦- a〉=〈 a©¦exp -

Ĥ  
h
τ©¦a〉, ( 4. 44)

和

〈a©¦exp -
Ĥ  
h
τ©¦- a〉=〈 - a©¦exp -

Ĥ  
h
τ©¦a〉. ( 4. 45)

考虑第二类解,由于 τ→∞, 从力学模拟分析,粒子在 x = ±a 时速度为 0,因此势能动能都

为 0,是零能量解:
1
2

dx
dτ

2

- V= 0. 对路径积分经典解这相当于

dX
dτ

= 2V, ( 4. 46)

它的解是

τ= τc +∫
X

0
dx′( 2V( x′) ) - 1 / 2 . ( 4. 47)

τc 是 X = 0相应的虚时间,是个任意的积分常数. 图 4. 3给出解( 4. 47) ,它称为“以 τc 为中

心的瞬子”, 也称扭折解( kink ) . 瞬子 ( ins tanton )在数学结构上与场论中粒子状的解“孤

子”很类似, 所以称为“子”( -on ) . 由于它在很长的(虚 )时间都位于- a 或+ a ,只在一瞬间
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离开±a 而从 X = 0处掠过, 故名“瞬子”.这一“瞬”是可以估计的. 在τ→∞, X≈a 时 V 可

以写为
1
2
ω

2 ( a- X ) 2 ,从( 4. 46)式得
dX
dτ
≈ω( a - X ) , 解为 a - X = e

- ωτ
.因此, 只在 1/ω这一

瞬间 X 才明显远离 a . X ( - ∞) = a , X ( + ∞) = - a 的解称为反瞬子. 从式( 4. 46)可以得

出瞬子(反瞬子)的经典作用量

图 4. 3 瞬子解 图 4. 4 瞬子-反瞬子系列

S 0 =∫dτ
1
2

dX
dτ

2

+ V =∫dτ
dX
dτ

2

=∫
a

- a
dx 2V. ( 4. 48)

以上推导用了式 ( 4. 46) .由于在虚时间( - ∞,∞)之间 1/ω是个可忽略的量( - 瞬) ,因此

瞬子(反瞬子)并不是唯一的近似经典解.由一系列瞬子-反瞬子连接而成的也是近似经典

解. 图 4. 4 给出这个系列, τ1 , τ2 , ⋯为各个瞬子(反瞬子)的中心. 在图上 1/ω取为 0. 对 n

个瞬子-反瞬子系列经典作用量是 nS 0 ,因为根据式( 4. 48) , 瞬子的作用主要来自 X≈0 的

那一瞬.路径积分前置因子[ det ( - �
2
τ+ V″( X ) ) ]

- 1 / 2
的计算涉及问题较多. 如果没有 τ1 ,

τ2 ,⋯这些瞬间,粒子位于+ a 或 - a , 在那里 V″= ω
2 ,因此结果和谐振子(式( 4. 33) )一样,

即
ω
π  h

1/ 2

e
- ωτ

0
/ 2

. 令单瞬子对前置因子的修正为因子 K (下面计算) , 则 n 个瞬子-反瞬子

的前置因子应该是

ω
π  h

1/ 2

e
- ωτ

0
/ 2

K
n
. ( 4. 49)

由于τ1 ,τ2 , ⋯的位置是任意的, 对所有的经典轨道求和也涉及对这些位置的积分.由于被

积分函数与τ1 ,⋯, τ2 的位置无关,因此有

∫
τ

0
/ 2

- τ
0

/ 2
dτ1∫
τ

1

- τ
0

/ 2
dτ2⋯∫

τ
n- 1

- τ
0

/ 2
dτn =
τ
n
0

n!
. ( 4. 50)

还有一个细节是, 如 X -
τ0
2

= X
τ0
2

, 则应取偶数的瞬子-反瞬子; 如 X -
τ0
2

=

- X
τ0
2

, 则应取奇数个.例如

〈 - a©¦ex p -
Ĥ  
h
τ0 ©¦a〉=

ω
π  h

1/ 2

e
- ωτ

0
/ 2

∑
n ( odd)

K
n
e

- nS
0

/ h  
τ
n
0

n!
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=
ω
π  h

1
2

e
- ωτ

0
/ 2 1

2
exp ( K e

- S
0

/ h  
τ0 ) - exp ( - K e

- S
0

/ h  
τ0 ) ( 4. 51)

〈 - a©¦exp -
Ĥ  
h
τ0 ©¦- a〉=

ω
π  h

1 / 2

e
- ωτ

0
/ 2 1

2
exp ( K e- S

0
/ h  τ0 )

+ exp ( - K e
- S

0
/ h  
τ0 ) . ( 4. 52)

和式( 4. 10)相比,看出 Ĥ 的本征值是

E ±=
1
2

 hω±  hK e
- S

0
/ h  

, ( 4. 53)

相应的本征态©¦+ 〉和©¦- 〉(激发态和基态)与©¦a〉和©¦- a〉的内积为

©¦〈+ ©¦± a〉©¦2 = ©¦〈- ©¦± a〉©¦2 =〈a ©¦- 〉〈- ©¦- a〉= - 〈a©¦+ 〉〈+ ©¦- a〉

=
1
2
ω
π  h

1
2

. ( 4. 54)

基态©¦- 〉是©¦a〉与©¦- a〉的偶组合, 激发态是它们的奇组合.以上的结果可以从

〈 + ©¦exp -
Ĥ  
h
τ0 ©¦+〉= exp -

E +  

h
τ0 = e

- ω
0
τ

0
/ 2

exp( - K e
- S

0
/ h  
τ0 ) ,

( 4. 55)

〈 - ©¦exp -
Ĥ  
h
τ0 ©¦- 〉= exp -

E -  

h
τ0 = e

- ω
0
τ

0
/ 2

exp( K e
- S

0
/ h  
τ0 ) ( 4. 56)

两个要求得到.

上面实现的实际是二能级体系的相干劈裂.如果双阱中间的峰是无限高, 则两个阱中

分别的基态是简并的. 但峰是有限的, 左右阱中的基态能通过隧穿而混合, 因而©¦+ 〉与

©¦- 〉就有能量差 2  hK e
- S

0
/ h  

.隧穿因子 e
- S

0
/ h  
的出现是自然的. 由于本征态是左右两阱基态

的相干叠加,这个劈裂称相干劈裂.

以下计算单个瞬子的前置因子 K .令 X (τ, τc)代表中心在τc 的瞬子解.将 τc 移动小量

δτc 的解与原解之差为

X (τ, τc) - X (τ, τc + δτc ) = -
�
�τc

X (τ, τc)δτc =
�
�τ

X (τ,τc)δτc.

最后一步是因为移动 τc 和反方向移动 τ的原点等价. 由于移动解并不变更作用量, 因此

从式( 4. 24)得到

-
d2

dτ2
+ V″( X ) δX = 0,

即

-
d

2

dτ
2 + V″( X )

�
�τ

X (τ, τc) = 0. ( 4. 57)

从此得到结论,
�X
�τ
是算符 -

d2

dτ2
+ V″( X ) 的本征函数, 相应本征值为 0,称零模解. 记 x 0
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为归一的零模解①

x 0 = C
dX
dτ

,

归一条件是

1 = C
2∫dτ

dX
dτ

2

= C
2
S 0 . ( 4. 58)

上式最后一步的根据是式( 4. 48) .因此有

x 0 = ( S 0 ) - 1/ 2 dX
dτ

. ( 4. 59)

在将任意解 x (τ)在 X (τ)附近展开时,有

x (τ) = X (τ) + c0 x 0 + ∑
n= 1

cnx n , ( 4. 60)

而对 c0 积分会给出 λ
- 1/ 2
0 , 而 λ0 = 0.不过实际上对 c0 积分等价于对 τc 的积分, 而对 τc 的积

分已经在上面对瞬子中心位置的积分式( 4. 50)作过了. 现在只需找出等价的比例因子即

可.变化 dτc 时 x (τ)的变化是

dx (τ) = -
dX
dτ

dτc = - S
1/ 2
0 x 0 dτc,

而变化 c0 带来的是

dx (τ) = x 0dc0 .

二者相比给出

1

2π  h
dc0 =

S 0

2π  h
dτc . ( 4. 61)

这样,单个瞬子对路径积分的贡献已全部算出:

〈a©¦exp -
Ĥ  
h
τ0 ©¦- a〉

1
= Nτ0

S 0

2π  h

1
2

e
- S

0
/ h  

det′-
�

2

�τ2
+ V″( X )

-
1
2

.

( 4. 62)

det 上的撇号“′”代表不包括零本征值, 而对
dc0

2π  h
的积分已被 τ0

S 0

2π  h

1
2

取代了. 将式

( 4. 51)中一个瞬子的贡献抽出,

〈a ©¦exp -
Ĥ  
h
τ0 ©¦- a〉

1
=
ω
π  h

1
2

e
- ωτ

0
/ 2

K e
- S

0
/ h  
τ0 ,

并考虑谐振子的前置因子(式( 4. 33) )

N det -
�

2

�τ
2 + ω

2
- 1/ 2

=
ω
π  h

1
2

e
- ωτ

0
/ 2

,

就得出
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① 以下不涉及 τc的变化 , X 只是 τ的函数 . 在讨论零模解时就用
dX
dτ

.



K =
S 0

2π  h

1
2

det -
�

2

�τ
2 + ω2

det′-
�2

�τ2
+ V″( X )

1
2

. ( 4. 63)

从量子力学的通常表述(解 Sch ro�dinger 方程)所得结果与以上 K 的计算是符合的,可参

阅文献[ 6]附录 B.

上文中提到,路径积分的计算(指数上的经典作用量,二级变分给出的前置因子)相当

于半经典近似.式( 4. 53)中对能量
1
2

 hω的修正  hK e
- S

0
/ h  
包含一个指数因子. 半经典近似的

结果只在 O(  h)情况才有意义. 当 S 0m  h时, 修正项会比 O(  h
2
)还小. 保留它是否有意义呢?

作为修正项,它没有意义, 但作为©¦+ 〉和©¦- 〉的劈裂,它是带头项, 因此是有意义的 .

本节内容可参阅文献[ 6] .

4. 3 密度矩阵与路径积分

在量子力学中,描述状态的密度矩阵是

ρ= ∑
k

wk ©¦k〉〈k©¦, ( 4. 64)

此处©¦k〉是正交归一完备集, wk 代表状态处于©¦k〉的几率, ∑
k

wk = 1, 即 trρ= 1. 如果只有

某个 w i= 1,而其它 w j ( j≠i) = 0, 状态是纯态,否则是混合态 . 式( 4. 64)和波函数线性叠

加不同 . 对波函数用完备集展开的叠加,虽然某项的系数 ci的模方代表状态处于©¦i〉的几

率,但各项系数的相对相位是固定的, 这种叠加是相干的 . 而密度矩阵各项的系数 w k 是

实数,只表示几率(相当于©¦ck ©¦
2
) ,没有相位间的关系, 因此是非相干的 . 在 x 表示中

ρ( x′x ) ≡〈x′©¦ρ©¦x〉= ∑
k

wk〈x′©¦k〉〈k©¦x〉= ∑
k

w kψk ( x′)ψ
*
k ( x ) . ( 4. 65)

任意物理量在ρ所代表的状态中的期望值是

〈Â 〉= trρA =∫dx〈x ©¦ρA ©¦x〉=∫dx dx′〈x ©¦ρ©¦x′〉〈x′©¦A©¦x〉

=∫dx dx′ρ( x , x′) A ( x′, x ) , ( 4. 66)

其中 A ( x′, x )是算符 Â在 x 表示中的矩阵元 .

在统计力学中,考虑体系处于温度 T 的环境中 . 取本征态集©¦φi〉,它们满足

Ĥ ©¦φi〉= E i©¦φi〉, ( 4. 67)

则体系处于©¦φi〉的几率是

w i =
1
Q

e
- βE
i, ( 4. 68)

此处

β=
1

kT
, ( 4. 69)
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Q = ∑
i

e
- βE
i, ( 4. 70)

Q 是统计配分函数 . 密度矩阵可以写作

ρ=
1
Q∑i e

- βE
i©¦φi〉〈φi©¦=

1
Q

e
- βĤ

. ( 4. 71)

最后一步是将 e
- βE
i©¦φi〉换成 e

- βĤ
©¦φi〉, 再用完备条件∑

i

©¦φi〉〈φi©¦= 1 得到的 . 有时为了

简便,用非归一的密度矩阵

ρ(β) = e
- βĤ

, ( 4. 72)

这时在求期待值等问题中需要小心 .ρ(β)满足的方程是

-
�ρ
�β

= Ĥρ, ( 4. 73)

ρ( 0) = 1. ( 4. 74)

在 x 表示中

ρ( x , x′;β) =〈x ©¦e
- βĤ

©¦x′〉, ( 4. 75)

-
�
�β
ρ( x , x′;β) = Ĥ xρ( x , x′;β) , ( 4. 76)

ρ( x , x′; 0) = δ( x - x′) . ( 4. 77)

将式( 4. 75)与欧氏时空路径积分〈x©¦exp -
Ĥ  
h
τ©¦x′〉比较, 它们竟如此相似:只要

设定

τ=  hβ=  
h

kT
, ( 4. 78)

统计力学中密度矩阵就可以用路径积分表示:

ρ( x , x′;β) = N∫ [ Dx ( u) ] exp -
1  
h∫

U

0

1
2

mx
¡¤2

( u ) + V[ x ( u) ] du , ( 4. 79)

此处 U =  hβ. 体系所有的平衡态性质都能从密度矩阵得到 .

为了印证一下用 Mink owski时空计算的式( 4. 40) , 这里用欧氏时空计算谐振子的密

度矩阵,利用一个路径积分的重要性质 . 经典轨道的运动方程是

X
¡¤¡¤

- ω
2
X = 0,   X ( 0) = x ,   X ( U) = x′. ( 4. 80)

解是

X =
( x′- x e

- ωU
) e
ωu

+ ( xe
ωU

- x′) e
- ωu

2s inhωU
. ( 4. 81)

经典作用可以直接计算:

S 0 =
mω

2sinhωU
[ ( x′

2
+ x

2
) coshωU - 2x x′] . ( 4. 82)

将满足边界条件的任意轨道 x 用 X 表示:

x ( u) = X ( u) + y ( u) ,   y ( 0) = y ( U ) = 0. ( 4. 83)

二阶变分是

δ
2
S =

m
2∫

U

0
( y

¡¤2
+ ω

2
y

2
) du. ( 4. 84)
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前置因子和路径积分分别是

F ( U ) ≡∫ [ Dy ] exp -
1  
h∫

U

0

m
2

y
¡¤ 2

+
mω

2

2
y

2
du , ( 4. 85)

ρ( x , x′; U ) = e
- S

0
/ h  

F ( U) . ( 4. 86)

利用路径积分的基本性质

ρ( x , x′; U 1 + U2 ) =∫ρ( x , x″; U2 )ρ( x″, x ; U 1 ) dx″, ( 4. 87)

它的意义是把一个历史分两步走:有一个中间阶段 x″, 两步分别用了虚时间 U 1 和 U2. 对

历史求和,中间值 x″是任意的,应该积分 . 用式( 4. 87)便可以解出前置因子 F ( U) . 将式

( 4. 86)代入式( 4. 87) :

F ( U1 + U 2 ) ex p -
S 0 ( x , x′; U1 + U2 )  

h

=∫exp -
1  
h

[ S 0 ( x , x″; U2 ) + S 0 ( x″, x′; U 1 ) ] F ( U1 ) F ( U 2 ) dx″.

将式( 4. 82)代入,对 x″积分,得 F ( U )满足的方程:

F ( U1 + U2 )
2  hπs inhω( U 1 + U2 )

mω

1
2

= F ( U1 )
2  hπsinhωU 1

mω

1
2

F ( U2 )
2  hπs inhωU2

mω

1
2

.

( 4. 88)

因此解是

2  hπs inhU
mω

1
2

F ( U) = e
αU

,

或

F ( U ) =
mω

2  hπs inhU

1
2

e
αU

. ( 4. 89)

α可以从归一化决定 . 结果和式( 4. 40)相同 . 这里用了式( 4. 87)而没有直接对式( 4. 85)

求积分,是个巧妙的办法
[ 3 ]
.

两个耦合体系的密度矩阵的计算比较复杂,将在本章附录 1中讨论 . 本节内容可参

阅文献[ 3] .

4. 4 衰变态的瞬子方法

考虑图 4.5的势及力学模拟 . 如果不考虑势垒隧穿,则在阱底可以有一个基态 . 现

在有了隧穿,能否和双阱问题一样用路径积分计算对能量的修正呢?从力学模拟看经典轨

道是τ= - ∞, X = 0 到τ= 0时, X = σ,此时速度降为 0,开始走回头路, 最后于 τ= + ∞回

到 X = 0. 轨道示于图 4.6。这个解称为回弹( bounce) :指它到了σ就被弹回了 . 如果计算

〈 0©¦exp -
Ĥ  
h
τ0 ©¦0〉, 似 乎和双阱类似, 也能对一串回弹解求和, 最后得到类似

ω
π  h

1
2

e
- ωτ

0
/ 2

exp ( Kτ0 e
- S

0
/ h  

)的结果, 当然 S 0 ,ω和双阱情况不同 .
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图 4. 5 势( a)及力学模拟( b)

实际情况并不如此简单 . 首先, 算出的修正比去掉的量还小, 而这里又没有劈裂, 算

它有什么意义? 其次,回弹解有一个极大值, 即
dX
dτ
在此为 0:它有一个节点 . 从束缚态能

级的性质看, 零模解有节点, 就应该还有一个能量更低 (能量为负值 )的无节点的解, 与

∏
i

λ
- 1 / 2
i 成正比的因子K 就会是虚数. 还有,从图 4.5( a) 的势看, 势垒穿透将使原居阱底

图 4.6 回弹解

的态成为不稳定的 .

确实, 在阱中的态是不稳定的,这使它的能

量有虚部, 这个虚部决定态的衰变率 . 态的不

稳定是由势垒隧穿造成的, 也应由路径积分算

出 . 对能量修正如果是实的, 确定不好保留, 因

为弃去的部分还会比它大 . 但虚部恰恰是需要

保留的,因为它已是带头项(不考虑隧穿的原能

量没有虚部) , 而且它要给出态的衰变率 . 结果的形式将会是

ImE 0 =
Γ
2

=  h©¦K ©¦e
- S

0
/ h  

, ( 4. 90)

Γ是不稳定态的能级宽度 . 在计算前置因子中, 令 λ- 1代表本征问题的负本征值, c- 1代表

x (τ)展开时负本征值态 u - 1前的系数 . 这样对 c - 1的积分会是

∫ dc- 1

2π  h
exp -

1
2  h

c
2
- 1λ- 1 =∫ dc- 1

2π  h
exp

1
2  h

©¦λ- 1 ©¦c
2
- 1 , ( 4. 91)

它是发散的 . 另一方面从∏
i

λ
- 1/ 2
i 看 ,有

1

λ- 1

=
i

©¦λ- 1 ©¦
.究竟实际情况如何呢? 可以试

用解析延拓方法 . 先设式( 4. 91)左方λ- 1为正值, 积分后得
1

λ- 1

,然后将λ- 1延拓到负值,

有
i

©¦λ- 1 ©¦
.果真如此, 则结果是 ImE 0 =

Γ
2

=  h ©¦K ©¦e
- S

0
/ h  

, 比正确值少一个因子 1/ 2. 这说

明解析延拓要作得更细些[ 8] . 为了剖析一下解析延拓的作法, 只在部分函数空间中考虑

一族以实参数 z 表征的历史,有

J ( z ) =∫ dz

2π  h
e

- S ( z ) / h  
, ( 4. 92)
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这些轨道示于图 4.7.z = 1相当于回弹轨道, 它的作用量是极大值 .z 更大的轨道由于粒

子在大 x 值处( V值为负)停留较长的(虚)时间, 使作用量减小 . 作用量与 z 的关系示于

图 4.8. 由于随 z 增加 S( z )迅速变为更大的负值, 导致积分( 4. 92)的发散 . 由于这类计

算是对定态 (而非衰变态 )进行的, 因此直接搬到图 4.5( a ) 的势并不合适 . 应该从图

4.9( a )的势开始将它逐步扭曲趋向图 4. 5( a) , 当作用量在 z= 1处达到极大值之后, 真实

势 (图 4. 5( a) )的作用量将偏离图 4.9( b)曲线在 z > 1 时向下弯, 再继续原有的积分路径

(沿 z 轴)就不行了 . 为了使积分有限并能给出虚部,应将积分路径从 z= 1处扭曲到复平

面,如图 4.10所示 . 此处假定势的扭曲决定积分回路向上半平面扭曲 . 从鞍点 z = 1 向

上方积分,用最大速率下降近似计算, 有

图 4. 7 一族用参数 z 表征的轨道 图 4.8 轨道的作用量

图 4.9 给出束缚态的势

( a) 势函数 ; ( b) 不同轨道的作用量

图 4.10 变化的积分回路

 

J =∫
1

- ∞
+∫

1 + i∞

1

dz

2π  h
e

- S ( z ) / h  
.

第一个积分给出实数 . 令 z = 1+ iy , 第二个积分是

J′= i∫
∞

0
dy

1

2π  h
exp - S( 1) +

1
2

S″( 1) ( iy ) 2  
h

此处 S″( y)在 y = 1处是负值 . 因此 J 的虚部是

ImJ =∫
∞

0

dy

2π  h
exp - S( 1) -

1
2

S″( 1) y
2  

h
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=
1
2

e
- S ( 1 ) / h  

©¦S″( 1) ©¦
- 1 / 2

. ( 4. 93)

重要的 1/ 2因子的来源是, 此处 Gauss 积分是从 0积到∞的, 其值为自- ∞积到+ ∞的积

分值的 1/ 2.可以将以上模型式的讨论进行推广:

ImK =
1
2

S 0

2π  h

1/ 2 det′-
�

2

�τ
2 + V″( X )

det -
�

2

�τ
2 + ω2

- 1/ 2

,

Γ= 2  h©¦K ©¦e
- S

0
/ h  

=  h
S 0

2π  h

1/ 2

e
- S

0
/ h  

det′-
�2

�τ2
+ V″( X )

det -
�2

�τ
2 + ω

2

- 1/ 2

. ( 4. 94)

Callan-Coleman 方法
[ 8 ]
的以上讨论不是严格证明,想法是从 J . S. Langer

[ 9]
处理相变问题

的方法启发得来的 .

作为一个例子,在附录 2中讨论“二次加三次”势的隧穿问题①。一方面可以印证本节

讨论的与回弹解相应的本征问题具有负本征值而直接计算出能量虚部, 另一方面在行列

式比例计算上还有一些有用的方法 . 结果将用于第 5 章 .

实际上对一些具体问题可以直接计算二次变分的路径积分, 而不涉及算符 -
�

2

�τ
2 +

V″( X )的本征函数展开 . 这一点将在附录 3中讨论 .

关于本节的内容,请参阅文献[ 6]。

本章讨论的相干劈裂和衰变态瞬子方法, 都属于路径积分的背景场计算方法 . 它是

一种近似方案,其特点是主要贡献来自经典轨道 . 作用量的一阶变分δS 为零给出经典轨

道,即它给出作用量的极值 . 二阶变分 δ
2
S 表示量子涨落的贡献 . 为了保证远离经典轨

道的贡献很小,必须把时间 t变为 iτ,即从 Minkow ski空间转到欧氏空间 . 这样轨道的权

重因子将出现 e
- S , 保证经典轨道( S 最小)对路径积分贡献最大, 远离它的轨道的贡献指

数衰减 . 因此背景场方法只是一种半经典近似的方便框架, 尤其是经典方程是非线性方

程时,这种量子化是在它的经典解基础上进行的, 即在经典孤子的基础上考虑量子涨落 .

要强调的是路径积分方法本身是量子力学的一种表述,它并不包含任何近似, 同时量

子化方案绝不是唯一的 . 从量子理论到其经典极限, 可以用唯一的一种途径实现 . 但给

定经典理论, 要从它出发去构造量子理论, 本质上是要引入 Planck 常数的一种“变形”

( deformation) ② ,途径并不唯一 . 从经典 Poisson 括号到量子 P oisson 括号(对易子)是一

种推广 . 但这种办法对 Fermi 子并不适用:要改用反对易子 . 判断量子化方案是否正确

的原则是:量子理论应该包含经典极限, 理论应有内在的自洽, 当然更重要的是理论预言

与实验结果符合 . 正则量子化是我们熟悉的 . 从正则量子化方案还演化出一种“对应原

理量子化”。设波函数ψ为 H amilton 量某一对称群的表示 . 在对称变换下, ψ的变化是δψ

·731·

①

② 这是 L. F addeev 的提法 , 他称从量子到经典的过程为“收缩”( cont ract ion ) .

“二次加三次”势的隧穿结果首先由 A. O. Caldeira 给出 ( P h . D. T hes is , U niv. of Sussex, 1980) , 在文献 [ 13]中

引用了结果 .



( c数) . 令 Q̂为与对称变换相对应的守恒量生成元, 它通过二次量子化的算符 ψ̂, ψ̂
�表示,

它们满足一定的对易关系 . 对应原理量子化要求 δψ∝ [ ψ̂, Q̂ ] ①, 通过这个要求可以得到

生成元Q̂的形式 .通常在线性问题中, ψ̂满足的正则对易关系给出熟知的Q̂生成元形式 .

在非线性问题中,实际使用的对易关系不一定是正则的 . 这时原则上可以通过经典变分

形式 δψ找出相应的守恒量Q̂的形式 . 路径积分原则上可以给出不做近似的量子力学计

算, 其谐振子精确解便是一例, 当然结果和正则量子化完全一致 . 路径积分形式通过

F addeev-Popov理论可以推广到普遍量子场论 . 在非 Abel 规范场的量子化中,它提供很

自然的理论框架,将幺正性与可重正化性统一到一个理论构架之中 .

在路径积分的具体计算中都用了虚时间 τ= it, 这样才能在欧氏时空进行计算 . 取虚

时间的办法称为 Wick 转动, 在物理学中是经常应用的 . 对路径积分, 一些数学家是有保

留的,认为其 Wick 转动在数学上是不够严格的 .

附录 1 耦合体系的密度矩阵

这是文献[ 3]§ 3.2 中的一段内容 . 书中给出了步骤以及最终结果 . 本附录中补充

了中间计算②.

考虑一个与宏观量子隧穿有关的问题 . 这是一个耦合的体系,一个体系坐标是 q, 另

一个是谐振子 x , 二者之间有耦合- γx q. H amilt on 量是

H =
mx

¡¤2

2
+

mω2

2
x

2
+

Mq
¡¤2

2
+ V( q) - γxq. ( 4. 95)

密度矩阵为

ρ( x , x′; U ) = N∫ [ Dq] [ Dx ] exp -
1  
h∫

U

0

mx
¡¤ 2

2
+

mω
2

2
x 2 - γqx du

× exp -
1  
h∫

U

0

Mq
¡¤2

2
+ V( q) du ,

边界条件为

x ( 0) = x ,   x ( U ) = x′. ( 4. 96)

一般情况下路径积分不能积出 . 但可以试图将 x 的泛函积分积出, 得到体系 q的有效作

用量 . 将符号稍作改变,对以下路径积分求值:

F [ f ; x , x′] =∫ [ Dx ] exp -
1  
h∫

U

0

m
2

x
¡¤ 2

+
m
2
ω

2
x

2
+ if ( u) x du

x ( 0) = x ,   x ( U) = x′. ( 4. 97)

从 x 的 Euler -Lagrange 方程看,

X
¡¤¡¤

- ω
2
X =

i
m

f ( u) , ( 4. 98)
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①

② 吕嵘同志参加了结果的推导 , 特此致谢 .

左方 δψ是 c数 , 右方对易括号中的ψ̂是算符 , 故称“对应原理量子化”.



这是受迫振子 . 仍用 x = X + y ,作用量变为

S =∫
U

0

m
2

( X
¡¤

+ y
¡¤
) 2 +

mω
2

2
( X + y ) 2 + if ( X + y ) du

=∫ m
2

[ X
¡¤

2 + ω2X 2 +
2
m

if X ] du +∫m X
¡¤

y
¡¤
+ ω2X y +

2
m

if y du

+∫ m
2

( y
¡¤ 2

+ ω
2
y ) du.

第二个积分的第一项可以变换为∫X
¡¤

y
¡¤

du = X
¡¤

y
U

0
-∫

U

0
X
¡¤¡¤

ydu, 因此第二个积分变为

∫m - X
¡¤¡¤

+ ω
2
X +

i
m

f ( u) ydu, 它由于运动方程而等于 0. 第三个积分给出谐振子的前

置因子,即式( 4.33) : mω/ 2π  hsinhωU . 运动方程式( 4. 98)用参数变分法解,即

X ( u) = ( c1 + y1 ) e
ωu

+ ( c2 + y 2 ) e
- ωu

, ( 4. 99)

此处

y1 =
i

2mω∫
u

0
f ( u ) e

- ωu
du ,

y2 = -
i

2mω∫
u

0
f ( u) e

ωu
du.

( 4. 100)

用 X ( 0) = x , X ( U ) = x′, 即可将 c1 , c2 定出, 它们是 x , x′, U 以及两个常数 A 和 B 的函

数:

A =
i

2mω∫
U

0
e

- ωu
f ( u ) du,

B =
i

2mω∫
U

0
e - ω( U - u ) f ( u) du.

( 4. 101)

经典作用量计算如下:

S 0 =
m
2∫

U

0
X

¡¤
2

+ ω
2
X

2
+

2
m

if ( u) X du

=
m
2

X
¡¤

X
U

0
+∫

U

0
- X

¡¤¡¤

+ ω
2
X +

2
m

if X du

=
m
2

X
¡¤

X
U

0
+∫

U

0

i
m

f ( u) X du .

将 X (式( 4.99) ( 4.100) )代入,结果是

S 0 =
1

4mω∫
U

0∫
U

0
e

- ω©¦u- u′©¦
f ( u) f ( u′) dudu′

+
mω

2sinhωU
[ ( x

2
+ x′

2
) coshωU - 2x x′+ 2A( x e

ωU
- x′)

+ 2B( x′eωU - x ) + ( A2 + B 2 ) eωU - 2AB] . ( 4. 102)

至此已将 F (见式( 4.97) )算出:

F [ f , x , x′] =
mω

2π  hsinhωU
e

- S
0

/ h  
. ( 4. 103)

在实际应用中需要计算以下 f 的泛函:
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E[ f ] ≡
∫F [ f , x , x ] dx

∫F ( 0, x , x ) dx
. ( 4. 104)

F 的前置因子不参与积分,在 E[ f ]中约去 . 分母积分为

∫exp -
mω  

hsinhωU
( coshωU - 1) x 2 dx =

π  hsin hωU
mω( coshωU - 1)

1/ 2

. ( 4. 105)

分子的 F [ f , x , x ]中的 S 0 ©¦x′= x是

S 0 ©¦x′= x =
1

4mω∫
U

0∫
U

0
e

- ω©¦u- u′©¦
f ( u) f ( u′) dudu′

+
mω

s inhωU
x 2 ( coshωU - 1) + ( A + B) ( eωU - 1) x

+
A2 + B2

2
eωU - AB . ( 4. 106)

第二项经过整理,变为

mω
s inhωU

( coshωU - 1) x +
1
2

( A + B) ( eωU - 1)
coshωU - 1

2

- AB( 1 + eωU )

( 4. 107)

花括弧中的一项是与 x 有关的, 进入( 4.104)分子的∫exp[ - S 0 ©¦x = x′/  h] dX 积分,结果是

π  hs inhωU
mω( coshωU- 1)

1/ 2

正好和分母的积分( 4. 105)约掉 . 至此,对 E[ f ]有贡献的只余下式

( 4.106)和式( 4.107)花括弧中的第二项:

E[ f ] = exp -
1

4mω  h∫
U

0
∫

U

0
e- ω©¦u- u′©¦f ( u) f ( u′) dudu′

+
mω  

hsinhωU
( 1 + eωU ) AB . ( 4. 108)

将

AB = -
1

4m
2
ω

2∫
U

0
∫

U

0
e - ωUe - ω( u- u′) f ( u) f ( u′) dudu′ ( 4. 109)

代入,再经过整理, 最后可以得到

E[ f ] = exp -
1

4mω  h∫
U

0
∫

U

0

cosh ω©¦u - u′©¦-
ωU
2

sin h
ωU
2

f ( u) f ( u′) dudu′. ( 4. 110)

附录 2 “二次加三次”势的隧穿

考虑“二次加三次”势(图 4. 11( a) )和它的力学模拟(图 4.11( b) ) . 势的形式是

V( q) =
1
2

mω
2
q

2
- βq

3

=
27
4

V0
q
q0

2

-
q
q0

3

, ( 4. 111)

此处
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图 4.11 二次加三次势( a )及力学模拟( b)

q0 =
mω

2

2β
,   V0 =

1
54

( mω
2
)

3

β2
.

计算隧穿率也是由计算经典作用、经典轨道、前置因子几个步骤组成①. 从力学模拟看出,

经典轨道(回弹解)是 q -
τ0
2

= 0, q( 0) = q0 , q
τ0
2

= 0,τ0→∞. 经典轨道是零能量解, 因

此,经典作用量是

S 0 =∫ 1
2

mq
¡¤2 + V( q) dτ=∫mq

¡¤2 dτ=∫mq
¡¤

dq
¡¤
= 2∫

q
0

0
2mV( q) dq.

将( 4. 111)式代入, 得

S 0 = 2q0
27
2

mV0

1 / 2

∫
q

0

0

q
q0

2

-
q
q0

3 1/ 2

d
q
q0

=
36V0

5ω
. ( 4. 112)

经典轨道满足的方程是

1
2

mq
¡¤2 =

27
4

V0
q
q0

2

-
q
q0

3

,

满足边界条件 q( - ∞) = q(∞) = 0, q( 0) = q0 的解是

X (τ) = q0 sech
2 1

2q0

27V0

2m
τ. ( 4. 113)

  计算前置因子要先解一个本征问题,本征方程是(放进质量)

- m
d

2
x n

dτ
2 + V″( X ) x n = λnxn , ( 4. 114)

其中 V″是势 V的二次微商,

V″( q) =
27V0

2q2
0

1 - 3
q
q0

,

·141·

① 基于陈欣同志的推导 ,特此致谢 .



因此有

V″( X ) =
27V0

2q
2
0

1 -
3

cosh
2 1

2q0

27V0

2m
τ

. ( 4. 115)

定义新参数

E n =
λn -

27
2

V0
1
q

2
0

2m
≡
λn - ω

2

2m
,

V =
81V0

4mq2
0
,   a = 2q0

2m
27V0

,

( 4. 116)

并加以整理,方程( 4.114)变为①

d
2
x n

dτ
2 + 2 E n +

V

cosh2 τ
a

x n = 0. ( 4. 117)

势能 V(τ) =
V

cosh2 τ
a

示于图 4. 12. 方程正本征值是连续的,负本征值是分立的, 它们是

图 4.12 本征方程的势

E n = -
1

2a
2

1
2

8V
2
a + 1 - n +

1
2

2

= -
ω2

8m
( 3 - n) 2 ,  n = 0, 1, 2. ( 4. 118)

由式( 4.116)转换为我们需要的 λn :

λn = ω2 1 -
1
4

( 3 - n) 2 ( 4. 119)

三个分立的本征值是

λ0 = -
5
4
ω

2
,   λ1 = 0,   λ2 =

3
4
ω

2
. ( 4. 120)

  对连续本征值,从式( 4.116)定义

k = 2mE = λn - ω2 . ( 4. 121)

回顾一下与谐振子有关的本征问题

- m
d2 x n
dτ2

+ ω
2
x n = λnx n ,

它的本征值λn 是式( 4.32)

λn = ω
2

+
n

2
π

2

τ
2
0

,

它是用方程的解加上边界条件 x n ±
τ0
2

= 0求出的.相应的 k值是
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① 可参阅文献 [ 14] p73, [ 15] p91.



k = λn - ω
2

=
nπ
τ0

( 4. 122)

因此当τ0 大但有限时, k的谱是准连续的, 其间距是π/τ0 .本征方程( 4.117)也需加上边界

条件 x n ±
τ0
2

= 0, 求出本征值谱 . 定义

ξ= t an h
ωτ
2

, ( 4. 123)

方程的解是超几何函数

x = ( 1 - ξ
2
)

- i
k
ωF - i

2k
ω

- 3, - i
2k
ω

+ 4, - i
2k
ω

+ 1,
1
2

( 1 - ξ) . ( 4. 124)

ξ是含τ的独立变量, k 与 λn 有关 (见式 ( 4.121) ) , 将由边界条件确定, ω定义包含于式

( 4.116) :

ω=
27
2

V0
1
q

2
0
, ( 4. 125)

V0 和 q0 都是二次加三次的势参数 . 方程本有两个线性独立的解, 此处选了式( 4.124) , 因

为另一个解在原点是奇异的 . 运用边界条件(τ0 很大)只需知道解的渐近行为 . 在 τ→

±∞,独立变量的极限如下:

当τ→∞时,  �t an h
ωτ
2
→1- 2e

- ωτ
,  

1
2

( 1+ ξ)→1,  
1
2

( 1- ξ)→e
- ωτ

,  

      ( 1- ξ2 ) - i
k
ω→e ikτ;

当τ→- ∞时,  Gt an h
ωτ
2
→- 1+ 2eωτ,  

1
2

( 1- ξ)→1,  
1
2

( 1+ ξ)→eωτ,  

      ( 1- ξ
2
)

- i
k
ω→e

- ikτ
.

( 4. 126)

解( 4.124)的渐近行为如下:

τ→+ ∞时,  x e ikτF (  ,  ,  , 0) = ei kτ,

τ→- ∞时,  x e - ikτF (  ,  ,  , 1) .
( 4. 127)

运用公式①

F α,β,γ,
1
2

( 1 - ξ) =
Γ(γ)Γ(γ- α- β)
Γ(γ- α)Γ(γ- β)

F α, β, α+ β+ 1 - γ;
1
2

( 1 + ξ)

+
Γ(γ)Γ(α+ β- γ)
Γ(α)Γ(β)

1
2

( 1 + ξ)
γ- α- β

× F γ- α, γ- β, γ+ 1 - α- β,
1
2

( 1 + ξ) , ( 4. 128)

可以将τ→- ∞和τ→+ ∞的解联系起来 . 解( 4.124)的γ- β= - 3, 而Γ( - 3) = ∞, 故上

式第一项为 0. 在 τ→- ∞时

F - i
2k
ω

- 3, - i
2k
ω

+ 4, - i
2k
ω

+ 1, 1
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① 见文献 [ 14] , 附录 e, p659.



= -
1 + i

2k
ω

1 + i
k
ω

1 + i
2k
3ω

1 - i
2k
ω

1 - i
k
ω

1 - i
2k
3ω

e
i 2kτ

, ( 4. 129)

即τ→- ∞时

x = - e ikτ
1 + i

2k
ω

1 + i
k
ω

1 + i
2k
3ω

1 - i
2k
ω

1 - i
k
ω

1 - i
2k
3ω

. ( 4. 130)

式( 4.127)第一式给出 τ→+ ∞时, x = e
ikτ

.因此在 τ→- ∞时, x 应是 x = e
ikτ

e
iδ

k, δk 是散射

相移 . 故式( 4.130)给出

e iδ
k = -

1 + i
2k
ω

1 + i
k
ω

1 + i
2k
3ω

1 - i
2k
ω

1 - i
k
ω

1 - i
2k
3ω

. ( 4. 131)

方程对τ→- τ是对称的, 对向- τ方向传播结果是一样的 . 综合上述结果,方程连续态有

两个线性独立的解:

x k (τ)
e ikτ, τ→+ ∞;

e ikτ+ iδ
k , τ→- ∞;

( 4. 132)

xk (τ)
e

- ikτ
, τ→+ ∞;

e
- ikτ+ iδ

k, τ→- ∞.
( 4. 133)

通解为

xk = Ax k (τ) + Bx k ( - τ) . ( 4. 134)

边界条件 x ±
τ0
2

= 0给出

Ax k
τ0
2

+ Bx k -
τ0
2

= 0,

Ax k -
τ0
2

+ Bx k
τ0
2

= 0.

( 4. 135)

A 和 B 存在非零解的条件是

x k(τ0 / 2)
xk ( - τ0 / 2)

= ± 1. ( 4. 136)

对足够大的τ0 ,式( 4.136) , ( 4.132) , ( 4.133)给出

exp ik
τ0
2

= ± exp - ik
τ0
2

+ iδk ,

即

e
ikτ

0
- iδ

k = ± 1,

亦即

kτ0 - δk = nπ,   n = 0, 1, 2,⋯. ( 4. 137)
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第 n 个本征值 k�n 是①

k�n =
nπ+ δk
τ0

. ( 4. 138)

相应的λn 是

λn = k
�2
n + ω

2
. ( 4. 139)

下面先计算分立本征值的
det′( - �2τ+ V″)
det( - �

2
τ+ ω

2
)

, 它是

-
5
4
ω

2
¡¤

3
4
ω

2

ω2 ¡¤ω2 ¡¤ω2
= -

15
16ω2

, ( 4. 140)

分子上由于是 det′已将零本征值去掉 . 对准连续谱, 有

∏
∞

n= 1

ω
2

+ k
�2
n

ω2 + k2
n

= exp ∑
n

ln 1 +
k
�2
n - k

2
n

ω2 + k2
n

. ( 4. 141)

指数上求和计算如下:对 τ0 足够大,有 k�
2
n - k

2
n≈2kn ( k�n - kn ) , 另有 k�n - kn=

δk
τ0

.因而有

ln 1 +
k�

2
n - k

2
n

ω
2

+ k
2
n
≈

2knδk
τ0 (ω

2
+ k

2
n )

于是得

∑
n

ln 1 +
k
�2
n - k

2
n

ω2 + k2
n
≈
τ0
π∫
∞

0
dk

2kδk
τ0 (ω2 + k2

n )

=
1
π∫

k= ∞

k= 0
δk dln(ω2 + k2 ) . ( 4. 142)

上式与τ0 无关,经过分部积分和利用式( 4.131) , 得到上式等于 ln
4

225
. 因此式 ( 4.141)是

4
225

. 再包括进( 4.140)的贡献,
det′
det
的值是-

15
16ω2

4
225

= -
1

60ω2
.因此有

det′( - �
2
τ+ V″( X )

det ( - �
2
τ+ ω

2
)

-
1
2

= i 60ω,

而宽度Γ由式( 4.94)给出:

Γ= 60ω
S 0

2π  h

1
2

e
- S

0
/ h  

= 60ω
18V0

5π  hω

1
2

e
- 36V

0
/ 5 h  ω

. ( 4. 143)

附录 3 计算路径积分二次变分的平移法

这个计算不经过对 M̂≡ -
1
2
�

2

�τ
2 + V″本征函数展开, 而采用一个映射 . 方法是

R. Dashan, B. H asslacher, A . N eveu
[ 1 0]
首先在场论中计算能谱时使用的,他们用的是实时
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① 记为 k�以区别于谐振子的有关本征值 .



间 .梁九卿和 H . J . W . Müller-K irst en
[ 11]
将此法用于量子隧穿问题, 用虚时间, 称为“平移

法( sh ifting meth od)”, 以下作一简单介绍 . 路径在经典解 x c 附近展开, x = x c+ y, 二阶变

分对路径积分的贡献是

I =∫ [ Dy ] e
- δ2S

E =∫ [ Dy] exp -∫
T

- T
yM̂y dτ, ( 4. 144)

此处

M̂ = -
1
2

d2

dτ2
+ V″( x c ) . ( 4. 145)

y 满足边界条件

y (± T ) = 0.

  引入映射 y z :

z(τ) = y (τ) -∫
T

- T

N
¡¤

(τ′)
N (τ′)

y(τ′) dτ′ ( 4. 146)

此处 N (τ)满足方程

d
2

dτ
2 - 2V″( x c) N (τ) = 0, ( 4. 147)

即 N (τ)就是 M̂的零模解, N (τ) =
dx c

dτ
. 式( 4.146)决定 z (τ)满足的边界条件 z ( - T ) = 0,

而 z ( T )要由式( 4.146)的逆映射给出 . 从式( 4.146)以及 y ( - T ) = 0, z( - T ) = 0可以得

出式( 4.146)的逆映射 [ 1 0]

y(τ) = z (τ) + N (τ)∫
τ

- T

N
¡¤

(τ′)
N

2
(τ′)

z (τ′) dτ′. ( 4. 148)

式( 4.148)给出

z ( T ) + N ( T )∫
T

- T

N
¡¤

(τ′)
N

2
(τ′)

z(τ′) dτ′= 0. ( 4. 149)

这是 z (τ)满足的第二个边界条件 . 映射( 4.146)带来的简化是,δ
2
S E 变为①

δ
2
SE =

1
2∫

T

- T
z
¡¤2

(τ) dτ. ( 4. 150)

作为代价,它导致 z ( T )受到约束 (见式 ( 4.149) ) . 约束可以用 Lagrange 不定乘子解决 .

将 N (τ)改写为 x
·

c(τ) ,积分 I (式( 4.144) )即可写为

I =∫ [ Dz ] dα©¦�y�z ©¦exp -∫
T

- T
dτ

1
2

z
¡¤2 + α( z( T )

+ x
¡¤

c ( T )∫
T

- T

x
¡¤¡¤

c(τ′)
x
¡¤2

c (τ′)
z(τ′) dτ′ , ( 4. 151)

此处©¦�y�z ©¦是映射的 Jacobian 行列式,指数上包含 Lagrange不定乘子 α的一项反映了

z ( T )受到的约束 . 经过繁复的积分, 可将 I 直接算出
① , 最后结果是

·641·

① 见文献 [ 12]附录 B.



I =
1

2π
[ x

¡¤
c( - T ) x

¡¤
c( T ) ] - 1 / 2∫

T

- T

dτ
x
¡¤2

c ( T )

- 1 / 2

. ( 4. 152)

这个结果给出一个重要结论:对扭折解, x
·

c ( - T ) = x
·

c ( T ) , 因此第一个括弧内因子为正,

对回弹解, x
·

c ( - T ) = - x
·

c( T ) ,这个因子为负, I 为虚数 . 文献[ 11]给出倒双阱势 I 的数

值 .
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第 5 章

宏观水平上的量子力学

在第 3章中集中讨论了量子力学与经典力学的关系,核心问题是量子力学作为普遍

规律应描述宏观体系 . 在宏观体系中观察不到的量子力学线性叠加原理,就应从量子力

学原理出发找到使它消失的机构,这就是与环境相互作用造成的失谐 . 但也有些特殊情

况使得相位相干仍能在宏观体系中保留下来, 这就是实验室中的 Schro�dinger 猫 . 在第 3

章 3.9 节中我们曾讨论了这个问题 .

在量子力学中, 多粒子体系是用波函数 ψ( r 1 , r 2 , ⋯, r n )描述的 . 但也有极特殊的情

况,宏观数量的粒子被波函数 ψ( r)描述, 这里只有一个坐标 . 不仅粒子数是宏观量, 而且

r 所及的范围也可以是宏观尺度的 . 这些粒子处于高度相干的状态, 因此表现出极为特

殊的性质 . 如超导中的 Cooper 对以及超流体,对前者电阻为 0以及排斥磁通的 Meissner

效应,对后者粘滞性为 0 的超流性,以及无穷大的热传导等都属于“超越”( super )的性质 .

这些表现出来的都还是宏观性质 . 另外纯属量子力学的性质, 诸如势垒隧穿以及相位相

干也能在宏观体系中存在 . 在超导 Josephson 结中能出现宏观量子隧穿现象 . 宏观体系

呈现出量子力学性质,必须克服环境的影响, 因为它能够破坏相位相干性 . 超导与超流现

象都和一个量子统计现象,即 Bose-Eins tein 凝聚有关 . 在第 9章将讨论这个问题 . 另一

个例子是磁的宏观量子现象, 如单畴铁磁和反铁磁粒子的大自旋能隧穿磁各向异性造成

的势垒以及有可能实现在此基础上发生的宏观量子相干 (线性叠加原理) . 这些现象不仅

涉及量子力学的基础,而且对信息存储等问题也有密切关系 .

耗散系统的量子力学近年来获得了许多进展, 其中一个重要的方法 ( Feyn man 和

V ernon , Leggett )是: 将环境用大量谐振子集团代表,谐振子和体系有相互作用;写出体

系-环境的路径积分, 对环境坐标进行积分, 就能得到系统在环境作用下的包含耗散效应

的有效理论( 5.5节) .

5. 1 具有宏观意义的波函数

在量子力学中, 多粒子体系的波函数与这些粒子的坐标有关, 以 ψ( r 1 , ⋯, r N ; t )表

示 . 处理问题的复杂性随 N 的增大而增加 . 在量子力学发展的早期, 它被认为是只描述

微观体系的 . 自从超流现象发现以来, F . London 最先指出现象的根源是宏观量的原子

聚集在体系的基态上,形成 Bose-Eins tein 凝聚体 .N . Bogoliubov 在 1947年“弱相互作用
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Bose气体”理论中首先引入了凝聚体波函数的概念① :

ψ( r , t) = ρ( r , t) eiθ( r , t ) , ( 5. 1)

此处 ρ是单位体积中凝聚体粒子数,波函数写作振幅与相因子乘积, θ是相位 .ρ是宏观

量, ©¦ψ©¦2 = ρ已经具有宏观意义 . 从波函数算出的流密度是

j =
i  h
2m

(ψè ψ
*

- ψ
*
è ψ) =  

h
m
ρè θ, ( 5. 2)

ρ和 j 都是实验可以测量的宏观物理量 . 相角的梯度是可以测量的:将 j 写成

j = ρv s , ( 5. 3)

v s 是超流体速度,

vs =  
h
m
è θ. ( 5. 4)

在式( 5. 1)中 r 不是任何一个原子的坐标,ψ所描述的是整个凝聚体的性质 . 凝聚体是宏

观量原子高度相干的集合 .

1950年, V . L. Ginzburg 和 L. D. Landau 提出了超导的唯象理论 . 首先应说明的是,

当时超导的微观机制尚未被发现②.Ginzburg-Lan dau 理论基于 Landau 在 1937 年提出的

第二类相变理论 . 以铁磁的相变为例, 设有立方晶格, 格点 {i}处有自旋 Si. 体系的

H amilt on 量是③

H = - J∑
〈i, j〉

Si ¡¤Sj , ( 5. 5)

此处 J 是交换能,〈i, j〉表示求和只对最近邻间进行 . 体系的磁化算符定义为
④

M =
1
V∑i Si. ( 5. 6)

在量级为 O
J
k
的温度 T c 处会发生相变, 在 T < T c 时可以出现自发磁化〈M〉≠0, 而

T > T c时热涨落使体系无规化,〈M〉= 0.〈M〉即是序参量 . 为了说明相变, Lan dau 写出体

系自由能密度

f (〈M〉, T ) = f ( 0, T ) + α( T )〈M〉2 +
β( T )

2
〈M〉4 . ( 5. 7)

在临界温度 T c 附近, α和 β的行为是

α( T ) = α0
T
T c

- 1 ,

β( T ) = β0 .

( 5. 8)

在 T c 以上, α和 β都为正 . 因此自由能在〈M〉= 0 处为极小, 这是顺磁相 (没有自发磁

化) .当 T < T c 时, β> 0, α< 0. 此时自由能与〈M〉有关的二项之和就出现如图 5.1所示的

行为 . 自由能的极小值出现在©¦〈M〉©¦= - α( T ) /β( T )处,从而出现了自发磁化
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①

②

③

④ 略去单位自旋的磁矩常数 , V 为体积 .

参阅第 6 章 6.1 节 .
Cooper 对是在 1956年提出的 .

见本书第 9 章 9.4节 . 此处 ψ是单粒子波函数 , 要注意与多粒子波函数 Ψ( r1 , r 2, ⋯ , r N ; t)的区别 . 在以下讨

论中 ψ常常与时间无关 .



图 5.1 T < T c 时自由能与〈M〉的关系

©¦〈M〉©¦=
α0
β0

1 -
T
T c

. ( 5. 9)

在求自由能极小的过程中, 仅能确定〈M〉的大

小, 而不能确定其方向 . 这个简并的来源是

H amilt on 量( 5.5)式的旋转不变性 . 但一旦体

系的平衡状态取了一定的自发磁化方向, 它却

不再尊重旋转对称性 . 这种体系 Hamilt on 量

的对称性被其基态所破缺的情况, 称为对称的

自发破缺 .

将以上的理论用于超导相变 . 记超导的序

参量为ψ, Ginzburg-Landau 的自由能写作

F = F n +∫  
h

2

2m
* ©¦è ψ©¦2 + a ©¦ψ©¦2 +

1
2

b©¦ψ©¦4 d3 x , ( 5. 10)

此处 F n 是正常态(即 ψ= 0态)的自由能 . 和以上的讨论相仿, b> 0, 而 a 则写作

a = α( T - T c) ,  α> 0. ( 5. 11)

式( 5.10)括弧中第一项考虑到序参量随坐标的变化, 而其梯度会给出相应的“动能”, m
*

是有效质量参数 . 超导要考虑外加磁场 . 有了磁场 B= è× A后, 自由能应有两个变化,

其一是增加磁场能量密度 B
2
/ 8π,其二是理论的规范不变性要求以下置换:

è è -
ie
*  

hc
A, ( 5. 12)

此处 e
* 是有效电荷参数 . 因此有

F = F n 0 +∫ B2

8π
+  

h2

2m * ©¦è -
ie*  

hc
A ψ©¦

2

+ a ©¦ψ©¦2 +
1
2

b©¦ψ©¦4 d3 x , ( 5. 13)

F n0是正常态无磁场情况下的自由能 . 由于ψ是复函数, 在求 F 极小(即δF = 0)时应对ψ,

ψ
*
独立变分 . 对 ψ及对 ψ

*
变分结果相同:

1
2m
* - i  h è -

e*

c
A

2

ψ+ aψ+ b©¦ψ©¦2ψ= 0, ( 5. 14)

对 A变分时, 得

è× B =
4π
c

j , ( 5. 15)

此处

j = -
ie
*  

h
2m
* (ψ* è ψ- ψè ψ* ) -

e
* 2

m
*

c
©¦ψ©¦2 A. ( 5. 16)

从式( 5. 15)可知è ·j = 0. 式( 5.14)～( 5.16)称为 Ginzburg-Landau 方程 . 这是一个很

成功的唯象超导理论 [ 1, 2] .将 ψ写作

ψ( r ) = ρ( r ) e
iθ( r)

, ( 5. 17)

代入式( 5. 16)可以得到
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j =  
hρ
m
* è θ-

e
*  

hc
A . ( 5. 18)

ρ为超导电子密度的 1/ 2, m
* = 2m, e

* = 2e, m 是电子质量, e是电子电荷 . 这都是在具体

应用中确定的参数值 . 当时并不了解 ψ的微观意义, 直到 L. Cooper 在 1956 年提出

Cooper 对的概念,以及 L. P. Gorkov
[ 3 ]在 1957 年给出 Ginzburg-Landau 方程的微观推导

以后,才清楚 ψ原来是 Cooper 对的 Bose-Einstein 凝聚体的波函数 .ρ, j , è θ都是物理可

观测量 . 和式( 5.3)相仿, 有

j = ρv , ( 5. 19)

m* v =  h è θ-
e
*

c
A. ( 5. 20)  

hè θ相当正则动量 . 式( 5. 20)在规范变换

A A + è χ,

θ θ+
e*  

hc
χ

( 5. 21)

下是不变的 . 式( 5.20)有重要的推论 . 在大块超导体中 ρ= const . 因此从连续方程有

è ·j = 0.采用 Coulomb 规范è ·A= 0, 对式( 5.18)取散度,得

è
2
θ= 0. ( 5. 22)

在大块物质内,式( 5.22)只有

θ= const ( 5. 23)

才能满足 . 因此式( 5.18)给出

j = -
e*

m * c
ρA. ( 5. 24)

为了解释超导现象, H. London 和 F. London 在 1935 年曾提出 j 与 A 成正比 . 现在

Gin zburg-Landau 唯象超导理论推出了这个结论 . 式( 5.24)也能解释 Meissner 效应
①.

考虑一个超导环,环中有磁通穿过 . 在环体内没有电流, 即 j = 0,磁通是由在环表面上的

超导流产生的 . 因此取式( 5.18)沿环内一个封闭曲线的积分,有

∮ è θ¡¤ds =
e*  

hc∮A ¡¤ds =
e*  

hc
Φ. ( 5. 25)

由于波函数的单值性,左方是 θ沿曲线转一圈的变化, 它只能是 2πn. 因此磁通 Φ必须是

量子化的:

Φ=  
hc
e
* 2πn = n

hc
2e

. ( 5. 26)

这一点在第 2 章 2.1 节讨论 A haronov-Bohm 效应时曾介绍过
② .

ρ和 θ所满足的方程可以通过将 ψ= ρe
iθ
代入 Schro�dinger 方程

i  h
�ψ
�t

=
1

2m
* - i  h è -

e
*

c
A

2

ψ+ e
*
φψ

而获得,此处(φ, A)是四维电磁势 . 结果是
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①

② 式 ( 2.16)中的 e 是绝对值 , 此后磁通量子中的 e也都如此理解 .

从此直到 5.2节结束 ,基本上依据文献 [ 66] 21.5～21. 9节 , 请参阅 .



�ρ
�t

= - v ¡¤è ρ- ρè ¡¤v = - è ¡¤(ρv ) , ( 5. 27)  

h
�θ
�t

= -
m *

2
v

2
- e
*
φ+  

h2

2m *
1

ρ
è

2
ρ. ( 5. 28)

式( 5.27)是代表流守恒的连续方程;除最后一项外, 式( 5. 28)是流体力学中无旋流体的运

动方程 . 式( 5. 28)最后一项是量子修正 . 从式( 5. 20)可知

è × v +
e
*

m
*

c
A = 0,

即

è × v = -
e*

m* c
B. ( 5. 29)

对理想流体有è× v = 0(无旋) , 但对磁场中带电流体,就有式( 5.29)存在 .

5. 2 耦合超导体, J osephson 效应

两块同样材料的超导体中间用绝缘体连结(图 5.2) . 当绝缘体厚度够大时, 两方的波

函数是独立的 . 当绝缘体厚度仅为 30�左右并在两块超导体上加电压 U( U> 2Δ, Δ为超

导体能隙 )时 , 单个电子 (更严格说是准粒子) 能隧穿绝缘层 , 这就是Giaever隧穿.当绝

图 5.2 耦合超导体 , Josephson 结

缘层进一步变薄到约 10�, Cooper 对也能隧穿绝缘薄

膜, 这就是 Josephson 隧穿 . B. D. Joseph son 于1962 年

在理论上发现了这个效应 [ 3, 4] , J . M. Rowell 在 1963 年

对其得到实验证实
[ 5]

. 薄膜两侧 Cooper 对凝聚体的波函

数是耦合的 . 由于非对角长程序① 也从一侧传到另一

侧, 波函数相角有一定关系 . 令 ψ1 和 ψ2 代表两侧

Cooper 对凝聚体的波函数,它们满足以下耦合方程:

i  h
�ψ1
�t

= V1ψ1 + Kψ2 ,

i  h
�ψ2
�t

= V2ψ2 + Kψ1 .

( 5. 30)

当两侧有电压时, V1 - V2 = e
*

U , K 代表两侧的耦合 . 为了方便,将能量零点设在
V1 + V2

2
,

这样就有 V1 =
e
*

U
2

,  V2 = -
e
*

U
2

,式( 5.30)变为

i  h
�ψ1
�t

=
e
*

U
2
ψ1 + Kψ2 ,

i  h
�ψ2
�t

= -
e
*

U
2
ψ2 + Kψ1 .

( 5. 31)
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① 请参阅本书 9.2 节 .



将ψ1 = ρ1 e
iθ

1 , ψ2 = ρ2 e
iθ

2代入,并定义

�= θ2 - θ1 , ( 5. 32)

得到结两侧ρ和θ满足的方程:

ρ
¡¤

1 =
2  
h

K ρ1ρ2 sin�,

ρ
¡¤

2 = -
2  
h

K ρ1ρ2 sin�,
( 5. 33)

θ
¡¤

1 = -
K  
h
ρ2
ρ1

cos�-
e
*

U
2  h

,

θ
¡¤

2 = -
K  
h
ρ1
ρ2

cos�+
e* U
2  h

.

( 5. 34)

从式( 5. 33) , 有 ρ
·

1 = - ρ
·

2 , 这是从 2到 1的粒子流 . 方程( 5.30)只给出两侧的耦合, ρ
·

1 和

ρ
·

2 代表两侧密度将要有的变化率 . 实际上两块超导体是连接的,粒子流(电流)并不导致

粒子 (电荷 )积累 . 因此, 在( 5.33)式右方可设 ρ1 = ρ2 = ρ0 . 定义 J c =
2K  
h
ρ0 , ρ
·

1 = J , 由式

( 5.33)第一式给出

J = J cs in�. ( 5. 35)

隧穿超导电流方向与粒子流相反,相应的电流记为 I 和 I c ,有

I = I cs in�. ( 5. 36)

I c 称为临界电流,它决定于 Cooper 对密度及两侧的耦合 . 式( 5.34)给出 Josephson 关系

�
¡¤

= θ
¡¤

2 - θ
¡¤

1 =
e
*

U  
h

, ( 5. 37)

它导致

�( t) = �0 +
e*  

h∫Udt. ( 5. 38)

如果 U 为常数(直流电压) , �随时间线性增长, I 是交变电流,则有

�( t) = �0 +
2eU  

h
t, ( 5. 39)

J = J cs in(�0 + ωt) , ( 5. 40)

ω=
2©¦e©¦U  

h
. ( 5. 41)

式( 5. 41)给出
ν
U

= 483. 6 MH z/μV, 一般情况下这是很高的频率 . 如 U= 0,则�不随时间

变化, I = I cs in�0 ,仍有隧穿电流 .Sn—Snx Oy—Sn Josephson 结在 T = 1. 52K 下的伏安特

性曲线示于图 5.3. 横轴是电压, 纵轴是电流, 尺度注于图中 . 从图可看出, 在 I < I c 时,

U = 0. 一旦I 超过 I c(故名临界电流)就过渡到有电压的 Giaever 隧穿 . 曲线的左支和右

支是 Giaever 隧穿(有耗散) ,中间一支是 Josephson 隧穿(无耗散) .

回顾一下在大块超导体内 j 与è θ成正比(式( 5.18) ) , 此处在绝缘膜两侧 j 与相角

差成正比(当相角差较小时)。因此, Josephson 效应是大块超导体内现象的自然扩展 .
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图 5.3 Sn—Snx Oy—Sn Josephson 结的伏安特性曲线( T = 1. 52K)

体系的能量变化等于电压所作的功,这个功是可逆的(非耗散的) :

dV(�) = - I Udt, ( 5. 42)

从 Josephson 关系( 5.37)式得

�
¡¤

= -
2©¦e©¦U  

h
= -

2πc
Φ0

U, ( 5. 43)

此处Φ0 是磁通量子,

Φ0 =
hc

2©¦e©¦
. ( 5. 44)

式( 5.42) , ( 5.43)给出

dV =
I
c
Φ0

2π
d�=

I c

c
s in�
Φ0

2π
d�,

V(�) = -
I c

c
Φ0

2π
cos�. ( 5. 45)

V (�)称为 Josephson 耦合能,它在 �= 0 时最小 . 以上设积分常数为 0. 超导电流和 V 的

关系是

I =
2πc
Φ0

�V(�)
��

. ( 5. 46)

在 平衡条件下 ( 体系状态不随时间变化、无耗散 ) , 通过结的超导电流和在“流偏置

Josephson 结”( cu rrent biased Josephson junction,简称 CBJ)的外电流相同 . 如果在体系

能量 (式 ( 5. 45) )上加上一个外电流项 - I e xt�
Φ0

2πc
①, 使总能量在平衡时达到极小, 就能得

到这个条件 .Joseph son 耦合能是

V(�) = -
I c

c
Φ0

2π
cos�-

I e xt

c
�
Φ0

2π
. ( 5. 47)

在平衡条件下 V 达到极小:

�V(�)
�� ©¦e q

= 0, ( 5. 48)
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① 可以考虑这项能量是∫I extU dt = - I ext
Φ0

2πc∫�
¡¤

dt = - I ext
Φ0

2πc
�.



它导致

I e xt = I cs in�, ( 5. 49)

即在平衡时,超导电流与外电流相等 . 用 Josephson 结超导环可以演示宏观的 Aharonov-

图 5.4 Josephson 结超导环

Bohm 效 应 . 如 图 5.4 所 示, 超 导 环 中 置 两 个

Josephson 结 a 与 b. 磁通 Φ局限于通过环洞的管中 .

虽然管外没有场强 B, 但矢势 A遍及各处 . 令 J a 和 J b

为通过结 a 与 b的流,总流强 J t ot = J a + J b 将随 Φ的变

化显示 J a 与 J b 的干涉效应, 尽管在 a 与 b 处场强为

0. 这就是宏观 A haronov-Bohm 效应 . 从第 2 章 2.1

节得知,若在没有矢势时状态的波函数为 ψ0 , 则有矢势

A时波函数为

ψ( x) = ψ0 ( x) exp - i
e
*  

hc∫
x

A ¡¤ds . ( 5. 50)

通过 Josephson 的跃迁幅相应的变化为

〈β©¦α〉=〈β©¦α〉0 exp - i
e
*  

hc∫
β

α
A ¡¤ds . ( 5. 51)

在一个 Josephson 结两侧, 式( 5. 31)应改为

i  h
�ψ1
�t

=
e
*

U
2
ψ1 + K exp - i

e
*  

hc∫
2

1
A ¡¤ds ψ2 ,

i  h
�ψ2
�t

= -
e
*

U
2
ψ2 + K exp - i

e*  

hc∫
2

1
A ¡¤ds ψ1 ,

( 5. 52)

指数上的积分应跨过结 . 隧穿流和 Josephson 关系相应地是

J = J csin �+
e
*  

hc∫
2

1
A ¡¤ds , ( 5. 53)

�
�t
�+

e*  

hc∫
2

1
A ¡¤ds ≡

�
�t
�* =

e
*  

h
U. ( 5. 54)

在有矢量势 A时, 结两侧的相差应该用“规范不变相差”�
* 代替 �. 图 5.4 中从 P 通过两

个不同的结到 Q 的相差分别是:

Δθ( P a Q) = �a +
e*  

hc∫
Q

P ( a )
A ¡¤ds,

Δθ( P bQ) = �b +
e
*  

hc∫
Q

P ( b)
A ¡¤ds.

( 5. 55)

相角的变化应是唯一的 . 使以上二式相等,得

�b - �a =
e*  

hc∫
Q

P ( a )
-∫

Q

P ( b)
A ¡¤ds

=
e*  

hc�A ¡¤ds = -
e*  

hc∫B ¡¤dS = -
e*  

hc
Φ. ( 5. 56)

上面取的约定是 Φ从纸面内向外时为正(即积分路径反时针为正) , 封闭回路积分的箭头

表示积分路径方向 . 考虑到 e
* = 2e, 可以将�a 和 �b 方便地写作
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�a = �0 +
e  

hc
Φ,

�b = �0 -
e  

hc
Φ.

( 5. 57)

总粒子流是

J t ot = J a + J b = J c sin �0 +
e  

hc
Φ + sin �0 -

e  
hc
Φ

= 2J csin�0 cos
eΦ  
hc

. ( 5. 58)

J t ot是 Φ的周期函数,达到极大值的条件是

Φ= n
π  hc

e
= nΦ0 . ( 5. 59)

图 5.5 给出 Josephson 流与磁通关系 . 曲线 a 与 b所加场强不同 . 曲线 a 中电流的两个

图 5.5 Josephson 流与环中磁通关系

峰值间其场强差为 3.95mG, b中为 16mG.这个装置可以用作极灵敏的磁强计 .

5. 3 置有 J osephson 结的超导环, SQUID

图 5.6 绘 出一 超导环, 中 有一 Josephson 结 . 它 是“超 导 量子 干涉 装 置”

( Superconducting Q uantum Interference Device,简称 SQU ID)的主要部分 . 以下我们就

图 5.6 “SQU ID”示意图

将这个置有 Josephson 结的超导环也称为“SQU ID”. 它和

5.2节中的电流偏置 Josephson 结一样,都是 Josephson 结

物理研究和应用的基本装置 . 在环中设置 Josephson 流,

它在环洞中产生通量Φ. Josephson 电流 J s 和 Cooper 对粒

子流J 的关系是

J s = - 2eJ . ( 5. 60)

据( 5.18)式,有

J s = -
e  hρ
m
è θ+

2©¦e©¦  
hc

A . ( 5. 61)

在环中 J s= 0, 因此
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è θ= -
2©¦e©¦  
hc

A = -
2π
Φ0

A. ( 5. 62)

将上式沿图中路径积分, 设超导流是反时针方向的 . 考虑波函数的单值性, 左方给出

2πn:

2πn = -
2π
Φ0 Γ 
∫

2

1
A ¡¤ds + θ1 - θ2 , ( 5. 63)

此处的约定是以超导电流方向(从 2到 1)定义 �= θ1 - θ2 . 当有矢量势时,规范不变相差是

�
*

= �+
2π
Φ0 J  ∫

1

2
A ¡¤ds, ( 5. 64)

在式( 5.63)和式( 5.64)的积分中Γ代表沿路径Γ, J 代表跨过结 . 以上二式导致

�* = 2πn +
2π
Φ0 Γ 
∫

2

1
A ¡¤ds +

J  ∫
1

2
A ¡¤ds

= 2πn +
2π
Φ0
�A ¡¤ds

= 2πn +
2π
Φ0
Φ. ( 5. 65)

将式( 5.65)与式( 5.26)相比,发现它们本质的区别在于:式( 5.26)是一个超导环表面上的

超导流产生的穿过环洞的磁通量子化;式( 5.65)表明有了 Josephson 结后, 超导电流产生

穿过环洞的磁通不是量子化的 . 随着结的膜厚减小,两侧的耦合加强, Φ愈加接近量子化

数值 .

考虑在“SQ U ID”上加外磁通Φe xt . 它的作用是可以调整体系的势能, 为宏观磁通量 Φ

准备量子隧穿或相干的环境 . 令 L 代表环的自感量 .Φex t将在环内感生电流,它会部分屏

蔽外磁通,最后的磁通为 Φ, 因此有
①

Φ= Φex t - LI . ( 5. 66)

由于有 Josephson 结, 超导电流 I 由结确定,

I = I cs in�* = I cs in 2π
Φ
Φ0

.

环的能量由两部分构成:

V(Φ) = - I c
Φ0

2π
cos2π
Φ
Φ0

+
(Φe xt - Φ) 2

2L
. ( 5. 67)

第一项是耦合能, 第二项是自感量的能量
1
2

LI
2 . 式 ( 5.67) 与 CBJ 的式 ( 5.47) 相当 . 同

样,求 V(Φ)的极小值给出式( 5.66) . 从环能量可以得到环的稳态和准稳态, 即求 V(Φ)的

一系列极小值 .对 Φex t= 0,将式( 5.67)改写为

V(Φ)
Φ

2
0 / 2L

=
Φ
Φ0

2

-
LI c

πΦ0
cos2π
Φ
Φ0

. ( 5. 68)

图 5.7画出作为 Φ/Φ0 函数的
V(Φ)
Φ2

0 / 2L
. 图 ( a )是

LI c

πΦ0
= 2 的情况, 它有 5 个极小, 包括 Φ= 0
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① 本章以下内容直至 5.6 节结束 , 为了和有关的引用文献 (数量较大 )保持一致 , 公式表达采用 SI 制 .



的稳态和 4 个准稳态 .( b)是
LI c

πΦ0
= 3, ( c)是

LI c

πΦ0
= 4, 它们分别有 7个和 9个极小值 .Φe xt可

以连续取值 . 为了简便,取 Φex t = nΦ0 , 它使稳态移到 nΦ0 处 . 式( 5.67)可以改写为

图 5.7 “SQUID”的稳态和准稳态

V(Φ) =
(Φ- nΦ0 )

2

2L
-

I cΦ0

2π
cos 2π
Φ- nΦ0

Φ0
. ( 5. 69)

图 5.7( d)画出Φe xt = Φ0 ,
I cΦ0

2π
= 2的情况 . 从图中可以看出, 离稳态愈远的准稳态其阱愈

浅 .Φex t则可以用来调整在 Φ= 0 处准稳态的阱深 . 例如 Φex t = Φ0 ,在 Φ= 0处是第一个准

稳态;Φe xt = 2Φ0 , 在 Φ= 0 是第二个准稳态. 在 Φex t = 3Φ0 时 Φ= 0处已无阱了,体系就变得

不稳定,体系将沿着 V(Φ)曲线下滑 .

Φex t=
1
2
Φ0 提供了一个有趣的情况 . 令

Φ= Φ-
1
2
Φ0 , ( 5. 70)

则有

·851·



V(Φ)
Φ2

0 / 2L
=
Φ
Φ

2

+
LI c

πΦ0
cos 2π
Φ
Φ

. ( 5. 71)

图 5.8 绘出式( 5.71)左方与 Φ/Φ0 的关系曲线 . 它是一个双阱, 即可以实现二能级量子

相干的情况 .

图 5.8 双阱 图 5.9 RSJ 模型

若 SQ U ID 或 CBJ 的状态位于 V (Φ)或 V (�)曲线上某一点, 随时间进行它将如何发

展 呢? 这需要研究 Φ或 �的动力学 .J. K urkija�rvi 给出一个“电阻分流的结模型”

( resist ively shun ted junction model, 简称 RSJ 模型)
[ 7]

. 令通过 Joseph son 结的电流为 I J .

和结并联的还有电阻, 有正常(耗散)电流 I N 通过它 . 结也有电容, 因此有位移电流 I D.

整个 CBJ 可以模型化于图 5.9 中 . 式( 5.53)和( 5.65)给出

I J = I c sin�
*

= I c s in 2πn +
2π
Φ0
Φ = I c s in

2π
Φ0
Φ. ( 5. 72)

据式( 5. 43) ① , ( 5.65) ,

I N =
U
R

=
1
R
Φ0

2π
�
¡¤
* =

1
R
Φ
¡¤

, ( 5. 73)

I D = CU
¡¤

= C
Φ0

2π
�
¡¤¡¤
* = CΦ

¡¤¡¤

. ( 5. 74)

要写出 Φ的运动方程, 先考虑电容储能, 它是
1
2

CU
2
=

1
2

CΦ
·

2
, 作为动能项表明质量是 C.

运动方程本应就是

CΦ
¡¤¡¤

= -
�V(Φ)
�Φ

. ( 5. 75)

但体系有耗散 ( I N 流经电阻 R) . 以下将证明② 这一项是
Φ
·

R
, 是和速度成正比的 . 运动方
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①

② 参见式 ( 5.119) .

此处约定 �= θ1- θ2 ,与 5. 2节差一个符号 ,故应将 U 反号 .



程是

CΦ
¡¤¡¤

+
Φ
¡¤

R
= -
�V
�Φ

= - I c sin2π
Φ
Φ0

+
(Φe xt - Φ)

L
. ( 5. 76)

由式( 5.72)～( 5.74) ,知式( 5.76)就是

I D + I N + I J = I . ( 5. 77)

在Φe xt = 0情况下, 若 Φ离稳态Φ= 0 不远,从式( 5.76)得

Φ
¡¤¡¤

= -
1
C

1
L

+ I c
2π
Φ0
Φ, ( 5. 78)

在稳态附近振荡的角频率是

ω=
1

LC
1 +

2πLI c

Φ0

1/ 2

≡
1

LC
( 1 + βL )

1 / 2
. ( 5. 79)

上式定义了重要参数βL .为了以下讨论, 定义 SQU ID的参数
[ 7]

.一个准稳态(图 5. 10( a) )

图 5.10 磁通改变导致势能曲线变化 图 5.11 双阱参数

的阱深以 V0 表示,在阱底附近振动的角频率以ω0 表示 . 增加Φex t至 Φx 0 , 此时在原准稳态

处的阱完全消失,准稳态不复存在(图 5.10( b) ) . 令δΦx = Φx 0 - Φe xt ,ωLC =
1

LC
,有

ω0 = ωL C ( 2π 2 )
1/ 2 LI c

Φ0

1 / 4
δΦx

Φ0

1/ 4

,

V0 =
2 2

3π
Φ

2
0

L
Φ0

LI c

1/ 4
δΦx

Φ0

3/ 2

.

( 5. 80)

对双阱(图 5.11) , 阱距为 ΔΦ,阱深为 ΔV, 在阱底振动角频率为 ω0 , 即有

ΔΦ=
Φ0

π
[ 6(βL - 1) /βL ]

1 / 2
,

ΔV =
3

8π
2

Φ
2
0

L
(βL - 1)

2

βL
,

ω0 = [ 2(βL - 1) ]
1/ 2
ωLC .

( 5. 81)
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5. 4 J osephson 体系的宏观量子隧穿和宏观量子相干

SQU ID中的磁通量 Φ是宏观量, 在 SQU ID 上加有外磁通给它安排好了势阱 . 关键

是式( 5.77)是经典方程,Φ是 c数 . 问题是,将 Φ作为量子力学量处理的条件是什么? 作

为 c数的 Φ应是这个力学量的平均值 . 在平均值附近的量子涨落是否有意义? 不考虑耗

散,将 Φ当作广义坐标 . 体系的 Lagrange量是

L =
1
2

CΦ
¡¤

2
- V(Φ) . ( 5. 82)

共轭动量是

p Φ =
�L

�Φ
¡¤ = CΦ

¡¤

. ( 5. 83)

据式( 5. 54) , ( 5. 65) , 有

pΦ = C
Φ0

2π
�
¡¤
* = - CU = - Q, ( 5. 84)

此处 Q 为电容中所储的电荷 . 考虑在 Φex t = 0情况, SQU ID 处于稳态, Φ= 0.Φ的量子涨

落可以估计如下:

1
2

Cω
2
〈(ΔΦ)

2
〉=

1
2

¡¤
1
2

 hω, ( 5. 85)

左方是谐振子势能
1
2

mω
2
x

2
的类比, 右方是零点能的一半 . 因此有

〈(ΔΦ)
2
〉=  

h
2Cω

. ( 5. 86)

H eisenberg 不确定关系是

ΔΦ¡¤( eΔN ) =  
h
2

, ( 5. 87)

N 代表结两侧不平衡的电子数目, eN = Q. 式( 5.87)给出

〈(ΔN )
2
〉=  

h
2

4e
2

1
〈(ΔΦ)

2
〉

=  
hCω
2e

2 . ( 5. 88)

定义

λ≡ ( 8CI cΦ
3
0 /π

3  
h

2
)

1 / 2
= ( 8CI c  h/ e

3
)

1 / 2
, ( 5. 89)

作为使量子效应显著的特征参数 . 从式( 5.79) ,在 βLm 1 时有

ω≈
2πI c

CΦ0

1 / 2

,

〈(ΔN )
2
〉和〈(ΔΦ)

2
〉都可以通过 λ表示:

〈(ΔN ) 2〉=
λ
4

,

〈(ΔΦ) 2〉=  
h

2

4e2

4
λ

=
Φ2

0

π2λ
. ( 5. 90)

若 λm 1, ΔN m 1, 则 ΔΦ可以很小,即量子涨落不重要, 这是对应原理极限 . 如果 λ≈1, N
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可以很大, 而 ΔN 可以忽略, Φ值则很分散, 这是量子力学的情况 . 为了使量子效应能够

表现出来,除 λ≈1以外,还要它必须比竞争者更为有利 . 从式( 5.69)看, 势曲线的局部起

伏(造成阱以产生亚稳态 )是
I cΦ0

π
.如果体系处于足够高的温度以至于 kT�

I cΦ0

π
时① , 可以

造成阱的热超越 . 因此还必须要求 kT <
I cΦ
π

. 合起来条件是

1≈
8CI c  h

e
3

1/ 2

>
8C
e

2 kT
1 / 2

,

它要求

C�
e2

8kT
. ( 5. 91)

这个关系可以解释为一个电子在电容中的能量
e

2

2C
必须小于 4kT .对 T = 1mK , C�0. 1pF ,

这在工艺上是容易达到的 .

一个明显的量子力学行为是势垒的隧穿 . 在一个准稳态附近,势能曲线如图 5.12 所

示,此处用坐标 q代表Φ. 体系在 T = 0条件下的隧穿率可以用量子力学 W KB方法计算,

即

P = const ω0
V0  

hω0

1
2

exp -
2  
h∫

q
0

0
2mV( q) dq . ( 5. 92)

Callan 和 Coleman 的瞬子法可以给出更精确的结果②. 图 5.12 的势能曲线可以用“二次

图 5.12 准稳态附近势能曲线

加三次”势近似:

V( q) =
1
2

Mω20q2 - βq3

≡
27
4

V0
q
q0

2

-
q
q0

3

,

( 5. 93)

参数关系是

q0 =
Mω20
2β

,   V0 =
1

54
( Mω20 ) 3

β
2 .

对这种势,瞬子法计算给出

P = ω0
60V0  

hω0

1/ 2
18
5π

1/ 2

exp -
36
5

V0  

hω0
.

( 5. 94)

“二次加三次”势严格地说是“病态”的, 因为势能曲线没有下边界 . 这样系统就能不断往

低能态跃迁并释放能量, 但在真实体系(图 5.7)并没有这种情况 . 回顾 4.4 节的方法, 回

弹解对经典作用量的贡献积分到 q0 (回弹点)为止 . 实际上 q0 以外的势对结果影响不大,

只在计算前置因子的行列式比时 V″( X )有作用 . 因此可以认为一个合理的势结果差别不

大.在有限温度时“热激活”衰变率是 [ 1 1]
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P c l = cons t ω0 exp -
V0

kT
. ( 5. 95)

要使热超越不干扰量子隧穿必须要有

kT n a 0  hω0 ,

a 0 是个常数, 对二次加三次势 a 0 =
5

36
. 当然还要综合考虑 ω0 和 V0 的条件 .A. J. Leggett

指出 T < 100mK 就可以实现量子隧穿 .

图 5.8 的双阱提供了宏观量子相干的可能性, 这是量子力学中二能级问题 (本书 4.2

节) . 如果二阱间势垒非常高, 左右阱内有相同的状态 ψL 与ψR ,则它们的能量相同 . 但若

势垒有限,由于势垒隧穿, 这两个状态是要混合的,即能量本征态如下:

    基态 ψ0 =
1

2
(ψL + ψR ) ,

    激发态 ψe =
1

2
(ψL - ψR ) .

( 5. 96)

为了讨论方便,这里用 WK B方法给出的能级劈裂公式

Γ= const ω0 exp -
1  
h∫

R

0
2CV(Φ) dΦ , ( 5. 97)

E e - E 0 =  hΓ.

若在 t 0 时体系处于 ψL ,则有

ψ( t) =
1

2
ψ0 exp - i

E 0  

h
t + ψeexp - i

E e  

h
t

=
1

2
ψL exp - i

E 0  

h
t + exp - i

E e  

h
t

+ ψR exp - i
E 0  

h
t - exp - i

E e  

h
t . ( 5. 98)

令 W L ( t) , WR ( t)分别为在时间 t体系处于左阱和右阱的几率,

WL ( t) = ©¦〈ψL ©¦ψ( t)〉©¦2 ,

WR ( t) = ©¦〈ψR ©¦ψ( t)〉©¦
2
.

( 5. 99)

式( 5. 98)给出

W L ( t)
WR ( t)

=
©¦1 + e

- iΓt
©¦

2

©¦1 - e
- iΓt

©¦
2 =

1 + cosΓt
1 - cosΓt

.

用 W L + W R = 1,即得

WL ( t) =
1
2

( 1 + cosΓt) ,

WR ( t) =
1
2

( 1 - cosΓt) .

( 5. 100)

对 SQU ID, L 和 R 分别指Φ= -
Φ0

2
和 Φ=
Φ0

2
.它们是宏观上可以区分的 . 正是实验室中

的 Schro�dinger 猫 . 讨论在实验上实现的可能性时, 起重要作用的是参数 βL (式( 5.79) ) .

对 βLm 1的情况, 式( 5.97)的指数上积分是 e
- λ/ 2 [ 8 ] .由于 βLm 1,相应的 λ也大, 是远离
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量子体制的 . 因此要研究βL < 1的情况 . 令 βL - 1≡K , 式( 5.81)给出

ΔV≈
3

8π
2

Φ2
0

L
K 2 ,

ω0 = 2K 1/ 2ωL C .

( 5. 101)

指数上积分可以参照二次加三次势的计算再考虑因子 1/ 2,有

Γ≈ω0 exp -
18
5
ΔV  
hω0

.

将式( 5. 101)代入, 有

Γ≈ω0 exp -
1
2

K 3 / 2λ. ( 5. 102)

由于热超越率是

Γc l≈ ω0 e
- ΔV / kT

,

必须要求 ΔV m kT , 经典现象才不致干扰量子相干 . 式 ( 5.101 ) 进一步简化, 有

ΔV≈
3
4

K
2
I cΦ0 , 因此条件是

3
4

K
2
I cΦ0 m kT . ( 5. 103)

就量子相干本身而言,式( 5.102)指数上 K
3/ 2
λ不能太大 . 如要求它是 O( 1) , 有

( K
3 / 2
λ)

4/ 3
= K

2
λ

4/ 3
≈ 1.

再和式( 5. 103) , 即和式

kT
I cΦ0
n

3
4

K
2

一并考虑,就得

kT
I cΦ0
n λ

- 4/ 3
. ( 5. 104)

由于 λ∝ C , λ≈1的条件, 要求 C≈10
- 1 4

F= 10
- 2

pF, 这已是很高的要求 . 到此, 主角还

没有出场 . 宏观体系的特点便是体系不能和环境隔绝, 环境的影响还会带来进一步的

要求 .

本节及 5.5 节内容取自文献[ 8] , [ 9] .

5. 5 环境对宏观量子现象的影响

宏观体系的基本特点是它和环境的相互作用 . 一般情况下它是不可逆的, 并倾向于

抹掉量子力学的相干 . 讨论宏观体系的量子现象就必须考虑环境的影响 . 以 SQ U ID 或

CBJ 为例, 即使在 T n T c 时, 正常电子的数目仍是有限的, 它们导致耗散 .RSJ 方程

( 5.77)式是成功的, 其中就包括了耗散项, 因此耗散从开始便应进入理论 .“开放的量子

体系”是近年来发展得很快的一个方向
[ 13 ]
. 早年 R. P. Feynman 和 F . L. V ernon 提出过
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量子体系和线性耗散系统相互作用理论
[ 12 ]

, A. Leggett
[ 8, 9, 1 0]
在此基础上系统地研究了

Josephson 系统宏观量子性质与耗散的关系, 在量子耗散理论中是很有影响的 . 对

SQU ID和 Josephson 结并联的电阻是可以测量的, 这是唯一的已知宏观参数 . 但宏观量

子效应要从量子理论出发,宏观参数只是微观相互作用的结果, 如何将它和微观理论联系

起来呢? A . O . Caldeira和 A . J . Leggett
[ 9]给出一个详细方案 . 如何表现环境呢? Feyn man

和 Vernon 用“谐振子浴”, Caldeira 和 Leggett 沿用这一方案 . 环境是相当大量的谐振

子, 质量、频率和坐标是 mi, ωi, x i( t) ; 其中 i= 1, 2, ⋯, N . 它们和体系 (质量 M, 坐标

q( t) ) , 在势场 V( q)和外力 F e xt ( t)作用下)相互作用 . 相互作用是什么形式呢?要作假设 .

有了这些就可以写出体系加环境这一复合体的 H amilt on 量 . 但最终要解决的是体系的

量子性质,它和环境的 N 个振子是耦合在一起的 . 最好的方案是 Feynman 的路径积分:

对环境振子的各种不同历史积分 . 这样余下的就是体系的有效 H amilt on 量, 环境的影响

作为有效相互作用留在其中 . 为了应用 Callan-Coleman 方法求隧穿率, Caldeira 和

Leggett 用虚时间积分 . 最后便可以用体系的有效 H amilt on 量求它的宏观量子性质了 .

在实现这个纲领中有两个重要问题 . 第一,设定的体系加环境的 Hamilton 量是否可

行?意思是在体系中有许多微观参数 mi,ωi, 还有环境振子与体系的耦合常数 ci, d i等 . 路

径积分必须能够完成,得到体系有效 Hamilton 量 . 即使作到了, 这些微观参数的归宿如

何呢? 它们必须以某种组合给出唯一的宏观参数,只有它才能最后出现在有效 Hamilt on

量中 . 第二, H amilton 量是否足够普遍 . 即使第一个问题解决得很好,结论也只是:这是

一个模型 . 当然不排斥还有其它模型可以和它竞争 . 如果能解决第二个问题, 即以谐振

子浴代表环境,体系和环境复合体的 Hamilton 量的写法是唯一的,则这已不再是“一个模

型”, 而是一个理论了 . 文献[ 9]很大篇幅是在论证第二个问题 .

5. 5. 1 关于正则变换和绝热近似

这是为了以下内容作的方法上的准备 .

考虑体系的 Lagrange 量:

L = L 0 + ΔL 1 ,

L 0 =
1
2

m( x
¡¤2

+ y
¡¤2

) - V( x , y ) ,

ΔL 1 = εx
¡¤

y. ( 5. 105)

ΔL 1 是与速度有关的耦合, ε为常数 . 在 Lagrange 量上加一个时间函数的微商不会改变

运动方程,原因是它对作用量的贡献只是一个常数 . 若用其它耦合项, 即

ΔL 2 = - εxy
¡¤
,

ΔL 3 =
ε
2

( x
¡¤

y - xy
¡¤
) ,

( 5. 106)

则它们和 ΔL 1 是只相差一个时间函数的微商, 因此会导致同样的运动方程 . 它们相应的

H amilt on 量是
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H 1 =
( p x - εy)

2

2m
+

p
2
y

2m
+ V( x , y) ,

H 2 =
p

2
x

2m
+

( p y + εx )
2

2m
+ V( x , y ) ,

H 3 =
( p x - εy / 2) 2

2m
+

( p y + εx / 2) 2

2m
+ V( x , y ) ,

( 5. 107)

从 H 的形式可知这是一个粒子在势场 V( x , y )以及在 z 方向磁场下所作的运动 . 磁场的

矢量势(电荷因子略去)是

A
( 1)
x = - εy ,   A

( 1)
y = A

( 1)
z = 0;

A
( 2)
y = εx ,   A

( 2)
x = A

( 2)
z = 0;

A ( 3)
x = -
ε
2

y ,   A ( 3)
y =
ε
2

x ,  A ( 3)
z = 0.

( 5. 108)

它们相当于不同的规范选择 . 考虑二维谐振子,在 z 轴方向有磁场:

H =
p

2
x

2m
+

( p y + εx )
2

2m
+

1
2

( mω
2
1 x

2
+ mω

2
2 y

2
) . ( 5. 109)

进行正则变换,生成函数为

F ( y , z ) = - mω2y z, ( 5. 110)

它的作用是将坐标 y 换为 z ,并有变换关系

p y =
�F
�y

= - mω2 z ,

p z = -
�F
�z

= mω2y ,

即将旧动量 p y 换为新坐标 z ,将旧坐标 y 换成新动量 p z:

H ′=
1

2m
( p 2

x + p 2
z ) +

1
2

mω21x 2 +
1
2

m ω2 z -
ε
m

x
2

. ( 5. 111)

从耦合方式看,是从 p y x 耦合( 5. 109)式变为 x z 耦合( 5. 111)式 .

在处理分子结构时,量子力学中常用的是 Born-Oppenheimer 近似
[ 14 , 15 ]
. 它的思路是

将原子核(坐标 q, 动量 p q )作为慢运动, 电子 (坐标 ξi, 动量 p i, i= 1, 2, ⋯, N ) 作为快运

动 .在绝热近似下, 可以视 q 为参数, 它决定了电子感受到的势场 . 先解电子的

Schro�dinger 方程

-  
h2

2m
M è

2
i + V( q) χk (ξi, q) = U k( q)χk (ξi, q) . ( 5. 112)

右方的 Uk ( q)是本征值, q作为参数出现 .χk (ξi, q)是电子波函数 . 电子能量本征值反过

来确定核的运动,作为其本征方程的势能:

-  
h

2

2M
è 2

q + Uk ( q) φik ( q) = E iφik ( q) . ( 5. 113)

这样, 核的运动和电子运动就分离了, 但它们仍是有耦合的 . 以 i, j 代表核波函数的状

态, k, l 代表多电子波函数的状态,则分子系统的波函数是(以{ξ}代表电子坐标的集合)

ψik ( q, {ξ}) = ψik ( q)χk ( {ξ}, q) . ( 5. 114)

绝热近似的成立条件是下列矩阵元可以被忽略:
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〈ik©¦ΔĤ ©¦j l〉≡-  
h

2

2M∫dq∫dξ2φ*ik ( q)
�
�q
φj l ( q)χ*k (ξ, q)

�
�q
χ(ξ, q)

+ φ
*
ik ( q)φj l ( q)χ

*
k (ξ, q)
�

2

�q
2χl(ξ, q) . ( 5. 115)

在绝热近似条件下,核的运动和电子的运动都是保守的, 它们之间没有能量交换 .

5. 5. 2 有耗散的电磁体系的 H amilton 量

先从一个简单的体系开始 . 这是一个超导环,环孔中有磁通Φ穿过 . 它的 Lagrange

量是

L =
1
2

CΦ
¡¤

2
-

1
2L
Φ

2
, ( 5. 116)

相应的运动方程是

CΦ
¡¤¡¤

+
Φ
L

= 0. ( 5. 117)

“环境”就是处于正常态的电子,正常电流 I n 是有耗散的 . 相互作用 Lagrange 量是

ΔL =∫ j ( r ) ¡¤A( r ) d3 x , ( 5. 118)

j ( r) = ∑
i

e viδ
3
( r - r i) ,

j 是正常电子的电流密度算符, v 是电子速度, 积分对环的体积进行 . 令 l 为沿环的长度,

方向与 j 一致, S 为环的截面积, 则有 j d
3
x = Sj ©¦dl©¦= I n dl, I n 是正常电流 . 因此

ΔL = I n∮A ¡¤dl,

积分是沿环的封闭线积分 . 用 Stok es 定理,得 ΔL = I nΦ.采用 Coulomb 规范 E = - A
·

, I n

= j S= σES= - σA
·

S= - σ
Φ
·

l
S , 此处 σ是电导率, l 是环总长 . 因电阻是 Rn =

σS
l

- 1

, 上

式为 I n = -
Φ
·

Rn
. 运动方程可以写为

CΦ
¡¤¡¤

+
Φ
¡¤

R n
+
Φ
L

= 0. ( 5. 119)

我们的目的是把耗散项用电阻(造成耗散的“环境”)的微观坐标表示出来,写出体系-环境

的微观 Lagrange 量, 而它必须能导致仅包括一个宏观参量 Rn 的运动方程( 5. 119) . 这就

能说明 Lagrange 量的选择是正确的, 然后用它去进行量子效应的计算 . 定义电荷量 Qn :

Qn ( t) =∫
t

0
I n ( t′) dt′,

即

I n ( t) =
dQn ( t)

dt
. ( 5. 120)

Qn 是正常电流流过时间 t通过的电荷量 .ΔL= Q
·

nΦ可以改写作

ΔL = - QnΦ
¡¤

, ( 5. 121)
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它们相差一个函数的时间微商,因此完全等价 .Qn 和电阻有关, 电阻可以看成是含有大量

简正模的振子集合,以 Qα代表简正坐标,α为模式. Qn 可以一般地写作

Qn = ∑
α

c
～
αQα. ( 5. 122)

再次用“相差一个时间微商”办法,有

ΔL = Φ∑
α

c
～
αQ

¡¤

α. ( 5. 123)

环境作为质量 mα、频率 ωα的振子 Qα的集合, 也有自己的 Lagran ge量 . 总 体系的

Lagrange量就是

L =
1
2

CΦ
¡¤

2 -
1

2L
Φ2 + Φ∑

α

c
～
αQ

¡¤

α- ∑
α

1
2

mαω2αQ2
α+ ∑

α

1
2

mαQ
¡¤

2
α. ( 5. 124)

式中等号右边的前两项是属体系的, 后两项是属环境的, 中间一项是体系、环境相互

作用 .Φ和 Qα的共轭动量是

P Φ =
�L

�Φ
¡¤ = CΦ

¡¤

,

P Q
α

=
�L

�Q
¡¤

α

= mαQ
¡¤

α+ Φ∑
α

c
～
α.

( 5. 125)

由此,总体系的 Hamilton 量是

H =
1

2C
P 2
Φ +

1
2L
Φ2 + ∑

α

1
2mα

P 2
Q
α

+
1
2

mαω2αQ2
α

- Φ∑
α

1
mα

c
～
αP Q
α

+ Φ
2∑
α

c
～ 2
α

2mα
. ( 5. 126)

回顾式( 5. 109)～( 5. 111) , 是从动量-坐标耦合变到坐标-坐标耦合 . 此处也照样行事, 用

生成函数

F ( xα, Qα) = ∑
α

mαωαQαxα ( 5. 127)

能得到

P x
α

= - mαωαQα,

P Q
α

= mαωαxα. ( 5. 128)

用新坐标 xα和新动量 P x
α
置换旧坐标 Qα和旧动量 P Q

α
:

H′=
1

2C
Φ
¡¤

2 +
1

2L
Φ2 + ∑

α

1
2

mαω2αx 2
α+

1
2mα

P 2
x
α

- Φ∑
α

c
～
αωαxα+ Φ

2∑
α

c
～ 2
α

2mα
. ( 5. 129)

令 c
～
αωα= cα,总体系的 Lagrange 量是

L′=
1
2

CΦ
¡¤

2
-

1
2L
Φ

2
+ ∑
α

1
2

mαx
¡¤ 2
α -

1
2

mαω
2
αx

2
α

+ Φ∑
α

cαxα- Φ2∑
α

c2
α

2mαω2α
. ( 5. 130)

相互作用项显示环境坐标 xα以不同强度 cα耦合于体系坐标 Φ. 上式最后一项是重正化
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项, 它合并于 -
1

2LΦ
2
,实际是改变了体系参数 . 在用微观 Lagrange 量进行计算时, 相互

作用项会带来体系参数的变化, 而这一项恰恰起了抵消项的作用 . 如果物理上不应有变

化, 这一项就应保留 . 式( 5.130)就是体系加环境微观 Lagrange 量的标准形式 . 取成坐

标-坐标耦合是为了对环境坐标进行路径积分时的方便 .

5. 5. 3 非绝热性的修正 ,耗散体系的微观 Lagrange 量

如果绝热近似的成立条件并不完全满足,式( 5.115)就成为非绝热修正 . 将绝热近似

用于有宏观量粒子的环境有一个特殊之处 . 波函数 χk ( {ξ}, q)的 k 代表 N 个电子的状

态 .很多的由 ΔĤ (式( 5.115) )耦合的 k, l 态实际上只会在宏观量 N 的粒子中有 1/ N 量

级的差别 . 因此在式( 5.112)中的 Uk 实际上对 k的依赖很弱, 即作为决定宏观体系运动

方程( 5. 113)中的势实际上是与 k无关的 . 这样体系的波函数就与微观环境的状态 k 无

关了 . 式( 5.113)变为

-  
h

2

2M
è 2

q + U ( q) φi( q) = E iφi( q) , ( 5. 131)

而非绝热修正变为

〈ik©¦ΔĤ ©¦ij〉= -  
h

2

2M∫ dq∫dξ2φ
*
i ( q)
�
�q
φj ( q)χ

*
k (ξ, q)
�
�q
χl(ξ, q)

+ φ
*
i ( q)φ

*
j ( q)χ

*
k (ξ, q)
�2

�q2χl (ξ, q) . ( 5. 132)

这种情况使得式( 5. 132)可以近一步简化 . 在环境波函数空间定义算符 K̂ :

K̂ kl( q) ≡〈k©¦K̂ ( q) ©¦l〉=∫χ*k (ξ, q) - i  h
�
�q
χl (ξ, q) dξ, ( 5. 133)

式( 5.132)就变为

〈ik©¦ΔĤ ©¦j l〉=
1

2M
〈i©¦p K̂ kl( q) + K̂ kl ( q) p + ( K̂

2
) kl( q) ©¦j〉, ( 5. 134)

此处有

〈i©¦p ©¦j〉=∫φ*i ( q) - i  h
�
�q
φj ( q) dq. ( 5. 135)

总 H amilt on 量变为

Ĥ =
1

2M
( p + K̂ ( q) ) 2 + U( q) + Ĥ en v, ( 5. 136)

Ĥ e n v是环境 Hamilton 量,仅和 ξ有关, U( q)是环境在绝热近似下导致对体系的有效势, 而

K̂ ( q)是非绝热修正 . 作为环境波函数空间的算符, K̂ ( q)应与 x̂ j , p̂ j 有关, 此处 x j 和 p j

是环境简正模 j 的广义坐标与动量算符 . 环境的状态是©¦n1 , n2 , ⋯, n j ,⋯〉,此处 n j 代表简

正模 j 态上的粒子数 . x̂j , p̂j 的非零矩阵元是

〈n j + 1©¦x̂ j ©¦n j〉=〈n j ©¦x̂ j ©¦n j + 1〉= ( nj + 1)
1/ 2  h

2m jωj

1/ 2

,

〈n j + 1©¦p̂ j ©¦n j〉= - 〈n j ©¦p̂ j ©¦n j + 1〉= im jωj ( n j + 1)
1 / 2  h

2mjωj

1 / 2

.

 ( 5. 137)
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假定 K̂ ( q)线性地依赖 x̂j , p̂j . 这个假定并不意味体系与环境相互作用是弱的 . 体系与环

境的相互作用主要体现在绝热近似势 U ( q) , 而 K̂ ( q)仅是它的非绝热修正 .K̂可以使任

一个模式的粒子数变化 1, 但它同时可以使任何数量的模式改变粒子数 . 从式 ( 5.136)

看,为了保证 Ĥ 对时间反演的不变性, K̂的时间反演行为应和 p 相同 . 由于 x j 与 q在时

间反演下不变,因此在线性假定下 K̂ ( q)的形式只能是

K̂ ( q) = ∑
j

K j ( q) p̂ j . ( 5. 138)

总 H amilt on 量(式( 5.136) )变为

Ĥ =
1

2M
p̂ + ∑

j

K j ( q) p̂
2
j + U ( q) + Ĥ e nv . ( 5. 139)

这里的体系-环境耦合是动量-动量方式, 且同时系统坐标 q也出现 . 为了得到坐标-坐标

耦合,可以用 5. 5. 2节的方法 . 第一步, 引入新坐标 y j ,生成函数是

F = ∑
j

mjωj x j y j , ( 5. 140)

变换关系是

p j =
�F
�x j

= mjωj y j ,

p y
j

= -
�F
�y j

= - mjωj x j .
( 5. 141)

将式( 5.141)代入 Ĥ (式( 5.139) )得到 Ĥ′( q, p , yi, p y
i
) ,再回到 Lagrange量, 得

L′( q, q
¡¤
; y j , y

¡¤
j ) =

1
2

mq
¡¤2

- U ( q) + ∑
j

1
2

m iy
¡¤2
i - ∑

j

1
2

mjω
2
j y

2
j

- ∑
j

mjωj K j ( q) q
¡¤

y j . ( 5. 142)

在耦合项中已是速度-坐标耦合了 . 为了再把速度换为坐标, 先用“差一个时间微商”办法

把时间微商从 q移到 y j 上, 然后再进行一次正则变换 . 先改写 K j ( q) q
·

:

K j ( q) q
¡¤
=

d
dt∫

q

0
K j ( q′) dq′,

耦 合项 就变 为 - ∑
j

mjωj y j
d
dt∫

q

0
K j ( q′) dq′. 在式 ( 5.142) 上加 一 个 时间 微 商 项

∑
j

mjωj
d
dt

yi∫
q

0
K j ( q′) dq′就得到等价的新 Lagrange 量:

L″=
1
2

mq
¡¤2 - U( q) + ∑

j

1
2

mj y 2
j - ∑

j

1
2

m jω2j y 2
j

+ ∑
j

m jωj y
¡¤

j∫
q

0
K j ( q′) dq′. ( 5. 143)

现在时间微商已移到 y j 上了 . 先写出 H amilton 量,然后作正则变换:

H″=
p

2

2M
+ U( q) + ∑

j

1
2m

p y
j

-
F j ( q)
ωj

2

sy m
+

1
2

m jωj y
2
j , ( 5. 144)

此处
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F j ( q) = mjω
2
j∫

q

0
K j ( q′) dq′. ( 5. 145)

正则变换的生成函数和变换关系是

F′= ∑
j

mjωj z j y j , ( 5. 146)

p y
j

=
�F′
�y j

= mjωj z j ,

p z
j

= -
�F′
�z j

= - m jωj y j .
( 5. 147)

变换后的 H amilt on 量和相应的 Lagrange量分别是

H �=
p

2

2M
+ U( q) + ∑

j

1
2m j

p 2
z

j
+

1
2

mjω2j z j -
F j ( q)
m jω

2
j

2

, ( 5. 148)

L�=
1
2

mq
¡¤2

- U( q) + ∑
j

1
2

miz
¡¤2

j -
1
2

m jω
2
j z

2
j

+ ∑
j

F j ( q) z j - ∑
j

F 2
j ( q)

2mjω
2
j

. ( 5. 149)

将外力 F ex t( t)包括进来, 并将 z 改为 x , U 改为 V,就得到最后的标准形式:

L =
1
2

mq
¡¤2 - V( q) + ∑

j

1
2

mj x
¡¤ 2

j -
1
2

m jω2j x 2
j + ∑

j

F j ( q) x j

- ∑
j

F
2
j ( q)

2m jω
2
j

+ qF e xt ( t) . ( 5. 150)

有耗散的电磁体系的 Lagrange 量( 5. 130)式是此式的一个特例 . 进一步对 F j ( q)作线性

依赖假定①

F j ( q) = Cj q, ( 5. 151)

耦合项变为 q∑
j

Cj x j , 重正化项变为

- ∑
j

C
2
j

2m jωj
q

2
≡

1
2

M(Δω)
2
q

2
. ( 5. 152)

Lagrange量( 5.150)式的运动方程是

Mq
¡¤¡¤

= -
�V
�q

+ M(Δω) 2 q + F ex t( t) - ∑
j

C j x j ,

m j x
¡¤¡¤

j = - mjω
2
j x j - C j q.

( 5. 153)

进行 F ourier 变换到 q
～

(ω)和 x
～

j (ω) , 并从两个运动方程消去 x
～

j , 得到系统的运动方程

- Mω2 q
～

(ω) = -
�V
�q

(ω) + F
～

e xt (ω) + K (ω) q
～

(ω) , ( 5. 154)

此处

K (ω) = ∑
j

C
2
j

m2
j (ω2j - ω2 )

, ( 5. 155)

频率重正化(Δω)
2 已包括在 V 中, 成为重正化势 .
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5. 5. 4 微观参量与宏观耗散参量的关系

体系的宏观运动方程是

Mq
¡¤¡¤

+ ηq
¡¤

+
�V
�q

= F e xt ,

它的 F ourier 变换形式是

- Mω
2
q
～

(ω) - iωηq
～

(ω) +
�V
�q

(ω) = F
～

e xt (ω) . ( 5. 156)

将它与式( 5.154)比较, 得

K (ω) = iωη. ( 5. 157)

在将它与式 ( 5. 155)右方等同起来以前, 先要处理式 ( 5.155)在 ωj 处的极点 . 在对 ωj 积

分时绕过极点的方式是

1
ω

2
j - ω

2 =
1

(ωj + ω) (ωj - ω- iε)
,

即 Im
1
ω

2
j - ω

2 =
π

2ωj
δ(ωj - ω) .

式( 5.155)给出

ImK (ω) =
π
2∑j

C
2
j

mjωj
δ(ωj - ω) ≡ J (ω) ,

ReK (ω) = 0.

( 5. 158)

式( 5.157)给出条件

J (ω) = ηω. ( 5. 159)

由于宏观运动方程在频率 ωc 失效①, 因此上式应用范围也是 ω< ωc. 若 F j ( q)对 q并非严

格线性依赖,可将式( 5.158)修改为

π
2∑j

1
m jω

2
j

�F j

�q

2

δ(ω- ωj ) = η( q) .

至此,已证明了体系-环境总系统的微观 Lagrange量(式( 5.150) )能正确给出体系所满足

的宏观运动方程,因此可以被接受为进行量子力学计算的出发点 .

Caldeira 和 Legget t
[ 9]
致力于阐明 Lagrange 量 ( 5.150)式是足够普遍的 . 论证中有

的步骤还不算是严格证明,只是“合理的论据”.

除 Caldeira-Leggett 方法以外, 处理超导隧穿结耗散问题的还有 V . A mbegaokar,

V . Eckern和 G . Scho�n 的方法
[ 16 ] .他们从超导结的微观模型出发,以准粒子自由度作为耗

散及噪声源 . 对于在谐振子势场以及常数外力场中的耗散体系,孙昌璞和余立华 [ 1 8, 1 9, 20 ]

用 Laplace 变换将特定的体系和环境坐标的 Heisenberg 算符 q( t)及 x j ( t )用初始条件表

示,从而可以对体系作较深入的研究 .
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5. 5. 5 耗散与宏观量子隧穿

在无外力情况下对应 Lagrange 量(式( 5. 150) , ( 5. 151) )的 H amilton 量是

H =
p 2

2M
+ V( q) + ∑

i

p
2
i

2m i
+

1
2

m iω
2
ix

2
i - q∑

i

Cix i + q
2∑
i

C
2
i

2mi
ω

2
i . ( 5. 160)

先作一个定性讨论
[ 8]
. 在多维空间 ( x i, q)中势能曲面的等高线示于图 5.13, 体系的势能

V ( q)示于图 5.12.q > q0 是势能为负的区域, 在图 5.13 中以斜线画出并标记为 S . 图

5.12中的 qm ax给出 V( q)的极大值 V0. 图 5.13( a)中的( qma x , x i= 0)是势能曲面的鞍点, 它

对系统的势能是极大值, 而对环境的势能是极小值 . 隧穿的经典轨道相应于从原点

( q= 0, x i= 0)沿 q轴经鞍点到达 S. 在有耗散时(图 5.13( b ) ) ,势能变为(只列一个环境坐

标)

图 5.13 多维空间( x i, q)中势能等高线

( a) 无耗散情况 ; ( b) 有耗散情况

V( q) +
1
2

mω
2
x

2
- Cqx + q

2 C2

2mω2

= V( q) +
1
2

mω
2

x -
C

mω
q

2

,
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鞍点位置由( qm ax , 0)变为 qma x ,
C

mω
qm ax ,在此点的势能仍为 V( qm ax ) (见图 5.13( b) ) , 此时

路径上势能虽然未变, 但路径变长, WK B指数与∫ ( V( q, x i) )
1/ 2

ds 成正比, 因此耗散使隧

穿率变小 .

在定量讨论中 [ 9]需要计算体系在温度 T (β= 1/ kT )下的密度矩阵①

ρ( qi{x i}, qf {x f};β) = ∑
n

e - βE
nψ*n ( qi{x i })ψn ( qf, {x f}) , ( 5. 161)

此处 i, f 代表始末态 . 在将 ρ写成路径积分后需要对环境坐标的所有可能的“历史”积

分 .环境坐标的历史是谐振子的周期运动, 故有{x i}= {x f }≡{x }, 而 x 可以取任何值, 对

所有历史求和就包括对 xα(α是模式指标)的积分 . 约化密度矩阵因此可以写作

ρ( q i , qf;β) =∫∏
α

dxα∫
q(β) = β

f

q( 0) = q
i

[ Dq(τ) ]∫
x
α

(β) = x
α

x
α

( 0) = x
α

[ Dxα(τ) ]

× exp -
1  
h∫
β

0
L E ( q, q

¡¤
; {xα, x

¡¤
α}) dτ, ( 5. 162)

此处 L E 是欧氏 Lagrange量, L E = T + V:

L E ( q, q
¡¤

{xα, x
¡¤
α}) =

1
2

Mq
¡¤2

+ V( q) +
1
2∑α mα( x

¡¤ 2
α+ ω

2
αx

2
α)

+ q∑
α

Cαxα+
1
2

M©¦Δω©¦
2
q

2
. ( 5. 163)

对[ Dxα(τ) ]的 Gauss 积分,正是本书第 4章附录 1所计算的( 4.110)式:

∫dxα∫
x
α

(β) = x
α

x
α

( 0) = x
α

[ Dxα(τ) ] exp -
1  
h∫
β

0

1
2

m( x
¡¤2
α+ ω

2
x

2
α) + xαCq(τ) dτ

= I ( 0) exp
C2

4m  h ω∫
β

0
dτ∫
β

0
dτ′

q(τ) q(τ′) coshω ©¦τ- τ′©¦-
β
2

sinhωβ/ 2
, ( 5. 164)

此处 I ( 0)是在 C= 0时积分的值,它正是自由谐振子密度矩阵 ρos c( x , x ;β)对 x 的积分:

I ( 0) =∫dx∫
x (β) = x

x ( 0) = x
[ Dx (τ) ] exp -

1  
h∫
β

0

1
2

( mx
¡¤ 2

+ ω
2
x

2
) dτ

≡∫dxρosc ( x , x ;β) .

谐振子密度矩阵可以由式( 4. 82) ② , ( 4.86)和( 4.89)给出 . 由于作用量是

S 0 =
mω

cosh  
h ωβ

2

x 2 ,

则有

·471·

①

② 令 x = x′= x.
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ρ( x , x ;β) = exp -
S 0  

h
F (β) =

mω
2  hπsinh (  h ωβ)

1
2

exp -
mω  

h cosh  
h ωβ

2

x 2 .

由此可得

I ( 0) =∫
∞

- ∞
dx ρ( x , x ;β) =

1
2

csch  
h ωβ

2
. ( 5. 165)

式 ( 5.164) 中指数上的积分可以进一步变换 . 将 q(τ′) 扩到域 0≤τ′< β之外, 定义是

q(τ′+ β) = q(τ′) ① ,因此式( 5.164)可以写作

1
2

csch  
h ωβ

2
exp

C
2

4m  h ω∫
∞

- ∞
dτ′∫
β

0
dτe

- ω©¦τ- τ′©¦
q(τ) q(τ′) ,

将它代回式( 5. 162) , 得到

ρ( qi , qf ;β) = ρ0 (β)∫
q(β) = q

f

q( 0 ) = q
i

[ Dq(τ) ] exp∫
β

0

1
2

Mq
¡¤

2 + V( q) dτexp{Λ[ q(τ) ] /  h},

此处

ρ0 (β) = ∏
α

1
2

csch  
h ωαβ

2

是环境自由谐振子的约化密度矩阵,

Λ[ q(τ) ] =∫
β

0

1
2

M(Δω) 2 q2 (τ) dτ+ ∑
α

C2
α

4mαωα∫
∞

- ∞
dτ′∫
β

0
dτe- ω

α
©¦τ- τ′©¦q(τ) q(τ′)

( 5. 166)

是系统与环境相互作用的影响,它的形式可以进一步简化 . 将恒等式

q(τ) q(τ′) ≡
1
2

q2 (τ) + q2 (τ′) - ( q(τ) - q(τ′) ) 2

代入式( 5.166)并将 q
2
(τ)和 q

2
(τ′)对 τ和 τ′积分,从式( 5.152)可知它们的结果正好和式

( 5.166)第一项相抵消 . 因此,

Λ[ q(τ) ] = -
1
2∫
∞

- ∞
dτ′∫
β

0
dτα(τ- τ′) {q(τ) - q(τ′) }

2
, ( 5. 167)

此处

α(τ- τ′) = ∑
α

C2
α

4mαωα
e - ω
α

©¦τ- τ′©¦

=
1

2π∫
∞

0
J (ω) e

- ω©¦τ- τ′©¦
dω≥ 0, ( 5. 168)

谱密度 J (ω)是由式( 5. 158)定义的,如果采用条件(式( 5.159) ) J = ηω, 则有

α(τ- τ′) =
η

2π
1

(τ- τ′)
2 . ( 5. 169)

它可以在条件©¦τ- τ′©¦�ω
- 1
c 下成立 . 约化密度最后的形式是
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① 这就可以将对 τ′的积分上下限延至 - ∞到+ ∞ , 因为只要 τ限制在 0≤τ< β中 , τ′超过这个界限时 , 下式的被

积分函数 e- ω©¦τ- τ′©¦以指数趋零 .



ρ( qi , qf ;β) =∫
q

f

q
i

[ Dq(τ) ] exp -
1  
h

S eff [ q(τ) ] , ( 5. 170)

系统的有效作用量 S e ff是

S e ff [ q(τ) ] =∫
β

0
dτ

1
2

Mq
¡¤

2
+ V( q) +

1
2∫
β

0
dτ∫
β

0
dτ′α(τ- τ′) {q(τ) - q(τ′) }

2
.

( 5. 171)

实际上在©¦τ- τ′©¦很小时, α(τ- τ′)对式( 5.171)的贡献是很小的 . 约化密度矩阵给出体系

的所有平衡态性质 . 至此,已经可以按 Callan-Coleman 方法
① 进行量子隧穿率的计算 .

为了演示式( 5.171)的正确性, 文献[ 9]附录 B将它用于 V=
1
2 Mω

2
0q

2
的情况,即系统是阻

尼谐振子,所得结果和阻尼谐振子的密度矩阵的精确解完全一致 . 有效作用量( 5.171)式

给出的运动方程是

Mq
¡¤¡¤

=
�V
�q

+
η
π∫
∞

- ∞
dτ′

q(τ) - q(τ′)
(τ- τ′) 2 . ( 5. 172)

右方第二项是环境作用于系统的有效力, 积分在 τ′= τ处定义为取主值, 方程的解就是经

典轨道 . 令 V( q)在 q= 0 处有一个极小值,在 qm a x处有一个极大值, 然后在 q0 处降为 0,

q> q0时 V 为负 . 这种位势使系统在 q= 0 处有一个亚稳态, 它会隧穿势垒到 q0 , 不再回

来 . 第 4 章附录 2“二次加三次势”是一个例子 . 经典轨道就是回弹解, 将经典解代回式

( 5.171)就得到经典作用量 S cl. 系统衰变(隧穿)率 Γ是

Γ= Aexp -
B  
h

, ( 5. 173)

其中起主要作用的指数上因子 B 是回弹解的作用量,

B =∫
∞

- ∞
dτ

1
2

Mq
¡¤

2
+ V( q) +

η
4π∫
∞

- ∞
dτ∫
∞

- ∞
dτ′

q(τ) - q(τ′)
τ- τ′

2

, ( 5. 174)

积分是对回弹解取值的 . 前置因子 A 是各种轨道(历史 )对经典轨道的偏离对路径积分

的贡献 . 参照式( 4.63) ,有

A =
B
*

2π  h

1 / 2 detD̂0

det′D̂1

1/ 2

, ( 5. 175)

其中算符 D̂0 和 D̂1 分别定义为

D̂0 q(τ) ≡ -
d2

dτ2
+ ω

2
0 q(τ) +

η
πM∫

∞

- ∞

q(τ) - q(τ′)
(τ- τ′) 2 dτ′, ( 5. 176)

D̂1 q(τ) ≡ -
d

2

dτ
2 +

1
M

V″[ qc l(τ) ] q(τ) +
η
πM∫

∞

- ∞

q(τ) - q(τ′)
(τ- τ′)

2 dτ′. ( 5. 177)

q cl(τ)是运动方程( 5. 172)的回弹解 . 式( 5. 175)中的 B
* 是②

B
*

=∫
∞

- ∞
Mq

¡¤
2
c ldτ. ( 5. 178)

·671·

①

② B * 的来源是处理零模解时出现的经典解作用量 S 0. 经典解是零能量解 (式 ( 4.48) ) ,故 S 0 就是动能对 τ积分

的 2倍 .

请参阅本书 4. 4 节 .



式( 5.175)中的 det′意为弃去零本征值 .

对于一般情况, 可以从对作用量 ( 5.174)式变分得到的 Euler-Lagrange 方程 (即式

( 5.172) )求数值解,代回式( 5.174)求得回弹解作用量 . 但为了尽可能得到具体的解析表

达式, 仍对“二次加三次势”求解析解 . 在有耗散情况下, 只有在极限情况下, 即弱阻尼

α=
η

2Mω
0和强阻尼 α ∞获得解析解 . 此处仅将文献 [ 9]结果列出 . 无耗散时,“二次

加三次势”回弹解作用量是 B0 =
36V0

5ω0
(式( 4.112) )隧穿率是Γ= 60ω0

B0

2π  h

1/ 2

e
- B

0
/ h  

(式

( 4.143) ) . 耗散的主要作用是增加回弹解作用量

B = B 0 + ΔB, ( 5. 179)

其中 ΔB = Φ(α)ηq
2
0 = Φ(α) 2Mω0αq

2
0 . ( 5. 180)

Φ是依赖于 α的数量级为 O( 1)的量. 对弱阻尼情况, Φ= 12ζ( 3) /π
3
≈0. 47; 对强阻尼情

况,Φ= 2π/ 9≈0. 70. 耗散的另一个影响是改变前置因子 . 一般的分析表明前置因子对 α

的依赖较强,但它对隧穿率的影响远不如在指数上的经典解作用量 . 在式( 5.180)中的 q
2
0

值根据( 4.111)式定义的参数关系可以写作

q
2
0 =

27V0

2Mω
2
0

. ( 5. 181)

将它代入式( 5.180) , 最终得到

Γ(α) = f (α)ω0
60V0  

h ω0

1/ 2
18
5π

1 / 2

exp -
36
5

V0  

h ω0
1 +

15
4
Φα , ( 5. 182)

其中 f (α)是耗散带来的对前置因子的修正 . 由于 ΔB> 0, 耗散永远压低隧穿率, 这是瞬

子方法的必然结论 . 瞬子方法的性质是半经典近似,但是非微扰的 . 在瞬子方法不能应

图 5.14 �多维空间( q, x i)中的环境加

双阱势等高线

用时 (例如对浅双阱势能级的量子效应重要

的情况下) , 会出现耗散促进隧穿的情况
[ 21 ]

.

5. 5. 6 耗散与宏观量子相干

耗散对宏观量子相干的影响比它对隧穿

的影响要复杂得多, 对它的了解也还很不

够 .下面只据文献[ 8]作半定量讨论①. 考虑

图 5.8 所示的双阱势, 双阱加环境势的等高

线示于图 5.14. 仍只考虑二能级问题, 即在

势垒很高时, 左右阱各有一个束缚态 ψL 及

ψR , 它们的能量是简并的 . 在势垒有限时存

在隧穿劈裂 . 左右阱态的偶组合是基态, 奇

组合是激发态 . 二能级问题用 Pauli矩阵描

述是很简洁的 . 在 σz 为对角的表示中, 令 σz = + 1 ( - 1) 相应系统位于右阱+ q0 (左阱

- q0 ) , 即以σz 的本征态代表 ψR 和 ψL ,体系的 Hamilton 量可以写作
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① 文献 [ 10]给出更详尽的讨论 .



H s = -  
h Γ

2
σx . ( 5. 183)

它导致ψR 和ψL 相互转变, 常称为跳跃项( hopping term) . H s 的本征矢和相应的本征值是

ψ0 =
1

2

1

1
=

1

2
(ψR + ψL ) ,  ε0 = -  

h Γ
2

;

ψe =
1

2

 1

- 1
=

1

2
(ψR - ψL ) ,  εe =  

hΓ
2

;

( 5. 184)

能量劈裂是  h Γ. 据式( 5. 160) , 系统-环境总 H amilton 量是

H = -  
hΓ
2
σx - q0σz∑

i

Cix i +
1
2∑i

p
2
i

2m
+ miω

2
ix

2
i + q2

0∑
i

C2
i

2miω2i
. ( 5. 185)

在相互作用项中- q∑
i

Cixi 已改写为 - q0σz∑
i

Cix i, 因为系统处于右、左阱时,相互作用

能分别是 - q0∑
i

Cix i和 q0∑
i

Cix i, 刚好用σz 的本征值表示 . 在 5. 4节中表明, 相干劈裂

Γ正是共振频率(系统在左、右阱内往复的频率) . 环境中振子频率 ωim Γ,系统-环境可以

适用绝热近似 . 它们的波函数是

ψ(σz, {x i}t) ≈∑
α= ±1

Cα( t)χα(σz )∏
i

ψ0α( x i) , ( 5. 186)

此处χα(α= + 1, - 1)是 σz 的本征态( R , L) . 记式( 5.185)后三项之和为∑
i

hi, 此处 hi 即

是

hi = - q0αCix i +
p 2
i

2m
+

1
2

m iω2ix 2
i

=
p

2
i

2m
+

1
2

m iω
2
i x i -
αCiq0

m iω2i

2

+ const . ( 5. 187)

hi 的本征态记作ψ
0
α( xi) . hi 作用于ψR , ψL 时 σz 可用本征值 α= + 1, - 1代替 . 最后一行前

二项正是平衡位置在
αCiq0

miω
2
i
的谐振子 H amilton 量 . 记谐振子波函数为 ψ0 ( x ) ,就有

ψ0α( x i) = ψ0 xi -
αCiq0

m iω
2
i

. ( 5. 188)

当系统位于左阱时, 体系总波函数是 χ- 1∏
i

ψ0- 1 ( x i) , 当它位于右阱时, 总波函数是

χ+ 1∏
i

ψ0+ 1 ( xi) . 考虑了环境之后共振频率就是

Γ= Γ〈χ+ ∏
i

ψ
0
+ 1 ( x i) ©¦σx ©¦χ- ∏

i

ψ
0
- 1 ( x i)〉

= Γ∏
i

(ψ
0
+ 1 ( x i) ,ψ

0
- 1 ( x i) ) . ( 5. 189)

简单的积分给出①
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① 由 于 ψ0( x ) =
mω  
h π

1/ 4

exp ( - mωx 2/ 2  h) , (ψ0+ 1( x i) , ψ0- 1( x i) ) =∫
∞

- ∞
dx

mω  
h π

1/ 2

exp -
Ciq2

0  

h m iω3i
×

exp -
mω  
h

x 2 = exp -
C 2
iq2

0  

h m iω3i
.



Γ= Γexp - ∑
i

C
2
iq

2
0  

h miω
3
i

. ( 5. 190)

式( 5.190)表明, 环境的影响使隧穿率下降 . 从图 5.14也可看出, 由于耦合, 阱底位置从

无阻尼情况的 q 轴上±q0 处在 x 方向移动, 方向取决于 q0 的符号 . 这增加了隧穿难度.

考虑式( 5. 190)右方的指数函数, 它与谱密度 J (ω)有关, 因为用式( 5.158)可以给出以下

积分:

∫ J (ω)
ω

2 dω=
π
2∑i∫

C
2
i

miωiω
2δ(ωi - ω) dω=

π
2∑i

C
2
i

m iω
3
i
.

因此

exp -
q

2
0  

h∑i
C

2
i

miω
3
i

= exp -
2q2

0

π  h∫
J (ω)
ω2

dω .

积分上限是切断频率ω, 下限是ωΓ, 即绝热近似适用的界限 . 式( 5. 190)给出

Γ= Γexp -
2q2

0

π  h∫
ω

ω
Γ

J (ω)
ω

2 dω . ( 5. 191)

当 J = ηω时,有

Γ= Γ
ωΓ
ω

η/ η
c

= ω
Γ
ω
ωΓ
ω

η/η
c

, ( 5. 192)

此处

ηc =
π  h
2q

2
0
.

以上讨论使人不够满意之处是, 对 ω积分取了下限 ωΓ. 那么环境振子中频率更低的成分

对宏观量子相干产生什么影响呢? 选 ωΓ= Γ(频率低于 Γ的振子跟不上体系的“慢变

化”) .式( 5.192)给出

Γ= ω
Γ
ω
Γ
ω

η/η
c

= ω
Γ
ω

1+ η/η
c

. ( 5. 193)

这个结论令人鼓舞:真实的频率 Γ= Γ
Γ
ω

η/η
c

< Γ. 为什么不更进一步, 选下限为 Γ(只要

ωim Γ, 绝热近似就可用) :

Γ′= ω
Γ
ω
Γ
ω

η/η
c

= ω
Γ
ω
Γ
ω

1+ η/ η
c
η/η

c

= ω
Γ
ω

1+
η
η
c

+
η
η

c

2

.

频率再次下降 . 继续下去有两种可能:

Γ= ω
Γ
ω

1
1- η/ η

c
, η< ηc;

Γ= 0, η> ηc.

( 5. 194)

这种类似重正化群的论证最后得到有趣的结论 . 如果阻尼常数 η低于临界值 ηc, 则隧穿

率(共振频率)减小,如果 η大于ηc, 则体系稳坐在一个阱中,隧穿率为 0.
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5. 6 有关 J osephson 结的宏观量子隧穿实验

1981年发表的两项实验工作 [ 22, 23]都是用流偏置 Joseph son 结 . 式( 5.47)给出势能

V(�) = -
Φ0

2π
( I ccos�+ I e x t�) . ( 5. 195)

当 I e xt / I c≡x < 1 时, V(�)有一系列最小值(阱) s in�m in = x , 其间是势垒 . 自阱中亚稳态(零

点能  h ω0 / 2)到垒顶能量差为

H ( x ) =
I cΦ0

π
[ ( 1 - x

2
)

1/ 2
- x cos

- 1
x ] -  

h ω0
2

, ( 5. 196)

I 愈接近临界值时垒愈低 . 温度足够高时, 亚稳态跃出势垒, 主要由热激发造成, 跃迁率

为

τ- 1
t h =
ω0
2π

e - H ( x ) / kT ( 5. 197)

它随温度降低迅速下降 . 在 T 0 时,热激发跃迁率为 0, 此时由量子力学穿透势垒实现

跃迁,跃迁率与 T 无关 . 跃迁的宏观变量是结的相位�. 跃迁率是

τ- 1
MQ T =
ω0
2π

b
2π

1/ 2

e- b, ( 5. 198)

对流偏置结(旁路电阻 R,电容 C)在 x�1时是

b =
H ( x )  
h ω0

7. 2 +
8A
ω0 RC

. ( 5. 199)

括弧中第二项是环境耗散的效应, A= O( 1) . 当 �位于阱中时, 其平均值在势阱最低处, 并

在它周围有频率为 ω0 的振动 . 当它跃出势垒时就将沿势曲线下滑, 此时 �
·

就产生电压 .

在文献[ 23]中的实验是在不同的温度 ( 1.7K 到 5mK )下逐渐增加电流 I . 当电流增加到

某一值时,结就从超导态(跨结电压为 0)过渡到正常态(跨结有电压) . 将各温度的过渡电

流分布P ( I )记录下来, 当温度降低时P ( I )分布变窄并移向高电流值(见图5.15 ) .插图

图 5. 15 Josephson 结从超导到正常态的过渡电流分布 P ( I )
·081·



给出结在 95mK 的电流-电压特性曲线 . 垂直的两段代表结在超导态, 接近水平的两段代

表过渡到正常态,瞬间产生了电压, 代表 �已跃过势垒 . 从分布 P ( I )可以计算出跃迁率

τ
- 1

( I ) . 在图 5.16 中给出两个结的 τ
- 1

( I ) , lnτ
- 1

( I )都接近于与 I 成正比 . 当温度降低

时, τ
- 1

( I )向高 I 值推移, lnτ
- 1

( I )的斜率增加, 在 T�100mK 时斜率很少变化 . 图中的

实线代表热激发跃迁率(式( 5.197) )的理论结果 . 虚线代表不考虑耗散的量子隧穿率, 点

线代表考虑耗散的量子隧穿率(式( 5.198) , ( 5.199) ) , 它们都是与温度无关的 . 从实验数

据与理论的拟合中代表耗散的参数 A 被确定为 A≈4. 5. 图 5.17 给出两个结 P ( I )的宽

图 5. 16 两个结的跃迁率 τ- 1( I )

度 ΔI =〈( I -〈I〉)
2
〉

1/ 2
作为 T 的函数, 实线、虚线和点线仍分别代表热激发、无耗散量子

隧穿和有耗散 ( A = 4. 5)量子隧穿的理论结果 . 另一个实验组 [ 24 ]对 T = 0 时量子隧穿率

与耗散的关系作了报道,确证了理论的结果 .

阱中的宏观量是跨结的相角差 . 它不仅穿透势垒, 而且在阱中还有不同的量子

态 [ 25 ] .在 80 年代后期直到 90年代有不少精确的实验 .

至于 Josephson 系统的宏观量子相干现象, 还没有成功的实验报道 .
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图 5.17 过渡电流分布 P ( I )的宽度与温度的关系

5. 7 磁的宏观量子隧穿,自旋相干态

20 世纪 80 年代后期以前, 讨论宏观量子现象多限于 Josephson 体系 . 到 1988年出

现了关于磁的量子隧穿的理论讨论
[ 26]

, 90年代初就出现了实验工作 . 此后理论、实验工

作发展非常迅速 . 到 90 年代中已涌现出大量研究成果 . 由于原子之间强的交换相互作

用,出现铁磁、反铁磁单畴磁性颗粒可以有 103～106 基本自旋作为一个整体而行动,而畴

壁涉及 101 0自旋 . 这类问题称为“巨自旋”( giant spin ) . 作为宏观量,它们呈现量子性质,

例如隧穿现象 . 这类现象不仅具有理论意义, 而且在信息的存储与操作上有重要的潜在

实用意义 . 在制造工艺和测量技术上的突破更为实验研究开辟了广阔的道路 .

在磁隧穿的理论工作中需要用自旋相干态方法, 以下先作简单介绍 [ 28, 29] . 它的构成

是基于自旋算符代数的 . 自旋算符 S 的分量是 ( S 1 , S 2 , S 3 ) , Casimir 算符是 S
2
, 本征值是

s( s+ 1) , s可以是整数或半整数 . 先取基准态©¦m〉, m 是 S 3 的本征值, - s≤m≤s. 取转动

算符 U (θ, �) , 此处 θ和 �是单位矢量 Ω̂的球坐标极角及方位角, 它将 z 轴转至(θ, �)方

向 .U(θ, �)的表达式是

U(θ, �) = e - i�S
3 e - iθS

2 . ( 5. 200)

将 U (θ,�)作用于©¦m〉就得到自旋为 s,自旋在 Ω̂(θ, �)方向投影为 m 的状态, 称为自旋相

干态,记为©¦Ω〉或©¦θ,�〉:

©¦Ω〉≡ ©¦θ,�〉= U (θ,�) ©¦m〉= e - i�S
3 e - iθS

2 ©¦m〉. ( 5. 201)

在两个指数函数间插入单位元 I = ∑
s

n= - s

©¦n〉〈n©¦, 得
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©¦θ,�〉= ∑
s

n = - s

e - in�〈n©¦e - iθS
2©¦m〉©¦n〉. ( 5. 202)

式中的矩阵元称为用角动量 s 表示的约化 Wigner 系数:

d s
nm (θ) ≡〈n©¦e - iθS

2©¦m〉. ( 5. 203)

m= s(最高权)时, d 的表达式最简单:

d s
ns(θ) =

2s

s - n

1/ 2

cos s+ n θ
2

sin s- n θ
2

. ( 5. 204)

单位元的分解是①

2s + 1
4π∫©¦θ, �〉〈θ, �©¦s inθd�dθ= I . ( 5. 205)

相干态的重叠是
①

〈θ,�©¦θ′�′〉=〈m©¦e iθS
2e i( �- �′) S

3e - iθS
2 ©¦m〉

= ∑
s

n= - s

d s
mn (θ) d s

nm ( - θ′) e i( �- �′) n . ( 5. 206)

对 m= s(最高权)上式是

〈θ, �©¦θ′, �′〉= cos
θ
2

cos
θ′
2

e
i

1
2

(�- �′)
+ sin
θ
2

s in
θ′
2

e
- i

1
2

(�- �′)
2s

= cos
θ
2

cos
θ′
2

e i
1
2

(�- �′)
2s

1 + t an
θ
2

t an
θ′
2

e- i( �′- �)
2s

. ( 5. 207)

上式还可以写作另一式样:

〈Ω©¦Ω′〉= ©¦〈Ω©¦Ω′〉©¦e - iΦ,

此处

©¦〈Ω©¦Ω′〉©¦= cos
θ
2

cos
θ′
2

+ s in
θ
2

s in
θ′
2

cos(�′- �)
2

+ sin
θ
2

sin
θ′
2

sin (�′- �)
2 s

=
1
2

( 1 + Ω̂¡¤Ω̂′)
s

,

Ω̂与 Ω̂′的夹角 Φ满足

t anΦ=
sin
θ
2

sin
θ′
2

sin (�′- �)

cos
θ
2

cos
θ′
2

+ s in
θ
2

sin
θ′
2

sin (�′- �)
2s. ( 5. 208)

以上的讨论涉及了相干态的多种性质 . 从它的参数标志看, 参数是连续的 . 不同标志的

相干态不是正交的 . 它们组成过完全的集合,通过单位元分解, 可以把任意波函数用相干

态展开 .

对量子自旋系统,自旋相干态提供自然的半经典近似框架 . 考虑路径积分的跃迁振

幅,采用虚时间形式:
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〈Ωf©¦e- Ĥ (τ
f

- τ
i
) / h  ©¦Ωi〉= ∏

N

n= 1
∫ 2s + 1

4π
dΩn ∏

N + 1

n= 1
〈Ωn©¦e - εĤ / h  ©¦Ωn- 1〉.

( 5. 209)

在上式中已将虚时间间隔τf- τi 分为小间隔 ε的 N 等分, 并将 N 个单位元分解插入指数

函数因子之间 . 式( 5.209)的一个典型的因子是

〈Ωn©¦e - εĤ / h  ©¦Ωn- 1〉=〈Ωn©¦1 - εĤ /  h ©¦Ωn- 1〉

=〈Ωn©¦Ωn - 1〉 1 -
ε  
h
〈Ωn©¦Ĥ ©¦Ωn- 1〉
〈Ωn©¦Ωn- 1〉

, ( 5. 210)

以下分别计算上式中的各因子 . 分开〈Ωn©¦Ωn - 1〉的振幅与相因子,

〈Ωn©¦Ωn- 1〉= ©¦〈Ωn©¦Ωn- 1〉©¦e
- iΦ

.

据式( 5.208) , 振幅部分是
1
2

( 1+ Ω̂n·Ω̂n- 1 )
s

, 在 N→∞, ε→0极限下, 它趋近于 1. 相角

在极限下是(据式( 5.208) )

Φ≈ tanΦ≈ 2ssin
2 θ

2
Δ�= s( 1 - cosθ)Δ�,

此处 Δ�= �n - �n - 1 . 由于 Δ�已是带头项, 且下面无限多的 Δ�要相加, 故此处应予保留 .

总起来有

〈Ωn©¦Ωn- 1〉= e
- is( 1- c osθ)Δ�

= e
- i s( 1- cosθ)�

¡¤
n
ε
.

由于式( 5. 210)中方括弧中第二项前已有 ε在,故两个矩阵元之商可弃去 O(ε)项:

〈Ωn©¦Ĥ ©¦Ωn - 1〉
〈Ωn©¦Ωn- 1〉

=〈Ωn©¦Ĥ ©¦Ωn〉+ O(ε) ≈ H (Ωn ) .

H (Ωn )已是 c数,是 H amilt on 量在相干态©¦Ωn〉的期待值 . 式( 5. 210)已经计算完毕:

〈Ωn©¦e
- εĤ / h  

©¦Ωn - 1〉= exp - iεs( 1 - cosθ)�
¡¤

n -
ε  
h

H (Ωn ) .

跃迁振幅( 5.209)式已经可以写成路径积分形式:

〈Ωf ©¦exp [ - H (τf - τi) /  h] ©¦Ωi〉=∫
Ω(τ

f
)

Ω(τ
i
)
[ DΩ(τ) ]×

图 5. 18 �Wess-Zumino

项的几何意义

exp - is∫
τ
f

τ
i

( 1 - cosθ)�
¡¤

dτ-
1  
h∫
τ

f

τ
i

H (Ω(τ) dτ. ( 5. 211)

路径积分中指数上的量是Ω(τ)的泛函, 它和作用量 S [Ω(τ) ]

成正比

1  
h

S[Ω(τ) ] =∫
τ
f

τ
i

- is( 1 - cosθ)�
¡¤

(τ) +
1  
h

H (Ω(τ) ) dτ.

( 5. 212)

先讨论第一项的意义 . 在图 5.18 中, 单位球面上矢量 Ω(θ,

�) ,Ω′(θ+ dθ, �+ d�)与 Ω0 (θ= 0)所夹的面积(斜线标出)是

dω[Ω(τ) ] =∫
θ

0
s inθ′dθ′d�= ( 1 - cosθ) d�. ( 5. 213)
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如果路径积分中Ω(τi) = Ω(τf ) , 即 Ω(τ)描出一个封闭路径,则

ω[Ω] =∫
τ
f

τ
i

( 1 - cosθ)�
¡¤

(τ) dτ=∫
τ
f

τ
i

( 1 - cosθ) d� ( 5. 214)

正是封闭路径在球面上所围出的面积 . 有趣的是,球面是无边的, 封闭曲线的“内”与“外”

是无法区分的 . 令封闭曲线两侧的面积为 S 1 与 S 2 , 而根据封闭曲线的描绘方向 (任意确

定 )与面积外向法线的关系 (例如右手螺旋 ) 确定 S 的符号, 则有 S 1 - S 2 = 4π. 在式

( 5.211)中这个因子的贡献是 e
- isS

, 而 s 是整数或半整数, 故有 e
- is4π

= 1. 因此有 e
- isS

1 =

e
- is( 4π+ S

2
)
= e

- isS
2 . 这个因子有几何根源, 因为它和 Ω在球面上描出径迹的快慢无关 .

Lagrange量中的- is( 1- cosθ)�
·

项称为 Wess-Zumino 项,在 6.2节还将遇到它 .

5. 8 单畴铁磁粒子的宏观量子现象

考虑单畴铁磁粒子, 其磁矩的大小 M 在过程中不变,原因是交换能远远大于磁各向

异性能,使得磁矩 M 在量子过程中作为一个整体(宏观量)出现 . 磁矩的方向由单位矢量

n̂ (θ, �)表示 . 由于晶体的磁各向异性, 有各向异性能 E K (θ, �) . 使它取最低值的磁矩取

向称易磁化方向( easy direct ion ) . 磁矩的大小和颗粒的总自旋成正比: M = γs, 此处 γ=

gμB ,μB 是 Boh r 磁子, g 是回磁比 . 在有外磁场 H 存在时, 磁矩的能量是

E = - M ¡¤H + E K (θ,�) . ( 5. 215)

磁矩在磁场中的运动方程是

dM
dt

= - γM×
δE
δM

, ( 5. 216)

它称为 Landau-Lifshitz 方程, 也称 Bloch 方程 .-
δE
δM
是磁矩感受到的有效磁场(外磁场

加晶体各向异性场) , 它在这个场的作用下进动 . 由于 M 是常数,描述磁矩运动的实际是

n̂ . 将式( 5. 216)用 n̂表示, 有

s
d n̂
dt

= - n̂×
δE

δn̂
, ( 5. 217)

此处 s 是颗粒自旋的大小 . 将方程用(θ,�)表示, 有

θ
¡¤

s inθ= -
γ

M
�E
��

, ( 5. 218)

�
¡¤

sinθ=
γ
M
�E
�θ

. ( 5. 219)

这组方程可以从作用量导出:

I =∫dtL =∫dt{s�
¡¤

cosθ- E(θ,�) }. ( 5. 220)

由于在 Lagrange 量上加一项时间微商, 不改变运动方程,则上式可改为

I =∫dt{- s( 1 - cosθ)�
¡¤

- E (θ, �) }. ( 5. 221)

过渡到虚时间τ= it,欧氏作用量是
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S ≡- iI =∫ {is( 1 - cosθ)�
¡¤

(τ) + E (θ, �) }dτ

= isω[ n̂ ] +∫dτE (θ, �) . ( 5. 222)

第一项是 Wess-Zumino 项 . 和式( 5.211)比较得知式 ( 5.222)正是自旋相干态路径积分

的指数上的因子 . 严格地说, Wess-Zumino 项是自旋相干态的结果, 从运动方程出发并

不能唯一地得到它 .

铁磁颗粒的宏观量子隧穿可以用 Callan-Coleman 方法处理, 这方面的研究是由 E.

Chudnovsky 和 L. Gunt her
[ 26 ]
开始的 .

5. 8. 1 量子相干:能级隧穿劈裂

考虑晶体各向异性能①

E(θ,�) = K 1 cos
2
θ+ K 2s in

2
θs in

2
�,   K 1 > K 2 > 0. ( 5. 223)

x 轴(θ= π/ 2, �= 0)是易磁化方向, y 轴是中等磁化方向, z 轴是难磁化方向 . 在正负 x 轴

方向,磁矩的能量是相等的 . 由于 M 是膺矢量, 若它原在 x 轴方向, 经空间反演它将指向

- x 轴 . 它在±x 轴方向的性质必须相同, 图 5.19 给出在 xy 平面上的能量曲线 . 将式

( 5.223)代入运动方程( 5. 218) , ( 5. 219) ,得

θ
¡¤

= -
2γ
M

K 2 s inθs in�cos�,

�
¡¤

= -
2γ
M

K 1 ( 1 - λs in
2
�) cosθ;

( 5. 224)

图 5.19 E
π
2

,�能量曲线

此处 λ= K 2 / K 1 . 从式( 5. 224)可以得到瞬子“扭折”

( kink)解所满足的对 �的运动方程, 作法如下 . 式

( 5.224)给出

dθ
d�

=
K 2 sinθs in�cos�

K 1 ( 1 - λsin
2
�) cosθ

.

积分一次,得

ln s inθ= -
1
2

ln ( 1 - λsin
2
�) + cons t ,

或

sin
2
θ( 1 - λsin

2
�) = C. ( 5. 225)

用此式消去( 5. 224)第二式中的 cosθ,得

d�
dτ

2

= -
2γ
M

2

K 2
1 ( 1 - λs in2�) [ - C + ( 1 - λs in2�) ] .

以下要求出瞬子扭折解,即 τ→±∞时 � 0, π, 而 �
·

0. 将这些条件代入上式, 定出 C=

1. 再用ω0 =
2γ
M

( K 1 K 2 )
1/ 2

, 上式变为
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d�
dτ

2

= ω20 ( 1 - λs in2�) sin2�. ( 5. 226)

其解是

�= arccos
( 1 - λ) 1/ 2 tanhω0τ

( 1 - λt anh
2
ω0τ)

1 / 2 . ( 5. 227)

在作用量表达式( 5. 222)中用运动方程及瞬子解条件(式 ( 5. 225) ) , 其中 C= 1, 就得到瞬

子作用量:

S ins t = K 2∫
∞

- ∞
dτ2sin

2
�.

再用瞬子解( 5.227)式进行积分, 得

S in st = -
M
γ

ln
1 - λ

1 + λ
. ( 5. 228)

最后隧穿率Γ是

Γ= Aex p -
S ins t  

h
= Aexp

M  
h γ

ln
1 - λ

1 + λ
= A

1 - λ

1 + λ

M
h  γ

. ( 5. 229)

A 是前置因子,它的计算比较复杂 . 文献[ 30]给出磁隧穿前置因子的一般计算方法 . 能

级的隧穿劈裂是 ΔE = 2  h Γ. 式( 5. 229)表明,当 λ 1 时 Γ 0. 原因是当 λ 1时, E

cons t( M
2
z + M

2
y ) = cons t( M

2
- M

2
x ) ,它和 Mx 对易,即 Mx 是运动常数,不会改变 .λ的值决

定双阱间的垒高 .λ值较小时垒较低, 隧穿较易 .

5. 8. 2 量子隧穿

设 z 轴为易磁化方向, y 轴为难磁化方向, 另在- z 轴方向加外磁场 H . 此时有

E (θ, �) = ( K 1 + K 2 sin
2
�) sin

2
θ- MH ( 1 - cosθ) , ( 5. 230)

图 5.20给出能量曲线 . 外磁场的作用是使 θ= 0变为亚稳态,而 θ= π是稳态 . 二者之间

的垒高及垒的位置可以用 H 调节 . 垒位于 θ1 , cosθ1 = H / H c, H c = 2K 1 / M.令 ε= 1-
H
H c

,

则垒高为 U = K 1ε
2 . H c 是临界场强, 当 H 增大到此值时, 势垒消失 . 量子隧穿是由横向

各向异性 K 2 造成的, 因为只有 K 2≠0才能使 Mz 不是守恒量 . 在这个问题中必须取近似

才能获得解析解 . 考虑到 K 2 的存在,经典轨道不会到 �值较大的区域 . 另外为了使垒高

度不大,也设 ε为小值 . 在此条件下θ1≈ 2ε, θ2≈2 ε. 从 E (θ, �)得到运动方程:

图 5.20 �易磁化方向有外磁场 ,并有横向磁各向异性的能量曲线
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θ
¡¤

=
γ
M

2K 2 s inθs in�cos�,

�
¡¤

= -
γ
M

( 2K 1 cosθ- MH ) .
( 5. 231)

在第二式中 K 2 sin
2
�相对于其它项为小量, 故被略去 . 第一式右方仅有一项,予以保留 .

第二式给出 �
·

与 cosθ的关系 . 为了得到 θ的运动方程, 还需用第二式将第一式中的 �消

去 . 为此要将第一式对τ取微商 . 此时
d
dτ

sin�给出 cos��
·

, 这是θ
··

的带头项 .
d
dτ

cos�项与

s in�成正比,和带头项相比就略去了, 而
d
dτ

sinθ项中因有因子 sin�也可略去 . 最后考虑到

θ1 , θ2 都是小量, 回弹解仅限于小θ角,得到

θ
¡¤¡¤

≈ω20 εθ-
θ3

2
. ( 5. 232)

注意到θ1 , θ2∝ ε,而 εθ和 θ
3
都正比于 ε

3/ 2
, 是同量级的 . 式中ω0 =

2γ
M

( K 1 K 2 )
1/ 2

.

回弹解的边界条件是:τ ±∞, θ= 0;τ= 0, θ= θ2 , θ
·

= 0.用这些条件解( 5.232)式,得

θ=
θ2

cosh(ω0 ετ)
. ( 5. 233)

回弹解的作用量是

SE =
8M
3γ

( K 1 K 2 )
1/ 2
ε

3 / 2
, ( 5. 234)

隧穿率是

Γ= Aexp -
8M

3  h γ
K 1

K 2

1/ 2

ε
3/ 2 , ( 5. 235)

此处 A 是前置因子 . 在进行实验测量时,在温度较高条件下, 跨越势垒主要靠热激发, 弛

豫率和 e
- U / kT
成正比,此处 U 是垒高, U= K 1ε

2
. 温度降低后,量子隧穿起主要作用, 隧穿率

不再和温度有关 . 转变温度( crossover t emperature) T c 满足

K 1ε2

kT c
=

8M
3  h γ

K 1

K 2

1/ 2

ε3 / 2 ,

即

T c = 3  h γ( K 1 K 2 ) 1 / 2 ε/ 8kM. ( 5. 236)

5. 8. 3 量子干涉(拓扑淬灭)现象

在磁隧穿问题的 Lagrange 量中, W ess-Zu min o项对跃迁振幅提供一个相因子,它对

运动方程没有影响 .1992年两篇文章
[ 31, 32]
指出这个相因子的一种特殊效应:双势阱中两

个简并能量最低态间的跃迁有不同的路径时,它们对跃迁振幅的贡献有可能完全抵消, 从

而导致隧穿劈裂为零 . 抵消与否决定于自旋值是整数还是半整数 . 这和一维反铁磁链的

H aldane 猜想
①遥相呼应 . 考虑图 5.19所示的量子相干情况, 体系的 H amilt on 量是
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Ĥ = k1J
2
x + k2 J

2
y
 . ( 5. 237)

经典能量是式( 5. 223) :

E(θ,�) =〈 n̂ ©¦Ĥ ©¦n̂〉= K 1cos
2
θ+ K 2 sin

2
θsin

2
�,

此处 K 1 = k1J
2
, K 2 = k2 J

2
. Hamilt on 量 ( 5.237)式是时间反演不变的 . 根据 Kramers 定

理① ,它的所有半整数的能量本征态都是二重简并的 . 半整数 J 的基态是二重简并的, 意

味着隧穿劈裂为 0. 这个结果在用路径积分计算隧穿率时是怎么发生的呢?注意到 Wess-

Zumino 项中的∫ is�
¡¤

dτ部分,它对跃迁振幅贡献一个相角:

is∫�
¡¤

dτ= is{�(τf ) - �(τi) }. ( 5. 238)

考虑经典轨道扭折解 .�(τi) = 0, �(τf) = π是一个解, 而 �(τi) = 0, �(τf) = - π是不同路径

的解, 但始末态都是一样的 . 由于它们的对称性, SE 和前置因子也完全相同 . 它们对跃

迁振幅的总贡献是

A e isπ+ e - isπ e
- S

E
/ h  

= 2Acossπe
- S

E
/ h  

, ( 5. 239)

对半整数 s 它给出 0.W ess-Zumino 项的全时间微商部分保证了 Kramers 定理的成

立②.A . Garg
[ 34 ]
进一步考虑了在式( 5.237)中加一项- γH J z , 即在 z 方向加上外磁场 H :

Ĥ= k1 J
2
z + k2 J

2
y - γH J z . ( 5. 240)

简并极小移至 θ= θ0 , �= 0, π; cosθ0 =
H
H c

, H c=
2k1 s
γ

. 这仍是一个量子相干问题,只是有了

磁场破坏了时间反转不变性, 因而 Kramers 定理不再适用 . 但 W ess-Zumino项还在, 它

的作用如何呢? 运动方程( 5.216)用虚时间表示, 是

is
d n̂
dτ

= - n̂×
�E(θ,�)

�n̂
. ( 5. 241)

它导致能量守恒

dE
dτ

= 0.

令 u= cosθ, u0 = cosθ0 , λ= K 2 / K 1 , 并将 E (θ, �)改写(加一常数) :

E( u,�) = K 1 {( u - u0 )
2

+ λ( 1 - u
2
) s in

2
�}. ( 5. 242)

能量守恒给出

E ( u, �) = E ( u0 , 0) = 0. ( 5. 243)

将式( 5. 243)解出, 有

u =
u0 + iλ

1/ 2
s in�( 1 - u

2
0 - λsin

2
�)

1 / 2

( 1 - λsin
2
�)

. ( 5. 244)

由于运动方程 ( 5. 241) 中 τ是虚时间, 因此 θ, �都可能为复数, 作用量也因之为复数 .

选择磁场使得 u
2
0 < 1- λ, 并选 �(τ)为实数, 则式 ( 5.244)的平方根也为实数 . 由于对称
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性,瞬子(扭折) 解有两个,即 θ± (τ) ,�± (τ) . 它们从同一点 (θ0 , 0)开始沿相反方向绕难磁

化方向 z 轴绕行,最后到达同一点 (θ0 , ±π) , 见图 5.21. �± ( - ∞ ) = 0, �± ( + ∞) = ±π,

�+ (τ) = - �- (τ) . 从式( 5. 244)可以计算 ω[ n̂ ]的实部 ωr :

ωr , ± =∫
±π

0
1 -

u0

1 - λsin
2
�

d�= ± π1 - u0 ( 1 - λ)
-

1
2 . ( 5. 245)

它将给出 e
- S

E
/ h  的相因子部分 . 隧穿劈裂是

Γ= De - S
r

/ h  ei sω
r+ + e isω

r- = 2D e - S
r

/ h  cos�( H ) , ( 5. 246)

图 5. 21 �单位球上两个简并最低态 A 和 B

由两个瞬子解连接

此处下标 r 意为实部, D 为常数,

�( H ) =
ωr + - ωr-

2
. ( 5. 247)

(ωr + - ωr- ) / 2 = π1 - u0 ( 1 - λ)
- 1/ 2

正是图 5. 21上阴影的面积 . 当

sπ 1 - u 0 ( 1 - λ)
- 1/ 2

= n +
1
2
π,

即

H
H c

= u0 = ( 1 - λ)
1/ 2 1

s
s - n -

1
2

( 5. 248)

时, 隧穿劈裂为 0. 图 5.22 给出劈裂作为磁

场强度的函数, 参数是: K 1 = 1, λ= 0. 1. 实线

为 s= 10, 虚线为 s= 19/ 2. 因此, 不论 s 是整

数或半整数,随 H 的变化隧穿劈裂都周期性振荡 . 当然 H = 0时, 正好半整数 s 的隧穿被

淬灭 . 这种完全源于 Wess-Zumino 项的两个对称的瞬子解对隧穿率贡献的干涉现象被

称为量子干涉,或拓扑淬灭 . 这种现象在 Joseph son 体系的宏观量子现象中是没有的 .

图 5.22 劈裂作为 H / H c 的函数

以上讨论的是量子相干现象 . 在量子隧穿现象中是否有类似的拓扑干涉呢? 在隧穿

问题的计算中起作用的是回弹解 . 由于回弹解起点和终点是一个 n̂ ( - ∞) = n̂ ( + ∞) ,

·091·



对每一个回弹解本身 ωr都为 0, 因此不出现量子干涉 .Chu dnovsky 和 DeVicen zo
[ 35]
计算

了不对称双阱情况下从浅阱基态通过隧穿到深阱中一个能量极相近的状态的几率,发现

它随磁场 H (它造成双阱不对称)也有振荡 .Garg
[ 36]
对此作了深入的讨论, 指出区别在于

如何对深阱中能级宽度(源于环境的耗散强度)以及深阱中能级间距离作出假定 . 如果宽

度小, 能级间距大, 就会出现隧穿率随 H 的振荡, 但这时是类似量子相干的情况, 系统会

在两个阱间往复振荡 (“共振”) . 如果宽度大, 能级间距小, 形成能级的连续分布, 则类似

“二次加三次”势的情况,隧穿率就不会出现振荡 .

以上讨论的具体系统, 其 Hamilton 量对绕 z 轴旋转 π是不变的, 即具有二重旋转对

称性 . 拓扑淬灭的结论还可以推广到 M 重旋转对称性(即绕 z 轴转 2π/ M)的情况 . 当自

旋量子数 S 不为 M/ 2 的整数倍时,在©¦s〉与©¦- s〉间的跃迁被冻结:

s ≠ 0( mod M/ 2)�〈- s©¦e - i Ĥ t©¦s〉= 0.

在文献中这个效应被称为自旋奇偶效应 ( spin parity
①

effect ) [ 5 9] , 在这方面还有不少工

作
[ 60～63 ] [ 6 7～ 70]

.

自旋奇偶效应除了与 Wess-Zumino 项有联系外, 是否也是量子力学原理的体现呢?

这个问题将在 5. 12节中讨论 .

5.9 单畴反铁磁粒子的宏观量子现象

反铁磁粒子的磁性可以看成是两套交叠的铁磁子格子组成 . 一套具有磁化强度 m1 ,

另一套具有磁化强度 m2. 由于强交换作用它们都作为整体参与过程 . 两套子格子磁化强

度基本上大小相等,即 m 1≈m 2 , 但方向相反 .m1 + m2 = m 是没有完全抵消的剩余 . 它的

大小远比 m 1 , m 2 小,即 mn m 1 , m 2 ;反铁磁的序参量称 Néel 矢量,它的定义是

l =
m1 - m2

2m 1
. ( 5. 249)

为了导出反铁磁颗粒的 Lagrange 量,这里采取两套子格子的作法
[ 37 ]

,所得结果极易推广

到亚 铁 磁 . 两 套 平 行交 叠 的 子 格 子 磁 化 强度 间 有 强 的 交 换 作 用耦 合, 即

χ
- 1
⊥ m1·m2 , χ⊥n 1. 以(θ1 ,�1 ) , (θ2 , �2 )分别代表 m1 和 m2 的方向,暂不计晶体各向异性能,

两套格子的 Lagrange 量(虚时间形式)是

L 0 = V i
m1

γ
�
¡¤

1 ( 1 - cosθ1 ) + i
m2

γ
�
¡¤

2 ( 1 - cosθ2 )

+
1
χ⊥

m1 m 2 ( sinθ1 sinθ2 cos(�1 - �2 ) + cosθ1 cosθ2 + 1) , ( 5. 250)

此处�
·

1 ,�
·

2 代表对虚时间τ的微商, 在花括弧中加进了常数 1. 在本节中颗粒的体积 V 是

明显写出的,因此 M1 = m 1V, M 2 = m2 V, 各向异性参数 K ⊥ , K ‖都是以单位体积计 .

在以下内容中限于考虑在始态与终态间的低作用量轨道 . 由于 χ
- 1
⊥ m 1, m 1 和 m 2 基

本上方向相反,因此设
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θ2 = π- θ1 - εθ,   �2 = π+ �1 + ε�,

其中

©¦εθ©¦, ©¦ε�©¦n 1. ( 5. 251)

在 τi 及 τf 时, εθ, ε�为 0. 将式( 5. 251)代入式( 5.250) , 保留到 ε
2
θ, ε

2
�(在有一次项时弃去二

次项) , 得

L 0 = V i
m 1 + m 2

γ
�
¡¤

1 - i
m
γ
�
¡¤

1 cosθ- i
m 2

γ
εθ�

¡¤

1s inθ1 + i
m 2

γ
ε�sinθ1θ

¡¤

1

+
1

2χ⊥
m1 m 2ε

2
θ+

1
2χ⊥

m 1 m2 ( s inθε�)
2

. ( 5. 252)

现在路径积分是

∫ [ Dθ1 ] [ D�1 ] [ Dεθ] [ Dε�] exp -
1  
h∫L 0 dτ.

将 L 0 代入并对 εθ和ε�s inθ1 作 Gauss 积分, 在积分之后将(θ1 , �1 )改写为(θ,�) , 最后得到

∫ [ Dθ] [ D�] exp -
1  
h∫L e ff

0 dτ,

其中

L e ff
0 = V i

m 1 + m 2

γ
�
¡¤

- i
m
γ
�

¡¤

cosθ+
χ⊥
2γ

2 (θ
¡¤

2 + �
¡¤

2 s in2θ) . ( 5. 253)

需要说明的是,本来(θ1 , �1 ) , (θ2 , �2 )都是独立的“历史”. 由于对反铁磁情况作了近似(式

( 5.251) ) ,再经过对 εθ, ε�的路径积分后得到一对角度(θ1 , �1 )作为广义坐标的体系, 而偏

离反平行的效应也包含在 L eff
0 中了 . 它描述反铁磁的物理. 加入单位体积的磁各向异性

能 E K (θ,�) , 跃迁振幅的路径积分形式是

∫ [ Dθ(τ) ] [ D�(τ) ] exp -
1  
h∫L dτ ,

此处

L = V∫ i
m1 + m2

γ
�
¡¤

- i
m
γ
�
¡¤

cosθ+
χ⊥
2γ2

(θ
¡¤

2
+ �

¡¤
2
sin

2
θ) + E K (θ, �) dτ. ( 5. 254)

考虑完全反铁磁的情况, m= 0, Lagrange量(虚时间)是

L = V∫ i
m1 + m 2

γ
�
¡¤

+
χ⊥
2γ

2 (θ
¡¤

2
+ �

¡¤
2
sin

2
θ) + E K (θ, �) dτ. ( 5. 255)

图 5.23 反铁磁颗粒隧穿的始态( a)和终态( b)

在 1990 年讨论反铁磁颗粒量子隧穿的第一

批工作
[ 38 , 39]
所用的 Lagrange 量和式( 5. 255)

相比缺少第一项 . 他们的 Lagrange 量是从

两套子格子磁矩的运动方程出发导出的 . 在

5. 8 节已经指出, 正确的 Lagrange 量只有从

自旋相干态才能导出 .

以下从式 ( 5.254) 出发讨论隧穿问题 .

设
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E K = K ⊥ cos
2
θ+ K‖ s in

2
θs in

2
�, K⊥ m K ‖ , ( 5. 256)

即 x 轴是易磁化方向, z 轴是难磁化方向 . 隧穿中的始态和终态示于图 5.23. 考虑到

K ⊥m K‖ ,可弃去式( 5. 255)中的 θ
·

2
,然后可以对 cosθ进行 Gauss 积分, 进一步得到跃迁

振幅的路径积分表达式

∫ [ D�(τ) ] exp -
V  
h∫ dτi

m 1 + m2

γ
�
¡¤

+
1
2

( I f + I a)�
¡¤

2 + K ‖ sin 2� , ( 5. 256)

此处

I f =
m

2

2γ
2
K⊥

,  I a =
χ⊥
γ

2

分别是铁磁和反铁磁转动惯量 . 路径积分由经典瞬子解及其附近的轨道所主导, 运动方

程是

�
¡¤¡¤

=
K ‖

I f + I a
sin 2�= ω20 sin2�, ( 5. 257)

此处用了定义

ω0 =
K‖

I f + I a

1/ 2

= γ
2K‖K ⊥

m
2

+ 2χ⊥ K ⊥

1 / 2

. ( 5. 258)

方程的解是瞬子扭折解

�= ± 2arctan e
2 ω

0
τ
, ( 5. 259)

�( - ∞) = 0, �(∞) = ±π代表两个路径不同但始末态都相同的经典解, 它们相加将给出

拓扑干涉结果 . 作用量第一项给出

V∫ i
m1 + m2

2γ
d�,

它对相因子的贡献是

exp -
V  

h γ
i( m 1 + m 2 )Δ�= e

- i( S
1

+ S
2

)Δ�
,

此处 S 1 =
V  

hγ
m 1 是第一套格子的总自旋, S 2 是第二套格子的总自旋,Δ�是

Δ�=
π, 逆时针转动隧穿;

- π, 顺时针转动隧穿.

对历史求和给出 2cos( S 1 + S 2 )π= cos( Sπ+ 2S 2π) , 此处 S = S 1 - S 2 是未抵消的粒子总自

旋 .2S 2 是整数, 以上因子即是±cosSπ. 若 S 是整数, 它给出±1, 若 S 是半整数, 它给出

0. 从经典解可以得出经典作用量

SE = V∫ dτ
1
2

( I f + I a )�
¡¤

2 + K‖ s in2�= V∫dτ2K‖ sin2�,

积分直接计算给出

∫
∞

- ∞
sin 2�dτ=

1

2 ω0
tanh 2 ω0τ

∞

- ∞

=
2
ω0

.

将它代回,得
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SE = V2K‖
2
ω0

= V
2
γ

2χ⊥ K ‖ + m
2 K‖

K⊥

1/ 2

. ( 5. 260)

隧穿率(不细算前置因子)是

Γ≈ cos( Sπ)ω0exp -
2V  
h γ

2χ⊥ K‖ + m2 K ‖
K ⊥

1/ 2

. ( 5. 261)

  以上的结果在铁磁极限 ( m1 m m 2 , 未抵消部分 m m χ⊥K⊥ ) , 以及反铁磁极限

( m 1≈m 2 , mn χ⊥K⊥ )时, 式 ( 5.258) , ( 5.260)分别和文献[ 26]以及[ 38] , [ 39]符合, 比

早期工作超出的是拓扑干涉因子 . 从式( 5.261)还可以看到, 只要 m≠0(不论多小) , K⊥

≠0 对给出有限的隧穿率是必要的 . 原因是, 如果 K ⊥ = 0, m 将是守恒的, 它无法隧穿 .

对铁磁颗粒, SE∝
K ‖
K ⊥

, 只有在 K⊥ m K‖时隧穿率才有可能不致太小 . 对反铁磁颗粒

S E∝ K‖χ⊥ , 而χ⊥n 1,因此隧穿率一般要大得多 .

在以上两节讨论中未涉及环境对量子隧穿的影响, 实际在理论上这是很重要的问

题 . 在不同固体中造成耗散的原因也不同, 例如自由电子、涡旋、磁振子、声子等等,

A . Garg
[ 40, 42]
曾有系统的研究 .

5. 10 磁体系宏观量子现象实验

多数磁量子隧穿实验是用磁弛豫方法 . 例如 Barbara 等
[ 43 ]
测量了 Tb 0. 5 Ce0. 5 Fe2 铁磁

图 5.24 逃逸温度 T * 随样品温度 T 的变化

粒子, 平均大小是 15nm . 先将样品置于 8T

强场中使磁化饱和,然后将场减至 0, 再反向

将场置于�H c 值 . 磁化强度就位于亚稳态

(如图 5.20) . 然后测样品磁化强度随时间的

变化 . 对单畴、无相互作用的粒子,磁化弛豫

遵循

M( t) = M( 0) e
- Γt

. ( 5. 262)

在温度高时热激发是渡越势垒 U 的机制,

Γ= ωe- U / kT * . ( 5. 263)

T
* 称逃逸温度 . 在样品温度 T 高时, T

* =

T .但当 T 降至一定程度时, Γ即不再随 1/ T

指数下降, 而趋于一个不依赖温度的值, 即

T
* 趋于一个常数 . 这个过程表明量子隧穿

参与了弛豫, 然后占有主要的位置 . 图 5.24

给出这个变化 . 多数磁体系并不是单畴的,它们的势垒具有相当宽的分布, 在弛豫过程中

并不遵守指数规律 . 磁化强度的演化是 [ 44 ]

M( t) = M( t 0 ) 1 - S( T , H ) ln
t
t 0

, ( 5. 264)
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S ( T , H )称为磁粘滞性, 它对温度和磁场的依赖表征体系的弛豫行为 .J . T ejada 和张西

祥
[ 45 ]
对多种体系进行了磁弛豫研究 . 磁粘滞性在温度高时随温度降低而下降,而在转变

温度处趋于常数 . 图 5.25 给出随机 Tb Fe3 磁薄膜的磁粘滞性在不同磁场下随温度的变

化 . 由于平均垒高随 H 的增大而降低, 量子隧穿率就增高, 这相当于更高的逃逸温度 .

文献[ 45]还给出了对 T bFeO3 反铁磁单晶的指数弛豫结果, 示于图 5.26. 从实验数据可

以得到垒高作为磁场 H 的函数和推出尝试频率 ω. 这使得理论可以和实验比较 .

图 5.25 �随机 T bFe3 磁薄膜磁粘滞性随

温度的变化 ( 1O e= 79. 58A/ m)

图 5.26 �反铁磁单晶 T bFeO3 磁化强度①

      的指数弛豫

D. Aw shalom
[ 4 6, 4 7]研究组利用小反铁磁粒子作另一个类型的实验 . 无外磁场时, 晶

体各向异性形成对称双阱是量子相干的条件, Néel 矢量可以在两个阱间往返振荡 . 如果

两套格子的磁矩未完全抵消,则在 l 振荡时, m(未抵消磁矩)跟随 l 一起往返振荡
② .纳米

磁性颗粒取自天然的和人造的铁脘( ferr itin ) . 马脾脏中的铁脘是蛋白质的球壳,其外直径

12. 5nm, 内直径 7. 5nm. 天然铁脘内含 5Fe2 O3·9H 2 O, 它在 240K 以下是单畴反铁磁 .

每个粒子含有约 4500自旋 5/ 2 F e
3 + 离子.由于大的表面-体积比, 两套子格磁矩未完全抵

消,正好成为反铁磁动力学的示踪物 . 为了避免铁脘粒子间过大的相互作用③ ,可以根据

需要用去铁脘( apoferr it in,是去掉中间的铁化合物的空蛋白质壳)和铁脘混合起来 . 实验

中用了微型的 SQ U ID 陡度计及磁强计, 能接近由量子力学所容许的灵敏度上限 . 在实

验中测量和频率有关的磁化率 χ(ω)及磁噪音 S (ω) . 未抵消的磁矩在随 l 振荡时有磁化

强度的关联函数

S(τ) =〈M( t) M( t + τ)〉= M
2
0cos(ωre sτ) , ( 5. 265)

此处 M 0 是未抵消的磁矩的大小, ωre s是共振角频率, 它的 Fourier 变换正是测量的磁噪

音:

S (ω) = πM2
0δ(ω- ωr es ) . ( 5. 266)

测得的 S (ω)和 χ(ω)分别示于图 5.27( a ) , ( b) . 在实验中用去铁脘稀释 1000∶ 1, 温度

29. 7mK, 共振频率为 9. 4× 10
5
Hz, S 与 χ共振频率稍有不同是由于杂散磁场的影响 . 频
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①

②

③ N . V . P rokofiev 和 P . C . E . S tamp指出 , 环境的自旋产生的拓扑去相干效应足以抑制量子相干 .

m 的振荡是可以测量的 .Néel 矢量 l 和探测器是没有耦合的 . 因此要通过 m 的振荡推知 l 的振荡 .

在电磁单位 ( emu)中 M 的单位是 er g/ G·cm 3. 在 SI 制中 M 的单位与 H 同 ,即 A·m - 1 .换算关系是 1emu=

103A·m - 1



率对磁场是非常灵敏的,因此如果稀释得少一些, 共振频率就会大得逃出测量极限 .S (ω)

和χ″(ω) (即χ的虚部)共振频率相同是一个重要的检验 . 根据涨落-耗散定理① 有

图 5.27 磁噪音谱( B= 10- 5G)和磁化率( B= 10- 4G)

χ″(ω) = 1 - e - h  ω/ kT S (ω)
1

2  h

≈
ω

2kT
S (ω) =

πNωM2
0

2kT
δ(ω- ωre s) ≡ χre sδ(ω- ωre s) , ( 5. 267)

此处定义了

χr es =
πNωM

2
0

2kT
, ( 5. 268)

N 是总铁脘粒子数 . 一方面 S(ω)和 χ″(ω)的共振频率相同, 且根据式( 5. 268) , χr es和温度

的关系应有 Tχr es (ωre s) / S(ωr es)为常数, 也为实验证实 . 文献 [ 47]进一步测量了共振频率

(ν= ω/ 2π)与粒子体积的关系(人造铁脘体积 V 可变, V0 为天然铁脘体积) ,证实频率随体

积指数下降(图 5.28) , 正是量子力学所表明的 .

对 D. D. Awshalom 的研究有若干不同意见的, 除文献 [ 48] 外, 还有 A . Garg
[ 50] ,
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① 请参阅本书 7.7 节 .



图 5.28 磁噪声共振频率与粒子体积关系

H . B. Braun 和 D. Loss
[ 51]

.

5. 11 磁性大分子的宏观量子现象

一种 磁 性 大 分 子“Mn1 2”在 1980 年 初 次 被 化 学 合 成 . 它 的 分 子 式 是

Mn 12 O12 ( CH 3COO ) 16 ( H2 O) 4·2CH3 COOH·4H 2O , 分子结构示于图 5.29. 大球表示 Mn

离子,外层 8 个 Mn
3 + 离子(自旋为 2)形成一个铁磁团簇, 总自旋为 16;内层 4个 Mn

4+ 离

子(自旋为 3/ 2)形成另一个铁磁团簇, 总自旋为 6. 两套格子自旋相反, 形成一个总体的

亚铁磁体系, 自旋为 10.Mn 离子之间交换作用很强, 使得 Mn12成为一个自旋为 10的单

元 . 图中的小球是 12 个 O 离子, 醋酸根和结晶水都没有画出 . 这些大分子结晶于正方

晶系格子, 易磁化方向是 c轴 . 在晶格中, 大分子之间金属离子的最小距离是 7�, 因此它

们之间的相互作用很弱 . 实验表明存在大的晶体磁各向异性 . 磁弛豫测量表明在 2.1K

以上有单一的弛豫时间τ= τ0 e
- ΔE / kT , 而温度再低时表明可能存在量子隧穿 .

图 5. 29 “Mn12”结构图

从微观的角度来研究量子隧穿, 这是一个极为理想

的系统 .5.10节讨论的单畴磁性颗粒, 它们的大小是不

均匀的,即势垒高度是有一个分布的, 所得到的有关量

子隧穿的数据经过平均会抹平 . 此外粒子间的相互作

用也会造成问题 . 这些困难在 Mn1 2都不存在 . 对 Mn 12

的 量 子 隧 穿 研 究, 在 1996 年 J . Friedmann
[ 53]

,

J . T ejada
[ 54 ]

, B. Barbara
[ 5 5]
各实验组都发现了 Mn12的磁

滞回线中有量子阶跃现象 (图 5.30
[ 55]

) , 陡增和平坦部

分相继出现 . 由于每个大分子都是等同的,在晶格中取

向也相同 . 当磁场值达到共振时,每个分子对磁场的反应是一样的,量子隧穿同时发生,

·791·



因此形成宏观的信号 . 令 c轴方向为 z, 外加磁场也在 z 方向,能量对自旋分量的依赖是

图 5.30 Mn12低温磁滞回线

E = - DS
2
z - gμz H S z . ( 5. 269)

分子自旋为 10,因此有 21个状态, S z = - 10, - 9, ⋯, 0,⋯, 9, 10.在无外场时有 10 对能级

是简并的 . 图 5. 31 画出了这些能级, ©¦- 10〉与©¦10〉是最低能量态, 但若要跃迁到另一态

去(自旋反向)就类似要穿过一个势垒 . 在低温时这个跃迁的弛豫时间约为 3年
[ 5 6]
. 在激

发态上跃迁要容易得多, 因此热协助的隧穿可能性更大, 即分子经热激发到一个激发态,

然后从激发态上隧穿势垒,这在低温时会是主要的过程 . 在理论上 J. Villain 研究组考虑

了隧穿机制 [ 57 , 58] . 要使隧穿发生, 必须有磁各向异性能 . 正方晶系要求 H amilt on 量具有

S x S y , S y - S x 的对称性 . 在 Hamilton 量中包括进来使 S z 不守恒的算符只可能是

A ( S
2
+ + S

2
- ) ,但它就是 A ( S

2
- S

2
z ) ,仍使 S z 守恒 . 因此只能有

图 5.31 Mn12不同自旋态(无外磁场)

H = - D S
2
z - C( S

4
+ + S

4
- ) . ( 5. 270)

此外还考虑自旋和声子相互作用 . 理论要想能解释现有的实验还有不少困难 .

磁滞回线的结构与弛豫时间的研究,特别是它们之间的相关性, 需要从理论上给与阐
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明 . 当有外场时, S z 为正值的各能级与 S z 为负值的各能级要相对移动 . 当一个能级

©¦- m〉与©¦m- n〉能量相同时, 它们之间能够有共振隧穿 . 不计 S
4
+ , S

4
- 项,式( 5. 269)给出

- D m2 + gμB mH = - D( m - n) 2 - gμB ( m - n) H ,

即

gμB H n = nD , ( 5. 271)

与 m 无关,因此可以将 H 写为 H n ,因它由 n 确定 . 这意味着只要一对能级能量相同, 必

然同时还有其它若干对能级能量相同 . 因此

H n =
D

gμB
n, ( 5. 272)

n= 0, 1,⋯是给出共振隧穿的条件 . 当磁场等于这些值的时候, 磁化强度会发生很大变化

(阶跃) . 由于共振隧穿率显著大于非共振条件,因此弛豫时间也会达到极小 . 图 5.32
[ 55 ]

给出 2.10K 时弛豫时间与 H 的关系 . 发生磁化强度阶跃时 H 的值为从 0 到 2. 64T 区

间等差ΔH = 0. 44T , 而且只在 H 的方向与初始剩磁方向相反时才有, ΔH = 0. 44T , 给出

D = 0. 60K .实验研究仍在继续 . 在理论上如何解释现有实验结果, 仍是一个挑战 .

图 5.32 弛豫时间与磁场 H 的关系

5. 12 自旋奇偶效应的量子力学基础

5. 8 节中讨论的自旋奇偶效应仅考虑到单个自旋,在推导中用了自旋相干态路径积

分 . 这个方法只适用于大自旋,例如单畴铁磁或反铁磁颗粒, 但研究工作的进展已经遇到

Mn 12 , 其自旋仅为 10. 在单畴颗粒中也需要假设交换作用很强, 以致可以把它们当作单

个的大自旋处理 . 从量子力学的基础出发来考查自旋奇偶效应, 发现这个效应实际上是

对称性的选择定则,且关系是很直接的 [ 6 4, 6 5] .

考虑绕 z 轴 M 重旋转不变性 . 它 意味着系统的 Hamilt on 量 Ĥ 和旋转算符

exp i
2π
M

Ŝz 对易 . 因此有
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exp ( - i Ĥ t) = exp - i
2π
M

Ŝ z exp - i Ĥ t exp i
2π
M

Ŝ z . ( 5. 273)

将此式用于跃迁振幅,有

〈m′©¦exp ( - iĤ t) ©¦m〉=〈m′©¦exp - i
2π
M

Ŝ z exp ( - iĤ t) exp i
2π
M

Ŝ z ©¦m〉
= exp i

2π
M

( m′- m) 〈m′©¦exp - i Ĥ t ©¦m〉, ( 5. 274)

其中©¦m〉和©¦m′〉是 Ŝ z 的本征态, 相应本征值m 和 m′,有 m, m′= - S , - S + 1, ⋯, S. 从此

便直接得到

m′- m ≠ 0 ( mod M)�〈m′©¦e - i Ĥ t ©¦m〉= 0. ( 5. 275)

令 m′= - S, m= S, 便有

S ≠ 0 mod
M
2
�〈- S©¦e

- i Ĥ t
©¦S〉= 0, ( 5. 276)

这便是自旋奇偶效应 .

以上的考虑可以推广到 N 个自旋系统, 以 Ŝ α= ( Ŝ
x
α, Ŝ

y
α, Ŝ

z
α)代表第α个自旋的自旋

算符, 其分量用上标表示, 以 S α代表自旋量子数, 以©¦mα〉代表 Ŝ
z
α的本征态, 相应本征值

mα,有 mα= - S α, - S α+ 1 , ⋯, Sα. 体系总自旋的 z 分量∑
α

Ŝ z
α的本征态是张量积

©¦{mα}〉= ©¦m 1〉©¦m2〉⋯©¦mN〉, ( 5. 277)

相应本征值为∑
α

mα. 式( 5.275)即可以直接推广为

∑
α

( mα - mα′) ≠ 0 ( mod M)�〈{mα′}©¦e - i Ĥ t©¦{mα}〉= 0. ( 5. 278)

式( 5.275) , ( 5.278)便是以量子力学选择定则出现的源于 M 重轴旋转对称性的自旋奇偶

效应 . 对单个、多个自旋体系均适用, 且不受大自旋限制 .

李伯臧、蒲富恪考虑了自旋反演导致的选择定则
[ 6 5]
. 以 T̂ 表示时间反演算符, 它是

一个反线性、反幺正算符 ①, 满足以下关系:

T̂ iT̂ - 1 = - i, ( 5. 278a)

T̂ Ŝ T - 1 = - Ŝ , ( 5. 278b)

T̂
2

= ( - 1)
2S

. ( 5. 278c)

令©¦ψ
T
〉为©¦ψ〉的时间反演态,

©¦ψT〉= T̂ ©¦ψ〉, ( 5. 279)

则有 〈ψT ©¦φT〉=〈φ©¦ψ〉. ( 5. 280)

系统具有时间反演不变性,因此有

e
- i Ĥ t

= T̂ e
i Ĥ t

T̂
- 1

, ( 5. 281)

在以上用了式( 5. 278a ) . 式( 5.281)给出
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〈m′©¦e
- i Ĥ t

©¦m〉=〈m′©¦T̂ e
i Ĥ t

T
- 1

©¦m〉. ( 5. 282)

令

©¦μ〉= ei Ĥ t T̂ - 1 ©¦m〉, ( 5. 283)

因此有

〈m′©¦e
- i Ĥ t

©¦m〉=〈m′©¦T̂ ©¦μ〉=〈μ©¦T̂
- 1

m′〉. ( 5. 284)

以上用了式( 5. 280) . 进一步推证需要 T̂ 及 T̂
- 1
作用于 Ŝ z 本征态©¦m〉的结果 . 暂先假定

©¦m〉是态空间的基准态
①, 即它们满足

Ŝ z©¦m〉= m©¦m〉, ( 5. 285)

Ŝ ± ©¦m〉= [ ( S ê m) ( S ± m + 1) ]
1/ 2

©¦m ± 1〉. ( 5. 286)

由于

Ŝ ± = Ŝ x ± i Ŝ y ( 5. 287)

有

T̂ Ŝ ± T̂
- 1

= - Ŝ ê ,  T̂ Ŝ z T̂
- 1

= - Ŝ z ; ( 5. 288)

此处用了式( 5. 278a , b) .因此用式( 5. 288) , ( 5. 285) , ( 5. 286)可得

Ŝ z T̂ ©¦m〉= - mT̂ ©¦m〉, ( 5. 289a)

Ŝ ± T̂ ©¦m〉= - [ ( S ± m) ( S ê m + 1) ] 1/ 2 T̂ ©¦m ê 1〉. ( 5. 289b)

由于 Ŝz 每个本征值都是非简并的,故比较式( 5.285)与( 5.289a)有

T̂ ©¦m〉= θm ©¦- m〉, ( 5. 290)

其中θm 是依赖于 m 的相因子 . 将式( 5. 290)代入式( 5. 289b)得

θm = ( - 1) S - mθ, ( 5. 291)

其中

θ≡ θ- S ;

它给出了不同 m 值的相因子间的关系 . 于是式( 5.290)可以写作

T̂ ©¦m〉= ( - 1)
S - m
θ©¦- m〉. ( 5. 292)

再用 T̂ 作用于上式左右方,得

θ
2

= 1,  即 θ= ± 1. ( 5. 293)

在文献[ 65]中还证明了 θ= 1,但为了推演选择规则有式( 5. 293)即已足够 . 式( 5. 292)给

出

T̂ ©¦- m〉= ( - 1)
S + m
θ©¦m〉.

以 T̂
- 1作用于等号左右方, 再用( - 1) S + m

θ作用于双方 . 考虑到( - 1) 2S + 2m = 1, 有

T̂ - 1 ©¦m〉= ( - 1) S + mθ©¦- m〉. ( 5. 294)
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① 如它们不属基准态 , 则式 ( 5 . 285)成立 , 而式 ( 5. 286)前会出现相因子 . 以下可以看到这个假定是不必要的 .



用式( 5. 294) , 则式( 5.283)给出

©¦μ〉= e
i Ĥ t

T
- 1

©¦m〉= e
i Ĥ t

( - 1)
S + m
θ©¦- m〉,

亦即

〈μ©¦=〈- m©¦e - i Ĥ t( - 1) S + mθ ( 5. 295)

现在就可以继续式( 5. 284)的推演 . 用式( 5.294) , ( 5.295)得

〈m′©¦e
- i Ĥ t

©¦m〉=〈μ©¦( - 1)
S + m′
θ©¦- m′〉

=〈- m©¦e
- i Ĥ t

( - 1)
2S + m + m′

©¦- m′〉.

令 m′= - m, 上式变为

〈- m©¦e - i Ĥ t ©¦m〉= ( - 1) 2S〈- m©¦e - i Ĥ t©¦m〉. ( 5. 296)

因此,

S = 半整数 �〈- m©¦e
- i Ĥ t

©¦m〉= 0. ( 5. 297)

结果容易推广到多自旋系统 . 由于式( 5. 297)的成立和在跃迁矩阵元前乘一个相因子所

得结论相同,因此©¦m〉为态空间基准态的假定是不必要的 .

在 5. 8 节讨论了在无磁场情况下拓扑淬灭效应和 K ramers 简并等价 . 以上的讨论

表明,对半整数自旋从©¦S〉到©¦- S〉的跃迁被禁戒是严格的时间反演不变的结果 . 一般情

况下©¦S〉和©¦- S〉并非 Hamilt on 量的本征态, 因此©¦S〉到©¦- S〉的禁戒和 H 本征态的二重

简并并没有关系 . 在严格的量子力学意义上,选择定则的成立与 H 本征态二重简并都是

时间反演不变性的后果,而二者之间没有直接联系 . 在 5.8节讨论中, 半整数自旋体系在

双阱势情况下基态为二重简并,而这简并的两个态的自旋平均值正是- S 与 S. 在半经典

近似下平均值与本征值就不予以区别了 .

H aldane 猜想和磁量子相干的自旋奇偶效应源于 Wess-Zumino 项. 它的拓扑效应不

仅在时间反演不变成立时有所展现,在时间反演不变不再成立时(有磁场) , 拓扑效应也表

现在隧穿率随磁场的振荡上 . 时间反演不变性之所以区别整数和半整数自旋是基于

T̂
2
= ( - 1)

2S
这一性质 . 不论体系是否有 Wess-Zumino 项, 选择规则都会成立 . 这二者

是彼此独立的,但有时会有交叉 .
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第 6 章

量子体系的拓扑相因子

在第 5章中讨论的自旋量子隧穿有一个区别整数与半整数自旋的现象, 它起源于一

个 W ess-Zumino项, 该现象被称为拓扑淬灭.在研究一维链自旋波时, 发现铁磁自旋链激

发态有能隙,反铁磁链没有, 即存在无质量的准粒子.一维磁链对量子涨落不稳定, 在波矢

k 趋于零时它有“红外发散”, 这将在本章 6. 1节中讨论.

在研究一维量子反铁磁链时, 又出现了 W ess-Zumino项. Haldane 作了一个猜测:若

链上自旋是整数, 则激发有能隙, 对半整数自旋, 激发是无质量的. 这被称为 Haldane 猜

想,它和拓扑淬灭是遥相呼应的: W ess-Zumino项区别整数和半整数自旋.从另一个角度

考虑, 一维反铁磁链的极限等价于非线性 σ模型, 这个模型有对称自发破缺, 出现

Golds ton e Bose 子,即无质量粒子. 这个等价意味着一维反铁磁链应有无质量激发, 与自

旋值无关.

一维反铁磁链会有对称自发破缺吗? 有一个 Coleman 定理:如果存在与 Golds tone

Bose子有关的红外发散, 则不能发生对称自发破缺,激发一定是有质量的.

看起来头绪很乱, 解决问题的是 Lieb-Schult z-Mat tis 定理, 它证明了一维反铁磁链

的 H aldane 猜想成立.一维反铁磁自旋波对量子涨落不稳定, 它的红外发散本应使对称自

发破缺不能发生 ( Coleman 定理 ) , 但半整数自旋的特殊拓扑性质的非微扰效应使

Coleman 定理及重正化群的推论条件不成立,因此便出现了零质量激发. 整数自旋的拓扑

使它服从了 Coleman 定理, 激发有能隙. 在这里拓扑来到了前台, 澄清了矛盾.以上是本

章 6. 2, 6. 3, 6. 4 节的内容, 对拓扑项, 6. 5节作了简单的介绍.

非线性σ模型在粒子物理中研究“手征 SU( 2)对称”的自发破缺问题, 成功地将 π介

子归属为相应的 Goldst one Bose 子(在强相互作用粒子中, π介子的质量远较其它的粒子

为小, 成为 Golds tone Bose 子是很自然的解释) . 但理论中还有一个对称性, 称为手征相

变换对称, 它在实验中是不存在的. 如果用自发破缺的办法, 便应出现另一个 Golds tone

Bose子, 而实验中又偏偏没有这个粒子. 1969年发现的 A dler-Bell-Jackiw 反常解决了这

个难题.理论的量子修正中出现的反常是使手征相变换破缺的原因, 在理论中概括反常的

仍是 W ess-Zumino项. 本章 6. 7 节介绍反常,以及它在一系列物理问题中的出现.

拓扑项的另一个重要表现是在非 A bel 规范场的 Θ真空问题中, 6. 6 节介绍这个问

题.

物理学的基础问题常常会贯穿在不同分支的许多研究问题中, 把看来很不同的问题

联系起来. 对一个问题的理解往往会对其它的问题有所启发.本章涉及很多问题, 有的超

出了量子力学的范围.为了举例说明物理学的统一性, 在此仍对它们作了简单介绍.
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6.1 Heisenberg 模型的自旋波理论

固体格点自旋间的相互作用可以导致自旋系统的集体激发, 这种集体激发称为自旋

波.作为体系基态, 所有自旋取相同方向的固体是铁磁体.在亚铁磁或反铁磁体中, 晶格分

为两套相间的子格,每个子格上的自旋取一定方向.两套子格上的总自旋大小相等、方向

相反的是反铁磁体,子格总自旋大小不等的是亚铁磁. 描述晶格自旋体系的是 Heisenberg

模型.令 Si为第 i个离子的自旋算符, J ij代表交换积分
①, 体系的 H amilt on 量是

H = - ∑
i, j ( i≠ j )

J ij Si ¡¤Sj . ( 6. 1)

求和对所有离子对进行, Heisenberg 模型对自旋 s= 1/ 2 体系的 H amilton 量正好能重现

电子相互作用能量,说明如下. 令↑及↓分别代表 sz = 1/ 2 和 sz = - 1/ 2的状态,则两个自

旋相同的电子相互作用能是

E↑↑ = - J ij〈↑i↑ j ©¦Si ¡¤S j ©¦↑i↑j〉.

用自旋升降算符 S
+

= S
x
+ iS

y
, S

-
= S

x
- iS

y
, 有

S + ©¦↓〉= ©¦↑〉,  S - ©¦↑〉= ©¦↓〉,

S + ©¦↑〉= S - ©¦↓〉= 0,

Si ¡¤Sj =
1
2

( S +
i S -

j + S -
i S +

j ) + S z
i ¡¤S z

j ,

可计算出

E↑↑ = -
1
4

J ij .

在式中算符上标代表分量,下标代表离子位置. 类似地,有

E ↑↓ =
1
4

J ij .

因此, 若 J > 0, 则两个自旋平行能量低;而若 J < 0, 则两个自旋反平行能量低.这两种情

况能量差为
1
2

J ij , 故体系有多个电子, 所有电子自旋取向相同的状态与将其中一个电子

反向的状态的能量差是
1
2
∑

j ( j≠ i)
J ij ,正与 H art ree-Fock 理论中的计算相同②. 电子间的交换

相互作用可以用 H eisenb erg 模型的自旋-自旋相互作用予以重现. 由于最近邻间的交换

相互作用是主要的, 在式( 6. 1)中的对离子对求和可以只在最近邻间进行. 离子 i有 ν个

最近邻,可以用 i+ δ标志这些近邻, δ= 1, 2,⋯, ν. 对简单晶格, J i, i+ δ与 δ无关,记为 J . 式

( 6. 1)就简化为
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①

② 请参阅文献 [ 1] , [ 2] .

它来源于在 Ha rt ree -F ock 理论中计算的电子相互作用能 . 因自旋相同的电子轨道波函数要反对称化 , 相互作

用能就和自旋取向有关 . 令 E 0 代表若干自旋相同的电子间相互作用能 , E 1 为将其中一个 ( i)电子自旋反向后的相互

作用能 ,有

E 1 - E 0 =
e2

2 ∑
j ( j≠i)
∫
φ*j ( r 1)φj ( r2 )φ*i ( r 2)φi( r 1)

©¦r 1 - r 2©¦
d3r 1d3r 2 ≡

1
2 ∑

j ( j≠i)

J ij

积分称为交换积分 (同下标 i或 j 的轨道波函数宗量不同 , 故称为交换 ) .



H = - J∑
i, δ

Si ¡¤Si+ δ. ( 6. 2)

设离子自旋为 s(整数或半整数,单位 h  ) .考虑状态Φ0 , 所有离子自旋的 z 分量都是最大值

s. 第 n 个离子状态记为©¦s〉n ,则有 Φ0 = ∏
n

©¦s〉n . 将式( 6. 2)用自旋算符的分量表示, 有

H = - J∑
〈ij〉

S
z
iS

z
j +

1
2

( S
+
i S

-
j + S

-
i S

+
j ) , ( 6. 3)

〈ij〉代表最近邻 i, j . 将 H 作用于 Φ0 , 得

HΦ0 = - J ∑
i, j = i+ δ

s
2
Φ0 = - J νN s

2
Φ0 ≡ E 0Φ0 . ( 6. 4)

在计算过程中, 用到 S
+ ©¦s〉= 0和 si与 sj 分量对易( i≠j ) . 式( 6. 4)中 ν是最近邻数, N 是

离子总数.从式( 6. 4)可见,Φ0 是 H 的本征态, 如果 J > 0,它是基态, 这是铁磁基态. 在 Φ0

的基础上将第 m 个离子的自旋 z 分量减小 1 单位,得到的状态记为 Φm :

Φm = S
-
m∏
n

©¦s〉n . ( 6. 5)

将 H 作用于 Φm ,得

HΦm = - J∑
〈i, j〉

S
z
iS

z
j S

-
m +

1
2

( S
+
i S

-
j S

-
m + S

-
i S

+
j S

-
m ) Φ0 ( 6. 6)

用对易关系

[ S
+
m , S

-
n ] = 2S

z
mδmn ,

[ S -
m , S z
n ] = S -

m δm n ,

[ S
+
m , S

z
n ] = - S

+
m δm n .

( 6. 7)

可以将式( 6. 6)简化为①

H Φm = E 0Φm + 2J s∑
δ

(Φm - Φm+ δ) . ( 6. 8)

因此, Φm 不是 H 的本征态. H 的本征态可由 Φm 的线性组合构成, 而由平移不变性要求

出发,它应是

Φ= ∑
m

e ik¡¤R
mΦm , ( 6. 9)

此处 Rm 是离子 m 的矢径.用 H 作用于 Φ给出

HΦ= E 0Φ+ 2J sνΦm - 2J s∑
m , δ

e ik¡¤R
mΦm + δ

= [ E 0 + 2Jνs( 1 - γk ) ]Φ,
( 6. 10)

其中

γk =
1
ν∑δ e ik¡¤R

δ. ( 6. 11)

式( 6. 10)表明,Φ( ( 6. 9)式)是 H 的本征态, 相应的本征值是

E k = E 0 + 2Jνs( 1 - γk) . ( 6. 12)

由于周期性边界条件, k 的值被局限于 Brillouin 区中的 N 个值. 激发态 Φ是集体激发模

式,一个离子的激发能量可以通过自旋-自旋相互作用传递给其它离子, 使激发能量以波
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① E 0 是 Φ0 的本征值 , 见式 ( 6. 4) .



的形式传播于整个晶格. 这类激发称自旋波. 一维链上波数为 k 的自旋波示于图 6.1, 其

中 ( a )是透视图, ( b )是俯视图, ( c)给出三个相邻格点处自旋的关系. 要获得低激发态的

色散关系,将式( 6. 12)对 k(小量)展开,得

图 6.1 一维链上的自旋波

E k = E 0 + J s∑
δ

( k ¡¤Rδ) 2 . ( 6. 13)

自旋波激发进行量子化后,其量子称磁振子( magnon) .在基态所有格点的自旋都是 S z = s

(最大值) .令 ni 代表第 i个格点自旋偏离最大值的数量, ni= s- s
z
i. 在粒子占有数表示中,

状态由©¦n1 , n2 ,⋯, ni,⋯, nN〉表示. 基态是©¦0, 0,⋯, 0〉. 这样, 引入粒子数产生与消灭算符

a
�
j , a j ,并令 n j = a

�
j a j ,则 S

-
j 就和 a

�
j 联系起来:增加 n j 1单位即减少 S z 1单位. S

+
j 就和 a j

联系起来.从自旋升降算符的作用

S + ©¦n〉= 2s + 1 - n n ©¦n - 1〉,

S - ©¦n〉= 2s - n n + 1©¦n + 1〉,

S z ©¦n〉= ( s - n) ©¦n〉

( 6. 14)

出发,要想得到 a 与 a
�
的作用

a�©¦n〉= n + 1©¦n + 1〉,

a ©¦n〉= n ©¦n - 1〉,
( 6. 15)

两组算符间的联系是

S + = 2s - a
�

a a ,

S - = a� 2s - a� a ,

S z = s - a
�

a .

( 6. 16)

式 ( 6. 16)称为 H olstein-Primakoff 变换. 以上的 a , a
�算符是定义在格点上的, 例如 a i,

a
�
j .自旋波是集体激发. 定义与波矢有关的算符 a k , a

�
k
 ①
:
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① 这类似从 Bloch 波函数到 W annier 波函数的变换 , 可参阅文献 [ 1] p120.



a
�
j =

1

N
∑

k

e
i k¡¤R

j a
�
k ,

a j =
1

N
∑

k

e- ik¡¤R
j ak .

( 6. 17)

a k 与 a
�
k 是消灭和产生波矢为 k的磁振子的算符. 它们满足以下对易关系:

[ a k , a
�
k′] = δk, k′ ,

[ a k , a k′] = [ a�k , a�k′] = 0.
( 6. 18)

元激发只在基态附近(即 ni小)才有意义. 关系式( 6. 16)中根号下的算符在 n 小的情况下

可以作为小量展开. 略去高阶项后, S + 含 ak , a ka
�
k′ak″; S - 含 a

�
k , a
�
k a
�
k′a k″. ( 6. 3)式可以写

成二项量子化形式:

H = E 0 + ∑
k

2Jνs( 1 - γk ) a�k a k

+
νJ
2N∑k, κ, k′

(γk- κ+ γk′- 2γk - κ- k′) a�k- κa�k′+ k ak′a k

+ ⋯. ( 6. 19)

式中右方第二项是磁振子激发,波矢为 k 的磁振子能量为

h  ωk = 2Jνs( 1 - γk ) . ( 6. 20)

右方第三项代表一对磁振子的相互作用,在过程中有动量 κ交换. 在写出式( 6. 19)中用了

γk = γ- k .

若 J > 0, 相邻自旋反向能使相互作用能量降低. 取两套彼此相间的子晶格 a 与 b, 每

个子格中的自旋一致.若子格 a 各点自旋为 s
z
= s, 子格 b各点自旋为 s

z
= - s,且两套子格

格点数相同, 这个状态称 Néel态
①. 和铁磁情况类比, 会猜想 Néel 态是反铁磁基态.但实

际上这个态并不是 H ( ( 6.3)式)的本征态. 原因是: i和 j 作为最近邻, 必须分别属于两个

不同的子格. 若i处自旋为 s
z = s, j 处则必为 s

z = - s.算符作用于©¦s〉i©¦- s〉j 上, S
+
i S

-
j 给出

0, 而 S
-
i S

+
j 给出 cons t©¦s- 1〉i©¦- s+ 1〉j , 而不是 const ©¦s〉i©¦- s〉j . 以 Néel态作为参考态

©¦0, 0,⋯, 0〉, ( 6. 21)

任意态是

©¦n1 , n2 , ⋯, nN〉, ( 6. 22)

其定义是, 在子格 a 中 ni= s- si (因此 Néel 态 si= s 相当于 ni= 0) , 子格 b 中 n j =

sj - ( - s) = sj + s(因此 Néel 态 sj = - s, 也相当于 n j = 0) .这种定义保证对所有态 ni, nj≥

0. 由于两套子格存在,以及 ni, n j 的定义,可以看到

S
+
a
i
相当于 ai, S

-
a
i
相当于 a

�
i ,

S +
b
j
相当于 b�j , S -

b
j
相当于 bj .

( 6. 23)

因此 H 中的 S
+
i S

-
j 和 S

-
i S

+
j 就分别相当于 a ibj 和 a

�
i b
�
j , 前者减少两个粒子, 后者增加两

个粒子.将它和铁磁情况对比, 对铁磁 S
+
i S

-
j 和 S

-
i S

+
j 分别相当于 aia

�
j 和 a

�
i a j ,它们不改
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① 究竟哪一套格子选自旋+ s, 哪一套选 - s, 两种选择似乎无区别 . 实际上在反铁磁晶体中有一种很弱的内部

场称为各向异性场 ,在两套格子处其方向相反 ,帮助确定一种选择 . 在以下讨论中不影响结论 , 此处就略去了 .



变粒子数.

为了从格点算符变到模式算符,进行变换

ck =
1

N
∑
i

e
ik¡¤R
i a i,

dk =
1

N
∑

j

e ik¡¤R
j bj .

( 6. 24)

H 可改写为

H = - 2N Jνs + 2Jνs∑
k

[γk ( c�k d�k + ck dk ) + ( c�k ck + d�k d k ) ] . ( 6. 25)

和铁磁情况相比, 此处 H 在粒子数占有空间不是对角的, 因为它含有使粒子数变化的

c
�

d
� (ΔN = 2)和 cd (ΔN = - 2) .为了使 H 对角化,采用 Bogoliu bov-V alat in 变换

① , 定义

准粒子算符αk , βk 及它们的共轭:

αk = ukck - vk d
�
k , α

�
k = ukc

�
k - vkd k ,

β�k = ukd k - vk c�k , βk = uk d�k - vk ck .
( 6. 26)

uk 和 vk 是实数,并满足

u2
k - v2

k = 1, ( 6. 27)

这个条件使得α, β算符满足以下对易关系:

αk , α�k′ = βk , β�k′ = δkk′,

αk , αk′ = βk ,βk′ = 0,

αk , βk′ = αk ,β�k′ = ⋯ = 0.

( 6. 28)

对角化的目标是

H = ∑
k

λk (α
�
k αk + β

�
k βk ) + cons t, ( 6. 29)

λk 是准粒子能量本征值.这个条件将确定 uk 及 vk . 从式( 6. 29)可得

[α
�
k , H ] = - λkα

�
k ,   [αk , H ] = λkαk . ( 6. 30)

从式( 6. 25)可以计算[α
�
k , H ] . 记

ω0 = 2J νs,  ω1 = 2Jνsγk , ( 6. 31)

则有

[α�k , H ] = - uk (ω0c�k + ω1 dk ) - vk (ω0d k + ω1 c�k ) ( 6. 32)

将式( 6. 30)第一式右方的α
�
k 用式( 6.27)代替, 有

α
�
k , H = - λk uk c

�
k - vkd k . ( 6. 33)

式( 6.32)与( 6. 33)比较,有

ω0 uk + ω1vk = λkuk ,  ω1 uk + ω0 vk = - λk uk . ( 6. 34)

方程组有解条件是

ω0 - λk ω1

ω1 ω0 + λk
= 0, ( 6. 35)

·012·

① 将在第 9 章 9. 4 节中系统介绍 . 在超导中这个变换也用以使 H 对角化 . 那里算符是 F er mi 型的 ,故有 u2
k+ v2

k

= 1.



即 λ
2
k = ω

2
0 - ω

2
1 . 取 λk正根(准粒子激发能为正值) :

λk = 2Jνs( 1 - γ2k ) 1 / 2 . ( 6. 36)

计算 [β
�
k , H ] , 并用对角化要求得到同样的久期方程.将 λk 代回式( 6. 34)解出 uk , vk , 结果

是

u2
k =

1
2

1
( 1 - γ2k ) 1 / 2 + 1 ,  v2

k =
1
2

1
( 1 - γ2k ) 1/ 2 - 1 . ( 6. 37)

将 H (式( 6. 26) )用α, β表示,则有

H = - 2N Jνs( s + 1) + ∑
k

2J νs( 1 - γ
2
k )

1/ 2
(α
�
k αk + β

�
k βk + 1) . ( 6. 38)

将λk 记为 h  ωk :

h  ωk = 2J νs( 1 - γ
2
k )

1/ 2
 (反铁磁) , ( 6. 39)

和铁磁 k 模激发能式( 6. 20)

h  ωk = 2J νs( 1 - γk )  (铁磁)

相比,它们有显著差别. 对简单立方晶格(格距为 a ) , 当 ka 小时有

ν( 1 - γk ) ≈ 2( ka) 2 ,

ν( 1 - γ
2
k )

1/ 2
≈

1

3
ka .

( 6. 40)

可见铁磁自旋波的低激发色散关系是二次的:

h  ωk = 4J s( ka ) 2 (铁磁) . ( 6. 41)

能量与动量平方成正比,因此准粒子是有质量的. 而反铁磁自旋波的低激发色散关系是线

性的:

h  ωk =
2

3
J ska (反铁磁) . ( 6. 42)

能量与动量一次幂成正比,因此准粒子是无质量的.

经过 Bogoliubov-Valatin 变换后的准粒子 真空可以作为 H eisenberg 反 铁磁

H amilt on 量的近似基态©¦〉:

αk ©¦〉= 0,  βk ©¦〉= 0.

  自旋波理论对高维( d = 2, 3)自旋体系给出了图象清晰的物理描述, 且为实验结果所

证实.

一维反铁磁链有许多新颖有趣的性质. 我们计算量子涨落对一个子格自旋 z 分量平

均值的影响.例如子格 A 的自旋 z 分量是

〈S
z
A〉= s - 〈a

�
a〉. ( 6. 43)

格点算符是模算符( 6. 25)式的逆:

a i =
1

N
∑

k

e
- ik ¡¤R
ick , ( 6. 44)

因此

a�i a i =
1
N∑k, k′

e - i( k- k′) ¡¤R
ic�k ck′. ( 6. 45)

Bogoliubov-Valatin 变换的逆是
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ck = ukαk - vkβ
�
k ,

d
�
k = ukβ

�
k - vkαk . ( 6. 46)

代回式( 6. 45)求基态的期望值:

〈a
�
i a i〉=

1
N∑k, k′

e
- i( k - k′) ¡¤R

i〈©¦ukα
�
k - vkβk ) ( uk′αk′- vk′β

�
k′) ©¦〉.

对反铁磁基态,有〈©¦α
�
k = 0 与 αk′©¦〉= 0.上式平均值中只余下

〈βkβ
�
k′〉= δk k′,

因此

〈a
�
i ai〉=

1
N∑k v

2
k ,

即

〈S z
A〉= s -

1
N∑k

1
2

1
( 1 - γ2k ) 1/ 2 - 1 . ( 6. 47)

对二、三维格子, 第二项是有限的. 对一维链, 当 k小时第二项是 -∫ dk
2π

1
2k

, 积分出现红

外发散.这个结果与 s值无关. 一维链的 Néel态对量子涨落是不稳定的.

6. 2 一维量子反铁磁链,拓扑相因子

对一维自旋链的研究始于 1931年的“Bet he 创议”( Bet he' s A nsat z)
[ 4, 5]

. 结论是自旋

1/ 2一维链没有长程序, 但有无质量激发. 此后在 50年代, 70年代陆续有研究成果出现.

在 1983年 F. D. M. Haldane
[ 6, 7 , 8]
提出一维反铁磁链的性质取决于自旋是整数或半整数.

整数自旋的激发有能隙, 而半整数自旋的激发是无质量的. 这被称为 H aldane 猜想

( conject ure) . 和第 5 章单畴磁性颗粒宏观量子相干的拓扑淬灭十分类似. 来源也是一个:

W ess-Zumino拓扑项.

考虑一维量子反铁磁链,自旋值为 s,格距为 a . 有两套子格(图 6. 2) , 在每套子格中自

旋基本上取向一致,两套格子上自旋基本取相反方向. 定义

图 6.2 一维反铁磁链

·为子格 A; ©¦为子格 B ;

× 表示 Ω, l 在两套子格格点间定义的点

Ω2 i+ 1
2

=
S2 i+ 1 - S2 i

2s
,   l 2i+

1
2

=
S 2i+ 1 + S 2i

2a
. ( 6. 48)

格点 2i和 2i+ 1分属不同子格,Ω和 l 定义在两套子格中间的点 2i+
1
2

.对 Néel态©¦Ω©¦=

1, l= 0.Ω就是 Néel矢量. 从式( 6. 48) ,有
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a l 2i+
1
2

+ sΩ2i+
1
2

= S2i+ 1 ,

a l 2i+
1
2

- sΩ2i+
1
2

= S2i.
( 6. 49)

格点上的自旋通过式( 6. 49)用格点间(在它左侧)的Ω和 l 表示.式( 6. 48)给出

Ω¡¤l = 0,

s
2
Ω

2
+ a

2
l

2
= s( s + 1) .

( 6. 50)

式中的Ω和 l 指在同一点定义的场.第二式又可写作

Ω2 = 1 +
1
s

-
a

2
l

2

s
2 , ( 6. 51)

即在大 s极限下, Ω
2
→1.  从 S 分量的对易关系可以得到 Ω, l 分量的对易关系. 以 a , b, c

代表分量,它们是

Ωa
2i+

1
2
, Ωb

2j +
1
2 =

1
4s2 S a

2i+ 1 - S a
2i,  S b

2j + 1 - S b
2j

=
i

4s
2ε

a bcδij S c
2i+ 1 + S c

2i

=
ia
2s

2ε
a bc
δij l

c
2 i+

1
2

( 6. 52)

(上式中 ε
a bc是反对称单位张量) ;

l a
2i+

1
2
, l b

2 j +
1
2 =

1
4a2 S a

2i + S a
2i+ 1 , S b

2j + S b
2j + 1

=
i

4a
2ε

a bcδij S
c
2i + S

c
2i+ 1

=
i

2a
ε

a bc
δij l

c
2i+

1
2
; ( 6. 53)

l
a
2 i+

1
2
, Ω

b
2 j +

1
2 =

1
4as

S
a
2i + S

a
2 i+ 1 , S

b
2j - S

b
2j + 1

=
i

4as
εa bcδij S

c
2i+ 1 - S

c
2i

=
i

2a
εa bcδijΩc

2 j +
1
2
. ( 6. 54)

取连续极限 a→0,

δij
2a
→δ( x - y) ( 6. 55)

对易关系变为

l a ( x ) , l b( y ) = iεa bcl c ( x )δ( x - y) ,

l
a
( x ) ,Ω

b
( y ) = iεa bcΩc( x )δ( x - y) ,

Ω
a
( x ) , Ω

b
( y) = 0.

( 6. 56)

式 ( 6. 56) 中第一式是角动量分量 (转动的生成元 )的对易关系, 第二式表明 Ω是三维

矢量.   

下面将 H eisenb erg 模型的 H amilt on 量用 Ω, l 表示, 并取连续极限以得到场论的

H amilt on 量. 模型 Hamilton 量中是近邻间的自旋相互作用.对两套子格中的一套子格求
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和即可,只要它包括进来一个格点的自旋和它的左右近邻相互作用. 用Ω, l 代替 S,得

H = J∑
2i

S2 i ¡¤S2i+ 1 + S2i ¡¤S 2i- 1

= J∑
2i

a
2
l

2
2i+

1
2

- s
2
Ω

2
2i+

1
2

+ a
2
l 2i+

1
2

¡¤l 2i-
3
2

 - s
2
Ω2 i+ 1

2
¡¤Ω2i- 3

2
+ a sl 2i+

1
2

¡¤Ω2i- 3
2

+ a sΩ2i+ 1
2

¡¤l 2i-
3
2 . ( 6. 57)

式中 l·Ω的二项可改写为

- 2a 2s l 2 i+
1
2

¡¤
Ω2i+ 3

2
- Ω2i- 3

2

2a
- Ω2 i+ 1

2
¡¤

l 2i+
3
2

- l 2i-
3
2

2a
.

另外再加上为零的二项(见式( 6. 50)第二式)

3
2

s
2
Ω

2
2i+

1
2

+ a
2
l 2i+

1
2

- s( s + 1) +
1
2

s
2
Ω

2
2i-

3
2

+ a
2
l

2
2i-

3
2

- s( s + 1) ,

H 可写成

H = J∑
2 i

5
2

a
2
l

2
2i+

1
2

+
1
2

a
2
l

2
2i-

3
2

+ a
2
l 2i+

1
2

¡¤l 2i-
3
2

+
s

2

2
Ω

2
2i+

1
2

+ Ω
2
2i-

3
2

- 2Ω2i+ 1
2

¡¤Ω2i- 3
2

- 2a
2
sl2 i+

1
2

¡¤
Ω2i+ 1

2
- Ω2i- 3

2

2a
+ 2a

2
sΩ2i+ 1

2

l 2i+
1
2

- l 2i-
3
2

2a

- J 2s( s + 1) .

最后一项是常数,可略去.第一个圆括弧中三项都有小量 a
2 . 在 2i+

1
2
和 2i-

3
2
两点上的

l 场的差与 a 成正比. 因此略去 a
3 时可以把它们视为相等, 即第一个括弧就等于 4a

2
l

2
2i+

1
2
.

第二个圆括弧是 4a
2
Ω2 i+ 1

2
- Ω2i-

3
2

2a

2

. 将 2i+
1
2
点的坐标定为 x ,这个量就是 4a

2
Ω′

2 ( x ) ,

撇号代表对 x 的微商.花括弧中最后两项之和为

- 2a
2
s( l ¡¤Ω′- Ω¡¤l′) = - 2a

2
s( l ¡¤Ω′+ Ω′¡¤l) ,

因为从Ω·l= 0(见式( 6. 50) )有 Ω·l′+ Ω′·l= 0. 取连续极限 2a→dx , H 变为

H =∫dx ( J a ) 2l 2 + s2Ω′2 - s l ¡¤Ω′+ Ω′¡¤l .

H amilt on 量密度 H 可以写作

H =
v
2

g
2

l
2

-
Θ
4π
Ω′

2

+
1
g 2Ω
′2

, ( 6. 58)

此处

v = 2J a s,  g
2

=
2
s

,  Θ= 2πs, ( 6. 59)

在大的 s 极限下,Ω
2
= 1.因此可以用单位圆上的点(球坐标 θ, �)描述 Ω的运动.相应的广

义动量算符是
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πθ= - i h  
�
�θ

,

π�= - i h  
�
��

.
( 6. 60)

  下一个步骤是将 H 用广义坐标及广义动量表示. l 是转动的生成元(角动量) ,故其

分量是

l x = - sin�- i h  
�
�θ

- cos�cotθ- i h  
�
��

= - sin�πθ- cos�cotθπ�,

l y = cos� - i h  
�
�θ

- sin�cotθ- i h  
�
��

= cos�πθ - sin�cotθπ�,

l z = - i h  
�
��

= π�.

( 6. 61)

Ω及其微商的分量是

Ω= sinθcos�, s inθs in�, cosθ,

�Ω
�θ

= cosθcos�, cosθsin�, - s inθ ,

�Ω
��

= - s inθsin�, s inθcos�, 0 .

因此 Ω′的分量是

Ω′= cosθcos�θ′- sin θs in��′, cosθs in�θ′+ sinθcos��′- sinθθ′.

( 6. 62)

将式( 6. 61) , ( 6. 62) 代回式( 6. 58) 就得到

H =
v
2

g 2 πθ-
Θ
4π
�′s inθ

2

+
1

s in
2
θ
π�+
Θ
4π
θ′s inθ

2

+
v

2g
2 θ′

2
+ �
′2

sin
2
θ .

( 6. 63)

相应的 Lagrange 量密度是

L =
v

2g 2 (�μθ)
2

+ sin
2
θ(�μ�)

2
+
Θ
8π

s inθε
μν
�μθ�ν�. ( 6. 64)

此处 ε
μν
是反对称单位张量, μ, ν= 0, 1. H 和 L 的关系可以直接验证. 在以下讨论中置

v= 1. 从式( 6. 64)出发, 求共轭动量

πθ=
�L
�θ

¡¤ =
1
g

2θ
¡¤

+
Θ
4π

sinθ�′,

π�=
�L
��

¡¤ =
1
g

2 �
¡¤

sin
2
θ-
Θ
4π

sinθθ′.

( 6. 65)

将式( 6. 64) , ( 6. 65)代入式

H = πθθ
¡¤

+ π��
¡¤

- L ,

便可以得到式( 6. 63) .式( 6. 64)可以用 Ω表示. 由于

dΩ= �̂dθ+ θ̂sinθd�
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此处 θ̂和 �̂是 θ和 �增加方向的单位矢量.另有

�μΩ¡¤�
μ
Ω= (�μθ)

2
+ sin

2
θ(�μ�)

2
,

Ω¡¤(�μΩ× �νΩ) = sinθ�μθ�ν�.

由此, L 可以写作

L =
1

2g
2�μΩ¡¤�

μ
Ω+
Θ
8π
ε
μν
Ω¡¤(�μΩ× �νΩ) . ( 6. 66)

这是非线性 σ模型的标准形式, 式中右边第二项称为 Wess-Zumino 项. 从式( 6. 64)中这

一项的形式看,它实际上是二维散度, 因为可以定义流 K
μ
:

K μ= - εμνcosθ�ν�,

立即可以验证

�μK
μ

= ε
μν

s inθ�μθ�ν�.

一个散度项加到 Lagrange 密度中是不会影响运动方程的. 原因是它的空间积分可以通过

Gauss 定理换成表面积分, 最后归结为常数. 在对作用量求变分得运动方程时,常数是不

起作用的. 在作场论微扰时它也不起作用, 但它有重要的非微扰影响. 一维反铁磁链的

H ilb ert 空间分为不同 Θ值的部分, 不同 Θ部分之间通过正则变换联系. 指出这一点的是

A ffleck
[ 3 ] ,文献[ 9]中也进行了讨论.考虑变换

U = exp i
Θ
4π∫dx�′cosθ≡ e

A
. ( 6. 67)

式( 6. 65)显示 Wess-Zumino项的作用是重新定义广义动量. 在变换 U 下广义动量的变化

是

Π→ UΠU - 1 .

用 Bak er -Campbell-Hausdorff 公式

e
A
Be

- A
= B + [ A , B] +

1
2!

[ A , [ A , B] ] + ⋯, ( 6. 68)

首先计算 A ,Π :

A, Π( x ) = i
Θ
4π∫dx′

d�( x′)
dx′

cosθ( x′) ,Πθ( x ) ,

其中

cos θ( x′) , Πθ( x ) = - s inθ( x′) θ( x′) ,Πθ( x ) = - sinθ( x′) iδ( x - x′) .

因此得到

A ,Πθ( x ) = -
Θ
4π∫dx′

d�( x′)
dx′

s inθ( x′)δ( x′- x ) = -
Θ
4π
�′sinθ.

此外有

A , A, Πθ( x ) = 0,

故总起来有

Πθ→ Πθ-
Θ
4π
�′sinθ. ( 6. 69)
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类似地有①

Π�→Π�+
Θ
4π
θ′s inθ. ( 6. 70)

结论是:从没有 Θ项的广义动量出发, 经过正则变换(式( 6. 67) )就重新定义了它,引入了

含Θ的项.

在路径积分讨论中,常用欧氏空间, 在其中Θ项的贡献是

iΘ¡¤
1
8π∫ε
ij
Ω¡¤ �iΩ× �jΩ d

2
x ≡ iΘQ, ( 6. 71)

Q 称为拓扑荷, 是整数.路径积分中的 e
- S

E因子包含 e
- iΘQ

, Θ就作为相角出现了, 称为拓扑

相. 从式( 6. 59)看, Θ是和格点上自旋 s 有关的,Θ= 2πs. 作为相角, 整数自旋相当于 Θ=

0, 半整数自旋相当于 Θ= π.它们的物理性质将很不同.拓扑项由于含有空间微商 �1Ω, 它

破坏宇称守恒. 但对反铁磁链 Θ= 0这项消失, 对 Θ= π又有 e
iπQ = e

- iπQ, 因此不出现宇称

破坏情况.

本节内容可以参阅文献[ 3] .

6. 3 O( 3) 非线性 σ模型,对称自发破缺与 Goldstone定理

非线性σ模型原是粒子物理中一个低能有效理论. 1+ 1维空间中标量场 n 是 N 维内

部空间的单位矢量,满足 O( N )对称②的含有两个微商因子的普遍 Lagrangian 密度是

L =
1

2g 2 ©¦�μn©¦
2
, ( 6. 72)

n 满足

n
2

= 1 ( 6. 73)

下面具体讨论 N = 3 的情况.将 n 用分量表示,有

n(π1 ,π2 , σ) . ( 6. 74)

将π1 , π2 作为二维矢量的分量, 即有 π(π1 ,π2 ) ,式( 6. 73)给出

π
2

+ σ
2

= 1,

即

σ= ( 1 - π2 ) 1/ 2 . ( 6. 75)

式( 6. 73)规定了 n 是单位半径球面上的一点, 因此不论怎样选真空态,例如选

n0 = ( 0, 0, 1) ( 6. 76)

它只在沿第 3 轴转动不变,而不尊重绕第 1轴和第 2轴转动对称性. 这种场的动力学有较

高的对称 O( 3)而真空态只有较低对称 O( 1)的情况称为对称自发破缺. 从式( 6. 75)有

�μσ=
π¡¤�μπ

( 1 - π2 ) 1 / 2 ,
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中间结果 : [ A, Π�( x) ] =
Θ
4π
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L 即可写成

L =
1

2g
2 ©¦�μπ©¦2 +

(π¡¤�μπ) 2

1 - π2 . ( 6. 77)

这是把σ场消去后的 π场有效 Lagrange量, 出现 π场自耦合, 但没有 π场的质量项.π1 ,

π2 两个场是没有质量的, 这是 Golds tone 定理的一个特例. 根据这个定理, 连续对称自发

破缺会出现无质量粒子(激发) . 考虑一个 O( 3)对称理论.如果真空态是( 0, 0, 0) , 则它尊

重 O( 3)的三个对称操作. 但若加上一个条件 n
2
= 1, 则排除了这种真空态. n ( 0, 0, 1)自发

破缺了两个对称操作余下一个,故出现两个无质量粒子 π1 , π2 . Golds tone 定理
[ 10 , 11 ]称“对

每一个自发破缺的连续变换, 理论应含一个无质量粒子”.下面以自旋为 0的粒子为例给

出证明. Lagrange 密度是

L =
1
2
�μφ

a
�
μ
φ

a
- V(φ) , ( 6. 78)

φ是标量场(自旋为 0) , a = 1, ⋯, N 是内部对称自由度.令 φ
a
0 为常数场,它使 V(φ)取最小

值:

�V
�φ

a ©¦φa ( x ) = φa
0

= 0. ( 6. 79)

由于 φ
a
0是常数,它的“动能”项(即 L 的第一项)为 0, 即 φ

a
0就是体系的基态 (真空) . 将 V

在此最小值处展开,有

V(φ) = V(φ0 ) +
1
2

(φ- φ0 )
a
(φ- φ0 )

b �
2

�φ
a
�φ

bV©¦φ= φ
0

+ ⋯ ( 6. 80)

式中没有线性项, 因为在 φ0 处 V 是极小值. 和谐振子势
1
2

mω
2
x

2相类比, 势能项与 x
2 成

正比的部分其系数与质量 m 成正比.因此第二项系数

�
2

�φa �φb V
φ= φ

0

 ≡ m 2
a b ( 6. 81)

是 N× N 对称矩阵, 它的本征值给出场的质量.因 φ0 是 V 的极小值, 故本征值永不为负.

需要证明的是, 每一个连续对称, 只要它是基态 φ0 所不满足的, 都给出一个 m
2
a b矩阵的零

本征值.

一般的连续变换可用下式定义:

φa →φa + αΔa (φ) , ( 6. 82)

α是无穷小参数, Δ
a
(φ)是 φ所有分量的函数. 对常数场, L 的微商项为 0. 不变性要求 V

在此变换下不变:

V(φ
a
) = V(φ

a
+ αΔ

a
) ,

即

�V(φ)
�φ

a Δ
a
(φ) = 0. ( 6. 83)

对φ
b
求微商,并在 φ= φ0 处取值,有

�V
�φa

φ
0

�Δ
a

�φ
b
φ

0

+ Δ
a
(φ0 )
�

2

�φ
a
�φ

b V
φ
0

= 0.

上式左边第一项为 0.因在 φ0 处 V 取极小值,因此第二项必须为 0.若 φ0 对连续变换(式
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( 6. 82) )不变, 即Δ
a
(φ0 ) = 0,则要求自动得到满足. 若Δ

a
(φ0 )≠0, 即连续变换( 6. 82)式被

自发破缺,则必定有

�
2

�φa �φb V
φ
0

= 0, ( 6. 84)

即质量本征值为 0,定理得证.

6. 4 Lieb-Schultz-Mattis定理

一维反铁磁链的自旋波理论得到 c模与 d 模无质量激发, 这是和理论的出发点(存在

Néel 态)预先设定了空间的特定方向破缺 O( 3)对称性直接有关的.一维量子反铁磁链理

论归结为 O( 3)非线性 σ模型验证了自旋波理论的结果. 但量子涨落的红外发散带来了复

杂性. Coleman 定理
[ 1 2]
称:在 1+ 1 维理论中如果有和 Goldst one Bose 子有关的红外发

散,连续对称的自发破缺是不可能的. 重正化群方法的研究①给出耦合常数 g 对尺度 L 的

依赖是

d
d lnL

g2 =
g

4

2π
,

结果是有效耦合随尺度的增加而增大:

g
2
( L) ≈

g
2
0

1 -
g

2
0

2π
ln L
 .

最初在格点上的耦合常数是 g
2
0 =

2
s

(见式( 6. 59) ) . 在 L 达到

ξ≈ e
2π/ g 2

0 = e
πs

时, g
2 达到 O( 1) . 通常有这类重正化群行为的场论会由于红外涨落产生能隙, 质量为

O(ξ
- 1 ) .这个结论对整数、半整数自旋都适用. 一维反铁磁链的特殊性在于, 对半整数自

旋有 Θ= π的拓扑项, 它的非微扰效应改变了 Coleman 定理以及重正化群分析的推论.

Lieb-Sch ultz-Mat tis 定理
[ 14 ]是对自旋 s= 1/ 2 证明的, 以后被推广到任意半整数自旋

链
[ 15 ]

.

考虑偶数格距 L 组成的有限链, 满足周期条件② .设基态©¦ψ0〉(能量为 E 0 )满足宇称和

转动不变性.构造一个状态©¦ψ1〉使下式成立:

〈ψ1 ©¦H - E 0 ©¦ψ1〉= O
1
L

, ( 6. 85)

©¦ψ1〉的具体构造方法是

©¦ψ1〉= U ©¦ψ0〉, ( 6. 86)

U = exp
iπ
l ∑

l

j = - l

( j + l) S z
j . ( 6. 87)
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①

② 对反铁磁 ,只有偶数格距 (奇数格点 )才能满足边界条件 .

此处重正化群相当于逐步对高频率模式求积分以得到低频的有效理论 . 在逐步积分过程中耦合“常数”随之

改变有效值 ,结果会和尺度有关 [ 13] .



它代表对 j = - l 到 j = l 的各格点的自旋沿 z 轴转动:在 j = - l 处转 0,在 j = - l+ 1 处转

π
l

, ⋯, 在 j = 0处转 π, ⋯, 在 j = l 处转 2π. 在 j = ± l 外面的自旋不作变换. l 的值选为

O( L ) . 例如选 2l =
L
2

- 1, 使约半数格点上的自旋转一定角度. 下面要证明两件事:①©¦ψ1〉

的能量是很低的, 即 ( 6. 85)式中, 当 L 很大时, 它的能量连续逼近基态. ②©¦ψ1〉与©¦ψ0〉正

交. 正交之所以必需, 是因为如果在 L→∞过程中©¦ψ1〉→©¦ψ0〉, 就什么也没有证明.既然它

们正交,就排除了这种可能性, 因此 s= 1/ 2反铁磁自旋链具有无质量的激发态.

相邻两个格点上自旋相对旋转是小的,
π
l
n 1. 由于体系能量是由最近邻自旋取向决

定,这种构造使得所费能量很小. 确切地是,

U
�

S
+
i S

-
i+ 1 U = exp - i

π
l

S
+
i S

-
i+ 1 ,

U
�

S
-
i S

+
i+ 1 U = exp i

π
l

S
-
i S

+
i+ 1 ,

U
�

S
z
iS

z
i+ 1 U = S

z
i S

z
i+ 1 .

( 6. 88)

因此

δE ≡〈ψ1 ©¦H - E 0 ©¦ψ1〉=〈ψ0 ©¦U� ( H - E 0 ) U ©¦ψ0〉

=
J
2∑

l

i= - l

〈ψ0 ©¦ exp - i
π
l

- 1 S +
i S -
i+ 1 + exp i

π
l

- 1 S -
i S +
i+ 1 ©¦ψ0〉

=
J
2

cos
π
l

- 1 ∑
l

i= - l

〈ψ0 ©¦S
+
i S

-
i+ 1 + S

-
i S

+
i+ 1 ©¦ψ0〉

 -
J
2

i s in
π
l∑

l

i= - l

〈ψ0 ©¦S +
i S -
i+ 1 - S -

i S +
i+ 1 ©¦ψ0〉.

由于©¦ψ0〉满足宇称不变性,最后一个等式右方第一项两个算符平均值相等, 第二项两个算

符平均值相抵消.故有

δE = J cos
π
l

- 1 ∑
i

〈ψ0 ©¦S +
i S -
i+ 1 ©¦ψ0〉.

又因©¦ψ0〉满足旋转对称性, S
+
i S

-
i+ 1平均值应是 Si·Si+ 1平均值的 2/ 3.从- l 到 l 共有2l+ 2

对最近邻.设一对最近邻的耦合能为 ε0 ,则有

J∑
l

i= - l

〈ψ0 ©¦S
+
i S

-
i+ 1 ©¦ψ0〉=

2
3
ε0 ( 2l + 2) ,

故有

δE =
2
3
ε0 cos
π
l

- 1 2l + 2 = O
1
l

.

由于 l 选定为 O( L) , 故有 δE = O(
1
L

) . 这就是式( 6. 85) .

下面证明©¦ψ1〉与©¦ψ0〉宇称相反,故它们正交. 考虑宇称, 并加上对 z 轴转 π角的操作.

它使 S
z
i→- S

z
i , S

x
i , S

y
i 不变. 在此对称操作下

U → Uexp - 2iπ∑
l

j = - l

S
z
j .
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由于从- l 到+ l 共有( 2l+ 1)个自旋,

exp - 2iπ∑
l

j = - l

S z
j =

+ 1 ( s为整数) ,

- 1 ( s为半整数) ,

故对半整数自旋有〈ψ1 ©¦ψ0〉= 0.

以上证明了 s= 1/ 2的 H aldane 猜想.

实验结果表明,准一维自旋为 1的反铁磁链 CSNiCl 3 观察到了质量隙,自旋为 1/ 2 的

反铁磁链 CuCl2·2( N C5 H 5 )没有质量隙.

Coleman 定理判定一维反铁磁链的红外发散导致其激发的质量隙. Affleck 和 Lieb

对 Lieb-Sch ultz-Mat tis 定理的推广表明, 半整数自旋一维反铁磁链确实逃避了 Coleman

定理的判断, 出现无质量激发. 而整数自旋 Lieb-Sch ult z-Mat tis 定理论据不成立, 因此应

满足 Coleman 定理的判断.二者的差别是拓扑的原因.

本节内容请参阅文献[ 3] .

6. 5 拓扑项的意义

在欧氏空间令 x 2 = ix 0 ( x 0 是时间坐标) , Lagrange量密度是

L E =
1

2g
2 (�1Ω)

2
+ (�2Ω)

2
+ i
Θ
8π
εij �iΩ× �jΩ . ( 6. 89)

Ω( x )是从二维欧氏空间一点到内部空间单位二维球面 S 2 上一点的映射. 要求作用量有

限,即

∫d
2
xL E [Ω( x ) ] = 有限.

这个条件要求在欧氏平面无穷远处有

lim
©¦x ©¦→∞
Ω( x ) = Ω0 ,

其中 Ω0 为常数. 这个要求所以必要, 是因为不为 0 的微商项在无限大的空间中积分不能

保证有限作用量. 在无穷远处的场完全相同使得空间得以紧致化. 考虑二维无限大平面

E 2 , 球面 S 2 与它相切(见图 6. 3) .在法线的远端 O画一直线与 S 2 和 E 2 分别交于 P 和 P′,

图 6. 3 无限大平面 E 2 的紧致化

E 2 上的点 P ′投影到 S 2 上的点 P .平面 E 2 上任一点都

在 S 2 上有一个投影点, 它们是一一对应的. 但 E 2 上无

穷远处所有的点都投影到 S 2 上的一点 O, 此属例外. 因

此, 如果在无穷远处各点能够被等同起来(即在那里场

量都是相同的) , E 2 即可以被紧致化为 S 2 .

再考虑 Ω的空间.Ω是具有一定方向 (θ, �)的单位

矢量,它的代表点也是在 S 2 上.一个具有有限作用量的

场的位形 Ω( x )是一个光滑的 (可微的) 从欧氏时空 S 2

到序参量流形的 S 2 的映射. 图 6. 4 画出一个自旋位形

及它到紧致化 S 2 上的投影, 图 6. 5画出映射.定义欧氏空间自旋位形 Ω( x )的 Pontryagin

指标(或称环绕数, w inding nu mb er)
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图 6. 4 欧氏时空有限作用量的自旋位形( a )及其在紧致化空间 S 2 上的投影( b)

图 6. 5 映射 S 2

Ω( x)
S 2

Q =
1
8π∫ d2xεijΩ¡¤(�iΩ× �jΩ) . ( 6. 90)

它表示当欧氏时空代表点遍及 S 2 后, Ω在序参量流形 S 2 上缠绕的次数① .考虑瞬子所代

表的现有位形 Ω( x ) , 设在无穷远处场指向 S 2 的北极 Ω0 (图 6. 6) , 而在原点处指向南极

- Ω0 . 将这个位形映射到场的流形空间 S 2 , 就成了磁单极场的样子 (图 6. 7) . 可以看到瞬

子的 Q= 1,而反瞬子的 Ω位形空间中“磁力线”却向内, Q= - 1. 位形 Ω( x)可以用其环绕

数分类, 即映射 S 2

Ω( x)
S 2 分属拓扑性质不同的同伦类 ( homot opy class ) , 其表征是环绕

数 Q.

回到 Lagrangian 量密度( 6. 89)式. 拓扑项对作用量的贡献是相角, 对路径积分的贡

献则是相因子

e iΘQ = e i2πsQ = ( - 1) 2sQ .

·222·

① 令 x 1x 2 代表在欧氏空间 S 2 上的坐标 , 例如 x1= cosθ, x2= φ. S 2 的面积元是 dx 1dx 2, 在此面积元内 , 各点通过

映射 Ω( x1, x 2)到 Ω流形上的 S 2 占有的面积是 dx 1dx 2Ω· (�1Ω× �2Ω) (由于 Ω2= 1, �1Ω, �2Ω, 都和球面相切 ) . 当 ( x 1,

x 2)遍布欧氏时空 (面积 4π)时 , Ω在流形 S 2 上扫过的面积是

∫dx 1dx2Ω¡¤(�1Ω× �2Ω) =
1
2∫d2xεijΩ¡¤(�iΩ× �jΩ)

而缠绕次数是
1

4π
¡¤

1
2∫d2x εijΩ¡¤(�iΩ× �jΩ) .



图 6. 6 欧氏时空中瞬子位形
图 6. 7 Y在 Ω流形空间其拓扑

与磁单极相同

因此, 若 s 是整数, 这个因子是 1.对半整数 s,每个拓扑类贡献的符号取决于环绕数 Q. Q

为奇, 因子为负; Q 为偶,因子为正. 它的物理就与整数自旋完全不同了. 这就是 H aldane

猜想的拓扑根源. I . A ffleck
[ 13 ]
讨论了一个质量产生机制,它对 Θ= 0 成立, 而对 Θ= π不

成立.

本节内容请参阅文献[ 13] p 105～109.

6. 6 非 Abel 规范场的Θ真空

6. 6. 1 非 Abel 规范场

  杨振宁和 R. L. Mills 在 1954年提出了非 Abel 规范场理论
[ 16] . 在电磁场理论中, 定

域规范不变性的要求完全确定了带电 F ermi 子和电磁场的相互作用. 他们将这个范例推

广到 SU ( 2)场.规范势 A
a
μ( x )具有内部自由度 a = 1, 2, 3, 它们分别对应 SU ( 2)群的三个

生成元 τ
a
/ 2, 此处 τ

i
是 Pauli 矩阵. 和这个规范场相互作用的 Fermi 子场是二分量的

Dirac自旋量, Fermi 子场的自由 Lagrange 量密度是

L 0 = ψ�( x ) ( i�
μ
�μ - m)ψ( x ) , ( 6. 91)

它对整体 SU ( 2)变换

ψ( x ) →ψ′( x ) = exp - i
τaθa

2
ψ( x ) ( 6. 92)

是不变的,此处 θ
a ( a = 1, 2, 3)是变换参数, 它们与时空坐标无关(故称整体变换) .但若要

求理论对定域 SU ( 2)变换(即 θ
a 是时空坐标的函数 θ

a ( x ) )也具有不变性时,就必须引入

S U( 2)规范场 A
a
μ( x ) , 它和 ψ的相互作用形式完全由定域规范不变性质所确定:

ψ�( x ) iγμ �μ - ig
τ

a
A

a
μ

2
- m ψ, ( 6. 93)

此处 g 是耦合常数.在定域规范变换

U( x ) = exp - i
τaθa ( x )

2
( 6. 94)

中,ψ( x )与 A
a
μ( x )同时变换, 即

ψ( x ) → ψ′( x ) = Uψ( x ) , ( 6. 95)
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A
a
μ( x ) → A

a′
μ( x ) = A

a
μ( x ) + ε

a bc
θ

b
A

c
μ( x ) -

1
g
�μθ

a
. ( 6. 96)

规范场强 F
a
μν和规范势 A

a
μ的关系是

F a
μν= �μAa

ν- �νAa
μ+ gεa bcAb

μAc
ν. ( 6. 97)

在电磁理论( Abel规范场)中 F μν在规范变换中保持不变, 但在非 Abel 规范场中 F
a
μν的变

换是

F a
μν→ F a

μν+ εa bcθbF c
μν. ( 6. 98)

式( 6. 96)表明,在规范变换中除和电磁理论中类似的 �μθ
a
项外,还因为 A

a
μ是 SU ( 2)空间

的矢量, 而( 6. 94)式变换是这个空间的旋转变换, 因此前二项正是这个旋转的效果.同样

F
a
μν也是这个空间的矢量, 故在( 6. 98)式变换中也体现了旋转的效果. 式( 6. 97)中最后一

项的列入是关键性的, 有了它才最后完成了理论的框架. 高度的对称要求(θ是 x 的任意

函数)导致了完全确定的相互作用. 这是理论极富吸引力的特点. 从弱电统一开始的标准

模型就是以非 A bel 规范场作其基础的.杨-Mills 场的提出是近代物理学中影响深远的奠

基工作.

S U( 2)规范场 A
i
μ和 SU( 2)二重态 F ermi子场的定域规范不变 Lagrange 量密度是

L = -
1
4

F
a
μνF

aμν
+ ψ� iγ

μ
�μ - ig
τa Aa
μ

2
- m ψ. ( 6. 99)

为了避免重复书写指标,可以定义

Aμ( x ) ≡ A
a
μ( x )
τa

2
,  F μν( x ) = F

a
μν( x )
τa

2
. ( 6. 100)

现在 Aμ( x ) , F μν( x )都已是 2× 2矩阵. 式( 6. 96) , ( 6. 98)可以写作

Aμ( x ) → Aμ′( x ) = UAμU
- 1

+
i
g

U�μU
- 1

,

F μν( x ) → F ′μν( x ) = U F μνU - 1 .
( 6. 101)

6. 6. 2 规范变换的等价类 [ 12 ]

在经典理论中, F μν= 0就是真空. 但相应的 Aμ却不必须为 0,因为

Aμ =
i
g

U�μU
- 1

( 6. 102)

就是从 Aμ= 0经规范变换得来的. U 中的 θ
a
( x )是任意的, 它同样描述 F μν= 0 的状态. 规

范势( 6. 102)式称为“纯规范”( pure gauge) .

由于规范变换有很大的自由,在讨论具体问题时往往加一些限制. 确定规范势的时空

0分量为 0的称为时间规范( t emporal gauge) :

A0 ( x ) = 0. ( 6. 103)

对式 ( 6. 103)仍能进行规范变换, 只要 U 和时间无关就能保证变换后的规范势仍属时间

规范:

A′0 = UA0 U - 1 +
i
g

U�0 U - 1 = 0

因 A 0 = 0, 故第一个等号右侧第一项为 0;又因 U 不含时间, 故第二项也为 0. 在时间规范
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内的纯规范势有空间分量:

Ai( x) =
i
g

U�iU
- 1

, ( 6. 104)

由于 U 与时间无关, 故 Ai 只和空间坐标有关.

考虑 SU ( 2)规范场, S U( 2)群元素是

U = e iθ n̂ ¡¤
τ
2 , ( 6. 105)

此处θ
a
= θn̂

a
( a = 1, 2, 3) , n̂ 是单位矢量. U 又可以写作

U = b0 + ib ¡¤τ,

此处

b0 = cos
θ
2

,  b = n̂ s in
θ
2

. ( 6. 106)

一个群元素可以用 4 个参数( b0 , b)代表,它们之间有一个关系

b
2
0 + b

2
= 1. ( 6. 107)

因此, SU ( 2)的流形空间是在四维欧氏空间的单位球面 S 3 .与时间无关的 S U( 2)规范变

换的一例是

U1 ( x) =
x

2
- λ

2

x
2

+ λ
2 + i

2λτ¡¤x
x

2
+ λ

2 ,  λ> 0, ( 6. 108)

显然

Un ( x) = U1 ( x )
n
,  n = 1, 2, 3,⋯ ( 6. 109)

也都是规范变换.用它仿( 6. 104)式构造成的纯规范势

A ( n)
i ( x ) =

i
g

Un ( x)�iU - 1
n ( x) ( 6. 110)

具有有趣的拓扑性质.定义环绕数

n =
ig

3

24π2∫d3x t rεij k A ( n )
i ( x) A ( n)

j ( x ) A ( n)
k ( x) , ( 6. 111)

A i( x)等是 2× 2 矩阵, t r 是对矩阵求迹, 可以证明 n 是整数. 如果三维空间可以紧致化为

四维空间的三维球面 S 3 ① ,规范变换( 6. 109)式就是从空间 S 3 上一点到 SU ( 2)流形的 S 3

上一点的映射, n 就是映射缠绕的次数.规范变换 Un 及其相应的纯规范势 A
( n)
i 都是分为

等价类的,每一类都用拓扑指标 n 所表征. 从 A
i
n ( x)通过变换 U1 , 就变成 A

i
n+ 1 ( x ) :

A
i
n+ 1 ( x) =

i
g

Un+ 1�
i
Un+ 1 =

i
g

( U1 U n )�
i
( U

- 1
n U

- 1
1 )

=
i
g

U1�i U - 1
1 + U 1AinU - 1

1 . ( 6. 112)

用©¦n〉代表第 n 类真空态,上式可以形式上写为

U1 ©¦n〉= ©¦n + 1〉. ( 6. 113)
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① 因此要求 lim
©¦x©¦→∞

Ai( x) = 0.



6. 6. 3 Θ真空

真实的物理真空是属哪一类的呢?真空必须是规范不变的, 因此必须将各类真空叠加

起来:

©¦Θ〉= ∑
∞

n= - ∞

e
- i nΘ

©¦n〉. ( 6. 114)

在 U1 变换下,

U1 ©¦Θ〉= ∑
∞

n= - ∞

e
- i nΘ

©¦n + 1〉= e
iΘ

©¦Θ〉, ( 6. 115)

它是规范不变的, 因为一个相因子不改变状态. ©¦Θ〉在( U1 ) n 变换下也是不变的, ©¦Θ〉被称

为Θ真空. 为了了解Θ的意义,构成一个规范不变的算符编时乘积 T ( O1⋯Op ) ,计算它在

两个不同值的Θ真空间的矩阵元, 结果
[ 12 ]
这个矩阵元和 δ(Θ- Θ′)成正比. 即在两个以不

同 Θ值作为真空的“世界”间没有任何物理的交流. 在场论路径积分形式中, 最核心的是

计算“有外源 J”的真空-真空跃迁振幅
①, 即从 t= - ∞的真空到 t= ∞的真空的跃迁振幅

为

〈Θ©¦Θ〉J = ∑
m , n

e imΘe - i nΘ〈m©¦n〉J

= ∑
ν

e iνΘ∑
n

〈n + ν©¦n〉J , ( 6. 116)

此处用 m= n+ ν作了置换.式中〈n+ ν©¦n〉是 t = - ∞环绕数 n 的真空到 t = + ∞环绕数

n+ ν真空的跃迁. 从非 Abel 规范场的瞬子解看,正好是它们把不同环绕数的真空联系在

一起的. 第 4章讨论的扭折解, 是从在 τ= - ∞的稳定位置穿过势垒到 τ= + ∞的另一个

稳定位置②. 不同环绕数的真空,拓扑性质不同, 就像它们之间有势垒一样, 靠瞬子解实现

隧穿.从 t= - ∞的©¦Θ〉到 t= + ∞的©¦Θ〉,它们的组成部分(不同环绕数的真空) ,就是借瞬

子解实现的如式( 6. 116)所示的跃迁, 而这个跃迁振幅正包括了体系的全部物理. 体系的

具体性质是通过路径积分的“被积函数”e
- iS
或 e

- S
E反映的.但这里的 e

iνΘ
因子等于在作用

量 S 上加了一项. 具体分析如下.

回顾一维铁磁链 Lagrange量密度中的拓扑项 ( 6. 66)式, 它和一个流 K
μ
的散度相联

系.根据 Bardeen 恒等式
[ 1 7]

, 规范场强的对偶 F
�

aμν=
1
2 ε
μνλρF
λρ
a 和 F

μν
a 的标量积一定是一个

流的四维散度:

F
μν
a F
�

aμν=
1
2
εαβμνF

μν
a F
αβ
a = �

μ
Kμ. ( 6. 117)

而对 SU ( 2) ,

Kμ= εμαβγA
α
a F
βγ
a -

g
3
εa bcA
β
b A
γ
c , ( 6. 118)

此处 a , b, c是 SU ( 2)指标 1, 2, 3, μαβγ是时空指标. 将式( 6. 117)作四维体积积分并用
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①

② 参阅第 4 章 4. 2 节 .

外源 J 的存在是技术性的 , 是为了将来对它取微商得到 Gr een 函数 .



Gauss 定理, 有

∫d
4
x F
μν
a F�aμν=∫d

4
x �
μ
K μ=∫ S

dσ
μ

Kμ. ( 6. 119)

包围四维空间的可以看作是三维柱面,两端是 t= ±∞的三维空间, 而柱面都是在空间无

穷远处.在无穷远处是真空, F
βγ
a = 0, 而在时间规范中 A

0
a = 0. 因此在无穷远处式( 6. 118)

的 K μ只有 0分量不为 0:

K 0 = -
g
3
εij kεa bc Aia A j

b Ak
c =

4
3

igεij k trAiA j Ak. ( 6. 120)

在积分( 6. 119)中, 柱面上积分为 0,因为 Kμ没有空间分量,只有在 t= ±∞处的积分不为

0, 故有

∫d
4
x F
μν
a F
�

aμν=∫d
3
x K 0

t = + ∞

t = - ∞

和式( 6. 111)定义的 n 比较, 并用式( 6. 120) , 有

g 2

32π2∫d
4
x F
μν
a F
�

aμν= n( + ∞) - n( - ∞) = ν. ( 6. 121)

因此( 6. 116)式中的 e
iνΘ
因子,就相当于在路径积分的 e

i S
因子的作用量 S 中贡献一项

SΘ = Θ
g

2

32π
2∫ d4x F μνa F�aμν,

或对 Lagrange 密度贡献一项

L Θ = Θ
g 2

32π2
F
μν
a F
�

aμν. ( 6. 122)

前面已经指出, 它和 �
μ
Kμ四维散度成正比, 因此对运动方程没有贡献, 也没有微扰效应.

在粒子物理中, 强相互作用理论量子色动力学是用 SU ( 3)规范场构成的, 它的真空也具

有一个Θ值. 这一项的存在既破坏 P (宇称)、T (时间反演)又破坏 CP( C是粒子-反粒子共

轭) , 这称为强 CP 破坏问题.但在强相互作用中 CP 守恒的检验是极为精确的, 因此 Θ的

上限应是极小的.能否在理论上得到 Θ= 0呢? 有一些尝试, 但还没有满意的解决.

6. 6. 3节内容请参阅文献[ 17] .

6. 7 拓扑项与反常

在量子电动力学中,电子质量建立了理论的尺度,  
h

mc
定义长度的尺度,  

h
mc2定义时间

的尺度, mc 和 mc
2
建立了动量和能量的尺度.对于量子色动力学 ( Q CD) , 夸克是无质量

的① . 而在 Lagrange 量密度中, 也没有任何有量纲的参数. 这样的理论称为尺度不变

( scale invariant )理论. 但在计算量子修正时需要进行重正化. 重正化理论引入了一个质

量(记为 M) , 尽管在理论中开始时并没有质量或其它有量纲的量. 这是可重正化理论的

一个特点. M 的值并不能由理论给出, 例如,在 Q CD 中夸克和胶子相互作用的耦合常数
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① 夸克质量只是在弱电作用中对称自发破缺的结果 , 在强作用的量子色动力学中 ,夸克是无质量的 .



由下式给出:

αs ( Q2 ) =
4π

( 11 -
2
3
n f) ln

Q2

Λ2

, ( 6. 123)

αs 和 Q ED(量子电动力学)中的精细结构常数α相当, Q
2 是物理过程中四维动量传输的平

方, n f 是参与过程的夸克味数.式中没有任意参数, Λ就等效于重正化条件引入的参数. 它

的值必须由实验确定,结果是 150～200MeV . 在此,经典 Lagran ge 量是尺度不变的, 只是

计算量子修正时通过重正化引入了质量尺度,从而破坏了尺度不变性. 这种现象称为量纲

嬗变( dimens ional transmutation) .经典对称性被量子处理(通过路径积分或场论微扰论)

所破坏,对称性就被称为是反常的( anomalous) .

反常的存在有重要的物理后果.上面的例子给出的是“跑动的耦合常数”( t he running

coupling constant ) ,即耦合常数实际上与物理过程的 Q
2 尺度有关. Q CD的跑动耦合常数

在 Q
2
足够大时会变得较小,这称为“渐近自由”( asympt ot ic freedom) .因此对高能大动量

传输过程可以使用微扰论,“微扰量子色动力学”已得到有力的实验支持. 另一个例子是手

征反常, 它导致 Wess-Zumino 项.考虑 Dirac Fermi子与电磁场相互作用, Lagrange 量密

度是

L = ψ�γ
μ �μ+ iAμ + im ψ. ( 6. 124)

它对整体相变换(λ为常数)

ψ→ ψ′= e
iλ
ψ ( 6. 125)

是不变的. 在场论中,一个对称性相应于一个守恒流, 称为 Noet her 流. 对应( 6. 125)式变

换的守恒流正是 F ermi子流

J μ= iψ�γμψ, ( 6. 126)

它满足

�
μ
J μ= 0. ( 6. 127)

守恒条件( 6. 127)式是一个连续方程,

�
�t

J 0 - è ¡¤J = 0. ( 6. 128)

对空间积分并用 Gauss 定理以及场在无穷远处为 0, 就得到

�
�t∫d

3
x J 0 = 0, ( 6. 129)

这就是粒子数(电荷)守恒.再考虑整体手征变换

ψ→ ψ′= e iνγ
5ψ, ( 6. 130)

其中ν是常数(相当于式( 6. 125)中的 λ) ,γ5 是 Dirac 矩阵,γ5 = iγ
0
γ

1
γ

2
γ

3 .相应的流

J
5
μ= iψ�γμγ5ψ ( 6. 131)

满足

�μJ 5
μ= - 2mψ�γ5ψ, ( 6. 132)

因此, 只在 m = 0 极限下, J
5
μ才是守恒流, L 才对手征变换不变. 以上的对称性是经典

Lagrange量(即尚未对ψ进行二次量子化)的性质. Adler , Bell, Jackiw
[ 19, 20]
用微扰论证明,

如果考虑了二次量子化的量子效应,则有
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�
μ
J μ= 0,

�
μ
J 5 = - 2mψ�γ5ψ+

i
8π2

F μνF
�μν

.
( 6. 133)

即使在 m = 0 极限下, 手征相变换 的经典对称性也被 量子效应所 破坏. 藤川

( K . Fujik awa) [ 21, 22]指出, 路径积分的测度在手征相变换下的 Jacobi 行列式与电磁势 Aμ

有关, 不是规范不变的.他不用微扰论而直接导出了反常关系( 6. 133)式. 将以上 Q ED 的

反常推广到 Q CD:ψ是 3 分量的 Dirac 自旋量ψ
a
( a = 1, 2, 3) , 规范势和规范场强都是3× 3

矩阵( Aμ)
a
b , ( F μν)

a
b .这时反常关系是

�
μ
J

5
μ= �

μ
iψ�

a
γμγ5ψ

a
=

i
8π2

trF μνF
�μν

. ( 6. 134)

将第二等号右方移至第一等号左方并改写,得

�μ J 5
μ -

i
4π

2 Wμ = 0, ( 6. 135)

此处

Wμ= εμνστtr A
ν
�
σ
A
τ

+
2
3

iA
ν
A
σ
A
τ

. ( 6. 136)

形式上这可以定义相应的守恒荷

Q5′=∫d3 x J
5
0 -

i
4π

2 W0 , ( 6. 137)

但实际上 Q5′不是规范不变的, 因此物理上不存在这样的守恒量.在规范变换下

Ai→ A′i = - iU�iU
�

+ + UAiU
�

( 6. 138)

手征荷的变化是

ΔQ5′= -
i

4π2∫d3x εij k
1
3

tr( U�iU� ) ( U�j U� ) ( U�k U� )

+ i �itr( U��j UAk ) . ( 6. 139)

方括弧中第二项是三维散度,可以用 Gauss 定理转为在无穷远处的表面积分, 因而对ΔQ5′

没有贡献. 第一项和规范势无关, 而它正是 Pont ryagin 指数或环绕数① . 因此荷 Q5′在环绕

数 n= 0的规范变换下是不变的,但在拓扑非平凡(环绕数不为 0)的规范变换下要变一个

整数 2n.

以上讨论的是整体对称性的反常, 反常的存在有物理后果. 例如, A bel 手征反常正好

给出π
0→2γ的衰变率.从式 ( 6. 133)可见, 反常项正好使两个光子 (等效 π

0 )和 �
μ
J

5
μ耦合

起来. Fermi子是带电的夸克. 理论的结果可以直接和实验比较. 其结果是, 不仅要计入夸

克的味( u, d ) ,还要计入夸克不同的色( N c= 3) . 这时理论和实验就符合很好,这对夸克的

色自由度是很好的支持.反常尺度对称性导致跑动耦合常数, 前面已讨论过.

局域对称性的反常,例如局域手征反常的存在,对理论会带来危险. 因为它破坏局域

规范不变性,使理论丧失可重正化性, 从而不能成为自洽的理论.在此情况下, 就必须研究

反常抵消的可能性.这对于选什么样的对称群和理论中 Fermi子有多少类都会带来限制.
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① 参照式 ( 6 . 90)以及式 ( 6 . 111) , ( 6 . 110) .



这样,反常从对理论造成危险变为建立理论的一个积极因素:不是任何一个群都可以用来

建立物理的理论,往往选择是有限的. 这在大统一和超弦理论的研究中都有应用.

本节内容请参阅文献[ 18] .
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第 7 章

腔量子电动力学 , van d er W aa ls 力

和 Casim ir 效应

腔量子电动力学 [ 2, 3 ] (简称腔 Q ED)是量子光学的一个领域,它研究单个原子和一些

光子在电磁谐振腔中的相互作用.近十几年来在原子和场两方面都观察到崭新的性质. 在

原子周围的谐振腔能改变 (抑制或增强)原子的自发辐射率和腔的耦合能移动原子能级.

与此相对应的是:腔中电磁场(光子)也由于和原子的耦合呈现出非经典的性质. 由于高品

质因数腔和原子束技术的发展, 使得腔中光子数的量子非破坏性测量成为可能. 在高 Q

(品质因数)腔内能够产生介观的场的相干( Schro�dinger 猫) . 7. 1～7. 6节讨论腔量子电

动力学一些最基础的内容.

因果性原理在物理学问题中都有体现. 例如介质中电场 E( t)随时间变化,则电位移

矢量 D( t)只能和 t时间以前的 E 有关, 又如在入射波到达散射中心之前不能有散射波存

在等,这些要求都在理论中有所反映. 例如以 D(ω)及 E(ω)代表 D 及 E 矢量的 F ourier 分

量,则它们之间的关系是 D(ω) = ε(ω) E(ω) ,ε为介电常数.上述因果关系将反映在称为广

义极化率 α(ω) = ε(ω) - 1的解析性质中, 此处 α(ω)是复变量 ω的函数. 反映解析性质的

关系称为色散关系,是 Kramers 和 Kro�nig 在 1927年研究光的色散因果原理时得到的. 广

义极化率α(ω)是表征体系对外来扰动响应的性质, 对它的研究导致对物理体系有广泛应

用的涨落耗散定理.上述内容在 7. 7节中讨论.

中性原子间的作用力称 van der W aals 力. 原子的电偶极矩平均值为 0, 这是因为原

子的定态具有确定的宇称.但由于涨落原子可以有偏离平均值的自发偶极矩, 而这个偶极

矩在另一原子处产生的电场使原子极化, 产生电偶极矩. 这种偶极-偶极相互作用便是

van der Waals 力的来源. 涨落耗散定理便在研究电磁场涨落中得到了应用.研究的结果

是, 这种力的势能在原子间距 R 不太大时和 R
6
成反比, 而当 R 大时需考虑推迟相互作

用,此时势能和 R
7 成反比. 这种比例规律和原子结构无关, Casimir 一直在思索规律普遍

性的根源,在他向 N . Bohr 请教时 Bohr 提到可能和零点能有关. 这里 Bohr 指的是电磁场

真空涨落的能量, Casimir 用这个概念果然导出了 R
- 7规律. 被这个结果所鼓舞 Casimir

进而研究了两个不带电金属平板平行放置时板间的作用力, 力的来源是因板间的电磁场

的零点振荡和开放空间的不同. 这称为 Casimir 效应. 零点振荡在解释 Lamb 能移方面起

了重要作用. 对 Casimir 效应, Lamb 能移和 van der Waals 力的诠释问题,即是否一定要

涉及零点振荡,也是一个很有兴趣的问题. 7. 8～7. 13节讨论这些问题.
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7. 1 辐射场与原子相互作用

关于辐射场与原子相互作用, 在量子力学教科书中都有系统叙述. 对辐射场的状态,

多用平面波本征态展开. 在腔量子电动力学中, 电磁场局限于一定边界条件, 因此需作一

定修改. 此处仅对理论的主要步骤予以介绍, 以期在过渡到腔量子电动力学时便于比

较① .中间详细推导均从略.

7. 1. 1 原子中电子场的量子化

原子中电子的正交归一本征态ψj 是 Schro�dinger 方程的解,相应本征值为 E j :

H 0 ψj ( r ) = -  
h

2

2m
è 2+ V ψj ( r ) = E jψj ( r) . ( 7. 1)

在二次量子化理论中电子场算符ψ̂用 ψj 展开,系数是 j 态电子的消灭算符:

ψ̂( r ) = ∑
j

cj ψj ( r ) . ( 7. 2)

它的厄密共轭是

ψ̂�( r ) = ∑
j

c�j ψ*j ( r ) , ( 7. 3)

此处 c
�
j 是 j 态电子的产生算符.电子场的 H amilt on 量算符是

H 0 =∫ ψ̂�( r ) H 0 ψ̂( r) d
3
r . ( 7. 4)

将式( 7. 2) , ( 7. 3)代入并用 ψj 的正交归一性质,得

H 0 = ∑
j

E j c�j cj , ( 7. 5)

即 c
�
j cj 是位于 j 态上的电子数算符. 电子场的真空态©¦0〉定义为

cj ©¦0〉= 0. ( 7. 6)

在 j 态上有一个电子的状态是 c
�
j ©¦0〉. F ermi子算符 ci, c

�
j 满足反对易关系

ci, c�j = cic�j + c�j ci = δij ,

ci, cj = c�i , c�j = 0.
( 7. 7)

它们导致场算符间的反对易关系

ψ̂
�

( r ) , ψ̂( r′) = δ
3
( r - r′) ,

ψ̂( r ) , ψ̂( r′) = 0.
( 7. 8)

7. 1. 2 辐射场的量子化

辐射场——真空中的电磁场——可以用矢量势 A( r, t)描述. 采用 Coulomb 规范, 辐
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射场的标量势设定为 0① .因此场强是

B = è × A ,

E = -
1
c
�A
�t

.  
( 7. 9)

Lorent z条件在无标量势情况就是

è ¡¤A = 0. ( 7. 10)

量子化的辐射场矢量势是

A( r, t) = ∑
k

2π  hc2

ωk

1 / 2

a k uk ( r ) e - iω
k

t + a�k u*k ( r) e iω
k

t
, ( 7. 11)

此处 a k , a
�
k 分别是 k 态光子的消灭、产生算符. uk ( r)是复数矢量模式函数,它满足

è 2+
ω2k
c2 uk ( r ) = 0, ( 7. 12)

并满足横波条件

è ¡¤uk( r) = 0. ( 7. 13)

式( 7. 11)中圆括弧中的归一化因子的选择, 使 a, a
�成为无量纲的, 并将导致辐射场光子

图景的( 7. 20)式. uk ( r)组成正交归一完备集,

∫u
*
k ( r) ¡¤uk′( r ) d

3
r = δk k′. ( 7. 14)

模式函数满足物理系统的边界条件.对边长为 L 的正方体,平面波模式函数是

uk ( r ) = L - 3 / 2 ê( λ) e ik¡¤r , ( 7. 15)

其中 e�
(λ)是极化单位矢量,λ= 1, 2是极化指标, ê

( 1) , ê
( 2 )与波矢 k 互相垂直, 这是横波条件

( 7. 13)式所要求的.边界条件给出

kx =
2πnx

L
,  ky =

2πny
L

,  kz =
2πn z

L
,

nx , ny , n z = 0, ± 1, ± 2,⋯. ( 7. 16)

模式 k 由极化指标及波矢 k 表征. a k , a
�
k 是 Bose 子算符, 满足对易关系

a k , a�k′ = δkk′,  ak , a k′ = a�k , a�k = 0. ( 7. 17)

辐射场的真空态©¦0〉定义为 ak ©¦0〉= 0, 有一个 k 态光子的态是 a
�
k ©¦0〉,等等. 式( 7. 11)给出

电场

E( r, t) = i∑
k

( 2πh  ωk )
1/ 2 a kuk( r) e - iω

k
t - a�k u*k ( r ) eiω

k
t

. ( 7. 18)

将式( 7. 18)及相应的 B 代入辐射场能量

H ra d =
1

8π∫ ( E
2

+ B
2
) d

3
r , ( 7. 19)

就得到

H ra d = ∑
k

h  ωk a�k a k +
1
2

. ( 7. 20)
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① 原子中电子感受到的静电场用 V( r )描述 , 它是“外场”, 与辐射场无关 . V 是不量子化的 , 而 A 是量子化的 . 见

式 ( 7. 11) .



7. 1. 3 电子场与辐射场相互作用, 自发辐射率

两个场的相互作用可以从 H amilt on 量( 7. 1)式推广而来:

H =
1

2m
p -

e
c

A
2

+ eV( r)

= H 0 -
e
m

A ¡¤p , ( 7. 21)

此处 A就是辐射场的矢量势. 在上式中用了è ·A= 0, 并弃去了 A
2
项, 因为不考虑二光

子的过程.量子化的辐射场与原子相互作用的 Hamilton 量是

H int =∫ ψ̂�( r ) -
e

mc
A ¡¤p ψ̂( r ) d

3
r , ( 7. 22)

体系的总 H amilt on 量是

H = H 0 + H r ad + H int , ( 7. 23)

H 0 与 H ra d分别由式( 7. 4)和( 7. 19)给出. 将式( 7. 2)和( 7. 11)代入式( 7. 22) , 得

H int = ∑
i, j , k

c
�
i cj ( g

k
ij ak + g

k*
ij a
�
k ) , ( 7. 24)

此处 i, j 是电子的状态指标, k 是辐射场模式指标, g
k
ij代表电子与辐射场的耦合:

g
k
ij = -

e
m

2π  h
ωkV

1/ 2

∫ψ*i uk ¡¤pψj d
3
r , ( 7. 25)

而式( 7. 24)对 k 的求和是指对极化指标以及波矢 k 的求和. 式( 7. 25)中的 V 是体系的体

积, V= L
3 . H i nt导致原子在发射或吸收光子 k 同时自 j 态跃迁到 i态. 由于在光学区光子

的波长比原子的尺度大很多(原子线度≈1A�, 光子波长≈10
3
A�) , 可以将式 ( 7. 25)积分中

的平面波模式函数 e
ik· r代以 e

ik· R , 此处 R 为原子质心坐标. 将坐标原点定在原子质心, 这

个因子就是 1.式( 7. 25)中的积分就变为

∫ψ*i pψj d3 r =
im  
h∫ψ

*
i [ H 0 , r ]ψj d3 r

=
im  
h

( E i - E j )∫ψ*i rψj d3r ,

并有

g
k
ij = i

2π  h
ωk V

1/ 2

ωj i ê
(λ)

¡¤dij , ( 7. 26)

此处

ωj i =
E j - E i  

h
, ( 7. 27)

dij =∫ψ*i erψj d
3
r , ( 7. 28)

分别是原子跃迁角频率以及电偶极矩阵元. 在式( 7. 26)中并未设 ωk = ωj i, 这是因为在腔

量子电动力学中将会有“失谐”,即有时有目的地将腔的共振频率 ωk 调到对 ωj i有所偏离.

在自由空间的辐射,有 ωk = ωj i,此时有

g
k
ij = i

2π  hωk
V

1/ 2

ê
(λ)
k ¡¤d ij . ( 7. 29)
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因子
2π  hωk

V

1/ 2

是真空电场强度的均方根值 E0 . 由于电场强度算符(式 ( 7. 18) )与光子数

算符 a
�
k ak 不对易, 因此对辐射场的真空态(根据 ak ©¦0〉= 0, 真空态是光子数的本征态, 本

征值为 0) E 的值是不确定的. 它不可能为 0, 但它的平均值为 0, 通常这被称为“真空涨

落”. E 的各分量也不对易. 从( 7. 20)式看, 辐射场每个模式都有零点能
1
2

h  ωk .真空能量密

度中
1

8π
E

2
0 占有一半,因此

1
8π
〈E 2

0〉=
1
2

1
2

 hω

V
,

即有

E0 =〈E
2
0〉

1/ 2
=

2π  hωk
V

1/ 2

. ( 7. 30)

经过辐射场的量子化, 自发辐射的物理过程就清楚了. 电子是由于和真空场的涨落 (〈E〉

= 0,〈E
2
〉≠0)的作用而发生跃迁的.自由空间的辐射的特点是光子的波矢不受任何局限.

式( 7. 16)在 L→∞极限下 k 的分量成为连续的.此时模式的态密度是

ρ0 (ω) =
ω

2
V
π

2
c

3  . ( 7. 31)

根据 F ermi的“黄金规则”, 自发辐射单位时间的发射几率Γ0 是①

Γ0 = 2π
2π  hωk

V
dij

2 ρ0
3

=
4ω

3

3  hc
3 dij

2
.

( 7. 32)

这是熟知的偶极辐射公式.

下面将讨论腔量子电动力学. 模式函数记为 f , 它满足腔的边界条件. 由于原子尺度

甚小于光子波长, 在积分( 7. 25)式中可以将 f ( R)从积分中提出. 相当于( 7. 29)式的耦合

是

gk
ij = i

2π  hωk

V
1/ 2

f k ( R) ¡¤dij , ( 7. 33)

此处V 是模式的有效体积,

V =∫ f k ( r ) 2
d

3
r . ( 7. 34)

式( 7. 24)对自由空间辐射场和腔内辐射场与原子的相互作用都适用.对前者 g
k
ij由( 7. 29)

式给出,对后者由( 7. 33)式给出.

7. 2 J aynes-Cummings模型

Jaynes-Cummings 模型的出发点是二能级原子和腔中单模的耦合,耦合是共振的或
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① 在 ρ0 中已考虑了两种极化态 .在 gk
ij

2 中的 ê· d 2因子对极化矢量方向的平均给出因子 1/ 3.



接近共振的. 这个模型是理想化的, 但在实际条件下可以用高激发态原子和高 Q 值超导

腔耦合,使场的模式和 Rydberg 态©¦e〉→©¦g〉跃迁匹配或接近匹配来逼近. 共振耦合排斥

非共振的原子跃迁和非共振场模式. 如制备一种“圆”Rydb erg 态, 则近似条件更好.这是

l = n- 1的态. 由于电偶极辐射的选择规则©¦Δl©¦= 1, 这个态只能跃迁到最邻近的(Δn= 1)

态. 例如©¦l〉为 n= 50, l = 49, 通过偶极辐射它跃迁到 n= 49, l= 48. 更低的态 l 值更小, 不

满足偶极选择规则.采用 Rydberg态可以有足够大的电偶极矩( n= 50 时原子“半径”为基

态的 2500倍)保证强的耦合.

对二能级原子,令 ω0 =
1  
h

( E e - E g ) ,并令 E e =
1
2 h  ω0 , E g = -

1
2 h  ω0 . 定义算符

b = ©¦g〉〈e©¦,  

b� = ©¦e〉〈g ©¦,  
( 7. 35)

它们分别是©¦e〉→©¦g〉以及©¦g〉→©¦e〉的跃迁算符. 式( 7. 35)给出

b b
�

= ©¦g〉〈g ©¦,  b
�

b = ©¦e〉〈e©¦.

又因©¦e〉, ©¦g〉组成完备集,有

b b
�
+ b
�
b = 1. ( 7. 36)

原子-场体系的 Hamilton 量是

H =  
hω0

2
( b
�
b - bb

�
) + h  ω( a

�
a +

1
2

) + h  Ω( R) ( a b
�

+ a
�

b) , ( 7. 37)

此处

Ω( R) =
1  
h

2π  hω

V

1
2

f ( R) ¡¤d.

在选择©¦e〉, ©¦g〉的相位时使 Ω( R)为实数,这个模型是 Jaynes 和 Cummings 提出的
[ 4]

. 将

H (式( 7. 37) )的前二项之和记为 H 0 (原子与场 Hamilton 量之和) ,第三项记为 H i nt (原子

与场相互作用) , 则简单的计算给出

[ H 0 , H in t] = 0. ( 7. 38)

这说明 H 的本征态可以用 H 0 的本征态©¦e, n〉和©¦g , n+ 1〉的线性叠加组成. 本征态中指

标 n 代表光子数.

7. 2. 1 耦合原子-腔体系的本征态

先考虑共振情况 ω0 = ω.此时 H 0 的本征态©¦e, n〉和©¦g , n+ 1〉是简并的, H 的本征态

是

©¦±〉=
1

2
[ ©¦e, n〉± ©¦g , n + 1〉] . ( 7. 39)

H i nt作用于 H 0 本征态的结果是

H i nt ©¦e, n〉= h  Ω n + 1©¦g , n + 1〉,

H i nt ©¦g , n + 1〉= h  Ω n + 1©¦e, n〉,
( 7. 40)

从而得到 H 的本征值

E ±= h  ω( n + 1) ± h  Ω0 , ( 7. 41)
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其中

Ω0 = Ω n + 1, ( 7. 42)

称为真空 Rabi频率. 这是量子力学中二能级共振.如果腔中原子在 t= 0时处于©¦e〉态, 则

在时间 t 仍处于此态的几率是

P e ( t) = cos
2
Ω0 t, ( 7. 43)

这种振荡称 Rabi振荡.

如果有失谐,则 H 0 本征态©¦e, n〉和©¦g , n+ 1〉不再简并. 由于

 
a b�©¦e, n〉= 0, ab�©¦g , n + 1〉= n + 1©¦e, n〉,

a
�

b©¦e, n〉= n + 1©¦g , n + 1〉, a
�

b©¦g , n + 1〉= 0,
( 7. 44)

可以尝试用以下线性组合满足 Schro�dinger 方程:

©¦+ , n〉= cosθn©¦e, n〉- sinθn©¦g , n + 1〉,

©¦- , n〉= sinθn©¦e, n〉+ cosθn©¦g , n + 1〉,
( 7. 45)

θn 是待定参数.用式( 7. 44)可得

H ©¦+ , n〉=  
hω0

2
+ h  ω( n +

1
2

) - h  Ω n tanθcosθ©¦e, n〉

 - -  
hω0
2

+ h  ω n +
3
2

-  
hΩ n + 1

t anθ
sinθ©¦g , n + 1〉.

要求©¦+ , n〉成为 H 的本征态, 相应本征值 E + , 有

H ©¦+ , n〉= E + ©¦+ , n〉.

与前式比较,就可以确定 θ,它将与 n 有关:

E + =  
hω0
2

+ h  ω( n +
1
2

) - h  Ω n + 1 tanθ

= -
h  ω0
2

+ h  ω( n +
3
2

) -  
hΩ n + 1

t anθ

记失谐为δ,δ= ω- ω0 , 上式给出

δ= Ω n + 1
1

t anθ
- tanθ= 2Ω n + 1

1
tan2θ

,

即(将 θ记为 θn )

tan2θn =
2Ω n + 1
δ

, ( 7. 46)

并有

E + = ( n + 1) h  ω+  
h
2

4Ω2 ( n + 1) + δ2 . ( 7. 47)

类似地有

H ©¦- , n〉= E - ©¦- , n〉,

E - = ( n + 1) h  ω-  
h
2

4Ω
2
( n + 1) + δ

2
.

( 7. 48)

作为特例, ©¦g , 0〉是 H 的本征态,
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E ©¦g , 0〉= -  
hω0

2
+ h  ω(

1
2

) =  
h
2
δ. ( 7. 49)

  腔 Q ED的特点是:真空电场的均方根值是位置的函数,在腔壁上它是 0,而在腔中心

它是最大值. 因此原子与腔的耦合强度是原子质心位置 R 的函数
①. 在腔外, 耦合为 0,

©¦e, n〉→©¦g , n+ 1〉都是 H 的本征态.若失谐 δ是负值, 则©¦e, n〉能量大于©¦g , n+ 1〉.在腔内

它们变为©¦+ , n〉和©¦- , n〉(见式 ( 7. 45) ) ,能量差别从腔壁到中心逐步增大. 图 7. 1( a )画

出一个圆柱形腔的剖面和在其中的一个正弦模式,场在 z = 0和 z= L 处为 0.在图 7. 1( b)

中画出©¦δ©¦n Ω0 时沿腔轴 ( z 轴 ) E±的变化的情况. 在腔中心 E + 与 E - 之差最大, 达

2 h  Ω0 n+ 1, 此处 Ω0 是在腔中心处的 Ω值.当©¦δ©¦m Ω0 时,以 Ω n+ 1/ ©¦δ©¦为小量, 有

图 7. 1 原子-腔体系

( a) 腔的剖面和场模式 ; ( b) 原子-腔体系能级 , ©¦δ©¦n Ω0

E ± , n = ( n + 1) h  ω±  
h
2

©¦δ©¦± h  
Ω

2
( R) ( n + 1)

©¦δ©¦
. ( 7. 50)

从( 7. 45) , ( 7. 46)二式可以判断出, 若δ< 0,则©¦+ , n〉与©¦e, n〉接近, ©¦- , n〉与©¦g , n+ 1〉接

近.若 δ> 0,则相反. 因此,在©¦e〉进入腔©¦n〉后, 体系的能量变化为

ΔE e( n) = - h  
Ω2 ( R)
δ

( n + 1) , ( 7. 51)

对 δ正、负都一样,这可以从式( 7. 50)分别考虑 δr 0 情况得到. 类似地, 在©¦g〉进入腔©¦n〉

后,体系能量变化为

ΔE g ( n) =  
hΩ

2
( R)
δ
n, ( 7. 52)
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① 在自由空间原子与场相互作用 H amilton 量 ( 7 . 24)式中表征耦合强度 gk
ij是不依赖坐标的 .此处将耦合强度记

为G.



对 δ为正、负也是一样. 图 7. 2给出 n= 1 的情况, z 轴是腔的轴, 0 到 L 是腔的位置. 图

( a) , ( b)分别给出 δ> 0 和 δ< 0时的能级移动,ω0 标出未和腔耦合时原子©¦e〉和©¦g〉态能

量差除以 h  . 在 δ> 0 时两个能级趋近,δ< 0时两个能级远离. 和腔耦合后, ©¦e, n〉和©¦g , n〉

能量差的改变为(取式( 7. 51)与( 7. 52)之差, 除以 h  )

Δω0 ( n) = -  
hΩ

2
( R)
δ

( 2n + 1) . ( 7. 53)

图 7. 2 原子能级©¦e〉和©¦g〉在腔中( n = 1) 的能移

( a) δ> 0;    ( b) δ< 0

  设场处于 Glauber 相干态, 即

©¦α〉= e- ©¦α©¦
2

/ 2∑
n

α
n

( n! )
1/ 2 ©¦n〉, ( 7. 54)

此处 n 是光子数.求相干态的光子数分布, 得

P ( n) = ©¦〈n©¦α〉©¦
2

=
©¦α©¦

2n
e

- ©¦α©¦2

n!
, ( 7. 55)

正是 Poisson 分布, 并有

n�=〈α©¦a
�

a ©¦α〉= ©¦α©¦
2
, ( 7. 56)

Rabi振荡出现复杂的情况. 由于Ω与 n 有关,因此相干态中不同 n 的成分振荡频率不同,

会出现干涉.对单一频率, 式( 7. 43)给出

P e( t) = cos
2
Ω0 t =

1 + cos2Ω n + 1 t
2

.

对相干态应按 Poisson 分布给出

P e( t) =
1
2

1 + ∑
n

e - n
�

n�n

n!
cos2Ω n + 1 t . ( 7. 57)

近似计算给出
[ 5]

P e ( t) =
1
2

1 + cos2Ω( n�+ 1)
1/ 2

t exp -
Ω

2
t

2
n�

2( n
-

+ 1)
, ( 7. 58)

即 Rabi振荡在 Gauss 包络线下衰减, 衰减时间为

tc ≈
1
Ω

, ( 7. 59)
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此处设 n�≈n�+ 1. 和用相干态组成的 K epler 波包①类似, 振荡也会部分恢复,恢复时间为

t re v ≈
2π
Ω
n�

1/ 2
. ( 7. 60)

由于频率是无理数,因此是不可公度, 恢复是不完全的. 这种衰减和部分恢复是相干态中

各成分叠加的结果,因此, 效应是纯量子力学的.这种现象已在微脉泽中被观察到 [ 6 ] .

7. 2. 2 态随时间的演化

处理演化问题最方便的是用相互作用绘景,即状态的演化仅由相互作用 Hamilton 量

决定.如将©¦e, n〉和©¦g , n+ 1〉用二分量波函数表示,则可将式( 7. 40)写作

H in t

©¦e, n〉

©¦g , n + 1〉
=

0  hΩ n + 1 

  hΩ n + 1 0

©¦e, n〉

©¦g , n + 1〉
( 7. 61)

时间演化幺正算符是

U= exp -
i  
h

H in t t = exp - i

0 Ω n + 1

Ω n + 1 0

t

= cos(Ω n + 1 t) - i
0 1

1 0
sin(Ω n + 1 t)

=
cosΩ n + 1 t - i sinΩ n + 1 t

- i s inΩ n + 1 t cosΩ n + 1 t
.

( 7. 62)

若在 t= 0原子进入腔时位于©¦e, n〉态,则在时间 t时( t< 原子穿越腔体所需时间τ)体系状

态为

U
1

0
=

cosΩ n + 1 t

- i sinΩ n + 1 t

即

ψ( t) = cosΩ n + 1 t©¦e, n〉- i s inΩ n + 1 t©¦g , n + 1〉. ( 7. 63)

如果 t≥τ, 则将式( 7. 59)中的 t 换为 τ即可. 在腔出口后对原子进行测量, 则 ψ编缩为

©¦e, n〉或©¦g , n+ 1〉, 相应几率是 cos
2
Ω n+ 1τ和 s in

2
Ω n+ 1τ.

7. 3 自发辐射的抑制与加强

激发原子的自发辐射率能否因原子所处的环境而改变呢? 如果把自发辐射仅看作是

激发原子本身的性质,辐射率就不会因环境而改变. 但“自发”辐射是激发原子和辐射场真

空涨落(或称零点能)相互作用的结果,而真空涨落是和环境有关的. 若原子位于两个镜面
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之间, 或位于谐振腔内, 真空场 E 是要满足边界条件的. 这将对辐射率产生影响.“零点

能”的影响在 20 世纪 40 年代末期已由 Casimir 作过研究 ( Casimir Polder 力
①以及

Casimir 效应② ) , Cas imir 效应在 1958年被观测到. 自发辐射的抑制与加强虽在原理上早

已清楚,但实验研究到 80年代中期才获得结果. 在光学区的光子, 其波长是 μm 量级的

(一般是 μm 的一个分数) , 能量约 1eV , 频率为几倍于 10
14

H z. 如果要影响辐射,镜面距离

就要作到 μm 量级. 如果用较宽的距离, 则要选波长相应的跃迁. 这涉及圆 Rydberg 态原

子的制备. 在镜面间的辐射抑制是由 Kleppner 研究组在 1985 年完成的
[ 7 ]

, 用的间距是

0. 2mm, 在垂直镜面方向形成驻波, 波长最大是 0. 4mm, Cs 原子在进入镜面间隙以前, 激

图 7. 3 镜面间的激发态原子

发到圆 Rydberg 态, 偶极矩平行于镜面,如图 7. 3所示. 原子发射波长为 0. 4mm 的光子,

调整镜面距离 d , 当 λ/ 2d > 1时辐射被抑制. 在原子离开镜面间隙时用电离探测器检测,

所施电压刚够使初始的 Rydberg 态原子电离, 探测到信号说明原子仍存在于初始状态.

图 7. 4 表明,当 λ/ 2d 到临界值时辐射突然受到抑制. 从原子通过镜面间隙所需时间计算,

它已是激发原子在自由空间中的寿命的 20 倍. Meschede 研究组
[ 8]
采用 Cs 原子束,激发

到 5d 态. 5d→6p 跃迁波长为近红外的 3. 5μm. 镜面间距为 1. 1μm(切断波长为 2. 2μm) ,

因此原子保持位于激发态. 原子通过镜面间隙时间为自由空间寿命的 13 倍. 研究者还用

小的磁场改变原子偶极矩方向.若磁场有平行于镜面的分量, 则偶极矩会绕它进动而获得

垂直分量,因而可以辐射 π极化的光子,它传播方向平行于镜面, 不再受边界的限制,因而

自发辐射可以发生.图 7. 5给出激发态存活与磁场方向的关系, 角度为磁场与镜面法线间

的夹角, 在图下方具体给出了磁场的方向. 从图中可以看出, 当角度从 0 增加(或从 π减

少)时, 激发态存活率急剧下降.

正像比切断波长还小的腔(或镜的间隙)抑制真空涨落一样,谐振腔则能增强它, 从而

增加辐射率. 谐振腔的性能由品质因数 Q =
ω
Δωc
决定, Δωc 是腔的带宽. (Δωc)

- 1
代表原子

在腔中感受到的模式密度, 也是光子在腔中的寿命.平行镜面的结构由于它的开放性 Q

值不能很高,在微波段用球面镜构成的腔 Q值可以很高. 超导腔的 Q值可达 1011 ,相应的

光子存储寿命可达几分之一秒. 在高 Q 腔中处于激发态的原子进行 Rabi 振荡,与在磁共

振中的 Rabi 振荡有所不同的是, 在磁共振中原子与外场耦合产生振荡, 而在腔中是原子
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图 7. 4 在镜面距离达切断值时辐射受到抑制

图 7. 5 激发态存活与磁场方向的关系

和它自己发出的光子耦合. 自由空间中的自发辐射是不可逆的,而在腔中 Rabi振荡则是

可逆的. 要想观察谐振腔对自发辐射的增强, 要用低 Q 腔, 辐射出的光子很快被壁吸收,

不会在原子于腔中停留时间内再被它吸收.此时由于谐振, 而辐射率提高.令 Γ0 为自由空

间的辐射率,Γc 为在谐振腔中的辐射率, λ为光子波长, V 为腔的体积, 则有

Γc = Γ0
Qλ3

V
.
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H aroche 的研究组
[ 9 ]
对 N a 原子 Rydberg 态在 mm 量级的腔中观察到增强 500 倍的自发

辐射率.

谐振腔中的 Rabi振荡也在实验上观察到.设腔中光子数分布为 p ( n) , 则激发原子进

入腔中(以 t= 0作为进入时间)到时间 t 仍处于激发态的几率为

P e( t) = ∑
n

p ( n) cos
2
(Ω n + 1 t) .

自发辐射相当于初始腔内没有光子,即 n= 0. 对通常原子, g 很小①, 观察 Rabi振荡是困

难的. 但对 Rydberg 态 g 可以很大, 对 n≈40可达 103～106
s

- 1 ,甚至对 n= 0 情况都能观

测到. 文献[ 6]在腔中输入小的热场( 2. 5K ) . 腔调到 21. 6GHz 谐振条件, 相当于
85

Rb 的

63P 3 / 2 [ 61D 5/ 2跃迁. 图 7. 6给出 P e( t) , 曲线是理论结果. 腔中光子数分布由 Boltzmann

图 7. 6 谐振腔中的 Rabi 振荡

因子给出:

p ( n) = Ce
- nhω/ kT  

,

归一化常数 C 可以直接从求和得到:

1 = ∑
∞

n = 0

p ( n) = C∑
∞

n= 0

e
- nhω/ kT  

= C
1

1 - e
- hω/ kT   ,

即

p ( n) = ( 1- e
- hω/ kT  ) e

- nhω/ k T   .

在图 7. 6 中 Rabi振荡清晰可见,研究组还观察到振荡的衰减和恢复.

7. 4 微 脉 泽

  当腔中光子寿命(Δωc ) - 1 = Q/ω大于原子相继到达谐振腔的间隔时, 前一个原子发出

的光子就可以和下一个原子相互作用.在腔中的场积累加强的过程中, 代表原子与场耦合

的 Ω0 = Ω n+ 1 (式 ( 7. 42) )也逐渐增强, 最终达到稳定状态. 这个体系是一种新型的脉

·342·

① 仍用 g 代表原子与腔场耦合 ,因此处不讨论耦合的坐标依赖 .



泽, 称为微脉泽
[ 9]

. 原子流很弱时(每秒 100 个原子 )已能产生脉泽作用, 而对这样的原子

流,腔中原子最多时只有一个.设腔与原子相互作用时间为 τ, 腔温度为 0K , Q 值为∞. 探

测 原子处于©¦e〉或©¦g〉态的场电离探测器也是理想的. J. Krause, M. O. Scully 和

H . W alt her
[ 10 ] 计算了在 m 个原子通过后腔内有 n 个光子的几率, 记为 P n ( m ) . 从式

( 7. 43)得知,当腔中有 n 个光子时, 通过一个原子(处于©¦e〉态)后体系位于©¦e, n〉态的几率

是

P e, n (τ) = cos
2
Ω n + 1τ≡ c( n) , ( 7. 64a)

而位于©¦g , n+ 1〉态的几率是

P g , n+ 1 (τ) = sin
2
Ω n + 1τ≡ s( n) . ( 7. 64b)

当有 m- 1个原子通过腔后, 腔内有 n 个光子和 n- 1 个光子的几率分别为 P n ( m- 1)和

P n - 1 ( m- 1) . 当下一个(第 m个)原子通过后,腔内有 n 个光子的几率为

P n ( m) = c( n) P n ( m - 1) + s( n - 1) P n- 1 ( m - 1) . ( 7. 65)

这是一个递推关系. 设初始腔内没有光子, P 0 ( 0) = 1. 通过一个原子后 P 0 ( 1) = c ( 0) ,

P 1 ( 1) = s( 0) .通过两个原子后

P 0 ( 2) = c( 0) P 0 ( 1) = [ c( 0) ] 2 ,

P 1 ( 2) = c( 1) P 1 ( 1) + s( 0) P 0 ( 1) = s( 0) c( 0) + c( 1) ,

P 2 ( 2) = s( 1) P 1 ( 1) = s( 0) s( 1) ,

等等.文献[ 10]给出了普遍公式(用数学归纳法)

P n ( m) = ∏
n- 1

i= 0

s( i) ∑
n

i
j
= 0

( i
m- 1
≤⋯≤i

n
)

∏
m - 1

j = n

c( ij ) , ( 7. 66)

此处

∑
n

i
j
= 0

( i
m- 1
≤⋯≤ i

n
)

∏
m- 1

j = n

c( ij ) ≡

∑
n

i
n

= 0
∑
i
n

i
n+ 1

= 0

⋯∑
i
m- 2

i
m- 1

= 0
∏
m - 1

j = n

c( ij ) ,  m > n;

1,  m = n;

0,  m < n 或 n < 0.

图 7. 7给出 gτ= Ω n+ 1 τ= 0. 4时的 P n ( m)作为 n 的函数对 m 为 5 至 1000 间若干值

的曲线. 当腔中光子数增长到一定程度 n0 时, 如果 n0 满足 Ω n0 + 1τ为 π的整数倍时

就达到稳定状态.因为下一个原子进入腔内再离开腔后, 处于原来态©¦e〉的几率 P e, n
0
(τ) =

1(见( 7. 63)式) .这种光子数完全确定 (相位完全不确定)的状态是高度非经典的, 它的幅

度涨落为 0,经典场的幅度涨落是 n
-

.

H aroche 研究组还创造了一个二光子过程的微脉泽
[ 1 0]

. 在写出电子与场相互作用

H amilt on 量(式( 7. 21) )时,
e2

2mc2 A
2
项被弃去, 原因是它导致二光子过程. 在单光子过程

能发生时, 二光子几率要小得多, 因此可以略去. 考虑图 7. 8 ( a ) 所示的 Rb 能级图.

Rydberg 态 40S 1 / 2在自由空间当然首选跃迁到 39P 3/ 2退激, 但在把谐振腔调到 ν=
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图 7. 7 当 m 个原子通过时腔中光子数分布

图 7. 8 Rb Rydberg 能级图( a)与二光子跃迁脉泽( b)

68. 41587GH z时这个跃迁被抑制,此时二光子跃迁到 39S 1/ 2就成为可能了(二能级的能量

差正好相当于谐振频率的两倍 ) . 图 7. 8( b )给出在腔中出来的位于基态 39S 1 / 2与激发态

40S 1/ 2的原子数之比, 它是腔谐振频率的函数, 可见在二光子共振附近二光子脉泽状态

出现.   
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7. 5 逆 Stern -Ger lach 效应

在 7. 2节中讨论了原子©¦e〉态和©¦g〉态进入腔后能级发生移动, 这个能量变化是指体

系 Jaynes-Cummings Hamilton 量(式( 7. 37) )相应的能量变化.它包括腔场、原子内部运

动和相互作用能量,但并未包括原子质心运动的能量. 如果将质心运动能量也包括在内,

总和应是守恒的.因此体系内部运动能量的变化会导致质心动能的改变, 即原子进入腔后

要受到力的作用.设原子质心运动是慢的, 使其内部运动能适应 R 的缓慢变化. 这时就可

以用绝热近似. 在 Born-Oppenheimer 近似中,电子的内部运动能量正是原子质心运动所

感受到的势能,这个势能梯度冠以负号正是腔对原子的作用力. 原子进入非谐振的有强度

梯度的光场时感受到偶极力, 在 1992 年已有研究报道( C. Cohen-Tannoudji) , 但这里的

光场可以是极少数光子的场.根据式( 7. 51) , ( 7. 52)和图 7. 2,真空对©¦g〉态原子没有作用

力,对©¦e〉态原子是排斥(δ< 0)或吸引 (δ> 0) .在 Rydberg 原子-微波腔体系, Rabi 耦合 G
是在 10- 10

eV 量级, 在原子速度很低(约 1m / s ,相当�100mK 温度)时才能明显感受到腔

中真空力的作用.腔场的真空也能产生能级移动, 可以考虑称为“腔 Lamb 能移”.

假定腔在原始时有一个大的正值失谐δ0 .当©¦e〉态原子以足够小的速度进入腔内时所

感受的力(与 δ0 成反比)不大. 当它接近腔中心时,改变失谐, 使它变为一个小的负值. 此

时“势阱”加深以致可以将原子捕获在阱中, Haroche 在 1991 年用动能为 μK 量级的原子

完成了捕获.

对完全谐振情况(δ= 0, θn= π/ 4) , 式( 7. 45)给出

©¦+ , n〉=
1

2
( ©¦e, n〉- ©¦g , n + 1〉) ,

©¦- , n〉=
1

2
( ©¦e, n〉+ ©¦g , n + 1〉) ,

( 7. 67)

©¦e, n〉和©¦g , n+ 1〉在原子进入腔前是简并的. 考虑一个处于©¦e〉态的原子以很慢的速度进

入 n 为一定数量(可以是 0)的腔, 体系状态和能量是

©¦e, n〉=
1

2
( ©¦+ , n〉+ ©¦- , n〉) , ( 7. 68)

E ± , n = ( n + 1) h  ω± h  Ω n + 1. ( 7. 69)

在原子行进过程中©¦+ , n〉成分受到排斥.如果质心动能足够小(小于最大势垒高度) , 这部

分会被反射回去,而©¦- , n〉部分被吸引,最终通过腔体. 这样原子波函数的相关线性叠加

就被分成反射和透射两个成分( Englert, 1991) .

原子质心的运动由 Schro�dinger 方程支配, 其中的势能就是原子“内部运动”的能量

本征值(作为 R 的函数) .令原子质心运动波包为 Ψe, n ( r , t) ,其内部运动初始时为态 e, 腔

失谐为δ,含有 n 个光子,原子质心坐标以 r 表示.方程是

i h  
�
�t
Ψe, n ( r , t) = -  

h
2

2m
è

2
Ψe, n ( r , t) + E ± , nΨe , n ( r , t) . ( 7. 70)

设初始的波包宽度远比腔的尺度小.波包的演化会沿势能决定的经典轨道进行, 同时还会
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有一定的展宽. 若初始原子质心动能大于势垒高度, 波包穿过腔的几率接近于 1, 也有很

小部分被反射.穿过腔后的波包中心位置取决于原子在穿过腔时所感受到的势:势是和光

子数有关的.原子-腔体系演化是绝热的,因而原子仍处于 e态,腔光子数也没有变化.

在 Stern-Gerlach 实验中穿过场梯度的粒子, 其轨道取决于它的自旋值, 场梯度是分

析粒子内部量子状态的工具.综上所述,场的梯度有不同的内部状态(光子数 ) , 它是被分

析的量子体系,而原子轨道的不同是和光子数相关联的. 它可以称作“逆 St ern-Gerlach 实

验”. 若场处于 Glauber 相干态, 即

©¦α〉= ∑
n

e
- ©¦α©¦2/ 2 α

n

n!
©¦n〉≡∑

n

cn©¦n〉, ( 7. 71)

平均光子数 n�= ©¦α©¦
2
, 光子数涨落为Δ( n) = n

-

, α相位 �的涨落为 Δ(�) = 1/Δ( n) . 将腔

连接于经典微波源,在原子到达前切断电源就可以使腔中产生这样的场. 原子波包相应地

图 7. 9 逆 St ern-Ger lach 实验示意图

是

Ψe( r , t) = ∑
n

cnΨe , n ( r , t) , ( 7. 72)  

其中 cn 由 ( 7. 71) 式定义, Ψe, n ( r , t )是方程 ( 7. 70)的 

解.相应不同 n 值的成分最终可以分离, 在不同的位 

置上探测到原子就使波包编缩,而将场的光子数完全 

确定.图 7. 9是实验示意图.

7. 6 原子-腔色散相移效应

当失谐的值足够大时, 原子通过腔时和腔不交换能量,而只是发生能移. 从( 7. 51) ,

( 7. 52)式看, 非谐振能移的符号都随 δ的符号改变而改变, 因此是色散的.更重要的效应

是, 当原子从腔中通过以后, 相互作用使场发生相移,这称为原子的“指标”效应① ;同时原

子波包也发生相移,它和场的光子数有关, 即腔的场对原子波包也是“指标”介质. 图 7. 10

绘出腔(含一定数量光子)对原子波包的相移. a , b分别表示进入腔前和离开腔后的波包,

图 7. 10 原子波包由于腔场得到的相移

b处的虚线代表如果没有腔场时波包的位置.原子初始时位于©¦e〉态和 n 个光子腔场耦合

体系的本征态是 Ψe , n ( r ) . 注意这里光子数和原子内部状态都不变, Ψe, n ( r )是 E ± , n势所决
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① “ index effect”实际指原子和场彼此都相当于一种介质 , 它有等效的折射系数 , 产生相应的相移 . index 指折射

系数 ( refr act ive index) , 见式 ( 7. 77)和 ( 7 . 79) .



定的原子质心运动本征函数, e和 n 作为指标出现, 因为势和它们有关.本征方程是①

è
2
Ψe, n ( r) +

2M  
h2 E n, K - E ± , n ( r) Ψe, n ( r) = 0, ( 7. 73)

它是和含时的 Schro�dinger 方程( 7. 70)相应的. E n, k是能量本征值,

E n, k = n +
1
2

h  ω+  
hω0
2

+  
h

2
K

2

2M
, ( 7. 74)

上式右方三项分别代表了场的能量, ©¦e〉态原子能量和原子质心运动动能, 其中 M 是原子

质量, h  K 是质心运动动量.原子初始位于©¦e〉态. 进入腔后当 δ< 0 时它成为©¦+ , n〉态, 能

量为(据式( 7. 50) )

E + , n = ( n + 1) h  ω-  
h
2
δ- h  
Ω2 ( r ) ( n + 1)
δ

. ( 7. 75)

由于δ< 0, 故可将式( 7. 50)中的+ ©¦δ©¦改为- δ, 当δ> 0 时它成为©¦- , n> 态, 根据( 7. 50)

式能量是

E - , n = ( n + 1) h  ω-  
h
2
δ- h  

2 Ω
2 ( r ) ( n + 1)
δ

, ( 7. 76)

形式与( 7. 75)式相同.由于 δ> 0, 因此可将式 ( 7. 50)中的©¦δ©¦直接写为 δ. 不论 δ是正或

负,式( 7. 73)中的势能都是式( 7. 75)或( 7. 76)的右方. E n, K - E ± , n ( r)直接可以得到:

2M  
h

2 E n , K - E± , n ( r ) = K
2

+
2MΩ

2
( r) ( n + 1)  

hδ
.

因此( 7. 73)式可以写为

è 2Ψe, n ( r) + N 2
e, K K 2Ψe , n ( r ) = 0, ( 7. 77)

其中

N e, K = 1 +
2M  
hK 2

Ω2 ( r ) ( n + 1)
δ

1/ 2

≈ 1 +
M  

hK 2

Ω2 ( r) ( n + 1)
δ

. ( 7. 78)

和描述光场在具有折射系数 N ( r)的透明介质中传播的 Maxwell 波动方程相比, 形式完

全一样:

è
2
ψ( r) + N

2
( r ) K

2
ψ( r ) = 0. ( 7. 79)

如进入腔场的原子初始处于 g 态,折射系数是

N g , K ( r ) ≈ 1 -
M  

hK
2

Ω2 ( r ) ( n + 1)
δ

. ( 7. 80)

和光学情况对比,由折射系数 N j ( r )对原子波函数产生的相移是

Δ�j ( n) =∫ N j , K ( r ) - 1 K dz , ( 7. 81)

此处 j = ( e, g ) ,积分沿原子在腔内进行. 将( 7. 78) , ( 7. 79)式代入, 并令
M  
hK

=
1
v

, v 为原

子速度,得

Δ�e = ( n + 1)ε,

Δ�g = - nε,
( 7. 82)
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① 本节原子与腔场体系状态用 Ψ, 原子状态用 ψ, 场的状态用 Φ表示 .



此处

ε=
1

vδ∫Ω
2 ( r) dz . ( 7. 83)

考虑一个准单色原子波包 ψg , K
�

, n ( r , t) , 由 Ψg, n的 Schro�dinger 方程的解叠加而成, 它们的

K 值仅在平均值 K�附近分布, 这样腔场的指标色散作用可以忽略, 叠加各成分的相移基

本相同,于是有

ψg , K
�

, n ( r , t) = ψg , K
�

, 0 ( r , t) e - inε. ( 7. 84)

右方的 ψg , K�, 0是没有腔场时的波包. 因此在一级近似下腔场的效应是对波包赋予一个相

移, 而波包的形式变化不大. 在图 7. 10中 b处的实线就相当于 ψg , K
�

, n , 虚线相当于 ψg , K
�

, 0 .

和逆 Stern-Gerlach 实验相比, 那里对不同的 n 波包, 中心路径不同,是高阶效应. 由于对

不同路径(不同 K 值)的折射系数不同(色散) , 探测这个微小效应是比较困难的. 这里是

一阶效应,因此探测相移是更灵敏的.

对腔场而言,原子也是指标介质. 如果起始时场处于 Glauber 相干态©¦α〉,在原子处于

©¦g〉态通过腔体, 体系的状态是

©¦Ψ〉= ∑
n

cnψg , K
�

, 0 ( r , t) e
- inε

©¦n〉. ( 7. 85)

此处系数 cn 是在( 7. 71)式中定义的. 这个状态可以看作是未被扰动的原子波包和场的终

态直积,而场的终态

©¦Φg〉= ∑
n

cne
- inε

©¦n〉= ©¦αe
- iε
〉, ( 7. 86)

是相移的 Glauber 态. 若原子处于©¦e〉态,则有

©¦Φe〉= ∑
n

cnei ( n+ 1)ε©¦n〉= e iε©¦αe iε〉. ( 7. 87)

  Haroche 研究组给出腔场原子相移的测量
[ 1 1]

, 图 7. 11是实验装置的示意图. 圆化盒

图 7. 11 Ramsey 干涉仪示意图

CB 制备 n= 51 圆 Rydberg 态的 Rb 原子. R
+
和 R

-
是组成 Ramsey 干涉仪的两个低 Q

腔,由微波源 S2 馈送, 称为 Ramsey 区. 频率 ωr 调节能包括原子跃迁 51c→50c( c指圆, 即

l = n- 1 态)的谐振频率 ω0 在内. 其它参数调到它正好是 π/ 2 脉冲, 即原子通过时经历

1
4 Rabi周期, 这样©¦e〉态通过 R

- 变为
1

2
©¦e〉- i

1

2
©¦g〉(见式( 7. 63) ) . 腔 C 由微波源 S 1

馈送,频率与原子跃迁失谐. 原子通过时不能发生跃迁,而只发生相移( ( 7. 82)式) . 当原子

通过 R
+
时©¦e〉与©¦g〉再次混合, 通过 R

-
, C, R

+
的原子由探测器 D 探测. 在低能探测器 g

收到的信号给出©¦e〉→©¦g〉的跃迁率.当调节 R
+ , R

- 频率 ωr 时跃迁率显出周期变化, 这是

原子干涉效应. 先不考虑腔 C 的存在.原子最初在©¦e〉态, 最终在©¦g〉态,它通过 R
-
与 R

+
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之间时可以是处于©¦e〉态, 也可以是处于©¦g〉态. 究竟它是在 R
-
中变为©¦g〉态的, 还是在

R
+
中变的, 这是两种不同的道路. 两种道路在探测器 g 中相合, 就产生了 Ramsey 条纹.

图 7. 12 Rb 51c→50c的 Ramsey 条纹

图 7. 12给出探测信号作为(ωr - ω0 ) / 2π函数的这个“条纹”, 失谐是 δ/ 2π= 150kHz.当有

光子的腔在 R
- 与 R

+ 间出现时,它使原子波函数的两个叠加成分©¦e, n〉与©¦g , n〉各自发生

不同的相移, 即 ( n+ 1) ε与 - nε, 相差是 ( 2n+ 1) ε. 这就使 Ramsey 条纹移动, 正像在

Y oung 双缝中的一个后面放上一个“色散片”的结果一样. 图 7. 13 给出了条纹的移动, 下

图 7. 13 Ramsey条纹由于腔中光子发生移动

图是腔中没有光子时的 Ramsey 条纹, 上图是平均有 1 个光子时的条纹, 明显看出了移

动. 测量 Ramsey 条纹移动也是对腔中光子数进行的测量.由于腔和原子是色散耦合, 光

子数不改变, 它实际上是量子非破坏性测量. Haroche 等还给出了用 Ramsey 干涉仪方

法,通过对 m个原子的测量确定腔中光子数(自 0到 2m - 1个光子) [ 12] .

以上只涉及了腔 Q ED很丰富的内容的一小部分.一些处理也是近似的, 目的是使基

本的物理内容得以呈现.文献[ 2]概括了较多方面的综述论文.
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7. 7 体系对外来扰动的响应,涨落-耗散定理

本章以后的讨论涉及线性响应理论、涨落-耗散定理. 实际上它们在理论物理许多方

面也都有应用.以下根据文献[ 13] , [ 14]二书中的有关论述给出简单的介绍.

7. 7. 1 电容率对频率的依赖, Kr amer s-Kr o�n ig 色散关系

在静态问题中介质的电容率ε和磁导率 μ都是常数. 随时间变化的电磁场,当其频率

和分子或电子振动的本征频率可相比时, 将产生介质的电(或磁)极化的起伏,因此导致 ε

及μ随频率的变化(色散) .随时间变化的电磁场通过 Maxw ell方程必然也是随空间变化

的.对频率为 ω的场相应的空间周期(波长)是 λ= c/ω.如果频率高到使 λ�a (原子尺度) ,

场的宏观连续描述失效. 下面讨论的是 ω已足够大, 色散已很明显, 但还在场的宏观描述

成立的范围,这个范围实际上是足够大的. 因为介质中极化状态的变化涉及的粒子运动速

度 vn c,而极化变化的弛豫时间是 a / v,波长 λ≈a c/ vm a .假定涉及的场强并不过大, D 和

E 的关系仍是线性的. 随时间变化的电场 E ( t)导致随时间变化的位移矢量 D( t) . 它们之

间最普遍的线性关系可以写作

D( t) = E ( t) +∫
∞

0
f (τ) E ( t - τ) dτ, ( 7. 88)

此处 f (τ)决定于介质的性质. 在式( 7. 88)中已明显表现出因果关系:任何时间的 D( t)只

和在此以前的 E 值有关, 而与以后 E 的值无关.因此积分下限设定为 0,即 E 的余量只能

≤0. 场可以用 F ourier 变换展为单频分量:

E( t) =∫
∞

- ∞
E (ω) e

- iωt dω
2π

,

D( t) =∫
∞

- ∞
D(ω) e

- iωt dω
2π

.

( 7. 89)

分量 E(ω)与 D(ω)由( 7. 88) , ( 7. 89)式联系:

D (ω) e
- iωt

= E(ω) e
- iωt

+∫
∞

0
dτE (ω) e

- iω( t- τ)
f (τ)

= E(ω) e
- iωt 1 +∫

∞

0
f (τ) e iωτdτ.

定义

ε(ω) = 1 +∫
∞

0
f (τ) e

iωτ
dτ, ( 7. 90)

就有

D (ω) = ε(ω) E(ω) . ( 7. 91)

注意 D(ω) , E (ω) , ε( t)都是复量, 虽然 D( t) , E (ω)是实量. 从式( 7. 89)得知

E( - ω) = E
*

(ω) ,   D( - ω) = D
*

(ω) ( 7. 92)

可以保证 E( t) , D ( t)为实. 将 ε(ω)的实部与虚部分开, 有

ε(ω) = ε′(ω) + iε″(ω) . ( 7. 93)
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从定义( 7. 90)式可得

ε( - ω) = ε
*

(ω) . ( 7. 94)

用实部、虚部表示, 有

ε′( - ω) = ε′(ω) ,  ε″( - ω) = - ε″(ω) , ( 7. 95)

即实部为偶函数,虚部为奇函数. 当ω→0时, ε″( 0) = 0,而 ε′( 0) = ε( 0)≡ε0 , 为静态电容量

值.

反映 D ( t)与E ( t)因果关系的式( 7. 90)右方积分下限为 0,将导致 ε(ω)作为复变量 ω

函数的解析性质,它以“色散关系”的形式出现. 下面的讨论是就电介质进行的, 金属将会

有一些具体的不同. 函数 f (τ) 对所有的 τ值都是有限的. 考虑式 ( 7. 88) , τ是 D ( t) 与

E ( t- τ) 宗量之差. D ( t)的值取决于 E ( t - τ)的值, 其依赖程度应随 τ的增大而减小, 即

D ( t)对在遥远的过去的 E 依赖愈来愈弱, 故在 τ值大于一定程度 (即比引起极化过程变

化的弛豫时间大到一定程度)时 f (τ)应该为 0. 将 ω推广到复平面, 将复量的实部与虚部

分开,有

ω= ω′+ iω″. ( 7. 96)

式( 7. 90)中的积分包含因子 e
- ω″τ

. 对 ω″> 0, 它在积分中是一个随 τ增大而指数衰减的因

子,因此, ε(ω)应在复平面的上半平面(ω″> 0)是单值而有限的.由于上述 f (τ)的性质, 式

( 7. 90)指明,ε(ω)在实轴上也是正则( regular )的, 且在 ω→∞时趋近于 1①. 总之, ε(ω)在

上半平面与实轴上是解析的.在这里要强调一下因果关系将 τ限为正值的作用, 否则 e
- ω″τ

就不成其为衰减因子.式( 7. 90)对复变量 ω给出

ε* (ω) = 1 +∫
∞

0
f (τ) e- iω* τdτ= ε( - ω* ) , ( 7. 97)

这是对实变量ω的关系( 7. 94)式的推广.对虚轴上的 ω即 iω″, 有

ε( iω″) = ε* ( iω″) , ( 7. 98)

即在正虚轴上ε是实量. 对负虚轴,因为ε(ω)并不解析会有割线出现,不能作出上述结论.

以上分析了 ε(ω)在实轴上 ω→∞时趋于 1. 由于 ε(ω′)是偶函数,在 ω→- ∞时也是一样.

在上半平面各方向趋向无穷时由于因子 e
- ω″τ
和 e

iω′τ
的作用式( 7. 90)的积分为 0.考虑回路

积分

∫ C

α(ω)
ω- ω0

dω, ( 7. 99)

图 7. 14 积分式( 7. 99)的回路

此处α(ω) = ε(ω) - 1, 回路图示于图 7. 14,ω0 是在

实轴上任一固定点. 被积分函数在回路 C 及它所

包含的面上是解析的, 因此根据 Cauch y 定理, 回

路积分为 0, 沿无限大半圆上的积分由于 ε(ω)很

快趋于 1 也为 0.沿小半圆上的积分, 据留数定理

为- iπα(ω0 ) . 因此,余下的沿实轴的积分(在 ω0 附

近中断)与小半圆上积分之和为 0, 即
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① 由于振荡因子 e- iωτ在 ω→∞的行为使积分趋于 0.



P∫
∞

- ∞

α(ω)
ω- ω0

dω= iπα(ω0 ) .

P 为取积分主值.将积分变量改写为 ξ,将 ω0 改写为 ω,有

iπα(ω) = P∫
∞

- ∞

α(ξ)
ξ- ω

dξ.

将α的实部与虚部分开, 有

α′(ω) =
1
π

P∫
∞

- ∞

α″(ξ)
ξ- ω

dξ,

α″(ω) = -
1
π

P∫
∞

- ∞

α′(ξ)
ξ- ω

dξ.

( 7. 100)

这是α的虚部与实部的关系, 称为色散关系( K ramers 与 K ro�nig, 1927 年) . 将色散关系对

ε(ω)写出, 是

ε′(ω) - 1 =
1
π

P∫
∞

- ∞

ε″(ξ)
ξ- ω

dξ,

ε″(ω) = -
1
π

P∫
∞

- ∞

ε′(ξ) - 1
ξ- ω

dξ.
( 7. 101)

以上推导是对α(ω)进行的. 具有在上半平面解析,且在 ω→∞时趋于 0 的复变函数 α(ω) ,

其实部与虚部满足( 7. 100)式. 这样的函数称为广义极化率( generalized suscept ibilit y) ,

与频率有关的电极化率χ(ω)和磁化率 χm (ω)都属此例.

7. 7. 2 涨落的关联与广义极化率

考虑一个描述处于热力学平衡体系(或它的一部分)的物理量, 这个量将随时间在其

平均值附近有涨落. 令 x ( t)代表此物理量与其平均值之差, 因而有 x�= 0. 一般而言,在不

同时间的 x ( t)间有一定的关联.这意味着在时间 t 的 x 值,对它在此后时间 t′所取的值的

几率有影响。统计平均

�( t′- t) =〈x ( t) x ( t′)〉 ( 7. 102)

是这种关联的一个度量. �( t′- t)只和 t 与 t′的差有关,并在 t′- t→∞时趋向于 0. 根据定

义�( t′- t)对 t 与 t′互换是偶函数. 对量子力学的变量 x̂( t) ,关联函数的定义是

�( t′- t) =
1
2
〈 x̂ ( t) x̂ ( t′) + x̂ ( t′) x̂ ( t) 〉. ( 7. 103)

这是因为 x̂( t) 一般和 x̂( t′) 是不对易的. 上式中平均是对量子力学态进行的.

关联函数的谱分析从 x ( t)的 F ourier 变换开始:

x (ω) =∫
∞

- ∞
x ( t) e

iωt
dt, ( 7. 104)

x ( t) =∫
∞

- ∞
x (ω) e

- iωt dω
2π

. ( 7. 105)

将式( 7. 104)代入式( 7. 102) ,得

�( t′- t) =∫
∞

- ∞∫
∞

- ∞
〈x (ω) x (ω′)〉e

- i (ωt+ ω′t′) dωdω′
( 2π) 2 . ( 7. 106)

要求上式右方只和 t′- t 有关,〈x (ω) x (ω′)〉必须包含一个 δ函数因子:
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〈x (ω) x (ω′)〉= 2πχ
2
(ω)δ(ω+ ω′) . ( 7. 107)

在此, χ
2
作为 ω的函数, 仅是作为 δ函数的系数通过( 7. 107)式定义的. x ( t)是实量, 而

x (ω)是复量:

x ( - ω) = x * (ω) .

从式( 7. 107)可知,〈x (ω) x (ω′)〉在ω′= - ω时就是〈x (ω) x
*

(ω)〉,因此是实量, 亦即 χ
2
是

ω的实函数. 式( 7. 107)对 ω与 ω′互换是对称的,即有

χ2 ( - ω) = χ2 (ω) . ( 7. 108)

将式( 7. 107)代回式( 7. 106) ,有

�( t) =∫
∞

- ∞
χ

2
(ω) e

- iωt dω
2π

, ( 7. 109a)

及其逆变换

χ2 (ω) =∫
∞

- ∞
�( t) e iωtdt. ( 7. 109b)

从式( 7. 102)知道, �( 0)就是涨落变量 x 的均方值, 再用式( 7. 109a )和( 7. 108) ,有

〈x
2
〉=∫

∞

- ∞
χ

2
(ω)

dω
2π

=∫
∞

0
χ

2
(ω)

dω
π

, ( 7. 110)

即χ
2
(ω)是 x 均方值的谱密度. 在以上讨论中 x ( t)是经典量.对量子力学变量, 有

1
2
〈 x̂ (ω) x̂ (ω′) + x̂ (ω′) x̂ (ω) 〉= 2πχ

2
(ω)δ(ω+ ω′) . ( 7. 111)

对简单体系在一定简化假设下 �( t)和 χ
2
(ω)可以明显写出

① ,例如准定态涨落. 在一般情

况下, 可以将涨落(经典的或量子力学的)和描述体系在外加的作用下响应的量——称之

为广义极化率——联系起来.考虑介质在外加随时间变化的电场作用下极化, 将式( 7. 90)

改写作

ε(ω) - 1 =∫
∞

0
f (τ) eiωτdτ, ( 7. 112)

ε(ω) - 1就是广义极化率的一例.在体系的 Hamilton 量中, 物理量 x 和外加广义力 f ( t)

耦合,即有

V = - x f ( t) . ( 7.113)

在未引入 V 时, x�= 0.存在耦合项时 x�( t)为

x�( t) =∫
∞

0
α(τ) f ( t - τ) dτ, ( 7. 114)

它只和扰动力在 t 以前的值有关 (因果关系) , 表现在对 τ的积分下限取为 0. x�( t)称为体

系对外力扰动的响应,α(τ)是表现体系性质的时间函数,α( t)的 F ourier 变换是

α(ω) =∫
∞

0
α( t) e

iωt
dt, ( 7. 115)

它和 x�(ω) , f (ω)的关系是

x�(ω) = α(ω) f (ω) . ( 7. 116)
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① 可参阅文献 [ 13]§ 122, 该书中 χ2 (ω)就直接记为 x 2(ω) . 为了避免将 x 2(ω)误作 [ x (ω) ] 2 或 x 2( t )的 F ourier

变换 , 此处记为 χ2(ω) . 实际上 χ(ω)并不出现 .



α(ω)称为广义极化率. x�( t)与 f ( t - τ) , x�(ω)与 f (ω)间的线性关系只在扰动 V 不太强的

情况下才能成立,相应的理论称为线性响应理论. 将α(ω)的实部与虚部分开, 得

α(ω) = α′(ω) + iα″(ω) , ( 7. 117)

α( - ω) = α* (ω) . ( 7. 118)

式( 7. 118)保证 α( t)为实.此外, 将式( 7. 118)的虚部与实部分开, 得

α′( - ω) = α′(ω) ,   α″( - ω) = - α″(ω) . ( 7. 119)

这些都和ε(ω)的相应关系相同.

由于和外力耦合, x 产生了关联.外力作用于体系要做功, 使体系能量变化.对耗散体

系这部分能量会转化为热,体系能量的变化率是

dE
dt

=
�H
�t

= - x�
df
dt

. ( 7. 120)

对单频力 f ( t)可以写为

f ( t) =
1
2

f 0e
- iωt

+ f
*
0 e

iωt
, ( 7. 121)

相应的 x�是

x�( t) =
1
2
α(ω) f 0 e

- iωt
+ α( - ω) f

*
0 e

iωt
, ( 7. 122)

此处用了式( 7. 116) , ( 7. 118) .将 ( 7. 121) , ( 7. 122)式代入 ( 7. 120)式并对时间取平均, 得

体系在外力作用下单位时间的能量耗散 Q:

Q =
1
4

iω(α
*

- α) ©¦f 0 ©¦
2

=
1
2
ωα″(ω) ©¦f

2
0 ©¦. ( 7. 123)

这个重要关系表明耗散是由 α(ω)虚部决定的. 对现实的过程, Q> 0, 因此对正实 ω值,

α(ω)的虚部为正.

7. 7. 3 涨落-耗散定理

外力 f (ω)引起和它耦合的 x 的涨落 x�(ω) , 它们相互关系通过广义极化率α(ω)表示.

外力也引起体系内的耗散 Q, 它们间的关系和α的虚部α″(ω)有关.那么, 涨落和耗散之间

是否也有内在的联系呢? 表达这个联系的称涨落-耗散定理.设体系处于量子力学定态 n,

计算涨落关联函数( 7. 111)式对 n 态的平均, 即

1
2

x̂(ω) x̂(ω′) + x̂(ω′) Q x̂(ω) nn =
1
2∑m x (ω) nm x (ω′) mn + x (ω′) nm x (ω) m n . ( 7. 124)

等号右方的求和遍及体系的所有能级. 由于 x̂ ( t) 依赖于时间, 它的矩阵元应该用含时的

波函数计算,即

x̂ ( t) nm =∫ ψne - iω
n

t *
x ψme - iω

m
t

d
3
x

= x nm e
i (ω
n

- ω
m

) t
,

故有

x (ω) nm =∫
∞

- ∞
x̂ ( t) nm e

iωt
dt =∫

∞

- ∞
xnme

i( ω
n

- ω
m

+ ω) t
dt
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= 2πx nmδ(ωnm + ω) ,

此处 x nm是通常的矩阵元, �

xnm =∫ψ*n xψmd
3
x ,

又有 ωnm = ωn - ωm .

式( 7. 124)变为

1
2

x̂ (ω) x̂ (ω′) + x̂ (ω′) x̂ (ω) n n

= 2π2∑
m

©¦x nm ©¦2× δ(ωnm + ω)δ(ωmn + ω′)

 + δ(ωnm + ω′)δ(ωm n + ω) , ( 7. 125)

此处用了 x̂ 的厄密性,即 x nm = x
*
m n ,因为 ωnm = - ωmn , 上式等号右方的方括弧可以写作

δ(ωnm + ω)δ(ω+ ω′) + δ(ωmn + ω)δ(ω+ ω′) ,

将结果和式( 7. 111)右方比较, 得

χ2 (ω) = π∑
m

x nm
2
δ(ω+ ωnm ) + δ(ω+ ωmn ) . ( 7. 126)

右方两个δ函数分别对应跃迁到高于 n 和低于 n 的能级.

量子力学变量 x̂ 的涨落是由于它耦合于外力而发生的. H amilton 量中的耦合项是

V̂ = - f x̂ = -
1
2

f 0 e - iωt + f 0
* e iωt x̂ , ( 7. 127)

在它的驱动下体系发生 n→m的跃迁, 单位时间的跃迁几率是

w mn =
π©¦f 0 ©¦

2

2  h
2 ©¦x mn©¦

2
δ(ω+ ωm n ) + δ(ω+ ωnm ) . ( 7. 128)

两个δ函数相应体系吸收能量 h  ωmn和 h  ωnm . 体系的能量吸收率为

Q= ∑
m

h  ωm nw mn

=
π

2  h
©¦f 0 ©¦

2∑
m

©¦x mn©¦
2 δ(ω+ ωm n ) + δ(ω+ ωnm ) ωmn

=
π

2  h
©¦f 0 ©¦

2
ω∑

m

©¦x mn©¦
2
δ(ω+ ωnm ) - δ(ω+ ωm n ) . ( 7. 129)

将式( 7. 129)与式( 7. 123)比较,得

α″(ω) =
π  
h∑m ©¦x mn©¦

2 δ(ω+ ωnm ) - δ(ω+ ωmn ) . ( 7. 130)

式( 7. 126)和( 7. 130)分别反映了涨落的关联和耗散, 它们右方的差别仅在于括弧内一项

正负号不同.它们之间的密切关系可以通过 Gibbs 分布求统计平均的办法找到. Gibbs 分

布是

ρn = exp
F - E n

kT
, ( 7. 131)

F 是自由能.对 n 态求平均,式( 7. 126)给出

〈χ
2
(ω)〉= π∑

n, m

ρn©¦x nm ©¦
2 δ(ω+ ωnm ) + δ(ω+ ωmn ) .
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由于©¦x nm ©¦
2
= ©¦xm n

2
©¦,可以将第二项求和指标 m, n 交换,上式变为

〈χ
2
(ω)〉= π∑

n, m

(ρn + ρm ) ©¦x nm ©¦
2
δ(ω+ ωnm )

= π∑
n, m

ρn ( 1 + e
h  ω
nm

/ kT
) ©¦x nm ©¦

2
δ(ω+ ωnm )

= π 1 + e - h  ω/ kT ∑
n , m

ρn©¦x nm ©¦
2
δ(ω+ ωnm ) , ( 7. 132)

以上最后一步用了δ函数的存在.用同样办法处理式( 7. 130) ,得

〈α″(ω)〉=
π  
h

1 - e - h  ω/ kT ∑
n , m

ρn©¦x nm ©¦
2
δ(ω+ ωnm ) . ( 7. 133)

原来式( 7. 130)第二个 δ函数前面的负号移到了 ρm 前, 最后出现于求和号前面括弧中第

二项前.撤去统计平均符号①, 得

χ2 (ω) = h  α″(ω) coth  
hω

2kT
= 2 h  α″(ω)

1
2

+
1

e
h  ω/ kT

- 1
. ( 7. 134)

对第一个等号两边作∫
∞

0

dω
π
运算 , 用式( 7. 110) , 有

〈x 2〉=  
h
π∫
∞

0
α″(ω) cot h  

hω
2kT

dω. ( 7. 135)

这就是涨落-耗散定理( Callan 和 W elton, 1951 年) . 式( 7. 134)右方方括弧乘以 h  ω, 第一

项是振子零点能,第二项是振子在温度 T 下的平均能量.式 ( 7. 134)的低温和高温极限分

别是

χ2 (ω)
T → 0

h  α″(ω) ,

χ
2
(ω)

T → ∞ 2kT
ω
α″(ω) ,

即在低温极限涨落是量子性质的,在高温极限是经典性质的.这个定理用途很广. 在电磁

场涨落方面, 下面要讨论的 van der W aals 力和 Casimir 效应都要用到它. 在量子流体方

面,对 Bose 和 Fermi流体都有应用. 如果体系有多自由度, 各自耦合了不同的力, 推广也

是简单的.考虑多自由度 i的耦合项

V̂ = - x̂ i f i( t) , ( 7. 136)

重复指标表示求和.广义极化率通过下列线性关系定义:

x�i(ω) = αik (ω) f k (ω) . ( 7. 137)

体系的能量变化是

E
¡¤

= - f
¡¤

i x�i. ( 7. 138)

关联的谱密度是

1
2
〈 x̂ i(ω) x̂ k(ω′) + x̂ k(ω′) x̂ i(ω)〉= 2π(χiχk ) (ω)δ(ω+ ω′) . ( 7. 139)
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① 在得到式 ( 7 . 132)和 ( 7. 133)的过程中 , 用到了 ρn 和 ρm(式 ( 7 . 131) )的关系 . 虽然最后撤去了 Gibbs 分布的平

均 , 但实际上 Gibbs 因子是起了作用的 : 因子 e- hω/ kT  进入了二式 ,并最终进入了定理 (式 ( 7 . 135) ) .



这里χiχk 作为 ω函数的引入是和式( 7. 107)相似的① .对量子态 n 求平均导致

χiχk (ω) nn= π∑
m

( x i) nm ( xk ) mnδ(ω+ ωnm )

 + ( x k ) nm ( xi) mnδ(ω+ ωm n ) . ( 7. 140)

对单频扰动

f i( t) =
1
2

f 0ie
- iωt

+ f
*
0ie

iωt
( 7. 141)

体系的响应是

x�i( t) =
1
2
αik (ω) f 0k e

- iωt
+ α
*
ik (ω) f

*
0k e

iωt
. ( 7. 142)

将式( 7. 141) , ( 7. 142)代入( 7. 138)式并对扰动一周期
2π
ω
取平均, 得

Q =
1
4

iω(α*ik - αki) f 0if *0k . ( 7. 143)

另一方面,从单位时间 n→m 跃迁几率计算体系吸收的能量,得

Q =
π

2 h  
ω∑

m

f 0if
*
0 k ( x i) m n ( x k) nmδ(ω+ ωnm )

- ( x i) nm ( x k ) mnδ(ω+ ωmn ) .   ( 7. 144)

比较以上二式给出

α
*
ik - αki = -

2πi  
h ∑m ( x i) mn ( x k ) nmδ(ω+ ωnm )

- ( x i) nm ( x k ) mnδ(ω+ ωmn ) . ( 7. 145)

对 Gibbs 分布取平均,得到广义的涨落-耗散定理:

(χiχk ) (ω) =
1
2

i h  (α
*
k i - αik ) coth  

hω
kT

. ( 7. 146)

左方是 x ix k 的谱密度.

7. 8 van der Waals 相互作用

考虑两个中性原子(没有电荷, 没有磁矩) , 距离 Rm a (原子尺度) .它们间的相互作用

是如何产生的呢?原子 1由于涨落有了自发电偶极矩,它在原子 2 处产生的电场极化了原

子 2, 产生诱导电偶极矩.原子间的偶极-偶极相互作用是涨落关联性质. 首先给出量子力

学推导的是 F . London ( 1930年) ,得到相互作用势能 V 与距离关系是 V∝1/ R
6 . 它属于长

程力 (有别于 e
- κr
型的短程力) , R

- 6
的依赖是普适的: 它与原子结构无关. 1940 年

O verbeek 用悬浮石英粉末进行 van der Waals 力的测量, 结果是:在距离小时, 对 R
- 6依

赖是对的. 但在 R 大时, V 的减小要比 R
- 6
更快. Overb eek 认为这是由于推迟作用引起

的. 1948年, Casimir 和 Polder 考虑了推迟作用,得到 V∝R
- 7 ,结果仍是普适的. 一个依赖
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① 为了避免 ( x i, x k) (ω) 是 xi( t) xk( t ) 的 F ourier 变换的误解 , 此处仍和文献 [ 13]不同 , 用 (χiχk) (ω) . 它和〈x ix k〉

的关系是 �ik( 0) = 〈xix k〉=∫
∞

- ∞
(χiχk) (ω)

dω
2π

.



原子极化的过程,结果却和原子壳层结构无关, 不论是否计入推迟作用都是一样. 是否存

在更深刻的原因呢? Cas imir 请教了 N . Bohr 并受到他的启发,从零点能的变化推导出了

Casimir-Polder 力.

两个球对称原子, 分别位于 r 1 , r 2 , 其距离 R = ©¦r 2 - r 1 ©¦m a (原子尺度 ) . 由于宇称守

恒,原子没有电偶极矩. 但由于涨落,原子 1会有“自发偶极矩”d
sp
1
 ①

. 它在原子 2处产生电

场

E 1 ( r 2 ) =
3nd

sp
1 ¡¤n - d

s p
1

R
3 ( 7. 147)

此处 n=
r 2 - r 1

©¦r 2 - r 1 ©¦
.这个场使原子 2产生感应电偶极矩:

d
in d
2 = α2 E 1 ( r 2 ) .

它在 E 1 场内的能量是

-
1
2

d
in d
2 ¡¤E 1 ( r 2 ) = -

1
2
α2 E

2
1 ( r 2 ) . ( 7. 148)

因子
1
2
的出现是由于 d2 正是被 E 1 诱导产生的. 同样原子 2的自发 (涨落)电偶极矩使原

子 1 有了感应电偶极矩,带来能量-
1
2
α1 E

2
2 ( r 1 ) . 总相互作用能是

V = -
1
2
α1 E 2

2 ( r 1 ) -
1
2
α2 E 2

1 ( r 2 ) . ( 7. 149)

涨落场需要进行平均.从( 7. 147)式得

〈E
2
1 ( r 2 )〉=

3〈( d sp
1 ¡¤n) 2〉+〈( d s p

1 ) 2〉
R 6 . ( 7. 150)

对球对称原子,其自发偶极矩应是各向同性的:

〈( d
s p
1 ¡¤n )

2
〉=〈d

2
1x〉=〈d

2
1y〉=〈d

2
1z〉=

1
3
〈d

2
1〉.

因此,

〈E
2
1 ( r 2 )〉=

6
R

6〈 d
sp
1z

2
〉.

类似地,

〈E 2
2 ( r 1 )〉=

6
R6〈 d sp

2z
2
〉.

相互作用能是

V( R) = -
3

R
6 α2〈( d

sp
1z )

2
〉+ α1〈( d

sp
2z )

2
〉 . ( 7. 151)

将它表示为谱密度形式,有

V( R) = -
3

R 6∫
∞

- ∞

dω
2π
α2 (ω)〈d 2

1z (ω)〉+ α1 (ω)〈d 2
2 z(ω)〉 , ( 7. 152)

在线性响应理论中,响应 d 是由涨落场诱导出来的, 它们由广义极化率 α相联系. 因此根
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① d sp是涨落场所感生的 , 因此有〈d sp〉= 0,但出现在最终结果的都是不为 0 的平均值 .



据涨落-耗散定理有

〈d
2
1z (ω)〉= h  α″1 (ω) coth  

hω
2kT

,  

〈d
2
2z (ω)〉= h  α″2 (ω) coth  

hω
2kT

,  

( 7. 153)

V( R) = -
3  h
R6∫
∞

- ∞

dω
2π
α2 (ω)α1″(ω) + α1 (ω)α″2 (ω) cot h  

hω
2kT

. ( 7. 154)

α的虚部是 ω的奇函数, coth 也是其宗量的奇函数. 因此式( 7. 154)中的 α1 和 α2 都是只有

其实部(偶函数)对积分有贡献.上式括弧中的量可以改写为

Reα2 (ω) Imα1 (ω) + Reα1 (ω) Imα2 (ω) = Im α1 (ω)α2 (ω) ,

即 V( R) = -
3  h

2πR
6∫
∞

- ∞
dωIm α1 (ω)α2 (ω) cot h  

hω
2kT

. ( 7. 155)

  对处于基态的原子,极化率是

α(ω) = ∑
n

e
2
f 0n

m (ω
2
n0 - ω

2
) - iωδ

,   δ→ 0+ ( 7. 156)

此处 f 0n是跃迁 0→n 的振子强度,

f 0n =
2m  
h
ωn0 ∑

i

( zi) 0n

2

,

ωn 0 = ( E n - E 0 ) / h  ,

( 7. 157)

z i 是第 i个电子的 z 坐标. 将式 ( 7. 156) , ( 7. 157)代入式 ( 7. 155) , 取 T→0 并作回路积

分① ,最后得到

V( R) = -
6e4

R6∑
n, n′

∑
i

( z
( 1)
i ) 0n

2

∑
i

( z
( 2)
i ) 0n

2

E ( 1)
n + E ( 2)

n′ - E ( 1)
0 - E ( 2)

0
. ( 7. 158)

R
- 6是普遍的,其系数∑

n, n′

( ¡¤) 是和原子壳层结构有关的, 这个结果和 F. London 的相同,

他采用的是对偶极-偶极相互作用

d 1 ¡¤d2 - 3( d1 ¡¤n ) ( d2 ¡¤n)
R3

作二阶微扰.虽然 d1 , d2 都是涨落的量,〈d1〉=〈d2〉= 0, 但〈d1·d2〉,〈d 1i d 2j〉都不为 0.

关于本节内容请参阅文献[ 15] .

7. 9 考虑推迟的 van der Waals相互作用

7. 9. 1 振荡偶极子的场②

  当 R 和振荡偶极子的辐射波长 λ可相比时, 推迟作用就不能忽略. 作任意运动电荷
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①

② 请参阅文献 [ 17]§ 63,§ 72.

可参阅文献 [ 16]第五章§ 4.



的场是从 Lienard-W ichert 势导出的:

�=
e

R -
v ¡¤R

c

,   A =
e v

c R -
v ¡¤R

c

, ( 7. 159)

此处 R 是从电荷到观测点 P 的矢径, v 是电荷速度. 右方的量(即 R 与v )都在时间 t′取

值,而 t由下式决定:

t′+
R( t′)

c
= t. ( 7. 160)

t′- t 是信号传播距离 R 所需时间. 有若干电荷组成的体系, 当观测点 P 距体系很远时,

可将原点 O 选在体系内的任一点.令 R0 为 P 的矢径, r 为某一电荷的矢径, 在 R 0m r 条件

图 7. 15 u电荷 e 和观测点

P 的矢径关系

下,有(见图 7. 15)

R = ©¦R0 - r©¦≈ R 0 - n ¡¤r , ( 7. 161)  

此处

n =
R0

R0
. ( 7. 162)  

近似式 ( 7. 161)给出偶极辐射. n· r 的高阶项及它们的微商 

则给出高阶多极辐射, 其中最重要的是电四极和磁偶极辐 

射.将式( 7. 161)代入式( 7. 159)的矢势, 得

A =
e v ( t′)

cR 0 1 -
n ¡¤v ( t′)

c

. ( 7. 163)

当电荷运动速度 vn c时, 上式分母上的
n·v

c
可以忽略.由于 v≈

a
2π/ω

,因此 a≈
2πv
ω
n

2πc
ω

= λ, 以上的近似相当于 an λ.于是有

A =
e v ( t′)

cR 0
=

1
cR 0

d
¡¤

( t′) , ( 7. 164)

此处 d 是电荷的偶极矩,

d = er. ( 7. 165)

在 vn c近似下, ( 7. 160)式变为

t′= t -
R0

c
. ( 7. 166)

标量势�和偶极矩 d 的关系可以用 Lorentz条件得到:

è ¡¤A +
1
c
��
�t

= 0.

将式( 7. 164)代入, 对 t 积分,得

�= - è ¡¤
d
R0

. ( 7. 167)

要处理的具体问题的条件是 Rm a , λm a , 但 R≈λ, 最后一个条件带来了复杂性. 因为在

Rm λ时, 电荷的辐射已可以看作是平面波. 只要用 H = è× A求出 H , 就有 E= H× n. 后

面这个关系只对平面波适用. 但对 R≈λ, 辐射还不能看作是平面波. 此外在常用的
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Coulomb 规范è ·A= 0中, 可以只用矢量势 A导出 H 及 E, H = è× A, E = -
1
c A�.但此

处的矢量势( 7. 164)式并不满足è ·A= 0, 因此 A和 �都是需要的. 从 A和 �得出 H 和

E ,有

H =
1
c
è × d

¡¤

R 0
,       

E = è è ¡¤
d

R 0
-

1
c

2
d�

R0
.

( 7. 168)

对单频分量 d(ω) e
- iωt

, 在 t′取值就是 d(ω) e
- iω( t -

R
0

c
)
= d(ω) e

- iωt + ikR
0 .代入( 7. 168)式,得

H (ω) = ikd(ω)× è
e

ikR
0

R 0
,

E(ω) = k2d (ω)
e

ikR
0

R 0
+ d(ω) ¡¤è è

e
ikR

0

R 0
.

( 7. 169)

进行微分,得到

H (ω) = ikd(ω)× n̂
ik
R 0

-
1

R 2
0

e ikR
0 ,

E (ω) = d(ω)
k

2

R 0
+

ik
R

2
0

-
1

R
3
0

e ikR
0

 + n( n ¡¤d(ω) ) -
k

2

R 0
-

3ik
R

2
0

+
3

R
3
0

ei kR
0 . ( 7. 170)

将式( 7. 170)用分量表示以显示 E i(ω)和 d j (ω)的关系,并将 R0 改为 R, 得

E i(ω) = DR
ij (ω, R) d j (ω) , ( 7. 171)

此处

DR
ij (ω, R) ≡ eik R k

2

R
+

ik
R

2 -
1

R
3 (δij - ninj ) + 2

1
R

3 -
ik
R 2
nin j , ( 7. 172)

是电磁场的推迟传播函数.和式( 7. 147)相比,式( 7. 171)便是考虑了推迟作用得到的偶极

子产生的电场.

7. 9. 2 在均匀介质中电磁场的涨落①

电场分量的关联函数〈E i( r 1 ) E j ( r 2 )〉对获得考虑推迟的 van der Waals 力的最终结果

是重要的,它和矢量势的关联〈Ai( r ) A j ( r 2 )〉有关.在 H amilton 量中 A是和电流密度 j 耦

合的.在均匀介质(或真空)中, 扰动的 j k ( t)和响应 Ai(涨落 )是通过广义极化率 αik联系

的. αik是什么, 可以通过 Maxwell 方程找出. 选 Coulomb 规范 �= 0, 电场导自矢量势,

E ( r) = -
1
c

A( r ) , 因此

〈E i( r 1 ) E j ( r 2 )〉(ω) = -
ω

2

c2〈Ai( r 1 ) A j ( r 2 )〉(ω) . ( 7. 173)

A与 j 的关系来自 Maxwell方程(频率表示) :
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① 请参阅文献 [ 18]§§ 75～76.



è × H ( r ,ω) =
4π
c

j ( r ,ω) -
iω
c

D( r ,ω) . ( 7. 174)

右方第二项是位移电流.在介质中有

Di(ω) = εik (ω) E k (ω) ,  

Bi(ω) = μik (ω) H k(ω) .
( 7. 175)

在均匀、各向同性非磁介质中 εik (ω) = ε(ω)δik , μik (ω) = δik . 场和矢量势的关系是

B( r ,ω) = è × A( r , ω) ,

E( r ,ω) =
iω
c

A( r ,ω) .
( 7. 176)

将以上二式连同εik ,μik的条件代入式( 7. 174) , 得到

(�i�k - δik è
2
) -
ω

2

c
2ε(ω)δik Ak ( r ,ω) =

4π
c

j i( r ,ω) . ( 7. 177)

要解这个方程,最方便的是用 Green 函数方法. Green 函数满足的方程是

(�i�j - δij è 2 ) -
ω

2

c
2ε(ω)δij D R

j l ( r 1 - r 2 ;ω) = - 4πh  δilδ3 ( r 1 - r 2 ) , ( 7. 178)

D 右上角的 R 是“推迟”之意. Maxwell方程的内涵已经包括了传播(推迟 ) . 将 Green 函

数对 r 作 Fourier 变换,

DR
j l( r 1 - r 2 , ω) =

1
( 2π)

3∫e ik¡¤( r
1

- r
2

) D R
j l (ω, k ) d3k, ( 7. 179)

则变换满足的方程是

kikj - δij k2 + δij
ω2

c2ε(ω) D R
j l (ω, k) = 4πh  δil . ( 7. 180)

方程的解是

D
R
j l(ω, k) = 4πh  

1
ω

2

c
2ε(ω) - k

2
δj l -

c
2

ε(ω)
k j kl

ω
2 . ( 7. 181)

这是立即可以验证的.它是在均匀、各向同性非磁介质中的推迟Green 函数.方程( 7. 177)

的解是

Ai( r , ω) = -
1  

hc∫DR
ik ( r 1 - r 2 ,ω) j k (ω, r 2 ) d3r 2 . ( 7. 182)

A和 j 在 Hamilton 量中的耦合是

-
1
c∫ j ( r ) ¡¤A( r ) d

3
r . ( 7. 183)

从( 7. 182) , ( 7. 183)二式可以读出,响应 A i/ c和扰动 j k 通过广义极化率 αik联系, 而 αik就

是

αik (ω, r 1 - r 2 ) = -
1  

hc
2 DR
ik ( r 1 - r 2 , ω) . ( 7. 184)

根据涨落-耗散定理, A的关联函数是

〈Ai( r 1 ) A j ( r 2 )〉(ω) = - ImD
R
ik (ω, r 1 - r 2 ) coth  

hω
2kT

. ( 7. 185)

推迟 Green 函数 D
R
ik (ω, r 1 - r 2 )可以从式( 7. 181)作 Fourier 变换得到. 从
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1
( 2π) 3∫d3 k

4πe
ik ¡¤R

k2 + χ2
=

e
- χR

R

开始,作置换 χ=
ω
c

- ε(ω) , 就得到

D
R
ik (ω, R) = - h  δik +

c
2

ε(ω)ω
2�i�k

e
( - ω/ c ) - ε(ω) R

R
.

将上式代入式( 7. 185)及( 7. 173) ,得

〈E i( r 1 ) E j ( r 2 )〉(ω) = - h  coth  
hω

2kT
Im

1
ε(ω)
ω2

c2δijε(ω) + �i�j

 ×
e ( - ω/ c ) - ε(ω) ©¦r

1
- r

2
©¦

©¦r 1 - r 2 ©¦
. ( 7. 186)

在真空中ε(ω) = 1, - ε(ω) = - i
①, 故有

DR
ik (ω, R) = - h  δik +

c
2

ω
2�i�k

exp i
ω
c

R

R
.

完成上式中的偏微商,得

D
R
ik (ω, R) = - h  

c
2

ω
2 exp i
ω
c

R
ω

2

c
2
R

+
iω

cR
2 -

1
R

3 δik - nink

 + 2
1

R 3 -
iω

cR 2 nink . ( 7. 187)

比较式( 7. 187)和( 7. 172) ,得知

DR
ij (ω, R) = -

ω
2  

hc
2 DR
ij (ω, R) . ( 7. 188)

〈E i( r 1 ) E j ( r 2 )〉也可以写作

〈E i( r 1 ) E j ( r 2 )〉(ω) = - h  ImDR
ij (ω, R) coth  

hω
2kT

. ( 7. 189)

7. 9. 3 Casimir -P older 相互作用

当电磁场的传播在理论中得到反映,涨落的自发偶极子相互作用的机制就变得丰富

多了.不仅有偶极子的涨落关联, 还有场的涨落关联.考虑在 r 1 处的偶极矩 i分量:

d 1i(ω) = d
s p
1 i + α1 (ω) E i( r 1 , ω) + α1 (ω) DR

ij (ω, R) d
sp
2j

 + α1 (ω) DR
ij (ω, R) α2 (ω) E j ( r , ω) + ⋯. ( 7. 190)

右方第一项是自发涨落偶极矩;第二项是由涨落的场所诱导的偶极矩;第三项是由 r 2 处

传播到 r 1 (有推迟)的电场所诱导的偶极矩;第四项是在 r 2 处的涨落场诱导产生的偶极矩

产生的电场,经推迟传播到 r 1 处诱导产生的偶极矩,等等. 在 r 1 处的电场是

Ei( r 1 , ω) = E i( r 1 ,ω) + DR
ij (ω, R) d sp

2j + DR
ij (ω, R)α2 (ω) E j ( r 2 , ω)

+ DR
ij (ω, R)α2 (ω) DR

j k(ω, - R) d s p
1 k + ⋯. ( 7. 191)

右方第一项是 r 1 处的涨落场;第二项是 r 2 处的涨落自发偶极矩产生的经推迟传播到 r 1
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① i 前的负号源于对介质有 Imε> 0 以对应吸收 ,请参阅文献 [ 18] p 321～322.



的电场;第三项是 r 2 处的涨落场诱导产生的偶极矩所产生的电场经推迟传播到 r 1 的场;

第四项是在 r 1 处的自发偶极矩产生的电场经推迟传播到 r 2 (注意Dj k的宗量- R)时诱导

产生偶极矩,偶极矩的电场再经推迟传播到 r 1 的结果,等等. 在 r 1 处偶极矩与电场的相互

作用是

V( R) = -
1
2∫
∞

- ∞

dω
2π
〈d1 ¡¤E( r 1 )〉(ω) , ( 7. 192)

此处标量积要对涨落取平均.考虑到以下几点:①〈d
sp
1i〉=〈d

sp
2j〉= 0;②和 R 无关的项(例如

只含 r 1 或只含 r 2 的项)可以弃去;③因与果交叉相乘所得的高阶项可以略去. 最终结果①

的相互作用能量,既包含电场的涨落关联函数, 又包含偶极矩的涨落关联函数:

〈d1 ¡¤E( r 1 , ω)〉= α1 (ω)α2 (ω) DR
ij (ω, R)〈E i( r 1 ) E j ( r 2 )〉(ω)

 + α1 (ω) DR
ij (ω, R) DR

ik (ω, R)〈d
sp
2j d

sp
2k〉(ω)

 + α1 (ω)α2 (ω) DR
ij (ω, R)〈E i( r 1 ) E j ( r 2 )〉(ω)

 + α2 (ω) DR
ij (ω, R) DR

j k (ω, - R)〈d
s p
1id

s p
1k〉(ω) . ( 7. 193)

将 d
sp看作涨落变量, 相应的极化率是αij . 在各向同性介质中αij (ω) = α(ω)δij .因此涨落-耗

散定理给出

〈d
s p
2 j d

s p
2k〉(ω) = h  Imα2 (ω) coth  

hω
2kT

. ( 7. 194)

〈E i( r 1 ) E j ( r 2 )〉已由式( 7. 189)给出,代入式( 7. 193)得到

〈d1 ¡¤E( r 1 )〉(ω) = h  cot h  
hω

2kT
2α1 (ω)α2 (ω) DR

ij (ω, R) ImDR
ij (ω, R)

 + α1 (ω) Imα2 (ω) + α2 (ω) Imα1 (ω) DR
ij (ω, R) DR

ij (ω, R) .

再经过一些变换② ,最后得到相互作用能

V( R) = - h  Im∫
∞

- ∞

dω
2π

cot h  
hω

2kT
α1 (ω)α2 (ω) DR

ij (ω, R) DR
ij (ω, R) . ( 7. 195)

这是 V( R)的最普遍的表达式, 重复指标意为求和.给出 α(ω) , 在原则上可以得到 V ( R) .

下面只就两种极限情况进行讨论.

( 1) 取静态极限

E i( r ) = -
3ninj - δij

R
3 d0 j

时,式( 7. 195)给出静态结果.和 E i( r) = DR
ij ( 0, R) d 0j相比, 有

DR
ij ( 0, R) =

3nin j - δij
R

3 .

由此可得

DR
ij ( 0, R) DR

ij ( 0, R) =
6

R
6 ,

而式( 7. 195)给出
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①

② 参阅文献 [ 16]第五章第八节 .

请参阅文献 [ 16]第五章第八节 .



V( R) = -
3  h
πR

6∫
∞

0
dωcot h  

hω
2kT

Im α1 (ω)α2 (ω) ,

与式( 7. 155)相同.

( 2) 低温极限

  对 kT→0,  cot h  
hω

2kT
→1 (对 ω> 0) ,将DR

ij (ω, R) (式( 7. 187) , ( 7. 188) )代入,得到

V( R) = -  
h
π∫
∞

0

exp -
2ω
c

R

R 2

ω4

c4 1 +
2
ω
c

R
+

5
ω
c

R) 2
+

6
ω
c

R
3

+
3
 

ω
c

R
4 Im α1 (ω)α2 (ω) dω.

( 7. 196)

对小距离
ω
c R→0, exp

- 2ω
c

R →1, 只取带头项 ∝R - 4 , 得

V( R) = -
3  h
πR 6 Im∫

∞

0
α1 (ω)α2 (ω) dω,

和式( 7. 158)对应. 对大距离
ω
c Rm 1,积分只在 ω≈0 重要, 故可将 α1 , α2 的余量代为 0 并

提出积分号外,此时积分可算出:

V( R) = -  
hα1 ( 0)α2 ( 0)
πR

2 ∫
∞

0
dωexp -

2ω
c

R
ω
c

4

+
2
R
ω
c

3

+
5

R
2

ω
c

2

 +
6

R3

ω
c

+
3

R4

= -
23  hc
4πR

7 α1 ( 0)α2 ( 0) . ( 7. 197)

这就是 Casimir -Polder 力, 对大距离它与 R
- 7成正比, 而且没有色散, 原因是只有 ω≈0 区

给出主要贡献.

7. 10 零点能,场真空涨落与 van der Waals相互作用

在 H eisenberg 求出一维谐振子能量本征值以前 10年, Planck 就给出频率为 ω的谐

振子在温度 T 和辐射平衡时平均能量的表达式
①:

U =  
hω

e
h  ω/ kT

- 1
+

1
2

h  ω. ( 7. 198)

当 T→0 时, U→
1
2

h  ω, Planck 认为这零点能没有意义. 但 Einst ein 指出,当 kT m h  ω时, 如

果保留到 h  ω/ kT 一次项,就有

U ≈  
hω  

hω
kT

+
1
2

h  ω
kT

2 +
1
2

h  ω≈ kT -
1
2

h  ω+
1
2

h  ω= kT ,
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① 比较式 ( 7 . 134) .



即在 kT m h  ω时, 如果要 U 没有一阶量子修正, 就需要零点能. Eins tein 认为零点能的存

在是可能的 [ 27 ] .零点能不仅在概念上是必要的——它体现了量子力学不确定关系, 而且

实际上它在固体物理中是可以测量的.当位于晶格上的原子随机振动, 其均方位移为〈u
2
〉

时,从晶体上散射的 X射线强度是

I = I 0 exp -
1
3
〈u

2
〉G

2
, ( 7. 199)

G 是散射的动量转移, I 0 是从刚性晶格上的散射强度. 指数函数被称为 Debye-W aller 因

子.质量为 M 的经典谐振子的热平均势能是
3
2

kT ,因此根据

〈U〉=
3
2

kT =
1
2

Mω2〈u2〉,

( 7. 199)式就可写作

I = I 0 exp -
2〈U〉
3Mω2

G
2

= I 0 exp -
kT

Mω2
G

2
. ( 7. 200)

如考虑谐振子的零点能,则在 T→0时

〈U〉0 =
3
2

h  ω,

因而使 T→0 时

I = I 0exp -
hG2

Mω
   ( 7. 201)

实验证明, Debye-W aller 因子指数上的量在 T→0时并不是线性地减小到 0(如式( 7. 200)

所示) , 而是趋近一个不为 0 的数,因而确证了零点能的存在.

在场论中的真空涨落能处理起来更为复杂. 由于场的每一个模式都有零点能
1
2

h  ω,

而在自由空间中单位体积内频率在ω→ω+ dω间隔中的模数为

dN ω=
ω

2

π2 c3 dω,

因而单位体积中在此频率间隔内的零点能是

ρ0 (ω) =
ω2

π2 c3

1
2

h  ωdω, ( 7. 202)

总的单位体积零点能是

E 0 =∫
∞

0
ρ0 (ω) dω, ( 7. 203)

它是发散的. 一个处理方法是,因为它没有物理的可观测后果而把它丢弃;另一个处理办

法是将 k 模的能量

E k =
1
2

h  ωk a
�
k ak + a k a

�
k ( 7. 204)

中的算符乘积作为正规乘积① ,
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① 正规乘积是把算符乘积重新排序 , 使产生算符位于消灭算符左面 . 调动一次次序 , F ermi 子算符乘以因子

- 1 , Bose 子算符不变号 .



E k =
1
2

h  ωk∶ a
�
k ak + a k a

�
k∶ = h  ωk a

�
k a k , ( 7. 205)

从而等效地弃去了零点能. 在意识到 Dirac 方程不能预言氢原子光谱的 Lamb 能移( 2S 1/ 2

与 2P 1 / 2能级有很小的劈裂)时, H . A . Bethe 指出, 这可能是源于原子中的电子和真空涨

落场相互作用.他在计算中, 将自由电子与真空涨落场相互作用的能量(它是无限大)从原

子中束缚电子与真空涨落场相互作用的能量(它也是无限大)之中减去. 如果用非相对论

量子力学, 这个差额仍然是无限大, 但是要“缓和”得多. 它是对数发散, 即与频率 ω呈对

数关系. 当取积分上限 ω→∞时, 它随 lnω发散. Bet he 采取了切断措施, 取一切断频率

ωc = mc
2
/ h  作为积分上限,结果就是有限的, 且这个差额( Lamb 能移 )与实验值甚为接近.

此外,这个值对积分上限取值的依赖相当弱. R . P. F eynman 进一步证明,如果用相对论量

子力学, 这个差额本身就是有限的, 且和实验值一致. 这个成功导致 F eynman,

Schw inger, Tomonaga(朝永)发展的重正化量子电动力学理论.

运用真空涨落的另一个领域是由 H. B. G. Casimir 开创的.他和 Polder 导出了 V( R)

∝R
- 7

(式( 7. 197) )的结果后, 思考一个问题: R
- 7
的普适性(原子壳层结构的特殊性只作

为系数出现 )是否有进一步的理由. 在 1947 年的一次散步中, 他把自己的结果告诉了

N . Bohr . Bohr说“那是新的结果,很好.”Casimir 接着说,他对结果如此简单而且普适感

到困惑. Bohr 回答说可能与零点能有关.根据 Bohr 的指点, Casimir 接着计算了零点能的

变化,重现了他和 Polder 原来的结果
[ 19, 20]

. 这个成功使 Casimir 进一步去研究真空涨落其

它的可观测性质, 导出了 Casimir 效应. 在讨论这个效应以前, 我们先讨论如何用场的真

空涨落得到 Casimir -Polder 势
[ 21 ]

. 推导涉及的物理是简单的, 更精确的推导可以参阅文

献[ 21]的第Ⅲ节.考虑两个中性的、有内在自由度的体系.令辐射的波长甚大于任一个体

系的尺度,因而偶极近似适用.但 λ可以和 R 相比, 因此推迟作用是重要的. 体系 2位于

r 2 .在 r 2 处的电场由真空涨落场 E 0 (ω, r 2 )以及 E 1 (ω, r 2 )组成, 后者是由 r 1 处的真空涨落

场 E 0 (ω, r 1 )诱导产生的自发磁矩 d
sp (ω)
1 = α1 (ω) E 0 (ω, r 1 )所产生的电场推迟传播到 r 2 的.

这个场由式( 7. 171) , ( 7. 172)给出. 作为数量级估计,只取

E 1 (ω, r 2 ) ≈
α1 (ω) E 0 (ω, r 1 )

R
3 g

ωR
c

, ( 7. 206)

此处 g 是无量纲量
ωR
c
的函数, 表示对角度依赖的平均, 在变量范围 0≤

ωR
c

< 1内数量级

为 O( 1) , 且 g ( x ) / x 在 x→0时为有限.以上涨落变量 d, E 的时间振荡因子都不明显写出

了.上述两部分电场之和为 E 2 ,即

E 2 (ω, r 2 ) = E 0 (ω, r 2 ) + E 1 (ω, r 2 ) ,

它诱导产生的偶极矩是

d2 (ω) = α2 (ω) E 0 (ω, r 2 ) + E 1 (ω, r 2 ) ,

相互作用能是

V(ω, R) ≈
1
2
α2 (ω) E 0 (ω, r 2 ) + E 1 (ω, r 2 )

2
.

E
2
0 项只与 r 2 有关而和 R 无关, 可弃去, E

2
1 是高阶项也可忽略.因此

V(ω, R)≈α2 (ω) E 0 (ω, r 2 ) ¡¤E 1 (ω, r 2 )
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= α2 (ω)α1 (ω) E 0 (ω, r 1 ) ¡¤E 0 (ω, r 2 )
g
ωR
c

R 3 . ( 7. 207)

令系统被封闭于体积为V 的盒内,涨落场模式分布是

N (ω) = V
ω

2

c3 dω,

就给出相互作用能

V( R) =
1

R
3∫α1 (ω)α2 (ω) E 0 (ω, r 1 ) ¡¤E 0 (ω, r 2 ) g

ωR
c

N (ω) dω.

在ω<
c
R

, 即λ> R 时, E 0 (ω, r 1 )可用 E 0 (ω, r 2 )代, 并有

〈E
2
0 (ω, r 2 )〉¡¤V = h  ω,

因而有

V( R) ≈  
h

( cR) 3∫
c/ R

0
g
ωR
c
α1 (ω)α2 (ω)ω3 dω. ( 7. 208)

对 R 大(推迟重要) , 即 c/ R 小时,ω< c/ R 区域是对积分作出主要贡献的区域, 因此 α(ω)

可用静态α( 0)值取代.作为数量级估计, 有

V( R)≈  
hc
R

7α1 ( 0)α2 ( 0)∫
1

0
g ( x ) x

3
dx

≈  
hc
R 7α1 ( 0)α2 ( 0) , ( 7. 209)

此处积分是 O( 1)量级. 式( 7. 209)给出 V( R)∝R
- 7

, 即 Casimir -Polder 结果.

7. 11 Casimir 效 应

考虑两块 L× L 完全导体,距离为 d (图 7. 16) .以边长方向为 x , y 轴, d 方向为 z 轴.

盒中电磁波模式为

ωl mn = πc
l

2

L
2 +

m
2

L
2 +
n

2

d
2

1/ 2

, ( 7. 210)

此处 l, m, n 是正整数或 0.盒中场的零点能是

E 0 ( d ) = ∑
l , m , n

′2×
1
2

h  ωl m n

= ∑
l , m , n

′πh  c
l

2

L
2 +

m
2

L
2 +
n

2

d
2

1/ 2

. ( 7. 211)

式中因子 2来源于每一个模式 l , m, n≠0的两个独立偏振态. 求和号上的撇号“′”意为如

果三个指标 l , m, n 中的一个为 0时,不用因子 2, 因为对这种模式只有一个偏振态①. 设

dn L, 对 l 和 m求和就可以用积分代替, 即对 kx , ky 已没有任何限制, 亦即
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① 如果 n 为 0, 即 kz=
πn
d

= 0, 波在 xy 平面传播 , 偏振矢量只能在平行于 xy 平面且垂直于 k的方向 .



E 0 =  
hcL 2

π
2 ∑
n

′∫
∞

0
dx∫
∞

0
dy x

2
+ y

2
+
π2n2

d
2

1 / 2

. ( 7. 212)

在体积 L× L× d 的自由空间中的零点能为

E 0 , fre e =  
hcL

2
d
π

3∫
∞

0
dx∫
∞

0
dy∫
∞

0
dz( x 2 + y2 + z 2 ) 1 / 2 , ( 7. 213)

此处所有模式都不受局限. E 0 - E 0 , free就代表在 z 方向对模式的局限给零点能带来的变

化,即

V( d ) = E 0 - E 0 , fre e =
L 2  hc
π2 ∑n ′∫

∞

0
dx∫
∞

0
dy x

2
+ y

2
+
π2n2

d 2

1/ 2

-
d
π∫
∞

0
dx∫
∞

0
dy∫
∞

0
dz x 2 + y2 + z2 1/ 2

.

变换到极坐标 x 2 + y 2 = r 2 ,∫
∞

0
dx∫
∞

0
dy =
π
2∫
∞

0
dr r , 上式变为

V( d ) =
L

2
h  c
π

2
π
2 ∑n ′∫

∞

0
dr r r 2 +

n2π2

d 2

1 / 2

-
d
π∫
∞

0
dz∫
∞

0
dr r( r

2
+ z

2
)

1/ 2
. 图 7. 16 两块 L× L

完全导体 ,距离为 d

令 ξ=
r

2
d

2

π2
,  η=

z d
π

, 上式变为

V( d ) =
L 2  hcπ2

4d 3 ∑
n

′∫
∞

0
dξ(ξ+ n2 ) 1 / 2 -∫

∞

0
dη∫
∞

0
dξ(ξ2 + η2 ) 1 / 2

. ( 7. 214)

这是两个发散积分之差.定义

F ( u) ≡∫
∞

0
dξ(ξ+ u2 ) 1 / 2 , ( 7. 215)

式( 7. 214)就可写为

V( d ) =
π

2  
hcL

2

4d
3

1
2

F ( 0) + ∑
∞

n= 1

F ( n) -∫
∞

0
dηF (η) . ( 7. 216)

级数与积分之差由 Euler-Maclaurin 公式给出:

∑
∞

n= 1

F ( n) -∫
∞

0
dηF (η) = -

1
2

F ( 0) -
1
2!

B 2F′( 0) -
1

4!
B4 F�( 0) - ⋯, ( 7. 217)

式中的 Bernoulli数 Bν定义为

y
e

y
- 1

= ∑
∞

ν= 0

Bν
y
ν

ν!
, ( 7. 218)

图 7. 17 切断函数

且 B2 =
1
6

, B 4 = -
1
30

, 等等.积分仍是发散的. 原因是

对波长比原子尺度还小的模式, 完全导体近似就不

再适用了.因此需要引入一个切断函数 f ( k) , 它对波

矢大小超过临界值(原子尺度的倒数) km 时函数值迅

速降至 0, 而对 k�km 时, 函数值为 1(图 7. 17) . 这样

积分就可以写作
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F ( u) =∫
∞

0
dξ(ξ+ u

2
)

1/ 2
f
π
d
ξ+ u

2
,

f 的余量就是 k 波矢的大小.变换积分变量为 ζ= ξ+ u
2 , 有

F ( u ) =∫
∞

u2
dζ(ζ)

1 / 2
f π ζ

d
, ( 7. 219)

此处 F 对 u 的依赖只通过积分下限, 故有

F′( u) = - 2u2 f
πu
d

. ( 7. 220)

在求 F 对 u 的更高阶微商时, 注意到 f ( 0) = 1并 f ( k)的各阶微商在 k= 0 处为 0. 因此

F ( 0) = 0, F′( 0) = 0, F�( 0) = - 4, 更高阶微商在 k= 0 处都为 0. 这样 Euler-Maclaurin 级

数就可求出,而得到

V( d )
L

2 =  
hcπ

2

d
3

B 4

4!
= -
π

2

720
 

hc
d

3 . ( 7. 221)

这个结果与切断频率无关,是个“很干净”的结果. 平行板单位面积上的力是

F = -
π

2

240
h  c
d

4 . ( 7. 222)

这是个很微弱的力.如果 d 用 μm 表示, 这个力的大小是-
0. 013
( dμm ) 4 dyn / cm

2 . Sparnaay
[ 23 ]

于 1958年在实验中测出了它, 不仅测出力的大小,而且测出了力与距离的关系.

关于本节内容请参阅文献[ 22] .

7. 12 关于 Casimir 效应、Lamb 能移和 van der Waals

相互作用的诠释

  从以上的讨论几乎可以判断, Casimir 效应的物理本质就是导体平面所造成的零点能

变化.但是 Sch winger 与合作者
[ 24]
用他的“源理论”导出了 Casimir 效应, 在理论中真空是

所有物理性质为 0 的状态,当然也没有零点能. P . W . Milonni和 W . A . Smit h 也不用零点

能导出了 Lamb 能移
[ 2 5] . 在物理学中不同的方法往往会得出相同的结果, 但这里不仅是

方法不同,而且物理前提也好像不同. P . W . Milonni和 M. L. Shih
[ 2 6, 2 7]的一项研究可能有

所启发. 他们计算平行电介质平面间的力, 只考虑源场, 并未涉及零点能. 结果与 Lifshitz

的符合, 并在 ε→∞得到 Casimir 效应结果. 电介质单位体积内有 N 个相同的原子, 由电

场 E 产生极化强度 P. E 由两部分场组成:

E ( r , t) = E 0 ( r , t) + E s ( r , t) , ( 7. 223)

E 0 是真空场, E s 是“源场”, 即其它原子的偶极场在 r 处的值,以宏观电介质常数修正. 相

互作用能 E量是

〈E〉= -
1
2∫d3 r〈P ¡¤E〉. ( 7. 224)

这里有个 P 与 E 的排序问题. 如果采用正规乘积排序,则有
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〈E〉= -
1
2∫d

3
r〈E

( - )
¡¤P + P ¡¤E

( + )
〉, ( 7. 225)

此处( + )和( - )代表同消灭与产生光子算符相联系的算符 E 的正和负频率部分. 由于

E
( + )

©¦0〉= 0,〈0©¦E
( - )

= 0, 就不再出现零点能. 文献[ 26]就是采用这种排序得到的结果. 如

果采用对称排序,即有

〈E〉= -
1
4∫d

3
r〈P ¡¤E + E ¡¤P〉

=〈E〉va c +〈E〉s , ( 7. 226)

此处

〈E〉va c= -
1
4∫d

3
r〈P ¡¤E 0 + E 0 ¡¤P〉,

〈E〉s= -
1
4∫d3 r〈P ¡¤E s + E s ¡¤P〉.

( 7. 227)

由于 Green 函数正频率部分 F ourier 变换的对称性质,〈E〉s = 0
[ 26]

. 由于采用对称排序这

个性质才会发生作用,因此在计算相互作用时只取场的真空涨落即可. 用零点能还是用源

场,只是排序不同. 零点能是有趣的和有用的概念,但它并不是现象的唯一的诠释.
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第 8 章

量子 H a ll 效应

在量子 H all 效应研究的 20 年期间已经授予过两次 N obel 物理奖. 在整数量子 H all

效应的研究中发现 H all 电阻的量子化值完全由基本常数表达.在凝聚态物理的研究中所

测的数值与固体材料的特性无关,这属于例外情况. 这个现象反映了物理学中基础的规律

性.在 8. 2, 8. 3节中我们给出为理解量子 Hall效应所必需的一些理论基础, 即 Landau 能

级和磁通量子化. 在 8. 4 节中介绍整数量子 Hall效应的实验结果和理论诠释,包括对于

这个现象反映基础规律的 Laughlin 的规范不变性论据.

分数量子 H all 效应对实验物理学家的经验和造诣要求很高,而其理论诠释更富挑战

性. 在整数量子 H all 效应中量子化 H all 电阻对应被填满的 Landau 能级数, 那么在分数

量子 H all 效应中一个 Landau 能级填充 1/ 3, 2/ 5 等又有何特殊之处呢? 想要写出这样状

态的近似波函数不仅要求物理的洞察力, 即理解到这样的状态是电子间相互作用形成的

强关联的集体态,而且要求辛勤地去设想波函数的形式并一步一步使用试探波函数以验

证其正确性,结果产生的 Laughlin 波函数比人们所能期望的还要准确得多. 除基态外, 也

获得了原激发(分数电荷的准粒子和准空穴)的波函数. 大量高质量的研究成果使人们认

识到分数量子 H all 态是一种新型量子流体的状态.在 8. 5节中介绍这些发展.

其它各节讨论理论概念的进一步发展. 例如, 整数和分数量子 H all 效应可以在复合

Bose 子图画基础上达到统一的理解, 复合 Bose 子是电子和奇数磁通量子束缚在一起形

成的.此外, 还讨论了量子 H all 物质的整体相图.

8. 1 经典 Hall 效应

将长方条形导体沿其长度( x 轴)加一电场 E x ,它产生的电流密度为

j x = nev, ( 8. 1)

此处 n 是载流子密度, e及 v分别为其电荷及速度. 在 z 方向加均匀磁场 B, 电流即发生偏

转, 在垂直于 y 轴的两个侧面上积累异号电荷, 这些电荷产生横向电场 E y . 当 E y =
1
c

vB

时( c为光速 ) , 电流在 y 方向就不再受力.当电流稳定后测出 j x , E y 和 B. 定义电阻率 ρH

为

ρH =
E y

j x
, ( 8. 2)

据 E y 与 B 的关系可得
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ρH =
B
nec

. ( 8. 3)

图 8. 1 经典 Hall 效应

通过测量各量能推出载流子浓度. 如载流子为电子, 则 E y 沿 - y

方向;载流子为空穴, E y 沿+ y 方向.

这个效应是 1879年 Edw in H . H all 发现的. 发现后约 100年,

K laus von Klitzing 和 Dorda, Pepper 发现了量子 Hall 效应. 由于

这项发现, Klitzing 获得了 1985 年诺贝尔物理奖.

在 y 轴方向的电势差称为 Hall电压 U H ,它和 E y 的关系是 UH

= E y L y , 此处 L y 是导体横向宽度. 从式 ( 8. 2)可知 UH 和 B 成正

比,这个线性关系示于图 8. 1.

8. 2 电子在均匀磁场中的运动, Landau能级

带电粒子在均匀磁场中运动的量子力学问题是 L. D. Landau 在 1930年解决的.沿 z

方向均匀磁场 B 的矢量势选为

Ax = - By,  Ay = Az = 0. ( 8. 4)

Schro�dinger 能量本征方程是

Ĥ ψ=
1

2m
p̂ x +

eB
c

y
2

+ p̂ 2
y + p̂ 2

z ψ- μsz Bψ= Eψ. ( 8. 5)

式中 sz 是电子自旋 z 分量, - μsz B 是电子自旋磁矩在磁场 B 中的能量. 由于 H amilt on 量

中不含坐标 x 和 z , 因此 p x 和 p z 都是运动常数,求解时可将 ψ写作

ψ( x , y , z ) = ex p
i
h

( p x x + p zz )
 

χ( y ) . ( 8. 6)

将式( 8. 6)代回式( 8. 5)即得χ( y)所满足的方程:

χ″( y ) +
2m  
h2 E + μszB -

p 2
z

2m
-

1
2

mω
2
c ( y - y0 )

2
χ( y ) = 0, ( 8. 7)

式中 y0 = -
cp x

eB
, ( 8. 8)

ωc =
eB
mc

, ( 8. 9)

ωc 是电子在磁场 B 中的进动频率. 式 ( 8. 7) 正是一维谐振子所满足的方程. 因此式中

E + μszB-
p 2

z

2m
正是能量本征值 n+

1
2

h  ωc. 故有

E n = n +
1
2

h  ωc +
p 2

z

2m
- μsz B, ( 8. 10)

相应的本征函数是

χn ( y) =
1

π1 / 4 a 1/ 2 2nn!
exp -

( y - y 0 ) 2

2a
2 H n

y - y 0

a
, ( 8. 11)

式中 H n 是 H ermite 多项式, a = h  / mωc .有趣的是 p x 并不进入能量的表达式,而是通过
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式( 8. 8)确定谐振子的平衡位置. 若粒子在 x 方向的运动不受局限,则 p x 可以连续取值.

若 x 方向的范围由长 L x 所局限,则 p x 值是分立的, 即

p x =
2π  h
L x

l , ( 8. 12)

此处 l= 0,±1,±2,⋯. 相应的平衡位置也是分立的,其间隔为

Δy 0 =
c

eB
2π  h
Lx

. ( 8. 13)

在 L y 长度内能排下的平衡位置数目为

L y

Δy0
=

eBL x L y

hc
,

而在 xy 平面单位面积内的平衡位置数目,亦即单位面积内态的数目

nB =
eB
hc

. ( 8. 14)

  若电子被局限于二维空间 ( xy 平面)中运动, 即没有 z 方向的自由度, 且磁场足够强

以使电子完全极化( - μszB 为常数) ,能量本征值即可简单地写作

E n = n +
1
2

h  ωc. ( 8. 15)

能级是分立的,它们称为 Landau 能级. 对于某一个 Landau 能级, 在 y 方向的平衡位置数

由式( 8. 14)给出,因此 Landau 能级的简并度也就是 nB .

沿 z 轴的均匀磁场 B 也可以选用矢量势的对称规范:

A x =
B
2

y ,  Ay = -
B
2

x ,  Az = 0. ( 8. 16)

H amilt on 量是

Ĥ =
1

2m
p̂ x -

eB
2c

y
2

+ p̂ y +
eB
2c

x
2

, ( 8. 17)

此处完全极化的电子自旋在磁场中的能量作为一个常数就不再列入了. 以( 8. 11)式中的

a 0 作为长度单位,

a 0 =  
h

mωc

1/ 2

=  
hc
eB

1/ 2

, ( 8. 18)

并用复坐标 z 及 z
* 作为独立变量取代 x 及 y:

z =
x + iy

2a0
,   z* =

x - iy
2a 0

. ( 8. 19)

从式( 8. 19)得

�
�z

= a 0
�
�x

- i
�
�y

,  
�
�z
* = a0

�
�x

+ i
�
�y

. ( 8. 20)

可以简单地从式( 8. 19) , ( 8. 20)得出以下几个关系:
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z
*

z =
1

4a
2
0
( x

2
+ y

2
) ,

z
�
�z

- z*
�
�z
* = i y

�
�x

- x
�
�y

,

�
�z
�
�z
* = a 2

0
�

2

�x
2 +
�

2

�y
2 .

( 8. 21)

将( 8. 17)式用 z 和 z
*
表示,有

Ĥ =
1
2

h  ωc - a2
0
�

2

�x
2 +
�

2

�y
2 +

1
4a

2
0
( x 2 + y 2 ) - i y

�
�x

- x
�
�y

=
1
2

h  ωc -
�
�z
�
�z *

+ z
*

z - z
�
�z

+ z
* �
�z*

=
1
2

h  ωc z* -
�
�z

z +
�
�z
* + 1

定义算符 a 和 a
�
为

a =
1

2
z +
�
�z
* ,  a

�
=

1

2
z
*

-
�
�z

, ( 8. 22)

就得到

Ĥ = h  ωc a
�
a +

1
2

. ( 8. 23)

a 和 a
�
满足对易关系

a, a� = 1. ( 8. 24)

在 a
�

a 对角化的表示中,能量本征态是

E = h  ωc n +
1
2

. ( 8. 25)

这正是二次量子化的谐振子问题. 由式( 8. 17)所定义的Ĥ , 本是二维问题, 应该还有一个

自由度和相应的量子数,就像Ĥ (式( 8. 5) )中的 p̂ x 一样.它不进入能量本征值的表达式,

但决定谐振子的平衡位置.和( 8. 22)式相比, 可类似地定义

b =
1

2
z
*

+
�
�z

,  b
�
=

1

2
z -
�
�z
* , ( 8. 26)

它们也满足

[ b, b�] = 1,

[ b, a
�
] = [ b, a ] = 0,

[ b
�

, a
�
] = [ b

�
, a ] = 0.

( 8. 27)

因此, Ĥ 的本征态也可以同时是 b
�

b的本征态,即有

Ĥ ψnm = h  ωc n +
1
2
ψnm ,

b
�

bψnm = mψnm .
( 8. 28)

Ĥ 的本征态ψ0m满足

aψ0m = 0,
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即

z +
�
�z *
ψ0m = 0.

它的解可以从一个最低解ψ00生成,此处

ψ00 = cons t e - z z
*

. ( 8. 29)

将 b
�作用于 ψ00上 m次, 有

ψ0 m = const ( b
�

)
m
ψ00 = const z

m
e

- z z*

,  m = 0, 1, 2,⋯, M . ( 8. 30)

m 就是角动量量子数:用角动量(沿 z 轴)算符 L= - i h  x
�
�y

- y
�
�x

= h  z
�
�z

- z*
�
�z*

作用在 ψ0m上, 并用 Lz
m
= h  mz

m
, Le

- z z*

= 0,就得 Lψ0m = h  m ψ0m . m 的上限 M 可以如下确

定.对 m= M 态求〈x
2
+ y

2
〉:

1
4a 2〈x

2
+ y

2
〉=
∫
∞

0
( z* z ) M e - 2 z

*
zz * zdzdz*

∫
∞

0
( z
*

z )
M

e
- 2 z* z

dzdz
*

=
M + 1

2
,

在积分中 dzdz
*
可以用平面极坐标面积元 2πrdr 代替, z

*
z = r

2
, 取积分即得结果. 若二维

平面面积为 A ,则有

A = π〈x 2 + y 2〉= 2πa 2
0 ( M + 1) .

当 M 很大时,单位面积上态的数目 nB 是

nB =
M
A

=
eB
hc

,

即

M =
BA
Φ0

=
Φ
Φ0

, ( 8. 31)

此处Φ为通过平面的磁通量. 结果和式( 8. 14)相同. Ĥ 和 b
�

b的本征函数是

ψnm = cons t ( b� ) m ( a� ) nψ00

= cons t z -
�
�z
*

m

z* -
�
�z

n

e - z z
*

. ( 8. 32)

第一 Landau 能级上的各态是

ψ0m = cons t z
m
e

- z * z
,  m = 1, 2, ⋯, M. ( 8. 33)

8. 3 磁通量子化

在本书 2. 1 节中讨论了磁通量子化.在空心的超导圆柱环内通过的磁通是量子化的,

是 hc/ 2e的整数倍. 杨振宁和 N . Byers 指出, 这并非电磁场新的物理原理. 若 q是带电粒

子的电荷, 则磁通量子 Φ0 = hc/ q的存在是规范不变性以及波函数单值性的结果. 在超导

体中存在 Cooper 对, q = 2e, 因此实验中测出的磁通量子是 hc/ 2. 在 2. 1 节讨论的

A haronov-Bohm效应表明延展态电子在 B= 0的区域内可以感知磁通 Φ的存在, 但在 Φ
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的值相差一个磁通量子 Φ0 = hc/ e 时, 干涉条纹是没有区别的. 在量子 Hall 效应的物理

中,磁通量子化也是重要的.

设在 xy 平面原点处有沿 z 轴的磁通 Φ通过. 在整个平面(除原点外 )上 B= 0. 因此,

可以选矢量势

A = è χ. ( 8. 34)

上式在除原点以外的各处成立.这样就有 B= è× A= 0, 原点除外. A应满足

∮A ¡¤dl = Φ, ( 8. 35)

此处闭合路径应包括原点在内. 为了明确地写出 χ的形式, 设路径是以 R 为半径以原点

为圆心的圆,并选 χ为仅依赖方位角的函数,这样

∮A ¡¤dl =
1
R
�χ
��

©¦r= R ¡¤2πR = Φ. ( 8. 36)

因此,

χ=
Φ
2π
�.

此处�是方位角.在规范变换中

A→ A′= A + è α,

ψ→ ψ′= exp
ie  
hc
αψ,

( 8. 37)

此处α是任意空间坐标的函数. 由于不涉及标量势,故α可以与时间无关.若选α= - χ, 则

有

A′= 0

ψ′= exp -
ie  
hc
χ ψ= exp - i

Φ
Φ0
�ψ.

( 8. 38)

在变换中Φ从 A中转到ψ′中了.如果波函数是描述延展态的, 坐标 �可以取任何值. 如果

令�连续变化,从 �变到�+ 2π, 则波函数的单值性要求

Φ
Φ0

= m,  m = 0, ± 1, ± 2,⋯ .

整数倍磁通量子可以用规范变换把它除掉,即 mΦ0 不会改变物理, 它不改变能量状态, 仅

在波函数前乘一个相因子.

考虑第一 Landau 能级上的状态( 8. 33)式, 式中 m 最大值 M 由( 8. 31)式给出. 将磁

通 Φ绝热地变化为 Φ±Φ0 ,变化后的 M 值为 M±1.在磁通变化过程中 H amilton 量是时

间函数 Ĥ ( t) . 根据绝热近似的原理① , 态( 8. 33)式在演化中一直保持为Ĥ ( t)的“瞬时定

态”.在磁通变化完成后, Hamilton 量实际上与以前没有区别, 因为一个磁通量子可以用

规范变换除去, 因此变化后的态仍是原来 Ĥ 的本征态. 原有的 ψ0M现在变为 ψ0, M± 1 .角动

量的变化是由于磁通变化感应电动势, 在方位角减小(增加)方向, 它加速(减速)电子, 增

加(减少)角动量.一般情况下 m→m±1仍留在第一 Landau 能级内.唯一的例外是 m从 0
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进一步减小(相当于用 b作用于 ψ00上) , 它的结果是 const z
*

e
- z z*

. 容易验证, 这是第二

Landau 能级上的一个态.

8. 4 整数量子 Hall 效应

实现量子 H all 效应,首先要获得“二维电子气”,即电子被约束在二维平面上运动. 这

能使它们的能量状态成为式( 8. 15)所示的分立的 Landau 能级. 可以用电场使电子局限

在半导体表面.这可以采用硅金属氧化物场效应管( MOSFET )或 GaAs-Al x Ga1- x As 异质

图 8. 2 量子 Hall 效应测量示意图

结构实现 [ 1 ] .测量示意图 8. 2中端 a , b间是纵向电压U L ,端 a , c间是 Hall 电压 UH ,磁场 B

垂直于平面. 电流 I 流过长 L x , 宽 Ly 的二维导体, 测出 B, UL 和 UH . 实验是在低温 ( K 量

级)及强磁场(�10T )下进行的.这时电子是完全极化的, 自旋能量项是常数, 可以略去.

在样品方面要求成分控制很严.从测量中可以导出纵向电阻 R x =
UL

I
(文献中有时称为对

角电阻)和 Hall 电阻 R H =
UH

I
.图 8. 3给出它们随磁场 B 变化的关系, 图中画出的ρx x就是

纵向电阻率 ρx , ρx y就是 Hall 电阻率 ρH . 这种表示方法和下文(式( 8. 49) )讨论有关, 在文

献中也是常用的.另外对于二维情况, H all 电阻 R H 与 H all 电阻率ρH 相同, 因为二维情况

的电流密度定义是单位长度上通过的电流,即有

R H =
U H

I
=

E y Ly

j x Ly
=

E y

j x
= ρH . ( 8. 39)

  同理, 纵向电阻与纵向电阻率成正比, 即 Rx =
Ux

I
=

E x L x

j x L y
= ρx

L x

L y
. 和经典 Hall 效应显

著的差别在于:这里 ρH 和 B 不再呈线性关系. von K lit zing 发现,二维电子气的 Hall电阻

R H 与 B 的关系是在总的直线趋势上出现一系列平台(称为量子化 Hall 电阻 ) , 它们出现

在

R H =
h
ie2 ,  i= 1, 2, 3, ⋯ ( 8. 40)

对应平台的 B 值处, 对角电阻 R x 为 0. 出人意料之外的是, 量子 H all 电阻的值与具体材

料无关,仅依赖于普遍常数 h 和 e. 在理想条件下能测得十分精确 (误差百万分之一) , 即

有
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RH =
25812. 8
i
Ω . ( 8. 41)

由于 i为整数, 此效应被称为整数量子 H all效应. 它已经用于计量学,作为电阻标准.

对整数量子 H all 效应, 可以从单电子性质出发加以理解. 从式( 8. 14) , ( 8. 15)可知,

样品上 Landau 能级简并度是

N B = nB L x L y =
e

hc
BL x L y =

Φ
hc/ e

, ( 8. 42)

此处Φ是通过样品的磁通量, 分母上的 hc/ e正是磁通量子Φ0 , 即

图 8. 3 整数量子 Hall 效应

Φ0 =
hc
e

, ( 8. 43)

故有 N B =
Φ
Φ0

. ( 8. 44)

这个关系的意义是, 如果一个 Landau 能级被填满, 则每个电子能分摊到一个磁通量子.

如有 i个 Lan dau 能级刚好填满, 则电子总数 N ( N = iN B )与总磁通量 Φ的关系是 N =

iΦ/Φ0 .

一个 Landau 能级刚好被填满时,电子的表面密度是

ns =
eB
hc

, ( 8. 45)

而 H all 电阻就是

RH =
B
n sec

=
h
e

2 . ( 8. 46)

若有 i个 Landau 能级被完全填充, 则应有
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RH =
h
ie

2 . ( 8. 47)

至此, 我们确立了量子化 H all 电阻的值与 Lan dau 能级填充数的关系. 定义 Landau 能级

的填充因子

ν=
n s
nB

=
ns

eB/ hc
, ( 8. 48)

它是电子数目与一个 Landau 能级简并度之比,表明 Landau 能级被填充的程度. ν= i(整

数)时, 就给出量子化的 H all 电阻值. 在此处的平台反映出填充态的一种稳定性. 实验给

出,在 υ= i时横向电阻为 h / ( ie
2
) , 纵向电阻为 0. 若将电阻率、电流密度、电场关系写作

E x = ρxx j x + ρx y j y ,

E y = ρyx j x + ρy y j y ,
( 8. 49)

并将ρ写成矩阵形式,则有

ρ=

0
h
ie2

-
h
ie

2 0

. ( 8. 50)

这里,电流方向与电场方向垂直. 电导率σ是 ρ的倒数, 在矩阵形式下它是

σ=
0 -
ie2

h

ie
2

h
0

. ( 8. 51)

ν= i的量子 Hall状态是以 ρx x = 0,σx x = 0 为表征的,在 8. 6 节中讨论整体相图时还会用到

这些关系.

既然量子化 Hall电阻是由能级填充决定的, 那么为什么不反映固体材料的性质呢?

固体内的周期势会使电子的有效质量 m
* 有所不同, 但它不影响 Landau 能级的填充. 考

虑样品有限大小、有限温度、电子-电子相互作用、杂质影响等, 大量的理论工作导致同样

的结果:只要 σxx = 0,这些效应都不会给量子化的 H all 电阻值带来修正
[ 1 ] .若干年来在凝

聚态物理方面的研究还没有出现过如此“基本”的规律性.杂质的存在会带来局域态, 但不

会影响量子化 H all 电阻值① .正是杂质带来的局域态说明了平台的存在. 在固体中传导电

子的 Landau 能级扩宽为 Landau 能带,在 Landau 能带间是局域态, 图 8. 4 绘出这些能级

的态密度. 当一个 Landau 能带被充满时, 传导电子提供 H all 电阻 h/ e
2 .设此时磁场 B 减

小, 根据式( 8. 14) Landau 能带所能容下的电子数减少. 由于 Pauli不相容原理, 多余的电

子就应排到下一个 Landau 能带上去. 这本来会带来 H all 电阻的连续变化, 但由于在

Landau 能带之间有局域能级的存在, 多余的电子首先会排在这些局域态上. 它们不参与

传导过程,因此并不导致 H all 电阻的变化, 这就是平台. 磁场继续减小, 直到 Fermi能量

E F 达到下一个 Landau 能带. 电子继续布居在 Landau 能带的延展态中, 此时平台结束,

H all 电阻继续连续变化.
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图 8. 4 强磁场下二维电子气能级密度示意图
图 8. 5 环形金属带模型用以

证明量子化 Hall 电阻

  量子化 Hall电阻的普遍性是个富有挑战性的问题, Robert Laughlin 在 1984年从规

范不变性这个基本的物理学原理说明了这个问题.考虑一个周长为 L x 的带状样品形成的

闭合环(见图 8. 5) .处处有垂直于带的磁场 B 穿过( z 轴方向 ) , 带的上下侧( y 轴方向)有

电压降 UH , 沿带( x 轴方向)有电流 I 流过,它产生通量 Φ从环中穿过. 由于 ρx x = 0,没有

耗散,因此能量守恒. 电流、磁通与能量之间的关系是

I = c
�E
�Φ

. ( 8. 52)

此式可以简单推导如下.环上电流使环具有磁矩 μ=
I
c

S , S 是环的面积. 令磁通Φ有一微

小变化 δΦ,相应磁场变化是 δΦ/ S , 磁矩 μ在其中的能量变化是 δE = μ
δΦ
S

=
I
c
δΦ, 即式

( 8. 52) .电子的波函数是(参见式( 8. 6) )

ψ( x , y) = exp
i  
h

p x x χ( y) , ( 8. 53)

它的单值性要求 p x =
2π  h
L x
n( n 为整数, L x 为环周长) .各电子不同的 p x 值与不同的 y 方向

的平衡位置 y0 相对应(见式( 8. 8) ) . 设磁通Φ变化一个磁通量子Φ0 = hc/ e, 从式( 8. 38)可

知, 磁通一个单位的变化就相当于在波函数上乘以一个相因子 e
i�
,方位角 �在图 8. 5 上就

是 2πx / L x . 在波函数( ( 8. 53)式)引起的变化是 p x→p x + 2πh  / Lx , 这相当于各电子的 p x

值都改变 2πh  / L x ,即取代其前面一个电子的原有 p x 时才有可能实现. 每个电子都向上移

一步, 其结果就相当于具有最小 p x 值的电子移到具有最大 p x 值的地位. 相应地, 就相当

于 y 方向平衡位置从带的一端换到另一端. 磁通变化导致 x 方向的感应电场, 由于 H all

流体的电导只有反对角元(见式( 8. 51) ) ,电场导致 y 方向的电荷运动. 两端电势差是 UH ,

因此能量变化是 eUH . 若有 i个 Landau 能级被充满, 则总能量变化是

ΔE = ieU H . ( 8. 54)

根据式( 8. 52) ,有

I = c
ΔE
Φ0

= c
ie
Φ0

UH =
ie

2

h
UH , ( 8. 55)

这正好给出
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RH =
h
ie

2 . ( 8. 56)

由此可见 H all 电阻的普遍性是基于规范不变性这一物理学基础原理之上的. Laughlin 认

为,整数量子 Hall 效应的平台实际上是对基本电荷 e的量度. 因此,当分数量子 H all 效应

发现后不久, Laugh lin 便作出了判断, 在那里准粒子激发带有分数电荷.

在以上的讨论中没有考虑晶体的周期场, 可以将周期场的效应看作导致有效质量和

有效介电常数. 8. 2节 Landau 问题的解实际上是 Wannier 波函数的包络函数
[ 1 9] .

在 von Klitzing 发现整数量子 Hall 效应的同时, 关于 A nderson 局域化的研究也有

了进展 [ 2 6] . 解释量子 H all 效应的平台, 必须考虑局域态, 但根据 Anderson 局域化的概

念,二维电子运动受无序的影响很大, 以至于所有电子状态都是局域的. 这个结论明显地

和量子 Hall效应的实验现象矛盾, 因为H all 电流需要延展态电子载带. R . Prange 在理论

上给出, 在 Landau 能级处延展态必然存在, 如图 8. 4所示, 且 Hall 电流值并不因局域态

的存在而改变① .从 Laugh lin 规范不变性的论据(图 8. 5)的进一步发展, H alperin 给出在

无序存在情况下延展态必然存在的结论
[ 27]

. Anderson 局域化理论是基于重正化群方法

之上的, A . Pruisken 指出了
②如果在这个方法中包括进来瞬子的非微扰效应将会改变其

结论.

8. 5 分数量子 Hall 效应, Laughlin 波函数

当二维电子气处在更强的磁场和更低温度 (例如 20T 和 0. 1K )并在最纯净的样品

中, 新的规律又出现了
[ 3]

. 崔琦、St o¨ rmer 和 Gossard 发现, 在分数填充数 ν= 1/ 3, 2/ 3,

2/ 5, 3/ 5, ⋯等数值时,也出现了量子化的 H all 电阻平台 (见图 8. 6) .图的上部画出 H all

电阻ρxy ,它的单位是 h/ e
2
. 这是为了显示出它的量子化性质,即在 h/ ( ie

2
)处( i= 整数是整

数量子 Hall效应, i= 1/ 3, 2/ 3, 2/ 5, 3/ 5, ⋯是分数量子 H all 效应)出现量子化的平台. 为

了表示出ρx y的数值,在这部分图上标出了 10kΩ的大小.图的下部是纵向电阻 ρx x , 由于它

没有量子化的问题,就以 Ω为单位,图上给出 1kΩ的大小. 对应 ρx y的量子化平台有 ρx x的

极小值出现. 如何理解分数量子 Hall 效应曾是个难题. 对整数量子 H all 效应,填充数为

整数的状态是稳定的,因为再加一个电子就需要把它放在下一个 Landau 能级, 需要超越

一个能隙 h  ωc .现在并没有填满 Lan dau 能级,例如 ν=
1
3
表示第一个 Lan dau 能级只填了

1/ 3. 是什么原因使这个填充状态稳定呢? 整数量子 Hall效应是基于单电子图画基础上

的,和多电子原子结构的考虑类似. Laughlin意识到分数填充数状态是一个多粒子集体的

凝聚体, 电子-电子间的相互作用十分重要, 它们导致强的关联. Laughlin 从包含电子-电

子相互作用的多电子 H amilt on 量出发, 借助于液氦理论中的模型波函数,猜测、试验究竟

如何能得到描述这种体系的波函数.对于填充数 ν= 1/ m( m 为奇数) , 他得到
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图 8. 6 分数量子 Hall 效应

ψm ( z 1 ,⋯, z n ) = ∏
n

j < k

( z j - z k )
m
exp -

1
4∑
n

l = 1

©¦z l ©¦
2

. ( 8. 57)

此处 zi= x i+ iyi 代表第 i个电子的坐标 ( x i, y i) . 指数函数是谐振子基态波函数, 而

( z j - z k ) m代表了电子 j 与 k 间的强关联,同时又给出了波函数对 z j 与 z k 交换的反对称性

(注意 m 是奇数) .反对称性是 Pauli不相容原理的要求. 这个因子使两个电子互相躲避:

当任一对 z j = z k 时波函数为 0. 在写出这个波函数之前 Laugh lin 作了许多论证工作
[ 13] .

下面对波函数( 8. 57)式以及准粒子波函数作简单介绍.

多体系统的 H amilt on 量是

H = ∑
j

1
2m

 
h
i
è +

e
c

A
2

+ V( z j ) + ∑
j < k

e
2

©¦z j - z k ©¦
, ( 8. 58)

此处 V( z j )是均匀正离子(表面电荷密度为 σ)产生的势:

V( z ) = - σe
2∫ d

2
z′

©¦z - z′©¦
, ( 8. 59)

矢量势 A仍是

A =
B
2

( y x̂ - x ŷ ) . ( 8. 60)

最低 Landau 能级的波函数©¦m〉≡ψ0m是

©¦m〉=
1

2
m+ 1
πn!

1 / 2 z
m

exp -
1
4

©¦z ©¦
2

, ( 8. 61)
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其中长度的尺度是 a =  hc
eB

1 / 2

. 如上文所分析,对分数量子 H all 态, 电子间的关联是重要

的.在液氦理论中为了表现原子间的关联, 用过一种称为 Jas trow 形式的波函数:

ψ( z 1 ,⋯, z N ) = ∏
j < k

f ( z j - z k) exp -
1
4∑l ©¦z l ©¦

2
. ( 8. 62)

f 是奇函数, 即 f ( z) = - f ( - z )以保证 ψ满足 Pauli不相容原理. 角动量守恒要求 f 对 z

为齐次的,因此只能是多项式. 唯一的可能是

ψm ( z1 , ⋯, zN ) = ∏
j < k

( z j - zk ) m exp -
1
4∑l ©¦z l©¦2 , ( 8. 63)

此处 m 是奇数. 由于 ( z j - zk )
m
表示 j 与 k 的相对运动角动量为 m, 可知总角动量为

N ( N - 1)
2

m.角动量守恒要求 m 是固定的数,不能再取不同奇数 m波函数叠加. 它代表位

于第一个 Landau 能级上 N 个彼此相关联的电子的波函数. 式( 8. 63)中 m 值的确定方法

如下:选定一个电子的复坐标,例如 z1 , 乘积因子∏
j < k

展开后 z1 的最高幂是 m( N - 1) . 和

第一 Landau 能级单粒子波函数( 8. 61)式及 m 的最大值 M(式( 8. 31) )比较, 对 N 很大时

有

mN = M = nB A,

即

m =
nB

N / A
. ( 8. 64)

nB 是 Landau 能级单位面积的状态数, N / A 为样品单位面积的电子数 n e ,因此 m 就是式

( 8. 48)定义的填充因子ν的倒数:

m =
1
ν

. ( 8. 65)

例如 m= 3意味着ν= 1/ 3,即 Landau 能级填充了 1/ 3.为了论证式( 8. 63)是填充数为1/ m

的情况下 N 体波函数很好的近似, Laughlin 对 N = 2, N = 3 的情况作了详细分析, 然后

论证式( 8. 63)是 Jas trow 形式中满足物理条件的唯一形式. 他还用 ψ3 , ψ5 , ψ7 ,ψ9 波函数进

行了〈Ĥ 〉的计算, 证实了至少在 m= 3, 5, 7情况下, 式 ( 8. 63)比有关的 H art ree-Fock 波

函数所得的能量要低.

以 ψm 为基态的元激发(准粒子)具有很独特的性质:它们具有分数电荷. 图 8. 7对此

作出说明. 设一螺线管垂直通过平面中一点. 在螺线管内绝热地增加磁通至一个磁通量

子.根据绝热近似的原理, 原来的基态ψm 将继续成为Ĥ ( t)的本征态.在足够长的时间后,

这个瞬时本征态原则上可以和原来的状态差别很大. 在磁通达到 Φ0 以后, H amilton 量

Ĥ ( t)和原来的Ĥ 只差一个磁通量子, 但整数磁通量子可以通过规范变换去掉, 此时状态

已经演化到Ĥ 的一个本征态,它就是集体的元激发(准粒子) . 为了判断它的性质,以螺线

管为轴画一个圆柱面. 分数量子 Hall态 ( 8. 63)式赖以构成的单粒子波函数 ψ0m在磁通变

化后变为ψ0, m±1 . 这个变化导致单粒子态〈r
2〉= 2a

2
0 ( m±1)的变化, 即有一个单粒子态移入

或移出圆柱面. m= 3意为 Landau 能级填充了 1/ 3, 因此一个态的平均电荷是 e/ 3, 即准粒
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图 8. 7 准粒子具有分数电荷的说明

子或准空穴的电荷应是±e/ 3. D. Haldane 证明
[ 1 5]

, 填充因子 ν= p / q( q为奇数)的分数量

子 H all 态其准粒子的电荷是± e/ q. 分数量子 Hall 态准粒子电荷的实验已有确定结

果
[ 16 , 17, 18]

. 文献[ 16]给出在填充数 2/ 3, 4/ 3, 5/ 3 附近的 Hall 纵向电导率, 结果示于图 8.

8. 纵向电阻与准粒子数成正比,因此与温度的关系是

ρxx ( T ) = ρxx (∞) e
- Δ/ kT

,

此处 Δ是激发准粒子所需能量.σx x (∞) =
( e/ q)

2

h
,它正是各直线的高温外推值会聚处, 但

这还不是对准粒子电荷的直接测量. Laugh lin 给出准空穴和准粒子的近似波函数
[ 1 3]

ψ
z

0
m ( z 1 ,⋯, zN ) = exp ∑

i

z
*
i zi ∏

i

( zi - z0 )∏
j < k

( z j - z k)
m
,

ψ′z 0m ( z 1 ,⋯, z N ) = exp ∑
i

z *i zi ∏
i

( z i - z 0 ) - 1∏
j < k

( z j - z k ) m .
( 8. 66)

用基态和准粒子的波函数进行的计算和实验符合很好.

在图 8.6中 H all 电阻率的平台也是由于准粒子局域态出现而造成的。由于它们不参

加载流过程,因此 Hall电阻并不因其数目变化而改变。

早在 20 世纪 80 年代中期, 崔琦曾提出通过测量准粒子电流的发射噪声直接测量它

的电荷. 只要载流子的流动是相互独立的, 发射噪声就正比于载流子电荷与流的乘积. 要

想得到准粒子电流,困难在于准粒子往往被俘获在杂质附近. 文小刚指出 [ 20 ]准粒子在二

维样品的边缘可以获得解放,沿边缘流动. 流动形成一个准一维通道. C. L. K ane和 M . P.

A . Fisher 建议
[ 21 ]
用量子点接触 (图 8. 9)实现准粒子的独立流动, 量子点接触是在二维电

子气器件中做成一个窄通道.准粒子沿上下两个准一维通道流动(方向由箭头表示) , 在点

接触处准粒子可能通过量子隧穿在两个通道间过渡.由于准粒子数目少, 量子隧穿几率又

低,完全可以保证粒子流的相对独立性. 有两个实验组
[ 22, 23]
分别在 1997年测量了这个微

小电流的涨落(发射噪声)并得到在 ν= 1/ 3条件下准粒子电荷为 e/ 3的直接测量结果. 实

验不仅要求以精密的刻蚀工艺制备量子点接触,还需滤去外电路的噪音以精确测定发射
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图 8. 8 不同温度下的分数量子 Hall 态纵向电导率

噪声.两个实验组的方法各有其优点. 为了减低其它噪音文献[ 22]报道的研究制备了超低

噪音的放大器.文献 [ 23]报道的研究采用了符合法降低噪音并对二维电子气作了精巧的

安排, 以证实隧穿确系由 e/ 3 电荷的准粒子完成, 而非电子的多次往复隧穿
[ 24 ]

. 此后,

M . Reznik ov 等人
[ 31]也用发射噪声方法测得 ν= 2/ 5态的准粒子电荷为 e/ 5。

图 8. 9 二维电子气器件的量子点接触

理论研究及理论和实验的比较说明,虽然 Laughlin 波函数是从物理直观开始, 显然

包含一切近似,但实际上比一般估计要准确得多, 它确实在物理上十分接近真实
[ 5 ]

.其它

理论研究也在此基础上解释了 ν= 1/ m 以外各种填充数的分数量子 H all 状态
[ 14 , 15 ] .关于

分数量子 H all 效应,也有较通俗的介绍文章
[ 4 ]

.
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8. 6 整数与分数量子 Hall 效应的统一理解

整数和分数量子 H all 效应在现象上相似, 但对它们的解释却很不同. 前者来自单电

子行为,而后者来自电子间强关联的集体行为. 凝聚态物理中的现象多样性本来就已伴随

着物理基础规律的多样性,现在类似的现象又要求不同的解释. 能否在这些多样性后面找

到共同的基础呢? S. Girvin 和 A . MacDonald
[ 6] 的一个发现给人们以启发. 他们对

Laughlin 波函数作一个规范变换, 可以得到 Bose 子系统的波函数, 而且这个波函数给出

准长程序. 一方面是 Fermi子波函数可以通过规范变换和 Bose 子波函数相连, 另一方面

是分数量子 H all 态有准长程序,这就启发我们可以将 Ginzburg-Landau 理论用作类比.

张守晟、H . H ansson、S. K ivelson 和李东海提出的理论
[ 7, 8]不仅将整数和分数量子

H all 效应置于同一基础之上.而且揭示了量子 Hall效应和超导间深刻的相似性.

8. 6. 1 张-H ansson -Kivelson 映射, Chern -Simons-Landau-Ginzbur g
   ( CSL G)作用量

  在量子 Hall效应情况, 多个电子位于电磁场(以势 A 0 , A描述)中, 它们之间有相互作

用(以 V( x i- x j )描述) ,系统的 Hamilton 量是

H =
1

2m∑i p i -
e
c

A( xi)
2

+ ∑
i

eA0 ( x i) + ∑
i< j

V( x i - x j ) . ( 8. 67)

本征波函数Ψ( x 1 ,⋯, xn )满足 Schr o¨dinger 能量本征方程, 即有

HΨ( x1 , ⋯, x n ) = EΨ( x 1 ,⋯, xn ) , ( 8. 68)

Ψ( x 1 , ⋯, x n )对任何一对坐标的交换是反对称的. 进行规范变换,即

Ψ( x 1 , ⋯, x n ) = UΦ( x 1 , ⋯, x n ) , ( 8. 69)

其中 U = exp - i∑
i< j

θ
π
αij . ( 8. 70)

式中 θ是一个参量, αij是粒子 j 到 i的坐标联结线与 x 轴间的夹角. 相应的变换后的

H amilt on 量是

 H ′=
1

2m∑i p i -
e
c

A( x i) -
e
c

a ( x i)
2

+ ∑
i

eA0 ( xi) + ∑
i< j

V( x i - x j ) , ( 8. 71)

此处 a ( x i) =
Φ0

2π
θ
π∑j≠i è iαij . ( 8. 72)

在参数

θ= ( 2k + 1)π ( 8. 73)

条件下( k是整数) ,新本征函数满足

H′Φ( x 1 ,⋯, xn ) = EΦ( x 1 , ⋯, x n ) . ( 8. 74)

式( 8. 74)中的本征值和式( 8. 68)中的相同.重要的是, Φ对于任何一对坐标的交换都是对

称的.对称性的变化是由于在 U 中的角度 α,它在 i与 j 互换时给出
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αj i = αij + π. ( 8. 75)

因此在θ= ( 2k+ 1)π条件下, 这个交换导致 U 给出一个附加因子 e
- i ( 2k+ 1)π

= - 1. 变换(式

( 8. 69) )的结果证明如下. 将式( 8. 69)代入式( 8. 68) ,左乘以 U
- 1 .若能证明

U p i -
e
c

A( x i) -
e
c

a ( x i) U
- 1

= p i -
e
c

A( x i)

就能得到式( 8. 74) .而上式左方 U 与 x i的函数对易, 此外用式( 8. 70)直接计算给出

Up iU - 1 = pi + h  
θ
π∑i< j

è iαij = p i +
e
c
Φ0

2π∑i< j

è iαij

= pi +
e
c

a ( x i) ,

即式( 8. 74)成立的条件得到满足.统计性的变化称为“统计嬗变”, 因此 a( xi)被称为“统计

规范场”. 它不影响本征值, 而只是把反对称的 Ψ变成了对称的 Φ. 证明了 Ψ与Φ的本征

问题等价以后, 就可以用 Bose 子表示进行以下的讨论, 以借用已经发展得比较成熟的处

理 Bose 子的方法. 式( 8. 71) , ( 8. 74)所决定的本征问题是用多粒子形式表示的, 应用范围

更广泛、更灵活的是二次量子化形式以及路径积分形式. 引入 Bose 场算符 φ,φ
�
, 它们满足

对易关系

φ( x ) , φ
�
( y ) = δ2 ( x - y) , ( 8. 76)

此处 x 及 y 为二维矢量. H 的二次量子化形式为

H =∫d
2
x φ
�
( x )

1
2m

- i h  è -
e
c

A( x ) -
e
c

a ( x )
2

+ eA0 ( x ) φ( x )

 +
1
2∫d2 x d2 yδρ( x ) V( x - y)δρ( y ) . ( 8. 77)

ρ( x ) = φ
�
( x )φ( x )是密度算符, δρ( x ) = ρ( x ) - ρ�是对平均密度 ρ�( c 数)的偏离. 式( 8. 72)

的二次量子化形式为

aα( x ) = -
Φ0

2π
θ
π
εαβ∫d2 y

x
β

- y
β

©¦x - y ©¦
2ρ( y ) . ( 8. 78)

得此式时, 可以令 x i≡x , x j≡y ,然后计算è xαx y :令 x 在 x 轴方向有一增量 dx 1 ,计算( dα) i,

它是
dx 1 sinα
©¦x - y©¦

, 故( è xαx y ) 1 =
y 2 - x 2

©¦x - y©¦2
. 同样, ( è xαxy ) 2 = -

y 1 - x1

©¦x - y©¦2
. 式( 8. 78)中 ε

αβ
是反对称

(二秩)张量.从式( 8. 78)可以看出, a 完全由 ρ= φ
�
φ决定, 因此它并不是一个独立的动力

学量. 但在理论框架中还要知道它所满足的运动方程, 就好像电磁势 Aμ所满足的方程一

样,这样才能写出体系的 Lagrange量及作用量. a 所满足的方程从式( 8. 78)便可得到. 取

规范�αa
α
= 0,式( 8. 78)就是以下微分方程的解:

ε
αβ
�αaβ( x ) = Φ0

θ
π
ρ( x ) . ( 8. 79)

方程不含对时间的演化,因此还需取对时间的微商:

εαβ�αa
¡¤

β( x , t) = Φ0
θ
π
ρ
¡¤

( x , t) = - Φ0
θ
π
�αj α, ( 8. 80)

式中φ场密度ρ的时间导数, 可以通过连续方程 ρ
·

+ �αj
α
= 0表示为守恒流 j

α
的散度. 此式

给出
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ε
αβ

a
¡¤

β( x , t) = - Φ0
θ
π

j
α
. ( 8. 81)

式( 8. 79) , ( 8. 81)一起给出 a 的运动方程: a 的空间和时间导数由 φ场的密度及流密度 ρ

和 j
α
决定,它们可以由 Chern (陈省身) -Simons Lagrange量导出:

L =
e
2
π
θ

1
Φ0
εμνρaμ�νaρ- eaμj μ, ( 8. 82)

三维矢量 aμ( a 0 , a )包含了 0分量(时间分量 ) a 0 , 它是作为 Lagrange 乘子场引入的. L 对
a 0 的变分置为 0给出式( 8. 79) ,对 a 的变分置为 0给出方程

ε
αβ
�βa0 - �taβ = Φ0

θ
π

j
α
,

在 a 0 = 0 的规范中它和式( 8. 81)相同. 将式( 8. 82)和 φ场的 Lagrange 量合在一起, 并将

它们的耦合项写在φ场的 Lagrange量内, 得到体系的 CSLG 作用量
①

S = S a + Sφ=∫d
3
x L a +∫d

3
x L φ, ( 8. 83)

此处

L a =
eπ

2θΦ0
εμνρaμ�νaρ, ( 8. 84)

L φ= φ� i h  �t - e( A0 + a0 ) φ

 -
1

2m
- i h  è -

e
c

A -
e
c

a φ
2

-
1
2∫d3y δρ( x ) V( x - y )δρ( y) .

( 8. 85)

体系的热力学性质及电磁响应就完全包含在路径积分(配分函数)之中:

Z Aμ =∫ daμ dφ exp iS a aμ + iSφ Aμ+ aμ,φ . ( 8. 86)

以上的 Bose子描述, 在 θ= ( 2k+ 1)π的条件下是与原始的多电子量子 H all 问题完全等

价的. 它将量子 H all 流体与 Bose 子超流体联系起来, 而对后者已发展了许多研究方法,

如平均场理论、无规相近似等等, 都可以借鉴.

式( 8. 79)用通常矢量符号写出,是

è × a( x ) = ( 2k + 1)Φ0n s( x ) , ( 8. 87)

此处明确规定θ= ( 2k+ 1)π, 并将 ρ改写成 n s(表面密度) .

从反对称波函数到对称波函数, 是从 Fermi子变成了 Bose 子, 但这并不是指物理发

生了变化.Φ( x 1 , ⋯, x n )所描述的系统除了与 φ, A相互作用外还和“统计规范场 a ( x )”相

互作用,而从式( 8. 87)看, 应有

∮a ( x ) ¡¤dl = ( 2k + 1)Φ0n. ( 8. 88)

此处闭合路径积分所包含的面积内有 n 个电子,即“统计规范场”的作用就是赋予每个电

子以 2k+ 1 单位的磁通量子. 赋予奇数磁通量子可以改变统计性质, 即从 Fermi 子变成
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① Bose 流体 φ是用 La nda u-Ginzbur g 理论描述的 ,但包括进来 Cher n-Simons 统计规范势 a ,故总称为 CSL G 理

论 .



Bose子, 或相反.赋予偶数磁通量子则不改变统计性质, 这就是 a 被称为“统计规范场”的

原因.

8. 6. 2 平均场解, 分数量子 H all 效应现象学

从作用量( 8. 85)式出发,取平均场解. 我们将发现分数量子 H all 效应与超流现象学

之间有极密切的对应关系.令外场 Aμ为垂直于体系平面的均匀磁场(沿- z 方向) , 即有

ε
αβ
�αAβ= - B. ( 8. 89)

可以猜出平均场解是

φ( x ) = (ρ�)
1
2 ,  a ( x ) = - A( x ) ,  a 0 ( x ) = 0. ( 8. 90)

可以验证,式( 8. 90)确实满足从 CSLG 作用量导出的所有方程, 但方程( 8. 79)的满足要

求一个条件.式( 8. 79)在平均场情况下形式是

εαβ�αaβ= Φ0
θ
π
ρ�.

将解( 8. 90)代入,并用式( 8. 89) , 得

B = Φ0
θ
π
ρ�.

将磁通密度 B/Φ0 记为 ρA , 则填充因子ν是

ν=
ρ�

ρA
=
π
θ

=
1

2k + 1
. ( 8. 91)

平均场解( 8. 90)式成立的条件正是 θ= ( 2k + 1)π, 即 F ermi 子到 Bose 子映射成立的条

件,亦即分数量子 Hall态的条件 ν=
1

2k+ 1
.

如果将 Bose 子所带的磁通均匀分布在表面上, 它将刚好抵消原有的磁场,即 Bose 子

现在感受不到磁场了. 以上变换的结果可以用图 8. 10 表示. 在低温无磁场条件下, Bose

子是可以发生 Bose-Eins tein 凝聚的. 这就可以把分数量子 H all 态和超导、超流类比, 得

出一系列重要结果.由于对超流和超导理论的系统而深刻的理解, 将分数量子 Hall 态与

之类比不仅能对已知现象给与更深刻的解释,而且还可以作出新的理论预言.

图 8. 10 ν=
1

2k+ 1
分数量子 Hall 态描述方法的改变

先从量子 H all 效应的现象解释开始.带电 Bose子凝聚后, 超流体内部出现 Meissner

效应( Cooper 对发生 Bose 凝聚后会禁戒超导体内部存在磁通.杂质处可以钉扎磁通, 这

是第二类超导体) . 这个效应使 ν= 1/ ( 2k+ 1)态成为“不可压缩的量子流体”. 原因是:根

据式( 8. 87) ,电子密度的任何改变都要引起统计规范场 a 的改变, 即要在一定的区域内产
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生净磁通,这是 Meissner 效应所不允许的. 因此, 在 ν= 1/ ( 2k+ 1)态下流体密度不能改

变,成为很稳定的结构.

一个容易提出的问题是,既然 Bose 子看不到磁场,没有磁场又怎么能产生 H all 效应

呢? Bose子不仅带电荷而且携带磁通( 2k+ 1)Φ0 .当 Bose 子沿 x 轴运动时它给出的电流

I = e
dN
dt

, 此处 N 是单位时间通过样品 y 方向断面的粒子数. 它们携带的磁通量流是

dΦ
dt

= ( 2k + 1)Φ0
dN
dt

.

根据 F araday 定律,这样的通量变化率给出横向电势差

UH =
1
c

dΦ
dt

=
1
c

( 2k + 1)Φ0
I
e

= ( 2k + 1)
h
e

2 I ,

因此横向电阻是ρxy =
UH

I
= ( 2k+ 1)

h
e2 .

这种带有磁通的 Bose 子常被称为“复合 Bose 子”. 在复合 Bose子描述中整数与分数

量子 H all 效应是处于同类地位的. 以 ν=
1
3
的分数量子 H all 态为例, 一个电子带有 3Φ0

磁通而成为 Bose 子, 它们看不到磁场而凝聚. ν= 1 的整数量子 Hall态每个电子带 Φ0 磁

通,也变为 Bose 子,它们看不到磁场而凝聚. 二者没有分别.

用复合 Bose 子描述与超流的类比, 可以研究分数量子 H all 态的准粒子激发,结果得

到分数电荷的状态. 还可以证明它们满足“分数统计”
[ 9]

. 和第二类超导体 (磁通钉扎 )类

比, 得到涡旋钉扎以解释平台的存在, 和超流体的类比得到分数量子 H all 态的集体激发

等
[ 10 ]

.

对一系列的特殊填充状态 例 ν= 1,ν=
1
3

, 纵向电阻为 0, 这是完全传导状态. 在

F ermi 子描述中, 这不易理解. 在复合 Bose 子描述中, 由于 Bose-Einst ein 凝聚形成超流

体, Bose 子带电,自然形成完全传导.

以上这些讨论一方面把整数与分数量子 Hall效应置于同一基础上, 另一方面又建立

了量子 H all 效应与超导、超流间的深刻联系.

文献[ 10]对φ场进行路径积分, 得出电磁势的有效作用量, 再对 aμ积分,得出体系对

外电磁场 Aμ的响应.

8. 6. 3 代数非对角长程序

CSLG 作用量不仅能给出分数量子 Hall 效应的宏观现象学, 还能推导得出 Laughlin

波函数以及 Girvin 和 MacDonald 的非对角长程序.注意到 L a 对 a 0 变分所得的方程为①

iε
αβ

qαaβ( q, ω) - qβaα( q, ω) =
2θ
e
ρ( q, ω) .

用规范条件 qαa
α
= 0整理上式, 得
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① 在 ( q ,ω)空间 , 取h  = c= 1, 因此有 Φ0=
2π
e

.



aα( q,ω) =
2θ
e
ε
αβ iqβ

q2 ρ( q, ω) . ( 8. 92)

对 a 的泛函积分就相当于在路径积分中将积分用 δ泛函 δaα( q, ω) -
2θ
e
εαβ

iqβ
q

2 ρ( q, ω) 代

替.由此, L �(式( 8. 85) )在( q,ω)空间中变为

L e ff
φ= φ� ( q,ω) ω-

1
2m

q2 φ( q,ω) -
1
2
δρ( - q, - ω) V( q)δρ( q,ω)

 - 2θδρ( - q, - ω)ε
αβ iqα

q
2 j
β
( q, ω) -

2ρ�θ
2

m
δρ( - q, - ω)

1
q

2δρ( q,ω) . ( 8. 93)

此处

j α( x ) =
ie

2m
φ
�
�
α
φ- φ�

α
φ
� . ( 8. 94)

式( 8. 93)右边第三项来自展开( 8. 85)式第二项时的�αa
α
项,第四项来自展开的 aαa

α
项. 继

续讨论时要作出一个关键性假定, 即讨论基态性质时不考虑涡旋的存在.此时 j
α
是纯纵

向的,即 j
α
∝�
α
Θ(Θ是 Bose 子场的相位) , 因此有ε

αβ
qαqβ= 0, 即第三项为 0, 此时 L e ff

就很

简单:第二项是原 Hamilton 量的相互作用 V( x )项,第四项在恢复粒子图象时用δρ( x ) =

∑
i

δ( x - x i) - ρ�以及 a
- 2
0 = 2πρ�/ν①代入就变为②

ρ�

2m
2π
ν2∫ dx dyδρ( x ) ln©¦x - y ©¦δρ( y )

=
1
m

1
a2

0
∑
i< j

ln©¦xi - x j ©¦1/ν-
1

4a
2
0
∑
i

©¦x i©¦2 .

( 8. 95)

至此也可以推导代数非对角长程关联函数. 由于 φ( x ) = ρ( x ) e
iΘ( x )

, 略去振幅部分的涨

落,φ( x )的关联涨落就和Θ( x )的关联涨落有关. 将φ= ρe
iΘ
代入式( 8. 93) , 有

L e ff
= δρ( - q, - ω) iωΘ( q,ω) -

ρ�

2m
Θ( - q, - ω) q

2
Θ( q, ω)

-
1
2
δρ( - q, - ω) V( q) +

4π
2
ρ�

mν
2

1
q

2 δρ( q,ω) . ( 8. 96)

对δρ积分, 就得到 Θ场的有效 Lagrange 量

L e ff
Θ =

1
2
Θ( - q, - ω)

ω
2

V( q) +
4πρ

-

mν
2

1
q

2

-
ρ�

m
q

2

Θ( q,ω) . ( 8. 97)

从 L e ff
Θ 可以直接读出传播子, 它是上式方括弧的逆.引入回转频率 ωc =

eB
m

, 有③
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①

②

③ 在传播子极点处 , 式 ( 8 . 97)的方括弧为 0. 因此 , 令方括弧为 0, 解出 ω, 记为 ωq, 即为传播子极点 , 结果就是

( 8 . 99)式 .

二维 F our ier 变换 :∫d2q
eiq·x

q2 = - 2πl n©¦x©¦.

a - 2
0 = eB =

2πB
Φ0

= 2πρA = 2πρ�/ ν, a 0 是磁回转半径 .



〈Θ( - q, - ω)Θ( q,ω)〉=

2π
ν
ωc

1
q

2 + V( q)

ω
2

- ω
2
q + iδ

, ( 8. 98)

此处

ω2q = ω2c +
ρ�

m
q2 V( q) . ( 8. 99)

将式( 8. 98)对ω积分,得静态关联函数

〈Θ( - q)Θ( q)〉

= - i∫ dω
2π
〈Θ( - q, - ω)Θ( q, ω)〉

= - i∮ dω
2π

2πωc
νq

2 + V( q)
1

ω- ωq + iδ
-

1
ω+ ωq - iδ

= -
1
2ν

2π
q

2 + O(
1
q

) . ( 8. 100)

因此得到序参量关联函数①

〈φ� ( x )φ( y)〉= ρ�〈e iΘ( x ) - iΘ( y)〉

= ρ�1 + i〈Θ( x )〉+ i〈Θ( y )〉
 

 +
1
2
〈Θ( x )Θ( y )〉+

1
2
〈Θ( y )Θ( x )〉+ ⋯

≈ρ�e
〈Θ( x )Θ( y) 〉

= ρ�exp -
1
2ν∫

2π
q2 e

iq( x - y)
d

2
q

= ρ�exp -
1
2ν

ln©¦x - y©¦ = ρ�©¦x - y©¦
- 1/ ν

. ( 8. 101)

这就是 Girvin 和 Mac Donald 用 Laughlin 波函数得到的结果.此处直接用 CSLG 作用量

及平均场近似得到了这个结果, 并未参考 Laughlin 波函数. 因此 Lau gh lin 波函数也应能

从这个理论中推导出来. 事实上, 式( 8. 95)也出现在 Laughlin
[ 1 3]写出的波函数的论据中.

第一项的 ln©¦x j - xk ©¦是二维空间中两个电子相互作用势 作用力和
1

©¦x j - x k ©¦
成正比 , 而

第二项代表正离子背景对电子的吸引势. 文献[ 10]给出 Laughlin 波函数的推导, 此外还

考虑了涡旋激发,导出了 Laughlin 准粒子和准空穴波函数( 8. 66)式.

以上〈φ
�( x )φ( y )〉的计算是在 qαa

α= 0的规范条件下进行的. 在 3+ 1 维理论中,这是

Lorent z 规范. 在 2 + 1 维情况下, 它被称为 Landau-Lorentz 规范. 在规范变换中

〈φ
�( x )φ( y )〉的相角在一般情况下并不为 0,因此它不满足物理可观量必须为规范不变的

要求. 实际上可以定义规范不变的序参量〈O
�( x ) O( y )〉[ 25 ] , 它在 Lan dau-Lorentz 规范中

约化为〈φ
�( x )φ( y )〉.在其它规范中算符 O( x )并非场算符 φ( x )的定域函数.

从以上的讨论可知,分数量子 H all 态是一种新的量子流体. 作为 Fermi子的电子能
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① 用〈Θ〉= 0并用式 ( 8 . 100) . 在推导中略去了 V( q) , 它对长程关联并不重要 ,且它对以下的分析没有影响 .



够凝聚为流体,关键在于它们所携带的奇数磁通量子, 将它们变成了 Bose 子. 这和超导体

中以及超流 3
H e 中电子配成对而形成 Bose 子类似. 分数量子 Hall 态这种量子流体具有

的分数电荷的元激发则是它的独特性质. 崔琦、St o¨ rmer 和 Langhlin 由于发现和解释了

分数量子 H all 效应,获得了 1998 年 N obel物理学奖
[ 2 8] .

8. 7 量子 Hall 效应的整体相图

在 8. 4, 8. 5 节的讨论中突出了描述量子 H all 状态的参数,即填充数 ν=
n s
nB

.对一定填

充数的状态有特征的 ρx x与 ρxy值. 以 ρx x和 ρx y为坐标, 可以画出量子 H all 效应的整体相

图.这是 Kivelson、李东海和张守晟研究的继续
[ 11, 12]

, 他们建立了“对应态定律”,说明不同

ν的状态中, 不少是彼此对应(相似)的.

( 1) Landau 能级变换

ν←→ν+ 1 ( 8. 102)

←→表示两个不同 ν值体系的性质存在对应. 这是因为填满的 Landau 能级对其它电子而

言类似一个惰性的背景,它对上面未填满的 Landau 能级的物理性质几乎没有影响.

( 2) 粒子-反粒子变换

ν←→1 - ν ( 8. 103)

在真空态上建立一个ν< 1的状态, 和从一个填满的 Landau 能级(根据式( 8. 102) , 它和真

空对应)去掉填充数为 ν的电子是等价的.

( 3) 通量赋予变换

1
ν
←→

1
ν

+ 2 ( 8. 104)

例子是 3 ←→1+ 2, 这是分数量子 Hall效应 ν= 1/ 3和整数量子 H all 效应 ν= 1 之间的对

应, 8. 6节中已讨论过.

相图示于图 8. 11,在相图上ρxx代表晶体的无序(杂质、缺陷与声子激发) , 它随温度 T

而变化;ρx y = -
B
nec
与磁场 B 成正比. 在存在无序情况下, T→0时有两种不同的相. 一是

在 T→0时 ρx x→0, σx x→0 的量子 Hall 流体相 (见式( 8. 51)后面的讨论) . 另一个是绝缘

相,在 T→0时有 ρx x→∞, σx x→0,但它和普通绝缘体又有所不同.当将半导体缺陷增加以

致超过一定限度时, 要保持纵向电流需施加很高的纵向电压,当 T 减小时所需电压增高,

这是绝缘体的特征.但同时 Hall电压 UH 和温度无关并和磁场强度成比例增加,这是金属

的特点.这个相称 Hall绝缘体, 崔琦研究组在实验中发现了 H all绝缘体
[ 29]

.

实验上还发现了另一个在ν= 1/ 2附近的相. 电子和无磁场情况下普通金属中的电子

一样, ρxy随磁场线性变化,没有量子化平台. 它称为 H all 金属. 从引入统计规范场的变换

看,这个相的存在是容易理解的. ν= 1/ 2 相当于一个电子分配到两个磁通量子, 用变换将

磁通赋予电子,它就成为“复合 Fermi子”.用平均场观点将统计磁通均匀分布, 正好抵消

外磁场, 其结果就是无磁场下的电子! 从通量赋予变换式( 8. 104)得知,ν= 1/ 4 是一个对

应态,它的粒子-反粒子对应态是 ν= 3/ 4.
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图 8. 11 量子 Hall 效应的整体相图

这些“复合粒子”是真实的吗? 或者是一种等价的描述呢? 目前还没有明确的答案.

量子 Hall效应 16 年来一直是凝聚态物理中十分活跃的研究领域, 目前仍有不少基

本问题有待继续研究. 对 ν= 1/ 2态(称为 ν= 1/ 2“反常”)在理论上有所阐述
[ 30 ]

,在这方面

以及对 H all 绝缘体了解得仍不够,未来将会提供更多的新发现.

本章部分内容摘引自《近代物理学进展》(张礼主编, 清华大学出版社, 1997年) .
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第 9 章

Bose-E in s t e in 凝聚

1924年 S. Bose 将光子作为其数量并不守恒的全同粒子处理而成功地导出了 Planck

黑体辐射定律, Eins tein 随即将这个问题推广到全同粒子理想气体, 这是 Bose-Einst ein

统计的开始. 1925 年 Eins tein 导出了出现凝聚现象的临界温度 T E , 以后被称为 Bose-

Eins tein 温度. 他对发生凝聚现象有些怀疑,在给 Paul Ehrenfes t 的信中写道:“这真是漂

亮, 但它会是正确的吗? [ 1]”此后他再也没有提起过这个问题. 直到 1938 年发现了低温

( 2. 2K 以下)液氦的超流现象. F. London 指出超流本质上是量子统计现象, 并计算出 T E

为3. 2K之后, Bose-Einst ein 凝聚( Bose-Eins tein Condensation , 缩写为 BEC) 才真正引起

物理学界的重视.多年来, 已知的 Bose-Eins tein 凝聚体 ( Bose-Eins tein Condensat es , 缩写

为 BEc,以区别于 BEC)有 HeⅡ(氦的超流相)、超导中的 Cooper 对以及半导体中的激子.

由于实验技术的发展,从 80年代初开始了寻找气态原子 BEc 的努力. 实验物理学家喻为

争夺“圣餐杯”( th e H oly Grail) . 终于在 1995年获得了
8 7

Rb, Na, Li气态原子的 BEc
[ 2, 3 , 4]

.

这个成功在物理学界引起相当大的轰动.实验技术的精妙, 所得结果的确切性都是令人印

象深刻的.但毕竟 BEC 是早已确立的现象,且已有了不少研究成果,为什么气态原子 BEc

的发现能带来如此的激动呢? 其原因是, 在此以前的 BEc 体系中, 或因相互作用太强

( HeⅡ液体中原子间作用力使凝聚高度“贫化”)或因环境太复杂, 在理论上不易处理. 实

验中观察到的现象, 哪些是属于 BEC 的内在原因, 哪些只是相互作用的后果, 也难以分

辨. 气态原子 BEc 属弱相互作用 Bose 气体, 相互作用在理论上较易处理. 理论和实验可

以细致比较,对于理解这一重要现象的本质有很大的好处. 这是自 1995年下半年以来, 理

论和实验研究成果大量涌现的原因.

从 Bose 气体到 Bose-Einst ein 凝聚是发生了相变. 立即可以提出问题:序参量是什

么? 对这个问题以及相应的超导相变序参量问题的答案是非对角长程序中的凝聚体波函

数,在 9. 2节中介绍这个概念. 一个包含宏观量原子的体系能用单粒子波函数描述是建筑

在所有粒子波函数的相位相干性之上的,它意味着规范对称性的自发破缺, 这一点在 9. 3

节讨论.

Bose-Einst ein 凝聚体中原子间相互作用是核心问题.这个问题对均匀凝聚体早在 50

年代中期就已解决,其结果在 9. 4节中介绍. 在实验室中研究的凝聚体是用势捕获的, 常

用各向异性势, 实验研究的理论诠释需要适应这个情况, 在 9. 5, 9. 6节中讨论这个问题.

最后在 9. 7 节讨论涡旋及其在凝聚体稳定性中所起的作用.
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9. 1 Bose-Einstein 凝聚的一些基本关系

在三维空间中, 自由理想 Bose 子气体的基态 (即零动量态)上布居有限密度 n0 的粒

子,就发生了 BEC:

n0 ≡
1
V
〈a�0 a 0〉> 0, ( 9. 1)

以 a k 代表动量为  h k的粒子湮灭算符,则 a 0 对应零动量态, V 是总体积,〈 〉指热平均. 对

宏观量粒子体系的 BEc而言, 其基态上的粒子数必须是宏观量. 对相互作用 Bose 体系,

BEC仍可由上式定义, 在取热平均时要用包括相互作用的 H amilt on 量.

9. 1. 1 BEC 本质上是量子统计现象

常常会提出问题:用经典统计的 Bolt zmann 因子, 两个能级 E 1 (基态 )和 E 2 ( E 2 > E 1 )

上粒子布居数之比是

N 2∶ N 1 = e - ( E
2

- E
1

) / kT

此处 k为 Bolt zmann 常数,在 kT n E 2 - E 1 时也可以使 N 1m N 2 , 这能否算是发生了凝聚

呢? 以H eⅡ为例,边长为 1cm 的立方体内用方势阱作简单估计
①, 基态与第一激发态的能

量差为 ΔE = 2. 48× 10
- 3 0

erg, 相当的 kT 的温度是: T 约为 10
- 14

K. 如果要求 N 1m N 2 , 就

需 T n 10 - 1 4
K . 液氦的 λ相变点是 2. 18K , 可见靠 Boltzmann 因子是不能产生凝聚的.

F . Lon don最早指出液氦 BEC 是量子统计结果, 而量子统计必须在粒子数密度 n> nQ (量

子浓度)时才会起作用:

nQ =
mkT
2π  h

2

3/ 2

. ( 9. 2)

质量为 m 的原子的 de Broglie热波长是

λ=
2π  h

2

mkT

1/ 2

, ( 9. 3)

因此在λ
3 体积内有一个原子的体系,其密度就是 nQ , 这正是全同粒子不可区分的条件. 对

低温下的液氦这个条件是满足的.此时 Bose-Eins tein 分布给出在温度 T 下能量为 ε的粒

子数热平均值 N (ε, T )为

N (ε, T ) =
1

e
(ε- μ) / kT

- 1
, ( 9. 4)

此处μ是化学势. 对理想 Bose 气体,在 n< nQ 时μ= kT ln
n
nQ
 ② .在 T→0 时, N (ε= 0) = N ,

为总粒子数. 式( 9. 4)给出 N = - kT /μ, 即 μ= - kT / N , μ值为负. 对 N = 1022 , T = 1K,

μ≈- 1. 4× 10
- 3 8

erg. 仍以 1cm 边长立方体中液氦为例, 基态ε1 = 0, ε1 - μ= 1. 4× 10
- 3 8

erg,

第一激发态ε2 与μ之差为ε2 - μ≈ε2 = 2. 48× 10 - 30
erg.在 T≈O( 1K)时,它们都满足ε- μ

·003·
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② 参阅文献 [ 5] p121.
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n kT ( k= 1. 38× 10
- 1 6

erg·K
- 1

) . 此时有

N (ε, T ) ≈
kT
ε- μ

,

即 N 2∶ N 1 = (ε1 - μ)∶ (ε2 - μ)≈O( 108 ) . 可见基态上布居宏观量粒子是由于化学势 μ非

常接近ε1 所致,这是量子统计(源于 Bose子体系波函数的交换对称性)的结果.

9. 1. 2 Bose-E instein 温度

令 N e( T )代表在所有激发态上的粒子数, 它是温度的函数. 它由 Bose-Einstein 分布

和自由粒子的态密度D(ε)决定:

D(ε) =
V

4π
2

2m  
h

2

3/ 2

ε1 / 2 , ( 9. 5)

由此得

N e ( T ) =∫N (ε, T ) D(ε) dε.

上式中积分下限为第一激发态能量.在©¦μ©¦n kT 情况下,它可以从式( 9. 4)中略去. 令 x =

ε/ kT , 上式可写作

N e ( T ) =
V

4π2
2m  
h

2

3 / 2

( kT ) 3/ 2∫
∞

0

x
1/ 2

dx
ex - 1

, ( 9. 6)

由于 D(ε= 0) = 0, 因此把积分下限设为 0 并不把基态上的粒子包括进来. 积分的值是

1. 036 π ① ,因此

N e( T ) = V2. 612nQ ( T ) ,

即

N e ( T )
N

= 2. 612
nQ ( T )
n

, ( 9. 7)

图 9. 1 理想 Bose 子气体基态上和

激发态上的粒子数与温度的关系

此处 n 是体系粒子数密度, n=
N
V

. 将上式右方与 T

的关系写出,有

N e( T )
N

=
T
T E

3/ 2

, ( 9. 8)

此处

T E =
2π  h2

km
N

2. 612V

2/ 3

( 9. 9)

就是 Bose-Einst ein 温度. 从 ( 9. 7)式看, 只有在体系

粒子数密度 n 大于 2. 612nQ 时 BEC 才能发生, 而要

达到这个条件, T 必须小于 T E . 理想 Bose 气体的

N e ( T )及 N 0 ( T ) (基态上粒子数 ) 与 T 的关系示于

图 9. 1.
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9. 1. 3 Bose 气体的热力学性质
[ 5 , 6 ]

下面将统计力学中有关公式列出,其中部分公式仅说明出处, 不作推导.

体系与温度为 T 的热库平衡时, 其位于能量 εs 的状态的几率 P (εs)与 Boltzman n 因

子 e
- βε

s成正比, 此处β= 1/ kT . 因此几率 P (ε)是

P (ε) =
e

- βε

Q
, ( 9. 10)

Q( T )是正则配分函数, 即

Q( T ) = ∑
s

e - βε
s , ( 9. 11)

对 s 求和遍及体系所有可能的能量状态.体系所有的热力学量都通过求热平均决定, 例如

内能 U 就是

U =
∑

s

εse
- βε

s

Q
= kT 2 �
�T

ln Q. ( 9. 12)

体系的 H elmholtz自由能 F ( V, T )与配分函数的关系是

F ( V, T ) = -
1
β

ln Q( V, T ) , ( 9. 13)

而所有的热力学函数都可以从 F ( V, T )导出:

压力   P = -
�F
�V

, ( 9. 14)

熵    S = -
�F
�T

, ( 9. 15)

内能   U = F + T S, ( 9. 16)

热容量  CV =
�U
�T

. ( 9. 17)

  当系统和热库之间不仅能交换能量, 而且可以交换粒子时,决定体系粒子数为 N、能

量为ε的几率 P ( N ,ε) ,由 Gibbs 因子 e
β(μN - ε)
决定,此处 μ是化学势,

μ( T , V, N ) =
�F
�N T , V

. ( 9. 18)

它也可以表示为

μ=
�U
�N S , V

= - T
�S
�N U , V

. ( 9. 19)

当两个体系有热接触及扩散接触(即它们可交换粒子)达到平衡时,双方的化学势相等. 从

Gib bs 因子给出

P ( N ,ε) =
e
β(μN - ε)

Q
, ( 9. 20)

此处巨配分函数Q是

Q(μ, V, T ) = ∑
∞

N = 0
∑
S ( N )

e
β( N μ- ε

s
( N ) )

, ( 9. 21)

需要明确标出 εs( N )是 N 个粒子体系的能量本征值. 统计物理中一个重要的量是逸性

·203·



( fugacit y) , 或称绝对活性( absolut e activity) , 记作 z :

z = e
βμ

. ( 9. 22)

对理想气体 z = n/ nQ , 通过 z , Q可以写为

Q( z , V, T ) = ∑
∞

N = 0

znQN ( V, T ) , ( 9. 23)

此处对正则配分函数 Q 也标明了粒子数. 体系的热力学性质可以从Q导出, 例如考虑到

�
�μ

=
�z
�μ
�
�z

= βz
�
�z

,平均粒子数是

〈N〉=
∑

N
∑
s( N )

N e
β( N
μ

- ε
s
( N ) )

Q =
kT

Q
�Q
�μ

= z
�
�z

lnQ. ( 9. 24)

从此可以得到体系的状态方程. 定义比体积 v = V/ N (一个粒子所占据的体积 ) , 从式

( 9. 24)可得

1
v

=
〈N〉

V
= z
�
�z

1
V

lnQ . ( 9. 25)

此外,从统计力学巨正则系综描述, 有①

P V
kT

= lnQ( z, V, T ) ( 9. 26)

式( 9. 25) , ( 9. 26)是状态方程的含参数 z 的形式. 理想 Bose 子气体的巨配分函数是

Q=
1

1 - ze
- βε, ( 9. 27a)

从而式( 9. 24)给出

〈N〉=
1

1
z

e
βε

- 1
=

1
e
β(ε- μ)

- 1
, ( 9. 27b)

正是 Bose-Einst ein 分布函数. 通过鞍点积分可以建立一个重要关系② :

1
V

lnQN =
1
V

lnQ( z) -
1
v

ln z. ( 9. 28)

对自由 Bose 子, 能量决定于动量 p :

εp =
1

2m
p 2

在ε= 0 态上的粒子数据式( 9. 27b)给出

〈N 0〉=
z

1 - z
. ( 9. 29)

由于 N 0≥0, 有 0≤z≤1.考虑到 z = e
βμ

,这与 9. 1. 1节给出的 μ为负值是相对应的.理想

Bose气体在低温下 βμ= -
1
N

,即在热力学极限下, T→0时 z→1.将 p 作为连续变量, 半

经典近似给出∑
s

→
1
h

3 V∫d
3
p , ( 9. 26)式导致
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P
kT

=
1
V

lnQ=
4π
h

3∫
∞

0
dp p

2
ln ( 1 - ze

- βp 2/ 2m
) -

1
V

ln( 1 - z) , ( 9. 30)

由于动量空间体积元在 p = 0处为 0, 应将Q在 p = 0处的贡献单独分出, 它是Q→
1

1- z
,

这就是上式的第二项.第一项中积分可归结为

g 5/ 2 ( z) ≡-
4

π
∫
∞

0
dx x

2
ln( 1 - z e

- x 2

) = ∑
∞

l = 1

z l

l
5 / 2 , ( 9. 31)

即

P
kT

=
1
λ

3 g 5/ 2 ( z ) -
1
V

ln ( 1 - z) , ( 9. 32)

此处λ是 de Broglie热波长 λ=
2π  h

2

mkT

1/ 2

. 定义

g 3/ 2 ( z ) ≡ z
�
�z

g 5/ 2 ( z) ≡∑
∞

l = 1

z l

l 3/ 2 , ( 9. 33)

式( 9. 25)给出

1
v

=
1
λ

3 g 3/ 2 ( z ) +
1
V

z
1 - z

. ( 9. 34)

参数化状态方程( 9. 32)式和( 9. 34)式的特点是,方程右方第一项来自所有 p≠0的状态,而

第二项来自 p = 0 态. 在热力学极限下 V→∞, 第二项只有在 z = 1 时它的贡献才不为零.

从式( 9. 34)可以得出 BEC 发生的临界条件. 函数 g 3/ 2 ( z )示于图 9. 2, 在 z = 1时它的导

图 9. 2 函数 g 3/ 2( z )

数发散, 但它 本身的值是有 限的, 为

2. 612, 即

 g 3/ 2 ( 1) = ∑
∞

l = 1

1
l

3/ 2 = 2. 612. ( 9. 35)

用式( 9. 29) ,式( 9. 34)可改写为

λ
3〈N 0〉

V
=
λ

3

v
- g 3/ 2 ( z) . ( 9. 36)

它意味着当温度与比体积满足条件

λ
3

v
> g 3/ 2 ( 1) ( 9. 37)

时,〈N 0〉/ V 才不为 0. 这是 BEC 的条件:

占粒子总数的一定比例的、宏观量的粒子

集中于 p = 0 一个能级之上.对给定的比体积 v, 式( 9. 37)的临界条件为

λ
3
c

v
= g 3/ 2 ( 1) , ( 9. 38)

给出λ的临界值 λc= [ vg 3/ 2 ( 1) ]
1/ 3

,它相应临界温度 T E :

T E =
2π  h2

mk[ vg 3/ 2 ( 1) ] 2 / 3 , ( 9. 39)

即 Bose-Einst ein 温度(式( 9. 9) ) .相应给定的 T , 式( 9. 38)给出临界比体积 vc ,

vc =
λ

3

g 3 / 2 ( 1)
=

1
g 3/ 2 ( 1)

2π  h
2

mkT

3 / 2

. ( 9. 40)
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为了进一步讨论状态方程的性质, 先要解出作为 v与 T 函数的 z ( v, T ) . 方程 ( 9. 34)对 z

的求解,用图解法是简明的(图 9. 3( a) ) . 对于大而有限的 V, 图解法给出图 9. 3( b )的 z 作

为 v/λ
3
的函数.在 V→∞极限下,有

z =

1, 当
λ

3

v
≥ g 3/ 2 ( 1) ;

方程 g 3/ 2 ( z ) =
λ

3

v
的根, 当

λ
3

v
≤ g 3/ 2 ( 1) .

( 9. 41)

结果示于图 9. 3( c) . 式( 9. 36)可改写为

〈N 0〉
N

= 1 -
v
λ

3 g 3/ 2 ( z) .

图 9. 3 Bose 气体的逸性
( a) 方程 ( 9 . 34)的图解 ; ( b) 理想 Bose 气体的逸性 ; ( c) 体积 V→∞下的逸性

从解 z (式( 9. 41) )可见,在基态上的粒子数与粒子总数之比为

〈N 0〉
N

=
0, 当

λ3

v
≤ g 3/ 2 ( 1) ;

1 -
T
T E

3/ 2

= 1 -
v
v c

, 当
λ3

v
≥ g 3/ 2 ( 1) .

( 9. 42)

在 T > T E 或 v< v c 时, 在宏观量 N 粒子中布居于基态的比例为 0, 只在 T < T E 或 v> vc

时才有有限比例的粒子处于基态.在 T→0时这个比例趋近于 1.

状态方程( 9. 32)中的第二项 -
1
V

ln ( 1 - z ) 是来自基态的贡献.在 T > T E 时, z < 1,

当 V→∞时它的贡献为 0. 在 T < T E 时, z 与 1 的差别是 O
1
V

. 这一项是
1
V

( ln V +
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cons t) ,在 V→∞时它的贡献也为 0. 因此有

P
kT

=

1
λ3

g 5/ 2 ( z) , 当 v > vc ;

1
λ

3 g 5/ 2 ( 1) , 当 v < vc .

( 9. 43)

基态上的粒子,不论是否发生 BEC,对压力都没有贡献. 当 v 减小(但仍大于 v c)时, z 随之

增大, P 也因 g 5/ 2 ( z )增大. 当 v从 vc 开始再进一步减小时 P 即与 v无关( g 5/ 2 ( 1) = 1. 342⋯) .

图 9. 4给出理想 Bose 气体的两条等温线. 越过临界点之后, P 不再变化的行为是气体相

( p≠0)和凝聚相( p = 0)共存的表现. 这和气液相变极为相似. 从式 ( 9. 42)也可以看出,

T→0时,
〈N 0〉

N
→1,即 v→0. 气相具有有限的比体积, 而凝聚相的比体积为 0. 在临界点,

有

dP
dT

=
5
2

kg 5/ 2 ( 1)
λ

3 =
L

TΔv
. ( 9. 44)

图 9. 4 理想 Bose 气体的等温线

第二个等号是基于 Clapeyron 方程, Δv= v c- 0= vc 是两相比体积之差, L 是每个粒子的

潜热:

L =
g 5/ 2 ( 1)
g 3/ 2 ( 1)

5
2

kT . ( 9. 45)

因此,理想 Bose 气体的 BEC 是一阶相变,这个结论对理想 Bose 气体适用, 在相互作用足

够强时它会失效.例如 H eⅡ的 λ相变并没有潜热.在文献中常将 BEC 描述为“动量空间

的凝聚”.这个提法只强调 BEC 发生的原因是在于波函数的对称性而不取决于粒子间相

互作用,但不能把它理解为凝聚仅在动量空间发生. 如果将理想 Bose 气体置于引力场中,

则在发生凝聚时会和气液相变一样发生两个相的空间分离. 这一点是由 W . Lamb 和

A . N ords ieck 在 1941年指出的.

体系的内能是

U
N

=
3
2

P v =

3
2

kT v
λ3

g 5/ 2 ( z) , 当 v > vc ;

3
2

kT v
λ

3 g 5/ 2 ( 1) , 当 v < vc .

( 9. 46)
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  下面计算体系的熵.对开放体系, 热力学势 G( T , V, μ)与 P , S 关系是

P = -
�G
�V T

,   S = -
�G
�T V

.

考虑 T > T E 情况. 取热力学极限,

P = lim -
G( T , V, μ)

V
=

kT
λ

3 g 5 / 2 ( z ) .

体系单位体积的熵是

lim
〈S〉

T
= lim -

1
V
�G
�T V , μ

=
�
�T

kT
λ3

g 5/ 2 ( z) .

由于

T
λ3

= T
2π  h2

mkT

- 3/ 2

= T 5/ 2 2π  h2

mk

- 3 / 2

,

z
�
�z

g 5/ 2 ( z ) = g 3/ 2 ( z) =
λ

3
〈N〉

V
,

可得

lim
〈S〉

V
=

5
2

k
λ

3 g 5/ 2 ( z) -
k〈N〉

V
lnz.

故有

S
N k

=

5
2

v
λ3

g 5/ 2 ( z) - lnz, 当 v > v c;

5
2

v
λ

3 g 5/ 2 ( 1) , 当 v < v c.

( 9. 47)

T→0时, z→1, v→0,因此 S= 0,符合热力学第三定律.气体相占粒子总数的份额为
v
v c

, 凝

聚相粒子熵为 0.在临界点以下每个粒子的熵是

S
N

=
v
v c

s =
T
T E

3 / 2

s,

此处 s 是气体相每个粒子的熵.在临界点处

S
N

=
5
2

k
v c

λ
3 g 5/ 2 ( 1) ,

即

s =
g 5/ 2 ( 1)
g 3/ 2 ( 1)

5
2

k. ( 9. 48)

因此相变潜热为

L = TΔs = T s =
g5 / 2 ( 1)
g3 / 2 ( 1)

5
2

kT ,

与( 9. 45)式相同.

9. 2 Bose-Einstein 凝聚的序参量与非对角长程序

为了给出相互作用 Bose 子和 Fermi 子体系中产生 BEC 的普遍判据, 杨振宁提出
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了
[ 10 ]
非对角长程序概念. 考虑具有平移不变性的多粒子体系, 其“单粒子密度矩阵”定

义为

ρ1 ( x, y) =〈ψ�( x)ψ( y)〉=
1
V∑p , q

e - i ( p ¡¤x- q¡¤y)〈a�p a q〉, ( 9. 49)

此处二次量子化的粒子场算符ψ是用平面波模式展开的, aq 是波矢为 q(动量  h q)粒子的

湮灭算符,〈 〉是系综平均(热平均) . 单粒子密度矩阵也是一个关联函数:在 y 消灭一个

粒子与在 x 产生一个粒子间的关联. 总动量算符 P 是

P = ∑pa�p a p . ( 9. 50)

由于体系是平移不变的,应有

[ P , H ] = 0. ( 9. 51)

考虑

〈[ P , a
�
p aq ]〉=

tr ( e
- βH

Pa
�
p a q - e

- βH
a
�
p a q P)

t r e - βH

=
tr ( [ e - βH , P ] a�p aq )

t r e- βH = 0,

此处第二个等号采用 t rABC = t rCAB 重写了分子的第二项, 第三个等号采用了式

( 9. 51) .此外, 直接计算给出

[ P , a
�
p aq ] = ( P - q) a

�
p aq ,

因此,

〈a�p a q〉= δp q〈N p〉, ( 9. 52)

此处

N p = a�p a p .

代回式( 9. 49) ,有

ρ1 ( x, y) =
1
V∑p e - ip ¡¤( x- y)〈N p〉

=
〈N 0〉

V
+∫ d

3
p

( 2π) 3 e - ip ¡¤( x - y)〈N p〉.

( 9. 53)

以上将求和中 p = 0 一项分出, 并将 p≠0 部分作为连续变量 p 的积分处理. 形式上这也

包括 p = 0态, 但积分的变量元 d
3
p 中的 p

2 因子自动去掉了 p = 0态. 上式在©¦x- y ©¦→∞

时,第二项趋于 0. 这可以从定性论据判断(在©¦x - y ©¦→∞时,指数因子急剧振荡等) , 并且

存在严格证明① .因此,

ρ1 ( x , y)
©¦x - y©¦→ ∞ 〈N 0〉

V
. ( 9. 54)

在推导式( 9. 54)时并未具体规定多体系统的统计性质. 因此, 对 F ermi 子以及在 T > T E

条件下的 Bose 子,在热力学极限下其ρ1 ( x, y)
©¦x- y©¦→∞

0, 而只有对 T < T E 的 Bose 子体

系 ρ1 ( x, y )在极限下才不为 0. 式( 9. 54)并不意味着体系存在长程关联, 它只说明体系在
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p = 0态上粒子数密度为有限值.条件( 9. 54)式称为非对角长程序① . 作为 BEC 存在的判

据,其重要意义在于:对相互作用体系,单粒子动量已不是好量子数, N 0 = a
�
0 a 0 也和 H 不

对易.但作为系综平均值〈N 0〉/ V 的不为 0 仍可作为 BEC 存在的表征.在 20 世纪 50 年代

P enrose 和 On sager 建议, BEC存在的特征是

〈ψ
�
( x)ψ( y)〉 f

*
( x) f ( y) ,

即在 x , y 两点用同一函数 f 表征,不论 x, y 相距多远. f 只与定域的动力学变量有关. 他

们认为 f ( x )是 BEC 的序参量,当前普遍接受的选择是

〈ψ
�

( x )ψ( y)〉
©¦x - y©¦→ ∞

〈ψ
�

( x )〉〈ψ( y)〉. ( 9. 55)

复函数〈ψ( x)〉有幅和相位, 它就是“凝聚体波函数”, 是 BEC 的序参量.对相互作用 Fermi

子体系, 文献 [ 10 ] 中证明, 存在 BEC 的判据是二粒子密度矩阵〈ψ
�( x1′) ψ

�( x2′) ψ( x1 )

ψ( x2 )〉存在非对角长程序:

〈ψ�( x1′)ψ�( x2′)ψ( x1 )ψ( x2 )〉
©¦x1 - x1′©¦→ ∞

x1 ≈ x2, x1′≈ x2′
φ* ( x1′, x2′)φ( x1 , x2 ) ≠ 0 ( 9. 56)

式中符号“≈”代表两个位置的距离是微观的.和( 9. 54)式类似, ( 9. 56)式并不代表体系存

在 x1 与 x1′(相距甚远)的长程关联, 而仅意味着体系中如果发生 Cooper 对的 BEC, 则在

x 1 处和 x1′处的对都由同一个波函数 φ描述. 之所以称为“非对角”, 是因为式( 9. 49)是 ρ1

的非对角元〈x ©¦ρ1 ©¦y〉, 式( 9. 56)是 ρ2 的非对角元〈x1′x2′©¦ρ2 ©¦x1x2〉. 固体的长程序是可以用

经典力学语言描述的.在量子力学中, 它相当于ρ2 的对角元〈x1 x2 ©¦ρ2 ©¦x1 x2〉的性质. 非对角

长程序没有经典的对应, 是纯粹量子力学的性质. 重要的是, 自由 Fermi子体系的单粒子

密度矩阵和二粒子密度矩阵都没有非对角长程序,只有在一对 F ermi子结合成 Cooper 对

而大量的对占据一个单粒子能级时才会有非对角长程序.

聂华桐、苏刚、赵保恒 [ 46 ]进一步证明,非对角长程序的存在直接导致 Meissner 效应和

磁通量子化. 这说明两个现象是密切相关的, 而在证明中能看到, 其共同根源则是相位相

干性.

9. 3 Bose-Einstein 凝聚的本质:对称自发破缺和相位相干性

和 BEC 本质相关的有一对联系密切的重要概念, 一是“对称自发破缺”, 一是“相位相

干”. 先讨论对称自发破缺② . BEC 的序参量〈ψ( x)〉是场算符的系综平均值,即

〈ψ( x )〉=
t r( e

- β( Ĥ - μN̂ )
ψ( x) )

tr e
- β( Ĥ - μN̂ )

, ( 9. 57)

分子也可以形式地写作∑
s

〈s©¦ψ( x) ©¦s〉, 此处 s 是巨正则 Hamilton 量 Ĥ - μN̂ 的本征态,

∑
s

对所有本征态求和.ψ( x)是粒子湮灭算符,对 N̂ 的本征态, 它的期待值应是 0.但此处
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命名的解释见式 ( 9. 56)下面的一段 .



用的是 Ĥ - μN
 ^ 的本征态, 并不要求它必须是 N̂ 的本征态. 在无限大体积极限下

Ĥ - μN
 ^ 是高度简并的, 完全可以取不同粒子数、不同能量的态组成 Ĥ - μN̂ 的本征态集

合. 因此,〈ψ( x )〉可以不为 0, 这样议论看来好像能够成立. 但从另一角度考虑, 计算式

( 9. 57)分子上的迹,可以取任意的基. 我们完全可以取一组具有确定粒子数的基来进行计

算, 这样〈ψ( x)〉就必须为 0. 这一点反映了一个深刻的原理: Hamilton 量具有整体规范不

变性,即在变换

ψ( x) eiαψ( x ) ( 9. 58)

下的不变性, 此处 α是任意实常数.这个不变性是与粒子数守恒相对应的.在取系综平均

时,每一个 ψ= re
iθ
总会有一个ψ= re

i( θ+ π)
和它相抵消. 这一点和磁学中的 van Leuven 定理

是完全类似的.在计算铁磁体的自发磁化 M 时, 要取系综平均

〈M〉=
t r( e - βĤ M)

t r e- βĤ
. ( 9. 59)

由于在无外磁场存在时, Ĥ 对 M→- M 变换是不变的, 因此有一个 M 就有一个等几率的

- M 和它对消, 即自发磁化为 0. 这显然和在 Curie 温度 T c 下铁磁体存在自发磁化这一

概念相抵触.

解决这个佯谬的关键是 J . Goldstone 提出的对称自发破缺
① ,即体系的基态不具有体

系 H amilt on 量的某个对称性. 这只在最低能量态是简并的情况下才会发生:体系的对称

性体现在简并态中任何一个态都可以成为物理上的基态.如铁磁体, 它的基态不具有体系

的空间旋转不变性, 因为 M 总要选定空间的一个方向. 选定某个方向或选另一个方向在

能量上是一样的.从一个方向跃迁到另一个方向是不需要能量的, 但这需要所有的原子磁

矩一齐转向. 如果体系有少数几个原子, 出现这种情况的几率还不算太小.但如果体系是

宏观的, 就需要等到 Poincaré循环量级的巨大的长时间. 统计力学的系综平均只在弛豫

时间有限时才有意义. 因此在作系综平均时, M 与- M 出现就不可能是等几率的. 办法

是:引入一个外磁场 B,其方向和最终的自发磁化方向一致, 然后进行平均, 平均之后再将

磁场去掉,此时单位体积内的磁化强度为

〈M〉
V
≡ lim

©¦B©¦→0
lim
V→∞

1
V

t r e- β( Ĥ - μN̂ - M ¡¤B) M

tr e - β( Ĥ - μN̂ - M¡¤B)
. ( 9. 60)

这个办法可以借到 BEC 来. 可以引入虚拟的 c数外源η( x) ,使巨正则 H amilt on 量变成 ψ

与η的泛函:

Ê[ψ,η] = Ĥ - μN̂ -∫d
3
x [ψ( x)η( x) + ψ

�
( x)η

*
( x) ] , ( 9. 61)

取过平均之后再令η→0,则

〈ψ( x)〉≡ lim
η→0

lim
V→∞

1
V

t r[ e - βÊ[ψ,η]ψ( x ) ]

tr e - βÊ[ψ,η]
. ( 9. 62)

平均值( 9. 60) , ( 9. 62)式如果将取极限的次序颠倒就得出 0, 这反映了体系本身的对称
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性.不为 0的序参量有其相位, 即真空态和相位有关.但体系的 H amilt on 量并不依赖 ψ的

相位.存在不为 0的序参量( BEc波函数) ,即意味着对称的自发破缺.

另一个概念是相位相干.序参量可以写作

〈ψ( x)〉= f ( x) e
iθ( x)

, ( 9. 63)

其中幅 f ( x)是 BEc数密度的平方根. 相位 θ( x )的意义需要进一步探讨. 作为 BEc 的波函

数, 它是宏观的.不仅指 BEc 包括宏观量的粒子, 且 x 所延伸的距离也是宏观的. 和多体

系统的一般波函数不同, 它不是 N 个坐标的函数 Ψ( x1 , ⋯, xN ) , 而是用一个坐标描述的

函数.相位有其任意性, 例如在〈ψ( x)〉上乘以相因子 e
iα
(α为任意实常数)不带来任何物理

差别.但这里重要的是 θ( x1 )和 θ( x2 )是互相关联的.不论©¦x1 - x2 ©¦有多大, 只要这两点都

在体系内,则两个相位的相对值是固定的. P . W . A nderson
[ 11]举例说明了这一点. 设想将

体系分为同样体积的 K 个宏观盒子.每盒内在 k= 0态上有 N 0 / K 个粒子. 令 Ai 为在第 i

个盒内消灭一个 k= 0 态粒子的算符.因此有

a 0 =
1

K
∑
i

Ai,

〈a�0 a 0〉= N 0 ,

〈A
�
iAi〉=

N 0

K
.

将第一式代入第二式,就有

〈a
�
0 a 0〉=

1
K∑i, j

〈A
�
i A j〉=

1
K∑i〈A

�
i Ai〉+

1
K∑i≠ j

〈A
�
i A j〉

=
N 0

K
+

1
K∑i≠ j

〈A
�
i A j〉.

对很大的 K ,第二项是为主的, 因此在不同的盒子内相位必须是相干的. 式( 9. 63)已在本

书第 5 章 5. 1 节中出现过,式( 5. 4)给出超流体速度与相位梯度的关系

v s =  
h
m
è θ. ( 9. 64)

从流体中某一点出发作 v s的封闭线积分

∮ v s ¡¤ds =  
h
m∮ è θ¡¤ds

右方积分正是经过封闭曲线绕一周后回到原地相位的变化.由于波函数的单值性, θ的变

化只能是 2π的整数倍.因此

∮ v s ¡¤ds =
2π  h
m
κ,   κ= 0, ± 1, ± 2,⋯. ( 9. 65)

这是 Onsager-Feynman 涡旋量子化条件, 在后面讨论 BEc稳定性时将会有应用.

在本书第 5 章介绍过 Ginzburg-Landau 提出了复序参量场, 研究的背景是超导. 上面

提到的 Penrose-Onsager 序参量场, 研究的对象是超流. 杨振宁的非对角长程序给出严

格、统一的描述. 在 BEc 波函数( 9. 63)式中 θ( x )是确定的函数(准到一个加性常数) , 这称

为相位锁定态. 和它平行的是粒子数锁定态, 即 BEc 有确定粒子数的态, 记为 ψ( N ) . 从

ψ( N )可以构成相位锁定态:
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ψ(θ) = ∑
N

cN eiθNψ( N ) , ( 9. 66)

其中 cN 在平均值 N 0 处有峰值, 它容许 N 值有适当涨落. 计算波场 ψ̂对 ψ(θ) 态的期

望值:

〈ψ̂〉= (ψ(θ) , ψ̂ψ(θ) ) .

由于 ψ̂是粒子湮灭算符,在标量积左方的展开中 e
- iθ( N - 1)和右方的 e

iθN相联系, 故有

〈ψ̂〉= f e iθ,

正是所需要的,因此构成式( 9. 66)是正确的. 算符 N 和 θ是共轭的, 即

N = i
�
�θ
 或  θ= - i

�
�N

. ( 9. 67)

在量子力学中, 量子相位算符是一个有着一段深刻争议历史的问题. 问题在于 e
iθ作为算

符不是幺正的, 即 θ是非厄密的. 此外, 不确定关系 ΔNΔθ≥
1
2
也会遇到矛盾. 因为相位

©¦Δθ©¦最大的值是 π.如果要求ΔN 很小,就会破坏不确定关系
[ 13]

. 这些问题在本书第 12 章

中还有系统论述.以上所提到的矛盾在微观体系中会变得尖锐.对本章讨论的问题, N 是

宏观量, 其涨落也是宏观量,因此还是可以用[ N , θ] = i以及算符 ( 9. 67)式. 例如 N 和 θ

的运动方程会给出 Ginzburg-Landau 超电流 ( supercurrent )方程和 London 方程
[ 1 1, 1 2]

. 在

评述有关超流体的理论工作时, P. W. Anderson 指出
① , 过去人们研究这个问题总是要加

上一条本不需要的假定, 即粒子数必须固定, 徒然增加了很多困难. 实际上这个问题可以

用非对角长程序成功地处理. BEc 的相位相干性在实验中已得到证实
[ 14 ]

. W . Kett erle 研

究组在磁-光阱中形成长椭球状的 Na 原子 BEc. 用聚焦在平面的激光束将凝聚体一分为

二(图 9. 5) , 然后去掉磁-光阱, 两团凝聚体自由下落并膨胀, 它们重叠后会发生干涉. 用

光照明以探测一个“切片”内的原子密度,结果发现干涉条纹(图 9. 6) . 原始距离较小的两

团干涉条纹间的距离较大, 这说明凝聚体在形成、分成两团、自由下落之后仍很好地保持

了相位相干.

相位相干是具有深刻内涵的微妙概念. 具有完全确定相位的 BEc 可以用相干态描

述. 在热阱中及存在原子相互作用下这个状态在动力学上如何随时间演化呢? M.

Lowenstein 和尤力
[ 4 7]
得到了凝聚体粒子数涨落、相位扩散的表述方法并进一步阐明了整

体规范对称自发破缺 Golds tone零模的性质. P. W. Anderson 曾提出过一个问题:“两个

超流体从来未见过面, 它们有一定的相对相位吗?”J . Javanainen 和 S. M . Yoo
[ 48]
的研究

得出的结论是, 即使两个 BEc 初始都具有确定的粒子数(即相位完全不确定)相向运动,

但在它们相重叠时仍能显示出干涉条纹.它们的相对相位是通过动力学发展出来的. 如果

实验重复,则结果仍定性地实现, 而相对相位则在重复的实验中无规地从一个值变为另一

个值.此外, 关于两个凝聚体的干涉还有许多其它研究结果
[ 49 , 50]

.

将量子光学方法用于 BEc 研究结出了丰硕成果. 用物质波在光的驻波所形成的“光
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图 9. 5 磁-光阱内凝聚体被激光束一分为二 ,激光参数不同

可使两团 BE c距离不同(中、下图)

图 9. 6 两团凝聚体的干涉条纹

( a ) 两团原始距离为 32μm; ( b) 两团原始距离为 35μm

栅”上的 Bragg 散射
[ 51 ]可以研究一系列的 BEC 的性质. 利用它可以建成物质波干涉的

Mach-Zender Bragg 干涉仪
[ 5 2] .

能否制备具有给定相位分布的 BEc 呢? W. D. Phillips , 邓鲁等人 [ 53 ]实现了相位刻印

( phase imprintin g)方法. 由于原子能级在光场中的能移δE (称为光移, ligh t shift )会产生

相移δ�= -
i  
h
δE t( t 为光脉冲时间) , 因此可以通过调节光的强度分布 I ( x , y )以及脉冲时

间 t 产生在 ( x , y ) 平面上的相位分布. 具有刻印的相位分布的 BEc 通过 Mach-Zender
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Bragg 干涉仪能显示其相位分布.

9. 4 弱相互作用 Bose 气体:均匀凝聚体

BEC 可以在粒子间没有相互作用时发生, 它是全同 Bose 子体系波函数对称性的后

果.在这个意义上可以称之为“纯量子力学根源的相变”. 但是它的物理却决定性地依赖于

相互作用的性质.在以上的讨论中曾提到自由 Bose 气体的 BEC 属一阶相变,而有相互作

用时就不能下此结论. H eⅡ的超流往往和 BEC 相提并论,但实际上这两种现象还是有区

别的.在超流中有一个临界速度 vc r ,当流体速度超过它时, 在流体中能够产生导致能量转

移的激发, 因而产生粘滞性, 即超流状态被破坏. 理想 Bose 流体的 v cr = 0. 虽然理想 Bose

流体的基态是超流体,但其稳定性会被任何运动(不论速度多小 )破坏①. 气体原子 BEc 的

稳定性首先取决于相互作用是排斥还是吸引,这一点将在下面讨论.

考虑不存在外场的 Bose 气体, 形成凝聚体后其密度是均匀的.先考虑 T = 0的情况,

这属于量子力学多体问题;然后再讨论有限 T 情况,需要用统计力学.

9. 4. 1 Bogoliubov 弱相互作用 Bose 气体理论

N . N . Bogoliubov早在 1947年就提出了弱相互作用 Bose气体理论, 其中包括了引入

准粒子的 Bogoliubov变换. 它在超导和超流理论中都是很重要的. T = 0时, 理想 Bose 气

体的基态是 N 0 = N , N i= 0( i≠0) . 在有粒子相互作用时, 通过二体相互作用可以有若干

对粒子处于( k1 , - k1 ) , ( k2 , - k2 ) , ⋯状态, 处于 ( ki, - ki)态是二体碰撞中动量守恒的要

求.弱相互作用 Bose 气体的基态可以包含任意数量的这种对, 以相干叠加的方式使能量

取到最低.相互作用能量的二次量子化形式是

1
2∫ψ
�
( x)ψ

�
( x′) V( x - x′)ψ( x′)ψ( x) d

3
xd

3
x′. ( 9. 68)

转换到动量空间,它是

∑
k , p , q

Vq

2
a�p + q a�k - qa k ap , ( 9. 69)

图 9. 7 二粒子相互作用产生的跃迁

式中 Vq 是 V( x)的相当动量传输为 q 的 Fourier

分量, Vq = V - q. 图 9. 7 表示相互作用所产生的跃

迁. 未微扰的基态是©¦Φ0 ( N )〉(真空 ) , 算符 a 0 和

a
�
0 作用在©¦Φ0 ( N )〉上的结果是

a 0 ©¦Φ0 ( N )〉= N ©¦Φ0 ( N )〉,

a
�
0 ©¦Φ0 ( N )〉= N + 1©¦Φ0 ( N + 1)〉.

( 9. 70)

由于凝聚体的存在, 湮灭算符 a 0 不能湮灭真空.

在量子场论中湮灭算符应该满足 a ©¦vac〉= 0 和

〈vac©¦a
�

= 0(此处©¦vac〉代表真空态 ) , 而算符的正
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规乘积的真空期待值为 0. 此处式 ( 9. 70)可以使包含 a 0 , a
�
0 的算符正规乘积的真空期待

值不为 0, 从而使建立在量子场论基础上的量子力学多体问题方法不再适用. 由于 N 0 是

宏观量, N 0 - 1, N 0 , N 0 + 1 没有多大区别; ©¦N 0 - 1〉, ©¦N 0〉与©¦N 0 + 1〉也没有多大区别. 考

虑a
�
0 a 0 ©¦Φ0 ( N 0 )〉= N 0 ©¦Φ0 ( N 0 )〉, a0 a

�
0 ©¦Φ0 ( N 0 )〉= ( N 0 + 1) ©¦Φ0 ( N 0 )〉≈N 0 ©¦Φ0 ( N 0 )〉, 因此

可以作以下置换:

a 0 → N 0 ,   a�0 → N 0 , ( 9. 71)

即将它们作 c数看待. 其它湮灭算符 ak ( k≠0)作用于真空©¦Φ0 ( N 0 )〉≡©¦N 0 , 0, ⋯, 0〉时仍

有

ak ©¦N 0 , 0,⋯, 0〉= 0,  k ≠ 0. ( 9. 72)

Bose子场算符现在是

ψ̂( x) = n0 ( x) + φ̂( x) , ( 9. 73)

φ̂( x) =
1

V
∑

k

′e
ik¡¤x

a k . ( 9. 74)

此处 n0 ( x)是 k = 0 态上的粒子数密度,求和上的撇号“′”代表不包括 k= 0态, 同时 φ̂算

符包括了所有 k≠0 态的湮灭算符.这样粒子数算符

N̂′= ∑′
p

a�p a p ( 9. 75)

就不再守恒,而有附加条件成立:

〈N̂′〉= N - N 0 . ( 9. 76)

在写出 Hamilton 量时, 式( 9. 69)中的 p 和 q 可以根据其中一个或两个属于 k= 0或均不

属于 k= 0 分为 8 项,由( a)～( h )标记:

Ĥ = ∑′
p

(ε0p + N 0V0

( a )
+ N 0Vp

( b)
) a�p ap

+ ∑′
p

N 0Vp

2
( a
�
p a
�
- p

( c)
+ a p a - p

( d)
) +

1
2

N
2
0 V0

( e)

+ ∑′
p q

N 0
Vq

2
( a�p+ qa qa p

( f)
+ a�p + qa�- q a p

( g )
)

+ ∑′
kp q

Vq

2
a�p + qa�k- qa k ap

( h )
. ( 9. 77)

在 H amilt on 量( 9. 77)式中, 所有求和都不包括 p = 0态, 即零动量态不再进入,只有各 N 0

因子出现.式中 ε
0
p 是未微扰的粒子能量,

ε0p =
1

2m
p 2 . ( 9. 78)

以实线代表动量不为 0的粒子, 虚线代表动量为 0的粒子. 以上( a )～ ( h )各项示于图 9. 8,

物理意义可以直接从图上读出.例如, ( c)代表凝聚体中的两个粒子通过相互作用交换动

量 p 而变成具有动量- p 与 p 的两个粒子, 属非凝聚相. 有一条虚线的图,相应的项前有

一个 N 0因子, 这是源于一个 a 0 或 a
�
0 被 N 0取代.有两条虚线的图, 相应的项前有 N 0 .
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有四条虚线的图, 相应的项前有 N
2
0 . 由于动量守恒, 不能有由三条虚线一条实线组成的

图. 从式( 9. 77)可见, ∑′
p

a�p ap 与 Ĥ 并不对易. 求这个相互作用体系的能级, 需要在附加

条件( 9. 76)式下将 Ĥ 对角化. 用 Lagrange不定乘子法, 可以对巨正则 H amilton 量

K̂ = Ĥ ( N 0 ) - μN̂′ ( 9. 79)

图 9. 8 二体相互作用导致的各种跃迁

对角化,μ(化学势 )就是不定乘子. 这个方法是 N . M. H ugenh oltz 和 D. Pines 提出的
[ 17]

.

令算符 K̂ , Ĥ ( N 0 )和N̂ ′的本征值分别记为 E 0′( N 0 ,μ) , E 0 ( N 0 , μ)和 N′( N 0 ,μ) , 用

N′( N 0 ,μ) + N 0 = N ( 9. 80)

可以求得μ( N , N 0 ) . 将 μ代入 E 0 ( N 0 , μ) ,再用

d
dN 0

E 0 = 0 ( 9. 81)

可以求得N 0 . 在求解中不要求 N - N 0n N 0 , 即对贫化较大的情况也能应用. 对 N - N 0 n N 0

的情况,解会比较简单. 有两个关系,是在文献[ 17]中给出的, 它们在有些情况下可以直接

给出μ, 不必走以上提到的正规步骤,这在下面的讨论中会有应用. 为了得到这两个关系,

考虑式( 9. 19) ,对量子力学基态有 S= 0,故μ=
�E 0 ( V, N )
�N

. 由于 E 0′= E 0 - μN′= E 0 + μN 0

- μN , 故可求出
�E 0′
�N 0

=
�E 0

�N 0
+ μ, 而对H  ^ 的基态右方第一项为 0. 因此就有

μ=
�E 0

�N
=
�E 0′
�N 0

. ( 9. 82)

  Bogoliubov的弱耦合近似, 只取 K̂ 中相互作用项与 N 0 和 N
2
0 成正比的两项:

K̂ = ∑′
q

ε
～

qa�q a q + ∑′
q

N 0
Vq

2
( a�q a�- q + a q a - q ) +

1
2

N 2
0 V0 , ( 9. 83)

其中

ε
～

q = ε0q + N 0 V0 + N 0 Vq - μ. ( 9. 84)
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式( 9. 83)中的第二项在 nq 空间中是非对角的, 需对角化. 先研究一下算符 ap 的演化. 直

接计算给出

i  h
da p

dt
= [ ap , K̂ ]

= ε
～

p a p + N 0Vp a
�
- p .

第二个等号右方第一项是可以预期的:如果不考虑第二项, 方程就是含时 Sch ro�dinger 方

程.第二项源于相互作用, 表示以 a p 开始, 随时间进行它会与 a
�
- p混合.同样, 以 a

�
p 开始,

随时间演化它会与 a - p混合. 根据这个提示,引入准粒子算符 αp ,α
�
p 以体现这个混合:

αp = up ap - vp a
�
- p ,

α
�
p = up a

�
p - vp a - p ,

( 9. 85)

其中 up 与 vp 为 p 的实函数. 这个变换的目的是使 K̂对准粒子成为对角的. 为了使算符

αp ,α
�
p 满足对易关系

[αp , α
�
q ] = δp q , ( 9. 86)

应有

u2
p - v2

p = 1. ( 9. 87)

对角化要求

K̂ = cons t + ∑′
q

ωqα�q αq

给出

[αp , K̂ ] = ωpαp ,   [α
�
p , K̂ ] = - ωpα

�
p . ( 9. 88)

将式( 9. 85)代入式( 9. 83) ,并用式( 9. 88) , 有

[α
�
p , K̂ ] = - up (ε

～

p a
�
p + N 0Vp a - p ) - vp (ε

～

p a - p + N 0 Vp a
�
p )

= - ωp ( up a�p - vp a - p ) ,

因此

ε
～

p up + N 0 Vp vp = ωp up ,

N 0 Vp up + ε
～

p vp = - ωp vp .

方程组有非零解的条件给出

ω
2
p = ε
～ 2

p - N
2
0 V

2
p , ( 9. 89)

u 2
p =

1
2

1 +
ε
～

p

ωp
,

v2
p =

1
2
ε
～

p

ωp
- 1 .

( 9. 90)

K̂对角化后变为

K̂ = ∑′
q

ωqα�q αq +
1
2

(ωq - ε
～

q ) +
1
2

N 2
0V0 . ( 9. 91)

式( 9. 85)被称为 Bogoliubov 变换.它的逆变换是
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a p = upαp - vpα
�
- p ,

a
�
p = upα

�
p - vpα- p .

( 9. 92)

Bogoliubov变换导致以算符 αp , α
�
p 表征的准粒子. 基态称为准粒子真空, 记为©¦0〉,它满足

条件

αp ©¦0〉= 0. ( 9. 93)

变换的意义可以作以下的理解. 由于相互作用,体系在 T = 0时的基态除有宏观量粒子布

居于未微扰的 p = 0态外, 还有不确定数量的对( q, - q)位于 q≠0 的态上.就一个确定的

q 态而言, 它上面可能有对, 也可能没有. 因此要想产生一个准粒子 q, 可以用 a
�
q (如果那

里没有粒子) , 也可以用 a - q (如果那里有一对粒子,消灭了- q粒子, 余下一个单个的 q 粒

子) . 为了确定ωp 还需求出化学势 μ.这里正好用得上式( 9. 82) :基态的 K̂ 期望值 E 0′的带

头项是
1
2

N
2
0V0 , 因此

μ=
�E 0′
�N 0

= N 0 V0 . ( 9. 94)

再用式( 9. 84)和( 9. 89)得

ε
～

q =
1

2m
q2 + N 0Vq , ( 9. 95)

ωq =
q

2
N 0Vq

m
+

q
4

4m
2

1/ 2

. ( 9. 96)

从式( 9. 89)看,ωp < ε
～

p , 因此真空态能量中
1
2

(ωq - ε
～

q )一项是负的. 在 9. 2 节讨论过粒子

数锁定态与相位锁定态. 它们彼此是 Fourier 变换关系, 因此具有相同能量. 但通过

Bogoliubov 变换, 将不同数量、不同动量的( p , - p )对相干叠加(因此凝聚体粒子数量也

相应涨落 ) , 这样使体系的能量进一步降低. 相互作用在 BEc 中选定了粒子数在 N 0 附近

相干涨落的态作为基态.

从式( 9. 96)取低动量极限,得色散关系

ωq = q
N 0V0

m
, ( 9. 97)

这是集体声子态,声速是

sB =
N 0 V0

m

1 / 2

.

高动量极限给出

ωq = ε
～

q =
q

2

2m
+ N 0 Vq, ( 9. 98)

第一项是粒子动能, 第二项是非凝聚体粒子所感受的平均势能. 因此 ε
～

q 就是 Hartree-

F ock 单粒子能量.此外, Bogoliubov理论还可以用来讨论对外加扰动的响应,超流体运动

等问题
[ 15 ]

.
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9. 4. 2 非理想 Bose 气体

对 T≠0 的非理想 Bose 气体, 必须从计算配分函数开始. 计算的方法之一是统计力

学中的集团积分 [ 6 ] .另外也可以计算体系的能级, 然后用 QN ( V, T ) = ∑
n

e - βε
n得出配分函

数.在相互作用势比较简单, 能用微扰论解出能级的情况下,这种方法就是可行的. 实际上

原子间的相互作用势甚为复杂. 它有一个很强的排斥芯(称为硬球势) , 但由于硬球芯很

小,就有可能采用一种近似法, 称为赝势法.它将相互作用势转变成有效作用势, 只通过低

能相移参数表示,这就使微扰计算得到简化. 硬球 Bose 气体理论是由杨振宁、李政道、黄

克孙在 20 世纪 50 年代后期发展的
[ 18, 1 9] ①

. 在量子力学中, 低能散射的散射相移与势的形

状无关,而只依赖于一个参数 a ,称为散射长度. 在 r→∞时散射波函数 ψ∞是

rψ∞ = const ( s inkr + tanη0 coskr) ,

此处 k 是波矢大小,η0 是相移.在低能情况下 k→0,就有

ψ∞
k→ 0

const 1 +
tanη0

kr
,

其中

t anη0 = - ka .

对排斥势, a > 0;对吸引势, a < 0.硬球势(硬球芯半径为 a )在低能散射情况下的散射长度

正好等于球芯半径.在低温下的非理想气体有三个参数, 即 de Broglie热波长 λ、粒子间平

均距离 v
1 / 3以及散射长度 a . 在赝势法中 a /λ和 a / v

1 / 3都是小参数. 前者是低温的条件, 后

者是稀薄的条件.硬球势散射方程及边界条件是

( è 2 + k2 )ψ= 0,   r > a;

ψ( r ) = 0,   r < a.
( 9. 99)

E . Fermi在 1936年证明, 对 r > a 的波函数, 这种散射就相当于一个有效相互作用

V =
4πa  h

2

m ∑i< j

δ
3
( r i - r j )

�
�r ij

r ij . ( 9. 100)

这样就完成了以下过程: 将物理上的粒子间作用势在低能散射下归结为硬球, 然后用

F ermi 的方法, 把式( 9. 99)中的边界条件纳入了有效相互作用(式( 9. 100) ) . 所以称为赝

势, 是因为它除依赖距离 r ij以外还包含一个求导数的算符. 算符
�
�r

r 作用于一个波函数

ψ( r ) , 结果是
�
�r

rψ= ψ+ r
�ψ
�r

. 在前面的 δ( r )作用下, 如果 ψ在 r→0 时是正规的, 则有

�
�r

rψ→ψ,
�
�r ij

r ij就可以被 1 替代.在一阶微扰论计算中,赝势只作用于非微扰波函数, 因

此可将
�
�r ij

r ij换成 1.在高阶微扰中它就发挥重要作用, 从而得出重要的物理结果 [ 18, 1 9] . 限

于一阶微扰, H 是

H =  
h

2

2m
( è

2
1 + ⋯ + è

2
n ) +

4πa  h
2

m ∑i< j

δ
3
( r i - r j ) , ( 9. 101)

·913·

① 请参阅文献 [ 6]第 10 章、第 12 章 .



未微扰状态用{np }表征, np 为单粒子态 p 上的粒子数:

Φn = {⋯np⋯}. ( 9. 102)

在Φn 态中能量平均值是
①

E n = (Φn , HΦn ) = ∑
p

p 2

2m
np +

4πa  h2

mV
N

2
-

1
2∑p n

2
p . ( 9. 103)

在低温时, p≠0态上的布居数很低, 上式第二项括弧中 np ( p≠0)可以略去,因此

E n = ∑
p

p 2

2m
np +

4πa  h2

mV
N

2
-

1
2
n

2
0 . ( 9. 104)

配分函数是

QN = ∑
{n

p
}

exp - β∑
p

p 2

2m
np +

4πa  h2

mV
N

2
-

1
2
n

2
0 . ( 9. 105)

进一步计算给出②

  
1
N

lnQN =

v
λ

3 g 5 / 2 ( z ) - lnz -
2aλ

2

v
,   v > v c, T > T E ;

v
λ

3 g 5 / 2 ( 1) - 2
aλ

2

v
1 -

1
2

1 -
v
v c

2

,   v < vc , T < T E .

( 9. 106)

从此可得出系统的宏观性质,例如对 T > T E ,有

λ
3 P

kT
= g 5 / 2 ( z ) -

2a
λ

( g 3/ 2 ( z ) )
2

+ ⋯

ρ= z
�
�z

P
kT

= λ
- 3

g 3 / 2 ( z ) -
4a
λ

g 3/ 2 ( z ) g 1 / 2 ( z ) + ⋯ .

9. 5 弱相互作用 Bose 气体:非均匀凝聚体

9. 5. 1 凝聚性质与外场的关系

  在研究原子气体 BEC 的装置中会用磁场和磁-光阱或激光阱. 有外场存在时,凝聚体

的密度是位置坐标的函数.在外场中, 凝聚体的性质,例如临界温度、凝聚粒子数比率以及

Bose 气体热容量等, 都依赖于势的形式 [ 2 0] .先考虑在外场 U( r)中的 N 个理想 Bose气体

粒子,它们在温度 T 下依各量子能级ε分布

nε=
gε

e
(ε- μ) / kT

- 1
, ( 9. 107)

此处 gε是能级简并度, μ是化学势. 基态能量取为 0. 设能级间距远较 kT 为小, 即:

kT m εi+ 1 - εi. 能级密度取决于外场的势 V( r ) , 可以用半经典近似估计. 在相空间中每 h
3

体积中有一个能级.能量为 ε的粒子被势局限在体积V(ε)内, 动量空间体积元为 4πp
2
dp

= 4πmp dε= 4πm( 2m)
1
2 ε- V( r ) dε.因此态密度是

ρ(ε) =
( 2π) ( 2m)

3 / 2

h
3 ∫

V(ε)
ε- V( r ) d3r . ( 9. 108)

·023·

①

② 参阅文献 [ 6]第 12章 .

参阅文献 [ 6]附录 A .



化学势与总粒子数 N 的关系由下式决定:

N = N 0 +∫
∞

0
nερ(ε) dε. ( 9. 109)

和自由粒子情况类似, 由于 ρ( 0) = 0, 基态上粒子的贡献需单独写出. 设 gε= 1,将上式展

开,得

N = N 0 + ∑
∞

j = 1

exp
jμ
kT∫

∞

0
ρ(ε) exp

- jε
kT

dε, ( 9. 110)

取带头项作出积分,可得 μ( T ) .

临界温度 T c 的决定与自由粒子的 T E 类似, 即在式( 9. 109)中设 N 0 = 0,μ= 0, 解出的

T 就是. 体系总能量是

E ( T ) =∫
∞

0
εnερ(ε) dε. ( 9. 111)

热容量即可求出:

C( T ) =
�E ( T )
�T

=
1

kT∫
∞

0

ερ(ε)
gε

( nε)
2 �μ
�T

+
ε- μ

T
exp
ε- μ

kT
dε. ( 9. 112)

文献[ 20]研究了各向异性幂次势.下面仅举一例说明势对各种参数的影响, 列于表 9. 1.

表 9. 1 势对 BE c 参数影响

势 T c
N 0 X

N
( T < T c) C( T c - ) / N k

三维方盒
2 �π  h2

km
N

2. 612V

2/ 3

≡T E 1 �-
T
T c

3/ 2

1 G. 92

V( r ) = ε1 B
r
a

2

(各向同性谐振子)

2 �
m

 
h
k

N
1. 202

1/ 3 ε1
a2

1/ 2

1 6-
T
T c

3

10 ^. 82

  下面推广到弱相互作用 Bose 气体. 从二体作用势式( 9. 101)得到平均每个粒子相互

作用能 E in t =
2πa  h

2

m
dN
dV

①

, 此处
�N
�V
是粒子数密度.因此, 半经典近似的 Hamilton 量可

以写为

H ( p , r ) =
p

2

2m
+ V( r ) +

2πa  h
2

m
n( r) . ( 9. 113)

阱中粒子密度 n( r )应为

dN
dV = ∑

ε

nε©¦ψε©¦
2
,

这很难精确计算.但用半经典近似, 有

dN =
1
h

3 n( p , r ) d3 p d3r , ( 9. 114)

此处

·123·

① 由式 ( 9. 105)读出总相互作用能 ( n0= N 情况 )为
2πa  h2

mV
N 2, 平均每个粒子能量为

2πa  h2

mV
N

V
.



n( p , r ) =
1

e
[ ( p 2/ 2m) + V ( r ) - μ] / kT

- 1
. ( 9. 115)

粒子数密度是

dN
dV p , r

=
1
h3 n( p , r ) d3p .

对动量积分,有

dN
dV r

=
4π
h3∫p

2
n( p , r ) dp . ( 9. 116)

令 x =
p

2

2mkT
,上式变为

dN
dV r

=
2

π

1
λ3∫
∞

0
x 1/ 2 1

ex + ( V ( r ) / kT ) - (μ/ kT ) - 1

=
2

π

1
λ

3∑
∞

t = 0

exp - t
V

kT
-
μ

kT∫
∞

0
e

- x t
x

1/ 2
dx . ( 9. 117)

此处λ是 de Broglie热波长, 以上用了
1

1 - y
= ∑
∞

t= 0

y t . 积分后得

dN
dV r

=
1
λ

3∑
∞

t = 1

e
t[ μ- V ( r ) ] / kT 1

t
3/ 2 . ( 9. 118)

在μ�0时, 求和可以只取带头的第一项,即取 t= 1, 式( 9. 113)变为

H ( r , p ) =
p 2

2m
+ Ve ff ( r ) ,

此处

Ve ff ( r ) = V( r) +
2π  h

2
a

mλ
3 e

- V ( r ) / k T
. ( 9. 119)

文献[ 20]考虑了圆柱势的情况,给出了有关参数的结果. 对二维 Bose 气体, 动量空间体积

元为 2πp dp∝dε, 能级密度 ρ(ε)与 ε无关, 因此

∫dε
1

e (ε- μ) / kT - 1
∝ N ,

在 T≠0时, μ不可能趋于 0(否则积分发散) ,因此 T E→0,即理想二维 Bose 气体不可能发

生 BEC. 文献[ 21]指出, 在外场情况下, 一定能量的粒子被势局限在相应的范围内, 因此

T E 变得有限.

9. 5. 2 阱中弱相互作用 Bose 气体的 Bose-E instein 凝聚

在有外场时, 9. 4 节讨论的弱相互作用 Bose 气体的统计力学就需要将外场的影响包

容进来.早期原子物理中的 T homas-F ermi模型
①便是用“局域密度近似”来处理这类问题

的例子, 它被称为“原子的统计理论”. J . O liva
[ 22 ]
将这个办法移植到 Bose-Ein stein 凝聚.

在 T homas-Fermi模型中, 令原子中平衡电子分布与核的 Coulomb 势在原子中共同产生

的势为 V( r ) ,则有

·223·

① 可参阅 Landau L D and Lifshit z E M , Q uantum M echanics . 3rd ed. Oxford: P er gamon P ress , 1977, p259.



1
2m

p
2
F ( r) + V( r ) = con st , ( 9. 120)

此处 p F ( r)为在 r 处的 Fermi动量, 它的值因在不同 r 处的电子密度不同而异. Oliva 提

出,在阱中非均匀体系处于扩散平衡时, 总的化学势应该为常数,即有

μ�[ρ( r) ] + V( r) = μ, ( 9. 121)

此处μ为总化学势(常数) , μ�为内部化学势, 在一般情况下它应是密度分布函数ρ( r)的泛

函. 如果 ρ( r )的变化足够平缓, 就可以采用“局域密度近似”,将非定域的泛函 μ�[ρ( r) ]用

局域的坐标函数μ�( r )代替. 这时就有

μ�( r ) + V( r ) = μ. ( 9. 122)

O liva 用从式( 9. 106)导出的自由能计算在阱中自旋确定取向的氢原子的密度分布.

邹祖德、杨振宁、余立华
[ 23 , 24 ]
严格论证了局域密度近似的成立条件, 并对原子散射长

度 a > 0(排斥相互作用)情况给出一个易于用实验验证的关系, 还给出了阱中 Bose 子的

动量分布.考虑谐振子阱 V =
1
2 mω

2
r

2 ,其中的 Bose 气体有 4个量纲为长度的参数. 除散

射长度 a 和热 de Broglie 波长 λ以外,还有阱中谐振子基态的大小 L 2 以及能量为 kT 的

经典谐振子振幅 L 1 :

L 1 = ( 2πmω
2
β)

- 1/ 2
,

L 2 = (  h / mω) 1 / 2 ,
( 9. 123)

此处β= 1/ kT . 在局域密度近似中,空间被分成元胞, 其体积介于 L
3
1 和 L

3
2 之间:

L 3
1 m 元胞体积 m L 3

2 .

在一个元胞中势能 V( r )被当作常数. 在相互作用 Bose 体系的统计力学中的逸性 z = e
βμ

,

现在被ζ所取代:

ζ( r) = e
βμ�( r )

= e
βμ

e
- βV ( r )

= z e
- βV ( r)

, ( 9. 124)

z 在整个体系中为常数.巨配分函数是

Q= ∏
p

1
1 - ζe

- βε
p

. ( 9. 125)

式( 9. 106)导致的 Bose 气体(不计 BEc)密度分布函数

ρ( r ) = λ- 3g 3 / 2 ( z ) 1 -
4a
λ

g 1/ 2 ( z )

现在被 z→ζ置换所得的表达式取代:

ρ( r ) = λ
- 3

g 3 / 2 (ζ) 1 -
4a
λ

g 1 / 2 (ζ) , ( 9. 126)

ρ通过 ζ( r)依赖于位置坐标 r .

对 a = 0情况 ρ( r)可以严格解出,从而可以对局域密度近似作出估计.原子体系球对

称的总密度分布函数ρt( r)是

ρt( r) =〈r ©¦D ©¦r〉, ( 9. 127)

此处

D =
ze - βH

1 - ze
- βH = ∑

∞

l = 1

z
l
e

- βH l
. ( 9. 128)

·323·



是密度算符. e
- βH l
的矩阵元是已知的① , 代入式( 9. 128)后给出

ρt ( r ) = ε3/ 2λ- 3∑
∞

l = 1

( sinh lε) - 3/ 2 z l e - σ2t a nh lε/ 2 , ( 9. 129)

此处

ε=  
hω
kT

,  σ=
r

L 2
. ( 9. 130)

式( 9. 129)中的级数记为∑
l

a l , 它的收敛条件由下式决定(对大的 l 值) :

a l + 1

a l
= z

e( l + 1) ε

e lε

-
3
2

= z e
- ( 3 / 2) ε
≡ z1 < 1. ( 9. 131)

对 z 1 = 1, 级数对任何 r 值都发散.与均匀 Bose气体情况相比, 可知若将发散部分分出, 它

就相当于 BEc, 而余下的部分则属于“热气体”.取式( 9.129)中级数的一般项 a l 的对数,

lna l= l( lnz) -
3
2

ln sinh lε- σ
2
tanh

lε
2

= l lnz -
3
2
ε+

3
2

ln2 - σ
2

+ cl ,

此处 cl→0, 当 l→∞.即在 l 足够大时

a l → 23/ 2e - σ
2

z l
1 ec

l .

将 a l 改写:

a l = 23 / 2 e- σ
2

z l
1 + 23/ 2 e - σ

2

z l
1 ( ec

l - 1) ,

∑
l

a l = 23 / 2 e- σ
2 z1

1 - z1
+ 23/ 2 e - σ

2

∑
l

z l
1 ( ec

l - 1) .

代回式( 9. 129)有

ρt ( r ) =
z 1

1 - z 1
©¦ψ0 ( r ) ©¦

2
+ ρ( r) , ( 9. 132)

右方第一项是在 z 1 = 1时的发散项,即凝聚体的密度分布, 而

ψ0 ( r ) = 23/ 4 e- r
2

/ 2L
2
2 ( 9. 133)

正是谐振子基态波函数.第二项

ρ( r ) = λ
- 3

( 2ε)
3/ 2∑
∞

l = 1

z
l
1

1
( 1 - e - 2lε) 3/ 2 e - σ

2
t an h
εl
2 - e - σ

2

( 9. 134)

是正常气体部分.这证明了在势 V( r )场中凝聚体正是按基态波函数分布.式 ( 9. 134)的求

和在 z 1 = 1时仍是收敛的.式( 9. 132)～( 9. 134)是精确的, 可用以判断局域密度近似的精

确程度.考虑 εn 1情况. 式( 9. 134)的求和中, εl> 1 的各项因花括弧中二项抵消贡献可略

去. 对 εl < 1 的各项,可用以下置换: 1- e
- 2lε
→2lε, t anh

εl
2
→
εl
2

, 而 e
- σ2

项可略去. 求和项

变为

·423·

① 见 F eynman R P . Stat is t ical Mechanics . R ea ding: W. A . Benjamin Inc. , 1972, p49.



∑
∞

1

z 1 exp -
1
2
βmω2r 2

l

l
3/ 2 = g 3/ 2 z1 exp -

1
2
βmω

2
r

2

因而有

ρt ( r ) ≈
z1

1 - z1
©¦ψ0 ( r) ©¦2 + λ- 3 g3 / 2 z1 exp -

1
2
βmω2 r 2 . ( 9. 135)

式( 9. 126)在 a = 0情况下给出的正是上式第二项, 仅将 z 换成 z1 . 对 εn 1, 这个置换带来

的误差可不计. 在气体相, 1- z 1 = O( 1) , 式( 9. 135)第二项为主, 因此局域密度近似很好.

在凝聚相, 1- z1≈O( N
- 1 ) , 因此在第二项中可置 z1 = 1, 这使它与近似表达式完全相同.

对凝聚相本身还需进一步讨论.式( 9. 126)在 a = 0时是 ρ( r ) = λ
- 3

g3 / 2 ( ze
- β

1
2

mω2r2

) .对体系

增加粒子使 z 值增大, 但 g 3/ 2的宗量的最大可能值为 1. 因此,首先是在 r = 0 处宗量值先

达到 1.如果再增加粒子, 便要在 r = 0 处产生凝聚. 在局域密度近似中, BEc 的密度分布

是 δ函数型的,精确结果的密度分布是©¦ψ0 ( r ) ©¦
2
. 这个区别正好说明近似的性质. 在将空

间分成元胞时,元胞的尺度甚大于 L 2 ,因此 ψ0 ( r )的尺度 L 2 对元胞而言就缩成了一点.

对 a = 0情况, 体系 H amilt on 量为

H =
1

2m
p

2
+

1
2

mω
2
x

2
,

具有 x , p 的置换对称:

p \ x ,  
1
m
\ mω2 .

配分函数 QN ( V, T ) = tr e
- βH
对这个置换不变. 因此 BEc 的动量分布一定是©¦ψ0 ( p ) ©¦

2
. 对

a≠0 的情况,阱中 Bose气体的动量分布在文献[ 24]中有详细讨论.

对 a > 0情况, 式( 9. 126)在准到 a /λ一阶时可以写作

ρ( r ) = λ
- 3

g 3 / 2 ( z e
- βV ( r) - 4aλ2ρ( r)

) , ( 9. 136)

在体系粒子数增加时, 仍在 r = 0 处开始凝聚.在均匀体系中 μ= kT lnz, 在阱中局域密度

近似给出

μ�( r ) = kT ln ( ze
- βV

) = kT lnz - V( r ) . ( 9. 137)

式( 9. 136)给出饱和气体密度 ρ0 = λ
- 3

g 3/ 2 ( 1) , 因此凝聚体密度为ρc= ρt - ρ0 . 式( 9. 106)给

出体系的 H elmholtz自由能 A= -
1
β

lnQN , 则有

A
V

= - kTλ- 3 g 5/ 2 ( 1) + 2aλ2 kTρ2t - aλ2 kTρ2c , ( 9. 138)

从此可以得到化学势 μ�=
�
�ρt

A
V V , T

:

μ�= [ 4aλ
2
ρt - 2aλ

2
(ρt - ρ0 ) ] kT

=
a 4π  h

2

m
(ρt + ρ0 ) .

上式与式( 9. 137)相等, 得

kT lnz - V( r) = 4πa (ρt + ρ0 )  h2 / m.

·523·



在凝聚体边界, r = r 0 ,ρc= 0, ρt = ρ0 , 因此有

V( r ) + 4πaρt ( r )  h
2
/ m = V( r 0 ) + 4πaρ0  h

2
/ m. ( 9. 139)

这个关系对任何阱势 V( r )成立,在实验上是可以检验的.

9. 5. 3 Ginzburg-P itaevskii-Gr oss 方程

在有外场时,与式( 9. 73)相对应的场算符关系是

ψ̂( x) = Ψ( x) + φ̂( x ) , ( 9. 140)

此处

Ψ( x) =〈ψ̂( x )〉, ( 9. 141)

是凝聚体波函数,而 φ̂( x )是非凝聚体各态的场算符, 满足

〈 φ̂( x )〉= 0. ( 9. 142)

下面从 ψ̂的运动方程出发, 在平均场近似下导出 Ψ及 φ̂所满足的演化方程及本征方程.

二次量子化的 H amilt on 量是

Ĥ =∫d3 x ψ̂� -  
h2

2m
è 2 + V ψ̂+

1
2∫ d3x d3 x′U ( x - x′) ψ̂�( x) ψ̂( x) ψ̂�( x′) ψ̂( x′) ,

( 9. 143)

此处在弱相互作用 Bose 气体近似下, 有

U ( r) =
4π  h

2
a

m
δ3 ( r ) . ( 9. 144)

用式( 9. 144) , Ĥ 的第二项变为∫ d
3
x

2π  h
2
a

m
ψ̂
�
( x) ψ̂( x ) ψ̂

�
( x) ψ̂( x ) . ψ̂满足的运动方程是

i  h
�ψ̂
�t

= -  
h2

2m
è

2
ψ ^ + V( x) ψ̂+

4π  h2 a
m
ψ̂
�
ψ̂ψ̂. ( 9. 145)

将式( 9. 140)代入式( 9. 145) ,并取此式平均, 考虑到〈φ̂〉=〈 φ̂
�
〉= 0,〈φ̂

�
φ ^ 〉= n′( r , t) , 得

i  h
�Ψ
�t

= -  
h

2

2m
è 2Ψ+ V( x)Ψ+

4π  h
2
a

m
( 2n′+ ©¦Ψ©¦2 )Ψ. ( 9. 146)

这是凝聚体波函数满足的方程,由于©¦Ψ©¦2
Ψ项,它是非线性的.

求 φ̂所满足的方程要用平均场方法.考虑

ψ̂�ψ̂ψ̂ �= (Ψ� + φ̂�) (Ψ+ φ̂) (Ψ+ φ̂)           

= ©¦Ψ©¦2Ψ+ 2©¦Ψ©¦2 φ̂+ Ψφ̂φ̂+ Ψ2 φ̂�+ 2Ψφ̂�φ̂+ φ̂�φ̂φ̂

在进行线性化时,双线型 φ̂
�
φ用其平均值 n′代替, φ̂φ̂的平均值为 0.注意到 φ̂

�
φ̂φ̂约化

时, φ
 ^ �要和两个 φ̂因子分别组合, 故有 φ̂

�
φ̂φ̂→2n′φ̂. 这种作法略去了场的涨落,对其

推论应持谨慎态度.上面的算符 ψ̂
�
ψ̂ψ̂约化为

ψ̂�ψ̂ψ̂→ 2n′φ̂+ 2n′Ψ+ Ψ2 φ̂�+ 2©¦Ψ©¦2 φ̂+ ©¦Ψ©¦2Ψ, ( 9. 147)

即完成了 φ̂算符的线性化.从式( 9. 145)减去式( 9. 146) , 并用式( 9. 147) , 得
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i  h
�φ̂
�t

= -  
h

2

2m
è 2φ ^ + V( r) φ̂+

4π  h
2
a

m
[ 2( ©¦Ψ©¦2 + n′) φ̂+ Ψ2 φ̂�] . ( 9. 148)

式 ( 9. 146)和 ( 9. 148)是耦合方程. 通常在式( 9. 146)中略去 n′,因为在 BEc 形成后, ©¦Ψ©¦2

要比 n′大得多.这样式( 9. 146)就变为

i  h
�Ψ
�t

= -  
h2

2m
è

2
Ψ+ V( r)Ψ+

4π  h2a
m

©¦Ψ©¦
2
Ψ, ( 9. 149)

这是 Ginzburg-P itaevskii-Gross 方程
[ 3 2～3 4]

(以下简称 GPG 方程) .由于用了平均场近似,

且相对于©¦Ψ©¦
2
略去了 2n′, 它只在凝聚体形成后才适用.又因用了 δ函数势( ( 9. 144)式) ,

它相当于准到 a 一阶的微扰论结果. A . Fett er
[ 27]用方程 ( 9. 148)讨论了各向同性势阱中

非凝聚体的性质.

以上推导参照了文献[ 23] .

9. 6 各向异性势阱中的 Bose-E instein 凝聚

BEc的定态性质以及在形成后的演化, 要靠 GPG 方程的解给出. 由于方程的非线性,

多靠数值解法
[ 2 8, 2 9]

, 但不用数值解仍能得到若干定性结论
[ 3 0]

. 这项工作以 C. W ieman 和

E . Cornell 研究组对
87

Rb 的 BEC 实验为例展开讨论. 势阱是各项异性的,轴向频率 ωz°, 横

向频率ω⊥°=
ωz°

8
;相应的振子振幅为 a z=  

h
mωz°

1 / 2

, a ⊥=  
h

mω⊥°

1/ 2

. 在无相互作用时, 单粒

子态波函数是

Ψ0 ( r ) =
1

π3/ 4 a ⊥ az
1/ 2 exp -

1
2  h

m(ω⊥°r
2
⊥+ ωz°z

2
) , ( 9. 150)

此处 r⊥是 r 在 xy 平面的投影. 密度分布 ρ0 ( r) = NΨ
2
0 ( r )是 Gauss 型的.

87
Rb 的散射长度

是 a≈100a 0 , a 0 是 Bohr 半径, a > 0意为相互作用是排斥.单位体积气体的相互作用能是

2π  h
2
a

m
©¦ρ( r ) ©¦2 . 排斥作用使密度和理想气体情况相比要降低.由于横向( xy 平面)势较弱,

凝聚粒子数增加时,气体密度首先在 xy 平面内伸展, 然后及于 z 轴方向, 最终气体云的大

小将取决于相互作用能与阱势能间的平衡. 暂时不考虑势的各向异性, 设气体云半径为

R, 则 ρ约为 N / R
3
. 每个粒子的振子势能为

1
2 mω

2
⊥R

2
, 它感受到其它粒子的相互作用能约

为
4π  h2 a

m
N
R3 .此二者之间的平衡给出

R
5

= 8π  
h2

m 2ω2⊥
a N = a a

4
⊥ 8πN ≡ a

5
⊥ ζ

5
, ( 9. 151)

此处

ζ=
8πN a

a ⊥

1/ 5

( 9. 152)

是阱中 BEc 的无量纲尺度, BEc 的特征长度是 a ⊥ζ.在形成 BEc后的实验条件下, ζm 1. 粒

子的平均动能是 T�=  h
2
/ 2mR

2
,故有动能与相互作用势能(或阱势能 V�)之比为
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T�

V�
≈  

h2

mR 2 mω2⊥ R 2 =
a ⊥
R

4

= ζ
- 4

,

它是很小的. 为了进一步考查相互作用的影响, 用凝聚体波函数 Ψ, 它的归一化是

∫©¦Ψ©¦
2
d

3
r = N . 单粒子 Hartree 波函数是

Ψ( r)
N

1/ 2 , GPG 能量泛函是

E [Ψ( r) ] =∫d
3
r  

h
2

2m
©¦è Ψ( r ) ©¦2 +

m
2

[ (ω⊥°)
2 r 2
⊥+ (ωz°) 2 z2 ] ©¦Ψ( r) ©¦2

+
2π  h2a

m
©¦Ψ( r) ©¦

4 . ( 9. 153)

作为第一级近似,取 Ψ为无相互作用的基态波函数形式, 但取有效频率ω⊥和 ωz 作为变分

参量:

Ψ( r) = π
- 3/ 4
ω

1/ 2
⊥ ω

1/ 4
z

m
π  h

3 / 4

exp -
m
2  h

(ω⊥ r
2
⊥+ ωz z

2
) . ( 9. 154)

将式( 9. 154)代入式( 9. 153)得到 E (ω⊥, ωz ) . 变 ω⊥求 E 极小, 得极小条件 ω⊥= ω⊥°/Δ,此处

Δ∝N
1/ 2

a
1 / 4 .和 Wieman-Cornell组实验比较, 对 N = 104 , 得 ωz /ωz°= 0. 40～0. 55(决定于

阱参数) , ω⊥ /ω⊥°= 0. 16～0. 26. 由于排斥相互作用,波函数已有相当程度的扩展. 如果实验

以后达到 N = 10
6
, 扩展将更为可观.

对泛函(式( 9. 153) )在 N 固定情况下求极小,就得 GPG 方程:

-  
h2

2m
è 2 +

1
2

m(ω⊥°
2 r 2
⊥+ ωz°

2 z2 ) +
4π  h2 a

m
©¦Ψ( r ) ©¦2 Ψ( r ) = μΨ( r ) , ( 9. 155)

μ是化学势. 利用阱中 BEc 的特征长度 a ⊥ζ可以定义无量纲长度 r 1 : r = a⊥ζr 1 . 方程

( 9. 155)即可写作下列形式(记λ= ωz°/ω⊥°) :

-
1
ζ

4 è
2
1 + r 2

1⊥ + λ2z 2
1 + ©¦f ( r 1 ) ©¦2 f ( r 1 ) = ν2 f ( r 1 ) , ( 9. 156)

其中

ν
2

=
2μ
ζ2  h ω⊥°

. ( 9. 157)

对足够大的 N 值, 动能项可以忽略.无量纲波函数 f 就可解出:

f ( r
2
1 ) = ν

2
- r

2
1⊥ - (λz 1 )

2
, ( 9. 158)

解在左右方都为正值时成立,在此区域外 f = 0.

试探波函数( 9. 154)式给出的动量分布 P ( p )是 Gauss 型的,即有

P ( p ) =∫d
3
r ex p - i

p ¡¤r  
h
Ψ( r)

2

    ∝ exp -
p

2
⊥

ω⊥
+

p
2
z

ωz
m  h , ( 9. 159)

动量平方平均值是

〈p
2
〉=

m  h
2

(ωz + 2ω⊥ ) . ( 9. 160)

  对各向异性的阱, 且阱参数可以随时间变化的情况, Yu . K agan , E . L. Surkov 和

G . V . Shlyapnikov
[ 34 , 35 ]
用局域密度近似并忽略动能项, 发展了 GP G 方程的普适标度解.
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凝聚体波函数通过标度参数 bi( t)表示, 此处 i= x , y, z. bi( t)满足的是经典运动方程, 利

用这种解可以讨论凝聚体在外界扰动以及阱参数变化情况下的演化.

9. 7 涡旋及 Bose-E instein 凝聚体的稳定性

BEc形成的一个实验标志是涡旋的形成. 对 BEc波函数Ψ= n( r) e
iθ, 式( 9. 64)给出

图 9. 9 涡旋线 O 附近的

积分路径

超流体速度

v s =  
h
m
è θ,

它显然是无旋的:

è× v ss = 0.

因此在一条涡旋线附近, 沿方位角方向的速度场,其流体的

速度大小与该点距涡旋线的距离 r 成反比, 这样才能保证

速度场的无旋,即沿图 9. 9封闭路径作∮ v¡¤ds积分才能给

出 0. 如果路径包括沿 z 轴的涡旋线在内, 则涡旋量子化的

条件( ( 9. 65)式)

∮ v s ¡¤ds =
2π  h
m
κ,   κ= 1, ± 1, ± 2,⋯

给出量子数κ的状态波函数的相位θ:

θ= κ�, ( 9. 161)

此处�是方位角.理由是, 梯度沿 �增加方向的分量是

è �= �̂
1
r ⊥
�
��

, ( 9. 162)

�̂是在 �增加方向的单位矢量. 因此

v=  
h
m
è θ=  

hκ
mr⊥
�̂, ( 9. 163)

它正好给出量子化条件. 在量子数 κ状态, BEc 在 z 方向的角动量是 Nκ  h. 在超流液

氦
4
H e 中曾观察到涡旋态的存在,气体 BEc发现后各实验室都设法观测其中的涡旋态. 实

验的重要性在于证实气体 BEc 的超流性质,因为在涡旋态中超流速度是和 BEc序参量相

位梯度成正比的, 最初的努力是在蒸发冷却过程中使势阱略有变形并使势阱旋转, 希望

BEc就形成在涡旋态上.这个方案没有得到肯定结果. J. E. Williams 和 M. J . Hollan d 提

出建议
[ 43 ]

, 利用
87

Rb 的两种超精细结构态. 它们可以通过微波相互转变, 各自由势阱约

束.两个阱的中心有小的距离,在微波作用时令两个阱围绕其中点以适当频率旋转.实验

开始时已形成一种态的 BEc(没有涡旋) ,在微波作用一定时间后关闭微波并停止势阱旋

转,结果可以产生相当数量的具有涡旋的第二种态的 BEc,与第一种态的 BEc共存.这个

建议已由 E. Cornell和 C. W ieman 的研究组实现
[ 4 4]

. W . K et terle 研究组也给出 BEc 超流

的临界速度的证据 [ 45 ] .至此, 气态 BEc 的超流性质得到直接的实验证明.

F . Dalfavo 和 S. Str ingari研究了各向异性阱中 BEc的涡旋态, 发现它对相互吸引的
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Bose子系统形成 BEc的稳定性有重要意义.

涡旋态波函数

Ψ( r) = ψ( r) e
iκ�

的梯度是

è Ψ( r) = e iκ�è ψ+
iκ
r⊥

eiκ� �̂ψ, ( 9. 164)

右方第一项è ψ只有 ẑ 及 r̂ 方向的分量,因为 n( r )只是 r 与 z 的函数.因此

©¦è Ψ©¦2 = ©¦è ψ©¦2 +
κ2

r 2
⊥

©¦ψ©¦2 ,

代入能量泛函就得到

E [ψ] =∫d
3
r  

h2

2m
©¦è ψ©¦

2
+

m
2
ω2⊥ r 2

⊥+ ω2z z2 +  
h2κ2

m 2 r 2
⊥

©¦ψ( r) ©¦
2

+
2π  h

2
a

m
©¦ψ( r) ©¦

4
. ( 9. 165)

涡旋带来的正是“离心势”(角动量)项, 在涡旋线上 ψ为 0. 文献 [ 28]对此式作了数值计

算, 用了无量纲坐标 r 1 =
1

a ⊥
r , z 1 =

1
a ⊥

z , 以及归一化为 1 的波函数 ψ1 ( r 1 ) 和无量纲能量

E 1 = (  h ω⊥)
- 1

E. 计算步骤是,从试探波函数 ψ1 ( r 1 , t )开始.此处 t 是一个代表计算步骤的

参数.用 ψ1 算出 E 1 / N , 然后取 Δt, 作为下一个步骤,有

�
�t
ψ1 ( r 1 , t) = -

δ�E 1 / N
δ�ψ1 ( r 1 , t)

,

此处δ�代表维持归一化的受限泛函导数. 这个作法希望得到更小的 E 1 / N .这样重复下去,

到 E 1 / N 收敛时, 它就是变分极小值.图 9. 10 给出
8 7

Rb 无量纲波函数无相互作用情况, 实

线从上到下代表 N = 100, 200, 500, 1000, 2000, 5000, 10000. 可以看出, 相互作用对波

函数扩展是有很大影响的, 特别是在xy平面 .图9. 11给出87
Rb BEc波函数, 虚线是无相互

图 9. 10 87Rb BEc 的无量纲波函数 ,

显示相互作用影响

图 9. 11 87Rb BE c 波函数 ,

数值解与近似解比较

·033·



图 9. 12 无涡旋波函数等值线( a)及 κ= 1时波函数等值线( b)

作用情况, 实线是数值解,点划线是近似解( ( 9. 158)式) , 可见在 N = 5000时近似解已是

相当好的. 图 9. 12给出涡旋的影响,图 ( a)画出无涡旋 κ= 0 情况, 波函数用等值线标出,

数字单位是任意的.图( b )是 κ= 1的情况,可见涡旋将波函数推离涡旋线.

有兴趣的是
7
Li BEc 的计算.它的 a < 0, 原子间是吸引力.据式( 9. 104) , 由于相互作用

能与 a / v成正比( v 是比体积) , 对 a < 0 的情况 v 会趋于 0, 即均匀凝聚体要塌缩. 由于有外

场, 提供了零点能, 在 N 小于临界值时, BEc有可能稳定. 以下的数值计算证实了这一点,且

涡旋有助于使 a < 0的 BEc稳定. 计算结果示于图 9. 13,虚线代表无相互作用的 BEc波函

数. 实线从下到上分别代表 N = 200, 500, 1000. 随 N 增加波函数中心密度加大且在计算中

收敛速度减慢. 到 N > 1400 时 E 1 / N 就不再收敛.涡旋的一个影响是把波函数推离涡旋线,

见图 9. 14( a) ,另一影响是提高了 BEc 的稳定性. 图 9. 14( b )给出不同的 N 值 κ值时的波

函数等值线.κ= 1时 N 可达 4000,κ= 2时可达 6500,κ= 3时可达 8300的稳定 BEc.

图 9. 13 7Li BEc 波函数 ,

显示相互作用影响

图 9. 14 7Li BE c波函数等值线 �

( a) 同 N 值无涡旋 (κ= 0)与有涡旋 (κ= 1)的比较 ;

( b) 不同 N 值与不同 κ值的比较
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  在 9. 5. 2 节中提到 GPG 方程的局限, 它只能在 BEc 已形成情况下适用,但在此以前

BEc是如何形成的显然是最有兴趣的问题. BEC 的动力学问题也有不少讨论,但到把问

题搞清楚还有相当距离
[ 35～40 ]

.关于 BEC 的近期综述性文献,可以参阅文献[ 41, 42] .
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第 10 章

量子力学中的 Y an gian 对易关系

从本章开始, 将着重介绍杨振宁-Baxter 系统① . 它是处理一大类非线性量子可积模

型的普遍理论,对象是多体系统. 30年来这方面的研究取得了长足进展, 成为数学物理研

究中的一个蓬勃发展的分支. 由于许多数学家参与,很多文献在形式上比较数学化.然而

不少理论物理问题又与它密切相关,甚至量子力学中很基础的氢原子也是如此. 在第 3 章

中我们介绍了氢原子的 S O( 4)对称性:动力学对称性本身能够给出束缚态能谱. 在本章中

将看到氢原子还具有 Yangian 对称性,即它具有超出李代数范围的一种无穷维代数结构,

这是对氢原子更深一步的理解.在此基础上, 在第 11章将介绍杨-Baxter 系统最基本的内

容,然后再回到氢原子问题,这将有助于对杨-Baxter 系统的了解. 第 12章将从一些物理

问题介绍量子代数的本质.

10. 1 氢原子的张量算符与 Yangian

在本书 3. 3 节中讨论了氢原子的 S O( 4)动力学对称性. 对称群的生成元是角动量算

符 I α(α= 1, 2, 3)以及标度化了的 Runge-Lenz矢量算符 Bα. I 与 B 是满足以下 SO( 4)对

易关系的一种特殊实现:

[ I α, I β] = iεαβγI γ, ( 10. 1)

[ Bα, Bβ] = iεαβγI γ, ( 10. 2)

[ I α, Bβ] = iεαβγBγ. ( 10. 3)

其中εαβγ为三维全反对称张量, 即ε12 3 = 1,且任意两个下标交换时改变符号, 例如 ε2 13 = - 1

等. 在式( 10. 1)～( 10. 3)中如令 I α= Lα, Bα= Mα′, 则回到第 3. 3节的情况(  h= 1) . 现在我们

先从式( 10. 1)～( 10. 3)所示的一般情况出发建立较为一般的理论, 然后再回到氢原子问题.

定义张量算符

J =
1
2i

I× B, ( 10. 4)

算符 I α与 J β的对易子是简单的:

[ I α, J β] = εβμν I α,
1
2i

I μBν

= εβμν [ I α, I μ]
1
2i

Bν+ I μ I α,
1
2i

Bν
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=
1
2
εβμν(εαμλI λBν+ εανλI μBλ)

= I αBβ - I βBα

= iεαβγJ γ . ( 10. 5)

在以上推导中用了εαβγ的性质:

εαβμεγδμ = δαγδβδ- δαδδβγ. ( 10. 6)

对易关系( 10. 5)式和( 10. 3)式是相似的,但 J α, J β的对易子却比较复杂:

[ J α, J β] = -
1
4
εαμνεβστ[ I μBν, I σBτ]

= -
1
4
εαμνεβστ( [ I μ, I σ] BνBτ+ I σ[ I μ, Bτ] Bν

 + I μ[ Bν, I σ] Bτ+ I μI σ[ Bν, Bτ] ) . ( 10. 7)

利用式( 10. 1)～( 10. 3)以及( 10. 6) ,并用到 εαβμεαβν= 2δμν,得到

εαμνI μI ν=
1
2
εαμν[ I μ, I ν] =

1
2

iεαμνεμνλI λ

= iδαλI λ= iI λ, ( 10. 8)

( 10. 7)式简化为

[ J α, J β] = -
i
4
εαβγI γ[ I

2
- B

2
- 1] . ( 10. 9)

对氢原子,从( 3. 77)式和( 3. 83)式(置  h= 1以及 m= 1)有 B= M′,于是有

B
2

= - ( I
2

+ 1) -
k2

2E
. ( 10. 10)

将( 10. 10)式代入( 10. 9)式, 得

[ J α, J β] = -
1
4

iεαβγI γ 2I
2

+
k2

2E
. ( 10. 11)

上式中对易子涉及能量本征值, 且其右端不能表示为 I α与 J β线性组合的形式(现为非线

性组合 ) . 为此, 我们要计算 ( 10. 11)式与 J α的对易关系. 为了方便, 矢量算符分量采用

( + , - , 3)形式代替 α= 1, 2, 3, 例如

I + = I 1 + iI 2 ,   I - = I 1 - iI 2 .

式( 10. 4)的分量形式为

J ± = ê
1
2

( L± B 3 - L 3 B± ) ,

J 3 =
1
4

( L + B- - L - B + ) .
( 10. 12)

I 分量的对易关系是

[ I 3 , I ± ] = ± I ± ,  [ I + , I - ] = 2I 3 . ( 10. 13)

I , J 间对易关系( 10. 5)式的新形式是

[ I ± , J ± ] = 0,  [ I 3 , J 3 ] = 0,

[ I 3 , J ± ] = [ J 3 , I ± ] = ± J ± ,

[ I + , J - ] = [ J + , I - ] = 2J 3 .

( 10. 14)
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此外还有

[ I
2
, J ± ] = ± 2( I 3 J ± - J 3 I ± ) ,

[ I 2 , J 3 ] = I + J - - J + I - .
( 10. 15)

式( 10. 9)给出

[ J 3 , J ± ] = ê
1
4

2I
2

+
k2

2E
I ± ,

[ J + , J - ] = -
1
2

2I 2 +
k

2

2E
I 3 .

( 10. 16)

用式( 10. 16)和式( 10. 15)可以得出高阶对易关系:

[ J ± , [ J 3 , J ± ] ] = ê
1
4

J ± , 2I
2

+
k

2

2E
I ±

= ê
1
2

[ J ± , I 2 ] I ±

= ( I 3 J ± - J 3I ± ) I ± .

利用式( 10. 14)可以得到它的其它分量形式:

[ J ± , [ J 3 , J ± ] ] = ( I 3J ± - J 3 I ± ) I ±

= ( J ± I 3 - I ± J 3 ) I ±

= I ± ( I 3J ± - J 3 I ± )

= I ± ( J ± I 3 - I ± J 3 ) . ( 10. 17)

类似地可以得到

[ J 3 , [ J + , J - ] ] = I 3 ( I + J - - J + I - )

= I 3 ( J - I + - I - J + )

= ( I + J - - J + I - ) I 3

= ( J - I + - I - J + ) I 3 . ( 10. 18)

进一步可以计算[ J ± , [ J + , J - ] ]以及[ J 3 , [ J 3 , J ± ] ] . 为此,引入

K = [ J 3 , J ± ] ,

则 Jacobi恒等式为

[ I ê , [ J ± , K ] ] + [ J ± , [ K , I ê ] ] + [ K , [ I ê , J ± ] ] = 0. ( 10. 19)

上式第三项用式( 10. 14) , 可改写为

[ K , ê 2J 3 ] = ê 2[ [ J 3 , J ± ] , J 3 ]

= ê 2[ J 3 , [ J ± , J 3 ] ] ,

而第二项中

[ K , I ê ] = [ J 3 J ± , I ê ] - [ J ± J 3 , I ê ]

= [ J ± , I ê ] J ± - J ± [ J 3 , I ê ] = ± [ J ± , J ê ] ,

故( 10. 19)式第二项即为

± [ J ± , [ J ± , J ê ] ] = [ J ± , [ J + , J - ] ] ,

而第一项用式( 10. 15)可写作

[ I ê , I ± ( J ± I 3 - I ± J 3 ) ]
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= [ I ê , I ± ] ( J ± I 3 - I ± J 3 ) + I ± [ I ê , ( J ± I 3 - I ± J 3 ) ]

= - 2I 3 ( J ± I 3 - I ± J 3 ) + I ± ( J ± I ê - I ± J ê ) .

将结果代回恒等式( 10. 19) , 得

[ J ± , [ J + , J - ] ] ± 2[ J 3 , [ J 3 , J ± ] ]

= 2I 3 ( J ± I 3 - I ± J 3 ) + I ± ( I ± J ê - J ± I ê ) ,
( 10. 20)

因此, 考虑到( 10. 14)式与 Jacobi恒等式可知, ( 10. 17)式, ( 10. 18)式与 ( 10. 20)式中只有

一个是独立的.

以上的推证表明, 角动量算符 I 与张量算符 J =
1
2i

I× B 作为一个集合, 满足式

( 10. 13) , ( 10. 14) , ( 10. 17) , ( 10. 18)及其推论 (式( 10. 20) ) . I 所满足的 ( 10. 13)式是李代

数关系. I , J 分量间的对易关系(式 ( 10. 14) )反映了 J 的矢量性质, 而 J 分量间的对易关

系(式( 10. 17)～( 10. 20) )则比较复杂.这些代数关系有深刻的含义, 将在以下逐步阐明.

上面讨论的算符集合 I , J 均源于李代数 SL ( 2) , 且满足对易关系 (式 ( 10. 13) ,

( 10. 14) , ( 10. 17)～( 10. 20) ) .由( I , J ) (注意 I 不限于角动量 L, J ,也不限于
1
2i

L× B)组成

的集合称为 Y( SL( 2) ) .这一类代数结构称为 Yangian, 是数学家 V . G . Drinfeld 于 1985年

命名的
[ 3 ]

,以表征杨振宁教授在研究多体可积模型( 1967年)中的杰出贡献. Y angian 的引

入始于一维量子多体问题严格解的研究, 此后成为数学物理的一个热门方向. 在不少问题

中, 它是和抽象的概念联系在一起的.但从以上的例子说明,它已包含在氢原子问题之中.

10. 2 Yangian 代 数

将上一节的代数关系进行推广:

( 1) [ I λ, I μ] = CλμνI ν,  λ,μ,ν= 1, 2, 3, ⋯, ( 10. 21)

式中 Cλμν为结构常数,当 Cλμν= iελμν, λ, μ,ν= 1, 2, 3时( 10. 21)式还原为( 10. 13)式.

( 2) [ I λ, J μ] = CλμνJ ν,  λ, μ, ν= 1, 2, 3, ⋯, ( 10. 22)

当 Cλμν= iελμν, λ,μ,ν= 1, 2, 3时( 10. 22)式还原为( 10. 14)式.

( 3) [ J λ, [ J μ, I ν] ] - [ I λ, [ J μ, J ν] ] = aλμναβγ{I α, I β, I γ}, ( 10. 23)

其中

aλμναβγ=
1
4!

CλασCμβτCνγρCστρ, ( 10. 24)

{x 1 , x 2 , x 3 } = ∑
i, j , k= 1 , 2, 3
i≠ j≠k 

x ix j xk . ( 10. 25)

( 10. 25)式是三个量的对称组合.

( 4) �[ [ J λ, J μ] , [ I σ, J τ] ] + [ [ J σ, J τ] , [ I λ, J μ] ]

= ( aλμναβγCστν+ aστναβγCλμν) {I α, I β, J γ}. ( 10. 26)

当 Cλμν= iελμν(λ, μ, ν= 1, 2, 3)时, ( 10. 23)式自然满足. 证明如下:利用 Jacobi恒等式可将

( 10. 23)式左端第二项改写, 即

[ J λ, [ J μ, I ν] ] - [ I λ, [ J μ, J ν] ] = [ J λ, [ J μ, I ν] ] + [ J μ, [ J ν, I λ] ] + [ J ν, [ I λ, J μ] ]
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= iεμνσ[ J λ, J σ] + iενλσ[ J μ, J σ] + iελμσ[ J ν, J σ] . ( 10. 27)

在λ, μ, ν三个指标中有两个相等时(例 λ= μ) ,上式三项中有一项为 0(例如第三项) , 而其

它二项抵消.当 λ,μ,ν各不相同时, 以第一项为例,它的求和指标 σ必须等于λ才能使 εμνσ

不为 0,但此时对易子却等于 0.其它两项也是一样. 结论是:当 λ,μ, ν= 1, 2, 3时, ( 10. 23)

式左端恒为 0. 考虑式( 10. 23)右端在 Cλμν= iελμν(λ, μ, ν= 1, 2, 3)时的情况,先设固定指标

λ, μ, ν各不相同. 求和指标 α, β, γ必须彼此不同且分别等于 λ, μ, ν其中之一, 否则 aλμναβγ

(简称 a)为 0. a 不为 0的组合只有 α= μ, β= ν,γ= λ或 α= ν, β= λ, γ= μ. 因此式 ( 10. 23)

右方是

aλμναβγ{I α, I β, I γ}

=
i

3

24
ελμνεμνλενλμενλμ{I μ, I ν, I λ} +

i
3

24
ελνμεμλνενμλεμνλ{I ν, I λ, I μ}.

以λ, μ, ν为标准次序, 则第一项系数为 i
3 / 24, 第二项系数为- i

3 / 24.由于{I μ, I ν, I λ}是对称

组合,故二项抵消为 0. 设λ,μ,ν中有一对指标相等,如 λ= μ≠ν. 令与λ,ν不等的第三个指

标为σ. aλμναβγ式右方的四个反对称张量中第一个因子可以是 ελσν或是 ελνσ, 第四个因子三个

指标必须完全不同(否则它为 0) ,要求第一个与第二个因子的最后一个指标必须不同. 因

此相应第一个因子的两种选择, 第二个因子是 ελνσ与 ελσν(其第一个指标为 λ, 因为设定

λ= μ) . 第四个因子相应地是 ενσλ与 ενσλ,而第三个因子对两种选择都是 ενσλ.因此

aλλναβγ{I α, I β, I γ}

=
i

3

24
(ελσνελνσενσλενσλ{I σ, I ν, I σ} + ελνσελσνενσλεσνλ{I ν, I σ, I σ}) .

两项的全反对称张量中,三对是相同的, 第四对符号相反, 而{ }内是对称组合, 彼此相等,

故上式为 0.如 λ= μ= ν, 则 σ, τ, ρ彼此不同但任何一个又都不能等于 λ的要求无法实现,

因此至少有一个 ε张量为 0, 即 aλλλαβγ{I α, I β, I γ}= 0. 以上证明了, 对 SL ( 2)式 ( 10. 23)是

0= 0.

考虑 SL( 2)情况下的式( 10. 26) . 其左方四个固定指标, 两两成对: (λ,μ)与(σ, τ) . 如

有一对指标相等, 例如 λ= μ, 则左方为 0. 式( 10. 26)右方的第一项 aλλναβγCστν{I α, I β, I γ}=

0, 原因和以上分析式( 10. 23)λ= μ情况时相同;而第二项 ελλν= 0,原因自明. σ= τ时情况

类似.此时式( 10. 26)又是 0= 0.

如前一对中的一个指标和后一对中一个指标相等, 例如 λ= τ, 则另两个指标可以相

等(σ= μ) ,也可以不相等(σ≠μ) .当 λ= τ时式( 10. 26)左方为

[ [ J λ, J μ] , [ I σ, J λ] ] + [ [ J σ, J λ] , [ I λ, J μ] ] ,

用 I 与 J 分量的对易关系,上式变为

iεσλρ[ J ρ, [ J μ, J λ] ] + iελμρ[ J ρ, [ J λ, J σ] ] , ( 10. 28)

以上 λ, μ,σ是固定指标,ρ是求和指标. 第一项不为 0的条件是 σ≠λ≠ρ,μ≠λ. 因此求和

指标ρ必须为μ. 第二项不为 0的条件是λ≠μ≠ρ,λ≠σ, 因此ρ必须为σ. 以上两项之和的

不为 0 部分是(在 σ≠μ条件下)

iεσλμ[ J μ, [ J μ, J λ] ] + iελμσ[ J σ, [ J λ, J σ] ]

= iελμσ( [ J μ, [ J μ, J λ] ] + [ J σ, [ J λ, J σ] ] ) ,   σ≠ μ.
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要注意的一点是,上式没有求和指标. 重复的指标没有求和意义.当 μ= σ时式( 10. 28)变

为

2iελμρ[ J ρ, [ J λ, J μ] ] ,   σ= μ.

总结以上,式( 10. 26)在λ= τ时, 其左方等于

iελμσ( [ J μ, [ J μ, J λ] ] + [ J σ, [ J λ, J σ] ] ) ,   σ≠ μ;

2iελμρ[ J ρ, [ J λ, J μ] ] ,   对 ρ求和, σ= μ.

相应地,在 λ= τ时式( 10. 26)右方等于

i( aλμναβγεσλν+ aσλναβγελμν) {I α, I β, J γ}.

注意到 λ,μ, σ是固定指标, ν, α, β, γ是求和指标. 将 a 的定义( 10. 24)式代入, 进行求和并

用式( 10. 6) ,得

i
24
ελμσ( {I σ, I λ, J σ} - {I μ, I λ, J μ} + {I μ, I μ, J λ} - {I σ, I σ, J λ}) ,   σ≠ μ;

i
24

2ελμρ( {I ρ, I λ, J μ} - {I μ, I ρ, J λ}) ,   σ= μ.

考虑到{I α, I β, J γ}是对称组合,则( 10. 26)式给出

[ J ν, [ J λ, J μ] ] =
1
4

( J μI λ- I μJ λ) I ν, ( 10. 29)

[ J μ, [ J λ, J μ] ] - [ J ν, [ J λ, J ν] ]

=
1
4

( I νI λJ ν- I μI λJ μ+ I μI λJ μ - I νI λJ ν) . ( 10. 30)

在上式中λ, μ, ν均为固定指标 1, 2, 3.

式 ( 10. 26)的两对指标(λ, μ)与(σ, τ)中如令 λ= σ,或 μ= σ, 或 μ= τ, 所导致的结果与

上面讨论的λ= τ情况同. 如用 ( + , - , 3)分量表示, 则式( 10. 29) , ( 10. 30)可以写作 5 个

关系式:

[ J 3 , [ J + , J - ] ] =
1
4

( J - I + - I - J + ) I 3 , ( 10. 31)

[ J + , [ J 3 , J + ] ] =
1
4

I + ( J + I 3 - I + J 3 ) , ( 10. 32)

[ J - , [ J 3 , J - ] ] =
1
4

I - ( J - I 3 - I - J 3 ) , ( 10. 33)

2[ J 3 , [ J 3 , J + ] ] + [ J + , [ J + , J - ] ]

=
1
4

( 2I 3 ( J + I 3 - I + J 3 ) + I + ( J + I - - I + J - ) ) , ( 10. 34)

2[ J 3 , [ J 3 , J + ] ] + [ J - , [ J - , J + ] ]

=
1
4

( 2I 3 ( J - I 3 - I - J 3 ) + I - ( J - I + - I - J + ) ) . ( 10. 35)

将 J α→
1
2

J α重新标度并考虑到 J 3 ( J - I + - I - J + ) = ( I + J - - J + I - ) J 3 等关系, 则式

( 10. 31)～( 10. 35)正是式( 10. 17)～( 10. 20) . 由 ( 10. 22 ) 式 与 Jacobi 恒 等 式, 可 证

( 10. 31)～( 10. 35)诸式中只有一个是独立的.
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以上的讨论表明,式( 10. 21) , ( 10. 22) , ( 10. 23)与式 ( 10. 26)是 Drinfeld 给出的一般

的 Yangian 对易关系, 它适用于任何简单李代数, 而在 S L( 2)情况 Cλμν= iελμν(λ, μ, ν= 1,

2, 3)就简化为氢原子中角动量算符 L 以及 J =
1
2i

L× B 所满足的代数关系, 即氢原子的

L, J 算符是 Y( SL( 2) )的一个简单实现.

10. 3 Y( SL( 2) )在量子力学中的其它实现

本节内容源于文献[ 4] .

从 Yangian 的基本关系(式( 10. 13) , ( 10. 14) , ( 10. 18)或( 10. 17) )出发,容易得到:如

果 I α与 J α(α= + , - , 3)满足 Y( SL( 2) )的对易关系, 则 I α与- J α必满足 Yangian. 同时,

I α, μI α+ J α也满足 Yangian. 由于( 10. 14) , ( 10. 17) , ( 10. 18)诸式只含奇数个 J α, 因而 I α

与- J α满足 Yangian 是显然的. 在式( 10. 14)中将 J ±作平移, J ±→J ±+ μI ± , μ为任意参

数或 Yangian 的 Casimir 算符,得到

[ I 3 , J ±+ μI ± ] = [ I 3 , J ± ] + μ[ I 3 , I ± ]

= ± J ±± μI ± = ± ( J ±+ μI ± ) .

式( 10. 14)在 J ±平移后关系仍然保持. 考察式( 10. 18) , [ J + , J - ]在平移以后为

[ J + + μI + , J - + μI - ] = [ J + , J - ] + 2μ2 I 3 + 4μJ 3 ,

再算 [ J 3 + μI 3 , [ J + + μI + , J - + μI - ] ] , 给出 μ[ I 3 , [ J + , J - ] ] + [ J 3 , [ J + , J - ] ] .因此对易

子[ J 3 , [ J + , J - ] ]在平移后增量为μ[ I 3 , [ J + , J - ] ] , 用 Jacobi恒等式, 它变为

- μ[ J + , [ J - , I 3 ] ] - μ[ J - , [ I 3 , J + ] ] = - μ( [ J + , J - ] + [ J - , J + ] )

= 0,

式( 10. 18)右方在平移时增量为

μ( I + I - - I + I - ) I 3 = 0.

类似地可以证明式( 10. 17)在 J α作平移时不变.下面讨论 Y( S L( 2) )几个实现的例子.

1. 二角动量系统

任意两个角动量算符 j 1 和 j 2 , 且其总角动量为 I :

I = j 1 + j 2 , ( 10. 36)

并定义

J = - ij 1× j 2 . ( 10. 37)

其中 j 1 , j 2 满足对易关系

[ j αi, j βj ] = iεαβγj γiδij ,   i, j = 1, 2. ( 10. 38)

  由于任意 j 1 分量与任意 j 2 分量对易, 因此总角动量分量满足 S L( 2)对易关系 (式

( 10. 13) ) .下面验证式( 10. 14) :

i[ I α, J β] = [ j
α
1 + j

α
2 ,εβστj

σ
1 j
τ
2 ]

= εβστ( [ j α1 , j σ1 ] j τ2 + j σ1 [ j α2 , j τ2 ] )

= iεβστ(εασρj
ρ
1 j
τ
2 + εατρj

σ
1 j
ρ
2 )

= i( j
α
1 j
β
2 - j

β
1 j
α
2 ) ,
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即有

[ I α, I β] = iεαβγJ γ. ( 10. 39)

式( 10. 17) , ( 10. 18)验证如下:

[ J α, J β] = - εαρσεβμν[ j ρ1 j σ2 , j μ1 j ν2 ]

= - εαρσεβμν( [ j ρ1 , j μ1 ] j σ2 j ν2 + j ρ1 j μ1 [ j σ2 , j ν2 ] )

= - iεαρσεβμν(ερμτj τ1 j σ2 j ν2 + εσντj ρ1 j μ1 j τ2 )

= iεαρσ( j β1 j σ2 j ρ2 - δβρj σ2 ( j 1 ¡¤j 2 ) + δσβj ρ1 j 1 ¡¤j 2 - j ρ1 j σ1 j β2 ) .

在以上的步骤中用了对易子的展开:

[ AB, CD ] = [ A, C] BD + B[ A, D] C + A[ B, C] D + AC[ B, D ] ,

以及 j 1 , j 2 的对易关系. 进一步简化要用到

εαρσj
ρ
j
σ
=

1
2
εαρσ[ j

ρ
, j
σ
] =

i
2
εαρσερστj

τ

= ij
α
,

将( 10. 36)式定义的( I 1 ) 2 + ( I 2 ) 2 + ( I 3 ) 2 记为 I
2 ,则得

[ J α, J β] = - iεαβσ( j 1 ¡¤j 2 ) I
σ

+ i( j
α
1j
β
2 - j

α
2 j
β
1 ) . ( 10. 40)

定义式 ( 10. 37)导致 iεαβγJ
γ= i( j

α
1 j
β
2 - j
α
2 j
β
1 ) , 此外还有 j 1·j 2 =

1
2

[ I
2 - j 1 ( j 1 + 1) - j 2 ( j 2 +

1) ]≡
1
2

( I
2
- ζ) , 最后得到

[ J α, J β] = - εαβσJ σ-
i
2
εαβσ( I 2 - ζ) I σ. ( 10. 41)

用( + , - , 3)分量表示, 有

[ J 3 , J ± ] = ± {J ± -
i
2

( I 2 - ζ) I ± },

[ J + , J - ] = 2J 3 - ( I
2

- ζ) I 3 .

( 10. 42)

用式( 10. 15)最后得出

[ J 3 [ J + , J - ] ] = [ J 3 , I 2 ] I 3 = ( J + I - - I + J - ) I 3 ,

[ J ± , [ J 3 , J ± ] ] = ê
i
2

[ J ± , I 2I ± ] = ( I 3 J ± - J 3 I ± ) I ± .
( 10. 43)

与式( 10. 17) , ( 10. 18)相同.

考虑两个自旋 1/ 2 组成的系统, I = S1 + S2 . J 的分量是

J 3 =
1
2

( S +
1 S -

2 - S -
1 S +

2 ) ,

J ±= ± ( S 3
1 S±2 - S±1 S 3

2 ) .
( 10. 44)

如在定义 I 与 J ( + , - )分量时采用另一种归一的方式:

J ±=
1

2
( J 1 ± iJ 2 ) ,

它的分量以 S 1 , S 2 表示就是(另记为 Q3 及 Q± )
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Q3 = S
+
1 S

-
2 - S

-
1 S

+
2 ,

Q±= ±
1

2
( S

3
1 S
±
2 - S

±
1 S

3
2 ) .

( 10. 45)

在系统的总自旋状态的关系中, 算符Q具有直接的物理意义.以©¦↑↓〉表示自旋 1 与 2 的

z 分量(量子化轴方向分量)分别为+ 1/ 2 与- 1/ 2, 余类推. 系统总自旋可以为 1(分量 1,

0, - 1) ,即三重态, 也可以为 0(分量 0) , 即单态.三重态的波函数是

Ψ1 , 1 = ©¦↑↑〉,

Ψ1 , 0 =
1

2
( ©¦↑↓〉+ ©¦↓↑〉) ,

Ψ1 , - 1 = ©¦↓↓〉.

( 10. 46)

Ψ的两个下标分别表示总自旋及其 z 分量.单态波函数是

Ψ0 , 0 =
1

2
( ©¦↑↓〉- ©¦↓↑〉) . ( 10. 47)

S
+
和 S

-
分别是自旋 z 分量的升与降算符:

S
+

©¦↓〉= ©¦↑〉,   S
+

©¦↑〉= 0;

S - ©¦↑〉= ©¦↓〉,   S - ©¦↓〉= 0.
( 10. 48)

在三重态的三个状态之间, I
+

= S
+
1 + S

+
2 与 I

-
= S

-
1 + S

-
2 正是自旋 z 分量的升与降算符,

在三重态与单态之间进行变换的“跃迁算符”正是 Q
±
与 Q

3
.考虑将 Q

+
作用于 Ψ1, - 1 :

Q
+
Ψ1, - 1 =

1

2
( S

3
1S

+
2 - S

+
1 S

3
2 ) ©¦↓↓〉=

1

2
( - ©¦↓↑〉+ ©¦↑↓〉)

= Ψ0, 0 .

I
±
与 Q

±
, Q

3
对自旋态的变换示于图 10. 1. 更复杂的自旋系统也可以引入多个 J 算符

Ĵ ik = - iSi× Sk ,

图 10. 1 体系总自旋态间的升、降算符

以实现不同权的多重态间的跃迁.自旋角动量与轨道角动量的耦合也可以用同法处理:

j 1 = L,  j 2 =
1
2
σ;

I = L +
1
2
σ,

J = - iL +
1
2
σ.

( 10. 49)

  2. 转动(角动量)与平移(动量)结合的 J 算符
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将( L 1 )
2
+ ( L 2 )

2
+ ( L 3 )

2
仍简写为 L

2
,则

I = L,

J = L 2 p
( 10. 50)

也是 Y( SL( 2) )的生成元. 由于坐标 r 与 L 的对易关系

[ Lα, r β] = iεαβγrγ ( 10. 51)

与 p 和 L 的对易关系

[ Lα, p β] = iεαβγpγ ( 10. 52)

相同,因此 I = L, J = L
2
r 也满足 Y an gian .以下给出式( 10. 50)满足 Yangian 的证明.

I 与 J 间的对易关系很简单:

[ I α, J β] = [ Lα, L 2p β] = iL2εαβγpγ= iεαβγJ γ.

在计算[ J α, J β]中将会遇到[ L
2
, p β] , 它是

[ L
2
, p β] = Lα[ Lα, p β] + [ Lα, p β] Lα

= iεαβσ( Lαpσ+ pσLα)

= - 2iεβασLαpσ - 2p β.

( 10. 53)

J 分量间的对易关系计算如下:

[ J α, J β] = [ L2 pα, L2 p β] = L 2 [ L2 , p β] p α+ L 2 [ pα, L2 ] p β

= 2iL2 (εαμνLμp νp β - 2ipαp β - α\ β) .

注意到 α\ β意为对指标 α, β进行反对称化, pαpβ对指标反对称化时得 0, 因 pα与 pβ对

易,因此

[ J α, J β] = 2iL2 (εαμνLμp νp β - α\ β) .

式中α与β是固定指标,μ与ν为求和指标.我们只关心α≠β的情况.在εαμν的指标各不相

同时(否则为 0) ,或有 μ= β, 或有 ν= β,因此

[ J α, J β] = 2iL2 (εαβνLβpνpβ+ εαμβLμp βpβ - α\ β) .

将指标反对称化明确写出,并用 ε对指标的反对称性质,最后有

[ J α, J β] = 2iL2εαβν[ ( L ¡¤p ) p ν- Lνp 2 ] . ( 10. 54)

继续计算时,以下关系是有用的:

[ L ¡¤p , Lα] = 0,  [ L ¡¤p , pα] = 0,

[ p
2
, Lα] = 0,

[ L ¡¤p , J α] = [ L ¡¤p , L
2
pα] = 0.

( 10. 55)

从式( 10. 54) , 可得

[ J + , J - ] = - 2i[ J 1 , J 2 ] = 4L
2
[ ( L ¡¤p ) p 3 - L 3p

2
] ,

以下的计算是直接的:

[ J 3 , [ J + , J - ] ] = - 4[ L2 p 3 , L2 p 2 L 3 ] = - 4L2 [ p 3 , L2 ] p2 L 3

= - 8L
2
p

2
L 3 ( i( L 1 p 2 - L 2p 1 ) + p 3 ) .

从另一方面,有

I 3 ( J - I + - I - J + ) = I 3 ( I + J - - I - J + - 2J 3 )

= - 2L 3L 2 ( i( L 1 p 2 - L 2p 1 ) + p 3 ) .
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因此得

[ J 3 , [ J + , J - ] ] = 4p 2 I 3 ( J - I + - I - J + ) . ( 10. 56)

类似地可以得到

[ J ± , [ J 3 , J ± ] ] = 4p 2 L 2L± ( - L± p 3 + L 3p ±ê p± )

= 4p
2
I ± ( J ± I 3 - I ± J 3 ) . ( 10. 57)

由于 p
2 是代数的 Casimir 算符, 4p

2 因子可以用重新定义 J 的方式消去, 至此 SL ( 2)

Y angian 代数关系已全部验证完毕.

3. 长程相互作用的一维链模型 [ 5, 6]

N 个自旋算符( s= 1/ 2)位于 N 个一维链的格点上,不同格点上的自旋算符对易:

[ S
α
i, S
β
j ] = 0,   i≠ j . ( 10. 58)

自旋 1/ 2 的条件给出

( S
+
i )

2
= ( S

-
i )

2
= 0. ( 10. 59)

I 与 J 构造如下:

I α= ∑
N

i= 1

S
α
i ,  α= + , - , 3,

J ±= ê ∑
N

i≠ j

w ij S
±
i S

3
j = ±∑

N

i≠ j

wij S
3
iS
±
j ,

J 3 =
1
2∑

N

i≠ j

wij S +
i S -

j .

( 10. 60)

此处 w ij满足

wij = - w j i,

Δij k = wij w j k + w j kw ki + wkiw ij = - 1.
( 10. 61)

J ±的写法是与不同格点自旋算符对易以及 wij的反对称性质相一致的, wij体现了长程相

互作用.满足式( 10. 61)最简单的解是

w ij =

1, i> j ,  i, j = 1, 2,⋯, N ;

0, i= j ,  i, j = 1, 2,⋯, N ;

- 1, i< j ,  i, j = 1, 2,⋯, N .

( 10. 62)

为了验证这样定义的 I 与 J 满足 Y angian 条件, 计算

[ J 3 , J + ] =
1
2∑i, j , k, l

wij w kl[ S +
i S -

j , S +
k S 3

l ]

= -
1
2∑i, j , k, l

wij w kl( S
+
i S

+
k S

-
j δl j - 2S

+
i S

3
j S

3
lδj k - S

+
k S

+
i S

-
j δil )

=
1
2∑i, j , k, l

wij ( 2w j k S +
i S 3

j S 3
k + ( w j k + w ki) S +

i S +
k S -

j ) . ( 10. 63)

进一步用式( 10. 63)计算[ J + , [ J 3 , J + ] ] :

[ J + , [ J 3 , J + ] ] =
1
2 ∑i, j , k, l , m

w ij w l m [ S +
l S 3

m , 2w j kS +
i S 3

j S 3
k + ( w j k + wki) S +

i S +
k S -

j ]

= -
1
2 ∑i, j , k, l , m

w ij w l m {S
+
l [ 2w j kS

+
i S

3
j S

3
kδmi + ( w j k + wki)
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 ¡¤(δim + δkm - δj m ) S
+
i S

+
k S

-
j ] + [ - 2w j k (δj l S

+
i S

+
j S

3
k + δkl S

+
i S

3
j S

+
k )

 + 2( w j k + w ki)δj lS
+
i S

+
k S

3
j ] S

3
m }

= -
1
2 ∑i, j , k, l , m

wij {2w j k w l iS +
i S +

l S 3
j S 3

k + ( w j k + wki) ( w l i + w l k - w lj )

 ¡¤S
+
i S

+
k S

+
l S

-
j - 2w j k w j lS

+
i S

+
j S

3
k S

3
l - 2w j kw klS

+
i S

3
j S

+
k S

3
l + 2( w j k + w ki) w j lS

+
i S

+
k S

3
j S

3
l }

= -
1
2 ∑i, j , k, l , m

{( 2w il w l k w j i - 2wij w j k w j l - 2w ik wkj w j l + 2wik ( wkj + w j i) wkl ) S +
i S +

j S 3
k S 3

l

 + w ij ( w j k + wk i) ( w l i + w l k - w lj ) S
+
i S

+
k S

+
l S

-
j }.

注意在求和号内作为 S
3
k S

3
l 的系数, l 和 k指标可以互换:

wik w j iwkl

k\ l
wilw j iw l k ,

得

[ J + , [ J 3 , J + ] ] = -
1
2∑i, j , k, l

{2( 2wilw j iw l k - w ij w j k w j l - wikw j l wkj + wik wkj w kl) S
+
i S

+
j S

3
k S

3
l

+ w ij ( w j k + wki) ( w l i + w l k - w lj ) S +
i S +

k S +
l S -

j }. ( 10. 64)

在右方第一项的系数中, 注意到在求和号内作为对称算符乘积 S
+
i S

+
j , S

3
k S

3
l 的系数, 指标

可以互换:

w j iwklw l i

k\ l
w j iw ikw kl ,

- w ij w j k w j l

i\ j
w j iw l iw ik .

于是在式( 10. 64)中下式成立:

2wilw j iw l k - w ij w j k w j l= w j i( wikw kl + wkl w l i + w l iw ik )

= w j iΔikl .

作为 S
+
i S

+
j S

3
k S

3
l 的系数, i, j 和 k, l 各自可以互换, 有

wikw l j wkl

i\ j
k\ l

- wik w l j wkl ,

因此

∑
i, j , k, l

w ik w l j w klS
+
i S

+
j S

3
k S

3
l = 0.

这导致

w ikw j lw kj - wikw kj wkl = wik ( w j kw kl + wkl w l j + w l j w j k ) - w ikw lj w kl

= wikΔj kl - w ik w l j w kl ,

Δ的定义是式( 10. 61) .

在式( 10. 64)右方第二项的系数中,

wij ( w j k + wki) ( w l j + w lk - w l j )

= w l k ( wij w j k + w j k wki + w kiwij ) - w l k w j kw ki

 + w ij ( w j k + w ki) w l i - w l j wij ( w j k + w ki)

= w l kΔij k - w liw j iw j k + wij w j k w l i + w l j w ij w ki

 - w l j wij w j k - w l j w ij w ki,
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作 i, l , k循环置换, 上式等于

w l kΔij k + w j k w l iw ij + w j k wij w j l + w j kw j l w l i

= w l kΔij k + w j kΔij l .

将以上计算的两项系数代入( 10. 64)式, 则有

[ J + , [ J 3 , J + ] ] = -
1
2∑i, j , k, l

{2( w j iΔikl - wikΔj k l) S +
i S +

j S 3
k S 3

l

+ ( w l kΔij k + w j kΔij l) S
+
i S

+
k S

+
l S

-
j }, ( 10. 65)

其中

Δij k ≡ w ij w j k + w j k wki + w kiwij .

由式( 10. 32) , 现在计算

I + ( I 3 J + - J 3 I + ) = I + ( J + I 3 - I + J 3 )

= - ∑
i, j , k , l

{w j k S
+
i S

+
j S

3
k S

3
l +

1
2

wkl S
+
i S

+
j S

+
k S

-
l }

= - ∑
i, j , k , l

w j k{S +
i S +

j S 3
k S 3

l -
1
2

S +
i S +

k S +
l S -

j }. ( 10. 66a)

如果要求式( 10. 17)成立, 即要求 [ J + , [ J 3 , J + ] ] = I + ( I 3 J + - J 3I + ) ,则要求式( 10. 65)等

于式( 10. 66a ) , 即

1
2∑i, j , k , l

{2( w j iΔikl - w ikΔj kl ) S +
i S +

j S 3
k S 3

l + ( w l kΔij k + w j kΔij l) S +
i S +

k S +
l S -

j }

= ∑
i, j , k, l

w j k {S
+
i S

+
j S

3
k S

3
l -

1
2

S
+
i S

+
k S

+
l S

-
j }, ( 10. 66b)

以下证明它是成立的.

当 i≠j≠k≠l 时,取 Δij k= - 1,则有 Δikl = Δj k l= - 1,必有

∑
i, j , k, l
i≠ j≠ k≠ l

( wik - w j i - w j k ) S +
i S +

j S 3
k S 3

l = 0.

因为 w j i= - wij , 而 S
+
i S

+
j 对 i, j 为对称, 将上式括弧中第三项与括弧外因子的对 j 求和

换为对 i求和, 则 w j k→wik .同理

∑
i, j , k, l
i≠ j≠ k≠ l

( w l k - w j k - w j k ) S +
i S +

k S +
l S -

j = 0.

于是在Δij k = - 1条件下, 式( 10. 17)成立.

当 i≠j≠k 时,式( 10. 66a)的左端给出

1
2∑i, j , l
i≠ j≠ l

{2( w j iΔiilS +
i S 3
iS +

j S 3
l + ( w j iΔij l - wijΔj j l) S +

i S +
j S 3

j S 3
l )

+ w ljΔij j S
+
i S

+
j S

-
j S

+
l }

+ ∑
i, j , l
i≠ j≠k

{2( w j iΔiki - w j kΔij k ) S +
i S 3
iS +

j S 3
k

+ 2( w j iΔikj - w ikΔj kj ) S
+
i S

+
j S

3
j S

3
k

+ 2( w j iΔikk - w j kΔj kk ) S +
i S +

j ( S 3
k ) 2
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 + ( w j kΔij k + w j kΔij j ) S
+
i S

+
k S

+
j S

-
j }

=
1
2∑i, j , l
i≠ j≠ k

{2( w j iΔiik + wijΔij k - w j iΔiik + w j iΔiki

 - Δj kΔij k + wijΔij k - w j kΔiik ) S
+
i S

3
iS

+
j S

3
k

 + 2( w j iΔikk - wikΔikk ) S +
i S +

j ( S 3
k ) 2

 + ( wkjΔij j + w j kΔij k + w j kΔij j ) S
+
i S

+
k S

+
j S

-
j }

=
1
2∑i, j , l
i≠ j≠ k

{2( 2w ijΔij k - w j kΔij k - w j k ( w ij w j k + w j kw ki

 + w kiw ij ) - w ik w ij w j k ) S
+
i S

3
iS

+
j S

3
k

 - 2wik ( w ij w j k + w j k w ki + w kiw ij ) S +
i S +

j ( S 3
k ) 2

 + w j kΔij kS
+
i S

+
k S

+
j S

-
j }

=
1
2∑i, j , l
i≠ j≠ k

{2( ( 2w ij - w j k - w ik )Δij k - w ij w ikw j k ) S
+
i S

3
iS

+
j S

3
k

 - w ijΔij k S
+
i S

+
j ( S

3
k )

2
+ wijΔij kS

+
i S

+
k S

+
j S

-
j }

=
1
2∑i, j , l
i≠ j≠ k

{( w j k + w ik )Δij k S +
i S +

j S 3
k

 - 2wikΔij k S +
i S +

j ( S 3
k ) 2 + w j kΔij k S +

i S +
k S +

j S -
j }. ( 10. 66c)

上面已用到了对自旋 1/ 2 有下述等式成立:

S
+
i S

3
i = -

1
2

S
+
i ,

∑
i, j , l
i≠ j≠ k

wij wik w j kS +
i S +

j S 3
k = 0.

  现在考虑式( 10. 66b )的右端, 即

∑
i, j , l
i≠ j≠ k, l

w j k {S
+
i S

+
j S

3
k S

3
l -

1
2

S
+
i S

+
k S

+
l S

-
j }

= ∑
i, j , l
i≠ j≠k

( w j iS
+
i S

+
j S

3
iS

3
k + w j k S

+
i S

3
iS

+
j S

3
k + w j k S

+
i S

+
j S

3
j S

3
k

 + w j kS
+
i S

+
j ( S

3
k )

2
-

1
2

w j k S
+
i S

+
k S

+
j S

-
j }

= ∑
i, j , l
i≠ j≠k

{( w j i + w j k + w ik ) S +
i S 3
iS +

j S 3
k

 + 2w j k S +
i S +

j ( S 3
k ) 2 -

1
2

w j k S +
i S +

k S +
j S -

j }

= -
1
2 ∑i, j , l
i≠ j≠k

{( w j k + wik ) S
+
i S

+
j S

3
k - 2w ikS

+
i S

+
j ( S

3
k )

2

 + w j kS
+
i S

+
k S

+
j S

-
j } ( 10. 66d)

比较( 10. 66c)与( 10. 66d) ,亦即( 10. 66b)的两端,在 i≠j≠k 情况下,两端相等的条件是
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Δij k = 1.

于是我们在各种可能的指标求和均考虑在内时证明了式( 10. 60)满足 Y( SL ( 2) )的对易

关系.

容易验证,满足( 10. 61)式的 w j k的参数化解为

w j k =
z j + zk

z j k
,  z j k = z j - z k . ( 10. 67)

将式( 10. 67)代入式( 10. 61)验证,有

Δij k =
1

zij z j k zki
{( zi + z j ) ( z j + zk ) z ki + ( zi + zk ) ( z j + zk ) z ij

 + ( zi + zk ) ( zi + z j ) z j k}

=
1

zij z j k zki
( z

2
j z ki + z

2
k zij + z

2
iz j k ) = - 1.

当选择

z k = exp ik
2π
N

( 10. 68)

时,则

w j k = i cot ( j - k)
π
N

, ( 10. 69)

与之相应的 J α是

J α= - i∑
N

j , k
j≠ k

cot
( j - k)π

N
εαβγS βj Sγk . ( 10. 70)

它对应一个长程相互作用模型. 在 J 的构成中, 不同的一对格点 j 和 k 的系数

cot
( j - k)π

N
不同, 它与两格点的间距有关.这个模型是一个长程相互作用模型.

4. H ubbard 模型
[ 7]

令 a j 与 bj 代表在 j 格点处消灭自旋 1/ 2与- 1/ 2粒子的 Fermi 算符, a
�
j 与 b

�
j 是相

应的产生算符.它们满足反对易关系

{a j , a
�
k } = δj k ,

{bj , b�k } = δj k ,

{a j , bk } = {a j , b
�
k } = 0.

( 10. 71)

格点上以及体系总的自旋算符都可以用这些算符表示:

S + = ∑
N

j = 1

a�j bj ,

S
-

= ∑
N

j = 1

b
�
j a j ,

S 3 =
1
2∑

N

j = 1

( a�j a j - b�j bj ) ,

( 10. 72)

它们满足对易关系

[ S
3
, S
±

] = ± S
±

,  [ S
+

, S
-

] = 2S
3
. ( 10. 73)
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这很容易从 a , b算符的反对易关系式( 10. 71)以及 S 算符的构成 (式 ( 10. 72) )证明,仍定

义 S
α
为 I
α
:

I α= Sα, ( 10. 74)

而 J
α的构成为

J + = ∑
i, j

θij a
�
i bj - U∑

i, j
i≠ j

εij I
+
i I

3
j ,

J - = ∑
i, j

θij b
�
i a j + U∑

i, j
i≠ j

εij I
-
i I

3
j ,

J 3 =
1
2∑i, j

θij ( a
�
i a j - b

�
i bj ) + U∑

i, j

εij I
+
i I

-
j .

( 10. 75)

其中

θij = δi, j - 1 - δi, j + 1 ,

εij =

1, i> j ,

0, i= j ,

- 1, i< j .

( 10. 76)

式( 10. 75)右方含 U 的项正是∑
i≠ j

Si× Sj , 而包含 θij的项称为“巡游”项( hopping t erm ) :

从一个格点移向相邻的一个格点. 巡游项只能用算符 a , b表示, 而不能由整体算符 S 表

示.证明 I 与 J 满足 Yangian, 计算较为繁琐,以下仅给出证明的要点 [ 7 ] .

I 与 J 分量间的对易关系可以用 a , b间对易关系( 10. 71)式以及对易子展开:

[ AB, C] = A[ B, C] + [ A, C] B

= A{B, C} - {A, C}B,

得到证明.

J 分量间的对易子[ J 3 , J ± ]经过直接计算,结果是

[ J 3 , J ± ] = A±+ U B± + U2 C± , ( 10. 77)

其中

A+ = ∑
i, k, l

θijθj ka�i bk,

B+ = -
1
2∑i, j , k

θij {(εj k + εik ) a
�
i bj I

3
k +

1
2

( 3εk j - εki) I
+
k a
�
i a j

  +
1
2

(εkj - 3εki) I
+
k b
�
i bj },

C+ =
1
2∑i, j , k

εij {2εj kI
+
i I

3
j I

3
k + (εki - εkj ) I

+
i I

+
k I

-
j },

A - = - ( A+ ) + ,   B- = - ( B+ ) + ,

C- = -
1
2∑i, j , k

εij {2εj kI
-
i I

3
j I

3
k + (εki - εkj ) I

-
i I

-
k I

+
j }.

利用 Jacobi恒等式, 有

[ [ J 3 , J - ] , I + ] + [ [ J - , I + ] , J 3 ] + [ [ I + , J 3 ] , J - ] = 0,

第二项中[ J - , I + ] = - 2J 3 ,故它为 0,第三项中[ I + , J 3 ] = - J + ,因此恒等式变为
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[ J + , J - ] = [ [ J 3 , J - ] , I + ] .

直接计算得

[ J + , J - ] = A3 + UB 3 + U
2
C3 , ( 10. 78)

其中

A3 = ∑
i, j , k

θijθj k ( a
�
i a k - b

�
i bk ) ,

B3 = -
1
2∑i, j , k

θij {(εj k + εik ) ( b�i a j I +
k - a�i bj I -

k )

  + 2(εij - εj k) ( a
�
i a j - b

�
i bj ) I

3
k },

C3 = -
1
2∑i, j , k

εij {2εj k I 3
i I 3

j I 3
k + (εki - εkj ) I -

i I +
j I 3

k }.

在式( 10. 77)基础上可算出

[ J + , [ J 3 , J + ] ] = A + UB + U2C + U3D, ( 10. 79)

其中

A = 0,  B = 0,

C = -
1
2∑i, j , k, l

(Δ
-

ij k + Δ
-

ikl + εklεl i + εijεj k + εijεkl - εj kεil )

  ¡¤I
+
i a
�
j bl I

3
k + I

+
i I

+
k εil (εik + εkl ) +

1
2

(εj k - 3εl k)

  ¡¤ εki +
1
2

(εil - εl j ) a
�
j a l + εij (εki - εkj ) +

1
2

( 3εj k - εl k )

  ¡¤ εki -
1
2

(εil - εij ) b
�
j bl -

1
4∑i, j , k

θj k (εijεj k + εj kεki) I
+
i a
�
j bk ,

D =
1
2∑i, j , k, l

{2(εj l - εkl )Δ
-

ij kI +
i I +

j I 3
k I 3

l

  + (εj l - εj k )Δ
-

iklI +
i I +

j I +
k I +

l },

此处

Δ
-

ij k = εijεj k + εj kεki + εkiεij .

应与式( 10. 79)相比的是

I + ( I 3 J + - J 3I + ) = D+ + UE + , ( 10. 80)

计算结果是

D+ = ∑
i, j , k, l

θj l I
+
i a
�
j blI

3
k +

1
2

I
+
i I

+
k ( b
�
j bl - a

�
j a l ) ,

E + = - ∑
i, j , k, l

εj l I +
i I +

j I 3
l I 3

k +
1
2

I +
i I +

k I +
j I -

l .

比较的结果发现

D + = C,  E + = D,

从而导致

[ J + [ J 3 , J + ] ] = U2 I + ( I 3 J - - J 3 I + ) . ( 10. 81)
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其它关系也可以类似地得出.

H ubbard 模型的 H amilt on 量是

H = - ∑
N

i= 1

( a
�
i ai+ 1 + a

�
i+ 1 ai + b

�
i bi+ 1 + b

�
i+ 1bi)

- U∑
N

i= 1

a�i a i -
1
2

b�i bi -
1
2

. ( 10. 82)

可以证明 Yangian 生成元(式( 10. 74) , ( 10. 75) )与 H 对易(当 N 为无穷时) ,即一维无穷

H ubbard 链具有 Y( SL( 2) )对称性. 将式( 10. 82)改写:

H = - ∑
i

τij ( a�i a j + b�i bj ) - U ∑
i

( a�i aib�i bi -
1
4

-
N
2

, ( 10. 83)

其中 τij = δi+ 1, j - δi- 1 , j .

可以直接证明

∑
i

τij ( a�i a j + b�i bj ) , I + = ∑
i

τij ( a�i bj - a�i bj ) = 0,

∑
i

a
�
i a ib
�
i bi, I + = ∑

i

( a
�
i bi - a

�
i bi) = 0,

故有[ H , I + ] = 0. 再由[ H , I - ] = - [ H , I + ] + 以及 Jacobi恒等式可证[ H , I - ] = 0, [ H , I 3 ]

= 0.

[ H , J ] = 0的证明以[ H , J + ]为例:

[ H , J + ] = - ∑
N

i, j

τij ( a
�
i a j + b

�
i bj ) ,∑

N

k, l

θkla
�
k bl + U ∑

N

i, j

τij ( a
�
i a j + b

�
i bj ) ,∑

N

k, l

εklI
+
k I

3
l

- ∑
N

i

a�i aib�i bi,∑
N

j , k

θj k a�j bk + U2 ∑
N

i

a�i a ib�i bi,∑
N

j , k

εj kI +
j I 3

k . ( 10. 84)

当链长 N→∞时, 可以通过具体计算证明式( 10. 84)中 U 的零次幂与二次幂项系数为零,

而 U 的一次幂的系数由两项构成, 分别是

∑
i, j

τij ( a�i a j + b�i bj ) ,∑
k, l

εklI +
k I 3

l

= ∑
i, j , k

τij (εj k - εik ) a
�
i bj I

3
k +

1
2

(εj k - εki) I
+
k ( a
�
i a j - b

�
i bj )

= ∑
i, k

(εi+ 1, k - εik ) a
�
i bi+ 1 I

3
k + (εi- 1, k - εik ) a

�
i bi- 1I

3
k

 +
1
2

(εk, i+ 1 - εki) I
+
k ( a
�
i a i+ 1 - b

�
i bi+ 1 ) +

1
2

(εk, i- 1 - εki) I
+
k ( a
�
i bi- 1 - b

�
i bi- 1 )

= -
1
2∑i a

�
i bi+ 1 ( bib

�
i - b

�
i bi) - a

�
i bi+ 1 + a

�
i bi- 1 ( b

�
i bi - bib

�
i )

 + a
�
i bi- 1 - a

�
i bi+ 1 a

�
i+ 1 ai+ 1 + a

�
i bi- 1a

�
i- 1 a i- 1

= ∑
i

a�i ( bi+ 1 - bi- 1 ) b�i bi - bi+ 1a�i+ 1 a i+ 1 + bi- 1 a�i- 1 ai- 1 ,

以及
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 - ∑
i

a�i a ib�i bi,∑
j , k

θj ka�j bk

= - ∑
i, j

θij a
�
i bj b
�
i bi - a

�
i bj a
�
j a j

= - ∑
i

a
�
i bi+ 1 ( b

�
i bi - a

�
i+ 1a i+ 1 ) - bi- 1 ( b

�
i bi - a

�
i- 1 ai- 1 )

= - ∑
i

a
�
i ( bi+ 1 - bi- 1 ) b

�
i bi - bi+ 1 a

�
i+ 1 ai+ 1 + bi- 1a

�
i- 1 a i- 1 ,

它们正好彼此抵消.其它对易子[ H , J - ] , [ H , J 3 ]也类似地可以证明为零.这个例子表明,

李代数(如 SL( 2) )描述了局域转动, 而 Yangian 描述了转动与巡游的结合.

以上举出了一些具体实现 Yangian 的例子, 有单体的形式, 也有多体的形式. 有的是

一次量子化的, 有的是二次量子化的. Yangian 关系仅规定算符的对易关系, 因此在具体

实现中允许有相当大的选择自由度. Yangian 是一种新的对称性运算, 它包含李代数为其

子代数,并有组成无穷维代数的机制. 例如在 J = L
2
p 或 J = L

2
r 中, L

2 是转动不变的, 而 p

则是平移算符,它已超出转动操作的范围. 从 Hubbard 模型的 J (式( 10. 75) )看, 既有表征

同一格点处转动的张量算符 Si× S j ,又有在不同格点间的巡游项,它导致了无限维代数结

构. 另一方面, 多格点的移动都可以由一个个格点逐步移动所实现. 这使我们可以理解

Y angian 的本质:它是无穷维代数, 但由有限个生成元构成. 两组基本的生成元 I 与 J 决

定了所有更高阶算符的行为.这种现象来源于系统存在某种强烈限制, 并非每阶的元素都

是独立的;而这种限制又是很巧妙的, 即只有 I 与 J 才是独立的生成元. 当然并非任意系

统都有 Yangian ,但有一大类模型与 Yangian 相关, 下一章介绍的 Yang-Baxt er 系统就提

供了这类模型的例子.

本章开始从量子力学中的一个例子——氢原子——引出了 Y angian 代数. 我们在下

面两章将要看到,它和物理学中许多模型和现象有关.
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第 11 章

R T T 关系与 Y an g-Baxt er 方程

在上一章中我们从氢原子引出了 Yangian, 又讨论了几个实现 Y angian 的例子. 这种

代数结构的存在是有深刻根源并和一个普遍的原则相联系的.氢原子问题很简单, 因为它

是线性问题. Yangian 的重要性恰恰在于它本质上反映了一大类非线性模型的特点, 对非

线性问题, 其严格解常常不能由微扰解叠加而得到.在低维情况下, 对一些模型已经有办

法得到严格解. 最好能有一个原则性的理论, 它一方面能给出式 ( 10. 13) , ( 10. 14) ,

( 10. 17) , ( 10. 18)一类对易关系, 而同时又能给出构造 H amilt on 量的原则, 这样就在更深

入的层次上建立了新型代数关系与 H amilton 守恒系统的联系. 为了使讨论具有普遍性,

最好不涉及对易括号的具体实现形式,而进行与模型无关的讨论.

11. 1 对易关系的矩阵直乘形式

本节内容基于文献[ 1] , [ 2] .

量子力学中最基本的对易关系是 x , p 这对共轭力学量间的对易关系(  h= 1) :

[ xα, pβ] = iδαβ, ( 11. 1)

从此导出其它一些力学量间的对易关系,例如

[ Lα, Lβ] = iεαβγLγ, ( 11. 2)

这是角动量分量间的对易关系,还有

[ Lα, xβ] = iεαβγLγ,

[ Lα, p β] = iεαβγpγ,

等. 在量子场论中, 相应式( 11. 1)的正则对易关系对不同的场形式也有不同. 例如对标量

场有

[φ( x, t) ,φ
¡¤

( y, t) ] = δ
3
( x - y) , ( 11. 3)

对旋量场则有

[ψα( x, t) , ψ+β ( y, t) ] = δ3 ( x - y)δαβ, ( 11. 4)

等等.能否构造一种对易关系的普遍框架, 它能涵盖各种可能的形式,作为它自身的实现?

对易关系的核心在于算符的先后次序. 可以引入一个 2× 2矩阵 L, 它的矩阵元都是

量子力学算符. 为区别两个矩阵的次序可引入一个参数 u , 例如 L( u)先、L( v)后不同于

L ( v)先、L( u)后:

L( u) =
L 11 ( u ) L 12 ( u )

L 21 ( u ) L 22 ( u )
. ( 11. 5)
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矩阵所张的空间称为“辅助空间”,每个元素都是作用于 H ilbert 空间的量子力学算符. 为

了使前面的矩阵的任一个元素都有机会和后面矩阵的任一个元素形成乘积,应采用直积.

矩阵 A 与 B 直积 A�B 的定义是

A =
a 11 a 12

a 21 a 22

,  B =
b11 b1 2

b21 b2 2

,

A � B =

11

12

21

22

 11  12  21  22 
a1 1b11 a 11 b12 a1 2b11 a 12 b12

a1 1b21 a 11 b22 a1 2b21 a 12 b22

a2 1b11 a 21 b22 a2 2b11 a 22 b12

a2 1b21 a 21 b22 a2 2b21 a 22 b22

. ( 11. 6)

A�B 的矩阵元的行与列均用两个指标表示:

( A � B) ij ; kl = Aik B j l . ( 11. 7)

A�B 的各个元素都是 A 的元素在前, B 的元素在后, A�B 与 B�A 的差别形成了对易

关系.

以下讨论一种特定形式的 L( u) :

L ( u) =
1 0

0 1
+ u

- 1 a b

c d
, ( 11. 8)

其中 u 称为谱参数, 下面计算 L( u )�L( v)与 L( v)�L ( u) :

L( u) � L( v) =
1 0

0 1
+ u

- 1 a b

c d
�

1 0

0 1
+ v

- 1 a b

c d

=

1

1

1

1

+ u
- 1

a 0 b 0

0 a 0 b

c 0 d 0

0 c 0 d

+ v
- 1

a b 0 0

c d 0 0

0 0 a b

0 0 c d

 + u
- 1

v
- 1

a 2 a b ba b2

ac a d bc bd

ca cb da d b

c2 cd dc d 2

, ( 11. 9)

L( v) � L( u) =

1

1

1

1

+ v
- 1

a 0 b 0

0 a 0 b

c 0 d 0

0 c 0 d

+ u
- 1

a b 0 0

c d 0 0

0 0 a b

0 0 c d

 + v - 1u - 1

a
2

a b ba b
2

ac a d bc bd

ca cb da d b

c
2

cd dc d
2

. ( 11. 10)

由于谱参数的存在,它们显示了区别. 但因 L 除谱参数外的矩阵组成是确定的, 在以上二

式中位置相同的矩阵元其算符的次序仍是一样的.为了使算符能以不同的次序出现, 需引
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入置换矩阵

P =

1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

. ( 11. 11)

容易验证, 将 P 自左方作用于 4× 4 矩阵上, 能使第 2行与第 3行对调. 将 P 从右方作用

时,能使第 2列与第 3列对调. 定义一个 c数矩阵 R
^  

,

R
^  

( u - v) = I + ( u - v) P , ( 11. 12)

其中 I 是单位矩阵. 将 R
^  
从左方和右方分别作用于式( 11. 9)和( 11. 10)将会在许多矩阵元

的相应位置上产生不同的算符次序,令结果相等则能产生出对易关系. 演示如下:

R
^  

( u - v) ( L( u ) � L( v) )

= I + u
- 1

a 0 b 0

0 a 0 b

c 0 d 0

0 c 0 d

+ v
- 1

a b 0 0

c d 0 0

0 0 a b

0 0 c d

 + u
- 1

v
- 1

a 2 ab ba b2

ac ad bc bd

cd cb d a d b

c
2

cd d c d
2

+ ( u - v)

1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

+ u
- 1

a 0 b 0

c 0 d 0

0 a 0 b

0 c 0 d

 + v - 1

a b 0 0

0 0 a b

c d 0 0

0 0 c d

+ u - 1 v- 1

a
2

a b ba b
2

cd cb da d b

a c a d bc bd

c2 cd d c d 2

,

( L( v) � L( u) ) R
^  

( u - v) = I + v - 1

a 0 b 0

0 a 0 b

c 0 d 0

0 c 0 d

+ u - 1

a b 0 0

c d 0 0

0 0 a b

0 0 c d

 + u
- 1

v
- 1

a 2 ab ba b2

ac ad bc bd

cd cb d a d b

c2 cd d c d 2

+ ( u - v)

1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

+ v
- 1

a b 0 0

0 0 a b

c d 0 0

0 0 c d

 + u - 1

a 0 b 0

c 0 d 0

0 a 0 b

0 c 0 d

 + u - 1 v- 1

a
2

ba ab b
2

ac bc ad bd

ca d a cb d b

c
2

d c cd d
2

.

令二者相等:

R
^  

( u - v) L( u) � L( v) = L( v) � L( u) R
^  

( u - v) , ( 11. 13)
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则容易验证有以下结果:

  ( v
- 1 - u

- 1 )

0 [ a , b] + b [ b, a ] - b 0

[ c, a ] + c [ c, b] + d - a [ d , a ] [ d , b] - b

[ a , c] - c [ a , d ] [ b, c] - d + a [ b, d ] + b

0 [ c, d ] - c [ d , c] + c 0

= 0. ( 11. 14)

R
^  
中谱参数设置为 u- v, 使得式( 11. 13)左右双方各自有 8 个矩阵,除最后一个以外, 其

它 7 个之和正好对消,而最后一个矩阵的相等便给出式( 11. 14) .从式( 11. 14)便得到以下

对易关系:

[ a , b] = - b, [ a , d ] = 0,

[ a , c] = c, [ b, d ] = - b,

[ c, b] = a - d , [ c, d ] = c.

( 11. 15)

  式( 11. 8)中的 L( u)是一种选择. 如果将它改为

L ( u) =
1 0

0 λ
+ u - 1

a b

c d
, ( 11. 16)

则得到以下对易关系:

[ a , b] = - b, [ a , d ] = 0,

[ a , c] = c, [ b, d ] = - λb,

[ c, b] = λa - d , [ c, d ] = λc.

( 11. 17)

  量子力学中的算符都可以用来实现这些关系.在式( 11. 16)中令 λ= 0, d = 0, 则对易

关系( 11. 17)式变为

[ a, c] = c;  [ a , b] = - b;  [ c, b] = 0. ( 11. 18)

容易验证,

a =
�
�q

,  c = e
q
,  b = e

- q
( 11. 19)

或

a = i
�
�q

,  c = e
- iq

,  b = e
iq

( 11. 20)

都是式( 11. 18)的实现, 只要 q, p 满足正则对易关系[ q, p ] = i. 如令式( 11. 16)中 λ= 1(即

回到式( 11. 8) ) , 并选择

a = - L 3 ,  b = L + ,  c = L - ,  d = L 3 ( 11. 21)

或

a = L 3 ,  b = L - ,  c = L + ,  d = - L 3 , ( 11. 22)

则式( 11. 15)变为

[ L 3 , L± ] = ± L± ,

[ L + , L - ] = 2L 3 .
( 11. 23)

  在建立对易关系的普遍框架中,置换矩阵起了重要作用.今后会看到,在处理相互作

用全同粒子体系中, R
 ^  

( u) 矩阵会有重要作用. 下面着重讨论一下置换矩阵. 置换矩阵
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( 11. 11)式可以用 Pauli矩阵的直积表示出来, 它是

P =
1
2

( 1 + σ� σ) , ( 11. 24)

其中

σ�σ= σ
1
� σ

1
+ σ

2
� σ

2
+ σ

3
� σ

3
. ( 11. 25)

注意, Pauli矩阵的直积是

σ1 �σ1 =

1

1

1

1

,  σ2 �σ2 =

- 1

1

1

- 1

,  σ3 �σ3 =

1

- 1

- 1

1

.

其中空白处的矩阵元为 0,则

P =

1

0 1

1 0

1

. ( 11. 26)

在( 11. 24)式中直积是代表不同空间算符的积. 例如两个自旋 1/ 2 粒子的体系, 两个自旋

算符作用于两个不同的空间. 如果标明粒子的自旋的 Pauli 算符σ1与σ2 , 体系的状态用

©¦↑↓〉等表示,则式( 11. 24)便是量子力学中的置换算符

P =
1
2

( 1 + σ1 ¡¤σ2 ) .

为了演示 P 在自旋状态上的作用, 将 P 改写为

P =
1
2

1 +
1
2

(σ
+
1 σ

-
2 + σ

-
1 σ

+
2 ) + σ

3
1σ

3
2 . ( 11. 27)

很容易验证,

P ©¦↑↑〉= ©¦↑↑〉,

P
1

2
( ©¦↑↓〉+ ©¦↓↑〉) =

1

2
( ©¦↓↑〉+ ©¦↑↓〉) ,

P ©¦↓↓〉= ©¦↓↓〉,

P
1

2
( ©¦↑↓〉- ©¦↓↑〉) =

1

2
( ©¦↓↑〉- ©¦↑↓〉) .

置换算符恰好对两个粒子进行置换, 它作用于三重态波函数(对称)时给出 1,作用于单态

波函数(反对称)给出- 1. 置换算符(矩阵)有一个重要性质,即

P 2 = 1, ( 11. 28)

两次置换相当于全同变换.

再回到( 11. 13)式. L( u)的辅助空间属 S L( 2) ,与自旋 1/ 2 矩阵表示相联系. L( u)�L( v)

涉及两个自旋空间, 包含了 P 矩阵的 R
^  

( u - v)对两个空间进行置换. 为了进一步讨论式

( 11. 13) , 将它写作矩阵元形式:

R
^  

( u - v) ij , mn ( L( u) � L( v) ) m n, kl = ( L ( v) � L( u) ) ij , mn R
^  

( u - v) m n, kl . ( 11. 29)
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矩阵元指标取值定为+ , - , 则 2× 2矩阵 L 写作

L =
L + + L + -

L - + L - -

.

利用式( 11. 7)将直积的矩阵元用 L 的矩阵元表示, 有

R
^  

( u - v) ij , mnL( u ) mk L( v) nl = L( v) im L( u) j n R
^  

( u - v) mn , kl . ( 11. 30)

引入新的矩阵 R( u) :

R( u) ij , mn = R
^  

( u ) j i, mn , ( 11. 31)

( 11. 30)式可以写作三个 4× 4 矩阵的乘积:

R( u - v) L
1

( u) L
2

( v) = L
2

( v) L
1

( u) R( u - v) , ( 11. 32)

其中

L
1

( u) = L( u ) � 1,

L
2

( u) = 1� L( u ) ,

1是 2× 2单位矩阵. ( 11. 32)式的证明如下. 将它用矩阵元形式写出:

R( u - v) L
1

( u) L
2

( v) = R( u - v) ij , mn ( L( u) � 1) mn, st ( 1 � L( v) ) st, kl

= R( u - v) ij , mnL( u ) msδntδsk L( v) tl

= R( u - v) ij , mnL( u ) mk L( v) nl

L
2

( v) L
1

( u) R( u - v) = ( 1� L( v) ) ij , mn ( L ( u) � 1) mn, stR( u - v) st, kl

= δim L( v) j nL( u) msδntR( u - v) st, kl

= L( v) j nL( u) isR( u - v) sn, k l

将以上自由指标 i与 j 对换,右端求和指标( n, s)换为( m, n) ,即为

R( u - v) j i, mnL( u) mkL( v) nl= L( v) im L( u ) j nR( u- v) nm , kl . ( 11. 33)

将它和式( 11. 30)比较, 就看到式( 11. 31)中 R
^  
与 R 的关系.将 R

^  
的矩阵形式写出:

R
^  

= I + uP =

1

1

1

1

+ u

1

1

1

1

将此矩阵的矩阵元( ij ; kl)与( j i; kl)对换, 就是 R. 实际上这只涉及第二行及第三行对换,

其第一行的元素是( + + ; kl) ,第二行的元素是( + - ; kl) ,第三行的元素是( - + ; kl) , 第

四行的元素是( - - ; kl) .故有

R =

1

1

1

1

+ u

1

1

1

1

= P + uI , ( 11. 34)

亦即

R = P R
^  

,  R
^  

= P R. ( 11. 35)
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从 R 和 R
^  
的不为 0 的元素看, 它们是 (以 R

^  
为例) : R

^  
ij , kl= R

^  
+ + , + + , R

^  
+ - , + - , R

^  
+ - , - + ,

R
^  

- + , + - , R
^  

- + , - + , R
^  

- - , - - .

图 11. 1 式( 11. 36)的说明

共同特点是 i+ j = k+ l, 以后会看到它反映了自

旋守恒.

如果 P 交换的对象是多个自旋 (或多个粒子)中

的两个,就需要标出它们的标号, 例如 P 12表示粒子 1

与 2 的交换.置换算符的重要性质是

P 12 P 13 P 23 = P 2 3P 1 3P 1 2 . ( 11. 36)

它以图 11. 1 表明. 粒子 ( 1, 2, 3)先经 P 23 , 再经 P 13 ,

再经 P 12达到( 3, 2, 1) . 它们也可先经 P 12 , 再经 P 13 ,

再经 P 23达到同样状态. 同样还可以证明

P 2 3P 1 2 ( 1, 2, 3) = P 2 3 ( 2, 1, 3) = ( 3, 1, 2) ,

P 1 3P 2 3 ( 1, 2, 3) = P 1 3 ( 1, 3, 2) = ( 3, 1, 2) .

故有 P 23 P 12 = P 13 P 23等等. 总括结果如下:

P 23 P 12 = P 13 P 23 = P 12 P 13 , ( 11. 37)

P 23 P 13 = P 13 P 12 = P 12 P 23 . ( 11. 38)

由于 R( u)与 P 有线性关系, R 也应满足类似关系:

R( u) 12 R( u + v) 1 3R( v) 2 3 = R( v) 23 R( u + v) 13 R( u) 1 2 . ( 11. 39)

直接计算就可以证明.

R( u ) 12 R( u + v) 13 R( v) 23 = ( u + P 1 2 ) [ ( u + v) + P 13 ] ( v + P 23 )

= uv( u + v) + v( u + v) P 12 + uvP 13 + u( u + v) P 23

 + ( u + v) P 12 P 23 + vP 12 P 13 + uP 13 P 23 + P 12 P 13 P 23 .

利用式 ( 11. 38) 得以上 u 与 v 线性项 vP 1 2 P 13 + uP 1 3 P 23 = ( u + v) P 12 P 13 . 再考虑到式

( 11. 36) , 结果和式( 11. 39)的右端相同. R( u )是置换算符的推广. 作用在自旋空间它与 P

满足类似的关系,只是在不同空间有了不同的谱参数, 并且[ R( u) ]
2
≠I . 以后可以看到,谱

参数具有动量的意义,因此 R( u)的解具有动力学内容. 以上我们从一个简单的 R( u)形式

( 11. 34) 式推出了方程 ( 11. 39) . 方程 ( 11. 39)有多种形式的解, 式( 11. 34)是最简单的形

式.实际上方程( 11. 39)具有非常普遍的意义,它就是杨振宁-Baxter 方程
[ 2 , 3, 4 , 5]

.

11. 2 RTT 关 系

上一节讨论的 L( u)辅助空间是 2× 2矩阵,从而 R
^  

( u)矩阵是 4× 4矩阵.实际上辅助

空间可以是任意维的, 例如 L( u)是 M× M 矩阵. 相应地 R
^  
即是 M

2
× M

2
矩阵.在显示矩

阵 R 的置换作用的式( 11. 32)中, L
1

( u)与 L
2

( v)分属不同的空间, 而 R( u - v)作用于两个

空间上.
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在物理问题中会出现具有许多格点的体系.每个格点上的力学量(算符)满足通常的

对易关系,但不同格点上的力学量彼此对易. 矩阵 L( u)可以在各格点上定义,例如在格点

j 上的矩阵是 L j ( u) , 它的矩阵元是 j 格点上的算符.不同格点上的算符对易, 因此

[ L
a b
j ( u) , L

cd
k ( v) ] = 0,  j ≠ k, ( 11. 40)

a , b与 c, d 是 L 辅助空间的矩阵元指标, 作为矩阵, L j ( u)与 L k ( v)一般是不对易的. 对 N

格点体系 L( u)推广为 T ( u) :

T ( u) = L N ( u) L N - 1 ( u)⋯L 2 ( u) L 1 ( u ) ( 11. 41)

≡∏
N
�

j = 1

L j ( u) ,

记号上的箭头表示 L 矩阵的次序. T ( u ) 称为整体转移矩阵. 式 ( 11. 33 ) 给出的

R( u- v) L
1

( u) L
2

( v) = L
2

( v) L
1

( u) R( u- v)关系推广为

R( u - v) ij , mnT ( u) mkT ( v) nl = T ( v) j m T ( u) inR( u - v) nm, kl , ( 11. 42)

其矩阵形式是

R( u - v) T
1

( u) T
2

( v) = T
2

( v) T
1

( u) R( u - v) . ( 11. 43)

对式( 11. 42)的证明, 可以先证 N = 2 的情况: T ( u ) = L 2 ( u) L 1 ( u) . 式( 11. 42)左方为

R( u - v) ij , mnL 2 ( u ) msL 1 ( u) sk L 2 ( v) nr L 1 ( v) r l .

利用不同格点算符对易将 L 2 与 L 1 各自的矩阵元颠倒次序, 然后利用式( 11. 33)将 RLL

写为 LLR,左方即为

L 2 ( v) j m L 2 ( u ) inR( u - v) nm, sr L 1 ( u) skL 1 ( v) r l

= L 2 ( v) j m L 2 ( u) inL 1 ( v) mr L 1 ( u) nsR( u - v) sr , kl

= L 2 ( v) j m L 1 ( v) mr L 2 ( u) inL 1 ( u) nsR( u - v) sr , kl

= T ( v) j m T ( u) inR( u - v) nm, kl ,

正是式( 11. 42)的右方. 证明 N = 2 的情况下( 11. 41)式满足( 11. 43)式后, 将 T ( u )再乘上

另一格点的 L( u)矩阵, 用同样办法可以证明 N = 3 的情况正确, 依此类推, 可证一般情况

正确.式( 11. 42)称 RT T 关系.和式( 11. 30)相比,只是将 L 换为 T , L 表征一个格点处的

局域关系,而 RT T 关系表征整体关系. RT T 关系是杨-Baxt er 系统理论中的基本关系式,

也是联系物理学中模型的出发点.

给定 R( u) ,求解 RT T 关系是指寻找满足 RT T 关系的 T 矩阵的矩阵元, 它们可用量

子理论中基本算符表示出来.上一节的简单例子中, 式( 11. 8) L( u)矩阵的实现式( 11. 21)是

L ( u) =
1 0

0 1
+ u - 1

L 3 L -

L + - L 3

, ( 11. 44)

它满足最简单的 R 矩阵 R( u ) = uI + P 所确定的 RT T 关系. 将 L 改写为 S:

S± =
1
2

( L 1 ± iL 2 ) ,

则用 Pauli矩阵 σ可将 L( u)写作

L( u) = I + u - 1 S ¡¤σ, ( 11. 45)

S 是 H ilbert 空间的算符, 而 σ是辅助空间的矩阵.将量子力学算符 S 以及相应的 L( u)定
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义在各格点上,则有

Lj ( u) = I + u
- 1

Sj ¡¤σ, ( 11. 46)

S j 的对易关系是

[ S
α
j , S
β
k ] = iεαβγS

γ
jδj k . ( 11. 47)

L j ( u)称局域转移矩阵.整体转移矩阵是

T ( u) = ( I + u
- 1

SN ¡¤σ) ( I + u
- 1

SN - 1 ¡¤σ)⋯( I + u
- 1

S1 ¡¤σ) . ( 11. 48)

利用

σασβ= δαβ+ iεαβγσγ

可将 T ( u)展开, 得

T ( u ) = I + u - 1 ∑
N

j = 1

Sj ¡¤σ+ u - 2 i∑
j , k, j≠k

εαβγS αj Sβkσγ+ ∑
j , k, j > k

Sj ¡¤Sk + ⋯

= I + u - 1S ¡¤σ+ u - 2 i∑
j , k , j≠ k

Sj× S k ¡¤σ+ u - 2∑
j , k, j > k

S j ¡¤Sk + ⋯, ( 11. 49)

其中 S = ∑
N

j

Sj 为总自旋.

以上是从局域转移矩阵 L ( u )出发, 构造整体转移矩阵 T ( u ) , 并证明了 RTT 关系

( 11. 43)式成立. 但一般 RT T 关系(式( 11. 43) )的解, 却不一定总能分解为局域转移矩阵

的乘积.

整体转移矩阵( 11. 48)式可以展为 u
- 1的无穷级数( 11. 49)式,也可能是 u

- 1的有限阶

级数,核心是当给定 R 矩阵时, 能解出 T ( u) .

RT T 关系是在给定 R( u)情况下对转移矩阵 T 的限定条件,而 R( u)的“给定”也是有

条件的,它必须是杨振宁-Baxter 方程的解.

11. 3 杨振宁-Baxter 方程

上一节从一个简单的 R( u) = P + uI 出发, 考虑在不同空间上按一定次序作用以 R

算符,其结果应该自洽, 得出杨-Baxt er 方程( Y BE) (式( 11. 39) ) , 但方程普遍的正确性不

应依赖具体的 R( u) .由于要考虑多个空间, 将 RT T 关系( 11. 43)式略作改变, 写为

R 12 ( u1 - u2 ) T
1

( u1 ) T
2

( u2 ) = T
2

( u2 ) T
1

( u1 ) R 12 ( u1 - u2 ) . ( 11. 50)

考虑三个空间的矩阵乘积 T
1

( u1 ) T
2

( u2 ) T
3

( u3 ) .对它们的辅助空间而言,应满足矩阵的结合律:

T
1

( u1 ) T
2

( u2 ) T
3

( u3 ) = T
1

( u1 ) T
2

( u2 ) T
3

( u3 ) , ( 11. 51)

这一个普遍的要求导致 R( u)必然满足 Y BE.

由 R
- 1
12 ( u1 - u2 ) ( ( 11. 50)式) R

- 1
12 ( u1 - u2 ) , 易得

R
- 1
12 ( u1 - u2 ) T

2

( u2 ) T
1

( u1 ) = T
1

( u1 ) T
2

( u2 ) R
- 1
12 ( u1 - u2 ) , ( 11. 52)

并注意 R 12 , R
- 1
12 只作用在空间 1, 2,因而与 T

3

对易, 同时用结合律,在诸如 T
1

T
2

T
3

乘积中不

再 用 括 弧. 在 以 下 证 明 中 暂 时 略 去 Rij ( ui - u j ) 以 及 T
i

( ui ) 中 的 谱 参 数. 从
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R 23 R 13 R 12 T
1

T
2

T
3

开始,用 RT T 关系, 以及 R1 2与 T
3

对易, 它变为 R2 3 R 13 T
2

T
1

T
3

R 12 . 再同样处

理前两个因子 R 23和 R1 3 ,最后得

R 23 R 13 R 12 T
1

T
2

T
3

= T
3

T
2

T
1

R 23 R1 3R 12 . ( 11. 53)

再用

[ R 12 R 13 R2 3 ]
- 1

= R
- 1
2 3 R

- 1
1 3 R

- 1
1 2 ,

将上式左方作用于式( 11. 53)左方, 上式右方作用于式( 11. 53)右方, 得

[ R 12 R 13 R2 3 ] - 1R 23 R 13 R 12 T
1

T
2

T
3

= T
1

T
2

T
3

[ R 12 R 13 R 23 ] - 1 R2 3R 13 R 12 ,

这正是

( R 12 R 13 R 23 )
- 1

R2 3R 13 R 12 , T
1

T
2

T
3

= 0.

由于 T
1

T
2

T
3

是三个空间矩阵的乘积, 与它对易的只能是常数 c, 亦即

R 23 R 13 R1 2 = cR 12 R1 3R 23 .

对三个空间矩阵乘积取行列式,用 det ABC= det A det B detC, 即可确定 c= 1,因此

R 12 ( u1 - u2 ) R 13 ( u1 - u3 ) R2 3 ( u2 - u3 ) = R 23 ( u2 - u 3 ) R1 3 ( u1 - u3 ) R1 2 ( u1 - u2 ) ,

( 11. 54)

证明完毕. 式( 11. 54)是个较抽象的形式, 辅助空间标号 1, 2, 3 实际上是矩阵元标号演变

来的.和 RT T 关系( 11. 42)式相比,现在的式( 11. 54)应该写作

R( u) ml
j iR( u + v) ntklR( v) r s

nm = R( v) lm
kj R( u + v) rn

liR( u) st
m n . ( 11. 55)

上式中已将 u1 - u2 , u1 - u3 , u2 - u3 分别改写作 u , u + v, v, 注意到 ( u1 - u2 ) + ( u 2 - u3 ) =

u 1 - u3 , 原来矩阵指标 R j i, ml改为 R
ml
j i .式( 11. 55)双方并非三个矩阵的乘积.若是那样, 就应

该只有两个自由下指标和两个自由上指标.式( 11. 55)左右方各有三个自由下指标 i, j , k,

三个自由上指标 t, r , s.其它的 l, m, n 是求和指标, 一个上指标与一个下指标求和.它的来

源是, 左右双方都是作用于三个 T 矩阵乘积,它有上、下指标各一. 这些指标“消耗”了三

个 R 乘积的三个下指标和三个上指标. 式( 11. 55)与式 ( 11. 54)的关系正如式 ( 11. 42)与

式( 11. 43)的关系. 相应的 R
^  

( u )
kl
ij = R( u)

kl
j i, 满足

R
^  

( u)
m l
ij R

^  
( u + v)

nt
l k R
^  

( v)
r s
mn = R

^  
( v)

l m
j k R

^  
( u + v)

rn
il R
^  

( u)
st
nm . ( 11. 56)

用空间标志的关系是

R
^  

1 2( u) R
^  

23 ( u + v) R
^  

12( v) = R
^  

2 3( v) R
^  

12( u + v) R
^  

23 ( u) . ( 11. 57)

  为了了解用空间记法与用矩阵指标记法的一致性, 可以用图示法, 见图 11. 2. 图中

R
^  

( u ) l k
ij表示一个具有内部自由度 i的粒子与一个具有内部自由度 j 的粒子以相对快度

①
u

发生碰撞,碰撞后的内部自由度分别变为 k 与 l .如果这个自由度是自旋, 则自旋守恒要求

i+ j = k+ l. 图中标出空间Ⅰ与Ⅱ碰撞后末态粒子 l , k分别处于空间Ⅰ,Ⅱ, 线交叉表示碰

撞. R
^  

- 1的表示与 R
^  
不同之处在于两条粒子空间线的交叉不同. 这是个约定问题. 现在的
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① 在相对论运动学中 , 质量为 m 的粒子的能量 ε、动量 p 之间关系为 ε2 = p 2+ m 2. 因此可定义快度 u, 即 ε=

mcoshu, p = msinhu.在 vn c 时 u 就是速度 v.



约定是, 在 R
^  
中末态处于空间Ⅰ的在上, 而 R

^  
- 1与它相反. 这是由 R

^  
R
^  

- 1 = I 决定的.从图

11. 3看 R
^  

, R
^  

- 1两条线, 一条总在另一条上面. 因此可以把它们拉开, 最后成为两条平行

线, 根本没有碰撞 (Ⅰ ) . 这类图形的性质仅依赖于交叉点的数目以及交叉为上交

( overcrossing)或下交( undercrossing)性质. 在不改变交叉数目而将线连续变形, 是一种

拓扑变换.上面列举的性质是拓扑性质, 而 R
^  

R
^  

- 1或 R
^  

- 1
R
^  
与 I 拓扑等价.注意 R

^  
= P R.

图 11. 2 R
^  
与 R

^  
- 1的图示

图 11. 3 R
^  

( u) R
^  

- 1( u) = I 的图示

RT T 关系

R( u - v) m n
ij T ( u) k

m T ( v) l
n = T ( v) m

j T ( u ) niR( u - v) kl
nm

可用图 11. 4表示.图中的两个交叉分别代表 R
mn
ij ( u- v)与 R

nm
kl ( u- v) , 已在图 11. 2中解

释过. 左图中 R
mn
ij 作用于 T

l
n 与 T

k
m 上, 使粒子 1(快度 u)状态由 m变为 k, 粒子 2(快度 v)由

n 变为 l,虚线代表量子空间指标, 未标出. m 与 n 是求和指标. 右图的诠释与左图类似. 它

们相等的含义是:将左图的虚线连续移动, 在不改变图的拓扑性质情况下就成了右图.

图 11. 4 RT T 关系

求解问题的过程是,先解 YBE, 得到一种解 R( u ) . 然后对给定 R( u)求解 RT T 关系,

即得到 T ( u)矩阵的各矩阵元作为基本量子力学算符的实现. 这种表示要作到使 T ( u)作

为 u
- 1
展开到某一阶,满足 RTT 关系, 式( 11. 49)给出这种表示的一个例子.

RT T 关系的重要性是它不仅给出对易关系, 还给出量子系统的守恒量, 包括
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H amilt on量,即规定系统的动力学. RT T 关系是 L. D. F addeev
[ 1, 2]
及其合作者在建立二次

量子化反散射方法时提出的.此后经 V . G. Drinfeld
[ 6 , 7]进一步发展成新型对称性理论.

11. 4 守恒量集合, Hamilton 量

在力学中, 只要知道系统的所有运动积分(即守恒量) , 这个系统就称为完全可积的.

在量子理论中, 相应的系统称量子可积系统. 在 11. 2 节中引入的转移矩阵与守恒量族有

密切关系.用 R
^  
表示的 RT T 关系是( 11. 29)式:

R
^  

( u - v) ( T ( u) � T ( v) ) = ( T ( v) � T ( u) ) R
^  

( u - v) . ( 11. 58)

R
^  
为非异矩阵,存在 R

^  
- 1 , 故有

T ( u) � T ( v) = R
^  

- 1
( u - v) ( T ( v) � T ( u ) ) R

^  
( u - v) .

由于 t rA�B= t rA trB ,上式双方取迹, 有

t rT ( u) trT ( v) = trT ( v) trT ( u) ,

即

[ trT ( u) , trT ( v) ] = 0. ( 11. 59)

定义

τ( u) = trT ( u) = ∑
n

u - nτ( n ) , ( 11. 60)

从以上两式得

[τ
( n)

, τ
( m)

] = 0. ( 11. 61)

在式( 11. 60)中未规定 n 求和上下限, 这取决于 RT T 关系解 T ( u )的形式.有时∞> n≥0,

有时上限是正整数,一般 n 可以对- ∞～+ ∞区间求和.

以上的讨论表明,知道了 T ( u)的物理实现,取其矩阵迹再对谱参数展开, 就得到系统

的所有守恒量τ
( n) , 它们彼此对易.可以选择其中某一个或几个的线性组合作为 Hamilt on

量.这种选择往往以物理意义作为导引, 它的经典极限也可以提供参考. 此外, 满足 RT T

关系的系统一定是量子可积系统.虽然在具体实现时并不很简单, 但理论构架却是十分确

切而简洁的. RTT 关系不仅给出力学量的对易关系, 还给出守恒量的完全集合,并且判断

出系统的量子可积性.

若将τ对 u
- 1展开至无穷阶, 就有无穷多守恒量.经典一维孤子解有无穷多守恒量, 这

里粗略说就是它的量子对应. 展开式止于有限阶时,守恒量的个数就是有限的. 它的数目

由系统自由度具体地确定.

作展开时可以用 trT ( u) ,也可以用 ln trT ( u ) . 对长程相互作用的一维格点模型有特

定的方式.下面讨论近邻作用的 T oda 格子.在第 n 个格点上的局域转移矩阵是

L n ( u ) =
1 0

0 0
+ u - 1

- p n e
i q
n

e - iq
n 0

. ( 11. 62)

整体转移矩阵是
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T ( u) =
1 0

0 0
+ u

- 1 - p N e
iq

N

e - iq
N 0

1 0

0 0
+ u

- 1 - p N - 1 e
iq

N - 1

e - i q
N - 1 0

⋯
1 0

0 0
+ u - 1 - p 1 e

iq
1

e
- i q

1 0
. ( 11. 63)

以下计算 T ( u)按 u
- 1
展开的低阶幂次,并取迹:

t rT ( u) = A0 + u
- 1

A1 + u
- 2

A2 + ⋯, ( 11. 64)

其中          A 0 = 1,

A1 = - ∑
N

n= 1

p n ,

A2 = ∑
N

n, m, n> m

p np m + ∑
N - 1

n= 1

e
i( q
n+ 1

- q
n

)
.

其中 A2 的计算如下. 给出 u
- 2的两个矩阵可以相邻, 也可以不相邻. 对周期边界条件, 如

果它们相邻,给出的是∑
n

p n + 1 p n + ∑
n

exp[ i( qn+ 1 - qn ) ] ; 如果它们不相邻,矩阵之间会

有
1 0

0 0
,结果是 ∑

n , m, n> m

p np m . 为了得到与经典的对应,先取 ln t rT ( u)再进行展开.用

ln ( 1 + x ) = x -
1
2

x
2

+ ⋯,

式( 11. 64)中相应的 x 是

x = u
- 1

A 1 + u
- 2

A2 + ⋯,

因此有

ln trT ( u) = uA1 + u - 2 A2 -
1
2

A2
1 + ⋯

= uP - u
- 2

H + ⋯.

由于-
1
2

A
2
1 = -

1
2 ∑

N

n = 1

p n
2

= - ∑
N

n, m , n> m
p np m - ∑

N

n = 1
p

2
n ,前项与 A2 第一项抵消,于是守恒量是

- P = - ∑
N

n= 1

p n ,

+ H = ∑
N

n= 1

1
2

p
2
m + e

i( q
n

- q
n- 1

)
.

⋯

( 11. 65)

其中 P 是总动量, H 是 T oda 格子的 Hamilton 量. 在 H 中格点互作用只涉及近邻.若在

选局域转移矩阵时不用
1 0

0 0
而用

1 0

0 1
, 便出现长程互作用.

以上描述的方法可以总结为三个步骤: ① 给定 R( u) , 求出转移矩阵 L ( u) ;② 给

L ( u)赋予格点指标 L n ( u) , 形成整体转移矩阵 T ( u ) = ∏
N
�

1
L n ( u ) ; ③ 将 trT ( u ) 或

ln trT ( u)展成 u
- 1
的幂级数,各阶系数就是守恒量. 这个普遍的方法是 Faddeev等在量子

反散射方法中首创的. 在一些特定情况下, 可以直接从 R 矩阵求出 Hamilton 量, 方法就

大大简化了.
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矩阵 L( u)的每个元素都是 Hilbert 空间的算符.若取( 11. 33)式在量子态 a , b间的矩

阵元,结果将是

R( u )
nm
ij ( L a c( u + v) )

t
n ( L cb( v) )

s
m = ( L a c( v) )

m
j ( L cb ( u + v) )

n
iR( u)

t s
nm . ( 11. 66)

定义矩阵 R̂( u ) :

R̂ ( u ) mn
ij = R( u ) nmij , ( 11. 67)

它将 R 的两个后指标交换,而 R
^  
则是将 R 的两个前指标交换.再定义一个矩阵

R�( u) c t
n a = ( L a c( u) ) t

n , ( 11. 68)

它的指标既来自辅助空间矩阵元指标( n, t ) , 又来自 Hilbert 空间指标( a , c) . 式( 11. 66)便

可以写作

R̂ ( u)
mn
ij R
�

( u + v)
ct
na R
�

( v)
bs
mc = R
�

( v)
c m
j a R
�

( u + v)
bn
ic R̂ ( u)

st
nm , ( 11. 69)

和 YBE(式( 11. 56) )相比, 发现 R
�满足的方程与 R̂ 相同.因此它最简单的解便是

R�( u) = R̂ ( u ) . ( 11. 70)

在一个特定情况下,当辅助空间指标 i, j , k, ⋯与 H ilb ert 空间指标取值范围相同时,还可

以用 R
�定义整体转移矩阵:

{T
( N )

( u)
b
a }
i
N + 1i
1

= ( L a
1

b
1
( u ) )

i
2i
1
( L a

2
b

2
( u) )

i
3i
2
⋯( L a

N
b
N

( u) )
i
N + 1i
N

, ( 11. 71)

其中

a = ( a 1 , a 2 ,⋯, a N ) ,  b = ( b1 , b2 ,⋯, bN ) .

式( 11. 71)中 Hilbert 空间指标是与格点有关的, 格点间没有求和, 而辅助空间则是 N 个

矩阵相乘,因此有指标求和. 用定义( 11. 68)式, 有

{T ( N ) ( u) b
a }iN + 1i

1
= R̂ ( u) b

1
i
2i

1
a

1
R̂ ( u) b

2
i
3i

2
a

2
⋯ R̂ ( u) b

N
i
N + 1i

N
a

N
. ( 11. 72)

RT T 关系是

R̂ ( u - v) ( T ( N ) ( u) c
a � T ( N ) ( v) b

c) = ( T ( N ) ( v) c
a � T ( N ) ( u) b

c ) R̂ ( u - v) . ( 11. 73)

由于 R̂ 是置换辅助空间指标的, 故 Hilbert 空间指标不受影响. 关系( 11. 73)式的图示是

图 11. 4 的扩展, 示于图 11. 5. 图中 a i与 bj 均为自由指标. 令一个图的虚线平移越过交叉

点,各线保持距交叉点远近次序, 便成为另一个(相等的)图.对辅助空间求迹, 得

图 11. 5 R̂T T 关系图示
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(τ
( N )

( u ) )
b
a≡ tr( T

( N )
( u ) )

b
a = {T

( N )
( u)

b
a }
i
1i
1

= R̂ ( u)
b

1
i
2
i
1

a
1
R̂ ( u)

b
2
i
3
i
2

a
2
⋯ R̂ ( u)

b
N - 1
i
N

i
N - 1

a
N - 1

R̂ ( u )
b
N
i
1
i
N

a
N

. ( 11. 74)

在 YBE 解中,原有 R
^  

( u= 0) = I , 现要求

R̂ ( u = 0) = I , ( 11. 75)

因 R̂与 R
^  
在 YBE 意义下没有差别. 当 Hilbert 空间指标与辅助空间取值范围相等时, 利用

R̂ ( 0)
b
1
i
2
i
1

a
1

= ( I � I )
b

1
i
2
i
1

a
1

= δi
1

b
1
δa

1
i
2
,

其中 R̂是 M
2
× M

2
矩阵, I 是 M× M 单位矩阵,得

T ( N ) ( u) b
a
i
1
i
1

= δb1i
1
δi2a

1
¡¤δb2i

2
δi3a

2
¡¤⋯ ¡¤δbNi

N
δi1a

N

2N个K rone c ke r δ

= δb1a
N
δb2a

1
δb3a

2
⋯δbNa

N - 1

N个 K ron ec ke r δ

, ( 11. 76)

( T
( N ) - 1

( u )
b
a )
i
1
i
1 u = 0 = δ

b
1

a
2
δ

b
2

a
3
⋯δ

b
N - 1

a
N
δ

b
N

a
1
. ( 11. 77)

于是有

d
du

ln {τ( N ) ( u) }b
a u = 0 = {(τ( N ) ( u) - 1 }b

c
d

du
{τ( N ) ( u) }c

a u = 0

= ∑
N

i= 1

δ
b

1a
1
δ

b
2a
2
⋯δ

b
i- 1a
i- 1

d
du

R̂ ( u)
b
i
b
i+ 1

a
i
a
i+ 1 u = 0δ

b
i+ 2a
i+ 2
⋯δ

b
Na
N

. ( 11. 78)

用空间直乘形式写出,有

d
du

lnτ
( N )

( u) u = 0 = ∑
N

i= 1

I
( 1 )

� I
( 2)

� ⋯ � I
( i- 1)

�
d R̂ ( u) ( i, i+ 1 )

du u= 0
� I ( i+ 2) � ⋯� I ( N ) .

( 11. 79)

式 ( 11. 79) 给出的是 lnτ
( N )

( u ) 对 u 展开的一阶系数 ( 算符) . 有些模型就是取它为

H amilt on 量. 按这种选择,式( 11. 79)就给出“局域”Hamilt on 量
[ 12, 8]

H i, i+ 1 =
d

du
R̂ ( u) ( i, i+ 1)

u = 0 , ( 11. 80)

而系统的 H amilt on 量是

H = ∑
N

i= 1

H i, i+ 1 . ( 11. 81)

由于 R̂( u )与 R
^  

( u)都是 YBE 的解, 也可以选择

H i, i+ 1 =
d

du
R
^  

( u) ( i, i+ 1)
u= 0 . ( 11. 82)

以上的讨论证明了,对一类可积系统, 它的量子空间维数与辅助空间维数相同时, 例如自

旋 1/ 2的态空间与辅助空间维数均为 2 时,再选 lnτ( u )的一阶展开系数为 H amilton 量,

则不必从头按 Faddeev 等创立的步骤执行.只要选好 Y BE 的解,将它局域化, 取对 u 的导

数,然后设 u= 0, 即得 H amilt on 量.

由于 R
^  

( u)矩阵是将两个相邻空间进行置换, 而最简单的解 R
^  

= I + uP 在格点情况

下就是
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R
^  

( u) ( i, i+ 1) = I + uP i, i+ 1 .

R
^  
的一阶系数就是 P ,因此

H = ∑
N

i= 1

H i, i+ 1 = ∑
N

i= 1

P i, i+ 1 . ( 11. 83)

置换算符( 11. 26)式仅在自旋 1/ 2时可表示为

P i, i+ 1 =
1
2

( 1 + σi ¡¤σi+ 1 ) ,

即得到

H =
1
2∑

N

i= 1

( 1 + σi ¡¤σi+ 1 ) . ( 11. 84)

这是各向同性 H eisenberg 链模型的 H amilton 量. 在自旋不是 1/ 2 时, 用自旋算符表示

P i, i+ 1就要复杂了.以上方法大体适用于近邻自旋相互作用的链模型.

最后, 对谱参数展开作一点补充. 上面提到过将 trT ( u )对 u
- 1
作展开,在以上简便方

法中, 是取 u 的一次项.由于 RT T 关系, 如在 R 中选 u 正幂次, T 便依 u 负幂次展开, 反

过来也一样.物理中许多问题是和某些解析函数的极点以及在极点处的留数有关的. 因此

需要得到 Laurent 级数, 这便是以上两种选择的原因.如果函数到处解析, 在物理上便成

为平庸了.

本节相关内容可参阅文献[ 1] , [ 2] , [ 8]～[ 11] .

11. 5 量子行列式,余乘法

当辅助空间为 SL( 2)时, 转移矩阵 T ( u)是 2× 2 矩阵,但其矩阵元是算符. 对于一个 c

数矩阵,其逆矩阵与矩阵的行列式有关. 因此,需要找出转移矩阵的相应“行列式”, 它应能

和任何矩阵元(算符)对易.这个“行列式”记为det T ( u) ,称为量子行列式:

detT ( u ) = T 11 ( u) T 22 ( u - 1) - T 12 ( u) T 21 ( u - 1) , ( 11. 85)

它满足

[ detT ( u) , T a b( v) ] = 0. ( 11. 86)

在证明之前,先要导出一个关系. 在 RT T 关系

R
^  

( u - v) ( T ( u ) � T ( v) ) = ( T ( v) � T ( u) ) R
^  

( u - v)

中,取

R
^  

( u) = I + uP ,

并用置换矩阵 P 的表达式

P
cd
a b = δ

d
aδ

c
b ,  a , b, c, d = 1, 2. ( 11. 87)

RT T 关系给出

( u - v) [ T bc( u ) , T a d ( v) ] + T a c ( u) T bd ( v) - T a c( v) T bd ( u) = 0. ( 11. 88)
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在上式中令 a = b, c= d ,再考虑到 u 与 v 是任意的,有

[ T a c( u) , T a c( v) ] = 0. ( 11. 89)

为了证明式( 11. 86) , 先取一个矩阵元 T 1 1为例.用式( 11. 89) ,有

[ detT ( u) , T 11 ( v) ] = T 11 ( u) [ T 2 2 ( u - 1) , T 11 ( v) ]

- [ T 12 ( u) , T 11 ( v) ] T 21 ( u - 1) - T 1 2 ( u) [ T 21 ( u - 1) , T 1 1 ( v) ] .

将式( 11. 88)给出的[ T bc( u - 1) , T a d ( v) ] = ( u- v- 1) - 1 ( T a c( v) T bd ( u) - T a c( u ) T bd ( v) )代

入上式,则有

[ detT ( u) , T 11 ( v) ] = ( u - v - 1)
- 1

T 1 1 ( u) ( T 12 ( v) T 1 2 ( u - 1) - T 12 ( u - 1) T 21 ( v) )

 - ( u - v) - 1 ( T 1 1 ( v) T 12 ( u) - T 11 ( v) T 1 2 ( u) ) T 21 ( u - 1)

 - ( u - v - 1)
- 1

T 12 ( u) ( T 11 ( v) T 21 ( u - 1) - T 11 ( u - 1) T 21 ( v) )

= ( u - v - 1)
- 1

( u - v)
- 1

{( u - v) [ T 11 ( v) , T 12 ( u) ]

 + T 11 ( u) T 12 ( v) - T 11 ( v) T 1 2 ( u) }T 21 ( u - 1)

= 0.

最后一步是式( 11. 88)中 b= c= 1, a = 1, d = 2 的结果. 类似地可以证明det T ( u)与所有

T ( v)的矩阵元对易, detT ( u)显然也和 trT ( v) = T 11 ( v) + T 22 ( v)对易:

[ det T ( u) , trT ( v) ] = 0. ( 11. 90)

T a b( u)和 det T ( u)都作展开:

T a b( u) = I + ∑
∞

n= 1

u
- n

T
( n )
a b , ( 11. 91)

det T ( u) = C0 + ∑
∞

n= 1

u
- n

Cn . ( 11. 92)

式( 11. 86)给出

[ Cn , T
( m)
a b ] = 0, ( 11. 93)

必有

[ Cn , τ
( m )

] = 0. ( 11. 94)

{Cn}构成一族守恒量,

[ Cn , Cm ] = 0, ( 11. 95)

并与{τ
( m) }对易.不同的是, Cn 和 T

( m)
a b 对易, 而 τ

( n )一般与 T
( m)
a b 不对易.注意, 守恒族是由彼

此对易的集合构成的,原则上并不要求与 T
( m)
a b 对易. 有些模型的 H amilt on 量是与 Cn 相联

系的,有的则与 τ
( m )
相联系.

由于 detT ( u)与 T a b对易,便可引入( T ( u) )
- 1

:

( T ( u) )
- 1

= ( detT ( u) )
- 1

T 2 2 ( u - 1) - T 12 ( u - 1)

- T 21 ( u - 1) T 11 ( u - 1)
. ( 11. 96)

在定义 det 时用了 u- 1,实际上用 u- a ( a 为任意常数)是一样的.

Y angian 的另一个要素是余乘法( co-product ) . 它是一种运算 [ 6, 7] , 以 Δ表示. 它作用
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于两个算符之积时满足

Δ( AB) = Δ( A)Δ( B) , ( 11. 97)

它作用于转移矩阵的算符元素时定义为

Δ( T a b) = ∑
c

T a c � T cb ≡ T a c � T cb ( 11. 98)

用直积表示算符分属两个独立的量子空间.当 Bose 算符直积相乘时有

( A � B) ( C � D) = AC � BD , ( 11. 99)

两个空间分别保持算符次序.余乘法的定义保证 Δ运算作用于 T ( u )元素算符乘积上时,

保持 RT T 关系在量子空间的张量空间也成立. 若选择 R
^  

= I + uP , RT T 的具体形式就是

式( 11. 88) . 以下证明这个关系在Δ作用时是不变的.考虑将 Δ作用于[ T bc( u ) , T a d ( v) ]的

结果:

Δ[ T bc( u) , T a d ( v) ]

= Δ[ T bc( u ) T a d ( v) - T a d ( v) T bc( u) ]

= Δ( T bc( u ) )Δ( T a d ( v) ) - Δ( T a d ( v) T bc( u) )

= ( T bn ( u ) � T n c( u) ) ( T a m ( v) � T md ( v) ) - ( T an ( v) � T nd ( v) ) ( T bm ( u ) � T m c( u) ) .

以上用了式( 11. 97) , ( 11. 98) , 重复指标 n 及 m 代表求和.再用式( 11. 99)有

Δ[ T bc( u) , T a d ( v) ]

= T bn ( u) T a m ( v) � T nc ( u) T md ( v)

 - T a m ( v) T bn ( u) � T nc( u) T md ( v) + T a m ( v) T bn ( u) � T nc( u) T md ( v)

 - T a m ( v) T bn ( u) � T md ( v) T nc( u) .

上式右端第二项与第三项是故意加进去的,其和为零, 第四项哑标 m 和 n 作了对换.故有

Δ[ T bc ( u) , T a d ( v) ]

= [ T bn ( u) , T a m ( v) ] � T nc( u) T md ( v)

 + T a m ( v) T bn ( u ) � [ T nc( u ) , T md ( v) ] .

对上式乘以( u- v) , 对右方的( u- v) [ , ]都用式( 11. 88) , 因此有

( u - v)Δ[ T bc( u) , T a d ( v) ]

= ( T an ( v) T bm ( u) - T an ( u ) T bm ( v) ) � T nc( u) T md ( v)

 + T a m ( v) T bn ( u ) � ( T mc( v) T n d ( u) - T mc ( u) T nd ( v) )

= T an ( v) T bm ( u) � T n c( u) T m d ( v) - T an ( u ) T bm ( v) � T nc( u) T md ( v)

 + T a m ( v) T bn ( u ) � T mc ( v) T nd ( u) - T a m ( v) T bn ( u) � T mc( u ) T nd ( v) .

将第一项中哑标 n 与 m 对换,发现它和第四项正相抵消, 结果是

( u - v)Δ[ T bc ( u) , T a d ( v) ]

= ( T a m ( v) � T mc( v) ) ( T bn ( u ) � T nd ( u) )

 - ( T an ( u) � T nc( u) ) ( T bm ( v) � T m d ( v) )

= Δ( T a c( v) )Δ( T bd ( u ) - Δ( T a c( u) )Δ( T bd ( v) )

= Δ( T a c( v) T bd ( u) - T a c( u) T bd ( v) ) .

它正是将Δ运算于式( 11. 88)的结果. 即余乘法保证了 RT T 关系.
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上述定义余乘法Δ的形式( 11. 98)式有更深一层的含义.我们知道, RT T 关系给出了

量子空间中诸算子 (矩阵元 T
( n)
a b )间的对易关系,它们都是在同一个量子空间即“向量”空

间中实现的, 但是作为完整的运算, 必定应存在量子张量空间的定义, 它必须满足一定的

运算封闭性.因而余乘法的引入是十分必要的, 因为它给出了从量子向量空间向张量空间

扩张的规则.从 RTT 关系角度看, 所定义的 Δ运算(余乘法 )必须满足 RTT 关系两端在

Δ下相等,亦即在量子张量空间的成立,这就是上面证明过程的含义. 严格说, Y angian 由

两部分构成, 一个是对易关系,另一个是余乘法. 如果从 RT T 关系出发,那么将出现两者

的一致性:只要找到满足 RT T 关系的 T a b ( u) ,按式( 11. 98)立即定义了余乘法,一切都是

自洽的.

当辅助空间取为 2× 2时, T ( u)的对 u
- n展开的一般形式写为

T ( u) = I + ∑
∞

n= 1

u
- n

T
( n)
11 T

( n )
12

T ( n)
21 T ( n )

22

. ( 11. 100)

对 2× 2矩阵很自然引入( + , - , 3, 0)分量:

T
( n )
+ = T

( n )
1 2 , T

( n)
- = T

( n)
21 ,

T
( n )
3 = T

( n)
22 - T

( n)
11 , T

( n)
0 = T

( n)
2 2 + T

( n )
1 1 .

( 11. 101)

通过它们 T ( u)可以写作

T ( u) = I + ∑
∞

n= 1

u
- n

1
2

( T ( n)
0 + T ( n)

3 ) T ( n)
+

T ( n)
-

1
2

( T ( n)
0 - T ( n)

3 )
. ( 11. 102)

引入

I ±= T
( 1)
± , I 3 =

1
2

T
( 1)
3 ,

J ±= T
( 2)
± , J 3 =

1
2

T
( 2)
3 ,

( 11. 103)

则转移矩阵可表达为

T ( u) = I + u
- 1

1
2

T
( 1)
0 - I 3 I +

I -
1
2

T ( 1)
0 + I 3

+ u
- 2

1
2

T
( 2)
0 - J 3 J +

J -
1
2

T ( 2 )
0 + J 3

+ ∑
∞

n= 3

u
- n

1
2

( T ( n)
0 - T ( n)

3 ) T ( n)
+

T ( n)
-

1
2

( T ( n)
0 + T ( n)

3 )
. ( 11. 104)

利用式( 11. 104)的符号标记,容易得到det T ( u)展开式( 11. 92)的各阶系数:

C0 = 1,

C1 = T ( 1 )
0 = trT ( 1) ,

C2 = T
( 2 )
0 -

1
2

( 2I
2
3 + I + I - + I - I + ) + T

( 1)
0 1 +

1
2

T
( 1 )
0
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 = T
( 2 )
0 - I

2
+ T

( 1 )
0 1 +

1
2

T
( 1)
0 ,

⋯. ( 11. 105)

  在 11. 2节中从 R
^  

= I + uP 出发, RTT 方程的解 L j ( u) = I + u
- 1

Sj·σ作为局域转移

矩阵构成了整体转移矩阵 T ( u) , 它对 u
- 1
的展开( 11. 49)式是①

T ( u) = I + u - 1 S ¡¤σ+ u - 2 i∑
i, j , i≠ j

Si× Sj ¡¤σ+ u - 2∑
i, j , i> j

Si ¡¤Sj + ⋯.

与一般形式( 11. 104)式比较,有

T ( 1 )
0 = 0,    T ( 2 )

0 = I 2 , ( 11. 106)

I ± = S ê ,    I 3 = - S 3 , ( 11. 107)

J ±= i∑
i, j , i≠ j

( Si× Sj ) ê ,  J 3 = - i∑
i, j , i≠ j

( Si× Sj ) 3 . ( 11. 108)

将式( 11. 106)与式( 11. 105)相比, 得到 C0 = 1, C1 = 0, C2 = 0. 因此, 准到 u
- 2阶有 detT ( u)

= 1. 对当前的情况可以严格证明 detT ( u) = 1.

有了以上的讨论, 可以给与 SL ( 2)相关的 Yangian 一个简单的定义. 设 R( u )满足

Y BE 且具有 u 多项式形式, T ( u)满足 RT T 关系, 则 T ( u)对 u
- 1的展开式中 u

- 1与 u
- 2前

的算符系数诸矩阵元组成 Yangian 的生成元,它们的对易关系由 RT T 关系决定,而 RT T

关系是和余乘法相洽的. 对易关系与余乘法是定义 Yangian 的两个要素. 但如从 RT T 关

系出发得到{I α}(与 u
- 1
相联系)与{J α}(与 u

- 2
相联系)的对易关系,则余乘法自然成立. 当

detT ( u) = 1 时,上述 Yangian 是 Y( SL( 2) ) , 而 detT ( u)≠1 时, Yangian 为 Y( gL ( 2) ) .

Drinfeld 阐明了 Yangian 的重要性质.如果 R ( u)是 u 的多项式形式 (包括上面讨论

的 R
^  

= I + uP ) ,则称为 YBE 的有理解.对有理解, 只需知道 I α与 J α共 6 个生成元,则以

后各阶 T
( n)
α ( n≥3;α= + , - , 3) 元素及其对易关系就都确定了. T

( n)
α 组成一组无穷维代

数,但这个无穷维代数是由有限个生成元(现为 6 个)决定的. 这一点可以和李群与李代数

的关系作一个比较.李群是由李代数决定的,群元素在原点附近对群参数的一阶微商(李

代数生成元)决定了李群行为. 现在 T ( u )不仅由 T
( 1 )
α 决定,而且还要由 T

( 1 )
α , T

( 2)
α (α= + ,

- , 3, 0)决定. Y BE 的另一种解是三角解,即对参数 u 具有周期性,将另作讨论.

本节内容可参阅文献[ 6, 7] .

此外,作为 SL( 2)代数的延伸, Y( SL( 2) )的表示论已由 Chari-Press ley 解决,可参阅

文献[ 13] .

11. 6 RTT 关系展开式与对易关系

对 R
^  

( u ) = I + uP , RT T 关系给出( 11. 88)式:
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① S2 = ∑
i

Si
2
与 ∑
i, j , i> j

Si ¡¤Sj 相差∑
i

S2
i ,为一常数 . T (n)

0 是通过对易关系定义的 , 常数不起作用 .



( u - v) [ T bc( u ) , T a d ( v) ] + T a c ( u) T bd ( v) - T a c( v) T bd ( u) = 0.

将 T ( u)对 u
- n展开式( 11. 100)代入,按 u 与 v 相应幂次分开, T

( 0)的各元素必定为 c数. 由

于 RT T 关系允许做变换, T
( 0 )可以对角化,故一般有

T
( 0)

=
1 0

0 λ
, ( 11. 109)

λ为任意常数. 在λ不为 0 时可选

T
( 0)

=
1 0

0 1
. ( 11. 110)

其余各阶算符满足

[ T
( n+ 1)
bc , T

( m)
a d ] - [ T

( n)
bc , T

( m + 1 )
a d ] + T

( n)
a c T

( m)
bd - T

( m)
a c T

( n )
bd = 0. ( 11. 111)

观察上式,取 a = b, c= d , 然后固定 n, 让 m 随意变化,就得出

[ T
( n)
a b , T

( m)
a b ] = 0.

将式( 11. 111)中 m与 n 互换, a 与 b互换, c与 d 互换.取其结果与( 11. 111)式之差, 可以

得出

[ T
( n)
a b , T

( m)
cd ] = [ T

( m)
a b , T

( n)
c d ] . ( 11. 112)

将式 ( 11. 111)对 T
( n)
α , T

( m)
β (α,β= + , - , 3, 0)取不同的 α, β以及 m, n 值时的关系写出具

体表达式,分别得到

[ T ( 1)
α , T ( 2)

α ] = 0,  α= + , - , 3,

[ T
( 1)
3 , T

( k)
± ] = [ T

( k)
3 , T

( 1 )
± ] = ± 2T

( k)
± ,  k = 1, 2,

[ T
( 1)
+ , T

( k)
- ] = [ T

( k)
+ , T

( 1 )
- ] = T

( k)
3 ,  k = 1, 2;

( 11. 113)

[ T
( 1 )
0 , T

( k)
α ] = [ T

( k)
0 , T

( 1)
α ] = 0,  α= ±, 3, 0,  k = 1, 2,

[ T ( 2 )
0 , T ( 2)

± ] = ± ( T ( 1)
3 T ( 2)
± - T ( 2)

3 T ( 1 )
± ) ,

[ T
( 2 )
0 , T

( 2)
3 ] = 2( T

( 1)
+ T

( 2)
- - T

( 2)
+ T

( 1 )
- ) ;

( 11. 114)

T
( n + 1 )
± =

1
2

(± [ T
( 2 )
3 , T

( n)
± ] + T

( n )
0 T

( 1)
± - T

( 1)
0 T

( n )
± ) ,  n ≥ 2,

T ( n + 1 )
3 = [ T ( n)

+ , T ( 2)
- ] +

1
2

( T ( n )
0 T ( 1)

3 - T ( 1)
0 T ( n)

3 ) ,  n ≥ 2;
( 11. 115)

[ T
( n)
α , T

( m)
α ] = 0,  α= ±, 3, 0,  m, n ≥ 2. ( 11. 116)

此外,还有

[ T
( m)
α , T

( n)
β ] = [ T

( n )
α , T

( m )
β ] ,  α≠ β,  m < n,  n > 2,

[ T ( n+ 1)
0 , T ( m )

± ] - [ T ( n )
0 , T ( m + 1)

± ] ± ( T ( m)
3 T ( n )
± - T ( n )

3 T ( m)
± ) = 0,

[ T
( n+ 1)
0 , T

( m )
3 ] - [ T

( n )
0 , T

( m + 1)
3 ] + 2( T

( m )
+ T

( n)
- - T

( n)
+ T

( m)
- ) = 0,

[ T ( n+ 1)
3 , T ( m )

± ] - [ T ( n )
3 , T ( m + 1)

± ] ± ( T ( m)
0 T ( n )
± - T ( n )

0 T ( m)
± ) = 0,

[ T
( n+ 1)
+ , T

( m )
- ] - [ T

( n )
+ , T

( m + 1)
- ] +

1
2

( T
( m)
0 T

( n )
3 - T

( n)
0 T

( m )
3 ) = 0,  m < n,  n > 2.

( 11. 117)

以上关系中仅式( 11. 113)～( 11. 116)是独立的.经过复杂的计算, 式( 11. 117)可以从它们

推出.
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式( 11. 113) , ( 11. 114) 给出 T
( 1)

, T
( 2)
诸矩阵元 ( α= ±, 3, 0) 间的对易关系, 式

( 11. 115)是重要的递推关系. 给出 T
( 1)

, T
( 2)
便可以给出 T

( 3)
, 然后可以给出 T

( 4 )
, ⋯, 即

T
( 1)
与 T

( 2)
决定任意 T

( n)
( n≥3) ,式 ( 11. 116)则反映了对高阶 T

( n )
的限制. 在 α= + , - , 3

时,利用式( 11. 115)代入式( 11. 116)得出

[ T
( m)
± , [ T

( 2)
3 , T

( n )
± ] ] ± [ T

( m)
± , T

( n)
0 ] T

( 1 )
± = 0,

2[ T
( m)
3 , [ T

( n)
+ , T

( 2)
- ] ] + [ T

( m )
3 , T

( n)
0 ] T

( 1)
3 = 0,  m, n ≥ 2.

( 11. 118)

在 m= n= 2时,用( 11. 114)式可将上式化为

[ T ( 2 )
± , [ T ( 2)

3 , T ( 2)
± ] ] = ( T ( 1 )

3 T ( 2)
± - T ( 2)

3 T ( 1 )
± ) T ( 1 )

± , ( 11. 119)

[ T
( 2 )
3 , [ T

( 2)
+ , T

( 2)
- ] ] = ( T

( 1 )
+ T

( 2 )
- - T

( 2)
+ T

( 1)
- ) T

( 1)
3 . ( 11. 120)

利用式( 11. 113)求 T
( 1)
± 与式( 11. 120)的对易括号,可推出

2[ T ( 2)
± , [ T ( 2 )

+ , T ( 2 )
- ] ] ± [ T ( 2)

3 , [ T ( 2)
3 , T ( 2)

± ] ]

= 2( T ( 1)
+ T ( 2)

- - T ( 2)
+ T ( 1 )

- ) T ( 1)
± ± ( T ( 1)

3 T ( 2 )
± - T ( 2)

3 T ( 1)
± ) T ( 1)

3 . ( 11. 121)

式 ( 11. 113)取 k= 2, 连同式( 11. 119) , ( 11. 120)正是 Yangian 对易关系, 即式( 10. 13) ,

( 10. 14) , ( 10. 17) , ( 10. 18) .

有意思的是 T
( 2)
0 . 由于 RTT 关系, 它不是任意的, 要受式 ( 11. 114)的限制. 已知 I 与

J 的物理实现, 便通过 T
( 2)
0 = T

( 2)
2 2 + T

( 2)
1 1 (式 ( 11. 101) ) 确定了 T

( 2)
0 , 再由式 ( 11. 105)得到

C2 . 它是整个代数的“中心”,因为 det T ( u )与所有算符 T a b( u )对易.

直接解式( 10. 13) , ( 10. 14) , ( 10. 17) , ( 10. 18)实现 I 与 J 再求 T
( 2)
0 是不容易的, 目前

较为成功的是一维长程链模型. 但下节中仍以氢原子为例, 由于它是单体问题, 整个问题

变得简单,可以对 RT T 关系及其各阶 T ( u)算符和对易关系有具体的了解.

本节内容请参阅文献[ 6, 7] .

11. 7 氢原子与 RTT关系

经过本章前面的讨论, 对 YBE, RTT 关系有了理解. 现在回过来看一下氢原子在这

些方面还有什么表现. 首先重新定义 J , 不用标度化的 Run ge-Lenz 矢量而用原始的矢量

M, 目的是显现 H amilt on 量 H 的标度作用.定义

J = L× b≡- L×
i

2
M. ( 11. 122)

显然 L 与 J 的对易关系仍然是

[ Lα, J β] = iεαβγJ γ. ( 11. 123)

另有

[ J α, J β] = iεαβγLγ( H L 2 - b2 - H ) .

仍设质量 m= 1, h= 1, 并注意

b
2

= -
1
2

M
2

= -
1
2

( 2H L
2

+ 2H + k
2
) , ( 11. 124)
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就得到

[ J α, J β] = iεαβγLγ 2H L 2 +
1
2

k2 . ( 11. 125)

用( + , - , 3)分量, 式( 11. 122)是

J ±= ±
1

2
( L 3M± - L± M3 ) ,

J 3 =
1

2 2
( L + M - - L - M + ) .

( 11. 126)

用 I
2 与 J 的对易关系

[ I
2
, J ± ] = ± 2[ I 3 J ± - J 3 I ± ] ,

[ I 2 , J 3 ] = I + J - - J + I - ,
( 11. 127)

则得到

[ J ± , [ J 3 , J ± ] ] = ( - 4H ) I ± ( I 3 J ± - J 3 I ± ) ,

[ J 3 , [ J + , J - ] ] = ( - 4H ) I 3 ( I + J - - J + J - ) .
( 11. 128)

关系的推导与 10. 1节的完全相同, 这里只是明显地呈现出因子( - 4H ) , 它可以通过重新

定义 J 而消除.对于束缚态, E < 0,因此- 4H 是正值.在第 3章中我们看到再标度是定出

氢原子束缚态能谱的关键.

式( 11. 122)可以写作

J α= -
i

2
εαβσLβMσ= -

i

2
εαβσεστρLρLτp ρ- i( L× p ) α+

k
r

( L× r) α .

经过直接计算得到

J α= -
i

2

k
r

( L× r) α - L 2 pα . ( 11. 129)

在 10. 3 节 ( 式 ( 10. 50) ) 曾讨论到 Lα与 L
2
pα组成 Yangian 生成元, 此处多了一项

k
r

( L× r ) α . 对氢原子而言, L
2
p 与 H 不对易, 而此处 J (式 ( 11. 129) ) 不但和 L 组成

Y angian ,而且和 H 对易.

在 10. 3 节中曾讨论到 J →J + F I 仍和 J 一样, 满足 Yangian 的各对易关系, F 是

Y angian 的 Casimir 算符. 现在作 J 的平移:

J → J = J + F L = L× b + F L, ( 11. 130)

[ F , L] = [ F , M] = 0. ( 11. 131)

此时J 的对易关系是

[ J α, J β] = iεαβσ 2H L2 +
1
2

k2 Lσ+ 2F J σ . ( 11. 132)

所有 Yangian 对易关系(例如式( 11. 128) )都对J 成立. 仿式 ( 11. 103) , 将 I α, J α与 T
( 1)
α ,

T
( 2)
α 联系起来,

T
( 1)
± = I ±= L± , T

( 1 )
3 = I 3 = L 3 ,

T ( 2)
± = GJ ± , T ( 2 )

3 = GJ 3 ,
( 11. 133)
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G 也是 Casimir 算符. 由于

[ T
( 2 )
3 , T

( 2 )
± ] = 2G

2
[ J 3 , J ± ]

= ± 2G2 2H I 2 + F 2 +
1
2

k2 I ±+ 2F J ± , ( 11. 134)

可以通过递推关系式( 11. 115)得到 T
( 3)
± :

T ( 3)
± =

1
2

(± [ T ( 2)
3 , T ( 2)

± ] + T ( 2)
0 T ( 1 )
± - T ( 1)

0 T ( 2)
± )

=
1
2

2G2 2H I 2 + F 2 +
1
2

k2 + T ( 2)
0 I ±+ ( 4G2F - T ( 1 )

0 G) J ± .  ( 11. 135)

类似地可得 T
( 3)
3 :

T ( 3)
3 = [ T ( 2)

+ , T ( 2)
- ] +

1
2

( T ( 2)
0 T ( 1)

3 - T ( 1)
0 T ( 2 )

3 )

= 2G2 2H I 2 + F 2 +
1
2

k2 + T ( 2)
0 I 3 + ( 4G2F - T ( 1)

0 G) J 3 . ( 11. 136)

由式( 11. 105)知道 T
( 1)
0 = C1 与任意 T

( n)
α (α= ±, 3)对易, 可以选它为 G与 F 的组合:

T
( 1)
0 = 4GF . ( 11. 137)

T
( 2)
0 由式( 11. 114)所限制:

[ T
( 2)
0 , J ± ] = ± 2( I 3J ± - J 3 I ± ) ,

[ T ( 2)
0 , J 3 ] = I + J - - J + I - .

( 11. 138)

由于J 与 J 相差 F I ,而[ I
2
, I α] = 0, 因此式( 11. 127)对J 也成立.由此可知

T ( 2)
0 = 2I 2 + Q, ( 11. 139)

其中 Q 为与( I , J )对易的算符集合. 因为 H 与 I , J 对易, 我们可以选

T
( 2 )
0 = - 2G

2
2H I

2
+ F

2
+

1
2

k
2

, ( 11. 140)

目的是这种选择连同式( 11. 137)可以使 T
( 3)
α = 0(这点只要将式( 11. 133)和 T

( 1)
0 , T

( 2 )
0 的

选择代入式( 11. 135) , ( 11. 136)中即可看到) , 从而使所有的 T
( m)
α = 0( m≥3) .这使得转移

矩阵 T ( u)的展开到 u
- 2 , 以后自动中断, 即氢原子只有有限守恒量这个物理要求得以实

现.比较式( 11. 139)和( 11. 140) , 得

G = ( - 2H ) - 1 / 2 . ( 11. 141)

T
( 1)
0 与所有生成元对易,而式( 11. 137)中的 F 尚未选定. 要求

T ( 1 )
0 = H ( 11. 142)

就选定了 F :

F =
1

4G
T

( 1)
0 = ±

i

2 2
H

3/ 2
. ( 11. 143)

总结起来,氢原子全部转移矩阵展开的算符是

T ( 1)
± = I ±= L± ,  T ( 1)

3 = 2L 3 ,  T ( 1 )
0 = H ;

T ( 2)
± = ± i( 2H ) - 1/ 2J ± ,  T ( 2)

3 = ± i( 2H ) - 1 / 2J 3 ,

T
( 2)
0 = I

2
+ H

- 1 1
2

k
2

-
1
8

H
3

, ( 11. 144)

高阶系数均为 0. Yangian 生成元是
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I = L

J = -
i

2
L× M ê

i

2 2
H

3/ 2
L.

( 11. 145)

量子行列式的展开系数是

C1 = T
( 1 )
0 = H ,

C2 = T ( 2 )
0 - I 2 +

1
2

T ( 1)
0 1 +

1
2

T ( 1)
0

 =
1
2

k
2
H

- 1
+

1
2

H -
1
8

H
2
, ( 11. 146)

⋯.

其余 Cn ( n> 2)均为 H 的函数.明显的 T ( u)表示是

T ( u ) = I + u - 1

H
2

- I 3 I +

I -
H
2

+ I 3

+ u
- 2

1
2

T
( 2)
0 ê i( 2H )

- 1/ 2J 3 ± i( 2H )
- 1/ 2J +

± i( 2H ) - 1/ 2J -
1
2

T ( 2)
0 ± i( 2H ) - 1/ 2J 3

( 11. 147)

  综上所述, 氢原子是最简单的满足 RT T 关系的一例.它的 H amilt on 量并非由 RT T

关系(即它的解 T ( u) )确定, 而它就是量子行列式最低阶非平凡项 C1 ,所有更高阶 Cn ( n≥2)

都是 H 的函数. 按 RT T 关系一般形式, T ( u)对 u
- 1的展开式应为无限阶,但在特殊模型

中,它可以为有限的, 对应有限个守恒量. 由这个例子也可初步了解 Y an gian 在氢原子中

的表现.

本节内容请参阅文献[ 14] .

本章讨论的内容都限于 YBE 的有理解. 和 YBE 单周期解(三角解)相关的代数称为

量子代数,许多量子理论的问题和它有关, 将在下一章讨论.
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第 12 章

量子代数的物理意义

在杨振宁-Baxt er 系统文献中, Yangian 和量子代数 ( quantum algebras )都属于量子

群结构.以下着重从量子力学角度研究量子代数简单形式的物理意义.

12. 1 双频谐振子与量子代数对易关系

考虑谐振子体系,并删去零点振动能, 其二次量子化形式的 H amilt on 量是

H 0 = ω1 a� a + ω2b�b, ( 12. 1)

a
�

, a 和 b
�

, b分别是频率为ω1 和 ω2 的振子的产生及消灭算符,满足对易关系

[ a , a
�

] = 1,   [ b, b
�

] = 1, ( 12. 2)

而 a 与 b是独立的, a 及 a
�
与任一个 b, b

�
对易.二次量子化 ψ算符及其共轭是

ψ=
a

b
,   ψ

�
= ( a

�
, b
�

) . ( 12. 3)

H 可以写为

H 0 = ψ
�
ω1 0

0 ω2
ψ= (ω1ω2 )

1/ 2
ψ
� q

1/ 2
0

0 q
- 1/ 2
ψ, ( 12. 4)

其中

q = ω1 /ω2 .

若引入相互作用(如令粒子带电, 置于共振光场内)则可产生跃迁. S
+

= a
�

b, S
-

= b
�

a 是

跃迁算符.如用 ψ及 ψ
�表示, 它们是

S + = ψ�X + ψ,

S - = ψ�X - ψ,
( 12. 5)

其中

X
+

=
0 1

0 0
,   X

-
=

0 0

1 0
. ( 12. 6)

这显然是熟知的 σ
+ 和 σ

- . 我们引入新记号的目的是要建造另一组代数生成元 K , X
+ ,

X
- .另一个生成元是

K =
q1/ 2 0

0 q- 1/ 2
, ( 12. 7)

与它有关的是:
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K - 1 =
q

- 1/ 2
0

0 q
1/ 2

,  K 2 =
q 0

0 q
- 1

,  K - 2 =
q- 1 0

0 q
,

2X 3 =
1 0

0 - 1
=

K 2 - K - 2

q - q- 1 .

( 12. 8)

此时可以将 H 0 写作

H 0 = (ω1ω2 ) 1/ 2ψ�Kψ. ( 12. 9)

用熟知的σ
+ ,σ

- 与 σ3 的对易关系可以写出 X
+ , X

- , X 3 的对易关系:

[ X 3 , X
±

] = ± X
±

,

[ X
+

, X
-

] =
K 2 - K - 2

q - q- 1 .
( 12. 10)

上面第一式还不是所需的,要把 X 3 换成 K .为此, 改写 q= e
γ,则有

K =
e
γ/ 2

0

0 e
- γ/ 2

= eγX 3 = qX
3 . ( 12. 11)

计算 K X
±

K
- 1

:

K X± K - 1 = 1 + γX 3 +
1

2!
γ2 X 2

3 + ⋯ X± 1 - γX 3 +
1
2!
γ2X 2

3 - ⋯

= X
±

+ γ[ X 3 , X
±

] -
1
2
γ

2
X 3 [ X

±
, X 3 ] -

1
2
γ

2
[ X 3 , X

±
] X 3 + ⋯

= X
±
± γX

±
+

1
2
γ

2
[ X 3 , [ X 3 , X

±
] ] ± ⋯

= 1± γ+
1
2
γ

2
± ⋯ X

±

= e±γX ±= q±1 X± ,

在式( 12. 11)的定义下, 它与式( 12. 10)的第一式是等价的, 它与式( 12. 10)一起被称为量

子代数对易关系,即

K X
±

K
- 1

= q
± 1

X
±

,

[ X
+

, X
-

] =
K

2
- K

- 2

q - q
- 1 =

q
2X

3 - q
- 2 X

3

q - q
- 1 ≡ [ 2X 3 ] q .

( 12. 12)

这个量子代数是与 S U ( 2) 联系的. K 通过式 ( 12. 11) 与 X 3 相联系, 而 X
+

, X
-

, X 3 是

S U( 2)李代数.以上的作法似乎是避简趋繁, 结果并未使 SU ( 2)代数有新的进展. 实际上

是从一个简单的例子作起, 说明如果选 X
+

, X
-

(即 σ
+

, σ
-

)与 K 作为基底, 则原有的

S U( 2)对易关系就成为“q变形”的形式(式( 12. 12) ) . 式中 [ 2X 3 ] q 即意味着 2X 3 的 q 变

形. 对 X
± , K 用了 SU( 2)的 2× 2矩阵表示, 变形与不变形没有差别, 但对 SU ( 2)的一般

表示,式( 12. 12)与 SU ( 2)有本质的差别. 它仅当 q→1时才回到 SU ( 2)代数, 这是因为

[ X
+

, X
-

] =
q2X

3 - q- 2X
3

q - q
- 1 =

sinh 2γX 3

sinhγ
,

而当γ→0,即 q→1时有通常的

[ X
+

, X
-

] = 2X 3 .

以上的例子是平凡的,但得到的关系( ( 12. 12)式)却是普遍的, 它揭示了“q变形”的实质
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问题.

对式( 12. 12) , 第二式可以写成二次量子化形式.由于[ψα, ψ
�
β ] = δαβ, 则有

[ψ�X + ψ,ψ�X - ψ] = ( X + ) αβ( X - ) στ[ψ�αψβ,ψ�σψτ]

= ( X
+

) αβ( X
-

) στ(ψ
�
α [ψβ, ψ

�
σ ]ψτ+ ψ

�
σ [ψ
�
σ ,ψτ]ψβ)

= ψ
�
α [ X + , X - ] ατψτ

= ψ�
K 2 - K - 2

q - q- 1 ψ

= ψ� [ 2X 3 ] qψ. ( 12. 13)

但对式( 12. 12)中第一式这样做却有困难, 因为一般而言,

ψ
�

Kψ= ψ
�

e
γX

3ψ≠ e
γψ�X

3
ψ
.

对量子代数也应引入余乘法.应有

Δ( AB) = Δ( A)Δ( B) .

但余乘法的本身是什么才能使式( 12. 12)自洽呢? 神保( M . Jimbo)给出定义
[ 1]

:

Δ( K ) = K � K ,  Δ( K
- 1

) = K
- 1
� K

- 1
, ( 12. 14)

Δ( X
±

) = K � X
±

+ X
±
� K

- 1
. ( 12. 15)

将Δ作用于式( 12. 12)的第一式:

Δ( K X± ) = Δ( K )Δ( X± ) = ( K � K ) ( K � X± + X±� K - 1 )

= K 2 � K X ±+ K X±� 1,

Δ( X± K ) = Δ( X ± )Δ( K ) = ( K � X±+ X±� K - 1 ) ( K � K )

= K 2 � X± K + X± K � 1

将两者相比较,由于 K X
±

= q
±

X
±

K , 故有

Δ( K X
±

) = q
±
Δ( X

±
K ) .

同理可证

Δ( [ X + , X - ] ) = Δ( X + )Δ( X - ) - Δ( X - )Δ( X + )

=
1

q - q
- 1 (Δ( K

2
) - Δ( K

- 2
) ) .

因此式( 12. 12)对余乘法是自洽的.

量子代数属于一个更大范畴的 H opf 代数, 关于它更广泛的性质可以参阅文献[ 12] .

12. 2 相干态平移算符与量子代数

考虑电子在 xy 平面运动, 在 z 方向有均匀恒定磁场 B0 , Hamilton 量为(设  h= c= 1,

电子电荷为- e)

H =
1

2m
( p + eA) 2 ≡

1
2m
π2 , ( 12. 16)

其中

p = ( - i�x , - i�y ) ,  A = ( Ax , Ay ) ,

�x Ay - �y Ax = B0 .
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引入

π±=
1

2
(πx ± iπy ) , ( 12. 17)

有对易关系

[π
-

, π
+

] = eB0 . ( 12. 18)

在 xy 平面上的幺正平移算符是

U(α) = e
απ+ - α* π-

, ( 12. 19)

此处α为一复数, 其实部与虚部表征在 xy 平面上平移的坐标.平移算符(式( 12. 19) )也与

相干态有关(参阅本书第 3章 3. 1节) .如定义 Bose 子产生与消灭算符:

b� = π+ eB0
,   b = π- eB0

,

有

[ b, b
�

] = 1.

将 U (α)作用于 Bose 子真空态©¦0〉时, 有

U(α) ©¦0〉= eαπ
+

©¦0〉≡ ©¦α〉,

得到相干态©¦α〉.

考虑在 xy 平面上相继进行以 α和 β表征的两次平移, 一次是U(α) U(β) , 一次是

U (β) U(α) . 由于有磁场的存在, 这两次平移会有不同效果. 要用 Baker-Campbell-

H ausdorff 公式的特例:

e
A
e

B
= exp A + B +

1
2

[ A, B] ,

适用条件为[ A, [ A, B] ] = [ B , [ A , B] ] = 0. 先计算对易子

1
2

[απ+ - α* π- ,βπ+ - β* π- ] = - ieB 0 ( ReαImβ- ImαReβ)

= - ieB 0 ¡¤(矢量α与β所张平行四边形面积)

= - ieΦ= - i2π
Φ
Φ0

,

其中Φ是通过面积的磁通量, 磁通量子 Φ0 =
2π
e

. 因此得到 H eisenberg-W eyl 关系:

U (α) U (β) = q
2
U(β) U (α) , ( 12. 20)

q= exp - i2π
Φ
Φ0

. ( 12. 21)

如磁通量Φ与磁通量子 Φ0 之比为 P / Q,其中 P , Q 为互质素数,则

q
Q

= 1.

从 U (α)定义可知

U( - α) = ( U(α) )
- 1

. ( 12. 22)

引入算符

X
+

=
1

q - q- 1 ( U ( - α) + U( - β) ) ,

X
-

=
1

q - q- 1 ( U (α) + U(β) ) ,

q
- 1

K
2

= U( - α) U(β) ,

qK - 2 = U ( - β) U(α) ,

( 12. 23)

·283·



则根据式( 12. 20)及( 12. 22)有

[ X + , X - ] =
K 2 - K - 2

q - q- 1 ,

K X± K - 1 = q±1 X± ,

( 12. 24)

正是量子代数对易关系(式 ( 12. 12) ) . 只要幺正算符 U 满足 Heisenberg-W eyl 关系 (式

( 12. 20) ) ,便可通过式( 12. 23)定义( X
± , K )成为与 SU ( 2)相关的量子代数的生成元. 式

( 12. 20)也有其它的实现, 例如磁平移算符:

t( a ) = e iΠ¡¤a , ( 12. 25)

其中

Π= p + eA + er× B, ( 12. 26)

则仍有

t( a ) t( b) = ex p - i2π
Φ
Φ0

t( b) t( a ) . ( 12. 27)

直接计算给出

[ H ,Π] = 0, ( 12. 28)

亦即

[ H , t( a ) ] = 0. ( 12. 29)

同样,按式( 12. 23)以 t 代替 U 定义 X
±
及 K ,也得量子代数生成元, 并有

[ 1, 2 ]

[ H , X± ] = [ H , K ] = 0, ( 12. 30)

即 Hamilton 量与量子代数的生成元对易, 或者说 H 具有量子代数对称性. 上面式

( 12. 23)与式( 12. 24)等价依赖于α与β所围的面积,当该平面对基本平移具有周期性时, q

由元胞决定,这时对应周期网状结构(式( 12. 24) )有明确的定义.

12. 3 Hofstadter 模型

考虑在 xy 平面格点上运动的电子,有常数磁场 B沿 z 方向.电子可以从一个格点跃

向其近邻. Hamilton 量是

H = ∑
〈n , m〉

exp i
1
2

B ¡¤( n× m) c
�
n cm , ( 12. 31)

〈n, m〉表示 n, m格点是近邻. 跳跃幅 tn , m设为 1.
1
2

n× m代表 n 与m 在坐标原点所夹三角

形的面积,
1
2

B·( n× m)是穿过三角形的磁通量, 而将它对所有格点求和,就是总磁通量

Φ:

∑
〈n, m〉

1
2

B ¡¤( n× m) = Φ. ( 12. 32)

格点 j 上有一个电子的状态©¦j〉是

©¦j〉= c�j ©¦0〉, ( 12. 33)

令
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An, m =
1
2

B ¡¤( n× m) , ( 12. 34)

并定义平移算符

T μ ( j ) exp iA j , j + μ ©¦j〉〈j + μ©¦, ( 12. 35)

T μ= ∑
j

T μ ( j ) = ∑
j

exp iA j , j + μ ©¦j〉〈j + μ©¦. ( 12. 36)

计算两次平移 n, m次序不同的区别,有

T nT m = ∑
j , k

exp i( A j , j + n + Ak, k + m ) ©¦j〉〈j + n©¦k〉〈k + m©¦

= ∑
j

exp iA j , j + n exp iA j + n, j + m + n ©¦j〉〈j + m + n©¦,

上面用到态矢的正交归一性

〈j + n ©¦k〉= δk , j + n ,

以及

T mT n = ∑
j

exp iA j , j + n exp iA j + m, j + m+ n ©¦j〉〈j + m + n©¦.

用式( 12. 34) , 注意

j× ( j + n) + ( j + n)× ( j + m + n) = j× ( n + m) + n× m,

于是有

T n T m = exp
i
2

B ¡¤( n× m) ∑
j

exp
i
2

B ¡¤j× ( n + m) ©¦j〉〈j + m + n©¦

= exp
i
2

B ¡¤( n× m) T n+ m = exp
i
2
Φ T n + m ,

以及

T m T n = exp -
i
2
Φ T m+ n .

若令 n 沿 x 方向, m沿 y 方向,上二式给出

T x T y = q2 T y T x ,

其中

q
2

= e
i2πΦ/Φ

0 ( 12. 37)

( 12. 31)式也因之可以写成
[ 3 , 4]

H = - i ∑
μ= ±x , ± y
∑

j

exp iA j , j + μ ©¦j〉〈j + μ©¦

= T x + T - x + T y + T - y . ( 12. 38)

仿照式( 12. 23) , 定义(为与文献[ 2] , [ 3]一致,注意式( 12. 23)不是唯一的)

X + =
1

q - q
- 1 ( T - x + T - y ) ,

X
-

= -
1

q - q- 1 ( T x + T y ) ,

T - x T y = q2 K - 2 , T - y T x = q - 2 K 2 ,

( 12. 39)

则 X
±
与 K

±1
满足量子代数关系( 12. 12)式,且 H 也能用量子代数生成元表示出来:
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H = i( q - q
- 1

) ( X
-

- X
+

) . ( 12. 40)

  以上讨论的例子,其基本物理内容已在凝聚态物理中有所了解, 现在知道它们原来是

量子代数的实现.这个新理解引起以后一系列研究工作
[ 3 , 4]

.

本节内容请参阅文献[ 2, 3] .

12. 4 相位量子化的可能性与量子代数的循环表示

在量子力学中, 量子化的过程是把经典 Poisson 括号{, }换成
1

i  h
[ , ] , 此处[ , ]是量子

对易子. 但这个“处方”在对相位量子化时却发生了问题. 在分析力学中, 作正则变换后的

可积系统会有作用变量 J 和与它共轭的角变量 �,它们的 Poisson 括号{J , �}= 1. 在进行

量子化时 J →N̂ (粒子数) , 而 �→ �̂(位相算符 ) . 在 N̂= a
�

a 中, 若令 a = e
i�̂

N̂ , a
�

=

N̂ e
- i�̂

, 则会发现 e
i �̂
并不幺正. 对易关系[ N̂, �̂] = i, 但若对粒子数本征态©¦n〉作平均时

却有

〈n©¦[ N̂ , �̂] ©¦n〉= n〈n©¦�̂©¦n〉- n〈n©¦�̂©¦n〉= 0.

量子相位问题有许多讨论及争论. 有代表性的是 Susskin d-Glogower 理论与 P egg-

Barnet t 理论
[ 5, 6]

(以下简称 S-G 理论及 P-B 理论) . S-G 理论定义了不满足幺正关系的指

数算符, 但保持了 Bose 子数目为任意这一物理要求;而 P -B 理论则保证了指数算符的幺

正性, 但限制了 Bose 子填充数有最大值(实际上不再是 Bose 子) .以下要证明, P-B理论

与量子代数当 q
P
= 1时的循环表示有关. 事实上,本节就是通过这个例子介绍量子代数的

循环表示.

将相位本征态©¦�m〉用粒子数态©¦n〉展开,并规定粒子数有最高限 S, 有

©¦�m〉=
1

S + 1
∑

S

n= 0

e
in�

m ©¦n〉. ( 12. 41)

为了使相位本征态有正交归一性质,即

〈�m ©¦�n〉= δm n , ( 12. 42)

相位本征值要满足

�m = �0 +
2mπ

S + 1
. ( 12. 43)

其中�0 为任意实数.下面演示从式( 12. 43)可以得到式( 12. 42) .

〈�n©¦�m〉= ( S + 1) - 1∑
S

l , k = 0

e
i( l�

m
- k�
n

)
〈l©¦k〉

= ( S + 1)
- 1∑

S

k= 0

e
ik(�

m
- �
n

)
= ( S + 1)

- 1∑
S

k= 0

q
k( m- n)

,

其中

q = exp i
2π

S + 1
,  q

P
= 1,   P = S + 1. ( 12. 44)

它显然满足
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∑
S

n= 0

qn = 0,

因此式( 12. 42)成立. 相位算符为

�̂= ∑
S

m= 0

�m ©¦�m〉〈�m ©¦ ( 12. 45)

将 e
i�̂作用于©¦n〉,有

e i�̂©¦n〉= ( S + 1) 1 / 2∑
S

m = 0

e
- in�

m e
i �̂

©¦�m〉

= ( S + 1)
1 / 2∑

S

m = 0

e
- i( n- 1) �

m ©¦�m〉

将上式与式( 12. 41)比较, 可知

e
i�̂

©¦n〉= ©¦n - 1〉,  n ≥ 1, ( 12. 46)

但如果 n= 0,却有

e i�̂©¦0〉= ( S + 1) - 1/ 2∑
S

m= 0

e
i�
©¦�m〉

= ( S + 1)
- 1/ 2∑

S

m= 0

e
i( S + 1)�

0 e
- iS�

m ©¦�m〉

= e
i( S + 1) �

0 ©¦S〉. ( 12. 47)

算符 e
i�̂
本是减少粒子数的, 但它作用于©¦0〉却不为 0, 而是给出最高的粒子数态©¦S〉. 总结

以上结果如下:

e
i �̂

©¦n〉= ©¦n - 1〉,  n ≠ 0,

e
i �̂

©¦0〉= e
i( S + 1 )�

0©¦S〉,

e- i�̂©¦n〉= ©¦n + 1〉,  n ≠ s,

e
- i�̂

©¦S〉= e
- i( S + 1 )�

0 ©¦0〉,

( 12. 48)

e
i �̂

e
- i�̂

= e
- i �̂

e
i�̂

= 1.    ( 12. 49)

需要强调,式( 12. 49)不是显然的,它的成立是以存在粒子数最高值为代价的. 这一点是和

存在粒子数最低值 0 相联系的. 如果只有最低值而无最高值, 则若 e
i� ̂ ©¦0〉= 0, e

- i� ^ e
i� ^ 作用

于©¦0〉显然不等于 e
i� ^ e

- i� ^ ©¦0〉. 有了最低值, 设定最高值, 式 ( 12. 48) , ( 12. 49)便是自洽的

操作.若将 n 的值在展开( 12. 41)式中取为- ∞至+ ∞,就不会发生困难, 但要解释负 n 值

的意义,例如有的工作将负 n 值解释为带负电的粒子,作成等效理论. 算符 e
i� ̂ 及 e

- i� ^ 的作

用示于图 12. 1.

图 12. 1 算符 e- i� ^ 及 ei� ̂ 作用于粒子态
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以上介绍的基本上是 P-B理论的内容. 下面用另一种语言描述, 说明 P-B理论与量

子代数循环表示的关系
[ 7]

. 定义算符

q N̂ ©¦n〉= qn + η©¦n〉, ( 12. 50)

η为任意复数, 式中 q 满足 q
S + 1

= 1. 根据式( 12. 50)以及式( 12. 48) ,有

ei� ̂ q N̂ ©¦n〉= qn+ ηei� ̂ ©¦n〉=
qηe i( S + 1) �

0 ©¦S〉,  n = 0,

qn+ η©¦n - 1〉, n ≠ 0;

q N̂ ei� ̂ ©¦n〉=
q
η
e

i( S + 1)�
0 q

- 1
©¦S〉,  n = 0,

q
n+ η

q
- 1

©¦n - 1〉, n ≠ 0.

二者相比给出

e
i� ^ q

N̂
= qq

N̂
e

i� ̂ . ( 12. 51)

类似地还可证明

q
N̂

e
- i� ^ = qe

- i� ̂ q
N̂

. ( 12. 52)

以上二式导致 e
- i� ̂ e

i� ^ = e
i� ^ e

- i� ̂ = 1,与式( 12. 49)同.定义算符

a
�

= [ N̂ ]
1 / 2

e
- i� ̂ ,

a = e
i� ̂ [ N̂ ]

1 / 2
,

( 12. 53)

其中

[ N̂ ] =
q N̂ - q - N̂

q - q
- 1 . ( 12. 54)

从式( 12. 53)有

e
i� ̂ = a [ N̂ ]

- 1/ 2
,   e

- i� ̂ = [ N̂ ]
- 1/ 2

a
�

. ( 12. 55)

从式( 12. 53)及( 12. 55)得

a
�

a = [ N̂ ] ,   a a
�

= [ N̂ + 1] . ( 12. 56)

其中 a a
�的计算需要 q

- N̂
e

- i� ^ = q
- 1

e
- i� ̂ q

- N̂ , 它由式( 12. 51)以及 e
i� ̂ = ( e

- i� ^ ) - 1得到. 直

接计算 a , a
�的对易关系, 得

aa
�

- qa
�

a = [ N̂ + 1] - q[ N̂ ] =
q

- N̂ + 1 - q
- N̂ - 1

q - q
- 1 = q

- N̂
,

即

aa
�

- qa
�

a = q
- N̂

,

aa�- q - 1 a� a = q N̂ .
( 12. 57)

从式( 12. 55)及( 12. 48)得到

a ©¦n〉= ( [ n + η] )
1/ 2

©¦n - 1〉,    n ≠ 0,

a ©¦0〉= [η]
1/ 2

e
i( S + 1)�

0 ©¦S〉,

a�©¦n〉= ( [ n + η+ 1] ) 1/ 2 ©¦n + 1〉,  n ≠ S ,

a�©¦S〉= ( [η] ) 1/ 2 e - i ( S + 1 )�
0 ©¦0〉,

qS + 1 = 1.

( 12. 58)
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[ N̂]的本征值是

[ N̂ ] ©¦n〉=
q
n

- q
- n

q - q
- 1 ©¦n〉≡ [ n] ©¦n〉. ( 12. 59)

a 及 a
�
在粒子态上的作用示于图 12. 2.

图 12. 2 算符 a , a�作用于粒子态

由于 q
S + 1 = 1, P-B理论实际定义了 q变形 Bose 算符, 它们由态©¦n〉提供了循环表示, 态的

数目为 S + 1.

q 变形的 Bose 表示 (式 ( 12. 57) ) 是量子代数的一种实现. 孙昌璞、傅洪忱
[ 8]
、

Biedenharn
[ 9]
和 Macfarlane

[ 10 ]
曾独立作出证明.设有两种 q变形的 Bose 子, 它们的算符

彼此对易,又各自遵守对易关系(式( 12. 57) ) :

a ia
�
i - qa

�
i a i = q

- N̂
i ,

a ia�i - q- 1 a�i a i = q N̂
i ;

( 12. 60)

此处以 i= 1, 2 区别这两种 Bose 子.用 a i, a
�
i 可以组成 q变形的 SL( 2)算符:

X
+

= a
�
1 a 2 ,  X

-
= a
�
2 a 1 ,  J 3 =

1
2

( N̂ 1 - N̂ 2 ) ,  K = q
J

3 . ( 12. 61)

用对易关系(式( 12. 57) )可得 X
+ , X

- 的对易关系:

[ X
+

, X
-

] = a
�
1 a 2 a

�
2 a1 - a

�
2 a 1 a

�
1 a2

= a�1 a 1 ( qa�2 a 2 + q- N̂
2 ) - a�2 a 2 ( qa�1 a 1 + q- N̂

1 )

= [ N̂ 1 ] q
- N̂

2 - [ N̂ 2 ] q
- N̂

1

=
q

( N̂
1
- N̂

2
) - q

- ( N̂
1
- N̂

2)

q - q
- 1 =

q
2J

3 - q
- 2J

3

q - q
- 1

=
K

2
- K

- 2

q - q
- 1 . ( 12. 62)

这正是量子代数 Uq ( SL ( 2) )的对易关系. 因此, P-B理论涉及的是一类 q 变形 Bose 子的

循环表示.量子代数的引入是与 XXZ 模型相联系的, 在那里 q 变形是由 S
3
iS

3
i+ 1相互作用

所引起. 在 12. 1, 12. 2节的例中, q是由外磁场引起的. 从以上的例子看出, 用 Bose 表示

处理量子代数更直观和有效. 一个有趣的问题是:如果在 P -B 理论中令 S→∞, 结果是否

会和 S-G 理论一样呢? 对这个问题藤川和男 [ 1 1]的答案是:即使在 P-B 理论中令 S→∞, 它

的拓扑性质也和 S-G 理论不同, 即它们是本质上不同的理论. 在量子场论中一种正规化

的方法是先固定一个量 Λ, 最后再令它趋于无穷,即 Λ→∞. 循环表示的物理本性在 S→

∞ 时也和不设上限的理论不同.对正规化理论应如何认识呢?

本节讨论的位相量子化方案只是众多理论中的一个.关于这个问题还存在许多不同
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的观点,有些甚至是对立的. 从量子力学角度, 我们关心的是位相差, 而不是位相的绝对

值,因此事实上只要量子化位相差就可以了. 还有一种观点认为位相根本不需要用本节的

方式量子化, 澄清有关争论还需要更深入的研究. 有关量子代数的文献可参阅文献[ 12,

13] , 有关的物理含义可参阅文献[ 14] .
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氢原子轨道波包 86, 95
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q 变形 380

  R
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RSJ模型 159

Rabi 振荡 237

Ramsey干涉仪 249

RT T 关系 360
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瞬子解 128

SQUID 156

时间规范 224

手征反常 229

三角解 372, 377
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推迟选择 36

统计关联 39

退相干 102

拓扑淬灭 190

拓扑相 217

Θ真空 226
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填充因子 282
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统计规范场 290

  V
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微脉泽 244
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  X

协变导数 63
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相干劈裂 130

线性响应理论 255
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原子干涉仪实验 5

隐变量理论 28

Yang-Mills 场 224

原子在腔内能移 239

原子-腔色散相移效应 247

赝势法 319

硬球 Bose 气体理论 319
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