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前　　言

《大学数学———概念方法与技巧》是一套学习与复习大学数学

的系列辅导教材 ,主要是为大学非数学类本科生与全国硕士研究

生入学统一考试应试者 ,系统地复习大学数学内容、以求巩固提高

所学知识 ,取得良好考试成绩而编写的 .内容包括微积分 ,线性代

数与概率统计两个分册 ,以及将陆续出版的配套习题集、模拟试题

与解答等分册 .选材原则与教学要求是按照清华大学非数学类本

科生数学教学大纲与教育部颁发的全国硕士研究生入学统一考试

大纲而确定的 .本教材也可作为大学数学的教学参考书 .

本书是编者数十年教学经验的积累 ,是编者依据对课程内容

的研究理解 ,并在综合分析学生认识规律的基础上编写而成的 .许

多教学资料是第一次向外公开 .这些教师不但有丰富的教学经历 ,

同时也多从事科研工作 ,对数学基本概念、基本方法的灵活运用特

别重视 .另外 ,他们也都是清华大学考研辅导班的主讲教师 ,对全

国硕士研究生入学统一考试大纲的要求与题型结构均有深入的研

究 .因此 ,本书的编写风格与内容取舍充分体现了他们注重知识的

基础性、系统性、交叉性与技巧性的教学风范 .同时 ,本书在整体内

容上把平时的教学要求与考研复习的需要结合起来 ,既突出了基

础 ,又具有较强的针对性 ,希望能对这两类读者都有全方位的指导

意义 ,为他们训练数学思维与解题能力提供较为系统的帮助 .

学好数学 ,重在基础 .一味追求技巧 ,往往导致无所适从 ,望题

生畏 .本书在内容安排上强调基本概念与基本思维的训练 ,各章节

均配有相当数量的基本例题 (例 * . * .* ) ,其中蕴涵着基本概念、

基本方法与技巧 .应该说 ,扎实熟练的基本概念 ,加上对基本方法



的深入思考 ,是技巧的真正源泉 .另外 ,在大多数章节里 ,还选编了

一定数量的综合例题 (综例 * . * . * ) ,体现知识的综合性与交叉

性 ,以训练综合运用所学知识进行分析问题及解决问题的能力 .基

于综合性与交叉性的考虑 ,在个别例题中所涉及的内容可能超前

本章的内容安排 .读者在使用本书时 ,对书内例题应首先立足于独

立思考 ,而后有选择地查阅解答过程 .对一些典型题 ,应争取有自

己的解题方法 ,很可能你的方法会优于书中提供的方法 ,果真如

此 ,正说明你学习的深入 .对准备考研的读者 ,鉴于国家每年公布

的考试大纲会有局部变化以及四类数学试卷的分类 ,在使用本书

时 ,可参照考试大纲 ,有选择地略去书内某些章节 .

每册书后附有清华大学相应课程的近期试题及答案 ,以供读

者练习 .这些试题的详细解答将放在后续出版的本系列辅导教

材中 .

全书编写工作得到清华大学数学科学系副主任白峰杉教授与

其他许多教师的支持与帮助 ,责任编辑刘颖博士为本书的编写与

书稿的勘误提出许多好的建议 ,并对全书的编审做出了大量出色

的工作 ,编者向他们表示衷心的感谢 .限于编者水平及撰稿时间仓

促 ,对书中的疏漏与错误 ,敬请读者批评指出 .

本书主编为刘坤林 .微积分部分编者为刘坤林 (1～13 章 ) ,谭

泽光 (14～23 章 ) ;线性代数部分编者为俞正光 ( 1～3 章 ) ,王飞燕

(4～6)章 ;概率统计部分编者为叶俊 ( 1～5 章 ) ,赵衡秀 (6～8 章 ) .

作  者
2001 年 6 月于清华园
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第 1章　预 备 知 识

1 .1  引   言

  本章内容属于学好数学课程的基础与工具 ,帮助和引导读者

掌握常用的数学工具 ,如基本不等式及其变形、函数的初等性质及

其应用等 .这些内容也许不会单独出现在一个习题中 ,但它是培养

和积累方法、技巧的起点 ,在处理某类数学问题中常常成为思路的

诱发点 ,在某些综合性习题中也常常成为解题成功与失败的关键 .

另外 ,本章介绍的点集概念是学好极限及其相关概念的思维

基础 ,掌握好这些基础会使我们对极限这一数学的核心问题的认

识上升到较高的台阶 , 对掌握好大学数学课程有着不可低估的

作用 .

1 .2  基本不等式

下述 4 类不等式是分析与处理数学问题的重要和常用工具 :

(1 ) 绝对值不等式  对任意实数 x均有不等式

0 ≤ | x | + x≤ 2 | x | . ( 1 .1)

  (2 ) 三角不等式 (三点不等式 )  对任意实数 x 与 y , 成立不

等式

| x + y |≤ | x | + | y | , ( 1 .2)

| x - y |≥ | x | - | y | . ( 1 .3)

【注】 x , y可以是R n
上的向量 ,这时须把绝对值记号换为向量范



数记号‖·‖ ;不等式 ( 1 .3)中若已知 | x |与 | y |有大小比较关系 ,

其右端的外层绝对值号可以脱掉 ,请读者写出它的两种表达形式 .

(3 ) 平均值不等式  对任意实数 x, y均有不等式

1
2

( x2 + y2 ) ≥ xy . ( 1 .4)

  若 x > 0 且 y > 0 ,则有

1
2

( x + y) ≥ xy . ( 1 .5)

【注】 以上不等式 (1 .4 )或 ( 1 .5)均可扩展到有限个实数或正数的

情况 .不等式 ( 1 .5)左侧称为算术平均值 ,右侧称为几何平均值 .

(4 ) 对任意实数 x∈ 0 ,
π
2

,成立不等式

sin x≤ x≤ tan x . ( 1 .6)

以上等号仅在 x = 0 时成立 .

1 .3  基本不等式应用技巧

首先 ,对这些基本不等式要有意识地应用 ,在许多场合下 ,如

极限分析、估计上下界、级数的比较准则、积分估计、广义积分收敛

性等 ,意识到应用这些不等式可能会使问题迎刃而解 .其次 ,我们

要强调 ,这些不等式在应用中往往要变形 ,比如任意实数 x和 y ,

可以换成 sin x和 sin y或其他任意取实值的变量与函数表达式 .

例 1 .3 .1  对任意实数 x 和 y , | sin x + cos ( x + y) |≤ | s in x | +

| cos ( x + y) | .

例 1 .3 .2  当 0 < x <
π
2
时 , sin( sin x) < sin x .

【解】  当 0 < x <
π
2
时 , 0 < sin x <

π
2

, 由不等式 ( 1 .6 ) 便有

sin( sin x) < sin x . 【解毕】
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例 1 .3 .3  设 an ∈R ( n = 1 , 2 ,⋯ ) , Sn =∑
n

k = 1

ak , S
*
n =∑

n

k = 1

| ak | ,

若{ S
*
n } 有极限 ,证明 { Sn } 必有极限 .

【思路】 试用绝对值不等式及单调有界极限准则 .

【证】 由于  0≤ | ak | + ak≤2 | ak |  ( k = 1 ,2 ,⋯ ) ,因此有

0 ≤∑
n

k = 1

( | ak | + ak ) ≤ 2∑
n

k = 1

| ak | = 2 S
*
n .

  记σn = ∑
n

k = 1

( | ak | + ak ) ,由已知条件 lim S *n 存在 ,则 S*n 有

界 ,即 v N 及 M > 0 ,使 n > N 时 , S*n ≤ M,于是有σn ≤ 2 S*n ≤

2 M(有界 ) ,又 | ak | + ak ≥ 0 ,所以 {σn }单调增加 ,由极限存在准则

得lim
n→∞
σn 存在 ,但

Sn =∑
n

k = 1

ak = ∑
n

k = 1

( ak + | ak | - | ak | ) = σn - S
*

n ,

由极限运算法则 ,有限个有极限的序列的和与差或线性组合而成

的新序列亦有极限 ,最后得到 lim
n→∞

Sn 存在 . 【证毕】

【技巧】 在绝对值不等式的诱发下 ,使用了加一项减一项的方法 ,

这是数学中的常用技巧 .

【寓意】 本题实质是级数中的“任意项级数若绝对收敛 , 则必收

敛”命题的证明 .该命题以极限形式出现 ,其寓意是要我们利用极

限存在的准则来证明极限存在 .考点 : 单调有界序列必有极限 ,同

时考查对不等式的应用能力与技巧 .

例 1 .3 .4  设 a1 = a > 0 , an + 1 =
1
2

an +
a1

an
,证明 lim

n→∞
an 存在 ,并求

此极限值 .

(1995—1996 年作者在清华大学教学用题 , 1997 年考研题 )

【思路】 本题未给出序列具体表达式 ,只有抽象的递推公式 ,一般

考虑极限存在准则 ,试验单调有界序列必有极限 ,递推式以和的形

·3·第 1章  预 备 知 识



式出现 ,酷似算术平均值 ,联想到试验平均值不等式 .

【证】 由平均值不等式可知

an+ 1 ≥
1
2
·2 an·

a1

an
= a > 1  (有下界 ) ,

即有 an ≥ a ( n = 1 , 2 , ⋯ ) .考虑到已知递推式 , 则可有 an + 1 ≤

1
2

an +
a

2
n

an
= an ( n = 1 ,2 ,⋯ ) ,即知{ an }单调减且有下界 ,故 lim

n→∞
an

存在 .记 lim
n→∞

an = A ,由极限的唯一性 , 在递推式中令 n→∞则有

A =
1
2

A +
a
A

,解方程得到 lim
n→∞

an = A = a (舍去一个不合理

的根 ) . 【证毕】

【技巧】 熟练应用平均值不等式 .

【寓意】 考查极限的存在准则及不等式的应用 .

1 .4  不等式思想

利用不等式处理问题是数学中的重要手段之一 , 也是常用技

巧 .一般来讲 ,运用不等式的目的或作用有以下几类 :

最常见的情况是估计某数学量或表达式的界 .这需要综合考

虑基本不等式的类型及各类初等函数的性质 ,适当放大某一对象

(量或表达式 ) ,常运用加一项减一项 ,或分子分母同乘、同除某一

因子等这些小技巧 .

应该特别指出的一类情况是 ,不等式可用来证明某一数学量

或表达式等于零 .这时又可分为两类方法 :

作为第一类方法 ,我们给出以下命题 :

设有表达式或数学量 A ,若对任意ε> 0 ,均有 | A | <ε,则必有

A = 0 .

这一命题很容易用反证法给出证明 ,请读者思考 .进一步 ,这
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命题可用来证明两个数学表达式相等 , 比如 A = B, 只须证明

A - B = 0 ,令 C = A - B,证明 C= 0 即可 .

作为第二类方法 ,是根据实数比较公理 ,两个实数在“大于”、

“小于”、“等于”三者比较关系中只能是其中之一 .于是 , 欲证明

A = 0 ,则可反设 A > 0 或 A < 0 ,得出矛盾 ,最后只有 A = 0 成立 .

在以后章节的若干例题中 ,请读者注意这方面的方法与技巧 .

1 .5  邻域与点集

1 . 邻域

设 x0∈R ,称点集

N( x0 ,δ) = x | x - x0 | < δ

为 x0 的δ邻域 (一维 ) ,而称点集

N * ( x0 ,δ) = x 0 < | x - x0 | < δ

为 x0 的去心邻域 (一维 ) .

对多维情况 ,例如平面 ,三维空间或 n维空间R n
,规定 x0∈R n

的

邻域与去心邻域分别为

N ( x0 ,δ) = {x |ρ( x, x0 ) < δ} ,

N
*

( x0 ,δ) = {x | 0 < ρ( x, x0 ) < δ} ,

其中ρ( x, x0 ) > ∑
n

i = 1

( x i - xoi )
2

1/ 2

称为 x∈ R n
与 x0 ∈ R n

之间

的距离 ,ρ( x, x0 ) 满足 :

(1 ) ρ( x, x0 )≥0 ,当且仅当 x= x0 时ρ( x, x0 ) = 0;

(2 ) ρ( x0 , x) =ρ( x, x0 ) ;

(3 ) 对任意 x, y, z∈R n
成立不等式

ρ( x, y) ≤ρ( x, z) +ρ( y, z) ,

这里 x, y, z表示向量或R n上的点 , xi , yi , zi 分别为它们的分量 .
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2 . 点集

本节就一维情况 ,介绍点集的几个概念与名词 .所有概念均可

推广到多维空间情况 .

( 1) 内点 : 设 x0 为点集 E的一个点 ,若存在 N( x0 ,δ)� E,则

称 x0 为 E的一个内点 .

( 2 ) 聚点 : 设 x0 为一个点 (可以属于 E,也可不属于 E) ,若 x0

的任何去心邻域 N
*

( x0 ,δ)内都至少有一个点 x∈ E,则称 x0 为 E

的一个聚点 .

例 1 .5 .1  取 E = { x | x∈ ( 0 , 1 ) } ,则 x0 = 0 .1 或 0 .001 都是 E 的

内点 ;

取 E1 =
1
n

n = 1 , 2 ,⋯ ,聚点为 0 ,但 0| E;

取 E2 = 0 ,
1
n

n = 1 , 2 ,⋯ ,聚点为 0 ,而 0∈ E;

取 E = [ 0 , 1] , E的内点为 ( 0 , 1)内的全部点 ,这些点亦都是 E

的聚点 ,但 E的聚点还有 0 和 1 . 【解毕】

(3 ) 孤立点 : 设 E为点集 , x0∈ E,但 x0 不是 E 的聚点 ,则称

x0 为 E的一个孤立点 .

例 1 .5 .2  设 E =
1
n

n = 1 , 2 ,⋯ ,则每个点均为 E的孤立点 .

【解毕】

例 1 .5 .3  设 f ( x) =
1

1 - sin x
,考虑 f ( x )没有定义的点构成的点

集 E,即 E = { x | sin x = 1 } = 2 kπ+
π
2

k =±1 ,±2 ,⋯ ,则 E 的

每个点均为孤立点 .

例 1 .5 .4  考虑函数 f ( x ) =
1

1 - sin
1
x

没有定义的点构成的点集
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E = x x = 0 或
1

2 kπ+π/ 2
, k =±1 ,±2 ,⋯ , x = 0 为 E 的聚点 ,

其余点均为孤立点 ,即 x = 0 不为 E的孤立点 .事实上 , x = 0 的任

意邻域内均有 E的点 (密集的点 ) . 【解毕】

(4 ) 界点与边界 : 若 x0 的任意去心邻域内既有 E的点 ,又有

不属于 E的点 ,则称 x0 为 E的界点 ,全体界点构成的点集称为 E

的边界 .

(5 ) 开集与闭集 : 若 E的每一个点均为它的内点 ,则称 E 为

开集 ;若 E的一切聚点均属于 E ,则称 E为闭集 .

例 1 .5 .5  E1 = (0 , 1 )为开集 , E2 = [ 0 , 1]为闭集 , E1 与 E2 有相同

的界点 ,均为 0 和 1 . 【解毕】

例 1 .5 .6  E = x =
1
n

n = 1 ,2 ,⋯ 的界点 (亦为聚点 )只有一个

点 x = 0 ,但 x = 0 不属于 E,故 E为开集 . 【解毕】

1 .6  实数点集的有界性与公理

1 . 上界与下界

设 E为实数点集 ,若对任意 x∈ E, v M∈R使 x≤M,则称 M

为 E 的上界 ;v m∈R ,使 x≥m时 ,称 m为 E 的下界 .

一般有界性的描述可以是如下命题 :

对任意实数 x∈ E,若v M > 0 ,使 | x |≤M,则称 E有界 ,界为

M .事实有 - M≤ x≤M .

【注】 提请读者特别注意 ,在序列和函数的有界性描述中有各种

“趋向”的前提 ,方式很多 ,但这里讲的点集有界性描述是基础 .

2 . 上确界与下确界

有界集有无穷多个上界 ,其中有一个最为重要 ,即最小的上

界 ,称为上确界 ;最大的下界称为下确界 .E的上确界与下确界分
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别记为 sup E和 inf E .

我们给出上确界 sup E的一个等价性描述如下 :

设 M为 E 的一个上界 (即对任意 x∈ E,有 x≤M) ,若对任意

ε> 0 , v x0∈ E,使得 x0 > M -ε,则称 M为 E 的上确界 .

读者不难给出 E的下确界 inf E的等价性描述 .

【注】 数学中的等价性描述是至关重要的 ,一个概念的等价性描

述 ,很可能成为处理某一问题的思路 ,为你打开一道思维的阀门 .

数学家对实数集合的研究走过了一个漫长的道路 ,最终形成

若干重要的公理 ,这些公理至今都是讨论和研究数学问题的共同

基点 ,或叫做共识 .其中有一条公理对我们学好数学是至关重要

的 ,即如下命题 :

非空集合 E 若有上界 , 则必有上确界 ;若有下界 , 则必有下

确界 .

1 .7  函数及其初等性质

掌握初等函数的初等性质是重要的 ,也是基本的 .在一个复杂

问题中 ,应力图避免由于函数的初等性质或概念模糊而造成的失

误 ,这样的失误往往是惨重的 ,而其中的模糊与疏忽又是可以避免

的 ,这里的关键就是对初等函数的表达及性质的表述应做到准确

熟练 .函数的初等性质包括下列内容 .

1 . 单调性

对任意两点 x1 , x2 ∈ X , 当 x1 ≤ x2 时恒有 y1 , y2 ∈ Y 满足

y1≤ y2 ,其中 y1 = f ( x1 ) , y2 = f ( x2 ) ,则称 y = f ( x )在 X 上单调增

加 (非严格 ) ;若上述不等式中的等号取消 ,则称 y = f ( x )在 X 上

严格单调 .又若上述两个不等式中后一不等式取反号 ,则称 y =

f ( x)单调减少 .

【判断方法】 对 x1 < x2 ,判断 f ( x1 ) - f ( x2 )的符号———用减法 ;
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或用除法 ,考查比值 f ( x1 )/ f ( x2 ) (假设 f ( x2 )≠0 ,且 f ( x )在 X

上取定号 (恒为正或恒为负 ) .当然 ,作为解析方法 ,由导函数的正

负号判断函数增减性也是有效的方法 .典型例题请参见第 6 章

内容 .

例 1 .7 .1  设 x∈ 0 ,
π
2

,试判断两组函数的大小关系 :

(1 ) sin( sin x)与 sin x; (2 ) cos ( sin x)与 cos x .

【解】 (1 ) 由 sin x≤ x, x∈ 0 ,
π
2

,且 sin x在 0≤ x≤
π
2
内为增函

数 ,因此有 sin ( sin x)≤sin x .

另外 ,例 1 .3 .2 的处理方法更为直接 ,那里的方法及理论根据

与这里单调性的方法理论根据不一样 ,但可得到本题结论 .

(2 ) 考虑到 cos x在 0≤ x≤
π
2
内为减函数 ,因此由 sin x≤ x,

立即得知 cos ( sin x)≥cos x . 【解毕】

2 . 周期性

对任意实数 x∈ X,若v T1 > 0 ,使得 f ( x + T1 ) = f ( x ) ,则函

数 y = f ( x )在定义域 X 上具有周期性 .最小周期记为 T = min

{ Ti | i = 1 ,2 ,⋯} .

3 . 奇偶性与广义奇偶性

对任意 x∈ X , X 为 ( - a, a) ( a > 0 )或 ( - ∞ , + ∞ ) , 若

f ( - x) = f ( x) ,则 y = f ( x )称为偶函数 ;若 f ( - x) = - f ( x )则

y = f ( x )称为奇函数 .

事实上 ,偶函数有对称轴 x = 0 ,而奇函数有对称点 ( 0 , 0 ) .奇

偶性有如下重要推广 :

(1 ) 若 y = f ( x)的图形以 x = a为对称轴 ,则必有

f ( a - x) = f ( a + x) . ( 1 .7)

【注】 这里的等式可理解为 : a为固定点 , x 为一个实参数 .不妨

先将 x视为正数 ,将 f (· )的自变量在 x = a处向左右各平移 x ,
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所得两点处函数值相等 ,而后 ,若 x < 0 ,上述结论也成立 .

若在 (1 .7 )式中令 t = a - x ,则又可得到

f ( t) = f ( 2 a - t) ,

或记为 (函数自变量记号可根据需要来更换 )

f ( x) = f ( 2 a - x) . ( 1 .8)

若令φ( x) = f ( a - x) ,则立即可知φ( x)为偶函数 .( 1 .8)式亦可从

坐标点的关系直接得出 .由于 y = f ( x )图形关于 x = a对称 , 对 x

轴上任意点 x < a,与之对称的点为 x + 2 ( a - x) = 2 a - x,故此得

出 (1 .8 )式成立 .

(2 ) 若 y = f ( x)图形以 ( a,0 )为对称点 ,则必有

f ( a - x ) = - f ( a + x) . ( 1 .9)

类似上面 (1 )的分析可得到

f ( x ) = - f ( 2 a - x) . (1 .10)

若令φ( x) = f ( a - x) ,则φ( x)为奇函数 .

4 . 有界性

掌握函数的有界性描述是重要的 .关于有界性的描述有以下

3 种基本情况 :

(1 ) 在区间上有界  设 y = f ( x ) , 若对任意 x∈ X , 均存在

M > 0 ,使得 | f ( x) |≤M,则称 f ( x )在 X 上有界 .这里的 X 可以是

开区间 ( a, b)或闭区间[ a, b] ,或其他形式的点集 .

(2 ) 在 x0 附近有界 (或 x→ x0 时有界 )  设 y = f ( x ) ,若存在

x0 的一个邻域 N
*

= { x | x - x0 | <δ} , 对任意 x∈ N
*
均存在

M > 0 ,使得 | f ( x) |≤M,则称 f ( x )在 x0 附近有界 .

(3 ) x→∞时有界  设 y = f ( x ) , 若存在 x1 > 0 ,当 | x | > x1

时 ,恒有常数 M > 0 ,使满足 | f ( x) |≤M,则称 x→∞时 f ( x )有界 .

(类似可有 x→ +∞或 x→ - ∞时有界的描述 .读者不难给出这两

种情况下有界的描述 ,并且可以给出无界的描述 .)
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5 . 反函数与复合函数

在函数性态的研究中 ,经常会遇到反函数与复合函数的概念 ,

这里我们强调容易忽略但却很重要的知识点 .

函数 y = f ( x )存在反函数的条件是单值单调 (这里为严格单

调 ) ,反函数记为 x = f
- 1

( y) ,且与 y = f ( x)互为反函数 ,它们的图

形关于直线 y = x 为对称 . y = f ( x )的反函数有时又记为 y =

f - 1 ( x) .互为反函数的两个函数 ,其定义域与值域具有对偶性 .

【注】 上面的两种反函数记号在不同场合下都会用到 ,前者变量

记号没有换 ,而后者则换了变量记号 ,在使用中应特别注意 ,在特

定场合下 ,要意识到有没有或需不需要换记号 (可参见后面导数计

算内容的一个例题 ) .

设 X, Y , U�R ,复合函数的关系是 :

f : U→ Y ,即 y = f ( u) ,

g: X → U ,即 u = g( x) .

则 y = f ( g( x ) )为 x的复合函数 .

一般讲 , u = g( x)的值域为 y = f ( u)定义域的一个子集 ,只有

在特定情形下 , u = g( x)的值域恰为 y = f ( u)的定义域 .

例 1 .7 .2  考查复合函数的定义域及值域 , y = sin u
2

,其中 u = x .

【解】 对函数 y = f ( u) = sin u
2

,其定义域为 - ∞ < u < +∞ ,值域

为 - 1≤ y≤1;对函数 u = x有 0≤ x < + ∞ , 0≤ u < + ∞ , 可见

u = g( x) = x的值域 [ 0 , +∞ )为 y = f ( u) = sin u
2
定义域 ( - ∞ ,

+∞ )的一个子集 . 【解毕】

综例 1 .7 .1  设函数

f ( x ) =
sin x +φ( x) , x≥ 0 ,

- sin x +
1
2
φ( x) , x < 0 .

其中 φ( x ) =
1 , x≥ 1 ,

- 1 , x < 1 .
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求 f ( x)表达式 .

【解】 考虑φ( x)表达式由两段给出 ,在 f ( x)的表达式中 ,当 x≥

0 时 ,所含φ( x )须分为两段 ,即 x≥1 和 0≤ x < 1 ,而当 x < 0 时 ,自

然有 x < 1 ,对所含φ( x ) ,只有一种情况即可表示出来 .最后得到

f ( x)表达式为

f ( x ) =

sin x + 1 , x≥ 1 ,

sin x - 1 , 0 ≤ x < 1 ,

- sin x -
1
2

, x < 0 .

【解毕】

综例 1 .7 .2  设 f ( x)与φ( x )均为 ( - ∞ , + ∞ )上有定义的函数 ,

y = f ( x )在 ( - ∞ , +∞ )上连续且 f ( x)≠0 , y =φ( x )有间断点 ,则

下列选项中正确者为 (   ) .

( A ) f (φ( x ) )有间断点 ;    ( B) φ( f ( x ) )有间断点 ;

( C) [φ( x ) ]2 有间断点 ; (D )
φ( x)
f ( x )
有间断点 .

【解】 正确的选项只有 (D ) .

对 ( B) ,本题中 y = f ( x )值域未知 ,φ( x )有间断点 ,该间断点

未必是 f ( x)值域中的点 .故φ( f ( x ) )未必有间断点 .y = f ( x )连

续且 f ( x)≠0 ,
φ( x)
f ( x )
必有间断点 ,该间断点即为φ( x )的间断点 .

对 ( A ) ,复合函数 f (φ( x ) )可将 y =φ( x )的间断点易为连续

点 ,故未必仍有间断点 .例如取

φ( x ) =
- 1 , x≥ 0 ,

1 , x < 0 .
和 f ( x) = x

2
,

则有 f (φ( x ) ) = 1 , x∈ ( - ∞ , +∞ ) ,不再有间断点 .

对 ( C) , [φ( x) ]2 只是 f (φ( x ) )复合运算的一种特例 ,即 f ( u)

= u2 , u =φ( x ) .因此 ( A )不正确已经蕴含着 ( C )亦不正确 ,仍可以

上例说明 . 【解毕】

【寓意】 本题考查函数的定义域与值域 ,以及复合函数运算可能
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引起函数定义域与值域的变化 .

综例 1 .7 .3  已知 2 f ( x ) + f ( 1 - x) = x
2

,求 f ( x)表达式 .

【解】 (方法 1 )

【思路】 f ( x)与 f ( 1 - x)的线性组合为 x2 ,则 f ( x )只能是多项

式函数 ,且最高次数为二次 .

设 f ( x) = a x
2

+ bx + c,由已知等式可得

2( ax2 + bx + c) + a(1 - x)2 + b( 1 - x ) + c = x2 .

由比较两端同次幂系数解出 : a =
1
3

, b=
2
3

, c = -
1
3

.最后得到

f ( x ) =
1
3

x
2

+
2
3

x -
1
3

.

  (方法 2 )

【思路】 欲求 f ( x)表达式 ,若还能得出 f ( x)与 f ( 1 - x)的一个

等式 ,则可解出 f ( x ) .

令 1 - x = t(变数替换 ) ,则 x = 1 - t .由已知等式则有 2 f ( 1 -

t) + f ( t) = (1 - t)
2

,或改写为

2 f ( 1 - x ) + f ( x ) = (1 - x)
2

.

将上述等式与已知等式联立消去 f ( 1 - x) , 即可解出 f ( x ) =

1
3

x2 +
2
3

x -
1
3

. 【解毕】

【技巧】 函数 y = f ( x )中的自变量 x只是一个人为的记号 ,根据

需要 ,可随时更换为其他记号 ,这也是理解函数概念的一个重要方

面 .上面 (方法 2)中将 t的一个等式改写为关于 x 的等式 ,便是这

一技巧的体现 .

综例 1 .7 .4  已知 f ( x + 1 ) = x
2

+ 1 ,求 f ( x) .

【解】 (方法 1 )

由已知表达式对右端配成 ( x + 1 )的方幂形式则有

f ( x + 1 ) = ( x + 1)
2

- 2 ( x + 1 ) + 2 .

于是立即有 f ( x) = x
2

- 2 x + 2(这里又换自变量记号 ,实际上是取
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t = x + 1 替换 ) .

(方法 2 )

令 t = x + 1 ,则 x = t - 1 ,得到

f ( t) = ( t - 1 )
2

+ 1 = t
2

- 2 t + 2 ,

即有 f ( x ) = x2 - 2 x + 2 . 【解毕】

综例1 .7 .5  设 y = f ( x )在 ( - ∞ , +∞ )上为奇函数 ,已知 f ( 1) =

a,对 x∈ ( - ∞ , +∞ )有 f ( x + 2) = f ( x ) + f (2 ) .

(1 ) 求 f ( 5) ;

(2 ) 若 y = f ( x)以 T = 2 为周期 ,求常数 a .

【思路】 求 f (5 ) ,则应力图利用已知条件凑出 f ( 5) .已知等式表

达了线性运算关系 .

【解】 (1 ) 对已知等式令 x = - 1 ,则有

f (1 ) = f ( - 1 ) + f ( 2) .

又因为 y = f ( x )为奇函数 ,因此 f ( 2) = 2 f ( 1) = 2 a .

再令 x = 3 ,则有 f ( 5) = f (3 ) + f ( 2) .

至于 f (3 ) = ? 可通过令 x = 1 , 知道 f ( 3 ) = f ( 1 ) + f ( 2 ) =

3 a .最后得到 f (5 ) = 5 a .

(2 ) 若 y = f ( x)以 T = 2 为周期 ,则应有

f ( x + 2 ) = f ( x) + f ( 2) = f ( x ) .

因为 f (2 ) = 0 ,即解出 a = 0 . 【解毕】

【寓意】 本题考查函数奇偶性 ,周期性等初等性质 .

综例 1 .7 .6  若函数 y = f ( x )的图形有对称轴 x = a及 x = b( b >

a) ,试证 y = f ( x)为周期函数 ,并求出周期 T .

【思路】 凡 y = f ( x )的对称轴问题或对称中心问题 ,应注意到函

数的广义奇偶性 .

【解】 由于 y = f ( x )的图形以 x = a及 x = b为对称轴 ,于是有

f ( a - x) = f ( a + x) , f ( b - x ) = f ( b + x) .

进而有 f ( x) = f (2 a - x)且 f ( x ) = f (2 b - x) ,因此
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f (2 a - x) = f ( 2b - x) .

令 t = 2 a - x ,则 x = 2 a - t,便得到

f ( t) = f ( t - 2 a + 2 b) = f ( t + 2( b - a) ) .

根据周期函数定义 , y = f ( x)有周期 T = 2( b - a) > 0 . 【解毕】

【注】 周期应为正数 , 本题若没有 b > a 的条件 , 则周期 T =

2 | b - a | .

【寓意】 本题考查函数的奇偶性、变数替换及函数关系等概念 .

综例 1 .7 .7  设周期函数 f ( x )在 ( - ∞ , + ∞ )上有定义 , 且周期

T = 1 ,若对任意不同的两点 x1 , x2 ∈ [ 0 , 1 ]满足不等式 | f ( x2 ) -

f ( x1 ) | < | x2 - x1 | .试证明对任意两点 x′, x″∈ ( - ∞ , +∞ )存在

不等式 | f ( x″) - f ( x′) | <
1
2

.

【思路】 按周期为 T = 1 的条件 ,只须证明 [ 0 , 1 ]上的任意两点

x1 , x2 满足 | f ( x1 ) - f ( x2 ) | <
1
2
即可 .

【技巧】 1°正确使用周期函数的平移性质 ; 2°意识到应用基本不

等式 ;3°将复杂问题分解为几个简单问题 ,即下述解法中首先考虑

到当 | x2 - x1 |≤
1
2
的情况 ,其次再考虑 | x2 - x1 | >

1
2
的情况 .

【证】 首先 ,对任意 x′, x″∈ ( - ∞ , +∞ ) ,由周期性必有 x1 , x2 ∈

[0 ,1 ]与之对应 ,即有

x′= k1 + x1 , x″= k2 + x2 ,其中 k1 , k2 为整数 .

使得 f ( x″) = f ( x2 ) , f ( x′) = f ( x1 ) ,由此 ,只须对 x1 , x2 证明要证

的不等式即可 .

若 | x2 - x1 |≤
1
2

,则由已知不等式 ,显然已经有

| f ( x2 ) - f ( x1 ) | < | x2 - x1 |≤
1
2

.

  当 | x2 - x1 | >
1
2
时 ,不失一般性 ,可假设 x2 > x1 .因为周期为
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1 ,则 f (0 ) = f ( 1) ,因此

| f ( x2 ) - f ( x1 ) | = | f ( x1 ) - f (0 ) + f (1 ) - f ( x2 ) |

≤ | f ( x1 ) - f (0 ) | + | f ( x2 ) - f (1 ) |

< | x1 - 0 | + | x2 - 1 | .

考虑到 x1 , x2∈[0 ,1 ] ,所以

| x2 - 1 | + | x1 | = x1 + 1 - x2 = 1 - ( x2 - x1 ) <
1
2

.

对前面已得不等式右端两项分别应用已知不等式进行放大 , 便

得到

| f ( x2 ) - f ( x1 ) | < | x1 - 0 | + | x2 - 1 |

= | x1 | + | 1 - x2 | < 1
2

. 【证毕】

【寓意】 本题考查基本不等式的应用技巧 , 同时注意到周期的

概念 .

·61· 第 1章  预 备 知 识



第 2章　序 列 极 限

2 .1  引   言

  极限的思想、概念与方法是分析数学问题的基本工具和语言 .

序列极限与函数极限固然都是重要的基础 ,但相对而言 ,前者则是

训练和培养极限思维模式的基础 .对序列极限的有关概念与方法 ,

站到较高台阶上去思考 ,将有助于全部微积分内容的学习 .

本章重点是极限定义与其等价性描述 ,极限的性质及运算 ,以

及若干重要结论构成的知识层次 .

2 .2  极限定义及其等价性描述

1 . 定义 (有限极限 ,无穷大量与无穷小量 )

  考虑序列 { an } , 对任意 (任意大的正数 ) M > 0 , 若v N 使当

n > N 时恒有 | an | > M,则称 an 为 n→∞时的无穷大量 , 常记为

lim
n→∞

an =∞ .

【注】 无穷大量与无界序列有本质不同 .{ an }无界 ( n→∞ )是指 :

对任意大的 M > 0 , v N0 ,使得 | aN
0

| > M .

若对任意的ε> 0 , v N 及常数 A ,使当 n > N 时恒有 | an - A |

<ε,则称 an 的极限为 A ( n→∞ ) .记为 lim
n→∞

an = A .

【注】 1°上述 A = 0 时 ,称{ an }为无穷小量 ( n→∞ ) .

2°lim
n→∞

an = A 不是一个一般的等式 ,它有两重含义 : ( 1) 首先

是极限lim
n→∞

an 存在 ; ( 2) 其次才是极限值等于 A .当一个序列极限



存在性没有结论时 ,谈不上极限值是什么 ,这一点在处理实际问题

时尤为重要 .

3°若{ an }是无穷大量 , 则
1
an

( an ≠ 0 , n = 1 , 2 , ⋯ )必为无穷

小量 .

4°在极限 lim
n→∞

an = A 的定义中应注意到 , 若将 { an }视为点集

(序列可视为点集 ,但点集却不一定是序列 ) ,则对任意自然数 n,

相应于{ an }中满足 | an - A | <ε的点必然是无穷多个 , 而满足

| an - A |≥ε的点一定是有限个 .

2 . 极限定义的等价性描述

lim
n→∞

an = A 的等价性描述可以是 :

当 n→∞时 , an = A +α( n) ,其中α( n)为无穷小量 ( n→∞ ) .这

从极限运算法则可以直接看出 .显然 , 上述等号右侧仍为一个序

列 ,其极限存在 ,并且其极限值为 A .

作为对极限本质的理解 ,选做几个用极限定义验证极限存在

的例子是有益处的 .

例 2 .2 .1  用极限定义证明 lim
n→∞

2 n
2

+ 1
3 n

2 =
2
3

.

【证】 "ε> 0 , 要使
2 n

2
+ 1

3 n
2 -

2
3

<ε, 即
1

3 n2 <ε, 只要取 N =

1

3ε
,则当 n > N 时 ,必有

2 n
2

+ 1
3 n

2 -
2
3

<ε成立 . 【证毕】

例 2 .2 .2  证明极限 lim
n→∞

n

a = 1( a> 1) .

【证】  "ε> 0 ,
n

a - 1 =
n

a - 1 , 只须令
n

a - 1 <ε, 即 a <

(1 +ε) n ,为取到满足要求的 N,利用牛顿二项展开式 ,有

( 1 +ε)
n

= 1 + nε+
n( n - 1 )

2 !
ε

2
+ ⋯ +ε

n
> 1 + nε,

因此只须 a < 1 + nε< ( 1 +ε)
n
, 由左侧不等式可知 , 取 N =
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a - 1
ε

> 0 ,则 n> N 时 ,
n

a - 1 <ε.因此极限 lim
n→∞

n

a 存在且

等于 1 . 【证毕】

【注】 当 0 < a < 1 时 ,也有lim
n→∞

n

a = 1 ,请读者思考其证明 .

例 2 .2 .3  设 a > 1 , k为正整数 ,试证 lim
n→∞

an

n k = +∞ .

【思路】 " M > 0 ,寻找 N > 0 ,使当 n> N 时 ,
a

n

n
k > M .

【证】 由于 a> 1 ,记λ= a - 1 ,则λ> 0 .

首先由二项展开式可有

an = (1 +λ) n = 1 + nλ+ n( n - 1 )
2 !
λ2

+ ⋯ +λ
n

>
n( n - 1 )

2 !
λ

2
>
λ2 n2

4
,

此处限定 n> 2 ,则有 n - 1 >
n
2

.以下分两步讨论 :

(1 ) 若 k = 1 ,则
a

n

n
k =

a
n

n
>
λ

2

4
n,令
λ

2

4
n > M,则v N =

4 M
λ2 ,当

n > N 时 ,
a

n

n
> M .

(2 ) 若 k > 1 ,取 M1 ≥1 ,即 M1 = max{1 , M} ,这里 M为 ( 1)中

的 M .按 (1 )的结论 ,由 a
1
k > 1 , 将 a

1
k 视为 ( 1 )中的 a .则v N, 使

n > N 时
a

1
k

n

n
> M1 ,因此有

a
1
k

n

n

k

> M
k
1≥M1≥M,即

a
n

n
k≥M .

【证毕】

【技巧】 将复杂的问题分解为简单的子问题 ,简单问题得出结论

后 ,将“复杂”问题移植到简单问题的台阶上去 ,即构造出已有结论

的条件 ,使问题得以解决 ,这是常用方法之一 .

例 2 .2 .4  证明 lim
n→∞

n

n = 1 .

【证】 "ε> 0 ,记 hn =
n

n - 1 ,限定 n > 2 ,则 hn > 0 ,于是有
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n = (1 + hn )
n

= 1 + n hn +
n( n - 1 )

2
h

2
n

+ ⋯ + Cn
n hn

n > n( n - 1)
2

h2
n .

另外 ,注意到 n > 2 时 , n - 1 >
n
2

, 因此由上述不等式即有 n >

n2

4
h

2
n ,即有 hn <

2

n
.只须令

2

n
<ε,取 N =

4
ε2

,则当 n > N 时 hn <

ε,由极限定义 ,上述证明已经得到 lim
n→∞

n

n = 1 . 【证毕】

【技巧】 上述两例证明中均引入了新的记号 , 如λ, hn 等 .适当引

用记号有助于问题的表达与解决 .

2 .3  极限、聚点与子列

本节所列内容是强化极限概念的理论基础 ,理解并消化这些

内容 ,会使我们对极限问题的认识上升一个台阶 ,这对学好微积分

是重要的 .

我们以结论形式 (不加证明 )给出如下命题 , 以后可以直接

引用 .

1 . 聚点等价性描述

a0 是点集 E 之聚点的充要条件是 : E中有一串互不相同的

点 a1 , a2 ,⋯构成点列{ an } ,使得 lim
n→∞

an = a0 ( an 有极限 ,此极限值为

E之聚点 a0 .显然 , a0 可以是 E的点 ,也可以不是 E的点 ) .

2 .聚点准则 (Weierstrass准则 )

无穷有界点集 E必有聚点 .

【注】 首先 ,点集可以是点列 ,但点集并不等价于点列 ,例如点集

E = { x | x∈ ( 0 , 1) }就不是点列 .另外 ,点列一定可以看作点集 .{ an

= 1 | n = 1 , 2 ,⋯}是点列 ,但作为点集 ,它不是无穷点集 ,因为这一
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点集为{1 }只有一个点 ,是有限集 ,事实上 ,这一点集没有聚点 .作

为无穷有界点集 ,必然包含无穷多个不同的点 .

3 . 无穷有界点列必有收敛的子列

【注】 首先 ,某点列 { an | n = 1 , 2 ,⋯ }的子列是指由 an
k

( k = 1 , 2 ,

⋯ )构成一个新的点列 , 而每一个 an
k
都取自 { an | n = 1 , 2 , ⋯ } .

{ an
k

| k = 1 , 2 ,⋯}称为前者的子列 .显然 ,子列可以是原来的点列 .

例如无穷有界点列{ an = 1 | n = 1 , 2 ,⋯}收敛的子列即是 { an }本身 ,

lim
n→∞

an = 1 .无穷有界点列{ an | n = 1 , 2 ,⋯ }若是由互不相同的数构

成 ,则可进一步有如下的结论 .

4 . 无穷有界序列收敛的充要条件

若{ an }是由互不相同的数构成的无穷有界点列 ,则 { an }收敛

的充要条件是 : { an }作为点集 ,其聚点唯一 .

【注】 上述命题也可理解为点集 E 聚点唯一的充要条件 .事实

上 ,若对互不相同的数构成的无穷有界点列 { an }有 lim
n→∞

an = a0 , 则

a0 必为点集{ an }的聚点 , 并且是唯一聚点 .上述结论还蕴含着极

限的唯一性 .

上述四个结论将有助于从序列极限的概念过渡转向函数极限

的概念 .

2 .4  极 限 性 质

1 . 一般运算性质

  若{ an } , { bn }有极限 ,且lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b,则

1°对任意常数 c, lim
n→∞

can = ca;

2°lim
n→∞

( an±bn ) = a±b;

3°lim
n→∞

( an bn ) = ab;
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4°lim
n→∞

an

bn
=

a
b
 ( bn≠0 且 b≠0) .

当lim
n→∞

an 与 lim
n→∞

bn 不存在时 ,上述 2°, 3°, 4°性质中没有确定的

结论 .如取 an =
1
n

+ ( - 1) n , bn =
1
n

+ ( - 1 )n - 1 ,则 an + bn 的极限存

在 ,且为 0,但{ an }与{bn }均没有极限 .这种特殊情况 ,应引起注意 .

2 . 极限的解析性质

1°比较性质 (保序性 )  若收敛的序列 { xn }与 { yn }满足关系

xn≤ yn ( n > N) ,则lim
n→∞

xn≤lim
n→∞

yn .

【注】 由这一性质还可得到 , 若v N, 使 n > N 时 an≥0 ,则必有

lim
n→∞

an≥0 .只须取 an = yn - xn 即可 .

2°若 lim
n→∞

an = a > 0 ,则v N,使当 n > N 时有 an > 0 .

3°有界性  若{ an }有极限 ,则 { an }有界 .

4°唯一性  若 lim
n→∞

an 存在 ,则 { an }的极限唯一 .

例 2 .4 .1  证明上述解析性质 4°.

【证】 对极限的唯一性 ,可以从 2 .3 节中的聚点唯一性去理解 ,这

里作为习题 ,给出如下证明 .

【思路】 反证 ,设有两个不同的数均为{ an }的极限 ,导出矛盾 .

设lim
n→∞

an = A , 又有 lim
n→∞

an = B≠ A , 不妨假设 A < B, 对ε=

B - A
2

> 0 , v N1 ,使 n > N1 时 ,有 | an - A | <
B - A

2
,即有

A -
B - A

2
< an < A +

B - A
2

=
A + B

2
. ( 1)

另外 ,由 lim
n→∞

an = B, 又v N2 , 使当 n > N2 时 , 有 | an - B | <ε=

B - A
2

,即有

B -
B - A

2
< an < B +

B - A
2

. ( 2)
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令 N = max{ N1 , N2 } ,则当 n > N 时 ,由 ( 1)式有 an <
A + B

2
,由 ( 2)

式又有 an >
A + B

2
,矛盾 . 【证毕】

2 .5  极限存在的 4个准则

(1 ) 夹逼准则  若 lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = A,对{ zn }且v N ,使当 n >

N 时 ,有 xn≤ zn≤ yn ,则 zn 有极限 ,且lim
n→∞

zn = A .

(2 ) 单调有界准则  设{ x n }单调增有上界 ,即v N 及 M > 0 ,

使当 n> N 时有 x n < M,当 N2 > N1 > N 时 , xN
2
≥ x N

1
,则 { xn }有

极限 ;或{ xn }单调减有下界 ,也必有极限 .

【注】 在上述性质中 , { xn }有极限 ,其极限值 x0 必为 { xn }的上确

界或下确界 .

(3 ) 无穷小量与有界序列乘积准则  设 lim
n→∞

xn = 0 ,序列 { yn }

有界 ,则{ xn y n }有极限 ,且lim
n→∞

xn y n = 0 .

【注】 这是容易忽略的一个准则 ,但常常会显得很重要 .在其他准

则均无效时 ,这一准则很可能成为解决问题的捷径 .

(4 ) 柯西收敛准则  { xn }收敛 (有极限 )的充要条件是 "ε>

0 , v N ,使当 n > m > N 时 ,有 | xn - xm | <ε.

【注】 柯西准则是充分必要条件 ,证明极限不存在时 ,往往是这一

准则的独特用场 .

例 2 .5 .1  设 a为常数 ,考查极限lim
n→∞

1
n

sin
nπ
2

+ a .

【解】 lim
n→∞

1
n

= 0 , 即 {
1
n

}为无穷小量 ( n→∞ ) , 对任意常数 a,

sin
nπ
2

+ a 均有界 , 事实上有 sin
nπ
2

+ a ≤ 1 , 由准则 3 得
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lim
n→∞

1
n

sin
nπ
2

+ a = 0 . 【解毕】

例 2 .5 .2  求极限lim
n→∞∑

n

k = 1

k
n

2
+ k

.

【思路】 考虑夹逼准则和单调有界准则 .

【解】 记 xn =∑
n

k = 1

k
n

2
+ k

=
1

n
2

+ 1
+

2
n

2
+ 2

+ ⋯ +
n

n
2

+ n
.

(方法 1 )  运用夹逼准则试验 ,发现

∑
n

k = 1

k
n2 + n

< xn <∑
n

k = 1

k
n2 ,

即有 1
n

2
+ n
· n( n + 1 )

2
< xn < 1

n
2 ·

n( n + 1)
2

.

令 n→∞ ,上述不等式两端有相同极限
1
2

,因此

lim
n→∞∑

n

k = 1

k
n

2
+ k

=
1
2

.

  (方法 2 )  因为常数 k > 0 ,显然 xn + 1 > xn ,即{ xn }单调增加 ,

另外 ,考查有界性 .

1
2

< xn <
1
n2 ·

n( n + 1 )
2

=
1 + 1

n
2

=
1
2

+
1

2 n
< 1 .

故{ xn }有上界 ,于是 lim
n→∞

xn 存在 .观察出 xn→
1
2

( n→∞ ) .用定义可

验证lim
n→∞

xn =
1
2

,过程如下 :

"ε> 0 限定ε<
1
2

,只须令
1

2 n
<ε,即取 N =

1
2ε

,则当 n >

N 时 ,有

xn -
1
2

= xn -
1
2

<
1

2 n
< ε,
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最后得到lim
n→∞

xn =
1
2

. 【解毕】

【注】 由上例可见夹逼准则可以令我们求出极限值 ,而单调有界

准则一般只能得到极限存在的结论 .这两个准则的运用都需要熟

练运用有关的不等式 .

例 2 .5 .3  求极限 lim
n→∞

(1 + 2
n

+ 3
n
)

1
n .

【解】 由于

3 = ( 3n )
1
n < ( 1n + 2n + 3n )

1
n < (3·3n )

1
n = 3

1
n (3n )

1
n = 3·3

1
n .

令 n→∞ ,上述不等式两端有相同极限 3 ,于是由夹逼准则得所求

极限存在 ,且此极限值为 3 . 【解毕】

例 2 .5 .4  设 an > 0( n = 1 ,2 ,⋯ ) , lim
n→∞

an + 1

an
= q< 1 ,试证明 :

(1 ) 序列{ an }单调减 ; (2 ) lim
n→∞

an = 0 .

【思路】 按序列极限解析性质 2 ,可受到启发 : 一个序列的极限小

于 1 ,则这一序列一般项最终将小于 1 ( n足够大 ) .若后项与前项

比值小于 1 ,则 { an }必为单调减 .

【证】 (1 ) 由 lim
n→∞

an + 1

an
= q < 1 ,根据极限定义 , "ε> 0 , v N 使当 n

≥ N 时有
an + 1

an
< q +ε(注意 an > 0 条件不可少 ) .取ε0 =

1
2

( 1 - q)

> 0 ,则得到

an+ 1

an
< q +ε0 =

1
2

( 1 + q) < 1  (注意 q < 1 ) ,

于是得到{ an }为单调减少 .

【注】 序列的许多性质都可引申到对足够大的 N,当 n > N 时有

相应的结论 ,比如上面的证明 ,我们看到当 n > N 时有 an + 1 < an ,

这已经构成单调减的性质 .讨论一个序列{ an }的性态 ,我们只须关

心 an 在某个 N (足够大 )之后的性态就够了 ,前面的有限多项无关
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紧要 ,重要的是 n > N 时的无穷多项的情况如何 .

(2 ) 记 R =
1
2

(1 + q) < 1 ,当 n > N 时 ,有

0 < aN+ 1 < aN R ,

0 < aN+ 2 < aN + 1 R = aN R
2

,

⋯⋯

0 < aN+ p < aN R p ,

固定 N,令 p→∞ ,则 lim
p→∞

aN Rp = 0 ,由夹逼准则可得到 lim
p→∞

aN + p =

0 ,这意味着lim
n→∞

an = 0 . 【证毕】

例 2 .5 .5  设 a > 1 ,证明lim
n→∞

nk

a
n = 0 ,其中 k为正数 .

【证】 令 un =
n

k

a
n ,则

lim
n→∞

un + 1

un
= lim

n→∞

1
a

1 +
1
n

k

= 1
a

< 1  (由 a > 1 ) ,

于是根据例 2 .5 .4 的结论得lim
n→∞

un = 0 . 【解毕】

例 2 .5 .6  设 a > 1 ,证明lim
n→∞

a
n

n !
= 0 .

【证】 令 un =
a

n

n !
,则

lim
n→∞

un+ 1

un
= lim

n→∞

a
n + 1

= 0 < 1 .

再次根据例 2 .5 .4 结论 ,得到 lim
n→∞

un = 0 . 【解毕】

例 2 .5 .7  证明 lim
n→∞

n
1
n = 1 .

【证】 "ε> 0 , 1 +ε> 1 ,由例 2 .5 .5 ,相应于 k = 1 时有lim
n→∞

n
( 1 +ε) n

= 0 ,即v N ,使 n > N 时 ,有
n

(1 +ε)
n < 1 或者写为

n
1
n

1 +ε
< 1 ,另外注

意到 n
1
n > 1( n> 2) ,于是有
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1 < n
1
n < 1 +ε或 1 - ε< n

1
n < 1 +ε,

按极限定义便有lim
n→∞

n
1
n = 1 . 【证毕】

【注】 1°以上例题在 2 .2 节中已经出现过 ,那里用的方法与本节

方法并不相同 .

2°通过这些例题 , 便可得到无穷大量的级别次序排队 , n,

nα(α> 1 ) , an ( a> 1) , n !, nn .

3°在上述最后 n ! 与 nn 的关系中 ,读者不难证明 lim
n→∞

n !
nn = 0 ,

事实上有

0 <
n !
n

n =
1
n
·

2
n
·

3
n
·⋯·

n
n

<
1
n

,

由夹逼准则 ,立即可得所要结论 .

例 2 .5 .8  求极限 lim
n→∞

( 2 n) ! !
( 2 n + 1) ! !

.

【解】 运用不等式技巧 ,试验夹逼准则 .

( 2 n) ! !
( 2 n + 1) ! !

= 2
3
· 4

5
· 6

7
·⋯· 2 n

2 n + 1

< 3
4
· 5

6
· 7

8
·⋯·2 n + 1

2 n + 2

=
( 2 n + 1) ! !

( 2 n) ! !
·

2
2 n + 2

.

在上述不等式两端同除以
(2 n + 1 ) ! !

(2 n) ! !
,即有

(2 n) ! !
(2 n + 1 ) ! !

2

<
1

n + 1
. ( 1)

另外又有

( 2 n) ! !
( 2 n + 1) ! !

=
2
3
·

4
5
·

6
7
·⋯·

2 n
2 n + 1

>
1
2
·

3
4
·

5
6
·⋯·

2 n - 1
2 n
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=
( 2 n + 1) ! !

( 2 n) ! !
·

1
2 n + 1

.

于是类似 (1 )式又有

(2 n) ! !
(2 n + 1 ) ! !

2

>
1

2 n + 1
. ( 2)

由 (1 ) , (2 )两不等式我们得到

1

2 n + 1
< (2 n) ! !

(2 n + 1 ) ! !
< 1

n + 1
. ( 3)

令 n→∞ ,由夹逼准则得到lim
n→∞

( 2 n) ! !
(2 n+ 1) ! !

= 0 . 【解毕】

例 2 .5 .9  求极限 lim
n→∞

sin2π n2 + n .

【思路】 含有三角函数的极限式子 ,要意识到三角函数恒等式或

诱导公式 ;含有根式的部分往往需要有理化的手续 .

【解】 lim
n→∞

sin
2
π n

2
+ n = lim

n→∞
sin

2
(π n

2
+ n - nπ)

= lim
n→∞

sin2 π n
2

+ n - n
2

n
2

+ n + n

= lim
n→∞

sin
2
π

1

1 +
1
n

+ 1

= sin2 π
2

= 1 . 【解毕】

例 2 .5 .10  若 lim
n→∞

x n > lim
n→∞

yn ,则 正确 (单项选择 ) .

( A ) xn > yn ;         ( B) " n, xn≠ yn ;

( C) v N,使当 n> N 时 , xn > yn ;

(D ) xn 与 y n 大小关系不定 .

【解】 这是一个单项选择题 , 只有一项是正确的 .对序列极限问

题 ,根据“只关心某一足够大的 N 之后的无穷多项”这一原则 ,本

题答案应选 ( C) .若作为证明题 ,可取如下证明 :
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令 an = xn - yn ,则lim
n→∞

an > a > 0 ,由 2 .4 节中极限的解析性质

2°,则v N,使当 n> N 时 , an > 0 ,即 xn > yn .(A )不对 ,因为在有限

项中 ,可以出现 xn < yn 的情形 ;同理 ,也可出现 xn = yn 的情形 ,这

都不影响lim
n→∞

xn > lim
n→∞

yn ; ( D)项明显不对 .

【寓意】 本题考查对极限概念理解的深度与准确性 .

例 2 .5 .11  设 an > 0 ,且 { an } 单调减少 , xn = ∑
n

k = 1

ak 收敛 , 则

正确 .

( A ) lim
n→∞

nan = 0 ;         ( B) lim
n→∞

nan =∞ ;

( C) lim
n→∞

nan 不存在 ,亦不为∞ ; ( D) lim
n→∞

nan = c ( c≠0 ) .

【解】 根据极限的概念 ,∑
n

k = 1

ak 有极限 ( n→∞ ) ,又 ak > 0 ,则 ak 应

为无穷小量才行 .其次 , ak 作为无穷小量的阶次不能太低 ,事实应

高于一阶 ,因而猜想 ( A ) 正确 , ( B) , (D ) 不正确 , ( C) 暂不定 ,以下

考查极限lim
n→∞

n an 的存在性 ,之后便会确定 ( C) 是否正确 .

  (方法 1 ) 首先因为 an > 0 ,则 xn > 0 ,且{ xn }单调增加 .由柯西

准则 , "ε> 0 及 " p∈Z (整数 ) , v N ,使当 n > N 时

0 < xn+ p - xn = an+ 1 + ⋯ + an+ p < ε/ 2 , ( 1)

又因 an 单调减少 ,于是

an+ 1 > an + p ,

an+ 2 > an + p ,

⋯⋯

an+ ( p - 1 ) > an + p .

将上述结果代入到 (1 )式便有

0 < xn+ p - xn < pan+ p < ε/ 2 .

令 m = n + p,则不等式 0 < ( m - n) am <ε/ 2 对 m > n > N 时一概成

立 .令 m > 2 n,即 n <
m
2
时 ,即有
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0 <
m
2

am <
ε
2
 或者写为 mam <ε,

由极限定义 ,得到 lim
m→∞

mam = 0 ,即选项 ( A )正确 .

  (方法 2 ) "ε> 0 ,按柯西准则有

x2 n - xn = ∑
2 n

k = n+ 1

ak <ε,

又因 an 单调减少 ,因此由上式又有

n a2 n < ∑
2 n

k = n+ 1

ak <ε,

由极限定义得到 lim
n→∞

n a2 n = 0 , 即 lim
k→∞

2 ka2 k = 0 .这说明 n = 2 k时 ,

( A )成立 ,再证 n= 2 k + 1 时 , ( A )亦成立 .

由 ak 单调减少 ,则有

0 < 2 ka2 k+ 1 < 2 ka2 k

由于lim
k→∞

2 ka2 k = 0 ,根据夹逼准则 ,便有

lim
k→∞

2 ka2 k+ 1 = 0 ,

显然lim
k→∞

a2 k + 1 = 0 ,由极限运算法则 ,应有

lim
k→∞

( 2 k + 1) a2 k+ 1 = 0 .

对上述ε> 0 ,考虑 { nan } , v N1 ,使 2 k > N1 时 , 2 ka2 k <ε,又v N2 ,

使 2 k + 1 > N2 时 , ( 2 k + 1 ) a2 k + 1 <ε.取 N = max { N1 , N2 } , 则当

n > N时一定有 nan <ε, 最后得到 lim
n→∞

nan = 0 , 即正确答案为选项

( A ) . 【解毕】

【注】 柯西收敛准则有两个互相等价的描述 :

{ xn }收敛的充分必要条件是 :

1°"ε> 0 , v N ,使当 m > n> N 时有 | xm - xn | <ε.

2°"ε> 0 及 " p∈Z , v N ,使当 n > N 时

| xn+ p - xn | <ε.
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2 .6  标准极限及其应用技巧

极限lim
n→∞

1 +
1
n

n

= e 可由单调有界准则证明 .一般称为重要

极限 ,而我们常称之为标准极限 ,与函数极限中的 lim
x→ 0

sin x
x

= 1 ,统

称为两个标准极限 ,所以称之为标准极限 ,是因为可以将这两个极

限标准化记为

lim
n→∞

( 1 +α( n) )
1
α( n) = e , ( 2 .1)

lim
n→∞

sinα( n)
α( n)

= 1 , ( 2 .2)

其中α( n)≠0 ,且 lim
n→∞
α( n) = 0 (无穷小量 ) .

在每一标准极限的式子中均有两处出现α( n) .应用中 ,要求

这两处必须是同型 (相同 )无穷小量 ,不相同时 ,则力图凑成相同类

型或形状 .

以上两个标准极限的应用是广泛的 ,主要包括以下两个方面 .

1 . 复合极限运算

设lim
n→∞

xn = x0 , lim
x→ x

0

f ( x ) = A , 则 lim
n→∞

f ( xn ) = A, 特别当 A =

f ( x0 )时 (函数 f (· )在 x0 处连续 ) ,则lim
n→∞

f ( xn ) = f ( x0 ) .

2 . 标准形式的变形技巧

所谓变形技巧是指为凑出标准型 (2 .1 )或 ( 2 .2)进行相应的变

量替换 ,并保证等号成立所做的“填平补齐”.

例 2 .6 .1  求极限 lim
n→∞

1 -
1
2 n

n

.

【解】 lim
n→∞

1 -
1

2 n

n

= lim
n→∞

1 +
1

- 2 n

- 2 n -
1
2

,
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方括号内已构成标准型 ( 2 .1 ) ,记 xn = 1 +
1

- 2 n

- 2 n

,则原极限为

lim
n→∞

x -
1
2n ,而 xn→ e ,由复合极限运算法则 ,这里 f ( xn ) = x -

1
2n ,故此

极限应为lim
n→∞

x
- 1

2
n = e

- 1
2 . 【解毕】

例 2 .6 .2  证明 lim
n→∞

ln n
n

= 0 .

【证】 考虑 un = e
1
n

ln n = n
1
n ,则

lim
n→∞

un = lim
n→∞

n
1
n = 1  (由例 2 .5 .7) ,

由复合极限运算法则 ,得

lim
n→∞

ln un = lim
n→∞

ln n
n

= ln1 = 0 . 【证毕】

【注】 由上例 ,对 n→∞时的无穷大量排队 ,又发现 ln n是 n 或 n
α

(α> 1 )低阶的无穷大量 .读者可把这一结论加到例 2 .5 .7【注】2°的

排序中去 .
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第 3章　函 数 极 限

3 .1  函数极限定义及等价性描述

  1 .极限 lim
x→ x0

f( x) = A

设 y = f ( x )在 x0 的某去心邻域 N
*

( x0 ,δ0 )内有定义 ,若 "ε

> 0 , v δ> 0(δ<δ0 ) , 使当 0 < | x - x0 | <δ时 ,有 | f ( x) - A | <ε,

则称 y = f ( x )当 x→ x0 时以 A为极限 .特别当 A = 0 时 ,称 f ( x)

为无穷小量 ( x→ x0 ) .

上述定义有两种等价性描述 :

1°当 x∈ N * ( x0 ,δ) = { x | 0 < | x - x0 | <δ}时 , f ( x )∈ N ( A,

ε) = { y | y - A | <ε} ,其中ε是任意小的正数 .

2°当 x→ x0 时成立 f ( x ) = A +α( x) ,其中α( x)为 x→ x0 时

的无穷小量 ,即 lim
x→ x

0

α( x ) = 0 .

2 . 单侧极限与极限存在的充要条件

1°当 y = f ( x )在 x < x0 时有意义 , 可定义左极限 lim
x→ x

-
0

f ( x )

= A .

2°当 y = f ( x)在 x > x0 时有定义 ,可定义右侧极限 lim
x→ x +

0

f ( x) = A .

3°极限 lim
x→ x

0

f ( x ) = A存在的充要条件是 lim
x→ x -

0

f ( x )及 lim
x→ x +

0

f ( x)

均存在且相等 ,即等于 A .

3 .极限 lim
x→ + ∞

f ( x) = A

设 y = f ( x )在 x > x1 时有定义 ,若 "ε> 0 , v X > 0 及常数 A,



使当 x > X时 ,有

| f ( x) - A | < ε.

则称 y = f ( x )当 x→ +∞时以 A为极限 .

两个等价性描述为 :

1°"ε> 0 , v X > 0 及常数 A ,使当 x∈ { x | x > X}时 ,有 y =

f ( x)∈{ y | y - A | <ε} .

2°当 x→ +∞时 ,成立等式 f ( x ) = A +α( x ) ,其中α( x )为无

穷小量 ( x→ +∞ ) .

类似可以给出 lim
x→ - ∞

f ( x ) = A 的描述 , 请读者给出相应的

描述 .

4 .极限lim
x→∞

f( x) = A及其充要条件

这一极限是指 : "ε> 0 , v X > 0 及常数 A,使当 | x | > X时 ,有

| f ( x ) - A | <ε.

lim
x→∞

f ( x) = A存在的充要条件是 x→±∞时 , f ( x)均有极限 ,

且等于 A ,即

lim
x→ - ∞

f ( x ) = lim
x→ +∞

f ( x) = A .

5 . 特殊极限状态———无穷大量

当在某种趋向 x→□时 , f ( x ) > G( G是任意大的正数 ) , 称

f ( x)为 x→□时的正无穷大量 .若当 x→□时 , f ( x ) < - G( G >

0) ,则称 f ( x )为 x→□时的负无穷大量 .

一般情况下 ,无穷大量是属于极限不存在的情况 ,但这一情况

与其他极限不存在的情况有所不同 ,我们称 x→□时 , f ( x)的极限

状态是无穷大量 .

作为示范 ,我们给出 lim
x→∞

f ( x ) = +∞的描述如下 :

" G > 0 , v X > 0 ,使当 | x | > X时 ,有 f ( x) > G .

熟悉各种极限状态的描述 ,是处理极限及相关数学问题的基
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本技能训练 .

例 3 .1 .1  验证lim
x→1

x + 1
x - 2

= - 2 .

【解】 "ε> 0 ,要使
x + 1
x - 2

- ( - 2) = 3
x - 1
x - 2

<ε,欲寻找邻域半

径δ的形式应是 | x - 1 | <δ,为此需要将上面不等式中 | x - 1 |保

留下来 ,其余部分应适当放大 .为此 ,限制 | x - 1 | <
1
2

,则有

| x - 2 | > 1 - | x - 1 | >
1
2
 (由三角不等式 ) ,

因此只须
x + 1
x - 2

- ( - 2 ) < 6 | x - 1 | <ε, 取 δ1 =
ε
6

, 并取δ=

min
1
2

,
ε
6

,则当 | x - 1 | <δ时必有

x + 1
x - 2

- ( - 2 ) < ε. 【解毕】

【注】 极限定义中的任意正数ε可以任意小 .而选取δ时 ,可尽量

小 ,δ不怕小 ,只要存在就可以 .

例 3 .1 .2  验证 lim
x→∞

2 x
2

+ x
x

2
- 2

= 2 .

【解】 本题趋向为 x→∞ (包括±∞ ) ,选取 X > 0 时 ,可尽量大 , X

不怕大 ,只要存在即可 .

"ε> 0 ,要使

2 x
2

+ x
x

2
- 2

- 2 =
x + 4
x

2
- 2
≤ | x | + 4

| x
2

- 2 |
< ε

注意到寻找的 X > 0 ,要求 | x | > X ,上述不等式须放大成为包含因

子 | x |的形式 ,为此限制 | x | > 4 ,则有 x
2

- 2 > x
2

-
1
2

| x | > | x |
2

-

1
2

| x |
2

=
1
2

| x |
2

,此时有
| x | + 4
| x

2
- 2 |

<
| x | + 4
x

2
- 2

<
2 | x |
1
2

| x |
2

=
4

| x |
,因此

·53·第 3章  函 数 极 限



只须令
4

| x |
<ε,取 X1 =

4
ε

> 0 ,并且取 X = min {4 , X1 } ,则当 | x | >

X时必有

2 x
2

+ x
x

2
- 2

- 2 < ε. 【解毕】

例 3 .1 .3  若 lim
x→ x

0

f ( x ) = A≠0 ,则v δ> 0 ,使 (正确 ) .

( A ) 当 | x - x0 | <δ时 , f ( x )≠0;    ( B) f ( x0 )≠0 ;

( C) 当 0 < | x - x0 | <δ时 , f ( x)≠0;

(D ) f ( x )在 x0 处没定义 .

【解】 正确答案应选 ( C) .

lim
x→ x

0

f ( x ) = A≠0 ,极限存在且非零 , 但在 x = x0 处可以没定

义 ,也可以有定义 ,因此 ( A )和 ( D )均不正确 .( B )也不正确 .选项

( C)说明存在 x0 的一个去心邻域 N * ( x0 ,δ) , A≠ 0 时 , " x∈

N * ( x0 ,δ)必有 f ( x)≠0 .对这个结论可证明如下 :

由 lim
x→ x

0

f ( x) = A≠0 ,则可假设 A > 0 , "ε> 0 , v δ> 0 ,使当 0 <

| x - x0 | <δ时 ,有 | f ( x ) - A | <ε,或者

A - ε< f ( x) < A +ε,

特别取ε=
A
2

> 0 ,则 f ( x ) > A -ε=
A
2

> 0 ,即有 f ( x)≠0 .【解毕】

【寓意】 该题考查知识点有两个 :

1°极限定义 ; 2°极限保序性 .

例 3 .1 .4  若 lim
x→ x

0

f ( x )存在 ,则下列正确选项为 .

( A ) v M > 0 及 x0 之去心邻域 N
*

( x0 ,δ) ,使当 x∈ N
*
时 ,

f ( x) > M;

( B) v M > 0 及 x0 之去心邻域 N
*

( x0 ,δ) , 使当 x∈ N
*
时 ,

| f ( x ) | < M;

( C) v M > 0 及 x0 之邻域 N ( x0 ,δ) ,使当 x∈ N 时 , | f ( x ) |

< M;
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(D ) v M > 0 , | f ( x ) | < M .

【解】 正确选项为 ( B) .极限的一条重要性质是有极限必有界 .但

( A )中说明有下界 ,可下界未必是正的 ,若 M < 0 ,则该选项正确 .

( C)不正确是因为 f ( x )在 x0 处可以没有定义 .选项 (D )未说明 x

的属性 ,这时 f ( x )未必有界 .lim
x→ x

0

f ( x )存在 ,只能得到 x0 附近 (不

包括 x0 处 )有界 ,即在某个去心邻域内有界 . 【解毕】

【寓意】 该题考查知识点为极限定义与极限存在的必要条件 .

【注】 在 x0 某去心邻域内有界是lim
x→ 0

f ( x)存在的必要条件 .

3 .2  极限的运算性质及复合极限定理

1 .运算性质 (以下用 x→□表示某一种趋向 )

  当 lim
x→□

f ( x) = A且 lim
x→□

g( x) = B(首先是存在 )时 ,有

1°lim
x→□

[αf ( x) +βg( x) ] =αA +βB;

2°lim
x→□

[ f ( x)· g( x) ] = AB;

3°lim
x→□

f ( x)
g( x)

=
A
B
 ( g( x)≠0 且 B≠0 ) .

【注】 上述性质均应理解为充分条件 ,即 lim
x→□

f ( x )与 lim
x→□

g( x)不存

在时 ,所述结论 1°, 2°和 3°未必没有 .例如 lim
x→∞

xsin
π
2

[ x]不存在 ,

lim
x→∞

x2 sin
π
2

[ x]亦不存在 ,但

lim
x→∞

xsin
π
2

[ x]

x
2

sin
π
2

[ x]
= lim

x→∞

1
x

= 0 .

2 . 复合极限定理

设 lim
x→ x

0

f ( x) = A , x = g( t) ,且lim
t→ t

0

g( t) = x0 ,而当 t≠ t0 时 , g( t)
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≠ x0 ,则lim
t→ t

0

f ( g( t) ) = A(首先是存在 ) .

复合极限定理是许多极限运算的理论根据 .

例 3 .2 .1  设 0 < x <
π
2

,取 a1 = sin x, an = sin an - 1 ( n = 2 , 3 ,⋯ ) ,求

极限lim
n→∞

an .

【解】 由基本不等式 0 < sin x < x 0 < x <
π
2

,则 an = sin an - 1 <

an - 1 .因此 { an }单调减少 ,又 an > 0 , 即 { an }有下界 , 所以 lim
n→∞

an 存

在 ,记 lim
n→∞

an = a, 另由复合极限定理 lim
n→∞

sin an - 1 = sin a, 于是 a =

sin a,此方程有唯一解 a = 0 ,最后得到 lim
n→∞

an = 0 . 【解毕】

3 .3  两个标准极限及等价无穷小量

在极限运算中 ,许多重要结果可以直接引用 ,其中 ,两个标准

极限及其变形技巧是很重要的内容 .

(1 ) 标准极限Ⅰ   lim
x→ 0

sin x
x

= 1 . ( 3 .1)

与复合极限法则联合使用可有

lim
x→ 0

sinα( x )
α( x)

= 1 ,  其中lim
x→0
α( x ) = 0 . ( 3 .2)

  (2 ) 标准极限Ⅱ   lim
x→ 0

(1 + x)
1
x = e . ( 3 .3)

按复合极限运算法则可有

lim
x→0

( 1 +α( x) )
1
α( x) = e . ( 3 .4)

  以上两类标准极限在使用中 ,常常需要变形技巧 ,即凑出标准

形 (3 .1 )或 ( 3 .2) , ( 3 .3)或 (3 .4 ) .

运用以上两个标准极限 ,可以推导出若干对等价无穷小量 .提

到等价无穷小量 ,应特别指出如下两点 .
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(3 ) 等价无穷小量概念及常用类型  设α( x)与β( x )均为某

种趋向下的无穷小量 ,即 lim
x→□
α( x ) = lim

x→□
β( x ) = 0 ,若

lim
x→□

α( x )
β( x )

= A

则当 A = 1 时 ,称α( x)与β( x )为等价无穷小量 ; A≠1 ,但为有限数

时 ,称α( x)与β( x )为同阶无穷小量 ;若 A = 0 ,称α( x )是比β( x)高

阶的无穷小量 ;若 A =∞ ,则称α( x )是比β( x )低阶的无穷小量 .

(4 ) 等价无穷小量替换问题  由以上描述 ,可知等价无穷小

量是由两个无穷小量比值或因子相乘
α( x )
β( x)

=α( x )·
1
β( x )
引出

的概念 ,因此 ,在使用等价无穷小量替换时 ,只能在整体极限表达

式的因子部分替换 ,其余 (不是因子位置 )场合不可以替换 .这点必

须严格遵守 .

由两个标准极限导出的常用等价无穷小量有以下几类

( x→0 ) :

  1° x～ sin x～ tan x ( 3 .5)

(由标准极限 ( 3 .1)导出 ) .

  2° 1 - cos x～
1
2

x
2

( 3 .6)

(由标准极限 ( 3 .1)导出 ) .

  3° x - sin x～
1
6

x
3

( 3 .7)

(由标准极限 ( 3 .1)及洛必达法则或泰勒公式导出 ) .

  4° ln( 1 + x) ～ x ( 3 .8)

(由标准极限 ( 3 .2)导出 ) .

  5° e
x

- 1 ～ x ( 3 .9)

(由标准极限 ( 3 .1)及 4°导出 ) .

  6° a
x

- 1 ～ xln a ( a > 0) (3 .10)

(由 5°导出 ,注意到 a
x

= e
aln x
即可 ) .

  7° ( 1 + x)
α

- 1 ～αx (α为任意实数 ) (3 .11)
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(由 4°及 5°导出 ,注意到 ( 1 + x)α = eαl n ( 1 + x )即可 ) .

例 3 .3 .1  求lim
x→0

2 + e
1
x

1 + e
4
x

+
sin x
| x | . ( 2000 年考研题 )

【解】 lim
x→ 0 -

2 + e
1
x

1 + e
4
x

+
sin x
| x | = lim

x→0 -

2 + e
1
x

1 + e
4
x

-
sin x

x = 2 - 1 = 1 ,

lim
x→ 0 +

2 + e
1
x

1 + e
4
x

+
sin x
| x | = lim

x→0 +

2e -
4
x + e -

3
x

e
- 4

x + 1
+

sin x
x = 0 + 1 = 1 .

【解毕】

【注】 若直接用极限运算法则 , lim
x→ 0

2 + e
1
x

1 + e
4
x
不存在 , lim

x→0

sin x
| x |
也不存

在 .稍一疏忽就会得出原极限不存在的结论 ,这显然是错误的 ,其

原因是没注意到极限运算法则均为充分条件 ,而并非必要条件 ,两

项极限不存在时 ,其和或差的极限可能存在 .

【寓意】 本题考查知识点包括 : 极限的运算法则 ,单侧极限与极

限存在的充要条件 ,以及初等函数的基本属性 .

例 3 .3 .2  求极限lim
x→1

x
1

1 - x .

【思路】 分析这一极限状态 ,属于“1∞”型 ,用标准极限 (3 .3 ) .

【解】 (方法 1 )  凑成标准极限形式

lim
x→ 1

x
1

1 - x = lim
x→ 1

[1 + ( x - 1) ]
1

x - 1
- 1

= e
- 1

.

这里用到了复合极限定理 .

(方法 2 ) 令 y = x
1

1 - x ,则 ln y =
ln x

1 - x
.

lim
x→1

ln y = lim
x→1

ln (1 + x - 1 )
- ( x - 1 )

= - 1 ,因此原极限为 e
- 1

. 【解毕】

例 3 .3 .3  求极限lim
x→π

sin2 x
sin x

.

【思路】 分析极限状态为
“0”

0
型 ,且与 sin x有关 ,应联想到标准极

限 (3 .1 ) .但应化为自变量趋于零的形式 .
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【解】 令 x =π - t ,则 x→π时 t→0 ,原极限为

lim
t→0

sin( 2π - 2 t)
sin (π - t)

= - lim
t→0

sin2 t
sin t

= - lim
t→0

sin2 t
2 t
·

2 t
sin t

= - 2 . 【解毕】

例 3 .3 .4  指出下列极限运算中的错误 :

(1 ) lim
x→∞

3 x
2

- 1
3

2 x3 + 1
= lim

x→∞

3 -
1
x

2

3

2 +
1
x

3

=
3

3

2
;

(2 ) lim
x→ 0

xsin x
x

= lim
x→ 0

x
x

sin x
x

= 1 .

【解】 (1 ) 错误出在第一个等号 .x→∞包括趋于 +∞及 - ∞两个

极限 ,两个极限相等时 , x→ ∞的极限才存在 .本题中 lim
x→ + ∞

3 x
2

- 1

2 x2 + 1
=

3
3

2
,而 lim

x→ - ∞

3 x
2

- 1
3

2 x3 + 1
= -

3
3

2
( x < 0 , 而 2 x

2
+ 1为算

术根 ,应为正 ) ,所以原极限不存在 .

(2 ) 错误在第一个等号 ,原因同 (1 ) ,本题极限不存在 ,因左右

极限不相等 . 【解毕】

例 3 .3 .5  设 x > 0 ,求 lim
x→∞

n2 (
n - 1

x -
n

x ) .指明下列做法的错误 ,

并给出正确做法 .

lim
n→∞

n2 n - 1

x -
n

x

= lim
n→∞

n
2

e
ln x
n - 1 - 1 - e

1
n

lnx

+ 1

= lim
n→∞

n2 e
1

n - 1
ln x

- 1 - lim
n→∞

n2 e
1
n

ln x

- 1

= lim
n→∞

n
2
·

ln x
n - 1

- lim
n→∞

n
2
·

ln x
n
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= lim
n→∞

n2

n( n - 1 )
·ln x

= ln x .

【解】 上述做法中第二个等号错误 .原因是两个极限都不存在 .该

题答案正确 ,但做法有错 .正确做法如下 :

lim
n→∞

n2 (
n - 1

x -
n

x )

= lim
n→∞

n
2
· x

1
n x

1
n( n - 1 ) - 1

= lim
n→∞

n2·e
ln x
n · e

lnx
n( n- 1 ) - 1

= lim
n→∞

n
2
·e

ln x
n ·

ln x
n( n - 1)

= ln x . 【解毕】

例 3 .3 .6  设常数 a≠0 , b≠0 ,求极限lim
x→ 0

(cos a x + sin bx)
co t x

.

【思路】 分析极限状态 ,本题属“1
∞
”型 ,意识到可试验应用标准

极限 (3 .3 ) .

【解】 凑出标准型 (3 .3 ) .

lim
x→ 0

(cos ax + sin bx)
co t x

= lim
x→ 0

(cos ax )
co t x
· 1 +

sin bx
cos ax

co t x

= lim
x→ 0

(1 + cos ax - 1 )
1

cos ax - 1
·cos x(cos ax - 1 )

sinx · 1 + sinbx
cos ax

cos ax
sinbx
·

sinbx
cos ax
·

cos x
sin x

.

  对上述方括号内第一部分的指数中的
cos x( cos ax - 1)

sin x
,我们

有lim
x→0

cos x(cos ax - 1)
sin x

= lim
x→0

cos x -
1
2

a2 x2

x
= 0;方括号中第二部

分的指数中的
sin bx
cos ax
·

cos x
sin x
极限为 b,因此由极限运算法则及复合

极限法则得到原极限为 e
0
·e

b
= e

b
. 【解毕】
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例 3 .3 .7  设极限lim
x→0

cos2 x - cos2 x
x k =α≠0 ,试求常数 k与α .

【解】 首先将分子有理化 ,并采用无穷小量比阶方法找出存在实

数α≠0 的条件 .

lim
x→0

cos2 2 x - cos2 x

x
k
( cos2 x + cos2 x)

= lim
x→0

cos2 x - 1

x
k 1 +

1

cos2 x

( cos2 x≠ 0)

= - lim
x→0

2 x2

x
k 1 +

1

cos2 x

= α.

显然 , k > 2 时 ,α即为∞ ,而 k < 2 时 ,α= 0 ,因此 ,欲使α≠0 或∞ ,

则必须 k = 2 ,且这时原极限α等于 - 1 . 【解毕】

【寓意】 本题考查无穷小量的比阶及无穷小量的运算 .

例 3 .3 .8  设 a, b, c为正数 ,求极限lim
n→∞

a
1
n + b

1
n + c

1
n

3

n

.

【思路】 对求极限问题 ,首先应根据已掌握的极限概念和已知结

论 ,初步判断所求极限的状态 ,例如本例 , a
1
n →1 ,则可判断出所求

极限状态为“1∞”型 .对此型极限应首先想到标准极限 ( 3 .4 ) ,一旦

确定了状态 ,便向这一目标去构造标准型 .

【解】 lim
n→∞

a
1
n + b

1
n + c

1
n

3

n

= lim
n→∞

1 +
a

1
n + b

1
n + c

1
n - 3

3

n

= lim
n→∞

1 +
a

1
n + b

1
n + c

1
n - 3

3

3

a

1
n + b

1
n + c

1
n - 3

a

1
n + b

1
n + c

1
n - 3

3
·n

按标准极限 (3 .4 ) ,上述方括号内的极限为 e ,再根据复合极限运

算法则 ,只须求指数部分的极限即可 .记上述指数部分为 xn ,则

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

1
3

n( a
1
n - 1 ) + n( b

1
n - 1 ) + n( c

1
n - 1 ) .

按极限的四则运算 ,只须求
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lim
n→∞

1
3

n( a
1
n - 1) =

1
3

lim
n→∞

e
1
n

ln a - 1
1
n

=
1
3

lim
n→∞

e
1
n

l na
- 1

1
n

ln a
·ln a =

1
3

ln a .

用类似方法 ,可求得

lim
n→∞

1
3

n( b
1
n - 1) =

1
3

lnb, lim
n→∞

1
3

n( c
1
n - 1) =

1
3

ln c .

于是得到lim
n→∞

xn =
1
3

ln abc,从而得到原极限为

lim
n→∞

a
1
n + b

1
n + c

1
n

3

n

= e
1
3

ln abc
= ( abc)

1/ 3
. 【解毕】

【技巧】 上述例题除了确定采用标准极限 (3 .4 )以外 ,主要技巧是

加一项 ,减一项 ,同乘同除及等价无穷小量的应用 .

【寓意】 本题考点为标准极限 ( 3 .4 )的应用及处理标准型的代数

运算技巧 .
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第 4章　连 续 函 数

4 .1  引   言

  学习微积分的一个直接的重要目的是掌握研究函数的微观性

态和宏观性态的方法 .这一点 ,无论对学术研究能力的培养 ,还是

对研究生入学应试 ,都是至关紧要的 .当然 ,学习微积分的目的还

有其更重要的另外一面 ,那就是培养和训练思维与思考问题的模

式 ,加深对客观世界的了解与感受 ,掌握学习未知世界的方法与技

巧 ,不管你将来从事数学及其相关学科与否 ,如能达到上述境界 ,

则必会长期受益 .

函数的连续性作为承上 (极限理论与方法 )启下 (微分、积分概

念 )的重要环节 ,它是用极限等工具研究函数微观性态与宏观性态

的开始 .函数在一点处连续的概念描述了函数的微观性态 ,而在一

个区间上的连续性则描述了一个函数的宏观性态 ,也可以说前者

涉及的是函数局部问题 ,而后者则是刻画函数的全局性态 ,并且 ,

二者互相渗透 ,相辅相成 .学好本章内容 ,对掌握微积分全部内容

与技巧有重要的影响与作用 .

4 .2  函数在一点处连续的概念———微观性态

1 . 定义及其等价性描述

  函数 y = f ( x )在 x = x0 处连续的定义有以下描述 (其中 1°为

定义 ,其余为等价性描述 ) :

1°设 y = f ( x )在某邻域 N ( x0 ,δ)内有定义 ,若 "ε> 0 , v δ> 0



使当 | x - x0 | <δ时有 | f ( x ) - f ( x0 ) | <ε,则称 y = f ( x )在 x = x0

处连续 .

2°y = f ( x )在 x0 处连续是指 : f ( x )在 x0 处有定义 , 极限

lim
x→ x

0

f ( x)存在 ,且 lim
x→ x

0

f ( x ) = f ( x0 ) .

3°记Δ f ( x ) = f ( x ) - f ( x0 ) ,Δx = x - x0 ,则 lim
x→ x

0

Δ f = lim
Δx→ x

0

Δ f

= 0 .

4° f ( x ) = f ( x0 ) +α(Δx) ,其中α(Δx)满足 lim
Δx→0
α(Δx) = 0 .

在 x = x0 处单侧连续是指 :

lim
x→ x

-
0

f ( x) = f ( x0 )  (左连续 ) ,

lim
x→ x +

0

f ( x) = f ( x0 )  (右连续 ) .

显然 y = f ( x )在 x0 处连续的充要条件是

lim
x→ x -

0

f ( x ) = lim
x→ x+

0

f ( x) = f ( x0 ) .

2 . 在一点连续的性质与间断点分类

1°间断点  若 y = f ( x )在 x0 处不连续 ,则 x0 称为 f ( x)的间

断点 .间断点有以下分类 :

第Ⅰ类间断点 : lim
x→ x -

0

f ( x )与 lim
x→ x +

0

f ( x )均存在 ,但在 x0 处不连

续 ,则称 x0 为 f ( x )的第Ⅰ类间断点 .特别当 lim
x→ x -

0

f ( x) = lim
x→ x +

0

f ( x)

≠ f ( x0 )时 , x0 称为 y = f ( x )的可去间断点 , 这时 lim
x→ x

0

f ( x)存在 ,

若修正 y = f ( x )在 x0 处定义为 : f ( x0 ) = lim
x→ x

0

f ( x ) ,则 y = f ( x )在

x0 处被修正为连续函数 .而当 x→ x
+

0 及 x→ x
-

0 时 f ( x)的两个单

侧极限不相等时 , x0 称为 y = f ( x )的跳跃间断点 .

第Ⅱ类间断点 : 若间断点 x0 不属于第Ⅰ类间断点 ,则统称 x0

为 y = f ( x )的第Ⅱ类间断点 .其中包括两类特殊情形 :

当 lim
x→ x

0

f ( x) =±∞时 , x0 称为 f ( x )的无穷间断点 ;有时 , 当
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x→ x0 时 f ( x )取值为正负交替 ,这时又称 x0 为 f ( x)的振荡型间

断点 ,例如 y = sin
1
x
有振荡型间断点 x = 0 .

当 y = f ( x )在 x0 处连续时 ,有如下性质 :

2°性质  ( 1 ) 若 y = f ( x )在 x0 处连续 ,则 lim
x→ x

0

f ( x )存在且

lim
x→ x

0

f ( x) = f ( x0 ) .

(2 ) 若 y = f ( x)在 x0 处连续 ,且 f ( x0 ) > 0 ,则v N ( x0 ,δ) ,使

当 " x∈ N ( x0 ,δ)时 , f ( x ) > 0 .这一性质称为连续函数的保号性

(请读者完成证明 ) .

(3 ) 进一步 , 对两个在 x0 处连续的函数 f ( x )与 g ( x) , 若

f ( x0 ) > g( x0 ) ,则v N ( x0 ,δ) ,使 " x∈ N ( x0 ,δ)有 f ( x ) > g ( x)

(保号性的推论 ) .

当然 ,我们还可以断言 , y = f ( x )在 x0 处连续时 ,若 f ( x0 )≠

0 ,则v N ( x0 ,δ) ,使 " x∈ N ( x0 ,δ) 有 f ( x )≠0 .这一结论对于讨

论 y = f ( x )的零点 (使 f ( x ) = 0 的点 )与保号性 (恒取正值或负

值 )问题是重要的理论基础 .

(4 ) 若 y = f ( x )在 x0 处连续 ,则 lim
Δ x→ 0
Δ f ( x ) = 0 或记为 lim

Δ x→0
Δy

= 0 ,反之亦然 ,即由 lim
Δ x→ 0
Δ f ( x ) = 0 可推知 y = f ( x )在 x0 处连续

(要求条件 :在 x0 处 f ( x )有定义 ) .这一结论往往成为判断 y =

f ( x)在 x0 处连续的重要手段 .

( 5) 若 y = f ( x)在 x0 处连续 ,则v N ( x0 ,δ) ,使得 y = f ( x)在

N ( x0 ,δ)内为有界函数 ,即 " x∈ N ( x0 ,δ) , v M > 0 ,使得 | f ( x ) |

< M .这一性质可直观理解为 y = f ( x )在其连续点附近是有界的 .

(6 ) 运算性质  当 f ( x )与 g( x)在 x0 处连续时 ,其线性组合

φ( x ) =αf ( x) +βg( x)在 x0 处亦连续 ,且φ( x ) = f ( x )· g ( x)与

φ( x ) =
f ( x)
g( x)

( g( x0 )≠0 )均在 x0 处连续 .
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(7 ) 复合运算性质  若 y = f ( u)在 u0 处连续 ,而 u =φ( x )在

x0 处连续 ,且 u0 =φ( x0 ) ,则 y = f (φ( x ) )在 x0 处连续 .

例 4 .2 .1  试确定常数 a, b的关系 ,使函数

f ( x) =
a + bx

2
, x≤ 0 ,

sinbx
x

, x > 0 .

在 x = 0 处连续 .

【解】 这是分段表达的函数 ,应采用左右极限相等的方法 .

lim
x→0 -

f ( x) = lim
x→0 -

( a + bx
2

) = a,

lim
x→0

+
f ( x) = lim

x→0
+

sinbx
x

= b,

  因此必须 a= b时 , y = f ( x)在 x0 处才能连续 . 【解毕】

例 4 .2 .2  设函数

f ( x ) =
| x | sin

1
x2 , x≠ 0 ,

0 , x = 0 .

判断 f ( x)在 x = 0 处的连续性 . ( 1993 年考研题 )

【解】 只须考查lim
x→0

f ( x ) = lim
x→0

| x | sin
1
x2 = 0 = f (0 ) ,因此 f ( x)

在 x = 0 处连续 .

【注】 上述极限运算用到了无穷小量与有界函数乘积仍为无穷小

量的准则 .

4 .3  函数在闭区间上连续的概念———宏观性态

1 . [ a, b]上连续的函数与初等函数的连续性

  若 y = f ( x)在任意点 x∈ [ a, b]上连续 ,则称 f ( x)在 [ a, b]上

连续 .显然在端点 a, b两处是单侧连续 .
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函数 y = f ( x )在闭区间 [ a, b]上连续 ,从直观上讲 ,是确定了

y = f ( x )在[ a, b]上的宏观性态 ,或称之为全局性态 , 并蕴含了一

系列的重要结论 ,而这些结论也统统是在 [ a, b]上的全局性态 .后

面将分别叙述 .

对于初等函数 y = c( c为常数 ) , y = xα(α∈R ) , y = ax ( a > 0 ) ,

y = e
x
, y = sin x, y = cos x , y = loga x ( a > 0 ) , ln x, tan x , arcsin x,

arct an x等在它们的定义域内都是连续的 ,或者说在其定义域内的

任意闭区间上都是连续的 .并且 ,上述基本初等函数经过有限次的

四则运算或复合运算而生成的函数在其定义域内也连续 .

2 . 一致连续的概念

作为反映 y = f ( x )在一个区间上宏观性态的另一个概念是一

致连续 .

设 X为一个区间 (开区间或闭区间 ) ,若 "ε> 0 , v δ(ε) > 0 ,使

" x0 ∈ X及 " x∈ X ,当 | x - x0 | <δ时 ,恒有 | f ( x ) - f ( x0 ) | <ε,

则称 f ( x)在 X 上一致连续 .

对照 y = f ( x)在一点 x0 处连续的概念 ,那里的δ> 0 除了与ε

有关之外还与 x 有关 ,而这里的δ> 0 只与ε有关而与 x 无关 ,换

言之 ,这样的δ> 0 应对[ a, b]区间上任意一点 x都是适用的 ,或者

说是“公用的”.

例 4 .3 .1  函数 y =
1
x
在 ( 0 , 1)区间上不一致收敛 .

【思路】 显然 y =
1
x
在 ( 0 , 1 )上处处连续 .这是因为 "ε> 0 ,取任

意的 x1∈ (0 , 1 ) ,则 " x∈ ( 0 , 1) ,要使

1
x

- 1
x1

<ε,

只要 | x - x1 | < | x1 x |ε即可 ,于是可取δ(ε, x) = | x1 x |ε> 0 ,则当

| x - x1 | <δ(ε, x )时 ,即有
1
x

-
1
x1

<ε.即知 y =
1
x
在 ( 0 , 1 )内任
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一点处均连续 .而当 x1 充分接近 (0 ,1 )区间的边界点 0 时 ,δ(ε, x)

也会充分小 ,但却无最小者 ,因此不存在一致连续所要求的与 x

无关的δ(ε) .证明如下 .

【证】 "ε> 0 ,取 x0 =
1
n
∈ ( 0 , 1 ) ,对 x =

1
n + 1
有

1
x

-
1
x0

= 1 ,显

然不能比小于 1 的任意正数ε小 , 即无法取到一致连续要求的

δ(ε) .因此在 (0 ,1 )内不一致连续 . 【证毕】

例 4 .3 .2  设 0 < c < 1 ,证明函数 y = sin
1
x
在[ c, 1 ]上一致连续 .

【证】 对任意ε> 0 及 " x0 , x∈[ c, 1 ] ,有

sin
1
x

- sin
1
x0

= 2 sin
x - x0

2 x0 x
· cos

x + x0

2 x0 x

≤
| x - x0 |

x0 x
≤

1
c2 | x - x0 | .

于是只须令
1
c2 | x - x0 | <ε,即可取δ(ε) = c2ε,则当 | x - x0 | <δ时

必有 sin
1
x

- sin
1
x0

<ε,因此 y = sin
1
x
在[ c, 1]上一致连续 .

【证毕】

3 . 闭区间上连续函数的性质

闭区间上连续函数的性质是分析函数微观与宏观性态的重要

理论基础 .这些性质包括下列内容 .以下假设 y = f ( x)在 [ a, b]上

连续 .

1°有界性  若 y = f ( x)在 [ a, b]上连续 ,则 y = f ( x )在 [ a, b]

上有界 ,即 " x∈[ a, b] , v M > 0 ,使 | f ( x) |≤M .

2°最大最小值定理  在[ a, b]上连续的 y = f ( x )必能在[ a, b]

上取到最大值与最小值 ,即v x1 , x2∈ [ a, b] ,使得

f ( x1 ) = max
x∈ [ a, b)

f ( x) , f ( x2 ) = min
x∈ [ a, b]

f ( x) .

  3°根的存在定理 (零点定理 )  在 [ a, b]上连续的函数 y =
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f ( x)若进一步有 f ( a) f ( b) < 0 ,则v x0∈ ( a, b)使得 f ( x0 ) = 0 .

这一结论可直观理解为[ a, b]上连续的 f ( x)若在两端点取得

异号值 ,则 y = f ( x )图形 (曲线 )必穿过 x轴 ,或理解为 y = f ( x)在

其连续的区间内任意两个取得异号值的点 x1 与 x2 之间必有

零点 .

4°介值定理  在 [ a, b]上连续的函数 y = f ( x )若进一步有

f ( a) < f ( b) ,则对满足 f ( a) <η< f ( b)的η必存在 x0 ∈ ( a, b) ,使

得 f ( x0 ) =η.

【注】 上述介值定理可视为零点定理的推论 ,只须引入 F( x) =

f ( x) -η,则 F( a) = f ( a) <η< 0 , F( b) = f ( b) -η> 0 ,于是存在

x0 ∈ ( a, b)使 F( x0 ) = 0 ,即 f ( x0 ) =η.

5°不动点定理  在[ a, b]上连续的函数 y = f ( x)若进一步满

足 a< f ( x ) < b,则必v x0∈ ( a, b)使得 f ( x0 ) = x0 .

【注】 首先 ,不动点定理的含义在于 : y = f ( x )连续且满足 a <

f ( x) < b时 ,方程 x = f ( x )在 ( a, b)内有解 ,即 F( x) = f ( x ) - x 有

零点 x0 .其次 ,这一结论亦可视为零点定理的推论 .请读者自己完

成证明 .

4 . 反函数的连续性

设 y = f ( x )在[ a, b]上严格单调连续 , f ( a) =α, f ( b) =β, 则

y = f ( x )的反函数 f - 1 ( y )在[α,β]上严格单调且连续 .

【注】 反函数问题应注意两种情况 :

1°若不换记号 ,则 y = f ( x )的反函数记为 x = f
- 1

( y) ;

2°若换记号 ,则常常记为 y = f
- 1

( x)或另记为 y =φ( x ) .

是否换记号 ,这要根据具体情况和需要决定 .

综例 4 .3 .1  设 f ( x)在 ( - ∞ , +∞ )上连续 , lim
x→∞

f ( x ) = 0 ,且至少

有一点 x1∈ ( - ∞ , + ∞ )使 f ( x1 ) > 0 .试证明 f ( x )在 ( - ∞ ,

+∞ )上有正的最大值 .
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【思路】 这里 x→∞是包括趋于正负无穷的两种情况 .首先 ,因为

lim
x→∞

f ( x ) = 0 , 又在 ( - ∞ , +∞ )上连续 ,则必然在 ( - ∞ , + ∞ )上

有界 ,又因为能取到正值 ,则应能取到正的最大值 .本题关键在于

如何表达这一思路 .

【证】 由 lim
x→∞

f ( x ) = 0 ,则对ε= f ( x1 ) > 0 , v X > | x1 |≥0 , 使当

| x | > X时 , | f ( x) | < f ( x1 ) .另一方面当 x∈[ - X , X] ,由于 f ( x)

连续 ,必有 x m∈[ - X , X ] , 使 f ( xm )为 [ - X, X ]上的最大值 , 且

x1 ∈[ - X , X] ,所以 f ( x m )≥ f ( x1 ) > 0 . 【证毕】

【技巧】 根据需要 ,正确运用极限 lim
x→∞

f ( x ) = 0 的定义 ,选取ε=

f ( x1 ) > 0 ,寻找到 X > | x1 |≥0 ,使问题立即转化为讨论闭区间

[ - X , X]及该区间之外的函数取值问题 ,而后运用闭区间上连续

函数的性质使问题得以解决 .

【寓意】 本题考查函数的极限及连续函数的性质 ,特别是闭区间

上连续函数的性质 .这个题目是考查分析函数宏观性态的一个典

型题目 .

综例 4 .3 .2  设 a1 < a2 < a3 ,讨论函数

f ( x) =
1

x - a1
+

1
x - a2

+
1

x - a3

的零点 .

【解】 首先 , f ( x )定义域为 ( - ∞ , a1 )∪ ( a1 , a2 )∪ ( a2 , a3 )∪ ( a3 ,

+∞ ) .

考查 f ( x )在点 x = a1 , x = a2 , x = a3 两侧的取值情况 ,设法利

用根的存在定理 .

取 x1 =
a1 + a2

2
,则有 a1 < x1 < a2 , x1 - a1 =

a2 - a1

2
, x1 - a2 =

a1 - a2

2
, f ( x1 ) =

1
x1 - a3

< 0 , 且对任意 x < a1 有 f ( x ) < 0 , 因此

f ( x)在 ( - ∞ , a1 )内无零点 .
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由 lim
x→ a

+
1

f ( x ) = +∞ , 则v x2 ∈ ( a1 , x1 ) , 使得 f ( x2 ) > 0 ,于是

必有ξ1∈ ( x2 , x1 )� ( a1 , a2 ) ,使得 f (ξ1 ) = 0 .

取 x3 =
a2 + a3

2
,则有 a2 < x3 < a3 , x3 - a2 =

a3 - a2

2
, x3 - a3 =

a2 - a3

2
, f ( x3 ) =

1
x3 - a1

> 0 ,且对任意 x > a3 均有 f ( x ) > 0 ,因此

f ( x)在 ( a3 , +∞ )内无零点 .

又因 lim
x→ a -

3

f ( x ) = - ∞ , 则有 x4 ∈ ( x3 , a3 )� ( a2 , a3 ) , 使得

f ( x4 ) < 0 ,于是v ξ2 ∈ ( x3 , x4 )� ( a2 , a3 )使得 f (ξ2 ) = 0 .另外 ,在

f ( x)的定义域的各区间内均有

f′( x ) = - 1
( x - a1 )

2 - 1
( x - a2 )

2 - 1
( x - a3 )

2 < 0 ,

即知 f ( x )在各定义区间内均为单调减函数 , 由此推知 f ( x )在

( a1 , a2 )及 ( a2 , a3 )内最多有一个零点。

综上分析 , f ( x )在 ( a1 , a2 )及 ( a2 , a3 )内各恰有一个零点 .

【解毕】

【注】 讨论 y = f ( x)在[ a, b]区间上的零点问题是一类重要课题 .

这类问题有两层含义 : 首先是存在性问题 ,闭区间上连续函数若

能在区间上取到异号值 ,则必存在 (至少有一个 )零点 ;其次是唯一

性问题 ,在取异号值的两点之间 , y = f ( x )单调时 ,则在该两点之

间有唯一的零点 .

综例 4 .3 .3  设 y = f ( x )在 [ 0 , 2 a]上连续 , 且 f ( 0 ) = f ( 2 a)≠

f ( a) .证明存在 x0 ∈ (0 , a) ,使得 f ( x0 ) = f ( x0 + a) .

【思路】 构造辅助函数 ,设法利用零点存在定理 .

【证】 取 F( x) = f ( x ) - f ( x + a) , 则 F( x)在 [ 0 , a]上连续 , 且

F( 0) = f (0 ) - f ( a) , F( a) = f ( a) - f ( 2 a) , F( 0) + F( a) = f (0 ) -

f ( 2 a) .又因为 f ( 0 ) = f ( 2 a) ,因此 F( 0 ) + F( a) = 0 ,即 F( 0 )·

F( a) < 0(异号 ) ,根据零点定理 , v x0∈ (0 , a) ,使得 F( x0 ) = 0 ,即有
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f ( x0 ) = f ( x0 + a) . 【证毕】

综例 4 .3 .4  设函数 y = f ( x )在[ 0 , +∞ )上有定义 ,在 x = 1 点处

连续 ,并且在[ 0 , + ∞ )上满足 f ( x
2

) = f ( x ) ,证明 : f ( x ) = c(常

数 ) , x∈[0 , +∞ ) .

【思路】 f ( x)在 x = 1 处连续 ,则 f ( 1)存在 ,且lim
x→1

f ( x ) = f ( 1) .

【证】 由 f ( x
2

) = f ( x) ,则 " x∈[0 , +∞ )有

f ( x ) = f ( x
1
2 ) = f ( x

1
4 ) = ⋯ = f ( x

1
2n ) ,

令 n→∞ (对[0 , +∞ )上的任意固定 x) ,则 lim
n→∞

x
1

2 n = 1 ,再由复合极

限运算法则即有lim
n→∞

f ( x
1

2n ) = lim
x→1

f ( x ) .又因为 f ( x )在 x = 1 处连

续 .最后得到

f ( x ) = lim
n→∞

f ( x
1

2 n ) = lim
x→ 1

f ( x) = f ( 1) .

  取 c = f (1 ) ,则 " x∈[0 , +∞ )有 f ( x ) = c . 【证毕】

综例 4 .3 .5  (压缩映像原理 )  设 y = f ( x )在 ( - ∞ , + ∞ )上有

定义 ,且对常数 q∈ ( 0 , 1)及 " x′, x″∈ ( - ∞ , +∞ )满足

| f ( x″) - f ( x′) |≤ q | x″- x′| . ( 4 .1)

试证明

(1 ) 对 ( - ∞ , +∞ )内任意一点 x0 ,由迭代公式 xk = f ( xk - 1 )

构成的序列{ xk | k = 0 , 1 , 2 ,⋯}有极限 (收敛 ) .

(2 ) 记 lim
k→∞

xk = x
*

,证明 x
*
是满足 x = f ( x )的唯一不动点 .

【思路】 利用柯西收敛准则证明 lim
k→∞

xk = x0 存在 ;再利用迭代关

系进一步证明 x0 为 x = f ( x)的不动点 .

【证】 (1 ) 由 xk = f ( xk - 1 ) ( k = 1 ,2 ,⋯ ) ,对任意正整数 p,考虑柯

西阶段差

| xn+ p - xn | = | xn+ p - xn+ p - 1 + xn + p - 1

- xn+ p - 2 + ⋯ + xn+ 1 - xn |

≤ | xn+ p - xn+ p - 1 | + | xn + p - 1 - xn+ p - 2 |
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+ ⋯ + | xn+ 1 - xn |

=∑
n+ p - 1

k = n

| xk+ 1 - xk |

由 (4 .1 )式 (称为利普希茨条件 )

| xk+ 1 - xk | = | f ( xk ) - f ( xk - 1 ) |≤q | xk - xk - 1 |

≤q
2

| x k - 1 - xk - 2 | ,

并且 ,由归纳法可有 | xk+ 1 - xk |≤ q
k
( x1 - x0 ) ( k = 0 , 1 , 2 ,⋯ ) .于

是 | xn+ p - xn | < ∑
n + p - 1

k = n

q k | x1 - x0 | < | x1 - x0 | ∑
∞

k = n

qk =

| x1 - x0 | qn

1 - q
.记常数

| x1 - x0 |
1 - q

= c, 则 "ε> 0 , 当 n > N =

ln ε
c

ln q
时 ,有 | xn+ p - xn | < ε,即{ xn } 为柯西序列 ,必有极限 ,记

lim
n→∞

xn = x * .

(2 ) 再次由 ( 4 .1) 式 ,并由 ( 1) 的结论 ,便有

| f ( xn+ p ) - f ( xn ) |≤ q | xn+ p - xn |

< | xn+ p - xn | < ε,

其中ε是任意正数 .于是 { f ( xn ) }亦为柯西序列 ,即lim
n→∞

f ( xn )存在 ,

由复合极限定理得到

lim
n→∞

f ( xn ) = f ( x
*

) .

另外还有lim
n→∞

f ( xn ) = lim
n→∞

xn - 1 = x * ,于是 x * 满足 x * = f ( x * ) ,即

x = x * 为 x = f ( x)的不动点 .至于 x * 的唯一性 ,可以反证如下 :

设珟x≠ x * 亦为 x = f ( x )的不动点 .则由题设条件可有 |珟x -

x
*

| = | f (珟x) - f ( x
*

) | < q |珟x - x
*

| ,其中 q < 1 ,因此上述不等式

为一个矛盾 ,即有珟x = x
*

,于是 , x
*
是唯一不动点 . 【证毕】

【注】 在 (1 )的证明中 , 限制ε< c(ε可任意小 ) ,并且 ln
ε
c
与 lnq

·55·第 4章  连 续 函 数



均为负数 .

综例 4 .3 .6  设 y = f ( x )在区间[ a, b]上有下界 ,但不能达到其下

确界 A .证明 :在[ a, b]上存在一个点列 { xn }使得 f ( xn )单调减少

趋于 A .

【思路】 运用下确界定义与极限定义 ,构造点列{ xn } .

【证】 (方法 1 )

由已知条件 " x∈[ a, b] , f ( x ) > A,另由下确界定义 , "ε> 0 ,

v x0 ∈[ a, b] ,使得 f ( x0 ) < A +ε.

取ε1 = 1 ,则v x1∈[ a, b] ,使得 A < f ( x1 ) < A + 1 .

取ε2 =
f ( x1 ) - A

2
> 0 , v x2∈ [ a, b] ,使得 A < f ( x2 ) < A +ε2

即有 A < f ( x2 ) < f ( x1 ) .如此取一串ε1 ,ε2 , ⋯ ,εn , 对于εn =

f ( xn - 1 ) - A
n

> 0 ,又v xn∈ [ a, b]使得 A < f ( xn ) < A +εn 即有

A < f ( xn ) < f ( xn - 1 ) .

  显然点列{ f ( xn ) }单调减少 ,而εn 满足

εn =
f ( xn - 1 ) - A

2
<
εn - 1

2
<
εn - 2

2
2 < ⋯ <

ε1
2

n - 1 .

  由 A < f ( xn ) < A +εn 运用夹逼准则 ,令 n→∞ ,则有lim
n→∞

f ( xn )

= A .

(方法 2 )

取ε1 = 1 , v x1∈[ a, b] ,使 A < f ( x1 ) < A + 1 .

取εn = min
1
n

,
f ( xn - 1 ) - A

2
, v xn∈ [ a, b]使

A < f ( xn ) < A +εn < A +
f ( xn - 1 ) - A

2
=

f ( xn - 1 ) + A
2

,

由于 A是 f ( x )在 [ a, b]上的下确界 , 而 xn∈ [ a, b] ,因此有 A <

f ( xn - 1 ) ,于是 A < f ( xn ) < f ( xn - 1 ) , 即 { f ( xn ) }单调减 .由 A <

f ( xn ) < A +εn ,注意到lim
n→ 0
εn = 0 ,由夹逼准则 ,得到 lim

n→∞
f ( xn ) = A .
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(方法 3 )

取ε= 1 , v x1∈[ a, b]使得 A < f ( x1 ) < A + 1 ,对取值落入区

间 ( A, f ( x1 ) )的所有 f ( x )构成的点集仍有界 , 且仍以 A 为下确

界 .因此可如下选取ε2 ,⋯ ,εn ,令ε2 =
1
2

, v f ( x2 )∈ ( A, f ( x1 ) ) ,

使得 A < f ( x2 ) < A +
1
2

, ⋯ , 令εn =
1
n

, 又 v f ( xn ) ∈ ( A,

f ( xn - 1 ) ) ,使得 A < f ( xn ) < A +
1
n

.显然点列 { f ( xn ) }单调减少 ,

且再次由夹逼定理得到lim
n→∞

f ( xn ) = A . 【证毕】

【寓意】 正确理解并掌握该题的分析方法 ,对学好极限概念与确

界概念会有很大帮助 .
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第 5章　导数定义与微分概念

5 .1  引   言

  函数 y = f ( x )在 x = x0 处有导数存在 (或可微 ) ,是由极限定

义描述的 .而导数本身又是对函数本身性态的一个深刻表征 ,用导

数去描述函数的性态 ,成为用数学描述客观世界的一个精辟手段 ,

同时又是用其他数学概念描述客观世界的入门与基础 .

这一段内容的学习重点是导数的背景与定义 ,导数定义的各

种等价性描述 ,导数与微分的关系 ,导数对一个函数性态的影响与

作用 .

5 .2  导数定义及其等价性 (变形 )描述

导数的背景是平均变化率的极限 .具体背景应掌握几种常见

物理量 (或现象 )的描述 ,例如速度、速率 (包括冰雪的融解速率 )、

液体的挥发速率、灯光下移动物体的影子变化率、水库泄水速率、

药物的反应速率等 , 所有这些现象均可用导数概念做出精确的

描述 .

1 . 定义与概念

设 y = f ( x )在某邻域 N( x0 ,δ)内有定义 , " x∈ N ( x0 ,δ) ,记

Δx = x - x0 ,Δy =Δf = f ( x0 +Δx) - f ( x0 ) ,若极限

lim
Δ x→ 0

Δf
Δx

= A

存在 ,则称 A为 f ( x)在 x0 处的导数 ,记为



lim
Δ x→ 0

Δ f
Δx

= f′( x0 ) . ( 5 .1)

  应注意到 ,Δx→0 的方式是任意的 ,特别对Δx→0
+
与Δx→

0
-
时 ,极限存在的两种情况 ,分别称两个极限值为 f ( x )在 x0 处

的右导数与左导数 ,并记为 f′( x
+

0 )与 f′( x
-

0 ) .

对极限 (5 .1 )中的记号Δx,在极限运算完成后便会消失 ,因而

它只是一个运算记号 ,可以任意 (需要时 )用其他记号取代Δx .比

如下列两式与 (5 .1 )式等价 :

lim
h→ 0

f ( x0 + h) - f ( x0 )
h

= f′( x0 ) , ( 5 .2)

lim
h→∞

h f x0 + 1
h

- f ( x0 ) = f′( x0 ) . ( 5 .3)

例 5 .2 .1  设 f ( x)在 x0 附近有定义 ,则下列选项中 ,与 f′( x0 )存

在不等价的是 (单项选择 ) .

( A ) lim
x→ 0

f ( x0 + k x) - f ( x0 )
x

存在 ( k≠0 或 1 ) ;

( B) lim
x→ 0

f ( x0 +α( x ) ) - f ( x0 )
α( x)

,其中α( x ) > 0 ,且lim
x→0
α( x ) = 0 ;

( C) lim
x→∞

x f x0 -
1
x

- f ( x0 ) 存在 ;

(D ) lim
x→ 0

f ( x0 - x) - f ( x0 )
sin x

存在 .

【解】 应选 ( B) .因为 ( B)的极限形式只能说明右导数 f′( x
+

0 )存

在 .对 ( A ) ,只须令 k x = t ,则 x→0 时 t→0 ,且该极限值为 k f′( x0 ) .

对 ( C) ,只须令 x =
1
t

,则 x→∞时 t→0 ,且该极限值为 - f′( x0 ) .

(D )也是与 f′( x0 )存在相等价的 ,并且极限

lim
x→ 0

f ( x0 - x) - f ( x0 )
sin x

= lim
x→ 0

f ( x0 - x) - f ( x0 )
- x

·
- x

sin x

存在 ; 又 因 为 lim
x→ 0

- x
sin x

= - 1 , 由 极 限 运 算 法 则 , 极 限
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lim
x→0

f ( x0 - x) - f ( x0 )
- x

亦存在 , 且为 f′( x0 ) .因此 (D )的极限值为

- f′( x0 ) . 【解毕】

例 5 .2 .2  设 f ( x )在 x = a的某邻域内有定义 ,则 f ( x )在 x = a

处可导的一个充分条件是 (单项选择 ) .

( A ) lim
h→ + ∞

h f a +
1
h

- f ( a) 存在 ;

( B) lim
h→0

1
2 h

[ f ( a + h) - f ( a - h) ]存在 ;

( C) lim
h→ 0

1
h

[ f ( a + 2 h) - f ( a + h) ]存在 ;

(D ) lim
h→0

1
h

[ f ( a) - f ( a - h) ]存在 .

【解】 选项 (D )正确 .且

lim
h→0

1
h

( f ( a) - f ( a - h) ) = lim
h→0

f ( a - h) - f ( a)
- h

= lim
h→0

f ( a + h) - f ( a)
h

= f′( a) .

( A ) 只能说明右导数 f′( a)存在 . ( B )与 ( C )的极限式中没有

f ( a) ,无法构成 f′( a)存在的条件 . 【解毕】

例 5 .2 .3  设 f′( a)存在 ,则极限 lim
h→0

1
h

( f ( a + h) - f ( a - h) ) =

.

【解】 lim
h→0

1
h

( f ( a + h) - f ( a - h) )

= lim
h→0

( f ( a + h) - f ( a) ) - ( f ( a - h) - f ( a) )
h

= lim
h→0

f ( a + h) - f ( a)
h

+ lim
h→0

f ( a - h) - f ( a)
- h

= f′( a) + f′( a) = 2 f′( a) . 【解毕】

例5 .2 .4  设 f ( x )在 x = 0 某邻域内可导 , x≠0 时 f ( x)≠0 ,已知
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f ( 0) = 0 , f′(0 ) = 2 ,求极限lim
x→0

( 1 - 2 f ( x) )
1

sinx .

【思路】 本题极限状态为“1∞”型 ,设法用标准极限 .

【解】 lim
x→0

( 1 - 2 f ( x) )
1

sinx = lim
x→0

( 1 - 2 f ( x) )
- 1

2 f ( x)
·

- 2 f ( x)
sinx .

由复合极限运算法则 ,只须求lim
x→ 0

- 2 f ( x)
sin x
即可 .

lim
x→ 0

- 2 f ( x)
sin x

= lim
x→0

- 2( f ( x) - f ( 0) )
x

·
x

sin x

= - 2 f′(0 ) = - 4 ,

因此原极限为 e - 4 . 【解毕】

例 5 .2 .5  设 f ( x )在 (0 , +∞ )上连续 , " x1 , x2 ∈ (0 , + ∞ )满足

f ( x1 x2 ) = f ( x1 ) + f ( x2 ) ,已知 f′( 1 )存在且 f′( 1 ) = 1 , 试证明

f ( x)在 (0 , +∞ )内可导 ,并求 f′( x ) .

【思路】 利用已知等式及 f′(1 )存在性 ,利用导数定义 .

【解】 Δ f = f ( x + Δx ) - f ( x ) = f x 1 +
Δx

x
- f ( x ) =

f 1 +
Δx

x
,上述最后一个等号用到了 f x 1 +

Δx
x

= f ( x ) +

f 1 +
Δx

x
.对已知等式令 x1 = 1 得到 f ( x2 ) = f ( 1 ) + f ( x2 ) , 于

是 f (1 ) = 0 ,因为 f′( 1 )存在 ,在此条件下利用导数定义 ,对任意

x∈ (0 , +∞ )考查 f′( x)的存在性 .

lim
Δ x→ 0

Δ f
Δx

= lim
Δx→ 0

f 1 +
Δx

x
Δx

= lim
Δx→ 0

f 1 +
Δx

x
- f (1 )

Δx
x

· 1
x

= f′(1 )
x

,

所以 f′( x)存在且 f′( x ) =
f′(1 )

x
.
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应注意到上述极限中 x为参数 ,Δx 为变量 ,最后一个等号是用到

了 f′(1 )存在的定义 . 【解毕】

例 5 .2 .6  设 f ( x) , g( x )定义在 ( - 1 , 1)上 ,且都在 x = 0 处连续 ,

若 f ( x) =
g( x)/ x, x≠0 ,

2 , x = 0 .
  则 (单项选择 ) .

( A ) lim
x→ 0

g( x) = 0 且 g′(0 ) = 0;

( B) lim
x→ 0

g( x) = 0 且 g′( 0) = 1;

( C) lim
x→ 0

g( x) = 1 且 g′(0 ) = 0 ;

(D ) lim
x→ 0

g( x) = 0 且 g′( 0) = 2 .

【解】 正确选项为 (D ) .

因为 f ( x)在 x = 0 处连续 , 则 lim
x→0

g( x)
x

= 2 (存在 ) , 于是必有

lim
x→0

g( x) = 0;又因为 g( x)在 x = 0 处连续 ,因此 g( 0 ) = 0 .按导数

定义的极限构造再次考查极限 lim
x→0

g( x)
x

= lim
x→0

g( x) - g(0 )
x

= g′( 0)

= 2 . 【解毕】

2 . 导数定义的等价性描述与微分概念

常用的导数定义等价性描述有以下 3 种 (以下均假设 f ( x )在

某邻域 N ( x0 ,δ0 )内有定义 ) :

1°"ε> 0 , v δ> 0(δ<δ0 ) ,使当 x∈ N ( x0 ,δ)时有

f ( x) - f ( x0 )
Δx

- A <ε,Δx = x - x0 ,

则 f ( x)在 x0 处可导 ,且必有 f′( x0 ) = A .

2°
Δ f
Δx
满足
Δ f
Δx

= A +α(Δx ) , 其中 Δ f = f ( x ) - f ( x0 ) 且

lim
Δ x→0
α(Δx) = 0 ,则 f ( x)在 x0 处可导 ,且 f′( x0 ) = A .

3°Δ f = f ( x) - f ( x0 ) = f ( x0 +Δx) - f ( x0 )满足

Δf = A·Δx +α(Δx)·Δx, ( 5 .4)
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其中 lim
Δ x→0
α(Δx) = 0 ,则 f ( x )在 x0 处可微 ,亦称为可导 ,且 f′( x0 )

= A .记Δx = d x ,则称 A·Δx = Ad x = f′( x0 )Δx 为 f ( x )在 x0 处

的微分 ,它是 ( 5 .4)式所表达函数增量Δ f 的线性主部 , ( 5 .4 )式的

第二项显然为Δx的高阶无穷小量 .

3 . 导数的简单性质

1° f′( x0 )存在等价于左导数 f′( x
-

0 )与右导数 f′( x
+

0 )均存在

且相等 .

2° f ( x )在 x0 处可导 ,必在 x0 处连续 .进一步可知 f ( x)在 x0

的某邻域内有界 .

3° f′( x0 ) = tanθ0 = k0 ( f ) ,其中θ0 为曲线 y = f ( x)在 x0 处切

线与 x轴正向夹角 , k0 ( f )为该切线的斜率 .

例 5 .2 .7  设函数

f ( x ) =
| x | sin 1

x
2 , x≠ 0 ,

0 , x = 0 .

则 f ( x)在 x = 0 处必有 (单项选择 ) . ( 1993 年考研题 )

( A ) 极限不存在 ;    ( B) 极限存在但不连续 ;

( C) 连续但不可导 ; (D ) 可导 .

【解】 正确选项为 ( C) .

首先 , lim
x→ 0

f ( x) = lim
x→ 0

| x | sin
1
x2 = 0 = f ( 0) (无穷小量与有界

函数之积 ) ,因此 f ( x )在 x = 0 处连续 .再考查可导性 , 按导数定

义 ,极限lim
x→ 0

f ( x ) - f ( 0)
x

= lim
x→ 0

| x |
x

sin
1
x

2不存在 ,于是 f′( 0)不存

在 . 【解毕】

例 5 .2 .8   设 Δy =
y

1 + x
Δx + α(Δx ) , 其中 α(Δx ) 满足

lim
Δ x→0

α(Δx)
Δx

= 0 ,若已知 y( 2) = 5 ,求 y′(2 ) = ?
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【解】 由Δy =
y

1 + x
Δx +α(Δx)知函数增量已经表达为Δx的线

性函数与Δx之高阶无穷小量之和 , 则 y = y ( x)必在 x = 2 处可

导 ,且 y′(2 ) =
y

1 + x x = 2
=

5
3

. 【解毕】

5 .3  导函数与导数零点定理

当 y = f ( x)在区间 ( a, b)或[ a, b]上每一点均可导时 ,称 f ( x)

在该区间上可导 .显然 ,在闭区间上可导时 ,在该区间端点系指单

侧导数存在 .在区间上可导时 ,其导函数 f′( x )的微观与宏观性态

研究是一个重要问题 ,这时应把 f′( x )作为一个普通函数对待 ,即

前面说过的函数基本性质以及连续的性质所包括的研究方法均对

f′( x)适用 .对 f′( x )仍然可以讨论它的连续性与可导 (可微 )性 .

读者了解并掌握 f′( x)以下两类基本性质是重要的 :

1 .导数 f′( x)在一点 x0 处取正 (负 )值所决定的 f ( x)微观性

态———局部增减性

1°设 y = f ( x)在某邻域 N ( x0 ,δ0 )内有定义 ,且 f′( x0 ) > 0 ,

则v N ( x0 ,δ)� N ( x0 ,δ0 ) ,使对 N ( x0 ,δ)内的任意 x ,若当 x > x0

时 ,有 f ( x ) > f ( x0 ) ,当 x < x0 时 , f ( x ) < f ( x0 ) .

2°条件同 1°,但 f′( x0 ) < 0 ,则v N ( x0 ,δ)� N ( x0 ,δ0 ) ,使对

N ( x0 ,δ)内任意 x > x0 , f ( x) < f ( x0 ) ,而对 x < x0 , f ( x ) > f ( x0 ) .

上述微观性态可以称为 f ( x)的局部增减性 .取 1°证明如下 :

设 f′( x0 ) > 0 ,则 "ε> 0 , v N ( x0 ,δ)� N ( x0 ,δ0 ) ,使对 " x∈

N ( x0 ,δ)有

f′( x0 ) - ε<
Δ f
Δx

< f′( x0 ) +ε.

  特别取ε=
1
2

f′( x0 ) > 0 ,则有
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Δf
Δx

>
1
2

f′( x0 ) > 0 ,

即
f ( x ) - f ( x0 )

x - x0
> 0 , 因此 x0 处的Δ f 与Δx 同号 , 当 x > x0 时 ,

f ( x) > f ( x0 ) ,而当 x < x0 时 , f ( x) < f ( x0 ) .

读者可完成上述 2°的证明 .

2 . 导数零点定理及其推论

首先应指出 ,这里讨论的问题是一个极为重要的结论 .

考虑导函数 f′( x )在区间 [ a, b]上的情况 , 若 f′( a+ ) f′( b- )

< 0(异号 ) ,又当 f′( x )连续时 , 则必然有 (至少有一个 ) x0 ∈ ( a,

b) ,使得 f′( x0 ) = 0 ,这是连续函数零点定理决定的结论 .若将上

述 f′( x )连续的条件取消 , 则结论仍然正确 , 这便是导数零点定

理 .命题如下 :

设 f ( x)在 [ a, b]上可导 ,且 f′( a
+

) f′( b
-

) < 0 ,则必v x0 ∈

( a, b) ,使得 f′( x0 ) = 0 .

关于这一命题的证明 ,我们留在第 6 章 ,作为费马定理应用的

例题去完成 (例 6 .2 .1 ) .

由导数零点定理可以直接得到以下重要推论 .命题如下 :

设在[ a, b]上 f′( x)≠0 ,则 f′( x )在[ a, b]上定号 ,即恒为正或

恒为负 .或换言之 ,若v x1 ∈[ a, b]使得 f′( x1 ) > 0 ,则 " x∈ [ a, b]

均有 f′( x ) > 0;若v x2∈[ a, b]使得 f′( x2 ) < 0 ,则 " x∈ [ a, b]均

有 f′( x) < 0 .

给出上述推论的思路是用导数零点定理反证这一结论 .应该

指出 ,导数零点定理的意义与连续函数零点定理的意义有所不同 .

例 5 .3 .1  设 f ( x)为可导函数 ,且满足lim
x→ 0

f (1 ) - f ( 1 - x)
2 x

= - 1 ,

则曲线 y = f ( x )在点 ( 1 , f (1 ) )处切线的斜率为 (单项选择 ) .

( A ) 2;  (B) - 1;  ( C)
1
2

;  (D ) - 2 .
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【解】 已知极限等式显然与 f′(1 )的定义在形式上有关系 ,且

lim
x→0

f (1 ) - f (1 - x)
2 x

= lim
x→ 0

f ( 1 - x ) - f (1 )
- x

·
1
2

=
1
2

f′( 1) = - 1 ,

所以 f′(1 ) = - 2 ,即所求切线斜率为 k = - 2 ,答案为 (D) .【解毕】

例 5 .3 .2  设δ> 0 , f ( x)在区间 ( -δ,δ)内有定义 ,若当 x∈ ( -δ,

δ)时 ,恒有 | f ( x ) |≤ x
2

,则 x = 0 必是 f ( x )的 (单项选择 ) .

( A ) 间断点 ;         ( B) 连续而不可导的点 ;

( C) 可导的点 ,且 f′(0 ) = 0 ; (D ) 可导的点 ,且 f′(0 )≠0 .

【解】 由已知条件 0≤ | f ( x ) |≤ x2 ,令 x→ 0 , 由夹逼准则可得

lim
x→0

| f ( x) | = 0 ,由此可知lim
x→ 0

f ( x) = 0 ,并且因为 0≤ | f ( 0) |≤0 ,则

必有 f (0 ) = 0 ,于是 f ( x)在 x = 0 处连续 .

  其次考虑 0≤
f ( x)

x
≤ | x | ,令 x→0 则有lim

x→ 0

f ( x)
x

= 0 .考

虑到 f ( 0 ) = 0 , 则 | f′( 0 ) | = lim
x→ 0

f ( x ) - f ( 0)
x - 0

= 0 , 即有

lim
x→0

f ( x) - f (0 )
x - 0

= 0(存在 ) , 并且 f′( 0 ) = 0 , 因此正确选项应

为 ( C) . 【解毕】

关于导数零点定理的应用例题 ,请注意第 6 章与第 9 章的部

分内容 .

5 .4  导数公式与微分法

本节内容主要是导数的计算方法 ,核心是复合函数的导数计

算 ,一个难点是反函数的导数计算 .

1 . 基本运算公式

以下涉及的 f ( x) , g( x)均为可导函数
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  1°( a f ( x) + bg( x) + c)′= a f′( x ) + bg′( x) . ( 5 .5)

  2°( f ( x)· g( x) )′= f′( x ) g( x) + f ( x) g′( x) . ( 5 .6)

  3°
f ( x)
g( x)
′=

f′( x) g( x) - f ( x ) g′( x )
g2 ( x )

 ( g( x )≠0 ) . ( 5 .7)

  4°复合运算  设 y = f ( u)在点 u可导 , u =φ( x)在 x 点可导 ,

则 y = f (φ( x) )在 x点可导 ,且 y′= f′(φ( x ) )·φ′( x) ,或记为

d y
d x

= d f
d u
·d u

d x
. ( 5 .8)

2 . 反函数微分法

设 y = f ( x )在 x0 处可导 ,且 f′( x0 )≠ 0 ,又 f ( x )在某邻域

N ( x0 ,δ)内连续且严格单调增加 (或减少 ) , 则 y = f ( x )的反函数

x =φ( y) = f
- 1

( y)在 y0 处可导 ,且

φ′( y0 ) =
1

f′( x0 )
,其中 y0 = f ( x0 ) . ( 5 .9)

【注】 上述反函数导数的公式中没有改变自变量记号 .

3 . 隐函数微分法

设 F( x , y) = 0 ,且 F′y≠0 ,则由 F( x, y) = 0 可以在满足 F′y≠0

的 ( x0 , y0 )某邻域内确定一个单值函数 y = y( x) .这种隐函数的微

分法只有在多元函数的微分学中给出更精确的描述 ,读者可参见

多元函数微分部分的隐函数微分法有关内容 .这里我们只强调形

式上的求导运算 .

将 y = y( x)代入到 F( x , y) = 0 便得到恒等式

F( x , y ( x) ) = 0 , (5 .10)

两边关于 x求导可得到 F′x + F′y· y′( x) = 0 ,由此得到

y′( x ) = -
F′x
F′y

. (5 .11)

4 . 参数方程微分法

设
x = x( t) ,

y = y( t)  (α≤ t≤β) .
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当 x′( t)≠0 ,即 x = x( t)满足反函数存在条件时可确定 y = y( x)

的函数关系 ,并且

y′x = y′( t)
x′( t)

= d y( t)
d x( t)

, (5 .12)

  值得注意的是参数微分公式用于求二阶导数 y″( x )时要特别

谨慎 ,不能误认为 y″x =
y″( t)
x″( t)

.应该是

y″x =
d

d x( t)
d y( t)
d x( t)

. (5 .13)

5 . 乘积的高阶导数公式 (莱布尼茨公式 )

设 f ( x) = u( x)· v( x) ,若 u ( x)与 v ( x)具有 n阶导数 , 则

f ( x)亦具有 n阶导数 ,且

f ( n) ( x ) =∑
n

k = 0

Ck
n u( n - k) ( x) v( k) ( x)

= u
( n)

v + n u
( n - 1 )

v′+
n( n - 1)

2 !
u

( n - 2 )
v″

+ ⋯ + uv
( n)

. (5 .14)

例 5 .4 .1   设曲线 y = y( x)由方程 x y + ln y = 1 确定 ,求 x0 = 1

处该曲线的法线方程 .

【解】 这是隐函数求导数问题 , 核心是求切线的斜率 .首先求

x0 = 1处的 y0 值 ,在 x y + ln y = 1 中令 x0 = 1 ,则有 y + ln y = 1 ,不

易直接解出 y0 ,若对初等函数很熟悉 ,则可看出 y0 = 1 .我们用下

列方法确定 y0 :

当 y < 1 时 , y + ln y < 1;当 y > 1 时 , y + ln y > 1;由实数的比较

公理 (实数α与β只在大于、小于、等于三种情况中取一 ) , 只能有

y0 = 1 满足 y + ln y = 1 .由题设条件 , x y + ln y - 1 = 0 可视为 F( x,

y) = 0 ,事实上直接对已知等式两端关于 x求导数即有

y + x y′x +
1
y

y′x = 0 ,
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解出 y′x =
- y

1 +
1
y

.

  令 x = 1 且 y = 1 即有 y′x
( 1 , 1 )

= -
1
2

= k( f ) ,则法线斜率应为

N = 2 ,法线方程为 y = 2 x - 1 . 【解毕】

例 5 .4 .2  设 y = y( x)由
x = ln t,

y =
3

t .
确定 ,求 y″x .

【解】 y′x =
d y( t)
d x( t)

=
1
3

3

t,

y″x =
d

d x
d y
d x

=
d ( y′x )

d t
d x
d t

=

1
9

t- 2/ 3

1
t

=
1
9

3

t . 【解毕】

例 5 .4 .3  设 f ( x) = sin
x
2

+ cos2 x ,则 f
( 27 )

(π) = .

【解】 sin
x
2
的奇数阶导数是某常数乘以 cos

x
2

,在 x =π处取值

为零 .而 cos2 x的奇数阶导数为某常数乘以 sin2 x,在 x =π处取值

亦为零 .因此 f
( 27 )

(π) = 0 . 【解毕】

例 5 .4 .4  设 f ( x) = ln( 2 - 3 x) ,则 f ( 1 0 ) ( x ) = (单项选择 ) .

( A )
- 3

10
·10 !

( 2 - 3 x)
11 ;     ( B)

3
1 0
·9 !

( 2 - 3 x)
10 ;

( C)
3

10
·10 !

( 2 - 3 x)
11 ; ( D)

- 3
10
·9 !

( 2 - 3 x)
10 .

【解】 正确选项为 (D ) .

首先 ,这一导函数的分母不能是 ( 2 - 3 x)
11

, 因此 ( A) , ( C )显

然不正确 .其次 , 符号应为 ( - 1 )
9 + 10

= - 1 ,其中复合导数运算有
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10 次负号 ,而负幂函数求导共 9 次 ,应有 9 次负号出现 ,因此只有

(D )正确 . 【解毕】

例 5 .4 .5  设曲线 y = x2 n在点 ( 1 , 1 )处的切线与 x轴交点为 (λn ,

0) ,求 lim
n→ + ∞
λ

n
n .

【解】 y′= 2 nx
2 n - 1

, y′(1 ) = 2 n,切线方程为 Y - 1 = 2 n( X - 1 ) .令

Y = 0 ,则 X =
2 n - 1

2 n
,即λn =

2 n - 1
2 n

= 1 -
1
2 n

, lim
n→∞
λn

n = lim
n→∞

1 -
1

2 n

n

= lim
n→∞

1 -
1

2 n

- 2 n - 1
2

= e
- 1

2 . 【解毕】

例 5 .4 .6  设 y = y( x)由方程 x
y2

+ y
2
ln x + 4 = 0 确定 ,求

d y
d x

.

【解】 x
y2

+ y
2
ln x + 4 = 0 , 即 e

y2 l n x
+ y

2
ln x + 4 = 0 , 求导得

(1 + x
y2

)
y

2

x
+ 2 y

d y
d x

ln x = 0 , 注意到 1 + x
y2

≠ 0 , 因此
y

2

x
+

(2 yln x)
d y
d x

= 0 .即
d y
d x

= -
y

2

( 2 x yln x)
= -

y
2 xln x

. 【解毕】

例 5 .4 .7  设 f ( x) = ( x + 1 )
2
ln (1 - x) ,求 f

( n)
( - 1 ) .

【解】 两个函数乘积的 n 阶导数 , 一般应利用莱布尼茨公式

(5 .13) ,注意到 f ( x )表达式的第一个因子为幂函数形式 ,它的 3

阶或大于 3 阶的导数均为零 .于是 f
( n)

( x)的非零项只有 3 项 .

【解】 f
( n)

( x) =
( - 1)

n - 1
( n - 1 ) !

( x - 1 )
n ( x + 1 )

2

+ 2 n·
( - 1)

n - 2
( n - 2 ) !

( x - 1 )
n - 1 ( x + 1)

+
n( n - 1)

2
·2·

( - 1 )
n - 3

( n - 3) !
( x - 1)

n - 2 ,

f ( n) ( - 1) = n( n - 1 )
- ( n - 3) !

2
n - 2 = -

n !
2

n - 2
( n - 2 )

.

【注】 求 f
( n)

( - 1)也可运用泰勒公式 ,将 ln ( 1 - x)在 x = - 1 处

展为 n阶泰勒公式 ,并且将第一个因子 ( 1 + x)
2
与之相乘再合并 ,
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与 f ( x)的 n阶泰勒公式比较 x n 的系数 ,即可直接得到 f ( n ) ( - 1) .

请读者用此方法作为练习 .

例5 .4 .8  设 f ( x )在 x = 0 某邻域内可导 ,且 f (0 ) = 1 , f′( 0) = 2 ,

求极限lim
n→∞

f
1
n

1
n

1 - cos 1
n

.

【解】 (方法 1 )

令 xn =
1
n

,则当 n→∞时 , xn→0 ,考虑极限

lim
x→ 0

[ f ( x) ]
x

1 - cos x = lim
x→ 0

[ 1 + f ( x) - 1 ]
x

1 - co s x

= lim
x→ 0

[ (1 + f ( x) - 1)
1

f ( x) - 1 ]
[ f ( x) - 1 ] x

1 - co s x .

而 lim
x→ 0

[ f ( x) - 1 ] x
1 - cos x

= lim
x→ 0

[ f ( x) - 1] x
1
2

x
2

= 2 lim
x→0

f ( x) - 1
x

= 2 lim
x→0

f ( x) - f ( 0)
x - 0

= 2 f′( 0) = 4 .

由复合极限运算法则便得到

lim
x→0

[ f ( x) ]
x

1 - cos x = e
4

.

所以lim
n→∞

f
1
n

1
n

1 - cos 1
n

= lim
x

n
→0

[ f ( xn ) ]
x

n
1 - co s x

n = lim
x→0

[ f ( x ) ]
x

1 - co s x = e4 .

(方法 2 )

令 xn =
1
n

, 则当 n→∞时 , xn → 0 .因为 lim
x→ 0

[ f ( x ) ]
x

1 - cos x =

lim
x→0

e
x

1 - cos x
ln f ( x)

, 而 lim
x→0

xln f ( x )
1 - cos x

= lim
x→ 0

xln f ( x)
1
2

x2
= 2 lim

x→ 0

ln f ( x )
x

=
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2 lim
x→0

ln f ( x) - ln f ( 0)
x - 0

= 2 [ ln f ( x) ]′
x = 0

= 2
f′( 0)
f (0 )

= 4 .

所以lim
n→∞

f
1
n

1
n

1 - cos 1
n

= lim
x

n
→0

[ f ( xn ) ]
x

n
1 - co s xn = lim

x→0
[ f ( x ) ]

x
1 - co s x = e

4
.

【解毕】

【注】 (1 ) 若由lim
x→ 0

[ f ( x) - 1] x
1
2

x2

= 2 lim
x→0

f ( x ) - 1
x

= 2 lim
x→ 0

f′( x)
1

= 4

得出lim
x→0

[ f ( x) ]
x

1 - cos x = e
4
是错误的 , 因 f′( x )未必连续 ,只是已知

f′( 0) = 2 .

(2 ) 若对整标变量求导数 ,也是错误的 .应特别注意 ,在极限

运算中 ,对序列极限必须引入一个相应的连续函数 ,才可以运用导

数定义或导数运算 .

例 5 .4 .9  设 f ( x )为单调可导函数 , 其反函数为 g ( x) , 且已知

f ( 1) = 2 , f′( 1) = -
1

3
, f″( 1) = 1 .求 :

(1 ) g″( 2) ,

(2 ) 极限lim
x→ 0

f ( 1 - x) - f (1 )
2 x

.

【解】 (1 ) 首先应注意到 f ( x )的反函数记为 g( x) , 这里已经交

换了变量记号 ,实际上有

x = f ( y) = f ( g( x) ) .

由上式两端对 x 求导数得到 1 = f′( y ) · y′x , 因此 y′x
x = 2

=

[ f′(1 ) ]
- 1

= - 3 = g′(2 ) .

对前 面一 阶 导数 所得 等 式再 次 关 于 x 求导 数 得 到

f″( y) ( y′x )2 + f′( y)· y″x = 0 ,很显然 y″x = g″( x ) = -
f″( y ) ( y′x )2

f′( y )
,
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令 x = 2 且 y = 1 (原记号为 x = 1 , f ( 1 ) = 2 ) 则得到 g″( 2 ) =

f″(1 ) ( - 3 )
2

3
3

= 3 3 .

(2 ) lim
x→ 0

f ( 1 - x) - f (1 )
2 x

= -
1
2

f′(1 ) =
3

6
. 【解毕】

【注】 上述解法用了记号 y = g( x) ,如下做法应更为方便一些 .由

反函数导数关系可有 (不换记号 ) f′( x)· g′( y ) = 1 ,令 x = 1 ,则应

有 y = 2 , g′( 2 ) = - 3 ,再关于 x 求一次导数便有 f″( x) g′( x ) +

[ f′( x ) ]2 g″( y ) = 0 ,再令 x = 1 , y = 2 ,解出 g″(2 )即可 .

例 5 .4 .10  若二次曲线 y = ax2 + bx + c( 0 < x < 1 ) ,将两条曲线

L1∶ y = e
x

( - ∞ < x≤ 0 ) , L2∶ y =
1
x

( 1 ≤ x < + ∞ )

  连接成处处有切线的曲线 ,则该二次曲线为 y = .

【解】 本题相当于讨论下列函数的可导性

f ( x ) =

e x , x≤ 0 ,

ax2 + bx + c, 0 < x < 1 ,

1
x

, x≥ 1 .

由在 x = 0 处的连续性 ,则 lim
x→0 -

f ( x) = lim
x→ 0 -

e
x

= 1 ,且 lim
x→0 +

f ( x ) = c,

即 c = 1 .再由 x = 1 处的连续性 ,由左右极限相等可得 a + b + c =

1 ,即有 a+ b= 0 .再由 x = 0 处的可导性 , f′( 0
-

) = f′(0
+

) ,即有 b

= 1 ,最后得到 a = - 1 ,并可验证 ,在 x = 1 处 , f ( x )亦可导 .于是该

二次曲线为 y = f ( x ) = - x2 + x + 1 . 【解毕】

例5 .4 .11  设�( x )与 f ( x )为可导函数 , y = f (�( x ) )cos
1
x

,则 d y

= .

【解】 运用导数或微分的乘法公式即得到

 d y = f′(�( x ) )�′( x)cos
1
x

+
1
x

2 f (�( x) ) sin
1
x

d x . 【解毕】
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例 5 .4 .12  求极限 lim
x→∞

x2 (e - cos
1
x - e - 1 ) .

【解】 本题考察无穷小量的比阶与等价无穷小量替换 .

原式 = lim
x→∞

e
- 1

x
2

(e
1 - co s 1

x - 1 ) = lim
x→∞

e
- 1

x
2 1 - cos 1

x

= lim
x→∞

e
- 1

x
2
·

1
2 x

2 =
1

2e
. 【解毕】

例 5 .4 .13  设 f ( x )为可导函数 ,且 f (0 ) = f′( 0) = 1 ,求极限

lim
x→ 0

f ( sin x) - 1
ln f ( x)

.

【思路】 极限状态属于
“0”

0
型 ,设法运用等价无穷小量替换 ,利用

已知 f′(0 ) = 1 存在的条件 ,将极限运算与导数定义相联系 .

【解】 原极限

= lim
x→ 0

f ( sin x) - 1
sin x
·

sin x
ln( 1 + f ( x) - 1)

= lim
x→ 0

f ( sin x) - 1
sin x
·lim

x→ 0

1

ln( 1 + f ( x) - 1)
1

sin x

.

由 f (0 ) = f′( 0) = 1 知道第一个极限存在且为 f′( 0) ,对第二个极

限 ,只须考虑极限

lim
x→0

( 1 + f ( x) - 1)
1

sin x = lim
x→0

( 1 + f ( x) - 1)
1

f ( x) - 1
·

f ( x) - 1
x

= lim
x→0

( 1 + f ( x) - 1)
1

f ( x) - 1
f ( x) - 1

x .

注意到上式指数部分极限可与导数定义联系 ,且因 f ( 0) = 0 ,于是

lim
x→0

f ( x) - 1
x

= lim
x→0

f ( x) - f (0 )
x - 0

= f′(0 ) = 1 ,所以原极限应为

f′(0 )·
1

ln e
= 1 . 【解毕】

【寓意】 本题考查极限运算与导数概念 .
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第 6章  用导数研究函数性态

6 .1  引   言

  对一个函数 y = f ( x )的宏观性态与微观性态进行精确的研究

是非常重要的 .而在这种研究中 ,微分学基本定理的若干结论则是

重要的理论基础 ,加上综合运用连续函数性质与导数零点定理 ,可

以形成研究函数性态的基本思维模式 .本章将通过部分例题的分

析 ,训练常用的方法与技巧 .

对函数性态的研究包括函数的增减性 ,连续性 ,可微性 ,极值

与最大最小值 ,零点及其个数 (穿过 x 轴的次数 ) ,渐近线与凸性 ,

有时还会涉及奇偶性与周期性 .学习本章内容 ,应特别注意不要轻

视简单问题 .许多简单问题里都蕴含着基本的概念、方法与技巧 ,

简单问题处理多了 ,技巧也会随之而生 .

6 .2  微分学基本定理

微分学基本定理的首要背景是研究可导函数 y = f ( x )在某点

x0 处取得极值的问题 .函数 y = f ( x )在 x = x0 处取得极值 (应该

说是局部极值———微观性态 )的基本事实是在 x = x0 处的函数增

量Δ f = f ( x0 +Δx) - f ( x0 )在 x0 附近 (或者说两侧 )为定号 ,即恒

为正或恒为负 .这便是 f ( x )在 x0 处取得局部极值的充要条件 (不

论 y = f ( x )可导与否均如此 ) ,正是这样一个基本事实 ,引发出一

系列重要的结果 .

我们以在 x0 处取得极大值情况来分析 y = f ( x )在 x0 附近



(某 N( x0 ,δ)邻域 )的微观性态如下 :

在 x0 处取得极大值 ,即在 N( x0 ,δ)内的任意 x处应有 f ( x)

≤ f ( x0 ) ,由此可知Δf = f ( x ) - f ( x0 )≤0 ,即在 N ( x0 ,δ)内偏离

x0 时 ,函数 f ( x)取值会变小 ,于是可知 :

若 x > x0 ,则Δ f
Δx

=
f ( x0 +Δx) - f ( x0 )

x - x0
≤ 0 .

由极限的保序性便得到 lim
Δ x→ 0

+

Δf
Δx
≤ 0 ,若进一步有 f ( x )在 x = x0

处可导的条件 ,则上述不等式意味着右导数存在且 f′( x
+

0 )≤0 .

当 x < x0 时 ,Δ f
Δx

=
f ( x ) - f ( x0 )

x - x0
≥ 0 , 再次由极限保序性可

知 lim
Δ x→ 0 -

Δ f
Δx
≥ 0 , 当 f ( x )在 x0 可导时便有 f′( x -

0 )≥0 ,但由 f ( x)

在 x0 可导的充要条件可有 f′( x0 )≥0 并且 f′( x0 )≤0 ,由此只能

断定 f′( x0 ) = 0 ,这便是费马定理的结论 .

由费马定理可以直接导出导数零点定理 (第 5 章 5 .3 节已经

叙述 ) ,并且可以导出其余几个微分学基本定理 .

(1 ) 费马定理 (可导函数取得极值的必要条件 )

设 f ( x)满足 : 1°在某邻域 N ( x0 ,δ)内有定义 ,并且 " x∈ N

( x0 ,δ)有 f ( x)≤ f ( x0 ) (或≥ f ( x0 ) ) ; 2°在 x0 处可导 ,则 f′( x0 )

= 0 .

(2 ) 导数零点定理  设函数 y = f ( x )在 [ a, b]上可导 , 并且

f′( a
+

) f′( b
-

) < 0 ,则必v x0 ∈ ( a, b) ,使得 f′( x0 ) = 0 (在 x0 处有

水平切线 ) .

例 6 .2 .1  证明导数零点定理 .

【思路】 f′( x)在 a, b两点异号 ,若 f′( a
+

) < 0 ,由局部增减性 ,则

f ( x )在 x = a 处减少 , 所以 x = a 不是 f ( x ) 的最小值点 ; 而

f′( b
-

) > 0 , f ( x)在 x = b处增加 ,则 x = b亦不是最小值点 .因此
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可导函数 f ( x)必有最小值点 x0 ∈ ( a, b) , 再由费马定理 , 即有

f′( x0 ) = 0 .

【证】 设 f′( a+ ) < 0 且 f′( b- ) > 0 (另一情况请读者完成证明 ) ,

即有 f′( a+ ) = lim
x→ a +

f ( x ) - f ( a)
x - a

< 0 , 按极限定义 , "ε1 > 0 , v δ1

> 0 ,使当 0 < x - a <δ1 时有

f′( a+ ) -ε1 < f ( x) - f ( a)
x - a

< f′( a+ ) +ε1 ,

取ε1 = -
1
2

f′( a
+

) > 0 ,则有

f ( x ) - f ( a) <
1
2

f′( a
+

) ( x - a) < 0 ,

即 f ( x) < f ( a) ,因此 f ( a)不是 f ( x )在[ a, b]上的最小值 .

另外又有 f′( b
-

) > 0 ,则 "ε2 > 0 , v δ2 > 0 ,使当 0 < b - x <δ2

时必有

f′( b- ) - ε2 <
f ( x) - f ( b)

x - b
< f′( b- ) +ε2 .

特别取ε2 =
1
2

f′( b- ) > 0 ,则有

f ( x) - f ( b) <
3
2

f′( b
-

) ( x - b) < 0

即 f ( x) < f ( b) .因此 f ( b)亦不是 f ( x)在[ a, b]上的最小值 .

综上 ,因为 f ( x )在[ a, b]上可导 , 则必连续 ,由最大最小值定

理 ,特别必有 x0∈[ a, b] ,使得 f ( x0 )为 f ( x)在 [ a, b]上的最小值 ,

而且 x0≠ a, x0≠ b,则必有 x0∈ ( a, b) ,由费马定理 ,必有

f′( x0 ) = 0 . 【证毕】

  (3 ) 罗尔定理  设函数 y = f ( x)满足 :

1°在[ a, b]上连续 ;

2°( a, b)内可导 ;

3° f ( a) = f ( b) .
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则v ξ∈ ( a, b) ,使得 f′(ξ) = 0(在 x =ξ处有水平切线 ) .

【注】 罗尔定理及前面的导数零点定理的命题形式均为有水平切

线的充分条件 .不满足这两个定理的条件时 ,结论也可能成立 .

例 6 .2 .2  考查下列各函数在指定区间上是否有水平切线 .

(1 ) f ( x ) = 2 x - [ x] =
2 x , 0≤ x < 1 ,

1 , x = 1 .

(2 ) f ( x ) = | x | , x∈ [ - 1 , 1 ] .

(3 ) f ( x ) = 2 x , x∈[ 0 , 1] .

(4 ) f ( x ) = x2 , x∈ [ - 1 , 2 ] .

【思路】 用最大最小值定理及费马定理 .

【解】 (1 ) f ( x )在 ( 0 , 1)单调增加 , 无水平切线 ,且不满足罗尔定

理条件 .

(2 ) f ( x )在 [ 0 , 1 ]上无水平切线 .不满足罗尔定理中的条

件 (2 ) .

(3 ) f ( x )严格单调 , 无水平切线 , 不满足罗尔定理中的条

件 (3 ) .

(4 ) f ( x )在[ - 1 , 2]内有水平切线 ,但不满足罗尔定理中的条

件 (3 ) .

(4 ) 拉格朗日微分中值定理  设 f ( x )满足

1°在[ a, b]上连续 ;

2°在 ( a, b)内可导 .

则v ξ∈ ( a, b)使得

f′(ξ) =
f ( b) - f ( a)

b - a
. ( 6 .1)

【注 1】 ( 6 .1)式可有如下等价表达式

f ( b) - f ( a) = f′(ξ) ( b - a) = f ( a +θ( b - a) ) ( b - a) ,

(0 < θ< 1) ; ( 6 .2)

f ( x) = f ( x0 ) + f′(ξ) ( x - x0 )  (ξ在 x0 与 x之间 ) ( 6 .3)
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= f ( x0 ) + f′( x0 +θ( x - x0 ) ) ( x - x0 )  (0 < θ< 1 )

= f ( x0 ) + f′( x0 +θ( x ) ( x - x0 ) ) ( x - x0 ) ,

(0 < θ( x ) < 1) ; ( 6 .4)

  f ( x0 + h) = f ( x0 ) + f′(ξ) h,ξ在 x0 与 x0 + h之间 . ( 6 .5)

【注 2】 该微分中值定理的证明是先引入辅助函数 ,以创造应用

罗尔定理的条件 ,导出结论 .

【注 3】 该定理几何意义为 :ξ处的切线斜率与 ( a, f ( a) ) , ( b,

f ( b) )两点连线相平行 .( 6 .4 )式的θ( x )是强调这一参数与 x

有关 .

【注 4】 由微分中值定理可直接得出 4 个推论如下 :

推论 1:若 " x∈ ( a, b)恒有 f′( x ) = 0 ,则 f ( x ) = c,其中 c为

常数 .

推论 2:若 " x∈ ( a, b)有 f′( x ) = g′( x ) ,则在 ( a, b)内必有

f ( x) = g( x) + c .当且仅当两曲线 y = f ( x )与 y = g( x)有一个公

共点 ( x0 , y0 ) , x0∈ ( a, b)时 f ( x) = g( x) .

推论 3:若 f′( x )在 [ a, b]上有界 ,则对 [ a, b]上的任意两点

x1 , x2 存在常数 L > 0 ,使得

| f ( x2 ) - f ( x1 ) |≤ L | x2 - x1 | ( 6 .6)

其中 L称为利普希茨常数 , 若进一步有 0 < L < 1 ,则这样的 y =

f ( x)满足压缩映象原理 (见综例 4 .3 .5 ) .

推论 4:若 " x∈ ( a, b) , f′( x)≥0 ,则 y = f ( x)在 ( a, b)上单调

(非严格 )增加 , 且 f′( x ) > 0 时 y = f ( x )严格单调增加 .而当

f′( x)≤0 时 (或 f′( x) < 0) , y = f ( x)非严格 (严格 )单调减少 .

【注 5】 拉格朗日中值定理的两个常用重要功能是 :

① 由 y = f ( x )在某 x1 处的取值或性态 , 可推知 x1 近旁处

f ( x)的取值或性态 ,像是一条“链锁”,对满足定理条件的 [ a, b]区

间上 f ( x)全局有某种控制作用 .

② 拉格朗日中值定理在 y = f ( x )的函数取值与其导数取值
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之间搭起了一座桥梁 .

(5 ) 柯西中值定理  假设 f ( x )与 g( x)在 [ a, b]上连续 , 在

( a, b)内可导 ,且 g′( x)≠0 ,则v x0∈ ( a, b)使得

f ( b) - f ( a)
g( b) - g( a)

=
f′( x0 )
g′( x0 )

. ( 6 .7)

【注】 柯西中值定理可视为拉格朗日中值定理的参数表达 ,设

X = g( x) ,

Y = f ( x ) .

则有

f ( g- 1 ( X) ) - f ( g- 1 ( X1 ) )
X - X1

=
f′(ξ)
g′(ξ)

,

          ξ在 x1 与 x之间 . ( 6 .8)

  作为练习 ,请读者将拉格朗日中值定理的 4 个推论依次进行

证明 ,这将有助于这一重要定理的理解与应用 .

例 6 .2 .3  设 f ( x )在 [ 1 , 2 ]上有二阶导数 , 且 f ( 1 ) = f ( 2 ) = 0 ,

F( x) = ( x - 1)2 f ( x ) ,证明v x0 ∈ (1 ,2 ) ,使得 F″( x0 ) = 0 .

【思路】 对 F′( x)应用罗尔定理 .

【证】 (方法 1 )

F′( x) = 2( x - 1) f ( x) + ( x - 1 )
2

f′( x ) ,令 x = 1 则有 F′( 1)

= 0 ,另由 F(1 ) = 0 , F(2 ) = f ( 2 ) = 0 ,由罗尔定理v ξ1 ∈ (1 , 2 ) ,使

得 F′(ξ1 ) = 0 ,对 F′( x )在 [1 ,ξ1 ]上应用罗尔定理 ,则v ξ∈ ( 1 ,ξ1 )

� (1 ,2 ) ,使得 F″(ξ) = 0 .

(方法 2 )

反证 ,设 " x∈ ( 1 , 2) , F″( x )≠0 ,则由导数零点定理之推论可

知 F″( x)在 ( 1 , 2 )上取定号 , 不妨设 F″( x ) > 0 , 因此 F′( x )在

[1 ,2 ]上为严格单调增函数 .

考虑到 F′(1 ) = 0 及 x∈ ( 1 , 2) ,所以 F′( x) > 0 ,即 " x∈ ( 1 ,

2) F′( x)定号 .但由 F( 1) = F( 2 ) = 0 ,由罗尔定理应v ξ1∈ ( 1 , 2 ) ,
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使得 F′(ξ1 ) = 0 ,这与上述 F′( x)定号矛盾 ,于是原假设不成立 ,即

必v ξ∈ (1 ,2 ) ,使得 F″(ξ) = 0 . 【证毕】

例 6 .2 .4  设 m, n 为自然数 , f ( x ) = xm ( 1 - x) n , 则 f′( x )在

(0 ,1 )内零点个数为   (单项选择 ) .

( A ) 0;  (B) 1;  ( C) 2;  (D) 3 .

【解】 正确选项为 ( B) .

由罗尔定理 , f (0 ) = f ( 1) = 0 ,因此至少存在一点ξ∈ ( 0 , 1 )使

f′(ξ) = 0 ,又

f′( x) = mx m - 1 (1 - x) n - nx m (1 - x ) n - 1

= xm - 1 ( 1 - x ) n - 1 ( m - mx - nx) .

令 f′( x ) = 0 , 但当 x∈ ( 0 , 1 )时 , x
m - 1

( 1 - x)
n - 1
≠ 0 , 得到 x0 =

m
m + n
∈ ( 0 , 1)为唯一驻点 ,即ξ= x0 为 f′( x )的唯一零点 .【解毕】

例 6 .2 .5  设函数 g( x) = x( x + 1 ) ( 2 x + 1 ) ( 3 x - 1 ) ,试确定方程

g′( x) = 0 在 ( - 1 ,0 )内有几个实根 .

【思路】 已知函数 g( x)表达式已是因子乘积形式 ,应采用连续函

数零点定理及罗尔定理综合讨论 g′( x )的零点问题 ,而不应把

g′( x)求出来再讨论其零点 .

【解】 函数 g( x)在 ( - ∞ , +∞ )上连续且可导 ,显然 g( x)有 4 个

实根 : x1 = 0 , x2 = - 1 , x3 = -
1
2

, x4 =
1
3

,由罗尔定理 , g′( x )至少

有 3 个零点 :ξ1 ∈ 0 ,
1
3

,ξ2 ∈ - 1 , -
1
2

,ξ3 ∈ -
1
2

, 0 .又

g′( x)为 3 次多项式 ,最多有 3 个实根 ,因此 g′( x)在 ( - 1 ,0 )内恰

有 2 个实根 .

6 .3  函数的极值、凸性与渐近线

函数的极值 ,凸性以及拐点均属于函数性态的研究内容 ,这些
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概念也都与微分学基本定理有关 ,并且还常与函数的连续性问题

有关 .

1 . 极值与最大最小值问题

可导函数 y = f ( x )在 x0 取得极值的必要条件是 f′( x0 ) = 0 ,

这正是费马定理的结论 .关于充分条件 ,一般可有以下几种 :

1°在 x0 处的增量Δ f | x = x
0
在 x0 两侧取得定号 , 并且Δf > 0

时 , f ( x0 )为极小值 ,Δf < 0 时 , f ( x0 )为极大值 .这一条件不仅是

充分的 ,还是必要的 .

2° f′( x0 ) = 0 且 f″( x )存在时 ,若 f″( x0 ) > 0 ,则 x0 为 y =

f ( x)的极小值点 ,而当 f″( x0 ) < 0 时 , x0 为 y = f ( x )的极大值点 .

当 f″( x0 ) = 0 时 ,需进一步考查 .

3°若 y = f ( x )在 x0 及其附近有 n 阶导数 , 并且 f′( x0 ) =

f″( x0 ) =⋯ = f ( n - 1 ) ( x0 ) = 0 , f ( n ) ( x0 )≠0 ,则当 n = 2 k( k为正整

数 )时 , x0 为极值点 .当 f ( n) ( x0 ) > 0 时 , x0 为极小值点 , 而当

f ( n) ( x0 ) < 0 时 , x0 为极大值点 .

4°若 f′( x0 ) = 0 ,而 f′( x )在 x0 两侧变号 ,则 x0 为极值点 .

函数 f ( x )在 x0 处取得极值属于一种微观性态 ,或局部问题 .

以此为基础 ,可以讨论 f ( x )在[ a, b]上的最大最小值问题 .首先 ,

当 f ( x)在 [ a, b]上连续时 ,它必能在 [ a, b]上取得最大最小值 (两

种情况都有 ) .一般来讲 ,处理区间 [ a, b]上 f ( x )最大最小值问题

应按如下程序进行讨论 :

(1 ) 求出 f ( x )的第Ⅰ类间断点以及不可导点 ;

(2 ) 求出驻点 ;

(3 ) 将驻点 ,不可导点 ,第Ⅰ类间断点及区间端点函数值逐一

比较 (在间断点还应考虑左右极限值 ) ,最后确定最大最小值 .

当考虑开区间 ( a, b)上最大最小值时 ,还应分别考查两个端点

极限值 ,即 lim
x→ a +

f ( x)及 lim
x→ b -

f ( x ) .
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2 . 函数的凸性与拐点

(1 ) 凸性  设 f ( x )在[ a, b]上连续 ,若对任意不同的两点 x1 ,

x2 ∈[ a, b]及满足λ1 +λ2 = 1 的任意正数λ1 ,λ2 ,恒有 f (λ1 x1 +

λ2 x2 ) >λ1 f ( x1 ) +λ2 f ( x2 ) , 则称 f ( x )在 [ a, b]上为上凸 (或称为

凸 ) .上述不等式中的不等号反向时 ,称 f ( x )在[ a, b]为下凸 (或称

为凹 ) .

【注】 上述关于函数凸性的定义并未涉及函数的一阶或二阶导

数 ,是一个基础性的定义 .不等式中λ1 ,λ2 满足λ1 +λ2 = 1 且均为

正数 ,一般称为加权因子 .而λ1 x1 +λ2 x2 为 x1 与 x2 的加权平均

值 ,必有 x1 <λ1 x1 +λ2 x2 < x2 (假设 x1 < x2 时 ) ,同样 ,λ1 f ( x1 ) +

λ2 f ( x2 )为函数值 f ( x1 )与 f ( x2 )的加权平均值 ,并且 m≤λ1 f ( x1 )

+λ2 f ( x2 )≤M,其中 m = min
x∈ [ a, b]

f ( x) , M = max
x∈ [ a, b]

f ( x) .

(2 ) 拐点  假设 y = f ( x )在 [ a, b]上有上凸与下凸的分界点

x0 ,称 ( x0 , f ( x0 ) )为曲线 y = f ( x)的拐点 .

(3 ) 凸性判别问题  设 f ( x )在 ( a, b)内二阶可导 ,则对 " x∈

( a, b) ,当 f″( x ) < 0 时 , f ( x )在 ( a, b)内为上凸 ,而当 f″( x ) > 0

时 , f ( x )为下凸 .

(4 ) 拐点判别问题

1°二阶可导函数 f ( x )在 x0 取得拐点的必要条件是 f″( x0 )

= 0 .

2°二阶可导函数 f ( x )在 x0 取得拐点的充分条件是在 x0 两

侧 f″( x )异号 .

3° f″( x )不存在的点 ,可能会成为拐点 .

4°类似 6 .3 节中第 1 小节的 3°款 ,当 n = 2 k + 1 时 , f ( x)在 x0

必取得拐点 .

例 6 .3 .1  判别 x = 0 是否为函数 f ( x ) = e
x

+ e
- x

+ 2cos x 的极

值点 .
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【解】 f′( x) = ex - e - x - 2 sin x, f′(0 ) = 0 .

f″( x) = e
x

+ e
- x

- 2cos x, f″( 0) = 0 .

f�( x ) = e
x

- e
- x

+ 2sin x , f�(0 ) = 0 .

f ( 4 ) ( x ) = e x + e - x + 2cos x , f ( 4 ) (0 ) = 4 > 0 .

则 f ( x)在 x = 0 处取得极小值 ,且 f (0 ) = 4 . 【解毕】

例 6 .3 .2  设 f ( x) = x5 ,则   (单项选择 ) .

( A ) x = 0 为极大值点 ; ( B) x = 0 为极小值点 ;

( C) (0 , f ( 0) )为曲线 y = f ( x )的拐点 ,

(D ) ( A ) , ( B) , ( C)均不正确 .

【解】 f′(0 ) = f″( 0) = f�(0 ) = f
( 4 )

( 0 ) = 0 ,但 f
( 5 )

( 0 ) = 5≠0 ,则

(0 , f (0 ) )为曲线 y = f ( x)的拐点 .即答案 ( C)正确 【解毕】

例6 .3 .3  设 f ( x )在 x = 0 某邻域内有二阶连续导数 ,且 f′( 0) =

0 , lim
x→0

f″( x)
| x |

= 1 ,则下列选项正确者为   (单项选择 ) .

( A ) f (0 )是 f ( x)的极大值 ;

( B) f ( 0)是 f ( x )的极小值 ;

( C) (0 , f ( 0) )是曲线 y = f ( x )的拐点 ;

(D ) f ( 0)不是极值 , ( 0 , f (0 ) )也不是曲线 y = f ( x )的拐点 .

( 1996 年考研题 )

【解】 正确选项为 ( B) .

按极限定义 ,由lim
x→ 0

f″( x )
| x |

= 1 ,则 "ε> 0 , v δ> 0 ,使当 0 < | x |

<δ时有 | x | ( 1 -ε) < f″( x ) < | x | (1 +ε) ,这里限定 0 <ε< 1 ,特别

取ε=
1
2
时有 f″( x) >

1
2

| x | > 0 ,即 f′( x)为增函数 ,但 f′( 0) = 0 ,

因此 f′( x )在 x = 0 两侧变号 ,且先负 ( x < 0 时 )后正 ( x > 0 时 ) ,

亦即 f ( x)先减少而后增加 ,因而 x = 0 必为极小值点 .

【解毕】
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【寓意】 本题考查知识点有 :极限定义 ,导数概念 ,极值点与拐点

概念 .

【注】 由上题条件lim
x→0

f″( x)
| x |

= 1 可知lim
x→ 0

f″( x ) = 0 ,且由 f″( x )连

续知道 f″( 0) = 0 ,这不能构成判断结论的依据 .但应看到 ,在 x = 0

附近有 f″( x ) = | x | +α( x ) ,其中α( x)为 x→0 时的无穷小量 .

例 6 .3 .4  已知函数 y = f ( x )对一切 x 满足

x f″( x ) + 3 x[ f′( x) ]
2

= 1 - e
- x

.

若已知 f′( x0 ) = 0 ( x0 ≠0 ) , 则下列选项正确者为   (单项选

择 ) .

( A ) f ( x0 )是 f ( x )的极大值 ;

( B) f ( x0 )是 f ( x)的极小值 ;

( C) ( x0 , f ( x0 ) )是曲线 y = f ( x )的拐点 ;

(D ) f ( x0 )不是 f ( x )的极值 , ( x0 , f ( x0 ) )也不是曲线 y =

f ( x)的拐点 . ( 1997 年考研题 )

【解】 正确选项为 ( B) .

对已知方程令 x = x0 ,则 f″( x0 ) =
1 - e - x

0

x0
,由初等函数 y = ex

的性质 ,当 x0 > 0 时 , f″( x0 ) > 0 ,当 x0 < 0 时 ,亦有 f″( x0 ) > 0 .因

而 x = x0 为 f ( x)的极小值点 . 【解毕】

【寓意】 本题考查极值点、拐点概念 ,并考查初等函数的性质 .

例6 .3 .5  设 f ( x)在 x = a的某邻域内连续 ,且 f ( a)为其极大值 ,

f ( a) - f ( x )是 ( a - x)
2
的同阶无穷小量 ( x→ a) ,则存在δ> 0 ,使

当 x∈ ( a -δ, a +δ)时 ,必有   (单项选择 ) .

( A ) ( x - a) [ f ( x) - f ( a) ]≥0;

( B) ( x - a) [ f ( x ) - f ( a) ]≤0;

( C) lim
t→ a

f ( t) - f ( x)
( t - x)

2 > 0 ( x≠ a) ;
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(D ) lim
t→ a

f ( t) - f ( x )
( t - x)2 < 0( x≠ a) .

【解】 因 f ( a)为极大值 ,则在 a的邻域内必有 f ( x ) - f ( a)≤0 ,

而 x - a在 x = a点两侧变号 ,于是 ( A )与 (B)不正确 .另外 ,在题设

条件下 , ( C ) ( D )两个极限均存在 , 由 f ( x )连续 , 则 lim
t→ a

f ( t ) =

f ( a) ,再次注意到 f ( a) - f ( x )≥0 , ( t - x)
2

> 0 , 因此 , 只有选项

( C)正确 . 【解毕】

【寓意】 本题有一定难度 , 考查极限与极值概念 , 以及极限的保

序性 .

3 . 函数的渐近线

函数的渐近线实质上是极限问题 ,考查一个函数的渐近线 ,要

按照一定的程序来做 .渐近线有 3 类 ,对 y = f ( x )的渐近线应在

( - ∞ , +∞ )上考虑 .

(1 ) 水平渐近线  若存在常数 A,使得 lim
x→ + ∞

f ( x ) = A ,则 y =

f ( x)沿 x轴正向有水平渐近线 y = A,而当 lim
x→ - ∞

f ( x ) = A时则 y

= f ( x)沿 x轴负向有水平渐近线 y = A .

(2 ) 垂直渐近线  若存在常数 a,使当 lim
x→ a +

f ( x ) = ±∞ , 则

y = f ( x )有右侧垂直渐近线 x = a,而当 lim
x→ a -

f ( x ) = ±∞时 ,有左

侧垂直渐近线 x = a(一般 x = a为 f ( x)的无穷间断点 ) .

(3 ) 斜渐近线  若有常数 a与 b,使得 lim
x→ + ∞

[ f ( x ) - ( ax + b) ]

= 0 , 则 y = f ( x ) 沿 x 轴正向有斜渐近线 y = ax + b, 而当

lim
x→ - ∞

[ f ( x) - ( a x + b) ] = 0 时 ,则 y = f ( x )沿 x 轴负向有斜渐近

线 y = ax + b .

考查 f ( x)是否有斜渐近线的一般程序如下 :

1°考查 lim
x→∞

f ( x )是否为∞ ( +∞或 - ∞ ) ? 若是 ,则转向 2°;若

不是 ,则无斜渐近线 .
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2°考查 lim
x→∞

f ( x)
x
是否为一个非零常数 a ? 若是 ,则转向 3°;若

不是 ,则无斜渐近线 .

3°对 2°中的常数 a,是否有 lim
x→∞

( f ( x ) - ax) = b存在 ? 若存

在 ,则斜渐近线为 y = ax + b .

例 6 .3 .6  求 y = x - e
x
的渐近线 .

【解】 无水平渐近线 ,亦无垂直渐近线 .

lim
x→ + ∞

( x - e
x

) = - ∞ , lim
x→ - ∞

( x - e
x

) =∞ ,并且

lim
x→ + ∞

1
x

( x - ex ) = - ∞ ,因此沿 x 轴正向无斜渐近线 .进一步

考查 lim
x→ - ∞

1
x

( x - ex ) = 1 ,因此必有斜率为 1 的斜渐近线 (沿 x轴负

向 ) ,并且 b= lim
x→ - ∞

( x - e
x

- x) = 0 ,于是沿负 x轴方向的斜渐近线

为 y = x . 【解毕】

例 6 .3 .7  设 f ( x)满足 3 f ( x ) - f
1
x

=
1
x

, x≠0 ,求 f ( x )的极

值与斜渐近线 .

【解】 本题考查函数关系及其极值与渐近线等性态 .令 x =

1
t

( t≠0 ) ,则有 3 f
1
t

- f ( t) = t ,解方程

3 f ( x ) - f
1
x

= 1
x

,

- f ( x) + 3 f
1
x

= x .

得到 f ( x) =
1
8

x +
3
x

, f′( x) =
1
8

1 -
3
x

2 .令 f′( x) = 0 得驻点

x1 = - 3 , x2 = 3 , f″( x1 ) < 0 , f″( x2 ) > 0 .因此 , 极大值为 fM =

f ( x1 ) = -
3

4
,极小值为 f m = f ( x2 ) =

3
4

,且斜渐近线为 y =
1
8

x .
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【解毕】

例 6 .3 .8  设 f ( x)在[ a, +∞ ]上有二阶导数 ,且满足 f ( a) = A >

0 , f′( a) < 0 ,当 x∈ ( a, + ∞ )时 f″( x ) < 0 , 试证明 f ( x )在 ( a,

+∞ )内恰有一个零点 .

【思路】 设法利用连续函数的零点定理 ,即找出能使 f ( x )取得负

值的点 .

【证】 (方法 1 )

先证 f ( x)在 ( a, +∞ )内单调减少 .对 f′( x )在 [ a, x]上应用

拉格朗日中值定理有

f′( x ) - f′( a) = f″(ξ) ( x - a) ,

其中ξ∈ ( a, x ) .由 f″(ξ) < 0 ,则有 f′( x ) < f′( a) < 0 ,于是 f ( x)在

( a, +∞ )内单调减 .

再次应用拉格朗日中值定理可有

f ( x ) - f ( a) = f′(ξ1 ) ( x - a) ,ξ1 ∈ ( a, x ) .

注意到 f′( x )在 ( a, + ∞ )亦单调减少 ,则 f′(ξ1 ) < f′( a) , 于是

f ( x) - f ( a) < f′( a) ( x - a) ,或者记为

f ( x) < f ( a) + f′( a) ( x - a) .

f ( a) = A > 0 , f′( a) < 0 ,当 x→ +∞时 ,上述不等式右端趋于负无

穷 ,即 f ( x )能取到负值 .事实上 ,取 x1 = -
f ( a)
f′( a)

+ a,则当 x > x1

时 ,必有 f ( x ) < 0 ,

于是对 x∈ ( x1 , +∞ ) ,在[ a, x]上应用连续函数零点定理 ,则存在

x0 ∈ ( a, x ) ,使得 f ( x0 ) = 0 .

另外由 f ( x)的单调性 ,则 f ( x )在 ( a, +∞ )内至多有一个零

点 ,因而 f ( x )在 ( a, +∞ )内恰有一个零点 .

(方法 2 )

利用几何意义 ,考虑 y = f ( x )在 x = a处的切线方程为 y ( x)
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= f ( a) + f′( a) ( x - a) .取 x1 = a -
f ( a)

f′( a)
,则 y( x1 ) = 0 ,即 x1 为

切线在 x轴上的截距 .构造函数

F( x) = f ( x ) - y( x ) = f ( x) - ( f ( a) + f′( a) ( x - a) ) ,

显然 , F( a) = 0 , F( x1 ) = f ( x1 ) , F′( x) = f′( x ) - f′( a) .又当 x >

a时 f″( x) < 0 ,于是 f′( x )在[ a, +∞ )上为减函数 ,因此 ,当 x > a

时有 F′( x) < 0 ,即 F( x)在 [ a, + ∞ )上亦为减函数 ,由 F( a) = 0 ,

则有 F( x1 ) = f ( x1 ) < 0 ,对 f ( x )在[ a, x1 ]上应用连续函数零点定

理 ,则v x0∈ ( a, x1 )使得 f ( x0 ) = 0 .这说明至少有一个零点 ,唯一

性证明方法同方法 1 . 【证毕】

【寓意】 这是利用导数研究函数性态的一个基本例题 ,包括的知

识点有极限、连续函数、增减性及微分中值定理 .在 (方法 2)中 ,应

注意到曲线 y = f ( x )位于 x = a处切线的下方 ,且为上凸 ,穿过 x

轴只有一次 .另外 ,这一例题与后面的综例 6 .5 .1 不同 ,那里的情

形比此例要复杂一些 .

6 .4  洛必达法则与泰勒公式

1 . 洛必达法则

由微分中值定理导出的洛必达法则是处理不定型极限问题的

有力工具 ,但应用时稍不谨慎也会出错误 ,洛必达法则可分以下两

种情况

1°极限状态为“
∞
∞
”型 ( x→ a+ 或 x→ a - ,或 x→∞ ) ;

2°极限状态为“
0
0
”型 ( x→ a

+
或 x→ a

-
,或 x→∞ ) .

在两种情形中要求满足的条件是类似的 ,其中最容易忽略的

是极限lim
x→ a

f′( x)
g′( x)
存在这样一类条件 .
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例 6 .4 .1  设 f ( x )为可导函数 , f ( 0 ) = f′( 0 ) = 1 , 求极限

lim
x→0

f ( sin x) - 1
sin x

.

【解】

lim
x→ 0

f ( sin x) - 1
sin x

= lim
x→0

f ( sin x) - f (0 )
sin x - 0

= f′( 0) = 1 .

【解毕】

【注】 下面做法是一类典型错误 .

lim
x→ 0

f ( sin x) - 1
sin x

= lim
x→ 0

cos x f′( sin x)
cos x

= lim
x→ 0

f′( sin x)

= f′( 0) = 1 .

  上述做法 ,尽管答案正确 ,但做法是错误的 ,在应用洛必达法

则时 ,忽略了lim
x→ 0

f′( x )
1
的极限属于未知 ,因为本题没有给出 f′( x)

在 x = 0 的连续性条件 ,只给了 f′(0 ) = 1 存在 .正确做法是应用导

数定义及 f′(0 ) = 1 存在的条件 . 【解毕】

例 6 .4 .2  求极限 lim
x→0 +

(cos x)
π
x . ( 1991 年考研题 )

【解】 (方法 1 )

对幂指型函数 xx 一般改写为 exln x处理比较方便 .显然

lim
x→ 0 +

( cos x)
π
x = lim

x→ 0 +
e
π
x

( co s x - 1 )
.

对指数部分的极限运用洛必达法则

lim
x→ 0

+

cos x - 1
x
π = lim

x→0
+

-
1

2 x
sin x

1
π = - π

2
.

因此原极限值为 e
- π

2 (用到了复合极限定理 ) .另外也可用等价无

穷小量替换 .
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(方法 2 )

注意到这是“1
∞
”型极限状态 .凑成标准极限便有

lim
x→ 0

+
( cos x)

π
x = lim

x→ 0
+

( 1 + cos x - 1)
1

co s x - 1

co s x - 1
x
π

.

以后步骤同 (方法 1 ) . 【解毕】

例 6 .4 .3  考查函数

f ( x) =

ln cos ( x - 1)

1 - sin
π
2

x
, x≠ 1 ,

0 , x = 1 .

在 x = 1 处的连续性 ( 1992 年考研题 ) .若不连续 ,指明间断点类

型 ,若为可去间断点 ,将 f ( x)修正为连续函数 .

【解】 当 x≠1 时 ,有

lim
x→ 1

f ( x) = lim
x→ 0

ln cos( x - 1 )

1 - sin
π
2

x

= lim
x→ 1

- sin( x - 1 )/ cos ( x - 1)

-
π
2

cos
π
2

x

=
2
π

lim
x→ 1

1
cos( x - 1)

·lim
x→1

sin( x - 1 )

cos π
2

x

=
2
π

lim
x→ 1

cos( x - 1 )

- π
2

sin π
2

x
= -

4
π

2 ≠ f ( 1) ,

因此 x = 1 为可去间断点 ,定义 f ( 1 ) = -
4
π2 , 则 f ( x )在 x = 1 处

连续 . 【解毕】

例 6 .4 .4  求极限lim
x→0

sin x
x

1
1 - cos x

.

【解】 (方法 1 )
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考虑lim
x→0

e
ln| sin x | - ln | x |

1 - cos x ,只须求指数部分的极限

lim
x→0

ln | sin x | - ln | x |
1 - cos x

= lim
x→ 0

cos x
sin x

- 1
x

sin x
= lim

x→ 0

xcos x - sin x
x sin

2
x

= lim
x→ 0

- xsin x
3 x2 = -

1
3

.

  因此原极限为 e
- 1

3 .

(方法 2 )

类似例 6 .4 .2(方法 2 ) ,对这类“1
∞
”型极限状态 ,凑成标准极

限 ,请读者完成具体计算 . 【解毕】

例 6 .4 .5  求极限lim
x→1

x
x - 1

-
1

ln x
.

【解】 这是“∞ - ∞”的极限状态 ,通分后便有

lim
x→ 1

ln x - ( x - 1 )
ln x( x - 1 )

.

上述极限已成为“
0
0
”型 ,运用洛必达法则求解 ,答案为

1
2

.【解毕】

例 6 .4 .6  设 b> a > 0 , f′( a) = a
2

,求极限

lim
b→ a

f ( b) - f ( a)
ln b - ln a

.

【思路】 分子分母均为两点函数值之差 ,应意识到这一极限与导

数定义有关 .

【解】 lim
b→ a

f ( b) - f ( a)
lnb - ln a

= lim
b→ a

f ( b) - f ( a)
b - a
·

b - a
lnb - ln a

= a f′( a) = a3 . 【解毕】

【注】 如用洛必达法则 ,分子分母同时关于 b求导数 ,则有原极限

为lim
b→ a

f′( b)
1/ b

= a
2
· a = a

3
,但这一做法是错的 , 这里用的是 f′( x)

在 x = a处连续 ,不是导数定义 .题设条件不包括 f′( x)的连续性 .
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2 . 泰勒公式

泰勒公式是微分中值定理的进一步推广 ,它全面深刻地反映

了函数 y = f ( x )在 x0 处或其附近的微观性态 ,主要用于函数性态

的理论分析 ,函数值的近似计算 .用于理论分析主要包括 :

(1 ) 函数零点与极值点的分析 ;

(2 ) f ( x ) - f ( x0 )在 x→ x0 时做无穷小量的阶次估计与分

析 ,包括某些极限运算 .

(3 ) 某些类型不等式的证明 ,尤其是已知 f″( x )≠0 时 ,对证

明某些不等式或估计函数的上下界有重要作用 .请注意 , f″( x )≠

0 ,则由导数零点定理可知必有 f″( x ) > 0 或 f″( x) < 0 (在某区

间上 ) .

泰勒公式的基本形式有两种 :

设 f ( x)在某邻域 N( x0 ,δ)内有 n+ 1 阶导数 ,则泰勒公式为

f ( x ) = ∑
n

k = 0

f ( k) ( x0 )
k !

( x - x0 )
k

+
f

( n + 1 )
(ξ)

( n + 1) !
( x - x0 )

n+ 1
,

( 6 .9)

其中ξ在 x 0 与 x之间 , f ( 0 )
( x

0
) = f ( x0 ) .根据需要 ,常常记ξ= x0 +

θ( x - x0 )其中 0 <θ< 1 .( 6 .9)式右端的第一项称为 n阶泰勒多项

式 ,第二项称为 n阶拉格朗日余项 ,记为 Rn ( x ) .

当 f ( x)在某 N( x0 ,δ)内有 n阶导数时 ,其 n阶泰勒公式可取

如下的佩亚诺余项形式

f ( x) = ∑
n

k = 0

f
( k)

( x0 )
k !

+ rn ( x - x0 ) , (6 .10)

其中 rn ( x - x0 )是 ( x - x0 ) n 的高阶无穷小量 ( x→ x0 ) ,常记为

rn ( x - x0 ) = o( | x - x0 | n ) . (6 .11)

  对初等函数的泰勒公式 ,重点应掌握 ex , cos x , sin x , ln( 1 + x)

及 (1 + x)α(α∈R ) 5 类基本展开式 ,并注意 x 的取值范围 (可参见

13 .6 节 ) .
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对常见复合初等函数应掌握直接展开法与间接展开法 .

例 6 .4 .7  求函数 f ( x) = x2 在 x0 = 1 处的二阶泰勒公式 .

【解】 f ( 1) = 1 , f′( 1) = 2 , f″(1 ) = 2 ,因此有

x
2

= 1 + 2( x - 1 ) + ( x - 1 )
2

+ 0 .

请注意 , R2 ( x) = 0 ,三阶或更高阶的泰勒公式也是这一结果 .

【解毕】

例 6 .4 .8  设 e
x

- ( a x
2

+ bx + c)是比 x
2
高阶的无穷小量 ( x→0 ) ,

求 a, b, c的值 .

【解】 运用佩亚诺余项的泰勒公式则有

e x - ( ax2 + bx + c) = 1 + x + 1
2 !

x2 + 1
3 !

x3 + o( x3 )

- ax2 - bx - c

= (1 - c) + (1 - b) x + ( 1
2

- a) x2 + o( x2 ) .

欲使上式右端为 x2 的高阶无穷小量 ( x→0 ) ,则必须 a =
1
2

, b= 1 ,

c = 1 . 【解毕】

例 6 .4 .9  若 etan x - ex 是与 x n 同阶无穷小量 ( x→0 ) ,求 n = ?

【解】 本题可用洛必达法则试验 .我们采用泰勒公式方法 .首先对

etan x - ex 进行预处理 .

e
tan x

- e
x

= e
x

e
tan x - x

- 1 ,

其中只有 e
tan x - x

- 1 是无穷小量 ( x→0 ) ,只须估计其阶次即可 .将

tan x展开为泰勒公式

( tan x)′ x = 0 = sec
2

x x = 0 = 1 ,

( tan x)″ x = 0 = 2sec x· sec x·tan x x = 0 = 0 ,

( tan x)� x = 0 = 4sec
2

x· tan
2

x + 2sec
4

x x = 0 = 2 .

因此
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tan x - x = x +
2
3 !

x
3

+ o( x
3

) - x =
1
3

x
3

+ o( x
3

) ,

et an x - x - 1 = e
1
3

x3 + o( x3 ) - 1

=
1
3

x
3

+ o( x
3

) .

于是得知 e
tan x

- e
x
为 3 阶无穷小量 ,即 n = 3 . 【解毕】

例 6 .4 .10  设 f ( x )在 [ a, + ∞ )上有二阶导数 , 且满足 f ( a) =

A > 0 , f′( a) < 0 , 当 x∈ ( a, + ∞ )时 f″( x ) < 0 .试证明 f ( x )在

( a, +∞ )内恰有一个零点 .

【思路】 给出二阶导数取定号时 ,可考虑用泰勒公式进行试验 ,寻

找有效方法 .

【解】 这一题目即是例 6 .3 .8 ,那里已经给出两个方法 ,这里用泰

勒公式处理 .将 f ( x )在 x = a处展开 ,应有

f ( x) = f ( a) + f′( a) ( x - a) +
1

2 !
f″(ξ) ( x - a)

2
,

其中ξ满足 a <ξ< x ,显然 f″(ξ) < 0 , f ( a) = A > 0 ,且 f′( a) < 0 ,

在上式中令 x→ + ∞ , 则必有 f ( x )→ - ∞ , 因而存在 x0 ∈ ( a,

+∞ ) ,使得 f ( x0 ) < 0 .其余步骤同例 6 .3 .8 . 【解毕】

例 6 .4 .11  设 f ( x )在[ a, b]上有二阶导数 , x1 , x2 ,⋯ , xn 是 ( a, b)

内任意 n个不同的点 , k1 , k2 ,⋯ , kn 为正数 ,若 f″( x ) > 0 , x∈ ( a,

b) ,试证明

f
k1 x1 + ⋯ + kn x n

k1 + ⋯ + kn
<

k1 f ( x1 ) + ⋯ + kn f ( xn )
k1 + k2 + ⋯ + kn

. (6 .12)

【思路】 用泰勒公式试验 .

【证】 任取 x0∈ ( a, b)及 x∈ ( a, b) ,在 x = x0 处将 f ( x)展开得到

f ( x) = f ( x0 ) + f′( x0 ) ( x - x0 ) +
f″(ξ)
2 !

( x - x0 )
2

,

其中ξ在 x 0 与 x之间 .因 f″(ξ) > 0 ,则有不等式
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f ( x) > f ( x0 ) + f′( x0 ) ( x - x0 ) .

令 x分别取的 x 1 , x2 ,⋯ , xn∈ ( a, b) ,则有

ki f ( xi ) > ki f ( x0 ) + ki f′( x0 ) ( x i - x0 )

( i = 1 , 2 ,⋯ , n) ,

将上述 n个同向不等式相加即得到

∑
n

i = 1

ki f ( xi ) > f ( x0 )∑
n

i = 1

ki + f′( x0 ) ∑
n

i = 1

ki x i - x0∑
n

i = 1

ki .

若取掉上述不等式右端第二项 (即令其为零 ) ,则剩下的不等式与

要证的不等式相类似 .为此 ,对任意取定的 x1 , x1 ,⋯ , xn ,只须取

x0 = ∑
n

i = 1

ki x i/∑
n

i = 1

ki ≠ xi  ( i = 1 , 2 ,⋯ , n) ,

即有

f ( x0 ) < ∑
n

i = 1

ki f ( x i )/∑
n

i = 1

ki ,

上述结果即为要证不等式 . 【证毕】

【技巧】 同向不等式相加也是常用技巧 ,由等式两端舍掉某定号

的部分可得到相应的不等式 .

【注】 不等式 (6 .12)是凸函数的又一等价性描述 (此处为下凸 ) ,

读者可将不等式 (6 .12)反向 ,取 f″( x) < 0 进行证明 .

6 .5  用导数研究函数性态的综合例题Ⅰ

本节给出若干综合例题 ,涉及的知识点包括连续函数性质 ,增

减性与极值以及泰勒公式等概念及应用技巧 .

综例 6 .5 .1  设函数 f ( x )在 [ 0 , + ∞ )内有二阶连续导数 , 且

f″( x)≥ a> 0 , f ( 0) = 0 , f′( 0 ) < 0 ,试问 f ( x )在 ( 0 , + ∞ )内有多

少个零点 ? 证明你的结论 .

【解】 (方法 1 )
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对 x∈[ 0 , +∞ ) ,由 f″( x )≥ a > 0 ,则 f′( x )为增函数 , f′( x)

最多有一个零点 ,进一步推知 f ( x )最多有两个零点 ,又 f ( 0 ) = 0 ,

则 f ( x)在 ( 0 , + ∞ )内最多有一个零点 .以下证明 f ( x )在 ( 0 ,

+∞ )内至少有一个零点 , 为此 , 只须证明有两点 x1 , x2 ∈ ( 0 ,

+∞ ) ,使得 f ( x1 )与 f ( x2 )异号即可 .

在 (0 , x)上应用拉格朗日中值定理可得到

f′( x ) - f′(0 )
x - 0

= f″(ξ) ≥ a > 0  ( 0 < ξ< x) ,

即有 f′( x ) > a x + f′(0 ) ,令 x→ +∞ ,则 f′( x)→ + ∞ ,即v x1 >

0 ,使当 x > x1 时有 f′( x) > 0 .在 [0 , x]上 ,对 f′( x )考虑导数零点

定理 , f′( 0) f′( x) < 0(异号 ) ,因此v x0 ∈ ( 0 , x )使得 f′( x0 ) = 0 ,

并且当 0 < x < x0 时 , f′( x) < 0 ,而当 x > x0 时 f′( x) > 0 .

对任意 x∈ [0 , x0 ] ,在[0 , x]上应用微分中值定理则有

f ( x ) - f ( 0) = f′(ξ2 ) x < 0 ,ξ2 ∈ (0 , x) ,即 f ( x) < 0 ,

在[ x0 , x]上又有 f ( x) - f ( x0 ) = f′(ξ3 ) ( x - x0 ) ,即

f ( x ) = f ( x0 ) + f′(ξ3 ) ( x - x0 ) ,ξ3 ∈ ( x0 , x) ,

令 x→ +∞ ,得 f ( x)→ +∞ ,即存在 x1 ,使 f ( x1 ) > 0 .综上 , f ( x)

在 (0 , + ∞ )内变号 , 于是 f ( x )至少有一个零点 .所以 f ( x )在

(0 , +∞ )内恰有一个零点 .

(方法 2 )

用泰勒公式 ,对任意 x∈ (0 , +∞ ) , v ξ∈ ( 0 , x ) ,使得 f ( x ) =

f ( 0) + f′( 0) x +
1

2 !
f″(ξ) x

2
,由 f″(ξ)≥ a > 0 ,则

f ( x) > f′(0 ) x +
1
2

ax
2

= x( f′(0 ) +
1
2

ax ) ,

对 x > 0 , a x > 0 ,又 f′(0 ) < 0 ,显然 f ( x)在 (0 , +∞ )内变号 ,故有

零点 .
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另由 f″( x ) > 0 , f ( x )在[ 0 , +∞ )最多有二个零点 ,又 f (0 ) =

0 ,所以 f ( x )在 ( 0 , + ∞ )内最多有一个零点 .综上可知 , f ( x )在

(0 , +∞ )内恰有一个零点 . 【解毕】

【注】 上述例题中若将 f″( x )≥ a > 0 改为 f″( x) > 0 ,则结论不一

定对 ,请看以下两个例 .

(1 ) f ( x ) = ( x - 1)2 - 1 , x∈ (0 , +∞ ) .

f ( 0) = 0 , f′( x ) = 2 ( x - 1 ) , f″( x ) = 2 > 1 > 0 , 在 x = 2 处有

f ( 2) = 0 .符合上述例题条件与结论 .

(2 ) f ( x ) = - ln( x + 1 ) , x∈ [0 , +∞ ) .

f ( 0) = 0 , f′( 0 ) = - 1 , f″( x ) =
1

( x + 1 )
2 > 0 , 但对 x∈ ( 0 ,

+∞ )不能保证
1

( x + 1 )
2 ≥ a> 0 (事实上 f″( x )→0 ,当 x→ +∞ ) ,

这样的 f ( x)在 (0 , +∞ )内无零点 .

综例 6 .5 .2  设 f ( x)在 [0 , +∞ )上有二阶导数 ,且对一切 x∈ ( 0 ,

+∞ )有 f″( x )≠ 0 .证明在 ( 0 , + ∞ )内曲线 y = f ( x )上任一点

( x0 , f ( x0 ) )处的切线与该曲线不相交 (切点除外 ) .

【证】 (方法 1 )

设切线方程为 y( x) = f ( x0 ) + f′( x0 ) ( x - x0 ) ,并令

F( x) = f ( x ) - y ( x ) = f ( x) - [ f ( x0 ) + f′( x0 ) ( x - x0 ) ] ,

则只须证明 F( x)在 (0 , +∞ )内除 x0 外无零点 ,即证 F( x)在 ( 0 ,

+∞ )内定号 .

由 F″( x) = f″( x )≠0 ,不妨假设 F″( x) > 0 (根据导数零点定

理之推论 ) , 于是 F′( x )为增函数 , 又因为 F′( x ) = f′( x ) -

f′( x0 ) , F′( x0 ) = 0 ,因此 x0 为 F( x)的极小值点 ,且 F( x0 ) = 0(切

点 ) .于是应有

当 x > x0 时 , F′( x ) > 0 , F( x) > 0;当 x < x0 时 , F′( x ) < 0 ,

F( x) > 0 .即对任意 x∈ ( 0 , + ∞ ) , F ( x )不变号 , 因此 F( x )在
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(0 , +∞ )内除 x0 外无零点 .

(方法 2 )

设除切点 x0 之外 ,还有交点 ( x1 , f ( x1 ) ) ,不妨可设 x1 > x0 ,

在[ x0 , x1 ]上用拉格朗日中值定理 ,则v ξ1∈ ( x0 , x1 )使得

f′(ξ1 ) =
f ( x1 ) - f ( x0 )

x1 - x0
,

注意到上式右端恰为切线的斜率 ,即有 f′(ξ1 ) = f′( x0 ) ,对 f′( x)

应用罗尔定理则应有ξ2∈ ( x0 ,ξ1 )使得 f″(ξ2 ) = 0 ,这与 f″( x)≠0

矛盾 ,于是在 x0 处的切线除切点 x0 外与 y = f ( x )无交点 .

(方法 3 )

对 (方法 1 )中的 F( x)应有 F( x0 ) = 0 , F′( x0 ) = 0 ,将 F( x)在

x0 处展开为一阶泰勒公式得到

F( x) =
1

2 !
f″(ξ) ( x - x0 )

2
  (ξ在 x0 与 x之间 ) .

由 F″( x)≠0 ,则 f″( x )必然取定号 .因而 F( x)当 x≠ x0 时亦取定

号 ,无零点 . 【证毕】

综例 6 .5 .3  设连续周期函数 f ( x )的周期为 1 ,且 f ( 1 ) = 0 , 在

(0 ,1 )内可导 ,令 M = max
x∈ [ 0 , 1 ]

| f ( x ) | ,试证明v ξ∈ ( 1 , 2)使得

| f′(ξ) |≥ 2 M .

【思路】 函数取值与导数值发生关系 ,应联想到拉格朗日中值定

理 .另外 ,由周期性 ,只须证明v ξ∈ ( 0 , 1)使得 | f′(ξ) |≥2 M .

【证】 f ( x )连续 , 则 | f ( x ) |亦连续 , 又因 f ( 0 ) = f ( 1 ) = 0 , 则

| f ( x ) |的最大值只能在 (0 ,1 )内取得 ,即v xm∈ (0 , 1 ) ,使得

| f ( xm ) | = M .

  在[0 , xm ]及[ xm , 1]上用拉格朗日定理可分别得到

± M - 0 = f′(ξ1 ) xm ,ξ1 ∈ ( 0 , xm ) , ( 1)

0 - (± M) = f′(ξ2 ) ( 1 - xm ) ,ξ2 ∈ ( xm , 1) ( 2)

对上述两式两端取绝对值后相加即可得到
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2 M = | f′(ξ1 ) | x m + | f′(ξ2 ) | (1 - xm ) . ( 3)

  设 | f′(ξ0 ) | = max | f′(ξ1 ) | , | f′(ξ2 ) | ,则ξ0 ∈ (0 ,1 )

并且 2 M≤ | f′(ξ0 ) | ( xm + 1 - xm ) = | f′(ξ0 ) | .

再据周期性有 f ( x ) = f ( x + 1 ) , " x∈ ( 0 , 1 ) .因此v ξ= 1 +ξ0 ∈

(1 ,2 ) ,使得 | f′(ξ) |≥2 M . 【证毕】

【技巧】 欲证不等式中有 2 M,想到 ( 1 )和 ( 2)两式相加 .( 3 )式右

端的处理是注意到了 xm∈ ( 0 , 1 ) , xm 及 1 - xm 可视为加权因子 ,

因而 (3 )式右端为 | f′(ξ1 ) |与 | f′(ξ2 ) |的加权和 ,加权和的重要属

性是它介于原来数组之最大最小值之间 .

【寓意】 本题考查连续函数的最大最小值及拉格朗日中值定理等

知识点 .

综例 6 .5 .4  设 f ( x)在[ a, b]上具有二阶导数 ,且 f′( a) = f′( b)

= 0 ,证明v ξ∈ ( a, b) ,使得

f″(ξ) ≥
4

( b - a)2 f ( b) - f ( a) .

【思路】 对有二阶导数出现的场合 ,应联想到泰勒公式 .

【证】 对 x∈ ( a, b) ,分别将 f ( x )在 x0 = a及 x0 = b处展开为一阶

泰勒公式得

f ( x ) = f ( a) + f′( a) ( x - a) +
f″(ξ1 )

2 !
( x - a)

2
,ξ1 ∈ ( a, x) ;

f ( x ) = f ( b) + f′( b) ( x - b) +
f″(ξ2 )

2 !
( x - b) 2 ,ξ2 ∈ ( x, b) .

欲出现 ( b - a)
2

,则可令 x =
a + b

2
(中点 ) ,将上两式两端分别相减

得到

f ( a) - f ( b) + 1
2 !

( f″(ξ1 ) - f″(ξ2 ) ) ( b - a)
2

4
= 0 ,

取绝对值后便有
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| f ( b) - f ( a) | =
( b - a)2

4
·

1
2

| f″(ξ1 ) - f″(ξ2 ) | ,

取 | f″(ξ) | = max { | f″(ξ1 ) | , | f″(ξ2 ) | } ,由三角不等式则有

| f ( b) - f ( a) |≤
( b - a)

2

4
·

1
2

( | f″(ξ1 ) | + | f″(ξ2 ) | )

≤ ( b - a)
2

4
| f″(ξ) |   ξ∈ ( a, b) .

因此原不等式成立 . 【证毕】

【技巧】 所证不等式中含有 a, b,应意识到将 f ( x)在 x0 = a与 x 0

= b处展开才能出现 f ( b)与 f ( a) ,取 x为区间[ a, b]的中点也是

常用的技巧 .

综例 6 .5 .5  设方程 x3 - 3 x + A = 0 ,讨论 A取何值时 :

(1 ) 方程有一个实根 ;

(2 ) 方程有二个不同实根 ;

(3 ) 方程有三个不同实根 .

【思路】 引入一个函数 ,讨论其零点 .

【解】 设 f ( x) = x3 - 3 x + A ,只须讨论 f ( x )的零点个数 .

f′( x ) = 3 x
2

- 3 = 3 ( x + 1) ( x - 1) ,

lim
x→ - ∞

f ( x) = - ∞ , lim
x→ +∞

f ( x ) = + ∞ ,

令 f′( x ) = 0 ,得驻点 x1 = 1 , x2 = - 1 ,则得 :

当 x∈ ( - 1 , 1 )时 f′( x) < 0 , f ( x )单调减少 ;

当 x∈ ( - ∞ , - 1)∪ (1 , +∞ )时 , f′( x ) > 0 , f ( x)单调增加 .

因此 x1 = 1 为极小值点 , x2 为极大值点 ,考查

f ( - 1)· f (1 ) = ( A - 2 ) ( A + 2 ) = A2 - 4 ,

显然 : ( 1) f ( - 1)与 f ( 1)同号时 , f ( x )的最大最小值位于 x轴一

侧 , f ( x)只有一个实根 x0∈ ( - ∞ , - 1) .这时有 A
2

- 4 > 0 ,即 | A |

> 2 .

(2 ) A
2

- 4 = 0 ,即 A =±2 时 ,即 x1 = 1 与 x2 = - 1 中有一个
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是 f ( x)的零点 ,此时 f ( x)共有二个不同零点 .

(3 ) f ( - 1)· f (1 )异号时 , f ( x)有一零点 x0∈ ( - 1 , 1) ,且在

( - ∞ , - 1)与 (1 , +∞ )内各有一个零点 ,即 f ( x )共有三个相异零

点 ,此时 A
2

- 4 < 0 ,即 | A | < 2 . 【解毕】

【技巧】 三次实系数多项式必有两个局部极值点 ,即极小值点与

极大值点 ,而在 x→ - ∞与 x→ +∞时 , f ( x )分别趋于异号无穷

大 .

综例 6 .5 .6  设 f ( x)在[ a, b)上有二阶导数 ,且 f ( a) = f ( b) = 0 ,

f′( a)· f′( b) > 0 ,证明v ξ∈ ( a, b)与η∈ ( a, b) ,使得 f (ξ) = 0 ,

f″(η) = 0 . ( 1996 年考研题 )

【证】 (方法 1 )反证法

假设 " x∈ ( a, b) , f ( x)≠0 ,不妨设 f ( x) > 0 ,考查两个单侧

导数 f′( a+ )及 f′( b- ) ,由极限保序性得

f′( a+ ) = lim
x→ a

+

f ( x )
x - a
≥ 0 ,

f′( b- ) = lim
x→ b

-

f ( x )
x - b
≤ 0 ,

则立即有 f′( a)· f′( b)≤ 0 ,与题设条件矛盾 , 因而必v ξ∈ ( a,

b) ,使得 f (ξ) = 0 ,于是 f ( x )在 [ a, b]上有三个不同零点 ,即 f ( a)

= f (ξ) = f ( b) = 0 ,由罗尔定理 , v η1∈ ( a,ξ)及η2∈ (ξ, b)使得

f′(η1 ) = f′(η2 ) = 0 .

  在[η1 ,η2 ]上再次应用罗尔定理 ,则v η∈ (η1 ,η2 )� ( a, b) ,使

得 f″(η) = 0 . 【证毕】

(方法 2 )

设 f′( a) > 0 ,则应有 f′( b) > 0 ,按导数定义有

lim
x→ a +

f ( x )
x - a

> 0 且 lim
x→ b -

f ( x)
x - b

> 0 ,即 "ε> 0 ,

v δ1 > 0 ,使当 0 < x - a < δ1 时 , f ( x) > ( f′( a) - ε) ( x - a) .
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又 v δ2 > 0 ,使当 0 < b - x < δ2 时 , f ( x) < ( f′( b) +ε) ( b - x) .

对δ1 > 0 ,特别取ε=
1
2

f′( a) > 0 ,则 f ( x) > 0 ,对δ2 > 0 ,特别取ε=

-
1
2

f′( b) > 0 ,则 f ( x ) < 0 .

限制δ1 <
a+ b

2
且δ2 <

a+ b
2

,则v x1 ∈ ( a, a +δ1 )与 x2 ∈ ( b -

δ2 , b) ,使得 f ( x1 ) > 0 且 f ( x2 ) < 0 ,于是由连续函数的零点定理 ,

必有ξ∈ ( x1 , x2 )� ( a, b) ,使得 f (ξ) = 0 .其余同方法 1 . 【证毕】

【寓意】 本题考查连续函数的性质 ,导数与极限的定义 .

综例 6 .5 .7  设 f ( x )在 [ 0 , 1 ]上有二阶导数 ,且满足 | f ( x) |≤ a,

| f″( x ) |≤ b,其中 a, b为非负常数 , " c∈ (0 ,1 ) ,证明 | f′( c) |≤2 a

+
b
2

. ( 1999 年考研题 )

【思路】 有二阶导数的相关条件 ,一般应试用泰勒公式方法 .

【证】 " c∈ ( 0 , 1) ,在 x0 = c处将 f ( x )展开为泰勒公式

f ( x) = f ( c) + f′( c) ( x - c) + 1
2 !

f″(ξ) ( x - c)2 ,

其中ξ= c +θ( x - c) ,0 < θ< 1 ,分别令 x = 0 和 x = 1 得到

f ( 0) = f ( c) + f′( c) (0 - c) +
1
2 !

f″(ξ1 ) (0 - c)
2

,ξ1 ∈ ( 0 , c) ,

f ( 1) = f ( c) + f′( c) (1 - c) +
1
2 !

f″(ξ2 ) (1 - c)
2

,ξ2 ∈ ( c,1 ) .

上两式两端相减

f (1 ) - f ( 0) = f′( c) +
1

2 !
[ f″(ξ2 ) ( 1 - c)

2
- f″(ξ1 ) c

2
] , ( 1)

移项并利用三角不等式便有

| f′( c) |≤ | f ( 1) | + | f (0 ) |

+
1
2

| f″(ξ2 ) | (1 - c)
2

+
1
2

| f″(ξ1 ) | c
2

.
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由 | f ( x ) |≤ a及 | f″( x) |≤b,上述不等式可导出

| f′( c) |≤ 2 a +
1
2

b[ ( 1 - c)
2

+ c
2

] . ( 2)

  记φ( c) = (1 - c)
2

+ c
2

, c∈ ( 0 , 1) ,则φ′( c) = 4c - 2 ,令φ′( c)

= 0 ,得 c0 =
1
2

(驻点 ) ,而φ″( c) = 4 > 0 ,即φ( c0 ) =
1
2
为φ( c)

的极小值 .又 sup
c∈ ( 0 , 1 )
φ( c) = 1(φ( c) 在 c0 两侧单调增加 ,且 lim

c→0 +
φ( c)

= 1 , lim
c→ 1 -
φ( c) = 1 ) ,即有

1
2
≤φ( c) < 1 .于是 ,不等式 ( 2 )即可变

为 | f′( c) |≤2 a +
1
2

b . 【证毕】

【技巧】 正确选择泰勒公式的展开点 x0 = c是重要的 ,而在展开

式适用的 x范围内令 x 取某些个别值也是必要的 ,这些都是运用

泰勒公式的常用技巧 .

综例6 .5 .8  设 f″( x)在 [0 , 1 ]上连续且 f″( x) > 0 , f (0 ) = f ( 1) =

0 .已知 min
x∈ [ 0 , 1 ]

f ( x) = - 1 ,试证 max
x∈ [ 0 , 1 ]

f″( x )≥8 .

【思路】 有 f″( x )的条件 ,应意识到应用泰勒公式 .

【证】 首先 f ( x )在 [ 0 , 1 ]上连续 , 必有最大最小值 ,又 f ( 0 ) =

f ( 1) = 0 ,则最大最小值不能同时在区间端点取得 .其次 , 欲证

max
x∈ [ 0 , 1 ]

f″( x)≥8 只须证明v ξ∈[0 ,1 ] ,使得 f″(ξ)≥8 即可 .

设 x0∈ (0 , 1 ) ,使 f ( x0 ) = min
x∈ [ 0 , 1 ]

f ( x) = - 1 ,则由费马定理得

到 f′( x0 ) = 0 , " x∈[ 0 , 1] ,将 f ( x)在 x0 处展开得到

f ( x) = f ( x0 ) + 1
2 !

f″(ξ) ( x - x0 )2

= - 1 + 1
2

f″(ξ) ( x - x0 )2   (ξ在 x 0 , x之间 ) .

  我们证明上述等式中的 f″(ξ)≥8 即可 .由上有

f″(ξ) ( x - x0 )
2

= 2 f ( x ) + 2 ,  x∈ [ 0 , 1] . ( 1)
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  (1 ) 若 x0∈ 0 ,
1
2

,在 ( 1 )式中令 x = 0 ,则应有 ( x - x0 )
2

<

1
4

,此时便有 f″(ξ) > 8 .

(2 ) 若 x0∈
1
2

,1 ,在 ( 1)式中令 x = 1 ,便又有

f″(ξ) (1 - x0 )
2

<
1
4

f″(ξ) ,但 f″(ξ) (1 - x0 )
2

= 2 f (1 ) + 2 = 2 ,

于是 f″(ξ) > 8 .

(3 ) 若 x0 =
1
2

,在 (1 )式中令 x = 0 或 1 均可得到 f″(ξ) = 8 .

综上 ,则有 max
x∈ [ 0 , 1 ]

f″( x) ≥ 8 . 【证毕】

【技巧】 对某些表达式中的参数 ,如本题中的 x0 ,分情况讨论是

又一常用技巧 .

综例6 .5 .9  设 f ( x )在[ a, b]上有二阶导数 ,且 f ( a) = f ( b) ,证明

至少存在一点ξ∈ ( a, b)使 f″(ξ) =
2 f′(ξ)

b -ξ
.

【解】 由罗尔定理 , v x0∈ ( a, b) ,使 f′( x0 ) = 0 ,观察要证的等式

含有 f″(ξ) ( b -ξ) ,因此引入函数 F( x) = ( b - x)
2

f′( x ) , F( b) =

F( x0 ) = 0 ,再次由罗尔定理得 v ξ∈ ( x0 , b) , 使

F′(ξ) = 0 , F′( x ) = - 2 ( b - x ) f′( x) + ( b - x)
2

f″( x ) ,

令 x = ξ, 则有

2( b - ξ) f′(ξ) = ( b - ξ)2 f″(ξ) ,ξ∈ ( x0 , b) .

即ξ≠ b,因此 f″(ξ) ( b -ξ) = 2 f′(ξ) .即欲证等式成立 . 【证毕】

【技巧】 按某些特定情形 ,构造一个相应的函数是常用的技巧 .

综例 6 .5 .10  试证明函数 f ( t) =
2
3

t -
π
2

sin t在 0 ,
π
2
内有唯

一最小值点 .
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【证】 f′( t) =
2
3

sin t +
2
3

t -
π
2

cos t,因为

lim
t→0

f′( t) = -
π
2

< 0 , lim
t→
π
2

f′( t) =
2
3

> 0 .

所以 ,根据极限的保号性知v a∈ 0 ,
π
2

, 使 f′( a) < 0 ;又v b∈

a,
π
2

,使 f′( b) > 0 .

于是根据导数零点定理得v c∈ ( a, b)� 0 ,
π
2

, 使 f′( c) = 0 .

f″( t) =
4
3

cos t -
2
3

t -
π
2

sin t > 0 t∈ 0 ,
π
2

, 即 f′( t) 在

0 ,
π
2
上严格单调增加 ,从而 , f′( t)在 0 ,

π
2
内仅有一个零点 .

又 f″( c) > 0 ,因此 f ( c)是唯一极小值 ,也是唯一最小值 . 【证毕】

【技巧】 本题要求证明存在唯一最小值点 ,这一最小值点不易解

出 ,只须证明其存在性及唯一性 .存在性证明尚有其他做法 .

综例 6 .5 .11  设在某邻域 N ( 0 ,δ) 内 f″( x ) 存在 .已知 lim
x→ 0

1 + x +
f ( x)

x

1/ x

= e
2

,求 f ( 0) , f′(0 ) , f″(0 ) .

【思路】 利用标准极限及无穷小量比阶概念 , 并按导数定义求

f′(0 )及 f″(0 ) .

【解】 首先必须有lim
x→0

x +
f ( x )

x
= 0(否则 1 + x +

f ( x)
x
的极限

不为 1 , 则与已知极限值 e2 相抵 ) , 进一步有 lim
x→0

f ( x)
x

= 0 , 于是

lim
x→0

f ( x ) = 0 .由 f ( x)的连续性得到 f ( 0 ) = 0;其次 ,再由 lim
x→0

f ( x )
x

= lim
x→0

f ( x) - f (0 )
x - 0

= 0 ,按导数定义得到 f′( 0 ) = 0 (此结果亦可由
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洛必达法则得到 ,因为 f′( x)连续 ) .

另外 , lim
x→0

1 + x +
f ( x )

x

1
x

= lim
x→0

e
1
x

ln 1 + x +
f ( x)

x = e2 .由复合极

限运算法则 ,即有

lim
x→ 0

ln 1 + x + f ( x)
x

x
= 2 = lim

x→ 0

x + f ( x )
x

x
= lim

x→ 0
1 +

f ( x)
x2 .

由极限运算法则得到

lim
x→0

f ( x)
x

2 = 2 - 1 = 1 .

由上式利用洛必达法则 ,又有

lim
x→0

f ( x)
x

2 = lim
x→ 0

f′( x )
2 x

= 1
2

lim
x→ 0

f′( x) - f′( 0)
x - 0

= 1
2

f″(0 ) (存在 ) ,

于是 f″(0 ) = 2 . 【解毕】

【技巧】 对无穷小量的比阶与阶次估计在本题中得到充分体现 ,

并且两次用到导数的极限表示 .在求 f″(0 ) 时 ,若用两次洛必达法

则 ,即

lim
x→0

f ( x)
x2 = lim

x→ 0

f′( x )
2 x

= lim
x→0

f″( x)
2

=
1
2

f″( 0) ,得出 f″( 0) = 2 .

虽然结果正确 ,但这里用到了 f″( x)连续的条件 ,本题没有这种条

件 ,因而做法错误 .

【寓意】 本题考查的知识点包括极限的存在性与运算 ,导数定义 ,

连续函数性质与概念 ,标准极限 .

综例 6 .5 .12  已知 f ( x )在 ( - ∞ , +∞ )内可导 ,且 lim
x→∞

f′( x ) = e ,

lim
x→∞

x + c
x - c

x

= lim
x→∞

[ f ( x ) - f ( x - 1 ) ] ,

求 c的值 . ( 2001 年考研题 )
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【解】 由条件易见 c≠0 .

lim
x→∞

x + c
x - c

x

= lim
x→∞

1 +
2c

x - c

x - c
2c

2cx
x - c

= e
2 c

.

由拉格朗日定理 ,有

f ( x) - f ( x - 1) = f′(ξ)·1 , ( 1)

其中ξ介于 x - 1 与 x之间 ,那么

lim
x→∞

[ f ( x ) - f ( x - 1 ) ] = lim
x→∞

f′(ξ) = e .

再由已知 lim
x→∞

f′( x) = e ,于是 e2 c = e ,故 c =
1
2

. 【解毕】

【技巧】 凑出标准极限是技巧之一 ,对已知极限等式右端联想到

与导数建立关系 ,从而有等式 ( 1) ,这是技巧之二 .

综例 6 .5 .13  已知 f ( x )是周期为 5 的连续函数 ,它在 x = 0 的某

个邻域内满足关系式

f ( 1 + sin x) - 3 f ( 1 - sin x) = 8 x +α( x ) ,

其中α( x )是当 x→0 时比 x高阶的无穷小 ,且 f ( x)在 x = 1 处可

导 ,求曲线 y = f ( x)在点 (6 , f ( 6) )处的切线方程 .

( 2000 年考研题 )

【解】 由lim
x→0

[ f ( 1 + sin x) - 3 f ( 1 - sin x ) ] = lim
x→ 0

[ 8 x +α( x ) ] , 得

f ( 1) - 3 f ( 1) = 0 ,故 f ( 1) = 0 .

  又

lim
x→ 0

f ( 1 + sin x) - 3 f ( 1 - sin x)
sin x

= lim
x→0

8 x
sin x

+
α( x)

x
·

x
sin x

= 8 ,

设 sin x = t,则有

lim
x→ 0

f ( 1 + sin x) - 3 f ( 1 - sin x)
sin x

= lim
t→ 0

f ( 1 + t) - f ( 1)
t

+ 3 lim
t→ 0

f ( 1 - t) - f ( 1)
- t

= 4 f′( 1) ,
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所以 f′(1 ) = 2 .

由已知 f ( x + 5) = f ( x) ,所以 f (6 ) = f (1 ) = 0 , f′( 6) =

f′(1 ) = 2 , 故所求的切线方程为 y = 2( x - 6) . 【解毕】

【技巧】 由极限等式转化为导数定义的极限的模式是重要技巧 .

导数定义相应的极限形式可以有各种变形技巧 ,这在处理许多问

题时尤为重要 .

【寓意】 以上两题考查极限运算与导数定义 ,等价无穷小量与拉

格朗日中值定理 .

综例6 .5 .14  设常数 a> 1 , x1 = a, xn = a
x

n - 1 ( n = 2 , 3 ,⋯ ) ,求使序

列{ xn }收敛的常数 a之取值范围 .

【思路】 这类问题可采用倒叙的方法 ,即先假设 { xn }收敛 ,求出 a

的取值范围 ,而后再证明在所得 a的范围内 ,序列{ xn }收敛 .

【解】 假设{ xn }收敛 ,并记 lim
n→∞

xn = x,由 lim
n→∞

xn + 1 = lim
n→∞

x n 及 x n + 1 =

ax
n ,则方程

x = a
x

( 1)

必有解 ,记 f ( x ) = x - a
x
,考查 f ( x )的零点 ,或考查 a满足什么条

件时可使方程 ( 1 )有解 .方程 ( 1 )有解等价于 y = x 与 y = ax 有交

点 ,至少应相切 ,先求切点 ,即求解

f′( x) = 1 - ax ln a = 0 ,

x = ax .

或

1 - xln a = 0 , ( 2)

1 - a
x
ln a = 0 . ( 3)

由 (2 )式得 x0 =
1

ln a
,由 (3 )式得到 x0 =

ln
1

ln a
ln a

,于是得到 a = e
1
e ,并

且切点为 x0 = e .

注意到当 a变小时 y = a
x
的曲线会趋于平缓 ,即会使 y = a

x
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与 y = x由相切变为相交 ,亦即 f ( x)的零点会由一个 (切点 x0 )变

为两个 .特别当 a = 1 时 y = a
x

= 1 ,而题设条件为 a > 1 ,因此得到

a的取值范围为

1 < a≤ e
1
e . ( 4)

  以下证明当满足 (4 )时 ,序列{ xn }收敛 .

x1 = a > 1 , x2 = a
x

1 = a
a

> a = x1 .

假设 xn = a
x

n - 1 > xn - 1 ,则应有

xn+ 1 = ax
n > ax

n - 1 = xn .

由归纳法 , { xn }为单调增序列 .再看有界性 :

x1 = a < e , ( x0 = e为切点的横坐标 )

x2 = a
x
1 = a

a
≤ (e

1
e )

e
= e .

假设 xn≤ e ,则 xn + 1 = ax
n≤ ae≤ ( e

1
e ) e = e .因此 { xn }有上界 e , 故

{ xn }收敛 . 【解毕】

【寓意】 本题考查初等函数性态 ,连续函数的零点 ,导数与切线概

念以及极限的存在性准则 .

综例 6 .5 .15  设 可导 函数 f : [ a, b] → ( a, b ) , 满 足条 件

max
x∈ [ a, b]

| f′( x ) | < 1 .证明 :

(1 ) 函数 g( x) =
1
2

( x + f ( x ) )在 ( a, b)中有唯一不动点 ,即存

在唯一的 x
*
∈ ( a, b) ,使得 x

*
= g( x

*
) ;

(2 ) 对任意给定的初值 x0∈[ a, b] ,由迭代公式

xn + 1 =
1
2

( xn + f ( xn ) ) ( n = 0 , 1 , 2⋯ )

所确定的点列{ xn }收敛于 g( x)的不动点 .

【证】 (1 ) (方法 1)

设 F( x) = g( x) - x, x∈ [ a, b] ,则 F( x) =
1
2

[ f ( x ) - x] ,且
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F( x)在 [ a, b]上连续 .因为已知 a < f ( x ) < b, 故有 F ( a) =

1
2

[ f ( a) - a] > 0 , F( b) =
1
2

[ f ( b) - b] < 0 .于是根据零点定理得

v x * ∈ ( a, b) ,使 F( x * ) = 0 ,即 x * = g( x * ) .

(方法 2 )

设φ( x) = f ( x) - x ,则φ( a) = f ( a) - a > 0 ,φ( b) = f ( b) - b<

0 ,即v x
*
∈ ( a, b) ,使得φ( x

*
) = 0 ,即 x

*
= f ( x

*
) ,由 g( x)的表

达式 ,即有 g( x * ) =
1
2

( x * + f ( x * ) ) = x * .

下面证明不动点的唯一性 .

记 L = max
x∈ [ a, b]

| g′( x) | ,则 L = max
x∈ [ a, b]

|
1
2

( 1 + f′( x) ) | < 1 ,若设

x
*

, x0 为 g( x)的两个不动点 ,则

| x * - x0 | = | g( x * ) - g( x0 ) |

= | g′(ξ) ( x
*

- x0 ) |≤ L | x
*

- x0 | ,

其中ξ在 x
*
与 x0 之间 , 0≤ L < 1 ,将上述不等式移项 ,即有 | x

*
-

x0 | ( 1 - L)≤0 .因为 x * ≠ x0 ,则应有 1 - L≤0 , 矛盾 ,于是必有

x
*

= x0 .

(2 ) (方法 1)

由 xn + 1 =
1
2

[ xn + f ( x n ) ] , xn =
1
2

[ xn - 1 + f ( xn - 1 ) ]得

xn+ 1 - xn = 1
2

( xn - xn - 1 ) + 1
2

[ f ( xn ) - f ( xn - 1 ) ]

=
1
2

( xn - xn - 1 ) +
1
2

f′(ξ) ( xn - xn - 1 )

=
1
2

( xn - xn - 1 ) [ 1 + f′(ξ) ] ,

其中ξ在 x n - 1 与 xn 之间 ,因而ξ∈ [ a, b] .由 max
x∈ [ a , b]

| f′( x ) | < 1 ,得

- 1 < f′(ξ) < 1 ,故 1 + f′(ξ) > 0 ,从而得 xn + 1 - xn 与 x n - xn - 1
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同号 .

由数学归纳法可得数列 { xn }单调 ,又 { xn }有界 ,所以 { xn }收

敛 .记 lim
n→∞

xn =珟x,且由极限的保序性知道珟x∈ [ a, b] .

对迭代公式 xn + 1 =
1
2

[ xn + f ( x n ) ] ,令 n→∞ ,由 f ( x )连续性

得珟x =
1
2

[珟x + f (珟x) ]另由 g( x)的定义 ,有 g(珟x ) =
1
2

[珟x + f (珟x) ] ,

故珟x = g(珟x) ,即珟x为 g ( x)的不动点 .

(方法 2 )

由条件知 , " x0∈[ a, b] ,都有 xn = g( xn - 1 )∈[ a, b] .所以

| xn - x
*

| = | g( xn - 1 ) - g( x
*

) |

= | g′(ξn ) | | xn - 1 - x * |≤ L | xn - 1 - x * |

≤ ⋯ ≤ L
n

| x0 - x
*

| ,

又lim
n→∞

L
n

= 0 ,由夹逼准则得lim
n→∞

xn = x
*

.

(方法 3 )

| xn - xn - 1 | = | g( xn - 1 ) - g( xn - 2 ) |

= | g′(ξn ) | | xn - 1 - xn - 2 |≤ L | xn - 1 - xn - 2 |

≤ ⋯ ≤ Ln - 1 | x1 - x0 | ,

对任意自然数 p ,用类似方法可得

| xn - xn - p |≤ Ln - p | x1 - x0 | .

令 n→∞ ,则应有lim
n→∞

| xn - xn - p | = 0 ,即 "ε> 0 及任意正整数 p 均

有 | xn - xn - p | <ε,于是{ xn }是柯西序列 ,必收敛 .其余同 (方法 1 ) .

(方法 4 )

当 x0 < x * 时 ,由 0 < g′( x ) < 1 及 x * - x1 = g′(ξ) ( x * - x0 )

知 x0 < x1 < x
*

,由归纳法可证 , xn - 1 < xn < x
*

, " n成立 .所以由

单调有界准则得lim
n→∞

xn存在 ,且 lim
n→∞

xn = x
*

.

当 x0 > x
*
时 ,证明类似 . 【证毕】
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【注】 (1 ) 方法 1 可改为下列叙述 .

由条件知 , " x0∈[ a, b] ,都有 xn = g ( xn - 1 )∈ [ a, b] ,即 { xn }

有界 .

由 g′( x ) =
1
2

( 1 + f′( x ) ) > 0 ,并且

xn - xn - 1 = g( xn - 1 ) - g( xn - 2 ) = g′(ξ) ( xn - 1 - xn - 2 ) ,

ξ在 x n - 1与 xn - 2之间得知 ,当 x1 > x0 时 , { xn }单增 ;当 x1 < x0 时 ,

{ xn }单减 .故总有 lim
n→∞

xn存在 ,且lim
n→∞

xn =珟x .

(2 ) 本题是一个多种思路的题目 ,方法还不限于以上几种 ,读

者可将这一题目的方法进行归纳 .这里给出的 (方法 1)较详细 ,其

他方法只是给出了关键步骤 ,读者可将它们细化完整 .

【寓意】 本题考查知识点包括 :极限存在准则 ,连续函数性质 ,导

数及微分中值定理 ,并且也同时考查函数的定义域与值域等概念 .

综例 6 .5 .16  设 y = f ( x )在 ( - 1 , 1 )内具有二阶连续导数且

f″( x)≠0 ,试证 :

(1 ) 对于 ( - 1 , 1 )内的任一 x≠0 ,存在唯一的θ( x)∈ ( 0 , 1 ) ,

使 f ( x) = f (0 ) + x f′(θ( x ) x)成立 ;

(2 ) lim
x→ 0
θ( x) =

1
2

. ( 2001 年考研题 )

【证】 (方法 1 )

(1 ) 任给非零 x∈ ( - 1 , 1) ,由拉格朗日中值定理得

f ( x ) = f (0 ) + x f′(θ( x ) x)   (0 < θ( x ) < 1) . ( 1)

  因为 f″( x )在 ( - 1 , 1 )内连续且 f″( x )≠ 0 , 所以 f″( x )在

( - 1 ,1 )内不变号 .不妨设 f″( x ) > 0 ,则 f′( x )在 ( - 1 , 1 )内严格

单增 ,故θ( x )唯一 .

(2 ) 由泰勒公式得

f ( x) = f ( 0) + f′( 0) x +
1
2

f″(ξ) x
2

,ξ在 0 与 x之间 .
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所以 x f′(θ( x) x ) = f ( x ) - f ( 0) = f′(0 ) x +
1
2

f″(ξ) x
2

,从而

θ( x ) f′(θ( x) x ) - f′(0 )
θ( x ) x

= 1
2

f″(ξ) .

  对上式二端令 x→0(ξ→0) .由 f″( x)连续可得极限

lim
x→ 0
θ( x)· f″(0 ) =

1
2

f″( 0) ,

故lim
x→0
θ( x ) =

1
2

.

(方法 2 )

(1 ) 同 (方法 1)

(2 ) 对于非零 x∈ ( - 1 , 1) ,由拉格朗日中值定理得

f ( x ) = f (0 ) + x f′(θ( x ) x)   (0 < θ( x ) < 1) .

由此可得到

f′(θ( x) x ) - f′(0 )
x

=
f ( x) - f ( 0) - f′(0 ) x

x2 . ( 2)

  又由于lim
x→0

f′(θ( x ) x) - f′(0 )
θ( x ) x

= f″( 0) , ( 3)

lim
x→ 0

f ( x ) - f ( 0) - f′( 0) x
x2 = lim

x→ 0

f′( x ) - f′(0 )
2 x

=
1
2

f″( 0) ,

  最后得到lim
x→0
θ( x ) =

1
2

. 【证毕】

【注】 (1 )式中的θ( x )实质是确定 0 与 x之间某个值ξ的一个参

数 ,即ξ=θ( x ) x, 0 <θ( x ) < 1 .拉格朗日中值定理中的结论是至少

有一个中值ξ使 ( 1)式成立 .其几何意义是 x =ξ处 y = f ( x )的切

线与 (0 , f (0 ) )及 ( x , f ( x ) )两点连线相平行 .当 f ( x)在 (0 , x )之间

曲线不改变凸性时 ,即 f″( x)定号时 (当然要求 f″( x )存在 ) ,显然

曲线任意点切线中与 ( 0 , f ( 0 ) )及 ( x, f ( x) )连线相平行的只有一

条 ,即在 x =ξ处 .这时 f′( x)的增减性不改变 .

而当 f″( x )在 ( 0 , x )内变号时 ,即 f′( x )增减性有改变 ,则与
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(0 , f (0 ) )及 ( x , f ( x ) )两点连线相平行的曲线之切线至少有两条 .

且可推知 f″( x )变号 ,而 f�x (若存在 )定号时 ,上述意义下的切线

恰有两条 ,这时拉格朗日中值ξ便恰有两个不同的取值 ,即θ( x)恰

有二个不同的取值 .

另外 ,本题证明中的 (3 )式 ,再次用到了导数定义的极限形式

及其变形技巧 .

综例 6 .5 .17  试问方程 e
- x

2 = x( x
2

- 3)在 ( - ∞ , +∞ )内共有几

个实根 ? 列出这些根的分布区间 (互不相交 ) .

【思路】 根据初等函数性质 , lim
x→ - ∞

e
- x

2 = + ∞ ,而 lim
x→ + ∞

e
- x

2 = 0 ,而

x( x
2

- 3 )为 3 次多项式 ,与 x 轴有 3 个交点 ,猜想 y = e
- x

2 与 y =

x( x2 - 3 )有 3 个交点 .

【解】 取辅助函数

f ( x ) = e -
x
2 - x ( x2 - 3 ) .

研究 f ( x)的零点个数与分布区间即可 .

首先试算函数值 ,以寻找 f ( x )的正负取值情况 .显然有 4 个

点 : x =±1 及 x =± 3是特殊点 .

f ( - 3 ) = e
3
2 > 0 , f ( - 1) = e

1
2 - 2 < 0 ,

f ( 1) = e -
1
2 + 2 > 0 , f ( 3 ) = e -

3
2 > 0 ,

且 lim
x→ - ∞

f ( x ) = +∞ , lim
x→ + ∞

f ( x ) = - ∞ ,因而在 x = 3的右侧必有

x0 ,使得 f ( x0 ) < 0 ,事实上 f ( 2 ) = e - 1 - 2 < 0 ,于是至少有 x1 ∈

( - 3 , - 1) , x2 ∈ ( - 1 ,1 ) , x3 ∈ (1 ,2 )使得 f ( x1 ) = f ( x2 ) = f ( x3 )

= 0 .

其次 ,考查 f ( x )的各阶导数 ,以确定 f ( x )变号的次数 .

f′( x) = -
1
2

e
- x

2 - 3 x
2

+ 3 在 ( - ∞ , + ∞ ) 上不定号 ;
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f″( x) =
1
4

e
- x

2 - 6 x在 ( - ∞ , + ∞ ) 仍然变号 ;

f�( x ) = - 1
8

e -
x
2 - 6 < 0 在 ( - ∞ , + ∞ ) 上定号 .

因此有 f″( x )为单调减函数 ,最多有一个零点 (变号一次 ) .进而推

知 , f′( x )最多两个零点 (变号两次 ) , f ( x )最多有三个零点 (变号

三次 ) .

综上 , f ( x )在 ( - ∞ , + ∞ )内恰有三个零点 , 分布区间为

( - 3 , - 1) , ( - 1 , 1) , ( 1 , 2) . 【解毕】

综例 6 .5 .18  就 k的不同取值情况 , 确定方程 x -
π
2

sin x = k在

(0 ,
π
2

)内根的个数 ,并证明你的结论 . ( 1997 年考研题 )

【思路】 构造函数 f ( x ) = x -
π
2

sin x - k,讨论 f ( x )的零点 ,或构

造函数φ( x) = x -
π
2

sin x,讨论φ( x )的值域与 k的关系 .

【解】 (方法 1 )

令 f ( x) = x -
π
2

sin x - k,则 f ( x )在 [ 0 ,
π
2

]上连续可导 , 且

f′( x) = 1 -
π
2

cos x,令 f′( x) = 0 解出驻点 x0 = arccos
2
π

< 1 ,当 x

∈[0 , x0 ]时 , f′( x ) < 0 , f ( x )单调减少 ;当 x∈ [ x0 ,
π
2

]时 , f′( x)

> 0 , f ( x)单调增加 .因此 x0 为 f ( x )在 0 ,
π
2
内唯一极小值点 ,

且 f (0 ) = f
π
2

= - k, f ( x0 ) = x0 -
π
2

sin x0 - k,于是可以断言 :

(1 ) 当 f ( 0)· f ( x0 ) > 0 时 , f ( x )在 0 ,
π
2
内无零点 ,此时有
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k( x0 -
π
2

sin x0 - k) < 0 .

解此不等式有

k > 0 ,

k > x0 -
π
2

sin x0

  或
k < 0 ,

k < x0 -
π
2

sin x0 .

注意到
π
2

sin x0 =
π
2
·
π2 - 4
π

=
π2 - 4

2
> 1 ,因而

x0 -
π
2

sin x0 < 0 ,于是得到 k > 0 或 k < x0 -
π
2

sin x0 .

  (2 ) 当 f ( 0)· f ( x0 ) < 0 时 , f ( x )在 0 ,
π
2
内恰有两个零点 :

x1 ∈ (0 , x0 )及 x2∈ x0 ,
π
2

,此时有

k x0 - π
2

sin x0 - k > 0 ,

解此不等式有

k < 0 ,

k > x0 - π
2

sin x0 .
  或

k > 0 ,

k < x0 - π
2

sin x0 < 0 .

上述第二组不等式无解 ,因而得到

x0 -
π
2

sin x0 < k < 0 .

  (3 ) 当 f ( 0)· f ( x0 ) = 0 时 , f ( x )在 0 ,
π
2
内恰有一个零点 .

此时应有 f ( x0 ) = 0 或 f (0 ) = 0 ,即有

k = 0 或 k = x0 -
π
2

sin x0 ,

但 k = 0 时 ,考查 f ( x) = x -
π
2

sin x , f ( 0) = f
π
2

= 0 ,且 f″( x) =
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π
2

sin x > 0 , f ( x )为下凸函数 ,故 f ( x ) < 0 0 < x <
π
2

,于是得知 k

= 0 时 , f ( x)在 0 ,
π
2
内无零点 .

综上分析 ,结论如下 :

当 k < x0 -
π
2

sin x0 或 k≥0 时 ,原方程在 0 ,
π
2
内无实根 ;当

k = x0 -
π
2

sin x0 时 , 原方程在 0 ,
π
2
内有一个实根 ; 当 x0 -

π
2

sin x0 < k < 0时 , 原方程在 0 ,
π
2
内有两个实根 , 其中 x0 =

arccos
2
π

.

(方法 2 )

令φ( x) = x -
π
2

sin x, 则 φ( x )连续可导 , 且φ′( x) = 1 -

π
2

cos x,令φ′( x ) = 0 ,解得驻点 x0 = arccos
2
π

< 1 ,且 x0 为φ( x)

在 0 ,
π
2
内唯一极小值点 , 又 φ( 0 ) =φ

π
2

= 0 , 则 φ( x ) 在

0 ,
π
2
内的值域为 ( y0 , 0 ) ,其中 y0 = x0 -

π
2

sin x0 =φ( x0 ) < 0 ,于

是得知

(1 ) 当 k| [ y0 , 0 ] , 即 k < y0 或 k≥ 0 时 , 方程 φ( x ) = k 在

0 ,
π
2
内无根 ;

(2 ) 当 k = y0 时 ,φ( x ) = k在 0 ,
π
2
内有唯一根 ;

(3 ) 当 k∈ ( y0 , 0 )时 ,由连续函数介值定理 ,推知方程φ( x ) =

k在 ( 0 , x0 )和 x0 ,
π
2
内各有一个实根 , 即在 0 ,

π
2
内恰有两
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个根 . 【解毕】

【技巧】 在 (方法 2 )中 ,φ( x0 ) = y0 < 0 ,φ( 0 ) =φ
π
2

= 0 , x0 满足

0 < x0 < 1 <
π
2

,对 k∈ ( y0 , 0) ,由连续函数的介值定理 ,则v x1 ∈

(0 , x0 )使得φ( x1 ) = k,同时又v x2 ∈ x0 ,
π
2
使得φ( x2 ) = k .连

续函数的零点定理与介值定理在本质上或概念上是相通的 ,但它

们的应用侧重面有所不同 .

综例 6 .5 .19  设 f ( x )在 [ a, b]上可导 (端点有单侧导数 ) , 且

f′( a
+

)≠ f′( b
-

) ,则对满足 f′( a
+

) < c < f′( b
-

)或 f′( b
-

) < c <

f′( a+ )的任意实数 c均存在ξ∈ ( a, b) ,使得 f′(ξ) = c(称为导数

介值定理 ,作为导数零点定理之推论 ) .

【思路】 要证 f′(ξ) - c= 0 ,ξ∈ ( a, b) ,考虑应用导数零点定理 .

【证】 取 f′( a
+

) < c< f′( b
-

)的情况证明 .

令 F( x) = f ( x) - cx ,则 F( x) 在 [ a, b] 上可导 ,且

F′( a
+

) = f′( a
+

) - c < 0 , F′( b
-

) = f′( b
-

) - c > 0 ,

于是由导数零点定理 ,必有ξ∈ ( a, b)使得 F′(ξ) = 0 ,即有 f′(ξ)

= c . 【证毕】

综例 6 .5 .20  设 f ( x )在[ a, b]上可导 ,证明 f′( x )在 ( a, b)内没有

第Ⅰ类间断点 .

【思路】 由第Ⅰ类间断点定义 ,若有 x0∈ ( a, b)为 f′( x)的第Ⅰ类

间断点 ,则由极限概念可知 ,在 x0 的某邻域内一定存在两点 x′与

x″,使得 f′( x′)≠ f′( x″) ,而对介于 f′( x′)与 f′( x″)之间的任意

实数η,均有ξ∈ ( x′, x″)使得 f′(ξ) =η,由此可导出矛盾 .

【证】 反证 ,假设存在 x0 为 f′( x )在 ( a, b)内的第Ⅰ类间断点 ,记

lim
x→ x -

0

f′( x ) = c, lim
x→ x +

0

f′( x ) = d,且 c≠ d, 不妨设 c < d ,则 "ε> 0 ,
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v δ> 0 ,使得 :

当 - δ< x - x0 < 0 时 , f′( x ) < c +ε;

当 0 < x - x0 < δ时 , f′( x ) > d - ε.

特别取ε0 =
1
4

( d - c) > 0 ,则对任意 x1 ∈ ( x0 -δ, x0 )及任意 x2 ∈

( x0 , x0 +δ)有 f′( x1 ) < c +ε0 < d -ε0 < f′( x2 ) ,于是存在ξ1 ∈

( x1 , x2 )及ξ2 ∈ ( x1 , x2 ) ,使得 f′(ξ1 ) = c +ε0 及 f′(ξ2 ) = d -ε0 ,并

且对介于 f′(ξ1 )与 f′(ξ2 )之间的任意实数μ,又存在ξ1 与ξ2 之间

的一点ξ∈ ( x1 , x2 ) ,使得 f′(ξ) =μ .但是 ,注意到 x0∈ ( x1 , x2 ) ,于

是可知 ,当ξ∈ ( x1 , x0 )� ( x0 - δ, x0 )时 , f′(ξ) < c +ε0 , 而当ξ∈

( x0 , x2 )� ( x0 , x0 +δ)时 , f′(ξ) > d -ε0 ,这与μ介于 c +ε0 与 d -

ε0 之间相矛盾 .因此 x0 不为 f′( x )的第Ⅰ类间断点 , 即 f′( x )在

( a, b)内没有第Ⅰ类间断点 . 【证毕】

综例 6 .5 .21  设 f ( x )在[ 0 , +∞ )上可导 ,且 lim
x→ + ∞

f′( x) = 0 ,试证

lim
x→ + ∞

f ( x )
x

= 0 .

【思路】 利用导数与极限概念 ,估计
f ( x)

x
.

【证】 对足够大的 x0 > 0 ,在 [ x0 , x]上应用拉格朗日中值定理有

f ( x ) - f ( x0 )
x - x0

= f′( x0 +θ( x - x0 ) )   (0 < θ< 1) .

另外 ,对
f ( x)

x
进行如下预处理 :

f ( x)
x

=
f ( x ) - f ( x0 )

x - x0
·

x - x0

x
+

f ( x0 )
x

= f′( x0 +θ( x - x0 ) )·
x - x0

x
+

f ( x0 )
x

.

由三角不等式可有估计式

0 ≤
f ( x )

x
≤ f′( x0 +θ( x - x0 ) )

x - x0

x
+

f ( x0 )
x

,
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令 x→ +∞ ,则 x0 +θ( x - x0 )→ + ∞ ,并注意
x - x0

x
< 1 , 于是

lim
x→ + ∞

f ( x)
x

= 0 ,即有 lim
x→ + ∞

f ( x )
x

= 0 . 【证毕】

【注】 综例 6 .5 .19 与综例 6 .5 .20 均为导数零点定理 (综例 6 .5 .1)

的直接推论 ,与导数零点定理一起 ,它们是研究导函数性态的重要

工具与基础 .其中 ,以导数零点定理最为基本 .其结论可直接引用 .

综例 6 .5 .21 则是由导数性态决定函数 f ( x )有水平渐近线的一个

命题 ,掌握这些内容会对微分与导数的知识起到良好的综合提高

作用 .

6 .6  用导数研究函数性态的综合例题Ⅱ
———不等式证明技巧

  不等式的实质问题 ,在许多场合下 ,表现为函数在某种条件下

的宏观性态 ,因而运用微分学基本定理及相关的结论 ,通过分析函

数性态 ,可以给出许多不等式的证明 ,其中用到的知识与方法包括

函数的增减性 ,极值与最大最小值 ,微分中值定理 ,泰勒公式与凸

性等 ,涉及的基础知识又包括初等函数性质与基本不等式的运用 .

常用技巧包括构造辅助函数 ,合理选取变量与参数 ,对含有两个或

两个以上参数的不等式证明 ,还应设法引入新的变量或参数 ,以减

少原不等式中参数的个数 .本节给出若干例题 ,演示与训练典型方

法与技巧 .

综例 6 .6 .1  设 b> a > e ,则下列选项中唯一正确者为   (单项

选择 ) .

( A ) ab > ba ; (B) ab < ba ; ( C) ab≥ ba ; (D ) ab≤ba .

【解】 引入一个变量 x = b,则 x > a > e ,再引入一个函数

f ( x ) = ln a
x

- ln x
a

= xln a - aln x ,
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则只须考查 x > a > e 时 , f ( x )的定号性 .显然

f ( a) = 0 , f′( x ) = ln a -
a
x

,

由 a > e ,则 ln a> 1 ,且因
a
x

< 1 ,因此 f′( x ) > 0 .在 [ a, x]上应用拉

格朗日中值定理则有

f ( x) = f ( a) + f′(ξ) ( x - a) > 0 ,ξ∈ ( a, x ) .

令 x = b,即有 a
b

> b
a
,正确选项为 (A ) . 【解毕】

【技巧】 对上述单项选择题 ,如对初等函数性质很熟悉 ,应判断出

b> a时 , b位于指数位置时 ,取值为大 .

综例 6 .6 .2  设 e < x1 < x2 ,证明
x1

x2
<

ln x1

ln x2
<

x2

x1
.

【证】 这是两个不等式 ,先证右边不等式 ,即证

x1 ln x2 < x2 ln x1 .

取辅助函数 y = ln x,因 x2 > x1 > e ,则有

ln x2 > ln x1 > 1 .

在[ x1 , x2 ]上应用拉格朗日中值定理

ln x2 - ln x1

x2 - x1
= f′(ξ1 ) = 1

ξ1
,

其中ξ1 ∈ ( x1 , x2 ) ,于是
x1

ξ1
< 1 < ln x1 或

1
ξ1

<
ln x1

x1
,代入上述等式

则有

ln x2 - ln x1

x2 - x1
<

ln x1

x1
,

两端同乘以 ( x2 - x1 ) x1 即有 x1 ln x2 < x2 ln x1 ,原不等式左侧不等

号证毕 .

对右侧不等式 ,引入φ( x ) = xln x, x∈[ e , +∞ ) ,φ′( x) = 1 +

ln x > 2 > 0 ,得知φ( x)在 [e , +∞ )上为单调增函数 ,于是 x2 > x1 >

e时便有
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x2 ln x2 > x1 ln x1 ,

即原不等式
ln x1

ln x2
<

x2

x1
成立 . 【证毕】

综例 6 .6 .3  证明当 x∈ 0 ,
π
2
时成立不等式

sin x
x

>
2
π

.

【证】 (方法 1 )

考虑函数 f ( x) =
sin x

x
在[ 0 ,
π
2

]上的增减性与最小值 .

f′( x) = ( x - tan x)cos x
x

2 ,

由基本不等式 sin x < x < tan x 可知 f′( x ) < 0 , x∈ 0 ,
π
2

,因而

f ( x)在 0 ,
π
2
上为严格单调减函数 ,且 f

π
2

=
2
π

,于是 f ( x ) >

2
π
对 x∈ 0 ,

π
2
成立 .

(方法 2 )

令φ( x) =
2 x
π

- sin x,考查φ( x )在 0 ,
π
2
上的极小值与增减

区间 ,可得出欲证不等式 .具体步骤 ,请读者完成 ,可参考综例 6 .

4 .18 . 【证毕】

【注】 上述例题变为 sin
x
2

>
x
π

( 0 < x <π)后成为 1999 年考

研题 .

综例 6 .6 .4  设 x∈[0 ,1 ] , p > 1 ,证明不等式

1
2

p - 1 ≤ x p + ( 1 - x ) p ≤ 1 .

【思路】 对含等号的不等式证明 ,应首先考虑函数在给定区间上

的最大最小值 .

【证】 令 f ( x) = x
p

+ ( 1 - x)
p

,则 f ( x )在[ 0 , 1]上连续 ,必有最大
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最小值 ,先求驻点 .

令 f′( x ) = p xp - 1 - p ( 1 - x) p - 1 = 0 ,解得 x0 =
1
2
为驻点 , 且

f
1
2

=
1

2 p - 1 < 1 ,其次再考查端点 ,有 f ( 1 ) = f ( 0 ) = 1 ,因此
1

2 p - 1

≤ f ( x)≤1 . 【证毕】

【注】 在某区间内可导函数有唯一驻点时 ,只须将驻点处函数值

与区间端点处函数值 (或单侧极限值 )进行比较 ,便可确定最大最

小值 .

综例 6 .6 .5  设 1≤ x≤3e ,证明不等式

1 - ( ln3)
2
≤ ln x

2
- ln

2
x≤ 1 .

【证】 设 f ( x) = ln x2 - ln2 x, x∈[1 ,3e] ,则

f′( x) = [ 2ln x - ( ln x)
2

]′=
2
x

(1 - ln x) ,

令 f′( x ) = 0 ,得唯一驻点 x0 = e .计算得 f ( e) = 1 , f (1 ) = 0 , f ( 3e )

= 1 - ( ln3 )
2

< 0 ,于是

min
x∈ [ 1 , 3e ]

f ( x) = f ( 3e ) = 1 - ( ln3 )
2

, max
x∈ [ 1 , 3 e]

f ( x) = f (e ) = 1 ,

从而得到不等式 1 - ( ln3 )
2
≤ln x

2
- ln

2
x≤1   ( 1≤ x≤3e) .

【证毕】

综例 6 .6 .6  设 a > b> 0 , p > 1 ,证明不等式

p b
p - 1

( a - b) ≤ a
p

- b
p
≤ p a

p - 1
( a - b) .

【证】 首先 ,此不等式有三个参数 ,思路是选一个辅助函数 ,首先

须选一个变量 .原不等式经预处理可变为

p
a
b

- 1 ≤
a
b

p

- 1 ≤ p
a
b

p - 1

·
a
b

- 1 ,

令 t =
a
b

,则 t > 1 ,只须证明

p( t - 1) ≤ t
p

- 1 ≤ pt
p - 1

( t - 1 ) ,
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显然可取 F( t) = tp - 1 - p( t - 1 ) ,则 F(1 ) = 0 .只须考查 F′( t) =

p t
p - 1

- p = p( t
p - 1

- 1) > 0(因 t > 1) ,所以 F( t) > 0 .

对右侧不等式可设 G( t) = t
p

- 1 - pt
p - 1

( t - 1 ) ,则 G( 1) = 0 ,

而 G′( t) = - p( p - 1) tp - 2 ( t - 1) < 0 ,则应有 G( t) < 0 ,原不等式得

证 . 【证毕】

【技巧】 选取变量 ,构造辅助函数 ,研究函数的增减性或极值 (包

括最大最小值 )是证明不等式的常用技巧 .

综例 6 .6 .7  设 x∈ (0 ,1 ) ,证明不等式 :

(1 ) ( 1 + x) ln
2

( 1 + x) < x
2

,

(2 )
1

ln2
- 1 <

1
ln( 1 + x)

-
1
x

<
1
2

. ( 1998 年考研题 )

【证】 (1 ) 令 f ( x ) = ( 1 + x) ln
2

( 1 + x) - x
2

,只须证 x∈ ( 0 , 1 )时

有 f ( x) < 0 ,显然 f ( 0) = 0 ,而

f′( x) = ln
2

(1 + x) + 2ln( 1 + x) - 2 x, f′( 0) = 0 ,

f′( x )在 ( 0 , 1 ) 内符号不明显 , 为此 , 考查 f″( x ) , f″( x ) =

2
x + 1

( ln( 1 + x) - x) < 0 ,因而 f′( x )在 ( 0 , 1 )内为单调减函数 ,于

是 f′( x ) < 0 ,进而推知 x∈ ( 0 , 1)时 f ( x ) < 0 .

(2 ) 令φ( x ) =
1

ln( 1 + x)
-

1
x

,考查φ( x)在 (0 ,1 )内的上下界 .

φ′( x ) =
1
x2 -

1
(1 + x) ln2 (1 + x)

=
( 1 + x) ln2 (1 + x) - x2

x2 ( 1 + x) ln2 ( 1 + x)
,

上式右端分子部分恰为 (1 )中的 f ( x ) ,因此当 x∈ ( 0 , 1 )时 ,由 ( 1)

的结论知φ′( x) < 0 ,则φ( x )在 ( 0 , 1 )内单调减 ,又φ( x )在半开区

间 (0 ,1 ]上连续 ,且φ(1 ) =
1

ln2
- 1 ,于是有φ( x ) >

1
ln2

- 1 .φ( x )在

x = 0 处不连续 ,为此 ,考查

lim
x→0 +
φ( x ) = lim

x→ 0 +

x - ln (1 + x)
xln( 1 + x)
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= lim
x→ 0 +

1
2

x
2

+ o( x
2

)

x2

=
1
2

.

由φ( x)在 (0 ,1 )内单调减 ,推知必有φ( x ) <
1
2

.综上 ,即有原不等

式成立 . 【证毕】

【注】 对极限 lim
x→ 0 +
φ( x )的计算也可用其他方法 ,比如洛必达法则 .

综例 6 .6 .8  设 f ( x)在 ( - ∞ , +∞ )上满足

x f″( x ) + 3 x[ f′( x) ]2 = 1 - e - x ,

且 f (0 ) = f′( 0 ) = 0 ,证明当 x > 0 时存在常数 A, 使得 f ( x )≤

A x
2

,指明 A的取值范围 .

【证】 取辅助函数 F( x) = f ( x ) - A x
2

,求出使 F( x)≤0 成立时

A 的取值范围 .

显然 F( 0) = 0 , F′( x ) = f′( x ) - 2 A x , F″( x) = f″( x ) - 2 A,

其中

f″( x ) = 1 - e
- x

x
- 3 ( f′( x) )2 ≤ 1 - e

- x

x
≤ 1

并且lim
x→0

f″( x ) = 1 (存在 ) ,于是 F″( x )≤1 - 2 A,当且仅当 A≥
1
2
时

F″( x)≤0 .

考虑到 F′(0 ) = F(0 ) = 0 ,由此推知 F′( x )≤0 ,且 F( x)≤0 ,

即当 A≥
1
2
时 , f ( x )≤ A x

2
. 【证毕】

【注】对 x > 0 成立不等式
1 - e - x

x
≤1 ,请读者练习证明 .

综例 6 .6 .9  设 0 < a < b,证明不等式 ln
b
a

>
2( b - a)

a + b
.
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【思路】 将两个参数化为一个参数 ,进而构造辅助函数 .

【证】 将原不等式变为 ln
b
a

>
2

b
a

- 1

1 +
b
a

,进而可选变量 x =
b
a

>

1 ,并取辅助函数

F( x) = (1 + x) ln x - 2( x - 1 ) .

显然 x > 1 ,且 F(1 ) = 0 ,只须证明当 x∈[1 , +∞ )时 F( x) > 0 .

F′( x ) = ln x +
1
x

- 1 , F′(1 ) = 0 ,

F″( x ) = 1
x

- 1
x

2 = 1
x

1 - 1
x

> 0 .

因而 F′( x)在 x∈[ 1 , +∞ )上为单调增函数 , F′( x ) > F′( 1 ) = 0 ,

于是 F( x)亦在[1 , +∞ )上单调增加 ,故 F( x) > F( 1 ) = 0 .即知原

不等式成立 . 【证毕】

综例 6 .6 .10  设 x > 0 ,证明不等式
x

1 + x
< ln( 1 + x) < x .

【思路】 欲证不等式等价于
1

1 + x
<

ln (1 + x)
x

< 1 ,或等价于

( 1 + x) ln(1 + x) > x并且 ln( 1 + x) < x .

【证】 (方法 1 )

对原不等式左侧只须证 (1 + x) ln (1 + x) > x .令 F( x) = ( 1 +

x) ln(1 + x) - x,则 F(0 ) = 0 ,只须证 F( x) > 0 ( x > 0 ) ,即只须证

F′( x) > 0 .而

F′( x) = ln (1 + x) > 0  ( x > 0) ,

于是左侧不等式成立 .对右侧不等式只须令

φ( x) = ln (1 + x) - x,

则φ(0 ) = 0 ,而

φ′( x) =
- x

1 + x
< 0  ( x > 0 ) ,
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由此推知φ( x)在[0 , +∞ )内单调减 ,对任意 x > 0 显然φ( x ) < 0 ,

即右侧不等式成立 .

(方法 2 )

注意到 ln1 = 0 ,原不等式即等价于

1
1 + x

<
ln( 1 + x) - ln1

x
< 1

观察这一形式 ,似与拉格朗日中值定理有关 ,引入辅助函数 f ( x)

= ln( 1 + x) ,在 [ 0 , x]上应用拉格朗日中值定理则有ξ∈ ( 0 , x ) ,

使得

ln( 1 + x)
x

=
1

1 +ξ
,

同时注意到 x > 0 时有
1

1 + x
<

1
1 +ξ

< 1 ,因而

1
1 + x

< ln (1 + x)
x

< 1 ,

即有原不等式成立 . 【证毕】

综例 6 .6 .11  设 0≤α<β<
π
2

,证明不等式

(β - α) sec2α< t anβ- tanα< (β - α) sec2β.

【思路】 原不等式似与 tan x 在 [α,β]上的拉格朗日中值定理

有关 .

【证】 (方法 1 )

令 f ( x ) = tan x,考虑 f ( x)在[α,β]� 0 ,
π
2
上的拉格朗日中

值定理 ,则有

tanβ - tanα= sec2ξ(β - α)   (α< ξ< β) ,

而 sec2 x = 1/ cos2 x在 0 ,
π
2
内为单调增函数 ,即有

sec
2
α< sec

2
ξ< sec

2
β,
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因此 (β-α) sec2α< tanβ- tanα< (β-α) sec2β.

(方法 2 )

令 F( x) = tan x - tanα- ( x -α) sec
2
α, x∈ [α,β]� 0 ,

π
2

,考

虑 F( x)在[α,β]上的最大最小值问题 ,由

F′( x) = sec
2

x - sec
2
α> 0 , x∈ [α,β] ,

得知 F( x)在[α,β]上为单调增函数 ,又 F(α) = 0 ,因此 F(β) > 0 ,即

有原右侧不等式成立 .

令φ( x) = tan x - tanα - ( x - α) sec2 x,则φ(α) = 0 ,而

φ′( x) = sec2 x - sec2 x - 2( x - α)· sin x
cos

3
x

= -
2 ( x - α) sin x

cos3 x
< 0   (α< x ≤β) .

因此φ(β) < 0 ,即知原右侧不等式成立 . 【证毕】

综例 6 .6 .12  对任意实数 a和 b,试证明不等式

| a + b |
1 + | a + b |

≤
| a |

1 + | a |
+

| b |
1 + | b |

.

【思路】 观察不等式两侧三个分式均有共同形状
x

1 + x
,由此导致

引入辅助函数的思路 .

【证】 取辅助函数 f ( x) =
x

1 + x
,则 f ( x )在[α,β]上连续 ,在 (α,β)

内可导 ,其中α= | a + b| ,β= | a | + | b| ,即假设 | a+ b| < | a | + | b | .

由拉格朗日中值定理 ,存在ξ∈ (α,β)使得

f (β) - f (α) = f′(ξ) (β - α) ,

且 f′(ξ) =
1

( 1 +ξ)2 > 0 ,因此 f (α) < f (β) ,即有

| a + b |
1 + | a + b |

<
| a | + | b |

1 + | a | + | b |
<

| a |
1 + | a |

+
| b |

1 + | b |
,

而当α=β时 ,即 | a + b| = | a | + | b |时 ,有
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| a + b |
1 + | a + b |

=
| a | + | b |

1 + | a | + | b |
≤

| a |
1 + | a |

+
| b |

1 + | b |
.

【证毕】

【注】 上述方法用到下列不等式 :

对任意正数 x与正数 a和 b ,当 b< a时有

b
a

<
b + x
a + x

, ( 1)

  对任意非负实数 a和 b,有

a + b
1 + a + b

≤
a

1 + a
+

b
1 + b

, ( 2)

其中等号当且仅当 a, b中至少有一个为零时成立 .

上述不等式 (1 )的证明是简单的 ,至于 ( 2 )的证明 ,用 ( 1 )的结

论及三角不等式即可完成 ,请读者完成证明 .在需要的场合下 ,可

直接应用这两个基本不等式 .

【技巧】 在不等式证明中 ,运用函数增减性方法与拉格朗日中值

定理方法在概念上是相通的 ,是一类重要方法 .

归纳起来 ,证明不等式的常用方法与技巧包括 :

(1 ) 定义变量与辅助函数 ,注意减少参数个数 .

(2 ) 讨论函数的增减性及初值 .

(3 ) 微分中值定理方法 .

(4 ) 最大最小值方法 ,包括上下界或区间端点的单侧极限 .

(5 ) 泰勒公式方法 .

(6 ) 利用凸性证明不等式 .

(7 ) 注意使用基本不等式与初等函数的基本性质 .

6 .7  与微分学有关的经济数学

1 . 引言

与经济学有关的微积分知识属于微积分的应用范畴 .它包括
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常用的数学模型 (常常表现为各类初等函数或初等函数分段表达

的函数 ) ,导数与微分的应用以及部分积分的应用 .有了良好的数

学基础与功底 ,这部分内容应该是容易掌握的 ,它们不过是函数的

连续性 ,增减性 ,极值问题或最大最小值问题的具体体现 .

2 . 常用经济数学模型

(1 ) 生产函数

y( K, L ) = AKαL1 -α (6 .13)

其中常数 A > 0 , 0 <α< 1 , k为固定资产总额 , L为劳动力总值 .

(2 ) 离散复利公式及其极限形式

设 M0 为货币本金 ,利率为α(每期利率 ) ,期数为 t,每期结算

n次 ,则第 t期的本利合计为

M( n, t) = M0 1 +
α
n

n t

.

若每期中都随时进行结算 ,即 n→∞ ,则在 t期时本利总计为

M( t) = lim
n→∞

M0 1 + α
n

n t

= M0 e
αt

. (6 .14)

特别当 t = 1 时 ,有

M( n) = M0 1 +
α
n

n

, (6 .15)

如令 n→∞ ,又有

M = M0 e
α

. (6 .16)

  (3 ) 连续复利公式

仍设 M0 为货币本金 ,连续复利为α, M( t)为 t时刻 (期数 )的

本利总计 , M( t)的增值 (正或负 )速度 (变化率 )与 M( t)成正比 ,比

例因子为复利α,则有

d M( t)
d t

= αM ( t) . (6 .17)

解此微分方程 ,并考虑到初值 M(0 ) = M0 ,则有

M( t) = M0 eαt .
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由此看出 ,连续复利公式即为离散复利公式的极限形式 ( 6 .14 ) .

(4 ) 需求函数与供给函数

设 p为商品价格 ,需求函数和供给函数分别记为

Q = f ( p) , (6 .18)

S = φ( p) , (6 .19)

f ( p)和φ( p)一般为线性函数、幂函数、对数函数或指数函数 .一

般来讲 , f ( p)为 p的减函数 ,而φ( p)则为 p 的增函数 .( 6 .18 )也

可称为销售函数 .

(5 ) 收益函数

当把 ( 6 .18 )视为销售函数时 , 收益函数定义为 ( Q 视为销

售量 )

G( p) = p f ( p) . (6 .20)

  (6 ) 边际效益与弹性

1°边际效益

任何一个经济数学模型 y = f ( x ) (或多元函数 u = f ( x) , x∈

R
n
) ,关于某一因素或变量的导数 (或偏导数 )称为关于该因素或

变量的边际效益 .

2°相对变化率与弹性函数

设 y = f ( x )为可导函数 ,称

R f ( x) = lim
Δx→0

Δy/ f ( x)
Δx/ x

= f′( x ) x
f ( x)

(6 .21)

为函数 f ( x)的弹性函数 .这是一种相对 (或相关 )变化率的概念 .

(6 .21)式又可记为

R f ( x ) = x
d ln f ( x )

d x
. (6 .22)

  弹性函数在某区间上取值的正负号有明显的经济背景意义 ,

即对 x∈ [ a, b] .当 R f ( x) > 0 时 ,表示 f ( x)对 x有正向的弹性效

果 ;而当 R f ( x ) < 0 时 , 表示 f ( x )对 x有负向弹性效果 .其实 ,在
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绝大多数经济数学模型中 , f ( x )与 x均为非负 .因而 R f ( x )的定

号问题即是 f′( x )的定号问题 ,或者说是 f ( x)的增减性问题 .

显然 ,一般来说 ,对需求函数 (6 .18 ) ,其弹性函数 R f ( p)为负

定函数 ,而对供给函数 ( 6 .19 ) ,其弹性函数 Rφ( p)为正定函数 .

例 6 .7 .1  求 y = x
α

(α∈R )的弹性函数 .

【解】 y′=αx
α- 1

,由 (6 .21)式得到

R f ( x) = αx
α- 1
·

x
xα

= α. 【解毕】

【注】 有时 ,把弹性 R = R f ( x )视为一种度量 ,因而需保证 R f ( x)

为正定函数 ,因此 ,若 f ( p)为一个销售函数 , p 为销售价格 ,定义

f ( p)的弹性函数为

R f ( p) = - f′( p) p
f ( p)

= - p d ln f ( p)
d p

. (6 .23)

例 6 .7 .2  下列模型称为固定替代弹性生产函数

w( x) = A(αK
- x

+ (1 - α) L
- x

)
1
x . (6 .24)

试证明 x→0 时 w( x)以 ( 6 .13 )式的 y( K, L)为极限 ,即

lim
x→ 0

w( x) = y( K, L) . (6 .25)

【证】 lim
x→ 0

w( x) = A lim
x→0

e
- 1
x

ln (α K - x + ( 1 -α) L - x ) ,

由复合极限运算 ,只须求指数部分的极限 ,运用洛必达法则得

lim
x→ 0

- 1
x

ln(αK
- x

+ ( 1 - α) L
- x

)

= lim
x→ 0

αK
- x

ln K + (1 - α) L
- x

ln L
αK

- x
+ ( 1 - α) L

- x

= αln K + (1 - α) ln L

= ln KαL1 -α . 【证毕】

因此 lim
x→ 0

w( x) = AKαL1 - α .

例 6 .7 .3  假设某商品需求函数为 Q = 12000 - 80 p , p 为单价 ,商
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品成本函数为 C = C( Q) = 2500 + 50 Q,每单位商品需纳税 2 元 ,试

求销售利润最大的商品单价和最大利润 .

(1997 年考研题 ,经济类 )

【解】 (1 ) 以 B为销售利润 ,则

B( p) = ( 12000 - 80 p) ( p - 2) - (2500 + 50 Q)

= - 80 p2 + 16160 p - 649000 ,

B′( p) = - 160 p + 16160 .

令 B′( p) = 0 ,解出驻点为 p0 = 101 ,又因 B″( p) = - 160 < 0 ,则 p0

为最大利润时的单价 ,且最大利润为 B(101 ) = 167080(元 ) .

(2 ) P0 即为销售额最大时的商品单价 ,且最大销售额 S( P0 )

= a - bc
2

. 【解毕】

例6 .7 .4  设某商品销售量为 Q =
a

p + b
- c,其中 a, b, c均为常数 ,

且 a> bc .

(1 ) 问价格 p在何范围变化时 ,相应的销售额呈增加或减少 ?

(2 ) 求销售额最大时 ,商品单价 p0 及最大销售额 .

(1996 年考研题 ,经济类 )

【解】 设销售额为 S( p) ,则

S( p) = Qp = p
a

p + b
- c ,

S′( p) =
ab - c( p + b)2

( p + b)2 .

令 S′( p) = 0 ,解得驻点 p0 =
ab
c

- b =
b
c

( a - bc) > 0 ,因而

当0 < p < p0 时 , S′( p) > 0 , S( p)为增函数 ,销售额随 p 的增大而

上升 ;而当 p > p0 时 , S′( p) < 0 , S′( p)为减函数 ,销售额随 p的增

大而下降 . 【解毕】

例 6 .7 .5  某酒厂有一批新酒 ,如现在出售 ( t = 0 ) ,总收入应为 R0
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(元 ) ,如窖藏到来日按陈酒出售 ,在 t年末总收入为 R = R0 e
2
5

t ,假

定银行利率为 r,并以连续复利计息 ,试求窖藏多少年后出售可使

总收入的现值为最大 ,并求 r = 6%时的 t值 .

(1998 年考研题 ,经济类 )

【解】 本题为陈酒增值再复合以利息损失的综合问题 .货币增值

的复利公式为

M( t) = M0 er t .

本题为利息损失问题 ,利率为负数 , t年末总值为 R 的货币现值

应为

M( t) = Re
- r t
  ( r > 0) .

又 R = R0 e
2
5

t ,因而陈酒增值与利息损失的复合函数为

M( t) = R0 e
2
5

t - r t
.

令 M′( t ) =
1

5 t
- r R0 e

2
5

t - r t = 0 , 解得驻点 t0 =
1

25 r2 (唯一驻

点 ) ,又

M″( t) =
1

5 t
- r

2

-
1

10 t
3/ 2 R0 e

2
5

t - r t
,

M″( t0 ) = R0 e
1

25 r ( - 12 .5 r3 ) < 0 .

因而 t0 为 M( t)的最大值点 ,即窖藏
1

25 r
2 年后 ,售出陈酒可使收入

的现值为最大

当 r = 0 .06 时 , t =
100

9
= 11(年 ) . 【解毕】

【注】 上述几个经济背景的题目均为一般初等函数的增减性与极

值问题 ,处理方法上也并不复杂 .因而我们可以认为 ,只要按理工

类数学的教学要求学好数学 ,对应试经济类的数学试卷应不成

问题 .
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第 7章  原函数概念与积分技巧

7 .1  引   言

  原函数的定义是基于导数的逆运算给出的 ,在定义的形式上

与定积分没有直接的联系 .原函数与定积分的关系是由变上限积

分为工具引出的 ,最终表现为牛顿-莱布尼茨公式 .

本章的概念重点是原函数的定义、性质与存在性 ,并且由原函

数的概念可进一步了解一个函数的导函数对函数性态的影响与

作用 .

在方法上 ,应着眼于凑微分法、分部积分法与变数替换法的基

本训练 ,其中以凑微分最为基本 ,这一方法的熟练程度将直接影响

对积分技巧的掌握 .求解不定积分问题 ,即求解原函数的技巧与方

法训练也是掌握好定积分计算的必备基础 .

7 .2  原函数概念

1 . 定义

设 f ( x )在某区间 I上有定义 ,若 " x∈ I 恒有函数 F ( x)满足

F′( x ) = f ( x ) ,则称 F( x)为 f ( x )在区间 I上的一个原函数 . f ( x)

的全体原函数称为 f ( x)的不定积分 ,记为

G( x) =∫f ( x) d x = F( x) + c . ( 7 .1)

2 . 性质

(1 ) 若 f ( x )在某区间连续 ,则其原函数 F( x)在该区间上一



定存在 (原函数存在的充分条件 ) .

(2 ) 若 F( x)为 f ( x )在区间 I 上的原函数 ,则 F( x)在区间 I

上必然连续 ,且可导 , F′( x ) = f ( x ) , " x∈ I .

(3 ) 若常数 c≠0 ,则

∫cf ( x ) d x = c∫f ( x) d x ( 7 .2)

  (4 ) 若常数 a, b不同时为零 ,则

∫( a f ( x ) + bg( x) ) d x = a∫f ( x ) d x + b∫g( x) d x . ( 7 .3)

  (5 ) f ( x )的任意两个原函数之间仅差一个常数 c .

(6 ) 若 f ( x )在区间 I 上有原函数 ,则 f ( x )在区间 I 上有界

(原函数存在的必要条件 ) .

例 7 .2 .1  设 f ( x )的一个原函数是 F( x) , a, b为非零常数 , 则

∫f ( a2 x + b) d x =   (单项选择 ) .

( A )
1
a

2 F( x) + c;    ( B) a
2

F( x) + c;

( C) F( a2 x + b) + c; ( D)
1
a2 F( a2 x + b) + c .

【解】 正确答案为 (D ) .利用复合函数求导即知 (D )正确 .另外 ,利

用凑微分方法 ,即有

∫f ( a2 x + b) d x = 1
a

2∫d F( a2 x + b) = 1
a

2 F( a2 x + b) + c .

【解毕】

【注】 上述两个方法中 ,凑微分方法是更重要的 ,这是求解不定积

分的基础 .

例 7 .2 .2  设 f ( x) =
x + 1 , x≥0 ,

1
2

e - x +
1
2

, x < 0 .
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则 f ( x)的一个原函数为   (单项选择 ) .

( A ) F( x) =

1
2

x2 + x, x≥0 ,

-
1
2

e - x , x < 0 .

( B) F( x) =

1
2

x
2

+ x -
1
2

, x≥0 ,

-
1
2

e - x +
1
2

x , x < 0 .

( C) F( x) =

1
2

x
2

+ x, x≥0 ,

-
1
2

e
- x

+
1
2

, x < 0 .

(D ) F( x) =

1
2

x
2

+ x + 1 , x≥0 ,

-
1
2

e
- x

+
1
2

x , x < 0 .

【解】 正确答案为 ( B) .对分段表达的函数 ,首先在各个分段区间

内验证是否有 F′( x) = f ( x) ;其次 ,还应验证 F( x)在区间的端点

(或分界点 )处是否连续 ,此外 ,还应验证是否可导 . 【解毕】

例 7 .2 .3  设 f ( x)在 ( - ∞ , + ∞ )上有原函数 ,则下列命题中不

正确的是   (单项选择 ) .

( A ) f ( x )的任意原函数在 ( - ∞ , +∞ )上连续 ;

( B) f ( x )的任意两个原函数之差必为常数 ;

( C) f ( x)的任意两个原函数之和必为 2 f ( x)的原函数 ;

(D ) 若 F ( x)为 f ( x )的一个原函数 , G( x)为连续函数 , 则

G( F( x) )必为 G( f ( x) )的原函数 .

【解】 正确答案为 (D ) .选项 ( A ) , ( B ) , ( C)均为原函数的性质所

决定的 ,因而正确 .对选项 (D )有
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d
d x

G( F( x) ) =
dG
d F
·

d F
d x

= G′( F( x) ) f ( x ) ≠ G( f ( x ) ) .

【解毕】

例 7 .2 .4  设 f ( x)的一个原函数是 F( x) , g( x )是 f ( x )在区间 I

上的反函数 , g( x )的一个原函数为 G( x) ,则下列选项中正确的是

  (单项选择 ) .

( A ) F′( x) G′( x) = 1;    (B ) f′( x) g′( f ( x ) ) = 1;

( C)
dG( f ( x) )

d x
= 1; (D )

d F( g( x) )
d x

= 1 .

【解】 正确选项为 ( B) .( A )的右端应为 f ( x ) g( x) ; ( C)的右端应

为 g( f ( x ) ) f′( x ) = x f′( x ) ; ( D )的右端应为 F′( g( x ) ) g′( x ) =

f ( g( x ) ) g′( x) = x g′( x ) . 【解毕】

例 7 .2 .5  设 f ( x)的一个原函数是 F( x) , g( x )是 f ( x )在区间 I

上的反函数 , g( x )的一个原函数为 G( x) ,则下列选项中不正确的

是   (单项选择 ) .

( A ) F′( x) G′( x) = 1;     (B ) f′( x)· g′( x) = 1;

( C)
dG( f ( x) )

d x
= x f′( x ) ; (D )

d F( g( x) )
d x

=
x

f′( x)
.

【解】 由上例知道 ,不正确选项为 ( A ) . 【解毕】

例 7 .2 .6  设 sin x
x
为 f ( x)的一个原函数 , 且 a≠0 ,则∫ f ( ax )

a
d x

=   (单项选择 ) .

( A )
sin a x
a3 x

+ c,     ( B)
sin ax
a2 x

+ c,

( C)
sin ax

ax
+ c, ( D)

sin ax
x

+ c .

【解】 正确选项为 ( A ) .

∫ f ( ax )
a

d x = 1
a

2∫f ( ax ) d( ax) = 1
a

2 ·
sin ax

ax
+ c = sin ax

a
3

x
+ c .
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【解毕】

例 7 .2 .7  设 f ( x)的一个原函数为
sin x

x
,求∫

π

π
2

x f′( x ) d x .

( 1999 年考研题 )

【解】  记 I =∫
π

π
2

x f′( x ) d x , 则 I =∫
π

π
2

xd f ( x ) = x f ( x)

|
π

π
2∫
π

π
2

f ( x) d x .因 f ( x ) 的一个原函数为
sin x

x
, 因而

f ( x) =
sin x

x
′=

xcos x - sin x
x 2 , f (π) = -

1
π

, f (
π
2

) = -
4
π2 ,

所以 I = x f ( x ) |
π

π
2

- sin x
x |

π

π
2

= 4
π

- 1 . 【解毕】

【寓意】 本题考查原函数概念 ,凑微分法 ,分部积分及牛顿-莱布

尼茨公式 .

7 .3  原函数表示法与变上限积分

当 f ( x)的原函数在区间 I上存在时 ,常用 F( x)表示 ,记为一

个变上限的积分

F( x) =∫
x

a
f ( t) d t , a∈ I , x∈ I , ( 7 .4)

  必须特别指出 ,当 f ( x )的原函数存在性未知时 , (7 .4 )表示的

函数 F( x)未必是 f ( x)的一个原函数 .对 ( 7 .4 )式表示的 F( x)只

能说是一个变上限的积分 ,对这里的 F( x) ,具有如下性质 :

(1 ) 当 f ( x )在 [ a, b]上可积 (即∫
a

b
f ( x) d x 存在 )时 , F( x)在

[ a, b]上连续 (请读者完成证明 ) .

(2 ) 当 f ( x )在 [ a, b]上连续时 , F ( x)在 [ a, b]上可导 , 并且

F′( x ) = f ( x ) ,这时 F( x)为 f ( x )在[ a, b]上的原函数 .
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例 7 .3 .1  设 f ( x) =

2 x, 0≤ x≤1 ,

1
2

, 1 < x≤2 .

求Φ( x) =∫
x

0
f ( t) d t的表达式 ,并讨论Φ( x) 在[ 0 , 2] 内的连续性

与可导性 ,说明Φ( x ) 是否为 f ( x) 在[ 0 , 2] 上的原函数 .

【解】 当 x∈ [ 0 , 1] 时 ,Φ( x) =∫
x

0
f ( t) d t =∫

x

0
2 td t = x2 .

当 x∈ (1 ,2 ] 时 ,Φ( x ) =∫
x

0
f ( t) d t =∫

1

0
2 td t +∫

x

1

1
2

d t =

1
2

( x + 1 ) , 于是Φ( x )表达式为

Φ( x ) =

x2 , 0 ≤ x≤ 1 ,

1
2

( x + 1) , 1 < x≤ 2 .

  lim
x→ 1

-
Φ( x ) = lim

x→1
-

x2 = 1 , lim
x→1

+
Φ( x ) = lim

x→ 1
+

1
2

( x + 1) = 1 ,又因为

Φ(1 ) = 1 ,因此Φ( x )在 x = 1 处连续 ,即在 [0 , 2 ]上连续 .

但Φ( x)在 x = 1 处不可导 ,事实上有

Φ′(1 - ) = lim
x→ 1

-

x
2

- 1
x - 1

= 2 ,

Φ′( 1
+

) = lim
x→ 1 +

1
2

( x + 1) - 1

x - 1
=

1
2

,

即左导数和右导数不相等 , 因而在 x = 1 处 Φ( x )不可导 .所以

Φ( x)不是 f ( x)在 [0 , 2 ]上的原函数 . 【解毕】

【注】 上述例题中的 f ( x )在[ 1 , 2]内不存在原函数 .事实上有结

论 :导函数没有第Ⅰ类间断点 .在上述例题中 f ( x )在 x = 1 处不连

续 ,且 x = 1 为 f ( x)的第Ⅰ类间断点 ,若 f ( x )有原函数 F( x) ,则

F′( x ) = f ( x ) ,但 f ( x)有第Ⅰ类间断点 x = 1 ,因而原函数 F( x)不

存在 (详见综例 6 .5 .20) .
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例 7 .3 .2  设 f ( x )为可微函数 , g ( x )为 f ( x ) 的反函数 , 求

d
d x∫

f ( x )

0
tg ( t) d t .

【解】

d
d x∫

f ( x )

0
tg ( t) d t = f ( x ) g( f ( x) ) f′( x ) = x f ( x ) f′( x ) .

【解毕】

【技巧】 变限积分有时以某一中间变量为上限或下限 ,求导数时

应注意复合函数的求导规则 .此外 , g( x)为 f ( x )的反函数是指已

经换了自变量记号 ,应立即知道 g( f ( x) ) = x .

例 7 .3 .3  求函数 f ( x) =∫
x
2

0
( t - 1) e

- t
d t的极值点 .

【解】 先求驻点 .

f′( x) = ( x2 - 1) e - x
2

·2 x = 2( x3 - x) e - x
2

.

令 f′( x) = 0 ,解出驻点 x1 = 0 , x2 = - 1 , x3 = 1 .

f″( x) = 2e - x2

(5 x2 - 2 x4 - 1) ,

f″( 0) < 0 , f″( - 1 ) = f″( 1 ) = 4e
- 1

> 0 .因此 x1 = 0 为极大值点 ,

x2 = - 1 与 x3 = 1 为极小值点 . 【解毕】

例 7 .3 .4  设 g( x) =∫
x

0
f ( u) d u ,其中

f ( x) =

1
2

( x
2

+ 1 ) , 0 ≤ x < 1 ,

1
3

( x - 1 ) , 1 ≤ x≤ 2 .

则 g( x)在区间 (0 , 2 )内   (单项选择 ) .

( A ) 无界 ; ( B) 递减 ; ( C) 不连续 ; (D ) 连续 .

( 2001 年考研题 )

【解】 正确选项为 (D ) .

f ( x)在 (0 ,2 )内有第Ⅰ类间断点 ,显然 f ( x)在 ( 0 , 2 )内可积 ,
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因而其变限积分 g( x)在 x∈ ( 0 , 2)时连续 . 【解毕】

【注】 读者可参照例 7 .3 .1 ,求出 g( x)在 [ 0 , 2]上的表达式 ,并且

可直接验证 g( x)在 x = 2 处连续 .但是 , g( x)并非 f ( x )在 ( 0 , 2)内

的原函数 ,因为 g( x)在 x = 2 处不可导 .

例 7 .3 .5  设 f ( x)为已知单调连续函数 , g( x )为 f ( x )的反函数 ,

则 d
d x∫

f ( x)

0

g( t)
t

sin td t =   (单项选择 ) .

( A )
f ( x)

x
sin( f ( x ) ) f′( x) ,    ( B)

x
f ( x )

sin( f ( x) ) ,

( C)
x

f ( x )
sin( f ( x) ) f′( x ) , ( D)

xsin x
f ( x)
· f′( x ) .

【解】 正确选项为 ( C) .注意到 g( f ( x ) ) = x及复合函数的求导规

则 ,则只有 ( C)正确 . 【解毕】

例 7 .3 .6  设 f ( x )在 [ 0 , + ∞ )上可导 , f ( 0 ) = 0 ,且其反函数为

g( x) ,若∫
f ( x )

0
g( t) d t = x2 ex ,求 f ( x) . ( 2001 年考研题 )

【解】 由已知等式两边对 x求导便有

x f′( x ) = 2 xe x + x2 ex , x≠ 0 ,

f′( x ) = 2e
x

+ xe
x

,

两端取不定积分得到 f ( x) = ( x + 1 )e
x

+ c .

由 f ( x)在 x = 0 处连续 ,则有

f (0 ) = lim
x→0 +

f ( x) = lim
x→0 +

( ( x + 1) e
x

+ c) = 0 ,

解得 c = - 1 ,因此

f ( x) = ( x + 1 )e
x

- 1 . 【解毕】

【寓意】 本题考查变上限积分与反函数的概念 .此外 ,求解原函数

f ( x)时 ,应注意到题设条件 f ( 0 ) = 0 对应的 f ( x )只有一个 , 且

f ( x)在 x = 0处连续 ,由此确定任意常数 c的取值 .

【注】 本题亦可以通过区间[0 , x]上的定积分求解 ,过程更加简捷 .
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7 .4  积分方法与技巧

1 . 凑微分法

凑微分法是训练积分技巧的基础 ,必须达到熟练程度 .这一方

法的根据是利用积分微分的逆运算关系及已知积分公式 ,凑出可

求解的积分形式 .

设φ( x)是可微函数 ,所凑微分的标准可解形式是

∫φ′( x) f (φ( x ) ) d x =∫f (φ( x ) ) dφ( x) = F(φ( x) ) + c,

( 7 .5)

其中 F( x)是 f ( x )的一个原函数 .但是 ,这种标准可解形式并不多

见 ,积分的一般形式为

∫g( x) f (φ( x) ) d x . ( 7 .6)

这时要看 g( x)是否有可化为φ′( x )的部分因子 .凑微分的方法是

基于对基本积分公式的熟练程度及初等函数复合变形技巧的掌

握 ,包括部分恒等式的变形技巧 (如三角函数恒等式 ) .

例 7 .4 .1  设 xln x为 f ( x)的一个原函数 ,求∫f ( ax + b) d x, 其中

a, b为常数 ,且 a≠0 .

【解】

∫f ( ax + b) d x = 1
a∫f ( ax + b) d ( ax + b)

= 1
a

tln t |
+ c

t = ax + b

=
1
a

( ax + b) ln | ax + b | + c . 【解毕】
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例 7 .4 .2  求不定积分

(1 )∫tan
2

xd x, ( 2)∫tan
3

xd x .

【解】

(1 )∫tan2 xd x =∫( sec2 x - 1 ) d x = tan x - x + c

(2 )∫tan3 xd x =∫tan x( sec2 x - 1) d x

=∫tan xd tan x -∫t an xd x

=
1
2

tan
2

x + ln | cos x | + c . 【解毕】

【注】 不定积分对被积函数满足线性运算 ,利用这种性质 ,有时将

一个积分化为多个积分求解 ,有时又把多个积分统一为一个积

分号 .

例 7 .4 .3  求不定积分∫ cos xd x
1 + sin

2
x

.

【解】 ∫ cos xd x
1 + sin

2
x

=∫ d sin x
1 + sin

2
x

= arctan( sin x) + c . 【解毕】

例 7 .4 .4  求不定积分∫ d x

x (4 - x)
. ( 1997 年考研题 )

【解】 (方法 1 )

∫ d x

x (4 - x )
=∫ d x

2 1 -
x - 2

2

2
= arcsin

x - 2
2

+ c .

  (方法 2 )

∫ d x

x (4 - x)
=∫ 2d x

4 - x
= 2∫

d x
4

1 - x
4

= 2arcsin
x

2
+ c .

【解毕】
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例 7 .4 .5  计算∫ d x

x ln x(1 - ln x)
.

【解】 连续采用两次凑微分的方法即有

∫ d x

x ln x(1 - ln x)
=∫ d ln x

ln x( 1 - ln x)
=∫2d ln x

1 - ln x

= 2arcsin ln x + c . 【解毕】

例 7 .4 .6  计算∫ sin2 xd x

1 + cos
4

x
.

【解】 (方法 1 )

∫ sin2 xd x

1 + cos
4

x
= -∫ d cos

2
x

1 + (cos
2

x)
2

= - ln cos2 x + 1 + cos4 x + c .

  (方法 2 )

∫ sin2 xd x

1 + cos4 x
= -∫ d cos2 x

1 + cos4 x

= - ln cos
2

x + 1 + cos
4

x + c

= ln 1 + cos
4

x - cos
2

x + c .

这里用到了基本积分公式

∫ d x

a
2

+ x
2

= ln x + a
2

+ x
2 + c . 【解毕】

【注】 上述答案中的绝对值号可脱掉 .

例 7 .4 .7  求不定积分∫ sin xd x
sin x + cos x

.

【解】 (方法 1 )

∫ sin xd x
sin x + cos x

=
1
2∫

sin x - cos x
sin x + cos x

d x +∫sin x + cos x
sin x + cos x

d x
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= -
1
2∫

d ( sin x + cos x)
sin x + cos x

+
1
2

x

= - 1
2

ln sin x + cos x + 1
2

x + c .

  (方法 2 )  原积分记为 I ,则

I = -∫cos x - sin x
sin x + cos x

d x +∫ cos xd x
sin x + cos x

= -∫d( sin x + cos x)
sin x + cos x

+∫cos x + sin x - sin x
sin x + cos x

d x

= - ln | sin x + cos x | + x - I + c,

移项后解出 I = -
1
2

ln | sin x + cos x | +
1
2

x + c . 【解毕】

【注】 上述 (方法 2 )称为回归方法 ,是积分中的常用技巧 .

2 . 分部积分法

设 f ( x) , f′( x )与 g( x)为区间 I上的连续函数 , G( x)为 g( x)

在 I上的一个原函数 ,则在区间 I上有

∫f ( x ) g( x) d x = f ( x ) G( x) -∫f′( x ) G( x) d x ( 7 .7)

  分部积分法适用于被积函数含有 ln x, sin x , arcsin x, ex 及某

些根式因子的情形 .往往与凑微分方法及变数替换方法交叉使用 .

例 7 .4 .8  利用分部积分可有以下结果 , 做为基本积分公式的

补充 .

(1 )∫arcsin xd x = xarcsin x -
1
2∫

d ( - x2 )

1 - x2

= xarcsin x + 1 - x
2

+ c . (7 .8 )

(2 )∫ln xd x = xln x - x + c . (7 .9 )

(3 )∫xex d x = xex - ex + c . ( 7 .10 )
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(4 )∫xcos xd x =∫xdsin x = xsin x + cos x + c . ( 7 .11 )

(5 )∫arctan xd x = xarctan x -∫ xd x
1 + x

2

= xarctan x -
1
2

ln (1 + x
2

) + c . ( 7 .12 )

例 7 .4 .9  利用分部积分计算∫ x
2

- a
2

d x .

【解】

∫ x
2

- a
2

d x = x x
2

- a
2

-∫ x2 d x

x 2 - a2

= x x
2

- a
2

-∫x
2

- a
2

+ a
2

x
2

- a
2

d x

= x x
2

- a
2

-∫ x
2

- a
2

d x - a
2∫ d x

a2 - x2

= x x2 - a2 -∫ x2 - a2 d x

- a2 ln x + x2 - a2 + c,

移项后解出

∫ x
2

- a
2

d x =
1
2

x x
2

- a
2

-
a2

2
ln x + x

2
- a

2 + c .

【解毕】

例 7 .4 .10  设 F ( x)为 f ( x )的一个原函数 , 且当 x≥ 0 时有

f ( x) F( x) =
xe x

2( 1 + x)2 ,已知 F(0 ) = 1 , F( x) > 0 ,求 f ( x) .

(1999 年考研题 , 1998 年清华大学考题 )

【解】 由 F′( x) = f ( x) ,则立即有

2 F( x) F′( x) =
xex

(1 + x)
2 ,

两边取不定积分得
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2∫F( x) d F( x) =∫ xe x

( 1 + x)2 d x .

对等式右端采用分部积分

∫ xe
x

(1 + x)
2 d x =∫xe x d

- 1
1 + x

= - xe
x

1 + x
+∫e

x
(1 + x)
1 + x

d x

=
- xe x

1 + x
+ e

x
+ c =

ex

1 + x
+ c .

于是即有 F2 ( x) = e
x

1 + x
+ c .

由 F( 0) = 1 , F2 (0 ) = 1 + c,解出常数 c = 0 ,因此

F( x) =
ex

1 + x
  ( F( x) > 0 ) .

f ( x) = F′( x ) =
e

x
2

2 1 + x
-

e
x
2

2 (1 + x)
3/ 2 =

xe
x
2

2( 1 + x)
3/ 2 .

【解毕】

【寓意】 本题考点为原函数概念 ,凑微分与分部积分技巧 ,本题亦

可用定积分求解 .

例 7 .4 .11  计算∫e
2 x

( tan x + 1)
2

d x . ( 1997 年考研题 )

【解】 ∫e
2 x

( tan x + 1)
2

d x

=∫e2 x ( sec2 x + 2tan x) d x

=∫e
2 x

dtan x + 2∫e
2 x

tan xd x

= e2 x tan x - 2∫e2 x tan xd x + 2∫e2 x tan xd x

= e
2 x

tan x + c . 【解毕】
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【注】 本题属于应用分部积分方法的典型例题 .

例 7 .4 .12  计算∫x
2
arctan xd x
1 + x

2 .

【思路】 首先利用凑微分法将原积分化为分部积分形式 .

【解】

∫x
2
arctan x

1 + x
2 d x =∫( x

2
+ 1 - 1) arctan x

1 + x
2 d x

=∫arctan xd x -∫arctan x
1 + x2 d x

= xarctan x -∫ xd x
1 + x

2 -∫arctan xd( arctan x)

= xarctan x -
1
2

ln(1 + x
2

) -
1
2

arctan
2

x + c .

【解毕】

【技巧】 上述解法中再次用到加一项减一项的简单技巧 .这是凑

微分的必备基础 .

例 7 .4 .13  求不定积分∫1 + sin x
1 + cos x

e
x
d x .

【思路】 先用三角公式对原积分进行变形 ,而后凑微分 ,导出分部

积分形式 .

【解】

∫1 + sin x
1 + cos x

e
x
d x =∫ e

x
d x

2cos2 x
2

+∫ tan
x
2

e
x
d x

=∫e x d tan x
2

+∫tan x
2

de x

= e
x
tan

x
2

-∫tan
x
2

de
x

+∫tan
x
2

de
x

= e
x
tan

x
2

+ c . 【解毕】
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例 7 .4 .14  计算∫ x2 e x

( x + 2 )2 d x .

【思路】 先凑微分进行试验 ,最终将必然用到分部积分 .

【解】

∫ x
2
e

x

( x + 2 )
2 d x =∫x2 ex d

- 1
x + 2

= - x
2

e
x

x + 2
+∫2 xe

x
+ x

2
e

x

x + 2
d x

= -
x2 ex

x + 2
+∫xe

x
d x

= - x
2

e
x

x + 2
+ xe x - e x + c . 【解毕】

例 7 .4 .15  求∫arctan e
x

e2 x d x . ( 2001 年考研题 )

【思路】 首先凑微分得到分部积分形式 .

【解】

∫arctan e
x

e
2 x d x = - 1

2∫arctan ex d(e - 2 x )

= -
1
2

e - 2 x arctan e x -∫ de
x

e
2 x

( 1 + e
2 x

)

= -
1
2

e
- 2 x

arctan e
x

+
1
2∫

1
e

2 x - 1
1 + e

2 x de
x

= - 1
2

e - 2 x arctan e x - 1
2e

x - 1
2

arctan ex + c .

【解毕】

【技巧】 上述解法中第二个等号后的积分号内为两因子乘积 ,应

意识到将被积函数分解为最简分式的代数和 .

例 7 .4 .16  求∫arcsin x

x
d x . ( 2000 年考研题 )
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【解】

∫arcsin x

x
d x = 2∫arcsin xd x

= 2 xarcsin x -∫ d x

1 - x

= 2 xarcsin x + 2 1 - x + c . 【解毕】

3 . 变数替换法

设 x ( t ) 在区间 I 上有反函数 g ( x ) 存在 , 且在 I 上有

∫f ( x ( t) ) x′( t) d t = F( t) + c, 则

∫f ( x ) d x = F( g( x) ) + c . (7 .13)

  对某些积分 ,有时不能通过凑微分方法利用基本积分公式求

解 ,往往需要引入一种变数替换 ,使积分形式得以转化 ,最终利用

基本积分公式求解 .此外 ,变数替换方法还常常与分部积分交叉应

用 .

(1 ) 三角替换

三角函数替换是主要针对某些含无理根式的积分替换 ,包括

以下几种典型积分类别 .

1° ∫ d x

a
2

- x
2

= arcsin x
a

+ c   ( a > 0) . ( 7 .14 )

这是含有 a
2

- x
2
因子作被积函数的最简单类型 ,用的变换是 x

= asin t, d x = acos t .当然 ,公式 ( 7 .14 )只需凑微分法即可获得 .

2° ∫ d x

x
2

- a
2

= ln x + x
2

- a
2 + c ( a > 0) .

( 7 .15 )

用的变换是 x = asec t , d x = asec t· tan t, tan2 t = sec2 t - 1 .

3° ∫ a
2

+ x
2

d x =
1
2

x a
2

+ x
2

+
a2

2
ln( x + a

2
+ x

2
) +
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c . ( 7 .16 )

用的变换是 x = atan t, d x = asec2 td t .

4° ∫ d x

a
2

+ x
2

= ln( x + a2 + x2 ) + c . ( 7 .17 )

用的变换是 x = atan t, d x = asec2 td t .

5° ∫ x2 - a2 d x = 1
2

x x 2 - a2 - a
2

2
ln x + x2 - a2 +

c . (7 .18)

用的变换是 x = asec t, d x = asec t· tan td t .

例 7 .4 .17  证明公式 (7 .15) .

【证】 令 x = asec t , d x = asec t· tan td t,则

∫ d x

x
2

- a
2

=∫asect·tan t
a tan t

d t =∫sec td t

= ln sec t + tan t + c

= ln x + x2 - a2 + c . 【证毕】

【注】 变数替换的积分结果必须以 x( t)的反函数 g( x)代回 .在三

角替换中 ,可画出示意三角形以确定三角函数关系较为方便 .

例 7 .4 .18  求∫ ( x - 2 ) d x

x
2

- 2 x + 10
.

【解】 先将根号内部分进行配方 .设

I( x ) >∫ ( x - 2 ) d x

x
2

- 2 x + 10
=∫ x - 2

( x - 1)
2

+ 3
2

d( x - 1) .

令 x - 1 = u,则 d x = d u,于是

I( x) =∫( u - 1) d u

u2 + 32
=∫ ud u

u2 + 32
-∫ d u

u2 + 32

= u2 + 9 - ln( u + u2 + 9 ) + c

= x
2

- 2 x + 10 - ln ( x - 1 + x
2

- 2 x + 10 ) + c .
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【解毕】

【注】 本题利用了已知积分公式 (7 .17) .亦可直接令 x - 1 = 9t an t

进行计算 .

例 7 .4 .19  求∫ d x

( 2 x
2

+ 1) x
2

+ 1
. ( 2001 年考研题 )

【解】 令 x = tan t ,则 d x = sec
2

td t ,于是

原积分 =∫ d t
cos t( 2t an2 t + 1 )

=∫ cos td t
2sin2 t + cos2 t

=∫ d sin t
1 + sin

2
t

= arctan ( sin t) + c

= arctan x

1 + x
2

+ c . 【解毕】

  (2 ) 指数与对数替换

被积函数中含有指数或对数时 ,用此类变换进行试验 ,往往需

要配合凑微分法进行适当变形 .

例 7 .4 .20  求∫ d x
1 + ex .

【解】 令 e
x

= t ,则 d x =
d t
t

,于是

∫ d x
1 + ex =∫ d t

t ( t + 1)
=∫ 1

t
-

1
t + 1

d t = ln
t

t + 1
+ c

= x - ln( 1 + ex ) + c . 【解毕】

【注】 变数替换往往不是唯一的 ,如本题还可用替换 1 + ex = t .此

外 ,还可注意到
1

1 + e
x = 1 -

e
x

1 + e
x ,见下例 .

例 7 .4 .21  设 f ( ln x) =
ln( 1 + x)

x
,计算∫f ( x) d x .

( 2000 年考研题 )
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【解】 设 ln x = t,则 x = e
t
, f ( t) =

ln (1 + et )
e t ,于是

∫f ( x) d x =∫ln( 1 + e
x
)

e
x d x

= -∫ln( 1 + e
x
) d e

- x

= - e
- x

ln( 1 + e
x
) +∫ 1

1 + e x d x

= - e
- x

ln( 1 + e
x
) +∫ 1 -

e
x

1 + ex d x

= - e
- x

ln( 1 + e
x
) + x - ln (1 + e

x
) + c

= x - (1 + e
- x

) ln(1 + e
x

) + c . 【解毕】

例 7 .4 .22  计算∫ xex d x

1 + e x
.

【解】 令 1 + e
x

= t ,则 x = ln ( t
2

- 1 ) , d x =
2 t

t
2

- 1
d t,于是

∫ xex d x

1 + ex
= 2∫ln( t

2
- 1 ) d t

= 2∫ ln( t + 1 ) + ln( t - 1) d t

= 2[ ( t + 1) ln( t + 1) - ( t + 1) + ( t - 1)

 ln( t - 1) - ( t - 1) ] + c

= 2 tln( t
2

- 1) + ln
t + 1
t - 1

- 2 t + c

= 2 x 1 + ex - 4 1 + ex + 2ln 1 + e
x

+ 1

1 + e x - 1
+ c .

【解毕】

【技巧】 上述第一个符号是寻找变换的诱发点 .

【注】 本题亦可采用变换 e
x

= tan
2

t ,请读者完成这一方法 .
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例 7 .4 .23  计算∫arcsinex

ex d x .

【解】

∫arcsine x

e x d x = -∫arcsine
x
de

- x

= - e
- x

arcsine
x

+∫ d x

1 - e
2 x

.

对上述的第二项 ,再令 e x = sin t ,即可脱去根号 ,这时 x = ln sin t ,

d x =
cos t
sin t

d t ,于是

原积分 = - e - x arcsine x +∫ 1
cos t
· cos t

sin t
d t

= - e - x arcsine x +∫csc td t

= - e
- x

arcsine
x

+ ln csc t - cot t + c

= ln 1 - 1 - e2 x - x - e - x arcsine x + c .【解毕】

  (3 ) 根式替换

对含有某些根式的被积函数 ,往往可以通过根式替换进行有

理化 .方法是取各同形根式中方幂的最小公倍数作为方幂的相应

根式作为新变量 .

例 7 .4 .24  求∫ d x

1 + 3 x - 1
.

【解】 本题只有一个根式 ,令 x - 1 = t,则 d x = 2 td t,于是

∫ d x

1 + 3 x - 1
=∫ 2 td t

1 + 3 t

=
2
3∫ 1 - 1

3 t + 1
d t

=
2
3

t -
1
3

ln (1 + 3 t) + c

·651· 第 7 章  原函数概念与积分技巧



=
2
3

x - 1 -
1
3

ln( 1 + 3 x - 1 ) + c .

【解毕】

例 7 .4 .25  计算∫( x - 1) d x

x +
3

x
2

.

【解】 令
6

x = t,则 d x = 6 t5 d t,于是

∫( x - 1) d x

x +
3

x2
= 6∫( t6 - 1) t5

t3 + t4
d t

= 6∫t
2

( t
6

- 1)
t + 1

d t

= 6∫t
2

( t
5

- t
4

+ t
3

- t
2

+ t - 1 ) d t

= 6
1
8

t
8

-
1
7

t
7

+
1
6

t
6

-
1
5

t
5

+
1
4

t
4

-
1
3

t
3

+ c

= 6
1
8

x
4/ 3

-
1
7

x
7/ 6

+
1
6

x -
1
5

x
5/ 6

+ 1
4

x2/ 3 - 1
3

x1/ 2
+ c . 【解毕】

例 7 .4 .26  求∫ln (1 + x)

x
d x .

【思路】 凑微分后进行分部积分 .

【解】 ∫ln( 1 + x)

x
d x = 2 xln(1 + x) - 2∫ xd x

1 + x
.

对第二项令 x = t,则 d x = 2 td t,于是

原积分 = 2 xln (1 + x) - 4∫ t
2

t
2

+ 1
d t

= 2 xln (1 + x) + 4( arctan x - x) + c .【解毕】
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7 .5  有理分式与三角有理分式的积分

1 . 有理分式的积分

有理分式最终可化为有理真分式与一个多项式的和 .多项式

积分是容易的 ,只限于幂函数积分 .而有理真分式的积分在方法上

一般较为复杂 .这里我们讨论最常见的形式 .设有理真分式

R( x) = q( x)
p( x)

= q( x)
( x - a)

m
p1 ( x)

. (7 .19)

其中 a∈R 为 p( x)的一个 m重实根 ,这时 R( x)可有如下分解 (假

设 p( x) , p1 ( x )均为实系数多项式 ) :

R( x) =
Am

( x - a)
m +

q1 ( x )
( x - a)

m - 1
p1 ( x)

, (7 .20)

其中 Am 为常数 , q1 ( x)的次数低于 m - 1 与 p1 ( x )的次数之和 .

(1 ) 若 m > 1 ,则 (7 .20)式右端第二项视为 ( 7 .19 )式右端的情

形 ,仍可进一步做形如 ( 7 .20 )式的分解 .

(2 ) 若 m = 1 ,则当 p1 ( x )仍有实根时 , (7 .20)式右端第二项

仍可进一步分解 .而当 p1 ( x )只有成对复根时 , ( 7 .20 )式为最终分

解形式 .

于是我们可以断言 :∫R( x) d x的结果只可能是幂函数 ,对数

函数或反三角函数类型 .以下给出具有代表性的几个例题 .

例 7 .5 .1  求∫ d x
(1 + x2 )2 .

【思路】 本题属于形如 ( 7 .20 )式右端第二项 p1 ( x )无实根的情

形 ,不能进一步分解 .

【解】 取变换 x = tan t ,则 d x = sec2 td t ,于是

∫ d x
( 1 + x

2
)

2 =∫sec
2

t
sec

4
t
d t =∫cos

2
td t
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=∫1 + cos2 t
2

d t =
1
2

t +
1
4

sin2 t + c

= 1
2

t + 1
2

sin tcos t + c

= 1
2

arctan x + x
2( 1 + x

2
)

+ c . 【解毕】

例 7 .5 .2  求∫ x
3

+ 1
x( x - 1)3 d x .

【思路】 反复应用 (7 .20)式的分解步骤可得最终分解形式 .

【解】 用待定系数法 ,设

x3 + 1
x( x - 1)3 =

A
x

+
A1

x - 1
+

A2

( x - 1 )2 +
A3

( x - 1) 3 ,

比较两端分子可有恒等式

x
3

+ 1 = A( x - 1 )
3

+ A1 x( x - 1 )
2

+ A2 x( x - 1 ) + A3 x ,

比较两端同次幂系数即有 A = - 1 , A1 = 2 , A2 = 1 , A3 = 2 ,于是

∫ x3 + 1
x( x - 1)3 d x =∫ - 1

x
+ 2

x - 1
+ 1

( x - 1 )
2 + 2

( x - 1 )
3 d x

= - ln | x | + 2ln | x - 1 | -
1

x - 1
-

1
( x - 1)

2 + c

= ln
( x - 1)

2

| x |
-

x
( x - 1)

2 + c . 【解毕】

例 7 .5 .3  求∫ 2 x + 2
( x - 1) ( x2 + 1 )2 d x .

【解】 将被积函数做形如 (7 .20)的分解 ,则应有

2 x + 2
( x - 1 ) ( x

2
+ 1 )

2 = A
x - 1

+
B1 x + C1

x
2

+ 1
+

B2 x + C2

( x
2

+ 1)
2 ,

由此可得恒等式

2 x + 2 = A( x
2

+ 1 )
2

+ ( B1 x + C1 ) ( x - 1) ( x
2

+ 1 )

+ ( B2 x + C2 ) ( x - 1 ) ,

比较两端同次幂系数得到方程组
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A + B1 = 0 ,

- B1 + C1 = 0 ,

2 A + B1 - C1 + B2 = 0 ,

- B1 + C1 - B2 + C2 = 2 ,

A - C1 - C2 = 2 .

解得 A = 1 , B1 = - 1 , B2 = - 2 , C1 = - 1 , C2 = 0 .

于是原积分为

I =∫ d x
x - 1

-∫ x + 1
x

2
+ 1

d x -∫ 2 x
( x

2
+ 1)

2 d x

= ln x - 1 -
1
2

ln ( x
2

+ 1) - arctan x +
1

x + 1
+ c .

【解毕】

例 7 .5 .4  求∫ d x
x6 + x4 .

【思路】 在某些特定情况下 ,前面给出的有理分式积分法不一定

是最方便的方法 .本题可通过凑微分方法引入变数替换而求解 .

【解】 ∫ d x
x6 + x4 = -∫ 1

x4 + x2 d
1
x

= -∫
1
x4

1 +
1
x

2

d
1
x

.

上述结果提示可取变换 t =
1
x

( x≠0 ) ,则

原积分 = -∫ t4

1 + t2 d t =∫1 - t4 + 1
1 + t2 d t =∫( 1 - t

2
) d t +∫ d t

1 + t2

= t - 1
3

t3 + arctan t + c

= 1
x

- 1
3 x

3 + arctan 1
x

+ c . 【解毕】

【技巧】 加一项 ,减一项 ,或分子分母同乘同除某一因子是常用的

技巧 ,而凑微法是求解积分的基础 .

·061· 第 7 章  原函数概念与积分技巧



2 .三角有理分式的积分∫R(sinx,cosx)dx

  三角有理分式 R( sin x , cos x)作为被积函数 ,其积分一定可以

求解 .一般有两套方法 .

(1 ) 三角万能置换 ,分以下 3 种情况

1° R( - sin x , cos x) = - R( sin x, cos x)

这意味着在被积式中 sin x 以奇次方幂出现 ,它与 cos x 为非

线性关系 ,表现为无理函数关系 ,即

sin x = 1 - cos
2

x ,

引入变换的目的在于将 R( sin x , cos x)有理化 .

令 t = cos x ,则 d x = -
1

sin x
d t .在此变换下 , sin x 与 cos x的无

理根式关系将得以解除 ,从而必然可求解 .

2° R( sin x , - cos x) = - R( sin x, cos x)

取变换 t = sin x,则 d x =
1

cos x
d t .

3° R( - sin x , - cos x) = R( sin x, cos x)

取变换 t = tan x , d x =
1

sec
2

x
d t =

d t
1 + t

2 .

一般情况下 ,任意 R( sin x, cos x)总可以分解为上述三种情况

的线性组合 ,即

R( sin x, cos x) =
1
2

R( sin x, cos x) - R( sin x, - cos x)

+
1
2

R( sin x, - cos x) - R( - sin x, - cos x)

+
1
2

R( - sin x, - cos x) + R( sin x, cos x)

  显然上述等号右端部分分别属于上述 1°, 2°, 3°,即这类变换

可以构成万能变换 .
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例 7 .5 .5  求∫ d x
sin xcos2 x

.

【思路】 原积分即求∫ d x
sin x(2cos

2
x - 1)

, 显然属于上述情况 1°.

【解】 令 t = cos x ,则 d x = -
d t

sin x
,于是

∫ d x
sin xcos2 x

=∫ d t
( 1 - t2 ) (1 - 2 t2 )

=∫ 2
1 - 2 t

2 - 1
1 - t

2 d t

= 1

2
ln

1 + 2 t

1 - 2 t
- 1

2
ln

1 + t
1 - t

+ c

=
1

2
ln

1 + 2cos x

1 - 2cos x
+ ln tan

x
2

+ c .【解毕】

【注】 (1 ) 上述解法中用到了
1 - cos x
1 + cos x

= tan2 x
2

.

(2 ) 对形如∫ 1
1 - x

2 d x的积分应做到很熟练 ,以下对此例给

出不同解法 ,以便应用中灵活掌握 .

例 7 .5 .6  求∫ 1
1 - x

2 d x .

【解】 (方法 1 )

∫ 1
1 - x

2 d x = 1
2∫

1
1 + x

+
1

1 - x
d x = 1

2
ln

1 + x
1 - x

+ c .

  (方法 2 )

取变换 x = sin t,则 d x = cos td t ,于是

∫ 1
1 - x2 d x =∫ 1

cos t
d t =∫sec td t

= ln sec t + tan t + c
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= ln
1 + sin t

cos t
+ c

= ln
1 + x

1 - x2
+ c =

1
2

ln
1 + x
1 - x

+ c .

  (方法 3 )

∫ 1
1 - x

2 d x =∫ 1
cos t

d t =∫dsin t
cos2 t

=∫ dsin t
1 - sin

2
t

=
1
2

ln
1 + sin t
1 - sin t

+ c

=
1
2

ln
1 + x
1 - x

+ c . 【解毕】

【注】 不定积分的计算结果形式上可能因方法不同而不同 ,但它

们最多只差一个常数 .

例 7 .5 .7  设 a > 0 ,求∫ d x
cos2 x + asin2 x

.

【解】 本题属于三角万能置换的情形 3°, 令 t = tan x, 则 d x =

d t
1 + t2 ,于是

∫ d x
cos

2
x + asin

2
x

=∫ d t
1 + at

2 = 1

a
arctan( a t ) + c

=
1

a
arct an( atan x) + c . 【解毕】

【注】 本题可直接凑微分求解 ,即化为

∫ d tan x
1 + at an

2
x

= 1

a
arctan( atan x) + c .

  (2 ) 半角万能置换

对∫R( sin x, cos x) d x,令 t = t an
x
2

,则 x = 2arctan t ,于是

d x =
2d t

1 + t
2 ,
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sin x =
2 t

1 + t2 , cos x =
1 - t2

1 + t2
.

于是有

∫R( sin x , cos x) d x =∫R
2 t

1 + t
2 ,

1 - t2

1 + t
2

2d t
1 + t2

.

这属于有理分式的积分 ,必然可以求解 .但是应指出 ,这种置换将

导致求解高方幂构成的有理分式积分 ,因此 ,我们建议的原则是 :

能用三角万能置换时 ,一般不用半角万能置换 ;能用凑微分或其他

特殊方法时 ,不用这二类所谓万能置换 .

例 7 .5 .8  求∫ d x
3 + 5cos x

.

【思路】 本题最佳方法是用半角置换 .

【解】 令 t = tan
x
2

,则 x = 2arctan t ,原积分化为

∫ d x
3 + 5cos x

=∫ 1

3 + 5·
1 - t2

1 + t2
·

2d t
1 + t2

=∫ 1
4 - t

2 d t = 1
4∫

1
2 + t

+
1

2 - t
d t

= 1
4

ln
2 + t
2 - t

+ c

=
1
4

ln
2 + tan

x
2

2 - tan
x
2

+ c . 【解毕】

例 7 .5 .9  求∫ d x
1 + sin x + cos x

.

【思路】 可用半角置换 ,但应首先考虑简便方法凑微分 .

【解】 由三角函数恒等式即可得到
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∫ d x
1 + sin x + cos x

=∫ d x

2 sin
x
2

cos
x
2

+ 2cos
2 x

2

=∫ d x

2cos2 x
2

1 + tan
x
2

= ln 1 + tan x
2

+ c . 【解毕】

7 .6  综合例题与递推方法

以下一组例题 ,只给出主要思路与答案 ,请读者进行练习 .

综例 7 .6 .1  ∫ln sin x
sin2 x

d x =   (单项选择 ) .

( A ) cot xlnsin x - co t x - x + c,

( B) - cot xlnsin x + cot x - x + c,

( C) - cot xlnsin x - cot x + x + c,

(D ) - co t xlnsin x - co t x - x + c .

【解】 答案为 (D ) ,凑微分后进行分部积分 . 【解毕】

综例 7 .6 .2  设 f ( x) 的一个原函数为 sin x
x

,则

∫f ( sin x + 1 )cos xd x =   .

( A )
sin ( sin x + 1 )

x
+ c;   (B)

sin( sin x + 1)
sin x + 1

+ c;

( C)
sin ( sin x + 1)

sin x
+ c; (D)

sin( sin x + 1)
sin( x + 1)

.

【解】 答案为 ( B) ,凑微分即可得答案 . 【解毕】

综例 7 .6 .3  ∫ x - 2

x
2

- 2 x + 10
d x =   .
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( A ) x
2

- 2 x + 10 - ln ( x - 1 + x
2

- 2 x + 10 ) + c;

( B) - x2 - 2 x + 10 - ln( x - 1 + x2 - 2 x + 10 ) + c;

( C) - x
2

- 2 x + 10 + ln( x - 1 + x
2

- 2 x + 10 ) + c;

(D ) x2 - 2 x + 10 + ln ( x - 1 + x2 - 2 x + 10 ) + c .

【解】 答案为 ( A ) ,原积分即可变形为

∫ x - 1 - 1

( x - 1 )
2

+ 9
d x =

1
2∫

d( x - 1 )
2

( x - 1)
2

+ 9

-∫ d x

( x - 1)
2

+ 9
= (A ) .【解毕】

综例 7 .6 .4  设∫x f ( x ) d x = arcsin x + c,则∫ d x
f ( x )

=   .(单

项选择 )

( A ) -
1
3

(1 - x
2

)
3
2 + c;   ( B)

1
3

( 1 - x
2

)
3
2 + c;

( C)
2
3

(1 - x
2

)
3
2 + c; (D ) -

2
3

(1 - x
2

)
3
2 + c .

【解】 答案为 ( A ) ,由已知等式两端对 x 求导数 , 解出
1

f ( x)
之后

进行积分 . 【解毕】

综例 7 .6 .5  ∫ln x - 1
x

2 d x =   .(单项选择 )

( A )
ln x
x 2 + c;    ( B) -

ln x
x

+ c;

( C)
ln x

x
+ c; (D ) -

ln x
2 x

+ c .

【解】 答案为 ( B) .

(方法 1 )

令 ln x = t,则 x = e
t
, d x = e

t
d t,原积分化为

∫t - 1
e t d t =∫( te

- t
- e

- t
) d t
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= -∫tde
- t

-∫e
- t

d t

= - te - t = - ln x
x

+ c .

  (方法 2 )

∫ln x - 1
x2 d x = -∫d

ln x
x

= -
ln x
x

+ c . 【解毕】

【技巧】 积分时 ,如对微分运算很熟悉 ,将有助于你找到快捷方便

的方法 ,尤其对多元函数的积分 ,包括微分方程的求解 ,此方法和

技巧尤为重要 .

综例 7 .6 .6  求∫x2 arccos xd x .

【思路】 幂函数与 ex , cos x, arcsin x, ln x乘积作为被积函数时 ,分

部积分是必由之路 ,同时应用凑微分方法 .

【解】

∫x2 arccos xd x =
1
3∫arccos xd x3

=
1
3

x
3
arccos x -

1
3∫

x
3

d x

1 - x
2

= 1
3

x3 arccos x + 1
6∫

- x
2

+ 1 - 1

1 - x2
d x2

= 1
3

x3 arccos x + 1
6∫ 1 - x2 - 1

1 - x
2 d x2

=
1
3

x
3
arccos x +

1
9

( 1 - x
2

)
3
2 -

1
3

1 - x
2

+ c .

【解毕】

【技巧】 对第二个等号后的积分 ,基于对幂函数积分的熟练进行

凑微分 ,并利用加一减一的技巧使计算得以减化 .此外 ,在凑微分

过程中应着眼于函数类的微分积分关系 ,而后校核系数不要出错 .

对第二个等号后的积分还可有第二个方法 ,即利用变换 x = sin t
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求解 ,请读者完成这一方法 .

综例 7 .6 .7  计算 In =∫ d x
( a2 + x2 ) n   ( n = 1 , 2 ,⋯ ) .

【思路】 对含有参数 n的积分 ,一般可以通过分部积分的手续 ,并

利用回归方法 ,给出一个递推计算公式 ,而要使所得递推公式完

备 ,必须给出递推的初值公式 ,而初值公式的个数取决于递推的步

数 .比如递推关系 ( k为固定整数 )

In + k = f ( In ) ,

则初值公式应给出 k个才行 .

【解】

In =
x

( a
2

+ x
2

)
n + 2 n∫ x2 d x

( a
2

+ x
2

)
n+ 1

=
x

( a2 + x2 ) n + 2 n∫x2 + a2 - a2

( a2 + x2 ) n+ 1 d x

= x
( a

2
+ x

2
)

n + 2 n In - a2 In+ 1

移项解出递推关系

In+ 1 = 1
2 na

2 ·
x

( a
2

+ x
2

)
n + 2 n - 1

2 na
2 In .

  上述递推公式仅需要一个递推初值即可 .显然 n = 1 时有

I1 =
1
a

arctan
x
a

+ c .以 I1 为初值 ,顺序可计算 I2 , I3 ,⋯ ,比如

I2 = 1
2 a

2 ·
x

a
2

+ x
2 + 1

2 a
3 arct an x

a
+ c .

最后 ,完备的递推公式为

In+ 1 =
1

2 na
2 ·

x
( a

2
+ x

2
)

n +
2 n - 1
2 na

2 In  ( n = 1 , 2 ,⋯ ) ,

I1 =
1
a

arctan
x
a

+ c .

【解毕】
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第 8章  定积分概念与性质

8 .1  引   言

  定积分内容部分的学习要着眼于概念、方法与技巧 ,其中的概

念较丰富 ,方法较多变 ,技巧较灵活 .

1 . 背景

世界是物质的 ,物质是运动的 .物质和运动都可以量化表达 ,

而量化表达的手段是数学 .微分和积分是定性定量表达事物规律

的重要手段之一 ,这种表达是精确的、精僻的 .微分和积分对一个

函数从两个不同侧面进行性态的分析 ,而定积分又独具特色 ,它做

为量化处理客观世界的工具和思想 ,成为一类重要的数学模型 .在

学习中 ,应力争站在较高的台阶上去纵观定积分的全部内容 ,形成

概念与方法的系统性 .

2 . 函数性态分析

本章内将进一步展开关于原函数与变限积分的讨论 .我们将

看到 ,由定积分做为工具讨论原函数将会更加直观而深刻 ,基于定

积分的工具 ,对函数性态的分析会得出许多重要结论 ,与导数做为

工具研究函数性态结合起来 ,对函数的宏观与微观性态的研究将

会揭示一个函数更深层的本质和属性 .

3 . 含参积分与变限积分

基于客观的需要 ,积分内常含有某些参数 ,讨论这些参数对积

分的影响往往是重要目的 ,而将含参数的积分化为变限的积分是

进行这类研究的一个重要手段 ,这是因为 ,我们可以有许多办法对

变限积分表达的函数 (未必是原函数 )进行分析 ,包括增减性 , 凸



性 ,极值与最大最小值以及零点等方面 .

4 . 计算的技巧性

我们并不是单纯追求技巧性 .一个积分的计算 ,首先要求具备准

确性 ,其次是快速性 .而这两个目的实现就需要有好的方法和技巧 .学

习中应着眼于基本方法的积累 ,有了这种积累 ,才会孕育出技巧 .

8 .2  可积性概念与性质  

1 . 定义

  定积分的经典背景是曲边梯形的面积 ,而定积分的定义是一

种特定的极限模式 .

设 f ( x)在 [ a, b]上有定义 ,按以下 4 步构造极限 :

(1 ) 任意分割区间[ a, b]  取点列 x0 , x1 ,⋯ , xn 使

x0 = a < x1 < x2 < ⋯ < xn = b, 记Δx i = xi - xi - 1 .

  (2 ) 任取点ξi∈ [ x i - 1 , xi ]及函数值 f (ξi ) , 取乘积 f (ξi )Δxi ,

并令λ= max
i

{ |Δxi | } .

(3 ) 做和式 Sn =∑
n

i = 1

f (ξi )Δxi .

(4 ) 取极限

lim
λ→ 0

Sn = lim
λ→ 0∑

n

i = 1

f (ξi )Δxi .

  若上述极限存在 ,则记此极限值为 f ( x )在区间 [ a, b]上的积

分 ,记为 I f ( a, b) =∫
b

a
f ( x) d x .

同时 ,该极限存在时 ,称 f ( x)在 [ a, b]上可积 .

【注】 (1 ) 积分的值只与区间[ a, b]及函数 f (· )有关 ,而与

积分变量的记号无关 ,这正是我们引用记号 I f ( a, b)的动机 .

(2 ) 极限的存在 (可积性 )基于两个任意性 ,即上述定义中的
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(2 )与 ( 3) .

(3 ) 若积分已经存在 ,则可取区间[ a, b]的特定分割与子区间

上的特定点ξi .

(4 ) 积分上限可以小于下限 ,并且∫
b

a
f ( x) d x = -∫

a

b
f ( x) d x .

2 . 可积性条件

(1 ) 必要条件 : 被积函数 f ( x)在积分区间上有界 .

(2 ) 充分条件 :

可积的充分条件有以下几组 ,依次为加强的充分条件 :

1° f ( x)在 [ a, b]上单调有界 .

2° f ( x)在 [ a, b]上最多有有限个第Ⅰ类间断点 .

3° f ( x)在 [ a, b]上连续 ,即 f∈C[ a, b] .

(3 ) 充分必要条件 : 记

ωi = sup | f ( xi″) - f ( x i′) | ,

xi′, xi″∈ [ x i - 1 , xi ]

  ∫
b

a
f ( x) d x存在的充分必要条件是极限

lim
λ→0∑

n

i = 1

ωiΔxi = 0 ,

其中ωi 称为子区间[ x i - 1 , xi ]上函数 f ( x)的振幅 .

常用的充分条件是 f ( x)在 [ a, b]上连续或只有有限多个第Ⅰ

类间断点 .

3 . 可积性与原函数存在性的关系

当 f ( x)在 [ a, b]上有原函数 F( x)存在时 , f ( x )在[ a, b]上不

一定可积 .而当 , f ( x)在[ a, b]上可积时 ,也不一定有原函数存在 .

请参见 7 .1 与 7 .2 节内容 .以下再给出几个例题 .

例 8 .2 .1  求 f ( x) =
x

2
+ 1 , x≥0 ,

e
x

, x < 0 .

满足 F( 0) = 1 的原函数 F( x) .

·171·第 8 章  定积分概念与性质



【解】 当 x≥0 时 , F( x) =
1
3

x
3

+ x + c1 ;

当 x < 0 时 , F( x) = ex + c2 .

由 f ( x)可积 , F( x)必然连续 , 由 lim
x→ 0 +

F ( x) = lim
x→0 -

F( x)得到

c1 = c2 + 1 .于是 f ( x)的所有原函数为

F( x) =

1
3

x3 + x + c1 , x≥ 0 ,

ex + c1 - 1 , x < 0 .

  满足 F( 0) = 1 的原函数 F( x)为 ( c1 = 1 )

F( x) =

1
3

x
3

+ x + 1 , x≥ 0 ,

e
x
, x < 0 .

  显然 F( x)连续并且可导 . 【解毕】

【注】 本题 f ( x)在 ( - ∞ , +∞ )上的任意闭区间内均可积 .

例 8 .2 .2  设 f ( x) =
x

2
+ 1 , - 1≤ x < 0 ,

e
x

- 1 , 0≤ x < 1 .

求 F( x) =∫
x

- 1
f ( t) d t .

【解】 请注意 : f ( x )不连续 !

当 - 1≤ x < 0 时 , F( x) =∫
x

- 1
( t

2
+ 1) d t =

1
3

x
3

+ x +
4
3

;

当 0≤ x < 1 时 , F( x) =∫
x

- 1
f ( t) d t =∫

0

- 1
( t2 + 1) d t +∫

x

0
( et - 1 ) d t

=
4
3

+ e
x

- x - 1 .

F( x)并非原函数 ,其表达式为

F( x) =

1
3

x
3

+ x +
4
3

, - 1 ≤ x < 0 ,

4
3

+ e
x

- x - 1 , 0 ≤ x≤ 1 .
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F′( 0 - ) = 1 , F′( 0 + ) = 0 ,显然 F( x)连续 ,但不再可导 .因而不是原

函数 . 【解毕】

【注】 本题 f ( x)在 [ - 1 , 1 ]上可积 ,但却没有原函数存在 .

例 8 .2 .3  设 f ( x) =
2 xcos

1
x

2 +
2
x

sin
1
x

2 , x≠0 ,

0 , x = 0 .

考查 f ( x)在 [ - 1 , 1 ]是否可积 ,是否有原函数 .

【解】 显然 f ( x )在 [ - 1 , 1 ]上无界 , 因此不可积 .但可以验证 ,

f ( x)在[ - 1 ,1 ]上有如下原函数

F( x) =
x

2
cos

1
x

2 , x≠ 0 ,

0 , x = 0 .

即有 F′( x) = f ( x ) , F( x)在 ( - ∞ , + ∞ )上处处连续、可导 ,并且

x = 0 为 F′( x ) = f ( x)的第二类间断点 . 【解毕】

例 8 .2 .4  设 f ( x) =
0 , x≠0 ,

1 , x = 0 .

考查 f ( x)是否在 [ - 1 , 1 ]上可积 ,是否有原函数 .

【解】 f ( x)在[ - 1 ,1 ]上不连续 ,有一个第Ⅰ类间断点 x = 0 ,因而

可积 ,并且其积分和式

Sn =∑
n

i = 1

f (ξi )Δxi = Δxj ,

其中Δx j 满足 x j - 1 < 0 < x j ,λ→0 时 ,Δx j→0 ,即有lim
λ→ 0

Sn = 0 .于是

∫
1

- 1
f ( x) d x = 0 .

其次 ,再考虑 f ( x )的原函数存在性 .若 f ( x )在[ - 1 , 1 ]上有

原函数 F( x)存在 ,则
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当 x∈ [ - 1 , 0 )时 , F( x) = c1 ;

当 x∈ (0 , 1 ]时 , F( x) = c2 .

由 f ( x)有界 ,则 F( x)连续 ,即应有

lim
x→0 -

F( x) = lim
x→0 +

F( x) ,

因而 c1 = c2 = c,即 F( x) = c .但 F′(0 ) = f ( 0 ) = 1 ,与 F′( x) = 0 矛

盾 ,所以 F( x)不是 f ( x )的原函数 ,即 f ( x )在 [ - 1 , 1 ]上没有原

函数 . 【解毕】

例 8 .2 .5  对例 8 .2 .4 的 f ( x) ,求 G( x) =∫
x

- 1
f ( t) d t .

【解】 利用积分对区间的可加性有

当 x < 0 时 , G( x) =∫
x

- 1
0d t = 0 ;

当 x > 0 时 , G( x) =∫
x

0

- 1
f ( x ) d x +∫

x

x
0

f ( t) d t

= 0 +∫
x

x
0

0·d t = 0 ,

其中 x0 满足 0 < x0 < x,上述第一项积分为零的证明参照例 8 .2 .4

解答的前半部分 .最后得到 G( x)≡ 0 .但 G( x )并非 f ( x )的原

函数 . 【解毕】

【注】 有第Ⅰ类间断点的函数 f ( x) ,必然没有原函数 ,这可参照

综例 6 .5 .20 ,若有 F( x)是 f ( x )的原函数 , 则 F′( x ) = f ( x )有第

Ⅰ类间断点 ,这与综例 6 .5 .20 矛盾 .

另外 ,还有一个容易产生的误解是认为 f ( x )有导数 , 则导函

数一定连续 .应该指出 ,导函数没有第Ⅰ类间断点 ,却可以有第Ⅱ

类间断点 ,请看下例 (相关的例还请参看例 8 .2 .2) .

例 8 .2 .6  设函数

f ( x ) =
x2 sin 1

x
, x≠ 0 ,

0 , x = 0 .
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证明 f ( x)在( - ∞ , +∞ )上处处可导 ,而 f′( x)确有第Ⅱ类间断点 .

【证】 仅需证明 f ( x)在 x = 0 处可导即可 ,只须考查

lim
x→0

f ( x) - f (0 )
x

= lim
x→0

xsin
1
x

= 0

即有 f′(0 )存在且 f′( 0) = 0 , f′( x )为

f′( x) =
2 xsin 1

x
- cos 1

x
, x≠ 0 ,

0 , x = 0 .

lim
x→0

f′( x )不存在 ,故 x = 0 为 f′( x )的第Ⅱ类间断点 . 【证毕】

【注】 读者可进一步考虑函数 ( k为正整数 )

f ( x ) =
x

k
sin

1
x

, x≠ 0 ,

0 , x = 0 .

k取何值时 , f′( x)为连续函数 .

4 . 性质

掌握定积分的性质 ,并会在实际解题中运用 ,是学好定积分内

容的基础 .

(1 ) 对区间的可加性

对任意实数 c,均成立

∫
b

a
f ( x) d x =∫

c

a
f ( x ) d x +∫

b

c
f ( x ) d x . ( 8 .1)

条件 : 在相应积分区间上 f ( x )可积 (下同 ) .

(2 ) 对被积函数满足线性运算

 ∫
b

a
( A f ( x) + Bg ( x) ) d x = A∫

b

a
f ( x) d x + B∫

b

a
g ( x) d x, (8 .2 )

其中常数 A , B不同时为零 .

(3 ) 区间反号性

∫
b

a
f ( x) d x = -∫

a

b
f ( x ) d x , ( 8 .3)
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这时 ,上述等号两侧的 d x为异号 .

(4 ) 保号性 (保序性 )

若 f ( x)在 [ a, b]上非负 ,则∫
b

a
f ( x ) d x≥ 0 ;

若非负函数 f∈C[ a, b]且不恒为零 ,则∫
b

a
f ( x) d x > 0;

若在[ a, b]上有 f ( x)≤ g( x) ,则∫
b

a
f ( x) d x≤∫

b

a
g ( x) d x;

若 f ( x) , g( x)∈C[ a, b] ,且 f ( x )≤ g( x) , f ( x ) á g ( x) , 则

∫
b

a
f ( x ) d x <∫

b

a
g ( x) d x .

(5 ) 若 f ( x )在[ a, b]上可积 ,则 | f ( x ) |亦在 [ a, b]上可积 ,且

∫
b

a
f ( x ) d x ≤∫

b

a
| f ( x) | d x . ( 8 .4)

  (6 ) 若 f ( x )与 g ( x)均在 [ a, b]上可积 , 则 f ( x )· g ( x)在

[ a, b]上可积 .

(7 ) 估值定理

若在[ a, b]上有 m≤ f ( x )≤M,且 f ( x)在[ a, b]上可积 ,则

m( b - a) ≤∫
b

a
f ( x) d x≤ M( b - a) . ( 8 .5)

  (8 ) 中值定理

设 f∈C[ a, b] , g( x)在 [ a, b]上定号且可积 ,则v ξ∈ ( a, b) ,使

得

∫
b

a
f ( x) g( x) d x = f (ξ)∫

b

a
g ( x) d x . ( 8 .6)

特别当 g( x)≡1 时有ξ∈ ( a, b)使得

∫
b

a
f ( x) d x = f (ξ) ( b - a) . ( 8 .7)

例 8 .2 .7  证明 lim
n→∞∫

1

0

xn

1 + x
d x = 0 .

·671· 第 8 章  定积分概念与性质



【思路】 估计积分值可以任意小 .

【证】 错误举例 .请看如下作法 :

记 In =∫
1

0

x
n

1 + x
d x = ξn∫

1

0

d x
1 + x
≤ξn ( 1 - 0 ) =ξn , 其中ξ∈

(0 ,1 ) .于是lim
n→∞

In = lim
n→∞
ξn = 0 .

上述的ξ一般与参数 n有关 ,比如若有

ξ= n
n + 1

< 1 ,

这时 lim
n→∞
ξn = e - 1≠0 .

正确作法如下 :

"ε> 0 ,记 I1 ( n) =∫
1 -ε

0

x n

1 + x
d x, I2 ( n) =∫

1

1 -ε

x n

1 + x
d x ,

则 In = I1 ( n) + I2 ( n) .分别估计 I1 ( n)与 I2 ( n) ,有

0 < I1 ( n) = ξ
n∫

1 -ε

0

1
1 + x

d x < ξ
n

(1 - ε) .

于是lim
n→∞

I1 ( n) = 0 ,而

0 < I2 ( n) < 1× (1 - 1 +ε) = ε,

于是亦有 lim
n→∞

I2 ( n) = 0 .

因此 lim
n→∞

In = 0 . 【证毕】

例 8 .2 .8  设 f ( x )在[ a, b]上可积 , F( x) =∫
x

a
f ( t) d t , x∈ ( a, b) ,

若 f ( x)在 x0 ∈ ( a, b)连续 , 试证明 F ( x)在 x = x0 处可导 , 且

F′( x0 ) = f ( x0 ) .

【思路】 题设条件只有 f ( x )在 x0 处连续 , 不能得出 F ( x)在

[ a, b]上可导的结论 ,只能考虑用定义证明 .

【证】 错误举例一 : (用到了 f ( x)在区间上的连续性 )

F( x) - F( x0 ) =∫
x

x
0

f ( t) d t = ( x - x0 ) f (ξ) ,ξ在 x 与 x0 之间 ,
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F′( x0 ) = lim
Δ x→ 0

ΔF
Δx

= lim
x→ x

0

F( x) - F( x0 )
x - x0

= lim
x→ x

0

f (ξ) = f ( x0 ) .

  错误举例二 :(用到了 F( x)的可导与 f ( x)在[ x0 , x]上的连续性 )

F′( x0 ) = lim
Δ x→0

ΔF
Δx

= lim
x→ x

0

∫
x

x
0

f ( t) d t

x - x0
= lim

x→ x
0

f ( x )
1

= f ( x0 ) .

  错误举例三 : (误认为 F′( x)在[ a, b]处处存在 )

F′( x ) = f ( x) ,因而 F′( x0 ) 存在且 F′( x0 ) = f ( x0 ) .

  正确作法如下 :

由 f ( x)在 x0 处连续 ,则 "ε> 0 , v δ> 0 使当 | x - x0 | <δ时

有 | f ( x ) - f ( x0 ) | <ε,估计
ΔF
Δx

- f ( x0 ) 是否可以任意小 ,其中

Δx = x - x0 .

ΔF
Δx

- f ( x0 ) =
1
Δx∫

x
0

+Δx

x
0

f ( x ) d x - f ( x0 )

=
1
Δx∫

x
0

+Δx

x
0

( f ( x ) d x - f ( x0 ) ) d x

<
1

|Δx |
|Δx |·ε= ε.

于是 lim
Δ x→0

ΔF
Δx

= f ( x0 )存在 ,即有 F′( x0 ) = f ( x0 ) . 【证毕】

【注】 上述例题反映了变上限积分与被积函数在一点处连续性的

微观性态之间的关系 .

例 8 .2 .9  设 f∈C[0 , 1 ] , g( x )是满足条件∫
1

0
g( x) d x = 1 的任意

非负可积函数类 ,对这类 g( x) 求 I =∫
1

0
f ( x) g( x) d x的上确界 ,并

证明结论 .

【思路】 首先用估值定理估计出积分值 I的上界 ,进而设法证明

该上界为上确界 .
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【解】 由 f ( x )在 [0 , 1 ]上连续 ,则必有最大值 ,记 max
x∈ [ 0 , 1 ]

f ( x ) = M,

由积分中值定理得

I =∫
1

0
f ( x ) g( x) d x = f (ξ)∫

1

0
g( x) d x = f (ξ) ≤ M,

其中ξ∈ (0 , 1 ) ,即 I以 M 为上界 .

不妨假设有 x0∈ ( 0 , 1 ) , 使 f ( x0 ) = M,则 "ε> 0 , v δ> 0 ,使

[ x0 -δ, x0 +δ]� [0 , 1 ] ,并且在 [ x0 -δ, x0 +δ]上有 f ( x) > M -ε.

取 g( x) =
1
2δ

, x0 ∈ [ x0 - δ, x0 +δ] ,

0 , 其余 .

则 g( x)符合题设条件 .于是

I =∫
1

0
f ( x ) g( x) d x =

1
2δ∫

x
0

+δ

x
0

-δ

f ( x ) d x

>
1

2δ∫
x

0
+δ

x
0

-δ
( M -ε) d x = M - ε.

即 M为 I 的上确界 . 【解毕】

【技巧】 在积分的概念中 , 函数类的概念是重要的 .根据题设条

件 ,构造一个符合条件的 g( x)是本题的技巧 .

【寓意】 本题考查积分中值定理 ,积分估值定理 ,以及连续函数的

最大最小值概念 .

例 8 .2 .10  估计积分∫
2

0
ex

2
- 2 x d x的范围 .

【思路】 有时不需要计算一个积分的值 ,或不易直接计算出积分

的值 (本题即是如此 ) ,但可以估计积分值的范围 ,思路是基于估值

定理 ,求被积函数 f ( x )在积分区间[ a, b]上的最大最小值 .

【解】 由 e
x
的单调性 , 仅需考虑 x

2
- 2 x在 [0 , 2 ]上的最大最小

值 .记φ( x ) = x
2

- 2 x = ( x - 1 )
2

- 1 , max
x∈ [ 0 , 2 ]
φ( x ) = 0 , min

x∈ [ 0 , 2 ]
φ( x)

= - 1 , 因此得到
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2
e
≤∫

2

0
e

x2 - 2 x
d x≤ 2 . 【解毕】

例8 .2 .11  设 I1 =∫
π
2

0
sin( sin x) d x, I2 =∫

π
2

0
cos ( sin x) d x, 则 I1 与

I2 的关系为 (单项选择 ) .

( A ) I1 < I2 ;     ( B) I1 > I2 ;

( C) I1 = I2 ; (D ) 不确定 .

【思路】 利用积分保序性定理 ,考查被积函数的增减性 .

【解】 答案为 ( A ) .

当 x∈ 0 ,
π
2
时 , sin x < x,且 sin x单调增加 ,因而 sin ( sin x)

< sin x,由积分保序性得到

I1 <∫
π
2

0
sin xd x = 1 .

另外 ,由 cos x在 0 ,
π
2
上单调减少 ,即有 cos ( sin x) > cos x,因而

又有

I2 >∫
π
2

0
cos xd x = 1 > I1 . 【解毕】

【技巧】 用积分的保序性证明不等式 ,常常需考查函数的增减性

与极大极小值 ,本题中应特别熟知∫
π
2

0
sin xd x =∫

π
2

0
cos xd x = 1 .

例 8 .2 .12  若在 [0 , 1 ]上有 f ( 0) = g( 0) = 0 , f (1 ) = g( 1 ) = a > 0 ,

且 f″( x) > 0 , g″( x) < 0 ,则积分 I1 =∫
1

0
f ( x ) d x, I2 =∫

1

0
g( x) d x,

I3 =∫
1

0
axd x的 大小比较关系是 (单项选择 ) .

( A ) I1≥ I2≥ I3 ;     ( B) I3≥ I2≥ I1 ;

( C) I2 ≥ I3 ≥ I1 ;     (D ) I2≥ I1≥ I3 .
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【思路】 题设条件中已蕴含着 f ( x ) , g( x )与 ax 在 [ 0 , 1 ]上的比

较关系 .用积分的保序性即可得出结论 .

【解】 答案为 ( C) .

y = a x为直线 ,在 x = 1 处恰与 y = f ( x ) , y = g ( x)相交 , 即

f ( 1) = g( 1) = a, f ( x )在 ( 0 , 1)上下凸 ,而 g( x)为上凸 ,于是 g( x)

> ax > f ( x) ,由积分保序性即得知只有 ( C)正确 . 【解毕】
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第 9章  定积分计算与技巧

9 .1  引   言

  尽管定积分的定义并未与不定积分发生关系 ,但牛顿—莱布

尼茨 ( Newton-Leibniz)公式 (简称 N-L公式 )在这二者之间建立了

计算上的桥梁 ,即

F( x) =∫
x

a
f ( t) d t ,

∫
b

a
f ( x) d x = F( b) - F( a) .

其中 f ( x)在 [ a, b]上连续 .

当然 , N-L公式的意义远不止在计算上 ,在以后的内容里会看

到这一点 .

基于 N-L公式的定积分计算 ,可以把求解不定积分的全部手

段移植过来 ,做为计算定积分的方法 .但是 ,要掌握好定积分的计

算与相关理论分析问题 ,仅有这一点是远远不够的 .因此 ,我们必

须特别注意定积分计算与不定积分的不同之处 ,或独特之处 ,这是

本章要解决的重点问题 .

与不定积分相比 , 解决定积分问题的独特方法包括变数替

换 ,区间变换 ,区间拆分与区间合并 ,拆分积分号与合并积分号 ,

利用对称性、几何意义与周期性简化积分计算 .此外 , 分部积分

与回归法、递推法也有独特的体现 .这些方法的基础仍然是凑微

分法 .



9 .2  凑微分法与变数替换

设 f ( x)在 [ a, b]上连续 , x = x( t)满足

(1 ) x(α) = a, x(β) = b,且 a≤ x( t)≤ b (α≤ t≤β) ;

(2 ) x′( t)存在并在[α,β]上可积 .

则

∫
b

a
f ( x) d x =∫

β

α
f ( x ( t) ) x′( t) d t . ( 9 .1)

  上述条件 (1 )是保证被积函数的取值不致越出积分区间 .变数

替换的简单情况即是凑微分法 .同时 ,凑微分法也是其他方法的基

础和优先思路 .

例9 .2 .1  设 f ( x)为连续奇函数 ,记 F( x) =∫
x

0

f ( t) d t
1 + t2

,求 F′(0 ) .

【解】 因为 f ( x)连续 ,则 F′( x )存在 ,且

F′( x ) = f ( x )
1 + x

2 .

f ( x)为连续奇函数 , 则 F′( x )亦为奇函数且为连续函数 , 于是

F′( 0) = 0 ,因此 f (0 ) = 0 . 【解毕】

例 9 .2 .2  设 f∈[ 0 , 1] ,且∫
1

0
f ( x ) d x = 3 ,求

∫
π
2

0
f ( cos

2
x) sin2 xd x .

【解】 原积分记为 I ,则

I = -∫
π
2

0
f ( cos

2
x) d(cos

2
x) = -∫

0

1
f ( t) d t =∫

1

0
f ( t) d t = 3 .

【解毕】

例9 .2 .3 设 f ( x)为连续奇函数 ,且∫
1

0
f ( t)d t = a,求∫

1

0

f ( - x)

x
d x .
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【解】 原积分记为 I ,则

I = 2∫
1

0
f ( - x ) d x = - 2∫

- 1

0
f ( t) d t .

又因为 f ( x)为奇函数 ,则

I = 2∫
0

- 1
f ( t) d t = - 2∫

1

0
f ( t) d t = - 2 a . 【解毕】

例 9 .2 .4  求∫
2 a

a

x
2

- a
2

x
4 d x  ( a > 0) .

【思路】 采用三角函数替换进行有理化 .

【解】 原积分记为 I ,令 x = asec t, d x = at an t·sec td t,则有

I =∫
π
3

0

atan t
a

4
sec

4
t
a tan tsec td t

=
1
a2∫
π
3

0
sin

2
tdsin t

=
1

3 a
2 sin3 t

π
3

0
=

3
8 a2 . 【解毕】

【注】 由估值定理或保序性 ,此积分 I > 0 ,这种检查可以避免符

号错误 .

例 9 .2 .5  求∫
π

0
sin

3
x - sin

5
xd x .

【解】 记积分值为 I ,则

I =∫
π

0
| cos x | sin

3/ 2
xd x

=∫
π
3

0
sin

3/ 2
xcos xd x -∫

π

π
2

sin
3/ 2

xcos xd x

=
2
5

sin5/ 2 x
π
2

0
-

2
5

sin2/ 5 x
π

π
2

=
4
5

. 【解毕】

【注】 积分号内的被积函数受到积分区间上的变量约束 ,本题应
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注意到 cos x在 (0 ,π)内变号 ,必须拆分区间进行计算 .

例 9 .2 .6  求∫
1

0
2 x - x2 d x . ( 2000 年考研题 )

【解】 被积函数非负 ,上限大于下限时 ,积分为该区间上曲边梯形

之面积 .考虑到 2 x - x2 = 1 - ( x - 1 )2 ,积分值应为圆 ( x - 1 )2 + y2

= 1 的 1/ 4 面积 ,于是立即知道积分值为
π
4

. 【解毕】

【注】 上述题目本为填空题 ,若不熟悉几何意义而直接计算 ,定会

超时造成损失 ,且有出错可能 .

例 9 .2 .7  计算∫
0

- 2
x - 2 x - x2 d x .

【思路】 将根号内配方 ,利用变数替换 .

【解】 原积分记为 I =∫
0

- 2
x 1 - ( x + 1 )

2
d x .

令 x + 1 = t,则 d x = d t ,于是有

I =∫
1

- 1
( t - 1) 1 - t

2
d t = 0 - 2∫

1

0
1 - t

2
d t = -
π
2

.

【解毕】

【技巧】 上述解法中用到了奇函数在对称区间上积分为零以及几

何意义两个小技巧 ,得以准确快速求解 .

【注】 原积分必为负值 ,因为被积函数在给定区间上为负定函数 .

例 9 .2 .8  求 I =∫
2π

0

d x
2 + cos x

.

【解】 (方法 1———错误举例 )

令 t = tan
x
2

,则 d x =
2d t

1 + t
2 , cos x =

1 - t
2

1 + t
2 ,于是

I =∫
0

0

2d t
3 + t

2 = 0 .

由积分的保号性 ,原积分应为正数 ,上述作法答案不对 .改为
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求原函数 ,用 N-L 公式 .

记 F( x) =∫
x

0

d t
2 + cos t

, 在上述 变换下 求得 F ( x ) =

2

3
arctan

1

3
tan

x
2 ,因此 I =

2

3
arctan

1

3
tan

x
2

2π

0

= 0 .答案仍

然不对 .正确做法如下 :

(方法 2 )

注意到被积函数以 T = 2π为周期 ,则

I =∫
π

-π

d x
2 + cos x

. ( 1)

  前面的错误原因在于进行变换时 ,没注意变数替换的条件 ,事

实上在[0 ,2π]上不可以直接取 (方法 1)中的替换 .现在对 ( 1 )式可

进行 t = tan
x
2
的替换 .

I =∫
+∞

- ∞

2d t
3 + t

2 =
2

3
arctan

t

3

+∞

- ∞

= 2π

3
.

  (方法 3 )

I =∫
π

0

d x
2 + cos x

+∫
2π

π

d x
2 + cos x

.

  对后一积分取平移变换 y = 2π - x ,则有 d y = - d x ,于是

I =∫
π

0

d x
2 + cos x

-∫
0

π

d y
2 + cos y

= 2∫
π

0

d x
2 + cos x

=
2π

3
【解毕】

例 9 .2 .9  计算∫
4

1/ 4

| ln x |

x
d x .

【思路】 为脱掉绝对值符号 ,须拆分区间 ,化为二个积分 .

【解】 原积分为
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I =∫
1

1/ 4

- ln x

x
d x +∫

4

1

ln x

x
d x

= 2∫
1

1/ 4
( - ln x) d x + 2∫

4

1
ln xd x

= - ( 2 xln x - 4 x)
1

1/ 4 + ( 2 xln x - 4 x)
4

1

= 6ln2 - 2 . 【解毕】

例 9 .2 .10  求∫
π/ 2

-π/ 2

( 1 + x)cos x
1 + cos

2
x

d x .

【解】 将被积函数分解为奇函数与偶函数之和 ,则只须计算偶函

数对应的积分 ,另一个积分为零 .因此原积分为

I =∫
π/ 2

-π/ 2

cos x
1 + cos2 x

d x +∫
π/ 2

-π/ 2

xcos x
1 + cos2 x

d x

= 2∫
π/ 2

0

dsin x
2 - sin2 x

=
1

2
∫
π/ 2

0

1

2 + sin x
+ 1

2 - sin x
d sin x

= 1

2
ln

2 + sin x

2 - sin x

π
2

0

=
1

2
ln

2 + 1

2 - 1
= 2ln( 2 + 1 ) . 【解毕】

9 .3  分 部 积 分

分部积分需注意上下积分限 ,与不定积分的分部积分法相类

似 ,常常以凑微分法为基础 .

设 f ( x)可导 , f′( x )与 g( x)均在 [ a, b]上可积 , G( x)为 g( x)

在[ a, b]上的一个原函数 ,则
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∫
b

a
f ( x ) g( x) d x = f ( x ) G( x)

b

a -∫
b

a
f′( x) G( x) d x . ( 9 .2)

例 9 .3 .1  计算 I =∫
4/ 3

0
x2 + 1 d x .

【解】 首先 ,本题可用变数替换 x = t an t .这里 ,我们用分部积分方

法求解 .

I = x x2 + 1
4
3

0 -∫
4/ 3

0

x
2

x
2

+ 1
d x

=
20
9

-∫
4/ 3

0

x2 + 1 - 1

x2 + 1
d x

= 20
9

- I + ln( x + x
2

+ 1 )
4/ 3

0 = 20
9

- I + ln3 .

解出原积分 I =
10
9

+
1
2

ln3 . 【解毕】

例 9 .3 .2  计算 I =∫
3/ 2

1/ 2

(1 - x )arcsin (1 - x)

2 x - x
2

d x .

【解】 I =∫
3/ 2

1/ 2

(1 - x) arcsin( 1 - x)

1 - ( 1 - x)
2

d x .

令 1 - x = t,则 d x = - d t ,于是得到

I = -∫
1/ 2

- 1/ 2
arcsin td( 1 - t2 )

= - 2 1 - t
2
· arcsin t

1
2

0 + 2∫
1/ 2

0
d t

= 1 -
3
6
π . 【解毕】

【技巧】 再次用到凑微分法 ,并利用了偶对称性质 .

【寓意】 本题考查变数替换与分部积分 .

例 9 .3 .3  设φ( x )在[ 0 , a]上连续 ,对 x∈ (0 , a) ,
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f1 ( x) =∫
x

0
φ( t) d t, f k ( x ) =∫

x

0
f k - 1 ( t)φ( t) d t , ( k = 2 , 3 ,⋯ ) ,

则由已知函数 f1 ( x)表出的 f k ( x) = (单项选择 ) .

( A)
1
k

f 1 ( x ) ;     ( B)
1
k

[ f1 ( x) ] k ;

( C)
1
k !

[ f1 ( x ) ] k ; (D)
1

( k - 1) !
[ f1 ( x ) ] k .

【思路】 先试算 f2 ( x) ,观察规律 .

【解】 正确答案为 ( C) .

φ( x )连续 ,则 f1 ( x )可导 ,且 f1′( x) =φ( x) ,于是

f2 ( x) =∫
x

0
f1 ( t)φ( t) d t

=∫
x

0
f1 ( t) f1′( t) d t

=∫
x

0
f1 ( t) d f1 ( t) =

1
2

f2
1 ( t)

x

0
=

1
2

f
2
1 ( x ) -

1
2

f
2
1 ( 0) .

  注意到 f1 (0 ) = 0 ,因此 f 2 ( x) =
1
2

f2
1 ( x) .

f3 ( x ) =∫
x

0
f 2 ( t)φ( t) d t

=∫
x

0

1
2

f2
1 ( t) d f1 ( t) = 1

3 !
f 3

1 ( x ) .

  设 f k - 1 ( x ) =
1

( k - 1) !
f

k - 1
1 ( x ) ,则

f k ( x) =∫
x

0
f k - 1 ( t)φ( t) d t

=∫
x

0

1
( k - 1) !

f
k - 1
1 ( t) d f1 ( t) =

1
k !

f
k
1 ( x ) . 【解毕】

例 9 .3 .4  设 f ( x) , g( x )均为 [ 0 , T]上的连续可微函数 , 且 f ( 0)

= 0 .证明 :∫
T

0
f ( x ) g( x) d x =∫

T

0
f′( t)∫

T

t
g ( x) d x d t .
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【思路】 试验分部积分 .

【证】 由 g( x)连续 ,则∫
t

T
g ( x) d x关于 t可导 , 于是可凑微分

∫
T

0
f ( x) g( x) d x =∫

T

0
f ( x) d∫

x

T
g( t) d t

= f ( x )∫
x

T
g( t) d t

T

0
-∫

T

0∫
x

T
g ( t) d t · f′( x) d x .

由 f (0 ) = 0 ,则上述等号右端第一项为零 ,于是

∫
T

0
f ( x ) g( x) d x = -∫

T

0
f′( x)∫

x

T
g( t) d t d x

=∫
T

0
f′( t)∫

T

t
g ( x) d x d t . 【证毕】

例 9 .3 .5  求∫
π/ 2

0
sinn x d x与∫

π/ 2

0
cosn xd x .

【解】 这是一个经典题目 ,其结论和方法非常有用 .

令 x =
π
2

- t, 可 知∫
π/ 2

0
sin

n
xd x =∫

π/ 2

0
cos

n
xd x . 记

In =∫
π/ 2

0
sinn xd x, 运用分部积分方法即有

In = - cos xsin
n - 1

x
π/ 2

0 + ( n - 1)∫
π/ 2

0
sin

n - 2
xcos

2
xd x

= 0 + ( n - 1 )∫
π/ 2

0
( sinn - 2 x - sinn x ) d x

= ( n - 1 ) In - 2 - ( n - 1) In .

移项则得到阶数 (步数 )为 2 的递推公式

In =
n - 1

n
In - 2 .

需要给出二个初值 : I0 =π/ 2 , I1 = 1 .形成完备递推格式

In =
n - 1

n
In - 2 ,

I0 =π/ 2 , I1 = 1 .
( 9 .3)
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  或等价地将 (9 .3 )式记为

I2 k = 2 k - 1
2 k
·2 k - 3

2 k - 2
·⋯· 1

2
·π

2
,

I2 k+ 1 =
2 k

2 k + 1
·

2 k - 2
2 k - 1
·⋯·

2
3
·1 ( k = 1 , 2 ,⋯ ) .

( 9 .4)

【解毕】

【注】 记住 (9 .4 )式是极有好处的 , 在许多场合的积分中 ,包括多

元积分 ,最终常常化为形如∫
π/ 2

0
sin

n
xd x 的积分 , 这时可直接利用

(9 .4 )式写出结果 .

9 .4  区间变换、区间拆分与合并

尽管区间变换属于变数替换的特例 ,但在本节 ,我们还要专门

讨论这一问题 ,其原因是区间变换属于不定积分所未涉及的问题 ,

同时又显得非常重要 ,在处理一些积分计算与理论分析证明时 ,区

间变换是重要工具 ,并且常常是无可替代的有力工具 .

作为常用的区间变换有以下两种情况 .

(1 ) [ a, b]�[ 0 , 1]  用的变换为

t = x - a
b - a

,

x = ( b - a) t + a,

d x = ( b - a) d t .

( 9 .5)

  (2 ) [ a, b]�[ c, d]  用的变换为

t =
x - a
b - a

( d - c) + c,

x =
t - c
d - c

( b - a) + a,

d x =
b - a
d - c

d t .

( 9 .6)
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  在处理积分问题时 ,常常需要统一积分号 ,而这一手续的前提

便是积分区间必须一致或相同 ,不同时则应取区间变换 .

此外 ,有时还用到反号变换 , 令 t = - x, 以及倒数变换 , 令

t =
1
x

.这些都是积分中的常用技巧 .

区间处理的另一类问题是区间的拆分与合并 .

本节重点是训练区间处理的能力 .

例 9 .4 .1  设 f ( x )为 ( - ∞ , +∞ )上的连续奇函数 ,证明 " a∈R

有

∫
a

- a
f ( x ) d x = 0 . ( 9 .7)

【证】 ∫
a

- a
f ( x ) d x =∫

0

- a
f ( x ) d x +∫

a

0
f ( x) d x .

对等号右端第一个积分取反号变换 t = - x,则 d x = - d t,于是有

∫
0

- a
f ( x) d x = -∫

0

a
f ( - t) d t = -∫

a

0
f ( x) d x,

  因此∫
a

- a
f ( x) d x = -∫

a

0
f ( x) d x +∫

a

0
f ( x ) d x = 0 . 【证毕】

【注】 对 f ( x)为连续偶函数的情况 ,请读者证明

∫
a

- a
f ( x) d x = 2∫

a

0
f ( x) d x . ( 9 .8)

例 9 .4 .2  设 f ( x)为可积周期函数 ,周期为 T ,证明 " a∈R 有

∫
a+ T

a
f ( x) d x =∫

T

0
f ( x) d x . ( 9 .9)

【证】  ∫
a + T

a
f ( x) d x =∫

0

a
f ( x ) d x +∫

T

0
f ( x) d x +∫

a+ T

T
f ( x) d x

对上述右端第三个积分取平移变换 ,令 t = x - T ,则

∫
a+ T

T
f ( x ) d x =∫

a

0
f ( t + T ) d t =∫

a

0
f ( x ) d x = -∫

0

a
f ( x ) d x,

于是 (9 .9 )式成立 . 【证毕】
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例 9 .4 .3  设 f ( x)为 ( - ∞ , +∞ )上的连续周期函数 ,周期为 T,

证明 f ( x)的原函数必为周期函数与线性函数之和 ,且其周期函数

的周期亦为 T .

【证】 要证对 f ( x + T ) = f ( x)存在常数 a∈R ,使得

F( x) =∫
x

0
f ( t) d t = g( x) + ax ,

且其中 g( x)满足 g( x + T) = g( x) .

采取构造性证明方法 ,即求常数 a,使其满足以上条件 .为此 ,

将 F( x)表示为

F( x) =∫
x

0
f ( t) d t + ax - ax

=∫
x

0
( f ( t) - a) d t + ax .

记 g( x) =∫
x

0
( f ( t) - a) d x, 使其满足条件

g( x + T) = g( x) . (9 .10)

只须求解常数 a .考查 g( x + T )有

g( x + T ) =∫
x + T

0
( f ( t) - a) d t

=∫
x

0
( f ( t) - a) d t +∫

x + T

x
( f ( t) - a) d t

= g( x) +∫
x+ T

x
( f ( t) - a) d t .

欲满足条件 (9 .10) ,只须令∫
x+ T

x
( f ( t) - a) d t = 0 , 求解 a即可 .

∫
x + T

x
( f ( t) - a) d t=∫

x+ T

x
f ( t) d t -∫

x + T

x
ad t

=∫
T

0
f ( t) d t - aT = 0 ,

即有 a =
1
T∫

T

0
f ( t) d t确为常数 . 【证毕】

·391·第 9 章  定积分计算与技巧



【注】 上述解法中用到了例 9 .4 .2 的结论 .此外 ,称

a =
1
T∫

T

0
f ( t) d t

为 f ( t)在一个周期内的平均值 ,一般称

f ( x ) >
1

b - a∫
b

a
f ( x) d x (9 .11)

为 f ( x)在 [ a, b]区间上的平均值 .

例 9 .4 .4  证明∫
π

0

x f ( sin x)
1 + cos2 x

d x =
π
2∫
π

0

f ( sin x)
1 + cos2 x

d x .

【思路】 cos x为偶函数 , sin x 为奇函数 ,要证的等式两端分母均

为偶函数 , 而分子的奇偶性不详 .为此 , 将 sin x 换为 cos t , 则

f (cos t)必为偶函数 .这便导致 (方法 1 ) ;将要证等式移项 ,合并为

一个积分号 ,只须证明这个积分为零 ,这便是 (方法 2 ) .

【证】 (方法 1 )

对欲证不等式两端均施行变换 t = x -
π
2

,则

∫
π

0

x f ( sin x)
1 + cos2 x

d x =∫
π/ 2

-π/ 2

t + π
2

f ( - cos t)

1 + sin2 t
d t

 =
π
2∫
π/ 2

-π/ 2

f ( - cos t)
1 + sin2 t

d t ,

π
2∫
π

0

f ( sin x)
1 + cos2 x

d x =
π
2∫
π/ 2

-π/ 2

f ( - cos t)
1 + sin2 t

d t .

于是原等式成立 .

(方法 2 )

只须证

I =∫
π

0

x - π
2

f ( sin x)

1 + cos
2

x
d x = 0

取变换 t = x -
π
2
便有
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I =∫
π/ 2

-π/ 2

tf ( - cos t)
1 + sin2 t

d t,

被积函数为奇函数 ,于是 I = 0 . 【证毕】

【注】 上述两个方法形式相同 ,其实思想方法不一样 , (方法 2 )更

具代表性 .

例 9 .4 .5  设单调减函数 f ( x )∈ C[ 0 , 1 ] ,证明 "λ∈ ( 0 , 1 ) , 有

∫
λ

0
f ( x ) d x > λ∫

1

0
f ( x) d x .

【思路】 利用保序性证明移项后的不等式 .

【证】 只须证 I =∫
λ

0
f ( x) d x - λ∫

1

0
f ( x ) d x > 0 .

如能合并为一个积分号 ,则有可能利用保序性得出结论 .为统一积

分限 ,对上述等号右端第一个积分取变换 t =
x
λ

,则 d x =λd t,于是

I =∫
1

0
λ( f (λt ) - f ( t) ) d t .

由 0 <λ< 1 ,则λt < t,又因为 f ( x)单调减 ,所以有

f (λt ) ≥ f ( t) ,

于是由保序性与连续性得到  I > 0 . 【证毕】

【技巧】 这里的技巧便是利用区间变换来统一积分号 .

【注】 若只有 f ( x)在 [0 , 1 ]上单调减且可积 ,则结论为 I≥0 .

例 9 .4 .6  设 f ( x )∈C[ 0 , 1] ,且满足∫
1

0
f ( x) d x = 0 , 证明v ξ∈

(0 ,1 ) ,使得 f (1 -ξ) + f (ξ) = 0 .

【思路】 如只证v ξ∈ (0 ,1 )使得 f (ξ) = 0 ,问题便很简单 ,用中值

定理即可 .而要证明 f ( 1 -ξ) + f (ξ) = 0 ,则必须力图使被积函数

出现 f (1 - x) ,于是联想到平移变换 x = 1 - t .

【证】 令 x = 1 - t,则 d x = - d t ,于是有

∫
1

0
f ( x ) d x = -∫

0

1
f ( 1 - t) d t =∫

1

0
f ( 1 - t) d t = 0 ,
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与已知等式两边相加便有

∫
1

0
[ f ( x ) + f (1 - x) ] d x = 0 .

f ( x) + f ( 1 - x )在 [ 0 , 1 ]上连续 , 由中值定理便知v ξ∈ ( 0 , 1 ) ,

使得

∫
1

0
[ f ( x) + f (1 - x) ] d x = f (ξ) + f ( 1 - ξ) = 0 . 【证毕】

例9 .4 .7  设 f ( x)∈C[ a, b] ,且 y = f ( x )关于 x =
a + b

2
对称 ,证明

∫
b

a
f ( x ) d x = 2∫

a+ b
2

a
f ( x ) d x .

【思路】 对称轴问题属于广义奇偶性问题 (参见本书函数基本性

质的章节 ) .在[ a, b]区间插入分点 x =
a + b

2
,证明两半个区间上的

积分相等 .

【证】 y = f ( x )以 x =
a + b

2
为对称轴 ,则有

f
a + b

2
- x = f

a + b
2

+ x ,

或者记为 f ( x ) = f ( a + b - x) .

将∫
b

a
f ( x) d x以 x = a + b

2
为分点进行拆分有

∫
b

a
f ( x ) d x =∫

a+ b
2

a
f ( x) d x +∫

b

a+ b
2

f ( x) d x .

对第二个积分取区间变换 t = a+ b - x,则 d x = - d t ,于是有

∫
b

a+ b
2

f ( x ) d x =∫
b

a+ b
2

f ( a + b - x) d x

= -∫
a

a+ b
2

f ( t) d t =∫
a+ b
2

a
f ( t) d t .

因此 ∫
b

a
f ( x ) d x = 2∫

a+ b
2

a
f ( x ) d x . 【证毕】
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例 9 .4 .8  求下列定积分 :

(1 ) I0 =∫
π/ 2

0
ln( sin x) d x; 2 ) I1 =∫

π/ 2

0

xd x
tan x

;

(3 ) I2 =∫
1

0

arcsin x
x

d x; (4 ) I3 =∫
π

0
xln ( sin x) d x .

【思路】 利用区间变换进行试验 .

【解】 (1 ) 首先 ,积分下限 x = 0 为 ln ( sin x)的奇点 , 属第二类广

义积分 ,但 lim
x→0 +

ln( sin x)
1

x

= 0 ,因而积分收敛 ,广义积分收敛时可按

普通定积分计算 .

令 x = 2 t,则 d x = 2d t,于是

I0 = 2∫
π/ 4

0
ln ( sin2 t) d t

= 2∫
π/ 4

0
( ln2 + ln( sin t) + ln (cos t) ) d t

=
π
2

ln2 + 2∫
π/ 4

0
ln( sin t) d t + 2∫

π/ 4

0
ln (cos t) d t . ( 1)

  对上式右端最后一个积分取区间变换 t =
π
2

- u, 则有

2∫
π/ 4

0
ln(cos t) d t = 2∫

π/ 2

π/ 4
ln ( sin u) d u, 代入 ( 1)式 ,有

I0 =
π
2

ln2 + 2∫
π/ 4

0
ln ( sin t) d t +∫

π/ 2

π/ 4
ln( sin t) d t

=
π
2

ln2 + 2 I0 ,

因此 I0 = -
π
2

ln2 .

(2 ) I1 被积函数含有 I0 中被积函数的微分因子 ,故可试验对

I1 进行分部积分 .

I0 = xln( sin x)
π/ 2

0 -∫
π/ 2

0

x
tan x

d x
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= -∫
π/ 2

0

x
tan x

d x = -
π
2

ln2 .

因此得到 I1 =
π
2

ln2 .

(3 ) 对 I1 ,取变换 sin x = t ,则 d x =
d t

cos x
,于是有

I1 =∫
1

0

arcsin t
tan x
·

d t
cos x

=∫
1

0

arcsin t
t

d t =
π
2

ln2 ,

因此 I2 =
π
2

ln2 .

(4 ) 对 I4 设法化为 0 ,
π
2
上的积分 , 取变换 x =

π
2

- t, 则

d x = - d t,于是

I4 = -∫
-π/ 2

π/ 2

π
2

- t ln (cos t) d t

=∫
π/ 2

-π/ 2

π
2

- t ln( cos t) d t .

注意到 tln( cos t)为奇函数 ,因此得到

I4 = π∫
π/ 2

0
ln(cos t) d t =π∫

π/ 2

0
ln( sin t) d t = - π

2

2
ln2 .【解毕】

【技巧】 对三角函数构成的定积分 ,将区间变换与三角函数诱导

公式结合起来 ,往往是非常有效的 .
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第 10章  基于定积分的函数性态分析
及定积分应用

10 .1  引   言

  基于定积分给出的某些条件 ,可以对连续函数或可微函数导

出许多重要结论 ,这些结论对函数的性态分析有重要作用 .

以下列出定积分的某些重要性质 :

(1 ) 设 f ( x )∈C[ a, b] , f ( x )≥0 ,则∫
b

a
f ( x ) d x≥ 0 ,当且仅当

x∈ [ a, b] 时 f ( x ) ≡ 0 , 上述不等式中的等号成立 .换言之 , 若

f ( x) á 0 ,则 必有∫
b

a
f ( x ) d x > 0 .

(2 ) 设 f ( x )∈ C[ a, b] , 若∫
b

a
f ( x) d x = 0 , 则至少存在一点

ξ∈ ( a, b) ,使 f (ξ) = 0 .

(3 ) 设 f ( x )在 [ a, b]上连续非负 ,若∫
b

a
f ( x ) d x = 0 , 则必有

f ( x) ≡ 0 , x∈ [ a, b] .

(4 ) 设 f ( x)∈C[ a, b] ,若∫
b

a
f 2 ( x) d x = 0 ,则必有 f ( x ) ≡ 0 ,

x∈ [ a, b] .

例 10 .1 .1  设 f ( x ) ∈ C[ a, b] , f ( x ) ≥ 0 且不恒为零 , 证明

∫
b

a
f ( x ) d x > 0 .

【证】 f ( x)在[ a, b]上不恒为零 ,则至少有一点 x0 ∈ ( a, b) ,使得



f ( x0 ) > 0 ,又因为 f ( x)连续 ,则对ε=
1
2

f ( x0 ) > 0 , v δ> 0 ,使当

| x - x0 | <δ时 (取δ足够小 ,使 ( x0 -δ, x0 +δ)� ( a, b) )

-
1
2

f ( x0 ) < f ( x ) - f ( x0 ) <
1
2

f ( x0 ) ,

即有 f ( x) >
1
2

f ( x0 ) > 0 .

再由 f ( x)≥0 及积分对区间的可加性 ,则有

∫
b

a
f ( x) d x =∫

x
0

-δ

a
f ( x ) d x +∫

x
0

+δ

x
0

-δ
f ( x ) d x +∫

b

x
0

+δ
f ( x) d x

≥ 0 +∫
x

0
+δ

x
0

-δ
f ( x ) d x + 0

> 1
2

f ( x0 ) ( 2δ) = f ( x0 )δ> 0 .

其中用到了积分的保序性 【证毕】

【注】 本题即为前面性质 (1 ) .

例 10 .1 .2  证明前面性质 (3 ) .

【证】 反证 ,若有 x0∈ ( a, b) ,使得 f ( x0 ) > 0 ,则由例 10 .1 .1 的结

论可知∫
b

a
f ( x) d x > 0 ,矛盾 . 【证毕】

例 10 .1 .3  证明前面性质 (2 ) .

【思路】 可用中值定理证明 ,但许多教科书中关于积分中值定理

只能给出ξ∈ [ a, b]的结论 .以下采用前述性质 ( 1)证明 .

【证】 要证v ξ∈ ( a, b)使得 f (ξ) = 0 .

反证 ,若 f ( x )在 ( a, b)内无零点 , 又因为 f ( x )在 [ a, b]上连

续 ,则 f ( x )在 ( a, b)内必为定号 ,不妨假设 f ( x ) > 0 , x∈ ( a, b) ,即

f ( x)最多在 a或 b点有零点 ,当 x∈[ a, b]时 , f ( x )≥0 (等号最多

在端点成立 ) ,于是有∫
b

a
f ( x) d x > 0 , 矛盾 ! 【证毕】
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例 10 .1 .4  设 f ( x )在[ a, b]上连续 ,证明v ξ∈ ( a, b) ,使

∫
b

a
f ( x) d x = f (ξ) ( b - a) .

【寓意】 一般教科书均给出这题目 (中值定理 )ξ∈[ a, b]的结论 ,

而ξ∈ ( a, b)是更加理想和有用的结论 .本题采用两个方法证明这

一结论 .

【证】 (方法 1 )  用本节性质 ( 2) .

假设已有ξ∈ [ a, b]使得∫
b

a
f ( x) d x = f (ξ) ( b - a) (这是极易

得出的结论 ,可参阅任何一本高等数学教科书 ) .我们进一步证明

这样的ξ一定能在 ( a, b)内部取得 .由假设则有

∫
b

a
( f ( x) - f (ξ) ) d x = 0 .

由于 f ( x) - f (ξ)在 [ a, b]上连续 ,由前面性质 ( 2 ) , v ξ1 ∈ ( a, b) ,

使得 f (ξ1 ) - f (ξ) = 0 ,即有 f (ξ1 ) = f (ξ) .

【注】 满足积分中值定理的ξ1 不一定唯一 , 但至少在 ( a, b)内部

有一个 ,这是最关键的 .

(方法 2 )  用变上限积分 .

对任意 x∈[ a, b] ,记 F( x) =∫
x

a
f ( t) d t , 则 F( x)在[ a, b]上满

足拉格朗日中值定理的条件 ,因此v ξ1∈ ( a, b) ,使得

F( b) - F( a) = F′(ξ1 ) ( b - a) ,

即 ∫
b

a
f ( x) d x = f (ξ1 ) ( b - a) . 【证毕】

【注】 用类似上述 (方法 1 )的方法 ,可以证明 :对在 [ a, b]上连续

的 f ( x)与 g( x) ,若 g( x)在[ a, b]上定号 ,则v ξ∈ ( a, b)使得

∫
b

a
f ( x) g( x) d x = f (ξ)∫

b

a
g ( x) d x .

请读者做此练习 .
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例 10 .1 .5  设正值函数 f ( x )∈C[ a, b] ,记

F( x) =∫
x

a
f ( t) d t +∫

x

b

1
f ( x)

d x ,

则 F( x) = 0 在 ( a, b)内零点个数为 (单项选择 ) .

( A) 0;   (B) 1 ;   ( C) 2 ;    (D) 3 .

【解】 答案为 ( B) .

由 f ( x )连续 ,则 F( x)在[ a, b]上连续且可导 ,又 f ( x )恒取正

值 ,则有

F( a) =∫
a

b

1
f ( x)

d x < 0 ,

F( b) =∫
b

a
f ( x ) d x > 0 .

因而v x0 ∈ ( a, b) ,使得 F( x0 ) = 0 ,又因为

F′( x) = f ( x ) + 1
f ( x )

> 0 ,

即 F( x)在 ( a, b)内单调 ,最多有一个零点 ,即 F( x)在 ( a, b)内恰有

一个零点 . 【解毕】

例 10 .1 .6  设非负严格单调减函数 f ( x )在 [ 0 , b]上连续 , 0 <

a < b,证明

b∫
a

0
f ( x) d x > a∫

b

a
f ( x ) d x .

【证】 (方法 1 )  只须证 I = b∫
a

0
f ( x) d x - a∫

b

a
f ( x ) d x > 0 .

对第二个积分取变换 t = x - a
b - a
·a,则 x = b - a

a
t + a, d x =

b - a
a

d t , 于是

I = b∫
a

0
f ( x ) d x - a∫

a

0
f

b - a
a

t + a b - a
a

d t

= b∫
a

0
f ( x ) - f

b - a
a

x + a d x + a∫
a

0
f

b - a
a

x + a d x .
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  在上述第一个积分 I1 = b∫
a

0
f ( x) - f

b
a

- 1 +
a
x

x d x

中 ,注意
b
a

- 1 +
a
x

> 1 , x > 0 .
b
a

- 1 +
a
x

x > x,再由 f ( x )连续

单调减 ,上述积分中被积函数大于零 ,因此得出 I1 > 0 , 又第二个

积分也大于零 ,所以 I > 0 .

(方法 2 )  应用积分中值定理

b∫
a

0
f ( x ) d x = ab f ( x1 ) , x1 ∈ (0 , a) ,

a∫
b

a
f ( x ) d x = a( b - a) f ( x2 ) , x2 ∈ ( a, b) ,

由 x2 > x1 得 f ( x1 ) > f ( x2 ) ,所以

b∫
a

0
f ( x ) d x - a∫

b

a
f ( x) d x

= ab( f ( x1 ) - f ( x2 ) ) + a
2

f ( x2 ) > 0 .

  (方法 3 )  对 x∈ [ a, b] ,令 I( x) = x∫
a

0
f ( t) d t - a∫

x

a
f ( t) d t,

则 I( x)可导 ,并且

I′( x) =∫
a

0
f ( t) d t - a f ( x )

= af (ξ) - a f ( x) , ξ∈ (0 , a) ,

  显然ξ< x,又因为 f ( x )严格单调减 ,因而 I′( x ) > 0 ,又因为

I( a) > 0 , I ( x)严格单调增加 ,令 x = b,则

I( b) > I( a) = 0 ,

即有原不等式成立 . 【证毕】

【注】 利用变限积分证明积分不等式是重要手段 ,其技巧是

引入一个变量 ,进而定义一个辅助函数 .

例 10 .1 .7  设函数 f ( x )在[ 0 ,π]上连续 ,且

∫
π

0
f ( x) d x = 0 ,∫

π

0
f ( x )cos xd x = 0 .
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试证明 : 在 ( 0 ,π)内至少存在两个不同的点ξ1 ,ξ2 ,使

        f (ξ1 ) = f (ξ2 ) = 0 . ( 2000 年考研题 )

【证】  (方法 1 )  令 F( x) =∫
x

0
f ( t) d t , 0 ≤ x ≤ π, 则有

F( 0) = F(π) = 0 .由题设条件利用分部积分可得

∫
π

0
f ( x) cos xd x =∫

π

0
cos xd F( x) =∫

π

0
F( x) sin xd x = 0 .

  由连续函数性质必存在ξ∈ ( 0 ,π) , 使得 F(ξ) sinξ= 0 , 再由

ξ∈ (0 ,π)时sinξ≠0 ,则必有 F(ξ) = 0 .

对 F( x)应用罗尔定理 ,由 F( 0) = F(π) = F(ξ) = 0 ,则至少存

在两点ξ1∈ (0 ,ξ)与ξ2∈ (ξ,π)使得

F′(ξ1 ) = F′(ξ2 ) = 0 , 从而得 f (ξ1 ) = f (ξ2 ) = 0 .

  (方法 2 )  由∫
π

0
f ( x) d x = 0 , 则 f ( x )至少有一个零点ξ1 ∈

(0 ,π) .另外 ,若 f ( x)只有一个零点ξ1 ,则 f ( x )必在ξ1 两侧异号

且分别为定号 ,不妨假设

当 x∈ (0 ,ξ1 )时 , f ( x) > 0 ,

当 x∈ (ξ1 ,π)时 , f ( x) < 0 .

注意到∫
π

0
f ( x )cos xd x = 0 ,∫

π

0
f ( x) cosξ1 d x = 0 , 因此

∫
π

0
f ( x ) ( cos x - cosξ1 ) d x = 0 . ( 1)

而  ∫
π

0
f ( x) (cos x - cosξ1 ) d x

=∫
ξ

1

0
f ( x ) ( cos x - cosξ1 ) d x +∫

π

ξ
1

f ( x ) ( cos x - cosξ1 ) d x,

同时注意到 cos x在 (0 ,π)上单调减 ,上述两个积分的被积函数均

连续且大于零 ,于是则有

∫
π

0
f ( x ) ( cos x - cosξ1 ) d x > 0 .
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这与 (1 )式矛盾 ! 因此 f ( x )至少有两个不同零点 . 【证毕】

【思路】 本题主要思路是运用本节性质(2) .这是一个极重要的命题 .

【技巧】 (方法 1 )中是运用性质 ( 2 )找到 F( x)的 3 个不同零点 ,

从而确定 f ( x )有两个零点 .(方法 2)反证过程中 , 由假设的唯一

零点ξ对区间 ( 0 ,π)进行拆分 ,并利用 cos x的增减性 ,同时用到本

节性质 (1 ) ,得出积分大于零这一矛盾 .

【寓意】 考查由积分决定的连续函数的性态分析 ,积分的计算与

估值 ,微分学的罗尔定理 .

例 10 .1 .8  设 f ( x )在[ 0 , 1]上连续 ,在 ( 0 , 1)内可导 ,且满足

 f ( 1) = k∫
1
k

0
xe1 - x f ( x ) d x   ( k > 1 ) .

证明至少存在一点ξ∈ ( 0 , 1) ,使得 f′(ξ) = ( 1 - ξ- 1 ) f (ξ) .

( 2001 年考研题 )

【思路】 此类题型必然要用到积分中值定理 ,又欲证等式中含有

导数 ,则应考虑到微分与导数的基本定理 .

【证】 首先 ,由 k > 1 ,则积分区间 0 ,
1
k
� ( 0 , 1 ) ,其次由积分中

值定理

f ( 1) = ξ1 e
1 -ξ

1 f (ξ1 ) , ξ1 ∈ 0 ,
1
k
� (0 , 1 ) .

  取φ( x) = xe
1 - x

f ( x) ,则φ( x)在[ξ1 , 1]上连续 ,在 (ξ1 , 1 )内可

导 ,且有

φ(ξ1 ) = f (1 ) , φ(1 ) = f (1 ) .

在 (ξ1 , 1)上对φ( x)应用罗尔定理得

φ′(ξ) = e1 -ξ[ f (ξ) - ξf (ξ) +ξf′(ξ) ] = 0 ,

其中ξ∈ (ξ1 , 1)� (0 , 1 ) ,由 e1 - ξ≠0 ,则必有

f (ξ) - ξf (ξ) +ξf′(ξ) = 0 ,

即 f′(ξ) = ( 1 -ξ
- 1

) f (ξ) . 【证毕】
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【技巧】 引入函数φ( x)是重要的技巧 .欲证等式中含有 f′(ξ) ,必

须考查某个函数的导数 ,这便是引入φ( x )的背景 .

【寓意】 本题考查积分中值定理与微分学有关定理的运用能力 .

10 .2  定积分综合问题与变限积分

本节给出若干定积分综合例题 ,包括积分不等式、含参数的积

分及变限积分的综合分析 ,训练知识综合与交叉运用的技巧 .

1 . 积分不等式问题

综例 10 .2 .1  设 f ( x )在[ a, b]上连续非负且单调增加 , ( X , Y )为

区域 D = { ( x, y )∈R
2

| a≤ x≤ b, 0≤ y≤ f ( x ) }的形心 ,证明 X≥

a + b
2

.

【思路】 本题要证

X =
∫

b

a
x f ( x ) d x

∫
b

a
f ( x) d x
≥

a + b
2

,

即证

I =∫
b

a
x f ( x ) d x -

a + b
2∫

b

a
f ( x ) d x≥ 0 . ( 1)

  将 b视为变量 ,引入变上限的积分 F( x) ,证明 F( x)≥0 ,这便

是 (方法 1 ) ;将二个积分合并为一个积分号 ,再插入分点
a+ b

2
,把

积分拆分为两个区间上的积分 ,利用 f ( x )单调性对积分估计正负

号 ,这便形成 (方法 2 ) ;利用积分中值定理对积分进行估计 ,便形

成 (方法 3 ) .

【证】 (方法 1 )

令 F( x) =∫
x

a
t f ( t) d t -

a + x
2∫

x

a
f ( t) d t , 则 F( a) = 0 ,而
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F′( x ) = x f ( x) -
a + x

2
f ( x ) -

1
2∫

x

a
f ( t) d t

= 1
2

( x - a) f ( x ) - 1
2

f (ξ) ( x - a)

= 1
2

( x - a) ( f ( x) - f (ξ) ) .

其中ξ∈ ( a, x) ,又 f ( x )单调增加 ,因而 F( x) > 0 ,令 x = b,则不等

式 (1 )成立 .

(方法 2 )

考虑 (1 )式中的积分

I =∫
b

a
x - a + b

2
f ( x ) d x

=∫
a+ b
2

a
x -

a + b
2

f ( x ) d x +∫
b

a+ b
2

x -
a + b

2
f ( x ) d x .

将上述等号右端第一个积分记为 I1 , f ( x )单调增加 ,则

0 ≤ f ( x) ≤ f
a + b

2
, x - a + b

2
< 0 .

由积分的保序性 (注意被积函数为负 ) ,因此

I1 ≥∫
a+ b
2

a
x -

a + b
2

f
a + b

2
d x . ( 2)

再考虑前面等号右端中的第二个积分 ,记为 I2 ,注意

f ( x) ≥ f
a + b

2
, x - a + b

2
> 0 ,

由保序性又有

I2 ≥∫
b

a+ b
2

x - a + b
2

f
a + b

2
d x . ( 3)

将同向不等式 (2 )和 ( 3)相加 ,则有

I = I1 + I2 ≥ f
a + b

2 ∫
b

a
x -

a + b
2

d x = 0 , ( 4)

于是不等式 (1 )得证 .
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(方法 3 )

对 (方法 2 )中的 I1 与 I2 ,注意到 x -
a + b

2
在两个积分号内分

别保持定号 ,而 f ( x )连续 ,由积分中值定理则有

I1 = f (ξ1 )∫
a+ b
2

a
x - a + b

2
d x = -

1
8

( b - a)
2

f (ξ1 ) ,

I2 = f (ξ2 )∫
b

a+ b
2

x -
a + b

2
d x =

1
8

( b - a)
2

f (ξ2 ) ,

其中ξ1 ∈ a,
a + b

2
,ξ2 ∈

a + b
2

, b , 即有ξ2 >ξ1 , 由 f ( x )的单调

性 ,则有 f (ξ2 )≥ f (ξ1 ) ,于是

I = I1 + I2 =
1
8

( b - a)2 ( f (ξ2 ) - f (ξ1 ) ) ≥ 0 . 【证毕】

【注】 在 (方法 2 )中 ,将要证的两个积分号先合并为一个积分 ,又

以 x =
a + b

2
为分点拆成两个区间的积分 ,最后又合并为一个区间

上的积分 ,这种区间的拆分与合并的技巧是处理定积分问题的常

用手段 .

综例 10 .2 .2  设非负二阶可微函数 f ( x )在 [ 0 , + ∞ )内满足

f″( x) > 0 ,对常数 a > 0 ,试证明∫
a

0
f ( x) d x > af

a
2

.

【思路】 本题有明显的几何意义 :在 [ 0 , a]上以 f ( x )为曲顶的梯

形面积大于以 f
a
2
为高的矩形面积 .

在要证的不等式中 ,视 x = a 为参数 ,则可引入变上限积分 ,

然后讨论其增减性与定号性 .这便是 (方法 1 ) ;由 f″( x ) > 0 ,得知

y = f ( x )的曲线为下凸 ,将 f ( x)展为一阶泰勒公式 , 对积分进行

估计 ,这便是 (方法 2) .

【证】 (方法 1 )  设辅助函数
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F( x) =∫
x

0
f ( t) d t - x f

x
2

, x∈ [ 0 , a] ,

显然 F( 0) = 0 .则只须证明 F( a) > 0 即可 .

F′( x ) = f ( x ) - f
x
2

-
x
2

f′
x
2

= f′(ξ)· x
2

- x
2

f′
x
2

= x
2

f′(ξ) - f′
x
2
 ξ∈

x
2

, x ,

由 f″( x) > 0 ,则 f′( x )为严格单调增函数 ,即有 f′(ξ) > f′
x
2

,

于是 F′( x) > 0 ,令 x = a,则 F( a) > 0 .

(方法 2 )

∫
a

0
f ( x)d x =∫

a

0
f

a
2

+ f′
a
2

x -
a
2

+
1
2

f″(ξ) x -
a
2

2

d x

其中右端积分号内为 f ( x)在 x =
a
2
处的泰勒展开式 ,ξ在 x 与 x 0

=
a
2
之间 .

注意到∫
a

0
f′

a
2

x -
a
2

d x = 0 且 f″(ξ) > 0 ,则

∫
a

0
f ( x) d x >∫

a

0
f

a
2

d x = af
a
2

. 【证毕】

【技巧】 请注意积分中广义奇偶性的应用 .

(1 ) 若连续函数 y = f ( x )以 x = a为对称轴 ,则对任意实数

b有

∫
b

- b
f ( a - x ) d x = 2∫

b

0
f ( a - x) d x, (10 .1)

或 ∫
2 a

0
f ( x ) d x = 2∫

a

0
f ( x ) d x . (10 .2)

  (2 ) 若连续函数 y = f ( x )以点 ( a,0 )为对称中心 ,则对任意实
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数 b有

∫
b

- b
f ( a - x ) d x = 0 , (10 .3)

或 ∫
2 a

0
f ( x ) d x = 0 . (10 .4)

  对以上两种情况 ,若令φ( x ) = f ( a - x) ,对 ( 1 )则有φ( - x)

= f ( a + x) = f ( a - x) =φ( x ) ,即φ( x ) 为偶函 数 ; 对 ( 2 ) 则有

φ( - x) = - f ( a + x) = - f ( a - x) = -φ( x) ,此 时 φ ( x ) 为 奇

函数 .

证明 综 例 10 . 2 . 1 中 的 ( 4 ) 式 及 综 例 10 . 2 . 2 中

∫
a

0
f′

a
2

x - a
2

d x = 0即是属于 ( 10 .4 )式的情形 .对 (10 .1)至

(10 .4)四个公式 ,可用积分的区间变换及广义奇偶性 (对称性 )进

行证明 ,留作读者练习 .

综例 10 .2 .3  证明∫
π
2

0

sin x
1 + x

2 d x≤∫
π
2

0

cos x
1 + x

2 d x .

【思路】 令 I =∫
π
2

0

sin x - cos x
1 + x

2 d x, 则只须证明 I≤0 ,又被积函数

分母不为零 ,只须估计分子的符号 ,但 sin x - cos x在 0 ,
π
2
上变

号 ,为此 ,将区间分割 ,插入分点 x =
π
4

.

【证】 I =∫
π
4

0

sin x - cos x
1 + x2 d x +∫

π
2

π
4

sin x - cos x
1 + x2 d x .

对第二个积分取区间变换 t =
π
2

- x,则 d x = - d t,于是

∫
π
2

π
4

sin x - cos x
1 + x

2 d x =∫
π
4

0

cos t - sin t

1 + t -
π
2

2 d t .

将 I的两个积分号再次合并 ,并用积分估值定理 ,得
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I =∫
π
4

0
( sin x - cos x)

1
1 + x2 -

1

1 + x -
π
2

2 d x

=∫
π
4

0
( sin x - cos x)·

π
2

4
- πx

(1 + x2 ) 1 + x - π
2

2 d x .

被积函数中第一个因子在 0 ,
π
4
上小于等于零 ,而第二个因子大

于等于零 ,由积分估值定理得知必有 I≤0 ,即知原不等式成立 .

【证毕】

【技巧】 再次用到积分区间的拆分与积分号的合并 ,这是处理积

分问题的重要技巧 .

【注】 上述例题亦可用积分中值定理 ,并且不等式中的等号可以

除掉 ,留给读者做为练习 .

综例 10 .2 .4  设 f ( x )在 [ a, b]上有一阶连续导数 , 并且记 M =

max
x∈ [ a, b]

| f ( x ) | ,试证 M≤
1

b - a∫
b

a
f ( x) d x +∫

b

a
f′( x ) d x .

【思路】 要证的不等式右端第一项是 f ( x)在 [ a, b]上平均值的绝

对值 .而此平均值恰为积分中值定理下的 f (ξ) ,ξ∈ ( a, b) ,即有

f (ξ) =
1

b - a∫
b

a
f ( x ) d x . (10 .5)

  此外 ,不等式右端第二项含有 f′( x ) ,应联想到凑微分方法而

导致牛顿-莱布尼茨公式的又一形式

∫
b

a
f′( x) d x = f ( b) - f ( a) . (10 .6)

【证】 由 f ( x)在 [ a, b]连续 ,则v x0∈[ a, b] ,使得

| f ( x0 ) | = M .

再由积分中值定理又有 ( 10 .5 )式 , 在 x0 与ξ构成的区间上用

(10 .6)式则有 (注意 x0 与ξ的大小关系不定 )
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∫
x
0

ξ
f′( x ) d x = f ( x0 ) - f (ξ) .

即有

| f ( x0 ) | = f (ξ) +∫
x

0

ξ
f′( x) d x

≤ | f (ξ) | +∫
x

0

ξ
f′( x) d x

≤ | f (ξ) | +∫
x

0

ξ
| f′( x) | d x

≤ | f (ξ) | +∫
b

a
| f′( x ) | d x .

即原不等式成立 . 【证毕】

【技巧】 设 f ( x)非负 ,则 f ( x)在[ a, b]的子区间上的积分不超过

[ a, b]上的积分 ,即有

∫
d

c
f ( x) d x≤∫

b

a
f ( x ) d x, (10 .7)

其中[ c, d]�[ a, b] .

综例 10 .2 .5  设 f ( x )在 ( 0 , +∞ )上连续 ,且单调增加 .试证明对

满足 0 < a < b的任意实数 a与 b 有

∫
b

a
x f ( x ) d x≥

1
2

b∫
b

0
f ( x ) d x - a∫

a

0
f ( x) d x .

【思路】 视不等式中的 b为参变量 ,构造辅助函数 .

【证】 令 x∈ [ a, b]引入辅助函数

F( x) =∫
x

a
t f ( t) d t -

1
2

x∫
x

0
f ( t) d t - a∫

a

0
f ( x ) d x ,

则有 F( a) = 0 ,只须证明 F( b)≥0 即可 .

F′( x) = x f ( x ) - 1
2∫

x

0
f ( t) d t - 1

2
x f ( x )

=
1
2

x f ( x ) -
1
2

x f (ξ)

=
1
2

x( f ( x) - f (ξ) ) ,
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其中ξ∈ (0 , x) ,由 f ( x)的单调性 ,即知 f ( x )≥ f (ξ) .因此 F′( x)

≥0 ,再由 F( a) = 0 ,则必有 F( x)≥0 .令 x = b,则 F( b)≥0 ,即原不

等式成立 . 【证毕】

【技巧】 对∫
x

0
f ( t) d t应用了积分中值定理 ,是为了与 x f ( x )比较

大小 .当遇到函数与导数比较大小时 , 常用微分中值定理将函数

(或函数增量 )转化为含有导数的表达式 ,而当遇到函数与积分比

较大小时 ,常用积分中值定理将积分转化为含有函数值的表达式 .

综例 10 .2 .6  设 f ( x)在 [ 0 , a]上非负 , f ( 0 ) = 0 且 f″( x ) > 0 .若

( X , Y )为区域 D = { ( x, y ) | 0≤ x≤ a, 0≤ y≤ f ( x ) }的形心 ,试证明

X >
2
3

a .

【思路】 利用形心公式写出相应的积分不等式 ,引入变量和辅助

函数进行分析 .

【证】  X =
∫

a

0
x f ( x ) d x

∫
a

0
f ( x) d x

, 要 证 明 X > 2
3

a , 即 证 明

∫
a

0
x -

2
3

a f ( x) d x > 0 .

令 F( x) =∫
x

0
t -

2
3

x f ( t) d t,则 F(0 ) = 0 ,只须证 F( a) >

0 .注意到 F′( x) =
1
3

x f ( x) -
2
3∫

x

0
f ( t) d t,且 F′(0 ) = 0 , F″( x ) =

1
3

x f′( x) -
1
3

f ( x ) =
1
3

x f′( x) -
x
3

f′(ξ) ,其中ξ∈ ( 0 , x ) .

由 f″( x) > 0 可知 f′( x)单调增 ,于是 f′( x ) > f′(ξ) ,则有 F″( x)

> 0 ,由 F′( 0) = 0 ,则又有 F′( x) > 0 ,而 F( 0 ) = 0 ,所以 F( x) > 0 ,

令 x = a,即有 F( a) > 0 . 【证毕】

【寓意】 本题考查积分号的合并 ,积分中值定理 ,导数与函数增减

性等知识点 ,以及综合运用知识的技巧 .
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综例 10 .2 .7  设 f ( x )在[ a, b]上连续非负下凸 (上凹 ) ,且 f ( a) =

0 ,证明 :∫
a+ b
2

a
f ( x ) d x≤

1
4∫

b

a
f ( x) d x .

【思路】 利用函数的凸性定义及积分估值定理可对两个积分进行

大小的比较 .但首先必须使两个积分区间一致 , 这便导致区间

变换 .

【证】 对欲证不等式左端积分取区间变换 , 令 t = 2 x - a, d x =

1
2

d t ,则

∫
a+ b

2

a
f ( x ) d x =

1
2∫

b

a
f

t + a
2

d t .

由 f ( x)在 [ a, b]上下凸 ,则 f
t + a

2
<

1
2

[ f ( t) + f ( a) ] ,于是有

1
2∫

b

a
f

t + a
2

d t≤
1
4∫

b

a
( f ( t) + f ( a) ) d t .

注意到 f ( a) = 0 ,则

∫
a+ b

2

a
f ( x ) d x≤ 1

4∫
b

a
f ( t) d t = 1

4∫
b

a
f ( x ) d x .

于是原不等式成立 . 【证毕】

综例 10 .2 .8  设 f ( x)与 g( x)在 [ a, b]上可积 , 证明柯西积分不

等式

∫
b

a
f ( x ) g( x) d x

2

≤∫
b

a
f

2
( x ) d x·∫

b

a
g

2
( x) d x . (10 .8)

【注】 柯西积分不等式是一个经典不等式 ,在数学分析中有重要

应用 .这里介绍一种证明方法 .

【证】 设法配出平方的积分项 ,由积分的保号性 ,对任意实数λ,

均有

∫
b

a
( f ( x) - λg( x) )

2
d x≥ 0 .
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即有 λ
2∫

b

a
g

2
( x ) d x - 2λ∫

b

a
f ( x ) g( x) d x +∫

b

a
f

2
( x) d x≥ 0 .

这是关于λ的一个二次三项式 ,其判别式应小于等于零 ,即

Δ= 4∫
b

a
f ( x) g( x) d x

2

- 4∫
b

a
f 2 ( x) d x·∫

b

a
g2 ( x ) d x≤ 0 .

这已经意味着柯西不等式成立 . 【证毕】

综例 10 .2 .9  设 f ( x )为 [ a, b]上的可积函数 ,且当 x∈ [ a, b]时

f ( x)≥ε> 0 .证明 :

∫
b

a
f ( x) d x·∫

b

a

d x
f ( x)
≥ ( b - a)2 .

【思路】 用柯西积分不等式 .

【证】 由柯西积分不等式 (10 .8) ,应有

∫
b

a
f ( x ) d x·∫

b

a

d x
f ( x )
≥∫

b

a
f ( x )·

1

f ( x )
d x

2

= ( b - a)
2

.

【证毕】

综例 10 .2 .10  设 f ( x)在[ a, b]上有一阶连续导数 ,且 f ( a) = 0 .

记 M = max
x∈ [ a , b]

| f ( x) | ,证明∫
b

a
( f′( x ) )

2
d x≥

M
2

b - a
.

【思路】 用柯西积分不等式 .

【证】 由 f ( x)的连续性 ,可设有 x0∈ [ a, b]使得 | f ( x0 ) | = M,由

柯西积分不等式 (10 .8) ,考虑

( b - a)∫
b

a
( f′( x ) )

2
d x =∫

b

a
1

2
·d x∫

b

a
( f′( x ) )

2
d x

≥∫
x

0

a
( f′( x ) )2 d x·∫

x
0

a
12 ·d x

≥∫
x

0

a
f′( x) d x

2

= ( f ( x0 ) - f ( a) )2 .

上面等号用到了牛顿-莱布尼兹公式 ,并注意到 f ( a) = 0 ,因此

·512·第 10 章  基于定积分的函数性态分析及定积分应用



∫
b

a
( f′( x) )

2
d x≥

f 2 ( x0 )
b - a

=
M2

b - a
. 【证毕】

【技巧】 证明中再次用到以导数为被积函数的牛顿-莱布尼兹公

式 (10 .6) .

【注】 柯西积分不等式 (10 .8)在处理积分问题中可直接引用 .

综例 10 .2 .11  设 f ( t) , g ( t)与 y( t)均为 [ a, b]上的连续函数 ,

f ( t) > 0 且 y( t) ≤ g( t) +∫
t

a
f (τ) y (τ) dτ.

试证明在[ a, b]上成立不等式

y( t) ≤ g( t) +∫
t

a
f (τ) g(τ)e∫

t

τ
f ( s) d s

dτ.

【思路】 欲证不等式中含有一项变上限的积分 ,将此项变上限积

分定义为一个连续可微函数 ,便有可能用导数对此问题进行研究 .

【证】 令 R( t) =∫
t

a
f (τ) y (τ) dτ, 则 R ( a) = 0 , 且当 t∈ [ a, b]时

R( t)为可微函数

R′( t) = f ( t) y ( t) .

考虑到已知不等式 ,则上述方程可导致不等式

R′( t)≤ f ( t) g( t) + f ( t)∫
t

a
f (τ) y(τ) dτ

= f ( t) g( t) + f ( t) R( t) ,

即有 R′( t) - f ( t) R( t)≤ f ( t) g( t) .

将上述不等式两端同乘以 e
- ∫t

a
f (τ) dτ

(恒为正 ) , 则不等式右端为

R( t)·e
-∫t

a
f (τ) dτ

的导数 ,即有

R( t)·e
-∫

t
a

f (τ) dτ

′≤ f ( t) g( t)·e
-∫

t
a

f (τ) dτ

.

由积分的保序性 ,对上述两端取[ a, t]上的积分 ,其中 t∈[ a, b] ,同

时注意到 R( a) = 0 ,则有

R( t) e
-∫

t
a

f (τ) dτ

≤∫
t

a
f (τ) g(τ)· e

-∫
τ
a

f ( s) d s

dτ.
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注意 ,右端积分变量为τ, 将上式两边同除以 e
-∫

t
a

f (τ) dτ
( t的函数 )

则有

R( t)≤ e∫
t
a

f (τ) dτ

∫
t

a
f (τ) g(τ)·e

-∫
τ
a

f ( s) d s

dτ

=∫
t

a
f (τ) g(τ)·e∫

t
τ

f ( s) d s
dτ. 【证毕】

其中用到了积分号与积分区间的合并 .

【注】 积分不等式证明的方法与技巧小结 :

积分不等式的证明往往用到较多而又综合的知识点 ,基础是

积分的保序性 (保号性 )与估值定理、积分中值定理与变数替换 ,涉

及导数时需考虑微分中值定理或泰勒公式 .技巧是研究被积函数

在给定区间上的增减性、凸性与最大最小值 ,有时还需研究驻点与

局部极值 .而区间变换 ,积分号的拆分与合并则是常用手段 .柯西

积分不等式可做为已知结论 ,直接引用 .

2 . 含参积分与变限积分Ⅱ

设 f ( x )在[ a, b]上连续 ,则当 x∈ [ a, b]时 ,变限积分的一般

形式为

G( x) =∫
φ

2
( x)

φ
1

( x)
f ( t) d t . (10 .9)

若进一步有φ1 ( x )与φ2 ( x )在[ a, b]上可导的条件 ,则 G( x)变为可

导函数 ,且

G′( x) = f (φ2 ( x) )φ2′( x) - f (φ1 ( x) )φ1′( x) . ( 10 .10)

  被积函数含有与积分变量无关的参数时 ,相应的积分称为含

参积分 .这里不专门讨论含参积分的一般理论问题 (有兴趣读者可

参阅数学专业用的数学分析教材 ) ,只仅限于讨论含参积分的某些

处理技巧问题 ,并且主要是求导数或求极限问题 .

含参积分两种形式如下 :

(1 ) 形如 I( c) =∫
b

a
φ( c) f ( x ) d x的积分
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由于φ( c)和变分变量 x无关 ,可将φ( c)移到积分号外 ,即

∫
b

a
φ( c) f ( x ) d x = φ( c)∫

b

a
f ( x ) d x . ( 10 .11)

此时有

I′( c) = φ′( c)∫
b

a
f ( x) d x . ( 10 .12)

  (2 ) 形如 I( c) =∫
b

a
f ( x, c) d x的积分

即含有参数 c的部分不能以独立因子形式出现在被积函数

内 ,这时欲求 I′( c) ,则需引入变数替换 ,将参数变换至积分的上限

或下限 .而选取变数替换的类型则因不同情况而有所不同 .

综例 10 .2 .12  设 F( x) =∫
x+ 2π

x
esin t sin td t , 则 F ( x) (单项

选择 ) .

( A) 为正的常数 ;     ( B) 为负的常数 ;

( C) 恒等于零 ; (D) 不是常数 .

【解】 显然 F′( x) = 0 ,即有 F( x)必为常数 ,又因为

F( 0) =∫
2π

0
e

si n t
sin td t = -∫

2π

0
e

sin t
dcos t

= - e
sin t

cos t
2π
0 +∫

2π

0
cos

2
t· e

sin t
d t .

上述第一项为零 ,对第二项 ,由积分保号性 ,被积函数在[ 0 , 2π]上

连续非负 ,积分结果亦非负 ,因此 F(0 ) > 0 , 即 F( x)必为正的常

数 ,正确选项为 ( A) .此外 , 亦可由 F ( x ) =∫
2π

0
e

sin t
· sin td t , 得知

F( x)为常数 . 【解毕】

综例 10 .2 .13  讨论常数α取何值时 ,极限

lim
x→ +∞

1
x
α∫

x2

0
1 + t4 d t

存在且不等于零 ,并求此极限 .
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【解】 应用洛必达法则 .

原极限 = lim
x→ +∞

2 x 1 + x8

αxα- 1 = lim
x→+ ∞

2 1 + x8

αxα- 2

= lim
x→ +∞

2 1 + 1
x

8

αx
α- 6 .

于是知道当α= 6 时 ,原极存在并且非零 ,极限值为
1
3

. 【解毕】

【寓意】 本题考查无穷大量的比阶及变上限积分等知识点 .

综例 10 .2 .14  求 d
d x∫

x

0
sin( x - t)

2
d t . ( 1999 年考研题 )

【思路】 积分含有参数 ,必须设法将参数移至积分号外或变换到

上下限才可以求导数 .

【解】 令 x - t = u,则 d t = - d u,于是

∫
x

0
sin( x - t)

2
d t = -∫

0

x
sin u

2
d u =∫

x

0
sin u

2
d u .

于是

d
d x∫

x

0
sin( x - t)

2
d t = sin x

2
. 【解毕】

综例 10 .2 .15  设 f ( x )连续 , φ( x) =∫
1

0
f ( xt ) d t , 且 lim

x→0

f ( x)
x

=

A ,求φ′( x ) ,并讨论φ′( x)在 x = 0 处的连续性 . ( 1997 年考研题 )

【解】 由lim
x→0

f ( x)
x

= A,又因 f ( x)在 x = 0 处连续 ,便得到 f (0 ) =

0 ,且φ( 0 ) = 0 ,φ( x )的积分表达式为一含参数积分 ,令 u = x t ,则

d u = xd t,于是

φ( x) =
1
x∫

x

0
f ( u) d u .

当 x≠ 0 时 ,φ′( x) =
1
x2 x f ( x ) -∫

x

0
f ( u) d u .

再求φ′(0 ) .
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φ′(0 ) = lim
x→0

∫
x

0
f ( u) d u - φ( 0)

x2 = lim
x→0

f ( x)
2 x

=
A
2

.

综上 ,φ′( x)表达式为

φ′( x ) =

1
x

2 x f ( x ) -∫
x

0
f ( u) d u , x≠ 0 ,

A
2

, x = 0 .

另外

lim
x→0
φ′( x ) = lim

x→0

x f ( x) -∫
x

0
f ( u) d u

x
2

= lim
x→0

f ( x)
x

- lim
x→0

∫
x

0
f ( u) d u

x 2

= A -
A
2

=
A
2

= φ′( 0) .

因此φ′( x)在 x = 0 处连续 . 【解毕】

【寓意】 本题考查函数的连续性、导数定义及运算 ,变限积分与含

参数积分 ,以及极限运算 .

综例 10 .2 .16  设 f ( x ) ,φ( x )在点 x = 0 的某邻域内连续 ,且当

x→0 时 , f ( x)是φ( x )的高阶无穷小 ,则当 x→0 时∫
x

0
f ( t) sin td t

是∫
x

0
tφ( t) d t的

( A) 低阶无穷小 ;        ( B) 高阶无穷小 ;

( C) 同阶但不等价的无穷小 ; (D) 等价无穷小 .

( 1997 年考研题 )

【解】 答案为 ( B) .

只须考虑极限
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lim
x→0

∫
x

0
f ( t) sin td t

∫
x

0
tφ( t) d t

= lim
x→0

f ( x) sin x
xφ( x )

= lim
x→0

f ( x )
φ( x )
·lim

x→0

sin( x )
x

= 0·1 = 0 ,

其中 0 <θ< 1 ,因此正确选项为 ( B) . 【解毕】

【寓意】 本题考查变限积分 ,积分中值定理及极限运算 .

【注】 本题没给出φ( x)的可导条件 ,不可以用洛必达法则 .

综例 10 .2 .17  设 f ( x)连续 ,且∫
x

0
t f (2 x - t) d t = 1

2
arctan x2 .已

知 f (1 ) = 1 ,求∫
2

1
f ( x ) d x . ( 1999 年考研题 )

【思路】 已知条件中有含参数积分 ,首先将参数变换到积分上下

限 ,寻找计算∫
2

1
f ( x) d x的途径 .

【解】 令 2 x - u = t,则 d t = - d u,于是

∫
x

0
tf ( 2 x - t) d t= -∫

x

2 x
( 2 x - u) f ( u) d u

= 2 x∫
2 x

x
f ( u) d u -∫

2 x

x
u f ( u) d u =

1
2

arctan x
2

.

两端关于 x求导数

2∫
2 x

x
f ( u) d u + 2 x(2 f (2 x) - f ( x) ) -

( 2 x f ( 2 x)·2 - x f ( x) ) =
x

1 + x4 ,

化简得到 2∫
2 x

x
f ( u) d u =

x
1 + x

4 + x f ( x) .

令 x = 1 ,由 f ( 1) = 1 ,得到∫
2

1
f ( u) d u =

3
4

. 【解毕】
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综例 10 .2 .18  设函数 f ( x )在 (0 , + ∞ )内连续 , f (1 ) =
5
2

,且对

所有 x, t∈ ( 0 , +∞ )满足条件

∫
xt

1
f ( u) d u = t∫

x

1
f ( u) d u + x∫

t

1
f ( u) d u,

求 f ( x) . ( 2001 年考研题 )

【思路】 已知等式也属于含参数的积分 ,但参数在上限 ,只将 x

视为变量 , t视为参数 .

【解】 已知等式各项均为 x 的可导函数 , 两端关于 x 求导数 ,

得到

t f ( xt ) = t f ( x) +∫
t

1
f ( u) d u .

由 f (1 ) =
5
2

,只须令 x = 1 ,得到

t f ( t) =
5
2

t +∫
t

1
f ( u) d u .

当 t∈ (0 , +∞ )时 ,由上式可见 f ( t)为可导函数 ,将上式两端关于

t求导 ,得

f ( t) + t f′( t) = 5
2

+ f ( t) ,

解出 f′( t) =
5
2 t

.

积分得到 f ( t) =
5
2

ln t + c .

由 f (1 ) =
5
2

,解出 c =
5
2

.最后得到

f ( x) =
5
2

( ln x + 1) . 【解毕】

综例 10 .2 .19  设 f ( x)在[ a, b]上连续 , a <α<β< b,试证明
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lim
h→0

1
h∫
β

α
[ f ( x + h) - f ( x ) ] d x = f (β) - f (α) .

【思路】 欲证等式中有含参数积分 ,首先用变数替换将参数 h变

换到积分上下限 .

【证】 记 I( h) = 1
h∫
β

α
[ f ( x + h) - f ( x ) ] d x, 将积分分成两部分

I( h) = 1
h∫
β

α
f ( x + h) d x -∫

β

α
f ( x ) d x

对第一个积分取变换 x + h= t,则 d x = d t,于是

I( h) = 1
h∫
β+ h

α+ h
f ( t) d t -∫

β

α
f ( x ) d x .

由上式令 h→0 取极限并应用洛必达法则 ,得

lim
h→0

I( h) = lim
h→0

∫
β+ h

α+ h
f ( t) d t -∫

β

α
- f ( x) d x

h

= lim
h→0

f (β+ h) - f (α+ h)
1

= f (β) - f (α) .

最后一个等号用到了 f ( x)的连续性 . 【证毕】

【技巧】 将被积函数中的参数 h变换到积分上下限 ,是一个重要

技巧 ,本题如不用这一技巧 ,其他方法都将是相当复杂的 .

综例 10 .2 .20  设 f ( x )满足∫
x

0
f ( t - x ) d t = -

x2

2
+ e

- x
- 1 , 求

f ( x)的极值与渐近线 .

【思路】 首先处理积分内的参数 t,将 t移至积分上下限后才有可

能通过求导数获得 f ( x) .

【解】 对已知等式左端积分取变换 t - x = u,则 d u = d t,已知等式

变为

∫
- x

0
f ( u) d u =

x2

2
- e

- x
+ 1 .
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显然上式左端为 x的可导函数 ,上式两端关于 x求导 ,得到

f ( - x) = - x - e
- x

.

因而 f ( x ) = x - e
x
,

f′( x ) = 1 - e
x

.

  x0 = 0 为驻点 ,且因 f″( 0) = - 1 < 0 ,所以 x0 = 0 为 f ( x )的极

大值点 ,且 f ( 0) = - 1 .

由 lim
x→ - ∞

f ( x)
x

= 1 知道 f ( x ) 有斜渐近线 , 且 a = 1 , b =

lim
x→ - ∞

( f ( x) - x) = 0 ,即 x→ - ∞时的斜渐近线为 y = x ,无垂直渐

近线与水平渐近线 . 【解毕】

【寓意】 本题考查变限积分 ,函数关系与极限等知识点 .

综例10 .2 .21  若φ( t)是连续周期函数 ,周期为ω,证明函数 f ( x)

= e
kx

e
- kω

- 1∫
x+ω

x
φ( t)e - kt d t满足 d f

d x
= k f ( x ) +φ( x ) , 常数 k∈R 且

f ( x)必为周期函数 ,其周期亦为ω .

【证】

d f
d x

= ke
k x

e
- kω

- 1∫
x +ω

x
φ( t)e - kt d t + e

k x

e
- kω

- 1
(φ( x )e - k( x +ω) - φ( x )e - kx )

= k f ( x ) + e
k x

e
- kx

e
- kω

- 1
(φ( x )e - kω - φ( x ) )

= k f ( x ) +
1

e
- kω

- 1
(φ( x )e - kω - φ( x ) )

= k f ( x ) +φ( x) ,

即有
d f
d x

= k f ( x ) +φ( x ) .

再证周期性 ,只须考查是否成立 f ( x +ω) = f ( x) .

f ( x +ω) =
e

k( x +ω)

e - kω - 1∫
x + 2ω

x +ω
φ( t) e

- kt
d t,

取平移变换 s = t - ω,则 d t = d s,且有

·422· 第 10 章  基于定积分的函数性态分析及定积分应用



f ( x + ω) =
ek( x+ω)

e - kω - 1∫
x +ω

x
φ( s) e

- k( s+ω)
d s

=
ek x

e - kω - 1∫
x +ω

x
φ( s) e

- ks
d s = f ( x ) . 【证毕】

【寓意】 考查变限积分与定积分的综合处理能力 .

【技巧】 积分的区间变换再次体现为重要技巧 ,此外还有含参数

积分中的因子移进移出积分号的技巧 .

3 . 定积分综合问题

定积分计算与分析问题是一个相当综合的问题 , 包括前面的

积分不等式与含参数积分等内容 ,此外还可与导数 ,极限 ,中值定

理 ,最大最小值问题相结合处理问题 ,这里给出若干典型例题 ,以

训练综合运用知识的能力与技巧 .

综例 10 .2 .22 设 f (π) = 2 ,∫
π

0
[ f ( x) + f″( x) ]sin xd x = 5 , 求 f (0) .

【解】

∫
π

0
f ( x) sin xd x +∫

π

0
f″( x) sin xd x =∫

π

0
f ( x) sin xd x +∫

π

0
sin xd f′( x)

=∫
π

0
f ( x) sin xd x -∫

π

0
f′( x )cos xd x

=∫
π

0
f ( x) sin xd x -∫

π

0
cos xd f ( x )

= f (0 ) + f (π) = 5 , 因此 f ( 0) = 3 . 【解毕】

综例 10 .2 .23  设 f ( x)∈[0 ,∞ ) , f ( 1 ) = 1 , g( x )为 f ( x )的反函

数 ,且满足∫
f ( x)

1
g( t) d t =

1
3

x
3
2 - 1 , 则[ 0 ,∞ )上的 f ( x)为

(单项选择 ) .

( A)
1

x
;  ( B)

1

2 x
;  ( C) x;  (D)

x
3

.

【解】 对已知等式两端关于 x求导数 ,并注意到 g( f ( x ) ) = x,则
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得到 f′( x) =
1

2 x
,在[1 , x]上取积分

∫
x

1
f′( t) d t =∫

x

1

d t

2 t
,

f ( x ) - f (1 ) = x - 1 .

由 f (1 ) = 1 ,则 f ( x) = x . 【解毕】

【注】 本题亦可用不定积分方法求解 ,最后定出常数 c = 0 ,此时

f ( 1) = 1 成为多余的条件 .

综例 10 .2 .24  设 f ( x)在[ a, b]上连续 ,对满足∫
b

a
g ( x) d x = 0 的

一切 g( x) 均有∫
b

a
f ( x ) g( x) d x = 0 ,试证 f ( x) 在 [ a, b] 上恒为常

数 c .

【思路】 设法证明某一非负连续函数在[ a, b]上的积分为零 ,从而

得出欲证的结论 .

【证】 由 f ( x )连续 ,则v ξ∈ ( a, b)使得∫
b

a
f ( x ) d x = f (ξ) ( b - a) ,

于是有

∫
b

a
( f ( x) - f (ξ) ) d x = 0 ,

记 c = f (ξ) ,显然 c为常数 ,则有∫
b

a
( f ( x) - c) d x = 0 .

设法配出非负连续函数的积分 .由上述积分为零的结果知道 ,

若取 g( x) = f ( x ) - c,则 g( x)符合题设条件 ,于是又得到

∫
b

a
f ( x) ( f ( x) - c) d x = 0 .

为得到非负函数的积分为零 ,考虑到

∫
b

a
f ( x) ( f ( x ) - c) d x - c∫

b

a
( f ( x) - c) d x = 0 ,
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合并积分号 ,便得到

∫
b

a
( f ( x) - c)

2
d x = 0 .

显然 ( f ( x ) - c)
2
在 [ a, b]上连续非负 , 由 10 .1 节性质 ( 3 ) , 则在

[ a, b]上有 ( f ( x ) - c)
2
≡0 ,即得到

f ( x) ≡ c, x∈ [ a, b] . 【证毕】

【注】 函数类的思想是数学中分析问题的一种思维模式 ,本题的

g( x)即是满足[ a, b]上积分为零的一类函数 .读者可进一步研究

下例 .

综例 10 .2 .25  设 f ( x ) , g( x )均为 [ 0 , T]上的连续可微函数 , 且

f ( 0) = 0 ,试证明 :

(1 )∫
T

0
f ( t) g( t) d t =∫

T

0
f′( t)∫

T

t
g ( x) d x d t;

(2 )∫
T

0
f ( t) d t =∫

T

0
f′( t) ( T - t) d t;

(3 ) 若对某非零常数λ及满足上述条件的任意 f ( x )又有

∫
T

0
[ f′( x) g′( x) - f ( x ) g( x) ] d x +λ∫

T

0
f ( x) d x∫

T

0
g( x) d x = 0 .

则 g′( T ) = 0 , g( x )在[ 0 , T]上二阶可导 ,并且满足方程

g″( x ) + g( x) = λ∫
T

0
g( x) d x .

【注】 本题的 (1 )即为例 9 .3 .4 ,这里解答省略 .

【思路】 对 (2 )考虑分部积分 .对 (3 ) ,设法利用题设条件及函数类

思想配出包括 g′( x )在内的某个非负连续函数积分为零的形式 ,

则被积函数恒为零 ,进而得出 g′( x )可导 .

【证】 (1 ) 参见例 9 .3 .4 .

(2 ) 由 f ( 0) = 0 ,应用公式 (10 .6)则得到 f ( T ) =∫
T

0
f′( t) d t .

由分部积分有
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∫
T

0
f ( t) d t = t f ( t)

T

0
-∫

T

0
t f′( t) d t = T f ( T ) -∫

T

0
t f′( t) d t

   =∫
T

0
f′( t) ( T - t) d t .

  (3 ) 将本题 ( 1) , ( 2)结果代入题设的积分等式左端 ,并记之为

I ,则应有

I =∫
T

0
f′( t) g′( t) - f′( t)∫

T

t
g( x) d x d t +

 λ∫
T

0
f′( t) ( T - t) d t∫

T

0
g( t) d t

=∫
T

0
f′( t) g′( t) -∫

T

t
g( x) d x +λ( T - t)∫

T

0
g( x) d x d t = 0 .

由题设条件 , 上式对一切满足 f ( 0 ) = 0 , 且有一阶连续导数的

f ( x)均成立 .现取

f ( t) =∫
t

0
g′(τ) -∫

T

τ
g ( x) d x +λ( T - τ)∫

T

0
g( x) d x dτ,

则由于 g′( x )连续 ,上述 f ( t)有一阶连续导数 ,且满足 f ( 0 ) = 0 ,

即有

f′( t) = g′( t) -∫
T

t
g ( x) d x +λ( T - t)∫

T

0
g( x) d x ,

则立即有

I =∫
T

0
g′( t) -∫

T

t
g ( x) d x +λ( T - t)∫

T

0
g( x) d x

2

d t = 0 .

上述积分中被积函数连续非负 ,由 10 .1 节性质 (3 )便得到

g′( t) -∫
T

t
g( x) d x +λ( T - t)∫

T

0
g( x) d x = 0 .

由变限积分性质 ,上述的 g′( t)为可导函数 ,即 g( x)二阶可导 .由

上式令 t = T,得到 g′( T) = 0 ,对上式关于 t求导便得到

g″( t) + g( t) = λ∫
T

0
g( x) d x . 【证毕】

【技巧】 在积分号的合并与拆分中 ,应注意积分结果与积分变量
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记号无关这一重要原则 ,而选取积分变量记号应尽量做到不至引

起混淆 .

综例 10 .2 .26  证明 lim
x→ +∞∫

x+ 1

x
sin t2 d t = 0 .

【思路】 在不定积分中 ,∫sin x
2

d x不可以表达为有限的初等函数

形式 .引入变数替换使 t
2
降幂为一次 ,进而应用分部积分与积分

中值定理 ,对积分进行估计 ,最后使用极限夹逼准则证明结论 .

【证】 对极限中的积分引入变换 t2 = u, d t =
d u

2 u
,则有

I( x ) =∫
x + 1

x
sin t2 d t =∫

( x+ 1 ) 2

x2

sin u

2 u
d u

= -
cos u

2 u

( x + 1 ) 2

x
2

-
1
4∫

( x + 1 )
2

x2

cos u
u

3/ 2 d u

=
cos x2

2 x
-

cos ( x + 1)2

2( x + 1 )
-

1
4
·

cosξ
ξ3/ 2 (2 x + 1 )

=
( x + 1) cos x2 - xcos ( x + 1)2

2 x( x + 1 )
-

(2 x + 1 )cosξ
4ξ3/ 2 ,

其中ξ∈ x
2

, ( x + 1 )
2

( x→ +∞ ,可有 x > 0) .

由三角不等式

0 ≤ | I( x ) |≤ x + 1
2 x( x + 1 )

+ x
2 x( x + 1)

+ 2 x + 1
4 x

3 ,

令 x→ +∞ ,则应有 lim
x→ + ∞

I( x) = 0 . 【证毕】

【注】 本题当 x→ - ∞时 ,结论不变 ,即有

lim
x→ - ∞

I( x) = 0 .

综例 10 .2 .27  设[ - 1 , 1]上非负函数φ( x)满足∫
1

- 1
φ( x ) d x = 1 ,

且当 | x | > 1 时φ( x) = 0 , f ( x)在[ - 1 ,1 ]上连续 , f ( 0) = A,φn ( x)

= nφ( n x) ( n = 1 , 2 ,⋯ ) , x0 为 ( - 1 , 1 )内任一点 .
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(1 ) 求 lim
n→∞∫

1

- 1
f ( x )φn ( x ) d x ,

(2 ) 求 lim
n→∞∫

1

- 1
f ( x )φn ( x - x0 ) d x .

【思路】 积分号内φn ( x ) = nφ( nx)属于含参数积分 ,又已知 f ( 0)

= A ,应从变数替换入手 ,将参数 n变换至积分上下限 ,再运用积

分中值定理 .

【证】 (1 ) 记  In =∫
1

- 1
f ( x )φn ( x ) d x =∫

1

- 1
f ( x )· nφ( nx) d x .

令 nx = t,则 d x =
1
n

d t,于是

In =∫
n

- n
f

t
n
φ( t) d t =∫

1

- 1
f

t
n
φ( t) d t ,

其中用到 | x | > 1 时φ( x ) = 0 的条件 , 再由 f ( x )在 [ - 1 , 1 ]上连

续 ,φ( t)非负不变号 ,由积分中值定理即有

In = f
ξ
n∫

1

- 1
φ( t) d t = f

ξ
n

,

其中ξ∈ ( - 1 , 1 ) .再由 f ( x )的连续性 ,便有

lim
n→∞

In = lim
n→∞

f
ξ
n

= f ( 0) = A .

  (2 ) 记 Jn =∫
1

- 1
f ( x )φn ( x - x0 ) d x

=∫
1

- 1
f ( x )· nφ( n( x - x0 ) ) d x .

取变换 n( x - x0 ) = t,则 d x =
d t
n

, 于是

J n =∫
n ( 1 - x

0
)

- n( 1 + x
0

)
f

t
n

+ x0 φ( t) d t .

由 - 1 < x0 < 1 ,则 - n( 1 + x0 ) < - 2 n, n( 1 - x0 ) > 2 n .因此当 n > 1

时可使区间[ - 1 ,1 ]� [ - n( 1 + x0 ) , n( 1 - x0 ) ] ,再由 | x | > 1 时

φ( x ) = 0 ,利用积分对区间的可加性 ,则有
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Jn =∫
1

- 1
f

t
n

+ x0 φ( t) d t

= f
ξ
n

+ x0∫
1

- 1
φ( t) d t = f

ξ
n

+ x0 ,

其中ξ∈ ( - 1 , 1 ) ,由 f ( x )的连续性 ,则有

lim
n→∞

Jn = lim
n→∞

f
ξ
n

+ x0 = f ( x0 ) . 【证毕】

【寓意】 本题考查定积分与变限积分的处理能力 ,包括积分中值

定理与函数的连续性 .

【注】 以上几个例题虽有较多技巧 ,但所用到的知识均属于基础

性 ,积分的区间变换起了重要作用 .

综例 10 .2 .28  设 f ( x)在区间[ - a, a] ( a > 0 )上具有二阶连续导

数 , f (0 ) = 0 .

(1 ) 写出 f ( x )的带拉格朗日余项的一阶麦克劳林公式 ;

(2 ) 证明在[ - a, a]上至少存在一点η,使得

a3 f″(η) = 3∫
a

- a
f ( x ) d x . ( 2001 年考研题 )

【思路】 第 (2 )小题要证的不等式中含有 f″(η) ,力图使积分号内

含有 f″(· ) ,再用积分估值定理 ,由 f″( x )连续性 ,用连续函数介

值定理完成 (2 )的证明 .

【证】 (1 ) 对 x∈[ - a, a]有

f ( x) = f ( 0) + f′(0 ) x +
f″(ξ)
2 !

x
2

= f′( 0) x +
f″(ξ)
2 !

x
2

,

其中ξ在 0 与 x之间 .

(2 ) 利用 ( 1)的结果进行积分 ,则

∫
a

- a
f ( x) d x =∫

a

- a
f′(0 ) xd x +∫

a

- a

x
2

2 !
f″(ξ) d x

=
1
2∫

a

- a
x

2
f″(ξ) d x .

( 1)
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由 f″( x )连续 ,则 f″( x )在[ - a, a]上有最大最小值 m与 M ,即 " x

∈[ - a, a]有 m≤ f″( x )≤M,由积分估值定理即有

m∫
a

0
x2 d x≤∫

a

- a
f ( x ) d x = 1

2∫
a

- a
x 2 f″(ξ) d x≤ M∫

a

0
x2 d x , ( 2)

即有 m≤ 3
a

3∫
a

- a
f ( x) d x≤ M .

再由连续函数的介值定理可知 ,至少存在一点η∈[ - a, a]使得

f″(η) =
3
a3∫

a

- a
f ( x) d x,

即 a
3

f″(η) = 3∫
a

- a
f ( x ) d x . 【证毕】

【寓意】 本题考点 : 泰勒公式与连续函数性质 ,积分估值定理 ,奇

偶性在对称区间上积分的应用 .

【注】 在 (1 )式中积分号内的 f″(ξ)不可以移至积分号外 ,因为ξ

与积分变量有关 .( 2)式的结论用到了被积函数的奇偶性 .

综例 10 .2 .29  设函数 S( x) =∫
x

0
| cos t | d t,

(1 ) 当 n 为正 整数 , 且 nπ≤ x < ( n + 1 )π 时 , 证 明

2 n≤ S( x) < 2 ( n + 1 ) ;

(2 ) 求 lim
x→ + ∞

S( x)
x

. ( 2000 年考研题 )

【解】 ( 1) 因为 | cos x |≥0 ,且 nπ≤ x < ( n + 1 )π, S( x)为 x的增函

数 ,所以

∫
nπ

0
| cos x | d x≤ S( x) <∫

( n+ 1 )π

0
| cos x | d x .

又因为 | cos x |是以π为周期的函数 ,由周期函数的积分性质 ,即有

∫
nπ

0
| cos x | d x = n∫

π

0
| cos x | d x = 2 n,

∫
( n+ 1 )π

0
| cos x | d x = 2 ( n + 1) .
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由前积分不等式 ,便有

2 n≤ S( x) < 2( n + 1 ) .

  (2 ) 由 ( 1)知 ,当 nπ≤ x < ( n + 1 )π时 ,有

2 n
( n + 1 )π

<
S( x)

x
<

2( n + 1 )
nπ

.

令 x→ +∞ ,由夹逼准则得

lim
x→+ ∞

S( x)
x

=
2
π

. 【解毕】

【寓意】 本题考查非负函数变上限积分关于参数的单调性与极限

准则 .

10 .3  定积分应用

定积分是对可加量的一种极限计算模式 ,因此其应用范围是

广泛的 .在学习定积分应用时 ,应对几类典型背景总结出学习与研

究问题的方法 .在计算方面 ,注意应用积分的性质 ,包括奇偶性、周

期性、对称性等方面的性质 .此外 ,在应用问题中也会涉及到函数

性态分析的方法与技巧 ,包括微分与积分中值定理、最大最小值问

题、微分方程与初值问题等 .

1 . 平面区域的面积问题

假设函数 f1 ( x)与 f2 ( x )在 [ a, b]上可积 ,且 f1 ( x )≤ f2 ( x ) ,

则区域 D = { ( x, y)∈R
2

| a≤ x≤ b, f1 ( x )≤ y≤ f2 ( x) }的面积为

A =∫
b

a
[ f 2 ( x) - f1 ( x) ] d x . ( 10 .13)

例10 .3 .1  过点 ( 2 , 0)做曲线 y = x
3
的切线 ,求所有切线与曲线 y

= x3 围成封闭区域的面积 .

【解】 设所做切线之切点为 (ξ,η) ,求此切点 .切线斜率为 k = 3ξ
2

,

切线方程为 y = 3ξ
2

( x - 2 ) .又 (ξ,η)在切线上 ,即有ξ
3

= 3ξ
2

(ξ-

2) ,解出ξ1 = 0 ,ξ2 = 3 ,即有两个切点 ( 0 , 0 )与 ( 3 , 27 ) .切线方程为

·332·第 10 章  基于定积分的函数性态分析及定积分应用



y = 0 与 y = 27 ( x - 2 ) .

(方法 1 )  取 x 为积分变量 ,此时须计算两个积分的和以求

出所要的面积 .

A =∫
2

0
x

3
d x +∫

3

2
[ x

3
- 27( x - 2 ) ] d x =

27
4

.

  (方法 2 )  取 y为积分变量 ,则所求面积为

A =∫
2 7

0

y
27

+ 2 -
3

y d y =
27
4

. 【解毕】

例 10 .3 .2  在 [0 , 1 ]上给定 y = e
x
,对任意的 t∈[0 ,1 ] ,记 A1 为 x

= 0 , y = e x 及 y = e t 围成的面积 , A2 为 x = 1 , y = ex 及 y = et 围成

的面积 ,令 A( t) = A1 + A2 ,求 A( t)的最大值与最小值 .

【思路】 这是一个含参数积分与变限积分的问题 ,按面积公式列

出 A( t)即可讨论该函数在[0 ,1 ]上的最大最小值问题 .

【解】

A1 ( t) =∫
t

0
(e t - e x ) d x = tet - et + 1 ,

A2 ( t) =∫
1

t
(e

x
- e

t
) d x = e - 2e

t
+ te

t
,

A( t) = (2 t - 3 )e t + e + 1 ,

A′( t) = (2 t - 1 )e t .

令 A′( t) = 0 ,得到驻点 t0 =
1
2

, A( t)在[ 0 , 1]上无奇点 .而

A(0 ) = e - 2 , A
1
2

= e - 2 e + 1 , A( 1) = 1 .

因此得到

max
t∈ [ 0 , 1 ]

A( t) = 1 , min
t∈ [ 0 , 1 ]

A( t) = e - 2 e + 1 . 【解毕】

例 10 .3 .3  设 x Oy 平面上有正方形 D = { ( x, y ) | 0≤ x≤ 1 ,

0≤ y≤1}及直线 l: x + y = t( t≥0 ) .若 S( t)表示正方形 D位于直
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线 l 左下方部分的面积 ,试求∫
x

0
S( t) d t( x≥ 0) .( 2000 年考研题 )

【解】 由题设

图  10 .1

S( t) =

1
2

t
2

, 0 ≤ t≤ 1 ,

- 1
2

t2 + 2 t - 1 , 1 < t≤ 2 ,

1 , t > 2 .

须分段求∫
x

0
S( t) d t, 当 0≤ x≤1 时

∫
x

0
S( t) d t =∫

x

0

1
2

t
2

d t =
1
6

x
3

;

当 1 < x≤2 时 ,

∫
x

0
S( t) d t=∫

1

0
S( t) d t +∫

x

1
S( t) d t

= -
x3

6
+ x

2
- x +

1
3

;

当 x > 2 时 ,

∫
x

0
S( t) d t =∫

2

0
S( t) d t +∫

x

2
S( t) d t = x - 1 .

最后得表达式

∫
x

0
S( t) d t =

1
6

x3 , 0 ≤ x≤ 1 ,

-
1
6

x
3

+ x
2

- x +
1
3

, 1 < x≤ 2 ,

x - 1 , x > 2 . 【解毕】

【注】 对分段表达的函数求变限积分 ,必须分段计算 ,中间用到对

积分区间的可加性 .

例 10 .3 .4  设 y = f ( x)是区间[0 ,1 ]上的任一非负连续函数 .

(1 ) 试证存在 x0∈ (0 , 1) ,使得在区间[0 , x0 ]上以 f ( x0 )为高的
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矩形面积 ,等于在区间[ x0 , 1]上以 y = f ( x)为曲边的曲边梯形面积 .

(2 ) 又设 f ( x )在区间 ( 0 , 1 )内可导 ,且 f′( x ) > -
2 f ( x )

x
,证

明 (1 )中的 x0 是唯一的 . ( 1998 年考研题 )

【思路】 本题属于积分应用中函数性态分析的问题 ,并且涉及函

数的中值问题或零点问题 ,应考虑引入辅助函数 .

【证】 (1 ) (方法 1)

要证v x0 ∈ (0 , 1 )使得 x0 f ( x0 ) =∫
1

x
0

f ( x) d x, 显然可取 x0

为一变量 ,并作辅助函数 F( x) = x∫
1

x
f ( t) d t,则 F(0 ) = F(1 ) = 0 ,

在[0 ,1 ]上应用罗尔定理 ,即有 x0∈ (0 , 1 )使得 F′( x0 ) = 0 ,而

F′( x0 ) =∫
1

x
0

f ( t) d t - x0 f ( x0 ) = 0 ,

即原等式成立 .

(方法 2 )

设法构造一个连续函数 , 应用连续函数的零点定理证明

x0 f ( x0 ) =∫
1

x
0

f ( x ) d x .

令 a≥
1
2

, 取 x1 ∈ ( a, 1 ) .若 " x∈ [ x1 , 1 ]有 f ( x )≡ 0 , 则

( x1 , 1)内任意一点 x0 均可满足 x0 f ( x0 ) =∫
1

x
0

f ( x) d x .否则 ,必

有 x2 ∈[ x1 , 1] ,使 f ( x2 ) = max
x∈ [ x

1
, 1 ]

f ( x ) .

对 x∈ [0 , x2 ]作辅助函数

φ( x) =∫
1

x
f ( t) d t - x f ( x) ,

则φ( x)连续 ,φ(0 ) > 0 (因 f ( x)非负连续 ) .另外考查

φ( x2 ) =∫
1

x
2

f ( t) d t - x2 f ( x2 )
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的符号 ,由 f ( x )非负连续 , 且 f ( x2 )为 [ x2 , 1 ]上的最大值 , 则

∫
1

x
2

f ( t) d t≤ f ( x2 ) ( 1 - x2 ) , 于是有

φ( x2 ) ≤ f ( x2 ) ( 1 - x2 ) - x2 f ( x2 ) = f ( x2 ) ( 1 - 2 x2 ) .

由前面讨论已有 x2≥ x1 >
1
2

,因此φ( x2 ) < 0 ,对φ( x )在 [ 0 , x2 ]上

应用连续的零点定理 ,则必存在 x0∈ (0 , x2 )� ( 0 , 1 ) ,使得φ( x0 )

= 0 ,即

x0 f ( x0 ) =∫
1

x
0

f ( t) d t .

  (2 ) 对 x∈ ( 0 , 1) ,取

φ( x ) =∫
1

x
f ( t) d t - x f ( x ) ,

则 φ′( x ) = - f ( x ) - f ( x) - x f′( x )

  = - 2 f ( x) - x f′( x ) .

由已知条件 f′( x) > -
2 f ( x)

x
,则应有φ′( x ) < 0 ,其中 x∈ ( 0 , 1 ) .

因此φ( x)在 (0 ,1 )严格单调减少 ,即φ( x )在 ( 0 , 1 )内最多有一个

零点 ,由 ( 1)的结论 ,φ( x)至少有一个零点 ,所以φ( x)在 (0 ,1 )内恰

有一个零点 ,即零点唯一 . 【证毕】

【寓意】 本题考查定积分应用 (面积 )与变限积分的综合处理能

力 ,包括连续函数零点定理及可微函数的罗尔定理 .在 (方法 2)中

还用到了最大值的处理技巧 .

【技巧】 在定积分或变限积分的综合问题中 ,常常根据函数在积

分区间上的增减性、驻点、极值点、最大最小值点 , 以及拐点等特

点 ,将积分区间拆分为两个或多个子区间进行分析 .

平面区域的边界有时易于用极坐标表示 ,这时 D = {φ1≤φ≤

φ2 ,ρ1 (φ)≤ρ(φ)≤ρ2 (φ) }的面积计算公式为

A =∫
φ

2

φ
1

1
2
ρ

2
(φ) dφ . ( 10 .14)
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例 10 .3 .5  求心脏线ρ= a(1 + cosφ)围成的面积 .

【解】 φ为坐标原点到区域内一点引出的射线与 x 轴正向夹角 ,

本题φ的取值范围应为 -π≤φ≤π,因此面积为

A =∫
π

-π

1
2

a2 ( 1 + cosφ) 2 dφ

= 4 a
2∫
π

0
cos

4 φ
2

dφ .

  令θ=
φ
2

,则 dφ= 2dθ,于是

A = 8 a
2∫
π
2

0
cos

4
θdθ= 8 a

2
·

3
4
·

1
2
·
π
2

=
3
2
πa

2
.【解毕】

【技巧】 所取变换是为了利用 0 ,
π
2
上的积分公式 ,简化计算 .

例 10 .3 .6  设 k > 0 , y = k x
2
与 y = sin x 0≤ x≤

π
2
在 x = t处相

交 ,记 S1 为 y = k x
2
与 y = sin x 围成的面积 , S2 为 y = sin x, y =

sin t与 x =
π
2
围成的面积 ,试证 : S( t) = S1 + S2 在 0 ,

π
2
内必有最

小值 .

【思路】 首先应求出交点 ,确定 k的值 ,而后列出两个面积表达

式 ,均为变限积分 .最后利用导数证明有唯一最小值 .读者可画出

本题草图 .

【证】 首先 ,曲线交点为 ( t , sin t) ,且 sin t = kt
2

,因此 , k =
sin t
t
2 .

S1 ( t) =∫
t

0
sin x - sin t

t
2 x2

d x = 1 - cos t - 1
3

tsin t ,

S2 ( t) =∫
π
2

t
( sin x - sin t) d x = cos t -

π
2

- t sin t ,

S( t) = 1 +
2
3

t -
π
2

sin t, 且 S(0 ) = 1 ,
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S
π
2

= 1 -
π
6

> 0 .

S′( t) =
2
3

sin t -
π
2

cos t +
2
3

tcos t,

S′(0 ) = -
π
2

< 0 , S′
π
2

=
2
3

> 0 .

因此v t0∈ 0 ,
π
2

,使 S′( t0 ) = 0 , S″( t) =
4
3

cos t +
π
2

-
2
3

t sin t,

当 t∈ 0 ,
π
2
时 , S″( t) > 0 ,故 S′( t)单调 ,驻点唯一 ,因此 S( t0 )为

0 ,
π
2
内的唯一最小值 . 【证毕】

【注】 上述证明中 S′(0 )与 S′
π
2
均应理解为单侧导数 ,对这类

问题也可通过求 S′( t)的单侧极限来处理 .对导数 S′( t)有零点这

一结论 ,可以由 S′( t)的连续性得到 ,另外 ,也可直接由导数零点定

理得到 ,后者不需要导数连续的条件 ,这一分析方法在未知导数连

续条件时 ,是非常重要的 .

【技巧】 本题不需要求出最小值点 , 事实上 ,若刻意去求最小值

点 ,不仅表达复杂化 ,而且也并非是题目所要求 ,理论上证明了最

小值点存在唯一就够了 .

2 . 旋转体体积问题与质心问题 (形心问题 )

体积问题的一般思想是

V( a, b) =∫
b

a
A ( x) d x,

其中 A( x)是某平面区域的面积函数 ,与 x有关 .

设 f ( x)在 [ a, b]上非负连续 ,区域 D = { ( x , y) | a≤ x≤ b, 0≤

y≤ f ( x ) }绕 x轴旋转一周生成的旋转体体积为

V x =∫
b

a
πf

2
( x) d x; ( 10 .15)
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绕 y轴旋转一周生成的旋转体体积为

V y =∫
b

a
2πx f ( x) d x . ( 10 .16)

以上 ( 10 .15 )与 ( 10 .16 )均为对 x 的积分 , 是基于沿 x 轴划分

[ a, b]区间为{Δxi } , (10 .15 )是由圆台体积叠加而成 , (10 .16 )则是

由薄壁筒的体积叠加而成 .有时 ,计算旋转体体积亦可转化为对 y

的积分 .

例 10 .3 .7  求 y = x
2

, y
2

= x围成的区域绕 x 轴旋转一周生成的

体积 .

【解】 先求交点 ,求得 ( 1 , 1 )为两曲线交点 ,平面区域为 {0≤ x≤

1 , x2 ≤ y≤ x} (如图 10 .2) .

V x =∫
1

0
π( x - x

4
) d x =

3π
10

,

图  10 .2

或横分 (沿 y轴分划 ) ,得

V x =∫
1

0
2πy( y - y

2
) d y

= 2π∫
1

0
( y3/ 2 - y3 ) d y

=
3

10
π . 【解毕】

【注】 对某一问题 , 要注意取较为方便的一种划分 ,化为对 x 或
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对 y 的积分 .对两曲线相交而成的区域 ,要求出交点 ,并确定区域

的上下及左右边界 ,优选 x或 y 作为积分变量 .

例 10 .3 .8  设 y = f ( x )在 [ 0 , + ∞ )上连续单调增加且非负 , 又

f ( 0) = 0 ,区域 D = { ( x, y ) | 0≤ x≤ t , 0≤ y≤ f ( x ) }绕 x = t轴旋转

一周生成的旋转体体积记为 v ( t ) , 试证明 v ( t )二阶可导 , 并求

v″( t) .

【思路】 画出草图 ,本题为变上限定积分与含参数积分问题 .

【证】 (方法 1 )  沿 x轴划分区间 (如图 10 .3 )

dv( t) = 2πf ( x) ( t - x ) d x

v( t) =∫
t

0
2π( t - x) f ( x) d x

= 2πt∫
t

0
f ( x ) d x - 2π∫

t

0
x f ( x) d x .

图  10 .3

因 f ( x)连续 ,则 v( t)一阶可导 ,并且有

v′( t) = 2πt f ( t) + 2π∫
t

0
f ( x) d x - 2πt f ( t) d t

= 2π∫
t

0
f ( x ) d x .

显然 v′( t)仍有一阶导数 ,即 v″( t)存在 ,并且

v″( t) = 2πf ( t) .
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  (方法 2 )  沿 y轴划分 ,有

d v( t) =π( t - x )2 d y,

v( t) =∫
f ( t)

0
π( t - x)

2
d y .

这里的 x应视为 x = x( y) = f - 1 ( y ) , 即 f ( x )的反函数 , 取变换

y = f ( x ) ,上述积分变为

v( t) =∫
t

0
π( t - x)

2
f′( x) d x

=π( t - x )
2

f ( x )
 

 

t

0 + 2π∫
t

0
( t - x ) f ( x ) d x

= 2π∫
t

0
( t - x ) f ( x ) d x .

其余步骤同 (方法 1 ) . 【证毕】

例 10 .3 .9  设直线 y = ax 与抛物线 y = x2 所围成图形的面积为

S1 ,它们与直线 x = 1 所围成的图形面积为 S2 ,并且 a < 1 .

(1 ) 试确定 a的值 ,使 S1 + S2 达到最小 ,并求出最小值 ;

(2 ) 求该最小值所对应的平面图形绕 x轴旋转一周所得旋转

体的体积 . ( 1998 年考研题 )

【解】 (1 ) 当 0 < a< 1 时 ,如图 10 .4

S = S1 + S2 =∫
a

0
( ax - x2 ) d x +∫

1

a
( x2 - ax ) d x

=
ax2

2
-

x3

3

a

0
+

x3

3
-

ax2

2

1

a

= a
3

3
- a

2
+ 1

3
.

  令 S′= a
2

-
1
2

= 0 ,得 a =
1

2
.又 S″

1

2
= 2 > 0 ,则 S

1

2
是

极小值 ,其值为

S
1

2
= 1

6 2
- 1

2 2
+ 1

3
= 2 - 2

6
.
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驻点唯一 ,且实际问题有最小值 ,上述极小值即为最小值 .

图  10 .4 图  10 .5

当 a≤0 时 ,如图 10 .5

S = S1 + S2 =∫
0

a
( ax - x

2
) d x +∫

1

0
( x

2
- ax ) d x

= - a
3

6
- a

2
+ 1

3
.

S′= -
a2

2
-

1
2

= -
1
2

( a
2

+ 1 ) < 0 ,

可见 S单调减少 ,故 a= 0 时 , S取得最小值 ,此时 S =
1
3

.

综合上述 , 当 a =
1

2
时 , S

1

2
为所求最小值 , 最小值为

2 - 2
6

.

(2 ) 沿 x轴划分 ,则有

V x = π∫
1
2

0

1
2

x
2

- x
4

d x +π∫
1

1

2

x
4

-
1
2

x
2

d x

= π
1
6

x3 - x
5

5

1
2

0
+π

x
5

5
- 1

6
x3

1

1
2

=
2 + 1
30
π . 【解毕】

·342·第 10 章  基于定积分的函数性态分析及定积分应用



【注】 本题属于变限积分问题 .讨论 a的取值范围时 ,应注意题设

条件 a< 1 ,即 a可以取负值 .这点不能忽略 .

【寓意】 本题考点为面积、体积问题 ,变限积分与极值问题 .

例 10 .3 .10  设 f ( x)在 [ 0 , 1 ]上连续 ,在 (0 , 1 )内恒为正 ,并满足

x f′( x) = f ( x ) +
3 a
2

x
2

( a 为常数 ) , 又曲线 y = f ( x )与 x = 1 ,

y = 0 所围的图形 S的面积 A = 2 .求函数 y = f ( x ) ,并问 a为何值

时 ,图形 S绕 x 轴旋转一周所生成的旋转体体积最小 .

( 1997 年考研题 )

【思路】 已知等式为一个微分方程 ,可用凑微分方法进行求解 ,积

分后利用面积 A = 2 , 定出积分常数得 f ( x ) , 但 f ( x ) 实质为

f ( x, a) ,含一个参数 .

【解】 当 x≠0 时有

x f′( x ) - f ( x)
x2 =

3 a
2

.

凑微分后有
d

d x
f ( x )

x
=

3
2

a,

f ( x)
x

=∫3
2

ad x = 3
2

ax + c,

f ( x ) =
3
2

ax
2

+ cx   x ∈ (0 , 1 ] .

由图形 S的面积 A = 2 ,则有

2 =∫
1

0
f ( x) d x =∫

1

0

3
2

ax2 + cx d x = 1
2

a + 1
2

c .

解出常数 c = 4 - a,因此得到

f ( x ) =
3
2

ax
2

+ ( 4 - a) x .

  计算旋转体体积 ,沿 x轴对[0 ,1 ]进行划分 ,得

V x ( a) = π∫
1

0
f

2
( x) d x = π∫

1

0

3
2

ax
2

+ (4 - a) x
2

d x
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= π
1

30
a

2
+

1
3

a +
16
3

.

令 V′( a) = 0 ,解出驻点 a= - 5 (唯一驻点 ) .又 V″( a) =
1

15
> 0 ,因

此 a= - 5 时旋转体体积 V ( a)取得最小值 . 【解毕】

考虑以平面曲线围成的平板质心问题 ,设均匀密度为μ,质心

坐标为 ( X , Y ) ,设平面区域为

D = { ( x , y ) ∈ R | a≤ x≤ b, 0 ≤ y≤ f ( x ) } ,

则质心公式为

X =
∫

b

a
x f ( x) d x

∫
b

a
f ( x ) d x

, ( 10 .17)

Y =

1
2∫

b

a
f 2 ( x) d x

∫
b

a
f ( x ) d x

. ( 10 .18)

其中两式分子部分为对 x轴和 y 轴的静力矩 .

考虑到旋转体体积公式 (10 .15 )与 ( 10 .16) ,则又可得到

2πX∫
b

a
f ( x ) d x = V y , ( 10 .19)

2πY∫
b

a
f ( x ) d x = V x . ( 10 .20)

  公式 (10 .19 )与 ( 10 .20)可用于求 V x 或 V y ,有时 ,在旋转体体

积易于写出的情况下 ,又可用于求解质心坐标 ( X , Y ) .

例10 .3 .11  求匀质半圆盘的重心 ( X , Y ) ,并求此圆盘绕 x轴和 y

轴旋 转一周而成 的旋转体体 积 .其中半 圆盘边界为 y =

R
2

- ( x - R)
2

.

【解】 显然 X = R,
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Y =

1
2∫

2 R

0
( R

2
- ( x - R)

2
) d x

∫
2 R

0
R

2
- ( x - a)

2
d x

=
4

3π
R .

  上述算式的分母为半圆面积 ,分子部分可取变换 x - R = t进

行计算 .另外 ,求 V x 与 V y 可按公式 (10 .19 ) , (10 .20 )计算 .

V x = 2πY·
1
2
πR

2
=

4
3
πR

3
,

V y = 2πX·
1
2
πR

2
= π

2
R

3
. 【解毕】

3 . 曲率、曲线弧长与侧面积

设平面曲线 L由如下参数方程确定 :

x = x( t) ,

y = y( t) .  (α≤ t≤β)

若 x( t)与 y( t)在 [α,β]上有连续导数 ,则 L的弧长可微分 ,称为弧

微分 ,记为 d l, d l可以有以下 3 种表达式 :

d l = [ x′( t) ]
2

+ [ y′( t) ]
2

d t  (参数形式 ) ; ( 10 .21)

d l = 1 + ( yx′)
2

d x  (直角坐标 y = y( x) ) ; ( 10 .22)

d l = ρ2 (φ) + [ρ′(φ) ]2 dφ (极坐标ρ= ρ(φ) ) .( 10 .23)

而介于参数区间[α,β]上的弧长即为

L =∫
β

α
d l . ( 10 .24)

此表达式为相应于 ( 10 .22)与 (10 .23 )的形式时 ,积分上下限应注

意按变数替换进行相应的更替 .

当曲线 L为二阶光滑时 (即 y = y( x)有二阶导数 ) ,它的曲率

的 3 种表达式分别为 :

k =
y″( t) x′( t) - y′( t) x″( t)

{ [ x′( t) ]
2

+ [ y′( t) ]
2

}
3/ 2 , ( 10 .25)

k =
yx″

[ 1 + ( yx′)2 ]3/ 2 , ( 10 .26)
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k =
ρ2 (φ) + 2 [ρ′(φ) ]2 - ρ(φ)ρ″(φ)

{ρ2 (φ) + [ρ′(φ) ]2 }3/ 2 . ( 10 .27)

  上述曲线 L绕 x 轴旋转一周生成的旋转体的侧面积 S 有以

下 3 种表达式 :

S = 2π∫
β

α
| y ( t) | [ x′( t) ]2 + [ y′( t) ]2 d t , ( 10 .28)

S = 2π∫
b

a
| y( x ) | 1 + ( yx′)

2
d y, ( 10 .29)

S = 2π∫
φ

2

φ
1

ρ(φ) | sinφ| ρ2 (φ) + [ρ′(φ) ]2 dφ . ( 10 .30)

例 10 .3 .12  求心脏线ρ= a( 1 + cosφ)的周长 .

【解】 由对称性可得

L = 2∫
π

0
a ( 1 + cosφ)

2
+ ( - sinφ)

2
dφ

= 2 a∫
π

0
2 (1 + cosφ) dφ= 2 a∫

π

0
2cos φ

2
dφ= 8 a .【解毕】

例 10 .3 .13  过原点作曲线 y = x - 1的切线 ,求切线与该曲线

及 x轴围成的区域绕 x 轴旋转一周生成的表面积 .

【解】 设切点为 ( x0 , y0 ) ,则切线斜率应为

y′| x = x
0

=
1

2 x0 - 1
=

1
2 y0

,

而切线方程为

y = 1

2 x0 - 1
· x .

由切点 ( x0 , x0 - 1 )在切线上 ,解出切点为 ( 2 , 1 ) ,则切线方程即

是 y =
1
2

x .采用公式 ( 10 .29 )求侧面积 , 则相应于抛物线 y =

x - 1旋转部分的侧面积为
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S1 = 2π∫
2

1
x - 1· 1 +

1
4 ( x - 1)

d x

= π∫
2

1
4 x - 3d x

=
π
6

( 5 5 - 1 ) .

图  10 .6

相应于直线 y =
1
2

x旋转部分的侧面积为

S2 = 2π∫
2

0

x
2

1 +
1
4

d x =
5π
2∫

2

0
xd x = 5π .

最后得到该旋转体侧面积为

S = S1 + S2 = π
6

( 11 5 - 1 ) . 【解毕】

例 10 .3 .14  求半圆弧 y = a2 - x2的形心 .

【解】 题意即求均匀质量密度的半圆弧线的质量中心 .设质心坐

标为 ( X , Y ) ,则 X = 0 ,只须求 Y .对半圆弧段进行分割后 ,将其中

一小段对 x轴取静力矩 d T x ,则

d Tx = yd l ,

积分后即有

T x =∫L
yd l .  (第一型曲线积分 )

取参数方程
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x = acos t,

y = asin t .
  ( 0 ≤ t≤π) .

则

T x =∫
π

0
asin t a2 ( sin2 t + cos2 t) d t

=∫
π

0
a

2
sin td t = 2 a

2
.

而半圆弧线的质量为πa,于是 Y =
2
π

a . 【解毕】

例 10 .3 .15  设 y = y( x)是一向上凸的曲线 ,其上一点 ( x, y )处的

曲率为
1

1 + y′2
, 且此曲线上的点 ( 0 , 1 )处的切线方程为 y =

x + 1 ,求该曲线的方程 ,并求函数 y = y( x)的极值 .

( 1998 年考研题 )

【解】 曲线 y = y( x)为上凸 ,则应有 y″< 0 ,由公式 (10 .26 )及题

设条件可得到方程

- y″

( 1 + y′
2

)
3
2

=
1

( 1 + y′
2

)
1
2 ,

即有
y″

1 + y′2
= - 1 .

这是一个不显含 x的二阶微分方程 ,令 p = y′, 则 p′= y″,上述微

分方程化为

p′
1 + p

2 = - 1 ,

d p
1 + p2 = - d x .

积分后得到 arctan p = c1 - x .

又因为在 (0 ,1 )处切线方程为 y = x + 1 ,则 y′(0 ) = p | x = 0 = 1 ,

由此确定 c1 =
π
4

,于是又得到

·942·第 10 章  基于定积分的函数性态分析及定积分应用



y′= tan
π
4

- x .

积分后得到 y = ln cos
π
4

- x + c2 .

再由 y( 0) = 1 ,确定 c2 = 1 +
1
2

ln2 ,因此 y = y( x)应为

y = lncos
π
4

- x + 1 +
1
2

ln2 ,  x∈ - π
4

, 3π
4

.

令 y′= tan
π
4

- x = 0 ,得到驻点 x =
π
4

,又 cos
π
4

- x ≤1 ,当且

仅当 x =
π
4
时等号成立 ,于是 , y = y( x)在 x =

π
4
时取得极大值

y = 1 +
1
2

ln2 . 【解毕】

【寓意】 本题考点为曲率 ,微分方程与不定积分 .

例 10 .3 .16  已知抛物线 y = p x
2

+ qx(其中 p < 0 , q > 0)在第一象

限内与 x + y = 5 相切 ,且此抛物线与 x轴所围成的平面图形面积

为 S .

(1 ) 问 p和 q为何值时 , S达到最大值 ?

(2 ) 求出最大值 . ( 2001 年考研题 )

【思路】 画出草图 ,先求出抛物线与 x轴的交点 ,再求出面积 S =

S( p , q) .由直线与抛物线相切的条件 ,确定出参数 p 与 q 满足的

关系 .从而将 S( p , q)转化为一元函数极值问题 .

【解】 抛物线与 x轴交点为 ( 0 , 0)与 -
q
p

,0 ,则所求面积为

S( p , q) =∫
-

q
p

0
( px

2
+ qx ) d x =

q3

6 p2 .

由 x + y = 5 与该抛物线在第一象限相切 , 即知二者只有一个交

点 ,即方程组
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x + y = 5 ,

y = px2 + qx .

只有唯一解 ,联立方程可导出 p x2 + ( q + 1) x - 5 = 0 ,其判别式

Δ= ( q + 1)2 + 20 p = 0

得到 p = -
1

20
( 1 + q)2 ,于是面积函数为

S = S( q) = 200 q
3

3 ( q + 1 )
,

S′( q) =
200q2 ( 3 - q)

3( q + 1 )2 .

令 S′( q) = 0 ,得驻点 q = 3 ,且 p = -
4
5

, S的最大值为 Smax =
225
32

.

【解毕】

【寓意】 本题考点为导数与定积分应用 (面积问题 ) .

4 . 压力与做功问题

垂直置入水面下的平板将受到正压力 ,压强与距水面的深度

成正比 ,但这一距离是变量 .此类问题是典型的积分应用问题 .

例 10 .3 .17  将半圆形平板闸门垂直放入水中 ,直径与水平面重

合 (见图 10 .7) ,水密度μ= 1 ,求闸板承受的正压力 .

【解】 以水平面为 y 轴垂直向下方向为 x 轴建立坐标系 (如图

10 .7 ) ,则 d p = 2 x yd x = 2 x R2 - x2 d x,其中 R为半径 ,则

p =∫
R

0
2 x R

2
- x

2
d x =

2
3

( R
2

- x
2

) |
0

R =
2
3

R
3

.

【解毕】

例 10 .3 .18  设三角板两直角边和为 l ,垂直放入水中 ,一直角边

与水平面重合 ,另一直角边垂直向下 (见图 10 .8 ) , 问两直角边比

例为何值时 ,三角板承受水的压力最大 ?

【思路】 设两直角边比例为 k, 则压力 p 将表示为变限与含参数

积分 ,最后求极值 .

·152·第 10 章  基于定积分的函数性态分析及定积分应用



【解】 设水平直角边边长为 a,则另一直角边边长为 ka,只须确定

k值即可 .考虑纵坐标为 y处的一小条平板上的水压力 d p,则有

d p = x( ka - y) d y,

图  10 .7 图  10 .8

p = p( k)∫
ka

0
x( ka - y) d y,由 y = kx , 则有

p( k) =∫
a

0
x( ka - kx )· kd x

= k
2 1

2
ax

2
-

1
3

x
3

a

0
=

k2

6
a

3
.

由题设条件 a=
l

k + 1
,则 p( k) =

l3 k2

6 ( k + 1)3 .

p′( k) =
l3

6
·

2 k2 + 2 k - 3 k2

( k + 1 )4 =
l3

6
·

k( 2 - k)
( k + 1 )4 .

令 p′( k) = 0 ,解得驻点为 k = 2 ( k = 0 不合理 ) .又 p′( k)在 R = 2 两

侧变号 ,先正而后负 ,即所求比例 k = 2 时 ,压力 p取得最大值 ,且

p( 2) =
2

81
l
3

. 【解毕】

变力直线运动中 ,变力做功的计算公式为

W =∫
b

a
x f ( x) d x,

其中 f ( x)为与位移 x有关的变力 .

例 10 .3 .19  将一半径为 R的半圆球压入水中 ,使球体刚好与水
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平面相切 ,求克服浮力做的功 (设水密度为 1) .

【思路】 此题为球体体积排开水的重量问题 ,可用旋转体方法化

为定积分的计算 .亦可用二重或三重积分计算 .以下给出定积分计

算方法 .

【解】 建立坐标系如图 10 .9 , 其中 x 轴与水平面重合 .圆的方

程为

x2 + ( y - R)2 = R2 .

将球体视为上述圆域绕 y轴旋转一周生成的旋转体 .取如图所示

断面相应的球台部分建立浮力的微分关系

d F =πx
2

d y .

图  10 .9

按题目要求 , 球顶部与水平面重合时 , 上述圆台的有效位移为

2 R - y,于是

dW =πx2 (2 R - y) d y,

取积分则有

W = π∫
2 R

0
[ R

2
- ( y - R)

2
] ( 2 R - y) d y

令 y - R = t,则 d y = d t ,于是

W = π∫
R

- R
( R

2
- t

2
) ( R - t) d t
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= π∫
R

- R
( R

3
- Rt

2
- R

2
t + t

3
) d t

= 2π∫
R

0
( R3 - Rt2 ) d t = 4

3
πR4 . 【解毕】

【技巧】 积分中尽量利用对称性 ,上述积分第二个等号右端有两

项积分为零 .

【注】 球体进入水中后排开水的体积为
4
3
πR3 ,其质心为 R .可以

证明 ,作的功恰为 R·
4
3
πR3 ,请读者作此证明 .
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第 11章  广义积分概念及判敛方法

11 .1  引   言

  广义积分是定积分的拓展 , 更确切地说 , 是定积分的某种极

限形式 ,当相应的极限形式有极限存在时 ,广义积分称为收敛的 .

而收敛时 ,广义积分的计算可视为定积分进行计算 ,即定积分的处

理方法均可适用于广义积分 ,包括凑微分法、变数替换、分部积分、

递推与回归方法 ,只是应注意奇偶性对定积分的应用不可以照搬

到广义积分的计算中来 .

此外 ,广义积分有众多的应用背景 ,如做功与压力问题 ,以及

引力问题等等 ,其计算与处理方法也类同于定积分 .

广义积分的首要问题是收敛性判断问题 ,其次才是计算问题 ,

而收敛问题又是极限问题 , 主要是无穷小量与无穷大量的比阶

问题 .

11 .2  第一类广义积分概念与判敛

设 f ( x ) 在区间[ a, b] 上可积 ,则称∫
+∞

a
f ( x) d x为第一类广义

积分 ,且当 lim
b + ∞∫

b

a
f ( x ) d x 存在时 , 称该广义积分收敛 ,否则 , 称之

为发散 .

类似上述情况 , 还有∫
b

- ∞
f ( x ) d x 也属于第一类广义积分形



式 ,而∫
+ ∞

- ∞
f ( x) d x则由双向极限 ( a - ∞ ,且 b + ∞ ) 来确定其

收敛性 ,属于第一类双边广义积分 .第一类广义积分的判敛方法

如下 :

(1 ) 充要条件  设 f ( x) 在[ a, + ∞ ) 上非负 ,∫
+∞

a
f ( x) d x收

敛的充要条件是 F( x) =∫
x

a
f ( t) d t在 x + ∞ 时有界 .

(2 ) 直接比较法  设 X > a,若 " x∈ [ X , +∞ )有 0≤ f ( x)

≤ g( x) ,则

  1° 当∫
+∞

a
g ( x) d x收敛时 ,∫

+∞

a
f ( x) d x必收敛 .

2° 当∫
+∞

a
f ( x ) d x发散时 ,∫

+∞

a
g ( x) d x必发散 .

(3 ) 绝对收敛与条件收敛  若∫
+∞

a
| f ( x ) | d x 收敛 , 则

∫
+∞

a
f ( x ) d x必然收敛 ,且称之为绝对收敛 .否则 ,即∫

+ ∞

a
| f ( x) | d x

发散 ,而∫
+ ∞

a
f ( x) d x收敛 ,则称之为条件收敛 .

(4 ) 极限比较法 (比阶法 )  设 f ( x) , g( x) 在[ a, b] 区间上可

积 , g( x ) 在[ a, + ∞ ) 上非负 ,且 lim
x + ∞

f ( x)
g( x)

= μ,则

1° 当μ≠ 0 时 ,∫
+ ∞

a
f ( x ) d x与∫

+∞

a
g ( x) d x有相同的收敛性

结论 .

2° 当 μ = 0 时 , 可由∫
+ ∞

a
g( x) d x 的收敛推知∫

+ ∞

a
f ( x ) d x

收敛 .

3° 当 μ = ∞ 时 , 可由∫
+∞

a
g ( x) d x 发散推知∫

+ ∞

a
f ( x ) d x

发散 .
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(5 ) 柯西收敛准则  ∫
+∞

a
f ( x ) d x收敛的充要条件是 "ε> 0 ,

v X > 0 ,使当 X″> X′> X 时 ,∫
X "

X′
f ( x) d x < ε.

(6 ) 狄里克雷收敛准则  设 g( x) 在 [ a, + ∞ ) 上单调减且恒

取正值 ,而 lim
x +∞

g( x) = 0 ,∫
x

a
f ( t) d t在 [ a, + ∞ ) 上有界 ,即 " X∈

[ a, + ∞ ) , v M > 0 ,使∫
X

a
f ( x ) d x < M, 则∫

+ ∞

a
f ( x ) g( x) d x 收

敛 .

【注】 (1 )∫
+ ∞

a
f ( x ) d x收敛的直观理解 :当 f ( x) 连续时 , f ( x) 必

须是 x +∞时的无穷小量 ,且做为无穷小量的阶次不可以太低 .

(2 ) 尺度问题

对∫
+∞

a

1
xp d x,当 p > 1 时收敛 ,而 p≤ 1 时发散 .

(3 ) 前面所列 6 条准则中 ,前 4条是基本要求 .而在这 4条中 ,

最基本的是第 1 条 , 因为后面几条均是在第 1 条结论下推导出

来的 .

(4 ) 极限比较法的前提是所论极限存在 ,而当极限不存在时 ,

这一准则不能使用 .

例 11 .2 .1  讨论∫
+ ∞

a

sin x
1 + x

2 d x的收敛性 .

【解】 被积函数在[ a, + ∞ ) 上不为定号函数 ,不能直接应用比较

法或比阶法 .采用绝对收敛的准则进行分析 .

∫
+ ∞

a

sin x
1 + x2 d x ≤∫

+∞

a

| sin x |
1 + x2 d x≤∫

+∞

a

d x
1 + x2 .

而 lim
x + ∞

1
1 + x

2

1
x

2

= 1 ≠ 0 , 由 比 阶 法 , 则∫
+∞

a

d x
1 + x

2 收 敛
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等于
π
2

- arctan a ,因此 ,原广义积分绝对收敛 .或采用狄里克

雷准则 .

∫
X

a
sin xd x = | cos X - cos a |≤ 2 ,

又因
1

1 + x
2 在 [ a, + ∞ )上单调减且恒取正值 , 于是原广义积分

收敛 . 【解毕】

例 11 .2 .2  设 p为实常数 ,讨论∫
+∞

2

1
xlnp x

d x的收敛性 .

【解】 当 p = 1 时 .

∫
+ ∞

2

d x
x ln x

= lim
A ∞

( ln( ln A) - ln( ln2 ) ) = + ∞ ,发散 .

  当 p≠1 时 ,

∫
+ ∞

2

d x
x ln

p
x

= lim
A +∞∫

A

2

d x
x ln

p
x

= lim
A +∞

[ ( ln A)
1 - p

- ( ln 2 )
1 - p

] ,

因此 p > 1 时收敛 ,而 p < 1 时发散 .

综上 ,原广义积分只当 p > 1 时收敛 , p≤1 时发散 . 【解毕】

例 11 .2 .3  判断∫
+ ∞

1

d x
2 + ln x
的收敛性 .

【解】 被积函数做为无穷小量比
1
x

( x + ∞ )还低阶 ,广义积分

发散 .事实上 .

lim
x + ∞

x
2 + ln x

= + ∞ .

由比阶法 ,广义积分发散 . 【解毕】

例 11 .2 .4  当 p的取值范围为 时 ,广义积分

∫
+ ∞

1
x

p
e

- co s 1
x - e

- 1
d x收敛 .(单项选择 ) .

( A )  p ∈ ( - ∞ , 2) ;     ( B) p∈ ( - ∞ , 1 ) ;
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( C)  p ∈ ( - 1 , + ∞ ) ;   (D) p ∈ (1 , + ∞ ) .

【解】 正确选项为 ( B) .

被积函数为 e - 1 xp e1 - co s
1
x - 1 .当 x ∞时 ,欲使广义积分

收敛 ,被积函数须为无穷小量 ,其等价无穷小量为

e - 1 x p 1 - cos
1
x
～ e

- 1

2 x
2 - p .

因此仅当 2 - p > 1 时广义积分收敛 ,即 p∈ ( 1 , +∞ ) . 【解毕】

11 .3  第二类广义积分概念与判敛

设 f ( x)在 x = a右侧领域内无界 ( x = a称为 f ( x )的一个奇

点 ) , " X∈ ( a, b] , f ( x )在[ X, b]上可积 ,则称∫
b

a
f ( x ) d x为第二类

广义积分 ,且当 lim
X a +∫

b

X
f ( x) d x存在时 ,称∫

b

a
f ( x ) d x 收敛 ,否则 ,即

极限不存在时 ,称广义积分∫
b

a
f ( x) d x发散 .

类似上述描述可有积分上限为奇点的第二类广义积分 ,甚至

可有[ a, b]内有奇点 x = c的广义积分∫
b

a
f ( x) d x .第二类广义积分

的收敛问题是限制被积函数 f ( x ) 作为无穷大量 ( x a+ ) 的阶次

不可以太高 .常用判敛准则有以下几类 (均假设 x = a为奇点 ) .

(1 ) 充要条件  f ( x ) 在 ( a, b] 上非负 , x = a 为奇点 ,

∫
b

a
f ( x ) d x收敛的充分必要条件是Φ( X) =∫

b

X
f ( t) d t当 X a

+
时

有界 .

(2 ) 直接比较法  若对满足 a < c≤ b的任意实数 c,使当 x

∈ ( a, c] 时有  0 ≤ f ( x) ≤ g( x) ,则

1° 当∫
b

a
g( x) d x 收敛时 ,∫

b

a
f ( x ) d x必然收敛 .
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2° 当∫
b

a
f ( x ) d x发散时 ,∫

b

a
g ( x) d x必然发散 .

(3 ) 极限比较法 (比阶法 )  设 g( x) 在 ( a, b] 上为正定函数 ,

且 lim
x a +

f ( x )
g( x)

= μ.

则  1° 当μ≠ 0时 ,∫
b

a
f ( x ) d x与∫

b

a
g ( x) d x具有相同的收敛性 .

2° 当μ= 0 时 ,由∫
b

a
g( x) d x收敛可推知∫

b

a
f ( x) d x收敛 .

3° 当μ= ∞ ,由∫
b

a
g ( x) d x发散可推知∫

b

a
f ( x) d x发散 .

(4 ) 绝对收敛与条件收敛  若∫
b

a
| f ( x) | d x 收敛 , 则

∫
b

a
f ( x ) d x收敛 ,且称为绝对收敛 .否则 ,即∫

b

a
| f ( x ) | d x 发散而

∫
b

a
f ( x ) d x收敛时 ,称之为条件收敛 .

也可类似第一类广义积分 ,给出第二类广义积分的柯西准则

与狄里克雷准则 .读者可练习给这些准则的叙述 .

【注】 尺度问题

对第二类广义积分∫
b

a

d x
( x - a) p  ( p > 0 ) .只当 0 < p < 1 时

收敛 ,其余情形均为发散 .而 p≤ 0 时 ,不属于广义积分 ,而是普通

定积分 .

例 11 .3 .1  讨论∫
π
2

0
ln( sin x) d x的收敛性 .

【解】 x = 0 为奇点 , lim
X 0

+
xln ( sin x) = 0 .而积分∫

π
2

0

d x

x
收敛 ,所

以∫
π
2

0
ln( sin x) d x收敛 . 【解毕】

【注】 上述极限为零是用到了洛必达法则 .
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例 11 .3 .2  讨论 I =∫
+∞

0

xd x

e2 x - 1
的收敛性 .

【解】 x = 0 为被积函数的一个奇点 , 但为可去奇点或可去间断

点 .

I =∫
1

0

xd x

e
2 x

- 1
+∫

+∞

1

xd x

e
2 x

- 1
.

第一个积分中 , x = 0 为可去间断点 ,积分必然收敛 .对第二个积

分 , lim
x +∞

x2 · x

e
2 x

- 1
= 0 ,而∫

+ ∞

1

d x
x 2 收敛 ,故第二个广义积分收敛 ,于

是原广义积分收敛 . 【解毕】

例 11 .3 .3  设 p∈ R ,讨论∫
+∞

0

arctan x
x p d x的收敛性 .

【解】 记原积分为 I, x = 0 为奇点 ,需分成二个积分考虑 .

I =∫
1

0

arctan x
x

p d x +∫
+∞

1

arctan x
x

p d x .

当 x 0
+
时 ,

arctan x
x

p 与
1

x
p - 1 为等价无穷小量 ,因此当 p - 1 < 1 ,即

p < 2 时第一个积分收敛 .对第二个积分 ,考虑比阶法 .

lim
x + ∞

arctan x
x

p · xq = lim
x +∞

xq - p arctan x ,

arct an x
π
2

( x + ∞ ) ,则上述极限只在 p≥ q时才存在 , 而当

q > 1 时 ,∫
+∞

1

d x
x q 收敛 ,于是第二个积分在 p≥ q > 1 时收敛 .

综上分析 ,原广义积分在 1 < p < 2 时收敛 . 【解毕】

例 11 .3 .4  设 p∈R ,讨论∫
+ ∞

2

d x
x ln

p
x
的收敛性 .

【解】 ∫
+∞

2

d x
x ln p x

=∫
+ ∞

2

d ln x
lnp x

=
1

1 - p
( ln x)

1 - p
+ ∞

2
.

显然只有当 1 - p < 0 时 ,上述结果才有意义 ,即当 p > 1 时广义积
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分收敛 . 【解毕】

11 .4  广义积分综合问题

综例 11 .4 .1  计算∫
+ ∞

0

d x
x2 + 4 x + 8

.

【解】 原积分 I =
1
4∫

+ ∞

0

d x

1 +
x + 2

2

2

=
1
2

arctan
x + 2

2

+ ∞

0
=

1
2
π
2

- π
4

=
π
8

.

【解毕】

综例 11 .4 .2  计算∫
+ ∞

0

d x

(1 + 5 x
2

) 1 + x
2

.

【解】 取变换 x = tan t ,则 d x =
d t

1 + t
2 ,于是

原积分 I =∫
π
2

0

sec t
1 + 5tan

2
t
d t =∫

π
2

0

d sin t
1 + 4sin

2
t

=
1
2

arct an( 2sin t)
π
2

0
=

1
2

arctan2 . 【解毕】

综例 11 .4 .3  计算∫
+ ∞

1

arct an x
x2 d x . ( 1999 年考研题 )

【解】 原积分     I = -∫
+ ∞

1
arctan xd

1
x

= -
1
x

arctan x
+ ∞

1
+∫

+ ∞

1

1
x( 1 + x2 )

d x

=
π
4

+ lim
b +∞∫

b

1

1
x

- x
1 + x

2 d x

=
π
4

+ lim
b +∞

ln b - 1
2

ln (1 + b2 ) + 1
2

ln2
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=
π
4

+
1
2

ln2 . 【解毕】

【注】 第三个等号后采用极限形式是必要的 ,因积分内两项被积

函数均导致发散的广义积分 ,按极限运算法则 , 两极限均不存在

时 ,但其和与差的极限可以存在 , 而本题中∫
+∞

1

d x
x (1 + x

2
)
一定收

敛 .

综例 11 .4 .4  计算∫
3
2

1
2

d x

| x - x2 |
.

【解】 x = 1 为奇点 ,但积分收敛 ,必须分成二个区间考虑计算 .

原积分 I =∫
1

1
2

d x

x - x2
+∫

3
2

1

d x

x2 - x

def
I1 + I2 ,

其中

I1 = arcsin( 2 x - 1)
1

1
2

= arcsin1 =
π
2

;

I2 =∫
3
2

1

d x

x - 1
2

2

-
1
4

= ln x - 1
2

+ x - 1
2

2

-
1
4

3
2

1

= ln( 2 + 3 ) .

最后得到 I =
π
2

+ ln( 2 + 3 ) . 【解毕】

【寓意】 本题考查广义积分收敛性结论与定积分计算 .

综例 11 .4 .5  计算 In =∫
1

0
xlnn xd x .

【解】 x = 0 为可去奇点 ,广义积分收敛 .

In =
1
2

x
2
ln

n
x

1

0
-

1
2∫

1

0
nx

2
ln

n - 1
x·

1
x

d x
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= -
n
2

In - 1   ( n = 1 , 2 ,⋯ ) .

初值 I0 =∫
1

0
xd x =

1
2

.

以上已经构成一个完备的递推格式 ,另一种表达格式如下 :

In = -
n
2

In - 1 = -
n
2

-
n + 1

2
In - 2

= -
n
2

-
n - 1

2
-

n - 2
2

In - 3

=⋯ = ( - 1)
n
· n !

2
n+ 1   ( n = 0 ,1 ,2 ,⋯ ) . 【解毕】

综例 11 .4 .6  已知∫
+ ∞

0
e - t

2

d t = π
2

,设Φ( x ) = 2

π∫
x

0
e - t

2

d t ,求证

I =∫
+ ∞

0
1 - Φ( x) d x =

1

π
.

【证】 
I =∫

+ ∞

0

2

π
∫

+ ∞

0
e

- t2

d t -∫
x

0

2

π
e

- t2

d t d x

=∫
+ ∞

0
∫

+ ∞

x

2

π
e - t

2

d t d x .

由 lim
x + ∞

∫
+ ∞

x

2

π
e

- t2

d t

1
x2

= 0 ,故上述广义积分收敛 .应用分部积分 ,则

有

I = x∫
+ ∞

x

2

π
e - t

2

d t
+∞

0
+∫

+∞

0

2 x

π
e - x

2

d x .

利用洛必达法则可证上述第一项为零 ,即

lim
x +∞

x∫
+ ∞

x

2

π
e - t

2

d t = 0;

对第二项有
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∫
+ ∞

0

2 x

π
e

- x2

d x =∫
+∞

0

1

π
e

- x2

d x
2

=
1

π
e

- x2 0

+ ∞
=

1

π
.

因此 I =
1

π
. 【证毕】

【技巧】 证明的开头用到了已知条件
2

π∫
+ ∞

0
e - t2 d t = 1 .此外 ,广

义积分的实质问题是极限问题 ,对收敛的广义积分进行计算时 ,可

用常规方法 ,但±∞出现在上下限时 ,应视为极限的运算 .
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第 12章  数项级数及判敛方法

12 .1  引   言

  级数的实质问题是序列问题 ,其收敛性如何 ,等价于级数部分

和序列{ Sn }或{ Sn ( x ) | n = 1 , 2 ,⋯ ; x∈ X}的收敛问题 ,其中 X 为

函数项级数∑
∞

n = 1

un ( x ) 的定义域 .

本章重点内容是级数的一般性概念与判敛方法 .在判敛方法

中 ,最基础的方法是用收敛性定义与必要条件 ,以及基本性质 ,包

括级数的运算性质 .在此基础上 ,应熟练掌握正项级数的判敛方

法 ,对一般任意项级数 ,则要综合考虑收敛性定义 ,绝对收敛与条

件收敛的综合分析与技巧 ,其中常常用到正项级数的处理方法与

准则 .

12 .2  一般性概念

设有序列 { uk | k = 1 , 2 , ⋯ } , 由其一般项 uk 构造的级数为

∑
∞

k = 1

uk ,记级数的前 n项和 (部分和 )为

Sn = ∑
n

k = 1

uk ,

则有 uk = Sk+ 1 - Sk   ( k = 1 ,2 ,⋯ ) . (12 .1)

当lim
n ∞

Sn 存在时 ,记为lim
n ∞

Sn = S,则∑
∞

k = 1

uk = S,这时 ,称级数∑
∞

k = 1

uk



收敛 .由 ( 12 .1 )式 ,若级数收敛 ,则

lim
k ∞

uk = 0 . (12 .2)

(12 .2)式称为级数∑
∞

k = 1

uk 收敛的必要条件 .

1 . 尺度问题

在一般数项级数中 , 有两个重要尺度级数 , 即等比级数与

p-级数 .

( 1) 等比级数∑
∞

n = 0

arn .当 | r | < 1 时收敛 ,而当 | r |≥1 时发散 .

收敛时 ,其和为

S =
a

1 - r
, 其中 a∈ R . (12 .3)

  (2 ) p-级数∑
∞

n = 1

1
n

p .当 p > 1 时收敛 ,而当 p≤ 1 时发散 .

2 . 基本属性

(1 ) 柯西准则

级数∑
∞

n = 1

un 收敛的充分必要条件是 : "ε> 0 , v N,使当 n> N

时 ,对任意正整数 p恒有 ∑
n+ p

k = n+ 1

uk <ε .

称 ∑
n+ p

k = n+ 1

uk 为柯西阶段和 .

(2 ) 收敛的级数满足线性运算 .即∑
∞

n = 1

an 与∑
∞

n = 1

bn 均收敛时

∑
∞

n = 1

(αan +βbn )亦收敛 .

(3 ) 更新性质 1

在级数的求和项中去掉有限项 ,或在前端增加有限项 ,均不改

变级数的收敛性 .
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(4 ) 更新性质 2

收敛的级数可合并任意相邻有限项为一项 ,生成的更新级数

仍然收敛 ,且和不变 (收敛的级数可加括号 ) .

该命题的另一形式为 (推论 ) :

若合并级数中任意相邻有限项后的更新级数发散 ,则原级数

必然发散 .

例 12 .2 .1  设级数∑
∞

n = 1

un 收敛 ,则必收敛的级数为 .(单

项选择 )

( A )∑
∞

n = 1

( - 1)
n un

n
; ( B)∑

∞

n = 1

u
2
n ;

( C )∑
∞

n = 1

( un - u2 n ) ; (D )∑
∞

n = 1

( un + un + 1 ) .

【解】 正确选项为 (D ) ,收敛的级数可加括号 .

取 un =
( - 1) n

n
,则 (B ) , ( C )不成立 ,取 un =

( - 1) n

ln( 1 + n)
,则 ( A )

不成立 . 【解毕】

【寓意】 本题考查级数收敛的概念与重要结论 .

例 12 .2 .2  若 lim
n ∞

nan = 0 ,且级数∑
∞

n = 1

n( an - an - 1 )收敛 ,则∑
∞

n = 1

an

收敛性结论是 .(单项选择 )

( A ) 收敛 ;   ( B) 发散 ;   

( C) 不定 ;   ( D) 与 an 正负有关 .

【解】 正确选项为 ( A ) .

由∑
∞

n = 1

n( an - an - 1 ) 收敛 ,记 Sn = ∑
n

k = 1

k( ak - ak - 1 ) ,则

Sn = ( a1 - a0 ) + 2( a2 - a1 ) + ⋯ + n( an - an - 1 )

= - a0 - ( a1 + a2 + ⋯ + an - 1 ) + nan
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= - a0 - S*n - 1 + nan S  ( n→ ∞ ) ,

  其中 S *n = ∑
n

k = 1

ak ,由极限运算性质 ,则

S *n - 1 = - a0 - Sn + nan - a0 - S( n ∞ ) ,

即有lim
n ∞

S*n = - a0 - S(存在 !) ,于是∑
∞

k = 1

ak 收敛 . 【解毕】

【寓意】 本题考查级数收敛的概念与定义 ,包括极限运算性质 .

例12 .2 .3  设 an > 0 , ∑
∞

n = 1

an 发散 , Sn =∑
n

k = 1

ak ,试证∑
∞

n = 1

an

S n
发散 .

【思路】 运用柯西准则 .

【证】 考虑柯西阶段和

∑
n+ p

k = n + 1

ak

S k
=

an+ 1

Sn+ 1
+

an+ 2

Sn+ 2
+ ⋯ +

an + p

Sn+ p
.

因为 an > 0 ,则{ Sn }必为单调增序列 .因此有

∑
n+ p

k = n+ 1

ak

S k
>

1
Sn+ p

( an+ 1 + an+ 2 + ⋯ + an + p )

= 1 - 1
Sn+ p

( a1 + a2 + ⋯ + an )

= 1 -
Sn

S n+ p
.

对固定的 n,令 p ∞ ,则由∑
∞

n = 1

an 发散可知 Sn + p +∞ .于是

lim
p ∞∑

n+ p

k = n+ 1

ak

S k
= 1 ,

即柯西阶段和不能任意小 ,由柯西收敛准则 ,级数∑
∞

n = 1

an

Sn
发散 .

【证毕】

【技巧】 在级数收敛性分析中 ,固定某个下标 ,令其余下标趋于无

穷大是常用技巧 .
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例 12 .2 .4  设 an > 0 , { an }为单调减序列 , 级数∑
∞

n = 1

an 收敛 ,试证

lim
n ∞

nan = 0 .

【思路】 要证的结论说明 n ∞时 , an 是比
1
n
高阶的无穷小量 .

运用柯西收敛准则证明 .

【证】 由∑
∞

n = 1

an 收敛 ,根据柯西准则 , "ε> 0 , v N,使当 n > N 时

对任意正整数 p 均有

0 < ∑
n + p

k = n+ 1

ak <
ε
2

.

再由{ an }单调减少 ,则

∑
n+ p

k = n+ 1

ak > pan + p ,

即有 pan+ p < ε
2

.

上式对 n> N 及任意的 p 均成立 ,令 m = n + p,则

0 < ( m - n) am <
ε
2

, ( 1)

对 m > n > p一概成立 ,令 m > 2 n( n固定 ) .即有

0 < m
2

am < ε
2
或者 0 < mam < ε,

因此有

lim
m ∞

mam = 0 ,

即 lim
n ∞

nan = 0 .

或者 :由 ( 1 )式 ,对固定的 n,令 m ∞ ,由∑
∞

n = 1

an 收敛 , lim
m ∞

nam =

0 .因此有 lim
m ∞

mam = 0 . 【证毕】

【注】 (1 ) 本题的证明也可以分 n = 2 k和 n = 2 k + 1 两种情形进
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行证明 ,中间用到极限运算 .留给读者练习 .

(2 ) 本题属于正项级数 ,所证明的结论可视为正项级数收敛

的必要条件 (要求一般项 an 为单调减 ) .

12 .3  正 项 级 数

由例 12 .2 .3 的证明 ,我们已经看到 ,正项级数最基本的属性

是 : { Sn | n = 1 ,2 ,⋯}为单调增序列 ,这也正是正项级数判敛方法的

根基 .

对正项级数的收敛问题 ,前面介绍的方法均可适用 .但是 ,根

据正项级数的基本属性 ,有它独具特色的判敛方法 ,而这些方法统

统是以正项级∑
∞

n = 1

an ( an > 0 , n = 1 , 2 ,⋯ )的部分和 Sn = ∑
n

k = 1

ak 为

单调增序列这一基本事实为前提进行构建的 .以下按顺序推理层

次介绍这些方法 , 对这些方法的全面理解 , 便是技巧与方法的

源泉 .

1 . {Sn }的有界性

正项级数 ∑
∞

k = 1

ak 收敛的充分必要条件是其部分和序列

{ Sn | n = 1 , 2 ,⋯}有上界 .

命题寓意另一结论 :正项级数发散时 ,必然有lim
n ∞

Sn = +∞ .

2 . 直接比较法

设∑
∞

n = 1

an 与∑
∞

n = 1

bn 均为正项级数 ,若存在常数 c > 0 及 N,使

当 n≥ N 时有 an≤ cbn ,则

1° 当∑
∞

n = 1

bn 收敛时 , ∑
∞

n = 1

an 必然收敛 .
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2° 当∑
∞

n = 1

an 发散时 ,∑
∞

n = 1

bn 必然发散 .

例 12 .3 .1  级数∑
∞

n = 1

1

n
3
2 + 2
收敛 ,因为

1

n
3
2 + 2

<
1

n
3
2

.而∑
∞

n = 1

1

n
3
2
收

敛 .级数∑
∞

n = 1

1

4 n2 - 1
发散 ,∑

∞

n = 1

| sin n |
n

2
+ 1
收敛等均可由直接比较法

得出结论 .

【注】 直接比较法是基础性的判敛方法 ,也是极限比较法 (比阶

法 )的基础 ,但直接比较法往往使用不太方便 .

3. 极限比较法 (比阶法 )

对正项级数∑
∞

n = 1

an 与∑
∞

n = 1

bn ,若 bn≠0 ,且 lim
n ∞

an

bn
= A ,则

1° 当 A≠0 时 , ∑
∞

n = 1

an 与∑
∞

n = 1

bn 有相同的收敛性 .

2° 当 A = 0 时 ,由∑
∞

n = 1

bn 收敛可推知∑
∞

n = 1

an 收敛 .

3° 当 A = +∞时 ,由∑
∞

n = 1

bn 发散可推知∑
∞

n = 1

an 发散 .

例 12 .3 .2  设λ为实常数 ,判断级数∑
∞

n = 1

1 - cos
λ
n
的收敛性 .

【解】 根据极限的结论 , 1 - cos
λ
n
与
λ

2

2 n
2 为等价无穷小量 ( n

∞ ) ,即有 lim
n ∞

2 n2

λ2
1 - cos
λ
n

= 1≠0 , 由极限比较法 , ∑
∞

n = 1

λ2

2 n2 收

敛 ,则∑
∞

n = 1

1 - cos
λ
n
亦收敛 . 【解毕】

例 12 .3 .3  讨论级数∑
∞

n = 1

ln 1 +
1
n
的收敛性 .
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【解】 ln 1 +
1
n
与

1
n
为等价无穷小量 ( n ∞ ) ,原级数发散 .

【解毕】

【注】 上述两题均为正项级数 .

例 12 .3 .4  设 a1 = 2 , an + 1 =
1
2

an +
1
an

, ( n = 1 , 2 ,⋯ ) ,证明 :

(1 ) lim
n ∞

an 存在 ;

(2 )∑
∞

n = 1

an

an + 1
- 1 收敛 .

【证】  ( 1 ) an + 1 ≥ an·
1
an

= 1 (有 下界 ) , an + 1 - an =
1
2

an +
1
an

- an =
1 - a2

n

2 an
≤0 ,因此{ an }单调减 ,故 lim

n ∞
an 存在 ,且 lim

n ∞

an = 1 .

(2 ) 由 ( 1) ,0≤
an

an + 1
- 1 =

an - an + 1

an + 1
≤ an - an + 1 ,所证级数为正

项级数 ,记 Sn = ∑
n

k = 1

( ak - ak + 1 ) = a1 - an + 1 , Sn 1 , 即正项级数

∑
∞

n = 1

( an - an + 1 )收敛 ,由比较法 ,∑
∞

n = 1

an

an + 1
- 1 收敛 . 【证毕】

例 12 .3 .5  设 f�( x)在某邻域 N( 0 ,δ)内有界 ,且 f ( 0) = f′(0 ) =

0 , lim
x 0

f ( x)
x

2 = 0 ,问α取何值时级数∑
∞

n = 1

f ( nα)必收敛 .

【思路】 利用泰勒公式讨论 f ( nα)作为无穷小量的阶次 .

【解】 由题设条件 ,考虑极限与导数定义

lim
x 0

f ( x)
x

2 = lim
x 0

f′( x )
2 x

=
1
2

lim
x 0

f′( x ) - f′( 0)
x - 0
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=
1
2

f″(0 ) = 0 .

将 f ( x)在 x = 0 处展为二阶泰勒公式则有

f ( x ) =
1

3 !
f�(θx ) x

3
  ( 0 < θ< 1 ) .

令 x = nα,则

f ( nα) = 1
3 !

f�(θnα)· n3α .

由 f�( x )在某 N (0 ,δ)内有界 ,则当α< 0 , n ∞时 , f�(θn
α

)有界 ,

即v N 与 M > 0 ,使 n > N 时 | f�(θnα) |≤M,于是

| f ( n
α

) |≤
M
3 !

n
3α

.

而∑
∞

n = 1

n3α只当α< -
1
3
时收敛 ,由比较法 ,∑

∞

n = 1

f ( nα)在α< -
1
3
时

必然收敛且绝对收敛 . 【解毕】

【注】 直接比较法与极限比较法均为充分条件 .就本题而言 ,α>

-
1
3
时也有可能收敛 ,这取决于 f�(θnα )的取值 .但对本题来讲 ,

α< -
1
3
也是充分条件 .此外 ,本题亦可用佩亚诺余项来处理 .

4 . 比率法 (达朗伯尔方法 )

设 an > 0 ,且 lim
n ∞

an + 1

an
= r ,则

1° 当 r < 1 时 ,∑
∞

n = 1

an 收敛 ;

2° 当 r > 1 时 ,∑
∞

n = 1

an 发散 (包括 r = +∞ ) ;

3° 当 r = 1 时 ,不能确定收敛性 .

例 12 .3 .6  讨论下列级数的收敛性

(1 )∑
∞

n = 1

2 n - 3
2n ; (2 )∑

∞

n = 1

n !
2n ; ( 3)∑

∞

n = 1

n !
nn .
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【解】 (1 ) lim
n ∞

an + 1

an
= lim

n ∞

2 n - 1
2n + 1 ·

2n

2 n - 3
=

1
2

< 1 ,级数 (1 )收敛 .

(2 ) lim
n ∞

an + 1

an
= lim

n ∞

( n + 1 ) !
2

n + 1 ·
2

n

n !
= lim

n ∞

n + 1
2

= + ∞ , 因此级数

(2 )发散 .

(3 ) lim
n ∞

an + 1

an
= lim

n ∞

( n + 1) !
( n + 1 ) n + 1 ·

nn

n !
= lim

n ∞

n
n + 1

n

= e - 1 < 1 ,因

此级数 (3 )收敛 . 【解毕】

例 12 .3 .7  讨论级数∑
∞

n = 1

2 + ( - 1 )
n

2
n 的收敛性 .

【解】 级数一般项 an > 0 且 an 0( n ∞ ) ,但极限

lim
n ∞

2 + ( - 1)
n+ 1

2
n+ 1 ·

2
n

2 + ( - 1 )
n = lim

n ∞

1
2
·

2 + ( - 1 )
n+ 1

2 + ( - 1)
n

不存在 ! 因此比率法失效 ,不能给出结论 .本题采用下面的根值法

可方便地给出收敛的结论 . 【解毕】

5. 根值法 (柯西方法 )

设 an > 0 ,若 lim
n ∞

n

an =ρ,则

1° 当ρ< 1 时 ,级数∑
∞

n = 1

an 收敛 .

2° 当ρ> 1 时 ,级数∑
∞

n = 1

an 发散 .

3° 当ρ= 1 时 ,不能给出结论 .

【注】 根值法亦为充分条件 .此外 ,根值法较比率法适用范围广 .

且有如下命题 :

设 an > 0 ,若 lim
n ∞

an + 1

an
= r(存在 ) ,则必有 lim

n ∞

n

an = r(存在 ) .

上述命题寓意 :对某一正项级数∑
∞

n = 1

an ,由比率法可以给出收

敛性结论时 ,用根值法必然可以给出相同结论 ,反之则未必 !
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例 12 .3 .8  判别级数∑
∞

n = 2

1

n
ln

n+ 1
n - 1
的收敛性 .

【解】 (方法 1 )  用根值法

lim
n ∞

1

n
ln

n + 1
n - 1

1/ n

= lim
n ∞

n
- 1

2 n ln 1 + 2
n - 1

1
n

= 1·0 = 0 < 1 .

因此原级数收敛 .

(方法 2 )  用比阶法

lim
n ∞

1

n
ln

n + 1
n - 1

n-
3
2

= lim
n ∞

nln 1 +
2

n - 1
= 2 ≠ 0 .

由∑
∞

n = 1

1

n
3
2
收敛 ,则原级数亦收敛 . 【解毕】

【注】 用比阶法的基础是能熟练判断级数一般项的无穷小量阶

次 ,对本题可看出

an =
1

n
ln 1 +

2
n - 1
～

2

n( n - 1 )
 ( n ∞ ) .

6 . 积分判别法

设 f ( x)在 [ c, + ∞ )上为非负递减函数 , an = f ( n) , 则级数

∑
∞

n = 1

an 收敛的充分必要条件是极限lim
n ∞∫

n

c
f ( x ) d x存在 ,即广义积分

∫
+∞

c
f ( x ) d x收敛 .

例 12 .3 .9  证明级数∑
∞

n = 2

1
nln n
发散 .

【证】 此题用比率法 ,根值法或比较法 ,比阶法均失效 .这是用积

分法处理的典型问题 .

取 f ( x) =
1

xln x
,则 f ( x )在[ 2 , +∞ )上单调减且非负 .考虑广
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义积分

∫
+∞

2

d x
x ln x

= ln( ln x)
+∞

2
= + ∞ .

因此原级数发散 ! 【证毕】

12 .4  任意项级数与交错级数

1 . 条件收敛与绝对收敛

  若级数∑
∞

n = 1

| un |收敛 ,则任意项级数∑
∞

n = 1

un 必然收敛 ,且称之

为绝对收敛 .否则 ,即∑
∞

n = 1

un 收敛 ,而∑
∞

n = 1

| un |发散 ,则称∑
∞

n = 1

un 为

条件收敛 .

例 12 .4 .1  设λ∈ R ,级数∑
∞

n = 1

sin π n
2

+λ
2 的收敛性结论是

.(单项选择 )

( A ) 绝对收敛 ;     ( B) 条件收敛 ;

( C) 发散 ; (D) 与λ有关 .

【解】 正确选项为 ( B) .

sin π n
2

+λ
2 = ( - 1)

n
sin π n

2
+λ

2
- nπ

= ( - 1) n sinπ n2 +λ2 - n

= ( - 1)
n

sin
πλ2

n2 +λ2 + n
.

当 n ∞时 , sin
πλ

2

n
2

+λ
2

+ n
与
πλ

2

n
2

+λ
2

+ n
为等价无穷小量 , 且

均为单调减趋于零 .考虑到级数∑
∞

n = 1

πλ
2

n
2

+λ
2

+ n
发散 , 因此原级

数不绝对收敛 .其次原级数属于交错级数 ,由莱布尼兹准则 ,级数
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收敛 ,且为条件收敛 . 【解毕】

【技巧】 在极限问题中出现三角函数时 ,应考虑到三角函数诱导

公式或三角恒等式 .将表达式变形 ,以寻找思路 .

2. 交错级数

考虑 un > 0 ( n = 1 , 2 ,⋯ ) ,称∑
∞

n = 1

( - 1 ) n - 1 un 为交错级数 , 并

且有如下莱布尼兹准则 .

对∑
∞

n = 1

( - 1 )
n
un ,若满足

1° un 单调减少 ;

2° lim
n ∞

un = 0 .

则交错级数∑
∞

n = 1

( - 1 )
n - 1

un 收敛 ,并且级数和

S =∑
∞

n = 1

( - 1) n - 1 un ≤ u1 . (12 .4)

此外 ,交错级的前 n项的余和 Rn = S - Sn = ∑
∞

k = n+ 1

( - 1 )
k - 1

uk 仍为

交错级数 ,且满足

| Rn | < un+ 1 . (12 .5)

例 12 .4 .2  考查级数∑
∞

n = 1

( - 1 )
n
sin

x
n

( x > 0) .

【解】 由极限比较法 , lim
n ∞

( - 1)
n
sin

x
n

x
n

= 1 ,因此该级数不是绝

对收敛的 .其次 , " x > 0 , v N,使当 n > N 时 ,有 0 <
x
n

<
π
2

,此时

原级数为交错级数 ,且 sin
x
n
单调减少趋于零 ,因而原级数条件收

敛 . 【解毕】
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例 12 .4 .3  设 an > 0 单调减少且 ∑
∞

n = 1

( - 1 )
n
an 发散 , 试问

∑
∞

n = 1

1
an + 1

n

是否收敛 ,说明理由 . ( 1998 年考研题 )

【解】 由于 an > 0 且单调减少 ,即 { an }单调减有下界 ,因此 lim
n + ∞

an

= a存在 ,且 a≥0 .又若 a = 0 ,则级数∑
∞

n = 1

( - 1 ) n an 收敛 ,矛盾 ,因

而只有 a> 0 成立 .an > a,则
1

an + 1
<

1
a+ 1

< 1 .而∑
∞

n = 1

1
( a+ 1)

n为正

项级 ,且收敛 ,由比较法 ,级数∑
∞

n = 1

1
an + 1

n

收敛 . 【解毕】

例 12 .4 .4  讨论∑
∞

n = 0

( - 1)
n

(2 n) ! !
(2 n+ 1 ) ! !

的收敛性 .

【解】 

2·4·6⋯ ( 2 n)
3·5·7⋯ ( 2 n + 1)

> 1·3·5⋯ (2 n - 1 )
2·4·6⋯ (2 n)

·2 n + 1
2 n + 1

.

由此得到

(2 n) ! !
(2 n + 1 ) ! !

2

>
1

2 n + 1
,

或记为

(2 n) ! !
(2 n + 1 ) ! !

>
1

2 n + 1
.

另外又有

2·4·6⋯ (2 n)
3·5·7⋯ (2 n + 1 )

< 3·5·7⋯ (2 n + 1 )
4·6·8⋯ (2 n + 2 )

· 2
2

.

由此又可推出

(2 n) ! !
(2 n + 1 ) ! !

2

<
2

2( n + 1 )
=

1
n + 1

,

即有不等式
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1

2 n + 1
<

( 2 n) ! !
( 2 n + 1) ! !

<
1

n + 1
. (12 .6)

由正项级数比较法 ,可知原级数不绝对收敛 ,但由 ( 12 .6 )式 ,据夹

逼准则可有

lim
n ∞

( 2 n) ! !
( 2 n + 1) ! !

= 0 . (12 .7)

并且对本题级数有

un+ 1

un
=

2 n + 2
2 n + 3

< 1 ,

即 un 单调减少 ,于是本题级数收敛 ,且为条件收敛 . 【解毕】

【技巧】 本题解法中用到基本不等式

n
m

< n + 1
m + 1

, (12 .8)

其中 n< m,且 m, n均为正数 .

12 .5  级数综合例题

级数问题中常常涉及到积分、极限、导数与微分方程 ,这样一

类问题需要对上述知识范围进行综合考虑 ,并需要某些技巧 .本节

给出部分例题 ,以训练这种综合分析能力 .在第 13 章 ,还会给出部

分综合例题 .

综例 12 .5 .1  设 an =∫
π
4

0
tann xd x,

(1 ) 求∑
∞

n = 1

1
n

( an + an + 2 )的和 ;

(2 ) "λ> 0 ,证明级数∑
∞

n = 1

an

n
λ收敛 .

【思路】 作为 (1 )中级数一般项的积分可以计算出来 ,对 ( 2 )考虑

正项级数的比较法 .
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【解】 (1 )
1
n

( an + an + 2 ) =
1
n∫
π
4

0
tan

n
x (1 + tan

2
x) d x

=
1
n∫
π
4

0
tan

n
xsec xd x

= 1
n∫

1

0
tn d t

=
1

n( n + 1)
.

上述做法中用到变数替换 tan x = t .考虑部分和

Sn =∑
n

k = 1

1
k

( ak + ak+ 2 ) =∑
n

k = 1

1
k( k + 1)

= 1 -
1

n + 1
.

因此级数和 S = lim
n ∞

Sn = lim
n ∞

1 -
1

n + 1
= 1 .

(2 ) 对 an =∫
π
4

0
tan

n
xd x采用变数替换 tan x = t,则

an =∫
1

0

tn

1 + t2
d t .

由积分保序性及被积函数的连续性则有

an <∫
1

0
t
n
d t =

1
n + 1

.

于是

an

n
λ <

1
n
λ

( n + 1 )
  (λ> 0 ) .

按正项级数比较法 ,由∑
∞

n = 1

1
n
λ

( n + 1 )
收敛推知∑

∞

n = 1

an

n
λ收敛 .【解毕】

【技巧】 按比较法估计 an 时 ,积分的保序性简化了问题的复杂程

度 ,使我们不必去计算 an 的积分结果 .

综例 12 .5 .2  设 p∈R ,证明 :

(1 ) 当 p > 1 时 ,级数∑
∞

n = 1
∫

n+ 1

n

sinπx
x

p
+ 1

d x 收敛 ;
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(2 ) 当 0 < p≤ 1 时 ,级数∑
∞

n = 1
∫

n+ 1

n

sinπx
x p + 1

d x收敛 .

【证】 (1 ) 当 p > 1 时 ,

∫
n+ 1

n

sinπx
x p + 1

d x <∫
n+ 1

n

| sinπx |
x

p
+ 1

d x <∫
n+ 1

n

d x
x

p
+ 1
≤ 1

n
p .

由∑
∞

n = 1

1
n

p收敛 ,据比较法 ,原级数收敛 .

(2 ) 当 0 < p < 1 时 ,由积分中值定理可得到

∫
n+ 1

n

sinπx
x p + 1

d x =
1
ξp

n + 1∫
n+ 1

n
sinπxd x

=
2
π
·

( - 1)
n

(ξp
n + 1 )

,ξn ∈ ( n, n + 1) ,

因此原级数为交错级数 .另外

∫
n+ 1

n

sinπx
x p + 1

d x = 2
π
· 1
ξ

p
n + 1

> 2
π
· 1
ξ

p
n+ 1 + 1

=∫
n+ 2

n+ 1

sinπx
x p + 1

d x ,

其中ξn + 1∈ ( n+ 1 , n+ 2) ,即知级数一般项绝对值为单调减少 ,且

∫
n+ 1

n

sinπx
x p + 1

d x =
2
π

1
ξ

p
n + 1

0( n ∞ ) ,

于是由莱布尼兹准则 ,级数收敛 . 【证毕】

【技巧】 在以上证明中 ,分别用到了积分估值与积分中值定理 .

综例 12 .5 .3  设 n为正整数 , an =∫
π
2

0
cos2 n x sin2 n xd x,试证明级数

∑
∞

n = 1

( - 1)
n
2

2 n
an 收敛 .

【思路】 先计算 an ,而后按交错级数进行分析 .

【证】 an = 1
2

2 n∫
π
2

0
sin2 n 2 xd x .令 2 x = t,则 d x =

1
2

d t ,于是
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an =
1

22 n+ 1∫
π

0
sin

2 n
td t

= 1
2

2 n+ 1∫
π
2

0
sin2 n td t +∫

π

π
2

sin2 n td t .

利用区间变换合并上述二个积分 ,即对第二个积分取变换 t =
π
2

- u,则 d t = - d u,于是可得到

an =
1

22 n + 1∫
π
2

0
sin

2 n
td t -∫

-
π
2

0
cos

2 n
ud u

=
1

2
2 n + 1∫

π
2

-
π
2

cos2 n td t

= 1
2

2 n∫
π
2

0
cos2 n td t

=
1

22 n·
2 n - 1

2 n
·

2 n - 3
2 n - 2
⋯

1
2
·
π
2

= π
2

2 n + 1 ·
(2 n - 1 ) ! !

(2 n) ! !
.

因此原级数收敛性等价于∑
∞

n = 1

( - 1)
n
π

2
·

( 2 n - 1 ) ! !
(2 n) ! !

的收敛性 .参

照例 12 .4 .3 的解法 ,可证明上述级数为条件收敛 .具体方法 ,留给

读者 . 【证毕】

【技巧】 积分区间的拆分与合并再次成为重要手段 ,并且 ,区间变

换是有力的工具 .

综例12 .5 .4  设φ( x) 为 ( - ∞ , +∞ ) 上的连续周期函数 ,且周期

为 1 ,并满足∫
1

0
φ( x) d x = 0 , f ( x )∈ C1 [ 0 , 1] (有一阶连续导数 ) , an

=∫
1

0
f ( x )φ( nx) d x( n = 1 ,2 ,⋯ ) ,试证明级数∑

∞

n = 1

a2
n 收敛 .

【思路】 首先应处理 an 的积分表达式 ,被积函数为两项乘积时 ,

一般应考虑分部积分 ,同时注意到φ( x )的周期性 .下述分部积分
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形式常常很有用

∫
b

a
f ( x) g( x) d x = f ( x)∫

x

a
g ( t) d t

b

a
-∫

b

a∫
x

a
g ( t) d t · f′( x) d x

= f ( b)∫
b

a
g ( t) d t -∫

b

a∫
x

a
g( t) d t· f′( x ) d x .

【证】 为采用分部积分 ,令 Gn ( x) =∫
x

0
φ( nt ) d t,取变换 u = nt ,则

有 Gn ( x) =
1
n∫

nx

0
φ( u) d u,并且 Gn (0 ) = 0 , Gn (1 ) =

1
n∫

n

0
φ( u) d u,

由题设条件 ,φ( x) 周期为 1 ,且∫
1

0
φ( x) d x = 0 ,则应有 Gn (1 ) = 0 .

an =∫
1

0
f ( x )φ( nx ) d x

= f ( x) Gn ( x)
1

0
-∫

1

0
Gn ( x) f′( x) d x

= -∫
1

0
Gn ( x ) f′( x ) d x .

由题设条件 , f ( x )有一阶连续偏导数 ,φ( x )连续 ,于是 f ( x )与

φ( x )在[ 0 , 1]上分别有最大值 .记

M1 = max
x∈ [ 0 , 1 ]

| f′( x) | , M2 = max
x∈ [ 0 , 1 ]

|φ( x ) | ,

则

| an |≤∫
1

0
| Gn ( x ) |·| f′( x) | d x≤ M1∫

1

0
| Gn ( x) | d x,

其中 Gn ( x)又满足

| Gn ( x ) | =
1
n∫

nx

0
φ( u) d u

= 1
n∫

[ nx ]

0
φ( u) d u +∫

nx

[ nx ]
φ( u) d u ,

其中[ n x]为 n x的取整函数 ,由题设条件 ,∫
[ nx ]

0
φ( u) d u = 0 , 因此

| Gn ( x ) | =
1
n∫

nx

[ nx ]
φ( u) d u ≤

1
n∫

nx

[ nx ]
|φ( u) | d u≤

M2

n
.
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于是 a
2
n <

1
n2 ( M1 M2 )

2
,由正项级数比较法 ,级数∑

∞

n = 1

a
2
n 收敛 .

【证毕】

【技巧】 上述证明中的最后不等号用到了两个知识点 :

1° 积分估值定理 ;

2° 非负连续函数在[ a, b]上的积分值大于等于 [ a, b]任一子

区间上的积分 .

本题中区间[[ nx] , n x]为[[ nx] , [ nx] + 1 ]的子区间 .

【寓意】 本题考查积分与原函数的处理技巧 ,以及正项级数的判

敛方法 .
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第 13章  函数项级数

13 .1  引   言

  首先 ,函数项级数在收敛时 ,它是函数的一种表示法 ,这种表

示法可从更深刻的背景上描述一个函数的性态 ,包括连续性 ,可微

性等方面 .并且 ,函数项级数常和导数 ,积分与极限 ,以及微分方程

交叉起来 ,用于综合处理数学问题 .

本章基本要求是掌握函数项级数与数项级数的关系 ,收敛点

与收敛域 ,幂级数的收敛半径与收敛域 ,微分与积分运算性质 ,初

等函数的泰勒与麦克劳林展开式. 对傅里叶级数 ,应掌握傅里叶

系数与狄里克雷收敛定理 ,并熟悉定义在 [ - l , l]与 [ 0 , l]上的函

数展开为傅里叶级数、正弦级数与余弦级的计算方法 .

对一致收敛性分析 ,一般属于较高要求的内容 .本章给出要点

与例题分析 ,以供不同层次读者选用 .对于准备参加硕士研究生入

学考试的读者 ,本段内容可以跃过 .

13 .2  收敛性的一般问题

1 . 收敛点与收敛域

  设∑
∞

n = 1

un ( x) 为 ( a, b) 上的函数项级数 , 对 x0 ∈ ( a, b) , 若

∑
∞

n = 1

un ( x0 ) 收敛 ,则称 x0 为∑
∞

n = 1

un ( x )的一个收敛点 , 收敛点的全



体构成的点集称为收敛域 .

2 . 部分和与和函数

部分和为一个函数序列 ,即

Sn ( x ) = ∑
n

k = 1

uk ( x) . (13 .1)

若lim
n ∞

Sn ( x )存在 ,记为lim
n ∞

Sn ( x ) = S( x) , S( x)称为和函数 ,并且称

Rn ( x ) = S( x) - Sn ( x) (13 .2)

为级数的 n项余和 .于是 ,级数收敛又可定义为 Rn ( x ) 0 ( n

∞ ) .

例 13 .2 .1  求级数∑
∞

n = 1

( - 1)
n - 1 xn

n
与∑
∞

n = 1

( - 1 )
n - 1 ( x - 1) n

n
的收

敛域 .

【解】 将 x视为参数 ,应用比率法则

lim
n ∞

( - 1 )
n x n+ 1

n + 1

( - 1 )
n - 1 x

n

n

= | x | .

因此当 | x | < 1 ,即 x∈ ( - 1 , 1 )时 ,级数∑
∞

n = 1

( - 1)
n - 1 xn

n
绝对收敛 .

而当 | x | > 1 时 ,该级数不绝对收敛 ,且因此时 ( - 1 ) n - 1 x
n

n
不趋于

零 ( n ∞ ) ,因此该级数发散 .

当 x = 1 时 ,相应的数项级数∑
∞

n = 1

( - 1 )
n - 1

n
收敛 ,

当 x = - 1 时 ,相应的数项级数∑
∞

n = 1

( - 1 )
2 n - 1

n
发散 .综上 ,级数

∑
∞

n = 1

( - 1) n - 1 xn

n
的收敛域为 ( - 1 , 1] .
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至于第二个级数 , 则由第一个级数的结论 , 可知 ( x - 1 )∈

( - 1 ,1 ]时收敛 ,即得收敛域为 (0 ,2 ] . 【解毕】

例 13 .2 .2  设 x > 0 ,讨论级数∑
∞

n = 1

1
n+ x

n的收敛性 .

【解】 由指数函数的性质 ,可知

当 x > 1 时 ,0 <
1

n + xn <
1
xn ,据正项级数比较法 ,该级数收敛 .

当 x≤1 时 ,
1

n+ xn≥
1

n + 1
,据正项级数比较法 ,该级数发散 .

因此该级数收敛域为 x > 1 . 【解毕】

例 13 .2 .3  求级数∑
∞

n = 1

( x
n

- x
n - 1

)的收敛域与和函数 S( x) .

【解】 考查级数的部分和序列

Sn ( x) =∑
n

k = 1

( x
k

- x
k - 1

)

= ( x - 1 ) + ( x
2

- x) + ⋯ + ( x
n

- x
n - 1

)

= xn - 1 .

  当 | x | < 1 时 , lim
n ∞

Sn ( x) = - 1;

当 x = 1 时 , lim
n ∞

Sn ( x) = 0;

当 x = - 1 时 , lim
n ∞

Sn ( x)不存在 ;

当 | x | > 1 时 , lim
n ∞

Sn ( x)不存在 .

综上 ,级数收敛域为 ( - 1 , 1] ,和函数为

S( x) =
- 1 , - 1 < x < 1 ,

0 , x = 1 .
【解毕】
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13 .3  一致收敛问题 *

1 . 一致收敛概念

  为讨论∑
∞

n = 1

un ( x)的一致收敛问题 ,我们将该级数收敛的定义

用ε-δ语言描述如下 :

设 un ( x ) 在 ( a, b) 内有定义 , 若 "ε> 0 及 " x∈ ( a, b) ,

v N (ε, x)及 S( x) ,使当 n> N 时有

| Rn ( x ) | = ∑
∞

k = n+ 1

uk ( x ) < ε.

则称级数∑
∞

n = 1

uk ( x )在 ( a, b)上收敛于 S( x) ,其中 Rn ( x ) = S( x) -

∑
n

k = 1

uk ( x ) .

对一致收敛而言 ,上述定义中的 N (ε, x)若与 x∈ ( a, b)无关 ,

即存在 N (ε) (只与ε有关 ) ,使当 n > N 时 ,对一切 x∈ ( a, b)均有

| Rn ( x) | = | S( x) - Sn ( x ) | < ε,

则称级数∑
∞

n = 1

un ( x)在 ( a, b)上一致收敛于 S( x) .

【注】 收敛问题是对某个 x∈ ( a, b)而言的局部性问题 ,而一致收

敛则是给出的对一切 x∈ ( a, b)的全局问题 .

例 13 .3 .1  讨论例 13 .2 .3 中级数在 ( - 1 , 1)上的一致收敛问题 .

【解】 当 x∈ ( - 1 , 1 )时 , S( x) = - 1 ,考虑余项和

| Rn ( x ) | = | S( x) - Sn ( x ) | = | x |
n

,

对任意的ε> 0 ,令 | x |
n

<ε,只须 n >
lnε

ln | x |
> 0 (ε充分小 ) ,若取

N =
lnε

ln | x |
+ 1 ,则当 n > N 时 , | Sn ( x) - S( x) | <ε.
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上述的 N 实为 N (ε, x ) ,当 x 1 - 或 x - 1 + 时 , ln | x |趋于零 ,

对任意给定的ε> 0 ,不存在最大的 N(ε) ,使对充分接近 ( - 1 , 1)端

点的 x均适用 ,即无法找到与 x无关的 N (ε) ,因而该级数在区间

( - 1 ,1 )上收敛 ,却不一致收敛 . 【解毕】

例 13 .3 .2  讨论 x2 - x + ∑
∞

n = 2

xn - 1 ( x - 1 )2 在[0 ,1 ]上的收敛性 .

【解】 先求部分和序列 .

S1 ( x ) = x( x - 1) ,

S2 ( x ) = x( x - 1) + x( x - 1)2 = x2 ( x - 1 ) ,

S3 ( x ) = S2 ( x) + x
2

( x - 1)
2

= x
3

( x - 1 ) ,

⋯⋯

Sn ( x ) = xn ( x - 1) .

对任意 x∈ (0 , 1 ) ,均有 lim
n ∞

Sn ( x) = 0 .

当 x = 0 时 , Sn ( 0) = 0 ,当 x = 1 时 , Sn (1 ) = 0 ,因此 ,和函数为

S( x) = 0 , x∈[0 ,1 ] ,即该级数在[0 ,1 ]上收敛于 0 .

对一致收敛问题 , "ε> 0 ,令 | Rn ( x ) | = x
n

( 1 - x) <ε,考查能

否有与 x∈ [0 , 1 ]无关的 N (ε) ,为此 , 求 | Rn ( x ) | 在 [ 0 , 1 ]上的最

大值 .

Rn′( x ) = nx
n - 1

( x - 1 ) + x
n
,

令 Rn′( x ) = 0 ,求得驻点 x0 =
n

n + 1
∈ ( 0 , 1) ,可证 Rn ( x )在 x0 处取

得最小值 ,则 | Rn ( x ) |在 x0 处取得最大值 .

| Rn ( x0 ) | =
1

n + 1
n

n + 1

n

<
1

n + 1
.

只须令
1

n + 1
<ε,取 N =

1
ε

- 1 = N (ε) ,则 N (ε)与 x∈ [ 0 , 1 ]无

关 ,只要 n > N (ε) ,则必有

| Rn ( x ) | < ε,   " x∈ [0 ,1 ] .
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综上分析可知 ,该级数在[ 0 , 1]上一致收敛 . 【解毕】

2 . 一致收敛的性质与条件

(1 ) 充分必要条件 (柯西准则 )

设 x∈ ( a, b) ,级数∑
∞

n = 1

un ( x)在 ( a, b)内一致收敛的充分必要

条件是 : "ε> 0 ,及 " x∈ ( a, b) , v N (ε) ,使当 n > N (ε)时对任意

正整数 p有

∑
n+ p

k = n+ 1

uk ( x ) < ε.

  (2 ) 必要条件

设∑
∞

n = 1

un ( x)满足 :

1° un ( x ) ( n= 1 , 2 ,⋯ )在[ a, b]上连续 ;

2° 级数∑
∞

n = 1

un ( x )在 [ a, b]上一致收敛于 S( x) .则 S( x)在

[ a, b]上连续 (一致连续 ) .

(3 ) 逐项积分性质

设∑
∞

n = 1

un ( x)满足 :

1° un ( x )在[ a, b]上连续 ( n= 1 ,2 ,⋯ ) ;

2° 级数∑
∞

n = 1

un ( x )在 [ a, b]上一致收敛于 S( x) .则 S( x)在

[ a, b]上可积分 ,且可逐项积分 ,即

∫
x

a
S ( t) d t = ∑

∞

n = 1
∫

x

a
un ( t) d t ,其中 x∈ ( a, b) . (13 .3)

  (4 ) 逐项微分性质

设∑
∞

n = 1

un ( x)满足 :
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1° 在[ a, b]上收敛于 S( x) ;

2° ∑
∞

n = 1

un′( x )在 [ a, b]上一致收敛 ;

3° un ( x ) ( n= 1 , 2 ,⋯ )在[ a, b]上有一阶连续导数 .

则  1° S( x)在 [ a, b]上可微 ;

2° S( x)可逐项微分 ,即 S′( x) = ∑
∞

n = 1

un′( x ) , x∈ ( a, b) .

(5 ) 充分条件 (维尔斯特拉斯准则 )

对定义在 ( a, b)上的级数∑
∞

n = 1

un ( x ) , 若存在 Mn > 0 ( n = 1 ,

2 ,⋯ ) ,使得 :

1° ∑
∞

n = 1

Mn 收敛 ;

2° | un ( x) |≤Mn ( n = 1 , 2 ,⋯ ) .

则级数∑
∞

n = 1

un ( x)在 ( a, b)上一致收敛 ,且绝对收敛 (称为绝对一致

收敛 ) .

【注】 在微积分课程里 ,以上一致收敛的性质是导出幂级数一系

列重要性质的理论基础 .

上述性质与条件 (2 ) ,常用来判断级数不一致收敛 ,而 ( 5)则常

用来判断级数一致收敛 ,其中∑
∞

n = 1

Mn 又称为优级数或强级数 .

例 13 .3 .3  讨论级数∑
∞

n = 1

( - 1)
n

n +
1
2

sin x
在[0 ,2π]上的收敛性 .

【解】 对 x∈ [ 0 , 2π] , 级数不绝对收敛 .另外 , 当 n ∞时 ,

1

n +
1
2

sin x
单调减少并趋于零 , 因此对任意 x∈ [ 0 , 2π] , 级数
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∑
∞

n = 1

( - 1 )
n

n +
1
2

sin x
均为交错级数 , 且由莱布尼兹准则知道该级数收

敛 .由一致收敛定义 ,考查

| Rn ( x) |≤
( - 1 ) n+ 1

n + 1 +
1
2

sin x
≤

1

n + 1 -
1
2

=
1

n +
1
2

<
1
n

.

令
1
n

<ε,取 N (ε) =
1
ε

+ 1 ,则当 n > N 时 , | Rn ( x) | <ε对一切 x

∈[0 ,2π]均成立 .于是 ,级数在 [0 , 2π]上一致收敛 . 【解毕】

例 13 .3 .4  讨论下列级数在指定区间上的一致收敛性 :

(1 )∑
∞

n = 0

2n x 2

( 3 + x2 ) n , x∈[ 0 , 1] ;

(2 )∑
∞

n = 0

2n x 2

( 2 + x
2

)
n , x∈[ 0 , 1] ;

(3 )∑
∞

n = 0

xn e - nx , x∈ ( 0 , +∞ ) .

【解】 (1 ) 级数属于等比级数 ,且其一般项 un ( x )满足

| un ( x) | <
2
3

n

, x∈ [ 0 , 1]

由∑
∞

n = 0

2
3

n

的收敛性及优级数准则推知 ,本题级数在[ 0 , 1 ]上绝

对一致收敛 .

(2 ) 级数仍属于等比级数 ,在[0 ,1 ]上收敛于和函数

S( x) =
0 , x = 0 ,

2 , 0 < x≤ 1 .

由一致收敛的必要条件 , S( x)在 x = 0 处不连续 ,因此本题级数在

[0 ,1 ]上不一致收敛 .

(3 ) 对一切 x∈ ( 0 , + ∞ ) ,级数属于正项级数 , 且为等比级

数 ,公比为 xe
- x

.当 x∈ (0 , +∞ )时 , 0 < xe
- x

< 1 ,因此级数收敛 ,
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且和函数为

S( x) = 1
1 - xe

- x .

  为考查一致收敛性 ,求一般项 un ( x) = x
n
e

- nx
在 ( 0 , +∞ )内的

最大值 .

un′( x) = nx n - 1 e - nx ( 1 - x ) .

令 un′( x ) = 0 , 解得驻点 x0 = 1∈ ( 0 , + ∞ ) , 且当 0 < x < 1 时 ,

un ( x)单调增加 ,而当 x > 1 时 , un ( x )单调减少 ,另外 , lim
x 0 +

un ( x ) =

0 , lim
x + ∞

un ( x ) = 0 ,即有

max
x∈ ( 0 , + ∞ )

| un ( x) | = un ( x0 ) = e - n .

∑
∞

n = 0

e
- n
收敛 , 按优级数准则 ,级数∑

∞

n = 0

x
n
e

- nx
在 ( 0 , + ∞ )上一致

收敛 . 【解毕】

【技巧】 寻找优级数的思路为 :无穷大量与无穷小量的比阶 ,正项

级数比较法 ,求 | un ( x) |在指定区间上的最大值 .

13 .4  幂级数的一般性概念

在非线性数学问题的分析中 , 幂级数是重要的理论基础 , 另

外 ,由于幂级数最具计算上的方便性与简捷性这一原因 ,使得幂级

数也在计算方法中占有重要位置 .

幂级数的形状  幂级数通常具有以下两种形状 :

(1 ) 一般形幂级数

∑
∞

n = 0

an ( x - x0 ) n   ( x0 ≠ 0) . (13 .4)

  (2 ) 标准形幂级数

∑
∞

n = 0

an x n . (13 .5)
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  为避免某些读者在幂级数展开时不必要的错误 ,我们将幂级

数分成两种形状是有益的 .对一般概念问题 ,主要以标准幂级数为

对象 .

幂级数的收敛域  很显然 ,幂级数的收敛域至少包括一个点 ,

对 (1 ) ,至少 x = x0 为收敛点 ;对 ( 2) ,至少 x = 0 为收敛点 ,这是一

个既简单又重要的属性 .

关于幂级数的收敛域 ,除上述基本属性以外 ,还有不同于其他

函数项级数的独特之处 ,这就是如下三个重要结论 .

结论 1(阿贝尔定理 )

若∑
∞

n = 0

an x n 在某 x 0≠0 处收敛 ,则它在 ( - | x0 | , | x0 | )内绝对

收敛 .

上述命题还寓意 :若该级数在某点 x0 ≠0 处发散 ,则它在 I =

{ x | | x | > | x0 | }上发散 .

结论 2(收敛半径 R)

若极限lim
n ∞

an + 1

an
=ρ ( an≠0 , n = 1 , 2 ,⋯ ) ,则级数∑

∞

n = 0

an x n

在 ( - R, R)内收敛 ,其中 R =
1
ρ
称为收敛半径 ,并且规定 :

ρ= 0 时 , R = +∞ ;

ρ= +∞时 , R = 0 (只有一个收敛点 ) .

结论 3(一致收敛问题 )

级数∑
∞

n = 0

an x
n
在其收敛域内的任一闭区间上绝对一致收敛 .

例 13 .4 .1  求下列幂级数的收敛域 :

(1 ) ∑
∞

n = 1

( nx )
n

; ( 2 ) ∑
∞

n = 0

1
n !

x
n
; ( 3 ) ∑

∞

n = 1

( - 1 )
n 5n

n
x

n
;

(4 )∑
∞

n = 1

( - 1) n - 1 ( x - 2) n

n2 ; (5 )∑
∞

n = 1

1
2n x2 n - 1 .
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【解】 (1 ) lim
n ∞

( n+ 1)
n + 1

n
n = lim

n ∞
1 +

1
n

n

· ( n+ 1) = ∞ .因此 R = 0 ,

收敛域为 x = 0 .

(2 ) lim
n ∞

n !
( n+ 1) !

= 0 ,因此 R = +∞ ,收敛域为 ( - ∞ , +∞ ) .

(3 ) lim
n ∞

5
n + 1

n + 1
·

n
5

n = 5 , 因此 R =
1
5

.当 x = -
1
5
时 ,级数为

∑
∞

n = 1

1

n
,发散 ;当 x =

1
5
时 ,级数为∑

∞

n = 0

( - 1)
n

n
,条件收敛 .因此收敛

域为 -
1
5

,
1
5

.

(4 ) 级数非标准形 ,直接用比率法较方便 .

lim
n ∞

( x - 2)
n+ 1

( n + 1 )
2 ·

n
2

( x - 2 )
n = lim

n ∞

n2

( n + 1 )
2 | x - 2 | = | x - 2 | .

当 | x - 2 | < 1 ,即 1 < x < 3 时收敛 .当 x = 1 时 ,级数为∑
∞

n = 1

- 1
n

2 ,绝

对收敛 ;当 x = 3 时 ,级数为∑
∞

n = 1

( - 1 )
n - 1

n
2 ,绝对收敛 .R = 1 ,级数收

敛域为[1 ,3 ] .

(5 ) 级数为非标准形 ,直接用比率法或根值法 .

lim
n ∞

x
2 n+ 1

2n+ 1 ·
2

n

x 2 n - 1 = | x |
2

2
.

令
| x |

2

2
< 1 ,当 x∈ ( - 2 , 2 )时级数收敛 .又当 x =± 2时级数均

发散 (级数一般项不趋于零 ) ,因此收敛域为 ( - 2 , 2 ) . 【解毕】

例 13 .4 .2  若级数∑
∞

n = 1

( x - a)
n

n
2 在 x < 1 处发散 ,而在 x = 2 点收

敛 ,则参数 a的取值范围为 .(单项选择 )

( A ) 1≤ a≤3;   ( B) 2≤ a≤3 ;

( C) 2 < a≤3;   (D ) 2≤ a< 3 .
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【解】 正确选项为 ( B) .

(方法 1 )

( A ) 的情况不符合本级数的收敛半径 R = 1 的条件 ;对 ( C ) ,

当 a = 2 时 ,在 x = 2 点收敛 ,因而矛盾 ;对 (D ) ,当 a = 3 时 ,在 x = 2

点收敛 ,因而矛盾 .

(方法 2 )

显然 R = 1 ,因在 x = 2 点收敛 ,则应有 a≤3 , 又当 x > 1 时级

数发散 ,且 R = 1 ,于是 a不能小于 2 ,即有 a≥2 ,因此 a的取值范

围应为 2≤ a≤3 .

(方法 3 )

R = 1 ,  | x - a |≤1 , 令 x = 2 , 则应有 1≤ a≤3 , 又因为当 x

< 1 时级数发散 ,则应有 a≥2 ,于是 a的取值范围应为 2≤ a≤3 .

【解毕】

【寓意】 本题考查幂级数收敛域的性质 ,阿贝尔定理是重要依据 .

【注】 本题可借助数轴上区间的平移来讨论 ,这也是分析幂级数

收敛域的一个简易手段 .

求幂级数收敛半径 R可用比率法或根值法 ,但均要求相应的

极限存在 .若极限不存在 ,或不一定存在时 ,则只能用阿贝尔定理

或级数收敛定义来讨论 .

例 13 .4 .3  已知∑
∞

n = 1

an x n 的收敛域为[ - 8 ,8 ] ,则∑
∞

n = 2

an x n

n( n - 1 )
的

收敛半径 R为 .(单项选择 )

( A ) R≥8;  ( B) R≤8;  ( C) R = 8;  (D ) 不定 .

【解】 正确选项为 ( C) .比值法或根值法均不能用 ! (极限可能不

存在 !) .显然∑
∞

n = 1

an x n 的 R1 = 8 , 设 x1 ∈ ( - 8 , 8 ) ,则∑
∞

n = 1

an x n
1 收

敛 .an x
n
1 0 , v M > 0 及 N > 0 ,使 n > N 时有 | an x

n
1 | < M . " x∈

( - | x1 | , | x1 | )有
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an x n

n( n - 1 )
=

an x n
1

n( n - 1)
x

n

x
n
1
≤

M
n( n - 1 )

x
x 1

n

,

又
x

x1
< 1 ,故∑

∞

n = 2

an x
n

n( n - 1 )
绝对收敛 ,因此 R≥ R1 = 8 .

任取 x2 使 | x2 | > 8 ,证明∑
∞

n = 2

an x
n
2

n( n - 1)
发散 .

反证 ,若∑
∞

n = 2

an x n
2

n( n - 1)
收敛 ,则 v x0 满足 8 < | x0 | < | x2 | ,

使得∑
∞

n = 2

an x n
0

n( n - 1)
亦收敛 .

| an x
n
0 | =

an x n
2

n( n - 1 )
n( n - 1 )

x0

x2

n

≤ Mn ( n - 1)
x0

x2

n

.

而∑
∞

n = 2

Mn ( n - 1 ) xn 的 R0 = 1 , 即 | x | < 1 时收敛 .因此

∑
∞

n = 2

Mn( n - 1)
x0

x2

n

收敛 , 进而推知∑
∞

n = 2

an x
n
0 收敛 , R1 = 8 , 应有

x0 ≤8 ,矛盾 .于是又有 R≤ R1 = 8 .

综上分析 ,最后得到本级数的收敛半径 R = 8 . 【解毕】

【注】 本题为单项选择题 ,凭猜想选 ( C )是对的 .以上分析证明过

程是应用阿贝尔定理的练习 .

13 .5  幂级数的代数运算性质与解析运算性质

1 . 代数运算性质

  对幂级数的代数运算性质 ,我们只限于讨论和与差的运算问

题 .而级数和与差的运算性质 ,有赖于极限的和与差运算性质 .我

们特别指出以下两点请读者注意 .

(1 ) 当两个同形 (同为标准形或一般形幂级数 )幂级数的收敛

半径不一致时 ( R1 ≠ R2 ) ,其和与差而生成的更新级数之收敛半径
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R* = min { R1 , R2 } ,收敛域取原收敛域之交集 .

(2 ) 当两个同形级数的收敛半径一致时 ( R1 = R2 ) ,情况会复

杂 ,要慎重对待 .

对不同形幂级数的和与差运算而生成的更新级数 ,其收敛域

应按极限运算法则慎重讨论 .

例 13 .5 .1  设有级数

(1 )∑
∞

n = 0

( - 1)
n

( x - 1 )
n
; (2 )∑

∞

n = 0

( - 1 ) n

3
n ( x - 1)

n
.

讨论两个级数之差生成的更新级数收敛域 .

【解】 考虑 (1 )～ ( 2 )后的更新级数 . 级数 ( 1 )和 ( 2 )均为等比级

数 ,级数 ( 1)收敛域为 | x - 1 | < 1 , ( 2 )的收敛域为 | x - 1 | < 3 ,则更

新后的级数收敛域为 | x - 1 | < 1 .更新级数为

∑
∞

n = 0

( - 1 )
n 1 -

1
3

n ( x - 1 )
n
, x∈ (0 ,2 ) . 【解毕】

例 13 .5 .2  设∑
∞

n = 0

an x n 的收敛半径 R1 = 1 ,则∑
∞

n = 0

an + 1 x
n
的

收敛半径 R2 为 .(单项选择 )

( A ) R2 ≤1;     ( B) R2≥1;

( C) R2 = 1;     (D ) 不定 .

【解】 正确选项为 ( B) .

如取 an =
1
n !

- 1 ,则 an + 1 =
1
n !

,级数∑
∞

n = 0

an x n 的 R1 = 1 ,但更

新级数∑
∞

n = 0

( an + 1 ) xn = ∑
∞

n = 0

1
n !

xn 的收敛半径 R2 = +∞ .【解毕】

【注】 本题中 , 取 bn = 1 , 则 ∑
∞

n = 0

( 1 + an ) xn 即为 ∑
∞

n = 0

an x n 与

∑
∞

n = 0

bn x n 之和的更新级数 .
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2 . 解析运算性质

幂级数作为一种特殊的函数项级数 ,由 13 .4 一般性概念的结

论 ,即可得到如下三条解析运算性质 .

(1 ) 和函数连续性

若级数∑
∞

n = 0

an x n 在[ - R, R]上一致收敛 ,而 an x n 在任意点 x

∈[ - R, R]连续 ,则其和函数 S( x)在 [ - R, R]上连续 .

(2 ) 逐项积分性质

在 (1 )的同样条件下 ,对任意点 x∈ ( - R, R)均有

∫
x

0
S( t) d t = ∑

∞

n = 0
∫

x

0
an tn d t = ∑

∞

n = 0

an

n + 1
xn+ 1 . (13 .6)

且逐项积分后的更新级数之收敛半径 r≥ R .

(3 ) 逐项微分性质

若∑
∞

n = 0

an x
n
在 ( - R, R)内收敛于 S( x) ,则 S( x)在 ( - R, R)

内可微 ,且可逐项微分 ,即

S′( x ) = ∑
∞

n = 1

nan x
n - 1

. (13 .7)

而更新级数∑
∞

n = 1

nan x
n - 1
的收敛半径 R

*
≥ R .

【注】 对逐项积分和逐项微分后的更新级数 ,由 ( 2 )中的 r≥ R 及

(3 )中的 R* ≥ R,则立即可有 r = R及 R * = R,即这类更新级数维

持原级数收敛半径 R 不变 .但应特别注意 ,在收敛域的端点上可

能会有变化 ,须个别考查端点处的收敛性 .

13 .6  泰勒级数与麦克劳林级数

若 f ( x )在 x0 处有任意阶导数 ,则称如下幂级数为 f ( x)在 x0
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处的泰勒级数 ,记为

f ( x) ～∑
∞

n = 0

1
n !

f ( n) ( x0 ) ( x - x0 ) n . (13 .8)

特别 x0 = 0 时 ,称

∑
∞

n = 0

1
n !

f
( n)

( 0) x
n

(13 .9)

为 f ( x)的麦克劳林级数 .

对上述定义必须思考两个问题 :幂级数除 x = x0 (或 x = 0 ,对

麦克劳林级数 )是否收敛 ? 若收敛 ,是否收敛到 f ( x ) ? 收敛域如

何 ? 对这些问题的结论是如下定理 :

若 f ( x)在 x = x0 处有任意阶导数 .则级数

∑
∞

n = 0

1
n !

f ( n) ( x0 ) ( x - x0 ) n

收敛于 f ( x)的充分必要条件是 n项余和

Rn ( x ) =
1

( n + 1 ) !
f

( n + 1 )
(ξ) ( x - x0 )

n+ 1

当 n ∞时趋于零 .其中ξ= x0 +θ( x - x0 ) , 0 <θ< 1 .

在上述定理条件下 ,寓意着结论 :做为幂级数形式的 f ( x )的

展开式唯一 ,幂级数展开式的和函数在收敛域上也唯一 .

以下 5 类初等函数的展开式 (麦克劳林级数 )是对其他函数进

行展开的基础 .

(1 ) e
x

= ∑
∞

n = 0

1
n !

x
n
, x∈ ( - ∞ , +∞ ) ;

(2 ) sin x = ∑
∞

n = 0

( - 1 ) n

( 2 n + 1 ) !
x2 n + 1 , x∈ ( - ∞ , +∞ ) ;

(3 ) cos x = ∑
∞

n = 0

( - 1)
n

(2 n) !
x

2 n
, x∈ ( - ∞ , +∞ ) ;

(4 ) ( 1 + x)α = ∑
∞

n = 0

α(α- 1)⋯ (α- n + 1)
n !

xn ,
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当α≤ - 1 时 , x∈ ( - 1 , 1) ,

当 - 1 <α< 0 时 , x∈ ( - 1 ,1 ] ,

当α> 0 时 , x∈[ - 1 , 1] .

特别α= - 1 时 ,对应等比级数的和函数 ,即

1
1 + x

=∑
∞

n = 0

( - 1) n x n , x∈ ( - 1 , 1) ,

1
1 - x

=∑
∞

n = 0

x
n
, x∈ ( - 1 ,1 ) .

  (5 ) ln(1 + x) = ∑
∞

n = 1

( - 1 )
n - 1

n
x

n
, x∈ ( - 1 ,1 ] .

对其他类型函数的展开 ,经常以上述结果作为已知 ,做间接展

开 ,此时 ,我们已假设满足了前述的收敛性定理 Rn ( x ) 0 ( n

∞ )的条件 .

例 13 .6 .1  将下列函数在 x0 处展开 ,指明收敛域 .

(1 ) e
x
,  x0 = 1; (2 ) e

- x
, x0 = 0 ;

(3 ) ln(1 - x) , x0 = 0;  (4 ) ln
1 + x
1 - x

, x0 = 0 .

【解】 (1 ) e
x

= e
x - 1 + 1

= ∑
∞

n = 0

e
n !

( x - 1 )
n
, x∈ ( - ∞ , +∞ ) .

(2 ) e - x = ∑
∞

n = 0

( - 1 )
n

n !
xn , x∈ ( - ∞ , +∞ ) .

(3 ) ln(1 - x) = ∑
∞

n = 0

( - 1 ) n

n + 1
( - x) n + 1

= - ∑
∞

n = 0

xn + 1

n+ 1
, x∈ ( - 1 , 1) .

(4 ) ln
1 + x
1 - x

= ln (1 + x) - ln (1 - x)

= ∑
∞

n = 1

( - 1 )
n - 1

n
x n - ∑

∞

n = 1

x
n

n
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= 2∑
∞

n = 1

1
2 n - 1

x
2 n - 1

, x∈ ( - 1 ,1 ) .

例 13 .6 .2  求 arctan x的麦克劳林级数 .

【解】 由
d

d x
(arctan x) =

1
1 + x

2 = ∑
∞

n = 0

( - 1 )
n
x

2 n
, ( | x | < 1) ,则有

∫
x

0

d t
1 + t2

= ∑
∞

n = 0

( - 1) n

2 n + 1
x

2 n+ 1
,

当 x =±1 时 ,级数均为条件收敛 ,最后得到

arctan x =∑
∞

n = 0

( - 1)
n

2 n + 1
x

2 n+ 1
, x∈ [ - 1 ,1 ] . 【解毕】

例 13 .6 .3  求 f ( x ) =
1

x( x + 2 )
在 x0 = 1 处的幂级数 .

【解】

f ( x ) = 1
2

1
x

-
1

2 + x
= 1

2
1

1 + x - 1
-

1
3 + ( x - 1)

= 1
2∑
∞

n = 0

( - 1 ) n ( x - 1 ) n - 1
2
· 1

3∑
∞

n = 0

( - 1 )
n

3
n ( x - 1) n

=∑
∞

n = 0

( - 1) n

2
1 - 1

3
n+ 1 ( x - 1 )

n
.

收敛域为 (0 ,2 ) . 【解毕】

【注】 求函数的幂级数展开式 ,最后必须合并为一个幂级数 .

13 .7  级数展开与求和综合例题

级数的展开与求和是较为综合的问题 ,需要对 5 类初等函数

的展开式及其收敛情况很熟悉 ,根据函数本身结构上的特点 ,确定

施行何种代数运算或解析运算 ,包括逐项积分与逐项微分 .对求和

问题 ,则需要选择适当的初等函数 ,配合特定的代数运算与解析运

算 ,构造出所要的结果 .本节给出几类典型综合例题 ,以训练级数
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综合分析能力 .

综例 13 .7 .1  求 f ( x ) =
1

(1 + x)2 在 x0 = 1 处的幂级数展开式 .

【思路】 首先所求级数形状应为∑
∞

n = 0

an ( x - 1 )
n
,其次 f ( x )不属

于基本初等函数类型 .必须采用代数运算或解析运算对 f ( x )进行

处理 .

【解】 (方法 1 )  代数运算 ,并用幂函数的基本展开式 .

f ( x) =
1

( 2 + ( x - 1 ) )
2 =

1
4
·

1

1 + x - 1
2

2

=
1
4

1 +∑
∞

n = 1

( - 2 ) ( - 2 - 1)⋯ ( - 2 - n + 1 )
n !

·
1
2n ( x - 1 )

n

=∑
∞

n = 0

( - 1 )
n
( n + 1)

2
n+ 2 ( x - 1) n , x∈ ( - 1 , 3) .

  (方法 2 )  解析运算 ,并采用等比级数的展开式 .

1

1 +
x - 1

2

= ∑
∞

n = 0

( - 1 )
n

2
n ( x - 1) n , | x - 1 | < 2 .

1

1 + x - 1
2

′

= -
1
2

1

1 +
x - 1

2

2 .

因此 ,可由逐项微分得到

f ( x ) = 1
4

1

1 + x - 1
2

2 = - 2
4

1

1 +
x - 1

2

′

= - 1
2 ∑
∞

n = 0

( - 1)
n

2
n ( x - 1) n

′
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= -
1
2∑
∞

n = 1

( - 1) n n
2n ( x - 1 )

n - 1

=∑
∞

n = 0

( - 1)
n

( n + 1)
2

n+ 2 ( x - 1 ) n , | x - 1 | < 2 .

【解毕】

【注】 在级数展开运算中 ,应注意求和的指标不要出错 ,简单可行

的办法是检查级数的第一项 ,必要时检查第二项 ,确保中间等号的

成立 .

综例 13 .7 .2  求 f ( x ) = xarctan x - ln 2 + x
2
的麦克劳林级数 .

【思路】 将 f ( x)的两项分别展开 ,再相减 .

【解】 xarctan x = x∫
x

0

1
1 + t

2 d t = x∫
x

0∑
∞

n = 0

( - 1) n t2 n d t

= x∑
∞

n = 0

( - 1 ) n

2 n + 1
x

2 n+ 1

=∑
∞

n = 1

( - 1 )
n - 1

2 n - 1
x2 n , | x |≤ 1;

ln 2 + x2 = ln2 +
1
2

ln 1 + x
2

2

= ln2 +
1
2∑
∞

n = 1

( - 1 ) n - 1

n
·

1
2

n x 2 n , | x |≤ 1 .

最后合并上面二个级数得到

f ( x ) = - ln2 +∑
∞

n = 1

( - 1)
n - 1 1

2 n - 1
- 1

n·2
n+ 1 x

2 n
.

收敛域为[ - 1 ,1 ] . 【解毕】

【寓意】 本题考查幂级数展开方法及级数的运算 .

【注】 凡求幂级数展开式 ,最后必须给出收敛域 ,以表示等式成立

的范围 .
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综例 13 .7 .3  设  In =∫
π
4

0
sin

n
x cos xd x , n = 1 , 2 ,⋯ .求∑

∞

n = 0

In .

( 2000 年考研题 )

【解】 由

In =∫
π
4

0
sin

n
xcos xd x =

1
n + 1

( sin x)
n+ 1

π
4

0

=
1

n + 1
1

2

n + 1

,

有

∑
∞

n = 0

In = ∑
∞

n = 0

1
n + 1

1

2

n + 1

,

  考 虑∑
∞

n = 0

x
n+ 1

n + 1

def
S( x) ,收敛半径 R = 1 ,在 ( - 1 ,1 ) 内有

S′( x ) =∑
∞

n = 0

x
n

=
1

1 - x
,

则

S( x) =∫
x

0
S′( t) d t =∫

x

0

d t
1 - t

= - ln | 1 - x | ,

令 x =
1

2
∈ ( - 1 , 1) ,则

∑
∞

n = 0

In = S
1

2
= - ln 1 -

1

2
= ln (2 + 2 ) . 【解毕】

【寓意】 本题考查级数求和与积分运算 .

【技巧】 选取函数 S′( x ) =
1

1 - x
是关键 ,这便取决于对初等函数

展开式及其微分、积分运算的熟练程度 .

综例 13 .7 .4  求∑
∞

n = 2

1
( n

2
- 1 )2

n 的和 .
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【解】 设 S( x) = ∑
∞

n = 2

xn

n2 - 1
,则只需求 S

1
2

,

S( x ) =∑
∞

n = 2

1
2

1
n - 1

- 1
n + 1

x
n
,

分别考虑两个级数 ,

∑
∞

n = 2

x
n

n - 1
= x∑

∞

n = 2

x
n - 1

n - 1
= x∑

∞

n = 1

x
n

n

= x ∑
∞

n = 1
∫

x

0
x

n - 1
d x

= x∫
x

0

1
1 - t

d t = - xln( 1 - x ) , | x | < 1 .

∑
∞

n = 2

xn

n + 1
=

1
x∑
∞

n = 3

xn

n

= 1
x

- ln (1 - x) - x -
1
2

x
2

, | x | < 1

且 x≠ 0 .

因此

S( x) =
x
2

[ - ln( 1 - x ) ] -
1

2 x
- ln (1 - x) - x - x

2

2

=
2 + x

4
+

1 - x
2

2 x
ln( 1 - x ) , ( | x | < 1 且 x≠ 0) .

令 x =
1
2

,得到

S
1
2

=
2 + 1

2
4

+
3
4

ln
1
2

=
5
8

-
3
4

ln2 . 【解毕】

【技巧】 合理处理级数求和号的下标是准确写出其和函数的关

键 .合并求和号时 ,下标必须一致 ,综例 13 .7 .2 及本例便是如此 .

有时可采取指标变量替换以统一求和号 (类似积分号合并时的区

间变换 ) .另外 ,为写出和函数 ,有时需要在级数前端增加有限项或
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去掉有限项 .

综例 13 .7 .5  设

f ( x) =
1 + x

2

x
arctan x , x≠ 0 ,

1 , x = 0 .

试将 f ( x)展开成 x的幂级数 ,并求级数∑
∞

n = 1

( - 1)
n

1 - 4 n
2 的和 .

( 2001 年考研题 )

【思路】 只须将 arctan x展开为 x 的幂级数 ,然后运用级数运算 ,

求两个级数和 .

【解】 由例 13 .6 .2 已得到

arctan x = ∑
∞

n = 0

( - 1 )
n

2 n + 1
x

2 n+ 1
, | x |≤ 1 .

于是

1 + x2

x
arct an x =

1
x

arct an x + xarct an x

=∑
∞

n = 0

( - 1 ) n

2 n + 1
x

2 n
+∑
∞

n = 0

( - 1) n

2 n + 1
x

2 n+ 2

= 1 +∑
∞

n = 1

( - 1 )
n

( 2 n + 1)
x

2 n
+∑
∞

n = 1

( - 1 )
n - 1

2 n - 1
x

2 n

= 1 +∑
∞

n = 1

( - 1) n 2
1 - 4 n

2 x2 n , | x |≤ 1 且 x≠ 0 .

记上述级数的和函数为 S( x) ,则 S( 0) = 1 = f ( 0) ,因此

f ( x ) = 1 +∑
∞

n = 1

( - 1 )
n
2

1 - 4 n2 x
2 n

, | x |≤ 1 .

令 x = 1 ,则有

∑
∞

n = 1

( - 1 )
n

1 - 4 n
2 = 1

2
[ f (1 ) - 1 ] = π

4
- 1

2
. 【解毕】

【寓意】 本题考查幂级数间接展开技巧及级数运算 .
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综例 13 .7 .6  级数∑
∞

n = 1

2 n - 1
2n 的和为 .(单项选择 )

( A ) 3;    (B)
3
2

;   ( C )
5
2

;    (D) 2 .

【解】 正确选项为 ( A ) .

取 S( x) = ∑
∞

n = 1

x
2 n - 1

2
n = x

2 - x
2 ,收敛域为 ( - 2 , 2 ) ,

S′( x) =
2 + x2

(2 - x
2

)
2 = ∑

∞

n = 1

2 n - 1
2

n x2 n - 2 .

本题求 S′(1 ) , 于是 S′(1 ) = 3 . 【解毕】

综例 13 .7 .7  级数∑
∞

n = 1

n
2

n !
的和为 .(单项选择 )

( A ) 2e - 1 ;  ( B) 2e - 1;  ( C) 2e ;  (D ) 2e - 1 - 1 .

【解】 正确选项为 ( C) .

∑
∞

n = 1

n
2

n !
=∑
∞

n = 1

n
( n - 1 ) !

= ∑
∞

n = 1

n - 1 + 1
( n - 1) !

=∑
∞

n = 2

1
( n - 2 ) !

+∑
∞

n = 1

1
( n - 1 ) !

=∑
∞

n = 0

1
n !

+∑
∞

n = 0

1
n !

= 2e . 【解毕】

综例 13 .7 .8  已知 f n ( x )满足

f n′( x) = f n ( x) + x
n - 1

e
x
( n为正整数 ) ,

且 f n (1 ) =
e
n

,求函数项级数∑
∞

n = 1

f n ( x )之和 .

【解】 由已知条件可得微分方程

f n′( x ) - f n ( x) = xn - 1 ex ,

据一阶线性微分方程解的公式得到
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f n ( x ) = e∫d x
(∫x

n - 1
e

x
e

-∫d x
d x + c) = e

x xn

n
+ c .

由已知 f n (1 ) =
e
n

,得 c = 0 ,故 f n ( x) =
xn e x

n
.于是

∑
∞

n = 1

f n ( x ) =∑
∞

n = 1

xn e x

n
= e

x

∑
∞

n = 1

xn

n
.

记 S( x) = ∑
∞

n = 1

x
n

n
,其收敛域为[ - 1 , 1) ,当 x∈ ( - 1 ,1 )时 ,有

S′( x) = ∑
∞

n = 1

xn - 1 = 1
1 - x

,

S( x) =∫
x

0

1
1 - t

d t = - ln( 1 - x) .

当 x = - 1 时 ,

∑
∞

n = 1

f n ( - 1 ) = - e
- 1

ln2 .

因此 ,当 - 1≤ x < 1 时 ,所求级数和为

∑
∞

n = 1

f n ( x ) = - e
x
ln( 1 - x ) . 【解毕】

【寓意】 本题考查一阶线性微分方程 ,而该方程含有参数 n,进一

步考查级数求和运算 .

【技巧】 在求和函数时 ,注意将级数一般项中与 n无关的部分因

子移到级数求和号外边 .如本题中 ∑
∞

n = 1

f n ( x ) = ∑
∞

n = 1

x
n
e

x

n
=

ex

∑
∞

n = 1

xn

n
,只须再求∑

∞

n = 1

1
n

x n 即可 .

综例 13 .7 .9  求级数 ∑
∞

n = 0

1
(2 n+ 1) ! !

x2 n + 1 的收敛域及和函数

S( x) .
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【解】 

lim
n ∞

(2 n + 1 ) ! !
(2 n + 3 ) ! !

= lim
n ∞

1
2 n + 3

= 0 ,

则收敛半径为 R = +∞ ,收敛域为 ( - ∞ , +∞ ) .

S′( x) = ∑
∞

n = 0

1
( 2 n + 1) ! !

x
2 n+ 1
′

=∑
∞

n = 0

1
( 2 n + 1) ! !

x2 n+ 1
′

= 1 +∑
∞

n = 1

1
(2 n - 1 ) ! !

x
2 n

= 1 + x∑
∞

n = 0

1
( 2 n + 1) ! !

x2 n+ 1

= 1 + xS ( x) .

于是 S( x)满足一阶线性微分方程

S′( x) - xS ( x) = 1 ,

并且 S(0 ) = 0 ,求解上述方程得到

S( x) = e
1
2

x
2

∫
x

0
e -

t2

2 d t . 【解毕】

【注】 S( x)表达式中的积分不可以表为初等函数 .

综例 13 .7 .10  设函数 z( k) = ∑
∞

n = 0

n
k

n !
e

- 1
.k为正整数 .

(1 ) 求 z(0 ) , z( 1)及 z(2 )的值 ; (2 ) 试证 z( k)亦为正整数 .

【解】 本题考查幂级数展开式与和函数的综合技巧 .

(1 ) z(0 ) = e - 1

∑
∞

n = 0

xn

n ! x = 1
= e - 1 e x | x = 1 = 1 ,

z(1 ) = e - 1∑
∞

n = 0

n· x
n

n ! x = 1
= e - 1 x( ex )′| x = 1 = 1 ,

z(2 ) = e - 1∑
∞

n = 0

n
2
· x

n

n ! x = 1
= e - 1 x( xex )′| x = 1 = 2 .
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(2 ) 显然有如下规律 :

k = 1 : x( ex )′= ∑
∞

n = 0

n· x
n

n !
= P1 ( x) ex ;

k = 2 : x( P1 ( x )e
x

)′=∑
∞

n = 0

n2· xn

n !
= P2 ( x) e

x
;

⋯⋯

k = k: x( Pk - 1 ( x) e
x

)′= ∑
∞

n = 0

nk· xn

n !
= Pk ( x )e

x

其中 P0 ( x ) = 1 ,

P1 ( x ) = x,

P2 ( x ) = x
2

+ x = x( P1′( x ) + P( x) ) ,

⋯⋯

Pk ( x) = x( Pk - 1′( x ) + Pk - 1 ( x ) ) .

它们均为整系数多项式 .令 x = 1 ,有 Pk (1 )·e = ∑
∞

n = 0

n
k

n !
,对任意正

整数 k, Pk ( 1) = ∑
∞

n = 0

n
k

n !
e

- 1
必为正整数 . 【解毕】

【技巧】 由 z( k)的级数表达结构 ,应联想到 e
x
的展开式 ,其中 e

- 1

与 n无关 ,应移到求和号外面 .对 e
x
展开式求导一次后再乘以 x ,

以保证求导一次后能出现相同的因子 n,做 k次这样的处理 ,便可

出现因子 n
k

.

13 .8  傅里叶级数

傅里叶级数反映了一个周期函数可以分解为有限或无限多个

不同频率的正弦 (余弦 )信号之加权和这样一个基本事实 ,同时也

说明了无限多个不同频率的正弦 (余弦 )信号可以合成某一指定的

周期信号 ,这是经典频谱分析的理论基础 ,也是现代图像与语言处
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理技术的基础之一 .后者则是理论上较为复杂的反问题 .

将一个周期函数展开为傅里叶级数的公式依赖于三角函数族

的正交性 .

本节重点是[ -π,π] , [ - l , l]的傅里叶级数展开以及 [ 0 ,π] ,

[0 , l]上定义的 f ( x )之奇偶延拓意义下的正弦级数与余弦级数 ,

包括给出收敛性结论的狄里克雷定理 .

1 . 三角函数族的正交性

记 T = {1 , cos nx, sin m x | m, n∈N} ( N 表示自然数全体 ) ,则 T

之任意二元在[ -π,π]上正交 ,即有

(1 )∫
π

-π
cos kxd x =∫

π

-π
sin kxd x = 0 ,

(2 )∫
π

-π
cos mx sin nx d x = 0  ( m≠ n) ,

(3 )∫
π

-π
cos mx cos nx d x = 0  ( m≠ n) ,

(4 )∫
π

-π
sin mx sin nxd x = 0  ( m≠ n) .

2 .定义在 [ -π,π]上的 f ( x)展开为傅里叶级数

f ( x) ～
a0

2
+∑
∞

k = 1

( ak cos kx + bk sin kx ) . ( 13 .10)

其中 ak =
1
π∫
π

-π
f ( x )cos kx d x  ( k = 0 , 1 , 2 ,⋯ ) ,

bk = 1
π∫
π

-π
f ( x ) sin kx d x  ( k = 1 ,2 ,⋯ ) .

  狄里克雷定理给出的收敛性结论

设上述傅里叶级数的和函数为 S( x) .若 f ( x)在[ -π,π]上分

段单调且只有有限个第Ⅰ类间断点 ,则相应的傅里叶级数收敛性

结论为 :

(1 ) 在 f ( x )的连续点 x∈ ( -π,π) ,有 S( x) = f ( x) ;

(2 ) 在 f ( x )的间断点 x0 ∈ ( -π,π) ,有
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S( x0 ) =
1
2

[ f ( x
-
0 ) + f ( x

+
0 ) ] ;

  (3 ) 在端点 x =±π,有

S(±π) =
1
2

[ f ( - π
+

) + f (π
-

) ] .

其中 f ( x -
0 ) , f ( x+

0 ) ,以及 f (π- ) , f (π+ )分别表示 f ( x)在相应点

处的左右极限值 .

3 .定义在 [ - l, l]上的 f( x)展开为傅里叶级数

对[ -π,π]上的情形 ,只须取区间变换

t =
π
l

x ,即 x =
l
π

t, ( 13 .11)

则 d x =
l
π

d t .记φ( t) = f
l
π

t ,则φ( t)为[ -π,π]上的周期函数 .

此时有

ak =
1
π∫
π

-π
φ( t)cos ktd t

= 1
l∫

l

- l
f ( x )cos kπ

l
xd x  ( k = 0 , 1 , 2 ,⋯ ) ;

bk =
1
π∫
π

-π
φ( t) sin ktd t

= 1
l∫

l

- l
f ( x ) sin kπ

l
x d x  ( k = 1 ,2 ,⋯ ) .

  类似[ -π,π]上的情形 ,也可有相应的收敛性结论 ,在连续点

x处 , S( x ) = f ( x) ,而在间断点或左右端点 ,均为左右极限和的一

半 .具体表达式 ,请读者列出 .

4 . 奇偶延拓

对前两小节中的 f ( x ) ,若在 [ -π,π]或 [ - l , l]上 f ( x )为奇

函数 ,则相应的傅里叶级数必为正弦级数 ;当 f ( x)为偶函数时 ,相

应的傅里叶级数必为余弦级数 .

当 f ( x)只在 [ 0 ,π]或 [ 0 , l]上有定义时 , 可人为地将这样的

·413· 第 13 章  函数项级数



f ( x)拓展为 F( x)如下 :

F( x) =
- f ( - x) , - π≤ x < 0 ,

f ( x) , 0 ≤ x≤π .
( 13 .12)

则 F( x)满足 : F( - x) = - F( x) ,即 F( x)为奇函数 .此时 F( x)的

傅里叶级数为正弦级数 ,且

ak = 0  ( k = 0 , 1 , 2 ,⋯ ) ;

bk =
2
π∫
π

0
f ( x ) sin kx d x  ( k = 1 , 2 ,⋯ ) .

( 13 .13)

F( x)的傅里叶级数即称为 f ( x )的奇延拓级数 ,或称为 f ( x )的正

弦级数 .

若将 F( x)定义为

F( x) =
f ( - x ) , - π≤ x < 0 ,

f ( x) , 0 ≤ x≤π .
( 13 .14)

则必有 F( x) = F( - x) ,即 F( x)为偶函数 .F( x)的傅里叶级数为

余弦级数 ,称之为 f ( x )的偶延拓级数 ,或称之为 f ( x )的余弦级

数 .且

ak = 2
π∫
π

0
f ( x )cos kxd x  ( k = 0 , 1 , 2 ,⋯ ) ,

bk = 0  ( k = 1 , 2 ,⋯ )

( 13 .15)

  对[0 , l]上定义的 f ( x) ,其奇延拓与偶延拓类似上述 [0 ,π]上

的情况 ,只是再次考虑区间变换 ( 13 .11) ,并利用奇偶性 ,则有相应

的傅里叶系数公式 .

余弦级数

ak =
2
l∫

l

0
f ( x) cos

kπ
l

xd x  ( k = 0 , 1 , 2 ,⋯ ) ;

bk = 0  ( k = 1 , 2 ,⋯ ) .

 ( 13 .16)

  正弦级数
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ak = 0  ( k = 0 ,1 ,2 ,⋯ ) ;

bk = 2
l∫

l

0
f ( x) sin kπ

l
xd x  ( k = 1 , 2 ,⋯ ) .

( 13 .17)

  对收敛性的结论 ,完全和[ -π,π]上的情况类似 .

13 .9  傅里叶级数例题

例 13 .9 .1  设函数 f ( x ) =
0 , -π< x < 0 ,

1 , 0≤ x <π .

求 f ( x)的傅里叶级数 ,并写出和函数表达式 .

【解】

a0 =
1
π∫
π

-π
f ( x) d x =

1
π∫
π

0
1·d x = 1 ,

ak =
1
π∫
π

-π
f ( x) cos kxd x

=
1
π∫
π

0
cos kx d x

= 0 ,

bk = 1
π∫
π

-π
f ( x) sin kxd x

=
1
π∫
π

0
sin kxd x

=
1
kπ

(1 - cos kπ) ,

这里 bk 可表示为

bk =

0 , k = 2 n,

2
(2 n - 1 )π

, k = 2 n - 1 .

于是 f ( x)的傅里叶级数为
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f ( x ) ～
1
2

+∑
∞

n = 1

2
(2 n - 1 )π

sin( 2 n - 1) x .

级数的和函数为 (一个周期上 )

S( x) =

f ( x) , x∈ ( - π, 0 ) ∩ (0 ,π) ,

1
2

, x = 0 或±π .
【解毕】

例 13 .9 .2  求 f ( x ) = x( 0≤ x≤π)在[ -π,π]上的正弦级数与余

弦级数 ,并写出和函数 .

【解】 (1 ) 奇延拓 ,取 F( x) = x  ( -π≤ x≤π) ,则

ak = 0  ( k = 0 , 1 , 2 ,⋯ ) ,

bk =
2
π∫
π

0
xsin kxd x =

2
π∫
π

0

- x
k

d cos kx

= -
2
kπ

xcos kx
π

0
-∫
π

0
cos kxd x

= - 2
k

cos kπ = ( - 1) k+ 1· 2
k
 ( k = 1 ,2 ,⋯ ) .

正弦级数为

f ( x) ～∑
∞

k = 1

( - 1 )
k+ 1
·

2
k

sin kx .

S( x) =
x , - π < x <π,

0 , x =±π .

  (2 ) 余弦级数

bk = 0  ( k = 1 , 2 ,⋯ ) , a0 = π,

ak =
2
π∫
π

0
xcos kxd x =

2
k

2
π

(cos kπ - 1) ,

上述 ak 可表为

ak =

0 , k = 2 n,

- 4
( 2 n - 1)

2
π

, k = 2 n - 1 .
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f ( x)的余弦级数为

f ( x) ～ π
2

- 4
π∑
∞

k = 1

1
(2 k - 1)

2 cos (2 k - 1) x .

和函数为 (一个周期 )

S( x ) =

- x , - π < x < 0 ,

x, 0 ≤ x < π,

π, x =±π .

 

 

【解毕】

例 13 .9 .3  求 f ( x ) = x
2
在[ 0 , 1]上的余弦级数 .

【解】 取 F( x) = x
2

( - 1≤ x≤1) ,则 l = 1 ,即有

a0 = 2
1∫

1

0
f ( x) d x = 2∫

1

0
x2 d x = 2

3
,

ak =
2
1∫

1

0
x

2
cos kπxd x

= 2
kπ

x2 sin kπx
1

0
- 4

kπ∫
1

0
xsin kπxd x

=
4

( kπ)2 xcos kπx
1

0
-

4
( kπ)2∫

1

0
cos kπxd x

= ( - 1) k 4
( kπ)

2  ( k = 1 ,2 ,⋯ ) .

因此 x
2
在[ 0 , 1]上的余弦级数为

x2 ～ 1
3

+∑
∞

k = 1

( - 1 ) k 4
k

2
π

2 cos kπx . 【解毕】

例 13 .9 .4  若将函数

f ( x) =

- x , 0 ≤ x≤
1
2

,

2 - x,
1
2

< x < 1 .

展成周期为 T = 2 的正弦级数 ,则和函数 S( x)在 x = -
5
2
处的值

为 .(单项选择 )
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( A ) 0;   (B)
1
2

;   ( C ) -
1
2

;   (D) 1 .

【思路】 对此类问题 , 无需做傅里叶级数展开计算 , 直接通过

f ( x)的奇延拓即可判断和函数的取值 .

【解】 正确选项为 ( C) .

一个周期 ( T = 2 )内的奇延拓函数为

F( x) =

- 2 - x, - 1 < x < - 1
2

,

- x, - 1
2
≤ x≤ 0 ,

- x 0 ≤ x≤
1
2

,

2 - x,
1
2

< x < 1 .

由于周期 T = 2 ,因此 S -
5
2

= S -
1
2

,而 x = -
1
2
为 F( x)的

第Ⅰ类间断点 , S -
1
2
应为 F ( x )在 x =

1
2
处左右极限之和

的
1
2

.而

F -
1
2

+

= 1
2

, F -
1
2

-

= - 3
2

.因此 S -
1
2

= - 1
2

.

【解毕】

【注】 熟练写出奇延拓函数 (或偶延拓函数 ) ,是解决此类问题的

有效手段 ,应严格按 ( 13 .12)与 ( 13 .13 )两式构造延拓函数 F( x) .

另外 ,也可以通过函数作图来处理这类问题 ,应特别注意周期性 ,

写延拓函数的方法有利于训练函数关系表达的能力 ,应予以重视 .
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第 14章  微分方程基本概念及一阶方程
与高阶可降阶方程的解法

14.1  引   言

  微分方程的基本内容可概括为三句话 :

一个基本概念 : 微分方程的“解”;

三类微分方程 : 一阶可积型 ;高阶可降阶型以及高阶线性

方程 ;

几方面简单应用 : 主要是在物理、力学、几何等方面的应用 .

微分方程的中心问题是“解方程”,解方程的基本方法是 : 用

变量置换 ,将方程化成可积类型 ;用观察待定 (常数或函数 )的方

法 ,将问题化成代数方程或其他较简单的微分方程 .与求不定积分

方法比较 ,解微分方程的做法是 ,先判别方程类型 ,再选择具体解

法 .突出类型的识别是“解微分方程”的特点 .

14.2  微分方程的基本概念

(1 )“解”: 满足微分方程的函数 , 即代入微分方程使其成为

恒等式的函数 ,称为该方程的解 .

(2 )“阶”: 微分方程中所含未知函数导数阶数的最高数 .通

常一个微分方程的标准型是关于最高阶导数已解出的形式 ,如一

阶方程 y′= f ( x, y ) ;二阶方程 y″= f ( x, y, y′)等等 .

(3 )“通解”或“一般解”,指包含有与方程阶数相同个数的独

立任意常数的方程之解 ,这实际上是含多个参数的函数簇 .在一般



情形下 ,通解不一定是方程的所有解 .

(4 )“线性方程与非线性方程”: 如果微分方程中所含未知函

数及其各阶导数均是一次的 ,则称其为线性方程 ;否则就是非线性

方程 .例如 y″+ x y′= 0 是二阶线性方程 ,而 y″+ y y′= 0 则是非线

性方程 .线性与非线性是微分方程的基本分类 , 两者有很大的差

别 .线性方程是高等数学中的主要研究对象 ,它们从解的结构到解

法均有很强的规律性 .特别是 ,线性方程的通解就是其所有解 .

以上 4 个是微分方程的最基本概念 ,另外还有“特解”、“初始

条件”等概念 ,也都是围绕着解的概念而展开的 .

例 14.2.1  请判别函数

y1 ( x) = c1 e - x
2

+ 1 ,  y2 ( x) = c2 ,  y3 ( x ) = y1 ( x ) + y2 ( x ) ,

其中 c1 , c2 为任意常数 ,是否是方程

y′= 2 x( 1 - y) , (14 .1)

x y″- (1 - 2 x
2

) y′= 0 (14 .2)

的解 ? 若是解的话 ,指出是特解还是通解 ?

【解】 验证是否为解 ,仅需将所验证函数代入方程 ,看是否能成为

恒等式即可 .

(1 ) 将 y1 ( x)代入方程 (14 .1)得

左边 = - 2 xc1 e - x
2

;   右边 = 2 x( - c1 e - x
2

) .

  由于左边≡右边 ,可见是其解 ,又 y1 ( x )中含有一个任意常

数 ,因而是此一阶方程的通解 ,或一般解 .再者 , 这是一阶线性方

程 ,因而也是其所有解 .

将 y2 ( x ) = c2 代入 (14 .1) ,欲让

0 ≡ 2 x(1 - c1 ) ,

只有 c1 = 1 才行 ,可见 y2 ( x ) = c1 除 c1 = 1 之外 ,不是 (14 .1)之解 .

其实 ,从其通解可知 ,当 c1 = 0 时 , y1 ( x) = 1 .由此可知只有 c2 = 1

时 , y2 ( x )才是解 , 这是因为 y1 ( x ) = c1 e
- x2

+ 1 是 ( 14 .1 )的所
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有解 .

(2 ) 今将 y1 ( x) = c1 e
- x2

+ 1 和 y2 ( x ) = c2 代入方程 ( 14 .2 ) ,

全能使其成为恒等式 ,可见都是该方程之解 ,但由于均只有一个任

意常数 ,因而不是通解 ,但 y3 ( x ) = c1 e - x
2

+ 1 + c2 不但是 ( 14 .2 )之

解 ,而且有两个独立的任意常数 ,因而是该方程的通解 .

(3 ) 解 y1 ( x ) = c1 e
- x2

+ 1 是含单参数 c1 的函数簇 ,如果用求

导方法消去参数 c1 ,则得到以此为通解的一阶微分方程 ,即由

y = c1 e
- x2

+ 1 ,

y′= - 2c1 xe
- x2

.

消去 c1 ,得方程

y′= 2 x( 1 - y ) .

这就是方程 (14 .1) .

同样地 ,利用 y3 ( x) ,用求导方法消去二个参数 c1 和 c2 ,即由

y = c1 e
- x2

+ c2 ,

y′= - 2 xc1 e
- x2

,

y″= - 2c1 e - x2

+ 4 x2 c1 e - x2

.

得到方程

y″
y′

=
- 1 + 2 x

2

- x
,

即 x y″= (1 - 2 x
2

) y′

这就是方程 (14 .2) . 【解毕】

例 14 .2 .2  求∫xe
x
sin xd x = ?

【解】 问题等价于解方程

y′= xe
x
sin x . (14 .3)

  什么函数的导数会是 xe
x
sin x呢 ? 显然只可能是形如

y = ( ax + b)e
x
sin x + ( cx + d)e

x
cos x (14 .4)
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的函数 ,其中 a, b, c, d为待定常数 .将 (14 .4 )代入方程 ( 14. 3) ,欲

使下式

y′= ( ax + b)e x sin x + ( ax + b)e x cos x + ae x sin x

- ( cx + d) ex sin x + ( cx + d) ex cos x + cex cos x

≡ xe
x
sin x

成立 ,比较两边的系数 ,得到关于系数 a, b, c和 d 的方程

a - c = 1 ,

b - d + a = 0 ,

a + c = 0 ,

b + d + c = 0 .

解出 a = 1
2

, c = - 1
2

, b = 0 , d = 1
2

.

由此得 y( x) =
x
2

e
x
sin x -

x
2

-
1
2

e
x
cos x + C . 【解毕】

【注】 这种“观察待定系数”的方法是微分方程求解的重要途径 ,

这里所设的带有待定常数的函数 ,通常称为方程的“形式解”.言下

之意 ,可能具有这种形式的解 ,至于是否真有 ,就要看代入方程后 ,

得到的代数方程是否有解 ,若待定之数确能求出来 ,则这种形式的

解就找到了 ,否则无这种形式之解 .

14.3  一阶可积类型

一阶方程 y′= f ( x, y )中有极少数方程可以通过积分的方法

求解 ,这种方程统称之为一阶可积类型 .这种类型最基本的形式是

所谓“可分离变量型”和“可化为可分离变量型”的方程 .

1. 可分离变量型

此种类型方程形式为

y′= f ( x) g( y) . (14 .5)
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或者 ,用微分形式表示为

d y
g ( y)

= f ( x ) d x .

其解是

∫ d y
g( y)

=∫f ( x ) d x + c,

或者 ,满足初始条件 y( x0 ) = y0 之解为

∫
y

y
0

d y
g ( y)

=∫
x

x
0

f ( x ) d x .

这里不定积分∫ d y
g( t)

,∫f ( x) d x代表一个原函数 .

2. 可化成可分离变量型

这种方程是通过变量置换 ,将新方程化成可分离变量型方程 .

典型的有

(1 ) 零齐方程 :

y′= f
y
x

. (14 .6)

  作变换 u =
y
x

,即 y = xu,则得关于 u的分离变量型方程

d u
d x

=
f ( u) - u

x
.

  (2 ) 线性变量方程 :

y′= f ( ax + by ) . (14 .7)

  作变换 u = ax + by, 即 y =
1
b

( u - ax) ,则得关于 u的方程

u′= bf ( u) + a .

  类似方程可以有许多 ,而其思路是作某种变量置换之后 ,使新

方程成为可分离变量型 .

3. 一阶线性微分方程

此种类型方程的形式为
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y′+ p( x) y = q( x) . (14 .8)

  当 q( x)≡0 时 ,

y′+ p( x) y = 0 (14 .9)

是可分离变量型方程 ,称为一阶线性齐次方程 ,其解容易求得 ,为

y( x) = ce
-∫p( x) d x

. ( 14 .10)

对于一阶线性非齐次方程 (14 .8) ,它不是可分离变量型的 ,其解当

然也不可能是 (14 .10 ) ,但是能否将其中的 c当作新的未知函数来

代替 y ,而使新方程变量分离呢 ? 即令

y( x) = c( x) e
-∫p( x) d x

,或写成 c( x) = y·e∫p( x) d x
.

为适应上述变换 ,将 ( 14 .8 )两边同乘 e∫p ( x ) d x
, 得

y′e∫p ( x ) d x
+ p( x)e∫p( x) d x

y = q( x) e∫p( x) d x
, ( 14 .11)

即

ye∫p ( x ) d x ′= q( x) e∫p ( x) d x , ( 14 .12)

于是得 c′( x ) = q( x) e∫p( x) d x

c( x) =∫ q( x)e∫p ( x ) d x d x + A

从而有

y( x) = Ae -∫p( x) d x + e -∫p ( x) d x∫ q( x) e∫p( x) d x d x . ( 14 .13)

这就是 (14 .8)之解 .在解这种方程时 ,没有必要死记公式 (14 .13 ) ,

可以直接利用步骤 (14 .11 ) ,两边同乘因子 e∫p ( x ) d x , 而后直接积分

方程 (14 .12 ) .

例 14 .3 .1  求 y′+
1
x

y =
sin x

x
.

【解】 对方程两边同乘

e∫p( x) d x
= e∫

d x
x = e

l n x
= x,

得新方程
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( x y)′= sin x ,

xy = - cos x + c,

y =
c
x

-
cos x

x
. 【解毕】

  要指出的是 , 解 ( 14 .13 ) 中 Ae
-∫p ( x ) d x
正是线性齐次方程

(14 .9)的一般解 ,而后一部分正是线性非齐次方程 ( 14 .8 )的一个

特解 .这种解的结构形式 ,对一阶线性方程总是正确的 .

与一阶线性方程很像的一类非线性方程

y′+ p( x) y = q( x) y
α

( 14 .14)

称为伯努利方程 ,它通过变量置换可以变成线性方程 ,为此改写

(14 .14 )为

y -αy′+ p( x) y1 -α = q( x) ,

1
1 - α

y1 -α ′+ p( x) y1 -α = q( x) .

令 u( x) = y1 - α ,得关于 u的线性方程

1
1 - α

u′+ p( x) u = q( x) .

4 . 全微分方程与积分因子

任何一阶方程都可以写成微分形式

X ( x , y ) d x + Y ( x, y) d y = 0 . ( 14 .15)

这使人联想到对隐函数 F( x, y) = c求导时的形式 ,如果有

X ( x , y) d x + Y ( x, y) d y =
�F
�x

d x +
�F
�y

d y , ( 14 .16)

则 (14 .15 )就变成

d F( x, y ( x) ) = 0 ,

因而 (14 .15 )有由隐函数给出的解

F( x, y) = c .

  方程 ( 14 .15 )左端能变成 (14 .16 )的形式的条件 .由混合偏导

数相等可得
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�X
�y

=
�2 F
�y�x

=
�2 F
�x�y

=
�Y
�x

,

从而可推出所谓“可积性条件”:

�X
�y

=
�Y
�x

. ( 14 .17)

当然 ,这里的条件是 X , Y 的偏导数连续 .

满足这种条件的方程显然非常少 ,但可以通过方程两边同乘

一个函数 ,使之成为这种方程 .这在原则上总是可以的 ,但实际上

是将原问题转化为解另一个更一般的困难问题 .而在某些特别的

情况下 ,这种方法能解决一些问题 ,这叫“积分因子方法”,这由所

乘的函数叫积分因子而得名 .具体在找积分因子时 ,通常是利用

“凑微分”逐步来实现 ,其中常用的公式是

ud v + vd u = d( uv) ;

ud v - vd u
u

2 = d
v
u

.

  udv - vd u的常用积分因子有

1
u2 ,  

1
v2 ,  

1
u2 ± v2 ,  

1
uv

.

例 14 .3 .2  求解 1 + e
x
y d x + e

x
y 1 -

x
y

d y = 0 .

【解】 这不是线性方程 ,也不是可分离变量型 ,可利用凑全微分的

方法试试 .(当然可以先用可积性条件检验一下 ,是否是全微分方

程 ,本题满足可积性条件 ) .

凑全微分的过程是 ,先分解 ,把显而易见的全微分凑出来 ,再

步步深入 .

d x + e
x
y d x + d y -

x
y

d y = 0 ,

d x + e
x
y d y +

yd x - xd y
y

= 0 ,
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d x + e
x
y d y + yd

x
y

= 0 ,

d x + e
x
y d y + ye

x
y d

x
y

= 0 ,

d x + ye
x
y = 0 ,

x + ye
x
y = c . 【解毕】

例 14 .3 .3  求解 yd x + ( x - 3 x3 y2 ) d y = 0 .

【解】 yd x + xd y - 3 x
3

y
2

d y = 0 ,

d ( x y) - 3 x
3

y
3

y
d y = 0 ,

两边同乘
1

x
3

y
3 得

d ( x y)
( x y)3 -

3
y

d y = 0 ,

- 1
2

d ( ( xy ) - 2 ) - 3dln y = 0 ,

d
1

2 x2 y2 + 3ln y = 0 ,

1
2 x

2
y

2 + 3ln y = c . 【解毕】

14.4  高阶可降阶方程

二阶方程的一般形式是

y″= f ( x, y, y′) . ( 14 .18)

从利用积分求解的思路来看 ,主要是通过变量置换将方程降阶 .一

般性的降阶方法是没有的 ,必须具体方程具体处理 .但在 ( 14 .18)

的右端函数中 ,若缺 y和 y′,缺 y或缺 x 的 3 种情形 ,有一般的降

阶处理方法 .
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对缺 y, y′的方程

y″= f ( x) ( 14 .19)

仅需作两次不定积分即可 .

对缺 y的方程

y″= f ( x, y′) ( 14 .20)

仅需令 p( x) = y′( x ) ,就降成关于 p的一阶方程

p′= f ( x, p) .

  对缺 x的方程

y″= f ( y, y′) . ( 14 .21)

将 y看作自变量 ,即令 p( y) = y′( x ) ,则

y″( x ) =
d p( y)

d y
·

d y
d x

= p( y)
d p
d y

,

于是有关于 p( y)的一阶方程

p
d p
d y

= f ( y, p) .

例 14 .4 .1  解满足初始条件 y( 0 ) = 1 , y′( 0) = 0 及方程 2 y y″=

1 + ( y′)
2
的特解 .

【解】 这是 y″= f ( y, y′)型的方程 ,为此可令 p( y) = y′,则

y″=
d p
d y

y′= p
d p
d y

,

代入原方程得

2 yp d p
d y

= 1 + p2 ,

2 pd p
1 + p

2 = d y
y

.

积分并利用初始条件 p(1 ) = 0 ,得

∫
p

0

d p2

1 + p2 =∫
y

1

d y
y

,

即
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ln( 1 + p2 ) = ln y,

1 + y′2 = y,

d y

y - 1
= d x,

再利用初始条件 y( 0) = 1 ,并积分得

∫
y

1

d y

y - 1
=∫

x

0
d x,

即 y =
1
4

x
2

+ 1 . 【解毕】

14.5  综  合  题

综例 14 .5 .1  试检验函数

y1 = ce
x

+ x;   y2 = c1 e
x

+ c2 x

是否是下列方程 : ( A ) y′= y - x + 1 , (B ) ( x - 1 ) y″- x y′+ y = 0 .

的解 ? 如果是 ,指出是通解还是特解 ? 其中 c, c1 , c2 是任意常数 .

【解】 用直接代入方程验算方法 ,可知 :

y1 ( x )是方程 ( A )的一般解 ;

y1 ( x )是方程 ( B)的解 ,但不是一般解 ;

y2 ( x )是方程 ( B)的一般解 .

若利用线性方程解的结构的理论 ,以上结果更易于得到 ,此时

仅需验证 :e
x
是齐次线性方程 y′- y = 0 之解 ; x是 y′- y = - x +

1 之解 ; ex 和 x 是方程 ( x - 1 ) y″- x y′+ y = 0 之解 ,再利用线性方

程解的结构理论即可 . 【解毕】

综例 14 .5 .2  若 y = y( x)在 ( - ∞ , +∞ )内满足条件

y′= x
2

+ y
2

,

y( 0) = 0 .
( 14 .22)

试研究其增减、凸凹区间、极值点与拐点 ,当 x→±∞时 ,函数 y( x)
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的趋势 ,以及其奇偶性 .最后做出函数的略图 .

【解】

( i ) 由于 y′= x2 + y2≥0 ,可见 y( x)在 ( - ∞ , +∞ )上是增函

数 .又由于 y( 0) = 0 ,可知 : 当 x > 0 时 , y( x) > 0;当 x < 0 时 , y( x)

< 0 .因此 y = y( x)只有唯一零点 x = 0 .进而可验证点 x = 0 不是

极值点 .

( ii ) 由于 y″= 2 x + 2 y y′= 2 x + 2 y( x2 + y2 ) ,得出 :

当 x > 0 时 , y″> 0 , y = y( x)是下凸的 ;

当 x < 0 时 , y″< 0 , y = y( x)是上凸的 ;

当 x = 0 时 , y″= 0 ,这是函数的唯一拐点 .

( iii ) 由于 y′= x
2

+ y
2
≥ x

2
,积分得 :

当 x≥0 时 , y ( x ) ≥∫
x

0
x

2
d x =

1
3

x
3

,故 lim
x→+ ∞

y( x) = + ∞ ;

当 x≤ 0 时 , y( x ) ≤∫
x

0
x

2
d x =

1
3

x
3

,故 lim
x→ - ∞

y( x) = - ∞ .

( iv) 奇偶性研究

若 y = f ( x )满足 ( 14 .22)中的微分方程 ,即

f′( x) = x
2

+ f
2

( x) ,

可推出

f′( - x) = ( - x)
2

+ f
2

( - x) = x
2

+ f
2

( - x) . ( 14 .23)

  今考虑函数 y1 ( x ) = - f ( - x) ,可证明它也满足 ( 14 .22)中的

方程 ,因为

d y1 ( x )
d x

= d
d x

( - f ( - x) ) = f′( - x) .

利用 (14 .23 )得

d y1 ( x)
d x

= x2 + f2 ( - x)

= x2 + ( - f ( - x ) )2

= x2 + y2
1 ( x ) .
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这就说明 y1 ( x ) = - f ( - x)也是方程之解 ,再加上

y1 (0 ) = - f (0 ) = 0 .

根据一阶微分方程初值问题解的唯一性 ,这两个解 y( x) = f ( x)

及 y1 ( x ) = - f ( - x)是相同的 ,从而有 f ( x ) = - f ( - x) ,可见此

函数为奇函数 .

( v) 略图见图 14. 1 .

图  14. 1

【解毕】

综例 14 .5 .3  已知函数 y = y( x)满足条件

xy″+ 3 x y′2 = 1 - ex ,

y (0 ) = y′( 0) = 0 .

欲使 y( x)≤ A x
2

, " x≥0 , 求 A = ?

【解】 ( i ) 若有 y( 0) = y′( 0 ) = 0 及 f (0 ) = f′( 0) = 0 ,则由 y″( x)

≤ f″( x) , " x≥0 ,可推出 y( x)≤ f ( x ) .

( ii ) 由于 y″=
1 - e - x

x
- 3 y′2≤

1 - e - x

x
,若有

1 - e - x

x
≤ ( Ax

2
)″= 2 A,   " x≥ 0 .

仅需 max
x≥0

1 - e
- x

x
= 2 A .

而对 " x≥ 0 ,
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f′( x ) =
1 - e - x

x
′=

(1 + x) e - x - 1
x2 ≤ 0 ,

即有 2 A = max
x≥ 0

f ( x) = lim
x→0 +

1 - e - x

x
= 1 ,

解出 A = 1
2

.

即 " x≥0 ,有 y( x)≤
x2

2
. 【解毕】

【注】 以上几题都是要求运用微分方程解的概念来直接研究函数

的性质 .其基本点是 : 微分方程也是表示函数的方法 .

综例 14 .5 .4  判断下列方程所属的一阶可积类型 .

① ex2 + y2

· y′=
x
y

;

② cos yd x + d y = sin
2

xd y;

③ x( ln x - ln y) d y - yd x = 0;

④ y( 1 + x2 ) - x(1 + y2 ) y′= 0;

⑤ tan x· y′- y = 5;    ⑥
d y
d x

=
y - x

x
;

⑦ y′=
1

x + sin y
; ⑧

d v
d t

= g - k v  ( g, k是常数 ) ;

⑨ y′= -
y
x

; �10 x y′+ y = 2 x y;

�11
d y
d x

=
1

x - y
+ 1 .

【解】

① 由 y′=
x
y

e - x2 - y2

=
xe - x

2

ye
- y2 ,为可分离变量型 .

② cos yd x + ( 1 - sin
2

x) d y = 0 ,

d x
cos

2
x

= -
d y

cos y
,为可分离变量型 .
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③ x ln
x
y

d y - yd x = 0 ,

d y
d x

=
y
x

ln
x
y

,为零齐方程 .

④ y( 1 + x
2

) - x(1 + y
2

) y′= 0 是可分离变量型 ,同时有易见

的积分因子

yd x - xd y + x
2

yd x - y
2

xd y = 0 ,

yd x - xd y
x y

+ xd x - yd y = 0 ,

d ln x
y

+ d
x

2
- y

2

2
= 0 .

  ⑤ tan x· y′- y = 5 是一阶线性、可分离变量型 ,亦有简单的

积分因子 .

⑥ y′=
y - x

x
是一阶线性、零齐方程 ,亦有简单的积分因子 .

⑦ y′=
1

x + sin y
可换成

d x
d y

= x + sin y ,因而是关于 x( y)的线

性方程 .

⑧
d v
d t

= g - k v是可分离变量、一阶线性方程 .

⑨ y′= -
y
x
可换成 xd y + yd x = 0 , 是线性、零齐、可分离变

量、全微分方程 .

�10 原方程改写为 y′= 2
y
x

-
y
x

,得零齐方程 ,亦是全微分

方程 ,即 d( x y) = 2 x y ,还是伯努利方程 ,为 y′+
1
x

y =
2

x
y

1
2 .

�11 y′=
1

x - y
+ 1 = f ( x - y)可化成可分离变量型 .还可化为

全微分方程如下 :
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( x - y ) d y = ( x - y + 1 ) d x,

xd y + yd x - yd y - ( x + 1) d x = 0 ,

d( xy ) - d
y

2

2
+ ( x + 1)

2

2
= 0 . 【解毕】

综例 14 .5 .5  求 2 xd y - yd x = 2 y
2

d y的通解 .

【解】 (方法 1 )  改写为对 x的线性方程

d x
d y

-
2 x
y

= - 2 y,

两边同乘 e
-∫2

y
d y

=
1
y

2 , 得

x
y

2 ′= - 2
y

,

y2 e
x

y2 = c .

  (方法 2 )  改写成对 y的伯努利方程

d y
d x

-
1

2 x
y =

1
2 x

y2 ,

d
d x

- 1
y

+
1

2 x
- 1
y

=
1

2 x
.

  (方法 3 )  凑积分因子 .

2 x yd y - y2 d x = 2 y3 d y,

xd y2 - y2 d x = 2 y3 d y,

xd y2 - y2 d x
y4 =

2d y
y

,

d
x

y
2 = 2dln y . 【解毕】

综例 14 .5 .6  设 f ( x )导数连续 , f (π) = 1 ,且方程

( sin x - f ( x) )
y
x

d x + f ( x ) d y = 0

是全微分方程 ,求 f ( x )及方程之通解 .
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【分析】 这是一道微分方程里套微分方程的综合题 ,本身并无难

度 ,只要按步骤做即可 .

【解】 (1 ) 利用全微分条件列出关于 f ( x )的方程 .由
�X
�y

=
�Y
�x

,得

到关于 f ( x)的方程及条件

f′( x) + f ( x)
x

= sin x
x

,

f (π) = 1 .

这是关于 f ( x)的线性方程 ,将方程两边同乘 x ,得

( x f ( x) )′= sin x,

再两边在[π, x]上积分 ,得

x f ( x ) - πf (π) =∫
x

π
sin xd x ,

故 f ( x ) = - 1
x

(cos x + 1 - π) .

  (2 ) 代入题设方程 ,用凑全微方法求解 .

sin x +
cos x + 1 - π

x
y
x

d x - cos x + 1 - π
x

d y = 0 ,

(1 -π) yd x - xd y
x

2 + xy sin xd x - xcos xd y + ycos xd x
x

2 = 0 ,

(π - 1 ) d
y
x

+
- xd( ycos x) + ycos xd x

x2 = 0 ,

(π - 1 ) d
y
x

- d
ycos x

x
= 0 ,

由此得到解

(π - 1 ) y
x

- ycos x
x

= c,

即 y =
cx

π - 1 - cos x
. 【解毕】
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综例 14 .5 .7  f ( x)是以 T > 0 为周期的周期函数 .试证明
d y
d x

+ k y

= f ( x)有唯一的以 T为周期的周期函数解 ,其中 k为常数 .

【解】 首先解出方程的一般解 .在方程两边同乘因子 ek x ,得

d
d x

ek x y = ek x f ( x ) .

得一般解为

y( x) = e - k x∫
x

0
f ( t) ek t d t + c .

  如果有周期为 T之周期解 ,则其解必满足周期条件 :

" x , y ( x + T)≡ y( x) .今

y( x + T) = e
- k( x+ T )∫

x+ T

0
f ( t) e

kt
d t + c

= e - k x∫
x + T

0
f ( t) ek( t - T ) d t + ce - kT ,

做变换 u = t - T ,并利用 f ( u + T ) = f ( u) ,得

y( x + T ) = e
- k x∫

x

- T
f ( u) e

ku
d u + ce

- kT

y( x + T) - y( x) = e
- kx∫

x

- T
f ( u)e

ku
d u -∫

x

0
f( t)e

kt
d t + c e

- kT
- 1

= e
- k x∫

0

- T
f ( t)e

kt
d t + c e

- kT
- 1 ,

由于 y( x + T ) = y( x) ,得

∫
0

- T
f ( t) e

kt
d t + c e

- kT
- 1 = 0 ,

即 c = 1
1 - e

- kt∫
0

- T
f ( t)ekt d t .

由于用周期条件 ,确能确定唯一的常数 c,因而其解就是所求之唯

一的周期解 . 【解毕】

综例 14 .5 .8  方程 y′+ p( x) y = 0 ,其中 p( x)是以 T > 0 为周期
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的周期函数 ,试问在什么条件下 ,其解为周期函数 .证明 : 若其解

不是周期函数时 ,其解总可表成为周期函数乘上 e
αx
的形式 .

【解】 方程 y′+ p( x) y = 0 有一般解

y = ce -∫
x

0
p( t) d t .

  由于 p( x)是周期为 T的周期函数 ,其原函数∫
x

0
p( t) d t若是

周期函数 ,则其解必是周期函数 .而∫
x

0
p( t) d t是周期函数的充 要

条件是

∫
T

0
p( t) d t = 0 .

可见 ,方程 y′+ p( x) y = 0 有周期解的充要条件是

∫
T

0
p( t) d t = 0 .

  若∫
T

0
p( t) d t = I≠ 0 , 则

∫
x

0
p( t) d t =∫

x

0
p( t) - I

T
d t + I

T
x

=Φ( x ) + I
T

x ,

其中

Φ( x ) =∫
x

0
p( t) -

I
T

d t .

显然有

∫
T

0
Φ( x ) d x = 0 .

  因此 Φ( x)是周期函数 ,从而方程之解可写成

y( x) = ce
-∫

x

0
p ( t ) d t

= ce
- Φ( x) - I

T
x

= G( x)e -
I

T
x .

其中 G( x) = ce
- Φ( x)
为周期函数 . 【解毕】
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综例 14 .5 .9  证明曲率为 1 的曲线是半径为 1 的圆簇 .

【证明】 曲率为 1 的曲线满足方程

y″
(1 + y′2 )3/ 2 = 1 ,

即 y″= ( 1 + y′
2

)
3
2 .

  解此方程 ,这是二阶可降阶中 y″= f ( x , y′)型 .令 y′( x ) =

p( x) ,则有 p′( x ) = ( 1 + p
2

)
3/ 2

,即

d p
(1 + p

2
)

3/ 2 = d x .

求解有 x + c1 =
p

1 + p2
,

( x + c1 )
2

=
p2

1 + p2 ,

p2 =
( x + c1 )2

1 - ( x + c1 )
2 ,

p =±
x + c1

1 - ( x + c1 )
2

.

再解方程

y′=±
x + c1

1 - ( x + c1 )2

得

y + c2 =± 1 - ( x + c1 )
2

,

即 ( x + c1 )
2

+ ( y + c2 )
2

= 1 .

这正是圆心在 ( c1 , c2 ) ,半径为 1 之圆 . 【证毕】

综例 14 .5 .10  解方程 y y″+ 1 = y′
2

.

【解】 这是 y″= f ( y, y′)型的可降阶方程 .

令 y′= z( y) ,则 y″=
d z
d y
· z .
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代入方程得

zd z
z

2
- 1

= d y
y

.

解之得

z2 - 1 = c1 y2 ,

即
d y

1 + c1 y2
=± d x .

  由于 c1 的正负不同 ,方程有不同之解 .下面应予以讨论 :

当 c1 > 0 时 ,解为
1

c1

ln( c1 y + 1 + c1 y
2

) =± x + c2 ;

当 c1 < 0 时 ,解为
1

- c1

arcsin - c1 y =± x + c2 ;

当 c1 = 0 时 ,解为 y =± x + c2 . 【解毕】

综例 14 .5 .11  若对方程

y′+ p( x) y = f ( x)

有条件 : ( 1) v α> 0 ,使得

lim
x→ +∞

x
1 +α

p ( x)
= 1;

( 2) lim
x→ + ∞

f ( x)
p( x)

= 0 .

证明 : 此方程的任一解 y( x)当 x→ +∞时趋于 0 .

【证明】 先求方程的一般解

y( x) = ce
-∫

x

x
0

p( u) d u
+ e

-∫
x

x
0

p ( u) d u
·∫

x

x
0

f ( t)e∫
t

x
0

p ( u) d u
d t

= y1 ( x ) + Y ( x) .

  考虑相应的齐次方程一般解

y1 ( x) = ce
-∫

x

x0
p ( t ) d t

.

由于 lim
x→ +∞

x1 +α

p ( x)
= 1 , 即 p( x) 与 x

1 +α
是等价无穷大 , 由此可知
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∫
+∞

x
0

p( x) d x发散 ,且 lim
x→ +∞∫

x

x
0

p( t) d t = + ∞ .因而有

lim
x→+ ∞

y1 ( x ) = c lim
x→+ ∞

e -∫
x

x0
p ( t ) d t = 0 .

  再考虑非齐次解 Y ( x)的极限

lim
x→+ ∞

Y ( x) = lim
x→ +∞

∫
x

x
0

f ( t)e∫
t

x
0

p( u) d u
d t

e∫
x

x0
p ( u) d u

.

运用洛必达法则得

lim
x→+ ∞

Y ( x) = lim
x→+ ∞

f ( x )e∫
x

x
0

p ( u ) d u

p( x)e∫
x

x0
p( u) d u

= lim
x→+ ∞

f ( x )
p( x)

= 0 . 【证毕】
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第 15章  高阶线性微分方程

15.1  引   言

  高阶线性方程的一般形式是

y( n) + a1 ( x) y( n - 1 ) + ⋯ + an - 1 ( x ) y′+ an ( x) y = f ( x) .

(15 .1)

称之为 n阶线性非齐次方程 .若 f ( x ) = 0 ,则称之为 n阶线性齐次

方程 ;方程中 ai ( x ) ( i = 1 , 2 ,⋯ , n)称为系数 ,若这些系数均为常

数 ,则这种方程称作 n阶线性常系数微分方程 .

高阶线性微分方程的特点 ,也是其优点是它解的结构的规范

性 ,其结论与线性代数中线性方程组的解的结构类似 ,而且通解就

是其所有解 .还有是解的存在性与唯一性的条件也简单 :只要系数

ai ( x) ( i = 1 , 2 ,⋯ , n)连续 .

由于解的结构简单 ,因而高阶线性方程的求解方法主要是用

“待定系数”或“待定函数”法转化方程 ,求出特解 .

高阶线性方程只有常系数方程才总可求出其解 , 一般情况则

非常复杂 .因此在求解问题上仅讨论常系数方程与欧拉方程 .

线性常系数差分方程与线性常系数微分方程在许多方面是非

常类似的 ,这里我们将附带予以介绍 .

15.2  线性方程解的结构

为表叙方便 ,引进微分算子



D
k

=
d k

d x k ,   k = 1 , 2 ,⋯

和算子多项式

L( D) =
dn

d xn + a1 ( x )
dn - 1

d xn - 1 + ⋯ + an - 1 ( x )
d

d x
+ an ( x)

= Dn + a1 ( x ) Dn - 1 + ⋯ + an - 1 ( x) D + an ( x) .

(15 .2)

  因为 L( D)实际上是导数运算 ,因此它显然有所谓的“线性

性”,即对任何 n阶可导函数 y1 ( x )和 y2 ( x )及任何常数λ,均有

L( D) ( y1 + y2 ) = L( D) y1 + L( D) y2 ,

L( D) (λy1 ) = λL ( D) y1 .

  利用 L( D) , n阶线性微分方程 ( 15 .1 )可简单地表示成

L( D) y = f ( x) .

而相应的齐次方程则表示为

L( D) y = 0 .

  例如 ,方程 y″+ x y′+ y = 2 x对应的微分算子是

L( D) = D2 + xD + 1 .

方程则是

L( D) y = ( D2 + xD + 1 ) y = 2 x .

相应的齐次方程为

L( D) y = ( D
2

+ xD + 1) y = 0 .

可以验证 y( x) = x是方程之解 ,即

L( D) x = ( D
2

+ xD + 1 ) x = 0 + x + x = 2 x .

  以下以二阶为例讨论线性方程解的结构 ,结果可以推广到 n

阶 .今设二阶线性方程

y″+ a1 ( x ) y′+ a2 ( x ) y = f ( x ) . (15 .3)

及相应的齐次方程

y″+ a1 ( x) y′+ a2 ( x) y = 0 . (15 .4)
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这里 L( D) = D2 + a1 ( x ) D + a2 ( x ) .

(1 ) n个函数线性无关的定义 : 若不存在 n个不全是零的常

数 c i ( i = 1 , 2 ,⋯ , n) ,使得

c1 y1 ( x) + c2 y2 ( x) + ⋯ + cn y n ( x ) ≡ 0 ,

则称函数{ yi ( x ) } ( i = 1 ,2 ,⋯ , n)是线性无关的 .

(2 ) 若 y1 ( x)和 y2 ( x)是二阶线性齐次方程 ( 15 .4 )的两个线

性无关特解 ,则它的一般解是

y( x) = c1 y1 ( x ) + c2 y2 ( x ) ,

这也是其所有解 .其理由是 ,因为

L( D) ( c1 y1 ( x ) + c2 y2 ( x ) ) = c1 L( D) y1 + c2 L( D) y2

= 0 + 0 = 0 ,

即 c1 y1 ( x ) + c2 y2 ( x )是 ( 15 .4 )的解 ,而解中有两个独立的任意常

数 ,因而是其一般解 .

(3 ) 若 y1 ( x) , y2 ( x )是线性齐次方程 ( 15 .4 )的两个线性无关

特解 ,又 Y ( x)是相应非齐次方程 ( 15 .3 )的一个特解 ,则非齐次方

程 (15 .3)的一般解为

y( x) = c1 y1 ( x) + c2 y2 ( x ) + Y ( x) .

  其理由是 ,因为

L( D) y( x) = c1 L( D) y1 + c2 L( D) y2 + L( D) Y

= 0 + 0 + f ( x) = f ( x) ,

即 y( x)是 ( 15 .3 )的解 ,同时其中又包含两个独立的任意常数 .

类似的结论可以推广到 n阶线性方程 ,请读者自行总结 .

例如 ,方程 y�= 0 有三个线性无关的特解 : 1 , x和 x
2

,因而其

一般解是

y( x) = c1 + c2 x + c3 x
2

.

  而对方程 y�= 1 ,因有特解 Y ( x) =
x

3

6
,所以其一般解为

y( x) = c1 + c2 x + c3 x
2

+
x3

6
.

·443· 第 15 章  高阶线性微分方程



例 15 .2 .1  若方程 y″+ p( x) y′+ q( x) y = f ( x )≠0 有三个特解 :

y1 ( x ) , y2 ( x ) , y3 ( x ) , 则函数φ1 ( x ) = y3 ( x ) - y1 ( x )及φ2 ( x ) =

y3 ( x ) - y2 ( x)必然是相应的齐次方程

y″+ p( x) y′+ q( x) y = 0

的两个特解 .是否 c1φ1 ( x ) + c2φ2 ( x )就是此齐次方程的一般解呢 ?

【解】 这就要看φ1 ( x ) ,φ2 ( x )是否线性无关 .为此 ,我们要验证 ,

若有常数λ1 ,λ2 使

λ1 ( y3 - y1 ) +λ2 ( y3 - y2 ) ≡ 0 ,

即 (λ1 - λ2 ) y3 - λ1 y1 - λ2 y2 ≡ 0 .

只能有λ1 =λ2 = 0 .这只要 y1 ( x ) , y2 ( x )和 y3 ( x )是线性无关即可 .

因此在 y1 , y2 , y3 线性无关的假设下

c1 y3 ( x ) - y1 ( x) + c2 y3 ( x) - y2 ( x)

是齐次方程的一般解 ,而原非齐次方程的一般解则为

c1 ( y3 ( x) - y1 ( x) ) + c2 ( y3 ( x) - y2 ( x ) ) + y3 ( x) .【解毕】

例 15 .2 .2  若 y1 ( x)及 y2 ( x)线性无关 ,那么函数簇

y( x) = c1 y1 ( x ) + c2 y2 ( x )

是什么样的二阶微分方程的一般解呢 ?

【解】 为求相应于该双参数函数簇的微分方程 ,通常用求导的方

法 ,形成方程组 ,以消去参数 ,由于有两个参数 , 因而要用到二阶

导数 :

c1 y1 ( x ) + c2 y2 ( x ) = y( x) ,

c1 y′1 ( x ) + c2 y′2 ( x) = y′( x) ,

c1 y″1 ( x ) + c2 y″2 ( x) = y″( x) .

(15 .5)

通常做法是从上述 3 个方程中的两个 ,解出 c1 和 c2 , 再代入余下

的一个方程 ,得到含 y″( x) , y′( x )及 y( x)的微分方程 .这里由于
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y1 ( x )和 y2 ( x )是线性无关的 .因而 c1 和 c2 有解 .

不过 ,若利用齐次线性代数方程有非零解的充要条件来解决

该问题 ,则会变得简便 .为此将 (15 .5)写成矩阵形式

y y1 y2

y′ y′1 y′2

y″ y″1 y″2

- 1

c1

c2

=

0

0

0

.

由于它总有非零解 ,则其系数行列式必然总是零 ,即

y y1 y2

y′ y′1 y′2

y″ y″1 y″2

= 0 ,

所求方程是

a0 y″+ a1 y′+ a2 y = 0 ,

其中

a0 =
y1 y2

y′1 y′2
,   a1 = -

y1 y2

y″1 y″2
,   a2 =

y′1 y′2

y″2 y″2
.

  这个结果告诉我们 ,关于线性方程解的结构理论中的条件与

结论是充要的 , 即 : 二阶线性齐次方程的一般解是 c1 y1 ( x ) +

c2 y2 ( x ) ,其中 y1 ( x ) , y2 ( x )线性无关 ;反过来 ,若 y1 ( x ) , y2 ( x )线

性无关 ,则 c1 y1 ( x) + c2 y2 ( x )一定是某二阶线性齐次方程之解 .

【解毕】

当然 ,对于非齐次线性方程亦是如此 .

例 15 .2 .3  若 y1 ( x)是方程 y″+ p( x) y′+ q( x) y = 0 的特解 ,则

另一个解可以通过 y1 ( x )求出 .

【解】 为此可用“待定函数”的方法 ,即令 y( x) = c( x) y1 ( x) ,这样
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q( x)· y( x) = c( x) y1 ( x)

p( x)· y′( x ) = c( x) y′1 ( x) + c′( x) y1 ( x )

+ ) 1· y″( x ) = c( x) y″1 ( x) + 2c′( x ) y′1 ( x ) + c″( x ) y1 ( x)

0 = 0 + c′( x) ( p( x) y1 ( x) + 2 y′1 ( x) ) + c″( x ) y1 ( x)

即得关于函数 c( x)的新方程

y1 ( x) c″( x) + ( p( x) y1 ( x ) + 2 y′1 ( x ) ) c′( x) = 0 ,

c″( x)
c′( x)

= -
p( x) y1 ( x ) + 2 y′1 ( x)

y1 ( x )
= - p( x) - 2

y′1 ( x )
y1 ( x)

,

ln ( c′( x ) ) = -∫p( x) d x - ln y
2
1 ( x ) ,

c′( x ) =
1

y2
1 ( x)

e
-∫p( x) d x

,

c( x ) =∫ 1
y

2
1 ( x)

e
-∫p( x) d x

d x,

因而得到原方程的一般解

y( x) = c1 y1 ( x ) + c2 y1 ( x)∫ 1
y2

1 ( x)
e

-∫p( x) d x
d x . 【解毕】

例 15 .2 .4  若已知方程

y″+ p( x) y′+ q( x) y = 0

的两个无关解 y1 ( x )及 y2 ( x ) ,则相应的非齐次方程

y″+ p( x) y′+ q( x) y = f ( x )

的一般解亦可求得 .

【解】 为此用“待定函数法”.令 Y ( x) = c1 ( x) y1 ( x ) + c2 ( x ) y2 ( x)

及 c′1 ( x) y1 ( x ) + c′2 ( x ) y2 ( x ) = 0 ,则
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q( x) Y ( x) = c1 ( x ) y1 ( x) + c2 ( x) y2 ( x)

p( x) Y′( x ) = c1 ( x ) y′1 ( x) + c2 ( x) y′2 ( x) + c′1 ( x) y1 ( x )

+ c′2 ( x) y2 ( x)  

+ ) 1 Y″( x) = c1 ( x) y″1 ( x ) + c2 ( x ) y″2 ( x ) + c′1 ( x ) y′1 ( x)

+ c′2 ( x ) y′2 ( x )  

f ( x ) = 0 + 0 + c′1 ( x ) y′1 ( x) + c′2 ( x) y′2 ( x )

得到关于 c1 ( x)及 c2 ( x )的微分方程

c′1 ( x ) y1 ( x ) + c′2 ( x ) y2 ( x) = 0 ,

c′1 ( x ) y′1 ( x) + c′2 ( x) y′2 ( x ) = f ( x) .

解出

c′1 ( x) =
- y2· f
y1 y2

y′1 y′2

,   c′2 ( x ) =
y1· f
y1 y2

y′1 y′2

.

令

Δ( x ) =
y1 ( x ) y2 ( x)

y′1 ( x) y′2 ( x)
= y1 ( x) y′2 ( x ) - y′1 ( x ) y2 ( x) .

由 y1 ( x ) , y2 ( x)的无关性 ,保证了Δ( x )≠0 ,从而

c1 ( x ) = -∫y2 ( x) f ( x)
Δ( x)

d x,   c2 ( x ) =∫y1 ( x ) f ( x )
Δ( x )

d x .

于是 ,所求非齐次方程的一个特解为

Y ( x) = - y1 ( x )·∫y2 ( x) f ( x )
Δ( x )

d x + y2 ( x)·∫y1 ( x) f ( x)
Δ( x)

d x .

而其一般解为

y( x) = c1 ( x) y1 ( x) + c2 ( x) y2 ( x) + Y ( x) . 【解毕】

  根据上述两个例子可见 ,对于二阶非齐次方程来说 ,其求解问

题变成仅须事先找到一个特解 ,由此可以推出其一般解 .不过遗憾

的是 ,就是这一个特解的求出也非易事 .通常可以用观察待定或级

·843· 第 15 章  高阶线性微分方程



数解的方法来求 .

15.3  线性常系数齐次微分方程的求解

n阶线性常系数齐次方程的求解十分简单 , 用的是待定常数

方法 .即观察方程特点 ,设出带有待定常数的形式解 ,进而将微分

方程求解变成代数方程求解 .

(1 ) 特征方程

对二阶常系数齐次方程

y″+ a1 y′+ a2 y = 0 (15 .6)

其解的特点是函数与各阶导数的线性组合为 0 ,这注定其函数与

各阶导函数是同类项 ,可以相互进行合并运算 .显然 ,指数函数具

有这种性质 ,要使其导数的系数有所变化 ,则只能是如此的形式 :

eλx ,其中λ为待定常数 .在这里我们先观察出解的函数类型 ,并带

上待定常数λ.如果 eλx是方程 ( 15 .6 )的解 ,代入必成恒等式 ,即

(λ
2

+ a1λ+ a2 ) e
λx
≡ 0 .

由于 eλx≠0 ,变成求解代数方程

λ
2

+ a1λ+ a2 = 0 . (15 .7)

这就是 (15 .6)的特征方程 ,其解λ1 和λ2 称为特征根 .

(2 ) 对应特征根的特解形式

由于代数方程 (15 .7)的解有三种情况 ,它们所对应的解 e
λx
也

有 3 种形式 :

1° λ1≠λ2 是实根 ,则两解为 e
λ

1
x
, e
λ

2
x
,方程 ( 15 .6 )的一般解

为 c1 eλ1 x + c2 eλ2
x .

2° λ1 =λ2 =λ是实重根 ,其一解为 e
λx

,另一解可以用前述的

待定函数法来求 ,下面用极根方法求形式解 .

lim
λ

1
→λ

e
λ

1
x

- e
λx

λ1 - λ
= lim
λ

1
→λ

( e
λ

1
x

- e
λx

)′λ
1

(λ1 - λ)′λ
1

= lim
λ

1
→λ

x eλ1 x = xeλx .
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这只是说有可能是解 ,再代入方程可验证 ,确为其解 .因而此时方

程的一般解为

y( x) = c1 eλx + c2 xeλx = ( c1 + c2 x)eλx .

  3° 若方程有共轭复根 ,λ=α±βi ,由欧拉公式

eλx = e(α±βi) x = eαx·e±iβx

= eαx (cosβx± isinβx ) .

  由于讨论的是实系数方程 ,因而其解的实部与虚部均为原方

程的解 ,这样对应的两个线性无关解为 e
αx

cosβx和 e
αx

sinβx .一般

解为

y( x) = e
αx

( c1 cosβx + c2 sinβx ) .

  (3 ) 推广到高阶

对于高阶线性常系数齐次方程

y( n ) + a1 y( n - 1 ) + ⋯ + an - 1 y′+ an y = 0 ,

其特征方程为

λn + a1λn - 1 + ⋯ + an - 1λ+ an = 0 .

其特征根与特解对应情况是 :

一个单根λ,对应一个特解 eλx .

k重根 : λ1 =λ2 = ⋯ = λk , 对应 k 个特解 : eλx , xeλx , ⋯ ,

xk - 1 eλx .

单共轭复根 : λ=α+ iβ,对应两个特解 : e
αx

cosβx, e
αx

sinβx .

k重共轭复根 : λ1 =λ2 =⋯ =λk =α±iβ,对应 2 k个特解 :

e
αx

cosβx , xe
αx

cosβx , ⋯ , x
k - 1

e
αx

cosβx;

e
αx

sinβx , xe
αx

sinβx , ⋯ , x
k - 1

e
αx

sinβx .

例 15 .3 .1  y″+ 2 y′= 0 对应的特征方程为

λ
2

+ 2λ= 0 .

于是λ1 = 0 ,λ2 = - 2 ,故其一般解为 y( x) = c1 + c2 e
- 2 x

. 【解毕】

例 15 .3 .2  y″+ 2 y = 0 的特征方程为
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λ2 + 2 = 0 .

于是λ=± 2i ,故其一般解为 y( x) = c1 cos 2 x + c2 sin 2 x .

【解毕】

例 15 .3 .3  y( 5 ) + 2 y( 3 ) + y′= 0 .有特征方程

λ
5

+ 2λ
3

+λ= 0 .

即λ(λ
2

+ 1)
2

= 0 ,于是λ1 = 0 , λ2 =λ3 =±i .

故其一般解为 y( x) = c1 + ( c2 + c3 x)cos x + ( c4 + c5 x) sin x .【解毕】

15.4  线性常系数带非齐次项 eαx Pn ( x)
的方程的求解

  以二阶为例 .

y″+ a1 y′+ a2 y = e
αx

P n ( x) , (15 .8)

其中 Pn ( x )是 n次多项式 .

解这种方程 ,仅需求出非齐次的一个特解 .根据方程特点 ,易

于观察出非齐特解中必有形如 Qm ( x) eαx 之解 ,值得指出的是待定

的多项式的次数 m,不一定有 m = n .今代入 ( 15 .8 )

a2 œY ( x) = eαx Qm ( x )

a1 œY′( x) =αeαx Qm ( x ) + eαx Q′m ( x )

+ ) 1 ‡Y″( x) =α2 eαx Q m ( x) + 2αeαx Q′m ( x ) + eαx Q″( x )

e
αx

Pn ( x) = e
αx

(α
2

+ a1α+ a2 ) Qm ( x) + (2α+ a1 ) Q′m ( x) + Q″( x)

即必须有

Pn ( x) = (α2 + a1α+ a2 ) Qm ( x ) + (2α+ a1 ) Q′m ( x ) + Q″m ( x ) .

从上式可见 ,这里有三种情形 :

第一 ,若α2 + a1α+ a2 ≠ 0 , 即α不是方程的特征根λ, 此时

Qm ( x )的次数应与 Pn ( x )的次数相同 , 即有 m = n .设解 Y ( x ) =

·153·第 15 章  高阶线性微分方程



Qn ( x )eαx .

第二 ,若α2 + a1α+ a2 = 0 ,即α是其特征根 ,但 2α+ a1≠0 ,即α

不是重根 , 此时 Q′m ( x )的次数应与 Pn ( x )的次数相同 , 即 m =

n + 1 ,设解为

Y ( x) = xRn ( x) eαx .

设成 Qn + 1 ( x) = x Rn ( x )是因为 Qn + 1 ( x )中的常数项 eαx 已是相应

齐次方程的解 .

第三 ,若α2 + a1α+ a2 = 0 ,且 2α+ a1 = 0 ,即α是重特征根 ,此

时 Q″m ( x)应是 n次多项式 ,这样 m = n + 2 ,因而设解为

Y ( x) = x
2

Rn ( x) e
αx

.

设成 Qm ( x ) = x
2

Rn ( x )是因为 e
αx
及 x e

αx
已是齐次方程的解 .

例 15 .4 .1  解 y″- 4 y′+ 4 y = 1 + sin x + xe
2 x

.

【解】 这里实际上要解三个方程 ,今分别来解 .

i) 对 y″- 4 y′+ 4 y = 1 ,观察出解为常数 , Y1 =
1
4

.

ii) 对 y″- 4 y′+ 4 y = sin x .

因为 sin x是 e
i x

(α= i )的虚部 ,所以α不是特征根 .本应设成

Y = Aei x来解 ,这样做要解复数方程 ,比较麻烦 ,我们可以直接设成

如下解的形式 :

4 ËY2 (α) = Asin x + Bcos x

- 4 ËY′2 (α) = - Bsin x + Acos x

+ ) 1 ËY″2 ( x ) = - Asin x - Bcos x

sin x = (3 A + 4 B) sin x + (3 B - 4 A)cos x

从而得方程
3 A + 4 B = 1

3 B - 4 A = 0
,解出得 A =

- 3
25

, B =
4

25
.

进而 Y2 ( x ) =
- 3
25

sin x +
4
25

cos x .
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iii) 对 y″- 4 y′+ 4 y = xe2 x

这里α= 2 是特征方程的重根 , P1 ( x) = x ,则

4 óY3 ( x ) = x2 ( C x + D)e2 x

- 4 óY′3 ( x ) = x2 ( C x + D) ( e2 x )′+ ( x2 ( C x + D) )′e2 x

+ ) 1 Y″3 ( x ) = x
2

( C x + D) ( e
2 x

)″+ 2( x
2

( Cx + D) )′( e
2 x

)′+

(6 Cx + 2 D)e2 x

xe
2 x

= 0 + 0 + (6 Cx + 2 D) e
2 x

用比较系数的方法 , 得到关于 C和 D 的方程并解这二个方程得

C =
1
6

, D = 0 ,从而有

Y3 ( x ) =
1
6

x
3

e
2 x

.

  综合起来 ,方程的一般解为

y( x) = C1 + C2 x +
1
6

x
3

e2 x + 1
4

- 3
25

sin x + 4
25

cos x .

【解毕】

15.5  欧 拉 方 程

这是变系数的线性方程 ,以二阶为例 ,形如

x
2

y″+ a1 xy′+ a2 y = f ( x) . (15 .9)

x2 y″+ a1 xy′+ a2 y = 0 . ( 15 .10)

  先解非齐次方程 ( 15 .10 ) ,方程系数特点是 ,对未知函数求一

次导数 ,系数乘上一次 x,猜测有幂函数形式之解 ,因而设解为

y( x) = x
λ

,

其中λ为待定常数 ,代入方程 (15 .10 ) ,得

λ(λ - 1) x
λ

+ a1λx
λ

+ a2 x
λ

= 0 ,
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于是得相应的特征方程

λ(λ - 1) + a1λ+ a2 = 0 ,

即 λ2 + ( a1 - 1 )λ+ a2 = 0 . ( 15 .11)

  类似常系数方程的讨论 ,有三种情形 :

第一 ,λ1≠λ2 为实根 ,有两个独立解 xλ1 和 xλ2 .

第二 ,λ1 =λ2 =λ为实重根 ,有解 x
λ
及 ln x· x

λ
;后一个解可形

式地由

lim
λ

1
→λ

x
λ

1 - x
λ

λ1 - λ
= lim
λ

1
→λ

xλ1 ln x = ln x· xλ

推出 ,而后再验证 .

第三 ,λ=α±iβ  因

xα±iβ = e(α±iβ) l n x = eαl n x ( cos(βln x) ± is in(βln x) ) ,

因而有二个独立解 : e
αln x

cos(βln x) , e
αln x

sin(βln x) .

从以上讨论可知 ,对欧拉方程 ,在对自变量作变换 t = ln x (即

x = et )之下 , 方程 ( 15 .10 )可以化成关于 t的常系数线性方程 ,

因为

d y
d x

=
d y
d t
·

d t
d x

= y′( t)·
1
x

,  即 x
d y
d x

= y′( t) ,

d y
d x

+ x d
2

y
d x

2 = y″( t)· d t
d x

= y″1
x

,

即 x2 d
2

y
d x

2 = y″( t) - x d y
d x

= y″( t) - y′( t) .

代入 (15 .10 ) ,得

y″( t) + ( a1 - 1) y′( t) + a2 y( t) = 0 . ( 15 .12)

这是相应的常系数方程 ,其特征方程正是 ( 15 .11 ) .用这种方法来

解它的非齐次方程 (15 .9)是比较合宜的 ,不过相应的非齐次项是

Pn ( t) e
αt

= Pn ( ln x)·e
αl n x

,

才方便些 ,即

x2 y″+ a1 x y′+ a2 y = Pn ( ln x)·eαl n x ,
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这里 Pn ( ln x)是关于 ln x的 n 次多项式 .

例 15 .5 .1  求 x2 y″+
5
2

x y′- y = 0 的一般解 .

【解】 令 y = xλ ,得特征方程为

λ(λ - 1 ) + 5
2
λ - 1 = 0 ,

于是λ1 =
1
2

, λ2 = - 2 .因此得到其一般解为

y( x) = c1 x
1
2 + c2 x

- 2
. 【解毕】

例 15 .5 .2  求 x
2

y″- x y′+ y = 0 的一般解 .

【解】 令 y = xλ ,得特征方程为

λ(λ - 1) - λ+ 1 = 0 ,

故λ1 =λ2 = 1 .因此有一般解

y( x) = ( c1 + c2 ln x) x . 【解毕】

例 15 .5 .3  求 x
2

y″+ x y′+ y = 0 的一般解 .

【解】 令 y = xλ ,得特征方程为

λ(λ - 1) +λ+ 1 = 0 ,

故λ1 , 2 =±i ,因此有一般解

y( x) = c1 cosln x + c2 sinln x . 【解毕】

15.6  差分方程简介

差分方程是一种含数 yk ( k = 0 , 1 , 2 , ⋯ )的递推关系的方程 ,

这里只讨论常系数线性一阶差分方程

yk+ 1 + ay k = f ( k) ( 15 .13)

及条件 y0 =α .

和二阶差分方程
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yk+ 2 + a1 yk+ 1 + a2 yk = f ( k) ( 15 .14)

及条件 y0 =α, y1 =β.当 f ( k) = 0 时 ,相应地称为齐次线性差分

方程 .

满足上述方程的任何数列 y i ( i = 0 , 1 , 2 , ⋯ )称为差分方程

的解 .

(1 ) 差分方程的递推求解

对一阶差分方程 (15 .13 ) ,可改写成递推形式

yk+ 1 = - ay k + f ( k) ,   k = 0 , 1 , 2⋯

yk+ 1 = - a( - ay k - 1 + f ( k - 1 ) ) + f ( k) = a2 yk - 1 + f ( k) - a f ( k)

= - a3 yk - 2 + f ( k) + af ( k - 1 ) + a2 f ( k - 2 )

=⋯

yk+ 1 = ( - a) k+ 1 y0 +∑
k

l = 0

( - a) l f ( k - l)  k = 0 , 1 , 2 ,⋯ .

  对二阶差分方程 ,用上述递推的解法 ,在一般情形下比较复

杂 ,很难看到一般的规律 .这时我们必须另寻途径 .

(2 ) 线性齐次差分方程的特征根法

这里以二阶方程

yk+ 2 + a1 yk+ 1 + a2 yk = 0 ( 15 .15)

为例 .与二阶线性齐次微分方程类似 ,其解的结构是 :若二阶线性

齐次差分方程 (15 .15 )有二个不成比例的解 yk 和 z k ( k = 0 , 1 , 2 ,

⋯ ) ,则它们的线性组合 A yk + B zk 也是其解 ,而且当 A, B为任意

常数时

wk = Ay k + Bzk

是所有满足 (15 .15 )之解 .

这样一来 ,我们仅需找出两个不成比例的解 .为此可用观察待

定常数法 ,令解

yk = λk ,

代入方程 (15 .15 ) ,得
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λk+ 2 + a1λk+ 1 + a2λk = 0 .

因λi≠0 ,得特征方程

λ2 + a1λ+ a2 = 0 .

其根称为特征根 .

这里又有三种情况 :

第一 ,当特征根为不等实根λ1≠λ2 ,其所有解可表成

Ak
λ

1 + Bk
λ

2

  第二 ,当特征根为重根λ1 =λ2 =λ时 ,则两个不成比例的解是

k
λ
及 lim
λ

1
→λ

kλ1 - kλ

λ1 -λ
= k
λ

ln k,其所有解可表为

( A + Bln k) kλ .

  第三 ,当特征根λ=α±iβ时 ,由于

kα±iβ = e(α+ iβ) ln k = eαln k ( sin(βln k) + cos (βln k) ) .

因而有两个解 k
α

( Asin (βln k) + Bcos (βln k) ) .

以上的任意常数可以根据给的条件 y0 = a和 y1 = b来确定 ,

从而得到一个确定的特解 .

例 15 .6 .1  求解 yk + 2 - yk + 1 - yk = 0 .

【解】 其递推形式 yk + 2 = yk + 1 + yk 可生成著名的斐波那契数列 ,

只要令 y0 = y1 = 1 即可 .为解此方程设解 yk = k
λ

,代入得特征方程

λ
2

- λ - 1 = 0 ,   λ1 , 2 =
1± 5

2
.

从而 ,其所有解可表成

yk = A 1 + 5
2

k

+ B 1 - 5
2

k

.

用 y0 = 1 , y1 = 1 代入得

1 = A + B,

1 = A
1 + 5

2
+ B

1 - 5
2

.

·753·第 15 章  高阶线性微分方程



解出 A =
1

5

1 + 5
2

, B = -
1

5

1 - 5
2

.

由此可知 ,斐波那契数列的通式是

yk+ 1 =
1

5

1 + 5
2

k+ 1

- 1 - 5
2

k+ 1

,  k = 0 , 1 , 2 ,⋯ .

  从上式可以看出 yk + 1 总是正整数 , 而且当 k→ + ∞时 yk→

+∞ .并且有极限

lim
k→ +∞

yk

y k+ 1
= lim

k→+ ∞

1 + 5
2

k

- 1 - 5
2

k

1 + 5
2

k+ 1

- 1 - 5
2

k+ 1 =
5 - 1

2
= 0 .618⋯ .

在优选法中的“0.618 法”的最优性证明就要用到这个结果 .

【解毕】

例 15 .6 .2  某试验性生产线每年 1 月进行熟练工与非熟练工的

人数统计 ,然后将
1
6
熟练工支援其他生产部门 ,其缺额由招收新非

熟练工补齐 ,新、老非熟练工经过培训及实践至年终考核有
2
5
成为

熟练工 .设第 n年 1 月份统计的熟练工和非熟练工所占百分比分

别为 xn 和 y n ,记成向量
xn

yn

,当
x1

y1

=

1
2

1
2

时 ,求
xn + 1

yn + 1

= ?

( 2000 年考研题 )

【解】 此题来自数四考题 ,原本是考矩阵的特征值及其运算 ,但也

可以用差分方程求解 .

首先依题意列出递推的差分方程
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xn+ 1 =
5
6

xn +
2
5

1
6

xn + yn =
9

10
xn +

2
5

yn ,

yn+ 1 =
3
5

1
6

xn + yn =
1

10
xn +

3
5

yn .

在上述方程中消去变量 yn ,得

xn+ 2 = 9
10

xn+ 1 + 2
5

yn+ 1

=
9

10
xn+ 1 +

2
5

1
10

xn + 3
5

yn

=
9

10
xn+ 1 +

2
50

xn +
6

25
5
2

xn+ 1 - 9
4

xn

=
3
2

xn+ 1 -
1
2

xn .

整理成

2 xn+ 2 - 3 xn+ 1 + xn = 0 ,

x1 =
1
2

, x2 =
9

10
x1 +

2
5

y1 =
13
20

.

该方程特征方程为

2λ
2

- 3λ+ 1 = 0 .

特征根为λ1 = 1 , λ2 =
1
2

,其所有解为

xn+ 1 = A + B
1
2

n

.

利用初始条件定 A和 B ,为此解方程

1
2

= A + B,

13
20

= A + B
2

.

解得 , A =
8

10
, B =

- 3
10

.从而有
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xn+ 1 =
8

10
-

3
10

1
2

n

,

yn+ 1 =
1
10

xn +
3
5

5
2

xn+ 1 - 9
4

xn =
2
10

+
3
10

1
2

n

.

【解毕】

15.7  综  合  题

综例 15 .7 .1  函数簇 y = c1 + c2 tan x +
x

cos x
是什么微分方程的通

解 ,其中 c1 , c2 为任意常数 .

【解】 (方法 1 )  用消去参数法求方程

c1 + c2 tan x +
x

cos x
- y = 0 ,

0 + c2 ( tan x)′+
x

cos x
′- y′ = 0 ,

0 + c2 ( tan x)″+
x

cos x
″- y″ = 0 .

由关于 ( c1 , c2 , 1)的系数行列式为 0 ,得

1 tan x
x

cos x
- y

0 ( tan x)′
x

cos x
′- y′

0 ( tan x)″
x

cos x
″- y″

= 0 ,

即有

( tan x)′
x

cos x
′

( tan x)″
x

cos x
″

-
( tan x)′ y′

( tan x)″ y″
= 0 .

将行列式展开 ,即得所求的二阶线性非齐次方程 ,因以下有简便方
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法 ,此处就不继续计算了 .

(方法 2 )  由于函数簇可以写成

cos x· y( x) = c1 cos x + c2 sin x + x .

若令 u( x) = cos x· y( x) ,则函数簇

u( x) = c1 cos x + c2 sin x + x

是一个二阶常系数非齐次方程的一般解 ,此方程的相应齐次方程

的特征根为λ=±i ,特征方程为λ
2

+ 1 = 0 ,从而对应之二阶线性常

系数齐次方程为

u″+ u = 0 .

而非齐次项则由 u = x代入得

f ( x) = u″+ u = 0 + x = x .

因为关于 u( x)的方程是 u″+ u = x,再将

u( x) = cos x· y( x)

代入得关于 y( x)的方程是

(cos x· y( x) )″+ cos x· y( x) = x ,

即有

cos x· y″- 2sin x· y′= x . 【解毕】

综例 15 .7 .2  设 y = y( x)满足条件

y″+ 2 y′+ 4 y = 0 ,

y( 0) = y′(0 ) = 2 .

试证∫
+∞

0
y( x) d x和∫

+∞

0
y

2
( x ) d x收敛 ,并求其值 .

【证】 首先特征方程为

λ
2

+ 2λ+ 4 = 0 .

其特征根为

λ1 , 2 =
- 2± 4 - 16

2
= - 1± 3i .

因而一般解为
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y( x) = e - x ( c1 cos 3 x + c2 sin 3 x) .

由于 | y( x) |≤ ( | c1 | + | c2 | ) e
- x

,可见

∫
+ ∞

0
y( x) d x  与  ∫

+ ∞

0
y2 ( x) d x

收敛 .

下面求其值 ,若先求出特解再积分 ,那会是很繁杂的 .下面利

用方程与初始条件直接来计算积分 ,只是要利用到显然的结果 :

y( + ∞ ) = lim
x→ +∞

y( x) = 0 ,

y′( + ∞ ) = lim
x→ +∞

y′( x) = 0 .

  由于 y =
- 1
4

( y″+ 2 y′) ,得

∫
+ ∞

0
y( x) d x =∫

∞

0
- 1

4
( y″+ 2 y′) d x = - 1

4
( y′( x ) + 2 y( x) )

+∞

0

=
1
4

( 2 + 4) =
3
2

.

  由 y( y″+ 2 y′+ 4 y) = 0 ,得

∫
+∞

0
yy″d x + 2∫

+∞

0
yy′d x + 4∫

+∞

0
y

2
d x = 0 .

即有 yy′
+ ∞

0
-∫

+ ∞

0
y′

2
d x + 2

1
2

y
2

( x)
+ ∞

0
+ 4∫

+ ∞

0
y

2
d x = 0 ,

整理得 4∫
+ ∞

0
y2 d x -∫

+ ∞

0
y′2 d x = + 8 .

  再由 y′( y″+ 2 y′+ 4 y) = 0 ,得

∫
+∞

0
y′y″d x + 2∫

+∞

0
y′2 d x + 4∫

+ ∞

0
y y′d x = 0 ,

整理得 ∫
+ ∞

0
y′2 d x = 5 .

将后式代入前式 ,得

∫
+ ∞

0
y2 d x = 13

4
. 【证毕】
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综例 15 .7 .3  试问方程 ( x2 - 1) y″+ ay = 0 中 a为何值时 ,方程有

多项式函数的解 ,并求出其一般解 .

【解】 若方程有多项式解

y = Ax n + 低次项 .

这里首先是要确定次数 n,先代入方程看左端是否能成为多项式

( x
2

- 1) ( n( n - 1) Ax
n - 2

+ ⋯ ) + a( Ax
n

+ ⋯ ) = 0 ,

考查最高次项的系数得

n( n - 1 ) A + aA = 0 .

因为 A≠0 ,故必有 a = - n( n - 1 ) .可见只要 a满足此条件 ,方程

有 n次的多项式解 .

为具体起见 ,设 a = - 2 (2 - 1) = - 2 ,此时应有二次多项式之

解 ,设解为 y = x2 + p x + q,代入方程得

( x2 - 1 ) y″- 2 y = ( x2 - 1)·2 - 2 ( x2 + px + q) = 0

比较系数得 p = 0 , q = - 1 .即方程

( x
2

- 1) y″- 2 y = 0

有一特解 y1 = x2 - 1 .事实上 ,此解亦可观察得到 .

今利用待定函数法求一般解

- 2 ‡y2 ( x) = c( x) ( x
2

- 1 )

( x
2

- 1 ) y″2 ( x) = c( x) ( x
2

- 1 )″+ 2 c′( x) ( x
2

- 1 )′+ c″( x ) ( x
2

- 1 )

0 = 0 + ( x2 - 1) 2c′( x ) ( x2 - 1)′+ ( x2 - 1 ) c″( x ) ( x2 - 1 )

即有方程 :

c″( x )
c′( x )

= - 2
( x2 - 1 )′

x 2 - 1
,

c′( x) =
1

( x2 - 1)2 ,

c( x) =∫ d x
( x

2
- 1)

2 .

从而方程的一般解为
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y( x) = c1 ( x
2

- 1 ) + c2 ( x
2

- 1 )∫ d x
( x2 - 1)2 . 【解毕】

综例 15 .7 .4  求 y″+ 4 y′+ 4 y = e
ax
的通解 . ( 1990 年考研题 )

【解】 齐次方程有通解

( c1 + c2 x) e - 2 x .

  而非齐次方程的特解需要讨论 a的取值 .

当 a≠ - 2 时 ,设解为 Y = Aeax代入方程 ,得

A( a
2

+ 4 a + 4 ) = 1 ,

即 A =
1

( a + 2 )2 .

  当 a= - 2 时 ,设解为 Y = A x2 e - 2 x ,则

4 ØY = A x
2
e

- 2 x

4 ØY′= A x
2

( e
- 2 x

)′+ ( A x
2

)′e
- 2 x

+ ) 1 ØY″= A x
2

(e
- 2 x

)″+ 2( A x
2

)′( e
- 2 x

)′+ 2 Ae
- 2 x

e - 2 x = 0     + 0       + 2 Ae - 2 x

故得 A =
1
2

.最后得解

  y( x) =

( c1 + c2 x) e
- 2 x

+
1

( a + 2)2 e
ax

, a≠ - 2 ,

c1 + c2 x +
x2

2
e

- 2 x
, a = - 2 .

 

 

【解毕】

综例 15 .7 .5  先求齐次微分方程

( 1 - x2 ) y″+ 2 xy′- 2 y = 0

的多项式解 ,而后求非齐次方程

(1 - x2 ) y″+ 2 xy′- 2 y = - ( 1 - x2 )2

的通解 .

【解】 先求齐次方程的多项式解 ,设
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y = xn + 低次项 ,

这里只定多项式的次数 ,代入方程得

(1 - x
2

) ( n( n - 1) x
n - 2

+ ⋯ ) + 2 x( nx
n - 1

+ ⋯) - 2( x
n

+ ⋯ ) = 0 ,

得最高次系数为

n
2

- 3 n + 2 = 0 .

可见 ,此时多项式解的次数只可能是 n = 1 或 2 .

显然可以观察出 ,该方程有 y1 = x之解 ,而另一解设为 y2 =

x
2

+ B x + C,代入方程得

- 2 y2 ˆ= - 2 x2 - 2 B x - 2 C

2 x y′2 ˆ= 4 x2 + 2 B x

+ ) ( 1 - x2 ) y″2 ˆ= - 2 x2    + 2 è

0 ‰= 0 + 0 - 2 C + 2 W

解得 C= 1 , B任意 .因此有齐次方程的一般解

y = c1 ( x
2

+ 1) + c2 x .

  再利用这个结果求非齐次方程之解 ,为此设

Y ( x) = c1 ( x ) x + c2 ( x) (1 + x
2

) , c′1 ( x) x + c′2 ( x ) (1 + x
2

) = 0 .

则有

- 2 óY ( x) = c1 ( x ) x + c2 ( x ) ( 1 + x2 )

2 x Y′( x ) = c1 ( x )·1 + c2 ( x) (1 + x2 )′

+ )1 - x
2

Y″( x ) = c1 ( x )·0 + c2 ( x) (1 + x
2

)″+ c′1 ( x) + c′2 ( x)·

2 x

- ( 1 - x2 )2 = 0 + 0 + [ c′1 ( x ) + c′2 ( x )·2 x] ( 1 - x2 )

得方程组

xc′1 ( x ) + (1 + x2 ) c′2 ( x ) = 0 ,

c′1 ( x ) + 2 xc′2 ( x) = - ( 1 - x
2

) .
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解得 c′1 ( x ) = - ( 1 + x2 ) ,   c′2 ( x ) = x .

于是 c1 ( x ) = - ( x + 1
3

x3 ) ,   c2 ( x) = 1
2

x2 .

Y ( x ) =
x

4

6
-

x
2

2
.

最后 ,非齐次方程的一般解为

y( x) = c1 ( x
2

+ 1 ) + c2 x +
x

2

6
( x

2
- 3 ) . 【解毕】

综例 15 .7 .6  f ( x )二阶可导 ,且 f ( 0) = 0 , f′( 0) = 1 ,使得曲线积

分∫C
( xe

2 x
- 6 f ( x ) ) sin yd x - (5 f ( x) - f′( x ) ) cos yd y 与路径无

关 ,试求 f ( x ) = ?

【解】 这是一道利用曲线积分与路径无关的判定条件 (称为可积

性条件 ) ,导出关于 f ( x)的微分方程 ,而后利用微分方程求解得出

f ( x)的综合题 .

首先 ,利用可积性条件
�X
�y

=
�Y
�x

,即

� - 5 f ( x ) - f′( x) cos y
�x

= � xe
2 x

- 6 f ( x) sin y
�y

推出方程 ,再加上初值条件 ,得

f″( x) - 5 f′( x ) + 6 f ( x ) = xe
2 x

,

f ( 0) = 0 , f′( 0) = 1 .

  这是一个二阶线性常系数非齐次方程的初值问题 ,特征根是

λ1 = 2 , λ2 = 3 , 由于非齐次项 xe2 x 中 ,α= 2 是特征根 ,因此可设

解为

6 )Y = x( A x + B)e
2 x

- 5 )Y′= x( A x + B) ( e2 x )′+ (2 A x + B) e2 x

+ ) 1 )Y″= x( A x + B) (e
2 x

)″+ 2 (2 A x + B)·2e
2 x

+ 2 Ae
2 x

x = 0 - ( 2 A x + B) + 2 A
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解上述方程得 A = -
1
2

, B = - 1 .因此 ,一般解为

f ( x ) = c1 e2 x + c2 e3 x - 1
2

x( x + 2 )e2 x .

再利用初始条件 f (0 ) = 0 , f′( 0) = 1 ,定出常数

c1 = - 2 ,   c2 = 2 .

最后可得

f ( x) = - 2e2 x + 2e3 x - x
2

( x + 2 )e2 x . 【解毕】

综例 15 .7 .7  已知 x″+ 2 x′+ 2 x = f ( t) , 且 x′( 0 ) = x( 0 ) = 0 , " t

∈[0 , +∞ ) , | f ( t) | < M,证明 :

(1 ) x( t) =∫
t

0
f ( t - τ) e

-τ
sinτdτ;

(2 ) | x ( t) |≤
M
2
·

1 + e -π

1 - e -π , " x∈ [0 , + ∞ ) .

【证】 (1 ) 有两种证法 ,第一种是用解的概念 ,直接将 x( t)代入方

程进行验证 .为此 ,将积分利用 u = t -τ进行变换 ,得

x( t) =∫
t

0
f ( u)e

- ( t - u)
sin( t - u) d u

=∫
t

0
f ( u)e - t·e u ( sin t·cos u - cos t·sin u) d u

= e - t sin t∫
t

0
f ( u) eu cos ud u - e - t cos t∫

t

0
f ( u) eu sin ud u .

这样可以利用对变上限定积分的导数 ,验证 x( t)确为其解 .

第二个证法 , 即利用待定函数法由齐次一般解来求非齐次

特解 .

令 X( t) = c1 ( t) e - t sin t + c2 ( t) e - t cos t以及

c′1 ( t) e
- t

sin t + c′2 ( t) e
- t

cos t = 0 ( * )

代入方程得 c′1 ( t) ( e
- t

sin t)′+ c′2 ( t) ( e
- t

cos t)′= f ( t) , ( * * )
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利用 ( * ) ,化简 ( ** )得

c′1 ( t)e - t cos t - c′2 ( t)e - t sin t = f ( t) , ( * * * )

( * )与 ( *** )联立 ,解得

c′1 ( t) =

0 e - t cos t

f ( t) - e - t sin t
- e - 2 t = f ( t) e

t
cos t ,

c′2 ( t) =

e
- t

sin t 0

e
- t

cos t f ( t)
- e

- 2 t = - f ( t) et sin t .

从而有

c1 ( t) =∫
t

0
f ( u)e

u
cos ud u,

c2 ( t) = -∫
t

0
f ( u)e u sin ud u .

于是

X( t) = e
- t

sin t∫
t

0
f ( u)e

u
cos ud u - e

- t
cos t∫

t

0
f ( u) e

u
sin ud u

=∫
t

0
f ( u)e

u - t
sin( u - t) d u

=∫
t

0
f ( t - τ)e -τsinτdτ.

由此得非齐次一般解为

x( t) = c1 e - t sin t + c2 e - t cos t + X( t) ,

利用初始条件 x(0 ) = x′( 0) = 0 ,可以方便地确定

c1 = c2 = 0 .

因而满足方程及初始条件之解为

x( t) =∫
t

0
f ( t - τ)e -τsinτdτ.

  (2 ) 对于解 x( t)的估计 ,比较粗略的是

| x( t) |≤∫
t

0
| f ( t - τ) | e

- τ
| sinτ| dτ
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≤M∫
t

0
e

-τ
dτ

= M( 1 - e
- t

) .

  要做到题设的估计 , 则必须更细致一些 , 这主要是必须考虑

sin x的变化 ,为此 ,作如此不等式放大 :

| x( t) |≤∫
+∞

0
| f ( t - τ) | e -τ | sinτ| dτ≤ M∫

+ ∞

0
e -τ | sinτ| dτ

= M∑
∞

k = 0
∫

( k+ 1 )π

kπ
e

-τ
| sinτ| dτ (做变换 u = τ - kπ)

= M∑
∞

k = 0
∫
π

0
e - u - kπ sin ud u

= M∑
∞

k = 0

e
- kπ∫
π

0
e

- u
sin ud u

= M(1 + e
-π

)
2 ∑

∞

k = 0

e - kπ

= M
2
·1 + e

-π

1 - e
-π < 0 .5452 M . 【解毕】

【注】 这里用的方法是注意到 sin x 在 [ 0 ,π]上是同号的 , 而且

e
- u

sin u在[0 ,π]上的积分可以求出 .这种技巧的思想常用 ,其考虑

在于 ,适当将不等式的估计放大一些 ,而放大后的积分可以求出 .

这里的关键在“适当”两字 ,本题解法的两种估计用的是同一思想 ,

只是“适当”两字用的程度不同 ,其结果的精细程度也就不同了 .

综例 15 .7 .8  设有级数 y = 2 +∑
∞

n = 1

x
2 n

(2 n) !
.

( i ) 求收敛域 ;

( ii ) 证明满足微分方程 y″- y = - 1;

( iii ) 求其和函数 . ( 1988 年考研题 )

【解】 本题是级数和微分方程的综合题 .因为出题的方式已告诉
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人们做题的步骤 ,因此这题并不是难题 .

(1 ) 利用达朗贝尔法则求收敛域 ,即由

| Dn | = | x
2 n+ 2

|
( 2 n + 2) !

x
2 n

(2 n) !
= x

2

( 2 n + 1 ) ( 2 n + 2)
→ 0

可知其收敛为 ( - ∞ , +∞ ) .

(2 ) 由于这是幂级数 ,在其收敛区间内总可逐项求导 ,从而可

直接代入方程 :

y″- y = ∑
∞

n = 1

x
2 n

( 2 n) !
″- 2 +∑

∞

n = 1

x
2 n

( 2 n) !

=∑
∞

n = 1

x
2 n - 2

( 2 n - 2) !
- 2 - ∑

∞

n = 1

x
2 n

(2 n) !

≡1 +∑
∞

n = 1

x2 n

(2 n) !
- 2 - ∑

∞

n = 1

x2 n

(2 n) !
= - 1 .

  (3 ) 所求和函数正是初值问题

y″- y = - 1 ,

y( 0) = 2 , y′(0 ) = 0 .

之解 .易求此方程的一般解为

y( x) = c1 e
x

+ c2 e
- x

+ 1 ,

代入初值求 c1 , c2 ,有方程

c1 + c2 = 1 ,

c1 - c2 = 0 .

解之得 c1 = c2 =
1
2

,由此得到和函数是

y( x) =
1
2

(e
x

+ e
- x

) + 1 = sh x + 1 . 【解毕】

综例 15 .7 .9  设函数序列 yn ( x) ( n = 1 , 2 ,⋯ )满足

d
d x

p( x)
d yn ( x)

d x
+λn y n ( x) = 0 ,   " x∈ [ a, b] ,

yn ( a) = yn ( b) = 0 .

·073· 第 15 章  高阶线性微分方程



其中λn 为常数 ,且当 n≠m时λn≠λm .证明 : " n≠m,有

∫
b

a
y n ( x)· ym ( x ) d x = 0 .

【证】 (1 ) 先由方程将 yn ( x )表示出来 ,得

λn y n ( x) = -
d

d x
p( x)

d yn ( x)
d x

,

再做所求之积分

λn∫
b

a
y m ( x ) yn ( x ) d x = -∫

b

a
y m ( x )

d
d x

p( x)
d yn ( x )

d x
d x

= -∫
b

a
y m ( x ) d p( x)

d yn ( x )
d x

= - ym ( x) p( x)
d yn ( x )

d x

b

a

+∫
b

a
p ( x)

d yn ( x )
d x
·

d ym ( x )
d x

d x

=∫
b

a
p ( x) y′n ( x )· y′m ( x ) d x .

由对称性同样可得

λm∫
b

a
y n ( x) ym ( x) d x =∫

b

a
p ( x) y′m ( x) y′n ( x ) d x .

  (2 ) 以上两式相减 ,得

(λn - λm )∫
b

a
y n ( x )· ym ( x) d x = 0 .

因为λn≠λm ,所以有

" n≠ m,  ∫
b

a
y n ( x)· ym ( x) d x = 0 . 【证毕】

  在这里以及前面许多题目对微分方程有一个重要的理解 ,即

微分方程也是函数的一种表达形式 ,它给出的是该函数及其导数

间满足的某种关系 ,因此 ,我们可以利用这种关系来研究与确定函

数的许多性质 ,如单调性等 ;也可以利用它来进行计算 ,如求积分 ,

求导数 ,甚至展开函数的泰勒级数等等 .
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综例 15 .7 .10  函数 f ( x)在 (0 , +∞ )可导 , f ( 0) = 1 且满足

f′( x ) + f ( x) =
1

x + 1∫
x

0
f ( t) d t .

  ( i ) 求导数 f′( x) = ?

( ii ) 证明 : 当 x≥0 时 , e - x≤ f ( x )≤1 . ( 2000 年考研题 )

【解】 这里就是用微分-积分方程来表示函数 ,由此要求研究一些

函数的性质 .遇到这种方程 ,通常先化成微分方程 .为此将方程变

成

( x + 1) ( f′( x ) + f ( x) ) =∫
x

0
f ( t) d t,

两边对 x求导 ,得

( x + 1 ) f″( x ) + ( x + 2 ) f′( x ) = 0 ,

f (0 ) = 1 , f′(0 ) = - 1 .
( * )

后面的初始条件是由微分-积分方程将 x = 0 代入而得到的

f′(0 ) + f ( 0) =∫
0

0
f ( t) d t = 0 .

  方程 ( * )既可看作高阶可降阶方程 ,也可直接求解

f″( x )
f′( x)

= - x + 2
x + 1

= - x + 1 + 1
x + 1

= - 1 - 1
x + 1

,

( ln | f′( x ) | )′= - 1 -
1

x + 1
.

因为 f′(0 ) = - 1 ,故

ln ( - f′( x) )
x

0
= -∫

x

0
1 + 1

x + 1
d x = - x - ln( x + 1 ) ,

- f′( x) =
e - x

x + 1
,

f′( x) = - e
- x

x + 1
.

  ( ii ) 这一问要根据前一问所求导数的结果 f′( x ) = -
e - x

1 + x
来
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估计 f ( x)的范围 .只要对不等式积分即可 .因为 f ( 0 ) = 1 , 又当

x≥0 时

0 ≥ f′( x ) =
- e - x

1 + x
≥ - e

- x
,

两边积分得

0 ≥ f ( x) - f (0 ) ≥∫
x

0
- e - x d x,

即

1 ≥ f ( x) ≥ 1 + (e
- x

- 1 ) = e
- x

. 【解毕】

【注】 遇到∫
x

x
0

g′( x)
g( x)

d x 时 , 由于 g( x0 ) 是非零的具体数 , 这样

ln | g( x ) | 中的 | g( x ) | 必须确定正负号 : 如果 g( x0 ) > 0 ,则取

正号 ,写成 ln g( x) ;如果 g( x0 ) < 0 ,则取负号 ,写成 ln( - g( x) ) .

这是因为微分方程的一个特解必须是连续的 , 而 ln | g ( x) | 在

g( x) = 0处间断 ,因此只能取其中一部分定义域所对应的函数 .

综例 15 .7 .11  求微分方程组

d x
d t

= x + 2 y,

d y
d t

= 4 x + 3 y .

的解 .

【解】 对微分方程组的问题 ,通常解法之一是利用求导消元法 ,只

留一个未知函数 , 而消去其他未知函数 .对于本题来说 , 可保留

x( t) .为此将第一式对 t求导

d
2

x
d t2

=
d x
d t

+ 2
d y
d t

在第一个式中解出 y =
1
2

d x
d t

- x ,将第二个式中的
d y
d t
及上面解

出的 y 代入前一式得
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d2 x
d t2

=
d x
d t

+ 2 (4 x + 3 y)

=
d x
d t

+ 2 4 x + 3
2

d x
d t

- x .

整理得

d
2

x
d t

2 - 4 d x
d t

- 5 x = 0 ,

y =
1
2

d x
d t

- x .

很容易求出

x( t) = c1 e
5 t

+ c2 e
- t

,

y ( t) = 2 c1 e5 t - c2 e - t . 【解毕】
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第 16章  微分方程的应用

16.1  引   言

  用微分方程来刻画许多自然科学、经济科学甚至社会科学领

域中的一些规律 ,这是微分方程应用的重要领域 ,也是其发展的原

动力 .但这些方面的应用都伴随着有关领域的专业知识 .因此在数

学中研究这方面问题的着重点在于这种应用的基本方法和步骤 ,

所涉及的范围一般有物理、力学和几何问题 ,也有少数简单的经济

或社会等其他方面的问题 .

微分方程解决实际问题主要有三个步骤 : 首先是列微分方程

和确定定解条件 ;其二是解微分方程 ,求所需之解 ;最后是对所求

解进行分析 ,是否与实际问题需要相符 .从应用的角度来讲 ,列方

程、定条件是关键 ,但一般来说多数超出数学内容范围 ;从数学上

讲 ,重点在解方程 .而第三步往往为人忽略 ,但在实际应用中确是

十分重要的 ,一个真实的实际问题 ,往往要通过这一步再来反复修

改所列方程及条件 ,直至达到需要为止 .

从数学方法的角度看 ,列方程主要有两种基本方法 .

第一个我们称之为“规律翻译法”,也就是把物理、力学等已有

规律或原理 ,明确的几何关系等用数学的符号与相关概念将其“翻

译”成微分方程 .

第二个方法我们称之为“微量平衡分析法”,从数学上看即找

未知函数微分的关系 .这种方法在工程与其他学科中运用很多 ,特

点是形象 ,实际意义明确 .



16.2  微分方程在几何方面的应用

在几何上的应用主要是利用曲线 y = y( x)的切线斜率 y′( x ) ,

法 线 斜 率 -
1

y′( x )
, 曲 率

y″
( 1 + y′2 )3/ 2 , 曲 边 梯 形 面 积

∫
x

a
| f ( x) | d x, 弧微分三角形关系 d l

2
= ( d x)

2
+ ( d y)

2
等等来描

述一些所求曲线或图形的几何特性 .

例 16 .2 .1  一曲线簇由微分方程

2 x y y′- y2 + x2 = 0

所确定 ,求另一簇曲线 ,它与前簇曲线在相交处均相互垂直 ,即在

交点处切线相互正交 .

【解】 由方程解出此簇曲线在 ( x, y )点的切线斜率为 y′=

-
x

2
- y

2

2 x y
.由题设可知 ,所求曲线簇在 ( x , y )点的斜率应是

y′= 2 xy
x

2
- y

2 .

这就是所求曲线簇的微分方程 .

下面来解方程 ,显然 ,这是一个零齐方程 ,属于一阶可积类型 .

因此可以令 u=
y
x
来解 .但比较简单的方法还是用凑微分的解法 ,

先将方程改写成微分形式

( x
2

- y
2

) d y - 2 x yd x = 0 ,

x
2

d y - yd x
2

- y
2

d y = 0 ,

x
2

d y - yd x
2

y
2 - d y = 0 ,

d - x
2

y
- y = 0 .

即有
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x2

y
+ y = 2c,

x
2

+ y
2

= 2 cy .

这是一簇通过原点 ,圆心在 ( 0 , c)的圆 .

最后分析一下结果的正确性 ,从题给的方程 y′= -
x

2
- y

2

2 x y
可

以类似求出 ,这也是一簇圆 ,其方程为 x
2

+ y
2

= 2 ax ,它们是通过

原点 ,圆心在 ( a,0 )的圆 ,显然这两簇圆在交点处其切线是相互垂

直的 . 【解毕】

例 16 .2 .2  求通过 ( 0 , 1/ k ) 的曲线方程 , 使其在区间 [ 0 , x]

( x≥0 )上对应的曲边梯形面积与在此曲线的弧长成正比 ,比例系

数为 1/ k > 0 用
1
k
是为使解题时书写简便些 .

【解】 设曲线为 y = y( x) ,再把题设条件“翻译”成微分关系 ,即得

所求的微分方程

k∫
x

0
| y ( x) | d x =∫

x

0
1 + y′

2
( x ) d x,

y( 0) = 1/ k .

即为 k | y ( x) | = 1 + y′
2

( x ) ,

y( 0) = 1/ k .

  为解方程 ,将 y′解出来得

y′=± k2 y2 - 1 ,

y( 0) = 1/ k .

  由于正负号对解无原则影响 ,今先取正号来考虑其解 .这样一

来有

d y

k2 y2 - 1
= d x ,

∫
y

1/ k

d y

k
2

y
2

- 1
=∫

x

0
d x,
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1
k

ln( ky + k
2

y
2

- 1 ) = x .

  下面将上式加以化简 .由于

ln( ky + k2 y2 - 1 ) = kx ,

则有

- ln( ky + k2 y2 - 1 ) = ln( ky - k2 y2 - 1 ) = - kx ,

从而

ky + k
2

y
2

- 1 = e
k x

,

ky - ky2 - 1 = e - k x .

两式相加得

y =
ek x + e - kx

2 k
=

1
k

ch( kx ) . 【解毕】

【注】 此处用到的消去化简技巧是一种常用于对数函数化简的

方法 .

例 16 .2 .3  求一曲线过 (1 , 0 )点 ,使它在每点处的切线与矢径 (即

从原点到该点的向量 )成常角θ.

【解】 先根据题意列方程 ,设曲线为 y = y( x) ,显然从图 16.1 所

示可知有以下关系

α= θ+φ,

又有

tanα= y′,  tanφ= y
x

.

从而根据

t anα= tan(θ+φ) =
tanθ+ tanφ

1 - tanθ· tanφ

求得微分方程

y′= y + kx
x - ky

,

y (1 ) = 0 .
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图  16. 1

其中 k = tanθ.

这是一个零齐次方程 .设 u =
y
x

,可以将问题变成

1 - ku
1 + u

2 d u = k
x

d x,

u( 1) = 0 .

两边积分得

∫
u

0

1 - ku
1 + u2 d u =∫

x

1

k
x

d x ,

arct an u - k
2

ln (1 + u2 )
u

0
= kln x

x

1
.

代入 u =
y
x

,并化简得

x2 + y2 = e
1
k

a rctan
y
x .

  对此微分方程亦可以利用积分因子来求解 ,为此将方程写成

微分形式

( x - ky) d y - ( y + kx ) d x = 0 ,

xd y - yd x -
k
2

d( x
2

+ y
2

) = 0 ,

xd y - yd x
x

2
+ y

2 - k
2

d( x
2

+ y
2

)
x

2
+ y

2 = 0 ,
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arctan
y
x

=
k
2

ln( x
2

+ y
2

) + c .

代入初始条件 y( 1) = 0 得

x2 + y2 = e
1
k

a rctan
y
x .

这个结果的极坐标形式很简单 ,为

ρ= e
1
k
φ .

这就启发我们用极坐标系来列方程 .

从极坐标系下微分三角形的关系 (见图 16. 2)可知

tanθ= ρdφ
dρ

= k .

图  16. 2

这就得到题设曲线在极坐标下的方程

ρdφ
dρ

= k,

ρ(0 ) = 1 .

  很容易地解出ρ= e
1
k
φ .

该曲线称为对数螺线 ,在铣刀中得到应用 . 【解毕】

例 16 .2 .4  求曲线 y = y( x) ,使其上每一点的法线是过此点之平

行 x轴的直线与过此点矢径交角之角平分线 .

【解】 首先依题意列方程 .如图 16.3 所示有 : 2θ是过 P 点水平
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线与矢径之交角 ;α是过 P 点曲线法线与 x 轴之交角 ;φ为矢径与

x 轴之交角 .

图  16. 3

  显然有

α= φ+θ,

α=π - θ.

消去θ得  2α=π+φ, α=
π
2

+φ/ 2 ,

而 y′( x ) = -
1

tanα
,故

y′= - cotα= - cot
π
2

+
φ
2

= tan
φ
2

=
1 - cosφ

sinφ
.

利用 tanφ=
y
x

, sinφ=
y

x 2 + y2
, cos x =

x

x2 + y2
代入上述式子 ,

得

y′=
x2 + y2 - x

y
.
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这又是一个零齐方程 ,可令 u =
y
x
求解 ,但用积分因子更简单些 ,

为此变成微分形式

yd y = x2 + y2 d x - xd x,

1
2

d( x2 + y2 ) = x2 + y2 d x ,

d( x2 + y2 )

2 x2 + y2
= d x,

x
2

+ y
2

= x + c,
最后得

y2 = 2 cx + c .

这正好是一条焦点在原点的抛物线 .

另外 ,方程

y′=
x

2
+ y

2
- x

y

的右边 ,若使用有理化分子 ,则得

y′= y

x + x
2

+ y
2

.

这也是零齐方程 ,但似乎不好用前面积分因子方法求解 ,现用零齐

方程解法 ,由于方程右边的特点 ,最好化成

d x
d y

=
x + x2 + y2

y
,

并且令 v( y) =
x
y

,即 x( y) = v y, 这样

v + v′y = v + 1 + v2 ,

d v

1 + v
2

= d y
y

.

解得

ln ( v + 1 + v
2

) = ln cy .
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又利用对数特点

ln( 1 + v
2

- v) = - lncy .

即

1 + v2 + v = cy ,

1 + v2 - v = 1
cy

.

联立解得

2 v = cy -
1
cy

,

2 x = cy 2 + 1
c

,

即 y2 = 2cx - 1 .

这正是抛物线 .

上述方程其实也可用积分因子来解 , 为此将方程变成微分

形式

yd x = xd y + x2 + y2 d y .

移项

yd x - xd y - x2 + y2 d y = 0 ,

变成
yd x - xd y

x
2

+ y
2

- d y = 0 .

这不是全微分方程形式 ,但再除 y即可

yd x - xd y

y x
2

+ y
2

- d y
y

= 0 ,

d
x
y

1 +
x
y

2
= d y

y
.

这实际上就是前面我们令 v =
x
y
的形式 .其解与前面是一样的 ,为
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y2 = 2 cx - 1 . 【解毕】

例 16 .2 .5  在上半平面求一条向下凸的曲线 ,其上任一点 P ( x,

y)处的曲率等于此曲线在该点的法线段 PQ长度的倒数 ( Q是法

线与 x 轴的交点 ) ,且曲线在点 ( 1 , 1)处的切线与 x轴平行 .

【解】 根据题意 ,将几何关系用曲率 ,法线斜率等表示出来 ,就可

得到方程与初始条件 .

设曲线为 y = y( x) ,则曲线在 P( x, y)点的法线方程是

Y = y - 1
y′( x )

( X - x) .

它与 x轴之交点为 Q( x + y y′, 0) ,于是得到法线段 PQ的长度是

( x - yy′- x)
2

+ y
2

= ( yy′)
2

+ y
2

.

由题设条件得到微分方程及初始条件为

y″
(1 + y′

2
)

3/ 2 =
1

y2 ( 1 + y′2 )
, ( * )

y (1 ) = 1 , y′( 1) = 0 .

化简成

y″
1 + y′2

=
1
y

,

y( 1) = 1 , y′(1 ) = 0 .

  这是高阶可降阶方程 ,属于 y″= f ( y, y′)这种类型 .为此可令

p( y) = y′,则 y″=
d p
d x

=
d p
d y

d y
d x

= p
d p
d y

.

代入原方程 ,得到关于 p( y)的方程与条件

p
1 + p

2
d p
d y

= 1
y

,

p(1 ) = 0 .

解这个可分离变量型的方程 ,得

∫
p

0

p
1 + p

2 d p =∫
y

1

d y
y

,

即
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1 + p2 = y2 .

将
d y
d x

= p代入 ,得

y′=± y2 - 1 ,

y(1 ) = 1 .

再积分 ,得

∫
y

1

d y

y2 - 1
=∫

x

1
± d x ,

即

ln ( y + y2 - 1 ) =± ( x - 1 ) .

利用对数函数的性质

ln ( y - y2 - 1 ) =ê ( x - 1 ) .

从而得到

y =
1
2

e
±( x - 1 )

+ e
ê ( x - 1 )

=
1
2

e( x - 1 ) + e - ( x - 1 ) = sh ( x - 1) . 【解毕】

【注】 题设中曲线是下凸这个条件 ,用在 ( * )处的方程中 ,这里正

反映了 y″≥0 这方面的要求 .

在几何方面列方程 ,其基本方法是几何条件的分析及“翻译”.

一般是一阶方程较多 ,二阶方程通常要涉及到曲率 ,这时方程可能

比较复杂 ,若要能积分 ,则多为二阶可降阶类型 .

16.3  微分方程在物理、力学方面的应用

在这方面涉及到的列方程问题 ,其方法除规律“翻译”之外 ,相

当多地要用到“微量平衡分析法”.

例 16 .3 .1  高温物体冷却遵循所谓冷却定理 :“物体冷却的速度
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与该物体和周围介质的温差成正比 .”设某物体开始温度为

100℃ ,放在 20℃的空气中 ,头 600 s 下降到 60℃ , 问从 100℃下降

到 25℃ ,需用多少时间 ?

【解】 设物体温度为 T ( t) ,冷却系数为 k > 0 ,则该问题的方程及

条件为

d T
d t

= - k( T - 20 ) ,

T( 0) = 100 .

方程中的负号是因为介质温度 20 < T时 ,物体放热 ,是降温过程 ,

此时
d T
d t

< 0 .

该方程是很简单的可分离变量型 ,也可以当作是一阶线性非

齐次方程 ,其解是

T ( t) = 80e - k t + 20 .

这里冷却系数 k是未知的 ,它可由另一个条件 :前 600s 物体温度

下降到 60℃ ,即

T (600 ) = 60

来确定 .将其代入解中 ,化简得

e - 60 0 k = 1
2

,  k = 1
600

ln2 .

由此求出 ,当 T( t) = 25 时

25 - 20 = 80e
- k t

.

解出 t = 2400 ,即 2400 s 后 ,物体温度下降到 25℃ . 【解毕】

【注】 显然 ,这个冷却规律只是近似的 .很清楚这里假定环境温度

总是 20℃ ,就是一个近似 .如果要把介质温度变化再考虑进去 ,微

分方程就复杂多了 .

这种与变化速率成比例的假定在物理规律中使用得许多 : 例

如 ,放射性物质 (如镭 )的脱变速度与存留的放射物质的质量成正

比 ,如设镭的质量为 m( t) ,脱变系数为λ> 0 ,则有微分方程
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d m( t)
d t

= - λm( t) ,

m(0 ) = m0 .

这里的负号是因为脱变时
d m
d t

< 0 , m0 是初始质量 .

还有细菌繁殖问题 , 化学反应等都有这种假设 ,其方程也差

不多 .

例 16 .3 .2  这里研究一个力学问题 ,把绳子绕在一个圆树桩上 ,

求绳子的张力 .

【解】 绳子从 A点绕到 B 点 ,以 A 点作起点 ,弧长作自变量 , 绳

子张力 T = T ( s) .今考虑 P( s)处 , dθ角对应的小段绳子的受力

情况 .

图  16. 4

该微量受有三个力 : 左、右两边绳子的张力 T 与 T + d T, 由

于绳子压在树桩上 , 树桩对它的反作用力 N ,它是垂直这小段弧

的 .利用力的平衡关系有

d T = μN , (切线方向力的平衡关系 )

N = 2 Tsin
dθ
2
≈ Tdθ. (法线方向力的平衡关系 )

其中忽略了高阶部分 .在上式中消去 N 得

·783·第 16 章  微分方程的应用



d T
d s

=
μ
R

T ,

其中 , R是树桩半径 ,μ是摩擦系数 , ds = Rdθ.这个解也很简单 ,因

为它是可分离变量型 ,亦是一阶线性常系数齐次方程 ,其解为

T = T0 e
μ
R

s ,

其中 , T0 是在 s = 0 时的张力 .这个力随弧长以指数律增长 ,因此

可产生极大的力量 ,这就是为什么船能用绳子拴在树桩上的原因 .

当然 ,这里也是近似的 ,但与实际情况是比较相符的 .

另外 ,这里用到列方程的方法就是“微量平衡分析法”.此时要

用到力的平衡方程式 ,还要恰当地舍弃高阶无穷小 . 【解毕】

在力学问题中利用牛顿第二定律

F = ma

来列方程 ,这是很普遍的一种方法 ,在这种问题中 ,要引起注意的

是坐标系与方程的关系 .下面举几个例子 .

例 16 .3 .3  一小球质量为 M沿一与水平面成α角的斜面从高为

H 处 ,由静止开始滚下 ,设小球受到的空气阻力与其运动速度成

正比 ,比例系数为 c≥0 ,忽略摩擦力 ,求运动规律 .

图  16. 5

【解】 取斜面长 s作坐标 ,原点在斜面顶点 H 处 .设运动规律为

s = s( t) .

根据牛顿第二定律则有
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ms″= mg sinα - cs′,

s( 0) = 0 , s′(0 ) = 0 .

  这是一个二阶线性常系数非齐次方程 ,可化简为

s″+
c
m

s′= gsinα,

s( 0) = 0 , s′(0 ) = 0 .

其一般解是

s( t) = A + Be
- c

m
t

+
mgt
c

sinα.

利用初始条件得到方程

A + B = 0 ,

-
c
m

B +
mg
c

sinα= 0 ,

解得 A = - B, B =
m2

c2 gsinα .

从而有

s( t) =
m2 g
c

2 sinα - 1 + e -
c
m

t +
mg
c

sinα· t .

  最后 , 对具体问题要进行分析 , 此时的 s ( t) 不是定义在

[0 , +∞ )上 ,而是只对在斜面上的运动才成立 .因此要确定珋t ,

使得

s(珋t) = H/ sinα= m
2

g
c

2 sinα - 1 + e -
c

m
珋t + mg

c
sinα·珋t ,

即要求解关于珋t的超越方程

H
sin

2
α

c
2

m
2

g
= - 1 + e -

c
m
珋t + c

m
珋t .

可以证明 ,这个方程在[ 0 , + ∞ )内总是有解的 ,而且解是唯一的 ,

这是因为函数

f ( t) = - 1 + e
- c

m
t

+
c

m
t
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有 : f (0 ) = 0 , f′( t) =
c
m

1 - e
- c
m

t
≥0 .

设该解为珋t时 ,则所求之运动规律为

s( t) = m
2

g
c

2 sinα
c
m

t + e
- c

m
t

- 1 ,  t∈ [ 0 ,珋t] . 【解毕】

例 16 .3 .4  一质量为 m的物体 ,以初速度 v0 垂直向上升高 .假定

空气阻力与物体速度的平方成比例 ,比例系数 k2 > 0 ,求物体上升

的最大高度和从最高点返回到原处的速度 ,以及物体上升、下降的

时间 .

【解】 建立如图 16.6 的坐标系 , 物体受两个力 :向下的重力 mg

图  16. 6

与 s 轴反向 , 空气的阻力 f 与速度方向相

反 ,根据牛顿第二定律 , 列出两组方程和相

应条件 .

上升方程 :

ms″= - mg - k2 ( s′)2 ,

s( 0) = 0 , s′(0 ) = v0 .

  下降方程 :

ms″= - mg + k
2

( s′)
2

,

s( t1 ) = H , s′( t1 ) = 0 .

其中 , H 是物体上升的最大高度 , t1 是上升到最高处的时间 .两个

方程中阻力项的符号不同 ,是因为上升时 ,速度与 s轴同向 ,而阻

力就与 s轴反向 ,因而加负号 ;下降时 ,速度与 s轴反向 ,而阻力与

速度反向 ,因而它与 s轴同向 ,所以取正号 .第二个下降方程中的

初始条件是根据运动规律与速度的连续性而设定的 ,通常称为“连

续性条件”.

(1 ) 先解上升方程 , 这是二阶可降阶方程 , 若令 v( t) = s′,

则有
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v′= - g -
k2

m
v

2
,

d v

g + k
2

m
v2

= - d t,

1
g∫

v

v
0

d v

1 +
k2

mg
v

2
= -∫

t

0
d t .

积分后 ,有

t = m

k g
arctan

kv0

mg
- arctan

kv

mg
. (16 .1)

令 v( t1 ) = 0 ,求得上升到顶点的时间 t1 为

t1 = m

k g
arctan

kv0

mg
. (16 .2)

  (2 ) 为求上升的高度 ,可以利用 ( 16 .1 ) ,解出 v, 而后由 H =

∫
t
1

0
v( t) d t来求 ,这样问题变得十分复杂 .但若对描述上升过程的

这个二阶可降阶方程作一种变换 ,把路程看作自变量 ,即令

s′= v( s) ,则 s″=
d v
d s
·

d s
d t

= v
dv
ds

.

这样上升方程变成

mv d v
d s

= - mg - k2 ( v)2 ,

v( 0) = v0 .

解之得

vd v

g +
k2

m
v

2
= - d s,

积分有
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∫
v

v
0

vd v

g +
k2

m
v2

=∫
s

0
- d s,

m
2 k

2 ln g +
k

2

m
v

2
v

v
0

= - s,

s = m
2 k

2 ln
g +

k
2

m
v

2
0

g + k
2

m
v2

= m
2 k

2 ln
mg + k

2
v

2
0

mg + k
2

v
2 .

当 v = 0 时 ,求得上升最大高度 H为

H =
m

2 k
2 ln

mg + k2 v2
0

mg
=

m
2 k

2 ln 1 +
k2

mg
v

2
0 . (16 .3)

  (3 ) 再解下降方程

由下降过程中 s″< 0 ,故由方程可知

- mg + k2 v2 ≤ 0 ,

即有

mg - kv ≥ 0 .

  为求落地速度 ,还是得求 s = s( v)的关系 .此时令 s′= v( s) ,则

s″= v
d v
d s

,如此下降方程变成

mv d v
d s

= - mg + k2 v2 ,

v( H) = 0 .

解之得

vd v

g - k
2

m
v2

= - d s,

积分有

∫
v

0

vd v

g -
k2

m
v

2
=∫

s

H
- d s,
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+
m

2 k2 ln g -
k2

m
v

2
v

0
= s - H,

s = H +
m

2 k2 ln
g - k

2

m
v2

g

= H +
m

2 k
2 ln 1 -

k2

mg
v

2
.

为求落地速度 ,令 s = 0 ,得

H =
- m
2 k

2 ln 1 - k
2

mg
v2

.

利用 (16 .3)得

ln 1 +
k2

mg
v

2
0 = - ln 1 -

k2

mg
v

2
.

解得

v2
0 - v2 - k

2

mg
v0 v = 0 ,

即落地速度 v * = v0
mg

mg + k
2

v
2
0

.

  (4 ) 求落地时间 ,还是求 v = v( t)的关系 .此时令 s′= v( t) ,下

降方程变成

mv′= - mg + k
2

v
2

,

v( t1 ) = 0 .

解之得

d v

g -
k2

m
v

2
= - d t,

1
g∫

v

0

d v

1 - k
2

mg
v2

=∫
t

t
1

- d t ,

t = t1 + m

2 k g
ln mg + kv

mg - kv
.
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于是得落地时间为

t* = t1 + m

2 k g
ln mg + kv

*

mg - kv
*

.

整个运动过程中时间与速度的函数关系是

t =

m

k g
arctan

kv0

mg
- arctan kv

m g
, 当 t∈ [ 0 , t1 ] ,

t1 +
m

2 k g
ln

mg + kv

mg - kv
, 当 t∈ [ t1 , t* ] .

【解毕】

例16 .3 .5  一单摆摆长为 l,吊一个质量为 m的小球 ,设其偏小角

为θ,求其运动方程 .

【解】 选择原点在 O的极坐标系 ,质点受重力的切向分力的作用

而摆动 .设 s = lθ( t) ,由牛顿第二定律得

mlθ″= - mg sinθ,

即

θ″=
- g
l

sinθ,

θ( 0) = θ0 , θ′(0 ) = 0 .

(16 .4)

图  16. 7

  (1 ) 这是一个二阶可降阶方程 ,缺自变量 t ,因此令 v =θ′(θ) ,
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则θ″=
d v
dθ
·

dθ
d t

= v
d v
dθ

,故得

v d v
dθ

= - g
l

sinθ

令ω=
g
l

,则得

vd v = - ω2 sinθdθ,

∫
v

0
vd v =∫

θ

θ
0

- ω
2

sinθdθ,

1
2

v
2

= ω
2

(cosθ - cosθ0 ) ,

dθ
d t

= v = ω 2( cosθ - cosθ0 ) .

  关于θ与 t的关系是

∫
θ

θ
0

dθ

2( cosθ - cosθ0 )
=∫

t

0
ωd t .

上式左边的积分虽不能表成初等形式 ,但已确定了θ=θ( t)的函数

关系 .

(2 ) 当摆动角度很小时 ,可以有近似

sinθ≈θ

这样方程 (16 .4)可以近似成

θ″+ω
2
θ= 0 ,

θ(0 ) = θ0 , θ′( 0) = 0 .

这是一个二阶线性齐次常系数方程 ,其解为

θ= c1 cosωt + c2 sinωt ,

代入初始条件得解为

θ= θ0 cosωt .

这正是简谐振动 ,圆频率ω=
g
l

,周期 T =
2π
ω

. 【解毕】
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16.4  其他方面应用举例

例 16 .4 .1  高为 H 的容器 ,已知每个高度处的截面面积函数为

S( h) ,在底部开一小孔 ,面积为 S0 ,若流出流量 q =μ 2 g h,其中

h为水高 ,μ是常系数 .当容器注满水后 , 让小孔流水 , 问多久能

流完 ?

图  16. 8

【解】 建立如图 16.8 的坐标系 .考虑在 t到 t + d t这小段时间内 ,

流出水量的平衡关系 .

在这段时间内 ,水深变化 d h .显然有如下关系 :

S( h) d h = - μS0 2 ghd t .

从而有方程

S( h)

2 gh
d h = - μS0 d t,

h(0 ) = H .

解之得

∫
h

H

S ( h)

2 g h
d h = -∫

t

0
μS0 d t,
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t =
1

μS0 2 g
∫

H

h

S ( h) d h

h
.

流完时间为

T =
1

μS0 2 g∫
H

0

S( h) d h

h
. 【解毕】

例 16 .4 .2  物质甲和物质乙化合生成新物质丙 ,设反应不可逆 .

开始反应时 ,甲、乙物质各为 a和 b ,没有物质丙 .假设在甲与乙化

合的过程中 ,丙物质生成率与甲、乙两物质剩余量之乘积成正比 ,

比例系数为 k > 0;甲与乙物质以α∶β的比例消失而生成丙 ,丙的

生成量正是甲、乙物质的消失量之和 .

【解】 设丙物质的生成函数为

m = m( t) ,

则甲、乙物质在 t时候的消失量分别为

a - α
α+β

m( t) ,  b - β
α+β

m ( t) .

这样方程为

d m( t)
d t

= k a -
α
α+β

m( t) b -
β
α+β

m( t) ,

m(0 ) = 0 .

解这个可分离变量方程可得

1
bα - aβ∫

m

0

α

a -
α
α+β

m
- β

b -
β
α+β

m
dm = k∫

t

0
d t .

积分而得

kt =
α+β

aβ - bα
ln

ab(α+β) - abm
ab(α+β) - αβm

. 【解毕】

例 16 .4 .3  技术革新推广模型 : 设社会上有 N 个工厂老板 ,一项

技术革新在他们中推广 ,假设采用这项技术的老板人数的增长与
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已采用和未采用者人数的乘积成正比 .试研究这项技术推广情况 .

【解】 设在 t时刻采用新技术的老板数为 P = P( t) .此时未采用

者为 N - P .因此方程为

d P
d t

= cP ( N - P) ,

P( 0) = 1 .

  这是一个可分离变量型的方程 ,容易求解 ,得

P( t) =
Nec Nt

N - 1 + ecN t

这里当 t→ +∞时

lim
t→ +∞

P( t) = N .

  这说明这个模型有一定的合理性 . 【解毕】

例 16 .4 .4  设一车间容量为 V0 = 10800m3 , 其空气中含有α=

0 .12 %的 CO2 .现送风机把含β= 0 .04% CO2 的新鲜空气以 v =

25 m
3
/ s 的速度输送到车间 .假定在任何时刻 ,整个车间内 CO2 浓

度总是均匀的 ,求送风机工作 600 s 后车间空气中含 CO2 的数量 .

【解】 设在 t时 ,车间空气中含 CO2 的数量为 m( t) ,现考察在 t

到 t + d t时段内 CO2 量的平衡关系 :

t时刻车间中 CO2 浓度为
m( t)
V0

,因而此时 d t时段被送走的

CO2 量为

m( t)
V0
· vd t,

而随新鲜空气带来的 CO2 量为

βvd t .

因此车间在 t到 t + d t时段内 , CO2 的减少为

d m( t) =βvd t -
m( t)
V0

vd t
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= β -
m( t)
V0

vd t .

从而得方程

d m( t)
d t

= v β -
m( t)
V0

,

m( 0) = αV0 .

这是一个一阶线性常系数非齐次方程 (当然也可以看作是可分离

变量型方程 ) ,解之得

m( t) = ce -
vt
V0 +βV0 .

代入初始条件得

αV0 = c +βV0 ,

c = (α - β) V0 .

  t时刻车间中 CO2 含量的浓度为

m( t)
V0

= (α - β) e -
v t
V0 +β .

将题设的数据代入得 : 600 s 后车间的空气中 CO2 含量浓度为

0.06 % . 【解毕】
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第 17章  向 量 代 数

17.1  引   言

  在多元函数之前讨论向量代数 ,是把它摆在一种研究多元函

数工具的地位 .从“工具地位”来看向量代数 ,其内容主要是 :

两种表示 : 向量的几何表示与代数表示 ;

五类运算 : 向量的加减、数乘、点积、叉积与混合积运算 ;

几个关系 : 向量的平行、共面及垂直关系 .

这里主要的研究方法是几何直观与代数运算的灵活结合与互

动 ,即利用几何想像来分析关系 ,通过代数推导来揭示规律 .

因此向量代数是“几何直观”与“代数推演”结合的桥梁 .

17.2  空间向量的表示方法

(1 ) 向量是有方向与大小的量 ,其背景是力、速度、位移、角速

度等等必须考虑其大小与方向的一些量 .

向量的任何表示方式都直接或间接地包含着表示方向与表示

大小两个方面 .

( 2) 向量的几何表示是带箭头的直线 ,记成 a,线段之长 | a|表

示大小 ,称为向量 a的模 .这种表示很形象 ,但方向只是一种示意 .

为此引出一个固定的向量 , 叫单位向量 a0 ,它的模 | a0 | = 1 ,规定

指向一个确定方向 ,这样 ,任何与它平行的向量α就可以写成

α=
|α| a0 , 当α与 a0 同向平行 ,

- |α| a0 , 当α与 a0 反向平行 .
(17 .1)



a0 为由 a确定方向的单位向量 ,因此有

a0 = a
| a |

,

和

a = | a | a0 . (17 .2)

(3 ) 向量的投影表示是

a = ax i + ay j + azk . (17 .3)

这是一种代数性的向量表示 ,其中 ax , ay 及 a z 是向量a分别在 x ,

y与 z 轴上的投影 .在这种表示下 ,向量的模是

| a | = a
2
x + a

2
y + a

2
z , (17 .4)

其方向由其单位向量

a0 =
a

| a |
=

ax i + ay j + azk

a
2
x + a

2
y + a

2
z

, (17 .5)

或

a0 = cosαi + cosβj + cosγk (17 .6)

表示 .其中

cosα=
ax

| a |
,  cosβ=

ay

| a |
,  cosγ=

az

| a |
. (17 .7)

称为向量 a的方向余弦 ,α,β,γ是 a 分别与 x , y与 z 轴正方向的

夹角 ,其值在 0 到π之间 .

(4 ) 除单位向量之外 ,有几个常用的向量 .

矢径 ,即固定以坐标原点为起点的向量 ,特别用

r = x i + y j + zk (17 .8)

表示 ,这样空间任何一点 P( x, y, z)可以用它对应的矢径表示 ,因

此又称位置向量 .

用起终点 A( x1 , y1 , z1 ) , B( x2 , y2 , z2 )表示的有向线段 AB_ ,即

AB_ = ( x2 - x1 ) i + ( y2 - y1 ) j + ( z2 - z1 ) k . (17 .9)
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如果用

rA = x1 i + y1 j + z1 k,  rB = x2 i + y2 j + z2 k

分别表示 A , B ,则线段 A B上任一点 C 的坐标 ( xλ , yλ , zλ)亦可以

用参数λ表示为 rC ,其中

rC = rA +λ( rB - rA )

= (1 - λ) rA +λrB

= (1 - λ) x1 +λx 2 i + ( 1 - λ) y1 +λy2 j

+ (1 - λ) z1 +λz2 k . ( 17 .10)

这里 |λ| =
| rC - rA |
| rB - rA |

=
| A C_ |

| A B_ |
. 当λ∈ [ 0 , 1 ]时 ,点 C在 A 与 B 之

间 ;当λ< 0 时 , C在 AB_ 逆向延长线上起点 A的一侧 ;当λ> 1 时 ,

C在 AB_ 顺向延长线上 B点一侧 .

图  17. 1

17.3  向量的运算

向量有五种运算 ,每种运算都有几何意义与代数表示 ,而且都

有诸如交换律、分配律等性质描述 .

1. 向量的加减法

在几何上向量的加减法表示为平行四边形对角线 ,或三角形

的另一边 .用投影表示两向量
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a = ax i + ay j + azk ,  b = bx i + by j + bz k,

则向量加减就与数量的加减联系起来了 ,

a± b = ( ax ± bx ) i + ( ay ± by ) j + ( az ± bz ) k .

2. 向量的数乘 (λa)

在几何上表向量的伸缩和反向 ,具体是 :

当λ> 0 时 ,λa与 a同向平行 , |λa| =λ| a| ;

当λ< 0 时 ,λa与 a反向平行 , |λa| = -λ| a| ;

当λ= 0 时 ,λa就是零向量 .

在代数上

λa = λ( ax i + ay j + az k) = λa x i +λa y j +λaz k .

3. 向量的点 (内 )积 (a·b)

点积的物理背景是力在一定位移下所作的功 ,在几何上可表

示一个向量在另一向量上的投影 .具体定义是

a·b = | a |·| b | cosθ,

其中θ是 a与 b间的夹角 , 0≤θ≤π .

力 F在位移 s下作功为 W = F·s;向量 b在 a上的投影为

b·a0 , a0 是 a方向的单位向量 .利用点积可以表示 :

向量 a的模  | a| 2 = a·a,

向量间夹角余弦  cosθ=
a·b

| a|· | b|
,

向量点积的代数运算式

a·b = ( ax i + ay j + az k)· ( bx i + by j + bzk)

= ax b x + ay b y + az b z .

即各同名投影乘积之和 .点积满足交换律与分配律 .

4. 向量的叉积 (a×b)

在物理上多用于表示角速度等向量 ; 在几何上用于表示由两

个向量产生的与之垂直的第三个向量 .叉积 a×b这个向量定义有

两个方面 ,大小为 | a×b| = | a|· | b| sinθ,而方向符合从 a到 b的
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右手法则 : 即向量 a×b垂直于 a也垂直于 b ,并且右手四指顺着

a到 b,其拇指方向为 a×b的方向 .

在代数上其运算可用行列式

a× b = ( ax i + ay j + az k)× ( bx i + by j + bz k)

=

i j k

ax a y a z

bx by bz

表示 .这个公式的推出 ,是由于叉积满足分配律及 i× i = j× j =

k×k= 0 , i× j = k, j×k= i, k× i = j .特别重要的是 ,叉积不满足

交换律 ,而有

a× b = - b× a .

5. 向量的混合积 ( ( a×b)·c)

混合积不是新运算 ,只是点积、叉积运算的混合 , 但在几何上

表示了以三个向量 a, b, c为三个相邻边构成的平行六面体的代数

体积 .如果三个向量 a→ b→ c符合右手法则 , 该体积为正 , 否则

为负 .

混合积的代数计算式为

(a× b)·c =

ax a y a z

bx b y b z

cx c y cz

.

  由此可知 , ( a×b)·c = ( b×c)·a = ( c×a)·b .通常将其简

写成 (a, b, c) ,而且三者的任何一次对换使其值反号 ,即

(a, c, b) = - (a, b, c)

等等 .

17.4  用运算表示向量的几何关系

将向量间的几何关系 ,如平行、垂直、共面等用向量间的运算
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表示 ,这是作为“工具”的重要内容 .

(1 ) 两向量平行的充要条件

a∥ b�存在λ,使得 a = λb

�a× b = 0

�对应投影成比例 ,
ax

bx
=

ay

b y
=

az

bz

(如果三个比例中少一个 ,则规定此投影为 0) .

  (2 ) 两向量垂直的充要条件

a⊥ b�a·b = 0 .

  (3 ) 三向量共面的充要条件

a, b, c共面 �v λi 不全为 0 ,使得λ1 a +λ2 b +λ3 c = 0 .

即 a, b, c线性相关 .

� (a, b, c) = 0 .

  (4 ) b在 a上的投影 ( b)a

( b)a = b·a0 = b·a
| a |

.

17.5  综  合  题

综例 17 .5 .1  今有 a= i+ j , b= i - 2k和 c = 2 i+ 3 j + 4k,计算下

列各式 :

(1 ) a×b,  (2 ) b×c,  (3 ) c×a,

(4 ) ( a+ b)× ( a - b) ,  (5 ) a× ( b×c) ,  ( 6) a· ( b×c) .

【解】

(1 ) a×b=

i j k

1 1 0

1 0 - 2

= - 2i + 2 j - k .
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(2 ) b×c=

i j k

1 0 - 2

2 3 4

= 6 i - 8 j + 3k .

(3 ) c×a=

i j k

2 3 4

1 1 0

= - 4 i+ 4 j - k .

(4 ) ( a+ b)× ( a - b) = ( 2 i+ j - 2k)× ( j + 2k)

=

i j k

2 1 - 2

0 1 2

= 4i - 4 j + 2k .

另一方面 (a+ b)× ( a - b) = a×a - a× b + b×a - b× b =

- 2a×b= - 2 ( - 2 i+ 2 j - k) = 4 i - 4 j + 2k .

(5 ) a× ( b×c) = ( i + j )× (6 i - 8 j + 3k)

=

i j k

1 1 0

6 - 8 3

= 3 i - 3 j - 14k .

(6 ) a· ( b×c) =

1 1 0

1 0 - 2

2 3 4

= - 2 . 【解毕】

【注】 我们从叉积定义可以知道 ,向量 d = a× ( b×c)垂直于 e =

( b×c) ,而 e又是垂直于 b和 c的 ,因此叉积向量 d与由 b , c向量

形成的某个平行平面共面 ,从而可设

a× ( b× c) = λb +μc .

  上式两边点积向量 a,则有

0 = λ(a·b) +μ(a·c) ,

由此有
λ
-μ

=
(a·c)
(a·b)

.令λ= (a·c) t,μ= - (a·b) t ,代入叉积的分

解表示关系 ,得
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a× ( b× c) = t[ ( a·c) b - ( a·b)c) ] .

  由于这是关于 a, b, c的恒等式 ,可选择特殊的三个向量来确

定 t,为此选

b = j ,  c = k,  a = j .

代入得到前式左端

a× ( b× c) = j× ( j× k) = j× i = - k,

前式的右端

t[ (a·c) b - (a·b) c] = t[0 - k] .

由此推出 t = 1 .因此有公式

a× ( b× c) = (a·c) b - (a·b) c .

再用给定的数值验证一下 :

 (a·c) b - (a·b)c

= (2 + 3) ( i - 2k) - 1· (2 i + 3 j + 4k)

= 3 i - 3 j - 14k .

这与前面 (5 )的结果是一致的 .

综例 17 .5 .2  设 a= i+ 4 j + 5k, b= i+ j + 2k, c= i + j + k .求 :

(1 ) λ使得 (a+λb)⊥ ( a -λb) ;

(2 ) μ使得 (a+μb)∥ (a -μb) ;

(3 ) 向量 c在由 a, b所构成的平面上的投影向量 ;

(4 ) λ,μ使得 a +λb, a+μb与 c共面 .

【解】 

(1 ) 欲使 a+λb垂直 a -λb,当且仅当

(a+λb)· (a - λb) = | a |
2

- λ
2

| b |
2

= 0 ,

由此得

λ
2

=
| a | 2

| b | 2 =
1 + 16 + 25
1 + 1 + 4

=
42
6

= 7 ,

从而 λ=± 7 .

(2 ) 欲使 a+μb平行于 a -μb ,当且仅当
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( a+μb)× ( a - μb) = 2μb× a = 0 .

由于 b×a≠0,故只有μ= 0 ,即只能是 a∥a .这个结果在几何上毫

不奇怪 .

(3 ) 设 p是向量 c在由 a, b所构成的平面上的投影向量 ;再

设 n= a×b,这是垂直这个平面的向量 .这样一来有如下分解关系

c = αn + p .

两边点乘向量 n,因为 n⊥p,从而得

c·n = α( n·n)

解出

α=
c·n
n·n

从而求得投影向量为

p = c - ( c·n)
( n·n)

n .

今由数据有

n = a× b =

i j k

1 4 5

1 1 2

= 3 i + 3 j - 3k,

求出

p = i + j + k - 1
9

(3 i + 3 j - 3k)

=
2
3

( i + j + 2k) .

  (4 ) 由三向量共面的充要条件 ,可得

c·[ ( a+λb) × (a +μb) ] = c·[ (μ - λ)a× b]

= (μ - λ) ( c· (a× b) ) = 0 .

由于 c· (a×b)≠0 ,推出μ=λ.这个结果在几何上意义也很显然 .

【解毕】

【注】 (3 )中的做法相当于线性代数中的直交分解 ,即施密特正交
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过程的做法 .读者可自绘图形 ,明确几何关系 .

综例 17 .5 .3  空间两条异面直线 L1 与 L2 ,相应的方向为 l1 和

l2 ,各在其上有两点 M1 和 M2 .求这两条直线间的距离 d .

【解】 两直线间距离即两直线各取一点连线的最小长度 ,因此这

可以利用多元函数条件极值来求 .下面我们用向量代数的方法来

解此题 .从几何上分析可知两直线间距离有如下性质 :在两条直线

上各找出一点 P1 和 P2 ,若向量 P1 P2
_ 的模为所求的距离 ,则其方

向必垂直于由 l1 和 l2 所构成的平面 ,即平行该平面的法线向量

n= l1×l2 .如果利用距离的这个几何性质 ,通过向量运算就可求其

值 .因为 l1 ⊥n, l2⊥n,则对两条直线上任意两点 M1 ∈ L1 , M2 ∈

L2 ,必有

( M1 M2
_ )n = ( P1 P2

_ )n ,

其值的绝对值就是所求的距离 d,从而

d = ( M1 M2
_ )n =

| M1 M2
_ ·n |

(n·n)

=
| M2 M2
_ · ( l1 × l2 ) |

| l1 × l2 |
. 【解毕】

【注】 (1 ) 从上述结果看出 ,这个距离还有另一种几何解释 .因为

上式中的分子

| M1 M2
_ · ( l1 × l2 ) |

正是由向量M1 M2
_ , l1 和 l2 作棱形成的平行六面体的体积 ;而分母

| l1× l2 |正是由向量 l1 和 l2 作成的平行四边形面积 .可见其距离

d正是此体积在该底面上的高 .

(2 ) 利用本题类似的思路 , 可以很容易找到点到某平面的距

离 ,设平面的法线向量为 n,且 M0 为其上给定点 ,今欲求 P 点到
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平面的距离 d .

显然有向线段M0 P_ 在 n上的投影的绝对值 ,就是所求 P点到

平面的距离 .从而有

d = ( M0 P_ )n =
M0 P_ ·n

| n |
.

如果今有

n = ai + bj + ck,  P( x, y, z) , M0 ( x0 , y0 , z0 ) ,

则

d =
| a( x - x0 ) + b( y - y0 ) + c( z - z0 ) |

a2 + b2 + c2
.

这就是点 P( x , y, z)到平面的距离公式 .

下面利用向量运算来证明一些明显的几何事实 , 借此进一步

理解和掌握向量运算中几何直观与代数推演之间的关系 .

综例 17 .5 .4  证明 :

x - 2(a·x) a
| a |

2 = | x | .

并说明其几何意义 .

【证】 一般这种关于模的等式或不等式的证明与计算 ,多利用关

系 a·a= | a| 2 转化为点积的运算 .对此 ,我们有

x - 2(a·x)
a

| a | 2 x - 2 (a·x)
a

| a | 2

= | x |
2

- 4 (a·x)
1

| a | 2 ( x·a) + 2(a·x)
1

| a | 2

2

(a·a)

= | x |
2

- 4
(a·x)

2

| a | 2 + 4
(a·x)

2

| a | 2

= | x |
2

. 【证毕】

  上述式子表面上复杂 ,改写一下就清晰多了 .
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x - 2(a·x)
a

| a | 2 = x - 2 x· a
| a |

a
| a |

= x - 2 ( x·a0 )a0 = x - 2p,

其中 p = ( x·a0 ) a0 正是向量 x在 a 向量上的投影向量 .从图

17.2 可知 , x与 x - 2p正是以 2p为底的等腰三角形的两个腰 .

【注】 如果我们要求一个向量 x,关于一个平面的镜面反射的向

量 ,就可以利用本题类似思路来构造 .

图  17. 2

假设镜面平面的法线向量为 n,今欲求向量 x关于该镜面的

反射向量 x* :

首先求 x在 n方向上的投影向量 q,得

q = ( x·n)
(n·n)

n,

由此得镜面反射向量

x* = x - 2q = x - 2
( x·n)
(n·n)

n,

如果 x和 n作为列矩阵 x 和 n,上述关系用矩阵运算表示 , 因为

x·n= nT x, n·n= nT n, ( nT x)n= ( nnT
) x,故

x·n
n·n

n =
nT x
nT n

n =
(nT x)n

nT n
=

( nnT ) x
nT n

,

于是有

x* = x - 2 ( nnT
) x

nT n
= I -

2
nT n

nnT x .

·114·第 17 章  向量代数



这里 I是 3 阶单位矩阵 , nnT 是 3×3 矩阵 .这个结果可以推广到 n

维空间 .

综例 17 .5 .5  利用向量运算可以证明正弦和余弦定理 ,以及平行

四边形定理 .

【证】 设向量 a, b, c构成封闭三角形 .

(1 ) 由叉积的几何意义 ,即两向量叉积的模等于二向量所构

成的平行四边形的面积 ,可知

| a× b | = | b× c | = | c× a | ,

即

| a | | b | sinγ= | b | | c | sinα= | c | | a | sinβ.

图  17. 3

对上式同除 | a| | b| | c| ,就得正弦定理

sinα
| a |

= sinβ
| b |

= sinγ
| c |

.

  (2 ) 由 | c|
2

= ( b - a)
2

= ( a)
2

+ ( b)
2

- 2 (a·b)

= | a| 2 + | b| 2 - 2 | a| | b| cosγ .

这就是余弦定理 .

(3 ) 因为

(a+ b)
2

= (a)
2

+ ( b)
2

+ 2a·b,

(a - b)
2

= (a)
2

+ ( b)
2

- 2a·b,

相加得 (a+ b)
2

+ (a - b)
2

= 2 [ (a)
2

+ ( b)
2

] ,

即 | a + b |
2

+ | a - b |
2

= 2 ( | a |
2

+ | b |
2

) .
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这就是平行四边形定理 : 平行四边形两对角线之平方和等于四边

之平方和 . 【证毕】

综例 17 .5 .6  若 a, b, c为三个不共线的向量 .证明它们构成封闭

三角形的充要条件为

a× b = b× c = c× a .

【证】 今在 a, b, c不共线的条件下 ,要证

a + b + c = 0�a× b = b× c = c× a .

  先证必要性 : 因为 a+ b+ c= 0 , 两边同叉乘 c得

a× c + b× c = 0,

a× c = - c× b = b× c .

同理有

b×a + c× a = 0,

b×a = - c× a = a× c .

即有 a×b= b×c= c×a .

再证充分性 : 因为 a× b= b×c = c×a .取头一个等式 , 并移

项 ,得

a× b - b× c = 0,

(a + c) × b = 0 ,

即 (a + b + c) × b = 0 .

同理可推出

(a+ b + c)× a = (a + b + c) × c = 0 .

从上面三式可见向量 a, b, c平行同一向量 (a+ b+ c) ,它们要么是

共线 ,要么向量 a+ b+ c= 0 .由假设排除了第一种可能 ,因而必有

a+ b+ c= 0 . 【证毕】

综例 17 .5 .7  设α1 = ( a1 , a2 , a3 ) , α2 = ( b1 , b2 , b3 ) , α3 = ( c1 , c2 ,

c3 ) .证明三直线
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a1 x + b1 y + c1 = 0

a2 x + b2 y + c2 = 0

a3 x + b3 y + c3 = 0

交于一点的充要条件是三向量共面 ,但α1 和α2 不共线 .

【证】 将题设方程写成向量形式

α3 = - xα1 - yα2 . (17 .1)

  先证必要性 : 由上述三直线交于一点 , ( 17 .1 )表明 , 向量α3

由α1 ,α2 线性表示 ,且这种表示是唯一的 ,这就证明了α1 与α2 不

共线 .

再证充分性 : 由于α1 ,α2 和α3 共面 ,即存在不全为 0 的 x, y,

z使得

xα1 + yα2 + zα3 = 0 .

又由于α1 和α2 不共线 ,必有 z≠0 .这就得出唯一表达式

α3 = - x
z
α1 + - y

z
α2 . 【证毕】

综例 17 .5 .8  已知向量 x与 a = i+ j, b= j + k,及 c= i+ k的点积

分别是 3 , 4 , 5 ,求 x= ?

【解】 设 x= x1 i+ x2 j + x3 k,依题意有

x·a = 3 ,

x·b = 4 ,

x·c = 5 .

即有方程

x1 + x2 = 3 ,

x2 + x3 = 4 ,

x3 + x1 = 5 .

解联立方程得 x1 = 2 , x2 = 1 , x3 = 3 .即有

x = 2 i + j + 3k . 【解毕】
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【注】 此题可以变成向量分解的提法 : 若有三个不共面的向量 a,

b, c,今欲将向量 x表示成 x = x1 a+ x2 b+ x3 c,已知条件是 x与 a,

b, c的点积分别为α,β,γ .

这里把 a, b, c作为坐标系 ,给定的条件是

(a× b)·a≠ 0 ,

x·a = α, x·b = β, x·c = γ.

写成线性方程组为

(a·a) x1 + (a·b) x2 + (a·c) x3 = ( x·a) = α,

(a·b) x1 + ( b·b) x2 + ( b·c) x3 = ( x·b) = β,  

(a·c) x1 + ( b·c) x2 + (c·c) x3 = ( x·c) = γ .

(17 .2)

其系数矩阵为

H =

a·a a·b a·c

a·b b·b b·c

a·c b·c c·c

=

aT

bT

cT

(ab c) .

由此可知 H的行列式不为 0 ,因此方程 ( 17 .2 )有唯一解 .

若 a, b, c是正交系 ,则

H =

aT a aT b aT c

bT a bT b bT c

cT a cT b cT c

=

| a |
2

0 0

0 | b |
2

0

0 0 | c |
2

,

方程组 (17 .2)的解为

x1

x2

x3

= H- 1

α

β

γ

=

α/ | a | 2

β/ | b |
2

γ/ | c |
2

.
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综例 17 .5 .9  若三个非零向量 a, b, c满足关系

a = b× c,  b = c× a,  c = a× b .

求它们的长度及夹角 .

【解】 (1 ) 由于 a·b= ( b×c)·b= 0 ,所以 a⊥b .

用同样方法可知 a⊥c, b⊥c,即向量 a, b, c相互垂直 .

(2 ) 由于

a·a = ( b× c)·a = (a, b, c) ,

b·b = (a, b, c) ,

c·c = (a, b, c) .

可见 | a | = | b | = | c | = (a, b, c) . 【解毕】

【注】 这里三向量 a, b, c成为右手正交系 .这是三向量 a, b, c构

成右手正交系的充分必要条件 .

综例 17 .5 .10  在什么条件下 ,向量方程

a = b× x

关于 x有解 ? 有多少解 ? 解的一般形式是什么 ?

【解】 首先 ,若存在 x0 ,使得

a = b× x0 ,

用 b点乘上式两边 ,有

a·b = ( b× x0 )·b = ( b, x0 , b) = 0 .

由此可知 ,方程 a= b×x, 关于 x有解的必要条件是 a与 b 垂直 .

这一点从叉积的定义也是可以推出的 .

再者 ,若上述方程有解 x0 ,即 a = b× x0 ,则可断言 ,其所有之

解可表成

x = x0 +μb ,

其中μ为任意常数 .

事实上 ,将 x= x0 +μb代入方程左边有

b× ( x0 +μb ) = b× x0 +μb× b = b× x0 = a,
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即 x0 +μb是方程之解 .

反之 ,若 y是另一解 ,即有 a= b×y,由于 a= b×x0 ,则有

0 = b× ( x0 - y) .

这表明 , x0 - y与 b平行 ,由此可知 ,存在常数μ,使得 x0 - y=μb ,

即 y= x0 - μb . 【解毕】
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第 18章  空间的平面、直线及
一些特殊曲面的方程

18.1  引   言

  三维空间中的平面、直线以及像椭球等二次曲面不但是常见

的空间图形 ,同时也是研究多元函数的几何工具 .从微积分的要求

来看 ,本章内容可概括为研究空间常见图形的方程及其相互关系 .

具体来说是讨论 :

(1 ) 平面与直线的方程及相互关系 ,从代数角度看是研究一

次方程的几何意义 ;

(2 ) 椭球面等二次曲面的方程 , 从代数角度看是研究二次方

程的几何意义 ,与线性代数中二次型的知识相呼应 ;

(3 ) 旋转面、柱面、锥面等特殊曲面的方程 ;

(4 ) 空间区域的表示 .

研究方法上着重于抓住几何图形的特殊性质 ,再将这种性质

利用代数的概念与运算表示出来 .

18.2  平面与直线

1. 平面方程

  平面的几何特征有多种描述 ,最基本的是由其上一点 M0 和

其法线向量 n所确定的投影特性 ,即点 P在该平面上的充要条件

是 P M0
_ 垂直 n, 或者是 P M0

_ · n = 0 .设 n = ai + bj + ck,



M0 ( x0 , y0 , z0 ) , P( x , y, z) ,则

PM0
_ = ( x - x0 ) i + ( y - y0 ) j + ( z - z0 ) k .

由此可得 ,平面π的方程为

a( x - x0 ) + b( y - y0 ) + c( z - z0 ) = 0 . (18 .1)

这就是平面方程的点法式 .

反过来 ,对任何一次方程

Ax + By + Cz = d, (18 .2)

总可以找一点 ( x0 , y0 , z0 )使得

Ax0 + By0 + Cz0 = d .

这样 (18 .2)可改写成

A( x - x0 ) + B( y - y0 ) + C( z - z0 ) = 0 .

这说明任何一次方程 ( 18 .2 ) , 其图形都是平面 ,该平面的法线向

量是

n = Ai + Bj + Ck . (18 .3)

  重要的结论是 : 空间平面的方程是三元一次方程 ,任何三元

一次方程的图形是空间平面 .

2. 直线方程

当给定直线 L上一点 M0 和直线的方向τ时 ,直线的特征性

质是 ,任何直线上的点 P 与 M0 的联线必与直线方向平行 , 即

M0 P_ ∥τ .若令 P( x, y, z) , M0 ( x0 , y0 , z0 )和τ= li + mj + nk .利用

判断两向量平行的两个充要条件可以得到相应的两种形式的方

程 .

第一种 ,直线的标准式

由M0 P_ ∥τ,可知M0 P_ ×τ= 0,即

i j k

x - x0 y - y0 z - z0

l m n

= 0 ,
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由每一分量为零 ,即可推出

n( y - y0 ) = m( z - z0 ) ,

l( z - z0 ) = n( x - x0 ) ,

m( x - x0 ) = l( y - y0 ) .

整理成对称的形式 ,得到

x - x0

l
=

y - y0

m
=

z - z0

n
. (18 .4)

这就是直线方程的标准式或称点向式 .

第二种 ,直线的参数式

由M0 P_ ∥τ,则存在 t ,使得M0 P_ = tτ,即

x - x0 = lt ,

y - y0 = mt ,

z - z0 = nt .

 或  

x = x0 + lt,

y = y0 + mt ,

z = z0 + nt .

这就是直线的参数式方程 .

第三种 ,直线的交面式

由于直线又可看作两平面的交线 ,因此用两个通过直线 L的

平面也可表示直线方程 ,即

a1 x + b1 y + c1 z = d1 ,

a2 x + b2 y + c2 z = d2 .
(18 .5)

在直线的这种表示中 ,该直线的方向向量τ必垂直这两个平面的

法线向量 ,因而有

τ= n1 × n2 =

i j k

a1 b1 c1

a2 b2 c2

. (18 .6)

  附带要指出的是 ,将 ( 18 .5 )中两式作线性组合得

μ( a1 x + b1 y + c1 z - d1 ) +λ( a2 x + b2 y + c2 z - d2 ) = 0 .

(18 .7)
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这也是平面方程 ,其几何意义表示通过直线 L的所有平面 ,称之

为过 L的平面束方程 .

3. 平面、直线间的相互关系

这种相互关系是指平行、垂直、相交等几何位置关系 .判别这

种关系的依据是平面的法线向量、直线的方向向量之间的关系 .

两平面间、两直线间是否垂直与平行是根据对应的两平面的

法线向量、两直线的方向向量是否垂直与平行来判断 .

但直线与平面间是否垂直是根据它们对应的方向向量与法线

向量是否平行来判断 ;而直线与平面的平行是根据对应向量的垂

直来判断 .

直线、平面间的夹角 ,也是根据直线的方向向量、平面的法线

向量间的夹角来确定 .

关于直线、平面的相交与否问题 ,就是线性方程组的有解问

题 ,这在线性代数中已有结论 ,但对于直线、平面问题来说 ,相应地

有明显的几何解释 .此处只讨论如何判别两条空间直线 L1 和 L2

是否相交的条件 .

若 L1 :
x - x1

l1
=

y - y1

m1
=

z - z1

n1
, τ1 = l1 i + m1 j + n1 k,

 L2 :
x - x2

l2
=

y - y2

m2
=

z - z2

n2
, τ2 = l2 i+ m2 j + n2 k .

再记 M1 ( x1 , y1 , z1 ) , M2 ( x2 , y2 , z2 ) ,则可得出 L1 与 L2 相交的充

要条件是三个向量τ1 ,τ2 和M1 M2
_
共面 ,即

(τ1 , τ2 , M1 M2
_ ) =

x2 - x1 y2 - y1 z2 - z1

l1 m1 n1

l2 m2 n2

= 0 .

(18 .8)
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例 18 .2 .1  求三个平面的方程 ,它们分别满足下列三个条件 :

(a ) 通过点 P0 ( 1 , 2 , 3) ,并平行于两个向量

a = 2i + j - k,  b = 3 i + 6 j - 2k .

  ( b ) 通过点 P0 (2 , - 3 , 2 )和直线
6 x + 4 y + 3 z + 5 = 0 ,

2 x + y + z - 2 = 0 .

(c ) 通过点 P0 (2 , - 1 , - 1 )和点 P1 (1 ,2 ,3 ) ,并平行于平面

2 x + 3 y - 5 z - 6 = 0 .

【解】 三个条件中均有平面上的一点 ,关键在求平面的法线向量 .

(a ) 由于所求平面平行于 a及 b ,所以其法线向量 n必垂直于

a及 b,这样

n = a× b =

i j k

2 1 - 1

3 6 - 2

= 4 i + j + 9k,

因此平面方程为

4( x - 1 ) + ( y + 2) + 9( z - 3) = 0 ,

即

4 x + y + 9 z - 33 = 0 .

  ( b ) 有两种解法

(方法 1 )  在给出的直线 L:
6 x + 4 y + 3 z + 5 = 0

2 x + y + z - 2 = 0
上找出一

点 P1 ( x1 , y1 , z1 ) : 令 x + y = 0 代入方程得关于 x , z的联立方程

2 x + 3 z + 5 = 0 ,

x + z - 2 = 0 .

解出得 x1 = 11 , y1 = - 11 , z1 = - 9 .即 P1 ( 11 , - 11 , - 9) .

再求出直线 L的方向τ

τ=

i j k

6 4 3

2 1 1

= i - 2k .
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  所求平面的法线向量

n = τ× P0 P1
_ =

i j k

1 0 - 2

9 - 8 - 11

= - 16i - 7 j - 8k .

由此得所求的平面为

16 x + 7 y + 8 z - 27 = 0 .

  (方法 2 )  先写出通过直线 L的平面束方程

μ(6 x + 4 y + 3 z + 5) +λ(2 x + y + z - 2) = 0 ,

即

(6μ+ 2λ) x + ( 4μ+λ) y + (3μ+λ) z + (5μ - 2λ) = 0 .

代入点 P0 (2 , - 3 , 2 )的坐标 ,来确定参数μ,λ:

11μ+λ= 0 .

取μ= - 1 ,则λ= 11 ,故得所求平面的方程为

16 x + 7 y + 8 z - 27 = 0 .

  (c ) 由于所求平面通过线段 P0 P1
_ 且垂直平面的法线向量

n1 = 2 i+ 3 j - 5k,因而 ,所求平面的法向量 n为

n = P0 P1
_ × n1 =

i j k

- 1 3 4

2 3 - 5

= - 27i + 3 j - 9k

= - 3( 9 i - j + 3k) .

所求平面的方程为

9 x - y + 3 z - 16 = 0 . 【解毕】

例 18 .2 .2  求三条直线方程 ,它们均过点 P0 ( 2 , - 3 , 5 ) ,并分别

满足以下三个条件 :

(a ) 垂直平面 7 x - 4 y + 2 z - 8 = 0 .

  ( b ) 平行直线 L:
x - y + 2 z + 4 = 0 ,

2 x + 3 y - 6 z - 12 = 0 .
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(c ) 通过点 P1 (3 ,6 , - 2 ) .

【解】 为求直线方程 ,仅需找出其方向向量

(a ) 所求直线垂直所给平面 ,从而其方向向量平行其法线向

量 n,可取

τ= n = 7 i - 4 j + 2k .

从而所求直线的标准方程为

x - 2
7

=
y + 3
- 4

=
z - 5

2
.

  ( b ) 先求出所给直线的方向向量

τ1 =

i j k

1 - 1 2

2 3 - 6

= 10 j + 5k .

所求直线与之平行 .从而有τ=τ1 ,这样所求直线的标准方程为

x - 2
0

=
y + 3
10

=
z - 5

5
.

  (c ) 所求直线的方向向量τ= P0 P1 ,即

τ= i + 9 j - 7k,

其方程为

x - 2
1

=
y + 3

9
=

z - 5
- 7

. 【解毕】

18.3  二次曲面的方程

主要的要求是会识别二次曲面的几种标准方程 .从方法上讲 ,

应能利用平行坐标平面的“截割法”来大致想像出二次曲面的

形状 .

1. 球面与椭球面

球面 : 球心在 P0 ( x0 , y0 , z0 ) ,半径为 R > 0 的球面方程为

( x - x0 )2 + ( y - y0 )2 + ( z - z0 )2 = R2 . (18 .9)
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任何缺交叉项 x y, y z, z x,且 x2 , y2 , z2 的系数相同的二次方程

x
2

+ y
2

+ z
2

+ dx + ey + f z + g = 0 , ( 18 .10)

只要满足条件

-
d

2
+ e

2
+ f

2

4
+ g < 0

就是球心在
- d
2

,
- e
2

,
- f
2
的球面 .

  椭球面 : 中心在 ( x0 , y0 , z0 )半轴分别为 a, b, c( > 0)的椭球面

方程为

( x - x0 )
2

a
2 +

( y - y0 )
2

b
2 +

( z - z0 )
2

c
2 = 1 . ( 18 .11)

2. 一般二次曲面

对一般的二次曲面方程

ax 2 + bx2 + cz2 + 2 dx y + 2 ey z + 2 f z x = g . ( 18 .12)

其图形比较复杂 ,也有多种标准型 ,对此应掌握两点 :

第一 ,对比较简单的标准型 ,比如

x
2

a
2 + y

2

b
2 - z

2

c
2 = 1 ,

会利用“平行切割法”大致绘出其图形 ,像所给方程 ,其图形对于任

何垂直 z轴的割面 ,割线为椭圆 ;而对于垂直 x轴或 y 轴的割面得

到的是虚轴为 z 轴的双曲线 ,因而是椭圆双曲面 .

第二 ,对一般的二次方程 ( 18 .12)可以用二次型表示为

( x, y, z)

a d f

d b e

f e c

x

y

z

= g . ( 18 .13)

根据对称矩阵 A=

a d f

d b e

f e c

的特征值分成三类曲面 .若 A的三

个特征值同为正数 (或负数 )即 A为正定 (或负定 ) ,则 ( 18 .13 )属
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于椭球面类 ,当然可能是一个点或无图形 ;若 A无零特征值 ,但特

征值异号 ,即为不定非奇矩阵时 , ( 18 .13 )是双曲面类 ;若 A有零

特征值 ,则 ( 18 .13)是抛物面类 .

这方面知识实际上是线性代数中二次型理论的几何解释 .

例 18 .3 .1  大致绘出方程 z = y
2

- x
2
的图形 .

【解】 (1 ) 用垂直 z 轴的平面切割曲面时 ,有如下情形 :当 z > 0

时 ,得到虚轴为 x轴的双曲线 ;当 z < 0 时 ,得到虚轴为 y轴的双曲

线 ;当 z = 0 时 ,得到两条交叉直线 y =± x .

(2 ) 用垂直 x的平面切割时 ,得到开口朝向 z 的正方向的

抛物线 .

(3 ) 用垂直 y 轴的平面切割时 , 得到开口朝向负 z 的抛

物线 .

图  18. 1

这种曲面称为双曲抛物面 ,俗称马鞍面、因形状像马鞍而得名

(见图 18. 1) .将其曲面绕 z轴旋转
π
4

,则得到比较简单的方程

z = xy . 【解毕】

例 18 .3 .2  判断 z
2

c
2 =

x
2

a
2 +

y
2

b
2 的图形 ( a, b, c > 0 ) .

【解】 ① 以垂直 z 轴的平面相割 ,得到椭圆 .
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② 用 x = 0 , y = 0 的平面相割 ,得到相交的直线 .

这种曲面是锥面 . 【解毕】

【注】 锥面方程的特点是方程中 x, y有相同的次数 .这一点在下

面锥面的一般方程构造中可以得到 .

18.4  几种特殊曲面

1. 旋转面

  只研究给定曲线绕坐标轴旋转而成的旋转曲面 .例如 ,给定曲

线 L:

z = f ( y) ,

x = 0 .

求 L绕 z 轴旋转而生成的曲面 S .

图  18. 2

设 P( x , y, z)是空间一点 ,由旋转面特性可知 , P在曲面 S 上

的充要条件是 : 存在点 Q(0 , Y , Z)在曲线 L上 , P , Q的 z 坐标相

同 ,且使得旋转半径相同 ,即
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z = Z,

x2 + y2 = Y2 .

由于 Q( 0 , Y , Z)在曲线 L上 ,因此有

Z = f ( Y ) .

再以 P( x , y, z)的坐标代入 ,得到旋转面 S的方程

z = f ( x
2

+ y
2

) .

【注】 在寻求旋转面方程时 ,抓住其几何特点 : 任何旋转面上的

点 P,一定相应有旋转曲线上的一点 Q,这两点坐标关系是 :关于

旋转轴坐标相同 (像前面叙述中的 z坐标 ) ,简称同高 ,即 z = Z;还

有是旋转半径相同 ,即 x
2

+ y
2

= Y .

利用这一特点 ,即使 L是一般由参数方程

Z = Z( t) ,

Y = Y ( t) ,

Z = Z( t) .

给出的空间曲线方程 ,它绕某坐标轴 ,例如 z 轴 ,旋转而成的旋转

面方程 ,也不难求出 .这时只要利用关系

z = Z( t) ,

x2 + y2 = Z2 ( t) + Y2 ( t) .

从中消去参数 t,即可得到关于 x, y, z之间关系 ,这就是旋转面的

方程 .

2. 锥面方程

锥面方程的一般提法是 ,给定空间一条曲线 L和不在 L 上的

一个点 P0 ,由 P0 与 L上任意点作直线 ,由这些直线所构成的曲面

叫做以 P0 为顶点 , L为准线的锥面 .

例如 ,今给定空间曲线 L(即准线 )是

f ( X , Y ) = 0 ,

Z = h .
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顶点 P0 是坐标原点 ,求由此生成的锥面 .

若 P( x , y, z)是锥面 S 上的一点 , 则必有 L上的一点 Q( X ,

Y , Z) ,即

f ( X , Y ) = 0 ,

Z = h .

图  18. 3

使得 Q在由顶点 ( 0 , 0 , 0)与 P( x, y, z)所确定的直线上 ,此直线方

向向量为 xi + y j + zk,从而

X = tx ,

Y = ty ,

Z = tz .

  将其代入 Q点所应满足的关系 ,必有

f ( tx , ty ) = 0 ,

tz = h .

解出 t =
h
z

,代入头一方程得

f h x
z

, h y
z

= 0 .

这就是所求的锥面方程 .由此可见 ,以原点为顶点的锥面关于 x,

y, z是齐次的 .
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如果今有准线方程为

x2

a2 +
y2

b2 = 1 ,

z = 2 ,

则相应的锥面方程为

4
a2

x
z

2

+
4
b2

y
z

2

- 1 = 0 ,

即

x2

a2 +
y2

b2 -
z2

4
= 0 .

这正是一个椭圆锥 .

3. 柱面方程

一般柱面是由一直线 (称为母线 ) ,沿着一曲线 L(称为准线 ) ,

平行移动而形成的曲面 .例如 ,今给定准线方程为

f ( x, y ) = 0 ,

z = h .

而母线的方向为τ= ai + bj + ck .

设 P( x , y, z)是柱面上的一点 ,根据柱面性质 ,必在准线 L上

有相应点 Q( X, Y , Z) ,使得 PQ_ ∥τ.由此可以利用直线 PQ的方程

将 P , Q点坐标间的关系找出来 .即

X = x + at ,

Y = y + bt,

Z = z + ct .

又由于 Q( X, Y , Z)在 L上 ,即满足关系

f ( X , Y ) = 0 ,

Z = h .

用前式代入此式 ,由 h = z + ct得

t =
h - z

c
,  X = x + a

h - z
c

,  Y = y + b
h - z

c
.
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从而有 x, y, z之间的关系式

f x + a
c

( h - z) , y + b
c

( h - z) = 0 .

  今若有母线方向τ= i + j + k及准线方程

L:
x

2

a
2 + y

2

b
2 - 1 = 0 ,

z = 0 .

则柱面方程为

1
a

2 ( x - z)2 + 1
b

2 ( y - z)2 = 1 .

这是一个斜的椭圆柱面 .

这里要特别指出的是 ,若母线平行坐标轴 , 则柱面变得很简

单 ,如若τ= k,而

L:
f ( x , y ) = 0 ,

z = h .

此时 X = x, Y = y,因而柱面就是

f ( x, y) = 0 .

  同样道理 ,方程φ( y, z) = 0 和φ( z, x) = 0 分别是母线平行 x

轴与 y 轴的柱面方程 .

4. 空间和平面区域的表示

在 xOy平面上 ,方程 f ( x, y ) = 0 表示曲线 ,而不等式 f ( x, y)

≥0 通常就表示一个平面区域 .例如

x
2

- y
2

- 1 ≥ 0

表示以双曲线 x
2

- y
2

- 1 = 0 为边界的一个区域 .一般来说 ,一条

平面曲线将平面分为若干部分 ,不等式所表示的那个区域可用“试

点法”确定 ,即任取一点 ,例如 ( 2 , 1)点 ,代入不等式有

4 - 12 - 1 > 0 ,

这说明 (2 ,1 )点在所示区域之内 ,同时 ,所有与 ( 2 , 1)点能用不通过

边界的曲线相连的点连同边界 ,就是这个不等式表示的区域 .当然
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能这样做的条件是作为二元函数的 f ( x, y)要连续 .

对于空间区域也是一样 ,三元方程

f ( x, y, z) = 0

一般表示曲面 ,而不等式

f ( x, y, z) ≥ 0

则表示以 f ( x , y, z) = 0 为边界面的区域 ,这个区域在空间中所在

的位置 ,可以利用“试点法”来确定 .通常是 ,空间被曲面 f ( x, y, z)

= 0 分成了二个以上区域 ,最好对每个区域中的点都试一下 .同样

地 ,这里的条件是作为三元函数的 f ( x, y, z)应是连续的 .

例 18 .4 .1  不等式组

x - y≤ 1 ,

x + y≤ 1 ,

x≥ 0 .

图  18. 4 图  18.5

  表示的区域 ,可以由点
1
2

, 0 试出 ,如图 18.4 所示 .
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例 18 .4 .2  不等式组

z ≤ x
2

+ y
2

,

x
2

+ y
2

+ z
2
≤ 1 .

  表示的区域是 : 锥外 ,球内的共同部分 (如图 18.5 ) .这可以试

两点 A
1
2

, 0 , 0 和 B 0 ,
1
2

, 0 而得 .

18.5  综  合  题

综例 18 .5 .1  直线 L的方程为
x - 5

2
=

y + 1
3 - A

=
z - 2

4 + B
.

(1 ) A, B为何值时 , L垂直 y 轴 ?

(2 ) A, B为何值时 , L平行于直线

L1 :
2 x + 3 y - 2 z + 1 = 0 ,

x - 6 y + 2 z - 3 = 0 .

  (3 ) A, B为何值时 , L与直线 L2 :

x = 3 - t

y = 1 + 2 t

z = t

相交 ,且平行于

平面 x + y + z = 0 .

【解】 这是关于平面、直线间关系的综合题 .

(1 ) 记 L的方向向量为

τ= 2 i + ( 3 - A) j + (4 + B)k,

根据 L垂直 y 轴的条件可知 ,τ· j = 0 ,即

(3 - A)·1 = 0 .

因而只要 A = 3 ,而 B为任意即可 .此时直线为

x - 5
2

= y + 1
0

= z - 2
n

,

其中 n为任意实数 .
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(2 ) 由于 L垂直由两平面相交而成之直线 ,因而 L必垂直这

两个平面的法线 ,因此有方程

τ· (2 i + 3 j - 2k) = 3 A + 2 B - 5 = 0 ,

τ· ( i - 6 j + 2k) = 3 A + B - 4 = 0 .

解联立方程得 A = B = 1 ,此时的直线为

x - 5
2

=
y + 1

2
=

z - 2
5

.

  (3 ) 根据两直线相交的条件 : 两直线不平行且两直线的方向

向量与两直线上各取一点的连线向量三者共面 .由此得第一个

方程

2 3 - A 4 + B

- 1 2 1

5 - 3 - 1 - 2 2 - 0

= 22 - 4 A - B = 0 .

  另一个方程由直线与所给平面法线垂直而得 .

解联立方程

4 A + B = 22 ,

A - B = 9 .

得 A =
31
5

, B = -
14
5

.此时的直线方程为

x - 5
2

=
y + 1
16/ 5

=
z - 2
6/ 5

. 【解毕】

综例 18 .5 .2  求过 M(2 ,3 ,1 )点 ,且与直线

L1 :
x + y = 0 ,

x - y + z + 4 = 0 .
  L2 :

x = 1 - 3 y,

z = 2 - y .

都相交的直线 .

【解】 (方法 1 )  由于已有所求直线上的一点 M,因此只需求出

其方向向量即可 .设该向量为τ= ai + bj + ck .

将 L1 写成参数形式
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L1 :

x = - y,

y = y,

z = - 4 + 2 y .

因此在 L1 上有点 M1 (0 , 0 , - 4 )及方向τ1 = - i + j + 2k;

同样可知 L2 :

x = 1 - 3 y,

y = y,

z = 2 - y .

上有一点 M2 ( 1 , 0 , 2)及方向τ2 = - 3 i+ j - k .

由于 L与 L1 相交 ,有τ,τ1 与MM1
_ 共面 ,即

2 3 5

- 1 1 2

a b c

= a - 9 b + 5 c = 0 .

  再由 L与 L2 相交 ,有τ,τ2 与MM2
_ 共面 ,即

1 3 - 1

- 3 1 - 1

a b c

= - 2 a + 4 b + 10c = 0 .

联立解出 a= 55 , b= 10 , c = 7 .故方程为

x - 2
55

=
y - 3
10

=
z - 1

7
.

  (方法 2 )  如果还能找到直线 L上的另一点 P , 则亦可列出

方程 .为此求过 M点与直线 L1 的平面π,再求 L2 与平面π的交

点 ,此点即为所求之 P .

首先求平面π的方程 .由于直线 L1 由交面式给出 ,因此可用

平面束的方程

λ( x + y) + ( x - y + z + 4 ) = 0 ,

将所通过的 M点坐标代入 , 求得参数λ= -
4
5

.从而得到π的方
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程为

x - 9 y + 5 z + 20 = 0 .

再求π与直线 L2 的交点 ,即解方程

x = 1 - 3 y,

z = 2 - y ,

x - 9 y + 5 z + 20 = 0 .

得 P的坐标为 -
76
17

,
31
17

,
3

17
.所求直线为 M P 所确定 ,其方向

向量为

τ= 2 + 76
17

i + 3 - 31
17

j + 1 - 3
17

k

= 110
17

i + 20
17

j + 14
17

k = 2
17

55i + 10 j + 7k .

这就可以得到 (方法 1 )的答案 .

(方法 3 )  由于所求直线 L过 M 点且与直线 L1 相交 ,则 L

必在过 M 与 L1 的平面π1 上 ;同理 ,它也必须在过 M与 L2 的平

面π2 上 .由π1 和π2 联立的交面式直线方程 ,即为所求之直线 L

的方程 .利用 (方法 2)中的方法可以求出平面π1 的方程为 x - 9 y

+ 5 z + 20 = 0;平面π2 的方程为 x - 2 y - 5 z + 9 = 0 .

因此 ,交面式

x - 9 y + 5 z + 20 = 0 ,

x - 2 y - 5 z + 9 = 0 .

为所求直线 L的方程 .可以验证 ,此直线的方向向量

τ=

i j k

1 - 9 5

1 - 2 - 5

= + 55i + 10 j + 7k .

与前面的解一致 .

(方法 4 )  我们也可以纯代数地来考虑这个问题 ,为简单记 ,

令所求直线 L的方程为
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x - 2
a

=
y - 3

1
=

z - 1
c

,

写成联立方程形式

x - ay + 3 a - 2 = 0 ,

cy - z + 1 - 3 c = 0 .

其中 a, c为待定常数 .由于 L与 L1 有交点 ,所以方程

x - ay + 3 a - 2 = 0 ,

cy - z + 1 - 3 c = 0 ,

x + y = 0 ,

x - y + z + 4 = 0 .

即

1 - a 0 3 a - 2

0 c - 1 1 - 3c

1 1 0 0

1 - 1 1 4

x

y

z

1

= 0

有非零解 ,从而其系数行列式必为零 ,即

1 - a 0 3 a - 2

0 c - 1 1 - 3 c

1 1 0 0

1 - 1 1 4

= 0 ,

从而得 5 c + a = 9 .

  同理由于 L与 L2 有交点 ,则由齐次方程性质 ,又有

1 - a 0 3 a - 2

0 c - 1 1 - 3 c

1 3 0 - 1

0 1 1 - 2

= 0 ,

即 - 5c + a = 2 .

联立以上两式 ,解得 a =
55
10

, c =
7

10
,这样又一次得到所求直线的
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方向向量是

τ= 55
10

i + j + 7
10

k = 1
10

(55i + 10 j + 7k) .

这与前面解法的结果是一致的 . 【解毕】

综例 18 .5 .3  求直线 L的方程 ,满足条件 :

( i ) 它过点 A(1 ,0 , - 2 ) ;

( ii ) 它与平面π: 3 x - y + 2 z + 3 = 0 平行 ;

( iii ) 它与直线 L1 :
x - 1

4
=

y - 3
- 2

=
z
1
相交 .  

( 1987 年考研题 )

【解】 此题亦有多种方法求解 ,关键在于考虑用直线的哪一种表

示形式 .

(方法 1 )  考虑用直线的标准式 ,即点向式 .为此要求出直线

的方向 .设所求直线 L的方向向量是τ;而已知的直线 L1 的方向

是τ1 = 4 i - 2 j + k,其上有一点 A1 ( 1 , 3 , 0 ) .同时 ,给定的平面π的

法线向量为 n = 3i - j + 2k .

根据条件 ( ii ) , L 的方向向量τ垂直平面的法线向量 n,即

τ⊥n;

再根据条件 ( iii ) ,τ必垂直由 A A1
_ 与 L1 所确定的平面的法线

向量 n1 =τ1× A A1
_ .

由τ⊥n和τ⊥n1 ,可取

τ= n× n1 = n× (τ1 × AA1
_ ) .

  今有

n1 = τ1 × AA1
_ =

i j k

4 - 2 1

0 3 2

= - 7i - 8 j + 12k,

从而
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τ= n× n1 =

i j k

- 7 - 8 12

3 - 1 2

= - 4i + 50 j + 31k .

于是得到所求直线 L的方程为

x - 1
- 4

= y
50

= z + 2
31

.

  (方法 2 )  考虑用交面式表示所求直线 L .根据条件 ( ii )先过

A 点 ,作平行平面π的平面π1 :

3 ( x - 1) - y + 2( z + 2 ) = 0 .

  再根据条件 ( iii)作平面π2 通过点 A 和直线 L1 ,该平面的法

线向量为

n1 = τ1 × AA1
_ = - 7 i - 8 j + 12k .

其方程为

7( x - 1 ) + 8 y - 12 ( z + 2) = 0 .

联立以上方程 ,得到所求直线的交面式为

3 x - y + 2 z + 1 = 0 ,

7 x + 8 y - 12 z - 31 = 0 .

  (方法 3)  设法求出所求直线与给定直线 L1 的交点 M( x, y,

z) .首先 , M 在直线 L1 上 , 将 L1 表成参数式 ,则 M 点的坐标可

表成

x = 1 + 4 t,

y = 3 - 2 t,

z = t .

( * )

  由于线段 A M_ 平行平面π,即 A M_ ·n= 0 ,从而得

3 ( x - 1) - y + 2( z + 2 ) = 0 .

将 ( * )式代入其中 ,得到 t = -
1

16
,再代回 ( * )中得到 M点的坐标
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为 M
3
4

,
25
8

,
- 1
16

,τ= M A_ =
1

16
( - 4 i+ 50 j + 31k) ,这样可得到

与 (方法 1 )同样的结果 .

(方法 4 )  我们还可以从动点轨迹的角度来求直线 L 的方

程 .设 P( x, y, z)是直线 L上的动点 .

首先它与 A 的连线和给定直线 L 相交 , 即满足条件 : A P_ ,

A A1
_ 及τ1 共面 ,这里 A1 ( 1 , 3 , 0)是直线 L1 上的点 , A( 1 , 0 , - 2 )是

给定点 .这样就有动点 P( x, y, z)应满足的方程

x - 1 y z + 2

4 - 2 1

0 3 2

= 0 ,

即 - 7 ( x - 1) - 8 y + 12( z + 2 ) = 0 .

  其次 ,动点 P 与 A 的连线必须平行平面π,即必须垂直其法

线向量 ,从而由 A P_ ·n= 0 ,又有方程

3 ( x - 1) - y + 2( z + 2 ) = 0 .

  两者联立 , 又得到与 (方法 2 )一致的结果 , 但观察点是不一

样的 .

(方法 5 )  利用待定系数的方法 ,设过 A( 1 , 0 , - 2 )的直线 L

方程为

x = 1 + l t,

y = mt ,

z = - 2 + nt .

  首先 ,直线 L平行平面π,从而有其方向向量τ= li + mj + nk

垂直π的法向量 n = 3 i - j + 2k,从而有方程

3 l - m + 2 n = 0 .

  其次 , L与 L1 相交 ,将 L的参数表示式代入 L1 的方程得到

联立方程
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4 mt + 2 lt = 12 ,

4 nt - lt = 8 .

消去常数项得方程 7 l + 8 m - 12 n = 0 .

再解齐次联立方程

3 l - m + 2 n = 0 ,

7 l + 8 m - 12 n = 0 .

并令 l = - 4 ,解出 m = 50 , n = 31 ,代入原直线的设定方程 ,得到 L

的参数式

x = 1 - 4 t,

y = 50 t,

z = - 2 + 31 t . 【解毕】

综例 18 .5 .4  今有直线 L:
x - 1

2
=

y
1

=
z - 3
- 2

,求 :

( i ) 与 L关于原点对称的直线 L1 方程 ;

( ii ) 与 L关于 x Oy 平面对称的直线 L2 的方程 ;

( iii ) 与 L关于平面π: x + y + z = 0 对称的直线 L3 的方程 .

【解】 这主要是利用点与直线方程关系的基本概念来求解 .

( i ) 对于任何在直线 L1 上的点 P( x, y, z) ,由于 L1 与 L关于

原点对称 ,从而与 P 关于原点对称的点 Q ( - x, - y , - z)必在 L

上 ,这样就有关系

- x - 1
2

= - y
1

= - z - 3
- 2

成立 ,这就是说 L1 的方程是

x + 1
2

= y
1

= z + 3
- 2

.

  另外 ,我们也可以从对称的性质来求直线 L1 的方程 .首先由

于 (1 ,0 ,3 )在原直线 L上 ,则关于原点的对称点 ( - 1 , 0 , - 3 )必在

对称直线 L1 上 ,又 L1 与 L是平行的 ,即方向不变 ,这样由点向式
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可得前面求得的方程 .

( ii ) 利用 ( i )的相同思路 ;

P( x, y, z)在 L2 上 ,则关于 xO y的对称点 Q( x , y, - z)必在

L上 ,从而有关系

x - 1
2

=
y
1

=
- z - 3

- 2

成立 ,这样 L2 的方程是

x - 1
+ 2

= y
1

= z + 3
+ 2

.

  如果要利用求直线 L2 的所过点及其方向来求方程 ,则首先因

(1 ,0 ,3 )在 L上 ,由对称性可知 ( 1 , 0 , - 3)在 L2 上 ;再者由于 L的

方向为τ= 2 i+ j - 2k及 L2 与 L关于 x Oy 平面对称 ,则 L2 的方

向向量τ与 L 的方向向量τ之间的关系是在 x Oy 平面上的分量

相同 ,在 z方向上的分量反号 ,即

τ2 = 2 i + j + 2k .

从而 L2 有方程

x - 1
2

= y
1

= z + 3
2

.

  ( iii ) 根据几何分析 , L与平面π之交点 O′也在所求的对称直

线 L3 上 ,这点坐标可由方程

x - 1
2

= y
1

= z - 3
- 2

,

x + y + z = 0 .

联立而得 .由上面的方程得

x - 1
2

=
y
1

=
z - 3
- 2

=
x - 1 + y + z - 3

2 + 1 - 2

=
( x + y + z) - 4

1
= - 4 .

从而有 O′的坐标为 x = - 7 , y = - 4 , z = 11 .

·244· 第 18 章  空间的平面、直线及一些特殊曲面的方程



利用综例 17 .5 .4 [注]中的结果 , L3 的方向向量τ3 可以如此

求得

τ3 =τ - 2 (τ·n0 )n0

=τ - 2
τ·n
n·n

n .

其中τ= 2 i+ j - 2k是直线 L 的方向向量 ,而 n= i+ j + k是平面π

的法线向量 ,代入得直线 L3 的方向向量为

τ3 = 2 i + j - 2k - 2
3

( i + j + k)

= 4
3

i + 1
3

j - 8
3

k .

因此所求关于平面π与 L对称的直线 L3 的方程为

x + 7
4
≡ y + 4

1
= z - 11

- 8
. 【解毕】

综例 18 .5 .5  求平分由两个平面

π1 : x - 2 y + 2 z + 21 = 0 ,

π2 : 7 x + 24 z - 50 = 0

所成两面角的平分角平面的方程 .

【解】 (方法 1 )  利用点到平面距离公式及轨迹法来求此平面 .

平分角平面是到这两个平面等距点的轨迹 .设动点为 P( x , y, z) ,

则有

| x - 2 y + 2 z + 21 |

1 + 4 + 4
=

| 7 x + 24 z - 50 |

49 + 576
,

化简得

x - 2 y + 2 z + 21
3

=± 7 x + 24 z - 50
25

.

整理得两个方程

4 x - 50 y - 22 z + 675 = 0 ,

和
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46 x - 50 y + 122 z + 375 = 0 .

  (方法 2 )  利用点法式求平分角平面 .

首先找出两平面上一个公共点 , 为此可令 z = 0 ,代入两个方

程 ,解出公共点 P的坐标

P
50
7

,
197
14

, 0 .

  再求平分角平面的法线向量 .设 n0
1 和 n0

2 分别为平面π1 和π2

的法线单位向量 ,即

n0
1 = i - 2 j + 2k

3
,

n0
2 =

7 i + 24k
25

.

则根据平分角平面的几何特性 ,这两个平分角平面的法线向量正

是由 n0
1 和 n0

2 为边的平行四边形的两条对角线 ,分别为

n0
1 ± n0

2 =
1
3
±

7
25

i +
- 2
3
± 0 j +

2
3
±

24
25

k .

这样就可以得到前面写出的两个平面方程 . 【解毕】

综例 18 .5 .6  矩阵 A=

a1 b1 c1

a2 b2 c1

a3 b3 c3

满秩 ,直线

L1 :
x - a3

a1 - a2
=

y - b3

b1 - b2
=

z - c3

c1 - c2
及

L2 :
x - a1

a2 - a3
=

y - b1

b2 - b3
=

z - c1

c2 - c3

判断 L1 和 L2 是重合 ,还是交于一点 ,还是异面直线 ,还是平行而

不相交的两直线 . ( 1998 年考研题 )

【解】 猛一看似乎较复杂 ,因为全是文字的 .但从几何上分析 ,则

十分明显 .

(方法 1 )  设三点为 Pi ( ai , bi , ci ) ( i = 1 , 2 , 3 ) .显然向量
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OPi
_ 是不共面的三个向量 .这是由矩阵 A的秩 = 3 而得 .由题设可

知 , L1 是过 P3 平行 P1 P2
_ 的直线 , L2 是过 P1 平行 P2 P3

_ 的直线 ,这

样 ,直线 L1 , L2 与 P1 P2
_ , P2 P3
_ 形成平行四边形 .

图  18. 6

由图 18.6 可知 , L1 与 L2 交于

P0 = P3 + ( P1 - P2 ) = P3 + P1 - P2 ,

代入 L1 与 L2 的方程可以直接验证这个结果 .

(方法 2 )  此题利用判断两空间直线相交的条件也很容易 .

由于 L1 和 L2 的方向向量分别为τ1 = P1 P2
_ , τ2 = P2 P3
_ .两线上各

取一点的连线为 P3 P1
_ .显然有混合积

( P1 P2
_ , P2 P3
_ , P3 P1
_ ) = 0 .

因为三点构成闭封三角形 .又τ1 与τ2 不平行 ,所以两直线相交于

一点 . 【解毕】

综例 18 .5 .7  求直线 L:
x - 3

2
=

y - 1
3

= z + 1 绕直线
x = 2

y = 3
旋转
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一周而成之曲面的方程 .

【解】 分析这种旋转面 S的几何对称性质可知 .

点 P( x , y, z)在曲面 S 上的充要条件是存在直线 L 上的点

Q( X , Y , z)使得旋转半径与之相同 ,即

O′P = O′Q

O′点为旋转轴上的点 ,坐标为 (2 ,3 , z) ,如图 18 .6 所示 .具体有 (注

意 Q和 P 有相同的 z 坐标 )

( x - 2 )2 + ( y - 3)2 = ( X - 2 )2 + ( Y - 3 )2 . ( * )

现在只要在上面方程中 ,将 X , Y 用 x , y, z 的关系代之 ,就得到所

求曲面的方程 ,由于 Q( X , Y , z)在直线 L上 ,即

X = 3 + 2 t,

Y = 1 + 3 t,

z = - 1 + t .

由第三个方程解出 t = z + 1 ,代入前二个方程得

X = 2 z + 5 ,

Y = 3 z + 4 .

图  18. 6

最后代入 ( * )式 ,并整理 ,得到旋转面的方程为

x2 + y2 - 13 z2 - 4 x - 6 y - 18 z + 3 = 0 .
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这是一个圆双曲面方程 . 【解毕】

综例 18 .5 .8  求直线 L:
x - 1

1
=

y
1

=
z - 1
- 1
在平面π: x - y + 2 z - 1

= 0 上的投影直线 L0 的方程 ,并求 L0 绕 y轴旋转一周而成的曲

面方程 . ( 1998 年考研题 )

【解】 首先求投影直线 L0 的方程 .最直接的做法是过直线 L 作

垂直平面π的平面 ,它与π之交线即为所求 .设所求平面的法向量

为 n,则

n⊥τ= i + j - k,

n⊥ nπ = i - j + 2k,

  从而

n =

i j k

1 1 - 1

1 - 1 2

= i - 3 j - 2k .

因此过 L且垂直于π的平面方程为

( x - 1 ) - 3 y - 2( z - 1 ) = 0 .

从而所求的投影直线方程为

L0 :
x - 3 y - 2 z + 1 = 0 ,

x - y + 2 z - 1 = 0 .

  下面再求 L0 绕 y轴旋转而成之曲面 S 的方程 .为此先把 L0

改写成参数形式

L0 :

X = 2 Y ,

Z = - 1
2

( Y - 1) .

  设 P( x , y , z)是曲面 S上一点 ,则必有 L0 上一点 Q( X , Y , Z)

使得
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图  18. 7

x2 + z2 = X2 + Z2 ,

Y = y,

X = 2Y = 2 y,

Z = - 1
2

( Y - 1 ) = - 1
2

( y - 1) .

将后面方程代入前一方程 ,消去 X , Z得所求曲面方程为

4 x2 - 17 y2 + 4 z2 + 2 y - 1 = 0 . 【解毕】
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第 19章  多元函数的连续性与可微性

19.1  引   言

  多元函数是一元函数的发展 ,因此在内容及研究方法上继承

性很强 ,其主要内容是讨论多元函数的许多分析性质 ,如连续性 ,

可微性 ,可积性等等 .只是由于自变量的增加 ,而使问题变得更多

样与复杂一些 .因此在讨论多元函数问题时 ,应注意两点 :

第一 ,要注意多元函数的许多基本概念与计算公式与一元函

数相应部分的密切联系 .特别在研究方法上采用的把多元问题一

元化的方法 ,应予以重视 .

第二 ,要注意由于自变量增加而产生的新问题 ,从而带来的许

多与一元函数不同之处 .这里最为突出的是极限中自变量变化趋

势的多样所带来的许多问题的复杂性 .

19.2  多元函数的符号表示及其定义域

多元函数的定义与一元函数的定义没有什么原则差别 ,类似

的有 : 给定 n维空间R
n
中的一个点集 D ,若对于任意的点 P( x1 ,

x2 ,⋯ , xn )∈D,都有确定的一个实数 f ( P) = f ( x1 , x2 ,⋯ , xn )与

之对应 ,则称在集合 D上给定了关于变量 x1 , ⋯ , xn 的一个 n 元

函数 f ,并简写成 f : D�R
n
→R .集合 D叫定义域 , 而集合 Y =

{ u∈R | u = f ( P) , P∈D}叫做函数 u = f ( P)的值域 .

1. 多元函数的符号表示

通常有三种表示方式 ,即



显示表示 : u = f ( x1 , x2 ,⋯ , xn )

隐式表示 : F( x1 , x2 , ⋯ , xn , u) = 0 ,在隐式表示中应明确指

明 ,自变量与函数是什么 .

参数表示 ,例如有

x = x( u, v) ,

y = y( u, v) ,

z = z( u, v) .

这里也应指明自变量是什么 ,如 x和 y 是自变量 ,而 z 是函数 ,则

参数就是 u和 v .实际上 ,参数表示是显式与隐式的结合 ,这三个

方程的头两个可看作 u和 v作为 x 和 y 的隐式表示的函数 ,而一

旦将其解成 u = u( x , y )及 v = v( x , y )代入第三个方程 ,这就是 z

关于 x , y的显式表示了 .

由于自变量多了 , 这种符号的表示可以相当丰富 ,比如二元

函数

Z = f
x
y

,
y
x

, x
2

+ y
2

.

这就是一个复合函数 ,它实际上包含有三个中间变量 u =
x
y

, v =

y
x

, w = x2 + y2 ,通常没有必要明显写出来 ,但在函数结构的分析

上应当如此看待 .在具体问题中 ,我们会遇到用一组方程来表示的

函数 .例如

u = f ( x, y, s, t) ,

φ( y, s, t) = 0 ,

ψ( s, t) = 0 .

如果明确 u是函数 ,那么自变量有几个呢 ? 通常可以如此计算 :

自变量个数 =变量个数 - 方程个数 .

像上述问题中 ,变量共有 5 个 ( u, x, y, s, t) ,方程是 3 个 ,因而自变

量只能有两个 .如假设为 x和 y ,则变量 s和 t就是中间变量了 .这
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种函数结构的分析 ,即明确谁是函数 ,谁是自变量以及谁是中间变

量 ,对于求函数的导数以及积分都是重要的 .

2. 空间的区域与函数的定义域

首先我们以三维空间为例 ,进一步列出一些与集合及区域有

关的定义 ,这里记

x = ( x1 , x2 , x3 ) , x0 = ( x0
1 , x0

2 , x0
3 ) , ‖x‖ = x2

1 + x2
2 + x2

3 .

  � 有界闭集 ,若 D是闭集 ,同时存在常数 M > 0 ,使得对任何

x∈D均有‖x‖≤M .例如

珨H = { x1 + x2 + x3 ≤ 1}

是闭集 ,但无界 .而

珨H ∪ { x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0 , x3 ≥ 0 }

则就是有界闭集了 .

� 连通集 .若集合 S 中任何两点均可用 S 中的连续曲线相

连 ,则称 S为 (道路 )连通集 .例如集合 { | x1 |≥ 1 | ( x1 , x2 , x3 )∈

R3 }就不是连通集 ,而{ | x1 |≤1 | ( x1 , x2 , x3 )∈R3 }是连通集 .

� 区域 .规定连通的开集称为区域 .

关于函数定义域的求法 ,实际上与一元函数类似 ,是用多元的

不等式来表示的集合 .

例如 ,函数 Z = x· y(1 - x - y)的定义域由下列 4 组不等

式表示 :

D1 =
x

y
∈ R

2
x≥ 0 , y≥ 0 , 1 - x - y≥ 0 ,

D2 =
x

y
∈ R

2
x≥ 0 , y≤ 0 , 1 - x - y≤ 0 ,

D3 =
x

y
∈ R

2
x≤ 0 , y≤ 0 , 1 - x - y≥ 0 ,

D4 =
x

y
∈ R

2
x≤ 0 , y≥ 0 , 1 - x - y≥ 0 .
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定义域为

D = D1 ∪ D2 ∪ D3 ∪ D4 .

  又如 w =
ln( x + y + z - 1)

x2 + y2 - z2
的定义域为

D = { ( x, y, z) ∈ R
3

| x + y + z - 1 > 0 , x
2

+ y
2

- z
2

> 0} .

19.3  多元函数的极限

以二元函数 z = f ( x, y)为例就极限的要点 :二重极限与累次

极限予以说明 .

二重极限就是通常的极限 lim
P→ P

0

f ( P) = A .用ε-δ的语言描述的

定义是 :

对任给ε> 0 ,存在δ> 0 ,只要 0 <ρ( P0 P) <ε,则

| f ( P) - f ( P0 ) | < ε,

这里 P( x , y) , P0 ( x0 , y0 ) ,ρ( P0 P) = ( x - x0 )
2

+ ( y - y0 )
2

.

用几何语言来说就是 ,当 P以无论怎样的路径趋向于 P0 时 ,

函数 f ( P)趋向于常数 A .这里与一元极限相比 ,要着重指出的是

P→ P0 有无穷多种方式 ,而一元问题则实质上只有两种方式 : x→

x
+

0 和 x→ x
-

0 .这种多元函数中自变量 P→ P0 的多路径性 ,造成了

多元极限的复杂性 .

例如 ,幅角函数

φ( x, y) =

arct an
x
y

, 当 y≠ 0 ,

π
2

, 当 y = 0 .

在 O( 0 , 0)点 ,当 P( x , y)沿任何直线

x = tcosθ,

y = tsinθ.
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趋向于原点时 ,均有极限 ,但各不相同 .当然

lim
x→ 0
y→ 0

φ( x, y )

不存在 .

一个函数 ,即使当 P沿任何直线趋于 P0 时 ,有相同的极限 ,

也不一定能保证其极限存在 .一个最直观的例子是函数 f ( x, y ) =

sgn( | e x - 1 - y | ) ,其中 sgn (· )是符号函数 ,即

sgn x =

1 , x > 0 ,

0 , x = 0 ,

- 1 , x < 0 .

显然 ,对任何实数 a和 b都有

lim
( x, y)→ ( 0 , 0 )

ay + by = 0

f ( x, y ) = 1 ,

但

lim
( x, y)→ ( 0 , 0 )

y = e x - 1

f ( x, y ) = 0 .

从几何上看该函数除在曲线 y = e
x

- 1 上定义为 0 以外 ,在其他地

方均为 1 .

关于二重极限的计算 ,一般情况比较复杂 ,通常的做法是化成

一元极限问题 ,并应用夹逼定理 .例如

lim
x→ 0
y→ 0

xy
x

2
+ y

2

1

x2 + y2

= 0 ,

这是因为

0 ≤
x y

x2 + y2

1

x2 + y2

≤
1
2

1

x2 + y2

x→ 0
y→ 0

0 .

  又如 ,

lim
x→∞
y→ 1

1 +
y

x + y

x + y

= lim
x→∞
y→ 1

1 +
y

x + y

x+ y
y

y

= e .
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  累次极限也是多元函数的一种极限 ,即先固定一个变量 ,对另

一个变量求极限 ,然后再对这个变量求极限 ,如 lim
x→ x

0

( lim
y→ y

0

f ( x , y ) )

或者 lim
y→ y

0

( lim
x→ x

0

f ( x, y ) ) .这种极限实质是用“冻结变量”的方法 ,将

多元问题一元化 .值得注意的是 ,在一般情形下 ,这两个极限不一

定相等 ,更不一定等于二重极限 .例如 :对函数

f ( x , y ) =
xsin

1
y

, y≠ 0 ,

0 , y = 0 .

lim
x→0

lim
y→ 0

f ( x, y)不存在 ,但

lim
y→0

lim
x→ 0

f ( x, y) = lim
y→0

0 = 0 .

即累次极限不存在 ,但重极限却存在 .事实上

lim
x→ 0
y→ 0

f ( x, y) = 0 .

这是因为

0 ≤ xsin
1
y
≤ | x |

x→ 0
0 .

  在一定条件下 ,由重极限的存在可保证累次极限的存在且与

之相同 .有关内容可参阅内容较深的参考书 .但值得指出的是 ,在

混合偏导数求导次序以及重积分与累次积分的关系等问题中 ,我

们遇到的正是累次极限、重极限之间的关系处理 .

多元函数中无穷小概念与一元函数相同 ,是极限为零的函数 ,

即若 lim
P→ P

0

f ( P) = 0 ,则称当 P→ P0 时 , f ( P)是无穷小 ,记成 f ( P)

= o( 1 ) ;如果 f ( P)和 g( P)都是无穷小 ,且 lim
P→ P

0

f ( P)
g( P)

= 0 , 则称

f ( P)是 g( P)的高价无穷小 ,并记作 f ( P) = o( g( P) ) .特别是当

g( P) =ρ= ( x - x0 )
2

+ ( y - y0 )
2
时 , f ( P) = o(ρ) ,表示 f ( P)是

P到 P0 距离的高阶无穷小 .
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19.4  多元函数的连续性

(1 ) 二元函数 z = f ( x, y)连续性的定义有三种形式 .若 f ( x,

y)在 P0 ( x0 , y0 )的某邻域中有定义 ,以下三条均可作为 f ( x, y)在

P0 点连续的定义 :

第一 , lim
P→ P

0

f ( P) = f ( P0 ) .

第二 ,记Δ f ( x0 , y0 ) = f ( x0 +Δx, y0 +Δy) - f ( x0 , y0 ) ,

lim
Δx→0
Δy→0

Δ f ( x0 , y0 ) = 0 .

  第三 , f ( x , y ) = f ( x0 , y0 ) + o( 1 ) ,其中 o( 1 )是 P→ P0 的无

穷小 .

若以其中之一作为连续性定义 ,则另外两条就是连续性的充

要条件 .

(2 ) 连续函数在有界闭域上的性质 :这些结论与一元函数一

样 ,但很重要 ,有必要再列出来 .

有界性质 : f ( P)在有界闭集 D上连续 ,则函数在 D上有界 ,

即存在 M > 0 ,使得 " P∈D, | f ( P) |≤M .

极值性质 :若 f ( P)在 D上连续 , D是有界闭域 ,则 f ( P)在 D

上有最大值与最小值 ,即存在 P1 , P2∈D,使得

f ( P1 ) = max
P∈ D

f ( P) , f ( P2 ) = min
P∈ D

f ( P) .

  介值性质 :若 f ( P)在 D上连续 , D是连通集 ,对任何 D中两

点 P1 和 P2 ,且 f ( P1 )· f ( P2 ) < 0 ,则存在 P0 ∈D,使得 f ( P0 ) =

0 .特别是 ,若 D是凸域 ,即 P1 , P2∈D,则 P1 P2 亦在 D中 ,当满足

f ( P1 )· f ( P2 ) < 0 时 ,必在 P1 P2 连线上有一点 Pλ ,

Pλ = λP1 + (1 - λ) P2 ,  0 ≤λ≤ 1 ,

使得 f ( Pλ) = 0 .

在第 18 章中曾提出利用“试点法”来确定一个多元不等式 ,比
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如 x2 + y2 - 1≤0 ,指的是哪块区域 .这种方法的理论依据就是多

元函数的连续性及介值性质 .

例 19.4.1  研究函数

f ( x , y ) =

sin ( xy )
x

, x≠ 0 ,

0 , x = 0

的连续性 .

【解】 首先当 x≠0 时 f ( x, y) =
sin ( x y)

x
是连续的 .

若 x = 0 ,今计算极限

lim
x→0

y→ y
0

sin( xy )
x

= lim
x→0

y→ y
0

sin( xy )
xy
· y

= lim
x→0

y→ y
0

sin( xy )
xy
· lim

x→ 0
y→ y

0

y = y0 .

由此可知 f ( x , y)在 x = 0 , y≠0 时不连续 .但若将 x = 0 时的函数

值改成 y,即

珚f ( x , y ) =
sin ( xy )

x
, x≠ 0 ,

y , x = 0 .

则在全平面内都是连续的 . 【解毕】

19.5  偏导数与全微分

1. 偏导数的定义与计算

  在多元函数中 ,只让自变量中的某一个变化 ,而将其他均视作

常数 ,这样多元函数就当作了一元函数 ,此时 ,函数对该变量的导

数就称为多元函数关于此变量的偏导数 .从定义看 ,偏导数与一元

导数并无大的差异 ,但要注意几点 ,今仍以二元函数 z = f ( x, y)
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为例 .

第一 ,在求偏导数时 ,其他变量被视作常量 ,因此可以在求某

点导数时将其代入 ,以简化计算 ,例如若

f ( x, y) = x2 e y + ( x - 1 )arctan y
x

,

在求 (1 ,0 )的两个偏导数时 ,可以先代入后计算 ,即

由 f ( x ,0 ) = x
2

,得
�f ( x ,0 )
�x x = 1

=
�f (1 , 0 )
�x

= 2;

由 f (1 , y ) = e
y
,得
�f ( 1 , y)
�y y = 0

=
�f (1 , 0 )
�y

= 1 .

但若要求混合偏导数
�2 f
�x�y

,则此法就不适用了 .

第二 , 在几何上偏导数
�f ( x, y )
�x ( x

0
, y

0
)

, 实际上是空间曲线

z = f ( x , y )

y = y0

在 ( x0 , y0 )处的切线斜率 .

第三 ,在导数符号上要特别注意 ,像记号
�f ( x, y )
�x
明确了 y 当

作常 数 , 对 x 求 导 , 但 遇 到 复 合 函 数 的 情 形 , 如 z =

F
y
x

, x2 + y2 .如果设中间变量 u =
y
x

, v = x2 + y2 ,则
�F( u, v)
�u
的

意义就是将 v 视作常数 ,对 u求导 .但这样做有时很麻烦 ,因此规

定
�F( u, v)
�u

= F′u ( u, v) = F′1 ( u, v) ,而且 F′1
y
x

, x
2

+ y
2
的意义是

F′u ( u, v) | u = y
x

, v = x2 + y2 , 即是 F对第一位置变量求导 , 然后将数值

u =
y
x

, v = x2 + y2 代入后的导数值 .

例如 ,若 z = F
y
x

, x
2

+ y
2

=
y
x
· sin ( x

2
+ y

2
) , 令 u =

y
x

,

v = x
2

+ y
2

,则 z = F( u, v) = u·sin v .于是有
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F′1 ( u, v) = F′u ( u, v) = sin v,

即 F′1
y
x

, x2 + y2
= sin ( x

2
+ y

2
) ;

F′2 ( u, v) = F′v ( u, v) = ucos v,

即 F′2
y
x

, x2 + y2 =
y
x

cos( x2 + y2 ) ;

F′x
y
x

, x
2

+ y
2

= �
�x

y
x

sin( x
2

+ y
2

)

= - y
x

2 sin ( x2 + y2 ) + y
x

cos ( x2 + y2 )·2 x .

2. 高阶偏导数与求导次序无关的条件

考察二元函数 z = f ( x, y )的混合偏导数
�

2
f ( x, y)
�x�y
是否等于

�
2

f ( x, y)
�y�x

,其实质是累次极限的次序问题 .事实上 ,

�2 f ( x, y)
�x�y

=
�
�x
�f
�y

= lim
Δx→0

�f ( x +Δx, y)
�y

-
�f ( x, y )
�y

1
Δx

= lim
Δx→0

lim
Δy→0

f ( x +Δx, y +Δy) - f ( x +Δx, y)
Δy

- lim
Δy→0

f ( x , y +Δy) - f ( x , y )
Δy

1
Δx

= lim
Δx→0

lim
Δy→0

[ f ( x +Δx, y +Δy) - f ( x +Δx, y)

- f ( x, y +Δy) + f ( x, y ) ]/ΔxΔy

= lim
Δx→0

lim
Δ y→0

F(Δx ,Δy)
ΔxΔy

.

同样方法可得

�2 f ( x, y)
�y�x

=
�
�y
�f
�x
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= lim
Δ y→ 0

�f ( x, y +Δy)
�x

-
�f ( x, y )
�x

1
Δy

= lim
Δ y→ 0

lim
Δ x→ 0

[ f ( x +Δx, y +Δy) - f ( x, y +Δy)

- f ( x +Δx , y) + f ( x, y ) ]/ΔxΔy

= lim
Δ y→ 0

lim
Δ x→ 0

F(Δx,Δy)
ΔxΔy

.

因 此 ,
�2 f ( x, y)
�x�y

是 否 等 于
�2 f ( x , y )
�y�x

即 是 累 次 极 限

lim
Δ x→0

lim
Δy→0

F(Δx,Δy)
ΔxΔx

是否等于 lim
Δ y→ 0

lim
Δ x→ 0

F(Δx ,Δy)
ΔxΔy

的问题 .

混合偏导数与求导次序无关的条件是该混合偏导数连续 .比

如
�

2
f ( x, y)
�x�y

=
�

2
f ( x, y)
�y�x
的条件就是混合偏导数

�
2

f ( x, y)
�x�y
连续 .

这个证明可利用上面的展开式 ,在
�2 f ( x , y)
�x�y
连续的条件下 ,证明 :

lim
Δ x→ 0

lim
Δ y→ 0

F(Δx,Δy)
ΔxΔy

= lim
Δy→0

lim
Δ x→0

F(Δx,Δy)
ΔxΔy

即可 ,有兴趣的读者请自行验证 ,主要是利用一元的有限增量公式

与连续函数的性质 ,与偏导数连续则可微的证明类似 .

关于混合偏导数与次序有关的例子如下 :

设

f ( x, y ) =
xy

x
2

- y
2

x
2

+ y
2 , 当 x

2
+ y

2
≠ 0 ,

0 , 当 x = y = 0 .

可直接验证
�

2
f ( 0 , 0)
�y�x

= - 1 ,但
�

2
f ( 0 , 0)
�x�y

= 1 .

事实上 ,

�f ( x, y)
�x

= y
x

2
- y

2

x
2

+ y
2 + 4 x

2
y

2

( x
2

+ y
2

)
2 ,
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�f ( 0 , y)
�x

=
- y, y≠ 0 ,

0 , y = 0 .

得出  
�2 f ( 0 , y)
�y�x

= - 1 ,即
�2 f ( 0 , 0)
�y�x

= - 1 .

同样可得  
�

2
f ( 0 , 0)
�x�y

= 1 .

3. 全微分的定义与性质

偏导数只是研究当只有一个自变量变化时所引起函数变化的

问题 ,因此不能全面反映多元函数随自变量变化的整体性质 .而全

微分则反映了当自变量变化时函数变化的全面性质 .

与一元函数一样 ,全微分是函数增量中的“线性主部”:“线性”

是指全微分是自变量增量的线性函数 ,而“主部”是指全微分与函

数增量之差是自变量变化的高阶无穷小 .以二元函数为例 ,若函数

为 z = f ( x, y ) ,在 P0 ( x0 , y0 )点 ,如果函数增量可表示为

Δ f ( x0 , y0 ) = f ( x0 +Δx, y0 +Δy)

= A( x0 , y0 )Δx + B( x0 , y0 )Δy + o Δx2 +Δy2 .

则称函数 f ( x, y ) 在 P0 点可微 , 且其中的线性部分 , 记成

d f ( x0 , y0 ) = A( x0 , y0 )Δx + B( x0 , y0 )Δy,称为 f ( x, y )在 P0 点的

全微分 .

关于全微分有两个重要的性质 :

其一 , f 在 P0 点可微 ,则 f 在 P0 点连续 ,偏导数存在 ,且

d f ( x0 , y0 ) =
�f ( x0 , y0 )
�x
Δx +
�f ( x0 , y0 )
�y
Δy .

  其二 ,若偏导数在 P0 点连续 ,则 f 在 P0 点可微 .

4. 函数连续 ,偏导存在与可微的关系

对多元函数来讲 ,上述几个概念的关系有些复杂 ,下面整理一

下 .仍以二元函数 z = f ( x, y)为例 ,取 P0 ( x0 , y0 ) .

极限 lim
P→ P

0

f ( P) = A存在时 ,要求函数 f ( x , y )在 P0 的某去心
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邻域中有定义 ,并不要求 f 在 P0 点有定义 .

f ( P)在 P0 连续是指 P→ P0 时 , f ( P)的极限存在而且等于

f ( P0 ) .这里显然要求 f ( P)在 P0 的某邻域中有定义 ,当然包括

f ( P0 ) 有定义 ;从增量角度说 , f ( P)在 P0 点连续 ,意味着函数在

此点的增量是无穷小 ,即随 P→ P0 而趋于 0 .

f ( P)在 P0 点可微 ,则要求函数在该点处增量不但是无穷小 ,

而且可分出一个线性部分 ,使得两者之差是关于ρ= Δx
2

+Δy
2

的高阶无穷小 .在可微的假定之下 , 连续、偏导数存在都是必要

条件 .

由此可见极限存在、连续、可微三个概念 ,后者比前者要求高 ,

后者以前者作为必要条件 ,或者说后者是前者的充分条件 .

只是偏导数与前面三者关系有些特别 ,原因在于偏导数研究

的是函数依赖于一个自变量变化时的性质 .在一般情形下 ,它与函

数极限存在、连续等性质无必要与充分的关系 .比如 ,函数连续时 ,

偏导数可以存在 ,也可能不存在 ;反过来 ,偏导数存在时 ,函数可能

连续 ,也可能不连续 .例如 z = sgn ( x y)在 P0 ( 0 , 0 )处 ,偏导数存

在 ,但在 P0 ( 0 , 0 )处不连续 ; z = | x y |在 P0 ( 0 , 0 )处 ,函数是连续

的 ,而偏导数不存在 .

不但如此 ,偏导数
�f ( x0 , y0 )
�x
的存在 ,仅要求极限

lim
Δ x→0

f ( x0 +Δx, y0 ) - f ( x0 , y0 )
Δx

存在 ,这意味着函数 f ( x, y )只要在线段
y = y0

x∈ ( x0 -δ, x0 +δ)
上有

定义 ,并不要求它在 P0 点某邻域上有定义 .

至于偏导数与全微分的关系则稍复杂一点 .其中全微分存在

一定有偏导数存在 ,这是容易理解的 .但反过来 ,只有偏导数的存

在 ,当然不能保证可微性 (就是连续性也保证不了 !) ,若加强为偏
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导数连续 ,就能保证可微了 ,即这是可微的充分条件 .请注意这不

是必要条件 ,例如函数

z =
0 , y≠ 0 ,

x
2

, y = 0 .

在原点是可微的 ,因为

Δz(0 , 0 ) = z( x, y ) - z( 0 , 0) =
0 , y≠ 0

x
2

, y = 0

= 0 + o( x2 + y2 ) .

即 d z( 0 , 0) = 0 ,但在 (0 , 0 )处的偏导数是不连续的 .

5. 二元函数微分的几何意义

二元函数 z = f ( x, y )在 P0 ( x0 , y0 )点可微的几何意义是曲面

z = f ( x , y )在 P0 点有非垂直的 (即不平行于 z 轴 )的切平面 ,此切

平面方程为

z - z0 =
�f ( P0 )
�x

( x - x0 ) +
�f ( P0 )
�y

( y - y0 ) ,

即为过 ( x0 , y0 , z0 )点 ,法线向量为

n =
�f ( P0 )
�x

i +
�f ( P0 )
�y

j - k

的平面 .

反过来 ,若曲面 z = f ( x, y)在 P0 ( x0 , y0 )有非垂直的切平面 ,

则函数 f ( x, y)在 P0 点可微 .

这就是说非垂直切平面的存在 ,是函数可微的充要条件 .

19.6  综  合  题

综例 19.6.1  解下列各题 :

( i ) 设 z = x - y + f ( x - y) ,已知 y = 0 时 z = x2 .求函数 f

及 z .
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( ii ) 设 f x - y,
y
x

= x
2

- y
2

,求 f ( x, y) = ?

( iii ) 设 f ( x, y) = x
2

- y
2

,φ( x) = cos x ,ψ( x ) = sin x,求

( a) f (φ( x ) ,ψ( x) ) ,

( b ) φ( f ( x, y) ) ,

(c ) f′1 (φ( x ) ,ψ( x ) ) , f′2 ( x,ψ( x ) ) ,
d f (φ( x) ,ψ( x ) )

d x
.

【解】 ( i ) 由 y = 0 时 z = x2 代入 z的函数关系得

x
2

= x + f ( x) ,

即 f ( x) = x2 - x .

从而 f ( x - y) = ( x - y)
2

- ( x - y) = ( x - y) ( x - y - 1) ,

z = ( x - y) + ( x - y) ( x - y - 1) = ( x - y)2 .

( ii ) 令
u = x - y,

v =
y
x

.
解出

x =
u

1 - v
,

y = uv
1 - v

.

代入给定关系 :当 v≠1 时

f ( u, v) =
u

1 - v

2

-
uv

1 - v

2

=
u

2
(1 - v

2
)

(1 - v)
2

=
u

2
( 1 + v)
1 - v

,

当 v = 1 时 , f ( u, v) = 0 .由此推出

f ( x, y) =
x

2
( 1 + y)
1 - y

, y≠ 1 ,

0 , y = 1 .

  ( iii ) a) f (φ( x ) ,ψ( x) ) =φ
2

( x ) -ψ
2

( x) = cos
2

x - sin
2

x

= cos2 x ,
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( b ) φ( f ( x, y) ) = cos( f ( x, y) ) = cos ( x2 - y2 ) ,

(c ) f′1 (φ( x ) ,ψ( x ) ) = 2φ( x ) = 2cos x,

f′2 (φ( x ) ,ψ( x ) ) = - 2ψ( x ) = - 2 sin x .

d f (φ( x ) ,ψ( x) )
d x

= - 2sin2 x . 【解毕】

综例 19.6.2  设有不全为零的非负函数 z = f ( x, y )满足如下条

件 :对任何λ和 P1 ( x1 , y1 )和 P2 ( x2 , y2 )及 P( x, y)有

( i ) f (λx,λy) = |λ| f ( x, y ) ,或 f (λP) = |λ| f ( P) ;

( ii ) | f ( P1 ) - f ( P2 ) |≤ f ( P1 + P2 )≤ f ( P1 ) + f ( P2 ) ;

( iii ) f ( P)在 (0 ,0 )点连续 .

证明 :

(1 ) 函数 z = f ( P)在整个平面R
2
上连续 ;

(2 ) 函数在 ( 0 , 0)点不可微 .

【证】 (1 ) 首先可知 f ( 0 , 0) = 0 .因为对 "λ有

f (0 , 0 ) = f (λ0 ,λ0) = |λ| f ( 0 , 0) ,

移项得方程

(1 - |λ| ) f ( 0 , 0) = 0 .

由于λ的任意性 ,可知 ,只能是 f ( 0 , 0) = 0 .

由于 f 在 (0 , 0 )连续 ,从而有

lim
P→ ( 0 , 0 )

f ( P) = f (0 , 0 ) = 0 .

  再证 f 在全平面连续 ,为此任给 P0 ( x0 , y0 )∈R2 ,研究增量 ,

设ΔP = (Δx,Δy) ,则

Δ f ( P0 ) = f ( P0 +ΔP) - f ( P0 ) .

由条件 ( ii )和 ( i )有

0 ≤ |Δ f ( P0 ) | = | f ( P0 +ΔP) - f ( P0 ) |

= | f ( P0 +ΔP) - f ( - P0 ) |

≤ f ( P0 +ΔP - P0 ) = f (ΔP)
ΔP→ 0

0
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由前面已证结果 ,有

lim
Δ P→0
Δf ( P0 ) = lim

ΔP→ 0
f (ΔP) = 0 .

可见 z = f ( x, y )在R2 上连续 .

(2 ) 现在证明在 ( 0 , 0)点不可微 ,为此只要证其偏导数不存在

即可 .根据偏导数的定义 ,应求极限

lim
Δ x→ 0

f (Δx, 0) - f (0 , 0 )
Δx

= lim
Δx→0

f (Δx, 0)
Δx

.

为求此极限 ,今考虑做变量替换 ,对于任意给定的 x0 , 总可设Δx

=λx0 ,从而

lim
Δ x→ 0

f (Δx, 0 )
Δx

= lim
λ→ 0

f (λx 0 , 0)
λx 0

= lim
λ→0

|λ| f ( x0 ,0 )
λx0

.

由于lim
λ→ 0

|λ|
λ
是不存在的 ,而

f ( x0 )
x0
与λ无关 ,因而若上述极限存在 ,

它只可能是零 , 由此推出
f ( x0 , 0)

x0
= 0 .又由于 x0 的任意性 ,可推

出 f ( x0 , 0) = 0 ,这就得出如下结论 :

若
�f ( 0 , 0)
�x
存在 ,必然有 " x≠0 , f ( x ,0 ) = 0 .

同理可推出 若
�f ( 0 , 0)
�y
存在 ,必然有 " y≠0 , f ( 0 , y) = 0 .

然而对 " ( x, y)∈R
2

,

0 ≤ f ( x , y) = f ( x + 0 , 0 + y) ≤ f ( x, 0) + f ( 0 , y) = 0 ,

这就推出 f ( x, y )≡0 ,与假设矛盾 .因此只能是偏导数
�f ( 0 , 0)
�x

,

�f ( 0 , 0)
�y
不存在 ,当然这就推出了 z = f ( x, y )在 ( 0 , 0 )点是不可

微的 .

【注】 此题实际上就是关于平面上两点距离函数的推广 ,这在线

性代数中就是欧氏空间定义的距离函数 .
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综例 19.6.3  试研究下列函数在R2 上的连续性与可微性 :

( i ) f ( x, y) =
x

2
+ y

2
sin

1
x

2
+ y

2 , x y≠0 ,

0 , x y = 0 .

( ii ) f ( x, y) =

x y
( x2 + y2 )2 , x y≠0 ,

0 , x y = 0 .

【解】 ( i) 函数 z = f ( x, y )在 ( x, y)≠ ( 0 , 0 )处是连续、可微的 ,因

此只须讨论在原点的情形 .

首先 ,可以看出 f 在 ( 0 , 0)是连续的 ,因为

0 ≤ |Δ f (0 , 0 ) | = x
2

+ y
2

sin
1

x
2

+ y
2

≤ x
2

+ y
2

( x, y ) → ( 0 , 0 )
0 .

从而有 lim
( x , y) → ( 0 , 0 )

f ( x , y ) = 0 = f (0 ,0 ) .

其次 ,由于
Δf ( 0 , 0)

x
2

+ y
2

=
x

2
+ y

2
sin

1
x

2
+ y

2

x
2

+ y
2

= sin
1

x
2

+ y
2 极限

不存在 .由此可知 ,在 (0 ,0 )点不可微 .

( ii ) 同样只须讨论在 ( 0 , 0)点的情况 .

今考察特殊的路径 y = k x,即 ( x, k x)→ (0 ,0 ) ,这时

f ( x , y ) = f ( x, kx ) =
kx

2

(1 + k
2

)
2

x
4 ,

lim
x→ 0

f ( x, kx) = lim
x→ 0

k
( 1 + k

2
)

2
x

2 =
0 , k = 0 ,

∞ , k≠ 0 .

因而 f ( x, y)在 (0 , 0 )点不连续 .

但值得指出的是 ,若将 y = a看作常数 ,则一元函数

f ( x, a) =
ax

( a + x
2

)
2

,
x≠ 0 ,

0 , x = 0 .
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对任何给定的 a(包括 a= 0)都是连续函数 ,当然对单独的 y来讲

也一样 .这告诉我们 ,多元函数中 ,单独对每一个变量可能是连续

函数 ,但作为多元函数来说整体不一定是连续函数 . 【解毕】

综例 19.6.4  设 f ( x , y ) = x2 + y2φ( x, y ) ,其中φ( x, y )在 ( 0 ,

0)点连续 ,证明 f ( x, y )在 ( 0 , 0)点可微的充要条件是φ(0 , 0 ) = 0 .

【证】 先证必要性 :若 f ( x, y )在 ( 0 , 0)点可微 ,则在此点的偏导数

必存在 ,而今

�f (0 ,0 )
�x

= lim
x→ 0

f ( x ,0 ) - f ( 0 , 0)
x

= lim
x→ 0

| x |
x
φ( x ,0 ) .

由于lim
x→0

| x |
x
不存在 ,因此若此极限存在必须有φ( x, 0 )

x→0
0 , 而

φ( x, y ) 在 ( 0 , 0)连续 ,从而有φ(0 ,0 ) = 0 .

再证充分性 .若已有φ( 0 , 0) = 0 ,这样

Δf ( 0 , 0) = Δx
2

+Δy
2
φ(Δx,Δy) - 0 ,

从而

Δf ( 0 , 0)

Δx2 +Δy2
= φ(Δx,Δy)

Δx → 0

Δy → 0

φ( 0 , 0) = 0 .

这说明Δ f (0 ,0 ) = o( Δx
2

+Δy
2

) .也就是说

d f (0 ,0 ) = 0 . 【证毕】

所以函数 f ( x, y)在 (0 , 0 )点可微 .

【注】 此题提供了一个例子 ,若两个函数均不可微时 ,其乘积函数

仍然有可能是可微的 .进一步我们还可以猜测 :若一个函数可微 ,

另一个函数不可微时 ,其乘积函数也有可能是可微的 .其条件有以

下提法 :

若φ( x, y)在 P0 点可微 ,ψ( x, y )在 P0 点连续但偏导数不存
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在 ,则乘积函数 f ( x, y ) =φ( x, y )·ψ( x, y)在 P0 可微的充要条件

是φ( P0 ) = 0 .

先证 ,若 f ( x, y )在 P0 点可微 ,则必有φ( P0 ) = 0 .

这是因为两个偏导数
�f ( P0 )
�x
及
�f ( P0 )
�y
存在推出的 .事实上

�f ( P0 )
�x

= lim
Δ x→ 0

f ( x0 +Δx, y0 ) - f ( x0 , y0 )
Δx

= lim
Δ x→0

[φ( x0 +Δx, y0 )ψ( x0 +Δx, y0 ) - φ( x0 , y0 )·ψ( x0 , y0 ) ]/Δx

= lim
Δ x→ 0

{[φ( x0 +Δx, y0 ) - φ( x0 , y0 ) ]ψ( x0 +Δx , y0 )

+φ( x0 , y0 ) [ψ( x0 +Δx, y0 ) - ψ( x0 , y0 ) ] }/Δx

=
�φ( x0 , y0 )
�x
·ψ( x0 , y0 )

+ lim
Δ x→ 0

ψ( x0 +Δx, y0 ) - ψ( x0 , y0 )
Δx

φ( x0 , y0 ) .

由于
�f ( P0 )
�x
存在 , 而 lim

Δ x→ 0

ψ( x0 +Δx, y0 ) -ψ( x0 , y0 )
Δx

不存在 , 因此

只能有

φ( x0 , y0 ) = 0 .

  再证充分性 .设φ( x0 , y0 ) =φ0 = 0 ,ψ( x0 , y0 ) =ψ0 .则

Δ f ( P0 ) = f ( x0 +Δx, y0 +Δy) - f ( x0 , y0 )

= (φ0 +Δφ( P0 ) )· (ψ0 +Δψ( P0 ) ) - φ0ψ0

=ψ0Δφ( P0 ) +Δφ( P0 )·Δψ( P0 )

=Δφ( P0 ) [ψ0 +Δψ( P0 ) ] .

由于ψ在 P0 连续 ,则Δψ( P0 ) = o(1 ) .

φ在 P0 可微 ,故Δφ( P0 ) =
�φ( P0 )
�x
Δx +
�φ( P0 )
�y
Δy + o(ρ) ,代

入Δ f ( P0 )中得

Δ f ( P0 ) =Δφ( P0 ) [ψ0 + o( 1) ]
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=ψ0
�φ( P0 )
�x
Δx +ψ0
�φ( P0 )
�y
Δy +ψ0· o(ρ)

+Δφ( P0 )· o( 1) .

由于

lim
ρ→0

ψ0· o(ρ) +Δφ( P0 )· o( 1)
ρ

= lim
ρ→0
ψ0

o(ρ)
ρ

+ lim
ρ→0

�φ( P0 )
�x
Δx
ρ

+
�φ( P0 )
�y
Δx
ρ

o(1 )

= 0 .

所以 f ( P)在 P0 可微 ,且

d f ( P0 ) = ψ( P0 )
�φ( P0 )
�x
Δx +
�φ( P0 )
�y
Δy . 【证毕】

综例 19.6.5  关于函数可微性与偏导数连续的关系 ,可以有以下

似乎弱一点的条件 :若 z = f ( x, y)在 P0 点的某邻域中两个偏导

数都存在 ,其中一个 ,比如
�f
�x
在此邻域中连续 ,则 z = f ( x, y)在 P0

点可微 .

【证】 首先将函数增量按两个方向分解

Δ f ( x0 , y0 ) = f ( x0 +Δx, y0 +Δy) - f ( x0 , y0 )

= f ( x0 +Δx, y0 +Δy) - f ( x0 , y0 +Δy)

+ f ( x0 , y0 +Δy) - f ( x0 , y0 )

=
�f ( x0 +θΔx, y0 +Δy)

�x
Δx

+
�f ( x0 , y0 )
�y

+ o( 1) Δy .

第二项的来源是因为

lim
Δy→0

f ( x0 , y0 +Δy) - f ( x0 , y0 )
Δy

=
�f ( x0 , y0 )
�y

推出
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f ( x0 , y0 +Δy) - f ( x0 , y0 )
Δy

=
�f ( x0 , y0 )
�y

+ o( 1) ,

即

f ( x0 , y0 +Δy) - f ( x0 , y0 ) =
�f ( x0 , y0 )
�y
Δy + o( 1)·Δy .

  又由于
�f ( x, y)
�x
在 P0 点邻域中连续 ,从而有

�f ( x0 +θΔx, y0 +Δy)
�x

=
�f ( x0 , y0 )
�x

+ o( 1) .

这样就有

Δ f ( x0 , y0 ) =
�f ( x0 , y0 )
�x
Δx +
�f ( x0 , y0 )
�y
Δy

+Δx· o( 1) +Δy·o(1 )

=
�f ( x0 , y0 )
�x
Δx +
�f ( x0 , y0 )
�y

+ o(ρ) .

也就是说 f 在 ( x0 , y0 )可微 . 【证毕】

【注】 这里用到的这种全增量分解 ,以及一元函数中函数增量的

有限表示 ,即拉格朗日有限增量公式Δ f = f′(ξ)Δx ,与增量表示

的无限形式 ,即Δ f = f′( x0 )Δx + o(1 )Δx 的灵活运用是很有用

的 .

综例 19.6.6  设函数 z = z( x , y )定义在圆域

D = { ( x , y) | ( x - x0 ) 2 + ( y - y0 )2 ≤ R2 }

上 ,证明 : z = f ( y)的充要条件是
�z
�x
≡0 , " ( x , y )∈D .

【证】 先证必要性 .由于 z = z( x, y ) = f ( y) ,则对 " ( x, y)∈D有

lim
Δ x→ 0

z( x +Δx, y ) - z( x, y )
Δx

= lim
Δx→ 0

f ( y ) - f ( y )
Δx

= 0 .

  再证充分性 ,由于
�z
�x
存在且恒为 0 ,则对 " ( x, y)∈D有
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z( x, y) - z( x0 , y ) =∫
x

x
0

�z( x, y)
�x

d x = 0 .

从而得到 z( x, y ) = z( x0 , y) = f ( y) .

对于充分性亦可用微分中值定理证明 :今取 f ( y) = z( x0 , y ) ,

由于 D是以 ( x0 , y0 )为圆心的圆域 ,则对 " ( x, y )∈D均有 ( x0 , y)

∈D,从而

z( x , y ) - z( x0 , y) =
�z(ξ, y)
�x

( x - x0 ) = 0 .

从而求得

z( x , y) = z( x0 , y ) = f ( y ) . 【证毕】

【注】 这里圆域的条件很重要 .因为
�z
�x
≡ 0 只是说明函数 z =

f ( x, y) ,在任何平行 x 轴的水平线上增量为 0 ,即为常数 ,这个常

数事实上是依赖于起点 ( x0 , y )的选择 ,若在域中 ,不能找到共同

的 x0 ,则 z( x, y )不一定只与 y有关 .因此对一般的域而言 , 从
�z
�x

≡0 ,并不能推出函数 z( x, y )与 x无关 .

如果将条件换成
�z
�x
≡0 在R

2
上成立 ,则必有 z = z( x , y )中不

包含 x,仅是 y的函数 .用类似方法亦可证明 ,若 z = z ( x, y )在R2

上有

�2 z
�x�y
≡ 0 ,

则 z( x, y ) = f ( x ) + g( y) .

这是因为 ,可取 ( 1 , 1)作为起始点 , " ( x , y )∈R
2

,由
�

2
z
�x�y
≡0 .

得

0 =∫
x

1

�
�x
�z( x , y )
�y

d x =
�z( x , y )
�y

x = x

x = 1
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=
�z( x , y)
�y

-
�z( 1 , y)
�y

.

再对 y从 1 积分到 y,得

0 =∫
y

1

�z( x, y)
�y

d y -∫
y

1

�z( 1 , y)
�y

d y

= z( x , y ) |
y = y
y = 1 - z( 1 , y) |

y = y
y = 1

= z( x , y ) - z( x ,1 ) - z(1 , y ) + z( 1 , 1) .

从而有

z( x , y ) = z( x, 1 ) + z( 1 , y) - z( 1 , 1) .

设 f ( x) = z( x, 1 ) , g( y) = z( 1 , y) - z( 1 , 1) ,则有

z( x, y) = f ( x ) + g( y) .

综例 19.6.7  设函数 x =�( t,λ)是微分方程初始值问题

d x
d t

+λx = 1 ,

x( 0) = 0 .

的解 ,λ是实参数 .

(1 ) 写出解�( t,λ)的形式 ;

(2 ) 证明函数�( t,λ)在 t-λ全平面上连续且可微 .

【解】 (1 ) 这是一阶常系数非齐次方程初值问题 ,求其解时要讨

论λ的取值情况 .

当λ≠0 时

x = �( t ,λ) = 1
λ

( c - e -λt ) ,

根据初始值�(0 ,λ) = 0 ,得 c = 1 .从而有

�( t,λ) =
1
λ

(1 - e
-λt

) .

  当λ= 0 时 .很容易求得 x =�( t, 0) = t .

综合起来 ,得到
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�( t,λ) =

1
λ

( 1 - e
-λt

) , λ≠ 0 ,

t, λ= 0 .

  (2 ) 欲证�( t,λ)在 t-λ平面上可微 ,仅需证明在 ( 0 , 0)点可微 ,

为此只需证明偏导数
��
�λ
在 ( 0 , 0)点连续 .事实上

当λ≠0 时 ,
��
�λ

= -
1
λ

2 (1 - e
- λt

) +
t
λ

e
- λt

.

当λ= 0 时 ,需用定义求偏导数 .

��( t ,0 )
�λ

= lim
λ→0

1
λ

( 1 - e -λt ) - t

λ
= -

t2

2
.

而

lim
λ→ 0

��(λ, t)
�λ

= lim
λ→0

-
1
λ2 ( 1 - e

-λt
) +

te -λt

λ

= - t
2

2
= ��( t, 0 )
�λ

.

由于偏导数
��
�λ
及
��
�t
在全平面上连续 ,从而证明了函数�( t,λ)可微 .
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第 20章  多元函数的微分法

20.1  引   言

  多元函数微分法的基本内容是求多元函数的各阶偏导数与混

合偏导数 ;其基础是偏导数概念及一元的求导公式 ;而核心是多元

的复合函数微分法 ;重点是用函数符号表示的种种复合函数、隐函

数的微分 .

复合函数微分法运用的关键是函数结构的分析 , 也就是所给

的函数关系中哪些变量是函数 ? 哪些变量是自变量 ? 哪些变量是

中间变量 ? 在对具体函数求导时 ,容易出错的是二阶以上偏导数

的计算 ,很容易漏掉对某些中间变量的求导 .只要注意了这些方

面 ,从原则上来讲 ,求函数的导数没有什么困难 ,遇到较繁杂一点

的演算 ,如果仔细一点 ,计算不会有什么问题的 .

20.2  多元函数的复合函数求导公式

复合函数导数公式

以 z = f ( u, v) , u = u( x, y) , v = v( x , y)这种类型为例 ,其函数

结构关系是 :“一函二中二自”.即一个函数是 z,二个中间变量 u和

v,以及两个自变量 x和 y;亦可图示之为 :

(20 .1)

具体公式为



�z
�x

=
�f
�u
�u
�x

+
�f
�v
�v
�x

,

�z
�y

= �f
�u
�u
�y

+�f
�v
�v
�y

.
(20 .2)

记成矩阵形式是

�z
�x

,
�z
�y

=
�f
�u

,
�f
�v

�u
�x
�u
�y

�v
�x
�v
�y

. (20 .3)

此式用向量求导符号表示为

�z
�( x, y)

=
�f
�( u, v)
�( u, v)
�( x , y)

(20 .4)

其中

�z
�( x, y)

=
�z
�x

,
�z
�y

,

�f
�( u, v)

=
�f
�u

,
�f
�v

,

�( u, v)
�( x, y)

=

�u
�x
�u
�y

�v
�x
�v
�y

.

(20 .5)

  在一般的情形下 , 我们规定
�( u1 , u2 ,⋯ , um )
�( x1 , x2 ,⋯ , xn )

表示一个 m× n

的矩阵 ,这里 ui = ui ( x1 , x2 ,⋯ , xn ) ( i = 1 , 2 ,⋯ , m) ,第 i行由函数

ui 对 x j ( j = 1 , 2 ,⋯ , n)的偏导数作元素构成 ,即

�( u1 , u2 ,⋯ , um )
�( x1 , x2 ,⋯ , xn )

=

�u1

�x1

�u1

�x2
⋯
�u1

�xn

�u2

�x1

�u2

�x2
⋯
�u2

�xn

… … …

�um

�x1

�um

�x2
⋯
�um

�xn

. (20 .6)
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这个矩阵称为雅可比 ( Jacobi )矩阵 .

因此对具有更多中间变量函数的求导问题 ,像

w = f ( u1 , u2 ,⋯ , um ) , ui = u( x1 , x2 ,⋯ , xn )  ( j = 1 , 2 ,⋯ , n)

的求导有公式

�w
�x j

=∑
m

i = 1

�w
�ui

�ui

�xj

= �w
�( u1 , u2 ,⋯ , um )

·
�( u1 , u2 ,⋯ , um )
�x j

. (20 .7)

  这是一般形式的多元复合函数导数公式 ,用语言来描述是 :函

数对某自变量的偏导数 ,等于函数对中间变量的偏导数与该中间

变量对此自变量导数之积的所有项之和 .有多少中间变量就有多

少项 ,每项中有几层复合关系则有几个乘积 .

例 20.2.1  z = x3 f x y,
y
x

,求
�z
�x

,
�z
�x�y

.

【解】 这里函数 f ( u, v) , u = x y, v =
y
x
的结构是“二中二自”.因

此有

�z
�x

= 3 x
2

f + x
3 �f
�x

= 3 x
2

f + x
3

f′1 ·
�( xy )
�x

+ f′2
�

y
x
�x

= 3 x
2

f + x
3

y f′1 - xy f′2 .

�
2

z
�x�y

=
�
�y
�z
�x

= 3 x
2�f
�y

+ x
3 f′1 + y

�f′1
�y

- x f′2 + y
�f′2
�y

.

我们要特别指出 :函数 f′1 和 f′2 关于中间变量与自变量的结构 .与

函数 f 是一样的 ,在这里 , f′1 与 f′2 仍是以 u = x y, v =
y
x
为中间变
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量 ,以 x, y为自变量 ,因此

�f
�y

= f′1·
�( x y)
�y

+ f′2·
�

y
x
�y

= x f′1 +
1
x

f′2 ,

�f′1
�y

= f″11
�( x y)
�y

+ f″12·
�

y
x
�y

= x f″11 +
1
x

f″1 2 ,

�f′2
�y

= x f″21 +
1
x

f″2 2 .

代入
�2 z
�x�y
的式子中 ,经过整理得到

�
2

z
�x�y

= 4 x
3

f′1 + 2 x f′2 + x
4

y f″11 - y f″2 2 + x
2

y( f″1 2 - f″2 1 ) .

在二阶混合偏导数连续的条件下有 f″12 = f″21 ,这样

�
2

z
�x�y

= 4 x3 f′1 + 2 x f′2 + x4 y f″11 - y f″22 . 【解毕】

  归纳起来 ,多元复合函数求导数公式 ,要注意三点 :

第一 ,分析函数结构 ,即明确函数 ,中间变量及自变量 ;

第二 ,求导公式中的每一项都是函数对某一中间变量的导数

与该中间变量对自变量导数之积 ,有多少中间变量就有多少项 ;

第三 ,在求高阶导数时 ,导函数的结构与原来函数一样 ,即中

间变量与自变量与原来的函数是一样的 .

20.3  微分形式不变性与微分公式

设函数 z = f ( u, v) , u = u( x, y) , v = v( x, y) .则其微分为

d z = �z
�x
Δx +�z
�y
Δy . (20 .8)

进一步再计算
�z
�x
及
�z
�y

.
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d z =
�f
�u
�u
�x

+
�f
�v
�v
�x
Δx +
�f
�u
�u
�y

+
�f
�v
�v
�y
Δy

=
�f
�u
�u
�x
Δx +�u
�y
Δy +
�f
�v
�v
�x
Δx +�v
�y
Δy

d z =
�f
�u

d u +
�f
�v

d v . (20 .9)

比较 (20.8)与 (20.9)可见 ,如果将微分公式写成

d z =
�z
�x

d x +
�z
�y

d y .

这样 ,不管是自变量的微分 d x 与 d y, 还是中间变量的微分 d u,

dv,只要前面的系数是对相应变量的导数 ,两个公式的形式是统一

的 ,这个性质称为微分形式不变性 .也就是说 ,对微分来说 ,不管是

自变量还是因变量 ,函数的微分公式都是 ( 20.8 )或 ( 20.9 ) .公式

(20.9)实质上是复合函数求导公式的微分形式 .这个公式在计算

及一些证明中是常用到的 ,其特点在于不必刻意区分自变量与中

间变量 .

在此基础上 ,可导出常用的一批微分公式 ,例如设 u = u( x, y)

及 v = v( x, y)则有

d( u + v) = d u + d v,

d( uv) = ud v + vd u,

d
v
u

=
ud v - vd u

u
2 .

例 20.3.1  若 y = ( sin x) cos x ,求 y′= ?

【解】 可当作 y = f ( u, v) = ( u( x) )
v( x )
用复合函数求导公式

y′=�f
�u

d u
d x

+�f
�v

d v
d x

= v( x) ( u( x) ) v( x) - 1 u′( x ) + ( u( x) ) v( x )·ln u( x)· v′( x )

= cos x· ( sin x) co s x - 1 ·cos x + ( sin x) co s x·ln sin x( 1 - sin x)

= ( cos2 x - sin2 x·ln sin x) ( sin x) co s x - 1
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  也可以利用微分公式来求

d( sin x
co s x

) = cos x· ( sin x)
co s x - 1

d ( sin x)

+ ( sin x)
co s x
·lnsin xd (cos x)

= ( cos
2

x - sin
2

x·lnsin x) ( sin x)
co s x - 1

d x .

利用微分概念 ,则有前面的结果 .

最后还可以利用对数运算的特点 ,取

ln y = cos x ln sin x .

由于是隐函数形式 ,两边对 x求导得 :

y′/ y =
cos x
sin x
·cos x - sin x·ln sin x

y′=
cos

2
x

sin x
- sin x lnsin x ( sin x) co s x

= (cos2 x - sin2 x ln sin x) ( sin x) co s x - 1 . 【解毕】

例 20.3.2  再做上一节的题目 z = x
3

f x y,
y
x

.

【解】

d z = f·3 x
2

d x + x
3

d f

= 3 x
2

f d x + x
3

f′1 d( xy ) + f′2 d
y
x

= 3 x
2
· f d x + x

3
f′1 ( xd y + yd x) + x

3
f′2

xd y - yd x
x2

= (3 x2 f + x3 y f′1 - xy f′2 ) d x + ( x4 f′1 + x2 f′2 ) d y .

再由微分定义可知

�z
�x

= 3 x
2

f + x
3

y f′1 - xy f′2 ,

�z
�y

= x
4

f′1 + x
2

f′2 . 【解毕】

  在复合函数求导中 ,常遇到隐函数的求导问题 ,也就是由方程

确定的多元函数求导数问题 .最简单的当然是一个方程 ,两个变量
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的形式

F( x , y ) = 0 .

在求导时 ,应该指明谁是函数 ,谁是自变量 .若认为确定的是函数

y = y( x) ,则有恒等式

F( x , y ( x) ) ≡ 0 .

利用复合函数求导 ,就有关于
d y
d x
的线性方程

�F
�x

+
�F
�y

d y
d x

= 0 ,

解出
d y
d x

,得

d y
d x

= -
�F
�x
�F
�y

.

一般来说 ,在隐函数问题中可能会包含许多方程与许多变量 ,这时

分析函数结构十分重要 ,一定要明确 ,谁是函数 ,谁是中间变量 ,谁

是自变量 .大体上说 ,它们在数量上的关系是 :自变量个数等于变

量个数减去方程式的个数 ,而其余的为函数与中间变量的个数 .

例 20.3.3  若

x = f ( u, v) ,

y = g( u, v) ,

z = h( u, v) .

确立了函数 z = z( x, y) .求
�z
�x

= ?,
�z
�y

= ?

【解】 这就是用参数方程表达的函数求导问题 .这里函数结构关

系是
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即 z 是函数 , u, v是 x , y的隐函数 .求导时 ,先求出

�z
�x

=
�h
�u
�u
�x

+
�h
�v
�v
�x

,

�z
�y

= �h
�u
�u
�y

+�h
�v
�v
�y

.

再利用隐函数关系求出关于
�u
�x

,
�u
�y

,
�v
�x

,
�v
�y
来 ,即将

x = f ( u, v)

y = g( u, v)
对

x和 y 求导 ,得

1 =
�f
�u
�u
�x

+
�f
�v
�v
�x

,

0 =
�g
�u
�u
�x

+
�g
�v
�v
�x

.

0 =�f
�u
�u
�y

+�f
�v
�v
�y

,

1 =
�g
�u
�u
�y

+
�g
�v
�v
�y

.

从而解出

�u
�x

=

1
�f
�v

0
�g
�v
�f
�u
�f
�v

�g
�u
�g
�v

,  �v
�x

=

�f
�u

1

�g
�u

0

�f
�u
�f
�v

�g
�u
�g
�v

.

从而

�z
�x

=
�h
�u
�g
�v

-
�h
�v
�g
�u

�f
�u
�f
�v

�g
�u
�g
�v

.

用雅可比矩阵形式可表成
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�z
�x

=
�( h, g)
�( u, v)

�( f , g)
�( u, v)

. ( 20 .10)

同样地有

�z
�y

= -
�( h, f )
�( u, v)
�( f , g)
�( u, v)

. ( 20 .11)

【解毕】

上述结果 ,如果利用由雅可比矩阵表示的复合函数求导公式 ,

就会十分清楚 .

首先 ,将 z = h( u, v)对 ( x, y)求导得

�z
�( x , y)

=
�h
�( u, v)
·
�( u, v)
�( x , y )

. ( 20 .12)

而矩阵
�( u, v)
�( x, y)
由关系

x = f ( u, v)

y = g( u, v)
对 ( x , y )求导得

�( x, y)
�( x, y)

=
�( f , g)
�( u, v)
�( u, v)
�( x, y)

,由于
�( x, y)
�( x, y)

=
1 0

0 1
,

则有

�( f , g)
�( u, v)

- 1

=
�( u, v)
�( x, y)

, ( 20 .13)

表明矩阵
�( f , g)
�( u, v)
与
�( u, v)
�( x, y)
互为逆矩阵 .

将 (20.13 )代入 ( 20.12)得

�z
�( x, y)

=
�z
�x

,�z
�y

=
�h
�( u, v)
·
�( f , g)
�( u, v)

- 1

=
�h
�u

,
�h
�v

�f
�u
�f
�v

�g
�u
�g
�v

- 1

=
�h
�u

,�h
�v

�g
�v

-
�f
�v

-
�g
�u
�f
�u

�f
�u
�f
�v

�g
�u
�g
�v

.
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让上式两边行向量的两个分量分别相等 ,即得到等式 ( 20.10 )及

(20.11 ) .

这里利用了简单的求二阶矩阵的逆矩阵公式 (由伴随矩阵

而来 )

a b

c d

- 1

=
1

a b

c d

d - b

- c a
.

  做一个具体例子 ,若有

x = rcosφ,

y = rsinφ,

z = z( x , y ) .

求
�z
�x
及
�z
�y

.

首先

�z
�x

,
�z
�y

= �z
�( x, y)

= �z
�( r,φ)
�( r ,φ)
�( x , y)

.

再由
x = rcosφ

y = rsinφ
两边对 ( x, y)求导 ,得方程

1 0

0 1
=
�( rcosφ, rsinφ)
�( r,φ)

�( r,φ)
�( x, y)

,

�( r,φ)
�( x, y)

- 1

=
cosφ - rsinφ

sinφ rcosφ
,

�( r,φ)
�( x, y )

=
rcosφ rsinφ

- sinφ cosφ
r .

从而有

�z
�x

,
�z
�y

=
�z
�r

,
�z
�φ

rcosφ rsinφ

- sinφ cosφ
r .

即有
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�z
�x

=
1
r

rcosφ
�z
�r

- sinφ
�z
�φ

,

�z
�y

=
1
r

rsinφ
�z
�r

+ cosφ
�z
�φ

.

由此得到两个有用公式

x
�z
�x

+ y
�z
�y

= r
�z
�r

, ( 20 .14)

y
�z
�x

- x
�z
�y

= -
�z
�φ

. ( 20 .15)

20.4  方向导数与梯度

1. 沿给定方向的导数

  给定三元函数 w = f ( x , y, z ) ,考察在固定点 P0 ( x0 , y0 , z0 )

处 ,函数沿某方向τ= cosαi + cosβj + cosγk的导数 ,其中α,β和γ

分别是τ与 x , y和 z 轴之夹角 .过 P0 点 ,方向向量为τ的直线上

的点 P t ( xt , yt , zt )可表为

x t = x0 + tcosα,

yt = y0 + tcosβ,

zt = z0 + tcosγ .

  定义 :若极限

lim
t→0

f ( P t ) - f ( P0 )
t

存在 ,则称之为函数 f ( x, y, z)在 P0 点沿τ方向的方向导数 ,记成

�f ( P0 )
�τ

.

2. 方向导数的计算

若 z = f ( P)在 P0 点可微 ,则有

�f ( P0 )
�τ

=
�f ( P0 )
�x

cosα+
�f ( P0 )
�y

cosβ+
�f ( P0 )
�z

cosγ .
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事实上 ,若记函数

f ( P t ) = f ( x0 + tcosα, y0 + tcosβ, z0 + tcosγ)

=Φ( t) ,

则

lim
t→ 0

f ( P t ) - f ( P0 )
t

= lim
t→0

Φ( t) - Φ(0 )
t

= Φ′( 0) .

而

Φ′( t) =
d
d t
Φ( t) =
�f ( P t )
�x

cosα+
�f ( Pt )
�y

cosβ+
�f ( P t )
�z

cosγ,

�f ( P0 )
�τ

=
�f ( P0 )
�x

cosα+
�f ( P0 )
�y

cosβ+
�f ( P0 )
�z

cosγ .

由方向导数计算公式可见 ,在 P0 点 f ( P)沿方向τ的方向导数 ,可

表成向量

�f ( P0 )
�x

i +
�f ( P0 )
�y

j +
�f ( P0 )
�z

k

在τ方向的投影 .因此对于研究函数在 P0 点处沿各个方向的变

化 ,上述向量是很重要的 ,称之为函数 f ( P)在 P0 点的梯度向量 ,

记成

grad f ( P0 ) =
�f
�x P

0

i +
�f
�y P

0

j +
�f
�z P

0

k .

这样 ,方向导数公式可表成

�f ( P0 )
�τ

= grad f ( P0 )·τ.

3. 梯度向量的性质

梯度作为一个向量 ,其模与方向对函数变化的特征有明确的

意义 :

第一 ,梯度方向是函数增加最快的方向 .因为 ,如果我们记梯

度方向的单位向量为

τg =
grad f ( P0 )

| grad f ( P0 ) |
≠ 0,
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则

�f ( P0 )
�τg

= grad f ( P0 )·
grad f ( P0 )

| grad f ( P0 ) |

= | grad f ( P0 ) | > 0 .

同时 ,对任何其他方向τ的方向导数有

�f ( P0 )
�τ

= grad f ( P0 )·τ

且有

�f ( P0 )
�τ
≤ | grad f ( P0 ) |·|τ| = | grad f ( P0 ) | ,

即

0 ≤
�f ( P0 )
�τ
≤
�f ( P0 )
�τg

.

  这 就 说 明 了 梯 度 方 向 正 是 该 点 处 函 数 增 加

因为
�f ( P0 )
�τg

> 0 最快 因为
�f ( P0 )
�τg
≥
�f ( P0 )
�τ
的方向 ;依此

推出该 P0 梯度的反方向是函数下降最快的方向 ,通常称为最速

下降方向 .

第二 ,梯度向量的模是梯度方向的方向导数值 ,即

�f ( P0 )
�τg

= | grad f ( P0 ) | .

  对于二元函数 z = f ( x, y ) ,在 P0 ( x0 , y0 )的梯度为

grad f ( P0 ) =
�f ( P0 )
�x

i +
�f ( P0 )
�y

j .

在 P0 ( x0 , y0 )点沿τ= cosαi + cosβj 方向的方向导数为

�f ( P0 )
�τ

=
�f ( P0 )
�x

cosα+
�f ( P0 )
�y

cosβ

= grad f ( P0 )·τ.
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例 20.4.1  若函数 f ( x , y , z) =
1

x2 + y2 + z2
=

1
r

,求 grad
1
r

.

【解】 按定义

�
1
r
�x

=
- 1
r2 ·
�r
�x

=
- 1
r2 ·

x
r

= -
x

r3 .

同理有

�
1
r
�y

= - y
r

3 ,
�

1
r
�z

= - z
r

3 .

从而

grad
1
r

= - 1
r

3 ( x i + y j + zk) = - 1
r

3 r

= -
1
r2 r0 .

  读者可以自己验证

grad( r) = r0 . 【解毕】

20.5  综  合  题

综例 20.5.1  若 z = f x y,
x
y

+ g
y
x

,求
�

2
z
�x�y

.

( 2000 年考研题 )

【解】 先求
�z
�x

,有

�z
�x

= f′1
�( xy )
�x

+ f′2
�

x
y
�x

+ g′·
�

y
x
�x

= y f′1 +
1
y

f′2 -
y

x2 g′.
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�
2

z
�y�x

= f′1 + y x f″11 - x
y

2 f″1 2 +
- 1
y2 f′2 +

1
y

x f″2 1 -
x

y2 f″22

-
1
x

2 g′+ y
x

3 g″

= f′1 -
1
y2 f′2 + xy f″1 1 -

x
y3 f″22 -

1
x2 g′-

y′
x3 g″. 【解毕】

综例 20.5.2  设 u( x , y)二阶导数连续 ,且有

�
2

u
�x

2 - �
2

u
�y

2 = 0 ,  u( x, 2 x) = x,  u′x ( x, 2 x) = x2 .

试求 : u″x2 ( x, 2 x) , u″x y ( x, 2 x)及 u″y2 ( x ,2 x) .

【解】 首先 ,由 u( x, 2 x) = x两边对 x 求导得

u′1 ( x, 2 x) + 2 u′2 ( x ,2 x) = 1 .

将题设条件 u′1 ( x, 2 x) = x
2
代入 ,得

u′2 ( x , 2 x) =
1 - x

2

2
.

将上式再对 x求导 ,得

u″2 1 ( x, 2 x) + 2 u″22 ( x , 2 x) = - x .

  其次 ,利用 u′1 ( x, 2 x) = x
2

,对 x求导得

u″11 ( x, 2 x) + 2 u″12 ( x ,2 x) = 2 x .

  还有 u″1 1 ( x, 2 x) = u″2 2 ( x, 2 x) .

将上述三式联立而解之 ,得

u″11 ( x, 2 x) = u″2 2 ( x, 2 x) = - 4
3

x,

u″1 2 ( x, 2 x) = u″21 ( x, 2 x) = 5
3

x . 【解毕】

【注】 此题对于函数导数的记号是一个很好的练习题 .

综例 20.5.3  设 u( x , y, z) = f ( x + y + z , x
2

+ y
2

+ z
2

) .求 :

�2 u
�x2 +
�2 u
�y2 +
�2 u
�z2 = ?
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【解】 函数 u是“二中三自”,即二个中间变量 ,三个自变的结构 .

首先 ,
�u
�x

= f′1 + 2 x f′2 ,故

�
2

u
�x

2 = ( f″1 1 + 2 x f″12 ) + 2 f′2 + 2 x( f″21 + 2 x f″22 ) ,

即

�
2

u
�x

2 = f″11 + 4 x f″12 + 4 x2 f″22 + 2 f′2 .

利用函数结构中关于 x, y, z 的对称性 (讲 x 与 y 对称是指 ,在函

数关系中将 x 与 y 地位互换 , 函数不变 )可得到另外两个二阶

导数 :

�2 u
�y2 = f″11 + 4 y f″1 2 + 4 y

2
f″2 2 + 2 f′2 ,

�
2

u
�z

2 = f″11 + 4 z f″12 + 4 z2 f″22 + 2 f′2 .

由此得

�2 u
�x

2 +
�2 u
�y

2 +
�2 u
�z

2 = 3 f″11 + 4 ( x + y + z) f″12

+ 4( x2 + y2 + z2 ) f″22 + 6 f′2 .【解毕】

【注】 题中这种关于对称性的利用 ,对一些具有此性质的问题可

大大简化运算 ,也可以校对计算的结果 .

综例 20.5.4  设 z = f ( x, y)是可微函数 ,试证 :

( i ) 如果 z = f ( x, y )满足方程

x
�f
�x

+ y
�f
�y

= 0 ,

则 z = z(φ) ,其中φ= arctan
y
x

.

( ii ) 如果 z = f ( x, y )满足方程

y
�f
�x

- x
�f
�y

= 0 ,
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则函数 z = z( r) ,即只与 r = x
2

+ y
2
有关 .

【证】 (方法 1 )  令

x = rcosφ,

y = rsinφ .
  

利用 (20.14 )和 ( 20.15)的结果 ,有

x
�z
�x

+ y
�z
�y

= r
�z
�r

,

y�z
�x

- x�z
�y

= - �z
�φ

.

  从 ( i )有 r
�z
�r

= 0 ,即
�z
�r

= 0 .可见 z = g(φ) .

从 ( ii )有
�z
�φ

= 0 .可见 z = z( r) .

(方法 2 )  令

u = x2 + y2 ,

v =
y
x

.
  

此时将 z = z( u, v)看作以 u, v为中间变量 , x, y 为自变量的函数 ,

也可以将 z = z( x, y ) ,看作 x, y为中间变量 , u, v为自变量 ,其导

数关系由下式给出 :

�z
�x

=
�z
�u

2 x +
�z
�v
·

- y
x

2 ,

�z
�y

=
�z
�u

2 y +
�z
�v

1
x

.

从而

x
�z
�x

+ y
�z
�y

= 2( x
2

+ y
2

)
�z
�u

= 2 u
�z
�u

,

y�z
�x

- x�z
�y

= -
y

2

x
2 + 1 �z
�v

= - (1 + v2 )�z
�v

.

  由 ( i )的条件有
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�z
�u

= 0 ,

从而

z = z( v) = z
y
x

  由 ( ii )的条件有

�z
�v

= 0 ,

从而

z = z( u) = z( x2 + y2 ) . 【证毕】

综例 20.5.5  若二阶连续可微函数 u = u( x , y)满足关系

A
�

2
u
�x

2 + 2 B
�

2
u
�x�y

+ C
�

2
u
�y

2 = 0 ,

其中 A , B , C为常数 ,且 A C - B
2

< 0 ,求一线性变换

ξ= x +λy ,

η= x +μy .

将方程简化为

�2 u
�ξ�η

= 0 .

【解】 我们将 u可看作以ξ,η为中间变量 ,以 x, y 为自变量的函

数 ,亦可反过来将 x, y看作中间变量而以ξ,η为自变量 ,下面求其

导数之间的关系 .以下将ξ,η当作中间变量 ,而 x, y当作自变量 ,

此时

�u
�x

=
�u�ξ
�ξ�x

+
�u
�η
�η
�x

=
�u
�ξ

+
�u
�η

=
�
�ξ

+ �
�η

u ,

�
2

u
�x

2 =
�

2
u
�ξ

2 + �
2

u
�η�ξ

+
�

2
u
�ξ�η

+�
2

u
�η

2

=
�

2

�ξ
2 + 2 �

2

�ξ�η
+ �

2

�η
2 u =
�
�ξ

+ �
�η

2

u,
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�u
�y

=
�u
�ξ
�ξ
�y

+
�u
�η
�η
�y

= λ
�u
�ξ

+μ
�u
�η

= λ
�
�ξ

+μ
�
�η

u ,

�2 u
�y

2 =λ
�

2
u
�ξ

2λ+ �
2

u
�ξ�η
μ +μ
�

2
u
�ξ�η
λ+�

2
u
�η

2μ

=λ
2 �2 u
�ξ2 + 2λμ

�2 u
�ξ�η

+μ
2 �2 u
�η2 = λ

�
�ξ

+μ
�
�η

2

u .

类似可得

�
2

u
�x�y

=
�
�ξ

+
�
�η
λ
�
�ξ

+μ
�
�η

u

=λ
�2 u
�ξ2 + (λ+μ)

�2 u
�ξ�η

+μ
�2 u
�η2 .

将以上结果代入题设式子得

A
�

2
u
�x2 + 2 B

�
2

u
�x�y

+ C
�

2
u
�y2 = ( A + 2 Bλ+ Cλ

2
)
�

2
u
�ξ2

 + ( A + 2 Bμ+ Cμ
2

)
�

2
u
�η2 + 2( A + B(λ+μ) + Cλμ)

�
2

u
�ξ�η

= 0 .

欲得到所需的简化形式 ,需有

A + 2 Bλ+ Cλ
2

= 0 ,

A + 2 Bμ+ Cμ
2

= 0 .

  首先 ,设 C≠0 ,则由 A C - B
2

< 0 ,得方程

A + 2 Bα+ Cα
2

= 0

有两个不同的实根 ,一个取为λ,另一个取为μ,这样有

λ+μ= - 2 B
C

,  λμ = A
C

.

从而方程简化为

(2 A + 2 B(λ+μ) + 2 Cλμ)
�

2
u
�ξ�η

= 0 ,

( AC - B
2

)
�

2
u
�ξ�η

= 0 .

因 A C - B
2
≠0 ,得
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�2 u
�ξ�η

= 0 .

  再者 ,如果 C = 0 ,而 A≠0 ,则只要将线性变换改成

ξ= λx + y,

η= μx + y .

可以得到相同的结果 .

若 A = C= 0 ,则方程就已化为所求形式 ,不必进行变换了 .

【解毕】

综例 20.5.6  若一阶连续可导函数 z = f ( x, y)满足关系

f ( tx , ty ) = tk f ( x, y ) , " t > 0 ( 20 .16)

称 f 为 k次齐次函数 .证明 : f 为 k 次齐次函数 (简称 k齐函数 )的

充要条件是

x�f
�x

+ y�f
�y

= k f . ( 20 .17)

【证】 此题的必要性证明是很简单的 ,只要在条件 ( 20. 16 )中 ,固

定 x和 y ,两边对 t求导得

x f′1 + y f′2 = kt k - 1 f .

再以 t = 1 代入 ,则有

x�f
�x

+ y�f
�y

= k f .

  而关于充分性的证法比较多 .以下列举几个证法 .

(方法 1 )  今欲证 ( 20.16)成立 ,意味着要证函数

φ( t) = f ( tx , ty )
t
k

与 t无关 .

由于φ(1 ) = f ( x , y ) ,只要证φ′( t) = 0 即可 .为此 ,求导数

dφ( t)
d t

=
d
d t

f ( tx , ty )
tk
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=
1
t2 k t

k x
�f ( tx , ty )
�x

+ y
�f ( tx , ty )
�y

- kt
k - 1

f ( tx , ty ) .

由条件 (20.17 )得

( tx )
�f ( tx , ty )
�x

+ ( ty )
�f ( tx , ty )
�y

= k f ( tx , ty ) ,

再代入上式 ,得

dφ( t)
d t

= 1
t
2 k [ tk - 1 k f ( tx , ty ) - ktk - 1 f ( tx , ty ) ] = 0 .

又由于φ(1 ) = f ( x , y ) .从而

φ( t) = φ(1 ) , " t > 0 .

这就是恒等式 (20.16 ) .

(方法 2 )  在条件 ( 20.17)中 ,用 t x , ty代入 ,则有

tx
�f ( tx , ty )
�x

+ ty
�f ( tx , ty )
�y

= k f ( tx , ty ) .

  记ψ( t) = f ( t x, t y) ,在上式中对任何固定的 x, y,则有关系

t dψ( t)
d t

= kψ( t) ,

ψ(1 ) = f ( x, y) .

解这个关于ψ( t)的一阶微分方程 ,可得对任意的 t > 0 有

ψ( t) = ψ( 1)· t
k
,

这就是

f ( tx , ty ) = t
k

f ( x, y) .

  (方法 3 )  令

u = x,

v =
y
x

,

对函数 z = f ( x, y )作自变量变换 ,得导数间关系

�f
�x

= �f
�u

- y
x

2
�f
�v

,
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�f
�y

= 0 +
1
x
�f
�v

.

这样

k f = x
�f
�x

+ y
�f
�y

= u
�f
�u

,

即有

f′u
f

=
k
u

,  ( ln f )′u =
k
u

,

解之得

ln f = kln u + lnc( v) ,

f ( x, y) = c( v) u
k

= c
y
x
· x

k
.

再验证上述函数是 k次齐次函数 ,因为当 t > 0 时

f ( tx , ty ) = c
y
x
· ( tx )

k
= t

k
· c

y
x
· x

k

= t
k

f ( x, y) .

这就证明了 f ( x, y)是 k次齐次函数 .

(方法 4 )  令

x = rcosφ,

y = rsinφ .

利用 (20.14 ) ,则使得关系 (20.17 )变成

r�f
�r

= k f .

解得 f = cφr
k/ 2

,即

f ( x, y) = c arct an
y
x
· ( x

2
+ y

2
)

k
2 .

显然满足

f ( tx , ty ) = tk f ( x, y) . 【证毕】

综例 20.5.7  设 u = u( x , y)由下列方程确定
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u = f ( x, y, z , t) ,

g( y, z , t) = 0 ,

h( z , t) = 0 .

试计算
�u
�x
与
�u
�y

.

【解】 这个函数关系比较复杂 .这里 u是函数 , x, y 是自变量 , z , t

是中间变量 ,其中自变量 x与中间变量 z , t无关 ,而自变量 y与中

间变量 z , t是由后两个方程产生隐函数关系确定的 .首先有

�u
�x

= �f
�x

,

但

�u
�y

=
�f
�y

+
�f
�z
�z
�y

+
�f
�t
�t
�y

,

而系数
�z
�y
与
�t
�y
由隐函数关系

g( y , z , t) = 0

h( z , t) = 0
确定 ,将方程分别对 y

求导 ,得

�g
�y

+�g
�z
�z
�y

+�g
�t
�t
�y

= 0 ,

�h
�z
�z
�y

+
�h
�t
�t
�y

= 0 .

解关于
�z
�y
及
�t
�y
的方程得

�z
�y

�t
�y

= 1
�( g , h)
�( z, t)

�h
�t

-
�g
�t

-�h
�z
�g
�z

-�g
�y

0

,

代入得

�u
�y

= �f
�y

+
-
�f
�z
�h
�t
�g
�y

+
�f
�t
�h
�z
�g
�y

�g
�z
�h
�t

-
�g
�t
�h
�z

. 【解毕】
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【注】 此题计算稍微麻烦一点 ,但由于关系比较曲折 .若能搞清关

系 ,成功计算出结果 ,对于掌握复合函数求导问题是有帮助的 .

综例 20.5.8  设 z = f ( x, y )定义在区域 D中 , 且满足
�f
�x

= 0 ,
�f
�y

= 0 .证明 f ( x, y)在 D中恒为常数 .

【证】 要证 f ( x, y )在 D 中为常数 , 则只须证明 , 取 D 中一点

P0 ( x0 , y0 ) ,而对 D中任一点 P ( x, y) ,都有

f ( x, y ) = f ( x0 , y0 ) .

  由于区域 D是连通开集 ,则对任给 D中 P 点 ,我们总可以用

有限段 D中的折线将 P 与 P0 连结起来 ,如果这每段折线上函数

的增量都是零的话 ,显然就证明了 f ( P) = f ( P0 ) .为此我们先证

头一段折线 P0 P1 上的函数增量为零 .设 P1 ( x1 , y1 ) ,则对在 P0 P1

上的 Pt ( xt , yt )有

xt = x0 + t( x1 - x0 ) = x0 + tΔx,

yt = y0 + t( y1 - y0 ) = y0 + tΔy .

其中Δx = x1 - x0 ,Δy = y1 - y0 .

研究函数

φ( t) = f ( x t , yt ) = f ( x0 + tΔx , y0 + tΔy) .

从 P0 到 P1 函数的增量为

f ( P1 ) - f ( P0 ) = φ(1 ) - φ( 0) .

根据一元函数有限增量公式

f ( P1 ) - f ( P0 ) =
dφ(τ)

d t
·1

=
�f ( x0 +τΔx , y0 +τΔy)

�x
Δx

+
�f ( x0 +τΔx , y0 +τΔy)

�y
Δy .

由于点 ( x0 +τΔx , y0 +τΔy)在 P0 P1 上 ,故在 D中 ,其偏导值为 0 ,

·794·第 20 章  多元函数的微分法



可见

f ( P1 ) - f ( P0 ) = 0 .

  类似地可证 , 在折线上任何两相邻点 Pk , Pk + 1 之间都有

f ( Pk + 1 ) = f ( Pk ) .从而有 f ( P) = f ( P0 ) . 【证毕】

综例20.5.9  设 z = z( x , y )满足方程
�

2
z
�x

2·
�

2
z
�y

2 -
�2 z
�x�y

2

= 0 .若

把 z = z( x, y)中 y看作 x 和 z 的函数 ,即 y = y( x , z) .证明它满足

同样形式的方程

�
2

y
�x

2 ·
�

2
y
�z

2 -
�2 y
�x�z

2

= 0 .

【证】 首先我们利用一阶微分形式不变性对关系 z = z( x, y )两边

微分得

d z =
�z
�x

d x +
�z
�y

d y,

解出 d y得

d y = -

�z
�x
�z
�y

d x + 1
�z
�y

d z .

可见有

�y
�x

= -
�z
�x
�z
�y

,  
�y
�z

= 1
�z
�y

.

  在求二阶导数之前 ,注意函数的结构 .这里函数 y = y( x , z)由

关系 z = z( x, y)确定 ,因此 ,函数 z( x, y)的结构是

z
x

y = y( x, z)
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而且
�z
�x

,
�z
�y
亦是有与此同样的结构 .

这样由
�y
�x

=
-�z
�x
�z
�y

,
�y
�z

= 1
�z
�y

,可得

�
2

y
�z

2 =
- 1
�z
�y

2 ·
�

2
z
�y

2 ·
�y
�z

=
- 1
�z
�y

3
�

2
z
�y

2 ,

�2 y
�x�z

=
- 1
�z
�y

2

�
2

z
�x�y

+�
2

z
�y

2
�y
�x

=
- 1
�z
�y

3

�z
�y
�

2
z
�x�y

-
�z
�x
�

2
z
�y2 ,

�
2

y
�x

2 = - 1
�z
�y

2

�z
�y
�

2
z
�x

2 + �
2

z
�x�y
�y
�x

-
�z
�x
�

2
z
�x�y

+�
2

z
�y

2
�y
�x

= - 1
�z
�y

2

�z
�y
�

2
z
�x2 - 2
�z
�x
�

2
z
�x�y

+

�z
�x

2

�z
�y

�
2

z
�y2 .

进一步有

�
2

y
�z

2 ·
�

2
y
�x

2 = 1
�z
�y

5
�z
�y
·�

2
z
�x

2 ·
�

2
z
�y

2

- 2
�z
�x
�

2
z
�x�y
·
�

2
z
�y2 +

�z
�x

2

�z
�y

�2 z
�y

2

.

将
�

2
z
�x2 ·
�

2
z
�y2 =
�

2
z
�x�y

2

代入 ,并整理得
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�2 y
�z2 ·
�2 y
�x2 =

1
�z
�y

6

�z
�y

2 �2 z
�x�y

2

- 2
�z
�x
�z
�y
�2 z
�x�y
�2 z
�y

2 +
�z
�x

2
�

2
z
�y

2

= - 1
�z
�y

3

�z
�y
�

2
z
�x�y

- �z
�x
·�

2
z
�y

2

2

=
�2 y
�x�z

2

. 【证毕】
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第 21章  多元微分学的应用

21.1  引   言

  多元函数微分学的应用主要在三方面 ,一是在几何上表示空

间曲线的切线和空间曲面的切平面 ,可引申出微分几何的一些基本

概念 ;第二方面是函数性质的研究 ,主要是用多元泰勒公式来讨论

函数在一点附近增量的性态 ;第三是用于求多元函数的极值问题 .

21.2  空间曲线的切线与法平面 ,空间曲

面的切平面与法线

1. 空间曲线的切线与法平面

通常空间曲线 L用参数方程

x = x( t) ,

y = y( t) ,

z = z( t) .

(21 .1)

来表示 ,这里假设 ( x ( t) , y ( t) , z ( t) )是曲线的动点坐标 ,是三个连

续可微的一元函数 .

过曲线 L上的两点 P0 ( t0 ) = ( x ( t0 ) , y ( t0 ) , z( t0 ) )和 P( t) =

( x( t0 +Δt) , y( t0 +Δt) , z( t0 +Δt) )的直线方程是

x - x( t0 )
Δx

=
y - y( t0 )
Δy

=
z - z( t0 )
Δz

,

或者

x - x( t0 )
Δx/Δt

=
y - y( t0 )
Δy/Δt

=
z - z( t0 )
Δz/ Δt

.



其中

Δx = x( t0 +Δt) - x ( t0 ) ,

Δy = y( t0 +Δt) - y( t0 ) ,

Δz = z( t0 +Δt) - y( t0 ) .

  曲线 L在 P0 ( t0 )点的切线方程就可看作是上述直线方程当

Δt→0 时的极限 ,即

x - x( t0 )
x′( t0 )

=
y - y( t0 )

y′( t0 )
=

z - z( t0 )
z′( t0 )
. (21 .2)

这就是曲线 L在 P0 点的切线方程 .该切线的方向向量为

τ= x′( t0 ) i + y′( t0 ) j + z′( t0 )k . (21 .3)

相应的单位向量为

τ0 =
x′( t0 ) i + y′( t0 ) j + z′( t0 )k

( x′( t0 ) )
2

+ ( y′( t0 ) )
2

+ ( z′( t0 ) )
2

. (21 .4)

曲线 L在 P0 ( t0 )点的弧微分向量为

d l = d x( t) i + d y( t) j + d z( t)k

= ( x′( t0 ) i + y′( t0 ) j + z′( t0 )k) d t . (21 .5)

  曲线 L在 P0 点的法平面就是以τ为法线方向过 P0 点的平

面 ,即

x′( t0 ) ( x - x( t0 ) ) + y′( t0 ) ( y - y( t0 ) ) + z′( t0 ) ( z - z( t0 ) ) = 0 .

(21 .6)

例 21.2.1  求曲线

L:

x = e
t
cos t,

y = e
t
sin t ,

z = e
t

.

上任一点 P( x , y, z)处的切线与此点的矢径 r= x i + yj + zk间的

夹角 .

【解】 先求曲线 P( x( t) , y( t) , z( t) )处切线的方向

τ( t) = [ (cos t - sin t) i + ( sin t + cos t) j + k]et ,
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r( t) = e t ( cos ti + sin tj + k) ,

|τ( t) | = e t ( (cos t - sin t)2 + ( sin t + cos t)2 + 1 )1/ 2 = 3et ,

| r( t) | = e
t
( cos

2
t + sin

2
t + 1 )

1/ 2
= 2e

t
,

cos∠ (τ, r) = τ0 ( t)·r0 ( t) = τ( t)· r( t)
|τ( t) |·| r( t) |

= 2
3

.

所求夹角是个常角

∠ (τ, r) = arccos 2
3

. 【解毕】

  空间两条曲线如果相交 ,在交点处两曲线的交角是指它们在

该点处切线的交角 ,特别若交角为
π
2

,称为两曲线在该点正交 .判

断正交的条件是两切线的方向向量的点积为零 .

例 21.2.2  证明空间曲线

L:
x

2
+ y

2
= a

2
,

z = h .
 ( a > 0 , h为常数 )

上任一点 P( x , y, z)与过此点与原点的连线总是正交的 .

【证】 先将曲线 L参数化 ,为此引进 t,变成

L:

x = acos t,

y = asin t,

z = h .

它在 P( x , y, z) = ( acos t , asin t, h)点的切线方向为

τ= - asin ti + acos tj ,

而连接原点与 P点直线的方向为

τ1 = acos ti + asin tj + hk .

由于

τ·τ1 = - a2 sin tcos t + a2 cos tsin t = 0 .

可见τ⊥τ1 . 【证毕】

·305·第 21 章  多元微分学的应用



2. 空间曲面的切平面

空间曲面 S: z = f ( x, y )上一点 M0 ( x0 , y0 , z0 ) ( z0 = f ( x0 ,

y0 ) )的切平面 ,可以用几种不同但等价的几何方法定义 .

其一是从微分角度看 ,曲面 z = f ( x, y )在 P0 ( x0 , y0 )的切平

面是这样的过 M0 的平面 ,在 P0 ( x0 , y0 )附近曲面 S上点 M ( x, y,

z( x , y ) )到该平面的距离当 P→ P0 时是 d = | P0 P | (其中 P ( x,

y) )的高阶无穷小 .实际上 ,容易证明 ,在 z = z ( x, y )可微条件下 ,

这与微分的定义

Δ f ( x0 , y0 ) = f ( x, y ) - f ( x0 , y0 )

=
�f ( P0 )
�x

( x - x0 ) +
�f ( P0 )
�y

( y - y0 ) + o( d)

是一致的 ,这里 ,满足上述条件的平面正是

z - z0 =
�f ( P0 )
�x

( x - x0 ) +
�f ( P0 )
�y

( y - y0 ) , (21 .7)

这也正是微分的几何意义 .其中切平面的法向量是

n =
�f ( P0 )
�x

i +
�f ( P0 )
�y

j - k . (21 .8)

  其二 ,过 M0 点切平面可当作 :过 M0 点曲面 S 的割平面 (即

再取曲面 S上与 M0 不共线的另外两点 M1 与 M2 ,由 M0 , M1 , M2

三点确定的平面 ) ,当 M1→M0 , M2 →M0 时的极限 .这样也能得到

(21.8) .

其三 ,亦可当作两空间曲线

L1 :
z = f ( x , y) ,

y = y0 .
  L2 :

z = f ( x, y ) ,

x = x0 .

在交点 M0 ( x0 , y0 , z0 )处两切线所确定的平面 .因为 L1 与 L2 的切

线向量分别为

τ1 = i +
�f ( x0 , y0 )
�x

k, τ2 = j +
�f ( x0 , y0 )
�y

k .

相应的平面法线向量为
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n = τ2 ×τ1 =

i j k

0 1
�f
�y

1 0
�f
�x

=
�f
�x

i +
�f
�y

j - k .

这就是 (21.8) .

空间曲面 S的切平面方程的表示形式 ,与曲面方程的表示形

式有关 .公式 ( 21.7 )是当曲面 S是以显式形式表示时而得到的 .

若曲面 S以隐式表示成

F( x, y, z) = 0 ,

则其在 M0 ( x0 , y0 , z0 )处的切平面方程具有较对称的形式

�F
�x

( x - x0 ) +�F
�y

( y - y0 ) +�F
�z

( z - z0 ) = 0 . (21 .9)

其法向量为

n =
�F
�x

i +
�F
�y

j +
�F
�z

k . ( 21 .10)

  若曲面 S以参数形式表示成

x = x( u, v) ,

y = y( u, v) ,

z = z( u, v) .

其中 u, v 为参数 ,在 M0 ( x0 , y0 , z0 ) (其中 x0 = x ( u0 , v0 ) , y0 =

y( u0 , v0 ) , z0 = z( u0 , v0 ) )的切平面 ,可看作空间曲线

L1 :

x = x( u0 , v) ,

y = y( u0 , v) ,

z = z( u0 , v) .

 及  L2 :

x = x( u, v0 ) ,

y = y( u, v0 ) ,

z = z( u, v0 ) .

在交点 ( x0 , y0 , z0 )处切线所构成的平面 ,这两曲线的切线方向分

别为

τ1 =
�x
�v

i +
�y
�v

j +
�z
�v

k  和  τ2 =
�x
�u

i +
�y
�u

j +
�z
�u

k,
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从而 ,它们确定了切平面的法线方向为

n = τ1 ×τ2 =

i j k

�x
�v
�y
�v
�z
�v

�x
�u
�y
�u
�z
�u

. ( 21 .11)

由此不难求出相应的在参数方程表示下的切平面方程 .

例 21.2.3  求球面的切平面在三种不同函数形式下的法向量 .

【解】 显式形式 : z = R2 - x2 - y2 ,

n =
�z
�x

i +
�z
�y

j - k

=
- x

R
2

- x
2

- y
2

i +
- y

R
2

- x
2

- y
2

j - k .

隐式形式 : x2 + y2 + z2 - R2 = 0 ,

n = 2 x i + 2 y j + 2 zk .

参数形式 :

x = Rsinφcosθ,

y = Rsinφsinθ,

z = Rcosφ .

n =

i j k

�x
�φ
�y
�φ
�z
�φ

�x
�θ
�y
�θ
�z
�θ

=

i j k

Rcosφcosθ Rcosφsinθ - Rsinφ

- Rsinφsinθ Rsinφcosθ 0

= R
2

sin
2
φcosθi + R

2
sin

2
φsinθj + R

2
sinφcosφk

= R
2

sinφ( sinφcosθi + sinφsinθj + cosφk) .

以上三种结果 ,实际上是一致的 .
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例 21.2.4  证明所有在曲面 S 上 ,过 S 上 M0 点的空间曲线 , 在

M0 处的切线均与该点处的切平面的法线向量正交 .

【证】 设曲面方程为 F( x, y, z ) = 0 , 其中一点为 M0 ( x0 , y0 , z0 ) ,

设有空间曲线 L:

x = φ( t) ,

y = ψ( t) ,

z = η( t) ,  t∈ I .

过 M0 点且在曲面上 ,即有

F(φ( t) ,ψ( t) ,η( t) ) = 0 , " t∈ I .

对 t求导得

�F
�x
φ′( t) +
�F
�y
ψ′( t) +
�F
�z
η′( t) = 0 ,

即

�F
�x

i +
�F
�y

j +
�F
�z

k· (φ′( t) i +ψ′( t) j +η′( t)k) = 0 .

而切平面的法向量为

n =
�F
�x

i +
�F
�y

j +
�F
�z

k .

在 S上过 M0 的曲线 L的切向量为

τ= φ′( t) i +ψ′( t) j +η′( t)k .

由于 n·τ= 0 ,即 n⊥τ. 【证毕】

21.3  多元泰勒公式

在一元函数中泰勒公式是研究函数增量的有力工具 ,在多元

函数中可采用一元化的方法 ,推导出相应的多元泰勒公式 .以下讨

论亦以二元函数为例 .

求函数 z = f ( x, y )在 P0 ( x0 , y0 )点的泰勒公式 .

对于给定的点 P( x0 +Δx , y0 +Δy) ,考虑函数增量
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Δ f ( P0 ) = f ( x0 +Δx, y0 +Δy) - f ( x0 , y0 ) .

令线段 P0 P上的点 P t ( x t , yt ) : xt = x0 + tΔx, y t = x0 + tΔy .研究

关于 t的一元函数

Φ( t) = f ( x0 + tΔx, y0 + tΔy) .

这样

Δ f ( P0 ) = Φ( 1) - Φ( 0) .

在 f ( x, y)为 n + 1 阶连续可微的条件下 ,Φ( t)在 0 点有 n阶泰勒

公式 ,从而Δ f ( P0 )可以表示成

Δf ( P0 ) =Φ(1 ) - Φ(0 )

=Φ′(0 ) +
1

2 !
Φ″(0 ) + ⋯ +

Φ( n ) (0 )
n !

+
Φ( n+ 1 ) (ξ)
( n + 1 ) !

.

这里

Φ(1 ) = f ( x0 +Δx, y0 +Δy) ,  Φ(0 ) = f ( x0 , y0 )

Φ′( t) =
�f
�x
Δx +
�f
�y
Δy = Δx

�
�x

+Δy
�
�y

f ,

Φ″( t) =�
2

f
�x

2Δx2 + �
2

f
�y�x
ΔxΔy + �

2
f
�x�y
ΔyΔx +�

2
f
�y

2Δy2

= Δx �
�x

+Δy �
�y

2

f ,

⋯⋯

这里 Δx
�
�x

+Δy
�
�y

k

( k = 1 , 2 )是上述求偏导公式中的一个简写

记号 .用归纳法可以证明

Φ( m) ( t) =�
m

f
�x

mΔxm + m �
m

f
�x

m - 1
�y
Δxm - 1Δy + ⋯

+ m( m - 1)⋯ ( m - k + 1)
k !

�
m

f
�x

k
�y

m - kΔxkΔym - k

+ ⋯ +�
m

f
�y

mΔym
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= Δx
�
�x

+Δy
�
�y

m

f ,

其中
�
�x

k

·
�
�y

m - k

=
�

m

�x
k
�y

m - k .

因此 f ( x, y)在 ( x0 , y0 )点的泰勒公式是

f ( x0 +Δx, y0 +Δy) = f ( x0 , y0 ) +
�f ( P0 )
�x
Δx +
�f ( P0 )
�y
Δy

+ 1
2 !
Δx
�
�x

+Δy
�
�y

2

f ( P0 ) + ⋯

+
1
n !
Δx
�
�x

+Δy
�
�y

n

f ( P0 )

+
1

( n + 1 ) !
Δx �
�x

+Δy�
�y

n+ 1

· f ( x0 +θΔy, y0 +θΔy) ,

0 < θ< 1 .

由于高阶的泰勒公式写起来很长 ,因此在实际上最常用的泰勒公

式如下 :

0 阶泰勒公式

f ( x0 +Δx , y0 +Δy) = f ( x0 , y0 ) +
�f ( Pθ)
�x
Δx +
�f ( Pθ)
�y
Δy;

  1 阶泰勒公式

f ( x0 +Δx, y0 +Δy) = f ( x0 , y0 ) +
�f ( P0 )
�x
Δx +
�f ( P0 )
�y
Δy

+ 1
2
�

2
f ( Pθ)
�x2 Δx

2
+ 2
�

2
f ( Pθ)
�x�y
ΔxΔy

+
�2 f ( Pθ)
�y2 Δy

2

= f ( x0 , y0 ) +
�f ( Pθ)
�x

,
�f ( Pθ)
�y

Δx

Δy
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+
1
2

(Δx,Δy)

�
2

f ( Pθ)
�x

2

�
2

f ( Pθ)
�x�y

�
2

f ( Pθ)
�x�y

�
2

f ( Pθ)
�y

2

Δx

Δy
,

或

f ( x0 +Δx , y0 +Δy) = f ( x0 , y0 ) +
�f ( P0 )
�x
Δx

+
�f ( P0 )
�y
Δy + o(ρ) ;

  2 阶泰勒公式

f ( x0 +Δx, y0 +Δy)

 = f ( x0 , y0 ) +
�f ( P0 )
�x

,
�f ( P0 )
�y
Δx

Δy

  + 1
2

(Δx,Δy)

�
2

f ( P0 )
�x

2

�
2

f ( P0 )
�x�y

�2 f ( P0 )
�x�y

�2 f ( P0 )
�y

2

Δx

Δy
+ o(ρ2 ) .

其中Δx = x - x0 ,Δy = y - y0 , Pθ = ( x0 +θΔx, y0 +θΔy) ( 0 <θ<

1) ,ρ= (Δx)2 + (Δy)2 .

例 21.3.1  求函数

f ( x, y) = x
3

- 5 x
2

- x y + y
2

+ 10 x + 5 y - 4

在 (2 , - 1 )点的泰勒公式 .

【解】 由于这是一个三次多项式 ,因此泰勒公式中最高次项为三

次项 .

首先求直到三阶的所有混合偏导数 ,及其在点 ( 2 , - 1)的值 :

�f
�x

= 3 x
2

- 10 x - y + 10 ,
�f ( 2 , - 1 )
�x

= 3 ;

�f
�y

= - x + 2 y + 5 , �f ( 2 , - 1 )
�y

= 1 ;

�2 f
�x�y

= - 1 ,
�2 f ( 2 , - 1 )
�x�y

= - 1;
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�
2

f
�x

2 = 6 x - 10 , �
2

f (2 , - 1)
�x

2 = 2;

�
2

f
�y

2 = 2 , �
2

f (2 , - 1)
�y

2 = 2;

�
3

f
�x

3 = 6 , �
3

f (2 , - 1)
�x

3 = 6 .

除此之外的导数全是零 ,代入公式得

f ( x, y ) = 2 + 3 ( x - 2) + ( y + 1 ) + ( x - 2 )
2

- ( x - 2) ( y + 1)

+ ( y + 1)
2

+ ( x - 2 )
3

. 【解毕】

例 21.3.2  将函数 f ( x, y ) = yx 在 ( 1 , 1 )点展到泰勒公式的二

次项 .

【解】 首先有 f (1 ,1 ) = 1 ,再求二阶以下导数 :

�f
�x

= y
x
ln y,

�f ( 1 , 1)
�x

= 0;

�f
�y

= xy x - 1 , �f ( 1 , 1)
�y

= 1;

�2 f
�x2 = y

x
( ln y)

2
,

�2 f ( 1 , 1)
�x2 = 0;

�2 f
�y2 = x( x - 1 ) y

x - 2
,
�2 f ( 1 , 1)
�y2 = 0;

�2 f
�x�y

= y
x - 1

( xln y + 1) ,
�2 f ( 1 , 1)
�x�y

= 1 .

这样有

y
x

= 1 + (0 ,1)
x - 1

y - 1
+

1
2

( x - 1 , y - 1)
0 1

1 0

x - 1

y - 1
+ o(ρ

2
)

= 1 + ( y - 1 ) +
1
2

[ 2( x - 1 ) ( y - 1 ) ] + o(ρ
2

)

= 1 + ( y - 1 ) + ( x - 1 ) ( y - 1 ) + o(ρ
2

) . 【解毕】

【注】 上式告诉我们 ,在 ( 1 , 1)点附近 ,函数

z = y
x
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可以用二次函数

z = 1 + ( y - 1) + ( x - 1) ( y - 1 ) = 1 - x + x y

近似替代 ,只差关于ρ2 的高阶无穷小 .

21.4  多元函数极值问题

这里有三方面内容 .

1. 函数的无条件极值问题

这是考虑一个函数的局部极值问题 .函数 w = f ( P)在 P0 点

取到极值 ,是指存在 P0 的某个δ邻域 Nδ ( P0 ) , 使得对任何 P∈

Nδ( P0 )均有 f ( P)≤ f ( P0 ) ,称 P0 为极大点 , f ( P0 )为极大值 ;或

者有 f ( P)≥ f ( P0 ) ,称 P0 为极小点 , f ( P0 )为极小值 .

若 f ( P)是可微函数 ,则 P0 为极值点的必要条件是 f 在 P0

的梯度为零向量 ,即

grad f ( P0 ) = 0 .

求梯度为零的点 ,实际上要解上述方程组 .

梯度为零的点称为函数 f ( P)的驻点 ,它不一定是极值点 ,判

断驻点是否是极值点 ,可利用二阶泰勒公式 .

下面以二元与三元函数为例进行具体讨论 .

当 z = f ( x, y ) , P0 ( x0 , y0 )为驻点时 ,由二阶泰勒公式有

f ( P) - f ( P0 ) = 1
2

(Δx,Δy) H( P0 )
Δx

Δy
+ o(ρ2 ) .

  当 w = f ( x, y, z) ,而 P( x0 , y0 , z0 )为驻点时 ,有

f ( P) - f ( P0 ) =
1
2

(Δx,Δy,Δz) H( P0 )

Δx

Δy

Δz

+ o(ρ
2

) .

因此 , 若对 "ΔP = (Δx,Δy)
T
≠0 或 (Δx,Δy ,Δz )

T
≠0 均有

ΔPT H( P0 )ΔP > 0 时 P0 为极小点 , f ( P0 )为极小值 ;
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当ΔP T H( P0 )ΔP < 0 时 , P0 为极大点 , f ( P0 )为极大值 ;

当ΔP T H( P0 )ΔP 可正可负时 , P0 不是极值点 .

这里 H( P0 )是函数 f 在 P0 的海森矩阵 ,对二、三元情形分

别为

�2 f
�x2

�2 f
�x�y

�2 f
�x�y
�2 f
�y2

P
0

,  

�2 f
�x2

�2 f
�x�y
�2 f
�x�z

�2 f
�y�x
�2 f
�y2

�2 f
�y�z

�2 f
�z�x
�2 f
�z�y
�2 f
�z2

P
0

.

用矩阵二次型的语言来说是 :

当 f 在 P0 的海森矩阵 H( P0 )正定时 , P0 为极小点 ;

当 f 在 P0 的海森矩阵 H( P0 )负定时 , P0 为极大点 ;

当 f 在 P0 的海森矩阵 H( P0 )不定时 , P0 不是极值点 .

判断一个对称矩阵是否正定的充要条件是顺序主子式为正 ;

判断负定的充要条件是顺序主子式负正相隔 .

二阶情形 :

H =
f″x x f″x y

f″x y f″y y

.

  当 f″x x > 0 ,
f″x x f″x y

f″x y f″y y

> 0 时 , H为正定 ;

当 f″x x < 0 ,
f″x x f″x y

f″x y f″y y

> 0 时 , H为负定 .

三阶情形 :

H =

f″x x f″x y f″x z

f″y x f″y y f″y z

f″zx f″z y f″z z

.
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  当 f″x x > 0 ,
f″x x f″x y

f″y x f″y y

> 0 ,

f″x x f″x y f″x z

f″y x f″y y f″y z

f″zx f″z y f″z z

> 0 时 ,

H正定 ;

当 f″x x < 0 ,
f″x x f″x y

f″y x f″y y

> 0 ,

f″x x f″x y f″x z

f″y x f″y y f″y z

f″zx f″z y f″z z

< 0 时 ,

H负定 .

2. 函数的条件极值问题

问题是求一个多元函数 f ( P) ,在满足条件 ,比如 g( P) = 0 下

的极值问题 .通常称 f ( P)为目标函数 , g( P) = 0 为约束条件 . 以

二、三元为例有如下形式 :

目标函数 z = f ( x, y) ,

约束条件 g( x, y) = 0 .
( 21.12)

或者

目标函数 w = f ( x, y, z) ,

约束条件 g( x , y , z) = 0 .
( 21 .13)

约束可以有两个 ,如

目标函数 w = f ( x, y, z)

约束条件 g1 ( x, y, z) = 0 , g2 ( x, y, z) = 0 .
( 21 .14)

  求条件极值问题 ,可以从约束中将中间变量解出来 ,用自变量

表示 ,再代入目标函数中 ,从而化成无条件极值问题 .这种方法在

许多实际情况下是不可行的 ,这就产生了所谓拉格朗日乘子法 .今

以 (21.13 )为例加以叙述 .

先构造拉格朗日函数

L( x, y, z ,λ) = f ( x , y , z) +λg ( x, y, z) .

而后就将条件极值问题 ( 21.13)转化为拉格朗日函数的无条件极

值问题 ,即求 L( x, y, z,λ)的驻点 .从而得
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�L
�x

=
�f
�x

+λ
�g
�x

= 0 ,

�L
�y

=�f
�y

+λ�g
�y

= 0 ,

�L
�z

=�f
�z

+λ�g
�z

= 0 ,

�L
�λ

= g( x, y, z) = 0 .

( 21 .15)

  首先从几何上解释一下该方法的直观意义 :若 P0 是极值点 ,

(21.15 )中前三个关系可用梯度形式写成

grad f ( P0 ) +λgrad g( P0 ) = 0 . ( 21 .16)

这个式子表示 ,在极值点 P0 处函数 f 的梯度与约束函数的梯度

平行 .先看函数 f 的梯度 grad f ( P0 ) ,它表示目标函数的增加最快

的方向 (反过来是下降最快的方向 ) .又由于点的变化只能在约束

的曲面 S: g( x, y, z) = 0 上 ,曲面 S实际是三元函数 u = g( x, y, z)

的等值面 ,这个等值面在 P0 处的法线向量是

�g
�x

i +�g
�y

j +�g
�z

k = grad g( P0 ) .

它与等值面 S: g( x, y, z) = 0 上任一条过 P0 点的曲线的切线垂直

(这是前面提到过的梯度向量的重要性质 ) .因此条件 ( 21.16)又可

叙述为 :在极值点 P0 处 ,目标函数 f ( x, y, z)的梯度 grad f ( P0 )垂

直于约束曲面 S: g( x, y, z) = 0 上任何一条过 P0 的曲线的切线 .

这也就是说 ,在 P0 点附近 ,当点 P在约束面 S 上变化时 ,其函数

值 f ( P)或者不可能大于 f ( P0 ) ,此时 P0 是在约束 g( x, y, z) = 0

下的极小点 ;或者 f ( P)不可能小于 f ( P0 ) ,此时 P0 是在约束下的

极大点 .

今将 (21.16 )改写一下成为

grad( f ( P0 ) +λg ( P0 ) ) = 0 .

这说明 ,在 P0 点给定λ0 后 , 条件极值的极值点 P0 ,正好是函数
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L( P,λ0 ) 的无条件极值点 .

从而判断 P0 是否是极值点 , 此时可以利用拉格朗日函数

L( x, y, z ,λ0 )在 P0 点的海森矩阵是否正定或负定来判别 .

3. 求多元连续函数在一个闭区域上的最值问题

例如 ,求 z = f ( x, y) ,在区域 D = { ( x, y) | g( x, y )≤0 }

上的最值 .一般解法是 ,先求函数 z = f ( x, y)的无条件极值 ,找出

所有在 D上的驻点 ,与不可微的点 ,比如是 P1 , P2 ,⋯ , Pk .而后再

解条件极值问题

目标函数 f ( x, y ) ,

约束条件 g( x, y) = 0 .

若所有极值点 ,不可微点及端点为 Q1 , Q2 ,⋯ , Ql ,这时 ,只要计算

出所有的 f ( Pi )和 f ( Qj ) , i = 1 , 2 ,⋯ , k, j = 1 , 2 ,⋯ , l .其中最大者

为 D上最大点 ;最小者为 D中最小点 .

特别要加以说明的是 ,在实际问题中求最值问题通常有三步 :

第一步是明确“三个什么 ?”,即什么函数 (目标函数 ) ,在什么条件

下 (约束条件 ) ,求什么最值 (是最大还是最小 ) .这一步是解决问题

的关键 .第二步是从导数等于零的方程中 ,求驻点 ,一般情况下求

这种代数方程都比较困难 .在具体求解时 ,若注意到可能存在的方

程中对变量的对称性 ,对化简方程很有益处 .第三步是分析得到的

驻点是否是所求的极值或最值点 ,若要从理论上分析 ,一般只在比

较简单的情形下才可能 ,大多数是从实际问题的分析中确定有最

值 ,而今又只有唯一极值点 ,从而确定为所求之点 .

例 21.4.1  求函数 z = x
3

+ y
3

- 3 x y的极值 .

【解】 首先求出驻点 ,即解方程

�z
�x

= 3 ( x
2

- y) = 0 ,

�z
�y

= 3( y
2

- x ) = 0 .
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求得两个驻点 P1 (0 , 0 )与 P2 (1 , 1 ) .

为判断极值点性质 ,求出海森矩阵

H( P) =
6 x - 3

- 3 6 y
.

在 P1 (0 , 0 )点处 , H( P1 ) =
0 - 3

- 3 0
,因 a11 = 0 ,

0 - 3

- 3 0
=

- 9 < 0 , 是非定矩阵 , 因此 P1 不是极值点 ;在 P2 ( 1 , 1 ) 点处 ,

H( P2 ) =
6 - 3

- 3 6
,因 a1 1 = 6 > 0 ,

6 - 3

- 3 6
= 27 > 0 ,是正定

矩阵 ,因此 P2 是极小点 . 【解毕】

【注】 这里 x, y在方程中是对称的 ,因此其解必然对称 .

例 21.4.2  求隐函数 2 x2 + y2 + z2 + 2 x y - 2 x - 2 y - 4 z + 4 = 0 的

极值 .

【解】 这有两种方法 .

(方法 1 ) 当作隐函数 z = z( x, y)按无条件极值 ,求驻点

4 x + 2 z
�z
�x

+ 2 y - 2 - 4
�z
�x

= 0 ,

2 y + 2 z
�z
�y

+ 2 x - 2 - 4
�z
�y

= 0 .
( 21.17)

由
�z
�x

=
�z
�y

= 0 ,得方程组

2 x + y - 1 = 0 ,

y + x - 1 = 0 .

得到驻点 (0 ,1 ) .代入原方程得到

z
2

- 4 z + 3 = 0 .

解之得 z1 = z1 (0 , 1 ) = 1 和 z2 = z2 ( 0 , 1) = 3 .

为求隐函数 z = z( x, y)的二阶导数 .将 ( 21.17)两边再对 x和
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y 求导得

4 + 2
�z
�x

2

+ 2 z�
2

z
�x

2 - 4�
2

z
�x

2 = 0 ,

2�z
�x
�z
�y

+ 2 z �
2

z
�x�y

+ 2 - 4 �
2

z
�x�y

= 0 ,

2 + 2
�z
�y

2

+ 2 z�
2

z
�y

2 - 4�
2

z
�y

2 = 0 .

用点 (0 ,1 ,1 )代入得海森矩阵

H( 0 , 1 , 1) =
a1 1 a1 2

a2 1 a2 2

=
2 1

1 1
,

因 a11 = 2 > 0 ,
2 1

1 1
= 1 > 0 , 所以 H ( 0 , 1 , 1 )是正定的 , 因而

(0 ,1 )对 z1 ( x, y)为极小点 .

再将 (0 ,1 ,3 )代入得海森矩阵

H( 0 , 1 , 3) =
a1 1 a1 2

a2 1 a2 2

=
- 2 - 1

- 1 - 1
,

因 a11 = - 2 < 0 ,
- 2 - 1

- 1 - 1
> 0 , 所以 H( 0 , 1 , 3 )是负定的 ,因而

(0 ,1 )对 z2 ( x, y)是极大点 .

(方法 2 ) 看成条件极值

目标函数 f ( x, y, z) = z ,

约束条件 g( x, y, z) = 2 x
2

+ y
2

+ z
2

+ 2 xy

- 2 x - 2 y - 4 z + 4 = 0 .

相应的拉格朗日函数是

L( x, y, z ,λ) = z +λg ( x , y, z) .

解函数 L( x , y, z ,λ)关于变量 ( x, y, z ,λ)的无条件极值
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�L
�x

= λ( 4 x + 2 y - 2) = 0 ,

�L
�y

= λ( 2 y + 2 x - 2) = 0 ,

�L
�z

= 1 +λ(2 z - 4) = 0 ,

�L
�λ

= g( x , y , z) = 0 .

显然λ≠0 ,由头两个方程解出 x = 0 , y = 1 ,再代入最后一个方程得

z1 = 1 , z2 = 3 .

考察 ( 0 , 1 , 1 ) 点 , 代入第三个方程得 λ1 =
1
2

, 检验函数

L x, y, z,
1
2
在 ( 0 , 1 , 1)点的海森矩阵为

H =

2 1 0

1 1 0

0 0 1

.

因 2 > 0 ,
2 1

1 1
> 0 ,

2 1 0

1 1 0

0 0 1

> 0 ,它是正定的 ,故 (0 , 1 , 1 )是极

小点 .

再考察 (0 , 1 , 3 )点 ,得λ2 = -
1
2

, L x , y , z , -
1
2
的海森矩阵

为

- 2 - 1 0

- 1 - 1 0

0 0 - 1

,

因 - 2 < 0 ,
- 2 - 1

- 1 - 1
> 0 ,

- 2 - 1 0

- 1 - 1 0

0 0 - 1

< 0 ,它是负定的 ,故
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(0 ,1 ,3 )是极大点 . 【解毕】

例 21.4.3  设 f ( x )在[ -π,π]中连续 ,今欲作如下近似

f ( x ) = a + bsin x + ccos x .

选择常数 a, b, c,使得均方误差的平均值

Δ( a, b, c) =
1

2π∫
π

-π
( f ( x ) - a - bsin x - ccos x)

2
d x

为最小 .

【解】 这是一个无条件极值问题 ,先简化目标函数Δ( a, b, c)的表

达式 .利用函数 ( 1 , cos x, sin x)在区间 [ -π,π]上的正交性 ,可得

Δ( a, b, c) = 1
2π∫
π

-π
( f2 ( x ) - 2 a f ( x ) - 2 bf ( x ) sin x

- 2 cf ( x) cos x) d x + a
2

+
b2 + c2

2
,

�Δ( a, b, c)
�a

= - 1
π∫
π

-π
f ( x ) d x + 2 a = 0 ,

�Δ( a, b, c)
�b

= -
1
π∫
π

-π
f ( x ) sin xd x + b = 0 ,

�Δ( a, b, c)
�c

= -
1
π∫
π

-π
f ( x )cos xd x + c = 0 .

解出 a, b, c得

a =
1

2π∫
π

-π
f ( x) d x,

b = 1
π∫
π

-π
f ( x ) sin xd x,

c =
1
π∫
π

-π
f ( x )cos xd x .

  由于函数Δ( a, b, c)≥0 ,必有最小值 , 又有唯一驻点 , 可见这

就是要求的最小点 . 【解毕】

【注】 所求结果正是 f ( x)的傅里叶系数 .
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21.5  综 合 例 题

综例 21.5.1  求椭球面 x2 + 2 y2 + 3 z2 = 21 在某点 M的切平面

π,使其过直线 L:
x - 6

2
=

y - 3
1

=
2 z - 1

- 2
. ( 1988 年考研题 )

【解】 该题综合了微分学几何应用的基本内容 ,解法较多 ,以下列

举几种 .

(方法 1 ) 把设定条件一一“翻释”成数学式子 , 设切点为

M( x0 , y0 , z0 ) .首先列出在 M点的切平面方程

x0 ( x - x0 ) + 2 y0 ( y - y0 ) + 3 z0 ( z - z0 ) = 0 .

由于 M在椭球面上 ,即有 x
2
0 + 2 y

2
0 + 3 z

2
0 = 21 ,代入以上方程 ,得过

M点的切平面方程π为

x0 x + 2 y0 y + 3 z0 z = 21 . ( 21 .18)

  再利用直线 L在π上的条件 .首先将 L 的方程改写成参数

形式

x = 6 + 2 t,

y = 3 + t,

z =
1
2

- t .

代入π的方程 ( 21.18) ,得关于 t的恒等式

2 x0 (3 + t) + 2 y0 (3 + t) + 3 z0
1
2

- t = 21 . ( 21 .19)

取 t = - 3 ,得 z0 = 2 ,取 t =
1
2

,得 x0 + y0 = 3 .

又由于 M在曲面上 ,得 x2
0 + 2 y2

0 + 3 z2
0 = 21 .

联立并解上述三个方程 ,得两组解

z0 = 2 , x0 = 1 , y0 = 2 和 z0 = 2 , x0 = 3 , y0 = 0 .

相应代入切平面方程 (21.18 ) ,得两个平面方程
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x + 4 y + 6 z = 21 和 x + 2 z = 7 .

【注】 1. 在解题中 ( 21. 19 )是关于 t的恒等式 , 这样才可以任意

选择 t,得到关于 ( x0 , y0 , z0 )的比较简单的方程 .但是用这种方法

只能得到包含 ( x0 , y0 , z0 )的两个独立的方程 .事实上 , 若将 ( x0 ,

y0 , z0 )当作流动坐标 , ( 21.19)就是关于 t的一个平面束 ,这些平

面都过直线 L .因此由此只能有两个平面方程是独立的 ,其他可由

这两个线性组合得到 ,例如 ,取 t = 0 得方程

6 x0 + 6 y0 +
3
2

z0 - 21 = 0 .

这可由 6( x0 + y0 - 3 ) +
3
2

( z0 - 2 ) = 0 而得 .这就是为什么还必须

利用 M在椭球面上的第三个方程的理由 .

2. 对一般由二次函数 F( x, y, z) = ( x, y, z) A

x

y

z

= c,确定的

二次曲面 z = z( x, y) ,其中 A是 3×3 的对称矩阵 , c为常数 .它过

点 M0 ( x0 , y0 , z0 )的切平面方程有简单形式

( x0 , y0 , z0 ) A

x

y

z

= c .

  事实上 ,过 M0 的切平面方程

�F( M0 )
�x

( x - x0 ) +
�F( M0 )
�y

( y - y0 ) +
�F( M0 )
�z

( z - z0 ) = 0

可用函数 F( x, y, z)的梯度表示为

( grad f ( M0 ) ) T

x

y

z

- ( grad F( M0 ) ) T

x0

y0

z0

= 0 .

又
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( grad F)
T

= 2A

x

y

z

T

= 2( x, y, z) A .

代入上式得

( x0 , y0 , z0 ) A

x

y

z

- ( x0 , y0 , z0 ) A

x0

y0

z0

= 0 ,

即

( x0 , y0 , z0 ) A

x

y

z

= ( x0 , y0 , z0 ) A

x0

y0

z0

= c .

  (方法 2) 利用几何关系分析 .设切点 M( x0 , y0 , z0 ) ,则切平面

π的法线向量为 n = x0 i + 2 y0 j + 3 z0 k;再有直线的方向向量为τ=

2 i+ j - k,其上一点 M1 6 , 3 ,
1
2

.这样 , 平面π的法向量应垂直

τ,即 n·τ= 0 ,从而得 2 x0 + 2 y0 - 3 z0 = 0 .

同时 n⊥M M1
_ ,即

x0 ( x0 - 6 ) + 2 y0 ( y0 - 3 ) + 3 z0 z0 - 1
2

= 0 .

  再者 M在曲面上 ,即 x
2
0 + 2 y

2
0 + 3 z

2
0 = 21 .联立求解上述三个

方程可以得到相同结果 .

(方法 3 ) 利用过 L的平面束来做 .为此把 L的方程写成

x - 2 y = 0 ,

2 y + 2 z + 7 = 0 .

则过此直线的平面束为

λ( x - 2 y) + 2 y + 2 z - 7 = 0 . ( 21 .20)

  以下 ,利用其他几何条件来确定λ的值 .

首先 ,切平面的法向量 n必与 ( 21.20)平面的法向量 nλ 平行 .
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这里 n= x0 i+ 2 y0 j + 3 z0 k, nλ =λi + 2 ( 1 -λ) j + 2k,因此 ,存在 t,

使得

x0 = λt ,

y0 = (1 - λ) t,

z0 = 2
3

t .

  为求 t与λ,需有两个方程 ,它们分别由以下两个条件确定 :

M( x0 , y0 , z0 )在平面束的公共线上 ,即满足 (21. 20 )

λ2 t + 2( 1 - λ)2 t + 4
3

t - 7 = 0 .

  又 M在曲面上 ,故

(λt )
2

+ 2 (1 - λ)
2

t
2

+ 3
4
9

t
2

= 21 ,

联立求解上述两方程 ,首先得λ= 1 和
1
3

, 进一步 ,又可得到 x0 =

3 , 1 , y0 = 0 ,2 及 z0 = 2 , 2 .于是又得到已求出的 2 个平面方程 .

【解毕】

综例 21.5.2  光源置于 M0 ( 5 , 0 , 0 ) , 光线照在由空间曲线

y2 + z2 = 9

x = 0
,绕 x轴旋转一周而生成的不透光曲面上 ,求光线在

y Oz 平面上的投影区域及投影锥面的方程 .

【解】 首先容易求得旋转曲面正是球面

x
2

+ y
2

+ z
2

= 9 .

  又由于投影光线与球面相切 ,其切点轨迹正是过 M0 点的球

面切平面切点 P0 ( x0 , y0 , z0 )的轨迹 L,即

L:
2 x0 ( x0 - 5 ) + 2 y2

0 + 2 z2
0 = 0 ,

x
2
0 + y

2
0 + z

2
0 = 9 .

简化而成
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L:
y

2
0 + z

2
0 =

12
5

2

,

x0 = 9
5

.
( 21 .21)

  因此光线形成的锥面是以 L为准线 ,以 M0 (5 , 0 , 0 )为顶点的

锥面 .设锥面上动点 P( x, y, z) ,则根据锥面性质 ,在准线 L上有

一点 Q( x0 , y0 , z0 )在 M0 P形成的直线上 ,这就是说 , Q点可以用

直线方程表示为

x0 = 5 + ( x - 5) t ,

y0 = y t ,

z0 = z t .

将其代入 L的方程 ( 21.21) ,首先由其第二个方程 x0 =
9
5

,得到

t = -
16
5

1
x - 5

, y0 = -
16
5

y
x - 5

, z0 = -
16
5

z
x - 5

.

再代入 (21.21 )的第一个方程 ,消去 y0 , z0 ,得到关于 ( x, y, z)的方

程

16 ( y
2

+ z
2

) = 9 ( x - 5)
2

.

这就是所求锥面的方程 .而在 y Oz平面上的投影线为圆方程

16( y
2

+ z
2

) = 9 ( x - 5 )
2

,

x = 0 .

即

y
2

+ z
2

=
15
4

2

,

x = 0 .

其投影区域为

y
2

+ z
2
≤

15
4

2

,

x = 0 . 【解毕】
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【注】 以上作法是具有一般性的求锥面方程的思路 ,但对于本题

的具体情况 ,也可以用旋转面方程来做 :因为从几何上的分析可知

所求锥面是由在 xO y平面上的直线 M0 P:
4 z + 3( x - 5) = 0

y = 0
绕 x

轴旋转一周而成之旋转面 ,根据旋转面的构成 ,由于旋转轴为 x,

在 M0 P的方程中 x 不变 ,只将另一变量 z用 z
2

+ y
2

(旋转半径 )

代之 ,则将是所求之旋转面 ,即

4 z2 + y2 + 3( x - 5) = 0 .

这就直接得到上面的解

16 ( y2 + z2 ) = 9 ( x - 5)2 .

综例 21.5.3  今有空间曲面 z = f ( x, y ) = x
2

+ 2 a x y + y
2

- 1 ,其

中 a为常数 ,试在此曲面上确定一条空间曲线 ,它通过 ( 0 , 1 , 0)点 ,

且在 x Oy平面上的投影曲线上每一点的切线方向 ,正是该点处函

数 z = f ( x, y )的最速下降方向 ,即负梯度方向 .

【解】 首先求出 z = f ( x, y )的梯度方向

grad f ( x , y ) = (2 x + 2 ay) i + ( 2 ax + 2 y) j .

  设所求空间曲线在 x Oy 上的投影方程为 y = y ( x) ,根据题

意 ,它满足微分方程及条件

d y
d x

=
- ( 2 x + 2 ay )
- ( 2 ax + 2 y)

,

y( 0) = 1 .

  这是零次齐次方程 ,但可用简单积分因子求解 .为此 ,将方程

变成微分形式

2 xd y - 2 yd x + a- 1 d( y2 - x2 ) = 0 ,

2
xd y - yd x

y2 - x2 + a
- 1 d ( y2 - x2 )

y2 - x2 = 0 ,

y - x
y + x

( x , y )

( 0 , 1 )
= ( y

2
- x

2
)

a
( x, y)

0 , 1
.
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所求之解为

y - x
y + x

= ( y
2

- x
2

)
a - 1
或者 ( y + x)

1 + a
= ( y - x)

a - 1
.

可得此空间曲线为

z = x
2

+ 2 ax y + y
2

- 1 ,

( y + x)1 + a = ( y - x) a - 1 .
【解毕】

综例 21.5.4  设二元函数 F可微 ,试证明由方程 F
x - a
z - c

,
y - b
z - c

= 0 所确定的曲面的任一切平面都通过某定点 .

【解】 (方法 1) 先求出切平面方程 ,看是否通过一个固定点 .为此

将曲面看作由方程

F
x - a
z - c

, y - b
z - c

= 0 ( 21 .22)

确定的隐函数 z = z( x, y) .利用隐函数求导方法 ,计算
�z
�x
及
�z
�y

.

将 (21.22 )两边对 x求导得

F′1·
( z - c) - ( x - a) z′x

( z - c)
2 + F′2·

- ( y - b) z′x
( z - c)

2 = 0 ,

解出 z′x 得

�z
�x

=
( z - c) F′1

( x - a) F′1 + ( y - b) F′2
.

同理可得

�z
�y

=
( z - c) F′2

( x - a) F′1 + ( y - b) F′2
.

过曲面上 M0 ( x0 , y0 , z0 )点的切平面方程为

z - z0 =
( z0 - c) F′1

( x0 - a) F′1 + ( y0 - b) F′2
( x - x0 )

+
( z0 - c) F′2

( x0 - a) F′1 + ( y0 - b) F′2
( y - y0 ) .

从上式可见 ,定点 ( a, b, c)总在切平面上 ,因为
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F′1 ( z0 - c) ( a - x0 ) + F′2 ( z0 - c) ( b - y0 )
( x0 - a) F′1 + ( y0 - b) F′2

= c - z0 .

这正是切平面方程的左端 .

(方法 2) 利用求微分的方法 ,可以较简单地求得切平面方程 .

为此 ,对 ( 21.22)两边求微分

F′1·d
x - a
z - c

+ F′2·d
y - b
z - c

= 0 ,

F′1
( z - c) d x - ( x - a) d z

( z - c)2 + F′2
( z - c) d y - ( y - b) d z

( z - c)2 = 0 .

整理得

F′1· ( z - c) d x + F′2· ( z - c) d y - ( F′1 · ( x - a)

 + F′2· ( y - b) ) d z = 0 .

这里 , ( d x, d y, d z)是在切点附近切平面上的弧微分向量 .它垂直

于该点曲面的法向量 ,这就是

n = ( z - c) F′1 i + ( z - c) F′2 j - [ ( x - a) F′1 + ( y - b) F′2 ]k,

因此 ,切平面方程就是

( z0 - c) F′1· ( x - x0 ) + ( z0 - c) F′2· ( y - y0 )

  + [ ( x0 - a) F′1 + ( y0 - b) F′2 ] ( z - z0 ) = 0 .

同样得到 ( a, b, c)总在切平面上的结论 . 【解毕】

【注】 1  这种利用求全微分得到切平面 ,对求隐函数的切平面是

常用的 ,此时仅需用 ( x - x0 ) , ( y - y0 ) , ( z - z0 )替换 d x, d y及 d z .

这也正是全微分几何意义的所在 .

2  此 曲 面 实 际 上 是 一 个 锥 面 , 它 的 准 线 方 程 为

L:
F( x - a, y - b) = 0 ,

z = c + 1
,而顶点是 ( a, b, c) .

综例 21.5.5  今有曲面

ax + by + cz = F( x
2

+ y
2

+ z
2

) ,

其中 a, b, c为常数 , F是连续可导函数 .证明其上任一点的法线与
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某定直线总相交 .

【解】 用全微分方法求切平面法线方向

ad x + bd y + cd z = F′d ( x2 + y2 + z2 )

= 2 F′( xd x + yd y + zd z) ,

整理得

( a - 2 xF′) d x + ( b - 2 yF′) d y + ( c - 2 zF′) d z = 0 .

由此而得 ,过曲面上 M( x, y, z)点的法线的方向是

n = ( a - 2 xF′) i + ( b - 2 yF′) j + ( c - 2 zF′) k .

方程为

X - x
a - 2 xF′

=
Y - y

b - 2 yF′
=

Z - z
c - 2 zF′

.

再假设与之相交的直线的方向向量为τ=αi +βj +γk,其上一点

为M1 ( x1 , y1 , z1 ) ,则其方程为

X - x1

α
=

Y - y1

β
=

Z - z1

γ
.

由两直线相交的条件可知

第一 , n不平行τ .

第二 , ( n·τ)·MM1
_ = 0 ,即

a - 2 xF′ b - 2 yF′ c - 2 zF′

α β γ

x - x1 y - y1 z - z1

= 0 .

利用行列式性质 ,左边可分解为两个行列式之和

  

a b c

α β γ

x - x1 y - y1 z - z1

-

2 xF′ 2 yF′ 2 zF′

α β γ

x - x1 y - y1 z - z1

   =

a b c

α β γ

x - x1 y - y1 z - z1

+ 2 F′

x y z

α β γ

x1 y1 z1

= 0 .
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显然 ,若取 (α,β,γ) = ( a, b, c)及 ( x1 , y1 , z1 ) = ( 0 , 0 , 0 ) , 则有第二

个条件成立 .即此直线方程为

X
a

=
Y
b

=
Z
c

.

  到此证明了曲面上任何点 ( x, y , z)的法线都与过原点 ( 0 , 0 ,

0)方向为τ= ai + bj + ck的直线相交 . 【解毕】

综例 21.5.6  若函数 z = f ( x, y )在闭区域 D上可微 ,且 D是单

连通域 (即 D中任何闭曲线所围区域仍属于 D) ,且 " M ( x, y)∈

D, grad f ( M)≠0 .证明函数 f ( x , y)在 D内无封闭的等值线 .

【证】 此题是反证法的典型题 .

若在 D中存在有一条封闭曲线 C, f ( x, y )在 C上之值为常数

zC .由于 f ( x, y )在曲线 C上及其内部连续 , 即在有界闭域上连

续 ,从而必有最大值与最小值 .可以断言 ,最大值点不可能取在 C

的内部 ,因为若在 C的内部 , 则此点必为极值点 , 其梯度必为零 ,

这与假设矛盾 .同理 , 最小值点也不能取在内部 .由此推出 , z =

f ( x, y)在C及其内部区域上的最大与最小点都在边界曲线 C 上 .

而今在 C上为常数 zC ,可见函数在 C的内部的值也是 zC .若如此 ,

这又与 grad f≠0的条件矛盾 .可见函数 f ( x, y )在 D内无封闭的

等值线 . 【证毕】

综例 21.5.7  若函数 u = f ( x, y) ,在有界闭区域 D上二阶连续可

微 ,且满足

�
2

u
�x2 +
�

2
u
�y2 = u,

同时在 D 的边界上 , 函数值都大于零 .试证明 u = f ( x, y )≥ 0 ,

" ( x, y)∈D .

【证】 这又是一道反证法的典型题 .

若在 D内部存在一点 M ( x , y) ,使得 f ( M) < 0 .由于函数在

有界闭域上连续 ,在此域上必有最小点 ,由于边界函数值为正 ,内
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部有负值 ,则其最小点 M0 ( x0 , y0 )必在 D的内部 ,且最小值 u0 =

f ( M0 ) < 0 .同时 M0 为极小点 ,从而有 grad f ( M0 ) = 0 .

在 M0 ( x0 , y0 )写出二阶泰勒公式

f ( M) = f ( M0 ) + ( grad f ( M0 ) ) T
Δx

Δy

+ 1
2

(Δx,Δy) H( M0 )
Δx

Δy
+ o(ρ2 )

= f ( M0 ) +
1
2

(Δx,Δy)

�
2

f ( M0 )
�x

2

�
2

f ( M0 )
�x�y

�
2

f ( M0 )
�x�y
�

2
f ( M0 )
�y

2

Δx

Δy
+ o(ρ2 ) .

因为 M0 为极小点 ,则二次型

(Δx ,Δy) H( M0 )
Δx

Δy
≥ 0 .

这就是说海森矩阵 H( M0 )是半正定的 ,其特征值必须非负 .然而 ,

由于
�

2
f ( M0 )
�x

2 +
�

2
f ( M0 )
�y

2 = f ( M0 ) < 0 .且半正定的海森矩阵对角

元素必均非负 , 即
�

2
f ( M0 )
�x2 ≥0 ,

�
2

f ( M0 )
�y2 ≥0 , 这与两项之和为负

矛盾 .可见在 D内 ,必有 f ( x, y)≥0 . 【证毕】

综例 21.5.8  求 x > 0 , y > 0 , z > 0 时函数

f ( x, y, z) = ln x + 2ln y + 3ln z

在球面 x
2

+ y
2

+ z
2

= 6 r
2
上的极值 ,并由此证明不等式 :当 a, b,

c > 0 时 ,

ab2 c3 < 108
a + b + c

6

6

.

【解】 首先解极值问题

目标函数  f ( x , y , z) = ln x + 2ln y + 3ln z,

约束条件  x
2

+ y
2

+ z
2

= 6 r
2

.
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做拉格朗日函数

L( x, y, z ,λ) = ln x + 2ln y + 3ln z +λ( x2 + y2 + z2 - 6 r2 )

由必要条件 ,得方程

�L
�x

=
1
x

+ 2λx = 0 ,

�L
�y

=
2
y

+ 2λy = 0 ,

�L
�z

=
3
z

+ 2λz = 0 ,

x
2

+ y
2

+ z
2

= 6 r
2

.

前三式分别乘 x, y, z再求和 ,再利用第四式 ,得

6 + 2λ( x
2

+ y
2

+ z
2

) = 6 + 12 r
2
λ= 0 .

解出λ= -
1

2 r
2 ,进而有 x = r, y = 2 r和 z = 3 r .

由于函数 f ( x , y, z)在第一卦象内 ,当 x, y, z→0 + 时 , f ( x, y,

z)→ - ∞ ,即在球面边界上无最大值点 .因此最大值必在第一卦象

的半径为 6 r,球心在原点的球面上 .今有唯一的驻点 ,可见必为最

大点 .

下面利用上述结果 ,证明题给的不等式 .为此 ,先求在所论区

域中函数的最大值

f ( x, y, z) = ln( xy
2

z
3

) ≤ ln (6 3 r
6

)

= ln 6 3
x2 + y2 + z2

6

3

.

简化得

xy 2 z3 ≤ 6 3 r6 = 6 3
x

2
+ y

2
+ z

2

6

3

.

用 x
2

= a, y
2

= b, z
2

= c代入上式 ,则有

ab2 c3 ≤ 108
a + b + c

6

6

. 【解毕】
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综例 21.5.9  设有光滑曲面 S: F( x, y, z ) = 0 ,光线从点 A ( x1 ,

y1 , z1 )经曲面 S上一点 P 反射到点 B ( x2 , y2 , z2 ) ,按“光线按最短

光程传播”原理 ,证明 :

(1 ) 入射线 A P_ ,反射线 PB_ 及 P 点的曲面法线三者在同一个

平面上 ;

(2 ) 入射角等于反射角 ,即入射和反射光线与 P点的法线成

等角 .

【证】 设入射点 P的坐标为 ( x, y, z) .记

AP_ = rA = ( x - x1 ) i + ( y - y1 ) j + ( z - z1 )k, rA = ‖ rA‖ ;

BP_ = rB = ( x - x2 ) i + ( y - y2 ) j + ( z - z2 )k, rB = ‖rB‖ .

则问题变成 ,求如下条件极小问题

目标函数  f ( P) = ‖ rA‖ + ‖rB‖ ,

约束条件  F( P) = 0 .

做拉格朗日函数

L ( x , y , z ,λ) = rA + rB - λF ( x, y, z) ,

极值条件为

�L
�x

=
�rA

�x
+
�rB

�x
- λ
�F
�x

= 0 ,

�L
�y

=
�rA

�y
+
�rB

�y
- λ
�F
�y

= 0 ,

�L
�z

=
�rA

�z
+
�rB

�z
- λ
�F
�z

= 0 .

用梯度符号 ,可简化成

grad rA + grad rB = λgrad F .

今可计算出

grad rA =
x - x1

rA
i +

y - y1

rA
j +

z - z1

rA
k =

1
rA

rA = r0
A ,
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grad rB =
x - x2

rB
i +

y - y2

rB
j +

z - z2

rB
k =

1
rB

rB = r0
B .

这里 r0
A , r0

B 分别是 rA , rB 方向的单位向量 .这样一来 ,上面的梯度

关系式可表示成

r0
A + r0

B = λgrad F = λn .

函数 F( x, y, z)的梯度 grad F, 正是曲面 F( x, y, z) = 0 的法线向

量 n .

( i ) 由于 r0
A + r0

B =λn ,即该三向量线性相关 , 因而三者共面 ,

而相应之直线有一个共同点 P,可见相应的三线 :入射线、反射线

及法线共面 .

( ii ) 又由于

r0
A × n + r0

B × n = 0,

即有

r0
A × n0

= - r0
B × n0

.

由叉积的定义 ,有

sin∠ ( r0
A , n0 ) = sin∠ ( r0

B , n0 ) .

即入射角等于反射角 . 【证毕】

综例 21.5.10  三角形三边之和为一定 ,问三边各为多少时 ,它绕

一边旋转所成的旋转体的体积最大 ?

【解】 设三边边长分别为 x , y, z,并绕 x 边旋转 ,三边之和为 2 l .

这样问题变成求下列最大问题

目标函数  f ( x, y, z) = π
3

h2· x

=
4πl
3

( l - x) ( l - y ) ( l - z)
x

,

约束条件  x + y + z = 2 l .

作拉格朗日函数

L( x, y, z,λ) = A
( l - x ) ( l - y) ( l - z)

x
+λ( x + y + z - 2 l) .

·435· 第 21 章  多元微分学的应用



其中 A =
4πl
3

.则得

�L
�x

= - lA
x

2 ( l - y ) ( l - z) +λ= 0 ,

�L
�y

= -
A
x

( l - x ) ( l - z) +λ= 0 ,

�L
�z

= -
A
x

( l - x ) ( l - y) +λ= 0 ,

x + y + z = 2 l .

图  21. 1

由上述方程组的第二、三个方程 ,或由对称性可以

推出 y = z,再代入方程组并化简得

l( l - y)
2

x
2 =

( l - x ) ( l - y)
x

,

x = 2( l - y) .

由第二个方程得
l - y

x
=

1
2

,代入第一个方程得到

x =
l
2

.进一步得 y = z =
3
4

l .

由于问题确有最大值 ,又有唯一驻点 ,所求的

点为最大点 . 【解毕】
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第 22章  重积分概念与计算

22.1  引   言

  在概念上 ,二、三重积分仍是一种积分和式的极限 ,与定积分

概念并无重大差别 ;在性质上亦可由定积分性质类似地得到基本

相同的结论 ;在计算上 , 重积分也是通过化成累次定积分而求得

的 .因此要注意这种内容上的直接联系 .但是由于自变量维数的扩

充 ,定积分的积分区间变成为重积分的积分区域 ,因此随之而来的

定积分定限的复杂性增加 .首先是做和式时 ,对域分划的方法是多

样的 ,反映在计算上就有在不同坐标系下的计算问题 ;还有在化成

累次定积分时 ,又有积分次序问题 ,所有这些也正是重积分概念与

计算中的关键之点 .

22.2  重积分的概念与性质

1. 二重积分的概念与性质

  二重积分的定义是二元函数在某区域上积分和式的极限 .具

体来说 ,设 z = f ( x , y )定义在有界闭区域 D 上 ,若积分和式的

极限

lim
λ→0∑

n

i = 1

f ( P i )Δσi =�
D

f ( x, y) dσ

存在 ,就称 f ( x, y )在 D上可积 ,而极限值叫做 f ( x, y)在 D上的

二重积分 .其中Δσi ( i = 1 , 2 ,⋯ , n)是对区域 D的任一种分划 ,一

般Δσi 既表示分划中典型小块区域 , 也表示相应的面积 , 因此



Δσi≥0 , Pi 是Δσi 中任取的一点 ,λ是Δσi 中的最大“直径”.

在这种概念的基础上 ,若在区间 D上 z = f ( x , y )≥0 ,则二重

积分�
D

f ( x, y ) dσ正是以曲面 z = f ( x, y )为顶 ,以 D为底的柱体的

体积 ,特别有 ,半径为 R的半球的体积为

�
x2 + y2≤ R 2

R
2

- x
2

- y
2

dσ=
2
3
πR

3
,

以平面 z = p x + qy + c为顶面 ,以
x

2

a
2 +

y
2

b
2 ≤1 为底的斜截椭圆柱的

体积为

�
x2

a2
+

y2

b2
≤ 1

( px + qy + c) dσ= cπab ,

�
D

dσ= D的面积 .

  利用函数的奇偶性与区域的对称性 ,可以简化许多具有这种

性质的重积分计算 .例如 , D对称于 y 轴 ,若 f ( x, y )是关于 x 的

偶函数 ,则有

�
D

f ( x , y ) dσ= 2�
D

1

f ( x, y) dσ,

其中 D1 是 D中 x > 0 的部分.

  若 f ( x, y)是关于 x的奇函数 ,则有

�
D

f ( x, y) dσ= 0 .

这种结果 ,如果从积分和式的概念来理解 ,就非常自然 .

二重积分的性质与定积分很相似 ,这里罗列几条重要的性质 .

对区域的可知性 :若将区域划分为 D = D1∪D2 ,则

�
D

f ( x, y) dσ=�
D

1

f ( x , y) dσ+�
D

2

f ( x , y) dσ.
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  二重积分的存在性 :若 f ( x, y)在 D上除有限条曲线外均是

连续的 ,则 f ( x, y )在 D上可积 ,即�
D

f ( x , y ) dσ存在 .

重积分的保号性 :若 f ( x, y )≥ g( x, y) ,则有

�
D

f ( x, y) dσ≥�
D

g( x , y ) dσ.

特别是若 f ( x, y)≥0 ,则必有

�
D

f ( x, y) dσ≥ 0 .

另外还有

�
D

f ( x, y) dσ≤�
D

| f ( x , y ) | dσ.

  重积分的估值定理与中值定理 :若二重积分�
D

f ( x, y) dσ存

在 , z = f ( x, y)在 D上必有界 ,设 m≤ f ( x, y )≤M .从而有估值定

理

m≤
1

| D |�
D

f ( x, y) dσ≤ M

| D |表示 D的面积 .

若加上 f ( x, y)在 D上连续 ,则有中值定理

�
D

f ( x, y) dσ= | D | f ( xξ , yξ) .

其中 ( xξ , yξ)∈D .

2. 三重积分的概念与性质

三重积分也是积分和式的极限 ,它的定义及有关性质与二重

积分没有什么区别 .在这里就不再赘述 ,但是读者仍应自行总结

一下 .

现举两个例子 ,说明积分概念的运用 .

例 22.2.1  若 f ( x , y )在闭区域 D中连续 ,且 f ( x , y )≥0 .试证 :
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若�
D

f ( x, y) dσ= 0 , 则在 D上 f ( x, y)≡0 .

【证】 这显然只能用反证法 .

若存在 P0 ( x0 , y0 )属于 D的内部 , f ( P0 ) > 0 ,由 f ( P)的连续

性可知 ,必存在 D内的一个半径为 r > 0 的圆域 N r ( P0 )� D,且

" P∈ N r ( P0 ) , f ( P) >
1
2

f ( P0 ) > 0 .从而有

�
D

f ( x , y) dσ>�
N

r
( P

0
)

f ( x, y) dσ≥
1
2

f ( P0 )·πr
2

> 0 .

这与�
D

f ( x, y) dσ= 0 的假设矛盾 ,可见 f ( x , y )在 D的内部都是

零 ,又由于 f 在整个 D 上连续 ,可见 f 在 D 的边界上也为零 .

【证毕】

例 22.2.2  设 u = f ( x, y, z)在 Ω上连续 ,若对 Ω内任一子区域

V ,均有

�
V

f ( x, y, z) d v = 0 .

证明 f ( x, y, z)在Ω上恒为零 .

【证】 对属于Ω的内部的任一点 P0 ( x0 , y0 , z0 ) ,则存在以 P0 为

心 , r > 0 为半径的球 N r ( P0 )�Ω .根据条件有

�
N

r
( P

0
)

f ( x, y, z) d v = 0 .

根据中值定理

0 =�
N

r
( P

0
)

f ( x , y , z) d v = f ( Pξ)·
4
3
πr

3
,

其中 Pξ∈ Nr ( P0 )两边对 r→0 取极限 ,利用函数 f 的连续性 ,有

0 = lim
r→ 0

f ( Pξ) = f ( P0 ) .

  再一次利用 f ( P)在Ω上的连续性 .则由于 f ( P)在Ω内部为
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零 ,可以推出在边界上亦为零 .从而证明了 f 在Ω上恒为零的

结果 . 【证毕】

22.3  二重积分的计算

二重积分计算的主要的途径是通过化成累次定积分来实现 ,

而能够化成累次定积分的条件是二重积分存在 ,这样可利用某种

特殊的对积分域的分法来达到目的 .这种特殊的分法通常是用平

行坐标线的曲线簇来作分划 ,这就是为什么进行二重积分计算时 ,

先要选取坐标系的原因 .

1. 在直角坐标系下的计算

今以在直角坐标系下化二重积分为累次积分为例加以说明

(不是证明 ) .设 z = f ( x, y ) ,积分域为 D, 如图 22. 1 所示 .假设

f ( x, y) 在 D上连续 ,则可积 ,即�
D

f ( x , y) dσ= lim
λ→ 0∑

n

k = 1

f ( Pk )Δσk

存在 .今用坐标线 ,即 x = xi , y = yi 分别等分区间 [ a, b]和 [ c, d] ,

其典型的子域 ,称为面积元

Δσi j = ΔxΔy .

图  22. 1

同时 ,在每个Δσij中取点 P ij = ( xi , y j ) .这样 ,可以有
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�
D

f ( x , y) dσ= lim
Δ x→ 0
Δ y→ 0

∑
n

i = 1
∑

n

j = 1

f ( Pi j )ΔxΔy

= lim
Δ x→ 0∑

n

i = 1

lim
Δ y→ 0∑

n

j = 1

f ( xi , x j )Δy Δx

= lim
Δ x→ 0∑

n

i = 1
∫

y
2

( x
i
)

y
1

( x
i
)

f ( x i , y) d y Δx

=∫
b

a∫
y
2

( x)

y
1

( x)
f ( x, y) d y d x

=∫
b

a
d x∫

y
2

( x )

y
1

( x )
f ( x , y ) d y .

  另外 ,从二重积分的几何意义上 ,亦可以推出这个结果 .

如图 22.2 所示 ,设 z = f ( x, y )是曲顶 ,用平行 y 轴的线将 D

分成条 ,曲顶柱体被分划成片状 ,在 x = x处断面面积为

A( x) =∫
y
2

( x)

y
1

( x)
f ( x , y ) d y .

图  22. 2

这样整个体积为
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V =∫
b

a
A ( x) d x =∫

b

a∫
y
2

( x )

y
1

( x )
f ( x, y ) d y d x .

  这种重积分累次积分的实质又是重极限换成累次极限的

问题 .

例 22.3.1  求�
D

( x + 6 y) dσ,其中

D:

y - x≥ 0 ,

5 x - y≥ 0 ,

x - 1 ≤ 0 .

【解】 首先把 D的图形画出来 .再确定积分次序 :先对 x,还是先

对 y积分 .此题先对 y积分 ,可能简单些 ,为此 ,在 D 域内作一平

行于 y 轴的直线 , 它与 D 域边界正好有两个交点 , 其 y 坐标为

y = x和 y = 5 x .如此积分化成

�
D

( x + 6 y) dσ=∫
1

0
d x∫

5 x

x
( x + 6 y) d y

=∫
1

0
( xy + 3 y

2
)

y = 5 x

y = x
d x

=∫
1

0
(5 x2 + 75 x2 - x2 - 3 x2 ) d x

=∫
1

0
76 x

2
d x =

76
3

.

  如果选择先对 x积分 ,此时积分域将分成两块 .其结果是

�
D

( x + 6 y) dσ=∫
1

0
d y∫

y

y
5

( x + 6 y) d x +∫
5

1
d y∫

1

y
5

( x + 6 y) d x

=∫
1

0

x
2

2
+ 6 xy

x = y

x = y
5

d y +∫
5

1

x
2

2
+ 6 xy

x = 1

x = y
5

d y

=∫
1

0

132
25

y
2

d y +∫
5

1

1
2

-
61
50

y
2

+ 6 y d y
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图  22. 3

=
44
25

+
1768
75

=
76
3

. 【解毕】

例 22.3.2  求�
D

f ( x ) g( y) dσ,其中 D = { a≤ x≤ b, c≤ y≤ d} .

【解】

�
a≤ x≤ b
c≤ y≤ d

f ( x) g( y) dσ=∫
b

a∫
d

c
f ( x ) g( y) d y d x

=∫
b

a
f ( x )∫

d

c
g ( y) d y d x

=∫
b

a
f ( x ) d x∫

d

c
g( y) d y . 【解毕】

例 22.3.3  I =∫
a

0
d x∫

a

x
e

- y2

d y = ?

【解】 这是一个先对 y 后对 x 的累次积分 ,按此方式无法计算 .

因为∫e
- y2

d x无初等形式的原函数 .但若换一下积分次序 ,此题有

可能求解 .为此 ,先将相应的二重积分的积分域画出来 ,此处

D:
0 ≤ x ≤ a,

x ≤ y≤ a .
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图  22. 4

  换成先对 x后对 y 的积分有

I =∫
a

0
d y∫

y

0
e

- y2

d x

=∫
a

0
ye - y2

d y

= -∫
a

0

1
2

e
- y2

d y
2

=
- 1
2

e - y
2

a

0

=
1
2

( 1 - e - a
2

) . 【解毕】

例 22.3.4  求 J = �
x

2
+ y

2
≤ 1

( x - y)
2

dσ.

【解】 J = �
x2 + y2≤1

( x2 - 2 xy + y2 ) dσ.

利用圆形的对称性与被积函数的奇偶性可以得到

�
x

2
+ y

2
≤1

x
2

dσ= �
x

2
+ y

2
≤1

y
2

dσ,

�
x2 + y2≤ 1

xy dσ= 0 .

因此有

J = 2�
x2 + y2≤ 1

x2 dσ
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= 2·4�
x
2

+ y
2
≤ 1

x≥0
y≥0

x
2

dσ

= 8∫
1

0
x

2
d x∫

1 - x2

0
d y = 8∫

1

0
x

2
1 - x

2
d x

= 8∫
1

0
1 - x2 d x -∫

1

0
( 1 - x2 )

3
2 d x

= 8
π
4

- 3
16
π = π

2
.

结果是

�
x

2
+ y

2
≤1

( x - y )
2

dσ=
π
2

. 【解毕】

【注】 这个积分 ,若在极坐标系下进行计算会简单些 .

2. 二重积分在极坐标系下的计算

极坐标系与直角坐标的关系为

x = ρcosφ,

y = ρsinφ .

所谓极坐标的坐标曲线是ρ=常数与φ=常数的曲线簇 .这是以原

点为中心以ρ为半径的圆 ,及从原点出发、幅角为φ的射线 ,这时

的面积元素

dσ= ρdρdφ .

用极坐标的两组坐标线来分割积分域 ,得到的是关于ρ和φ的累

次积分 .这样在计算二重积分时有

�
D

xy

f ( x , y ) dσ=�
D
ρφ

f (ρcosφ,ρsinφ)ρdρdφ .

这里有“三变换”:

被积函数由 f ( x, y)变换成 f (ρcosφ,ρsinφ) ;

面积元由 dσ= d xd y变成 dσ=ρdρdφ;
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图  22. 5

积分域由 Dx y变成 Dρφ .

例 22.3.5  求 J = �
x

2
+ y

2
≤ 1

( x - y)
2

dσ

【解】 在极坐标系下

J = 8�
x2 + y2≤1

x , y≥0

x2 dσ

= 8∫
1

0
ρdρ∫

π
2

0
ρ2 cos2φ·dφ

= 8∫
1

0
ρ3 dρ·∫

π
2

0
cos2φdφ

= 8·
1
4
·

1
2
·
π
2

=
π
2

. 【解毕】

  显然 ,这里的计算变得非常简单 ,最后的积分实际上是两个定

积分之积 ,其原因是积分限很简单 ,是常数 .积分限是常数的原因

是积分域的边界 ,都是极坐标系下的坐标线 .

通过上述几个简单例子 , 可以归纳出二重积分的计算步骤

如下 :

首先 ,选择坐标系 ,一般原则是以下两条综合考虑 :其一考虑

积分域的边界 ,若多数由某种坐标系的坐标线构成 ,在这种坐标系
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下计算其积分 ,积分限将变得简单 ,甚至是常数 ;其二考虑被积函

数在何种坐标系下表示会比较简单或有利于积分计算 .

其次 ,确定积分次序 ,这也要从域的形状和被积函数两方面来

考虑 .一般来说 ,域 D对哪个积分变量是凸的 (指平行此坐标轴的

直线与域最多只有一个交点 ) ,则可以先对其积分 ,以免积分分块

太多 .从被积函数考虑则为使积分简单 ,甚至只有在某种次序下 ,

积分才可能积成初等形式 .

最后 ,要强调的是在二重积分中面积元 dσ≥0 ,在计算中体现

在化成累次定积分时 ,应确保上限不小于下限 .

例 22.3.6  求 I = �
x

2
+ y

2
≤ a

2

e
- x2 - y2

dσ .

【分析】 这个积分在直角坐标下 ,是无法计算的 .读者可自行尝

试 .但在极坐标下 ,则非常简单 .

【解】 因为

I = �
x2 + y2≤ a2

e
- ( x2 + y2 )

dσ

=∫
a

0∫
2π

0
e

-ρ2

ρdφdρ

=∫
a

0
e

-ρ2

ρdρ·∫
2π

0
dφ

=π(1 - e - a
2

) .

【注】 这里引出一个计算重要积分∫
+∞

0
e - x2

d x 的方法 .

设 A =∫
+ ∞

0
e

- x2

d x ,显然有

A
2

=∫
+ ∞

0
e

- x2

d x·∫
+∞

0
e

- y2

d y =∫
+∞

0∫
+∞

0
e

- x2 - y2

d xd y

=�
x≥ 0
y≥0

e - ( x
2

+ y
2

) dσ
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= lim
r→+ ∞∫

π
2

0
dφ∫

r

0
e

- r2

ρdρ

= lim
r→+ ∞

π
4

(1 - e - r
2

) =
π
4

.

从而有

∫
+ ∞

0
e

- x2

d x =
π
2

.

3. 在一般坐标系下的二重积分

若引进一般的坐标系

x = x( u, v) ,

y = y( u, v).

这里的坐标曲线簇为

v = v0   Lv
0

:
x = x( u, v0 ) ,

y = y( u, v0 ) .

u = u0   Lu
0

:
x = x( u0 , v) ,

y = y( u0 , v) .

图  22. 6

而用这种坐标线分划而成的面积元 dσ可看作是由 dτu
0
与 dτv

0
为

边的平行四边形的面积 ,其中 dτu
0
是在曲线 Lu

0
上 , v由 v0 增至 v0

+Δv时的一段弧长 ; dτv
0
是在曲线 Lv

0
上 , u由 u0 增至 u0 +Δu时
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的一段弧长 .

这样就有

dτu
0

=
�x
�v

d vi +
�y
�v

d vj ,

dτv
0

=�x
�u

d ui +�y
�u

d uj.

| dτv
0
× dτu

0
| =

�x
�u
�y
�u

�x
�v
�y
�v

d ud v

=
�( x, y)
�( u, v)

d ud v .

  由于面积元 dσ总是正的 ,因此

dσ=
�( x, y)
�( u, v)

d ud v .

在这种坐标系下的积分为

�
D

x y

f ( x, y) dσ=�
D

u v

f ( x ( u, v) , y( u, v) )
�( x, y)
�( u, v)

d ud v .

  极坐标就是其中一例 .因为

x = ρcosφ

y = ρsinφ
,  
�( x, y)
�(ρ,φ)

=
cosφ sinφ

- ρsinφ ρcosφ
,

�( x, y )
�(ρ,φ)

=
cosφ sinφ

- ρsinφ ρcosφ
= ρ,

dσ=
�( x, y)
�(ρ,φ)

dρdφ= ρdρdφ .

例 22.3.7  化二重积分 �
| x| + | y |≤ 1

f ( x + y) dσ为定积分 .

【解】 做变换
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x + y = u,

x - y = v .

即

x =
u + v

2
,

y =
u - v

2
.

在这种坐标系下 ,坐标线是 x + y =常数和 x - y =常数 ,这正是域

| x | + | y |≤1 的边界线 .又有

�( x, y )
�( u, v)

=

1
2

1
2

1
2

-
1
2

= -
1
2

,

dσ=
�( x, y)
�( u, v)

d ud v =
1
2

d ud v

二重积分为

I =∫
1

- 1∫
1

- 1
f ( u)·

1
2

d udv

= 1
2∫

1

- 1
d v·∫

1

- 1
f ( u) d u

=∫
1

- 1
f ( u) d u . 【解毕】

【注】 其实此题不一定要用一般坐标系下的积分公式 ,而可直接

由重积分的定义 .为此将区域用 x + y = u来分划 ,这样 dσ是宽为

2 ,高为 d u的矩形 ,即

dσ= 2 d u,  x + y = 2 u .

从而

I =∫
1/ 2

- 1/ 2
f ( 2 u)· 2d u =∫

1

- 1
f ( u) d u .
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22.4  三重积分的计算

三重积分在化累次积分时 ,选定坐标系之后 ,可直接化成三个

累次定积分 ,每次对某一变量积分 ,也可以化成定积分与二重积分

的累次计算 .计算中的步骤与二重积分类似 ,仍有两个主要步骤 :

首先是选择坐标系 ,三重积分中常用的坐标系有三种 :直角坐

标系 ,柱坐标系与球坐标系 .选择坐标系的原则亦是根据域的边界

及被积函数来确定 .

第二步是选择积分次序 ,此时选择的可能性比二重积分更多

一些 ,其中还包括可先作定积分再作二重积分 ,也可以反过来 .

下面通过三重积分在不同坐标系中计算的例子来说明这些

原则 .

1. 三重积分在直角坐标系下的计算

选择直角坐标 ,实际上是用 x = 常数、y = 常数及 z =常数的

三组坐标面来分割积分域 ,此时的积分体积元是

d v = d xd yd z .

若积分区域Ω如图 22.7 所示 ,则有

�
Ω

f ( x , y , z) d v =�
D

xy

dσx y∫
z

2
( x, y)

z
1

( x, y)
f ( x, y, z) d z

=∫
d

c
d y∫

x
2

( y)

x
1

( y)
d x∫

z
2

( x , y)

z
1

( x , y)
f ( x, y, z) d z ,

其中 Dx y是积分域Ω在 xO y 平面上的投影区域 .

如果对给定的 z0 , z = z0 与Ω域相割的区域由 D ( z0 )表示 ,则

三重积分也可以写成先作二重积分 .即

�
Ω

f ( x , y , z) d v =∫
h

e
d z�

D( z)

f ( x, y, z) dσx y .
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图  22. 7

例 22.4.1  求 I =�
Ω

( x + y + z) d v .其中Ω:
z≥ x

2
+ y

2
,

0≤ z≤1 .

【解】 Ω是由锥面 z = x
2

+ y
2
与 z = 0 与 z = 1 所围成的区域 ,它

在 x Oy平面的投影区域 D x y是 x 2 + y2≤1 .

图  22. 8

首先考虑对称性 ,由于积分域Ω关于 x 和 y 是对称的 ,而被

积函数中 x和 y 是奇函数 ,因而
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�
Ω

( x + y + z) d v =�
Ω

x d v +�
Ω

yd v +�
Ω

z d v

=�
Ω

zd v .

  选择积分次序时 ,考虑先对 z积分 ,从而有

I =�
Ω

zd v =�
D

xy

d xd y∫
1

x2 + y2
zd z

=�
x2 + y2≤1

1
2

(1 - ( x2 + y2 ) ) d xd y

= 1
2 �

x2 + y2≤1

d xd y - 1
2 �

x2 + y2≤ 1

( x2 + y2 ) d xd y

= 1
2
π - 1

2∫
2π

0
dφ∫

1

0
ρ3 dρ

=π
2

- π
4

= π
4

. 【解毕】

【注】 对此题由于被积函数是 z ,因此可考虑先对 x, y作二重积

分 ,这样有

I =∫
1

0
zd z�

D( z)

d xd y =∫
1

0
zd z�

x2 + y2≤ z2

d xd y

=∫
1

0
z·πz2 d z =π∫

1

0
z3 d z = π

4
.

这里 D( z)是 z = z的平面与域Ω交面在 x Oy 上的投影 .显然 ,对

该问题来说 ,这样做是比较简单的 .

2. 三重积分在柱坐标系下的计算

柱坐标系与直角坐标的关系是

x = ρcosφ,

y = ρsinφ,

z = z .
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此时的坐标面是ρ=常数为平行 z 轴的圆柱面 x2 + y2 =ρ2 ,φ= 常

数为垂直 x Oy平面的半平面 ; z =常数是平行 x Oy的平面 .

用这三组坐标面分划区域Ω,得到的体积元为

d v = ρdρdφd z .

从而有

�
Ω

f ( x , y , z) d v = �
Ω(ρ,φ, z)

f (ρcosφ,ρsinφ, z)ρdρdφd z .

例 22.4.2  求 I =�
Ω

z d v ,其中Ω:
x2 + y2 + z2≤1 ,

z≥ x2 + y2 .

【解】 这里域Ω是由锥面 z = x
2

+ y
2

, 球面 x
2

+ y
2

+ z
2

= 1 所

围的区域 .故

I =�
ρ≤ 1/ 2

ρdρdφ∫
1 -ρ2

ρ
zd z

=∫
2π

0
dφ∫

1/ 2

0
ρdρ∫

1 -ρ2

ρ
z d z

=π∫
1/ 2

0
( 1 - ρ

2
- ρ

2
)ρdρ=
π
8

. 【解毕】

图  22. 9

【注】 当然也可以先作二重积分 ,但此时要分为两块来求 .
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I =�
Ω

z d v

=∫
1/ 2

0
zd z�

x
2

+ y
2
≤ z

2

d xd y +∫
1

1
2

zd z �
x

2
+ y

2
≤ 1 - z

2

d xd y

=∫
1
2

0
πz3 d z +∫

1

1
2

πz( 1 - z2 ) d z = π
8

.

  如果将域改成

Ω1 :
x

2
+ y

2
+ z

2
≤ 1 ,

0 ≤ z≤ x2 + y2 .

这个域是由球面、锥面及坐标面 z = 0 所围成 ,若用柱坐标系 ,要分

为两个域来计算 ,此时

I =�
V

1

f ( x, y, z) d v +�
V

2

f ( x, y, z) d v

=�
ρ≤1/ 2

ρdρdφ∫
ρ

0
f (ρcosφ,ρsinφ, z) d z

+�
1

2
≤ρ≤ 1

ρdρdφ∫
1 -ρ2

0
f (ρcosφ,ρsinφ, z) d z .

  在这种情形下 ,利用球坐标来计算会使定限问题变得简单些 .

3. 三重积分在球坐标下的计算

球坐标系为

x = rsinθcosφ,

y = rsinθsinφ,

z = rcosθ.

球坐标 ( r,θ,φ)如图 22.10 所示 ,其中

0 ≤θ≤π, 0 ≤φ≤ 2π, r≥ 0 .

其坐标面为 : r =常数为球面 ;θ=常数为锥面 ;φ=常数为半平面 .

以这种坐标面来分划域Ω,得到的体积元
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图  22. 10

d v = r
2

sinθd rdθdφ .

它可看成由三条边为 d r, rdθ, rsinθdφ的曲边长方体构成 ,这样有

�
Ω

f ( x, y, z) d v

 = �
Ω( r ,θ,φ)

f ( rsinθcosφ, rsinθsinφ, rcosθ) r
2

sinθd rdθdφ .

图  22. 11

例 22.4.3  求 I =�
Ω

z d v .其中Ω:
x2 + y2 + z2≤1 ,

0≤ z≤ x
2

+ y
2

.
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【解】

I =∫
2π

0
dφ∫
π/ 2

π
4

dθ∫
1

0
rcosθ· r2 sinθd r

= 2π∫
π/ 2

π
4

sinθcosθdθ∫
1

0
r

3
d r

= 2π
1
2

sin
2
θ
π/ 2

π/ 4

r
4

4

1

0

=
π
4

1 - 1
2

=
π
8

. 【解毕】

22.5  重积分的应用

1. 几何应用  求平面面积与体积

例22.5.1  求 y2 = 2 p x + p2 与 y2 = - 2 qx + q2 ,所围图形的面积 ,

其中 p , q为正常数 .

【解】 求出两曲线之交点 : A
q - p

2
, pq , B

q - p
2

, - pq .

S =�
D

dσ= 2∫
pq

0
d y∫

q2 - y2

2 q

y2 - p2

2 p

d x =
2
3

( p + q) pq .

例 22.5.2  求由 x2 + y2 + z2≤ a2 与 x2 + y2 ≤ a | x | ( a > 0 )所围区

域的体积 .

【解】 利用极坐标 ,则有

ρ2 + z2 ≤ a2 , ρ2 ≤ a |ρcosφ| .

  利用对称性有

V = 8 �
x2 + y2≤ ax

x≥0
y≥ 0

a2 - ( x2 + y2 ) d xd y

= 8∫
π
2

0
dφ∫

aco sφ

0
a

2
- ρ

2
ρdρ
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= -
8
3∫
π
2

0
[ a

2
- ρ

2
]

3
2

aco sφ

0
dφ

=
8 a

3

3∫
π
2

0
(1 - sin

3
φ) dφ=

4πa
3

3
-

16 a
3

9
. 【解毕】

2. 求图形的质心

平面图形 D对 x 轴 , y轴的矩分别为

Mx =�
D

ydσ,

My =�
D

xdσ.

  由此得图形 D的质心坐标

珚x =
�

D

xdσ

�
D

dσ
, 珔y =
�

D

ydσ

�
D

dσ
.

【注】 上面公式可写成

�
D

xdσ= 珚x�
D

dσ 及  �
D

ydσ= 珔y�
D

dσ.

它们在图形面积与质心已知的情况下 , 又可以反过来计算积分

�
D

xdσ及�
D

y dσ.

对于空间区域Ω的质心有类似公式

珚x =�
Ω

xd v�
Ω

dv, 珔y =�
Ω

yd v�
Ω

d v,

珔z =�
Ω

z d v�
Ω

d v .

  同样地 ,在知道一个空间图形的质心与体积时上述公式可以

反过来求�
Ω

xd v,�
Ω

y dv和�
Ω

z d v .
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例 22.5.3  求图形 x
2
3 + y

2
3 ≤ a

2
3 ( a > 0 )在第一象限部分的质心

坐标 .

【解】 图形是关于 x轴和 y 轴对称的 ,因此质心在 y = x 的直线

上 ,即质心坐标有珚x =珔y .为求质心 ,先求矩 .

My =�
D

xdσ=∫
a

0
xd x∫

( a
2
3 - x

2
3 )

3
2

0
d y

=∫
a

0
x( a

2
3 - x

2
3 )

3
2 d x,

利用定积分的变量替换

x = acos3 t, d x = - 3 acos2 t·sin td t .

My = 3 a3∫
π
2

0
sin4 t·cos5 td t = 8 a

3

105
.

A =�
D

dσ=∫
a

0
d x∫

( a
2
3 - x

2
3 )

3
2

0
d y

=∫
a

0
( a

2
3 - x

2
3 )

3
2 d x

=∫
π
2

0
sin4 t·cos2 td t

= 3 a
2∫
π
2

0
( sin

4
t - sin

6
t) d t

= 3 a
2 3

4
·

1
2

-
5
6
·

3
4
·

1
2
π
2

=
3πa

2

32
.

因此有

珚x = 珔y =
My

A
=

8
105
·

32
3π

a =
256
315

a . 【解毕】

例 22.5.4  求 x
2

+ z
2

= a
2

, y
2

+ z
2

= a
2
在 z > 0 部分所围区域的

质心坐标 .
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【解】

V =∫
a

0
d z�

D( z)

d xd y =∫
a

0
D( z) d z

其中

D( z) :
| x |≤ a2 - z2 ,

| y |≤ a
2

- z
2

.

故

V = 4∫
a

0
( a2 - z2 ) d z =

8
3

a3 ,

MxO y =�
Ω

zd v =∫
a

0
zD( z) d z

= 4∫
a

0
z( a2 - z2 ) d z = a4 .

珔z = a
4
·

3
8 a

3 =
3
8

a .

由于图形关于 x, y 对称 , 从而 珚x = 珔y = 0 , 故图形质 心为

0 , 0 ,
3
8

a . 【解毕】

22.6  综 合 例 题

综例 22.6.1  计算 I =�
D

x d xd y ,其中

D:

y
a

-
x
a
≤ 1 ,

x≤ a2 - y2 ,

x2 + y2 ≥ ax ,

y≥ 0 .

【解】 积分域 D如图 22.12
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I =�
D

xd xd y =�
D

1

xd xd y +�
D

2

xd xd y -�
D

3

xd xd y .

图  22. 12

  由于三角形面积与质心坐标易求 ,因此反用质心公式得

�
D

1

xd xd y = -
1
3

a·
1
2

a
2

= -
a

3

6
.

  在极坐标系下计算后面两个积分

�
D

2

xd xd y =∫
π
2

0
dφ∫

a

0
ρcosφ·ρdρ=∫

π
2

0
cosφdφ·∫

a

0
ρ

2
dρ=

1
3

a
3

.

�
D

3

xd xd y =∫
π
2

0
dφ∫

aco sφ

0
ρcosφρdρ=∫

π
2

0
cosφ·

a
3

3
cos3φ dφ

=
a3

3∫
π
2

0
cos4φdφ=

a3

3
·

3
4
·

1
2
·
π
2

=
π
16

a3 .

结果为

�
D

x d xd y = - a
3

3
+ 1

3
a3 - π

16
a3 = - π

16
a3 . 【解毕】

【注】 此题由于域的构造是由基本图形拼组而成 ,因此有可能利

用积分可加性而将其化成几个积分在简单域上积分的代数和. 这

对于在较复杂域上积分是有效的一个方法. 另外题中用到质心公

式 ,这也是常用的技巧.
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综例 22.6.2  交换积分∫
2π

0
d x∫

sin x

0
f ( x, y) d y的次序 .

【解】 先将积分范围 :

x∈ [ 0 , 2π] , y∈ [0 , sin x]

画出来 ,利用坐标线方法定这个累次定积分的积分限

∫
2π

0
d x∫

sin x

0
f ( x , y) d y =∫

π

0
d x∫

si n x

0
f ( x, y ) d y +∫

2π

π
d x∫

si n x

0
f ( x , y ) d y

=∫
π

0
d x∫

si n x

0
f ( x, y ) d y -∫

2π

π
d x∫

0

si n x
f ( x , y ) d y

=�
D

1

f ( x, y) d y -�
D

2

f ( x, y) d y

=∫
1

0
d y∫
π- ar csin y

a rcsin y
f ( x, y) d x

-∫
0

- 1
d y∫

2π+ arc sin y

π- a rc sin y
f ( x , y ) d x . 【解毕】

图  22. 13

【注】 在求二重积分中 ,我们强调面积元 dσ≥0 , 在计算中体现

为 ,化成定积分的定限时 ,总保持使上限大于下限. 但此题不是二

重积分 ,而是累次定积分 ,因此其积分限中有上限小于下限的部

分 ,因此在换积分次序时 ,由于先化成了相应的二重积分 ,因此要

考虑正负号问题 ,这里
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∫
2π

π
d x∫

sin x

0
f ( x, y) d y = -∫

2π

π
d x∫

0

sin x
f ( x, y) d y

= -�
D

2

f ( x, y) d xd y .

就出于此种原因.

综例 22.6.3  计算 I = �
( x - 3 ) 2 + ( y - 4 ) 2≤ 25

(6 x + 8 y) dσ.

【解】 (方法 1 ) 选择极坐标系 ,则

D = { ( x, y) | x
2

+ y
2
≤ 6 x + 8 y}

= { (ρ,φ) |ρ≤ 6cosφ+ 8sinφ} .

I =∫
π-θ

-θ
dφ∫

6cosφ+ 8 sinφ

0
ρ

2
(6cosφ+ 8sinφ) dρ

= 1
3∫
π-θ

-θ
(6cosφ+ 8sinφ)4 dφ,

其中θ= arctan
3
4

,对上述积分 ,作变换τ=φ+θ-
π
2

,即φ=τ-θ

+
π
2
得

I = -
1
3∫
π
2

-
π
2

( - 6 sin(τ - θ) + 8cos(τ - θ) )4 dτ

=
16
3∫
π
2

-
π
2

( Asinτ+ Bcosτ)4 dτ,

其中 ,

A = 4sinθ - 3cosθ= 0 , B = 4cosθ+ 3 sinθ= 5 .

从而

I =
16
3∫
π
2

- π
2

B
4
cos

4
τdτ=

32
3∫
π
2

0
B

4
cos

4
τdτ

=
32
3

B
4
·

3·1·π
4·2·2

= 2πB
4

.

  (方法 2 ) 利用变换坐标系 ,设
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x = u + 3 ,

y = v + 4 .

则 d xd y =
�( x, y)
�( u, v)

d udv = d ud v .

I =�
D

uv

(6 u + 8 v + 50) d ud v = �
u2 + v2≤2 5

( 6 u + 8 v + 50) d ud v

= �
u2 + v2≤ 25

50d ud v = 50·π·52 = 2πB4 .

  (方法 3 ) 利用质心公式

I = 6�
D

xdσ+ 8�
D

ydσ= 6·3·π·52 + 8·4π·52

= 50π·52 = 2πB4 .

  (方法 4) 亦可在直角坐标系下计算 ,这样会比较复杂 ,读者不

妨试一试 ,至少把积分限定出来. 【解毕】

【注】 本题解法较多 ,从比较中可看出坐标系选择的重要性 . 在

方法 1 中 ,计算比较复杂一点 ,但运用设定适当常数 ,以简化计算

过程表达的方法值得注意 ,还有是极坐标中角度φ的积分限的确

定也应予以关注.

在方法 2 中 ,这种平移的坐标变换 ,在一些问题中非常有效 ,

其优点是定限及面积元都比较简单 ,而对计算的简化其作用很大 .

在方法 3 中是利用质心公式来求形如�
D

xdσ的积分的又一例证.

综例 22.6.4  计算 I = �
x2 + y2≤4

sgn( x2 - y2 + 2 ) dσ, 其中 sgn x为符

号函数 .

【解】 这里积分域十分简单 ,是个圆 ,但被积函数有间断线 : x
2

-

y2 + 2 = 0 ,因此还要指出被积函数的连续区域. 根据被积函数的

连续区域 ,将域分成 D = D1∪D2 ∪D3 .这样
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I =�
D

s gn ( x
2

- y
2

+ 2 ) dσ

= -�
D

1

dσ+�
D

2

dσ -�
D

3

dσ

=�
D

dσ - 4�
D

1

dσ= 4π - 8∫
1

0
d x∫

4 - x2

2 + x
2

d y

= 4π - 8∫
1

0
( 4 - x2 - 2 + x2 ) d x .

图  22. 14

由于

∫
1

0
( 4 - x2 - 2 + x2 ) d x = x( 4 - x2

  - 2 + x
2

)
1

0
-∫

1

0

- x
2

4 - x2
+ x

2

2 + x2 d x ,

2∫
1

0
( 4 - x

2
- 2 + x

2
) d x

 =∫
1

0

4

4 - x
2

d x -∫
1

0

2

2 + x
2

d x

 = 4arcsin
x
2

1

0
- 2ln( x + 2 + x

2
)

1

0
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 =
2
3
π - 2ln( 1 + 3 ) + ln2 .

所以有

I =
4
3
π+ 8ln( 1 + 3 ) - 4ln2 .

【注】 本题是依被积函数连续性来划分积分域的典型题 ,这类似

于定积分中分段函数的积分问题.

综例22.6.5  设函数 z = f ( x, y )在 D = { ( x, y ) | 0≤ x≤1 , 0≤ y≤

1}中有连续的混合偏导数 ,且
�

2
f
�x�y
≤4;同时 f ( x, y )及

�f
�x
在 D

的边界上均为零 . 证明�
D

f ( x, y) dσ≤ 1 .

【证】 (方法 1 ) 依题意要求从混合偏导数的有界性以及 f ,
�f
�x
在

边界上取零值来估计二重积分的上界 ,因此必须设法将积分用偏

导数来表示 ,这一般是用泰勒展开式或分部积分来实现. 下面先

利用分部积分.

∫
1

0∫
1

0
f ( x , y) d xd y =∫

1

0
d y∫

1

0
f ( x , y ) d x

=∫
1

0
x f ( x , y )

x = 1

x = 0
-∫

1

0
x
�f
�x

d x d y

= -∫
1

0
d y∫

1

0
x�f
�x

d x = -∫
1

0
xd x∫

1

0

�f
�x

d y

= -∫
1

0
x y
�f
�x

y = 1

y = 0
-∫

1

0
y �

2
f
�y�x

d y

=∫
1

0
xd x∫

1

0
y
�2 f
�y�x

d y

=∫
1

0∫
1

0
x y
�

2
f
�x�y

d xd y .

估值
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∫
1

0∫
1

0
f ( x , y ) d xd y ≤∫

1

0∫
1

0
xy
�2 f
�x�y

d xd y≤ 4∫
1

0∫
1

0
x yd xd y

由于

∫
1

0∫
1

0
xyd xd y =∫

1

0
xd x·∫

1

0
yd y =

1
4

.

得到

∫
1

0∫
1

0
f ( x, y) d xd y ≤ 4·

1
4

= 1 .

  (方法 2 ) 利用泰勒公式来做此题 ,由于此处题给的条件是混

合偏导数的界 ,因此只需用一元泰勒公式即可.

对于任给的 ( x, y )∈ D, 有 f ( 0 , y ) = 0 , 由一元有限增量公

式有

f ( x , y ) = f (0 , y ) +
�f (ξ, y )
�x

x ,  0 < ξ< 1 .

再者 ,由于
�f (ξ, 0)
�x

= 0 .再运用一元有限增量公式

�f (ξ,η)
�x

= �f (ξ, 0 )
�x

+�
2

f (ξ,η)
�y�x

y .

综合以上两式得 " ( x, y)∈D,存在 (ξ,η)∈D使得

f ( x , y ) =�
2

f (ξ,η)
�y�x

x y .

从而有

| f ( x, y) |≤
�2 f (ξ,η)
�x�y

x y ≤ 4 xy ,

∫
1

0∫
1

0
f ( x, y) d xd y ≤∫

1

0∫
1

0
| f ( x, y ) | d xd y

≤4∫
1

0∫
1

0
x yd xd y = 1 . 【证毕】

【注】 题设条件中
�f
�x
在 D的边界上为零 ,对本题的矩形域是多余
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的 ,因为在证明中该条件只在
�f ( x ,0 )
�x

= 0 被使用 ,而这一条件可

由 f ( x, 0) = 0 推导出来. 但给出
�f
�x
在边界为零的条件 ,对于做题

有提示作用 ,另外问题可推广到不是矩形域的情形. 另外 f ( x, y )

在 D的边界上为零的条件 ,也有部分是不必要的 ,请读者根据证

明中对这一条件的使用情况进行推断.

综例 22.6.6  若 f ( x )是[ 0 , 1]上连续、正的单调减函数 ,证明 :

∫
1

0
x f

2
( x ) d x

∫
1

0
x f ( x ) d x

≤
∫

1

0
f

2
( x) d x

∫
1

0
f ( x) d x

.

【分析】 通常积分不等式的证法有两条思路 ,其一是按一般证明

不等式的方法 ,将其变成函数的某种性质的研究 ,比如正值区间或

增减性问题 ;第二种思路是利用积分运算下不等关系的性质. 在

证法 1 中我们先利用第二种思路.

【证】 (方法 1) 希望将问题化成非负函数的积分问题 ,为此 ,下面

用不等式证明中常用的分析法.

欲证

∫
1

0
x f

2
( x ) d x

∫
1

0
x f ( x ) d x

≤
∫

1

0
f

2
( x) d x

∫
1

0
f ( x) d x

=
∫

1

0
f

2
( y ) d y

∫
1

0
f ( y ) d y

,

  只需证

∫
1

0
x f 2 ( x ) d x·∫

1

0
f ( y) d y≤∫

1

0
x f ( x) d x·∫

1

0
f2 ( y ) d y .

  为使用积分的运算 ,将上式化成二重积分

∫
1

0∫
1

0
x f

2
( x) f ( y ) d xd y≤∫

1

0∫
1

0
x f ( x ) f

2
( y) d xd y .

由此 ,只需证
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∫
1

0∫
1

0
x f ( x ) f ( y) [ f ( y) - f ( x ) ] d xd y≥ 0 .

以上结果 ,将 x与 y 对换 ,仍是成立的 ,因此亦有关系

∫
1

0∫
1

0
y f ( y) f ( x) [ f ( x ) - f ( y ) ] d yd x

 =∫
1

0∫
1

0
x f ( x ) f ( y) [ f ( y) - f ( x ) ] d xd y .

这样又仅需证

2∫
1

0∫
1

0
x f ( x) f ( y) [ f ( y) - f ( x ) ] d xd y

 =∫
1

0∫
1

0
f ( x ) f ( y) [ f ( y) - f ( x ) ] ( y - x) d xd y≥ 0 .

由于 f ( x)是单调减的函数 ,当 x≥ y时有 f ( y )≥ f ( x ) ,即

( y - x ) [ f ( y ) - f ( x) ] ≥ 0 ,

又 f ( x)≥0 ,得

f ( x) f ( y ) [ f ( y ) - f ( x) ]· ( y - x ) ≥ 0 .

由此再向上逆推 ,就证明了所需的结论.

(方法 2) 这里也附带用证一般不等式方法来做一下. 先将问

题化成研究函数的性质问题 ,该函数可取为

F( t) =
∫

1

0
x f

t
( x ) d x

∫
1

0
f

t
( x) d x

.

要证明的结论是

F( 2) ≤ F(1 ) .

我们可以证明 F′( t)≥0 ,而且 F(0 )≥0 ,从而证明所需结果. 不过

这里要用到含参数积分的求导问题 ,有兴趣的读者可以参阅有关

教科书 ,这里就不赘述了. 【证毕】

【注】 证法一中用到的主要技巧是二个定积分相乘与累次积分及

二重积分的直接关系 ,以至可以用到二重积分运算下的不等式方
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向不变性质. 类似的题还有 :若 0 < f ( x)∈C[ 0 , 1] ,则

∫
1

0
( f ( x ) ) - 1 d x≥∫

1

0
f ( x ) d x

- 1

.

综例 22.6.7  计算 I =�
D

1
xy

dσ.其中域 D: 2≤
x

x
2

+ y
2 ≤4 且 2≤

y
x2 + y2 ≤4 .

【解】 本题的特点是被积函数比较简单 ,但积分区域复杂 ,因而应

主要从域来考虑坐标系的选择 ,显然此题只有选极坐标系为宜.

为此先作略图 ,将域用极坐标形式表示为 :

1
4

cosφ≤ρ≤ 1
2

cosφ,

1
4

sinφ≤ρ≤
1
2

sinφ .

再根据域关于 y = x对称 ,由此可得

I = 2�
D

1

1
xy

d xd y

= 2∫
π
4

a rctan
1
2

dφ∫
1
2

sinφ

1
4

co sφ

ρdρ
ρ

2
cosφ·sinφ

= 2∫
π
4

a rctan
1
2

1
cosφ·sinφ

ln

1
2

sinφ

1
4

cosφ
dφ

= 2∫
π
4

a rctan 1
2

1
tanφ

ln( 2t anφ)·d tanφ

= 2 ln2·ln ( t anφ) +
1
2

( ln tanφ)
2

π
4

a rctan
1
2

= 2( ln2 )2 - ( ln2)2 = ln2 2 . 【解毕】

【注】 本题要注意极坐标角度的定限及定积分中的计算技巧.
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图  22. 15

综例 22.6.8  计算积分 I = �
x

2
+ y

2
≤ 1

x + y

2
- x2 - y2

dσ.

【分析】 该题被积函数是分块可微的函数 ,在积分中应按其不可

微曲线对域进行分块. 这在前面有类似题目 ,不过这里的问题其

被积函数比较复杂 ,为计算简单 ,还需作些处理.

【解】 先变化被积函数 ,明确不可微曲线 ,为此设

f ( x, y ) =
x + y

2
- ( x

2
+ y

2
)

=
1
4

- x -
2
4

2

- y -
2

4

2

.

取

D: x2 + y2 ≤ 1 ,

D1 : x -
2

4

2

+ y -
2
4

2

≤ 1
4

,

D2 :

x
2

+ y
2
≤ 1 ,

x -
2

4

2

+ y -
2
4

2

>
1
4

.

这样
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I =�
D

| f ( x , y ) | dσ=�
D

1

f ( x, y ) dσ -�
D

2

f ( x, y ) dσ

= 2�
D

1

f ( x, y ) dσ -�
D

f ( x, y) dσ.

再求

I1 =�
D

f ( x, y) dσ= -�
D

( x
2

+ y
2

) dσ

= -∫
2π

0
dφ∫

1

0
ρ

3
dρ= -
π
2

.

这里用到了�
D

x + y
2

dσ= 0 .

  为求积分 I2 = 2�
D

1

f ( x, y) dσ,先平移坐标

u = x -
2

4
,

v = y -
2

4
.

 即  

x = u +
2
4

,

y = v +
2

4
.

在平移坐标系后 ,面积元不变化 ,即

dσ=
�( x, y )
�( u, v)

d ud v =
1 0

0 1
d ud v = d ud v,

因此有

I2 = 2�
D

1

f ( x, y) d xd y

= 2�
u

2
+ v

2
≤

1
4

1
4

- u2 - v2
d ud v

=
1
2 �

u
2

+ v
2
≤

1
4

d ud v - 2�
u

2
+ v

2
≤

1
4

( u
2

+ v
2

) d ud v
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=
1
2
π·

1
4

- 2∫
2π

0
dφ∫

1
2

0
ρ

3
dρ

=π
8

- π
16

= π
16

.

最后的结果为

I = I2 - I1 =
π
16

+
π
2

=
9

16
π . 【解毕】

综例 22.6.9  均质半球下面联接一个半径相同的均质圆柱体 ,欲

使其质心仍在球心处 ,求所接圆柱高与半径之比为何 ? 设球的密

度为ρ1 ,柱的密度为ρ2.

【解】 这是一个比较简单的三重积分应用题 ,质心公式的运用是

关键.

首先根据题设 ,两个积分域分别为

Ω1 :
z ≥ 0 .

z ≤ R
2

- x
2

- y
2

,  Ω2 :
- h≤ z ≤ 0 ,

x2 + y2 ≤ R2 .

根据题意 ,得到关于 h的方程

ρ1�
Ω

1

zd v = ρ2�
Ω

2

zd v,

其中

�
Ω

1

zdv = �
x
2

+ y
2
≤ R

2

d xd y∫
R

2
- x

2
- y

2

0
zd z =
π
4

R
4

.

利用质心公式计算得

�
Ω

2

zd v = h
2
·πR2 h .

于是方程变成

ρ1
π
4

R
4

= ρ2
π
2

h
2

R
2

,

解出得
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R
h

=
2ρ2
ρ1

. 【解毕】

综例 22.6.10  计算三重积分

I( h) = �
x2 + y2 + z 2≤ R2

d v

x 2 + y2 + ( z - h)2
.

【解】 本题是一个普通三重积分题 ,特殊之处在于含有参数 h,当

h≤ R时 ,这是一个广义三重积分问题 ,因为被积函数无界 ,不过这

个广义积分是收敛的 ,完全可以按通常计算方法求值 . 本题的坐

标系选择对问题的计算复杂性影响不很大 ,特别是用球或柱坐标

都差不多 ,用直角坐标 ,会复杂一点. 以下用柱坐标计算.

I( h) = �
x

2
+ y

2
+ z

2
≤ R

2

d xd yd z

x
2

+ y
2

+ ( z - h)
2

=∫
R

- R
d z �

x
2

+ y
2
≤ R

2
- z

2

d xd y

x
2

+ y
2

+ ( z - h)
2

=∫
R

- R
d z∫

2π

0
dφ∫

R2 - z2

0

ρdρ

ρ2 + ( z - h) 2

=∫
R

- R
(2π ρ2 + ( z - h)2 )

ρ= R2 - z 2

ρ= 0
d z

=∫
R

- R
2π( R

2
- 2 hz + h

2
- | z - h | ) d z .

由于

I1 =∫
R

- R
R

2
- 2 hz + h

2
d z

=
1

3 h
R

2
- 2 hz + h

2
3

R

- R

= 1
3 h

[ ( R + h)3 - | R - h | 3 ]
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=

2
3 h

R
3

+ 2 hR , 当 h > R时 ,

2
3

h2 + 2 R2 , 当 h≤ R时.

I2 =∫
R

- R
| h - z | d z =

2 hR ,当 h > R时 ,

h
2

+ R
2

,当 h = R时 .

综合起来

I = 2π( I1 + I2 ) =

4
3 h
πR

3
,当 h > R时 ,

2π R
2

-
h

2

3
,当 h≤ R时 . 【解毕】

【注】 本题的物理背景是密度为 1 半径为 R 的球体形成一个引

力场. 求在离球心为 h的地方的势函数 I ( h). 这个函数在 h = R

处是连续的 ,但不可微.

综例 22.6.11  若函数 u = f ( x, y, z )偏导数连续 , 且满足关系 :

�u
�x

2

+
�u
�y

2

+
�u
�z

2

≤1 ,证明 f ( x, y, z)在球 Ω: ( x - x0 )2 +

( y - y0 )
2

+ ( z - z0 )
2
≤ R

2
上的平均值珚f 满足不等式

f ( x0 , y0 , z0 ) -
3
4

R≤珚f ≤ f ( x0 , y0 , z0 ) +
3
4

R .

【证】 从题设分析 ,欲从偏导数平方和 ,即梯度模的上界 ,估计在

球域内函数平均值的上下界. 显然这非多元泰勒展开不行.

由于是球域 , 利用泰勒公式可将域内任一点的函数值用

M0 ( x0 , y0 , z0 )的函数值和偏导数表示出来 ,即

f ( M) = f ( M0 ) + ( grad f ( Mξ) )
T
· ( M - M0 ) ,

这里 Mξ 是 MM0 连线中的某一点. 如此有

�
Ω

( f ( M) - f ( M0 ) ) d v =�
Ω

( grad f ( Mξ)
T
· ( M - M0 ) ) d v .

由于
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珚f =
4π
3

R
3

- 1

�
Ω

f ( M) d v,

及

| grad f ( Mξ)
T
· ( M - M0 ) |≤‖grad f ( Mξ)‖·‖M - M0‖

≤‖M - M0‖ .

其中

M - M0 = ( x - x0 ) i + ( y - y0 ) j + ( z - z0 )k,

‖M - M0‖ = ( x - x0 )2 + ( y - y0 )2 + ( z - z0 )2 .

从而得到不等式

4π
3

R
3

|珚f - f ( M0 ) |

 ≤�
Ω

( x - x0 )
2

+ ( y - y0 )
2

+ ( z - z0 )
2

dv .

利用平移坐标计算上式右边的积分

�
Ω

( x - x0 )
2

+ ( y - y0 )
2

+ ( z - z0 )
2

dv

 = �
ξ2 +η2 +ζ2≤ R2

ξ2 +η2 +ζ2 dξdηdζ

 =∫
2π

0
dφ∫
π

0
dθ∫

R

0
sinθ· r3 d r = πR4 .

由此得到结果

|珚f - f ( M0 ) |≤ 3
4

R . 【证毕】

【注】 在三重积分计算中 ,在广义坐标系

x = x(ξ,η,ζ) ,

y = y(ξ,η,ζ) ,

z = z(ξ,η,ζ) .

下的体积元素是
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dv =
�( x, y, z)
�(ξ,η,ζ)

dξdηdζ

因而

�
Ω

f ( x, y, z) d v

= �
Ω(ξ,η,ζ)

f ( x (ξ,η,ζ) , y (ξ,η,ζ) , z(ξ,η,ζ) )
�( x , y , z)
�(ξ,η,ζ)

dξdηdζ.

如果是平移 ,即

x = x0 +ξ,

y = y0 +η,

z = z0 +ζ.

则

d xd yd z = dξdηdζ .

本题正是利用了这一结果.
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第 23章  第一、二型曲线积分

23.1  引   言

  曲线积分有四方面内容 ,首先是曲线积分的概念与性质 ,曲线

积分仍是某种形式的和式极限 ,因此与前面研究过的重积分类似 ,

但要注意有二类不同的曲线积分 .曲线积分的计算是该部分内容

的重点 ,基本的计算方法是化成定积分 ,但通过格林公式引入了闭

路积分与二重积分的关系 .第三部分内容是曲线积分与路径无关

的问题 ,这部分知识综合性比较强 ,又有明确的物理背景 .最后是

曲线积分的应用 ,不外乎几何、力学和物理上的一些典型问题 ,如

曲线弧长 ,柱面面积 ,曲线重心 ,沿曲线作功等 .

23.2  曲线积分的概念

曲线积分虽是和式极限 ,但分成第一型 (或对弧长的 )曲线积

分与第二型 (或叫对坐标的 )曲线积分 ,其定义分别如下 :

先考虑平面曲线积分

给定函数 z = f ( x, y) ,定义在曲线 L上 ,将 L任意分成 n 段 ,

设第 i段为Δli ,为简便计 ,Δli 既表示这子孤段 ,又表示其弧长 , Pi

是此子弧段上任一点 ,若和式极限

lim
λ→ 0∑

n

i = 1

f ( Pi )Δli

存在 ,则称为 f ( P)在 L上的第一型曲线积分 ,记成∫L
f ( x, y) d l .



若给定曲线方向为由 A到 B ,且极限

lim
λ→ 0∑

n

i = 1

f ( Pi )Δxi

存在 , 则称为 f ( P ) 沿 L从 A到 B的第二型曲线积分 , 记作

∫L
AB

f ( P) d x .这里λ是Δli 中的最大长度 ,Δxi 是弧向量Δli 在 x

轴上的投影 .

关于二类曲线积分的概念 ,有几点值得注意 :

第一 ,被积函数 f ( P)的值是取于曲线 L上 ,也就是说曲线积

分的值 ,取决于被积函数与给定的曲线 L .

第二 ,第一型曲线积分中 d l是弧长 ,因此在计算中要保证其

非负性 ,这体现在将其化成定积分 ,在定积分限时 ,应使上限不小

于下限 ;而在计算第二型曲线积分时 ,相应的定积分的上下限则由

曲线 L的方向 ,即起终点 A, B的相应坐标来确定 .

第三 ,通常第二型曲线积分以组合积分形式出现 :

∫L
X ( x, y) d x + Y ( x, y) d y,

这也可以视作是向量函数 F( x, y ) = X ( x, y ) i + Y ( x , y ) j的曲线

积分 ,表示成简洁的向量点积形式

∫L
X ( x , y ) d x + Y ( x, y) d y =∫L

F ( x, y)·d l . (23 .1)

此处 d l= d xi + d yj 是弧微分向量 .

第四 ,对于三维空间中的曲线积分 ,定义完全类似于平面曲线

积分 :

第一型曲线积分为

∫L
f ( x, y, z) d l

其中 L为空间曲线 .

第二型曲线积分 ;设有向量函数
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F( x , y , z) = X( x, y, z) i + Y ( x, y, z) j + Z( x, y, z)k

及空间曲线 L,对应的弧微分向量

d l = d x i + d y j + d zk,

则

∫L
F·d l =∫L

X d x + Yd y + Zd z . (23 .2)

例 23 .2 .1  给定平面曲线 L: x
2

+ ( y - r
2

- 1 )
2

= r
2

,计算 :

∫L
( x - y)2 d l .

【解】 曲线积分的第一步是将曲线表成参数形式 .

(方法 1 )  若将 x作为参数则有

L:
x = x,

y = r
2

- 1± r
2

- x
2

.

d l = 1 + y
′2

=
rd x

r
2

- x
2

,且

x
2

+ y
2

- 2 r
2

- 1 y = 1 .

因此有

∫L
( x - y )2 d l=∫L

( x2 + y2 - 2 xy ) d l

=∫L
( 1 + 2 r2 - 1 y - 2 xy ) d l

=∫L
d l + 2 r

2
- 1∫L

yd l - 2∫L
x yd l .

(23 .3)

这里

∫l
d l= 2πr,

 ∫L
yd l =∫L

1

yd l +∫L
2

yd l
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图  23 .1

=∫
+ r

- r
r( r

2
- 1 + r

2
- x

2
)

d x

r
2

- x
2

 +∫
r

- r
r( r2 - 1 - r2 - x2 ) d x

r2 - x2

= 4 r r
2

- 1
π
2

= 2πr r
2

- 1 .

∫L
x y d l =∫L

1

xyd l +∫L
2

x yd l

=∫
r

- r
x ( r2 - 1 + r2 - x2 ) rd x

r2 - x2

 +∫
r

- r
x ( r

2
- 1 - r

2
- x

2
)

rd x

r2 - x2

= 2∫
r

- r
x r

2
- 1

r
2

- x
2

rd x = 0 .

综合而得

∫L
( x - y)2 d l = 2πr + 4 r2 - 1·πr r2 - 1

= 2πr(2 r2 - 1 ) .

  (方法 2 )  用圆方程的另一种参数方程
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L:
x = rcos t,

y = r
2

- 1 + rsin t .

则 d l = d x2 + d y2 = rd t .此时

∫L
( x - y )

2
d l =∫L

( 1 - 2 r
2

- 1 y - 2 xy ) d l

= 2πr - 2 r2 - 1∫
2π

0
( r2 - 1 + rsin t) rd t

 - 2∫
2π

0
rcos t( r

2
- 1 + rsin t) rd t

= 2πr - 2( r
2

- 1 )
2∫

2π

0
rd t

= 2πr[ 2 r
2

- 1 ] .

  (方法 3 )  利用曲线的对称性及重心公式 .

∫L
( x - y)

2
d l=∫L

(1 + 2 r
2

- 1 y - 2 xy ) d l

= 2πr + 2 r
2

- 1∫L
yd l - 2∫L

x yd l

利用重心公式有

∫L
yd l = 珔y·2πr = r2 - 1·2πr .

由于 L关于 y 对称 ,而被积函数关于 x是奇函数 ,从而

∫L
x yd l = 0 .

这样非常简便地得到

∫L
( x - y)2 d l = 2πr + 4πr( r2 - 1 ) = 2πr[2 r2 - 1 ] .

【解毕】

【注】 (1 ) 注意在式 (23 .3)中 ,用到了被积函数 ( x - y)
2
是取值

于 L上 .在 L 上的点应满足 x2 + y2 = 1 + 2 r2 - 1 y, 这样才有

(23 .3)的简化形式 .

·285· 第 23 章  第一、二型曲线积分



(2 ) 以上列举的三种计算方法中 ,方法 1 虽然繁一点 ,但对于

理解曲线积分概念是很有作用的 ;方法 2 则是常用的计算方法 ;而

方法 3 似乎特殊一点 ,但也是经常利用的技巧 .

例 23 .2 .2  求 I =∫L
( x - y)2 d y .其中 L为曲线 x 2 + ( y - 3 )2 =

4 从 A( 1 , 0)经 C( 0 , 2 + 3 )到 B( - 1 , 0)的一段弧 .

【解】 由于 L可表示成 x
2

+ y
2

= 1 + 2 3 y,从而有

∫L
( x - y)

2
d y =∫L

( x
2

+ y
2

- 2 x y) d y

=∫L
( 1 + 2 3 y - 2 xy ) d y

将 L用参数方程

x = 2sin t

y = 3 + 2cos t

表示 ,这样 d y = 2 sin td t, A(1 ,0 )对应于 t =
π
2

+
π
3

, C(0 , 2 + 3 )对

应于 t = 0 , B( - 1 , 0)对应于 t = -
π
2

+
π
3

,于是

I = - 2∫
-
π
2

+
π
3

π
2

+
π
3

[ 1 + 2 3 ( 3 + 2cos t)

- 4sin t( 3 + 2cos t) ]sin t d t

= - 16∫
π
2

+ π
3

0
sin2 t( 3 + 2cos t) d t

= -
2
3

(10 3π+ 11) . 【解毕】

【注】 这里将 L的参数方程写成这种形式是根据 L 的形式 ,使积

分区间呈对称形式 ,以便于计算 .另外如果用
x = 2sinτ

y = 3 - 2cosτ
,此时
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A 对应于τ=
π
6

, B对应于τ= -
π
6

, d y = 2sinτ,而此时

2∫
-π/ 6

π/ 6
[1 + 2 3 ( 3 - 2cos t) - 4sinτ( 3 - 2cosτ) ]sinτdτ

=
2
3

(2π 3 - 11) .

为什么这个值与上面计算之值不相同 ? 请研究一下 .

例 23 .2 .3  计算∫L
( x

2
+ y

2
+ z

2
) d l,其中 L为空间螺线 :

x = acos t,

y = asin t,

z = bt .

  0 ≤ t≤ 2π .

【解】 弧微分 d l = ( d x)
2

+ ( d y)
2

+ ( d z)
2

= a
2

+ b
2

d t ,则有

∫L
( x

2
+ y

2
+ z

2
) d l=∫

2π

0
( a

2
+ b

2
t
2

) a
2

+ b
2

d t

=
2π
3

( 3 a2 + 4π2 b2 ) a2 + b2 .【解毕】

例 23 .2 .4  计算∫L
( x

2
+ y

2
+ z

2
) d x,其中 L为上题空间螺线由

A ( a, 0 , 0) 到 B( a, 0 , 2bπ) .

【解】 此题中 d x = - asin td t,则有

∫L
( x2 + y2 + z2 ) d x = -∫

2π

0
a( a2 + b2 t2 )·sin td t = 0 .

【解毕】

【注】 这里被积函数 x2 + y2 + z2 ≥ 0 ,但积分是零 .这是因为 d x

是有正负的 !
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23 .3  格 林 公 式

格林公式是平面曲线积分中的一个重要公式 ,它将闭路径的

曲线积分与相应的一个二重积分联系起来 .理解格林公式的证明

对于掌握曲线积分的概念与计算是很有益的 ,因此我们就简单情

况来证明格林公式 .格林公式的实质是将二元函数偏导数在 D上

的二重积分化成在 D 的边界上的曲线积分 ,即

�
D

�X
�y

dσ=∫
b

a
d x∫

y
2

( x )

y
1

( x )

�X
�y

d y

=∫
b

a
X ( x, y )

y = y
2

( x)

y = y
1

( x)
d x

=∫
b

a
( X( x, y2 ( x) ) - X( x, y1 ( x ) ) ) d x

= -∫L
2

X( x , y) d x -∫L
1

X( x, y ) d x

= -∫L
X ( x , y) d x .

上式的最后步骤是将定积分变成第二型的曲线积分 ,积分的定限

请参见图 23.2 .同样可得

�
D

�Y
�x

dσ=∫L
Y ( x, y) d y .

合起来就是格林公式

∫L
X d x + Yd y =�

D

�Y
�x

-
�X
�y

dσ. (23 .4)

这里 L的取向与域 D 的关系是满足“右手法则”:即四指并拢沿着

L的方向 ,手心一侧必须是 D域 .对此公式有几点说明 :

第一 ,公式使用的条件是 X 和 Y 的偏导数在 D 中连续 ,或者

写成 X, Y∈C
1

( D) ,不满足该条件不能使用此公式 .
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图  23 .2

第二 ,在证明的过程中用到

∫
y
2

( x)

y
1

( x)

�X
�y

d y = X ( x , y )
y = y

2
( x )

y = y
1

( x )
,

这实际上就是一元函数的牛顿-莱布尼兹公式 ,因为这里 x 是固

定的“常数”.

第三 ,为便于正确记忆格林公式 ,并与以后的 Stokes 公式统

一 ,可将其用行列式形式表示成

∮L
X d x + Yd y =�

D

�
�x
�
�y

X Y
dσ. (23 .5)

  作为例子 ,首先 ,把上一节中的例 23 .2 .2 再计算一下 .

为使用格林公式 ,在 L 上加上直线 B A , 使之成为封闭曲线

C,则有

I =∫L
( x - y) 2 d y =∫L

( 1 + 2 3 y - 2 xy ) d y

=∮C
(1 + 2 3 y - 2 xy ) d y -∫BA

(1 + 2 3 y - 2 x y) d y

在后一个积分中 ,由于在 BA 上 d y = 0 ,因此积分也是零 ;在第一

项的积分式中加上 0·d x ,再使用格林公式 ,就有

I =�
D

C

( - 2 y - 0) dσ= - 2�
D

C

y dσ

= - 4∫
2 + 3

0
yd y  ∫

4 - ( y - 3 ) 2

0
d x
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= - 4∫
2 + 3

0
y 4 - ( y - 3 )

2
d x

= - 2
3

( 10 3π+ 11 ) .

做上述积分的过程中还是用变换替换

y - 3 = 2cos t

为好 .

例 23 .3 .1  J = ∮
x

2
+ y

2
= R

2

yd x - xd y
x 2 + y2 = ?

【解】 这是闭路径积分中运用格林公式的一道典型题 .因为被积

函数不满足格林公式所需要的条件 ,它在 ( 0 , 0 )点偏导数不连续 ,

因而先要运用曲线积分的概念中 :被积函数的值取在曲线 L上的

规定对其做变化 .

J = ∮
x2 + y2 = R2

yd x - xd y
x2 + y2 = ∮

x2 + y2 = R2

yd x - xd y
R2

=
1
R2 ∮

x
2

+ y
2

= R
2

yd x - xd y

=
1
R

2 �
x2 + y2≤ R2

( - 1 - 1 ) dσ=
- 2
R

2 �
x2 + y2≤ R2

dσ

= - 2π . 【解毕】

【注】 上式中之所以在变成∮yd x - xd y后能使用格林公式是因

为此时偏导数连续的条件已满足 .

例 23 .3 .2  计算 I =∮C

yd x - xd y
x2 + y2 ,其中 C是任一条不过原点的

封闭曲线 .

【解】 首先考虑 C不包围原点 ,这样在由 C作边界的域 DC 中 ,被

积函数的偏导数连续 ,因而可以直接利用格林公式 .由于
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图  23 .3

�X
�y

=
�
�y

y
x2 + y2 =

x
2

+ y
2

- 2 y
2

( x2 + y2 )2 =
x

2
- y

2

( x2 + y2 )2 ;

�Y
�x

=
�
�x

- x
x

2
+ y

2 = -
y2 - x2

( x
2

+ y
2

)
2 =

x2 - y2

( x
2

+ y
2

)
2 .

这样

I =∮C
X d x - Yd y =�

D
C

�Y
�x

-�X
�y

dσ= 0 .

  如果 C内包含了原点 ( 0 , 0 ) , 自然破坏了格林公式的使用条

件 .但是如果在 C 内作以 ( 0 , 0 )为圆心 ,δ为半径的圆 Cδ (见图

23 .3 ) ,这样在闭曲线 :珟C: AD1 B CDEFCB F1 A内 ,格林公式条件满

足 ,这样就有

∮珟C X d x - Yd y =∮C
X d x - Yd y -∮C

δ

X d x - Yd y = 0 .

从而有

∮C
X d x - Yd y =∮C

δ

X d x - Yd y .

由于前面已求得∮C
δ

X d x - Yd y = - 2π,因而有

∮C

yd x - xd y
x

2
+ y

2 = - 2π . 【解毕】
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【注】 这个例题的作题过程 ,提供了一个很有用的结果 :若向量

函数

F( x , y ) = X( x, y) i + Y ( x, y) j

满足以下条件 :

第一 , X 与 Y 的偏导数在以 C 为边界的域 DC 内 , 除一个点

P0 外 ,均连续 , P0 不在边界上 .

第二 ,在 DC 内除 P0 点有
�X
�y

=
�Y
�x

.

则对于任何包含 P0 点的简单闭曲线 C(即不自交的曲线 ) ,积分

∮C
F·dl =∮C

X d x + Yd y

是一个常数 .或者说 ,任何包含 P0 的简单闭曲线上 ,上述闭路径

积分均相等 ,因此我们在计算这种积分时 ,只要计算其中一个在特

殊闭路径上的积分就行了 .

23.4  平面积分与路径无关的条件

1 . 原函数

这里研究的是第二型曲线积分的一个重要性质 , 设 F =

X( x, y) i + Y ( x, y) j, 给定从 A 经曲线 L 到 B 的路径 , 则积分

∫L
F·d l =∫L

X d x + Yd y .在一般情形下 ,其值不但与 A与 B有关 ,

也与曲线 L有关 .如果上述积分 ,只与起终点 A, B有关 ,而与曲线

L无关 ,则称该积分与路径无关 .积分的这种性质有很强的物理背

景 ,因为∫L
F·d l表示质点在力 F 的作用下 ,沿 L从 A运动到 B 力

场所作的功 .如果力场所作之功 ,只与起终点有关 ,而与所经路径

无关 ,这种力场在物理上称为有势场 ,或保守场 , 例如引力场就是
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有势场 .所谓“有势”是指对应于力场 F = Xi + Y j 存在一个函数

u = u( x, y) ,使得

F·dl = Xd x + Yd y = d u( x, y ) ,

从而有

∫L
AB

F·dl =∫
B

A
d u( x , y ) = u( B) - u( A) .

这个函数 u = u( x, y)就称为力场 F( x , y )的势函数 .

在数学上 ,如果这种微分形式

X( x, y ) d x + Y ( x , y) d y

正好等于一个函数 u = u( x, y)的全微分 ,即

d u( x, y) = X( x, y ) d x + Y ( x , y) d y

或者

�u
�x

= X( x , y ) ,  
�u
�y

= Y ( x, y) .

则称 u= u( x, y)是微分形式 X( x, y) d x + Y ( x, y) d y的一个原函数 .

2 . 积分与路径无关的条件

关于积分与路径无关的问题有下面两个重要的结果 .

第一 ,若 X , Y 在区域 D 中连续 ,则以下三个条件是等价的 ,

即互为充要条件 :

( i ) 积分∫L
X d x + Yd y与路径无关 , L在 D内 ;

( ii ) 积分∮C
X d x + Yd y = 0 ,对 D中任何闭曲线 C;

( iii ) 在 D中存在单值的原函数 u = u( x , y ) .

这里 ( i ) 与 ( ii) 互为充要性是明显的 , 作为练习留给读者 .下

面只证 ( i ) 与 ( iii) 的等价性 .

首先证明 ( i )� ( iii ) ,即已知∫L
X d x + Yd y与路径无关 .下面用

一种构造性的证法 , 即把原函数找出来 .为此 , 在 D内任取一点
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P0 ( x0 , y0 ) , 做函数

u( x, y ) =∫
P

P
0

Xd x + Yd y .

这样定义的函数是有意义的 ,因为这个积分只取决于起终点 ,由于

固定起点 ,因此这是终点 P( x, y)的函数 .

图  23 .4

我们要证明 ,这就是所求的一个原函数 ,也就是说要证明

�u( x , y)
�x

= X ,  �u( x, y)
�y

= Y .

为此先求

Δx u
Δx

=
1
Δx

( u( x +Δx, y) - u( x , y ) )

= 1
Δx∫

Q

P
0

Xd x + Yd y -∫
P

P
0

Xd x + Yd y

=
1
Δx∫PQ

X d x + Yd y

=
1
Δx∫PQ

X d x =
1
Δx∫

x+Δ x

x
X ( x, y) d x

= X( x +θΔx, y) .

当Δx→0 时 ,根据偏导数定义及 X 的连续性 ,则有

�u( x, y)
�x

= X( x, y) .

同样可以证明
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�u( x, y)
�y

= Y ( x, y) .

  反过来 ,若已知存在 u = u( x, y ) .使得

X( x, y ) d x + Y ( x , y) d y = d u( x, y) ,

则对任一在 D内从 A 到 B 的曲线

L:
x = x( t) ,

y = y( t) .

有 d x = x′( t) d t ,   d y = y′( t) d t .

A( x1 , y1 ) = A( x1 ( t1 ) , y1 ( t1 ) ) ,  B( x2 , y2 ) = B( x2 ( t2 ) , y2 ( t2 ) ) .

利用上述条件 ,将曲线积分化成对 t的定积分

∫L
AB

X ( x, y ) d x - Y ( x , y) d y

 =∫
t
2

t
1

( X( x( t) , y( t) ) d x( t) + Y ( x( t) , y ( t) ) d y( t)

 =∫
t
2

t
1

d( u( x( t) , y( t) ) ) .

这一步是根据一阶微分形式不变性 ,继续上式得

∫L
AB

X d x + Yd y = u( x( t) , y( t) )
t = t

2

t = t
1

= u( x( t2 ) , y( t2 ) ) - u( x ( t1 ) , y ( t1 ) )

= u( B) - u( A) .

这就是欲证的结论 .

需要指出的是 ,这里用到的定积分与曲线积分相互转化的处

理是曲线积分中最基本的方法和技巧 .

第二 ,当 X , Y 在单连通区域 D内连续时 ,则对任何 D中闭路

径 C,∮C
X d x + Yd y = 0的充要条件是可积性条件

�X
�y

=
�Y
�x
成立 .

单连通域 D是指 ,域中任何闭曲线所围的区域中都是 D中的

点 .这里之所以要加上这一条件 ,就是因为要运用格林公式 .这个
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结论的证明方法 ,也比较典型 ,因此我们也叙述如下 .

先证必要性 :即已知∮C
X d x + Yd y = 0 ,对任何 D中闭曲线 C

成立 .由于 C所围域满足格林公式条件 ,从而对任何 P0 ∈ D,及以

P0 为圆心 ,δ为半径的圆 Cδ ( P0 )有

0 =∮C
δ

( P
0

)
Xd x + Yd y =�

D
Cδ

�Y
�x

-
�X
�y

dσ.

由于
�Y
�x

-
�X
�y
连续 ,利用中值定理有

0 =�
D

Cδ

�Y
�x

- �X
�y

dσ=
�Y
�x

-�X
�y P

ξ

.

Pξ是 DC
δ
中的一点 .当δ→0 时 ,必有 Pξ→ P0 ,这样就有

�Y ( P0 )
�x

-
�X( P0 )
�y

= 0 .

由于 P0 的任意性 ,这就证明了 ,在 D中都有
�Y
�x

=
�X
�y

.

反过来 ,若有
�X
�y

=
�Y
�x

,直接利用格林公式马上就有所需的结果

∮C
X d x + Yd y =�

D
C

�Y
�x

-
�X
�y

dσ= 0 .

  从上面的证明可知 :在 X , Y 连续的条件下∫L
X d x + Yd y与路

径无关 ,∮C
Xd x + Yd y = 0 以及存在单值原函数 d u = Xd x + Yd y

是等价条件 .而要用到可积性时 ,要加上两个附加条件 : X , Y 一阶

偏导数连续和 D 为单连通域 ,这是因为格林公式的要求 .

因此 ,在 D为单连通区域和 X , Y ∈ C
1

( D) 的前提下 ,∫L
X d x

+ Yd y与路径 L无关 ,∮C
Xd x + Yd y = 0 ,有单值原函数 d u = Xd x
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+ Yd y及
�X
�y

=
�Y
�x
四个条件是等价条件 .

3. 求原函数的方法

如果微分形式 Xd x + Yd y满足可积性条件
�X
�y

=
�Y
�x

,通常用

两种方法来求相应的原函数 .

其一 ,用曲线积分的方法 .这就是用证明中构造的原函数

u( x , y ) =∫
( x , y )

( x
0

, y
0

)
Xd x + Yd y .

在大多数情形下 ,选择从 ( x0 , y0 )到 ( x, y )沿平行 x轴和 y 轴的两

段直线积分 (见图 23 .5) ,即

u( x , y ) =∫P
0

Q
X d x +∫QP

Yd y

=∫
x

x
0

X( x, y0 ) d x +∫
y

y
0

Y ( x, y) d y .

图  23 .5

  其 二 , 凑全微分的方法 .因为现在已知 Xd x + Yd y =

d u( x, y) ,只是 u( x, y )还不知道 ,为此可利用在微分方程中解全

微分方程的方法 ,凑出全微分来 .

例23. 4. 1  设 L是从 A ( 0 , 0 )到 B ( x , y )的任意曲线 , 求 :

∫L
AB

( x
2

+ 2 xy - y
2

) d x + ( x
2

- 2 xy - y
2

) d y .

【解】 从题设条件看 ,只有积分与路径无关时题目才有意义 .因此
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先判断可积性条件是否满足

�X
�y

= 2 x - 2 y,
�Y
�x

= 2 x - 2 y .

可见积分与路径无关 .

(方法 1 )

u( x , y ) =∫L
AB

X d x + Yd y

=∫
( x, y)

( 0 , 0 )
( x2 + 2 x y - y2 ) d x + ( x2 - 2 xy - y2 ) d y

=∫
x

0
x

2
d x +∫

y

0
( x

2
- 2 xy - y

2
) d y

=
x3

3
+ x

2
y - x y

2
-

1
3

y
3

.

这也是 Xd x + Yd y的一个原函数 .

(方法 2)  可以用凑全微分方法 ,先求出原函数 ,再求积分 .由于

( x
2

+2 xy - y
2

) d x + ( x
2

- 2 xy - y
2

) d y

= x
2

d x - y
2

d y + yd x
2

- xd y
2

- y
2

d x + x
2

d y

=
1
3

d x3 -
1
3

d y3 + ( yd x2 + x2 d y) - ( xd y2 + y2 d x)

= d
x

3
- y

3

3
+ d ( x2 y) - d( x y2 )

= d
x

3
- y

3

3
+ x2 y - xy 2

,

则积分

∫
( x, y)

( 0 , 0 )
Xd x + Yd y =

x3 - y3

3
+ x

2
y - xy

2
( x, y)

( 0 , 0 )

=
x

3
- y

3

3
+ x

2
y - x y

2
. 【解毕】

例 23.4.2  求 I =∫L
y -

y
2

x
2 cos

y
x

dx + sin
y
x

+
y
x

cos
y
x

- x dy .

·595·第 23 章  第一、二型曲线积分



L沿曲线 | x - 2 | + | y - π| = 1 从 A ( 3 ,π) , 经 B ( 2 ,π+ 1 )到

C(1 ,π) .

图  23 .6

【解】 这个积分样子比较复杂 ,先用可积性条件检查一下 .

�Y
�x

= cos
y
x
·

- y
x

2 -
y

x
2 cos

y
x

-
y
x

sin
y
x
·

- y
x

2 - 1

= - 2 y
x

2 cos y
x

+ y
2

x
3 sin y

x
- 1 ,

�X
�y

= 1 + - 2 y
x

2 cos y
x

+ y
2

x
3 sin y

x
.

由上式可见
�
�x

sin
y
x

+
y
x

cos
y
x

=
�
�y

-
y2

x2 cos
y
x

,即相应这部

分是全微分 .这样可分成两部分来求 .

I1 =∫L
- y

2

x
2 cos y

x
d x + sin

y
x

+
y
x

cos
y
x

d y .

由于

-
y2

x2 cos
y
x

d x + sin y
x

+ y
x

cos y
x

d y

= sin y
x

d y + xd y - yd x
x

2 ycos y
x
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= sin
y
x

d y + ycos
y
x

d
y
x

= sin y
x

d y + ydsin y
x

= d y· sin
y
x

.

从而有

I1 =∫L
-

y2

x2 cos
y
x

d x + sin y
x

+ y
x

cos y
x

d y

=∫
C

A
d ysin y

x
= ysin y

x

( 1 ,π)

( 3 ,π)

= 0 - πsin
π
3

= - π
3
2

.

  再者

I2 =∫L
yd x - xd y

=∮
L∪ CA

yd x - xd y -∫CA
yd x - xd y

=�
△ ABC

- 2dσ -∫
CA

yd x

= - 2 -∫
3

1
πd x = - 2 - 2π .

综合而得

I = I1 + I2 = - 2 - π 2 + 3
2

.

  另一解法是利用格林公式 ,先补上线段 CA ,则

I =∮ABC A
-∫CA

=�
△ ABC

�Y
�x

- �X
�y

dσ -∫
3

1
π - π

2

x
2 cos π

x
d x

= -�
△ ABC

dσ - 2π -∫
3

1
πcos
π
x

d
π
x

= - 2 - π 2 + 3
2

.

【解毕】
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23.5  综 合 例 题

综例 23.5.1  计算 I =∫L
( x + y) d l , L是椭圆

x2

a2 +
y2

b2 = 1 ( a > b)

的第一象限部分的曲线 .

【解】 按常规做法 ,先将 L用参数方程

x = acos t ,

y = bsin t .
 0 ≤ t≤π/ 2

表示 ,则 d l = ( d x)
2

+ ( d y)
2

= a
2

sin
2

t + b
2
cos

2
td t .于是

I =∫L
( x + y) d l

=∫
π/ 2

0
( acos t + bsin t) a

2
sin

2
t + b

2
cos

2
td t

= a∫
π/ 2

0
cos t a2 sin2 t + b2 cos2 td t

 + b∫
π/ 2

0
sin t a

2
sin

2
t + b

2
cos

2
td t .

  以下分别计算这两个积分 .

I1 = a∫
π/ 2

0
a

2
sin

2
t + b

2
cos

2
tcos td t

= ab∫
π/ 2

0
1 + a

2
- b

2

b
2 sin2 tdsin t

= ab∫
1

0
1 + e2 u2 d u

=
ab
e

1
2

eu 1 + e
2

u
2

1

0
+

1
2

ln eu + 1 + e
2

u
2

1

0

= b
2

b + a
a
e

ln( e + 1 + e
2

) ,
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其中  e =
a

2
- b

2

b
.

I2 = b∫
π/ 2

0
a2 sin2 t + b2 cos2 tsin td t

= ab∫
π/ 2

0
1 -

a2 - b2

a2 cos
2

tsin td t

= ab∫
1

0
1 - e

2
1 v

2
d v

=
ab
e1

1
2

e1 v 1 - e1
2

v
2

1

0
+

1
2

arcsin( e1 v)
1

0

= b
2

b + a
e1

arcsin e1 ,

其中  e1 =
a

2
- b

2

a
,即 e1 =

b
a

e .

I = I1 + I2 = b2 + ab
2

1
e

ln( e + 1 + e
2

+
1
e1

arcsine1

= b2 + ab
2 e

( e + 1 + e
2

) +
a
b

arcsin
be
a

. 【解毕】

【注】 该题除练习常规的第一类曲线积分的计算之外 ,还综合考

察了对定积分的灵活处理 ,体现在 I1 及 I2 中两种不同的代换 .

综例 23.5.2  求∫C
x

2
d l ,其中 C:

x2 + y2 + z2 = a2 ,

x + y + z = 0 .
( a > 0 ) .

【解】 本题的难点在空间曲线 C的表示比较复杂 .围绕这一问题

的解决有三种做法 .

(方法 1 )  由于曲线关于 x , y 及 z 之间是对称的 ,即 x, y, z

之间的互换 , C的表达式不变 ,因此可以推断

∫C
x

2
d l =∫C

y
2

d l =∫C
z

2
d l .
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从而

∫C
x

2
d l=

1
3∫C

( x
2

+ y
2

+ z
2

) d l

= 1
3∫C

a2 d l = a
2

3
2πa = 2

3
πa3 .

这是因为 C是球面 x
2

+ y
2

+ z
2

= 1 上的一个大圆 .该做法是很简

单又很巧妙的一种做法 ,但是缺乏一般性 .下面的方法 2 则是利用

常规的方法 .

(方法 2 )  其思路是设法化成对 x的定积分 .为此 ,首先把 d l

用 d x表示出来 ,由于 C的弧微分向量为

dl = d x i + d y j + d z k .

dl在 x 轴上的投影是 d x .另外 ,若曲线 C的切线向量为τ,单位切

线向量为τ0 ,则有

d l = τ0 d l = cosαd l i + cosβd l j + cosγd l k .

这里τ0 =
τ
|τ|

= cosαi + cosβj + cosγk .

由此可得

d x = cosαd l ,

d l =
1

cosα
d x . (23 .6)

  在本题中

C:
x

2
+ y

2
+ z

2
= a

2
,

x + y + z = 0 .
(23 .7)

其切线向量

τ=

i j k

2 x 2 y 2 z

1 1 1

= 2 ( y - z) i + ( z - x) j + ( x - y) k ,

从而

τ0 =
( y - z) i + ( z - x) j + ( x - y) k

( y - z)
2

+ ( z - x)
2

+ ( x - y)
2

.
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利用 C的表示式 ( 23.7 ) ,可得

( y - z)
2

+ ( z - x)
2

+ ( x - y)
2

  = 2· ( x2 + y2 + z2 ) - 2( xy + yz + zx )

  = 2 a
2

- 2
- a2

2
= 3 a

2
.

此处用到

xy + yz + zx = -
1
2

( x
2

+ y
2

+ z
2

) = -
a

2

2
.

这样就有

cosα=
y - z

3 a
.

再利用 (23.7)可以解得

( y - z)2 = 2 a2 - 3 x2 .

与上式一起代入 (23.6) ,得

d l =
3 ad x

2 a
2

- 3 x
2

.

  另外 ,还是由 (23.7 )联立消去 z, 得到 C在 x Oy 平面上的投

影曲线 Cx y为

x2 + y2 + ( x + y)2 = a2 ,

z = 0 .
或

x
2

+ y
2

+ xy -
a2

2
= 0 ,

z = 0 .

这条曲线是 xO y 平面上的椭圆 , 可以解出 y, 得两个函数 y =

y1 ( x ) 与 y = y2 ( x ) , 这 两 个 函 数 都 定 义 在 区 间

-
2
3

a,
2
3

a 上 .它们分别对应 Cx y 的两段弧 , L1 与 L2 .这

样 ,原来的曲线积分可化成

∫C
x

2
d l =∫L

1

x
2

d x
| cosα|

+∫L
2

x
2

d x
| cosα|

= 2∫
2
3

a

- 2
3

a

3 ax
2

2 a
2

- 3 x
2

d x .
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令  t =
3
2

x
a

,则有

∫C
x

2
d l =

4
3

a
3∫

1

- 1

t

1 - t2
d t =

2π
3

a
3

.

  (方法 3 )  第三种做法的思路是将空间曲线 C表示成参数方

程 .由于 C是球面 x2 + y2 + z2 = a2 被平面 x + y + z = 0 切割的大

圆 .如果先作坐标变换 ,将平面 x + y + z = 0 的法向量 n= i+ j + k

作为新坐标的一个坐标轴的方向 ,而其他两个是在该平面上的两

个正交向量 ,这样在新坐标系下 ,曲线 C就是坐标平面上的一个

半径为 a 的圆 ,由此可以很简单地把参数方程写出来 .

首先作坐标变换 ,取新坐标系 ( e1 , e2 , e3 ) ,使得

e3 =

1

3

1

3

1

3

,  e1 =

1

2

- 1

2

0

,  e2 =

1

6

1

6

- 2

6

.

这里 e3 是平面 x + y + z = 0 的单位法线向量 ,而 e1 与 e2 分别是平

行该平面的两个相互垂直的向量 .设新坐标系的坐标为 ( u, v, w) ,

则其过渡矩阵 T为

T =

1

2

1

6

1

3

- 1

2

1

6

1

3

0
- 2

6

1

3

.

显然 , T是正交矩阵 ,从而有 TT = T - 1 .而且新旧坐标之间有关系
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u

v

w

= T- 1

x

y

z

=

1

2

- 1

2
0

1

6

1

6

- 2

6

1

3

1

3

1

3

x

y

z

. (23 .8)

  在 ( u, v, w)坐标系下 ,曲线 C的表示为很简单的形式

C:
u

2
+ v

2
+ w

2
= a

2
,

w = 0

即
u2 + v2 = a2 ,

w = 0 .

将其用参数方程表示有

C:

u = acos t,

v = asin t ,

w = 0 .

再利用 (23.8)反回到原坐标系

x

y

z

= T

acos t

asin t

0

= a

1

2

1

6

- 1

2

1

6

0
- 2

6

cos t

sin t
.

这就是曲线 C的参数方程 .

由于坐标变换 T是正交变换 ,因而

( d l)2 = ( d x)2 + ( d y)2 + ( d z)2 = ( d u)2 + ( d v)2 + ( d w)2

= a2 sin2 t( d t)2 + a2 cos2 t( d t)2 = a2 ( d t)2 ,

d l= ad t ,

x
2

=
a

2
cos t + a

6
sin t

2

.
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于是 ,原积分变成

∫C
x2 d l =∫

2π

0
a3 cos t

2
+

sin t

6

2

d t = 2π
3

a3 . 【解毕】

【注】 这里三种做法都有一定的综合性和技巧 .但从计算曲线积

分的概念角度分析 ,都是基本内容 ,所用技巧与综合知识则是线性

代数与几何方面的内容 .

综例 23.5.3  求∮C

�3

�x3 ln 1
r

d x -
�3

�y3 ln 1
r

d y, 其中 r =

x
2

+ y
2

, C为任一条不过原点的闭曲线 ,取逆时针方向 .

【解】 先将导数求出来 .

�
�x

ln 1
r

= -
�
�x

( ln r) = -
1
r
·
�r
�x

= -
1
r
·

x
r

= -
x

r
2 ,

�
2

�x
2 ln

1
r

= �
�x

-
x

r2 = - r
2

- 2 x
2

r
4 .

利用 x与 y 的对称性 ,可得

�2

�y
2 ln 1

r
= -

r2 - 2 y2

r
4 .

由此可知

�2

�x2 ln
1
r

+
�2

�y2 ln
1
r

= -
2 r2 - 2 ( x2 + y2 )

r4 = 0 ,

或者写成Δ
2

ln
1
r

= 0 .这是一个有用的结果 ,即函数 ln
1
r
满

足Δ2 f = 0 ,它是调和函数 .

进一步检验可积性条件 .令

X = �
3

�x
3 ln

1
r

, Y = - �
3

�y
3 ln

1
r

,

由此
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�Y
�x

-
�X
�y

= -
�4

�x�y3 ln
1
r

-
�4

�y�x3 ln
1
r

= -
�

2

�x�y
�2

�y2 ln 1
r

+
�2

�x2 ln 1
r

= - �
2

�x�y
Δ 2 ln

1
r

= 0 .

由此可知 :当 C为任一条不包含原点的闭曲线时 ,则有

∮C
X d x + Yd y = 0 .

  当 C为包围原点的闭曲线时 ,取 C0 为单位圆且取正向 ,则有

∮C
Xd x + Yd y =∮C

0

Xd x + Yd y .

由于

X =
�3

�x
3 ln

1
r

=
1
r

6 (8 x2 - 2 r2 x - 4 r2 ) ,

Y = -
�

3

�y3 ln
1
r

=
- 1
r6 (8 y

2
- 2 r

2
y - 4 r

2
) .

于是

∮C
X d x + Yd y = ∮

x2 + y2 = 1

Xd x + Yd y

  =∮C
0

(8 x2 - 2 x - 4) d x - (8 y2 - 2 y - 4) d y

  = �
x2 + y2≤1

(0 + 0) dσ= 0 .

可见 ,对于任何不过原点的闭曲线 ,均有

∮C

�
3

�x3 ln
1
r

d x -
�

3

�y3 ln
1
r

d y = 0 . 【解毕】

【注】 本题亦可以求其原函数 u( x, y) .

首先用曲线积分求原函数 .选路径由 A ( 0 , 1 )经 B( x, 1 )至

P( x, y) ,即
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u( x, y) =∫
AB P

X d x + Yd y

=∫
x

0

�3

�x3 ln 1
r y = 1

d x -∫
y

1

�3

�y3 ln 1
r

d y

= �
2

�x
2 ln 1

r

( x , 1 )

( 0 , 1 )
- �

2

�y
2 ln

1
r

( x, y)

( x, 1 )

= - r
2

- 2 x
2

r
4

( x, 1 )

( 0 , 1 )
+ r

2
- 2 y

2

r
4

( x , y)

( x , 1 )

= - y
2

- x
2

r
4

( x , y)

( 0 , 1 )
= - y

2
- x

2

r
4 + 1 .

  另外 ,亦可用凑微分的方法 .因为

�
�x

arctan
y
x

=
- y

x
2

1 +
y
x

2 = - y
x

2
+ y

2 = - - y
r

2 = �
�y

ln
1
r

;

�
�y

arctan
y
x

=

1
x

1 +
y
x

2 = x
x

2
+ y

2 = x
r

2 = - �
�x

ln
1
r

.

由此有

Xd x + Yd y

  = �
2

�x
2

�
�x

ln
1
r

d x - �
2

�y
2

�
�y

ln
1
r

d y

  = -
�

2

�x
2

�
�y

arctan
y
x

d x -
�

2

�y
2

�
�x

arctan
y
x

d y

  = �
�x

-
�

2

�x�y
arctan

y
x

d x + �
�y

-
�

2

�x�y
arctan

y
x

d y

  = d -
�2

�x�y
arctan

y
x

.

即有原函数
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u( x, y ) = -
�2

�x�y
arctan

y
x

= - y
2

- x
2

( x
2

+ y
2

)
2 .

这与前面的结果是一致的 .

综例 23.5.4  若 X( x, y ) , Y ( x, y)在区域 D中连续 ,证明以下估

计的正确性 :对 D中任何曲线 L 有

∫L
Xd x + Yd y ≤ lM .

式中 , l是积分路径 L 的长度 , M = max
( x, y) ∈ L

X
2

+ Y
2

.

【证】 由于结果中涉及到 L的弧长 ,因此应该将其与第一型曲线

积分联系起来 ,为此 ,令

F = Xi + Y j ,

及 d l = d x i + d y j = τ0 d l,

其中τ0 是曲线 L的单位切线 ,且可设

τ0 = cosαi + cosβj ,

α,β分别是τ0 与 x轴、y轴的夹角 .

这样

∫L
X d x + Yd y =∫L

F·d l =∫L
( F·τ0 ) d l .

从而

∫L
X d x + Yd y ≤∫L

| F·τ0 | d l

  ≤∫L
‖ F‖‖τ0‖d l =∫L

‖F‖d l

  ≤ M∫L
d l = Ml .

其中  ‖F‖ = X2 + Y2 , M = max
( x , y )∈ L
‖F‖ . 【证毕】

【注】 (1 )利用这个结果 ,可以用来估计某些计算不出来的曲线积
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分 .例如 ,估计

JR = ∮
x2 + y2 = R2

yd x - xd y
( x

2
+ y

2
+ x y)

2 .

因为

X
2

+ Y
2

=
y2 + x2

( x2 + y2 + xy )4 ,

先求

max
x2 + y2 = R 2

x2 + y2

( x2 + y2 + xy )4 = max
x2 + y2 = R2

R2

( R2 + xy )4 .

可以换成求

min
x2 + y2 = R2

( R
2

+ xy )
4

.

利用求条件极值的方法 ,可知当 x = - y =
R

2
时 , ( R2 + x y)4 取到

最小值 ,即

min
x2 + y2 = R2

( R
2

+ x y)
4

= R2 - R
2

2

4

=
R8

16
.

从而有

M
2

= max
x2 + y2 = R 2

x
2

+ y
2

( x2 + y2 + xy )4 =
16
R6 .

利用上面的估计公式得

| JR | = ∮
x

2
+ y

2
= R

2

yd x - xd x
( x2 + y2 + xy )2 ≤

4
R3 ·2πR =

8π
R2 .

  ( 2 )对于函数
x2 + y2

( x2 + y2 + x y)4 在 x2 + y2 = R2 上最大值的计

算 ,亦可以利用不等式来估计 .

x2 + y2

( x2 + y2 + x y)4 =
R2

( R2 + xy )4 ≤
R2

( R2 - | x y | )4

≤
R2

R
2

-
x2 + y2

2

4
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=
R2

R2 -
R2

2

4 =
16
R6 .

  (3 )显然本题结果可以推广到空间的曲线积分 ,即

∫L
X d x + Yd y + Zd x ≤ Ml ,

其中  M
2

= max
( x, y, z) ∈ L

( X
2

+ Y
2

+ Z
2

) , l是曲线 L 的弧长 .

综例 23.5.5  若 X( x , y ) , Y ( x, y )在单连通区域 D上连续可导 ,

且对任何属于 D的圆周珟C,其线积分

∮珟C X d x + Yd y = 0 .

证明 ,对任何 D中闭曲线 C,都有∮C
X d x + Yd y = 0 .

【证】 从条件与结果分析 , 此积分应满足可积性条件 , 即
�Y
�x

=

�X
�y

.首先我们来证明这一论断 .为此 ,设 P( x, y )为区域 D内任一

点 ,今断言
�Y
�x

-
�X
�y

= 0 .如若不然 ,今有 D内一点 P0 ( x0 , y0 ) , 使

得

Δ( x0 , y0 ) =
�Y
�x

-
�X
�y
≠ 0 .

不失一般性 ,设Δ( x0 , y0 ) > 0 .

由
�X
�x
及
�Y
�y
的连续性可知 ,存在以 P0 为圆心 ,半径为 r 的圆

域 C r ,在其中Δ( x, y ) > 0 .从而

∮C
r

X d x + Yd y =�
D

r

�Y
�x

- �X
�y

dσ

= �
x2 + y2≤ r2

Δ( x, y) dσ> 0 .
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与假设矛盾 .可见必有
�X
�y

=
�Y
�x

.在 D内成立 .

再由于 D是单连通域 ,由曲线积分与路径无关的充要条件可

知 ,对 D中任意闭路径 C,均有

∮C
X d x + Yd y = 0 . 【证毕】

综例23.5.6  设 I =∮L

yd x - xd y
A x 2 + 2 Bx y + Cy2 , ( B

2
- AC < 0 ) .其中

L为不过原点的闭曲线 ,取逆时针为正向 ,试求 I .

【解】 要计算一般闭路径上的曲线积分 ,最好计算一下
�Y
�x

-

�X
�y
之值 ,看利用格林公式是否会简单一些 .

首先

�
�y

y
A x

2
+ 2 B x y + Cy

2

=
( Ax 2 + 2 Bx y + Cy 2 ) - y (2 Bx + 2 Cy)

( Ax2 + 2 Bx y + Cy2 )2

=
Ax 2 - Cy 2

( Ax 2 + 2 Bx y + Cy 2 )2 ;

�
�x

- x
A x2 + 2 Bx y + Cy2 = -

Cy2 - Ax2

( Ax2 + 2 Bx y + Cy2 )2 .

此积分满足可积性条件
�Y
�x

=
�X
�y

.

因此 ,对于任何不包围原点 ( 0 , 0)的闭曲线其积分 I = 0 .

而对于任何包围原点 ( 0 , 0 )的闭曲线 , 其积分 I =∮L
X d x +

Yd y是一常数 ,为计算简单计 ,今取特殊闭路径 L0 : Ax 2 + 2 Bx y +

Cy
2

= 1 .由于有 B
2

- A C< 0 ,显然 L0 是以 ( 0 , 0)为中心的一个椭
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圆 .这样

I =∮L

y d x - xd y
A x2 + 2 Bx y + Cy2 =∮L

0

yd x - xd y
A x2 + 2 Bx y + Cy2

=∮L
0

yd x - xd y = �
A x

2
+ 2 Bx y + Cy

2
≤ 1

- 2dσ

= - 2 S( L0 ) .

S( L0 )是由椭圆 A x2 + 2 B x y + Cy2 = 1 所围之面积 ,此面积的计算

有多种方法 .下面利用代数中化二次型为标准型的结果 ,来计算该

椭圆的长、短半轴 ,从而求出其面积 .

由于  A x2 + 2 Bx y + Cy2 = ( x , y )
A B

B C

x

y
, 由特征值与

特征向量 ,可知

A B

B C
～
λ1 0

0 λ2
.

同时  A x
2

+ 2 B x y + Cy
2

= 1 ,通过两单位化正交特征向量的变

换 ,可得

λ1 u
2

+λ2 v
2

= 1 .

此处λ1 ,λ2 为矩阵
A B

B C
的特征值 .这里进行的是旋转变换 , 两

个半轴是
1
λ1
和

1
λ2

.而由特征值的性质可知

λ1 ·λ2 =
A B

B C
= AC - B

2
> 0 .

椭圆λ1 2 u2 +λ2 v2 = 1 的面积 S =
π

λ1·λ2
=
π

A C - B
2

.在正交变

换下 ,图形面积不变 ,它也就是 S( L0 ) ,所以

∮L
0

yd x - xd y
A x2 + 2 Bx y + Cy2 =

- 2π

AC - B
2

.
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  综合起来得

∮L

yd x - xd y
A x2 + 2 Bx y + Cy2 =

0  ,  当 C不包围 (0 ,0 ) 点 ;

- 2π

AC - B
2

, 当 C包围 ( 0 , 0) 点 .

【解毕】

综例 23.5.7  计算积分

J =∫L
(e x sin y - my) d x + ( ex cos y - m) d y,

其中 L为由 A ( a, 0)至 O( 0 , 0)的上半圆周 x2 + y2 = a x .

【解】 该题若直接通过将 L 表成参数方程计算 , 会变得比较复

杂 .下面利用部分全微分以及格林公式两种方法求解 .

(方法 1 )利用部分全微分处理 :由于

( e
x
sin y - my) d x + ( e

x
cos y - m) d y

 = sin yde
x

+ e
x
dsin y - myd x - md y

 = d( ex sin y) - md y - myd x,

这样

J =∫L
( ex sin y - my ) d x + (e x cos y - m) d y

=∫
O( 0 , 0 )

A( a , 0 )
d( e

x
sin y - my ) - m∫

x
2

+ y
2

= ax

y d x

= ( e
x
sin y - my)

( 0 , 0 )

( a , 0 )
- m∫

0

a
y ( x) d x

= m∫
a

0
y( x) d x =

1
2

m·π
a
2

2

=
mπ
8

a
2

.

这里∫
a

0
y( x) d x正是以

a
2
为半径的半圆面积 .

(方法 2 ) 为利用格林公式 ,补上 O到 A 的直线段 ,由于
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∫OA
( e

x
sin y - my ) d x + ( e

x
cos y - m) d y = 0 ,

从而

∮
L+ OA

=∫L
+∫O A

=∫L
.

这样

∫L
=∮

L+ OA

(e
x
sin y - my) d x + ( e

x
cos y - m) d y

= �
x2 + y2≤ ax
y≥ 0

mdσ=
πma

2

8
. 【解毕】

【注】 本题是计算曲线积分的典型方法 , 对该题还可以作以下

推广 :

J =∫L
[φ( y) ex - my] d x + [φ′( y)e x - m] d y

式中φ( y)为导数连续的函数 , L为从点 A ( x1 , y1 )到点 B( x2 , y2 )

的任一路径 .

由于

[φ( y) e
x

- my ] d x + [φ′( y) e
x

- m] d y

  = φ( y) dex + ex dφ( y ) - md y - myd x

  = d(φ( y )e x - my ) - myd x .

则

J =∫
B( x

2
, y

2
)

A( x
1

, y
1

)
d(φ( y )ex - my ) -∫L

AB

m y d x

= e
x
φ( y)

( x
2

, y
2

)

( x
1

, y
1

)
- my

y
2

y
1

- m∫
x
2

x
1

yd x

= e
x

2φ( y2 ) - e
x
1φ( y1 ) - m( y2 - y1 ) - mS ( LAB ) ,

其中 S( LAB )是在区间[ x1 , x2 ]上曲线 L与所夹之代数面积 .如果

利用格林公式 ,则有
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∫L
AB

=∮L
AB+ BA

-∫BA
=�D

md xd y -∫A B
.

综例 23.5.8  设 f ( x )二阶连续可导 ,且满足条件 :

( i ) f ( 1) = f′(1 ) = 1 .

( ii )∮C

y2

x
+ x f

y
x

d x + y - x f′
y
x

d y = 0 对任何不

与 y轴相交的封闭曲线 C 成立 .

求 f ( x) = ?

【解】 这是一道微分方程与曲线积分综合的题目 .首无 ,利用可积

性条件
�X
�y

=
�Y
�x

,推出

�
�y

y
2

x
+ x f

y
x

=
�
�x

y - x f′
y
x

,

即

2 y
x

+ f′
y
x

= - f′
y
x

+ x f″
y
x
· y

x
2 .

令  u =
y
x

,则得微分方程初始值问题

u f″( u) - 2 f′( u) = 2 u,

f ( 1) = f′( 1) = 1 .

这是高阶可降阶方程 ,令 p( u) = f′( u) ,则

p′( u) -
2
u

p ( u) = 2 ,

p( 1) = 1 .

将方程两边同乘
1
u

2 ,得  
p

u2 ′=
2
u

2 ,

∫
u

1

p
u

2 ′d u =∫
u

1

2
u

2 d u,
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p
u2 - 1 =

2
u

1

u
= 2 -

2
u

,

f′( u) = p = 3 u2 - 2 u,

f ( u) - 1 =∫
u

1
( 3 u2 - 2 u) d u = u3 - u2 ,

即 f ( u) = u3 - u2 + 1 .

  可以求出其原函数 ,取积分路径 ( 1 , 0)→ ( x, 0)→ ( x, y)

u( x, y) =∫
( x , 0 )

( 1 , 0 )

y
2

x
+ x

y
x

3

- x
y
x

2

+ x d x

+∫
( x , y)

( x , 0 )
y - x 3

y
x

2

- 2
y
x

d y

u( x, y ) =∫
x

1
xd x +∫

y

0
y - 3

y2

x
- 2 y d y

= x
2

2
- 1

2
- y

2

2
- 1

x
y3

=
x

2

2
-

y
2

2
-

y
3

x
-

1
2

. 【解毕】
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第 24章  第一、二型曲面积分

24.1  引   言

  曲面积分与曲线积分一样也分为第一型 (对曲面 )的曲面积分

与第二型 (对坐标 )的曲面积分 .最主要内容是两类曲面积分的计

算以及高斯公式和斯托克斯公式的运用 .

理解曲面积分在概念上没多大困难 ,因为仍是和式的极限 ,而

在计算上却比较复杂 .掌握好曲面积分计算的关键在于掌握好面

微分向量的多种表示形式 .

这部分内容一般综合性强 ,计算相对比较复杂 ,学习时注意这

一特点 .

24.2  曲面积分的概念与计算

1. 空间曲面的面微分向量的表示

  在曲面积分中 ,我们总是考虑光滑的、或逐片光滑的具有双、

侧的曲面 .因此可以认为曲面上每点都有法线方向 ,而且法线方向

在曲面上连续变化并指向同一侧 .这样 ,我们可以把这样的空间曲

面的一侧定为正向 ,这种确定有正向的曲面称为有向曲面 ,这种定

向方法与空间曲线用其切线向量确定方向是类似的 .

对于有向曲面 S上一点 P ,以该点切平面上的微小面积作为

该曲面的面微分元素 ,记成 d S ,若加上该点切平面之法线方向 ,就

构成了空间曲面的面微分向量 , dS = n0 d S ,其大小为面微分元面

积 d S,而方向为该点曲面指向正侧的单位法线向量 n0 .



这样一来 ,只要给定了曲面的具体表达式 , 面微分元素 d S 与

面微分向量就可以用给定的曲面函数关系表示出来 .

通常我们将面微分向量写成向量的投影形式

dS = d y∧ d z i + d z ∧ d x j + d x∧ d yk . (24 .1)

这里 d y∧d z , d z∧ d x 和 d x∧d y 表示面微分向量 dS分别在坐标

平面 yOz , zO x及 xO y 上的投影 ,这种量是有正负的 .这里用记号

d y∧d z, d z∧d x及 d x∧d y,而不用 d yd z, d zd x及 d xd y是为了区

别于二重积分的记号 .

另一方面 ,由 dS= n0 d S,其中 n0 是曲面的单位法线向量

n0 = cosαi + cosβj + cosγk . (24 .2)

有

dS = n0 d S = d S·cosαi + d S·cosβj + d S·cosγk .

(24 .3)

比较 (24 .1)与 (24 .3)可知

( dS) y O z = d y∧ d z = d S·cosα,

( dS) z O x = d z∧ d x = d S·cosβ,

( dS) x O y = d x∧ d y = d S·cosγ,

(24 .4)

  如果给定曲面用显式表示 , z = f ( x, y) ,则有

n =
�f
�x

i +
�f
�y

j - k .

从而

n0 =

�f
�x

i +�f
�y

j - k

�f
�x

2

+
�f
�y

2

+ 1

,  cosγ=
- 1

�f
�x

2

+
�f
�y

2

+ 1

.

由 (24 .4)可得 ,面微分向量

dS=
d S

�f
�x

2

+
�f
�y

2

+ 1

�f
�x

d y∧ d z i
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 +
�f
�y

d z∧ d xj - d x∧ d y k , (24 .5)

面微分元素

d S =
d x∧ d y

cosγ
=
�f
�x

2

+
�f
�y

2

+ 1 d xd y . (24 .6)

  如果给定曲面用隐函数表示为 F( x, y, z) = 0 ,则其法线向量为

n= �F
�x

i +�F
�y

j +�F
�z

k,

从而 n0 =

�F
�x

i +
�F
�y

j +
�F
�z

k

�F
�x

2

+
�F
�y

2

+
�F
�z

2
,

cosγ=

�F
�z

�F
�x

2

+
�F
�y

2

+
�F
�z

2
.

因此得面微分向量

dS= d S

�F
�x

2

+
�F
�y

2

+
�F
�z

2

�F
�x

d y∧ d z i

 +�F
�y

d z ∧ d x j +�F
�z

d x∧ d yk , (24 .7)

d S =
d x ∧ d y

cosγ

=

�F
�x

2

+
�F
�y

2

+
�F
�z

2

�F
�z

d xd y . (24 .8)

例 24 .2 .1  锥面 z = k x 2 + y2 ( k > 0) ,求面微分向量表达式 .

【解】 由于有
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�z
�x

= k
x

x2 + y2
,
�z
�y

= k
x

x2 + y2
,

若取锥面外侧为正向 ,此时 ,法线方向 n与 z 轴总成钝角 , 因此 n

在 z 轴上投影总为负 ,这样 , n应表示成

n=
�z
�x

i +
�z
�y

j - k

=
kx

x
2

+ y
2
i +

ky

x
2

+ y
2

j - k,

dS= d S

1 + k2
( kx d y∧ d z i + kyd z ∧ d x j - d x∧ d yk) ,

d S = 1 + k
2

d xd y .

  若锥面用隐式表示成 z
2

- k
2

( x
2

+ y
2

) = 0 ,并规定包含 z 轴的

部分为内侧 ,并设外侧为正向 .此时

n=
�F
�x

i +
�F
�y

j +
�F
�z

k

= k
2

xi + k
2

y j - zk .

因为 ,当 z > 0 时 ,外侧的法线方向 n在 z 轴上投影为负 ,即为 - z;

而当 z < 0 时 , n在 z 轴上投影为正 ,也是 - z .从而有

dS=
d S

k4 ( x2 + y2 ) + z2
( kx d y∧ d zi

 + kyd z ∧ d x j - zd x∧ d yk)

=
1

k
2

+ 1 | z |
( kxd y∧ d zi

 + kyd z ∧ d x j - zd x∧ d yk) ,

d S = k2 + 1d xd y . 【解毕】

例 24 .2 .2  平面 ax + by + cz = d, a, b, c不全为 0 .求面微分向量

表达式 .

【解】 由于法线方向可表示成
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ai + bj + ck,

若 c≠0 ,且规定法线正方向为与 z 轴成锐角 ,此时

n0 = sgnc

a2 + b2 + c2
( ai + bj + | c | k) ,

dS=
sgnc

a
2

+ b
2

+ c
2

( ad y∧ d z i + bd z∧ d x j

 + | c | d x∧ d yk) ,

d S =
a

2
+ b

2
+ c

2

| c |
d xd y .

这里 sgnc是符号函数 . 【解毕】

例 24 .2 .3  球面 x
2

+ y
2

+ z
2

= r
2

, ( r > 0 ) .且规定外侧为曲面的

正向 ,求面微分向量表达式 .

【解】 n0 =
1

x
2

+ y
2

+ z
2

( x i + yj + zk) .

若令 r= x i + y j + zk,则 | r| = x
2

+ y
2

+ z
2

= r,于是

n0 =
x
r

i +
y
r

j +
z
r

k =
1
r
r = r0 .

这样

dS=
1

x
2

+ y
2

+ z
2

( xd y∧ d z i + yd z ∧ d x j + zd x∧ d yk)

=
1
r

( xd y∧ d z i + yd z ∧ d x j + zd x∧ d yk)

= cosα·d y∧ d z i + cosβ·d z ∧ d x j + cosγ·d x∧ d yk

= r0 d S .

这是因为 ,在球面上 r= x i + yj + zk的方向余弦有

x
r

= cosα,  y
r

= cosβ,  z
r

= cosγ.

关系式
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dS = r0 d S =
1
r
rd S

在球面上的曲面积分计算中 ,有时很有用 .

由此可得面微分元素

d S =
r

| z |
d xd y .

  对于球面上的面微分元素 ,当球面方程用参数方程表示时 ,即

x = rsinθcosφ,

y = rsinθsinφ,

z = rcosθ.

此处 r > 0 是常数 , 0≤θ≤π,0≤φ≤2π .d S 有比较简单的表示 ,即

d S = r2 sinθdθdφ .

这种球面的面微分元素 ,在对球面的曲面积分中有时可大大简化

计算 . 【解毕】

2 . 两类空间曲面积分的定义和性质

设函数 u = f ( x, y, z)定义在一空间曲面 S上 .

第一型曲面积分是对曲面的积分和式的极限 ,即

lim
λ→ 0∑

n

i = 1

f ( xi , yi , zi )ΔSi =�
S

f ( x, y, z) d S .

ΔSi 是对曲面 S 作任意分划的典型面积元素 , ( x i , yi , zi )是ΔSi 上

的一个点 ,ΔSi 也表示该面积元素的面积 ,注意ΔSi≥0 .

对第一型曲面积分的定义及性质只强调以下几点 :

第一 ,被积函数 f ( x, y, z)取值于给定的空间曲面上 ,因此实

际上它是二元函数 ;另外面积元素 d S是非负的 ;

第二 ,曲面积分对区域的可加性是很重要的 ;

第三 ,第一型曲面积分的不等式性质也成立 ,特别是有

�
S

f ( x, y, z) d S ≤�
S

| f ( x , y , z) | d S,
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若在 S上成立 m≤ f ( x, y, z)≤M, m则有

mS ≤�
S

f ( x , y, z) d S≤ MS

其中 S =�
S

d S是曲面 S 的面积 .

第二型曲面积分是对坐标投影的积分和式的极限 ,此时首先

要求 S是定向的空间曲面 ,具体来说是

lim
λ→0∑

n

i = 1

f ( x i , yi , zi )Δσx y =�
S

f ( x , y , z) d x∧ d y,

这里Δσx y是将有向曲面 S 任意分划成 z 有向面微元在 xO y 平面

的投影 ,这是有正负的值 ,符号的正负取决于有向面微元的正法向

与 x轴夹角θ是小于还是大于
π
2

.

关于第二型曲面积分的定义作以下几点说明 :

第一 ,被积函数 f ( x, y, z)取值于曲面 S上 ,因此实际上是二

元函数 ,这与第一型曲面积分一样 ;但不同的是 d x∧d y是有向面

微分向量 dS在 x Oy 坐标平面上的投影 ,这是有正负的 .

第二 ,第二型曲面积分的实际背景是物理上通量的概念 .例

如 ,有一流速场 ,设流速向量函数 v = X ( x, y, z) i + Y ( x , y, z ) j +

Z( x, y, z)k,则通过曲面 S的指定方向的流量就是

Q =�
S

v·dS =�
S

X d y∧ d z + Yd z ∧ d x + Zd x∧ d y .

  第三 ,对第二型曲面积分 ,对区域的可加性仍然是十分重要的

性质 .

第四 ,在目前大多数教材中 , d x∧d y, d y∧ d z 和 d z∧d x也记

成 d xd y, d yd z和 d zd x ,它们与二重积分面积元的区分 ,就靠题意

中是曲面积分还是二重积分而定。

3. 两型曲面积分的计算

曲面积分的计算与曲线积分类似 ,首先是曲面及其面微分元素
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或面微分向量的表示 ,然后是化成二重积分求值 .具体来说如下 :

若曲面 S由 z = f ( x, y)表示 ,则通过“三变换”可化成二重积分 .

首先 ,对于第一型曲面积分�
S

f ( x, y , z ) d S;通过一变被积函

数为 f ( x , y, z( x, y) ) (因为被积函数取值于曲面 S上 ) ;二变面微

分元 d S =
d xd y
| cos r |

;三变曲面域 S 为在 xOy 坐标面上的投影域

D x y ,即

�
S

f ( x , y , z) d S =�
D

xy

f ( x , y , z( x, y) )
�f
�x

2

+
�f
�y

2

+ 1 d xd y .

  对于第二型曲面积分 ,在计算中的“三变换”与前面不同的是

“二变”面微分投影元 d x∧d y 为二重积分的面微元 d xd y,具体来

说是 ,当有向面的指定正向的法向量与坐标面 xO y法向 k成锐角

时 ,取 d x∧d y = d xd y,否则取 d x∧d y = - d xd y .因此有

�
S

f ( x, y, z) d x∧ d y =�
D

x y

f ( x, y, z( x, y) ) (± d xd y) .

例 24 .2 .4  计算 J =�
S

( x + y + 2 z)
2

d S ,其中

S:
x2 + y2 + z2 = a2 , ( a > 0 ) ,

z ≥ 0 .

【解】 首先利用曲面 S的表达式简化被积函数

J =�
S

( x2 + y2 + 4 z2 + 2 xy + 4 yz + 4 zx ) d S .

显然有

�
S

x yd S =�
S

y z d S =�
S

z x d S = 0 .

这是因为曲面 S 是关于 xO y 平面及 yOz 平面对称 ,而被积函数

是 x或 y 的奇函数 .再利用在曲面 S 上有关系 x
2

+ y
2

+ z
2

= a
2

,
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可将积分化成

J =�
S

( a
2

+ 3 z
2

) d S .

下面用几种方法进行求解 .

(方法 1 )  将曲面表示成 z = a2 - x2 - y2 ,则

�z
�x

= - x

a2 - x2 - y2
, �z
�y

= - y

a2 - x2 - y2
,

d S = d xd y
| cosγ|

=
�z
�x

2

+
�z
�y

2

+ 1 d xd y

=
ad xd y

a
2

- x
2

- y
2

.

从而有

�
S

z
2

d S = �
x

2
+ y

2
≤ a

2

( a
2

- x
2

- y
2

)
ad xd y

a
2

- x
2

- y
2

= a�
x2 + y2≤ a2

a
2

- x
2

- y
2

d xd y =
2
3
πa

4
.

上式最后结果是根据二重积分几何意义得到的 , 因为 z =

a
2

- x
2

- y
2
是一个上半球面方程 .这样一来

J =�
S

( a2 + 3 z2 ) d S = a2�
S

d S + 3�
S

z2 d S

= 2πa
4

+ 3·
2
3
πa

4
= 4πa

4
.

以下各种方法 ,只计算�
S

z2 d S .

(方法 2 )  若曲面 S: x
2

+ y
2

+ z
2

= a
2

,则

n= x i + y j + zk,  n0 =
x i + y j + zk

x
2

+ y
2

+ z
2

=
1
a

( x i + y j + zk) ,

 d S =
d xd y

| cosγ|
=

a
| z |

d xd y .
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于是有

�
S

z
2

d S = �
x

2
+ y

2
≤ a

2

z
2
·

a
z

d xd y = �
x
2

+ y
2
≤ a

2

az d z

=
2
3
πa

4
.

后一结果亦是利用二重积分几何意义求得的 .

(方法 3 )  由于 S 是球面 , 可以利用球面坐标系下的面微分

元 ,即

S:

x = asinθcosφ,

y = asinθsinφ,

z = acosθ.

d S = a2 sinθdθdφ .

从而

�
S

z
2

d S =∫
π
2

0
dθ∫

2π

0
a

2
cos

2
θ· a

2
sinθdφ

= a
4∫
π
2

0
cos

2
θ·sinθdθ∫

2π

0
dφ=

2
3
πa

4
. 【解毕】

例 24 .2 .5  计算 I1 =�
S

( x + y + 2 z)
2

d x∧ d y  和 I2 =�
S

( x + y

+ 2 z)
2

d y∧ d z .其中

S:
x

2
+ y

2
+ z

2
= a

2
 ( a > 0) ,

z≥0 .

取球的外侧为正向 .

【解】 与例 24 .2 .4 类似 ,首先化简被积函数为 :

I1 =�
S

( a
2

+ 3 z
2

) d x∧ d y,

I2 =�
S

( a2 + 3 z2 ) d y∧ d z .
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I1 = �
x

2
+ y

2
≤ a

2

[ a
2

+ 3 ( a
2

- x
2

- y
2

) ] d xd y,

这里 d x∧ d y = d xd y 是因为上半球外法线方向与 z 轴夹角小于

π
2

,这样一来

I1 = 4 a
2 �

x2 + y2≤ a2

d xd y - 3∫
2π

0
dφ∫

a

0
ρ

3
dρ

= 4πa4 - 3 π
2

a4 = 5
2
πa4 .

  对于 I2 的计算 ,由于 S 作为 x 的函数是双值的 ,因此要分成

两块 :

S1 :
x = a

2
- y

2
+ z

2
,

z ≥ 0 .
及 S2 :

x = - a
2

- x
2

- y
2

,

z ≥ 0 .

由于 S取外法线方向为正方向 ,因此在 S1 面上 ,外法向与 x轴夹

角小于
π
2

,因而有

d y∧ d z = d yd z .

而在 S2 上 ,外法向与 x轴夹角大于
π
2

,因而有

d y∧ d z = - d yd z .

于是

I2 =�
S

1

a
2

+ 3 z
2

d y∧ d z +�
S
2

a
2

+ 3 z
2

d y∧ d y

= �
y2 + z 2≤ a2

z≥ 0

z2 d yd z + �
y2 + z2≤ a2

z≥0

z2 ( - d yd z)

= �
y2 + z 2≤ a2

z≥ 0

z
2

d yd z - �
y2 + z2≤ a2

z≥0

z
2

d yd z = 0 .
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这个结果亦可以从和式极限的定义分析出来 . 【解毕】

例 24 .2 .6  设 S: x2 + y2 + z2 = R2 ,求 I =�
S

z d S ,当取 S外侧

为正向 ,求 J =�
S

z d x∧ d y .

【解】 关于 I的计算 , 我们可以像在例 24 .2 .4 中那样有多种途

径 ,其结果是 I =�
S

z d S = 0 .另外也可以利用球面的重心公式得

出这个为零的结果 .

下面计算 J ,这时须将 S 分成两块 : S1 : z = R
2

- x
2

- y
2

,

S2 : z = - R
2

- x
2

- y
2

.由于 S 取外法向为正 , 则在 S1 上 ,

d x∧ d y = d xd y , 在 S2 上 , d x∧ d y = - d xd y .这样一来

J =�
S

zd x∧ d y =�
S
1

zd x∧ d y +�
S

2

zd x∧ d y

= �
x2 + y2≤ R2

R
2

- x
2

- y
2

d xd y

 + �
x2 + y2≤ R2

- R
2

- x
2

- y
2

( - d xd y)

= 2 �
x2 + y2≤ R2

R2 - x2 - y2 d xd y = 4
3
πa3 .

其结果正是半径为 R的球的体积 ,这一点从 J 的几何意义也可以

分析出来 . 【解毕】

【注】 这个例题中�
S

z d S = 0可以利用曲面 S及被积函数的对称

性而分析出来 ,因为 S关于 xO y 平面对称 ,而 z是奇函数 ,由此得

出结果为零 .但是对于第二型积分�
S

z d x∧ d y,其被积函数及曲面

·726·第 24 章  第一、二型曲面积分



S 的性质没变 ,但结果并不是零 ,其原因是 ,还有 d x∧ dy的正负性要

考虑 .因此 ,在计算第二型曲面积分时 ,曲面的对称性与被积函数奇偶

性的利用要特别小心 ,要把面微分向量投影的因素考虑在其中 .

4. 第一型曲面积分与第二型曲面积分的关系

前面强调了第一与第二型曲面积分之间的区别 , 但在一些问

题的研究中往往要将这两类积分进行互换 ,其互换的关键在于面

微分元素 d S与面微分向量 dS之间的关系 .这一点我们在 24 .2

中特别给予了阐述 ,其中最重要的关系是 ( 24 .7 )和 ( 24 .8 ) .有了这

种关系 ,我们很容易将第二型曲线积分化成第一型曲线积分 .通常

都是对向量函数

F( x , y , z) = X( x, y, z) i + Y ( x, y, z) j + Z( x, y, z)k

进行讨论 ,对给定的曲向 S的正方向有

�
S

F·dS=�
S

X d y∧ d z + Yd z ∧ d x + Zd x∧ d y

=�
S

F·n0 d S

=�
S

( Xcosα+ Ysinβ+ Zcosγ) d S .

  例如 ,当 S是球面 x2 + y2 + z2 = r2 的外侧时 ,由于

n0 =
1
r

( xi + y j + zk) =
r
r

= r0 .

这里 r= xi + yj + zk,此时

�
S

F·dS=�
S

F· r0 d S =�
S

F· r
r

d S

=�
S

( xX + yY + zZ )
r

d S

=
1
r �

x2 + y2 + z2 = r 2

( xX + Y y + zZ ) d S .
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  利用这个关系 ,我们可以容易地计算

�
S

xd y∧ d y + yd z ∧ d x + zd x∧ d y

   = 1
r�

S

( y2 + z2 + x2 ) d S = r
2

r�
S

d S = 4πr3 .

  在 S是球面下 ,由于 n0 = r0 ,这样

d S = ( n0· r0 ) d S = ( r0 ·n0 d S)

= ( r0·dS) ,

因此 ,可以将第一型曲面积分化成第二型曲面积分 ,即

�
S

f ( x, y, z) d S =�
S

f ( x , y , z) r0·dS

=�
S

f ( x, y, z)
r

r·dS

=�
S

f ( x, y, z)
r

( xd y∧ d z

 + yd z ∧ d x + zd x∧ d y) .

24 .3  高斯公式与斯托克斯公式

1 .高斯 (Gauss)公式

  高斯公式建立了在封闭曲面上的曲面积分与三重积分之间的

关系 .设在区域Ω及其边界�Ω上 ,向量函数

F( x , y , z) = X( x, y, z) i + Y ( x, y, z) j + Z( x, y, z)k

各分量 X, Y , Z及其一阶偏导数都连续 ,则以下高斯公式成立 :

�
�Ω

X d y∧ d z+ Yd z∧ d x + Zd x∧ d y

 =�
Ω

�X
�x

+
�Y
�y

+
�Z
�z

d v . (24 .9)
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其中曲面�Ω是逐片光滑的有向曲面 ,其正方向为其外侧 .

本公式的证明过程对理解与掌握曲面积分、重积分的概念与

计算很有益处 .这里对区域Ω为如图 24 .1 这种最简单的情形作

出证明 .

图  24 .1

设

S1 :
z = z1 ( x, y) ,

( x , y) ∈ Dx y .
  S2 :

z = z2 ( x, y) ,

( x , y ) ∈ Dx y .

Dx y是区域Ω在 xOy 坐标面上的投影 .在 ( 24 .9 )中若取 X = Y =

0 ,则有

�
�Ω

Zd x∧ d y =�
Ω

�Z
�z

d v .

下面证明这个结论 .

我们可以从右边证到左边 ,正如在证明格林公式中时所做的

那样 ;我们也可以从左边证到右边 ,这次用这种思路 .这个证明过

程是 ,先将第二型曲面积分变成二重积分 ,而后再由二重积分化成

三重积分 .具体来说是 ,根据图 24.1 有

�
�Ω

Zd x∧ d y =�
S

1

Zd x∧ d y +�
S
2

Zd x∧ d y

=�
D

xy

Z ( x, y, z2 ( x , y) ) d xd y
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 +�
D

xy

Z ( x, y, z1 ( x , y ) ) ( - d xd y)

=�
D

xy

[ Z( x, y, z2 ( x, y) ) - Z( x, y, z1 ( x, y ) ) ] d xd y

=�
D

xy

d xd y∫
z

2
( x, y)

z
1

( x, y)

�Z( x, y, z)
�z

d z

=�
Ω

�Z
�z

d v .

这里用到一元的牛顿-莱布尼兹公式 ,即

Z( x, y, z2 ( x, y ) ) - Z( x, y, z1 ( x, y ) )

=∫
z

2
( x, y)

z
1

( x, y)

�Z( x, y, z)
�z

d z .

  用同样的方法 ,可以证明有

�
�Ω

X d y∧ d z =�
Ω

�X
�x

d v,�
�Ω

Yd z∧ d x =�
Ω

�Y
�y

d v .

这样就证明了高斯公式 (24 .9) .

例 24 .3 .1  求 I =�
S

x
3

d y∧ d z + y
3

d z∧ d x + z
3

d x∧ d y ,其中 S:

x
2

+ y
2

+ z
2

= 2 ax ,外侧为正向 .

【解】 这是运用高斯公式计算曲面积分的典型问题 .运用该公式 ,

有

I = �
 x2 + y2 + z 2≤ 2 ax

3( x2 + y2 + z2 ) d v .

利用球坐标系 ,则

x = rsinθcosφ,

y = rsinθsinφ,

z = rcosθ.

d v = r
2

sinθd rdθdφ,
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积分区域Ω: x2 + y2 + z2≤2 a x变为 0≤ r≤2 asinθcosφ,于是

I =∫
π

0
dθ∫
π
2

- π
2

dφ∫
2 a si nθco sφ

0
3 r

2
· r

2
sinθd r

=
96
5

a
5∫
π

0
sin

6
θdθ·∫

π
2

- π
2

cos
5
φdφ

=
96× 4

5
a

5∫
π
2

0
sin

6
θdθ·∫

π
2

0
cos

5
φdφ

=
96× 4

5
·

5·3·1
6·4·2
·π

2

2

·
4·2
5·3

=
32
5
π

2
a

5
.  【解毕】

2 .斯托克斯 (Stokes)公式

这是将空间闭路径的曲线积分与空间曲面积分互化的公式 ,

设 F= X( x, y, z) i+ Y ( x, y, z) j + Z( x , y, z)k是区域Ω中的一阶

偏导数连续的向量函数 ,若 S是Ω中的有向曲面 ,�S 是其封闭的

边界曲线 , S与�S 的方向关系遵守右手法则 :即以右手拇指为 S

的正法线方向 ,四指环绕 S 的正是�S的正方向 .这时有如下的斯

托克斯公式 :

∮�S
X d x + Yd y + Zd z =�

S

i
�
�x

X

j
�
�y

Y

k
�
�z

Z

·dS

 =�
S

�Z
�y

-
�Y
�z

d y∧ d z +
�X
�z

-
�Z
�x

d z∧ d x

  +
�Y
�x

-
�X
�y

d x∧ d y . ( 24 .10)

  我们在比较简单的曲面 S的情况下证明以上公式 , S 用 z =

z( x , y )表示 ,如图 24. 2 所示 ,�S是 S 的边界 , Lx y是�S在 x Oy 面

上的投影 .像证高斯公式一样 ,我们取 Y = Z = 0 ,则 ( 24 .10)变成

∮�S
X d x =�

S

�X
�z

d z∧ d x -�X
�y

d x∧ d y .
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图  24 .2

下面从左边到右边证明这个关系 .

首先将空间曲线积分 ,化成在 xOy平面上的平面曲线积分

∮�S
X ( x , y, z) d x =∫L

x y

X ( z , y, z( x, y ) ) d x .

再利用平面曲线积分的格林公式得

∫L
x y

X ( x , y, z( x, y) ) d x =�
D

xy

-
�X
�y

+�X
�z
�z
�y

d xd y .

再从二重积分化成 S上的曲面积分 .由于在所设条件下

d xd y = d x∧ d y,

d z∧ d x
d x∧ d y

=
cosβd S
cosγd S

=
- �z
�y
1

= -
�z
�y

.

这是因为

n0 =
1

�z
�x

2

+
�z
�y

2

+ 1

-
�z
�x

i -
�z
�y

j + k ,从而有

∮�S
X ( x, y, z) d x =�

D
xy

-�X
�y

d xd y -�
D

x y

�X
�z
·�z
�y

d xd y

= -�
S

�X
�y

d x∧ d y +�
S

�X
�z

d z∧ d x
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=�
S

�X
�z

d z∧ d x -
�X
�y

d x∧ d y .

这就是要证明的结果 .同样可证

∮�S
Y ( x, y, z) d y =�

S

�Y
�x

d x∧ d y - �Y
�z

d y∧ d z ,

∮�S
Z ( x, y, z) d z =�

S

�Z
�y

d y∧ d z -�Z
�x

d z ∧ d x .

例 24 .3 .2  计算曲线积分

∮C
yd x + zd y + xd z .

式中 C:
x

2
+ y

2
+ z

2
= a

2
,

x + y + z = 0 .
其取向是从 O x 轴的正向看 ,该圆依逆

时针方向进行 .

【解】 该题利用斯托克斯公式比较简便 ,即

∮C
yd x + zd y + xd z=�

S

i
�
�x

y

j
�
�y

z

k
�
�z

x

·dS

= -�
S

( i + j + k)·dS,

这里 S是以 C 为边界的任一空间曲面 ,为简单计 ,当然就取

S:
x

2
+ y

2
+ z

2
≤ a

2
,

x + y + z = 0 .

这样 n0 =
1

3
( i+ j + k) ,因此有

∮C
y d x + zd y + xd z = -�

S

( i + j + k)·n0 d S

= - 3

3�S
d S = - 3πa2 . 【解毕】
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例 24 .3 .3  计算积分

I =∫L
AB

( x
2

- yz ) d x + ( y
2

- xz ) d y + ( z
2

- xy ) d z .

曲线 LAB是沿螺线

x = acosφ,

y = asinφ,

z = b
2π
φ .

从 A( a, 0 , 0)至 B(0 ,0 , b) .

【解】 此题若利用直接化成定积分计算是可行的 ,不过工作量较

大 ,若利用斯托克斯公式则会简单一些 .为此连接直线 B A形成封

闭曲线 ,这样

I =∮L
AB

( x2 - yz ) d x + ( y2 - xz ) d y + ( z2 - xy ) d z

 -∫BA
( x2 - yz ) d x + ( y2 - xz ) d y + ( z2 - xy ) d z

=�
S

i
�
�x

j
�
�y

k
�
�z

x
2

- yz y
2

- xz z
2

- xy

·dS +∫
b

0
z

2
d z

= 0 + b
3

3
= b

3

3
. 【解毕】

24 .4  梯度、散度、旋度与有势场

1 . 梯度

  对于任一数量函数 u = f ( x, y, z) ,通常称之为数量场 ,它有梯

度向量

grad u =
�f
�x

i +
�f
�y

j +
�f
�z

k .
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前面讲过梯度与函数 u 在 l0 = cosαi + cosβj + cosγk方向的方向

导数的关系是

�f
�l

= grad f·l0 .

  梯度向量有两个重要性质 ,其一是在 P0 ( x0 , y0 , z0 )的梯度方

向是函数 u = f ( x, y, z)在该点增加的最快的方向 ,其反方向称为

最速下降方向 ,因而与过该点的函数等值面垂直 ;其二 ,在该点梯

度的模 | grad f ( P0 ) |是 P0 点沿梯度方向的方向导数值 .

在平面问题中 ,二元函数 z = f ( x , y)的梯度向量是 grad f ( x,

y) =
�f
�x

i +
�f
�y

j .要注意的是这是自变量平面上的平面向量 ,它与

曲面 z = f ( x, y )的法线向量 n=
�f
�x

i +
�f
�y

j - k是不一样的 , n是空

间向量 ,在如此表示的法向量下 , n在 x Oy 平面上的投影才是梯

度向量 .

为了简便和易于记忆 ,通常引进所谓哈密顿算符 ,或叫倒三角

算符Δ ,其中

Δ = i�
�x

+ j �
�y

+ k�
�z

表示多元函数中的几个重要的导数运算 .用Δ可将梯度向量表示成

grad f ( x, y, z) =
�f
�x

i +
�f
�y

j +
�f
�z

k

= i�
�x

+ j �
�y

+ k�
�z

f = Δ f .

类似于“向量Δ数乘 f”.

例如 ,若 r= xi + y j + zk,则 | r| = r = x
2

+ y
2

+ z
2

,则有

Δ r=
�r
�x

i +
�r
�y

j +
�r
�z

k

=
x
r

i +
y
r

j +
z
r
k =

1
r
r = r0 ,
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Δ f ( r) =
�
�x

[ f ( r) ] i +
�
�y

[ f ( r) ] j +
�
�z

[ f ( r) ] k

= f′( r)
�r
�x

i +�r
�y

j +�r
�z

k

= f′( r)Δr = f′( r) 1
r
r ,

Δ
1
r

=
- 1
r

2 Δr = -
1
r
3 r,

Δ ( f ( x , y , z)· g( x, y, z) )

=
�( f· g)
�x

i +
�( f· g)
�y

j +
�( f· g)
�z

k

= (Δ f )· g + f·Δ g .

例 24 .4 .1  若有空间曲面 S: F( x, y, z) = 0 ,求函数 u = u( x, y, z)

在 S上 P ( x, y, z)点沿该点法线方向 n的方向导数 .

【解】 由于

n=
�F
�x

i +
�F
�y

j +
�F
�z

k,

n0 =
�F
�x

i +
�F
�y

j +
�F
�z

k �F
�x

2

+
�F
�y

2

+
�F
�z

2

,

Δ u = �u
�x

i +�u
�y

j +�u
�z

k .

故有

�u
�n

= grad u·n0 = Δ u·n0

=

�u
�x
·
�F
�x

+
�u
�y
·
�F
�y

+
�u
�z
·
�F
�z

�F
�x

2

+
�F
�y

2

+
�F
�z

2
.

同时还有
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�
S

�u
�n

d S =�
S

(Δ u·n0 ) d S

=�
S

Δ u· ( n0 d S) =�
S

Δ u·dS

=�
S

�u
�x

d y∧ d z +
�u
�y

d z∧ d x +
�u
�z

d x∧ d y .  【解毕】

2 . 散度

对向量函数 (或称向量场 )

F( x , y , z) = X( x, y, z) i + Y ( x, y, z) j + Z( x, y, z)k

的微分运算

divF = Δ· F = �X
�x

+�Y
�y

+�Z
�z

称为向量场 F的散度 ,它可比作是“向量Δ与向量 F的点积”

Δ·F=
�
�x

i +
�
�y

j +
�
�z

k· ( Xi + Y j + Zk)

= �F
�x

+�F
�y

+�F
�z

.

  例如 ,若 r= x i + yj + zk .则 r = x
2

+ y
2

+ z
2

,于是

Δ·r=
�x
�x

+
�y
�y

+
�z
�z

= 3 ,

Δ· Δ
1
r

= Δ·
- 1
r

3 r = Δ·
- 1
r

3 ( x i + y j + zk)

=
�
�x

- x
r3 +
�
�y

- y
r3 +
�
�z

- z
r3

= -
r3 - 3 r2 x

2

r
r6 -

r3 - 3 r2 y
2

r
r6 -

r3 - 3 r2 z
2

r
r6

= - 1
r

6 [ 3 r3 - 3 r( x2 + y2 + z2 ) ] = - 1
r

6 [ 3 r3 - 3 r3 ]

= 0 .
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又如 ,若 r= x i + yj ,则 r = x
2

+ y
2

,于是

Δ ln 1
r

= - 1
r
Δ r = - 1

r
r
r

= -
1
r2 r = -

1
r2 ( x i + yj ) ,

Δ·
1
r

2 r =
�
�x

- x
r

2 +
�
�y

- y
r

2

= -
r

2
- 2 r

x
2

r
r

4 -
r

2
- 2 r

y
2

r
r

4

=
- 1
r4

[ 2 r
2

- 2( x
2

+ y
2

) ] = 0 .

Δ· ( f ( r) r) = �
�x

( f ( r) x) + �
�y

( f ( r) y) + �
�z

( f ( r) z)

= f′( r)
�r
�x

x + f ( r) + f′( r)
�r
�y

y + f ( r)

 + f′( r)
�r
�z

z + f ( r)

= f′( r)
�r
�x

x +
�r
�y

y +
�r
�z

z + 3 f ( r)

= f′( r) (Δ r·r) + f ( r) (Δ·r)

= f′( r) ( r0·r) + 3 f ( r) = rf′( r) + 3 f ( r) .

  利用算符 ,若向量函数 F= Xi + Y j + Zk,在空间区域Ω及其边界

�Ω上一阶偏导数的连续性 ,则高斯公式可用散度简捷地表示出来

�
�Ω

F·dS =�
Ω

divFd v =�
Ω

(Δ·F) d v .

如果 P0 ( x0 , y0 , z2 )∈Ω, Sδ是以 P0 为心 ,δ为半径的在Ω中的球

面 ,取外侧为正向 ,则可以证明

lim
δ→ 0

1
Vδ�

S
δ

F·dS = divF( P0 ) .
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  事实上

1
Vδ�

S
δ

F·dS = 1
Vδ�

V
δ

divFd v,

这里 Vδ既表示由 Sδ 所围的球域 ,又表示其体积 .由于 X , Y , Z偏

导数连续 ,从而

divF =
�X
�x

+
�Y
�y

+
�Z
�z

亦连续 ,由三重积分中值定理 ,存在 Pξ∈Vδ ,使得

�
V
δ

divFd v = divF( Pξ)�
V
δ

d v .

这样

lim
δ→0

1
Vδ�

S
δ

F·dS = lim
δ→ 0

divF( Pξ) = div F( P0 ) .

由此可知向量场 F在 P0 点的散度 divF( P0 )是单位体积内产生的

“通量”,以流体场来说 ,这就是源强的度量 .因此一个向量场的散

度反映了这个场源的分布情况 .

3 . 旋度

若 F= Xi + Y j + Zk是一阶偏导数连续的向量场 ,称向量

ro t F = Δ× F =

i
�
�x

X

j
�
�y

Y

k
�
�z

Z

为向量场 F的旋度 .它可以看作是“向量Δ与向量 F的叉积”.

例如 ,若 r= xi + y j + zk,则 r = x
2

+ y
2

+ z
2

,于是

Δ× r=

i
�
�x

x

j
�
�y

y

k
�
�z

z

= 0 ,
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Δ× ( f ( r) r) =

i
�
�x

j
�
�y

k
�
�z

x f ( r) y f ( r) z f ( r)

= z f′( r) y
r

- y f′( r) z
r

i

 + z f′( r) x
r

- x f′( r) z
r

j

 + y f′( r)
x
r

- x f′( r)
y
r

k = 0 .

可见所有的有心场 (即可表成 F = f ( r) r的场 ) ,其旋度都是零 .

再如 ,若 u = f ( x, y, z)有二阶连续偏导数 ,则

Δ u =
�f
�x

i +
�f
�y

j +
�f
�z

k,

其旋度

ro t ( grad u) = Δ× (Δ u)

=

i j k

�
�x
�
�y
�
�z

�u
�x
�u
�y
�u
�z

=
�

2
u
�y�z

- �
2

u
�z�y

i +
�

2
u
�z�x

- �
2

u
�x�z

j

 +
�2 u
�x�y

-
�2 u
�y�x

k = 0 .

可见任何函数的梯度形成的向量场 F =Δ u,通常称为梯度场 ,其

旋度一定为零 .

有了旋度的概念 ,可将斯托克斯公式用简捷形式表示为

∮�S
F·d l =�

S

ro t F·dS =�
S

(Δ× F)·dS .
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4 . 有势场

如果向量函数 F( x, y, z) = X ( x, y , z ) i+ Y ( x , y, z) j + Z ( x,

y, z) k正好是某数量函数 u = u( x , y , z)的梯度 ,即

grad u = Δ u = F( x , y , z) .

或者说

�u
�x

= X ,
�u
�y

= Y ,
�u
�z

= Z .

又可以说

d u( x, y, z) = Xd x + Yd y + Zd z,

则称向量场 F是有势场 ,或称保守场 ,而函数 u( x, y , z)称为 F的

势函数 .

在平面问题中 ,我们已就这方面问题进行过讨论 ,此处的研究

方法及结论与以前的结果基本上一致 .具体来说有以下两个重要

结论 :

第一 ,当 X , Y , Z在区域Ω中连续时 ,以下三个条件是相互等

价的 :

① 空间曲线积分

∫L
X d x + Yd y + Zd z

与路径 L无关 ,只与起终点有关 .

② 对任何Ω中的空间闭路径 C,均有

∮C
X d x + Yd y + Zd z = 0 .

  ③ 向量场 F = X i + Y j + Zk有势函数 u ( x , y, z) ,且这个势函

数可由曲线积分

u( x, y, z) =∫
( x , y , z)

( x
0

, y
0

, z
0

)
Xd x + Yd y + Zd z

表示 .

第二 ,在Ω为单连通区域及 X , Y , Z一阶偏导数连续的假设
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下 ,向量场 F = Xi + Y j + Zk有势函数 u ( x , y , z)的充要条件是

ro t F =Δ×F = 0 .

例 24 .4 .2  向量场 F = -
1
r

3 r是有势场 ,求其势函数 .

【解】 首先 ,在前面我们已有

Δ×
- 1
r

3 r = 0 .

可见有势函数存在 .求势函数的方法常用的有曲线积分法 ,即直接由

u( x, y, z) =∫
( x, y, z)

( x
0

, y
0

, z
0

)
 

- 1
r3 r·d l

来求势函数 u;另一种是用凑全微分的方法 ,本题用凑全微法比较

简便 .因为

- 1
r

3 r·dl= - 1
r

3 ( xd x + yd y + zd z)

= -
1

2 r3 d r
2

= -
1
r2 d r

= d
1
r

.

可见势函数为 u( x, y, z) =
1
r

+ c . 【解毕】

【注】 由此题可推广到有心向量场 .

F = f ( r)·r

是有势场 ,其中 f ( r)是连续函数 , r = x
2

+ y
2

+ z
2

.这是因为

f ( r) r·dl= f ( r) ( xd x + yd y + zd z)

= f ( r) 1
2

d r2 = f ( r) rd r .

故有势函数

u( x, y, z) =∫
r

r
0

r f ( r) d r .
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24 .5  综 合 例 题

综例 24 .5 .1  求曲面积分

u( r) =�
S

d S

x
2

+ y
2

+ ( z - r)
2

.

其中  S: x
2

+ y
2

+ z
2

= a
2

( a > 0 ) .

【解】 根据被积函数与积分曲面的特点 ,用球面坐标为好 ,此时

S:

x = asinθcosφ,

y = asinθsinφ,

z = acosθ.

d S = a2 sinθdθdφ, x2 + y2 + ( z - r)2 = a2 + r2 - 2 racosθ,  0≤θ≤π .

于是

u( r) =�
S

d S

x
2

+ y
2

+ ( z - r)
2

=∫
π

0
dθ∫

2π

0

a
2

sinθdφ

a
2

+ r
2

- 2 racosθ

= a2∫
2π

0
dφ ∫

π

0

sinθdθ

a2 + r2 - 2 racosθ

=
2πa2

2 ra∫
π

0

d ( a2 + r2 - 2 racosθ)

a2 + r2 - 2 racosθ

= 2πa
r

a2 + r2 - 2 racosθ
θ=π

θ= 0

=
2πa

r
[ ( a + r) - | a - r | ]

=

4πa,  当 r < a时 ,

4πa
2

r
,  当 r > a时 ,

4πa, 当 r = a时 . 【解毕】
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【注】 本题的物理背景是求球壳 x2 + y2 + z2 = a2 形成的引力场 ,

求离球心为 r处一点的势函数 u ( r) .该势函数在球面及其球面内

为常数 4πa,在球面之外 ,则相当于将球壳质量集中在球心形成的

引力场的势函数 .

综例24 .5 .2  计算积分 g( u) = �
x

2
+ y

2
+ z

2
= u

2

f ( x, y, z) d S  ( u > 0 ) ,

其中

f ( x, y, z) =
x

2
+ y

2
,  当 z≥ x

2
+ y

2
时 ,

0 ,  当 z < x2 + y2 时 .

【解】 本题可以在直角坐标系下计算 ,也可以在球面坐标系下计

算 .先在直角坐标系下求值 .

由于 S: x2 + y2 + z2 = u2 ,从而有

d S =

�F
�x

2

+
�F
�y

2

+
�F
�z

2

�F
�z

d xd y = u
| z |

d xd y

=
u

u2 - x2 - y2
d xd y .

再根据被积函数的非零区域 z≥ x2 + y2 , 得球面 x2 + y2 + z2 =

u
2
上被积函数 f ( x , y, z )的非零区域在 x Oy 平面上的投影区域

D x y 由曲线
x

2
+ y

2
+ z

2
≤ u

2

z
2

= x
2

+ y
2
在 xO y 平面的投影所围成 , 即

Dx y :
x2 + y2≤

u
2

2
,

z = 0 .

因此有

g( u) = �
x2 + y2 + z2 = u2

f ( x , y , z) d S
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= �
x2 + y2≤

u2

2

( x
2

+ y
2

)
u

u2 - x2 - y2
d xd y

= u∫
2π

0
dφ∫

u
2

0

ρ3

u2 - ρ2
dρ

= uπ∫
u
2

0

ρ
2

dρ
2

u2 - ρ2
= uπ∫

u
2

0

ρ
2

- u
2

+ u
2

u2 - ρ2
dρ2

= πu3∫
u
2

0

dρ
2

u2 - ρ2
- πu∫

u
2

0
u2 - ρ2 dρ2

= ( 2 - 2 )πu4 - (4 - 2 )π
6

u4

= (8 - 5 2 )π
6

u4 . 【解毕】

综例 24 .5 .3  求�
S

d y∧ d z
x

+ d z∧ d x
y

+ d x∧ d y
z

,其中 S: x
2

a
2 +

y
2

b
2 + z

2

c
2 = 1 外侧为正向 .

【解】 先求

�
S

d x∧ d y
z

= �
x2

a2
+

y2

b2
≤ 1

c d xd y

1 - x
2

a
2 - y

2

b
2

 - c�
x2

a2
+

y2

b2
≤ 1

- d xd y

1 -
x2

a2 -
y2

b2

=
2
c�

x
2

a
2

+
y

2

b
2
≤ 1

d xd y

1 -
x

2

a
2 -

y
2

b
2

.

  利用广义极坐标
x = aρcosφ,

y = bρsinφ .
则 d xd y = abρdρdφ,于是
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�
S

d x∧ d y
z

=
2 ab

c∫
2π

0
dφ∫

1

0

ρ

1 - ρ2
dρ

= 4πab
c

( - 1 - ρ2 )
1

0
= 4πab

c
.

利用循环对称关系 ,可知

�
S

d x∧ d z
y

=
4πac

b
,

�
S

d y∧ d z
x

= 4πbc
a

.

最后的结果为

�
S

d y∧ d z
x

+
d z ∧ d x

y
+

d x∧ d y
z

=
4π
abc

( b
2

c
2

+ a
2

c
2

+ a
2

b
2

) .

【解毕】

【注】 此题不能用高斯公式 .

综例 24 .5 .4  设函数满足 x
�f
�x

+ y
�f
�y

+ z
�f
�z

= n f ( x, y, z) , n为

正整数 ,曲面 S1 : f ( x, y, z) = 0 与平面 S2 : ax + by + cz = d所围区

域为Ω,�Ω取外法线作正向 ,计算

I = 1
3�
�Ω

xd y∧ d z + yd z ∧ d x + zd x∧ d y .

【解】 设 F= x i + y j + zk = r,则

I =
1
3�
�Ω

F·n0 d S =
1
3�

S
1

F·n0 d S +�
S

2

F·n0 d S .

在曲面 S1 上

F·n0 = r· f′x i + f′y j + f′z k

( f′x )2 + ( f′y )2 + ( f′z )2

=
x f′x + y f′y + z f′z

( f′x )
2

+ ( f′y )
2

+ ( f′z )
2

= 0 .
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在平面 S2 上

F·n0 = r· ai + bj + ck

a2 + b2 + c2
=

ax + by + cz

a2 + b2 + c2

=
d

a2 + b2 + c2
.

故

I = 1
3�
�Ω

F·n0 d S = 1
3�

S
1

F·n0 d S +�
S

2

F·n0 d S

= 0 +
d

3 a
2

+ b
2

+ c
2�

S
2

d S =
1
3

H· S .

这里 , H 是原点到平面 S2 的距离 , S是曲面 S1 在平面 S2 上切下

图形的面积 .

本题用高斯公式更为简单 .

I =
1
3�
�Ω

xd y∧ d z + yd z ∧ d x + zd x∧ d y

=
1
3�
Ω

 
�x
�x

+�y
�y

+�z
�z

d v

=�
Ω

 d v = 1
3

H· S . 【解毕】

【注】 积分 I =
1
3�
�Ω

xd y∧ d z + yd z∧ d x + zd x∧ d y可以作为

计算Ω体积的公式 .

综例 24 .5 .5  设 u = u( x , y, z)是闭路Ω上的调和函数 ,即函数 u

满足方程

Δ u = Δ 2 u = �
2

u
�x

2 +�
2

u
�y

2 +�
2

u
�z

2 = 0 .

  (1 ) 若Ω: x
2

+ y
2

+ z
2
≤ R

2
,求
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I =�
�Ω

u
cos ( r, n)

r2 +
1
r
·
�u
�n

d S,

其中 , r是矢径 ,即 r= x i + y j + zk, r =‖r‖ , n是 d S的法线方向 .

(2 ) 若Ω是任一不包含原点作为内点的闭域 ,求

I =�
�Ω

u
cos ( r, n)

r2 +
1
r
·
�u
�n

d S .

  (3 ) 若Ω是任一包含原点作为内点的闭域 ,求

I =�
�Ω

u
cos ( r, n)

r
2 +

1
r
·
�u
�n

d S .

  (4 ) 若Ω是任一包含 P0 ( a, b, c)∈Ω
0
点作为内点的闭域 ,求

I =�
�Ω

u cos ( r, n)
r

2 + 1
r
·�u
�n

d S,

其中 , r是以 P0 为起点的矢径 ,即

r= ( x - a) i + ( y - b) j + ( z - c) k, r = ‖ r‖ , n是 d S 的法线

方向 ,Ω
0
是开集 .

【解】 设 r0 =
1
r
r, n0 =

1
‖n‖

n,则有

cos( r,n) d S = ( r0·n0 ) d S = r0· (n0 d S)

= r0·dS = 1
r
r·dS,

�u
�n

d S = ( grad u·n0 ) d S

= Δ u· (n0 d S) = Δ u·dS .

  (1 ) 若Ω: x
2

+ y
2

+ z
2
≤ R

2
,则此时

r = R, dS = n0 d S = r0 d S =
r
r

d S .

在 I =�
�Ω

u 1
r

3 r·dS +�
�Ω

1
r
Δ u·dS中 , 首先
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�
�Ω

u
1
r3 r·dS =�

�Ω

u
1
r3 r·r0 d S

=�
�Ω

u 1
r

3 rd S = 1
R

2�
�Ω

ud S,

�
�Ω

1
r
Δ u·dS

=
1
R�
�Ω

Δ u·dS =
1
R�
Ω

Δ· (Δ u) dv

=
1
R�
Ω

Δ
2

ud v = 0 .

最后

I =�
�Ω

u
cos ( r, n)

r2 +
1
r
·
�u
�n

d S =
1
R2�
�Ω

ud S .

  (2 ) 若Ω是任一不包含原点作为内点的闭域 ,则对

I =�
�Ω

u
1
r

3 r·dS +�
�Ω

1
r
Δ u·dS

可利用高斯公式 .

注意

Δ ( r) =
�r
�x

i +
�r
�y

j +
�r
�z

k =
r
r

= r0 ,

1
r

3 r= 1
r

2 r0 = 1
r

2 Δ ( r) = - Δ
1
r

,

Δ
2 1

r
= Δ·Δ

1
r

= Δ·
r
r3 = 0 ,

首先

�
�Ω

u 1
r

3 r·dS= -�
�Ω

uΔ
1
r
·dS
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= -�
Ω

Δ· uΔ
1
r

dV

= -�
Ω

Δ u·Δ
1
r

+ uΔ
2 1

r
dV

= -�
Ω

Δ u·Δ
1
r

dV ,

�
�Ω

1
r
Δ u·d S =�

Ω

Δ·
1
r
Δ u dV

=�
Ω

Δ
1
r
·Δ u +

1
r
Δ

2
u dV

=�
Ω

Δ
1
r
·Δ u dV .

最后

I =�
�Ω

u cos( r,n)
r

2 + 1
r
·�u
�n

d S

=�
Ω

Δ 1
r
·Δ u dV -�

Ω

Δ 1
r
·Δ u d V

= 0 - 0 = 0 .

  (3 ) 若Ω是任一包含原点作为内点的闭域 ,在Ω内作以原点

为球心 ,半径为δ> 0 的球Ωδ ,则

I =�
�Ω

u cos ( r, n)
r

2 + 1
r
·�u
�n

d S

=�
�Ω-�Ω
δ

u cos ( r, n)
r

2 + 1
r
·�u
�n

d S

 -�
-�Ω
δ

u
cos( r,n)

r
2 +

1
r
·
�u
�n

d S
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= 0 +�
�Ω
δ

u
cos( r, n)

r2 +
1
r
·
�u
�n

d S

= 1
δ2�
�Ω
δ

ud S = 4πPξ .

其中 , Pξ∈�Ωδ .

I = lim
δ→0

1
δ

2�
Ω
δ

ud S = P(0 ,0 ,0 ) .

  (4 ) 若Ω是任一包含 P0 ( a, b, c)∈Ω0 点作为内点的闭域 , r

是以 P0 为起点的矢径 ,即

r= ( x - a) i + ( y - b) j + ( z - c) k, r = ‖ r‖ , n是 d S 的法线

方向 .则

I =�
�Ω

u
cos ( r,n)

r2 +
1
r
·
�u
�n

d S = P0 ( a, b, c) . 【解毕】

综例 24 .5 .6  若函数 f ( x , y, z)在 R 3中连续 ,具有一阶连续的偏

导数 ,设

u( t) =
1

4π�
S

t f ( tx , ty , tz ) d S ,

其中 S: x
2

+ y
2

+ z
2

= 1 ,求证 :

lim
t→0

u( t) = 0 , lim
t→0

u′( t) = 0 .

【证】 (1 ) 第一结果的证明很容易 ,因为

u( t) = t
4π�

S

f ( tx , ty , tz ) d S,

而 f 在 S 上有界 ,从而对 t∈[ - 1 , 1]有

|�
S

f ( tx , ty , tz ) d S |≤ M,

即有界 ,于是

0 ≤ | u( t) |≤
| t |
4π

M .
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从而得 lim
t→ 0

u( t) = 0 .

(2 ) 为证lim
t→ 0

u′( t) = 0 ,先求出 u′( t) .

u′( t) =
1

4π�
S

f ( tx , ty , tz ) d S +
t

4π
d

d t�
S

f ( tx , ty , tz ) d S .

  先研究

I =
d
d t�

S

f ( tx , ty , tz ) d S

= lim
Δt→ 0

1
Δt�

S

[ f ( ( t +Δt) x, ( t +Δt) y, ( t +Δt) z)

 - f ( tx , ty , tz ) ] d S

= lim
Δt→ 0

1
Δt�

S

x�f
�x

+ y�f
�y

+ z�f
�z t = t+θΔt

Δtd S

= lim
Δt→ 0�

S

x�f
�x

+ y�f
�y

+ z�f
�z t = t+θΔt

d S .

由于 f 的一阶偏导数连续 ,在 S 上 ,当 t∈ [ - 1 , 1 ]时 ,有界 ,即存

在常数 A使得 x
�f
�x

+ y
�f
�y

+ z
�f
�z

< A,这样就有

| I | =
d
d t�

S

f ( tx , ty , tz ) d S ≤ 4πA ,

从而

lim
t→0

t
4π

d
d t�

S

f ( tx , ty , tz ) d S = 0 .

  再讨论

J =
1

4π�
S

f ( tx , ty , tz ) d S .

由于在球面 S: x2 + y2 + z2 = 1 上有
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n0 = r0 =
r
r

,

d S = (n0·n0 ) d S = n0·dS =
r
r
·dS,

因此

J =
1

4π�
S

f ( tx , ty , tz )
r
r
·dS .

因为在 S上 , r = 1 ,这样又有

J = 1
4π� f ( tx , ty , tz ) r·dS .

利用高斯公式得

J =
1

4π �
x
2

+ y
2

+ z
2
≤1

Δ· ( fr) dV ,

而

Δ· ( fr) =�( x f )
�x

+�( y f )
�y

+�( z f )
�z

= x
�f
�x

+ y
�f
�y

+ z
�f
�z

t + 3 f ,

故

J =
t

4π �
x

2
+ y

2
+ z

2
≤ 1

x�f
�x

+ y�f
�y

+ z�f
�z

d V

 +
3

4π �
x

2
+ y

2
+ z

2
≤ 1

f ( tx , ty , tz ) dV .

这里显然有

lim
t→ 0

t
4π �

x2 + y2 + z 2≤ 1

x
�f
�x

+ y
�f
�y

+ z
�f
�z

dV = 0 .

另外

J1 =
3

4π �
x2 + y2 + z2≤1

f ( tx , ty , tz ) dV .
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在变量置换

u = t x ,

v = t y,

w = tz .

下

dv =
�( x , y, z)
�( u, v, w)

d ud vd w =
1
t
3 d ud vd w,故

J1 =
3

4π �
u2 + v2 + w2≤ t2

1
t
3 f ( u, v, w) d ud vd w

利用三重积分中值定理 , 在球 x
2

+ y
2

+ z
2
≤ t

2
中存在点

Pξ( xξ , yξ , zξ)使得

J1 =
3

4π
f ( Pξ)·

1
t
3 ·

4
3
πt

3
= f ( Pξ) .

这样就有

lim
t→0

J = lim
t→0

f ( Pξ) = f (0 ,0 ,0 ) ,

即

lim
t→ 0

u′( t) = f ( 0 , 0 , 0) . 【证毕】

【注】 利用 f ( x, y, z)的连续性也可以直接证明

1
4π�

S

f ( tx , ty , tz ) d S = f (0 , 0 , 0 ) .

也就是要证明

1
4π�

S

f ( tx , ty , tz ) d S - f ( 0 , 0 , 0)

= 1
4π�

S

[ f ( tx , ty , tz ) - f (0 ,0 ,0 ) ] d S

t → 0
0 .

  事实上 ,由于 f ( x, y, z)在 (0 , 0 , 0 )连续 ,则 "ε> 0 ,存在δ> 0 ,

当 t2 x2 + t2 y2 + t2 z2 <δ且 x2 + y2 + z2 = 1 时

| f ( tx , ty , tz ) - f ( 0 , 0 , 0) | <ε.

  这样 ,当 | t | <δ时有
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1
4π�

S

( f ( tx , ty , tz ) - f (0 , 0 , 0 ) ) d S

≤
1

4π�
S

| f ( tx , ty , tz ) - f (0 ,0 ,0 ) | d S

≤ ε
4π�

S

d S =ε.

即得

lim
t→ 0

1
4π�

S

( f ( tx , ty , tz ) - f (0 ,0 ,0 ) ) d S = 0 .
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附录 1  清华大学微积分试题与答案

清华大学微积分第一学期期中考试试题

一、单项选择题与填空题 (共 30分 )

1 . 设�( x )与 f ( x )为可导函数 , y = f (�( x ) ) cos
1
x

, 则 d y =

.

2 . 设 f ( x ) 在 x0 某邻域内有定义 , 且 x0 ≠ - 2 , Δ f ( x ) =

1
π(2 + x0 )

· ( x - x0 ) + o( ( x - x0 )
2

)则 f′( x0 ) = .

3 . 设函数 y = f ( x )由
x =

1
t

y = ln t

 确定 , 则
d y
d x

= ,
d

2
y

d x
2 =

.

4 .设 g( x) = x( x + 1 ) ( 2 x + 1 ) ( 3 x - 1 ) ,则方程 g′( x ) = 0 在 ( - 1 ,

0)内实根个数恰为 .

5 . 若lim
n→∞

xn < lim
n→∞

yn ,则 .

( A ) xn < yn ;   ( B) " n, xn≠ yn ;

( C) v N(自然数 ) ,使当 n> N 时 , xn < yn ;

(D ) xn 与 y n 大小关系不定 .

6 . 设 f ( x) =
( x - 1)2 sin

1
x - 1

, x≠1

0 , x = 1

则 f ( x)在 x = 1 处

( A) 不连续 ;  ( B) 连续但不可导 ;



( C) 可导 ,但导函数不连续 ;   (D ) 导函数连续 .

7 . 若 f ( x)为 ( - ∞ , +∞ )内的奇函数 ,在 ( - ∞ , 0 )内 f′( x ) > 0 ,

且 f″( x) < 0 ,则在 (0 , +∞ )内有 .

( A ) f′( x ) > 0 , f″( x ) < 0 ;  ( B) f′( x) > 0 , f″( x ) > 0 ,

( C) f′( x) < 0 , f″( x) < 0;  (D) f′( x) < 0 , f″( x) > 0 .

8 . 设 f′(0 ) = 0 , lim
x→ 0

f″( x )
| x |

= 1 ,则 .

( A ) f (0 )是 f ( x)的极大值 ;   ( B) f (0 )是 f ( x)的极小值 ;

( C) (0 , f ( 0) )是曲线 y = f ( x )的拐点 ;

(D ) x = 0 不是 f ( x )的极值点 , (0 , f ( 0) )也不是曲线 y = f ( x)

的拐点 .

9 . 若lim
n→∞

e
1 - co s 1

n - 1
tan( n

- k
π)

= a≠0 ,则 .

( A ) k = 2 且 a =
1

2π
;      ( B) k = - 2 且 a=

1
2π

;

( C) k = 2 且 a = -
1

2π
; ( D) k = - 2 且 a = -

1
2π

.

二、计算题 (共 50分 )

1 . 设曲线 y = x2 n 在点 ( 1 , 1 )处的切线与 x 轴交点为 (λn , 0 ) , 求

lim
n→ + ∞
λn

n .

2 . 设函数 y = y( x)由方程 x
y2

+ y
2

ln x + 4 = 0 确定 ,求
d y
d x

.

3 . 设 f ( x) = ( x + 1 )2 ln (1 - x) ,求 f ( n) ( - 1 ) .

4 . 设 f ( x)在 x = 0 某邻域内可导 ,且 f ( 0) = 1 , f′( 0) = 2 ,求极限

lim
n→∞

f
1
n

1
n

1 - cos 1
n .

5 . 求函数 f ( x) =
( 3 x2 + 1 ) ( ex - 1)

x - 1
的渐近线 .
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三、解答题 (共 20分 )

1 . 设 1≤ x≤3e ,证明不等式 1 - ( ln3 )2≤ln x2 - ln2 x≤1 .

2 . 试证明函数 f ( t) =
2
3

t -
π
2

sin t在 0 ,
π
2
内有唯一最小值 .

3 . 设可导函数 f : [ a, b]→ ( a, b) ,满足条件 max
x∈ [ a, b]

| f′( x ) | < 1 .证

明 :

(1 ) 函数 g( x) =
1
2

( x + f ( x ) )在 [ a, b]中有不动点 , 即存在

x * ∈ [ a, b] ,使得 x * = g( x * ) ;

(2 ) 对任意给定的初值 x0 ∈ [ a, b] ,由迭代公式 : xn + 1 =
1
2

( xn

+ f ( xn ) ) ( n= 0 , 1 , 2 ,⋯ ) ,所确定的点列 { xn }收敛于 g( x)的不

动点 .
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清华大学微积分第一学期期末考试试题

一、单项选择题与填空题 (共 36分 )

1 . 当 p的取值范围为 时 ,广义积分∫
+∞

1

d x
x p ( x - 1 ) p - 1 收

敛 .

2 . 设sin x
x
为 f ( x ) 的一个原函数 , 且 a ≠ 0 , 则∫ f ( ax )

a
d x =

(   ) .

( A ) sin ax
a

3
x

+ c;      ( B) sin ax
a

2
x

+ c;

( C) sin ax
ax

+ c; (D ) sin ax
x

+ c .

3 . 函数 f ( x) = x2 - 1
x
的上凸区间为 .

4 . 设 an > 0 , p > 1 ,且极限 lim
n→ +∞

[ n
p

(e
1
n - 1 ) an ] = 1 ,则当 p的取

值范围为 时 ,级数∑
∞

n = 1

an 收敛 .

5 . 设 f ( x ) 为连续函数 , F( x) =∫
sin x

0
f ( x - t) d t , 则 F′( x ) =

.

6 . f ( x ) = e x
2

- 1 在 x = 0 处带有拉格朗日余项的一阶泰勒公式

为 .

7 . 设有底边长为 2 a,高为 h的等腰三角形平板 ,将其竖直放入水

中 ,使底边与水面重合 ,水的密度为 1 ,则该平板所受的水压力

为 .

8 . 设函数 f 在 [ a, b] 上连续且无零点 , F( x) =∫
x

a
f ( t) d t +
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∫
x

b

1
f ( t)

d t,则方程 F( x) = 0 在 ( a, b) 内根的个数恰为 (  ) .

( A) 0;   (B) 1 ;   ( C) 2 ;   (D) 3 .

9 . 设 f ( x) 为已知单调可导函数 , g( x) 为 f ( x ) 的反函数 ,

则
d

d x∫
f ( x )

1

g( t)
t

sin td t = (  ) .

( A )
f ( x)

x
sin( f ( x ) ) f′( x) ;    ( B)

x
f ( x)

sin( f ( x ) ) ;

( C) x
f ( x )

sin( f ( x) ) f′( x ) ; (D ) xsin x
f ( x)

f′( x) .

10 .已知连续曲线 y = f ( x) 关于点 ( a,0)( a≠ 0) 对称 ,则 " c∈ R ,

∫
c

- c
f ( a - x) d x = (  ) .

( A ) 2∫
c

0
f (2 a - x) d x;     (B ) 2∫

0

- c
f ( 2 a - x) d x;

( C ) 2∫
a

0
f ( c - x) d x; (D ) 0 .

11 .设曲线 L由

x =∫
t2

0
1 + ud u

y =∫
t2

0
1 - ud u

确定 ,则该曲线对应于 1 ≤ t

≤ 2 的弧长为 .

12 .设δ> 0 , f ( x )在区间 ( -δ,δ)内恒有 f″( x) > 0 ,且 | f ( x ) |≤

x2 ,记 I =∫
δ

-δ
f ( x ) d x ,则必有 (  ) .

( A ) I = 0;   ( B) I > 0;   ( C) I < 0 ;   ( D) 不确定 .

二、计算题 (共 44分 )

1 . 求不定积分∫ xe
- x

(1 + e
- x

)
2 d x .
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2 . 求积分∫
3π
4

0
1 + cos2 xd x .

3 . 设 n为正整数 ,求积分 In =∫
π
2

0
cos2 n x sin2 n xd x .

4 .设曲线 y = - x
2

+ x + 2与 y轴交点为 P ,过 P点作该曲线的切

线 ,求切线与该曲线及 x轴围成的区域绕 x 轴旋转一周生成的

旋转体体积 .

三、解答题 (共 20分 )

1 . 设 p∈R .证明 :

(1 ) 当 p > 1 时 ,级数∑
∞

n = 1
∫

n+ 1

n

sinπx
x

p
+ 1

d x 收敛 ;

(2 ) 当 0 < p≤ 1 时 ,级数∑
∞

n = 1
∫

n+ 1

n

sinπx
x

p
+ 1

d x收敛 ;

2 . 设 f ( x) 在 [ 0 , 1] 上连续 , g( x ) ∈ C1 [0 , 1 ] , g′( x ) ≠ 0 , 且

∫
1

0
f ( x ) d x = 0 ,∫

1

0
g( x) f ( x) d x = 0 ,试证明 :

(1 ) f ( x ) 在 (0 ,1 ) 内有零点 ; (2 ) 若 f ( x ) 在 (0 , 1 ) 内可导 , 则

f′( x) 在 ( 0 , 1) 内有零点 .
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清华大学微积分第二学期期中考试试题

一、填空 (每空 3分 ,共计 33分 )

1 . 曲面 z = 2 x2 + y2 与平面 x + y + z = 0 相平行的切平面方程

为 .

2 . 设曲线方程为
x

2
+ 2 y

2
+ 3 z

2
= 6

x - 2 y + z = 0
,则在点 ( 1 , 1 , 1) 处的切线

方程为 .

3 . 设 R > 0 ,则二重积分 �
x

2
+ y

2
≤ R

2

( x + y)
2

dσ= .

三重积分 �
x2 + y2 + z2≤ R2

( x + y + z)2 dΩ= .

4 .二重积分∫
2

0
d x∫

3 x

x
f ( x2 + y2 ) d y在极坐标系下先对ρ,而后对

φ的累次积分表达式为 .

5 . 设Ω为由 2 z = x2 + y2 ,3 z = x2 + y2 和 x2 + y2 = x围成的封

闭区域 , f 为连续函数 , I =�
Ω

f ( x, y, z) dΩ,则 I在柱坐标系下

的累次积分表达式 ( 先对 z , 后对 ρ, 再对 φ积 分 ) 为

.

6 . 设 u = x
2

+ y
2

- x y z , 在 P0 ( 1 , 1 , 1) 处的梯度方向为 G, 则

�u
�G P

0

= .

7 .设 f ( x , y ) = | xy | ,则 f′x (0 , 0 ) = , f ( x, y ) 在 (0 ,0 ) 处

可微性结论是 .

8 . 设 函 数 z = φ x ,
y
x

, 则
�z
�x

= ,
�2 z
�x�y

=

.
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二、选择题 (每小题 5分 ,共计 15分 )

1 . 设函数 z = f ( x, y) 有 f′x ( 0 , 0) = - 3 , f′y ( 0 , 0) = 1 ,则 (  ) .

( A ) 函数 f ( x, y ) 在点 (0 ,0 ) 的全微分必是 - 3d x + d y;

( B) 函数 f ( x, y) 在点 (0 , 0 ) 的某邻域内有定义 ;

( C) 极限 lim
( x, y) → ( 0 , 0 )

f ( x, y) 必存在 ;

(D ) 曲线
z = f ( x, y )

y = 0
在点 (0 , 0 ) 的一个切线矢量为 ( 1 , 0 ,

- 3)
T

.

2 . 若∑
∞

n = 1

( x - a)
n

n
在 x = 2 点收敛 ,则 a的取值范围是 (  ) .

( A ) 1 ≤ a≤ 3;   (B) 1 < a≤ 3;

( C) 2 < a≤ 3;  (D) 2 ≤ a < 3 .

3 . 级数∑
∞

n = 1

sin(π n2 +λ2 ) 的收敛性结论是 (  ) .

( A) 绝对收敛 ;  (B) 条件收敛 ;  ( C) 发散 ;  ( D) 与λ有关 .

4 .设函数 f ( x) =

- x, 0 ≤ x≤
1
2

2 - 2 x , 1
2

< x < 1
,将 f ( x )展成周期 T =

2 的正弦级数 ,则 S - 5
2
为 (  ) .

( A ) 0;   ( B) 1
4

;   ( C) - 1
4

;   ( D) 1 .

5 . 级数∑
∞

n = 1

n2

n !
的和为 (  ) .

( A ) 2e
- 1

;   (B) 2e - 1;   ( C) 2e;   (D ) 2e
- 1

- 1 .

三、计算题 (每小题 8分 ,共计 40分 )

1 . 已知 x
z

= ln z
y
确定函数 z = z( x, y) ,求�

2
z
�x

2 .
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2 . 考查 f ( x, y) = e x
2

- y ( 5 - 2 x + y) 的局部极值 .

3 . 设 D = { ( x , y) ∈ R
2

| 0 ≤ x ≤ 1 , 0 ≤ y ≤ 1 } , 计算 :

�
D

| 2 xy - 1 | d xd y .

4 . 计算�
Ω

dΩ

x
2

+ y
2

+ z
2

,其中

Ω = { ( x, y, z) ∈ R
3

| x
2

+ y
2

+ ( z - 1)
2
≤ 1 , x≥ 0 , y≥ 0 } .

5 . 求 f ( x) =
1

x2 - x
在 x = 2 处的幂级数展开式 ,指明收敛域 .

四、证明题 (12分 )

1 . 设 D = { ( x, y) ∈ R
2

| 0≤ x≤+ ∞ , 0≤ y≤+ ∞} ,讨论级数

∑
∞

n = 1

( x
2

+ y
2

) e
- n x2 + y2

在 D上的一致收敛性 .

2 . 设非零向量 x = ( x1 , x2 ,⋯ , xn ) T ∈ R n , a1 , a2 ,⋯ , an 为一组不

全为零的实常数 ,求证 :

- ∑
n

i = 1

a2
i ≤
∑

n

i = 1

ai x i

∑
n

i = 1

x2
i

≤ ∑
n

i = 1

a2
i .
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清华大学微积分第二学期期末考试试题

一、填空题 (每题 4分 ,可得 1,2,3,4分 ,共 20分 )

1 . f ( x, y) 连续 ,交换积分顺序∫
1

- 1
d x∫

x

0
f ( x , y) d y = .

2 .Ω是位于锥面 z = x
2

+ y
2
之上 ,球面 x

2
+ y

2
+ ( z - a)

2
=

a
2
之下的区域 , 在球坐标下�

Ω

f ( x , y , z) dV 的累次积分为

.

3 . 设 F( x , y , z)在 D� R 3 内有二阶连续偏导数 ,则 rot ( grad F) =

.

4 .若某二阶线性非齐次微分方程的两个解为 3 + x2 , e - x + 3 + x2 ,

且相应齐次方程的一个解为 x , 则该非齐次方程的通解为

.

5 . 二阶常系数线性微分方程 y″- 3 y′+ 2 y = e
x
有一个形如

的特解 (不必确定系数 ) .

二、单项选择 (每题 3分 ,共 15分 )

1 .设 S: x2 + y2 + z2 = 1 , y≥ 0; S1 : x2 + y2 + z2 = 1 , x≥ 0 , y≥

0 , z≥ 0 ,则 (  ) .

( A )�
S

xd S = 4�
S
1

xd S;   (B )�
S

yd S = 4�
S

1

yd S;

( C )�
S

z d S = 4�
S

1

zd S; (D )�
S

x y z d S = 4�
S

1

x y zd S .

2 . 设 r = ( x, y, z) T , r为 r的模 ,设 S1 : r = 1外侧为正 , S2 : r = 1
2

外侧为正 , n为 S1 , S2 外侧法线矢量 .若�
S

1

cos( r, n)
r

2 d S = I ,则

·666· 附录 1  清华大学微积分试题与答案



�
S

2

cos ( r, n)
r3 d S = (  ) .

( A ) I;   ( B)
1
2

I;   ( C) 2 I;   (D ) 0 .

3 . 设 L是从点 A 1 , 1
2
沿曲线 2 y = x2 到点 B(2 ,2 )的弧段 ,则曲

线积分∫L

2 x
y

d x - x
2

y
2 d y的值等于 (  ) .

( A) - 3;   (B)
3
2

;   ( C ) 3 ;   (D ) 0 .

4 . 设 C为正向闭曲线 : | x | + | y | = 2 ,∮C

a xd y - byd x
| x | + | y |

= (  ) .

( A ) 4( a + b) ;   (B) 8( a + b) ;

( C) 4( a - b) ;  (D ) 8 ( a - b) .

5 . 设 r = ( x , y, z)
T

, S: x
2

+ y
2

+ z
2

= 1 外侧为正 ,则�
S

r·dS =

(  ) .

( A ) 4π;   (B ) - 4π;   ( C)
4
3
π;   (D ) -

4
3
π .

三、解答题 (48分 )

1 . 求方程 xy″+ y′= 3满足条件 y(1 ) = 0 , y′(1 ) = 1的解 .( 9分 )

2 .计算曲面积分�
S

( 2 y + z) d zd x + zd xd y,其中 S为有向曲面 z =

x
2

+ y
2

( 0 ≤ z ≤ 1) ,法向量与 z轴正向的夹角为锐角 .(9 分 )

3 . 设有半径为 R,质量为 m的圆柱形浮筒垂直放置水中 ,在重力

和浮力的作用下处于平衡状态 (浮筒密度小于 1 ,水足够深 ) ,重

力加速度为 g,现把浮筒向下压至顶部与水平面重合后突然放

手 ,已知阻力与浮筒运动速度成正比 ,比例常数为 2 k > 0 .

(1 ) 列出浮筒运动满足的微分方程 ;

(2 ) k满足什么条件时浮筒在水中作上下衰减振动 , 求出此时
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方程的通解 .( 10 分 )

4 . 设 Q( x, y ) 在全平面上连续可微 , 已知曲线积分∫L
2 xyd x +

Q( x, y) d y与路径无关 , 并且对于任意的 t, 有∫
( 1 , t )

( 0 , 0 )
2 xyd x +

Q( x, y) d y =∫
( t, 1 )

( 0 , 0 )
2 xyd x + Q( x, y ) d y .求函数 Q( x , y) .(10分 )

5 . 设 f ( x) ∈ C
1

(0 , + ∞ ) ,对任意的 x∈ ( 0 , + ∞ ) 满足

x∫
1

0
f ( tx ) d t = 2∫

x

0
f ( t) d t + x f ( x) + x

3
,且 f ( 1) = 0 ,求 f ( x ) .

(10 分 )

四、证明题 (17分 )

1 .设空间一光滑曲面 S的方程为 F ( x, y, z) = 0 , P0 ( x0 , y0 , z0 )为

曲面 S外的一点 .证明 :若 S上的点 Q使得线段 P0 Q是 P0 与 S

上任意一点连线的最短线段 ,则向量 P0 Q
→
必与曲面 S在该点的

切平面垂直 .(8 分 )

2 . 设 x = �( t,λ) 是微分方程定解问题

d x
d t

+λx = 1

x | t = 0 = 0
的解 ,λ∈ R

为参数 .

(1 ) 写出解�( t,λ) 的表达式 ;

(2 ) 证明�( t,λ) 在 t-λ全平面连续且可微 .(9 分 )
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清华大学微积分第一学期期中考试试题答案

一、单项选择题与填空题 (共 30分 )

1 . d y = f′(�( x) )�′( x )cos
1
x

+
1
x

2 f (�( x ) ) sin
1
x

d x .

2 . f′( x0 ) =
1

π( 2 + x0 )
.

3 . d y
d x

= - t, d
2

y
d x

2 = t2 .

4 . 2 .

5 . C .

6 . C .

7 . B .

8 . B .

9 . A .

二、计算题 (共 50分 )

1 . lim
n→∞
λ

n
n = e

- 1
2 .

2 .
d y
d x

= -
y2

( 2 x yln x)
= -

y
2 xln x

.

3 . f
( n)

( - 1) = n( n - 1 )
- ( n - 3) !

2n - 2 = -
n !

2n - 2 ( n - 2 )
.

4 . lim
n→∞

f
1
n

1
n

1 - cos 1
n = e4 .

5 . 函数 f ( x) =
(3 x2 + 1 ) ( ex - 1)

x - 1
的渐近线结论 :

有垂直渐近线 x = 1;无水平渐近线 ;当 x→+ ∞ 时 ,没有斜渐

近线 ;当 x→ - ∞时 ,有斜渐近线 y = - 3 ( x + 1) .

三、解答题 (共 20分 )

解答略 .
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清华大学微积分第一学期期末考试试题答案

一、单项选择题与填空题 (共 36分 )

1 . 1 < p < 2 . 2 . A .  3 .(0 , 1 ) .  4 . p > 2 .

5 . f ( x) - (1 - cos x) f ( x - sin x) .

6 . ex
2

- 1 = eξ
2

( 1 + 2ξ2 ) x2  (ξ介于 0 与 x之间 ) .

7 .
1
3

ah
2

. 8 . B .  9 . C . 10 D .  11 . 3 2 .  12 . B .

二、计算题 (共 44分 :12 ,12,10 ,10分 )

1 . xe
x

1 + e
x - ln (1 + e x ) + c . 2 . 2 2 - 1 .

3 .
π

22 n+ 1

(2 n - 1) ! !
( 2 n) ! !

 4 . V =
29
30

.

三、解答题 (共 20分 ,每题 10分 )

解答略 .

清华大学微积分第二学期期中考试试题答案

一、填空 (每空 3分 ,共计 33分 )

1 . 8 x + 8 y + 8 z + 3 = 0 .

2 .
x - 1

4
=

y - 1
1

=
z - 1
- 2

.

3 . 二重积分�
x2 + y2≤ R2

( x + y)2 dσ= π
2

R4 ,

三重积分 �
x2 + y2 + z2≤ R2

( x + y + z)2 dΩ = 4
5
πR5 .

4 .∫
π
3

π
4

dφ∫
2

cosφ

0
f (ρ)ρdρ.
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5 .∫
π
2

-
π
2

dφ∫
co sφ

0
f (ρ)ρdρ∫

ρ
2

2

ρ2

3

f (ρcosφ,ρsinφ, z) d z .

6 . 3 .

7 . 不可微 .

8 .
�z
�x

= φ′1 -
y

x2φ′2 ,
�2 z
�x�y

=
1
x
φ″12 -

1
x3φ″2 2 -

1
x2φ′2 .

二、选择题 (每小题 5分 ,共计 15分 )

1 . D .  2 . B .  3 . B .  4 . C .  5 . C .

三、计算题 (每小题 8分 ,共计 40分 )

1 .
�z
�x

=
z

x + z
,
�2 z
�x2 =

- z2

( x + z)3  ( x + z≠ 0 ) .

2 . 驻点 (1 , - 2 ) ,非极值点 ,无局部极值 .

3 .
1
4

(2ln2 + 1) .

4 . π
3

.

5 .∑
∞

n = 0

( - 1)
n 1 - 1

2
n+ 1 ( x - 2 )

n
;收敛域为 ( 1 , 3) .

四、证明题 (12分 )

证明略 .

清华大学微积分第二学期期末考试试题答案

一、填空题 (每题 4分 ,可得 1,2,3,4分 ,共 20分 )

1 .∫
- 1

0
d y∫

y

- 1
f ( x, y) d x +∫

1

0
d y∫

1

y
f ( x, y) d x .

2 .∫
2π

0
dθ∫
π
4

0
sinφdφ∫

2 aco sφ

0
f (ρsinθcosφ,ρsinθsinφ,ρcosθ)ρ2 dρ

3 . 0 .
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4 . 3 + x2 + c1 x + c2 e - x .

5 . Ax ex .

二、单项选择 (每题 3分 ,共 15分 )

1 . B .   2 . C .   3 . D .   4 . A .   5 . A .

三、解答题 (48分 )

1 . y = 3 x - 2ln x - 3 .

2 . - π
2

.

3 . 取平衡位置为 x坐标轴原点 ,则位移 x与浮力/ 重力合力 (恢复

力 )方向相反 ,由牛顿定律列出方程

m
d

2
x

d t
2 + 2 k

d x
d t

+πR
2

gx = 0 .

当 k < πmgR 时方程有衰减震荡解 ,一般解为

x( t) = e
- k

m
t
( c1 e

iωt
+ c2 e

- iωt
) ,其中ω=

πmgR
2

- k
2

m
,或

x( t) = e
- k

m
t
( c1 cosωt + c2 sinωt ) → 0 ( t→+ ∞ ) .

4 . Q( x , y) = x
2

+ 2 y - 1 .

5 . f ( x) =
3

4 x2 -
3 x2

4
.

四、证明题 (17分 )

证明略 .

·276· 附录 1  清华大学微积分试题与答案



附录 2  常用初等函数的导数公式

1 . ( c)′= 0  ( c为任意实数 ) .

2 . ( xα)′= αxα- 1 (α为任意实数 ) .

3 . ( a
x

)′= a
x
ln a  ( a > 0) ; ( e

x
)′= e

x
.

4 . ( loga x )′=
1

xln a
( a > 0) ; ( ln x)′=

1
x

.

5 . ( sin x)′= cos x; (cos x)′= - sin x .

6 . ( tan x)′= sec
2

x; ( cot x)′= - csc
2

x .

7 . (arcsin x)′= 1

1 - x2
; ( arccos x)′= - 1

1 - x2
.

8 . (arctan x)′=
1

1 + x
2 ; (arccot x)′=

- 1
1 + x

2 .

9 . ( sec x)′= tan xsec x; (csc x)′= - cot xcsc x .



附录 3  常用初等函数的积分公式

1 .∫0·d x = c .

2 .∫1·d x = x + c .

3 .∫x
α
d x =

1
α+ 1

x
α+ 1

+ c (α≠ - 1) .

4 .∫1
x

d x = ln | x | + c .

5 .∫a
x
d x =

1
ln a

a
x

+ c  ( a > 0 ) .

6 .∫e
x
d x = e

x
+ c .

7 .∫sin xd x = - cos x + c .

8 .∫cos xd x = sin x + c .

9 .∫sec2 xd x = tan x + c .

10 .∫csc
2

xd x = - cot x + c .

11 .∫sec xd x = 1
2

ln
1 + sin x
1 - sin x

+ c = ln | sec x + tan x | + c .

12 .∫ d x
1 + x2 = arctan x + c .

13 .∫ d x

1 - x
2

= arcsin x + c .



14 .∫ 1
1 - x2 d x =

1
2

ln
1 + x
1 - x

+ c .

15 .∫ d x

a2 - x2
= arcsin x

a
+ c .

16 .∫ d x
a2 + x2 =

1
a

arctan x + c .

17 .∫ln xd x = xln x - x + c .

18 .∫arcsin xd x = xarcsin x + 1 - x
2

+ c .

19 .∫ d x

a2 + x2
= ln x + a2 + x2 + c .

20 .∫ a
2

+ x
2

d x =
1
2

x a
2

+ x
2

+
a

2

2
ln( x + a

2
+ x

2
) + c .

21 .∫ a
2

- x
2

d x =
1
2

a
2
arcsin

x
a

+
x
2

a
2

- x
2

+ c .

22 .∫ x
2

- a
2

d x =
1
2

x x
2

- a
2

-
1
2

a
2

ln | x + x
2

- a
2

| + c .

23 .∫ d x

x 2 - a2
= ln | x + x

2
- a

2
| + c .

24 .∫f ( x) d x = x f ( x) -∫x f′( x) d x .
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