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前 言

为帮助我国大学生学好数学，本书汇编了１９８７年以来硕士研究生招生全国统考试题及其
详解的参考答案．应该申明的是：书中给出的解答，也许不是最简的，但从中可以了解重点，突
破难点，把握考点，它至少是很好地适应了同学们复习、迎试、竞赛和考研的需要．
全书按不同专业招生的试题，共分为数学（一）、数学（二）、数学（三）、数学（四）等四个分

册．书末还附录了全国硕士生招生统考前两年（即１９８５年和１９８６年）部分院校联合命题的试
卷及参考答案，从中也可看出考研数学试卷不断演化与完善的历程．
俗说“温故知新”，历史也许不会重复，但考试却不然，几年、十几年前的题目，又会被改头

换面地拿出来，甚至原封不动地“克隆”．了解这些看上去也许有些“陈旧”的试题，细细品味，有
时仍感新鲜、别致，不信就请查一查近年的考卷，你总会有“似曾相识”之感，因为正如后文所

说：数学内容就那么多，好的试题也就那么一些．这恰似时尚的流行，一个周期下来，便是旧时
尚的复制与翻版（当然不是简单的重复）．
学好数学除了要“做”题外，还要会“读”题，可以毫不夸张地说：对绝大多数人来讲，做数学

只是一种模仿或类比，能有发现、创新者实在廖廖，既便是对于以数学为职业的人士．
这样对考研题乃至竞赛题的了解与赏析，往往会使我们开阔眼界、打通思路，因为这些题

目中的匠心、立意、解法、技巧，不仅使我们阅后会有茅塞顿开之感，有时更会让我们恍然大悟，

甚至大吃一惊，啊哈！原来如此．
看来，了解历年考研试题中的动向，学会解题方法，掌握必要技巧，对我们的复习应考关系

重大．而学会分析、梳理、归类、总结，更是立于不败之地的重要法宝．
从１９７８年起，国家开始恢复研究生招生工作，这无疑给各路学子们提供了一个继续深造

的极好契机．
由于大多数理工类和某些文科类（如经济、管理等）专业对于数学的需求日深，“高等数学”

便成为一门重要的考试科目．起初，试卷由各院校自行命题．由于这些试卷水平难易不一，这往
往给研究生录取工作带来了一定的困难（标准无法统一），特别是当考生需要进行院校乃至专

业调剂时．
１９８５年，上海交大、天津大学、浙江大学等八院校率先采取联合命题，同时同济大学、上海
海运学院、上海工业大学等八校也采用联合命题方式；１９８６年上海交大、天津大学、浙江大学
等联合命题院校扩大到了十所（使用该试卷的院校不止它们），且以此方式联合命题的院校越

来越多．
从１９８７年起，国家教委决定全国高校工学各专业、经济学部分专业硕士研究生招生中，数

学考试进行全国统一命题，理、医、农、管各专业，一般亦由招生院校按专业性质，选用相应的试

题种类．当时试题共分五套，分别称为数学（一）、数学（二）、数学（三）、数学（四）和数学（五），各
类试题包含的数学科目大体如下表所列：
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类 型 试卷包含科目

数学（一）

数学（二）

数学（三）

数学（四）

数学（五）

微积分、线性代数；此外概率论与复变函数任选一门

微积分、线性代数

微积分

微积分、线性代数、概率论

微积分、线性代数、概率论

考试题型为填空题、选择题、判断题（仅数学（四）、数学（五）有此题型，且于１９９０年以后取
消）和计算与证明题．
每份试卷填空、选择题各约４～５道，计算、证明题１０道左右；１９９０年以后各试卷填空、选

择题各５道，计算、证明题８道或１０道（数学（二）、数学（三）８道，数学（一）、（四）、（五）为１０
道）．
下表给出当时五套试题所适用的专业范围：

类 型 适用的招生专业

数学（一）

力学、仪器仪表、动力机械及工程热物理、电工、电子学及通信、计算机

科学与技术、自动控制、管理工程、船舶、原子能科学与技术、航空与宇

航技术、兵器科学与技术．

数学（二）

机械设计与制造、金属材料、土壤、水利、测绘、非金属材料、化学工程

和工业化学、地质勘探、矿业石油、铁道、公路、水运等，以及建筑学、纺

织、轻工、林业工程和技术科学史几个学科中对数学要求较高的专业．

数学（三）
建筑学、纺织、轻工、林业工程和技术科学史几个学科中对数学要求较

低的某些专业．

数学（四）
国民经济计划和管理（含经济系统分析）、工业经济、运输经济、基本建

设经济、技术经济、工业企业管理、统计学、数量经济学．

数学（五）
农业经济、商业经济、物资经济、国际贸易、劳动经济、农业企业管理、

商业企业管理、财政学、货币银行学（含保险）、国际金融、会计学．

注 记
政治经济学、世界经济、经济地理学三个专业是否选用统考试题，由招

生单位自定．

１９９７年，国家考试中心据１９９６年重新修订的全国工学、经济学硕士研究生入学考试《数
学考试大纲》，对数学试卷内容和卷种作了调整：

调整前试卷编号 调整后试卷编号 试卷包含的科目

数学（一）、（二）

数学（三）

数学（四）

数学（五）

合并为数学（一）

改为数学（二）

改为数学（三）

改为数学（四）

微积分、线性代数、概率论（含数理统计）

微积分、线性代数

微积分、线性代数、概率论（含数理统计）

微积分、线性代数、概率论

调整后题型仍为三大类：填空题、选择题和计算、证明题（包括综合和应用题）．试题总量为

２１道左右，填空、选择题各５～６道，计算、证明题９～１０道．主、客观性试题在试卷中所占分数

历年考研数学试题详解·数学（二）０－４



比例约为７∶３．
试卷命题原则为：以考查数学基本概念、基本方法和基本原理为主，在此基础上加强对考

生运算能力、抽象概括能力、逻辑思维能力、空间想象能力和综合运用所学知识解决实际问题

能力的考查．具体地讲，填空题以考查基本概念、基本方法和基本原理为宗旨，一般无大的计算
和证明，难度中等；选择题主要考查考生对数学基本概念、性质的理解，能通过简单计算、推理、

判断和比较，作出正确选择；计算、证明题（综合题）则是对考生运算、推理、抽象、概括、逻辑思

维、综合（各学科分支的有机结合），以及实际应用能力（结合考生报考的具体专业所具有的共

性相关背景知识）的全面考查．
另外，各试卷种类中诸学科分支内容所占比例大致为下表：

试 卷 种 类
学科分支所占试卷题目分数比例

微 积 分 线 性 代 数 概 率 论

数学（一）

数学（二）

数学（三）

数学（四）

６０％
８０％
５０％
５０％

２０％
２０％
２５％
２５％

２０％
０％
２５％
２５％

由于数学在各学科研究中的重要地位，为增加数学在考试中的权重，从２００３年起，数学试
卷卷面总分为１５０分，填空、选择各６道，计算、证明题１０题；２００４年试卷中，填空、选择题各６
道，计算、证明题１１道．
考研辅导专家们曾对报考研究生的考生提出过忠告，且给出了“法宝”（或经验），数学复习

应采取的方法是：一是认真领会掌握基本概念；二是看、做考研真题；三是多动手训练（做题）．
对于如何看、做考研试题我们想说几句，之前，除了复习好必要的基础知识外，还要了解、掌

握一些解题思想与方法．数学解题中有一个重要的思想即化归与转化．其实说穿了，解数学题就
是将未知（或要求、要证）的结论，转化为（或利用）已知结论的过程，这种转化不仅贯穿数学解题

过程的始终，也贯穿数学自身发展的始终．在演算数学问题时，如果你能从中找出这种转化关系，
乃至能将一类问题之间的联系看清、摸透，你的解题能力和技巧将会大有提高，因为你此时至少

已经掌握了这一类问题（而非一道问题）的解法．要做到这一点，重要的是要对各类试卷去做综合、分
析、比较，看看能否找到规律性的东西．各种数学试卷难免会有交叉、重复、再者也要注意问题的演化
规律．
这里想以下面一道行列式计算为例，看看近年来这类问题在考研试题中的演化及变形．
１９９７年数学（四）中（以下简记如（１９９７④），余类同）有问题（填空题）：

问题★ （１９９７④）设ｎ阶矩阵Ａ＝

０ １ １ ⋯ １ １
１ ０ １ ⋯ １ １
１ １ ０ ⋯ １ １
    

１ １ １ ⋯ ０ １
１ １ １ ⋯

烄

烆

烌

烎１ ０

，则｜Ａ｜＝ ．

其实它是行列式
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Ｄ＝

ａ ｂ ｂ ⋯ ｂ ｂ
ｂ ａ ｂ ⋯ ｂ ｂ
ｂ ｂ ａ ⋯ ｂ ｂ
    

ｂ ｂ ｂ ⋯ ａ ｂ
ｂ ｂ ｂ ⋯ ｂ ａ

（）

或它的推广

槇
Ｄ＝

ａ１ ｂ ｂ ⋯ ｂ ｂ
ｃ ａ２ ｂ ⋯ ｂ ｂ
ｃ ｃ ａ３ ⋯ ｂ ｂ
    

ｃ ｃ ｃ ⋯ ａｎ－１ ｂ
ｃ ｃ ｃ ⋯ ｃ ａｎ

（）

或其他变形的特例．
该行列式及它的衍生或变形是线性代数中较典型的一类，其计算方法有四五种之多．此前

或尔后的试题中与该行列式计算有关的命题很多，比如：

１．涉及矩阵运算的问题

问题１：（１９９３④）已知三阶矩阵Ａ的逆矩阵Ａ－１＝
１ １ １
１ ２ １
烄

烆

烌

烎１ １ ３

，试求其伴随矩阵的逆．

它的变形或引申问题是：

问题２：（２００３③）设三阶矩阵Ａ＝
ａ ｂ ｂ
ｂ ａ ｂ
烄

烆

烌

烎ｂ ｂ ａ

，若Ａ的伴随矩阵的秩为１，则必有（ ）

（Ａ）ａ＝ｂ或ａ＋２ｂ＝０ （Ｂ）ａ＝ｂ或ａ＋２ｂ≠０
（Ｃ）ａ≠ｂ且ａ＋２ｂ＝０ （Ｄ）ａ≠ｂ且ａ＋２ｂ≠０
问题再推广或引申：

问题３：（２００１①）设矩阵Ａ＝

ｋ １ １ １
１ ｋ １ １
１ １ ｋ １
１ １ １

烄

烆

烌

烎ｋ

，且秩ｒ（Ａ）＝３．则ｋ＝ ．

该命题的又一次引申或推广形式为（从３阶、４阶，终于推广到了ｎ阶的情形，如果从命题
年份上看，前者例是后者的特例）：

问题４：（１９９８③）设ｎ（ｎ≥３）阶矩阵

Ａ＝

１ ａ ａ ⋯ ａ ａ
ａ １ ａ ⋯ ａ ａ
ａ ａ １ ⋯ ａ ａ
    
ａ ａ ａ ⋯ １ ａ
ａ ａ ａ ⋯ ａ

烄

烆

烌

烎１

，
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若矩阵Ａ的秩为ｎ－１，则ａ必为 （ ）

（Ａ）１ （Ｂ）１１－ｎ
（Ｃ）－１ （Ｄ）１ｎ－１

２．涉及方程组的问题
问题５：（１９８９③）齐次线性方程组

λｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝０，

ｘ１＋λｘ２＋ｘ３＝０，

ｘ１＋ｘ２＋λｘ３＝０
烅
烄

烆 ．
仅有零解，则λ应满足的条件是 ．

显然，该方程组的系数矩阵为Ａ＝
λ １ １
１ λ １
１ １

烄

烆

烌

烎λ
．

而下面的问题则与问题５几乎无异，只不过由齐次方程组改变成非齐次方程组而已．

问题６：（１９９７②）设方程组
ａ １ １
１ ａ １
１ １

烄

烆

烌

烎ａ

ｘ１
ｘ２
ｘ

烄

烆

烌

烎３

＝
１
１

烄

烆

烌

烎－２

有无穷多组解，则ａ＝ ．

问题７：（１９９５④）对于线性方程组

λｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝λ－３，

ｘ１＋λｘ２＋ｘ３＝－２，

ｘ１＋ｘ２＋λｘ３＝－２
烅
烄

烆 ．
讨论λ取何值时，方程组无解、有惟一解和无穷多组解．在方程组有无穷多组解时，试用其导
出组的基础解系表示全部解．
此问题是前面问题的再度引申或推广（变形），下面的问题终于将方程组从３元推广到了

ｎ元（相应的行列式或矩阵也由３阶推广到ｎ阶）．
问题８：（２００２③）设齐次线性方程组

ａｘ１＋ｂｘ２＋ｂｘ３＋⋯＋ｂｘｎ＝０，

ｂｘ１＋ａｘ２＋ｂｘ３＋⋯＋ｂｘｎ＝０，
⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

ｂｘ１＋ｂｘ２＋ｂｘ３＋⋯＋ａｘｎ＝０

烅

烄

烆 ．
其中ａ≠０，ｂ≠０，ｎ≥２．试讨论ａ，ｂ为何值时，方程组仅有零解、有无穷多组解？在有无穷多
组解时，求出其全部解，并用基础解系表示全部解．

显然方程组的系数矩阵Ａ＝

ａ ｂ ｂ ⋯ ｂ
ｂ ａ ｂ ⋯ ｂ
ｂ ｂ ａ ⋯ ｂ
   

ｂ ｂ ｂ ⋯

烄

烆

烌

烎ａ

，问题的实质是将它可化为计算｜Ａ｜

即计算前面行列式（）的问题．
问题再次引申即为下面的试题：

问题９：（２００３③）已知齐次线性方程组
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（ａ１＋ｂ）ｘ１＋ａ２ｘ２＋ａ３ｘ３＋⋯＋ａｎｘｎ＝０，

ａ１ｘ１＋（ａ２＋ｂ）ｘ２＋ａ３ｘ３＋⋯＋ａｎｘｎ＝０，

ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２＋（ａ３＋ｂ）ｘ３＋⋯＋ａｎｘｎ＝０，
⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２＋ａ３ｘ３＋⋯＋（ａｎ＋ｂ）ｘｎ＝０

烅

烄

烆 ．

其中
ｎ

ｉ＝１
ａｉ≠０．试讨论ａ１，ａ２，⋯，ａｎ和ｂ满足何种关系时：

（１）方程组仅有零解；
（２）方程组有非零解．在有非零解时，求此方程组的一个基础解系．
显然它是问题８的变形，容易看出，这个问题虽是求解线性方程组，但其关键仍是要计算

行列式（它们是行列式（）的引申）

｜Ａ｜＝

ａ１＋ｂ ａ２ ａ３ ⋯ ａｎ
ａ１ ａ２＋ｂ ａ３ ⋯ ａｎ
ａ１ ａ２ ａ３＋ｂ ⋯ ａｎ
   

ａ１ ａ２ ａ３ ⋯ ａｎ＋ｂ

＝ｂｎ－１ｂ＋
ｎ

ｉ＝１
ａ（ ）ｉ ．

接下来的问题几乎与上面的问题无异（或者视为它的特例）．
问题１０：（２００４①）设有齐次线性方程组

（１＋ａ）ｘ１＋ｘ２＋⋯＋ｘｎ＝０，

２ｘ１＋（２＋ａ）ｘ２＋⋯＋２ｘｎ＝０，

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

ｎｘ１＋ｎｘ２＋⋯＋（ｎ＋ａ）ｘｎ＝０

烅

烄

烆 ．
（ｎ≥２）试问ａ取何值时，该方程组有非零解，并求出其通解．
显然，这也是要考虑方程组系数矩阵或其行列式

Ａ＝

１＋ａ １ １ ⋯ １
２ ２＋ａ ２ ⋯ ２
３ ３ ３＋ａ ⋯ ３
   

ｎ ｎ ｎ ⋯ ｎ＋

烄

烆

烌

烎ａ

，

｜Ａ｜＝

１＋ａ １ １ ⋯ １
２ ２＋ａ ２ ⋯ ２
３ ３ ３＋ａ ３ 

ｎ ｎ ｎ ⋯ ｎ＋ａ

＝ ａ＋ｎ
（ｎ＋１）［ ］２ ａｎ－１．

注意该问题只是问题９的特例或变形而已（注意它们的系数矩阵间转置关系）．
显然２００４年数学（二）中的问题：只是上面问题１０的特例情形（对于数学（二）和数学（四）

试卷而言，常有与之类同的情形，比如同年份试卷中，数学（二）、（四）中的某些题目往往是数学

（一）、（三）中某些问题的简化或特例情形，但其解题思想是类同的）．
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问题（２００４②）设有齐次线性方程组
（１＋ａ）ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＝０，

２ｘ１＋（２＋ａ）ｘ２＋２ｘ３＋２ｘ４＝０，

３ｘ１＋３ｘ２＋（３＋ａ）ｘ３＋３ｘ４＝０，

４ｘ１＋４ｘ２＋４ｘ３＋（４＋ａ）ｘ４＝０

烅

烄

烆 ．
试问ａ取何值时，该方程组有非零解，并求出其通解．

３．涉及矩阵特征问题

问题１１：（１９９２④）矩阵Ａ＝

１ １ １ １
１ １ １ １
１ １ １ １

烄

烆

烌

烎１ １ １ １

的非零特征值是 ．

注意到｜Ａ－λＩ｜＝ｄｅｔ

１－λ １ １ １
１ １－λ １ １
１ １ １－λ １
１ １ １ １－

烄

烆

烌

烎λ

，它亦化为前述行列式（）的计算．

这个问题稍稍推广又出现在了１９９９年数学（一）试题中．请看：
问题１２：（１９９９①）设ｎ阶矩阵Ａ的元素全为１，则Ａ的ｎ个特征值是 ．
显然该问题是问题１１的推广（由４阶推广至ｎ阶），当然关键还是计算行列式（）．
五年之后，同样的问题（只是稍加推广与引申）又出现在了２００４年数学（三）试卷中．
问题１３：（２００４③）设ｎ阶矩阵

Ａ＝

１ ｂ ⋯ ｂ
ｂ １ ⋯ ｂ
  

ｂ ｂ ⋯

烄

烆

烌

烎１

．

（Ⅰ）求Ａ的特征值和特征向量；
（Ⅱ）求可逆矩阵Ｐ，使得Ｐ－１ＡＰ为对角矩阵．
其实它的解答无非还是计算行列式（）而已．我们简单回顾或复述一下这个问题的解法．

讨论ｂ的取值：
（１）当ｂ≠０时，考虑

λＩ－Ａ ＝

λ－１ －ｂ ⋯ －ｂ
－ｂ λ－１ ⋯ －ｂ
  

－ｂ －ｂ ⋯ λ－１

＝［λ－１－（ｎ－１）ｂ］［λ－（１－ｂ）］ｎ－１，

得Ａ的特征值为 λ１＝１＋（ｎ－１）ｂ，λ２＝⋯＝λｎ＝１－ｂ．然后再解线性方程组求解特
征向量．
（２）当ｂ＝０时，则由
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λＩ－Ａ ＝

λ－１ ０ ⋯ ０
０ λ－１ ⋯ ０
  

０ ０ ⋯ λ－１

＝（λ－１）ｎ，

知Ａ的特征值为λ１＝⋯＝λｎ＝１，此时任意非零向量均为其特征向量．
４．涉及二次型问题
熟悉了上面诸问题，下面的问题你当然不会感到陌生．

问题１４：（２００１①）设Ａ＝

１ １ １ １
１ １ １ １
１ １ １ １

烄

烆

烌

烎１ １ １ １

，Ｂ＝

４ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

，则Ａ与Ｂ （ ）

（Ａ）合同且相似 （Ｂ）合同但相似
（Ｃ）不合同但相似 （Ｄ）不合同且不相似
问题显然是要讨论它们的特征值情况，因而最终还是化归计算．

｜Ａ－λＩ｜＝

１－λ １ １ １
１ １－λ １ １
１ １ １－λ １
１ １ １ １－λ

，

进而解｜Ａ－λＩ｜＝０的问题．
至此我们已经看到了上述诸问题与我们介绍的行列式（）与（）间的关系，这也可从下图

中看得更为清晰（这里→表示转化关系）：

行列式（）（

→

）

行列式问题

问题
←

★
↓ ↑

矩阵问题

问题１～问题６
→
←
线性方程组问题

问题７～问题１０
←
矩阵特征问题

问题１１～问题１３
←
二次型问题

问题１４

↓

这样一来，如果再遇到这类问题，不管它以何形式或面目出现，你总不会感到陌生、感到无

从下手了，这对于各种考试（不仅仅是考研）来讲，还有何愁？

我们再从另一角度看看一道考研不等式问题演化的历程．
全国硕士研究生入学考试１９９３年数学（二）试卷中有这样一道题目：

问题１：设函数ｆ（ｘ）在［０，ａ］上有连续导数，且ｆ（０）＝０．试证∫
ａ

ｂ
ｆ（ｘ）ｄｘ ≤Ｍａ

２

２
，这

里Ｍ ＝ ｍａｘ
０≤ｘ≤ａ

｜ｆ′（ｘ）｜．（１９９３②）

它的证明不很难，比如有下面证法：

证１：任取ｘ∈（０，ａ］，由微分中值定理

ｆ（ｘ）－ｆ（０）＝ｆ′（ξ）ｘ，ξ∈（０，ｘ）．
又由ｆ（０）＝０，则ｆ（ｘ）＝ｆ′（ξ）ｘ，ｘ∈（０，ｘ）．故
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∫
ａ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝∫

ａ

０
ｆ′（ξ）ｘｄｘ ≤∫

ａ

０
ｆ′（ξ）ｘｄｘ≤Ｍ∫

ａ

０
ｘｄｘ＝Ｍ２ａ

２．

证２：设ｘ∈（０，ａ］，由ｆ（０）＝０，知

∫
ｘ

０
ｆ′（ｔ）ｄｔ＝ｆ（ｘ）－ｆ（０）＝ｆ（ｘ）．

令Ｍ ＝ ｍａｘ
０≤ｘ≤ａ

｜ｆ′（ｘ）｜，由积分性质及题设有

ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｆ′（ｔ）ｄｔ ≤∫

ｘ

０
ｆ′（ｔ）ｄｔ≤Ｍ∫

ｘ

０
Ｍｄｔ＝Ｍｔ，

故 ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｆ′（ｔ）ｄｔ ≤∫

ｘ

０
ｆ′（ｔ）ｄｔ≤∫

ａ

０
Ｍｘｄｘ＝Ｍ２ａ

２．

该问题其实只是下面一个较为经典问题的特例而已，这个问题是：

问题２：设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，在（ａ，ｂ）内可导，且ｆ（ａ）＝０．试证

２
（ｂ－ａ）２∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ≤ ｍａｘ

ｘ∈［ａ，ｂ］
ｆ′（ｘ）．

仿照上面的解法不难证得该问题．下面再给出一个较为新颖的证法：

证： 由积分性质且注意到ｆ（ａ）＝０有∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｄｘ∫

ｘ

０
ｆ′（ｔ）ｄｔ，ａ≤ｘ≤ｂ．

故 ∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝∫

ｂ

ａ∫
ｘ

ａ
ｆ′（ｔ）ｄｔｄｘ ≤∫

ｂ

ａ∫
ｘ

ａ
ｆ′（ｔ）ｄｔｄｘ

≤ ｍａｘ
ｘ∈［ａ，ｂ］

ｆ′（ｘ）∫
ｂ

ａ
（ｘ－ａ）ｄｘ

＝ ｍａｘ
ｘ∈［ａ，ｂ］

ｆ′（ｘ）·
（ｘ－ａ）２
２

ｂ

ａ

＝ ｍａｘ
ｘ∈［ａ，ｂ］

ｆ′（ｘ）·
（ｂ－ａ）２
２ ．

即要证不等式成立．与题２类似的问题还有：
问题３：设ｆ（ｘ）的一阶导数在［ａ，ｂ］上连续，且ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ）＝０，则

ｍａｘ
ｘ∈［ａ，ｂ］

ｆ′（ｘ）≥ ４
（ｂ－ａ）２∫

ｂ

ａ
｜ｆ（ｘ）｜ｄｘ．

这里题目的条件中多了一个ｆ（ｂ）＝０的条件，如此一来它的结论稍有加强．
证：若ｘ∈（ａ，ｂ），在［ａ，ｘ］及［ｘ，ｂ］上对ｆ（ｘ）应用Ｌａｇｒａｎｇｅ中值定理有

ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）＝ｆ′（ξ１）（ｘ－ａ），ａ＜ξ１＜ｘ， ①
ｆ（ｘ）－ｆ（ｂ）＝ｆ′（ξ２）（ｘ－ｂ），ａ＜ξ２＜ｂ， ②
又 ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ）＝０，由ｆ′（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上连续，故｜ｆ′（ｘ）｜在［ａ，ｂ］上亦连续，

则｜ｆ′（ｘ）｜必有最大值Ｍ，即

｜ｆ′（ｘ）｜≤ ｍａｘ
ａ≤ｘ≤ｂ

｜ｆ′（ｘ）｜＝Ｍ．
再由式①，②有｜ｆ′（ｘ）｜≤Ｍ（ｘ－ａ），｜ｆ′（ｘ）｜≤Ｍ（ｂ－ｘ）．

故 ４
（ｂ－ａ）２∫

ｂ

ａ
｜ｆ′（ｘ）｜ｄｘ＝ ４

（ｂ－ａ）４∫
ａ＋ｂ
２

ａ
｜ｆ（ｘ）｜ｄｘ＋∫

ｂ

ａ＋ｂ
２
｜ｆ（ｘ）｜ｄ［ ］ｘ

≤ ４
（ｂ－ａ）２∫

ａ＋ｂ
２

ａ
Ｍ（ｘ－ａ）ｄｘ＋∫

ｂ

ａ＋ｂ
２
Ｍ（ｂ－ｘ）ｄ［ ］ｘ
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＝ ４Ｍ
（ｂ－ａ）２

１
２
ａ＋ｂ
２ －（ ）ａ

２
＋１２ ｂ－

ａ＋ｂ（ ）２［ ］
２

＝Ｍ ＝ ｍａｘ
ａ≤ｘ≤ｂ

｜ｆ′（ｘ）｜．
当然它（问题３）的特例情形是：
问题４：设函数ｆ（ｘ）的一阶导数在［０，１］上连续，且ｆ（０）＝ｆ（１）＝０．试证明

∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ≤１４ ｍａｘ

ｘ∈［０，１］
｜ｆ′（ｘ）｜．

证：对于积分计算可先凑微分，再用分部积分，这样可有

∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ－（ ）１２ ＝ ｘ－（ ）１２ ｆ（ｘ［ ］）

１

０
－∫

１

０
ｆ′（ｘ）ｘ－（ ）１２ ｄｘ

＝－∫
１

０
ｆ′（ｘ）ｘ－（ ）１２ ｄｘ，

而 ∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ≤ ｍａｘ

ｘ∈［０，１］
｜ｆ′（ｘ）｜∫

１

０
ｘ－１２ ｄｘ

＝ ｍａｘ
ｘ∈［０，１］

｜ｆ′（ｘ）｜∫
１
２

０

１
２－（ ）ｘ ｄｘ＋∫

１

１
２
ｘ－（ ）１２ ｄ｛ ｝ｘ

＝１４ ｍａｘ
ｘ∈［０，１］

｜ｆ′（ｘ）｜，

故 ∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ≤１４ ｍａｘ

ｘ∈［０，１］
ｆ′（ｘ）．

问题３的另外变形是一道原苏联大学生数学竞赛题：
问题５：函数ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上有二阶导数，又ｆ′（ａ）＝ｆ′（ｂ）＝０．试证在（ａ，ｂ）内至少存

在一点ξ满足 ｆ″（ξ）≥
４
（ｂ－ａ）２ｆ

（ｂ）－ｆ（ａ）．

证： 由ｆ（ｘ）在ｃ＝ａ＋ｂ２
点Ｔａｙｌｏｒ展开且注意到ｆ′（ａ）＝０，可有

ｆ（ｃ）＝ｆ（ａ）＋ｆ′（ａ）·（ｃ－ａ）＋
ｆ″（ξ１）
２
（ｃ－ａ）２

＝ｆ（ａ）＋
ｆ″（ξ１）
８
（ｂ－ａ）２ （ａ＜ξ１＜ｃ），

又 ｆ（ｃ）＝ｆ（ｂ）＋ｆ′（ｂ）·（ｃ－ｂ）＋
ｆ″（ξ２）
２
（ｂ－ａ）２

＝ｆ（ｂ）＋
ｆ″（ξ２）
８
（ｂ－ａ）２ （ｃ＜ξ２＜ｂ），

故 ｆ（ｂ）－ｆ（ａ）＝１２
（ｂ－ａ）２ｆ″（ξ２）－ｆ″（ξ１）

≤１８
（ｂ－ａ）２［ｆ″（ξ２）＋ ｆ″（ξ１）］

≤１４
（ｂ－ａ）２ｆ″（ξ），

即 ｆ″（ξ）≥
４
（ｂ－ａ）２ｆ

（ｂ）－ｆ（ａ）．

其中 ｆ″（ξ）＝ｍａｘ｛ｆ″（ξ１），ｆ″（ξ２）｝．
问题６： 设函数ｆ（ｘ）的二阶导数连续，且ｆ（０）＝ｆ（１）＝０，又 ｍｉｎ

ｘ∈［０，１］
ｆ（ｘ）＝－１，试证
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ｍａｘ
ｘ∈［０，１］

ｆ″（ｘ）≥８．
证：设ｆ（ｘ）在ａ处取得最小值，显然ａ∈（０，１）．
则 ｆ′（ａ）＝０，ｆ（ａ）＝－１．依Ｔａｙｌｏｒ公式有（式中ξ在ｘ，ａ之间）

ｆ（ｘ）＝ｆ（ａ）＋ｆ′（ａ）（ｘ－ａ）＋１２！ｆ″
（ξ）（ｘ－ａ）２＝－１＋

１
２ｆ″
（ξ）（ｘ－ａ）２．

因 ｆ（０）＝ｆ（１）＝０， 故 当ｘ＝０，ｘ＝１时：

０＝－１＋ｆ″（ξ１）·
ａ２
２
，ｆ″（ξ１）＝

２
ａ２．

０＝－１＋ｆ″（ξ２）·
１
２
（１－ａ）２，ｆ″（ξ２）＝

２
（１－ａ）２．

故 ａ＜１２
时，ｆ″（ξ１）＞８；ａ≥

１
２
时，ｆ″（ξ２）≥８．即知 ｍａｘ

ｘ∈［０，１］
ｆ″（ｘ）≥８．

注： 下面的问题是本例的变形或对偶问题：

设函数ｆ（ｘ）的二阶导数连续，且ｆ（０）＝ｆ（１）＝０，又 ｍａｘ
ｘ∈［０，１］

ｆ（ｘ）＝２．试证 ｍｉｎ
ｘ∈［０，１］

ｆ″（ｘ）≤－１６．

问题３的另外变形或引申可见（它曾作为北方交通大学１９９４年大学生数学竞赛题）：
问题７：若ｆ（ｘ）在［０，１］上有二阶连续导数，且ｆ（０）＝ｆ（１）＝０．又ｘ∈（０，１）时

ｆ（ｘ）≠０．试证∫
１

０

ｆ″（ｘ）
ｆ（ｘ）ｄｘ≥４．

证：记Ｍ＝ ｆ（ｘ０）＝ｍａｘ
０≤ｘ≤１

ｆ（ｘ），在区间［０，ｘ０］和［ｘ０，１］上分别对ｆ（ｘ）使用微分中

值定理，有

ｆ（ｘ０）＝ｆ′（ξ１）ｘ０，０＜ξ１＜ｘ０，
及 －ｆ（ｘ０）＝ｆ′（ξ２）（１－ｘ０），ｘ０＜ξ２＜１．

则 ∫
１

０

ｆ″（ｘ）
ｆ（ｘ）ｄｘ≥∫

１

０

ｆ″（ｘ）
Ｍ ｄｘ＝ １

Ｍ ∫
ｘ０

０
ｆ″（ｘ）ｄｘ＋∫

１

ｘ０
ｆ″（ｘ）ｄ［ ］ｘ

≥ １
Ｍ ∫

ξ２

２ξ１
ｆ″（ｘ）ｄｘ ＝４．

作为 ｍａｘ
ａ≤ｘ≤ｂ

ｆ′（ｘ）下界的对偶问题可有（它是上海交通大学１９９１年大学生数学竞赛

题）：

问题８：设函数ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上有连续导数，试证 １
ｂ－ａ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＋∫

ｂ

ａ
ｆ′（ｘ）ｄｘ

≥ｍａｘ
ａ≤ｘ≤ｂ

ｆ（ｘ）．
证：由设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，故 ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上也连续，从而有ｘ０∈［ａ，ｂ］，使

ｆ（ｘ０）＝ｍａｘ
ａ≤ｘ≤ｂ

ｆ（ｘ）．

又由积分中值定理有 １
ｂ－ａ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｆ（ξ），ξ∈［ａ，ｂ］，故

１
ｂ－ａ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＋∫

ｂ

ａ
ｆ′（ｘ）ｄｘ＝ ｆ（ξ）＋∫

ｂ

ａ
ｆ′（ｘ）ｄｘ

≥ ｆ（ξ）＋∫
ｘ０

ξ
ｆ′（ｘ）ｄｘ ＝ ｆ（ξ）＋ ｆ（ｘ０）－ｆ（ξ）

≥ ｆ（ξ）－ｆ（ｘ０）－ｆ（ξ）＝ ｆ（ｘ０）＝ ｍａｘ
ａ≤ｘ≤ｂ

ｆ（ｘ）．
当然问题还可写如：
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ｍａｘ
ａ≤ｘ≤ｂ

ｆ′（ｘ）≤ ｆ
（ｂ）－ｆ（ａ）
ｂ－ａ ＋∫

ｂ

ａ
ｆ′（ｘ）ｄｘ，

只须注意到∫
ｂ

ａ
ｆ′（ｘ）ｄｘ＝ｆ（ｂ）－ｆ（ａ）即可．

这样与题２结合可有不等式（注意到ｆ（ａ）＝０）：

２
（ｂ－ａ）２∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ≤ｍａｘ

ａ≤ｘ≤ｂ
ｆ′（ｘ）≤ ｆ

（ｂ）
ｂ－ａ ＋∫

ｂ

ａ
ｆ′（ｘ）ｄｘ．

作为题８的特例或引申便是研究生入学考试１９９６数学（一）的题目：
问题９：设ｆ（ｘ）在［０，１］上具有二阶导数，且满足条件｜ｆ（ｘ）｜≤ａ，｜ｆ″（ｘ）｜≤ｂ，其中ａ，

ｂ都是非负常数，ｃ是（０，１）内任意一点．证明｜ｆ′（ｃ）｜≤２ａ＋ｂ２．
（１９９６①）

证：由上面一阶泰勒公式，分别令ｘ＝０和ｘ＝１，则有

ｆ（０）＝ｆ（ｃ）－ｆ′（ｃ）ｃ＋
ｆ″（ξ１）
２！ｃ

２，０＜ξ１＜ｃ＜１，

ｆ（１）＝ｆ（ｃ）＋ｆ′（ｃ）（１－ｃ）＋
ｆ″（ξ２）
２！
（１－ｃ）２，０＜ｃ＜ξ２＜１．

两式相减得

ｆ（１）－ｆ（０）＝ｆ′（ｃ）＋１２！
［ｆ″（ξ２）（１－ｃ）２＋ｆ″（ξ１）ｃ２］．

因此 ｜ｆ′（ｃ）｜≤｜ｆ（１）｜＋｜ｆ（０）｜＋１２｜ｆ″
（ξ２）｜（１－ｃ）２＋

１
２｜ｆ″
（ξ１）｜ｃ２

≤ａ＋ａ＋ｂ２
［（１－ｃ）２＋ｃ２］．

又因ｃ∈（０，１），有（１－ｃ）２＋ｃ２≤１，故｜ｆ′（ｃ）｜≤２ａ＋ｂ２．
由上我们已经看出这些问题间的内在联系：

问题４
↑特 例

问题３

↓
引 申

问题７

问题１
１９９３年数（二）试题

↑
↓

特 例 推 广

←
引申

问题２ →
变形

↓
引申 对偶

问题８
↑特例 引申

问题９
１９９６年数（一）试题

问题５
↑特 例

问题６

搞清这些问题之间的关联，从中不仅可以学会掌握解这类问题的方法，更重要的可以看清

这些问题彼此间是如何联系及转化的，如前所言解数学问题就是将未知转化为已知的过程．此
外弄清这些关系，也可看透拟题者的匠心与立意，因为特例、推广、引申和对偶也是拟造数学命

题的重要手段和方法．
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写过程中参阅了陈文灯教授等专家的大量文献，北京文登学校也提供了极为宝贵的资料，谨在
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解题步骤的一个框图

已 知 是 什 么？

↓
结论（要证或要求解的）是什么？

↓
是否曾见过同类问题？

↓
根据题目条件选择方法

［分析法？综合法？归纳法（数学

归纳法）？反证法？⋯］

↓
拟 定 解 题 方 案

↓
成 功 否？

↓
回 顾 与 总 结

↓
解题过程可否简化？

（有无重复论证？有无多余步骤？

有无复杂而不必要的推理或计

算？⋯）

↓
有 无 别 的 解 法？

↓
命题条件能否减弱？

结论能否改进、加强与拓广？

→
否

←
是

推导过程有无错误？

↓
题设条件使用有无遗漏？

（包括题中蕴含的条件）

↓
方法是否恰当？

↓
再 拟 方 案

历年考研数学试题详解·数学（二）０－１６



一、全国硕士研究生招生考试

数学（二）试题部分

１９８７年试题
一、填空题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分，把答案填在题中横线上）

（１）极限ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ－２
ｎ（ ）＋１

ｎ
＝ ．

（２）设ｙ＝ｌｎ（１＋ａｘ），其中ａ为非零常数，则ｙ′＝ ；ｙ″＝ ．
（３）曲线ｙ＝ａｒｃｔａｎｘ在横坐标为１的点处的切线方程是 ；法线方程是 ．

（４）积分∫ｆ′（ｘ）ｄｘ＝ ；∫
ｂ

ａ
ｆ′（２ｘ）ｄｘ＝ ．

（５）积分中值定理的条件是 ；结论是 ．
二、选择题（本大题共４个小题，每小题３分，满分１２分，每小题给出的四个选项中，只有

一项符合题目要求，把所选项前的字母填在题后的括号内）

（１）ｆ（ｘ）＝ ｘｓｉｎｘｅｃｏｓｘ（－∞＜ｘ＜＋∞）是 （ ）

（Ａ）有界函数 （Ｂ）单调函数 （Ｃ）周期函数 （Ｄ）偶函数
（２）函数ｆ（ｘ）＝ｘｓｉｎｘ （ ）

（Ａ）在（－∞，＋∞）内有界 （Ｂ）当ｘ→∞时，为无穷大
（Ｃ）在（－∞，＋∞）内无界 （Ｄ）当ｘ→∞时有有限极限

（３）设ｆ（ｘ）在点ｘ＝ａ处可导，ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ａ＋ｘ）－ｆ（ａ－ｘ）
ｘ

等于 （ ）

（Ａ）ｆ′（ａ） （Ｂ）２ｆ′（ａ） （Ｃ）０ （Ｄ）ｆ′（２ａ）

（４）设ｆ（ｘ）为已知连续函数，Ｉ＝ｔ∫
ｓ
２

０
ｆ（ｔｘ）ｄｘ，其中ｔ＞０，ｓ＞０，则Ｉ的值 （ ）

（Ａ）依赖于ｓ和ｔ （Ｂ）依赖于ｓ，ｔ，ｘ
（Ｃ）依赖于ｔ和ｘ，不依赖于ｓ （Ｄ）依赖于ｓ，不依赖于ｔ

三、（本题满分７分）设
ｘ＝５（ｔ－ｓｉｎｔ），

ｙ＝５－（１－ｃｏｓｔ）｛ ．
求ｄｙ
ｄｘ
，ｄ
２ｙ
ｄｘ２．

四、（本题满分６分）求ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｘ－

１
ｅｘ（ ）－１ ．

五、证明题（本题满分１０分）
（１）证明若ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内可导，且导数ｆ′（ｘ）恒大于零，则ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内单调增加．
（２）证明若ｇ（ｘ）在ｘ＝ｃ处二阶导数存在，且ｇ′（ｃ）＝０，ｇ″（ｃ）＜０，则ｇ（ｃ）为ｇ（ｘ）的一
个极大值．

六、（本题满分１０分）计算∫ １
ａ２ｓｉｎ２ｘ＋ｂ２ｃｏｓ２ｘ

ｄｘ，其中ａ，ｂ不全为０的非负常数．

１９８７年试题 １－１
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七、（本题满分８分）计算∫
１

０
ｘａｒｃｓｉｎｘｄｘ．

八、（本题满分１０分）在第一象限内求曲线ｙ＝－ｘ２＋１上的一点，使该点处的切线与所
给曲线及两坐标轴所围成的图形面积为最小，并求此最小面积．
九、（本题满分８分）设Ｄ是由曲线ｙ＝ｓｉｎｘ＋１与３条直线ｘ＝０，ｘ＝π，ｙ＝０所围成的

曲边梯形，求Ｄ绕Ｏｘ轴旋转一周所生成的旋转体的体积．

十、（本题满分７分）求微分方程ｘ
ｄｙ
ｄｘ＝ｘ－ｙ

满足条件ｙ｜ｘ 槡＝２＝０之特解．

十一、（本题满分８分）求微分方程ｙ″＋２ｙ′＋ｙ＝ｘｅｘ的通解．

１９８８年试题
一、填空题（本题共５个小题，每小题４分，满分２０分，把答案填在题中横线上）

（１）设ｆ（ｘ）＝
ｅｘ（ｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ），ｘ＞０；

２ｘ＋ａ， ｘ≤
烅
烄
烆 ０

是（－∞，＋∞）上的连续函数，则ａ＝ ．

（２）若ｆ（ｔ）＝ｌｉｍ
ｘ→∞
ｔ１＋１（ ）ｘ

２ｔｘ
，则ｆ′（ｔ）＝ ．

（３）极限ｌｉｍ
ｘ→０＋

１
槡（ ）ｘ

ｔａｎｘ
＝ ．

（４）积分∫
４

０
ｅ槡ｘｄｘ＝ ．

（５）设ｆ（ｘ）是连续函数，且∫
ｘ
３
－１

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｘ，则ｆ（７）＝ ．

二、选择题（本题共５个小题，每小题４分，满分２０分，每小题给出的四个选项中，只有一
项符合题目要求，把所选项前的字母填在题后的括号内）

（１）函数ｆ（ｘ）＝１３ｘ
３＋１２ｘ

２＋６ｘ＋１的图形在点（０，１）处切线与Ｏｘ轴交点的坐标是

（ ）

（Ａ）－１６
，（ ）０ （Ｂ）（－１，０） （Ｃ）１６

，（ ）０ （Ｄ）（１，０）

（２）若ｆ（ｘ）与ｇ（ｘ）在（－∞，＋∞）上皆可导，且ｆ（ｘ）＜ｇ（ｘ），则必有 （ ）

（Ａ）ｆ（－ｘ）＞ｇ（－ｘ） （Ｂ）ｆ′（ｘ）＜ｇ′（ｘ）

（Ｃ）ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＜ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｇ（ｘ） （Ｄ）∫

ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＜∫

ｘ

０
ｇ（ｔ）ｄｔ

（３）若函数ｙ＝ｆ（ｘ）有ｆ′（ｘ０）＝
１
２
，则当Δｘ→０时，该函数在ｘ＝ｘ０处的微分ｄｙ是

（ ）

（Ａ）与Δｘ等价的无穷小 （Ｂ）与Δｘ同阶的无穷小
（Ｃ）与Δｘ低阶的无穷小 （Ｄ）比Δｘ高阶的无穷小

（４）曲线ｙ＝ｓｉｎ
３
２ｘ（０≤ｘ≤π）与Ｏｘ轴围成的图形，绕Ｏｘ轴旋转一周所成的旋转体的

体积Ｖ为 （ ）

（Ａ）４３
（Ｂ）４３π

（Ｃ）２３π
２ （Ｄ）２３π
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（５）设ｙ＝ｆ（ｘ）是方程ｙ″＋２ｙ′＋４ｙ＝０的一个解，又若ｆ（ｘ０）＞０且ｆ′（ｘ０）＝０，则函数

ｆ（ｘ）在点ｘ０ （ ）

（Ａ）取得极大值 （Ｂ）取处极小值
（Ｃ）某个邻域内单调增加 （Ｄ）某个邻域内单调减小
三、（本题满分５分）已知ｆ（ｘ）＝ｅｘ

２

，ｆ［φ（ｘ）］＝１－ｘ且φ（ｘ）≥０，求φ（ｘ）及其定义域．
四、（本题满分５分）已知ｙ＝１＋ｘｅｘｙ，求ｙ′｜ｘ＝０及ｙ″｜ｘ＝０．
五、（本题满分８分）将长为ａ的铁丝切成两段．一段围成正方形，另一段围成圆形，问这

两段铁丝各长为多少时，正方形与圆形的面积之和为最小．

六、（本题满分７分）设ｘ≥－１，求∫
ｘ

－１
（１－｜ｔ｜）ｄｔ．

七、（本题满分１２分）作函数ｙ＝ ６
ｘ２－２ｘ＋４

的图形，并填写下表．

单调增加区间

单调减少区间

极值点

极 值

凹区间

凸区间

拐点

渐近线

八、（本题满分８分）设ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上有连续导数，且ｍ≤ｆ（ｘ）≤Ｍ，又ａ＞０．

（１）求ｌｉｍ
ａ→＋０

１
４ａ２∫

ａ

－ａ
［ｆ（ｔ＋ａ）－ｆ（ｔ－ａ）］ｄｔ；

（２）试证 １２ａ∫
ａ

－ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ－ｆ（ｘ）≤Ｍ－ｍ．

九、（本题满分５分）求微分方程ｙ′＋１ｘｙ＝
１

ｘ（ｘ２＋１）
的通解（一般解）．

十、（本题满分１０分）设函数ｙ＝ｙ（ｘ）满足微分方程ｙ″－３ｙ′＋２ｙ＝２ｅｘ，且其图形在点
（０，１）处的切线与曲线ｙ＝ｘ２－ｘ＋１在该点的切线重合，试求函数ｙ＝ｙ（ｘ）．

１９８９年试题
一、填空题（每小题３分，满分２１分）
（１）极限ｌｉｍ

ｘ→０
ｘｃｏｔ２ｘ＝ ．

（２）积分∫
π

０
ｔｓｉｎｔｄｔ＝ ．

（３）曲线ｙ＝∫
ｘ

０
（ｔ－１）（ｔ－２）ｄｔ在点（０，０）处的切线方程是 ．

（４）设ｆ（ｘ）＝ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）⋯（ｘ＋ｎ）， 则ｆ′（０）＝ ．

１９８９年试题 １－３
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（５）设ｆ（ｘ）是连续函数，且ｆ（ｘ）＝ｘ＋２∫
１

０
ｆ（ｔ）ｄｔ，则ｆ（ｘ）＝ ．

（６）设ｆ（ｘ）＝
ａ＋ｂｘ２，ｘ≤０，

ｓｉｎｂｘ
ｘ
，ｘ＞

烅
烄

烆 ０
在ｘ＝０处连续，则常数ａ与ｂ应满足的关系是 ．

（７）设ｔａｎｙ＝ｘ＋ｙ，则ｄｙ＝ ．
二、计算题（每小题４分，满分２０分）

（１）已知ｙ＝ａｒｃｓｉｎｅ－槡ｘ，求ｙ′．

（２）求∫ｄｘ
ｘｌｎ２ｘ．

（３）求ｌｉｍ
ｘ→０
（２ｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ）

１

ｘ．

（４）已知
ｘ＝ｌｎ（１＋ｔ２），

ｙ＝ａｒｃｔａｎｔ｛ ．
求ｄｙ
ｄｘ
，ｄ
２ｙ
ｄｘ２．

（５）已知ｆ（２）＝１２
，ｆ′（２）＝０及∫

２

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝１，求∫

１

０
ｘ２ｆ″（２ｘ）ｄｘ．

三、选择题（每小题３分，满分１８分）

（１）当ｘ＞０时，曲线ｙ＝ｘｓｉｎ１ｘ
（ ）

（Ａ）有且仅有水平渐近线 （Ｂ）有且仅有铅直渐近线
（Ｃ）既有水平渐近线，也有铅直渐近线 （Ｄ）既无水平渐近线，也无铅直渐近线
（２）若３ａ２－５ｂ＜０，则方程ｘ５＋２ａｘ３＋３ｂｘ＋４ｃ＝０ （ ）

（Ａ）无实根 （Ｂ）有惟一实根
（Ｃ）有３个不同实根 （Ｄ）有５个不同实根

（３）曲线ｙ＝ｃｏｓｘ －π２≤ｘ≤
π（ ）２ 与Ｏｘ轴所围成的图形，绕Ｏｘ轴旋转一周所成的旋

转体的体积Ｖ为 （ ）

（Ａ）π２
（Ｂ）π （Ｃ）π

２

２
（Ｄ）π２

（４）设两函数ｆ（ｘ）及ｇ（ｘ）都在ｘ＝ａ处取得极大值，则函数Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）在

ｘ＝ａ处 （ ）

（Ａ）必取极大值 （Ｂ）必取极小值
（Ｃ）不可能取极值 （Ｄ）是否取极值不能确定
（５）微分方程ｙ″－ｙ＝ｅｘ＋１的一个特解应具有形式（式中ａ、ｂ为常数） （ ）

（Ａ）ａｅｘ＋ｂ （Ｂ）ａｘｅｘ＋ｂ （Ｃ）ａｅｘ＋ｂｘ （Ｄ）ａｘｅｘ＋ｂｘ
（６）设ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ的某个领域内有定义，则ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ处可导的一个充分条件是

（ ）

（Ａ）ｌｉｍ
ｈ→＋∞

ｆａ＋１（ ）ｈ －ｆ（ａ［ ］）存在 （Ｂ）ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（ａ＋２ｈ）－ｆ（ａ＋ｈ）
ｈ

存在

（Ｃ）ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（ａ＋ｈ）－ｆ（ａ－ｈ）
ｈ

存在 （Ｄ）ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（ａ）－ｆ（ａ－ｈ）
ｈ

存在
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四、（本题满分６分）求微分方程ｘｙ′＋（１－ｘ）ｙ＝ｅ２ｘ（０＜ｘ＜＋∞）满足ｙ（１）＝０的解．

五、（本题满分７分）ｆ（ｘ）＝ｓｉｎｘ－∫
ｘ

０
（ｘ－ｔ）ｆ（ｔ）ｄｔ，其中ｆ为连续函数，求ｆ（ｘ）．

六、（本题满分７分）证明方程ｌｎｘ＝ｘｅ－∫
π

０
１－ｃｏｓ２槡 ｘｄｘ在区间（０，＋∞）内有且仅有

两个不同实根．

七、（本大题满分１１分）对函数ｙ＝ｘ＋１ｘ２
填写下表




．




单调减少区间 凹区间




单调增加区间 凸区间




极值点 拐点

极 值 渐近线

八、（本题满分１０分）设抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ过圆点，当０≤ｘ≤１时，ｙ≥０．又已知该

抛物线与Ｏｘ轴及直线ｘ＝１所围图形的面积为１３．
试确定ａ、ｂ、ｃ，使此图形绕Ｏｘ轴旋转一

周而成旋转体的体积Ｖ最小。

１９９０年试题
一、填空题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分）

（１）曲线
ｘ＝ｃｏｓ３ｔ．
ｙ＝ｓｉｎ３ｔ
烅
烄
烆 ．

上对应于ｔ＝π６
点处的法线方程是 ．

（２）设ｙ＝ｅｔａｎ
１
ｘｓｉｎ１ｘ
，则ｙ′＝ ．

（３）积分∫
１

０
ｘ １－槡 ｘｄｘ＝ ．

（４）下列两个积分大小的关系：∫
－１

－２
ｅ－ｘ

３

ｄｘ ∫
－１

－２
ｅｘ

３

ｄｘ．

（５）设函数ｆ（ｘ）＝
１， ｘ ≤１，

０， ｘ ＞１｛ ，
则ｆ［ｆ（ｘ）］＝ ．

二、选择题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分）

（１）已知ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ２
ｘ＋１－ａｘ－（ ）ｂ ＝０，其中ａ，ｂ是常数，则 （ ）

（Ａ）ａ＝１，ｂ＝１ （Ｂ）ａ＝－１，ｂ＝１
（Ｃ）ａ＝１，ｂ＝－１ （Ｄ）ａ＝－１，ｂ＝－１

（２）设函数ｆ（ｘ）在实轴（－∞，＋∞）上连续，则微分ｄ∫ｆ（ｘ）ｄ［ ］ｘ 等于 （ ）

（Ａ）ｆ（ｘ） （Ｂ）ｆ（ｘ）ｄｘ （Ｃ）ｆ（ｘ）＋Ｃ （Ｄ）ｆ′（ｘ）ｄｘ
（３）已知函数ｆ（ｘ）具有任意阶导数，且ｆ′（ｘ）＝［ｆ（ｘ）］２，则当ｎ为大于２的正整数时，

ｆ（ｘ）的ｎ阶导数ｆ（ｎ）（ｘ）是 （ ）
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（Ａ）ｎ！［ｆ（ｘ）］ｎ＋１ （Ｂ）ｎ［ｆ（ｘ）］ｎ＋１

（Ｃ）［ｆ（ｘ）］２ｎ （Ｄ）ｎ！［ｆ（ｘ）］２ｎ

（４）设ｆ（ｘ）是连续函数，且Ｆ（ｘ）＝∫
ｅ
－ｘ

ｘ
ｆ（ｔ）ｄｔ，则Ｆ′（ｘ）＝ （ ）

（Ａ）－ｅ－ｘｆ（ｅ－ｘ）－ｆ（ｘ） （Ｂ）－ｅ－ｘｆ（ｅ－ｘ）＋ｆ（ｘ）
（Ｃ）ｅ－ｘｆ（ｅ－ｘ）－ｆ（ｘ） （Ｄ）ｅ－ｘｆ（ｅ－ｘ）＋ｆ（ｘ）

（５）设Ｆ（ｘ）＝
ｆ（ｘ）
ｘ
，ｘ≠０，

ｆ（０），ｘ＝０
烅
烄

烆 ．
其中ｆ（ｘ）在ｘ＝０处可导，ｆ′（０）≠０，ｆ（０）＝０，则ｘ＝０

是Ｆ（ｘ）的 （ ）

（Ａ）连续点 （Ｂ）第一类间断点
（Ｃ）第二类间断点 （Ｄ）连续点或间断点不能由此确定

三、计算题（本题共５个小题，每小题５分，满分２５分）

（１）已知ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ＋ａ
ｘ－（ ）ａ

ｘ
＝９，求常数ａ．

（２）求由方程２ｙ－ｘ＝（ｘ－ｙ）ｌｎ（ｘ－ｙ）所确定的函数ｙ＝ｙ（ｘ）的微分ｄｙ．

（３）求曲线ｙ＝ １
１＋ｘ２
（ｘ＞０）的拐点．

（４）计算∫ ｌｎｘ
（１－ｘ）２

ｄｘ．

（５）求微分方程ｘｌｎｘｄｙ＋（ｙ－ｌｎｘ）ｄｘ＝０满足条件ｙ｜ｘ＝ｅ＝１的特解．

四、（本题满分９分）在椭圆ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２＝１
的第一象限部分上求一点Ｐ，使该点处的切线、椭

圆及两坐标所围图形的面积最小（其中ａ＞０，ｂ＞０）．

五、（本题满分９分）证明当ｘ＞０时，有不等式ａｒｃｔａｎｘ＋１ｘ＞
ｘ
π．

六、（本题满分９分）设ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

１

ｌｎｔ
１＋ｔｄｔ
，ｘ＞０．求ｆ（ｘ）＋ｆ １（ ）ｘ ．

七、（本题满分９分）过点Ｐ（１，０）作抛物线ｙ＝ ｘ槡 －２的切线，该切线与上述抛物线及

Ｏｘ轴围成一平面图形，求此图形绕Ｏｘ轴旋转一周所成旋转体体积．
八、（本题满分９分）求微分方程ｙ″＋４ｙ′＋４ｙ＝ｅａｘ的通解，其中ａ为给定实数．

１９９１年试题

一、填空题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分）
（１）设ｙ＝ｌｎ（１＋３－ｘ），则ｄｙ＝ ．

（２）曲线ｙ＝ｅ－ｘ
２

的向上凸区间是 ．

（３）积分∫
＋∞

０

１－ｌｎｘ
ｘ２ ｄｘ＝ ．

（４）某质点以速度ｔｓｉｎ（ｔ２）米／秒作直线运动，则从时刻ｔ１＝
π槡２秒到ｔ２＝槡π秒内该质点
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所经过的路程等于 米．

（５）ｌｉｍ
ｘ→０＋

１－ｅ
１
ｘ

ｘ＋ｅ
１
ｘ
＝ ．

二、选择题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分）
（１）若曲线ｙ＝ｘ２＋ａｘ＋ｂ和２ｙ＝－１＋ｘｙ３在点（１，－１）处相切，其中ａ，ｂ是常数，则

（ ）

（Ａ）ａ＝０，ｂ＝－２ （Ｂ）ａ＝１，ｂ＝－３
（Ｃ）ａ＝－３，ｂ＝１ （Ｄ）ａ＝－１，ｂ＝－１

（２）设函数ｆ（ｘ）＝
ｘ２， ０≤ｘ≤１，

２－ｘ，１＜ｘ≤２
烅
烄
烆 ．

若记函数Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ，０≤ｘ≤２，则有

（ ）

（Ａ）Ｆ（ｘ）＝

ｘ３
３
， ０≤ｘ≤１，

１
３＋２ｘ－

ｘ２
２
，１＜ｘ≤２

烅

烄

烆 ．
（Ｂ）Ｆ（ｘ）＝

ｘ３
３
， ０≤ｘ≤１，

－７６＋２ｘ－
ｘ２
２
，１＜ｘ≤２

烅

烄

烆 ．

（Ｃ）Ｆ（ｘ）＝

ｘ３
３
， ０≤ｘ≤１，

ｘ３
３＋２ｘ－

ｘ２
２
，１＜ｘ≤２

烅

烄

烆 ．
（Ｄ）Ｆ（ｘ）＝

ｘ３
３
， ０≤ｘ≤１，

２ｘ－ｘ
２

２
，１＜ｘ≤２

烅

烄

烆 ．
（３）设函数ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）内有定义，ｘ０≠０是函数ｆ（ｘ）的极大点，则 （ ）

（Ａ）ｘ０是ｆ（ｘ）的驻点 （Ｂ）－ｘ０必是－ｆ（－ｘ）的极小值点
（Ｃ）－ｘ０是－ｆ（－ｘ）的极小值点 （Ｄ）对一切ｘ都有ｆ（ｘ）≤ｆ（ｘ０）

（４）曲线ｙ＝１＋ｅ
－ｘ

２

１－ｅ－ｘ
２ （ ）

（Ａ）没有渐近线 （Ｂ）仅有水平渐近线
（Ｃ）仅有铅直渐近线 （Ｄ）既有水平渐近线又有铅直渐近线
（５）如图所示，ｘ轴上有一线密度为常数μ，长度为ｌ的细杆，
有一质量为ｍ 的质点到杆右端的距离为ａ，已知引力系数为ｋ，则
质点和细杆之间引力的大小为 （ ）

（Ａ）∫
０

－ｌ

ｋｍμｄｘ
（ａ－ｘ）２

（Ｂ）∫
ｌ

０

ｋｍμｄｘ
（ａ－ｘ）２

（Ｃ）２∫
０

－ｌ２

ｋｍμｄｘ
（ａ＋ｘ）２

（Ｄ）２∫
ｌ
２

０

ｋｍμｄｘ
（ａ＋ｘ）２

三、计算题（本题共５个小题，每小题５分，满分２５分）

（１）设
ｘ＝ｔｃｏｓｔ，

ｙ＝ｔｓｉｎｔ｛ ．
求ｄ

２ｙ
ｄｘ２．

（２）计算∫
４

１

ｄｘ
ｘ（１＋槡ｘ）

．

（３）求ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ－ｓｉｎｘ
ｘ２（ｅｘ－１）．

（４）求∫ｘｓｉｎ２ｘｄｘ．

１９９１年试题 １－７
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（５）求微分方程ｘｙ′＋ｙ＝ｘｅｘ满足ｙ（１）＝１的特解．

四、（本题满分９分）利用导数性质证明当ｘ＞１时，ｌｎ
（１＋ｘ）
ｌｎｘ ＞ ｘ

１＋ｘ．
五、（本题满分９分）求微分方程ｙ″＋ｙ＝ｘ＋ｃｏｓｘ的通解．
六、（本题满分９分）曲线ｙ＝（ｘ－１）（ｘ－２）和Ｏｘ轴围成一平面图形，求此平面图形绕

Ｏｙ轴旋转一周所成的旋转体的体积．
七、（本题满分９分）如图所示，Ａ，Ｄ 分别是曲线ｙ＝ｅｘ 和

ｙ＝ｅ－２ｘ上的点，ＡＢ 和ＤＣ 均垂直ｘ 轴，且｜ＡＢ｜∶｜ＤＣ｜＝２∶１，

｜ＡＢ｜＜１．求点Ｂ和Ｃ的横坐标，使梯形ＡＢＣＤ的面积最大．
八、（本题满分９分）设函数ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）内满足

ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ－π）＋ｓｉｎｘ，且ｆ（ｘ）＝ｘ，ｘ∈［０，π），计算∫
３π

π
ｆ（ｘ）ｄｘ．

１９９２年试题

一、填空题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分，把答案填在题中横线上）

（１）设
ｘ＝ｆ（ｔ）－π，

ｙ＝ｆ（ｅ３ｔ－１）
烅
烄
烆 ．

其中ｆ可导，且ｆ′（０）≠０，则
ｄｙ
ｄｘｔ＝０

＝ ．

（２）函数ｙ＝ｘ＋２ｃｏｓｘ在区间 ０，π［ ］２ 上的最大值为 ．

（３）极限ｌｉｍ
ｘ→０

１－ １－ｘ槡 ２

ｅｘ－ｃｏｓｘ ＝ ．

（４）积分∫
＋∞

１

ｄｘ
ｘ（ｘ２＋１）＝

．

（５）由曲线ｙ＝ｘｅｘ与直线ｙ＝ｅｘ所围成的图形的面积Ｓ＝ ．
二、选择题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分，每小题给出的四个选项中，只有一

项符合题目要求，把所选项前的字母填在题后的括号内）

（１）当ｘ→０时，ｘ－ｓｉｎｘ是ｘ２的 （ ）

（Ａ）低阶无穷小 （Ｂ）高阶无穷小
（Ｃ）等阶无穷小 （Ｄ）同阶但非等价无穷小

（２）设ｆ（ｘ）＝
ｘ２， ｘ≤０，

ｘ２＋ｘ，ｘ＞０
烅
烄

烆 ．
则ｆ（－ｘ）等于（ ）

（Ａ）ｆ（－ｘ）＝
－ｘ２， ｘ≤０，

－（ｘ２＋ｘ），ｘ＞０
烅
烄

烆 ．
（Ｂ）ｆ（－ｘ）＝

－（ｘ２＋ｘ），ｘ＜０，

－ｘ２， ｘ≥０
烅
烄

烆 ．

（Ｃ）ｆ（－ｘ）＝
ｘ２， ｘ≤０，

ｘ２－ｘ，ｘ＞０
烅
烄

烆 ．
（Ｄ）ｆ（－ｘ）＝

ｘ２－ｘ，ｘ＜０，

ｘ２， ｘ≥０
烅
烄

烆 ．

（３）当ｘ→１时，函数ｘ
２－１
ｘ－１ｅ

１
ｘ－１的极限 （ ）

（Ａ）等于２ （Ｂ）等于０ （Ｃ）为∞ （Ｄ）不存在但不为∞

（４）设ｆ（ｘ）连续，Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ
２

０
ｆ（ｔ２）ｄｔ，则Ｆ′（ｘ）等于 （ ）
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（Ａ）ｆ（ｘ４） （Ｂ）ｘ２ｆ（ｘ４） （Ｃ）２ｘｆ（ｘ４） （Ｄ）２ｘｆ（ｘ２）
（５）若ｆ（ｘ）的导函数是ｓｉｎｘ，则ｆ（ｘ）有一个原函数为 （ ）

（Ａ）１＋ｓｉｎｘ （Ｂ）１－ｓｉｎｘ （Ｃ）１＋ｃｏｓｘ （Ｄ）１－ｃｏｓｘ
三、计算题（本题共５小题，每小题５分，满分２５分）

（１）求ｌｉｍ
ｘ→∞

３＋ｘ
６＋（ ）ｘ

ｘ－１
２
．

（２）设函数ｙ＝ｙ（ｘ）系由方程ｙ－ｘｅｙ＝１所确定，试求ｄ
２ｙ
ｄｘ２ ｘ＝０

的值．

（３）求不定积分∫ ｘ３

１＋ｘ槡 ２
ｄｘ．

（４）求∫
π

０
１－ｓｉｎ槡 ｘｄｘ．

（５）求微分方程（ｙ－ｘ３）ｄｘ－２ｘｄｙ＝０的通解．

四、（本题满分９分）设ｆ（ｘ）＝
１＋ｘ２，ｘ≤０，

ｅ－ｘ， ｘ＞０
烅
烄

烆 ，
，求∫

３

１
ｆ（ｘ－２）ｄｘ．

五、（本题满分９分）求微分方程ｙ″－３ｙ′＋２ｙ＝ｘｅｘ的通解．

六、（本题满分９分）计算曲线ｙ＝ｌｎ（１－ｘ２）上相应于０≤ｘ≤１２
的一段弧的长度．

七、（本题满分９分）求曲线ｙ＝槡ｘ的一条切线ｌ，使该曲线与切线ｌ及直线ｘ＝０，ｘ＝２
所围成图形的面积最小．
八、（本题满分９分）设ｆ″（ｘ）＜０，ｆ（０）＝０，证明对任何ｘ１＞０，ｘ２＞０，恒有ｆ（ｘ１＋ｘ２）

＜ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ２）．

１９９３年试题
一、填空题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分．把答案填在题中横线上）
（１）极限ｌｉｍ

ｘ→＋０
ｘｌｎｘ＝ ．

（２）函数ｙ＝ｙ（ｘ）由方程ｓｉｎ（ｘ２＋ｙ２）＋ｅｘ－ｘｙ２＝０所确定，则
ｄｙ
ｄｘ＝ ．

（３）函数Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

１
２－１
槡（ ）ｔｄｔ（ｘ＞０）的单调减少区间为 ．

（４）求∫ｔａｎｘｃｏｓ槡 ｘ
ｄｘ．

（５）已知曲线ｙ＝ｆ（ｘ）过点 ０，－（ ）１２ ，且其上任一点（ｘ，ｙ）处的切线斜率为
ｘｌｎ（１＋ｘ２），则ｆ（ｘ）＝ ．
二、选择题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分，每小题给出的四个选项中，只有一

项符合题目要求，把所选前的字母填在题后的括号内）

（１）当ｘ→０时，变量１ｘ２ｓｉｎ
１
ｘ
是 （ ）

（Ａ）无穷小 （Ｂ）无穷大
（Ｃ）有界的，但不是无穷小量 （Ｄ）无界的，但不是无穷大
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（２）设ｆ（ｘ）＝
｜ｘ２－１｜
ｘ－１
，ｘ≠１，

２， ｘ＝１
烅
烄

烆 ．
则在点ｘ＝１处函数ｆ（ｘ） （ ）

（Ａ）不连续 （Ｂ）连续，但不可导
（Ｃ）可导，但导数不连续 （Ｄ）可导，且导数连续

（３）已知ｆ（ｘ）＝
ｘ２，０≤ｘ＜１，

１，１≤ｘ≤２
烅
烄
烆 ．

又设Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

１
ｆ（ｔ）ｄｔ（０≤ｘ≤２），则Ｆ（ｘ）为（ ）

（Ａ）
１
３ｘ

３，０≤ｘ＜１，

ｘ， １≤ｘ≤２
烅
烄

烆 ．
（Ｂ）

１
３ｘ

３－１３
，０≤ｘ＜１，

ｘ， １≤ｘ≤２
烅
烄

烆 ．

（Ｃ）
１
３ｘ

３，０≤ｘ＜１，

ｘ－１，１≤ｘ≤２
烅
烄

烆 ．
（Ｄ）

１
３ｘ

３－１３
，０≤ｘ＜１，

ｘ－１， １≤ｘ≤２
烅
烄

烆 ．
（４）设常数ｋ＞０，函数ｆ（ｘ）＝ｌｎｘ－ｘｅ＋ｋ

在（０，＋∞）内零点个数为 （ ）

（Ａ）３ （Ｂ）２ （Ｃ）１ （Ｄ）０
（５）若ｆ（ｘ）＝－ｆ（－ｘ），在（０，＋∞）内ｆ′（ｘ）＞０，ｆ″（ｘ）＞０，则ｆ（ｘ）在（－∞，０）内

（ ）

（Ａ）ｆ′（ｘ）＜０，ｆ″（ｘ）＜０ （Ｂ）ｆ′（ｘ）＜０，ｆ″（ｘ）＞０
（Ｃ）ｆ′（ｘ）＞０，ｆ″（ｘ）＜０ （Ｄ）ｆ′（ｘ）＞０，ｆ″（ｘ）＞０
三、计算题（本题共５个小题，每小题５分，满分２５分）

（１）设ｙ＝ｓｉｎ［ｆ（ｘ２）］，其中ｆ具有二阶导数，求
ｄ２ｙ
ｄｘ２．

（２）求 ｌｉｍ
ｘ→－∞

ｘ（ ｘ２槡 ＋１００＋ｘ）．

（３）求∫
π
２

０

ｘ
１＋ｃｏｓ２ｘｄｘ．

（４）求∫
＋∞

０

ｘ
（１＋ｘ）３

ｄｘ．

（５）求微分方程（ｘ２－１）ｄｙ＋（２ｘｙ－ｃｏｓｘ）ｄｘ＝０满足初始条件ｙ（０）＝１的特解．
四、（本题满分９分）设二阶常系数线性微分方程ｙ″＋αｙ′＋βｙ＝γｅｘ 的一个特解为

ｙ＝ｅ２ｘ＋（１＋ｘ）ｅｘ．试确定α，β，γ，并求该方程的通解．
五、（本题满分９分）设平面图形Ａ 由ｘ２＋ｙ２≤２ｘ与ｙ≥ｘ所确定，求图形Ａ 绕直线

ｘ＝２旋转一周所得旋转体的体积．
六、（本题满分９分）作半径为ｒ的球的外切正圆锥，问此圆锥的高ｈ为何值时，其体积最

小？并求出该最小值．
七、（本题满分９分）设ｘ＞０，常数ａ＞ｅ，证明（ａ＋ｘ）ａ＜ａａ＋ｘ．
八、（本题满分９分）设ｆ′（ｘ）在［０，ａ］上连续，且ｆ（０）＝０，证明

∫
ａ

０
ｆ（ｘ）ｄｘｃｏｓ≤Ｍａ

２

２
，

其中Ｍ＝ｍａｘ
０≤ｘ≤ａ

｜ｆ′（ｘ）｜．
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１９９４年试题

一、填空题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分．把答案填在题中横线上）

（１）若ｆ（ｘ）＝
ｓｉｎ２ｘ＋ｅ２ａｘ－１

ｘ
，ｘ≠０，

ａ， ｘ＝０
烅
烄

烆 ．
在（－∞，＋∞）上连续，则ａ＝ ．

（２）设函数ｙ＝ｙ（ｘ）由参数方程
ｘ＝ｔ－ｌｎ（１＋ｔ），

ｙ＝ｔ３＋ｔ２
烅
烄
烆 ．

所确定，则ｄ
２ｙ
ｄｘ２＝ ．

（３）ｄｄｘ∫
ｃｏｓ３ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄ（ ）ｔ ＝ ．

（４）积分∫ｘ３ｅｘ
２

ｄｘ＝ ．

（５）微分方程ｙｄｘ＋（ｘ２－４ｘ）ｄｙ＝０的通解为 ．
二、选择题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分，每小题给出的四个选项中，只有一

项符合题目要求，把所选前的字母填在题后的括号内）

（１）设ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（１＋ｘ）－（ａｘ＋ｂｘ２）
ｘ２ ＝２，则 （ ）

（Ａ）ａ＝１，ｂ＝－５２
（Ｂ）ａ＝０，ｂ＝－２ （Ｃ）ａ＝０，ｂ＝－５２

（Ｄ）ａ＝１，ｂ＝－２

（２）设ｆ（ｘ）＝
２
３ｘ

３，

ｘ２
烅
烄

烆 ，

ｘ≤１，

ｘ＞１．
则ｆ（ｘ）在ｘ＝１处的 （ ）

（Ａ）左、右导数都存在 （Ｂ）左导数存在，但右导数不存在
（Ｃ）左导数不存在，但右导数存在 （Ｄ）左、右导数都不存在
（３）设ｙ＝ｆ（ｘ）是满足微分方程ｙ″－ｙ′－ｅｓｉｎｘ＝０的解，且ｆ′（ｘ０）＝０，则ｆ（ｘ）在（ ）
（Ａ）ｘ０的某个邻域内单调增加 （Ｂ）ｘ０的某个邻域内单调减少
（Ｃ）ｘ０处取得极小值 （Ｄ）ｘ０处取得极大值

（４）曲线ｙ＝ｅｘ
１
２

ａｒｃｔａｎ ｘ２＋ｘ＋１
（ｘ－１）（ｘ＋２）

的渐近线有 （ ）

（Ａ）１条 （Ｂ）２条 （Ｃ）３条 （Ｄ）４条
（５）今设三定积分分别为

Ｍ ＝∫
π
２

－π２

ｓｉｎｘ
１＋ｘ２

ｃｏｓ４ｘｄｘ，Ｎ ＝∫
π
２

－π２

（ｓｉｎ３ｘ＋ｃｏｓ４ｘ）ｄｘ，Ｐ＝∫
π
２

－π２

（ｘ２ｓｉｎ３ｘ＋ｃｏｓ４ｘ）ｄｘ，

则有 （ ）

（Ａ）Ｎ＜Ｐ＜Ｍ （Ｂ）Ｍ＜Ｐ＜Ｎ （Ｃ）Ｎ＜Ｍ＜Ｐ （Ｄ）Ｐ＜Ｍ＜Ｎ
三、计算题（本题共５个小题，每小题５分，满分２５分）

（１）设ｙ＝ｆ（ｘ＋ｙ），其中ｆ具有二阶导数，且其一阶导数不等于１，求
ｄ２ｙ
ｄｘ２．

（２）计算∫
１

０
ｘ（１－ｘ４）

３
２ｄｘ．
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（３）计算ｌｉｍ
ｎ→∞
ｔａｎｎ π４＋

２（ ）ｎ ．

（４）求∫ ｄｘ
ｓｉｎ２ｘ＋２ｓｉｎｘ．

（５）如图所示，设曲线方程为ｙ＝ｘ２＋１２
，梯形ＯＡＢＣ的面积

为Ｄ，曲边梯形ＯＡＢＣ的面积为Ｄ１，又点Ａ的坐标为（ａ，０），其中

ａ＞０，证明ＤＤ１
＜３２．

四、（本题满分９分）设当ｘ＞０时，方程ｋｘ＋１ｘ２＝１
有且仅有

一个解，求ｋ的取值范围．

五、（本题满分９分）设ｙ＝ｘ
３＋４
ｘ２
，求

（１）函数的增减区间及极值；
（２）函数图象的凹凸区间及拐点；
（３）渐近线；
（４）作出其图形．
六、（本题满分９分）求微分方程ｙ″＋ａ２ｙ＝ｓｉｎｘ的通解，其中常数ａ＞０．
七、（本题满分９分）设ｆ（ｘ）在［０，１］上连续且递减，证明当０＜λ＜１时，

∫
λ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ≥λ∫

１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ．

八、（本题满分９分）求曲线ｙ＝３－｜ｘ２－１｜与Ｏｘ轴围成的封闭图形绕直线ｙ＝３旋转所
得的旋转体体积．

１９９５年试题

一、填空题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分．把答案填在题中横线上）

（１）设ｙ＝ｃｏｓ（ｘ２）ｓｉｎ２１ｘ
，则ｙ′＝ ．

（２）微分方程ｙ″＋ｙ＝－２ｘ的通解为 ．

（３）曲线
ｘ＝１＋ｔ２，

ｙ＝ｔ３
烅
烄
烆 ．

在ｔ＝２处的切线方程为 ．

（４）ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ２＋ｎ＋１＋

２
ｎ２＋ｎ＋２＋

⋯＋ ｎ
ｎ２＋ｎ＋（ ）ｎ ＝ ．

（５）曲线ｙ＝ｘ２ｅ－ｘ
２

的渐近线方程为 ．

二、选择题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分，每小题给出的四个选项中，只有一
项符合题目要求，把所选前的字母填在题后的括号内）

（１）设ｆ（ｘ）和φ（ｘ）在（－∞，＋∞）内有定义，ｆ（ｘ）为连续函数，且ｆ（ｘ）≠０，φ（ｘ）有间
断点，则 （ ）

（Ａ）φ［ｆ（ｘ）］必有间断点 （Ｂ）［φ（ｘ）］２必有间断点
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（Ｃ）ｆ［φ（ｘ）］必有间断点 （Ｄ）φ
（ｘ）
ｆ（ｘ）
必有间断点

（２）曲线ｙ＝ｘ（ｘ－１）（２－ｘ）与Ｏｘ轴所围成图形的面积可表为 （ ）

（Ａ）－∫
２

０
ｘ（ｘ－１）（２－ｘ）ｄｘ

（Ｂ）∫
１

０
ｘ（ｘ－１）（２－ｘ）ｄｘ－∫

２

１
ｘ（ｘ－１）（２－１）ｄｘ

（Ｃ）－∫
１

０
ｘ（ｘ－１）（２－ｘ）ｄｘ＋∫

２

１
ｘ（ｘ－１）（２－１）ｄｘ

（Ｄ）∫
２

０
ｘ（ｘ－１）（２－ｘ）ｄｘ

（３）设函数ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）内可导，且对任意ｘ１，ｘ２，当ｘ１＞ｘ２时，都有ｆ（ｘ１）＞
ｆ（ｘ２），则 （ ）

（Ａ）对任意ｘ，有ｆ′（ｘ）＞０ （Ｂ）对任意ｘ，有ｆ′（ｘ）≤０
（Ｃ）函数ｆ（－ｘ）单调增加 （Ｄ）函数－ｆ（－ｘ）单调增加
（４）设在［０，１］上ｆ″（ｘ）＞０，则ｆ′（０）、ｆ′（１）、ｆ（１）－ｆ（０）或ｆ（０）－ｆ（１）的大小顺序是

（ ）

（Ａ）ｆ′（１）＞ｆ′（０）＞ｆ（１）－ｆ（０） （Ｂ）ｆ′（１）＞ｆ（１）－ｆ（０）＞ｆ′（０）
（Ｃ）ｆ（１）－ｆ（０）＞ｆ′（１）＞ｆ′（０） （Ｄ）ｆ′（０）＞ｆ（０）－ｆ（１）＞ｆ′（０）
（５）设ｆ（ｘ）可导，又Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）（１＋｜ｓｉｎｘ｜），则ｆ（０）＝０是Ｆ（ｘ）在ｘ＝０处可导的

（ ）

（Ａ）ｆ（０）＝０ （Ｂ）ｆ′（０）＝０ （Ｃ）ｆ（０）＋ｆ′（０）＝０ （Ｄ）ｆ（０）－ｆ′（０）＝０

三、计算题（本题共６个小题，每小题５分，满分３０分）

（１）求ｌｉｍ
ｘ→＋０

１－ ｃｏｓ槡 ｘ
ｘ（１－ｃｏｓ槡ｘ）

．

（２）设函数ｙ＝ｙ（ｘ）系由方程ｘｅｆ（ｙ）＝ｅｙ确定，其中ｆ具有二阶导数，且ｆ′≠１，求
ｄ２ｙ
ｄｘ２．

（３）设ｆ（ｘ２－１）＝ｌｎ ｘ２
ｘ２－２
，且ｆ［φ（ｘ）］＝ｌｎｘ，求∫φ（ｘ）ｄｘ．

（４）设ｆ（ｘ）＝
ｘａｒｃｔａｎ１ｘ２

，ｘ≠０，

０， ｘ＝０
烅
烄

烆 ．
试讨论ｆ′（ｘ）在ｘ＝０处的连续性．

（５）求摆线
ｘ＝１－ｃｏｓｔ，

ｙ＝ｔ－ｓｉｎｔ｛ ．
一拱（０≤ｔ≤２π）的弧长．

（６）设单位质点在水平面内作直线运动，初速度ｖ ｔ＝０＝ｖ０．已知阻力与速度成正比（比

例常数为１），问ｔ为多少时此质点的速度为
ｖ０
３
？并求到此时刻该质点所经过的路程．

四、（本题满分９分）求函数ｆ（ｘ）＝∫
ｘ
２

０
（１－ｔ）ｅ－ｔｄｔ的最大值和最小值．

五、（本题满分９分）设ｙ＝ｅｘ是微分方程ｘｙ′＋ｐ（ｘ）ｙ＝ｘ的一个解，求此微分方程满足
条件ｙ｜ｘ＝ｌｎ２＝０的特解．

１９９５年试题 １－１３
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六、（本题满分９分）如图所示，设曲线Ｌ的方程为ｙ＝ｆ（ｘ），且

ｙ″＞０．又ＭＴ，ＭＰ分别为该曲线的点Ｍ（ｘ０，ｙ０）处的切线和法线．

已知线段ＭＰ的长度为
（１＋ｙ′２０）

３
２

ｙ″０
，其中ｙ′０＝ｙ′（ｘ０），ｙ″０＝ｙ″（ｘ０），

试推导出Ｐ（ξ，η）的坐标表达式．

七、（本题满分９分）设ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０

ｓｉｎｔ
π－ｔｄｔ
，计算∫

π

０
ｆ（ｘ）ｄｘ．

八、（本题满分９分）设ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＝１且ｆ″（ｘ）＞０，证明ｆ（ｘ）≥ｘ．

１９９６年试题
一、填空题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分．把答案填在题中横线上）

（１）设ｙ＝ ｘ＋ｅ－
ｘ

（ ）２
２
３，则ｙ′｜ｘ＝０＝ ．

（２）积分∫
１

－１
（ｘ＋ １－ｘ槡 ２）２ｄｘ＝ ．

（３）微分方程ｙ″＋２ｙ′＋５ｙ＝０的通解为 ．

（４）极限ｌｉｍ
ｘ→∞
ｓｉｎｌｎ１＋３（ ）ｘ －ｓｉｎｌｎ１＋１（ ）［ ］ｘ ＝ ．

（５）由曲线ｙ＝ｘ＋１ｘ
，ｘ＝２所围图形的面积Ｓ＝ ．

二、选择题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分，每小题给出的四个选项中，只有一
项符合题目要求，把所选前的字母填在题后的括号内）

（１）设当ｘ→０时，ｅｘ－（ａｘ２＋ｂｘ＋１）是比ｘ２高阶的无穷小，则 （ ）

（Ａ）ａ＝１２
，ｂ＝１ （Ｂ）ａ＝１，ｂ＝１ （Ｃ）ａ＝－１２

，ｂ＝１ （Ｄ）ａ＝－１，ｂ＝１

（２）设函数ｆ（ｘ）在区间（－δ，δ）内有定义，若当ｘ∈（－δ，δ）时，恒有｜ｆ（ｘ）｜≤ｘ２，则

ｘ＝０必是ｆ（ｘ）的 （ ）

（Ａ）间断点 （Ｂ）连续而不可导的点
（Ｃ）可导的点，且ｆ′（０）＝０ （Ｄ）可导的点，且ｆ′（０）≠０
（３）设ｆ（ｘ）处处可导，则 （ ）

（Ａ）当 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ′（ｘ）＝＋∞时，必有 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）＝＋∞
（Ｂ）当 ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）＝＋∞时，必有 ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｆ′（ｘ）＝＋∞

（Ｃ）当 ｌｉｍ
ｘ→－∞

ｆ′（ｘ）＝－∞时，必有 ｌｉｍ
ｘ→－∞

ｆ（ｘ）＝－∞
（Ｄ）当 ｌｉｍ

ｘ→－∞
ｆ（ｘ）＝－∞时，必有 ｌｉｍ

ｘ→－∞
ｆ′（ｘ）＝－∞

（４）在区间（－∞，＋∞）内，方程｜ｘ｜
１
２＋｜ｘ｜

１
２－ｃｏｓｘ＝０ （ ）

（Ａ）无实根 （Ｂ）有且仅有一个实根
（Ｃ）有且仅有两个实根 （Ｄ）有无穷多个实根
（５）设ｆ（ｘ）、ｇ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上连续，且ｇ（ｘ）＜ｆ（ｘ）＜ｍ（ｍ 为常数），则曲线ｙ＝

ｇ（ｘ），ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ＝ａ及ｘ＝ｂ所围平面图形绕直线ｙ＝ｍ 旋转而成的旋转体体积为（ ）
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（Ａ）∫
ｂ

ａ
π［２ｍ－ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）］［ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ）］ｄｘ

（Ｂ）∫
ｂ

ａ
π［２ｍ－ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ）］［ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ）］ｄｘ

（Ｃ）∫
ｂ

ａ
π［ｍ－ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）］［ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ）］ｄｘ

（Ｄ）∫
ｂ

ａ
π［ｍ－ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ）］［ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ）］ｄｘ

三、计算题（本题共６个小题，每小题５分，满分３０分）

（１）计算∫
ｌｎ２

０
１－ｅ－２槡 ｘｄｘ．

（２）求∫ ｄｘ
１＋ｓｉｎｘ．

（３）设
ｘ＝∫

ｔ

０
ｆ（ｕ２）ｄｕ，

ｙ＝［ｆ（ｔ２）］２
烅
烄

烆 ，

其中ｆ（ｕ）具有二阶导数，且ｆ（ｕ）≠０，求
ｄ２ｙ
ｄｘ２．

（４）求函数ｆ（ｘ）＝１－ｘ１＋ｘ
在ｘ＝０点处带拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）型余型的ｎ阶泰勒（Ｔａｙｌｏｒ）

展开式．
（５）求微分方程ｙ″＋ｙ′＝ｘ２的通解．
（６）设有一正椭圆柱体，其底面的长、短轴分别为２ａ，２ｂ，用

过此柱体底面的短轴且与底面成α角 ０＜α＜π（ ）２ 的平面截此柱
体，得一楔形体（如图所示），求此楔形体的体积Ｖ．

四、（本题满分９分）计算不定积分∫ａｒｃｔａｎｘ
ｘ２（１＋ｘ２）

ｄｘ．

五、（本题满分９分）设函数

ｆ（ｘ）＝
１－２ｘ２，

ｘ３，

１２ｘ－１６
烅
烄

烆 ，

ｘ＜－１，

－１≤ｘ≤２，

ｘ＞２．
（１）写出ｆ（ｘ）的反函数ｇ（ｘ）的表达式；
（２）ｇ（ｘ）是否有间断点，不可导点，若有，指出这些点．
六、（本题满分９分）设函数ｙ＝ｙ（ｘ）由方程２ｙ３－２ｙ２＋２ｘｙ－ｘ２＝１所确定，试求

ｙ＝ｙ（ｘ）的驻点，并判别它是否为极值点．
七、（本题满分９分）设ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上具有二阶导数，且ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ）＝０，又

ｆ′（ａ）ｆ′（ｂ）＞０，证明存在ξ∈（ａ，ｂ）和η∈（ａ，ｂ）使ｆ（ξ）＝０及ｆ″（η）＝０．
八、（本题满分９分）设ｆ（ｘ）为连续函数．

（１）求初值问题
ｙ′＋ａｙ＝ｆ（ｘ），

ｙ｜ｘ＝０＝０
烅
烄
烆 ．

的解ｙ（ｘ），其中ａ是正常数；

（２）若｜ｆ（ｘ）｜≤ｋ（ｋ为常数），证明当ｘ≥０时，有｜ｙ（ｘ）｜≤ｋａ
（１－ｅ－ａｘ）．

１９９６年试题 １－１５
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１９９７年试题

一、填空题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分．把答案填在题中横线上）

（１）已知ｆ（ｘ）＝ （ｃｏｓｘ）
１
ｘ
２，ｘ≠０，

ａ， ｘ＝０
烅
烄

烆 ．
在ｘ＝０处连续，则ａ＝ ．

（２）设ｙ＝ｌｎ １－ｘ
１＋ｘ槡 ２，则ｙ″ｘ＝０＝ ．

（３）积分∫ ｄｘ
ｘ（４－ｘ槡 ）

＝ ．

（４）积分∫
＋∞

０

ｄｘ
ｘ２＋４ｘ＋８＝

．

（５）已知向量组α１＝（１，２，－１，１）、α２＝（２，０，ｔ，０）、α３＝（０，－４，５，－２）的秩为２，则ｔ＝
．
二、选择题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分，每小题给出的四个选项中，只有一

项符合题目要求，把所选前的字母填在题后的括号内）

（１）设ｘ→０时，ｅｔａｎｘ－ｅｘ与ｘｎ是同阶无穷小，则ｎ为 （ ）

（Ａ）１ （Ｂ）２ （Ｃ）３ （Ｄ）４
（２）设在［ａ，ｂ］上函数ｆ（ｘ）＞０，且ｆ′（ｘ）＜０，ｆ″（ｘ）＞０．令

Ｓ１＝∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ， Ｓ２＝ｆ（ｂ）（ｂ－ａ）， Ｓ３＝

１
２
［ｆ（ａ）＋ｆ（ｂ）］（ｂ－ａ），

则Ｓ１，Ｓ２，Ｓ３满足关系式 （ ）

（Ａ）Ｓ１＜Ｓ２＜Ｓ３ （Ｂ）Ｓ２＜Ｓ１＜Ｓ３ （Ｃ）Ｓ３＜Ｓ１＜Ｓ２ （Ｄ）Ｓ２＜Ｓ３＜Ｓ１
（３）已知函数ｙ＝ｆ（ｘ）对一切ｘ均满足ｘｆ″（ｘ）＋３ｘ［ｆ′（ｘ）］２＝１－ｅ－ｘ，又若ｘ０≠０时，

ｆ′（ｘ０）＝０，则 （ ）

（Ａ）ｆ（ｘ０）是ｆ（ｘ）的极大值
（Ｂ）ｆ（ｘ０）是ｆ（ｘ）的极小值
（Ｃ）（ｘ０，ｆ（ｘ０））是曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的拐点
（Ｄ）ｆ（ｘ０）不是ｆ（ｘ）的极值，（ｘ０，ｆ（ｘ０））也不是曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的拐点

（４）设Ｆ（ｘ）＝－∫
ｘ＋２π

ｘ
ｅｓｉｎｔｓｉｎｔｄｔ，则Ｆ（ｘ） （ ）

（Ａ）为正常数 （Ｂ）为负常数 （Ｃ）恒为零 （Ｄ）不为常数

（５）设ｇ（ｘ）＝
２－ｘ，ｘ≤０，

ｘ＋２，ｘ＞０｛ ．
ｆ（ｘ）＝

ｘ２，ｘ＜０，

－ｘ，ｘ≥０
烅
烄
烆 ．

则ｇ［ｆ（ｘ）］＝（ ）

（Ａ）
２＋ｘ２，ｘ＜０
２－ｘ，ｘ≥
烅
烄
烆 ０

（Ｂ）
２－ｘ２，ｘ＜０
２＋ｘ，ｘ≥
烅
烄
烆 ０

（Ｃ）
２－ｘ２，ｘ＜０
２－ｘ，ｘ≥
烅
烄
烆 ０

（Ｄ）
２＋ｘ２，ｘ＜０
２＋ｘ，ｘ≥
烅
烄
烆 ０

三、计算题（本题共６个小题，每小题５分，满分３０分）
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（１）求极限 ｌｉｍ
ｘ→－∞

４ｘ２＋ｘ槡 －１＋ｘ＋１
ｘ２＋ｓｉｎ槡 ｘ

．

（２）设ｙ＝ｙ（ｘ）．由
ｘ＝ａｒｃｔａｎｔ，

２ｙ－ｔｙ２＋ｅｔ＝５
烅
烄
烆 ．

所确定，求ｄｙ
ｄｘ．

（３）计算∫ｅ２ｘ（ｔａｎｘ＋１）２ｄｘ．
（４）求微分方程（３ｘ２＋２ｘｙ－ｙ２）ｄｘ＋（ｘ２－２ｘｙ）ｄｙ＝０的通解．
（５）已知ｙ１＝ｘｅｘ＋ｅ２ｘ，ｙ２＝ｘｅｘ＋ｅ－ｘ，ｙ３＝ｘｅｘ＋ｅ２ｘ－ｅ－ｘ是某二阶线性非齐次方程的
三个解，求此微分方程．

（６）已知Ａ＝
１ １ －１
０ １ １
烄

烆

烌

烎０ ０ －１

，且Ａ２－ＡＢ＝Ｉ，其中Ｉ是３阶单位矩阵，求矩阵Ｂ．

四、（本题满分９分）λ为何值时，方程组

２ｘ１＋λｘ２－ｘ３＝１，

λｘ１－ｘ２＋ｘ３＝２，

４ｘ１＋５ｘ２－５ｘ３＝－１
烅
烄

烆 ．
无解？有惟一解？无穷多解？且在有无穷多解时写出方程组的通解．
五、（本题满分９分）设曲线Ｌ 的极坐标方程为ｒ＝ｒ（θ），Ｍ（ｒ，θ）为Ｌ 上任一点，

Ｍ０（２，０）为Ｌ上一定点，若极径ＯＭ０，ＯＭ 与曲线Ｌ所围成的曲边扇形面积值等于Ｌ上Ｍ０，

Ｍ 两点间弧长值的一半，求曲线Ｌ的方程．
六、（本题满分９分）设函数ｆ（ｘ）在闭区间［０，１］上连续，在开区间（０，１）内大于零，并满

足ｘｆ′（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋３ａ２ｘ
２（ａ为常数），又曲线ｙ＝ｆ（ｘ）与ｘ＝１，ｙ＝０所围的图形Ｓ的面积

值为２，求函数ｙ＝ｆ（ｘ）；并问ａ为何值时，图形Ｓ绕Ｏｘ轴旋转一周所得的旋转体的体积最
小．

七、（本题满分９分）已知函数ｆ（ｘ）连续，且ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＝Ａ，设φ（ｘ）＝∫

１

０
ｆ（ｘｔ）ｄｔ，求

φ′（ｘ），并讨论φ′（ｘ）的连续性．

八、（本题满分９分）就ｋ的不同取值情况，确定方程ｘ－π２ｓｉｎｘ＝ｋ
在开区间 ０，π（ ）２ 内

根的个数，并证明你的结论．

１９９８年试题
一、填空题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分．把答案填在题中横线上）

（１）极限ｌｉｍ
ｘ→０

１＋槡 ｘ＋ １－槡 ｘ－２
ｘ２ ＝ ．

（２）曲线ｙ＝－ｘ３＋ｘ２＋２ｘ与Ｏｘ轴所围所的图形的面积Ａ＝ ．

（３）积分∫ｌｎ（ｓｉｎｘ）ｓｉｎ２ｘ ｄｘ＝ ．

（４）设ｆ（ｘ）连续，则ｄｄｘ∫
ｘ

０
ｔｆ（ｘ２－ｔ２）ｄｔ＝ ．

１９９８年试题 １－１７
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（５）曲线ｙ＝ｘｌｎｅ＋１（ ）ｘ （ｘ＞０）的渐近线方程为 ．
二、选择题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分，每小题给出的四个选项中，只有一

项符合题目要求，把所选前的字母填在题后的括号内）

（１）设数列ｘｎ与ｙｎ满足ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎｙｎ＝０，则下列断言正确的是 （ ）

（Ａ）若ｘｎ发散，则ｙｎ必发散 （Ｂ）若ｘｎ无界，则ｙｎ必有界

（Ｃ）若ｘｎ有界，则ｙｎ必为无穷小 （Ｄ）若１ｘｎ
无穷小，则ｙｎ必为无穷小

（２）函数ｆ（ｘ）＝（ｘ２－ｘ－２）｜ｘ３－ｘ｜不可导点的个数是 （ ）

（Ａ）３ （Ｂ）２ （Ｃ）１ （Ｄ）０

（３）已知函数ｙ＝ｙ（ｘ）在任意点ｘ处的增量Δｙ＝ｙΔｘ１＋ｘ２＋α
，且当Δｘ→０时，α是Δｘ的

高阶无穷小，ｙ（０）＝π，则ｙ（１）等于 （ ）

（Ａ）２π （Ｂ）π （Ｃ）ｅ
π
４ （Ｄ）πｅ

π
４

（４）设函数ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ的某个邻域内连续，且ｆ（ａ）为其极大值，则存在δ＞０，当ｘ∈
（ａ－δ，ａ＋δ）时，必有 （ ）

（Ａ）（ｘ－ａ）［ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）］≥０ （Ｂ）（ｘ－ａ）［ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）］≤０

（Ｃ）ｌｉｍ
ｔ→ａ

ｆ（ｔ）－ｆ（ｘ）
（ｔ－ｘ）２ ≥０（ｘ≠ａ） （Ｄ）ｌｉｍ

ｔ→ａ

ｆ（ｔ）－ｆ（ｘ）
（ｔ－ｘ）２ ≤０（ｘ≠ａ）

（５）设Ａ中任一ｎ（ｎ≥３）阶方阵，Ａ是其伴随矩阵，又ｋ为常数，且ｋ≠０，±１，则必有
（ｋＡ）＝ （ ）

（Ａ）ｋＡ （Ｂ）ｋｎ－１Ａ （Ｃ）ｋｎＡ （Ｄ）ｋ－１Ａ

三、（本题满分５分）求函数ｆ（ｘ）＝（１＋ｘ）
ｘ

ｔａｎ（ｘ－π４
）在区间（０，２π）内的间断点，并判断其

类型．

四、（本题满分５分）确定常数ａ，ｂ，ｃ的值，使ｌｉｍ
ｘ→０

ａｘ－ｓｉｎｘ

∫
ｘ

ｂ

ｌｎ（１＋ｔ３）
ｔ ｄｔ

＝ｃ（ｃ≠０）．

五、（本题满分５分）利用代换ｙ＝ ｕｃｏｓｘ
将方程ｙ″ｃｏｓｘ－２ｙ′ｓｉｎｘ＋３ｙｃｏｓｘ＝ｅｘ化简，并求

出原方程的通解

六、（本题满分６分）计算积分∫
３
２
１
２

ｄｘ
｜ｘ－ｘ２槡 ｜

．

七、（本题满分６分）从船上向海中沉放某种探测仪器，按探测要求，需确定仪器的下沉深
度ｙ（从海平面算起）与下沉速度ｖ之间的函数关系．设仪器在重力作用下，从海平面由静止开
始铅直下沉，在下沉过程中还受到阻力和浮力的作用．设仪器的质量为ｍ，体积为Ｂ，海水密
度为ρ，仪器所受的阻力与下沉速度成正比，比例系数为ｋ（ｋ＞０）．试建立ｙ与ｖ所满足的微
分方程，并求出函数关系式ｙ＝ｙ（ｖ）．
八、（本题满分８分）设ｙ＝ｆ（ｘ）是区间［０，１］上的任一非负连续函数．
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（１）试证存在ｘ０∈（０，１），使得在区间［０，ｘ０］上以ｆ（ｘ０）为高的矩形面积，等于在区间
［ｘ０，１］上以ｙ＝ｆ（ｔ）为曲边的曲边梯形面积；

（２）又设ｆ（ｘ）在区间（０，１）内可导，且ｆ′（ｘ）＞２ｆ
（ｘ）
ｘ
，证明（１）中的ｘ０是惟一的．

九、（本题满分８分）设有曲线ｙ＝ ｘ槡 －１，过原点作其切线，求由此曲线、切线及Ｏｘ轴
围成的平面图形绕Ｏｘ轴旋转一周所得到的旋转体的表面积．
十、（本题满分８分）设ｙ＝ｙ（ｘ）是一向上凸的连续曲线，其上任意一点（ｘ，ｙ）处的曲率

为 １
１＋ｙ′槡 ２
，且此曲线上点（０，１）处的切线方程为ｙ＝ｘ＋１，求该曲线的方程，并求函数

ｙ＝ｙ（ｘ）的极值．
十一、（本题满分８分）设ｘ∈（０，１），证明下面不等式
（１）（１＋ｘ）ｌｎ２（１＋ｘ）＜ｘ２；

（２）１ｌｎ２－１＜
１

ｌｎ（１＋ｘ）－
１
ｘ＜

１
２．

十二、（本题满分５分）设（２Ｉ－Ｃ－１Ｂ）ＡＴ＝Ｃ－１，其中Ｉ是４阶单位矩阵，ＡＴ是４阶矩
阵Ａ的转置矩阵，

Ｂ＝

１ ２ －３ －２
１ ２ －３

１ ２

烄

烆

烌

烎１

，Ｃ＝

１ ２ ０ １
１ ２ ０
１ ２

烄

烆

烌

烎１

，

求Ａ．
十三、（本题满分８分）若α１＝（１，４，０，２）Ｔ、α２＝（２，７，１，３）Ｔ、α３＝（０，１，－１，ａ）Ｔ、β＝

（３，１０，ｂ，４）Ｔ．
（１）问ａ，ｂ取何值，β不能由α１，α２，α３线性表示？
（２）问ａ，ｂ取何值，β可由α１，α２，α３线性表示？并写出此表示式．

１９９９年试题
一、填空题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分．把答案填在题中横线上）

（１）曲线
ｘ＝ｅｔｓｉｎ２ｔ，

ｙ＝ｅｔｃｏｓｔ
烅
烄
烆 ．

在点（０，１）处的法线方程为 ．

（２）设函数ｙ＝ｙ（ｘ）由方程ｌｎ（ｘ２＋ｙ）＝ｘ３ｙ＋ｓｉｎｘ确定，则
ｄｙ
ｄｘ ｘ＝０

＝ ．

（３）积分∫ ｘ＋５
ｘ２－６ｘ＋１３

ｄｘ＝ ．

（４）函数ｙ＝ ｘ２

１－ｘ槡 ２
在区间 １

２
，槡３［ ］２ 上的平均值为 ．

（５）微分方程ｙ″－４ｙ＝ｅ２ｘ的通解为ｙ＝ ．
二、选择题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分，每小题给出的四个选项中，只有一

项符合题目要求，把所选前的字母填在题后的括号内）

１９９９年试题 １－１９

１



（１）若设ｆ（ｘ）＝
１－ｃｏｓｘ
槡ｘ
，ｘ＞０，

ｘ２ｇ（ｘ），ｘ≤０
烅
烄

烆 ．

其中ｇ（ｘ）是有界函数，则ｆ（ｘ）在ｘ＝０处 （ ）

（Ａ）极限不存在 （Ｂ）极限存在，但不连续
（Ｃ）连续，但不可导 （Ｄ）可导

（２）设α（ｘ）＝∫
５ｘ

０

ｓｉｎｔ
ｔｄｔ
，β（ｘ）＝∫

ｓｉｎｘ

０
（１＋ｔ）

１
ｔｄｔ，则当ｘ→０时，α（ｘ）是β（ｘ）的 （ ）

（Ａ）高阶无穷小 （Ｂ）低阶无穷小
（Ｃ）同阶但不等价的无穷小 （Ｄ）等价无穷小
（３）设ｆ（ｘ）是连续函数，Ｆ（ｘ）是ｆ（ｘ）的原函数，则 （ ）

（Ａ）当ｆ（ｘ）是奇函数时，Ｆ（ｘ）必为偶函数
（Ｂ）当ｆ（ｘ）是偶函数时，Ｆ（ｘ）必为奇函数
（Ｃ）当ｆ（ｘ）是周期函数时，Ｆ（ｘ）必为周期函数
（Ｄ）当ｆ（ｘ）是单调增函数时，Ｆ（ｘ）必为单调增函数
（４）“对任意对定的ε∈（０，１），总存在正整数Ｎ，当ｎ≥Ｎ时，恒有 ｘｎ－ａ ≤２ε”是数列

｛ｘｎ｝收敛于ａ的 （ ）

（Ａ）充分条件但非必要条件 （Ｂ）必要条件但非充分条件
（Ｃ）充分必要条件 （Ｄ）既非充分条件又非必要条件

（５）记行列式

ｘ－２ ｘ－１ ｘ－２ ｘ－３
２ｘ－２ ２ｘ－１ ２ｘ－２ ２ｘ－３
３ｘ－３ ３ｘ－２ ４ｘ－５ ３ｘ－５
４ｘ ４ｘ－３ ５ｘ－７ ４ｘ－３

为ｆ（ｘ），则方程ｆ（ｘ）＝０的根的个数

为 （ ）

（Ａ）１ （Ｂ）２ （Ｃ）３ （Ｄ）４

三、（本题满分５分）求ｌｉｍ
ｘ→０

１＋ｔａｎ槡 ｘ－ １＋ｓｉｎ槡 ｘ
ｘｌｎ（１＋ｘ）－ｘ２ ．

四、（本题满分６分）计算∫
＋∞

１

ａｒｃｔａｎｘ
ｘ２ ｄｘ．

五、（本题满分７分）求初值问题微分方程
（ｙ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２）ｄｘ－ｘｄｙ＝０（ｘ＞０），

ｙ｜ｘ＝１＝０
烅
烄

烆 ．
的解．

六、（本题满分７分）为清除井底的污泥，用缆绳将抓斗放入井底，抓起
污泥后提出井口（见图）．已知井深３０ｍ，抓斗自重４００Ｎ，缆绳每米重５０Ｎ，
抓斗抓起的污泥重２０００Ｎ．提升速度为３ｍ／ｓ．在提升过程中，污泥以２０Ｎ／

ｓ的速率从抓斗缝隙中漏掉，现将抓起污泥的抓斗提升至井口，问克服重力
需做多少焦的功？

（说明：①１Ｎ×１ｍ＝１Ｊ；ｍ，Ｎ，ｓ，Ｊ分别表示米、牛顿、秒、焦耳．②抓斗
的高度及位于井口上方的缆绳长度忽略不计．）

七、（本题满分８分）已知函数ｙ＝ ｘ３
（ｘ－１）２

，求
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（１）函数的增减区间及极值；
（２）函数图形的凹凸区间及拐点；
（３）函数图形的渐近线．
八、（本题满分８分）设函数ｆ（ｘ）在闭区间［－１，１］上具有三阶连续导数，且ｆ（－１）＝０，

及ｆ（１）＝１，又ｆ′（０）＝０，证明在开区间（－１，１）内至少存在一点ξ，使ｆ（ξ）＝３．
九、（本题满分８分）设函数ｙ（ｘ）（ｘ≥０）二阶可导且ｙ′（ｘ）＞０，ｙ（０）＝１．过曲线

ｙ＝ｙ（ｘ）上任意一点Ｐ（ｘ，ｙ）作该曲线的切线及Ｏｘ轴的垂线，上述两直线与Ｏｘ轴所围成
的三角形的面积记为Ｓ１，区间［０，ｘ］上以ｙ＝ｙ（ｘ）为曲边的曲边梯形面积记为Ｓ２，并设

２Ｓ１－Ｓ２恒为１，求此曲线ｙ＝ｙ（ｘ）的方程．
十、（本题满分７分）设ｆ（ｘ）是区间［０，＋∞）上单调减少且非负的连续函数，又

ａｎ＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｆ（ｋ）－∫

ｎ

１
ｆ（ｘ）ｄｘ（ｎ＝１，２，⋯），

证明数列｛ａｎ｝的极限存在．

十一、（本题满分６分）若Ａ＝
１ １ －１
－１ １ １
烄

烆

烌

烎１ －１ １

，又ＡＸ＝Ａ－１＋２Ｘ，其中Ａ是Ａ的

伴随矩阵，求Ｘ．
十二、（本题满分６分）设向量组

α１＝（１，１，１，３）Ｔ、α２＝（－１，－３，５，１）Ｔ、α３＝（３，２，－１，ｐ＋２）Ｔ、α４＝（－２，－６，１０，ｐ）Ｔ．
（１）ｐ为何值时该向量组线性无关？关在此时将向量｛α｝＝（４，１，６，１０）Ｔ用｛α１，α２，α３，

α４｝线性表出；

（２）ｐ为何值时该向量组线性无关？关在此时将出它的秩和一个极大线性无关组．

２０００年试题
一、填空题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分．把答案填在题中横线上）

（１）极限ｌｉｍ
ｘ→０

ａｒｃｔａｎｘ－ｘ
ｌｎ（１＋２ｘ３）＝ ．

（２）设函数ｙ＝ｙ（ｘ）由方程２ｘｙ＝ｘ＋ｙ所确定，则ｄｙ｜ｘ＝０＝ ．

（３）积分∫
＋∞

２

ｄｘ
（ｘ＋７） ｘ－槡 ２

＝ ．

（４）曲线ｙ＝（２ｘ－１）ｅ
１
ｘ的斜渐近线方程为 ．

（５）设矩阵Ａ＝

１ ０ ０ ０
－２ ３ ０ ０
０ －４ ５ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ －６ ７

，又Ｉ为４阶单位矩阵，且Ｂ＝（Ｉ＋Ａ）－１（Ｉ－Ａ），

则（Ｉ＋Ｂ）－１＝ ．
二、选择题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分，每小题给出的四个选项中，只有一

项符合题目要求，把所选前的字母填在题后的括号内）

２０００年试题 １－２１
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（１）设函数ｆ（ｘ）＝ ｘ
ａ＋ｅｂｘ
在（－∞，＋∞）内连续，且 ｌｉｍ

ｘ→－∞
ｆ（ｘ）＝０，则常数ａ，ｂ满足

（ ）

（Ａ）ａ＜０，ｂ＞０ （Ｂ）ａ＞０，ｂ＞０ （Ｃ）ａ≤０，ｂ＞０ （Ｄ）ａ≥０，ｂ＜０
（２）设函数ｆ（ｘ）满足关系式ｆ″（ｘ）＋［ｆ′（ｘ）］２＝ｘ，且ｆ′（０）＝０，则
（Ａ）ｆ（０）是ｆ（ｘ）的极大值
（Ｂ）ｆ（０）是ｆ（ｘ）的极小值
（Ｃ）点（０，ｆ（０））是曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的拐点
（Ｄ）ｆ（０）不是ｆ（ｘ）的极值，点（０，ｆ（０））也不是曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的拐点
（３）设ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）是恒大于零的可导函数，且ｆ′（ｘ）ｇ（ｘ）－ｆ（ｘ）ｇ′（ｘ）＜０，则当

ａ＜ｘ＜ｂ时，有 （ ）

（Ａ）ｆ（ｘ）ｇ（ｂ）＞ｆ（ｂ）ｇ（ｘ） （Ｂ）ｆ（ｘ）ｇ（ａ）＞ｆ（ａ）ｇ（ｘ）
（Ｃ）ｆ（ｘ）ｇ（ｂ）＞ｆ（ｂ）ｇ（ｂ） （Ｄ）ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＞ｆ（ａ）ｇ（ａ）

（４）若ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ６ｘ＋ｘｆ（ｘ）
ｘ（ ）３ ＝０，则ｌｉｍ

ｘ→０

６＋ｆ（ｘ）
ｘ２
为 （ ）

（Ａ）０ （Ｂ）６ （Ｃ）３６ （Ｄ）∞
（５）具有特解ｙ１＝ｅ－ｘ，ｙ２＝２ｘｅ－ｘ，ｙ３＝３ｅｘ的３阶常数齐次线性微分方程是 （ ）
（Ａ）ｙ－ｙ″－ｙ′＋ｙ＝０ （Ｂ）ｙ＋ｙ″－ｙ′－ｙ＝０
（Ｃ）ｙ－６ｙ″＋１１ｙ′－６ｙ＝０ （Ｄ）ｙ－２ｙ″－ｙ′＋２ｙ＝０

三、（本题满分５分）设ｆ（ｌｎｘ）＝ｌｎ
（１＋ｘ）
ｘ
，计算∫ｆ（ｘ）ｄｘ．

四、（本题满分５分）设ｘＯｙ平面上有正方形Ｄ＝｛（ｘ，ｙ）｜０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤１）及直线

ｌ：ｘ＋ｙ＝ｔ（ｔ≥０）．若Ｓ（ｔ）表示正方形Ｄ位于直线ｌ左下方部分的面积，试求∫
ｘ

０
Ｓ（ｔ）ｄｔ，其

中ｘ≥０．

五、（本题满分５分）求函数ｆ（ｘ）＝ｘ２ｌｎ（１＋ｘ）在ｘ＝０处的ｎ阶导数ｆ（ｎ）（０）（ｎ≥３）．

六、（本题满分６分）设函数Ｓ（ｘ）＝∫
ｘ

０
｜ｃｏｓｔ｜ｄｔ．

（１）当ｎ为正整数，且ｎπ≤ｘ＜（ｎ＋１）π时，证明２ｎ≤Ｓ（ｘ）＜２（ｎ＋１）；

（２）求ｌｉｍ
ｘ→＋∞

Ｓ（ｘ）
ｘ ．

七、（本题满分７分）某湖泊的水量为Ｖ，每年排入湖泊内含污染物Ａ的污水量为Ｖ６
，流入

湖泊内不含Ａ的水量为Ｖ６
，流出湖泊的水量为Ｖ

３．
已知１９９９年底湖中Ａ的含量为５ｍ０，超过

国家规定指标．为了治理污染，从２０００年初起，限定排入湖泊中含Ａ污水的浓度不超过
ｍ０
Ｖ ．

问至少需经过多少年，湖泊中污染物Ａ的含量降至ｍ０以内？（注：设湖泊中Ａ的浓度是均
匀的．）
八、（本题满分６分）设函数ｆ（ｘ）在［０，π］上连续，且
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∫
π

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝０，∫

π

０
ｆ（ｘ）ｃｏｓｘｄｘ＝０．

试证在（０，π）内至少存在两个不同的点ξ１，ξ２，使ｆ（ξ１）＝ｆ（ξ２）＝０．
九、（本题满分６分）已知ｆ（ｘ）是周期为５的连续函数，它在ｘ＝０的某个邻域内满足关

系式

ｆ（１＋ｓｉｎｘ）－３ｆ（１－ｓｉｎｘ）＝８ｘ＋α（ｘ），
其中α（ｘ）是当ｘ→０时比ｘ的高阶的无穷小，且ｆ（ｘ）在ｘ＝１处可导，求曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的点
（６，ｆ（６））处的切线方程．
十、（本题满分８分）设曲线ｙ＝ａｘ２（ａ＞０，ｘ≥０）与ｙ＝１－ｘ２交于点Ａ，过坐标原点Ｏ

和点Ａ的直线与曲线ｙ＝ａｘ２围成一平面图形．问ａ为何值时，该图形绕Ｏｘ轴旋转一周所得
的旋转体体积最大？最大体积是多少？

十一、（本题满分８分）
函数ｆ（ｘ）在［０，＋∞）上可微，又ｆ（０）＝１，且满足等式

ｆ′（ｘ）＋ｆ（ｘ）－ １
ｘ＋１∫

ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＝０．

（１）求导数ｆ′（ｘ）；
（２）证明当ｘ≥０时，成立不等式ｅ－ｘ≤ｆ（ｘ）≤１．
十二、（本题满分８分）设

α＝（１，２，１）Ｔ、β＝ １，１２
，（ ）０

Ｔ
、γ＝（０，０，８）Ｔ，Ａ＝αβＴ、Ｂ＝βＴα，

其中βＴ是β的转置，求解方程２Ｂ２Ａ２ｘ＝Ａ４ｘ＋Ｄ４ｘ＋γ．
十三、（本题满分７分）已知向量组（Ⅰ）：

β１＝（０，１，－１）Ｔ、β２＝（ａ，２，１）Ｔ、β３＝（ｂ，１，０）Ｔ

和向量组（Ⅱ）：

α１＝（１，２，－３）Ｔ、 α２＝（３，０，１）Ｔ、 α３＝（９，６，－７）Ｔ．
又两向量组的秩ｒ（Ⅰ）＝ｒ（Ⅱ），且β３可由α１，α２，α３线性表出，求ａ，ｂ的值．

２００１年试题
一、填空题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分）

（１）极限ｌｉｍ
ｘ→１

３－槡 ｘ－ １＋槡 ｘ
ｘ２＋ｘ－２ ＝ ．

（２）设函数ｙ＝ｆ（ｘ）由方程ｅ２ｘ＋ｙ－ｃｏｓ（ｘｙ）＝ｅ－１所确定，则曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在点（０，１）
处的法线方程为 ．

（３）积分∫
π
２

－π２

（ｘ３＋ｓｉｎ２ｘ）ｃｏｓ２ｘｄｘ＝ ．

（４）过点 １２
，（ ）０ 且满足关系式ｙ′ａｒｃｓｉｎｘ＋ ｙ

１－ｘ槡 ２
＝１的曲线方程为 ．

（５）设方程
ａ １ １
１ ａ １
１ １

烄

烆

烌

烎ａ

ｘ１
ｘ２
ｘ

烄

烆

烌

烎３

＝
１
１

烄

烆

烌

烎－２

有无穷多组解，则ａ＝ ．

２００１年试题 １－２３
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二、选择题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分）

（１）设ｆ（ｘ）＝
１，｜ｘ｜≤１，

０，｜ｘ｜＞１｛ ，
则ｆ｛ｆ［ｆ（ｘ）］｝等于 （ ）

（Ａ）０ （Ｂ）１ （Ｃ）
１，｜ｘ｜≤１，

０，｜ｘ｜＞１｛ ．
（Ｄ）

０，｜ｘ｜≤１，

１，｜ｘ｜＞１｛ ．
（２）设当ｘ→０时，（１－ｃｏｓｘ）ｌｎ（１＋ｘ２）是比ｘｓｉｎｘｎ 高阶的无穷小，而ｘｓｉｎｘｎ 是比

（ｅｘ
２

－１）高阶的无穷小，则正整数ｎ等于 （ ）

（Ａ）１ （Ｂ）２ （Ｃ）３ （Ｄ）４
（３）曲线ｙ＝（ｘ－１）２（ｘ－３）２的拐点个数为 （ ）

（Ａ）０ （Ｂ）１ （Ｃ）２ （Ｄ）３
（４）已知函数ｆ（ｘ）在区间（１－δ，１＋δ）内具有二阶导数，ｆ′（ｘ）严格单调减少，且

ｆ（１）＝ｆ′（１）＝１，则 （ ）

（Ａ）在（１－δ，１）和（１，１＋δ）内均有ｆ（ｘ）＜ｘ
（Ｂ）在（１－δ，１）和（１，１＋δ）内均有ｆ（ｘ）＞ｘ
（Ｃ）在（１－δ，１）内，ｆ（ｘ）＜ｘ，在（１，１＋δ）内，ｆ（ｘ）＞ｘ
（Ｄ）在（１－δ，１）内，ｆ（ｘ）＞ｘ，在（１，１＋δ）内，ｆ（ｘ）＜ｘ
（５）已知函数ｙ＝ｆ（ｘ）在其定义域内可导，它的图形如右图所示，
则其导函数ｙ＝ｆ′（ｘ）的图形为 （ ）

三、（本题满分５分）求∫ ｄｘ
（２ｘ２＋１） ｘ２＋槡 １

．

四、（本题满分７分）求极限ｌｉｍ
ｔ→ｘ

ｓｉｎｔ
ｓｉｎ（ ）ｘ

ｘ
ｓｉｎｔ－ｓｉｎｘ，记此极限为ｆ（ｘ），求函数ｆ（ｘ）的间断点

并指出其类型．
五、（本题满分７分）设ρ＝ρ（ｘ）是抛物线ｙ＝槡ｘ上任一点Ｍ（ｘ，ｙ）（ｘ≥１）处的曲率半

径，ｓ＝ｓ（ｘ）是该抛物线上介于点Ａ（１，１）与Ｍ 之间的弧长，计算３ρ
ｄ２ρ
ｄｓ２－

ｄρ
ｄ（ ）ｓ

２
的值．［在直

角坐标系下曲率公式为κ＝ ｜ｙ″｜
（１＋ｙ′２）

３
２
］

六、（本题满分７分）设函数ｆ（ｘ）在［０，＋∞）上可导，ｆ（０）＝０，且其反函数为ｇ（ｘ）．若

∫
ｆ（ｘ）

０
ｇ（ｔ）ｄｔ＝ｘ２ｅｘ．

求ｆ（ｘ）．
七、（本题满分７分）设函数ｆ（ｘ）、ｇ（ｘ）满足ｆ′（ｘ）＝ｇ（ｘ），ｇ′（ｘ）＝２ｅｘ－ｆ（ｘ），且
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ｆ（０）＝０，ｇ（０）＝２，求∫
π

０

ｇ（ｘ）
１＋ｘ－

ｆ（ｘ）
（１＋ｘ）［ ］２ ｄｘ．

八、（本题满分９分）设Ｌ是一条平面曲线，其上任意一点Ｐ（ｘ，ｙ）（ｘ＞０）到坐标原点的

距离，恒等于该点处的切线在Ｏｙ轴上的截距，且Ｌ经过点 １２
，（ ）０ ．

（１）试求曲线Ｌ的方程；
（２）求Ｌ位于第一象限部分的一条切线，使该切线与Ｌ以及两坐标轴所围图形的面积最
小．
九、（本题满分７分）一个半球体状的雪堆，其体积融化的速率与半球面积Ｓ成正比，比例

常数Ｋ＞０．假设在融化过程中雪堆始终保持半球体状，已知半径为ｒ０的雪堆在开始融化的３

小时内，融化了其体积的７
８
，问雪堆全部融化需要多少小时？

十、（本题满分８分）设ｆ（ｘ）在区间［－ａ，ａ］（ａ＞０）上具有二阶连续导数，且ｆ（０）＝０．
（１）写出ｆ（ｘ）的带拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）余项的一阶麦克劳林（Ｍａｃｌａｕｒｉｎ）展开公式；
（２）证明在［－ａ，ａ］上至少存在一点η，使

ａ３ｆ″（η）＝３∫
ａ

－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ．

十一、（本题满分６分）已知矩阵

Ａ＝
１ ０ ０
１ １ ０
烄

烆

烌

烎１ １ １

、Ｂ＝
０ １ １
１ ０ １
烄

烆

烌

烎１ １ ０

，

且矩阵Ｘ满足ＡＸＡ＋ＢＸＢ＝ＡＸＢ＋ＢＸＡ＋Ｅ，其中Ｅ是３阶单位阵，求Ｘ．
十二、（本题满分６分）已知α１、α２、α３、α４是线性方程组Ａｘ＝０的一个基础解系，若

β１＝α１＋ｔα２、β２＝α２＋ｔα３、β３＝α３＋ｔα４、β４＝α４＋ｔα１，
讨论实数ｔ满足什么关系时，β１、β２、β３、β４也是Ａｘ＝０的一个基础解系．

２００２年试题

一、填空题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分．）

（１）设函数ｆ（ｘ）＝

１－ｅｔａｎｘ

ａｒｃｓｉｎｘ２

，ｘ＞０

ａｅ２ｘ， ｘ≤

烅

烄

烆 ０

在ｘ＝０处连续，则ａ＝ ．

（２）位于曲线ｙ＝ｘｅ－ｘ（０≤ｘ＜＋∞）下方，Ｏｘ轴上方的无界图形的面积是 ．

（３）微分方程ｙｙ″＋ｙ′２＝０满足初始条件ｙ｜ｘ＝０＝１，ｙ′｜ｘ＝０＝１２的特解是 ．

（４）极限ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ １＋ｃｏｓπ槡 ｎ＋ １＋ｃｏｓ２π槡 ｎ＋

⋯＋ １＋ｃｏｓｎπ槡［ ］ｎ ＝ ．

（５）矩阵
０ －２ －２
２ ２ －２

烄

烆

烌

烎－２ －２ ２

的非零特征值是 ．

２００２年试题 １－２５
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二、选择题（本题共５个小题，每小题３分，满分１５分．）
（１）设函数ｆ（ｕ）可导，ｙ＝ｆ（ｘ２）当自变量ｘ在ｘ＝－１处取得增量Δｘ＝－０１时，相应
的函数增量Δｙ的线性主部为０１，则ｆ′（１）＝ （ ）

（Ａ）－１ （Ｂ）０１ （Ｃ）１ （Ｄ）０５
（２）设函数ｆ（ｘ）连续，则下列函数中，必为偶函数的是 （ ）

（Ａ）∫
ｘ

０
ｆ（ｔ２）ｄｔ （Ｂ）∫

ｘ

０
ｆ２（ｔ）ｄｔ

（Ｃ）∫
ｘ

０
ｔ［ｆ（ｔ）－ｆ（－ｔ）］ｄｔ （Ｄ）∫

ｘ

０
ｔ［ｆ（ｔ）＋ｆ（－ｔ）］ｄｔ

（３）设ｙ＝ｙ（ｘ）是二阶常系数微分方程ｙ″＋ｐｙ′＋ｑｙ＝ｅ３ｘ满足初始条件ｙ（０）＝ｙ′（０）＝

０的特解，则当ｘ→０时，函数ｌｎ
（１＋ｘ２）
ｙ（ｘ）
的极限 （ ）

（Ａ）不存在 （Ｂ）等于１ （Ｃ）等于２ （Ｄ）等于３
（４）设函数ｙ＝ｆ（ｘ）在（０，＋∞）内有界且可导，则 （ ）

（Ａ）当 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）＝０时，必有ｌｉｍ
ｘ→∞
ｆ′（ｘ）＝０

（Ｂ）当 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ′（ｘ）存在时，必有ｌｉｍ
ｘ→∞
ｆ′（ｘ）＝０

（Ｃ）当ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｆ（ｘ）＝０时，必有ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｆ′（ｘ）＝０

（Ｄ）当ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｆ′（ｘ）存在时，必有ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｆ′（ｘ）＝０

（５）设向量组α１、α２、α３线性无关，向量β１可由α１、α２、α３线性表示，而得量β２不能由

α１、α２、α３线性表示，则对于任意常数ｋ，必有 （ ）

（Ａ）α１、α２、α３、ｋβ１＋β２线性无关 （Ｂ）α１、α２、α３、ｋβ１＋β２线性相关
（Ｃ）α１、α２、α３、β１＋ｋβ２线性无关 （Ｄ）α１、α２、α３、β１＋ｋβ２线性相关

三、（本题满分６分）已知曲线的极坐标方程是ｒ＝１－ｃｏｓθ，求该曲线上对应于θ＝π６
处

的切线与法线的直角坐标方程．

四、（本题满分７分）设

ｆ（ｘ）＝
２ｘ＋３２ｘ

２，－１≤ｘ＜０，

ｘｅｘ
（ｅｘ＋１）２

，０≤ｘ≤１
烅

烄

烆 ．

求函数Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－１
ｆ（ｔ）ｄｔ的表达式．

五、（本题满分７分）已知函数ｆ（ｘ）在（０，＋∞）内可导，ｆ（ｘ）＞０，ｌｉｍ
ｘ→＋∞

＝１，且满足

ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（ｘ＋ｈｘ）
ｆ（ｘ［ ］）

１
ｈ
＝ｅ

１
ｘ，

求ｆ（ｘ）．
六、（本题满分７分）求微分方程ｘｄｙ＋（ｘ－２ｙ）ｄｘ＝０的一个解ｙ＝ｙ（ｘ），使得由曲线ｙ＝

ｙ（ｘ）与直线ｘ＝１，ｘ＝２以及ｘ轴所围成的平面图形绕ｘ轴旋转一周的旋转体体积最小．
七、（本题满分７分）某闸门的形状与大小如图所示，其中直线ｌ为对称轴，闸门的上部为
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矩形ＡＢＣＤ，下部由二次抛物线与线段ＡＢ所围成．当水面与闸门的上端相
平时，欲使闸门矩形部分承受的水压力与闸门下部承受的水压力之比５∶４，
闸门矩形部分的高ｈ应为多少ｍ（米）？
八、（本题满分８分）设０＜ｘ１＜３，ｘｎ＋１＝ ｘｎ（３－ｘｎ槡 ）（ｎ＝１，２，⋯），证

明数列｛ｘｎ｝的极限存在，并求此极限．
九、（本题满分８分）设０＜ａ＜ｂ，证明不等式

２ａ
ａ２＋ｂ２＜

ｌｎｂ－ｌｎａ
ｂ－ａ ＜ １

槡ａｂ
．

十、（本题满分８分）设函数ｆ（ｘ）在ｘ＝０的某邻域内具有二阶连续导数，且ｆ（０）≠０，

ｆ′（０）≠０，ｆ″（０）≠０．证明存在惟一的一组实数λ１、λ２、λ３，使得当ｈ→０时，λ１ｆ（ｈ）＋λ２ｆ（２ｈ）

＋λ３ｆ（３ｈ）－ｆ（０）是比ｈ２高阶的无穷小．
十一、（本题满分６分）已知Ａ，Ｂ为３阶矩阵，且满足２Ａ－１Ｂ＝Ｂ－４Ｅ，其中Ｅ是３阶

单位矩阵．
（１）证明矩阵Ａ－２Ｅ可逆；

（２）若Ｂ＝
１ －２ ０
１ ２ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ２

，求矩形Ａ．

十二、（本题满分６分）已知４阶方阵Ａ＝（α１，α２，α３，α４），这里α１、α２、α３、α４均为４维
列向量，且其中α２、α３、α４线性无关，α１＝２α２－α３，又如果β＝α１＋α２＋α３＋α４，求线性方程
组Ａｘ＝β的通解．

２００３年试题

一、填空题（本题共６个小题，每小题４分，满分２４分．把答案填在题中横线上）

（１）若ｘ→０时，（１－ａｘ２）
１
４－１与ｘｓｉｎｘ是等价无穷小，则ａ＝ ．

（２）设函数ｙ＝ｆ（ｘ）由方程ｘｙ＋２ｌｎｘ＝ｙ４所确定，则曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在点（１，１）处的切线
方程是 ．
（３）ｙ＝２ｘ的麦克劳林（Ｍａｃｌａｕｒｉｎ）展开式中ｘｎ项的系数是 ．
（４）设曲线的极坐标方程为ρ＝ｅａθ（ａ＞０），则该曲线上相应于θ从０变到２π的一段弧与
极轴所围成的图形的面积为 ．

（５）设α为３维列向量，αＴ是α的转置．若ααＴ＝
１－１ １
－１ １－１
烄

烆

烌

烎１－１ １

，则ααＴ＝ ．

（６）设三阶方阵Ａ，Ｂ满足关系式Ａ２Ｂ－Ａ－Ｂ＝Ｅ，其中Ｅ为三阶单位矩阵，又若

Ａ＝
１ ０ １
０ ２ ０

烄

烆

烌

烎－２ ０ １

，

则 Ｂ ＝ ．
二、选择题（本题共６个小题，每小题４分，满分２４分．每小题给出的四个选项中，只有一

２００３年试题 １－２７

１



项符合题目要求，把所选项前的字母填在题后的括号内）

（１）设｛ａｎ｝、｛ｂｎ｝、｛ｃｎ｝均为非负数列，且ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ＝０、ｌｉｍ

ｎ→∞
ｂｎ＝１、ｌｉｍ

ｎ→∞
ｃｎ＝∞，则必有（ ）

（Ａ）ａｎ＜ｂｎ对任意ｎ成立 （Ｂ）ｂｎ＜ｃｎ对任意ｎ成立
（Ｃ）极限ｌｉｍ

ｎ→∞
ａｎｃｎ不存在 （Ｄ）极限ｌｉｍ

ｎ→∞
ｂｎｃｎ不存在

（２）设ａｎ＝
３
２∫

ｎ
ｎ＋１

０
ｘｎ－１ １＋ｘ槡 ｎｄｘ，则极限ｌｉｍ

ｎ→∞
ｎａｎ等于 （ ）

（Ａ）（１＋ｅ）
３
２＋１ （Ｂ）（１＋ｅ－１）

３
２－１

（Ｃ）（１＋ｅ－１）
３
２＋１ （Ｄ）（１＋ｅ）

３
２－１

（３）已知ｙ＝ｘｌｎｘ
是微分方程ｙ′＝

ｙ
ｘ＋φ

ｘ（ ）ｙ 的解，则φ
ｘ（ ）ｙ 的表达式为 （ ）

（Ａ）－ｙ
２

ｘ２
（Ｂ）ｙ

２

ｘ２
（Ｃ）－ｘ

２

ｙ２
（Ｄ）ｘ

２

ｙ２
（４）设函数ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）内连续，其导函数的图形如
图所示，则ｆ（ｘ）有 （ ）

（Ａ）一个极小值点和两个极大值点
（Ｂ）两个极小值点和一个极大值点
（Ｃ）两个极小值点和两个极大值点
（Ｄ）三个极小值点和一个极大值点

（５）设Ｉ１＝∫
π
４

０

ｔａｎｘ
ｘ ｄｘ
，Ｉ２＝∫

π
４

０

ｘ
ｔａｎｘｄｘ
，则 （ ）

（Ａ）Ｉ１＞Ｉ２＞１ （Ｂ）１＞Ｉ１＞Ｉ２ （Ｃ）Ｉ２＞Ｉ１＞１ （Ｄ）１＞Ｉ２＞Ｉ１
（６）设向量组Ⅰ：α１、α２、⋯、αｒ可由向量组Ⅱ：β１、β２、⋯、βｓ线性表示，则 （ ）

（Ａ）当ｒ＜ｓ时，向量组Ⅱ必线性相关 （Ｂ）当ｒ＞ｓ时，向量组Ⅱ必线性相关
（Ｃ）当ｒ＜ｓ时，向量组Ⅰ必线性相关 （Ｄ）当ｒ＞ｓ时，向量组Ⅰ必线性相关

三、（本题满分１０分）设函数

ｆ（ｘ）＝

ｌｎ（１＋ａｘ３）
ｘ－ａｒｃｓｉｎｘ

， ｘ＜０，

６， ｘ＝０，

ｅａｘ＋ｘ２－ａｘ－１
ｘｓｉｎｘ４

， ｘ＞０
烅

烄

烆
．

问ａ为何值时，ｆ（ｘ）在ｘ＝０处连续；ａ为何值时，ｘ＝０是ｆ（ｘ）的可去间断点？

四、（本题满分９分）设函数ｙ＝ｙ（ｘ）由参数方程

ｘ＝１＋２ｔ２，

ｙ＝∫
１＋２ｌｎｔ

１

ｅｕ
ｕｄｕ

烅
烄

烆 ．
（ｔ＞１）

所确定，试求ｄ
２ｙ
ｄｘ２｜ｘ＝９．
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五、（本题满分９分）计算不定积分∫ｘｅａｒｃｔａｎｘ

（１＋ｘ２）
３
２
ｄｘ．

六、（本题满分１２分）设函数ｙ＝ｙ（ｘ）在（－∞，＋∞）内具有二阶导数，且ｙ′≠０，

ｘ＝ｘ（ｙ）是ｙ＝ｙ（ｘ）的反函数．

（１）试将ｘ＝ｘ（ｙ）所满足的微分方程ｄ
２ｘ
ｄｙ２
＋（ｙ＋ｓｉｎｘ）ｄｘｄ（ ）ｙ

３
＝０变换为ｙ＝ｙ（ｘ）满足的

微分方程；

（２）求变换后的微分方程满足初始条件ｙ（０）＝０，ｙ′（０）＝３２
的解．

七、（本题满分１２分）讨论曲线ｙ＝４ｌｎｘ＋ｋ与ｙ＝４ｘ＋ｌｎ４ｘ的交点个数．

八、（本题满分１２分）设位于第一象限的曲线ｙ＝ｆ（ｘ）过点 槡２２
，（ ）１２ ，其上任一点

Ｐ（ｘ，ｙ）处的法线与Ｏｙ轴的交点为Ｑ，且线段ＰＱ被Ｏｘ轴平分．
（１）求曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的方程；
（２）已知曲线ｙ＝ｓｉｎｘ在［０，π］上的弧长为ｌ，试用ｌ表示曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的弧长ｓ．
九、（本题满分１０分）有一平底容器，其内侧壁是由曲线

ｘ＝φ（ｙ）（ｙ≥０）绕Ｏｙ轴旋转而成的旋转曲面（如图），容器的底
面圆的半径为２ｍ．根据设计要求，当以３ｍ２／ｍｉｎ的速率向容器内
注入液体时，液面的面积将以πｍ２／ｍｉｎ的速率均匀扩大（假设注入
液体前，容器内无液体）．
（１）根据ｔ时刻液面的面积，写出ｔ与φ（ｙ）之间的关系式；
（２）求曲线ｘ＝φ（ｙ）的方程．
十、（本题满分１０分）设函数ｆ（ｘ）在闭区间［ａ，ｂ］上连续，在

开区间（ａ，ｂ）内可导，且ｆ′（ｘ）＞０．若极限ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
ｆ（２ｘ－ａ）
ｘ－ａ
存在，证明

（１）在（ａ，ｂ）内ｆ（ｘ）＞０；

（２）在（ａ，ｂ）内存在点ξ，使
ｂ２－ａ２

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ

＝２ξｆ（ξ）
；

（３）在（ａ，ｂ）内存在与（２）中ξ相异的点η，使

ｆ′（η）（ｂ２－ａ２）＝
２ξ
ξ－ａ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ．

十一、（本题满分１０分）若矩阵Ａ＝
２ ２ ０
８ ２ ａ
烄

烆

烌

烎０ ０ ６

相似于对角阵Λ，试确定常数ａ的值，并

求可逆矩阵Ｐ使Ｐ－１ＡＰ＝Λ．

十二、（本题满分８分）已知平面上三条不同直线的方程分别为

ｌ１：ａｘ＋２ｂｙ＋３ｃ＝０，

ｌ２：ｂｘ＋２ｃｙ＋３ａ＝０，

ｌ３：ｃｘ＋２ａｙ＋３ｂ＝０．
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试证这三条直线交于一点的充分必要条件为ａ＋ｂ＋ｃ＝０．

２００４年试题

一、填空题（本题共６个小题，每小题４分，满分２４分．把答案填在题中横线上）

（１）设ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

（ｎ－１）ｘ
ｎｘ２＋１
，则ｆ（ｘ）的间断点为ｘ＝ ．

（２）设函数ｙ（ｘ）由参数方程

ｘ＝ｔ３＋３ｔ＋１，

ｙ＝ｔ３－３ｔ＋１
烅
烄
烆 ．

确定，则曲线ｙ＝ｙ（ｘ）向上凸的ｘ取值范围为 ．

（３）积分∫
＋∞

１

ｄｘ
ｘ ｘ２－槡 １

＝ ．

（４）设函数ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ）由方程ｚ＝ｅ２ｘ－３ｚ＋２ｙ确定，则３ｚｘ＋
ｚ
ｙ＝ ．

（５）微分方程（ｙ＋ｘ３）ｄｘ－２ｘｄｙ＝０满足ｙ｜ｘ＝１＝
６
５
的特解为 ．

（６）设矩阵Ａ＝
２ １ ０
１ ２ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ １

，矩阵Ｂ满足ＡＢＡ＝２ＢＡ＋Ｅ，其中Ａ为Ａ的伴随矩阵，

Ｅ是单位矩阵，则｜Ｂ｜＝ ．

二、选择题（本题共８个小题，每小题４分，满分３２分，每小题给出的四个选项中只有一
项符合题目要求，把所选项前的字母填在题后的括号内）

（７）把ｘ→０＋时的无穷小量

α＝∫
ｘ

０
ｃｏｓｔ２ｄｔ、β＝∫

ｘ
２

０
ｔａｎ槡ｔｄｔ、 γ＝∫

槡ｘ

０
ｓｉｎｔ３ｄｔ

排列起来，使排在后面的是前一个的高阶无穷小，则正确的排列次序是 （ ）

（Ａ）α、β、γ （Ｂ）α、γ、β （Ｃ）β、α、γ （Ｄ）β、γ、α
（８）设ｆ（ｘ）＝｜ｘ（１－ｘ）｜，则 （ ）

（Ａ）ｘ＝０是ｆ（ｘ）的极值点，但（０，０）不是曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的拐点
（Ｂ）ｘ＝０不是ｆ（ｘ）的极值点，但（０，０）是曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的拐点
（Ｃ）ｘ＝０是ｆ（ｘ）的极值点，且（０，０）是曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的拐点
（Ｄ）ｘ＝０不是ｆ（ｘ）的极值点，（０，０）也不是曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的拐点

（９）极限ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ

１＋１（ ）ｎ
２
１＋２（ ）ｎ

２
⋯ １＋ｎ（ ）ｎ槡

２
等于 （ ）

（Ａ）∫
２

１
ｌｎ２ｘｄｘ （Ｂ）２∫

２

１
ｌｎｘｄｘ

（Ｃ）２∫
２

１
ｌｎ（１＋ｘ）ｄｘ （Ｄ）∫

２

１
ｌｎ２（１＋ｘ）ｄｘ

（１０）设函数ｆ（ｘ）连续，且ｆ′（０）＞０，则存在δ＞０，使得 （ ）
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（Ａ）ｆ（ｘ）在（０，δ）内单调增加 （Ｂ）ｆ（ｘ）在（－δ，０）内单调减小
（Ｃ）对任意的ｘ∈（０，δ）有ｆ（ｘ）＞ｆ（０） （Ｄ）对任意的ｘ∈（－δ，０）有ｆ（ｘ）＞ｆ（０）
（１１）微分方程ｙ″＋ｙ＝ｘ２＋１＋ｓｉｎｘ的特解形式可设为 （ ）

（Ａ）ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＋ｘ（Ａｓｉｎｘ＋Ｂｃｏｓｘ）
（Ｂ）ｙ＝ｘ（ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＋Ａｓｉｎｘ＋Ｂｃｏｓｘ）
（Ｃ）ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＋Ａｓｉｎｘ
（Ｄ）ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＋Ａｃｏｓｘ

（１２）设函数ｆ（ｘ）连续，区域Ｄ＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ２＋ｙ２≤２ｙ｝，则
Ｄ
ｆ（ｘｙ）ｄｘｄｙ等于 （ ）

（Ａ）∫
１

－１
ｄｘ∫

１－ｘ槡 ２

－ １－ｘ槡 ２
ｆ（ｘｙ）ｄｙ （Ｂ）２∫

２

０
ｄｙ∫

２ｙ－ｙ槡 ２

０
ｆ（ｘｙ）ｄｙ

（Ｃ）∫
π

０
ｄθ∫

２ｓｉｎθ

０
ｆ（ｒ２ｓｉｎθｃｏｓθ）ｄｒ （Ｄ）∫

π

０
ｄθ∫

２ｓｉｎθ

０
ｆ（ｒ２ｓｉｎθｃｏｓθ）ｒｄｒ

（１３）设Ａ是三阶方阵，将Ａ的第１列与第２列交换得Ｂ，再把Ｂ的第２列加到第３列得

Ｃ，则满足ＡＱ＝Ｃ的可逆矩阵Ｑ为

（Ａ）
０ １ ０
１ ０ ０
烄

烆

烌

烎１ ０ １

（Ｂ）
０ １ ０
１ ０ １
烄

烆

烌

烎０ ０ １

（Ｃ）
０ １ ０
１ ０ ０
烄

烆

烌

烎０ １ １

（Ｄ）
０ １ １
１ ０ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ １
（１４）设Ａ、Ｂ为满足ＡＢ＝Ｏ的任意两个非零矩阵，则必有 （ ）

（Ａ）Ａ的列向量组线性相关，Ｂ的行向量组线性相关
（Ｂ）Ａ的列向量组线性相关，Ｂ的列向量组线性相关
（Ｃ）Ａ的行向量组线性相关，Ｂ的行向量组线性相关
（Ｄ）Ａ的行向量组线性相关，Ｂ的列向量组线性相关
三、解答题（本题共９个小题，满分９４分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．）

（１５）（本题满分１０分）求极限ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｘ３

２＋ｃｏｓｘ（ ）３
ｘ

［ ］－１ ．
（１６）（本题满分１０分）设函数ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上有定义，在区间［０，２］上，

ｆ（ｘ）＝ｘ（ｘ２－４），若对任意的ｘ都满足ｆ（ｘ）＝ｋｆ（ｘ＋２），其中ｋ为常数．
（Ⅰ）写出ｆ（ｘ）在［－２，０］上的表达式；
（Ⅱ）问ｋ为何值时，ｆ（ｘ）在ｘ＝０处可导．

（１７）（本题满分１１分）设ｆ（ｘ）＝∫
ｘ＋π２

ｘ
｜ｓｉｎｔ｜ｄｔ，

（Ⅰ）证明ｆ（ｘ）是以π为周期的周期函数；
（Ⅱ）求ｆ（ｘ）的值域．

（１８）（本题满分１２分）曲线ｙ＝ｅ
ｘ＋ｅ－ｘ
２
与直线ｘ＝０，ｘ＝ｔ（ｔ＞０）及ｙ＝０围成一曲边梯

形．该曲边梯形绕Ｏｘ轴旋转一周得一旋转体，其体积为Ｖ（ｔ），侧面积为Ｓ（ｔ），在ｘ＝ｔ处的
底面积为Ｆ（ｔ）．

（Ⅰ）求Ｓ
（ｔ）
Ｖ（ｔ）
的值；

２００４年试题 １－３１
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（Ⅱ）计算极限ｌｉｍ
ｔ→＋∞

Ｓ（ｔ）
Ｆ（ｔ）．

（１９）（本题满分１２分）设ｅ＜ａ＜ｂ＜ｅ２，证明ｌｎ２ｂ－ｌｎ２ａ＞４
ｅ２
（ｂ－ａ）．

（２０）（本题满分１１分）某种飞机在机场降落时，为了减小滑行距离，在触地的瞬间，飞机
尾部张开减速伞，以增大阻力，使飞机迅速减速并停下来．
现有一质量为９０００ｋｇ的飞机，着陆时的水平速度为７００ｋｍ／ｈ．经测试，减速伞打开后，飞

机所受的阻力与飞机的速度成正比（比例系数为ｋ＝６．０×１０６）．问从着陆点算起，飞机滑行的
最长距离是多少？

（２１）（本题满分１０分）设ｚ＝ｆ（ｘ２－ｙ２，ｅｘｙ），其中ｆ具有二阶连续偏导数，求ｚｘ
，ｚ
ｙ
，

２ｚ
ｘｙ．

（２２）（本题满分９分）设有齐次线性方程组
（１＋ａ）ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＝０，

２ｘ１＋（２＋ａ）ｘ２＋２ｘ３＋２ｘ４＝０，

３ｘ１＋３ｘ２＋（３＋ａ）ｘ３＋３ｘ４＝０，

４ｘ１＋４ｘ２＋４ｘ３＋（４＋ａ）ｘ４＝０

烅

烄

烆 ．
试问ａ取何值时，该方程组有非零解，并求出其通解．
（２３）（本题满分９分）设矩阵

Ａ＝
１ ２ －３
－１ ４ －３
１ ａ

烄

烆

烌

烎５
的特征方程有一个二重根，求ａ的值，并讨论Ａ是否可相似对角化．
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二、全国硕士研究生招生考试

数学（二）试题解答部分

１９８７年试题参考答案
一、填空题

（１）解：原式＝ｅｘｐｌｉｍ
ｎ→∞
ｎｌｎｎ－２ｎ（ ）｛ ｝＋１ ＝ｅｘｐｌｉｍ

ｎ→∞
ｎｌｎ１＋ ｎ－２ｎ＋１（ ）［ ］｛ ｝－１

＝ｅｘｐｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ－２
ｎ＋１（ ）－１［ ］ｎ ＝ｅｘｐｌｉｍ

ｎ→∞

－３ｎ
ｎ［ ］＋１ ＝ｅ－３．

这里注意到当 ｘ 足够小时，ｌｎ（１＋ｘ）～ｘ．

（２）解：ｙ′＝ １
１＋ａｘ
·（１＋ａｘ）′＝ ａ

１＋ａｘ
，ｙ″＝ －ａ·ａ
（１＋ａｘ）２＝

－ａ２
（１＋ａｘ）２．

（３）解：由题设有ｙ′＝ １
１＋ｘ２
，令ｘ＝１，可得

切线斜率ｋ＝１２
，法线斜率ｋ１＝－

１
ｋ＝－２．

故过点 １，π（ ）４ 的切线方程为ｙ－
π
４＝

１
２
（ｘ－１）．法线方程为 ｙ－π４＝－２

（ｘ－１）．

（４）解：由积分性质，有∫ｆ′（ｘ）ｄｘ＝ｆ（ｘ）＋Ｃ，故
∫
ｂ

ａ
ｆ′（２ｘ）ｄｘ＝１２∫

ｂ

ａ
ｆ′（２ｘ）ｄ（２ｘ）＝１２ｆ

（ｔ）
２ｂ

２ａ
＝１２
［ｆ（２ｂ）－ｆ（２ａ）］．

（５）ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，在（ａ，ｂ）内至少存在一点ξ，使∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｆ（ξ）（ｂ－ａ）．

二、选择题

（１）解：因为 ｘｓｉｎｘ ，ｅｃｏｓｘ均为偶函数，其乘积仍为偶函数，即ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ）．故选（Ｄ）．

（２）解：当ｘｎ＝ｎπ时，ｆ（ｎπ）＝０；当ｘｎ＝（２ｎ－１）
π
２
时，ｆ（ｘｎ）→∞，当ｎ→＋∞时．

故选（Ｃ）．
（３）解：先将题设式变形，再依函数导数定义可有

原式＝ｌｉｍ
ｘ→０

［ｆ（ａ＋ｘ）－ｆ（ａ）］－［ｆ（ａ－ｘ）－ｆ（ａ）］
ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ａ＋ｘ）－ｆ（ａ）
ｘ ＋ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（ａ－ｘ）－ｆ（ａ）
－ｘ

＝ｆ′（ａ）＋ｆ′（ａ）＝２ｆ′（ａ）．
故选（Ｂ）．

（４）解：设ｔｘ＝ｕ．当ｘ＝０时，ｕ＝０；当ｘ＝ｓｔ
时，ｕ＝ｓ．

２－１

２



于是 Ｉ＝ｔ∫
ｓ

０
ｆ（ｕ）·１ｔｄｕ＝∫

ｓ

０
ｆ（ｕ）ｄｕ， 即Ｉ只依赖于ｓ．

故选（Ｄ）．
三、解：由题设，有

ｄｙ
ｄｘ＝

ｄｙ
ｄｔ
ｄｘ
ｄｔ
＝ ５ｓｉｎｔ
５（１－ｃｏｓｔ）＝

ｓｉｎｔ
１－ｃｏｓｔ．

且 ｄ２ｙ
ｄｘ２＝

ｄ
ｄｔ

ｓｉｎｔ
１－ｃｏｓ（ ）ｔ·

１
ｄｘ
ｄｔ
＝ －１
１－ｃｏｓｔ
· １
５（１－ｃｏｓｔ）＝－

１
５（１－ｃｏｓｔ）２．

四、解：原式＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘ－１－ｘ
ｘ（ｅｘ－１）

（分母用ｅｘ－１～ｘ代换后，再用洛必达（Ｌ′Ｈｏｓｐｉｔａｌ）法则）

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘ－１－ｘ
ｘ２ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｅｘ－１
２ｘ ＝１２．

五、解：（１）在（ａ，ｂ）内任取两个不同点ｘ１、ｘ２，根据拉格朗日公式，有

ｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ１）＝ｆ′（ξ）（ｘ２－ｘ１），ξ在ｘ１与ｘ２之间．
因为ｆ′（ξ）＞０，所以当ｘ２＞ｘ１时ｆ（ｘ２）＞ｆ（ｘ１），即ｆ（ｘ）单调增加．

（２）因为ｇ″（ｃ）＝ｌｉｍ
ｘ→ｃ

ｇ′（ｘ）
ｘ－ｃ＜０

，故由极限的保号性，在ｃ的邻域０＜｜ｃ－ｘ｜＜δ内

ｇ′（ｃ）
ｘ－ｃ＜０．

从而当ｃ－δ＜ｘ＜ｃ时，ｇ′（ｘ）＞０；当ｃ＋δ＞ｘ＞ｃ时，ｇ′（ｘ）＜０．

进而，当ｃ－δ＜ｘ＜ｃ时有

ｇ（ｘ）－ｇ（ｃ）＝ｇ′（ξ１）（ｘ－ｃ）＜０（ｃ－δ＜ξ１＜ｃ），
当ｃ＜ｘ＜ｃ＋δ时有

ｇ（ｘ）－ｇ（ｃ）＝ｇ′（ξ２）（ｘ－ｃ）＜０（ｃ＜ξ２＜ｃ＋δ）．
即当０＜｜ｘ－ｃ｜＜δ时总有ｇ（ｘ）－ｇ（ｃ）＜０． 故ｇ（ｃ）为极大值．
六、解：当ａ≠０，ｂ≠０时，有

∫ １
ａ２ｓｉｎ２ｘ＋ｂ２ｃｏｓ２ｘ

ｄｘ （分子、分母同除以ｃｏｓ２ｘ）

＝∫ １
ａ２ｔａｎ２ｘ＋ｂ２

ｄ（ｔａｎｘ）＝ １ａｂａｒｃｔａｎ
１
ｂｔａｎ（ ）ｘ ＋Ｃ．

当ａ＝０，ｂ≠０时，有

∫ １
ａ２ｓｉｎ２ｘ＋ｂ２ｃｏｓ２ｘ

ｄｘ＝ １ｂ２∫ １
ｃｏｓ２ｘｄｘ＝

１
ｂ２ｔａｎｘ＋Ｃ．

当ａ≠０，ｂ＝０时，有

∫ １
ａ２ｓｉｎ２ｘ＋ｂ２ｃｏｓ２ｘ

ｄｘ＝ １ａ２∫１
ｓｉｎ２ｘｄｘ＝

１
ａ２ｃｏｔｘ＋Ｃ．

七、解１：先凑微分，再用分部积分，有

∫
１

０
ｘａｒｃｓｉｎｘｄｘ＝∫

１

０
ａｒｃｓｉｎｘｄｘ

２

（ ）２ ＝ｘ
２

２ａｒｃｓｉｎ
１

０
－∫

１

０

ｘ２
２

１
１－ｘ槡 ２

ｄｘ

＝ π４＋
１
２∫

１

０
１－ｘ槡 ２ｄｘ－∫

１

０

ｄｘ
１－ｘ槡（ ）２

历年考研数学试题详解·数学（二）２－２



＝ π４＋
１
２∫

１

０
１－ｘ槡 ２ｄｘ－π４

＝１２
１
２ｘ １－ｘ槡 ２＋１２ａｒｃｓｉｎ［ ］ｘ

１

０
＝ π８
，

这里注意到∫
１

０

ｄｘ
１－ｘ槡 ２＝ ａｒｃｓｉｎ［ ］ｘ １

０＝
π
４
的事实即可．

解２：令ｕ＝ａｒｃｓｉｎｘ，有ｘ＝ｓｉｎｕ，ｄｘ＝ｃｏｓｕｄｕ，则

∫
１

０
ｘａｒｃｓｉｎｘｄｘ＝∫

π
２

０
ｓｉｎｕ·ｕ·ｃｏｓｕｄｕ＝１２∫

π
２

０
ｕｓｉｎ２ｕｄｕ

＝－１４∫
π
２

０
ｕｄ（ｃｏｓ２ｕ）＝－１４ｕｃｏｓ２ｕ

π
２

０
＋１４∫

π
２

０
ｃｏｓ２ｕｄｕ

＝ π８＋
１
８ｓｉｎ２ｕ

π
２

０
＝ π８．

八、解：设所求点为（ｘ，ｙ），则过此点的切线方程为

Ｙ－ｙ＝２ｘ（Ｘ－ｘ）．

由此得切线在Ｏｘ轴的截距ａ＝ｘ
２＋１
２ｘ
，在Ｏｙ轴的截距ｂ＝ｘ２＋１．于是，所求面积

Ｓ（ｘ）＝１２ａｂ－∫
１

０
（－ｘ２＋１）ｄｘ＝１４ｘ

３＋１２ｘ＋
１
４ｘ－

２
３．

令 Ｓ′（ｘ）＝１４ ３ｘ
２＋２－１ｘ（ ）２ ＝１４ ３ｘ－

１（ ）ｘ ｘ＋１（ ）ｘ ＝０，

解得驻点ｘ＝１
槡３
．又因

Ｓ″
１
槡（ ）３ ＝

１
４ ６ｘ＋

２
ｘ（ ）３

ｘ＝１
槡３

＞０，

所以ｘ＝１
槡３
为极小值点，也是最小值点．

故所求点为 １
槡３
，（ ）２３ ，而所求面积 Ｓ

１
槡（ ）３ ＝

２
９
（ 槡２３－３）．

九、解：由题设及旋转体体积公式有

Ｖ ＝π∫
π

０
（ｓｉｎｘ＋１）２ｄｘ＝π∫

π

０

１－ｃｏｓ２ｘ
２ ＋２ｓｉｎｘ＋［ ］１ｄｘ＝ π２（８＋３π）．

十、解：由题设原方程可改写成ｙ′＋１ｘｙ＝１
，则由一阶线性微分方程求解公式有

ｙ＝ｅ－∫１ｘｄｘ∫ｅ∫１ｘｄｘｄｘ＋［ ］Ｃ ＝１２ｘ＋
Ｃ
ｘ
，

由ｙ｜ｘ 槡＝２＝０，得Ｃ＝－１，所求之特解为 ｙ＝ｘ２－
１
ｘ．

十一、解：相应齐次方程的特征方程为ｒ２＋２ｒ＋１＝０，其根为ｒ＝－１（重根）．
故对应齐次方程之通解为 Ｙ＝（Ｃ１＋Ｃ１ｘ）ｅ２ｘ．
设所求方程的特解为 ｙ＝（ａｘ＋ｂ）ｅｘ， 则注意到

ｙ′＝（ａｘ＋ａ＋ｂ）ｅｘ，ｙ″＝（ａｘ＋２ａ＋ｂ）ｅｘ，

１９８７年试题参考答案 ２－３
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代入原方程有 （４ａｘ＋４ａ＋４ｂ）ｅｘ＝ｘｅｘ．

解得 ａ＝１４
，ｂ＝－１４．

因此得特解ｙ＝１４
（ｘ－１）ｅｘ．

故原方程通解为ｙ＝（Ｃ１＋Ｃ２ｘ）ｅ－ｘ＋
１
４
（ｘ－１）ｅｘ．

１９８８年试题参考答案

一、填空题

（１）解：由ｌｉｍ
ｘ→０＋
（ｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ）＝１，ｌｉｍ

ｘ→０－
（２ｘ＋ａ）＝ａ，

又ｆ（０＋０）＝ｆ（０－０）＝ｆ（０），解得ａ＝１．

（２）解：由设ｆ（ｔ）＝ｌｉｍ
ｘ→∞
ｔ １＋１（ ）ｘ［ ］

ｘ ２ｔ
＝ｔｅｘｐｌｉｍ

ｘ→∞

２ｔｘ（ ）ｘ ＝ｔｅ２ｔ，故ｆ′（ｔ）＝（２ｔ＋１）ｅ２ｔ．

（３）解：原式＝ｅｘｐｌｉｍ
ｘ→０＋

ｔａｎｘ·ｌｎ１
槡（ ）｛ ｝ｘ ＝ｅｘｐ －１２ｌｉｍｘ→０＋

ｘｌｎ｛ ｝ｘ ＝ｅ０＝１．

这里注意到，当ｘ→０时，ｔａｎｘ～ｘ及ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｘｌｎｘ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｌｎｘ
１
ｘ
＝ｌｉｍ
ｘ→０

１（ ）ｘ １－１ｘ（ ）［ ］２ ＝０．

（４）解：令ｔ＝槡ｘ，则 ｘ＝ｔ２，且

∫
４

０
ｅ槡ｘｄｘ＝∫

２

０
ｅｔ２ｔｄｔ＝２∫

２

０
ｔｄ（ｅｔ）＝２ｔｅｔ－ｅ［ ］ｔ ２

０＝２（ｅ
２＋１）．

（５）解：对原式两边求导得ｆ（ｘ３－１）·３ｘ２＝１，即ｆ（ｘ３－１）＝ １３ｘ２．

令ｘ３－１＝７，得 ｘ＝２，故ｆ（７）＝ １
３·２２

＝１１２．

二、选择题

（１）解：由ｆ′（０）＝６，知图形在（０，１）处的切线方程为ｙ－１＝６ｘ．

令ｙ＝０，可解得ｘ＝－１６
，即切线与Ｏｘ轴交点为 －１６

，（ ）０ ．
故选（Ａ）．
（２）解：（特值法）取ｆ（ｘ）＝０，ｇ（ｘ）＝１，则有ｆ（ｘ）＜ｇ（ｘ）．容易验证（Ａ）、（Ｂ）错，而（Ｃ）
正确．代入（Ｄ）中得ｘ＞０，但题设中无此假设，即是说当ｘ≤０时，（Ｄ）亦不真．
故选（Ｃ）．
或由题设ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）可导，则它们连续．于是有ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ０），ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｇ（ｘ）＝ｇ（ｘ０）．

而由ｆ（ｘ０）＜ｇ（ｘ０），则ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＜ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｇ（ｘ）．知选项（Ｃ）成立．

（３）解：由题设在ｘ＝ｘ０处，ｄｙ＝ｆ′（ｘ０）Δｘ＝
１
２Δｘ
，则ｌｉｍ

Δｘ→０

ｄｙ
Δｘ＝

１
２．

故选（Ｂ）．
（４）解：由直角坐标系下旋转体体积公式，有

Ｖ ＝π∫
π

０
（ｓｉｎ

３
２ｘ）２ｄｘ＝－π∫

π

０
（１－ｃｏｓ２ｘ）ｄ（ｃｏｓｘ）＝４３π．

故选（Ｂ）．
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（５）解：依题意ｆ″（ｘ０）－２ｆ′（ｘ０）＋４ｆ（ｘ０）＝０，有ｆ″（ｘ０）＝－４ｆ（ｘ０）＜０．
因此，驻点ｘ＝ｘ０是ｆ（ｘ）的极大值值点．
故选（Ａ）．
三、解：由ｅ［φ（ｘ）］

２

＝１－ｘ，得φ（ｘ）＝ ｌｎ（１－ｘ槡 ）．
由ｌｎ（１－ｘ）≥０，得１－ｘ≥１，即ｘ≤０．因此当ｘ≤０时，φ（ｘ）＝ ｌｎ（１－ｘ槡 ）．
四、解：由题设，有ｙ′＝ｅｘｙ（ｘ２ｙ′＋ｘｙ＋１），则

ｙ″＝ｅｘｙ（ｘ２ｙ″＋２ｘｙ′＋ｘｙ′＋ｙ）＋ｅｘｙ（ｘ２ｙ′＋ｘｙ＋１）（ｘｙ′＋ｙ）．
当ｘ＝０时ｙ＝１，代入上两式得ｙ′｜ｘ＝０＝ｅ０＝１，ｙ″｜ｘ＝０＝ｅ０＋ｅ０＝２．

此外，亦可由前式得ｙ′＝
ｅｘｙ（１＋ｘｙ）
１－ｘ２ｅｘｙ

，又ｘ＝０时ｙ＝１．将ｘ＝０，ｙ＝１代入上式亦可得

ｙ′｜ｘ＝０＝１．对ｙ′再微导可求ｙ″｜ｘ＝０＝２．
五、解：设圆的周长为ｘ，则正方形的周长为ａ－ｘ，两图形的面积之和

Ｓ＝ ａ－ｘ（ ）４
２
＋π ｘ２（ ）π

２
＝４＋π１６πｘ

２－ａ８ｘ＋
ａ２
１６
，

由 Ｓ′＝４＋π８πｘ－
ａ
８
及 Ｓ″＝４＋π８π＞０．

令Ｓ′＝０，解得惟一驻点ｘ＝πａ４＋π．
又Ｓ″＞０．

故当圆的周长ｘ＝πａ４＋π
，正方形的周长为ａ－ｘ＝４ａ４＋π

时，两图形的面积之和为最小．
六、解：被积函数可写为

ｆ（ｔ）＝
１＋ｔ， －１≤ｔ＜０，

１－ｔ，０≤ｔ＜＋∞｛ ．
下面分段考虑：当－１≤ｘ＜０时，

∫
ｘ

－１
（１－｜ｔ｜）ｄｔ＝∫

ｘ

－１
（１＋ｔ）ｄｔ＝１２

（１＋ｔ）２
ｘ

－１
＝１２
（１＋ｘ）２．

当ｘ≥０时，

∫
ｘ

－１
（１－｜ｔ｜）ｄｔ＝∫

ｘ

－１
（１＋ｔ）ｄｔ＋∫

ｘ

０
（１－ｔ）ｄｔ＝１２－

１
２
（１－ｘ）２．

故∫
ｘ

－１
（１－｜ｔ｜）ｄｔ＝

１
２
（１＋ｘ）２， －１≤ｘ＜０；

１－１２
（１－ｘ）２， ｘ≥０

烅

烄

烆 ．
七、解：由题设经计算可得下表．

单调增加区间 （－∞，１）

单调减少区间 （１，＋∞）

极值点 ｘ＝１

极 值 ｙｍａｘ＝２

凹区间 （－∞，０）及（２，＋∞）

１９８８年试题参考答案 ２－５
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（续表）

凸区间 （０，２）

拐点 ０，（ ）２３ 及 ２，（ ）
２
３

渐近线 ｙ＝０

再根据上表中的数据，所画函数图象大致如下图所示．

八、解：（１）由积分中值定理和微分中值定理，有

ｌｉｍ
ａ→０＋

１
４ａ２∫

ａ

－ａ
［ｆ（ｔ＋ａ）－ｆ（ｔ－ａ）］ｄｔ

＝ｌｉｍ
ａ→０＋

１
２ａ
［ｆ（ξ＋ａ）－ｆ（ξ－ａ）］（－ａ≤ξ≤ａ），

＝ｌｉｍ
ａ→０＋
ｆ′（η）＝ｌｉｍ

η→０
＋
ｆ′（η） （ξ－ａ≤η≤ξ＋ａ），

＝ｆ′（０）．
此外还可先用ｔ＋ａ＝ｕ，ｔ－ａ＝ｖ对积分式进行代换后，再用Ｌ′Ｈｏｓｐｉｔａｌ法则计算极限

亦可．
（２）由题设ｍ ≤ｆ（ｘ）≤Ｍ 及积分中值定理，有

－Ｍ ≤－ｆ（ｘ）≤－ｍ， ｍ ≤ １２ａ∫
ａ

－ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ≤Ｍ．

上面两不等式相加得

－（Ｍ－ｍ）≤ １２ａ∫
ａ

－ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ－ｆ（ｘ）≤Ｍ－ｍ，

即 １
２ａ∫

ａ

－ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ－ｆ（ｘ）≤Ｍ－ｍ．

九、解：由一阶线性微分方程通解公式有

ｙ＝ｅ－∫１２ｄｘ∫ １
ｘ（ｘ２＋１）

ｅ∫１２ｄｘｄｘ＋［ ］Ｃ

＝１ｘ∫ １
１＋ｘ２

ｄｘ＋［ ］Ｃ ＝１ｘ
（ａｃｒｔａｎｘ＋Ｃ）．

十、解：题设方程相应的特征方程为ｒ２－３ｒ＋２＝０，其根为ｒ１＝１，ｒ２＝２．
因此对应齐次方程的通解为Ｙ＝Ｃ１ｅｘ＋Ｃ２ｅ２ｘ．
设原方程的特解为ｙ＝ａｘｅｘ，代入原方程中，解得ａ＝－２．
于是，原方程通解为 ｙ（ｘ）＝Ｃ１ｅｘ＋Ｃ２ｅ２ｘ－２ｘｅｘ．

历年考研数学试题详解·数学（二）２－６



因为积分曲线与曲线ｙ＝ｘ２－ｘ＋１有公共切线，所以ｙ（０）＝１，ｙ′（０）＝－１，代入通解中
得

Ｃ１＋Ｃ２＝１，

Ｃ１＋２Ｃ２＝１
烅
烄

烆 ．

Ｃ１＝１，

Ｃ２＝０
烅
烄

烆 ．
故所求函数为 ｙ＝（１－２ｘ）ｅｘ．

１９８９年试题参考答案
一、填空题

（１）解：这是０·∞型，可化为００
型，再由Ｌ′Ｈｏｓｐｉｔａｌ法则或无穷小量代换均可有（这里由

ｘ→０时ｔａｎ２ｘ～２ｘ）

ｌｉｍ
ｘ→０
ｘｃｏｔ２ｘ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｘ
ｔａｎ２ｘ＝ｌｉｍｘ→０

ｘ
２ｘ＝

１
２．

（２）解：利用分部积分可有

∫
π

０
ｔｓｉｎｔｄｔ＝∫

π

０
ｔｄｔ（－ｃｏｓｔ）＝－ｔｃｏｓｔ

π

０－∫
π

０
（－ｃｏｓｔ）ｄｔ

＝π＋∫
π

０
ｃｏｓｔｄｔ＝π＋ｓｉｎｔ

π

０＝π．

（３）解：由题设ｙ′＝（ｘ－１）（ｘ－２），在（０，０）处的切线斜率为ｙ′（０）＝２，
故所求（点斜式）切线方程ｙ－０＝２（ｘ－０），即ｙ＝２ｘ．
（４）解：由题设ｆ（０）＝０，再由导数定义有

ｆ′（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ－０ ＝ｌｉｍ

ｘ→０
（ｘ＋１）（ｘ＋２）⋯（ｘ＋ｎ）＝ｎ！．

（５）解：设∫
１

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＝Ａ，显然它是常数，这样ｆ（ｘ）＝ｘ＋２Ａ，两边积分得

∫
１

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

１

０
ｘｄｘ＋２Ａ， Ａ＝１２＋２Ａ

， Ａ＝－１２
，

故 ｆ（ｘ）＝ｘ－１．

（６）解：由设ｆ（ｘ）在ｘ＝０处连续，又由ｌｉｍ
ｘ→０－
（ａ＋ｂｘ２）＝ａ，ｌｉｍ

ｘ→０＋

ｓｉｎｂｘ
ｘ ＝ｂ，得知ａ＝ｂ．

（７）解１：对方程两边关于ｘ求导有 ｓｅｃ２ｙ·ｙ′＝１＋ｙ′．解得ｙ′＝ｃｏｔ２ｙ．

于是 ｄｙ＝ｙ′ｄｘ＝ｃｏｔ２ｙｄｘ，或 １
（ｘ＋ｙ）２

ｄｘ＝ １
ｔａｎ２ｙ

．

解２：对方程两边取微分ｓｅｃ２ｙｄｙ＝ｄｘ＋ｄｙ，解出ｄｙ即得结果．
二、计算题

（１）解：由复合函数导法则有

ｙ′＝ １
１－ｅ－２槡槡 ｘ

（ｅ－槡ｘ）′＝－ ｅ－槡ｘ

２ ｘ（１－ｅ－２槡ｘ槡 ）
．

（２）解：先凑微分再直接积分可有

∫ｄｘ
ｘｌｎ２ｘ＝∫ｄ

（ｌｎｘ）
ｌｎ２ｘ ＝－ １ｌｎｘ＋Ｃ．

１９８９年试题参考答案 ２－７
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（３）解：ｌｉｍ
ｘ→０
（２ｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ）

１
ｘ＝ｌｉｍ

ｘ→０
ｅ
１
ｘｌｎ
（２ｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ）＝ｅ

ｌｉｍ
ｘ→０

２ｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ－１
ｘ ＝ｅ

ｌｉｍ
ｘ→０

２ｓｉｎｘ
ｘ ＋ｌｉｍ

ｘ→０

ｃｏｓｘ－１
ｘ ＝ｅ２．

这里利用了公式ｌｉｍｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝ｅｌｉｍ［ｆ（ｘ）－１］ｇ（ｘ），注意到当ｕ→０时，ｌｎ（１＋ｕ）～ｕ．
（４）解：由题设及微分计算公式有

ｄｙ
ｄｘ＝

１
２ｔ
， ｄ

２ｙ
ｄｘ２＝－

１＋ｔ２
４ｔ３ ．

（５）解：设２ｘ＝ｔ，则２ｄｘ＝ｄｔ．当ｘ＝０时，ｔ＝０；当ｘ＝１时，ｔ＝２．于是

原式＝１２∫
２

０

ｔ２
４ｆ″
（ｔ）ｄｔ＝１８ ｔ２ｆ′（ｔ［ ］）２

０－２∫
２

０
ｔｆ′（ｔ）ｄ（ ）ｔ

＝－１４∫
２

０
ｔｄｆ（ｔ）＝－１４ ｔｆ（ｔ［ ］）２

０－２∫
２

０
ｆ（ｔ）ｄ（ ）ｔ ＝０．

三、选择题

（１）解：因ｌｉｍ
ｘ→０
ｘｓｉｎ１ｘ＝０

，ｌｉｍ
ｘ→∞
ｘｓｉｎ１ｘ＝１

，知曲线有水平渐近线ｙ＝１而无铅直渐近线．
故选（Ａ）．
（２）解：由ｆ（ｘ）＝ｘ５＋２ａｘ３＋３ｂｘ＋４ｃ为奇次多项式，故方程ｆ（ｘ）＝０至少有一实根．
又ｆ′（ｘ）＝５ｘ４＋６ａｘ２＋３ｂ可视为ｘ２的二次三项式，其判别式

Δ＝１２（３ａ２－５ｂ）＜０，
意即ｆ′（ｘ）＞０，知ｆ（ｘ）严格单调增加，方程ｆ（ｘ）＝０有根必惟一．
故选（Ｂ）．
（３）解：由直角坐标系下旋转体体积公式，有

Ｖ ＝π∫
π
２

－π２
ｃｏｓ２ｘｄｘ＝ π２∫

π
２

－π２

（１＋ｃｏｓ２ｘ）ｄｘ＝π
２

２．

故选（Ｃ）．
（４）解：（特值法＋排除法）取ｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ）＝－ｘ２，而ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝ｘ４取了极小值，于是
排除了选项（Ａ）和（Ｃ）．
取ｆ（ｘ）＝－ｘ２，ｇ（ｘ）＝１－ｘ２，两者都在ｘ＝０处取得极大值，而

φ（ｘ）＝ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝－ｘ２（１－ｘ２）
在ｘ＝０处仍然取得了极大值，这是因为

φ（ｘ）＝－ｘ２＋ｘ４，φ′（ｘ）＝－２ｘ＋ｘ４，φ″（ｘ）＝－２＋１２ｘ２

在驻点ｘ＝０处φ″（ｘ）＝－２＜０，即取极大值．于是也排除了选项（Ｂ）．
故选（Ｄ）．
（５）解：题设方程相应的特征方程为ｒ２－１＝０，其根ｒ１，２＝±１，
故ｙ″－ｙ＝ｅｘ＋１的特解形式为ｙ＝ａｘｅｘ＋ｂ．
故选（Ｂ）．
（６）解：由题设ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ处可导，令ｈ＝－Δｘ，则

ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（ａ）－ｆ（ａ－ｈ）
ｈ ＝ｌｉｍ

Δｘ→０

ｆ（ａ＋Δｘ）－ｆ（ａ）
Δｘ

存在．
故选（Ｄ）．
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注：其他选项不成立的理由为：

选项（Ａ）只能保证ｆ′＋（ａ）存在．选项（Ｂ）和（Ｃ）可用如下反例说明其不真．设

ｆ（ｘ）＝
１，ｘ≠ａ，

０，ｘ＝ａ｛ ．
则ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ间断，因此ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ不可导，但选项（Ｂ）和（Ｃ）中的极限均存在（等于０）．

四、解：题设方程可改写为ｙ′＋１－ｘｘ ｙ＝
１
２ｅ
２ｘ（－∞＜ｘ＜＋∞），其为一阶线性微分方

程．由一阶线性微分方程通解公式有

ｙ＝ｅ－∫１－ｘｘ ｄｘ∫ｅ
２ｘ

ｘｅ
∫１－ｘｘ ｄｘ＋［ ］Ｃ ＝１ｘ

（Ｃｅｘ＋ｅ２ｘ）．

由ｙ（１）＝０，得Ｃ＝－ｅ，故所求解为ｙ＝ｅ
ｘ

ｘ
（ｅｘ－ｅ）．

五、解：对ｆ（ｘ）＝ｓｉｎｘ－ｘ∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＋∫

ｘ

０
ｔｆ（ｔ）ｄｔ连续两次求导，得

ｆ′（ｘ）＝ｃｏｓｘ－∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ，ｆ″（ｘ）＝－ｓｉｎｘ－ｆ（ｘ），

设ｙ＝ｆ（ｘ）有 ｙ″＋ｙ＝－ｓｉｎｘ． （）
此为二阶线性微分方程．初始条件为 ｙ ｘ＝０＝ｆ（０）＝０，ｙ′ ｘ＝０＝ｆ′（０）＝１．
其相应特征方程为ｒ２＋１＝０，其根ｒ１，２＝±ｉ．知对应齐次方程的通解为

Ｙ＝Ｃ１ｓｉｎｘ＋Ｃ２ｃｏｓｘ．

又非齐次方程（）的特解形如ｙ＝ｘ（ａｓｉｎｘ＋ｂｃｏｓｘ），代回方程，定出ａ＝０，ｂ＝１２．

于是非齐次方程的通解为 ｙ＝Ｃ１ｓｉｎｘ＋Ｃ２ｃｏｓｘ＋
ｘ
２ｃｏｓｘ．

由初始条件定出Ｃ１＝
１
２
，Ｃ２＝０，故ｆ（ｘ）＝

１
２ｓｉｎｘ＋

ｘ
２ｃｏｓｘ．

六、证：由∫
π

０
１－ｃｏｓ２槡 ｘｄｘ 槡＝２２．设 Ｆ（ｘ）＝ｘｅ－ｌｎｘ 槡－２２．

令Ｆ′（ｘ）＝１ｅ－
１
ｘ＝０
，得驻点ｘ＝ｅ，又 Ｆ（ｅ） 槡＝－２２＜０．

当０＜ｘ＜ｅ时，Ｆ′（ｘ）＜０，知Ｆ（ｘ）单调减少，ｌｉｍ
ｘ→０＋
Ｆ（ｘ）＝＋∞；

当ｅ＜ｘ＜＋∞时，Ｆ′（ｘ）＞０，知Ｆ（ｘ）单调增加，ｌｉｍ
ｘ→＋∞

Ｆ（ｘ）＝＋∞．
故由连续函数性质知，Ｆ（ｘ）在（０，ｅ），（ｅ，＋∞）内分别至少有一个零点．于是原命题得证．
七、解：




由题设可得计算结果如下表所示：

单调减少区间 （－∞，－２），（０，＋∞） 凹区间 （－３，０），（０，＋∞




）

单调增加区间 （－２，０） 凸区间 （－∞，－３




）

极值点 －２ 拐点 －３，－（ ）




２
９

极值 －１４
渐近线 ｘ＝０和ｙ＝０
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具体计算过程如：因为ｙ＝ｘ＋１ｘ２
，ｙ′＝ｘ＋２ｘ３

，ｙ″＝ｘ
（２ｘ＋６）
ｘ５ ．

令ｙ′＝０，得ｘ＝－２；令ｙ″＝０，得ｘ＝－３．又ｘ＝０时，ｙ，ｙ′，ｙ″均无意义．
这样可有下表：

ｘ （－∞，－３） －３ （－３，－２） －２ （－２，０） ３ （０，＋∞）

ｙ′ － － － ０ ＋ 无意义 －

ｙ″ － ０ ＋ ＋ ＋ 无意义 ＋

ｙ

∩

拐点

－３，－（ ）２９

∩

极值点

－１４


∪

无意义

∩

八、解１：因为曲线过原点，所以ｃ＝０．由题设，有

１
３＝∫

１

０
（ａｘ２＋ｂｘ）ｄｘ＝ａ３＋

ｂ
２
，

故得ｂ＝３２
（１－ａ）．从而

Ｖ＝π∫
１

０
（ａｘ２＋ｂｘ）２ｄｘ＝πａ

２

５＋
１
２ａｂ＋

ｂ２（ ）３ ＝πａ
２

５＋
１
３
（１－ａ）＋１３

·４
９
（１－ａ）［ ］２ ．

又 ｄＶ
ｄａ＝π

２
５ａ＋

１
３－

２
３ａ－

８
２７
（１－ａ［ ］）＝０， 且 ｄ

２Ｖ
ｄａ２＝

４π
１３５．

令 ｄＶ
ｄａ＝０
，解得ａ＝－５４

，代入ｂ的表达式得ｂ＝３２．

又因 ｄ
２Ｖ
ｄａ２＞０
，故当ａ＝－５４

，ｂ＝３２
，ｃ＝０时，旋转体体积最小．

解２：由题设曲线过原点，故ｃ＝０．又由题设

Ｖ＝∫
１

０
π（ａｘ２＋ｂｘ）２ｄｘ＝πａ

２

５＋
１
２ａｂ＋

ｂ２（ ）３ ，

及 ∫
１

０
（ａｘ２＋ｂｘ）ｄｘ＝１３

， ａ
３＋

ｂ
２＝

１
３．

问题即求函数Ｖ（ａ，ｂ）在条件φ（ａ，ｂ）＝
ａ
３＋
ｂ
２－

１
３＝０
下的最小值．

作拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）函数

Ｆ（ａ，ｂ）＝πａ
２

５＋
１
２ａｂ＋

ｂ２（ ）３ ＋λ ａ３＋
ｂ
２－（ ）１３ ，

由

Ｆ′ａ＝π
２ａ
５＋

１
２（ ）ｂ ＋λ３＝０，

Ｆ′ｂ＝π
１
２ａ＋

２
３（ ）ｂ ＋λ２＝０，

ａ
３＋
ｂ
２＝

１
３

烅

烄

烆 ．

联立消去λ解出ａ＝－５４
，ｂ＝３２
，得惟一驻点 －５４

，（ ）３２ ．

根据实际意义，知当ａ＝－５４
，ｂ＝３２
，ｃ＝０时，体积Ｖ最小．
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１９９０年试题参考答案

一、填空题

（１）解：由
ｄｙ
ｄｘ＝
（ｓｉｎ３ｔ）′
（ｃｏｓ３ｔ）′＝－ｔａｎｔ．

令ｔ＝π６
，得切线斜率ｋ＝－１

槡３
．

因此法线斜率ｋ１ 槡＝３．故由直线点切式方程知所求法线方程为ｙ 槡＝３ｘ－１．
（２）解：由复合函数求导法则有

ｙ′＝ｅｔａｎ
１
ｘ·ｔａｎ１（ ）ｘ′·ｓｉｎ

１
ｘ＋ｅ

ｔａｎ１ｘ·ｓｉｎ１（ ）ｘ′＝－
１
ｘ２ｅ

ｔａｎ１ｘ ｔａｎ１ｘ
·ｓｅｃ１ｘ＋ｃｏｓ

１（ ）ｘ ．

（３）解：令ｔ＝ １－槡 ｘ，则 ｘ＝１－ｔ２，ｄｘ＝－２ｔｄｔ，且

∫
１

０
ｘ １－槡 ｘｄｘ＝∫

１

０
（１－ｔ２）（－２ｔ２）ｄｔ＝∫

１

０
（２ｔ２－２ｔ４）ｄｔ

＝ ２
３ｔ

３－２５ｔ［ ］５
１

０
＝ ４１５．

（４）解：在［－２，－１］上ｅ－ｘ
３

＞ｅｘ
３

，故由积分性质∫
－１

－２
ｅ－ｘ

３

ｄｘ＞∫
－１

－２
ｅｘ

３

ｄｘ．

（５）解：由于对任意实数ｘ均有 ｆ（ｘ）≤１，所以ｆ［ｆ（ｘ）］＝１．
二、选择题

（１）解：由题设及下面极限式

ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ２
ｘ＋１－ａｘ－（ ）ｂ ＝ｌｉｍｘ→∞

（１－ａ）ｘ２－（ａ＋ｂ）ｘ－ｂ
ｘ＋１ ＝０，

必有１－ａ＝０，ａ＋ｂ＝０，解得ａ＝１，ｂ＝－１．
故选（Ｃ）．

（２）解：设Ｆ′（ｘ）＝ｆ（ｘ），则ｄ∫ｆ（ｘ）ｄ［ ］ｘ ＝ｄ［Ｆ（ｘ）＋Ｃ］＝ｆ（ｘ）ｄｘ．
故选（Ｂ）．
（３）解：由题设先对ｆ（ｘ）逐次求导，得

ｆ″（ｘ）＝（［ｆ（ｘ）２］）′＝２ｆ（ｘ）ｆ′（ｘ）＝２！［ｆ（ｘ）］３；

ｆ（ｘ）＝３·２［ｆ（ｘ）］２ｆ′（ｘ）＝３！［ｆ（ｘ）］４；
一般地有ｆ（ｎ）（ｘ）＝ｎ！［ｆ（ｘ）］ｎ＋１（可用数学归纳法证明）．
应选（Ａ）．
（４）解：由复合函数求导公式有

Ｆ′（ｘ）＝ｆ（ｅ－ｘ）·（ｅ－ｘ）′－ｆ（ｘ）＝－ｅ－ｘｆ（ｅ－ｘ）－ｆ（ｘ）．
故选（Ａ）．

（５）解：注意到ｌｉｍ
ｘ→０
Ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＝ｆ′（０）≠０＝ｆ（０）＝Ｆ（０），即Ｆ（ｘ）在ｘ＝０有极

限，但不等于Ｆ（０）．
故选（Ｂ）．
三、计算题

（１）解：由ｌｉｍｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝ｌｉｍｅｇ（ｘ）ｌｎ［ｆ（ｘ）］＝ｅｌｉｍｇ（ｘ）［ｆ（ｘ）－１］，这里ｌｉｍｌｎ［ｆ（ｘ｛ ｝）］＝１．则
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ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ＋ａ
ｘ－（ ）ａ

ｘ
＝ｅ

ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ＋ａ
ｘ－ａ（ ）－１ ｘ

＝ｅ
ｌｉｍ
ｘ→∞

２ａｘ
ｘ－ａ＝ｅ２ａ．

又由题设ｅ２ａ＝９，得ａ＝ｌｎ３．
（２）解：对方程两边求导数，即２ｙ′－１＝（１－ｙ′）ｌｎ（ｘ－ｙ）＋（１－ｙ′）．

解得ｙ′＝２＋ｌｎ
（ｘ－ｙ）

３＋ｌｎ（ｘ－ｙ）＝
ｘ

２ｘ－ｙ
，故 ｄｙ＝ ｘ

２ｘ－ｙｄｘ．

（３）解：令ｙ″＝２３ｘ
２－１
（１＋ｘ２）３＝０

，在ｘ＞０时解得ｘ０＝
１
槡３
此时ｙ０＝（ ）３４ ．

在此点左右邻域ｙ″变号，故
１
槡３
，（ ）３４ 是拐点．

（４）解：先凑微分，再分部积分有

∫ ｌｎｘ
（１－ｘ）２

ｄｘ＝∫ｌｎｘｄ １
１－（ ）ｘ ＝ ｌｎｘ１－ｘ－∫ ｄｘ

ｘ（１－ｘ）

＝ ｌｎｘ１－ｘ－∫１
ｘ＋

１
１－（ ）ｘ ｄｘ

＝ ｌｎｘ１－ｘ＋ｌｎ
１－ｘ
ｘ ＋Ｃ．

（５）解：题设方程可化为ｙ′＋ １
ｘｌｎｘｙ＝

１
ｘ．
由一阶线性微分方程通解公式有

ｙ＝ｅ－∫１
ｘｌｎｘｄｘ∫１ｘｅ∫

１
ｘｌｎｘｄｘｄｘ＋［ ］Ｃ ＝ １

ｌｎｘ
１
２ｌｎ

２ｘ＋（ ）Ｃ ．

又由ｙ｜ｘ＝ｅ＝１，解出Ｃ＝
１
２
，故所求特解为ｙ＝１２ｌｎｘ＋

１
ｌｎ（ ）ｘ ．

四、解：设所求点为Ｐ（ξ，η），则椭圆在点Ｐ处的切线方程为ξ
ｘ
ａ２＋

ηｙ
ｂ２＝１．

在Ｏｘ轴和Ｏｙ轴上截距分别为ａ
２

ξ
和ｂ

２

η
．于是所围图形面积

Ｓ＝ａ
２ｂ２
２ξη

－１４πａｂ
，ξ∈（０，ａ）．

为求Ｓ的最小值，只需求ζ＝ξη＝
ｂ
ａξ ａ２－ξ槡 ２ 的最大值．

令 ｄζ
ｄξ
＝ｂ
（ａ２－２ξ２）
ａ ａ２－ξ槡 ２

＝０，解得惟一驻点ξ＝
ａ
槡２
．

由于ｄζ
ｄξ
在ξ＝

ａ
槡２
的左、右邻域内的符号由正变负，知ξ＝

ａ
槡２
为ζ的最大值点，此时η＝

ｂ
槡２
．

故所求点Ｐ
ａ
槡２
，ｂ
槡（ ）２ 时，所围成图形面积最小．

五、解：设ｆ（ｘ）＝ａｒｃｔａｎｘ＋１ｘ－
２
π
，有ｆ（＋∞）＝ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）＝０．

由ｆ′（ｘ）＝ １
１＋ｘ２＋

１
ｘ２＜０
，知ｆ（ｘ）单减，且当０＜ｘ＜＋∞时，ｆ（ｘ）＞ｆ（＋∞）＝０．

即 ａｒｃｔａｎｘ＋１ｘ－
π
２＞０
，或ａｒｃｔａｎｘ＋１ｘ＞

π
２
，ｘ＞０．
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六、解：令ｕ＝１ｔ
，则 ｄｔ＝－１ｕ２ｄｔ

，从而

∫
１
ｘ

１

ｌｎｔ
１＋ｔｄｔ＝∫

ｘ

１

ｌｎ１ｕ
１＋１ｕ

－１ｕ（ ）２ ｄｕ＝∫
ｘ

１

ｌｎｕ
ｕ（１＋ｕ）ｄｕ

，

故 ｆ（ｘ）＋ｆ １（ ）ｘ ＝∫
ｘ

１

ｌｎｔ
１＋ｔｄｔ＋∫

ｘ

１

ｌｎｕ
ｕ（１＋ｕ）ｄｕ

＝∫
ｘ

１

ｌｎｔ
１＋ｔｄｔ＋∫

ｘ

１

ｌｎｔ
ｔ（１＋ｔ）ｄｔ

（将上面后一式中ｕ换成ｔ）

＝∫
ｘ

１

ｔｌｎｔ＋ｌｎｔ
ｔ（１＋ｔ）ｄｔ＝∫ｌｎｔｔｄｔ

＝ １
２ｌｎ

２［ ］ｔ
ｘ

１
＝１２ｌｎ

２ｘ．

七、解：设所作切线与抛物线相切于点（ｘ０，ｘ０－槡 ２），且切线斜率为

ｙ′ ｘ＝ｘ０
＝ １
２ ｘ０－槡 ２

，

则切线方程为 ｙ－ ｘ０－槡 ２＝ １
２ ｘ０－槡 ２

（ｘ－ｘ０）．

将点Ｐ（１，０）的坐标代入切线方程，解得ｘ０＝３，则切线斜率ｙ′ ｘ＝３＝
１
２
，切点（３，１）．

因此，切线方程为（ｙ－１）＝１２
（ｘ－３），即ｙ＝１２

（ｘ－１）．故所求旋转体的体积

Ｖ ＝π∫
３

１

１
４
（ｘ－１）２ｄｘ－π∫

３

２
（ ｘ－槡 ２）２ｄｘ＝ π６．

八、解：相应齐次方程的特征方程为ｒ２＋４ｒ＋４＝０，其根ｒ＝－２（重根）．对应齐次方程
的通解为

Ｙ＝（Ｃ１＋Ｃ２ｘ）ｅ－２ｘ．
当ａ≠－２时，设非齐次方程的特解为ｙ＝Ａｅａｘ，

代入原方程得 Ａ＝ １
（ａ＋２）２
，特解为ｙ＝ １

（ａ＋２）２ｅ
ａｘ．

当ａ＝－２时，设非齐次方程的特解为ｙ＝Ａ１ｘ２ｅ－２ｘ，

代入原方程得 Ａ１＝
１
２
，特解为ｙ＝１２ｘ

２ｅ－２ｘ．

故通解为ｙ＝
（Ｃ１＋Ｃ２ｘ）ｅ－２ｘ＋

１
（ａ＋２）ｘ２ｅ

ａｘ，当ａ≠－２时，

Ｃ１＋Ｃ２ｘ＋
１
２ｘ（ ）２ｅ－２ｘ， 当ａ＝－２时

烅

烄

烆 ．

１９９１年试题参考答案
一、填空题

（１）解：由ｙ′＝ １
１＋３－ｘ
·（－１）·３－ｘｌｎ３，则 ｄｙ＝ｙ′ｄｘ＝－３

－ｘｌｎ３
１＋３－ｘ

ｄｘ．

１９９１年试题参考答案 ２－１３

２



（２）解：由ｙ′＝－２ｘｅ－ｘ
２

，ｙ″＝２（２ｘ２－１）ｅ－ｘ
２

，解不等式ｙ″＜０，得知在区间 －槡２２
，槡２（ ）２

内可使ｙ″＜０，此区间即为函数上凸区间．
（３）解：广义积分也可类似应用分部积分法

∫
＋∞

０

１－ｌｎｘ
ｘ２ ｄｘ＝∫

＋∞

０
ｌｎｘｄ－１（ ）ｘ ＝－１ｘｌｎｘ

＋∞

０ －∫
＋∞

１
－１ｘ（ ）２ ｄｘ＝０－１ｘ

＋∞

１ ＝１．

（４）解：由题设知质点所经路程长为

ｓ＝∫
槡π

π槡２
ｔｓｉｎ（ｔ２）ｄｔ＝１２ ｃｏｓ

（ｔ２［ ］）
槡π

π槡２＝
１
２
（ｍ）．

（５）解：将被求极限式的分子、分母同除以ｅ
１

ｘ，有

ｌｉｍ
ｘ→０＋

１－ｅ
１
ｘ

ｘ＋ｅ
１
ｘ
＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｅ－
１
ｘ－１

ｅ－
１
ｘ＋１

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

１
ｅ
１
ｘ
－１

ｘ
ｅ
１
ｘ
＋１
＝－１．

二、选择题

（１）解：依题意两曲线在（１，－１）点切线斜率相等，有ａ＋ｂ＝－２．
第二条曲线方程两边对ｘ求导，得２ｙ′＝ｙ３＋３ｘｙ２ｙ′．
将ｘ＝１，ｙ＝－１代入，解得切线斜率１．因此对第一条曲线方程有

ｙ′｜ｘ＝１＝２＋ａ＝１，ａ＝－１．
将ａ及（１，－１）代入第一条曲线方程或代入ａ＋ｂ＝－２，可得ｂ＝－１．
故选（Ｄ）．
（２）解：由题设及分段函数积分性质，有

Ｆ（ｘ）＝
∫
ｘ

０
ｔ２ｄｔ， ０≤ｘ≤１，

∫
１

０
ｔ２ｄｔ＋∫

ｘ

１
（２－ｔ）ｄｔ，１＜ｘ≤２

烅

烄

烆 ．

＝

ｘ３
３
， ０≤ｘ≤１，

－７６＋２ｘ－
ｘ２
２
，１＜ｘ≤２

烅

烄

烆 ．
故选（Ｂ）．
（３）解１：在ｘ０的去心邻域０＜｜ｘ－ｘ０｜＜０内有 ｆ（ｘ）＜ｆ（ｘ０），即 －ｆ（ｘ）＜

－ｆ（ｘ０）．
从而 －ｆ（－（－ｘ））＞－ｆ（－（－ｘ０））．
知选项（Ｂ）真与此同时否定了选项（Ｃ）．因为ｆ（ｘ）无可导条件，所以否定选项（Ａ）．
因为极大值是邻域中的最大值，而不是“对一切ｘ”，所以否定选项（Ｄ）．
故选（Ｂ）．
解２：（排除法）由于在不可导点函数亦可取得极值，知选项（Ａ）不真．再注意到极值的局

部性质，可否定选项（Ｄ）．
取ｆ（ｘ）＝－｜ｘ－１｜，其在ｘ０＝１处取极大值，但－ｘ０＝－１并非－ｆ（ｘ）的极小值点．知
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选项（Ｃ）也不真．
故选（Ｂ）．

（４）解：因为ｌｉｍ
ｘ→∞

１＋ｅ－ｘ
２

１－ｅ－ｘ
２＝１，ｌｉｍ

ｘ→０

１＋ｅ－ｘ
２

１－ｅ－ｘ
２＝＋∞，知曲线有水平渐近线ｙ＝１和铅直

渐近线ｘ＝０．
故选（Ｄ）．
（５）解：由于两质点引力与它们的质量乘积成正比，与其距离平方成反比，依图建立坐标
系，再从质量为ｍ 的质点和细杆间引力大小及积分上、下限即可看出（Ａ）正确．
故选（Ａ）．
三、计算题

（１）解：由题设及参数方程求导公式，有

ｄｙ
ｄｘ＝

ｓｉｎｔ＋ｔｃｏｓｔ
ｃｏｓｔ－ｔｓｉｎｔ

，ｄ
２ｙ
ｄｘ２＝

２＋ｔ２
（ｃｏｓｔ－ｔｓｉｎｔ）２．

（２）解：令ｔ＝槡ｘ，则ｘ＝ｔ２，ｄｘ＝２ｔｄｔ．
当ｘ＝１时，ｔ＝１；当ｘ＝４时，ｔ＝２．于是

∫
４

１

ｄｘ
ｘ（１＋槡ｘ）

＝∫
２

１

２
ｔ（１＋ｔ）ｄｔ＝２∫

２

１

１
ｔ－

１
１＋（ ）ｔｄｔ

＝２ｌｎｔ－ｌｎ（１＋ｔ［ ］）２
１＝２ｌｎ

４
３．

（３）解：注意到ｘ→０时ｅｘ－１～ｘ，则

ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ－ｓｉｎｘ
ｘ２（ｅｘ－１）＝ｌｉｍｘ→０

ｘ－ｓｉｎｘ
ｘ３ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

１－ｃｏｓｘ
３ｘ２ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

１
２ｘ

２

３ｘ２＝
１
６．

（４）解：由三角函数公式２ｓｉｎ２ｘ＝１－ｃｏｓ２ｘ，有

∫ｘｓｉｎ２ｘｄｘ＝∫ｘ１－ｃｏｓ２ｘ２ ｄｘ＝１２∫ｘｄｘ－１４∫ｘｄ（ｓｉｎ２ｘ）
＝ｘ

２

４－
１
４ｘｓｉｎ２ｘ＋

１
４∫ｓｉｎ２ｘｄｘ

＝ｘ
２

４－
１
４ｘｓｉｎ２ｘ－

１
８ｃｏｓ２ｘ＋Ｃ．

（５）解：题设方程可化为ｙ′＋１ｘｙ＝ｅ
ｘ，则由一阶线性微分方程的求解公式有

ｙ＝ｅ－∫１ｘｄｘ∫ｅｘ·ｅ∫１ｘｄｘｄｘ＋［ ］Ｃ ＝１ｘ
（ｘ－１）ｅｘ＋［ ］Ｃ ．

当ｘ＝１，ｙ＝１时，得Ｃ＝１，故所求特解为ｙ＝ｘ－１ｘ ｅ
ｘ＋１ｘ．

四、解：设ｆ（ｘ）＝（１＋ｘ）ｌｎ（１＋ｘ）－ｘｌｎｘ，有ｆ（１）＝２ｌｎ２＞０．

由ｆ′（ｘ）＝ｌｎ１＋１（ ）ｘ ＞０（ｘ＞０），知ｆ（ｘ）单增，且当ｘ＞１时，ｆ（ｘ）＞ｆ（１）＝２ｌｎ２＞０．

从而得 （１＋ｘ）ｌｎ（１＋ｘ）－ｘｌｎｘ＞０，即ｌｎ
（１＋ｘ）
ｌｎｘ ＞ ｘ

１＋ｘ
，其中ｘ＞１．

五、解：相应齐次方程的特征方程为ｒ２＋１＝０，其根为ｒ１，２＝±ｉ．
故对应齐次方程的特解为Ｙ＝Ｃ１ｃｏｓｘ＋Ｃ２ｓｉｎｘ．

１９９１年试题参考答案 ２－１５
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又非齐次方程ｙ″＋ｙ＝ｘ的特解形式为ｙ１＝ａ１ｘ＋ｂ１．
代入方程中得ａ１＝１，ｂ１＝０．因此ｙ１＝ｘ．
而非齐次方程ｙ″＋ｙ＝ｃｏｓｘ的特解形式为ｙ２＝ｘ（ａ２ｃｏｓｘ＋ｂ２ｓｉｎｘ）．

代入方程中得ａ２＝０，ｂ２＝
１
２
，因此ｙ２＝

１
２ｘｓｉｎｘ．

故原方程的通解为ｙ＝Ｃ１ｃｏｓｘ＋Ｃ２ｓｉｎｘ＋ｘ＋
１
２ｘｓｉｎｘ．

六、解：曲线ｙ＝（ｘ－１）（ｘ－２）与Ｏｘ轴的交点为ｘ＝１，ｘ＝２，而所围图形在Ｏｘ轴下
方，故所求旋转体体积

Ｖ ＝∫
２

１
２πｘ｜ｙ｜ｄｘ＝－２π∫

２

１
ｘ（ｘ－１）（ｘ－２）ｄｘ＝１２π．

七、解：设Ｂ，Ｃ的横坐标分别为ξ，η．则｜ＡＢ｜＝ｅξ，｜ＤＣ｜＝ｅ－２η．
于是ｅξ：ｅ－２η＝２∶１，则ξ＝ｌｎ２－２η．又

｜ＢＣ｜＝η－ξ＝３η－ｌｎ２，η＞０．
梯形ＡＢＣＤ的面积

Ｓ＝１２｜ＢＣ｜
（｜ＡＢ｜＋｜ＤＣ｜）＝３２

（３η－ｌｎ２）ｅ－２η．

由 Ｓ′＝３２
（３－６η＋２ｌｎ２）ｅ－２η＝０，解得驻点η＝

１
２＋

１
３ｌｎ２．

在驻点的左、右邻域内Ｓ′由正变负，该驻点为函数最大值点．

故 当η＝
１
２＋

１
３ｌｎ２
，ξ＝

１
３ｌｎ２－１

时，梯形ＡＢＣＤ面积最大．
八、解：依题意，当ｘ∈［０，π）时，ｆ（ｘ）＝ｘ．于是当ｘ∈［π，２π）时，ｘ－π∈［０，π），因此

ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ－π）＋ｓｉｎｘ＝ｘ－π＋ｓｉｎｘ，ｘ∈［π，２π）． （）
当ｘ∈［２π，３π）时，ｘ－π∈［π，２π）．由式（）有

ｆ（ｘ－π）＝（ｘ－π）－π＋ｓｉｎ（ｘ－π）＝ｘπ－２π－ｓｉｎｘ．
且 ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ－π）＋ｓｉｎｘ＝ｘ－２π－ｓｉｎｘ＋ｓｉｎｘ＝ｘ－２π， ｘ∈［２π，３π）．

故∫
３π

π
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

２π

π
（ｘ－π＋ｓｉｎｘ）ｄｘ＋∫

３π

２π
（ｘ－２π）ｄｘ＝π２－２．

１９９２年试题参考答案
一、填空题

（１）解：由
ｄｙ
ｄｘ＝

３ｅ３ｔｆ′（ｅ３ｔ－１）
ｆ′（ｔ）

，将ｔ＝０代入式中得 ｄｙｄｘｔ＝０
＝３．

（２）解：令ｙ′＝１－２ｓｉｎｘ＝０，在 ０，π［ ］２ 解得驻点ｘ＝
π
６
，比较如下函数值：

ｙ（０）＝２，ｙ π（ ）６ ＝π６ 槡＋３，ｙ π（ ）２ ＝π２
，

得知ｙ在 ０，π［ ］２ 上的最大值为
π
６ 槡＋３．

（３）解：利用无穷小量代换注意到 １－ｘ槡 ２－１～－１２ｘ
２，有
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ｌｉｍ
ｘ→０

１－ １－ｘ槡 ２

ｅｘ－ｃｏｓｘ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

１
２ｘ

２

ｅｘ－ｃｏｓｘ＝ｌｉｍｘ→０
ｘ

ｅｘ＋ｓｉｎｘ＝０．

本题亦可用Ｌ′Ｈｏｓｐｉｔａｌ法则结合分子有理化求解．

（４）解：原式＝∫
＋∞

１

１
ｘ－

ｘ
ｘ２（ ）＋１ｄｘ＝ｌｎｘ－

１
２ｌｎ
（ｘ２＋１［ ］）

＋∞

１
＝ｌｎ

ｘ
ｘ２槡［ ］
＋１

＋∞

１

＝１２ｌｎ２．
（５）解：题设两曲线的交点为（０，０），（１，ｅ），则所求图形面积

Ｓ＝∫
１

０
（ｅｘ－ｘｅｘ）ｄｘ＝１２ｅｘ

２
１

０
－∫

１

０
ｘｄ（ｅｘ）＝ｅ２－１．

二、选择题

（１）解：由题设且注意到下面极限式：

ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ－ｓｉｎｘ
ｘ２ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

１－ｃｏｓｘ
２ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

２ｓｉｎｘ（ ）２
２

２ｘ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

１
２ｘ

２

２ｘ ＝０
，

故选（Ｂ）．
（２）解：（直接法）将－ｘ直接代入ｆ（ｘ）表达式有

ｆ（－ｘ）＝
（－ｘ）２， －ｘ≤０，
（－ｘ）２＋（－ｘ），－ｘ＞０
烅
烄

烆 ．
＝
ｘ２－ｘ，ｘ＜０，

ｘ２， ｘ≥０
烅
烄

烆 ．
故选（Ｄ）．
（３）解：考虑函数的左、右极限有

ｆ（１－０）＝ｌｉｍ
ｘ→１－０

ｘ２－１
ｘ－１ｅ

１
ｘ－１＝ｌｉｍ

ｘ→１－０
（ｘ＋１）ｅ

１
ｘ－１＝２·０＝０．

而 ｆ（１＋０）＝ｌｉｍ
ｘ→１＋０
（ｘ＋１）ｅ

１
ｘ－１＝＋∞，知函数当ｘ→１时极限既不存在，也不为∞．

故选（Ｄ）．
（４）解：（直接法）由题设Ｆ′（ｘ）＝ｆ（（ｘ２））（ｘ２）′＝ｆ（ｘ４）（ｘ２）′＝２ｘｆ（ｘ４）．
故选（Ｃ）．

（５）解：由ｆ′（ｘ）＝ｓｉｎｘ，可有ｆ（ｘ）＝∫ｆ′（ｘ）ｄｘ＝∫ｓｉｎｘｄｘ＝－ｃｏｓｘ＋Ｃ１．
从而原函数∫ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫（－ｃｏｓｘ＋Ｃ１）ｄｘ＝－ｓｉｎｘ＋Ｃ１ｘ＋Ｃ２．
取 Ｃ１＝０，Ｃ２＝１，得１－ｓｉｎｘ．
故选（Ｂ）．
三、计算题

（１）解：函数式取对数后，再用ｕ（ｘ）→０时ｌｎ［１±ｕ（ｘ）］～±ｕ（ｘ）代换（见前文），有

ｌｉｍ
ｘ→∞

３＋ｘ
６＋（ ）ｘ

ｘ－１
２
＝ｅｘｐｌｉｍ

ｘ→∞

３＋ｘ
６＋ｘ（ ）－１·ｘ－１［ ］２ ＝ｅｘｐｌｉｍ

ｘ→∞

－３（ｘ－１）
２（６＋ｘ［ ］） ＝ｅ－

３
２．

（２）解：由题设，有ｙ′－ｅｙ－ｘｅｙｙ′＝０，两边再对ｘ求导有

ｙ″－ｅｙｙ′－（ｅｙｙ′＋ｘｅｙｙ′２＋ｘｅｙｙ″）＝０．

１９９２年试题参考答案 ２－１７
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当ｘ＝０时ｙ＝１，代入上两式得ｙ′｜ｘ＝０＝ｅ，ｙ″｜ｘ＝０＝２ｅ２，即有
ｄ２ｙ
ｄｘ２ ｘ＝０

＝２ｅ２．

（３）解１：先凑微分，再用分部积分有

∫ ｘ３

１＋ｘ槡 ２
ｄｘ＝∫ ｘ２

２ １＋ｘ槡 ２
ｄ（１＋ｘ２）

＝１２∫ １＋ｘ槡 ２－ １
１＋ｘ槡（ ）２ ｄ（１＋ｘ２）

＝１３
（１＋ｘ２）

３
２－（１＋ｘ２）

１
２＋Ｃ．

解２：设ｘ＝ｔａｎｔ －π２＜ｔ＜
π（ ）２ ，则ｄｘ＝ｓｅｃ２ｄｔ，从而

∫ ｘ３

１＋ｘ槡 ２
ｄｘ＝∫ｔａｎ

２ｔ·ｓｅｃ２ｔ
ｓｅｃｔ ｄｔ＝∫ｔａｎ２ｔｄ（ｓｅｃｔ）

＝∫（ｓｅｃ２ｔ－１）ｄ（ｓｅｃｔ）＝１３ｓｅｃ３ｔ－ｓｅｃ２ｔ＋Ｃ
＝１３
（１＋ｘ２）

３
２－（１＋ｘ２）

１
２＋Ｃ．

（４）解：注意到ｓｉｎ２ｘ２＋ｃｏｓ
２ｘ
２＝１
，且ｓｉｎｘ＝２ｓｉｎｘ２ｃｏｓ

ｘ
２
，则

原式＝∫
π

０
ｓｉｎｘ２－ｃｏｓ

ｘ
２ ｄｘ
（注意绝对值性质）

＝∫
π
２

０
ｃｏｓｘ２－ｓｉｎ

ｘ（ ）２ ｄｘ＋∫
π

π
２
ｓｉｎｘ２－ｃｏｓ

ｘ（ ）２ ｄｘ
＝４（槡２－１）．

（５）解：题设方程化为ｙ′－１２ｘｙ＝－
ｘ２
２
，由一阶线性微分方程通解公式有

ｙ＝ｅ∫１２ｄｘ∫－ｘ
２

２ｅ
－∫１２ｄｘｄｘ＋（ ）Ｃ ＝槡ｘ －１５ｘ

５
２＋（ ）Ｃ ＝ 槡Ｃ ｘ－１５ｘ

３．

四、解：令ｘ－２＝ｔ，ｄｘ＝ｄｔ．当ｘ＝１时，ｔ＝－１；当ｘ＝３时，ｔ＝１．于是

∫
３

１
ｆ（ｘ－２）ｄｘ＝∫

１

－１
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

１

－１
（１＋ｔ２）ｄｔ＋∫

１

０
ｅ－ｔｄｔ＝７３－

１
ｅ．

五、解：题设方程相应齐次方程的特征方程为ｒ２－３ｒ＋２＝０，解得其根为ｒ１＝１，ｒ２＝２．
于是对应齐次方程的通解为Ｙ＝Ｃ１ｅｘ＋Ｃ２ｅ２ｘ．
由于λ＝１是特征方程的单根，原方程特解形式为ｙ＝ｘ（ａｘ＋ｂ）ｅｘ．
设 Ｑ＝ａｘ２＋ｂｘ，则 Ｑ′＝２ａｘ＋ｂ，Ｑ″＝２ａ，有 ２ａ－（２ａｘ＋ｂ）＝ｘ．（或将ｙ代入

原方程亦可）

由此知 －２ａ＝１，２ａ－ｂ＝０，得ａ＝－１２
，ｂ＝－１，

知原方程特解为ｙ＝－ ｘ
２

２＋（ ）ｘｅｘ． 故所求通解为

ｙ＝Ｃ１ｅｘ＋Ｃ２ｅ２ｘ－
ｘ２
２＋（ ）ｘｅｘ．
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六、解：由题设及弧长公式，有

Ｓ＝∫
１
２

０
１＋ｙ′槡 ２ｄｘ＝∫

１
２

０
１＋ －２ｘ

１－ｘ（ ）２槡
２
ｄｘ＝∫

１
２

０

１＋ｘ２
１－ｘ２

ｌｎ－ｘ

＝∫
１
２

０

１
１＋ｘ＋

１
１－ｘ－（ ）１ｄｘ＝ｌｎ３－１２．

七、解：设切点为（ｔ，槡ｔ），则可求出切线ｌ的方程为

ｙ－槡ｔ＝ １
２槡ｔ
（ｘ－ｔ），ｙ＝ １

２槡ｔ
ｘ＋槡ｔ２．

曲线与切线ｌ及ｘ＝０，ｘ＝２所围图形面积

Ｓ（ｔ）＝∫
２

０（１２槡ｔｘ＋
槡ｔ
２）－槡

熿

燀

燄

燅
ｘ ｄｘ＝ １

槡ｔ
＋槡ｔ－ 槡４２

３ ．

令Ｓ′（ｔ）＝－１２ｔ
－３２＋１２ｔ

－１２＝０，解得驻点ｔ＝１．

又Ｓ″（ｔ）｜ｔ＝１＝ ３
４ｔ

－５２－１４ｔ
－（ ）３２

ｔ＝１
＞０．故ｔ＝１时，Ｓ取最小值．

此时ｌ的方程为ｙ＝ｘ２＋
１
２．

八、证１：设φ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋ｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ＋ｘ２），有φ（０）＝０．
由 φ′（ｘ）＝ｆ′（ｘ）－ｆ′（ｘ＋ｘ２）＞０，知φ（ｘ）单增．从而，当ｘ＞０时，φ（ｘ）＞φ（０）＝０．
式中ｆ′（ｘ）－ｆ′（ｘ＋ｘ２）＞０成立是因为：ｆ″（ｘ）＜０，ｆ′（ｘ）单调减少．
于是在φ（ｘ）＞０中令ｘ＝ｘ１，即为ｆ（ｘ１＋ｘ２）＜ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ２）．
证２：令Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ＋ｘ２）－ｆ（ｘ），则由微分中值定理有

Ｆ′（ｘ）＝ｆ′（ｘ＋ｘ２）－ｆ′（ｘ）＝ｘ２ｆ″（ｘ＋θｘ２）＜０ （０＜θ＜１）．
知Ｆ（ｘ）单减．又ｘ１＞０，故Ｆ（ｘ１）＜Ｆ（０），即ｆ（ｘ１＋ｘ２）－ｆ（ｘ１）＜ｆ（ｘ２）－ｆ（０）．
由ｆ（０）＝０，得ｆ（ｘ１＋ｘ２）＜ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ２）．

１９９３年试题参考答案

一、填空题

（１）解：这是０·∞型，化为∞∞
型后用Ｌ′Ｈｏｓｐｉｔａｌ法则有

ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｘｌｎｘ＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

ｌｎｘ
１
ｘ
＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

１
ｘ
－１ｘ２

＝０．

（２）解：对方程两边求导得
（２ｘ＋２ｙｙ′）ｃｏｓ（ｘ２＋ｙ２）＋ｅｘ－ｘｙ２ｘｙｙ′＝０，

解得 ｙ′＝ｙ
２－ｅ２－２ｘｃｏｓ（ｘ２＋ｙ２）
２ｙｃｏｓ（ｘ２＋ｙ２）－２ｘｙ

．

（３）解：由Ｆ′（ｘ）＝ ２－
１
槡（ ）ｘ ，故当０＜ｘ＜

１
４
时，Ｆ′（ｘ）＜０．
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因此，在 ０，（ ］１４ 或 ０，（ ）
１
４
上ｆ（ｘ）单减．

（４）解：将ｔａｎｘ表示成ｓｉｎｘｃｏｓｘ
，则有

∫ｔａｎｘｃｏｓ槡 ｘ
ｄｘ＝∫ｓｉｎｘ
（ｃｏｓｘ）

３
２
ｄｘ＝∫－ｄ（ｃｏｓｘ）（ｃｏｓｘ）

３
２
＝ ２
ｃｏｓ槡 ｘ

＋Ｃ．

（５）解：由题设知ｙ＝ｆ（ｘ）满足
ｄｙ
ｄｘ＝ｘｌｎ
（１＋ｘ２），ｙ｜ｘ＝０＝－

１
２．
因而

ｙ＝∫ｘｌｎ（１＋ｘ）２ｄｘ＝１２∫ｌｎ（１＋ｘ）２ｄ（ｘ２）
＝１２
（１＋ｘ２）ｌｎ（１＋ｘ２）－１２ｘ

２＋Ｃ．

将ｘ＝０，ｙ＝－１２
代入上式得Ｃ＝－１２

，故ｆ（ｘ）＝１２
（１＋ｘ２）［ｌｎ（１＋ｘ２）－１］．

二、选择题

（１）解：当取ｘｎ＝
１
ｎπ
时，ｆ（ｘｎ）＝０；当取ｘｎ＝

１

２ｎ＋（ ）１２ π
时，ｆ（ｘｎ）→∞．

知 １
ｘ２ｓｉｎ

１
ｘ
当ｘ→０时无界，但非无穷大量．

故选（Ｄ）．

（２）解：由ｆ（１＋０）＝ｌｉｍ
ｘ→１＋０

ｘ２－１
ｘ－１＝２

，ｆ（１－０）＝ｌｉｍ
ｘ→１－０

－（ｘ２－１）
ｘ－１ ＝－２．

则由ｆ（１＋０）≠ｆ（１－０），知ｆ（ｘ）在ｘ＝１处不连续，从而不可导．
故选（Ａ）．

（３）解：由题设及分段函数积分性质，有

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

１
ｆ（ｔ）ｄｔ＝

∫
ｘ

１
ｔ２ｄｔ＝１３ｘ

３－１３
，０≤ｘ＜１时，

∫
ｘ

１
１ｄｔ＝ｘ－１， １≤ｘ≤２时

烅

烄

烆 ．

故选（Ｄ）．

（４）解：由ｆ′（ｘ）＝１ｘ－
１
ｅ
，令ｆ′（ｘ）＝０，得ｘ＝ｅ．

易知ｆ（ｘ）在（０，ｅ）内单调增加，在（ｅ，＋∞）内单调减少，且ｆ（ｅ）＝ｋ＞０，而

ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｆ（ｘ）＝－∞， ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）＝－∞．

知ｆ（ｘ）在（０，ｅ）和（ｅ，＋∞）分别有且只有一个零点，从而ｆ（ｘ）在（０，＋∞）内有两个零
点．
故选（Ｂ）．

（５）解１：用图解法．ｆ（ｘ）是奇函数，如果它在第一象限内单增且图形为下凹（例如

ｙ＝ｘ３）的，则它在第三象限内必然也是单调增加（与ｆ′（ｘ）＞０对应），且图形为下凸的（与

ｆ″（ｘ）＜０对应）．
故选（Ｃ）．
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解２：由题设ｆ（ｘ）＝－ｆ（－ｘ），则可有

ｆ′（ｘ）＝－ｆ′（－ｘ）·（－１）＝ｆ′（－ｘ），ｆ″（ｘ）＝－ｆ″（－ｘ）０．
故 ｘ∈（－∞，０）时，－ｘ∈（０，＋∞）有ｆ′（ｘ），ｆ″（－ｘ）＞０．
从而 ｆ′（ｘ）＝ｆ′（－ｘ）＞０，ｆ″（－ｘ）＜０．
故选（Ｃ）．
三、计算题

（１）解：由题设有

ｄｙ
ｄｘ＝２ｘｆ′

（ｘ２）ｃｏｓ［ｆ（ｘ）２］，

这样 ｄ２ｙ
ｄｘ２＝２ｆ′

（ｘ２）ｃｏｓ［ｆ（ｘ２）］＋４ｘ２｛ｆ″（ｘ２）ｃｏｓ［ｆ（ｘ２）］－［ｆ′（ｘ２）］２ｓｉｎ［ｆ（ｘ２）］｝．

（２）解：原式＝ｌｉｍ
ｘ→－∞

１００ｘ
ｘ２槡 ＋１００－ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→－∞

１００

－ １＋１００ｘ槡 ２（ ）－１
＝－５０．

注意到这里ｘ＜０，且（ ｘ２槡 ＋１００＋ｘ）（ ｘ２槡 ＋１００－ｘ）＝１００．

（３）解：原式＝∫
π
４

０

ｘ
ｃｏｓ２ｘｄｘ＝

１
２∫

π
４

０
ｘｄ（ｔａｎｘ） （凑微分后分部积分）

＝１２ ｘｔａｎ［ ］ｘ
π
４
０－

１
２∫

π
４

０
ｔａｎｘｄｘ＝ π８＋

１
２ｌｎｃｏｓ［ ］ｘ

π
４
０

＝ π８－
１
４ｌｎ２．

（４）解：由 ｘ
（１＋ｘ）３＝

１
（１＋ｘ）２－

１
（１＋ｘ）３

，则

∫
＋∞

０

ｘ
（１＋ｘ）３

ｄｘ＝∫
＋∞

０

１
（１＋ｘ）２－

１
（１＋ｘ）［ ］３ ｄｘ＝ １

１＋ｘ－
２
（１＋ｘ）［ ］２ ＋∞

０ ＝１２．

（５）解：题设方程可化为
ｄｙ
ｄｘ＋

２ｘ
ｘ２－１ｙ＝

ｃｏｓｘ
ｘ２－１
，即一阶线性微分方程，由公式其通解为

ｙ＝ｅ－∫１
ｘｌｎｘｄｘ∫ｅ∫１

ｘｌｎｘｄｘ·ｃｏｓｘ
ｘ２－１

ｄｘ＋［ ］Ｃ ＝ｓｉｎｘ＋Ｃｘ２－１
．

由ｙ（０）＝１，得Ｃ＝－１，故所求特解为ｙ＝ｓｉｎｘ－１ｘ２－１．

四、解１：将ｙ＝ｅ２ｘ＋（１＋ｘ）ｅｘ代入原方程，得
（４＋２α＋β）ｅ２ｘ＋（３＋２α＋β）ｅｘ＋（１＋α＋β）ｘｅｘ＝γｅｘ．

比较同类项的系数，有

４＋２α＋β＝０，

３＋２α＋β＝γ，

１＋α＋β＝０
烅
烄

烆 ．
解方程组得α＝－３，β＝２，γ＝－１，即原方程为ｙ″－３ｙ′＋２ｙ＝－ｅｘ．
其对应的特征方程为ｒ２－３ｒ＋２＝０，得ｒ１＝１，ｒ２＝２，
故齐次方程的通解为 Ｙ＝Ｃ１ｅｘ＋Ｃ２ｅ２ｘ．
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加上题设特解得，原方程的通解为

ｙ＝Ｃ１ｅｘ＋Ｃ２ｅ２ｘ＋［（１＋ｘ）ｅｘ］，或ｙ＝Ｃ３ｅ２ｘ＋Ｃ４ｅｘ＋ｘｅｘ．

解２：由题设ｙ＝ｅ２ｘ＋ｅｘ＋ｘｅｘ是一个特解，而特解都可以通过确定方程通解中的任意常
数而得到，由题设特解和方程右端的函数形式，可以写出如下的题设方程的通解形式如：

ｙ＝Ｃ１ｅｒ１ｘ＋Ｃ２ｅｒ２ｘ＋ａｘｋｅｘ．
其中ｒ１，ｒ２，是特征方程的根（应为实根），ａ为待定系数，ｋ＝０，１，２之一．
令 Ｃ１ｅｒ１ｘ＋Ｃ２ｅｒ２ｘ＋ａｘｋｅｘ＝ｅ２ｘ＋ｅｘ＋ｘｅｘ．
比较恒等式两边的项，可得：

ｒ１＝２，从而Ｃ１＝１；ｒ２＝１，从而Ｃ２＝１；且ａ＝１，ｋ＝１．
由此得特征方程 （ｒ－２）（ｒ－１）＝０．
即 ｒ２－３ｒ＋２＝０．因此α＝－３，β＝２．
则题设微分方程为ｙ″－３ｙ′＋２ｙ＝γｅｘ．把特解ｙ＝ｘｅｘ代入此方程中得

（ｘ＋２）ｅｘ－３（ｘ＋１）ｅｘ－２ｘｅｘ＝γｅｘ．
由此定出γ＝－１，故原方程的通解为ｙ＝Ｃ１ｅ２ｘ＋Ｃ２ｅｘ＋ｘｅｘ．

五、解：图形Ａ如图中阴影部分所示．图形Ａ左侧和右侧边界线的方程分别是

ｘ１＝１－ １－ｙ槡 ２和ｘ２＝ｙ．
选ｙ作为积分变量，则所求体积

Ｖ ＝π∫
１

０
（２－ｘ１）２ｄｙ－π∫

１

０
（２－ｘ２）２ｄｙ

＝２π∫
１

０
［ １－ｙ槡 ２－（１－ｙ）２］ｄｙ

＝２πｙ２ １－ｙ槡 ２＋１２ａｒｃｓｉｎｙ＋
（１－ｙ）３［ ］３

１

０

＝２π π４－（ ）１３ ＝π
２

２－
２π
３．

六、解：设圆锥底面圆半径为Ｒ，则Ｒ＝ ｒｈ
ｈ２－２槡 ｈｒ

．

于是圆锥体积为

Ｖ（ｈ）＝π３Ｒ
２ｈ＝ πｒ２ｈ２

３（ｈ－２ｒ）
，２ｒ＜ｈ＜＋∞．

令Ｖ′（ｈ）＝πｒ
２（ｈ２－４ｒｈ）
３（ｈ－２ｒ）２ ＝０

，解得在（２ｒ，＋∞）内的惟一驻

点ｈ＝４ｒ．
在驻点的左、右邻域内Ｖ′（ｈ）由负变正，故Ｖ（ｈ）取得最小值

Ｖ（４ｒ）＝８πｒ
２

３ ．

七、证：设ｆ（ｘ）＝（ａ＋ｘ）ｌｎａ－ａｌｎ（ａ＋ｘ），则ｆ（ｘ）在［０，＋∞）内连续且可导，又有

ｆ′（ｘ）＝ｌｎａ－ ａ
ａ＋ｘ
，
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因为ｌｎａ＞１，且 ａａ＋ｘ＜１
，故ｆ′（ｘ）＞０，所以函数ｆ（ｘ）在［０，＋∞）内单调增加．

而ｆ（０）＝０，所以ｆ（ｘ）＞０ （０＜ｘ＜＋∞），即ａｌｎ（ａ＋ｘ）＜（ａ＋ｘ）ｌｎａ，
从而（ａ＋ｘ）ａ＜ａａ＋ｘ．
八、证１：由ｆ（０）＝０和微分中值定理，有

ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｆ（０）＝ｆ′（ξ），０＜ξ＜ｘ，

故 ∫
ａ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝∫

ａ

０
ｆ′（ξ）ｘｄｘ ≤∫

ａ

０
｜ｆ′（ξ）｜ｄｘ≤Ｍ∫

ａ

０
ｘｄｘ＝Ｍ２ａ

２．

证２：由ｆ（０）＝０和牛顿－莱布尼兹（ＮｅｗｔｏｎＬｅｉｂｎｉｚ）公式，有

∫
ｘ

０
ｆ′（ｔ）ｄｔ＝ｆ（ｘ）－ｆ（０）＝ｆ（ｘ），

于是 ｜ｆ（ｘ）｜＝∫
ｘ

０
ｆ′（ｔ）ｄｔ ≤∫

ｘ

０
｜ｆ′（ｔ）｜ｄｔ≤∫

ｘ

０
Ｍｄｔ＝Ｍｘ．

故 ∫
ａ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ≤∫

ａ

０
｜ｆ（ｘ）｜ｄｘ≤∫

ａ

０
Ｍｘｄｘ＝Ｍａ

２

２ ．

１９９４年试题参考答案
一、填空题

（１）解：由洛必达（Ｌ′Ｈｏｓｐｉｔａｌ）法则，有

ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ２ｘ＋ｅ２ａｘ－１
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

２ｃｏｓ２ｘ－２ａｅ２ａｘ
１ ＝２＋２ａ，

再由连续性有２＋２ａ＝ｆ（０）＝ａ，解得ａ＝－２．

（２）解：由题设，有
ｄｙ
ｄｘ＝

ｙ′ｔ
ｘ′ｔ
＝３ｔ

２＋２ｔ
１－ １
１＋ｔ

＝（３ｔ＋２）（１＋ｔ）．则

ｄ２ｙ
ｄｘ２＝

ｄｄｙｄ（ ）ｘ
ｄｔ
·ｄｔ
ｄｘ＝
（６ｔ＋５）·ｔ＋１ｔ ＝

（６ｔ＋５）（ｔ＋１）
ｔ ．

（３）解：由定积分求导法则可有

ｄ
ｄｘ∫

ｃｏｓ３ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄ（ ）ｔ ＝ｆ（ｃｏｓ３ｘ）·（ｃｏｓ３ｘ）′＝－３ｓｉｎ３ｘｆ（ｃｏｓ３ｘ）．

（４）解：先凑微分再分部积分有

∫ｘ３ｅｘ
２

ｄｘ＝１２∫ｘ２ｄ（ｅｘ
２

）＝１２
［ｘ２ｅｘ

２

－∫ｅｘ
２

ｄ（ｘ２）］＝１２ｅ
ｘ
２

（ｘ２－１）＋Ｃ．

（５）解：分离变量将题设方程化为
ｄｙ
ｙ ＝ ｄｘ

４ｘ－ｘ２
．两边积分得

ｌｎ｜ｙ｜＝１４∫ １
４－ｘ＋

１（ ）ｘ ｄｘ＝－
１
４
［ｌｎ｜４－ｘ｜＋ｌｎ｜ｘ｜］＋ｌｎ｜Ｃ｜，

由此可有 ｌｎ（ｙ４）＝ｌｎ Ｃｘ
４－ｘ
，即ｙ４＝ Ｃｘ

４－ｘ
，或（ｘ－４）ｙ４＝Ｃｘ．

二、选择题

（１）解１：根据洛必达（Ｌ′Ｈｏｓｐｉｔａｌ）法则，可有

１９９４年试题参考答案 ２－２３
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ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（１＋ｘ）－（ａｘ＋ｂｘ２）
ｘ２ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

１
１＋ｘ－ａ－２ｂｘ

２ｘ ＝２．

因为分子的极限为０，所以得ａ＝１．

再用一次洛必达（Ｌ′Ｈｏｓｐｉｔａｌ）法则，并取极限得－１－２ｂ２ ＝２，因此ｂ＝－５２．

解２：由ｌｎ（１＋ｘ）＝ｘ＋１２ｘ
２＋ｏ（ｘ２），于是有

ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（１＋ｘ）－（ａｘ＋ｂｘ２）
ｘ２ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

（１－ａ）ｘ－ １
２＋（ ）ｂｘ２＋ｏ（ｘ２）
ｘ２ ＝２，

故必有 １－ａ＝０，１２＋ｂ＝－２
，得ａ＝１，ｂ＝－５２．

故选（Ａ）．

（２）解：按照函数左、右导数定义，有

左导数 ｆ′－（１）＝ｌｉｍ
ｘ→１－０

ｆ（ｘ）－ｆ（１）
ｘ－１ ＝ｌｉｍ

ｘ→１－０

２
３
（ｘ３－１）

ｘ－１ ＝ｌｉｍ
ｘ→１－０

２
３
（ｘ２＋ｘ＋１）＝２．

右导数 ｆ′＋（１）＝ｌｉｍ
ｘ→１＋０

ｆ（ｘ）－ｆ（１）
ｘ－１ ＝ｌｉｍ

ｘ→１＋０

ｘ２－２３
ｘ－１
不存在．

故选（Ｂ）．
（３）解：由题设ｆ（ｘ）满足方程ｆ″（ｘ）＋ｆ′（ｘ）－ｅｓｉｎｘ＝０，
所以有ｆ″（ｘ０）＝ｅｓｉｎｘ０－ｆ′（ｘ０）＝ｅｓｉｎｘ０＞０，即ｆ′（ｘ０）＝０，ｆ″（ｘ０）＞０．
从而ｆ（ｘ）在ｘ０处取得极小值．
故选（Ｃ）．

（４）解：因为ｌｉｍ
ｘ→∞
ｙ＝π４
，ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ＝∞，所以曲线有水平和铅直渐近线ｙ＝π４

，ｘ＝０．
但ｘ→１和ｘ→２时，ｙ有限极限．知曲线再无其他渐近线．
故选（Ｂ）．
（５）解：由奇偶函数对称区间上的积分性质，有

Ｍ ＝０， Ｎ ＝２∫
π
２

０
ｃｏｓ４ｘｄｘ＞０， Ｐ＝－２∫

π
２

０
ｃｏｓ４ｘｄｘ＜０，

则 Ｐ＜Ｍ ＜Ｎ．
故选（Ｄ）．

三、计算题

（１）解：对方程两边求导，得ｙ′＝（１＋ｙ′）ｆ′，解出ｙ′＝
ｆ′
１－ｆ′．
这样

ｙ″＝ ｆ′
１－ｆ（ ）′′＝

ｆ″·（１＋ｙ′）（１－ｆ′）－ｆ′·（－ｆ″）（１＋ｙ′）
（１－ｆ′）２

＝ｆ
″·（１＋ｙ′）
（１－ｆ′）２

＝ ｆ″
（１－ｆ′）２

·１＋ ｆ′
１－ｆ（ ）′
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＝ ｆ″
（１－ｆ′）３

．

（２）解：令ｘ２＝ｓｉｎｔ，则２ｘｄｘ＝ｃｏｓｔｄｔ．又当ｘ＝０时，ｔ＝０；当ｘ＝１时，ｔ＝π２．
故可有

∫
１

０
ｘ（１－ｘ４）

３
２ｄｘ＝１２∫

π
２

０
ｃｏｓ４ｔｄｔ＝１２

·３
４
·１
２
·π
２＝

３π
３２．

这里运用公式∫
π
２

０
ｃｏｓｎｘｄｘ＝ｎ－１ｎ

·ｎ－３
ｎ－２
·⋯·１

２
·π
２
，其中ｎ为偶数．

（３）解：原式＝ｅｘｐｌｉｍ
ｎ→∞
ｔａｎ π４＋

２（ ）ｎ［ ］－１｛ ｝ｎ （利用ｔａｎ（α＋β）公式）

＝ｅｘ｛ｐｌｉｍｎ→∞
２ｎｔａｎ２ｎ
１－ｔａｎ２

｝
ｎ
＝ｅｘｐｌｉｍｎ→∞

４

１－ｔａｎ２烅
烄

烆
烍
烌

烎ｎ
＝ｅ４．

（４）解１：由三角函数公式ｓｉｎ２ｘ＝２ｓｉｎｘｃｏｓｘ，有

∫ ｄｘ
ｓｉｎ２ｘ＋２ｓｉｎｘ＝∫ ｄｘ

２ｓｉｎｘ（ｃｏｓｘ＋１）＝
１
４∫

ｄｘ（ ）２
ｓｉｎｘ２ｃｏｓ

３ｘ
２
＝１４∫

ｄｔａｎｘ（ ）２
ｔａｎｘ２ｃｏｓ

２ｘ
２

＝１４∫
１＋ｔａｎ２ｘ２
ｔａｎｘ２

ｄｔａｎｘ（ ）２ ＝１８ｔａｎ
２ｘ
２＋

１
４ｌｎ｜ｔａｎｘ２｜＋Ｃ．

解２：令ｔ＝ｔａｎｘ２
，则ｓｉｎｘ＝ ２ｔ

１＋ｔ２
，ｃｏｓｘ＝１－ｔ

２

１＋ｔ２
，且ｘ＝２ａｒｃｔａｎｘ，又ｄｘ＝ ２

１＋ｔ２．
则

∫ ｄｘ
ｓｉｎ２ｘ＋２ｓｉｎｘ＝

１
４∫１

ｔ＋（ ）ｔｄｔ＝１４ｌｎ｜ｔａｎｘ２｜＋１８ｔａｎ２ｘ２＋Ｃ．
（５）证：由题设，有

Ｄ１＝∫
ａ

０
ｘ２＋（ ）１２ ｄｘ＝

ａ３
２＋

ａ
２＝

１
６
（２ａ２＋３）ａ，

Ｄ＝１２
１
２＋ａ

２＋（ ）１２ ａ＝
１
２
（ａ２＋１）ａ，

从而 Ｄ
Ｄ１
＝

１
２
（ａ２＋１）ａ
１
６
（２ａ２＋３）ａ

＝３２
·ａ

２＋１

ａ２＋３２
＜３２．

四、解１：设ｆ（ｘ）＝ｋｘ＋１ｘ２－１
，则ｆ′（ｘ）＝ｋ－２ｘ３

，ｆ″（ｘ）＝６ｘ４＞０．

因为ｘ＞０，故可分ｋ≤０和ｋ＞０两种情况讨论．
（１）当ｋ≤０时，ｆ′（ｘ）＜０，ｆ（ｘ）单调减少，又

ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｆ（ｘ）＝＋∞， ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）＝

－∞，ｋ＜０，

－１，ｋ＝０｛ ．

因此ｆ（ｘ）＝ｋｘ＋１ｘ２－１＝０
在［０，＋∞）内仅有一个解．

１９９４年试题参考答案 ２－２５
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（２）当ｋ＞０时，ｆ′（ｘ）＝０，得惟一驻点ｘ０＝
３
２槡ｋ．又ｆ″（ｘ０）＞０，所以ｘ０＝

３
２槡ｋ为极小值

点．
由ｆ″（ｘ）＞０知ｙ＝ｆ（ｘ）的图形在（０，＋∞）内是向上凹的．
为使方程有惟一根，令极小值为零，即

ｆ
３
２槡（ ）ｋ ＝ｋ

３
２槡ｋ＋ １

３
２槡（ ）ｋ

２－１＝０．

由此解得ｋ＝２９槡３．
当ｋ≠２９槡３

时，原方程无解或有两个解．

故当ｋ≤０或ｋ＝２９槡３
时，方程ｋｘ＋１ｘ２＝１

有且仅有一个解．

解２：注意到当ｘ＞０时，方程ｋｘ＋１ｘ２＝１
与１
ｘ－

１
ｘ３＝ｋ
同解．

设ｆ（ｘ）＝１ｘ－
１
ｘ３
，ｇ（ｘ）＝ｋ，于是方程ｋｘ＋１ｘ２＝１

在（０，＋∞）内有且仅有一个解，亦即

曲线ｙ＝ｆ（ｘ）与直线ｙ＝ｋ在右半平面（ｘ＞０）内有且仅有一个交点．
由上设ｆ（ｘ）在（０，＋∞）上连续，且

ｆ′（ｘ）＝３－ｘ
２

ｘ４
，ｆ″（ｘ）＝２ｘ５

（ｘ２－６）．

令ｆ′（ｘ）＝０，解得ｆ（ｘ）在（０，＋∞）内的惟一驻点ｘ 槡＝３，且为极大值点，极大值为

ｆ（槡３）＝１
槡３
－ １
（槡３）５

＝２９槡３．

又 ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

１
ｘ－

１
ｘ（ ）３ ＝－∞， ｌｉｍｘ→＋∞

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ
１
ｘ－

１
ｘ（ ）３ ＝０，

且函数ｙ＝ｆ（ｘ）的图象在（０，槡６）内上凸，在（槡３，＋∞）内上凹．

可见，当ｋ＝２９槡３
以及ｋ≤０时，曲线ｙ＝ｆ（ｘ）与直线ｙ＝ｋ有且仅有一个交点，即方程

ｋｘ＋１ｘ２＝１
有且仅有一个解．

五、解：由题设知函数定义域（－∞，０）∪（０，＋∞）．当ｘ＝－
３槡４时，ｙ＝０．

（１）令ｙ′＝１－８ｘ３＝０
，得驻点ｘ＝２，不可导点ｘ＝０．函数大致性态如下表所示．

ｘ （－∞，０） （０，２） ２ （２，＋∞）

ｙ′ ＋ － ０ ＋

ｙ   ３ 

所以（－∞，０）及（２，＋∞）为函数单增区间，（０，２）为函数单减区间，ｘ＝２为极小值点，极
小值为ｙ＝３．

（２）ｙ″＝２４ｘ４＞０
，故（－∞，０），（０，＋∞）均为凹区间，且无拐点．
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（３）因 ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ３＋４
ｘ２ ＝＋∞

，

又 ｌｉｍ
ｘ→∞

ｙ
ｘ＝ｌｉｍｘ→∞

ｘ３＋４
ｘ３ ＝１＝ａ

，ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ３＋４
ｘ２ －（ ）ｘ ＝０＝ｂ，

所以ｘ＝０为铅直渐近线，ｙ＝ｘ为斜渐近线．
（４）所以函数图形大致如右图所示．
六、解：相应齐次方程的特征方程为ｒ２＋ａ２＝０，解得其根

ｒ１，２＝±ａｉ．
故对应的齐次方程的通解为Ｙ＝Ｃ１ｃｏｓａｘ＋Ｃ２ｓｉｎａｘ．
（１）当ａ≠１时，原方程的特解形式为ｙ＝Ａｓｉｎｘ＋Ｂｃｏｓｘ，代入原方程得

Ａ（ａ２－１）ｓｉｎｘ＋Ｂ（ａ２－１）ｃｏｓｘ＝ｓｉｎｘ，

比较等式两端对应项的系数得 Ａ＝ １
ａ２－１
，Ｂ＝０，故特解为ｙ＝ １

ａ２－１ｓｉｎｘ．

（２）当ａ＝１时，原方程的特解形式为ｙ＝ｘ（Ａｓｉｎｘ＋Ｂｃｏｓｘ），代入方程得

２Ａｃｏｓｘ＋２Ｂｓｉｎｘ＝ｓｉｎｘ，

比较等式两端对应项的系数得 Ａ＝０，Ｂ＝－１２．
故特解为ｙ＝－１２ｘｃｏｓｘ．

综上，通解为ｙ＝
Ｃ１ｃｏｓａｘ＋Ｃ２ｓｉｎａｘ＋

１
ａ２－１ｓｉｎｘ

，当ａ≠１时，

Ｃ１ｃｏｓｘ＋Ｃ２ｓｉｎｘ－
１
２ｘｃｏｓｘ．

当ａ＝１时
烅

烄

烆 ．

七、证１：令 φ（λ）＝
１
λ∫

λ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ－∫

１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ，有 φ（１）＝０．

又 φ′（λ）＝
１
λｆ
（λ）－１λ２∫

λ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ １λ２∫

λ

０
［ｆ（λ）－ｆ（ｘ）］ｄｘ≤０．

式中最后的不等式成立是由于ｆ（ｘ）递减，即ｆ（λ）≤ｆ（ｘ）．于是由φ′（λ）≤０，知φ（λ）单减，
则当０＜λ＜１时，φ（λ）≥φ（１）＝０，即

∫
λ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ≥λ∫

１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ．

证２：根据积分中值定理，有

∫
λ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ－λ∫

１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

λ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ－λ∫

λ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ－λ∫

１

λ
ｆ（ｘ）ｄｘ

＝（１－λ）∫
λ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ－λ∫

１

λ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝（１－λ）λｆ（ξ１）－λ（１－λ）ｆ（ξ２）

＝λ（１－λ）［ｆ（ξ１）－ｆ（ξ２）］，
其中０≤ξ１≤λ≤ξ２≤１．因ｆ（ｘ）递减，且有ｆ（ξ１）≥ｆ（ξ２）．
故原不等式成立．

八、解：如图所示，
︵
ＡＢ的方程为ｙ＝ｘ２＋２（０≤ｘ≤１），

︵
ＢＣ的方程为ｙ＝４－ｘ２ （１≤ｘ

≤２）．
选ｘ为积分变量，设旋转体在区间［０，１］上的体积为Ｖ１，在区间［１，２］上的体积为Ｖ２，则

所求体积
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Ｖ ＝２（Ｖ１＋Ｖ２）

＝２π∫
１

０
（８＋２ｘ２－ｘ４）ｄｘ＋２π∫

２

１
（８＋２ｘ２－ｘ４）ｄｘ

＝２π∫
２

０
（８＋２ｘ２－ｘ４）ｄｘ＝４４８１５π．

１９９５年试题参考答案
一、填空题

（１）解：由题设及复合函数求导公式有

ｙ′＝－２ｘｓｉｎ（ｘ２）ｓｉｎ２１ｘ－
１
ｘ２ｓｉｎ

２
ｘｃｏｓ
（ｘ２）．

（２）解：题设方程相应的特征方程为ｒ２＋１＝０，其根ｒ１，２＝±ｉ，
则相应齐次方程通解为Ｙ＝Ｃ１ｃｏｓｘ＋Ｃ２ｓｉｎｘ．
直接观察（或由ｙ＝ａ＋ｂｘ待定）可得到题设方程的特解ｙ＝－２ｘ．
故 所求通解为ｙ＝Ｃ１ｃｏｓｘ＋Ｃ２ｓｉｎｘ－２ｘ．

（３）解：由
ｄｙ
ｄｘ＝－

３ｔ２
２ｔ＝

３
２ｔ
，当ｔ＝２时，

ｄｙ
ｄｘ＝３
，且ｘ０＝１＋２２＝５，ｙ０＝２３＝８．

故所求切线方程为ｙ－８＝３（ｘ－５），即３ｘ－ｙ－７＝０．
（４）解：根据夹逼准则，有

ｉ
ｎ２＋ｎ＋ｎ≤

ｉ
ｎ２＋ｎ＋ｉ≤

ｉ
ｎ２＋ｎ＋１

，ｉ＝１，２，⋯，ｎ．

对ｉ从２至ｎ求和，得

１
２ｎ
（ｎ＋１）

ｎ２＋ｎ＋ｎ≤∑
ｎ

ｉ＝１

ｉ
ｎ２＋ｎ＋ｉ≤

１
２ｎ
（ｎ＋１）

ｎ２＋ｎ＋１．

令ｎ→∞，两端函数式的极限均为１２
，故所求极限为１

２．

（５）解：由ｌｉｍ
ｘ→∞
ｘ２ｅ－ｘ

２

＝ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ２

ｅｘ
２＝ｌｉｍ

ｘ→∞

２ｘ
２ｘｅｘ

２＝０，故渐近线方程为ｙ＝０．

二、选择题

（１）解：若Ｆ（ｘ）＝φ
（ｘ）
ｆ（ｘ）
为连续函数，又ｆ（ｘ）连续，则φ（ｘ）＝ｆ（ｘ）Ｆ（ｘ）必连续．

故选（Ｄ）．
（２）解：曲线ｙ＝ｘ（ｘ－１）（２－ｘ）与Ｏｘ轴有３个交点，它们的横坐标依次为ｘ＝０，１，２，
且当０＜ｘ＜１时ｙ＜０；当１＜ｘ＜２时ｙ＞０．
因而其与Ｏｘ轴所围图形面积为（注意被积式各项在积分区域的符号）

∫
２

０
｜ｘ（ｘ－１）（ｘ－２）｜ｄｘ＝－∫

１

０
ｘ（ｘ－１）（２－ｘ）ｄｘ＋∫

２

１
ｘ（ｘ－１）（２－ｘ）ｄｘ．

故选（Ｃ）．
（３）解：当ｘ１＞ｘ２时，有－ｘ１＜－ｘ２，于是
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ｆ（－ｘ１）＜ｆ（－ｘ２）， －ｆ（－ｘ１）＞－ｆ（－ｘ２）．
故选（Ｄ）．
（４）解：由题设及拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）中值定理，有

ｆ（１）－ｆ（０）＝ｆ′（ξ）（１－０）＝ｆ′（ξ），ξ∈（０，１）．
又ｆ″（ｘ）＞０，ｆ′（ｘ）单调增加，因此有ｆ′（１）＞ｆ′（ξ）＞ｆ′（０），ξ∈（０，１）．
故选（Ｂ）．
此外，本题用特值法解更简：取ｆ（ｘ）＝ｘ２，则ｆ″（ｘ）＝２＞０．
计算ｆ（０）、ｆ（１）、ｆ′（０）、ｆ′（１）后立即可有ｆ′（１）＞ｆ（１）－ｆ（０）＞ｆ′（０）．
（５）解：由于题设ｆ（ｘ）可导，则Ｆ（ｘ）在ｘ＝０处可导的充分条件是φ（ｘ）＝ｆ（ｘ）｜ｓｉｎｘ｜
可导．

φ′＋（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）｜ｓｉｎｘ｜－０
ｘ－０ ＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

ｆ（ｘ）ｓｉｎｘ
ｘ ＝ｆ（０），

φ′－（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（ｘ）｜ｓｉｎｘ｜－０
ｘ－０ ＝ｌｉｍ

ｘ→０－

－ｆ（ｘ）ｓｉｎｘ
ｘ ＝－ｆ（０），

因此Ｆ（ｘ）在ｘ＝０处可导的充要条件是ｆ（０）＝－ｆ（０），即ｆ（０）＝０．
故选（Ａ）．
三、计算题

（１）解：先分子有理化，再用无穷小量代换可有

原式＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

１－ｃｏｓｘ
ｘ（１－ｃｏｓ槡ｘ）（１＋ ｃｏｓ槡 ｘ）

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

１
２ｘ

２

ｘ·１２ｘ
（１＋ ｃｏｓ槡 ｘ）

＝１２．

（２）解：方程两边取对数得ｌｎｘ＋ｆ（ｙ）＝ｙ，再求导有

ｙ′＝ １
ｘ［１－ｆ′（ｙ）］

，ｙ″＝－
［１－ｆ′（ｙ）］２－ｆ″（ｙ）
ｘ２［１－ｆ′（ｙ）］３

．

（３）解：设ｘ－１＝ｔ，则ｘ２＝ｔ＋１，代入ｆ（ｘ２－１）＝ｌｎ ｘ２
ｘ２－２
中得ｆ（ｔ）＝ｌｎｔ＋１ｔ－１．

因此ｆ（φ（ｘ））＝ｌｎφ
（ｘ）＋１
φ（ｘ）［ ］－１ ＝ｌｎｘ．再由

φ（ｘ）＋１
φ（ｘ）－１

＝ｘ，解得 φ（ｘ）＝
ｘ＋１
ｘ－１．

于是

∫φ（ｘ）ｄｘ＝∫ｘ＋１ｘ－１ｄｘ＝２ｌｎ｜ｘ－１｜＋ｘ＋Ｃ．

（４）解：因为ｘ≠０时，ｆ′（ｘ）＝ａｒｃｔａｎ１ｘ２－
２ｘ２
１＋ｘ４
，而由函数导数定义

ｆ′（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘａｒｃｔａｎ１ｘ２－０

ｘ－０ ＝π２
，

又 ｌｉｍ
ｘ→０
ｆ′（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０
ａｒｃｔａｎ１ｘ２－

２ｘ２
１＋ｘ（ ）４ ＝π２＝ｆ′（０），

所以ｆ′（ｘ）在ｘ＝０处是连续的．
（５）解：由参数方程求弧长公式，有
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ｓ＝２∫
２π

０
（ｘ′ｔ）２＋（ｙ′ｔ）槡 ２ｄｔ＝∫

２π

０
ｓｉｎ２ｔ＋（１－ｃｏｓｔ）槡 ２ｄｔ

＝２∫
２π

０
ｓｉｎｔ２ｄｔ＝８．

（６）解：设质点的运动速度为ｖ（ｔ）．由题设和牛顿（Ｎｅｗｔｏｎ）第二定律有

ｍｄｖｄｔ＝－ｖ
（式中质量ｍ＝１）．

解得 ｖ（ｔ）＝ｖ０ｅ－ｔ．又由
ｖ０
３＝ｖ０ｅ

－ｔ，得ｔ＝ｌｎ３．

到此时刻该质点所经过的路程 Ｓ＝∫
ｌｎ３

０
ｖ０ｅ－ｔｄｔ＝

２
３ｖ０．

四、解：因ｆ（ｘ）是偶函数，故只需求ｆ（ｘ）在（０，＋∞）内的最大值与最小值．

令ｆ′（ｘ）＝２ｘ（２－ｘ２）ｅ－ｘ
２

＝０，得区间（０，＋∞）内有惟一驻点ｘ 槡＝２．
最大值和最小值可以通过比较ｆ（０）、ｆ（槡２）和ｆ（＋∞）的大小而得到．注意到ｆ（０）＝０且

ｆ（槡２）＝∫
２

０
（２－ｔ）ｅ－ｔｄｔ＝－ （２－ｔ）ｅ－［ ］ｔ ２

０－∫
２

０
（２－ｔ）ｅ－ｔｄｔ＝１＋ｅ－２．

ｆ（＋∞）＝∫
＋∞

０
（２－ｔ）ｅ－ｔｄｔ＝－ （２－ｔ）ｅ－［ ］ｔ ＋∞

０ ＋ ｅ－［ ］ｔ
＋∞
０ ＝１．

故函数最大值为１＋ｅ－２，最小值为０．
五、解：将ｙ＝ｅｘ代入原方程有ｘｅｘ＋ｐ（ｘ）ｅｘ＝ｘ，解得ｐ（ｘ）＝ｘｅ－ｘ－ｘ，代入原方程得

ｘｙ′＋（ｘｅ－ｘ－ｘ）ｙ＝ｘ，  ｙ′＋（ｅ－ｘ－１）ｙ＝１．

由公式知其通解为 ｙ＝ｅ－∫（ｅ
－ｘ
－１）ｄｘ∫ｅ∫（ｅ

－ｘ
－１）ｄｘｄｘ＋（ ）Ｃ ＝ｅｘ＋Ｃｅｘ＋ｅ

－ｘ

．

由ｙ｜ｘ＝ｌｎ２＝０，得２＋２ｅ
１
２Ｃ＝０，即 Ｃ＝－ｅ－

１
２，

故所求特解为ｙ＝ｅｘ－ｅｘ＋ｅ
－ｘ
－１２．

六、解：因为｜ＭＰ｜＝
（１＋ｙ′２０）

３
２

ｙ″０
，且Ｐ在曲线Ｌ的过Ｍ 点的法线上，所以得到下列两式，

即

（ξ－ｘ０）２＋（η－ｙ０）２＝
（１＋ｙ′２０）３

ｙ″２０
，

η－ｙ０＝－
１
ｙ′０
（ξ－ｘ０）

烅

烄

烆 ．

联立解得（η－ｙ０）２＝
（１＋ｙ′２０）２

ｙ″２０
．由于ｙ″＞０，曲线Ｌ是上凹的．

故η＞ｙ０，于是η＝ｙ０＋
１＋ｙ′２０
ｙ″２０

．

将此代入方程组的第二个方程中，解出ξ＝ｘ０－
ｙ′０（１＋ｙ′２０）
ｙ″０

．

七、解：由题设考虑分部积分，则有

∫
π

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ ｘｆ（ｘ［ ］）π

０－∫
ｘ

０
ｘｆ′（ｘ）ｄｘ＝π∫

π

０

ｓｉｎｔ
π－ｔｄｔ－∫

π

０
ｘｓｉｎｘπ－ｘｄｘ
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＝∫
π

０

π－ｘ
π－ｘｓｉｎｘｄｘ＝∫

π

０
ｓｉｎｘｄｘ＝２．

八、证１：由ｆ（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ
·ｘ＝０，有ｆ′（０）＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ－０ ＝１．

将ｆ（ｘ）在ｘ＝０处的泰勒（Ｔａｙｌｏｒ）展开，即

ｆ（ｘ）＝ｆ（０）＋ｆ′（０）ｘ＋
ｆ″（ξ）
２ ｘ２＝ｘ＋ｆ

″（ξ）
２ ｘ２，ξ在０与ｘ之间．

因ｆ″（ξ）＞０，所以ｆ（ｘ）≥ｘ．
证２：由题设及证１有ｆ（０）＝０，ｆ′（０）＝１．令Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｘ，则Ｆ（ｘ）＝０．
由于Ｆ′（ｘ）＝ｆ′（ｘ）－１，所以Ｆ′（０）＝０，即ｘ＝０为Ｆ（ｘ）的驻点．又由Ｆ″（ｘ）＝ｆ″（ｘ）

＞０，知Ｆ（０）是Ｆ（ｘ）的极小值且Ｆ″（ｘ）单调．
故Ｆ（ｘ）只有一个驻点ｘ＝０，从而Ｆ（０）是Ｆ（ｘ）的极小值且为最小值，因此

Ｆ（ｘ）≥Ｆ（０）＝０，ｆ（ｘ）≥ｘ．
证３：由于ｆ″（ｘ）＞０，故ｆ′（ｘ）单调增加，由微分中值定理有

ｆ（ｘ）－ｆ（０）＝ｘｆ′（ξ），ξ∈（０，ｘ）．
由题设及证１知ｆ（０）＝０，ｆ′（０）＝１．且ｆ（ｘ）＝ｘｆ′（ξ）．
若ｘ＞０，ξ∈（０，ｘ），有ｆ′（ξ）＞ｆ′（０）＞１，因此ｆ（ｘ）＝ｘｆ′（ξ）＞ｘ．
同理可证 当ｘ≤０时，ｆ（ｘ）＞ｘ．

１９９６年试题参考答案

一、填空题

（１）解：由题设及复合函数求导法则有

ｙ′＝２３ ｘ＋ｅ
－ｘ（ ）２ －１３·１－１２ｅ

－ｘ（ ）２ ，

故ｙ′｜ｘ＝０＝
１
３．

（２）解：将被积函数展开、化简，再由奇偶函数在对称区间上的积分性质，有

∫
１

－１
（ｘ＋ １－ｘ槡 ２）２ｄｘ＝∫

１

－１
（ｘ＋２ｘ １－ｘ槡 ２）ｄｘ＝∫

１

－１
ｄｘ＝２．

（３）解：题设方程的特征方程为ｒ２＋２ｒ＋５＝０，其根ｒ１，２＝－１±２ｉ．
故 所求通解为ｙ＝ｅ－ｘ（Ｃ１ｃｏｓ２ｘ＋Ｃ２ｓｉｎ２ｘ）．

（４）解：考虑变量代换ｔ＝１ｘ
，再用洛必达（Ｌ′Ｈｏｓｐｉｔａｌ）法则有

原式＝ｌｉｍ
ｔ→０

ｓｉｎ［ｌｎ（１＋３ｔ）］－ｓｉｎ［ｌｎ（１＋ｔ）］
ｔ

＝ｌｉｍ
ｔ→０
ｃｏｓ［ｌｎ（１＋３ｔ）］· ３１＋３ｔ－ｃｏｓ

［ｌｎ（１＋ｔ）］· １１＋｛ ｝ｔ
＝２．

此外，利用三角函数性质（和差化积）亦可直接求得极限．
（５）解：由题设及定积分几何意义，知所求图形面积为

１９９６年试题参考答案 ２－３１
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Ｓ＝∫
２

１
ｘ＋１ｘ－（ ）２ｄｘ＝ １

２ｘ
２＋ｌｎｘ－２［ ］ｘ

２

１
＝ｌｎ２－１２．

二、选择题

（１）解：由ｅｘ＝１＋ｘ＋１２ｘ
２＋ｏ（ｘ２），代入题设依题意

０＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘ－（ａｘ２＋ｂｘ＋１）
ｘ２ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

（１－ｂ）ｘ＋ １
２－（ ）ａｘ２＋ｏ（ｘ２）
ｘ２

，

于是有１－ｂ＝０，１２－ａ＝１
，解得ａ＝１２

，ｂ＝１．
故选（Ａ）．

（２）解：由于｜ｆ（ｘ）｜≤ｘ２，有ｆ（０）＝０，且

ｆ′（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ２
·ｘ＝０．

故选（Ｃ）．

（３）解：（特值法＋排除法）取ｆ（ｘ）＝ｘ，则ｆ′（ｘ）＝１．易见选项（Ｂ）与（Ｄ）错．
再取ｆ（ｘ）＝ｘ２，则ｆ′（ｘ）＝２ｘ．易见选项（Ｃ）亦不真．
故选（Ａ）．
注： 事实上，对于选项（Ａ）成立的理由为：由于 ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｆ′（ｘ）＝＋∞，则必存在正数ａ，当ｘ＞ａ时，恒有

ｆ′（ｘ）＞１．由拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）中值定理有

ｆ（ｘ）＝ｆ（ａ）＋ｆ′（ξ）（ｘ－ａ）＞ｆ（ａ）＋（ｘ－ａ），ｘ＞ξ＞ａ．
故 ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）≥ｌｉｍ

ｘ→＋∞
［ｆ（ａ）＋（ｘ－ａ）］＝＋∞．

（４）解：设ｆ（ｘ）＝｜ｘ｜
１
２＋｜ｘ｜

１
２－ｃｏｓｘ，则ｆ（ｘ）为偶函数，只须讨论ｘ≥０的情形．

显然当ｘ＞１时ｆ（ｘ）＞０，表明ｘ＞１时无实根．
因为ｆ（０）＝－１＜０，ｆ（１）＝２－ｃｏｓ１＞０，则ｆ（ｘ）在（０，１）内有零点（实根）．

当ｘ∈（０，１）时，ｆ′（ｘ）＝ １
４

４
ｘ槡 ３
＋ １
２槡ｘ

＋ｓｉｎｘ＞０，所以ｆ（ｘ）有惟一零点（实根）．

由函数对称性，ｆ（ｘ）在（－１，０）内亦有惟一零点（实根）．
故ｆ（ｘ）＝０在（－∞，＋∞）内有且仅有两个实根．
故选（Ｃ）．
（５）解：由直角坐标系下旋转体体积公式，有

Ｖ ＝∫
ｂ

ａ
π｛［ｍ－ｇ（ｘ）］２－［（ｍ－ｆ（ｘ）］２｝ｄｘ

＝∫
ｂ

ａ
π［２ｍ－ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ）］［ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ）］ｄｘ．

故选（Ｂ）．

三、计算题

（１）解：令ｅ－ｘ＝ｓｉｎｔ，则－ｅ－ｘｄｘ＝ｃｏｓｔｄｔ．

当ｘ＝０时，ｔ＝π２
；当ｘ＝ｌｎ２时，ｔ＝π６

，于是
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∫
ｌｎ２

０
１－ｅ－２槡 ｘｄｘ＝∫

π
２
π
６

ｃｏｓ２ｔ
ｓｉｎｔｄｔ＝∫

π
２
π
６

ｄｔ
ｓｉｎｔ－∫

π
２
π
６
ｓｉｎｔｄｔ

＝－ｌｎ（ｃｓｃｔ＋ｃｏｔｔ）
π
２
π
６
－槡３２

＝ｌｎ（１＋槡３）－槡３２．
本题亦可直接用分部积分进行计算．注意到

∫ｅ－ｘ ｅ２ｘ－槡 １ｄｘ＝－∫ｅ２ｘ－槡 １ｄ（ｅ－ｘ）＝－ｅ－ｘ ｅ２ｘ－槡 １＋∫ ｅｘ

ｅ２ｘ－槡 １
ｄｘ．

（２）解１：将被积式分子、分母同乘以１－ｓｉｎｘ，且注意到ｓｉｎ２ｘ＋ｃｏｓ２ｘ＝１，则有

原式＝∫１－ｓｉｎｘｃｏｓ２ｘ ｄｘ＝∫ｄｘ
ｃｏｓ２ｘ－∫ｓｉｎｘｃｏｓ２ｘｄｘ＝ｔａｎｘ－ １

ｃｏｓｘ＋Ｃ．

解２：由ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α＝１及ｓｉｎ２α＝２ｓｉｎαｃｏｓα，可先将被积式分母变形后，再凑微分可有

原式＝∫ ｄｘ

ｃｏｓｘ２＋ｓｉｎ
ｘ（ ）２

２＝∫
ｓｅｃ２ｘ２

１＋ｔａｎｘ（ ）２
２ｄｘ＝２∫ １

１＋ｔａｎｘ（ ）２
２ｄ１＋ｔａｎ

ｘ（ ）２

＝－ ２

１＋ｔａｎｘ２
＋Ｃ．

（３）解：由题设，有 ｄｘ
ｄｔ＝ｆ
（ｔ２），

ｄｙ
ｄｔ＝４ｔｆ
（ｔ２）ｆ′（ｔ２），

故 ｄｙ
ｄｘ＝４ｔｆ′

（ｔ２）， ｄｙ
２

ｄｘ２＝
４［ｆ′（ｔ２）＋２ｔ２ｆ″（ｔ２）］

ｆ（ｔ２）
．

（４）解：将ｆ（ｘ）改写为ｆ（ｘ）＝－１＋ ２
１＋ｘ＝－１＋２

（１＋ｘ）－１，再对其连续求导（注意总

结规律），得

ｆ（ｋ）（ｘ）＝
（－１）ｋ２·ｋ！
（１＋ｘ）ｋ＋１

，ｋ＝１，２，⋯，ｎ＋１．

则ｆ（ｘ）在ｘ＝０点的带Ｌａｇｒａｎｇｅ余项的Ｔａｙｌｏｒ展开式为

ｆ（ｘ）＝１－２ｘ＋２ｘ２＋⋯＋（－１）ｎ２ｘｎ＋（－１）ｎ＋１ ２ｘｎ＋１
（１＋θｘ）ｎ＋２

，０＜θ＜１．

注：余项也可写为（－１）ｎ＋１ ２ｘ
ｎ＋１

（１＋ξ）ｎ＋２
，其中ξ在０和ｘ之间．

（５）解１：设ｙ′＝ｐ，则题设方程化为ｐ′＋ｐ＝ｘ２，由一阶线性微分方程通解公式有

ｐ＝ｙ′＝ｅ－∫ｄｘ∫ｘ２ｅ∫ｄｘｄｘ＋Ｃ（ ）１ ＝ｘ２－２ｘ＋２＋Ｃ１ｅ－ｘ．

故原方程通解为ｙ＝∫ｐｄｘ＝１３ｘ３－ｘ２＋２ｘ－Ｃ１ｅ－ｘ＋Ｃ２，其中Ｃ１，Ｃ２为任意常数．
解２：题设方程相应齐次方程的特征方程为ｒ２＋ｒ＝０，由此可解得ｒ１＝０，ｒ２＝－１．
则齐次方程通解为Ｙ＝Ｃ１＋Ｃ２ｅ－ｘ．

设原方程特解为ｙ＝ｘ（ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ），代入方程得ａ＝１３
，ｂ＝－１，ｃ＝２．

１９９６年试题参考答案 ２－３３

２



故 原方程通解为ｙ＝１３ｘ
３－ｘ２＋２ｘ－Ｃ１ｅ－ｘ＋Ｃ２，其中Ｃ１，Ｃ２为任意常数．

（６）解１：底面椭圆的方程ｘ
２

ａ２＋
ｙ２

ｂ２＝１．
选ｙ为积分变量，用垂直于Ｏｙ轴的平行平面截此

楔形体所得的截面为直角三角形．

两直角边长分别为ａ １－ｙ
２

ｂ槡 ２和ａ １－ｙ
２

ｂ槡 ２ｔａｎα，故截面积

Ｓ（ｙ）＝ａ
２

２ １－
ｙ２

ｂ（ ）２ｔａｎα，
则楔形体的体积

Ｖ ＝２∫
ｂ

ａ

ａ２
２ １－

ｙ２

ｂ（ ）２ｔａｎαｄｙ＝２３ａ２ｂｔａｎα．
解２：由题设椭圆底面方程为ｘ

２

ａ２＋
ｙ２

ｂ２＝１
，以垂直于Ｏｘ轴的平行平面截楔形所得截面为

矩形，边长分为２ｙ＝２ｂ １－ｘ
２

ａ槡 ２和ｘｔａｎα．则截面积

Ｓ（ｘ）＝２ｂｘ １－ｘ
２

ａ槡 ２ｔａｎα，

故楔形体积

Ｖ ＝∫
ａ

０
２ｂｘ １－ｘ

２

ａ槡 ２ｔａｎαｄｘ＝ｂｔａｎａ －
２
３ａ

２１－ｘ
２

ａ（ ）２［ ］
３
２ ａ

０
＝２３ａ

２ｂｔａｎα．

四、解１：先将被积式变形，再分别积分有

∫ａｒｃｔａｎｘ
ｘ２（１＋ｘ２）

ｄｘ＝∫ａｒｃｔａｎｘｘ２ ｄｘ－∫ａｒｃｔａｎｘ（１＋ｘ２）
ｄｘ

＝－ａｒｃｔａｎｘｘ ＋∫ ｄｘ
ｘ（１＋ｘ２）－

１
２
（ａｒｃｔａｎｘ）２

＝－ａｒｃｔａｎｘｘ －１２
（ａｒｃｔａｎｘ）２＋１２ｌｎ

ｘ２
１＋ｘ２＋

Ｃ．

解２：令ｘ＝ｔａｎｔ，则ｄｘ＝ｓｅｃ２ｔｄｔ．从而

∫ａｒｃｔａｎｘ
ｘ２（１＋ｘ２）

ｄｘ＝∫ｔ（ｓｅｃ２ｔ－１）ｄｔ＝－ｔｃｏｔｔ＋∫ｃｏｓｔｓｉｎｔｄｔ－１２ｔ２
＝－ｔｃｏｔｔ＋ｌｎ｜ｓｉｎｔ｜－１２ｔ

２＋Ｃ

＝－ａｒｃｔａｎｘ ＋ｌｎ ｜ｘ｜
１＋ｘ槡 ２－

１
２
（ａｒｃｔａｎｘ）２＋Ｃ．

五、解：（１）由题设则有ｆ（ｘ）的反函数

ｇ（ｘ）＝

－ １－ｘ槡２
，ｘ＜－１，

３槡ｘ， －１≤ｘ≤８，

ｘ＋１６
１２
， ｘ＞８

烅

烄

烆 ．
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（２）利用函数连续的充要条件，可判定ｘ＝－１，８不是间断点，从而ｇ（ｘ）在（－∞，＋∞）
上处处连续，且单调．再利用导数定义可判定ｘ＝－１，０是不可导点．具体地讲：
由于ｆ′（０）＝０且ｆ（０）＝０，故ｘ＝０是ｇ（ｘ）的不可导点，ｆ（－１）＝－１和ｆ（２）＝０是

ｇ（ｘ）的两个可能的不可导点．
由ｆ′（－１－０）＝４，ｆ′（－１＋０）＝３，故ｘ＝－１是ｆ（ｘ）的不可导点，因此ｇ（ｘ）在ｆ（－１）

＝－１处不可导；

ｆ′（２＋０）＝ｆ′（２－０）＝１２，故ｆ（ｘ）在ｘ＝２处可导，因此ｇ（ｘ）在ｘ＝ｆ（２）＝８处可导．

注： 反函数ｇ（ｘ）的导函数与原函数ｆ（ｘ）的导函数之间关系为：ｇ′（ｘ）＝ １
ｆ′（ｘ）．
因此ｆ（ｘ）的不可导

点和使ｆ′（ｘ）＝０的点ｘ对应的值ｆ（ｘ）均是ｇ（ｘ）的不可导点．
六、解：对方程两边求导，可得

３ｙ２ｙ′－２ｙｙ′＋ｘｙ′＋ｙ－ｘ＝０． （）
令ｙ′＝０，解得ｙ＝ｘ．
将此代入原方程有２ｘ３－ｘ２－１＝０，由此可得惟一驻点ｘ＝１．
再对（）式边求导，得

（３ｙ２－２ｙ＋ｘ）ｙ″＋２（３ｙ－１）ｙ′２＋２ｙ′－１＝０．

因此ｙ″（１）＝１２＞０
，故ｘ＝１是ｙ＝ｙ（ｘ）的极小值点．

七、证１：（１）假设ｆ′（ａ）＞０，ｆ′（ｂ）＞０．（对于ｆ′（ａ）＜０，ｆ′（ｂ）＜０的情况，类似可证）．
根据导数定义和极限保号性，有

ｆ′＋（ａ）＝ｌｉｍ
ｘ→ａ＋０

ｆ（ｘ）
ｘ－ａ＞０

，有ａ１∈（ａ，ａ＋δ１）使
ｆ（ａ１）
ａ１－ａ

＞０，即ｆ（ａ１）＞０；

ｆ′－（ａ）＝ｌｉｍ
ｘ→ｂ－０

ｆ（ｘ）
ｘ－ｂ＞０

，有ｂ１∈（ｂ，ｂ＋δ２）使
ｆ（ｂ１）
ｂ１－ｂ

＞０，即ｆ（ｂ１）＞０．

其中δ１和δ２是充分小的正数．
根据连续函数的介值定理知，存在ξ∈（ａ１，ｂ１）（ａ，ｂ）使ｆ（ξ）＝０．
（２）由ｆ（ａ）＝ｆ（ξ）＝ｆ（ｂ）＝０，根据罗尔（Ｒｏｌｌｅｒ）定理知，存在η１∈（ａ，ξ）和η２∈（ξ，ｂ），
使ｆ′（η１）＝ｆ′（η２）＝０．
再由罗尔（Ｒｏｌｌｅｒ）定理知，存在η∈（η１，η２）（ａ，ｂ），使ｆ″（η）＝０．
证２：用反证法．若不存在ξ∈（ａ，ｂ）使ｆ（ξ）＝０，则在区间（ａ，ｂ）内恒有ｆ（ｘ）＞０或

ｆ（ｘ）＜０，不妨设ｆ（ｘ）＞０（对ｆ（ｘ）＜０，类似可证），则

ｆ′（ｂ）＝ｌｉｍ
ｘ→ｂ－

ｆ（ｘ）－ｆ（ｂ）
ｘ－ｂ ＝ｌｉｍ

ｘ→ｂ－

ｆ（ｘ）
ｘ－ｂ≤０

ｆ′（ａ）＝ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）
ｘ－ａ ＝ｌｉｍ

ｘ→ａ＋

ｆ（ｘ）
ｘ－ａ≥０

从而ｆ′（ａ）ｆ′（ｂ）≤０，这与题设矛盾，此即证得到（ａ，ｂ）内至少存在一点ξ，使ｆ（ξ）＝０．
以下同证１．
八、解：（１）由一阶线性微分方程通解公式知原方程的通解为

ｙ＝ｘ－ａｘ∫ｆ（ｘ）ｅａｘｄｘ＋［ ］Ｃ ．
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式中∫ｆ（ｘ）ｅａｘｄｘ显然为ｆ（ｘ）ｅａｘ的一个原函数，因此可写为∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｅａｔｄｔ．于是通解为

ｙ＝ｅ－ａｘ∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｅａｔｄｔ＋［ ］Ｃ ．

由ｙ（０）＝０，得Ｃ＝０．故所求特解为 ｙ＝ｅ－ａｘ∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｅａｔｄｔ．

又可在原方程两端同乘 ｅａｘ，方程化为 （ｙｅａｘ）′＝ｆ（ｘ）ｅａｘ， 则 ｙ（ｘ）＝

ｅ－ａｘ∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｅａｔｄｔ．

（２）若｜ｆ（ｘ）｜≤ｋ，则当ｘ≥０时，可有

｜ｙ（ｘ）｜≤ｅ－ａｘ∫
ｘ

０
｜ｆ（ｔ）ｅａｘｄｔ｜≤ｋｅ－ａｘ∫

ｘ

０
ｅａｔｄｔ＝ｋａｅ

－ａｘ（ｅａｘ－１）＝ｋａ
（１－ｅ－ａｘ）．

１９９７年试题参考答案

一、填空题

（１）解：由题设知

ａ＝ｌｉｍ
ｘ→０
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０
（ｃｏｓｘ）

１
ｘ
２＝ｌｉｍ

ｘ→０
ｅ
１
ｘ
２ｌｎ［ｃｏｓｘ］＝ｅ

ｌｉｍ
ｘ→０

ｃｏｓｘ－１
ｘ２ ＝ｅ－

１
２．

注意这里应用了公式ｌｉｍｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝ｌｉｍｅｇ（ｘ）ｌｎ［ｆ（ｘ）］＝ｅｌｉｍｇ（ｘ）［ｆ（ｘ）－１］，这里ｌｉｍｆ（ｘ）＝１．

（２）解：由ｙ＝１２
［ｌｎ（１－ｘ）－ｌｎ（１＋ｘ２）］，有ｙ′＝１２

－１
１－ｘ－

２ｘ
１＋ｘ（ ）２ ，且

ｙ″＝１２
－１
（１－ｘ）２－

２（１＋ｘ２）－４ｘ
（１＋ｘ２）［ ］２ ，

故 ｙ″｜ｘ＝０＝－
３
２．

（３）解：先将被积式变形，再凑微分可有

∫ ｄｘ
ｘ（４－ｘ槡 ）

＝∫
１
槡ｘ
ｄｘ

４－（槡ｘ）槡 ２
＝∫ ２

４－（槡ｘ）槡 ２
ｄ（槡ｘ）＝２ａｒｃｓｉｎ槡ｘ２ ＋Ｃ．

或∫ ｄｘ
ｘ（４－ｘ槡 ）

＝∫ ｄｘ
４－（ｘ－２）槡 ２＝∫ ｄ（ｘ－２）

４－（ｘ－２）槡 ２＝ａｒｃｓｉｎ
ｘ－２
２ ＋Ｃ．

（４）解：将被积式变形配方后可有

∫
＋∞

０

ｄｘ
ｘ２＋４ｘ＋８＝∫

＋∞

０

ｄ（ｘ＋２）
（ｘ＋２）２＋４＝

１
２ａｒｃｔａｎ

ｘ＋２［ ］２
＋∞

０
＝ π８．

（５）解：由矩阵Ａ＝

α１
α２
α

烄

烆

烌

烎３

＝
１ ２ －１ １
２ ０ ｔ ０
烄

烆

烌

烎０ －４ ５ －２

的一个二阶子式行列式

Ｄ＝
１ ２
２ ０

≠０ｒ（Ａ）＝２．

又含Ｄ的Ａ的三阶子式的行列式为零，特别地由三阶子式行列式
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１ ２ －１
２ ０ ｔ
０ －４ ５

＝０，

可得４ｔ－１２＝０，由此解得ｔ＝３．

二、选择题

（１）解１：考虑下面的运算（注意到ｌｉｍｕ（ｘ）ｖ（ｘ）＝ｅｌｉｍ［ｌｎｕ（ｘ）－１］ｕ（ｘ），详见前文），即

ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｔａｎｘ－ｅｘ

ｘｎ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘ（ｅｔａｎｘ－ｘ－１）
ｘｎ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｔａｎｘ－ｘ
ｘｎ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｓｅｃ２ｘ－１
ｎｘｎ－１

＝１ｎｌｉｍｘ→０
ｔａｎ２ｘ
ｘｎ－１＝

１
ｎｌｉｍｘ→０

ｘ２
ｘｎ－１＝

１
ｎｌｉｍｘ→０ｘ

３－ｎ．

由题设为使此极限等于常数，只能ｎ＝３．
故选（Ｃ）．

解２：由于ｘ→０时，ｅｘ＝１＋ｘ＋ｘ
２

２！＋
ｘ３
２！＋ｏ
（ｘ４），

则 ｅｔａｎｘ＝１＋ｔａｎｘ＋
（ｔａｎｘ）２
２！ ＋
（ｔａｎｘ）３
２！ ＋ｏ（ｘ４），

因而 ｅｔａｎｘ－ｅｘ＝ｔａｎｘ－ｘ＋１２
（ｔａｎ２ｘ－ｘ２）＋ｏ（ｘ３）． 而 ｔａｎｘ～ｓｉｎｘ，则有

ｅｔａｎｘ－ｅｘ＝ｓｉｎｘ－ｘ＋１２
（ｓｉｎ２ｘ－ｘ２）＋ｏ（ｘ３）

＝ｘ－１３！ｘ
３－ｘ＋１２ ｘ－１３！ｘ

３＋ｏ（ｘ３（ ））
２
－ｘ［ ］２ ＋ｏ（ｘ３）

＝ｏ（ｘ３）．
故选（Ｃ）．

（２）解：图解法．ｆ（ｘ）＞０表示曲线在Ｏｘ轴上方，ｆ′（ｘ）＜０表
示曲线连续、光滑且严格单调下降．
ｆ″（ｘ）＞０表示曲线为下凸．
Ｓ１是曲边梯形面积，Ｓ２是矩形面积，Ｓ３是梯形面积．于是看出

Ｓ２＜Ｓ１＜Ｓ３．
故选（Ｂ）．

（３）解：由题设在ｆ（ｘ）的驻点ｘ＝ｘ０≠０处，ｆ′（ｘ０）＝０，ｆ″（ｘ０）＝
１
ｘ０
（１－ｅ－ｘ０）＞０，

知ｘ＝ｘ０是ｆ（ｘ）的极小值点．
故选（Ｂ）．
（４）解：因为ｅｓｉｎｔｓｉｎｘ为以２π为周期的周期函数，再注意到

Ｆ（ｘ）＝∫
２π

０
ｅｓｉｎｔｓｉｎｔｄｔ＝－∫

２π

０
ｅｓｉｎｔｄｃｏｓｔ＝－ ｅｓｉｎｔｃｏｓ［ ］ｔ

２π
０ ＋∫

ｘ＋２π

０
ｅｓｉｎｔｃｏｓ２ｔｄｔ．

上式第一项为０；又ｅｓｉｎｘｃｏｓ２ｘ≥０，且当ｘ＝π４
时ｅｓｉｎ

π
４ｃｏｓ２π４＞０

；第二项为正．于是Ｆ（ｘ）为

正的常数．
故选（Ａ）．
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（５）解：据题设及复合函数性质有

ｇ［ｆ（ｘ）］＝
２－ｆ（ｘ），ｆ（ｘ）≤０，

ｆ（ｘ）＋２，ｘ＞｛ ０
＝
２＋ｘ，ｘ≥０，

２＋ｘ２，ｘ＜０
烅
烄
烆 ．

故选（Ｄ）．
三、计算题

（１）解：将极限式分子分母同除以ｘ，则可变形为

原式＝ｌｉｍ
ｘ→－∞

１
ｘ ４ｘ２＋ｘ槡 －１＋１＋１ｘ

１
ｘ ｘ２＋ｓｉｎ槡 ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→－∞

－ ４＋１ｘ－
１
ｘ槡 ２＋１＋

１
ｘ

－ １＋ｓｉｎｘｘ槡 ２

＝１．

此外，亦可先由分子有理化，再行计算．

（２）解１：由题设 ｄｘｄｔ＝
１
１＋ｔ２
，又由隐函数求导法或由２

ｄｙ
ｄｔ－ｙ

２－２ｔｙ
ｄｙ
ｄｔ＋ｅ

ｔ＝０可得

ｄｙ
ｄｔ＝

ｙ２－ｅｔ
２（１－ｔｙ）

 ｄｙ
ｄｘ＝
（ｙ２－ｅｔ）（１＋ｔ２）
２（１－ｔｙ） ．

解２：设ｘ＝ａｒｃｔａｎｔ，则ｔ＝ｔａｎｘ，将其代入题设第２式得

２ｙ－ｙ２ｔａｎｘ＋ｅｔａｎｘ＝５．

两边对ｘ求导得 ２
ｄｙ
ｄｔ－２ｙ
·ｄｙ
ｄｘ
·ｔａｎｘ－ｙ２·ｓｅｃ２ｘ＋ｅｔａｎｘ·ｓｅｃ２ｘ＝０，解得

ｄｙ
ｄｘ＝
（ｙ２－ｅｔａｎｘ）（１＋ｔａｎ２ｘ）

２（１－ｙｔａｎｘ） ．

（３）解： 由三角函数公式１＋ｔａｎ２ｘ＝ｓｅｃ２ｘ，有

∫ｅ２ｘ（ｔａｎｘ＋１）２ｄｘ＝∫ｅ２ｘｓｅｃ２ｘｄｘ＋２∫ｅ２ｘｔａｎｘｄｘ
＝ｅ２ｘｔａｎｘ－２∫ｅ２ｘｔａｎｘｄｘ＋２∫ｅ２ｘｔａｎｘｄｘ
＝ｅ２ｘｔａｎｘ＋Ｃ．

注： 这种先拆项再积分后出现彼此相消的项的例子，虽然不很常见，但很巧妙．类似的例子如：

计算不定积分Ｉ＝∫１＋ｓｉｎｘ１＋ｃｏｓｘｅ
ｘｄｘ．

略解：注意到 Ｉ＝∫１＋ｓｉｎｘ
２ｃｏｓ２ｘ２

ｅｘｄｘ＝ １２∫ ｅｘ

ｃｏｓ２ｘ２
ｄ ｘ（ ）２ ＋∫ｔａｎｘ２·ｅｘｄｘ

＝ｅｘｔａｎｘ２－∫ｅｘｔａｎｘ２ｄｘ＋∫ｅｘｔａｎｘ２ ＝ｅｘｔａｎｘ２＋Ｃ．
（４）解：题设微分方程是齐次方程（也是全微分方程），其可化为

ｄｙ
ｄｘ＝

ｙ２－２ｘｙ－３ｘ２

ｘ２－２ｘｙ
．

设ｙ＝ｘｕ，有 ｘｄｕｄｘ＝－
３（ｕ２－ｕ－１）
２ｕ－１

，从而 ２ｕ－１
ｕ２－ｕ－１ｄｕ＝－

３
ｘｄｘ．

两边积分得 ｕ２－ｕ－１＝Ｃｘ－ｘ，即 ｘｙ２－ｘ２ｙ－ｘ３＝Ｃ．

（５）解：设 ｄ
２ｙ
ｄｘ２＋Ｐ
（ｘ）
ｄｙ
ｄｘ＋Ｑ
（ｘ）ｙ＝ｆ（ｘ）是所求微分方程．
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又设形式记号Ｌ＝ｄ
２

ｄｘ２＋Ｐ
（ｘ）ｄｄｘ＋Ｑ

（ｘ），则方程可简记为Ｌ（ｙ）＝ｆ（ｘ）．

由题设：Ｌ（ｙ１）＝ｆ（ｘ）， Ｌ（ｙ２）＝ｆ（ｘ）， Ｌ（ｙ３）＝ｆ（ｘ），即

Ｌ（ｘｅｘ）＋Ｌ（ｅ２ｘ）＝ｆ（ｘ），

Ｌ（ｘｅｘ）＋Ｌ（ｅ－ｘ）＝ｆ（ｘ），

Ｌ（ｘｅｘ）＋Ｌ（ｅ２ｘ）－Ｌ（ｅ－ｘ）＝ｆ（ｘ）
烅
烄

烆 ．

①
②
③

式①－式③得 Ｌ（ｅ－ｘ）＝０，表明ｅ－ｘ是齐次方程的一个解．
式①－式②得 Ｌ（ｅ２ｘ）－Ｌ（ｅ－ｘ）＝０，有Ｌ（ｅ２ｘ）＝０，表明ｅ２ｘ是齐次方程的另一个解．
由特解ｅ－ｘ和ｅ２ｘ所确定的齐次方程是ｙ″－ｙ′－２ｙ＝０．（因特征方程的根是－１和２，则特

征方程为ｒ２－ｒ－２＝０）
由Ｌ（ｅ２ｘ）＝０和式①可得Ｌ（ｘｅｘ）＝ｆ（ｘ），于是

ｆ（ｘ）＝（ｘｅｘ）″－（ｘｅｘ）′－２ｘｅｘ＝ｅｘ－２ｘｅｘ．
故 所求方程为 ｙ″－ｙ′－２ｙ＝ｅｘ－２ｘｅｘ．
（６）解：由Ａ２－ＡＢ＝Ｉ，有ＡＢ＝Ａ２－Ｉ，从而Ｂ＝Ａ－１（Ａ２－Ｉ）＝Ａ－Ａ－１，

故 Ｂ＝Ａ－Ａ－１＝
１ １ －１
０ １ １
烄

烆

烌

烎０ ０ －１

１ －１ －２
０ １ １
烄

烆

烌

烎０ ０ －１
＝
０ ２ １
０ ０ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ０
．

四、解１： 对方程组增广矩阵实施行初等变换：

２ λ －１ １
λ －１ １ ２






烄

烆

烌

烎４ ５ －５ －１

行初等
→
变换

２ λ －１ １
λ＋２ λ－１ ０ ３
５λ






烄

烆

烌

烎＋４ ０ ０ ９

，

这样可有：

（１）λ≠－４５
，且λ≠１时，方程组有惟一解（因ｒ（Ａ）＝ｒ（珚Ａ）＝３）；

（２）λ＝－４５
，方程组无解（因ｒ（Ａ）＝２，ｒ（珚Ａ）＝３）；

（３）λ＝１时，变换后的增广矩阵为
２ １ －１ １
３ ０ ０ ３






烄

烆

烌

烎９ ０ ０ ０

，此时方程组有无穷多解ｘ＝（１，

－１＋ｋ，ｋ）Ｔ，其中ｋ是常数（因ｒ（Ａ）＝ｒ（珚Ａ）＝２＜３）．
解２：考虑方程组系数行列式

Ｄ＝
２ λ －１
λ －１ １
４ ５ －５

＝（λ－１）（５λ＋４）．

（１）当λ≠１时，且λ≠－４５
时，方程组有惟一解；

（２）当λ＝１时，方程组增广矩阵经初等变换可化为

珚Ａ→
１ －１ １ ２
０ １ －１ －１






烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

或

２ １ －１ １
３ ０ ０ ３






烄

烆

烌

烎９ ０ ０ ９

，
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均可知方程组有无穷多组解：ｘ＝（１，－１＋ｋ，ｋ）Ｔ，这里ｋ是给定常数；

（３）当λ＝－４５
时，方程组无解（道理同上）．

注：解法１稍简，因为解法２中求得Ｄ＝０时的λ值后，具体讨论时仍需代入方程组中再对其系数阵实
施变换；而方法１可一举两得．

五、解：在极坐标中ｒ（θ），θ＝α，θ＝β所围曲边扁形面积为
１
２∫

β

α
ｒ２（θ）ｄθ，又曲线弧

ｒ＝ｒ（θ）（α≤θ≤β）的长为∫βα ｒ２（θ）＋［ｒ′（θ）］槡 ２ｄθ，故由题设得

１
２∫
θ

０
ｒ２ｄθ＝１２∫

θ

０
ｒ２＋ｒ′槡 ２ｄθ．

两边对θ求导得ｒ２＝ ｒ２＋ｒ′槡 ２，得ｒ′＝±ｒ ｒ２槡 －１，即 ｄｒ
ｒ ｒ２槡 －１

±ｄθ．

上式两边积分得 －ａｃｒｓｉｎ１ｒ＋Ｃ＝±θ．
将题设ｒ（０）＝２代入上式，得Ｃ＝π６．

故所求曲线Ｌ的方程为ｒｓｉｎ π６（ ）θ ＝１，即ｒ＝ｃｓｃ π６（ ）θ ，亦即直线ｘ槡３ｙ＝２．
六、解：由题设等式，当ｘ≠０时可有

ｆ（ｘ）［ ］ｘ
′＝ｘｆ′
（ｘ）－ｆ（ｘ）
ｘ２ ＝３ａ２

， ｄ
ｄｘ
ｆ（ｘ）［ ］ｘ ＝３ａ２

，

可得ｆ（ｘ）＝３ａ２ｘ
２＋Ｃｘ．

由ｆ（ｘ）的连续性知ｆ（０）＝０．又由已知条件

２＝∫
１

０

３
２ａｘ

２＋（ ）Ｃｘ ｄｘ＝ １
２ａｘ

３＋Ｃ２ｘ［ ］２ １０＝
ａ
２＋

Ｃ
２
，

可解得Ｃ＝４－ａ．

因此，所求函数ｆ（ｘ）＝３２ａｘ
２＋（４－ａ）ｘ．

所求旋转体的体积为

Ｖ（ａ）＝π∫
１

０
［ｆ（ｘ）］２ｄｘ＝ １

３０ａ
２＋１３ａ＋

１６（ ）３ π．
令Ｖ′（ａ）＝ １

１５ａ＋（ ）１３ π＝０，得ａ＝－５．又Ｖ″（ａ）＝
１
１５＞０
，故当ａ＝－５时，旋转体的体

积最小．

七、解：由ｆ（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ
·ｘ＝０，因此φ（０）＝０．以下设ｘ≠０．

令 ｕ＝ｘｔ，得φ（ｘ）＝
１
ｘ∫

ｘ

０
ｆ（ｕ）ｄｕ，两边对ｘ求导有

φ′（ｘ）＝
１
ｘ２
［ｘｆ（ｘ）－∫

ｘ

０
ｆ（ｕ）ｄｕ］，

又φ′（０）＝ｌｉｍｘ→０
φ（ｘ）－φ（０）
ｘ－０ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

１
ｘ∫

ｘ

０
ｆ（ｕ）ｄｕ

ｘ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
２ｘ ＝Ａ２．
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由于 ｌｉｍ
ｘ→０φ′
（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０

１
ｘ２
［ｘｆ（ｘ）－∫

ｘ

０
ｆ（ｕ）ｄｕ］

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ －ｌｉｍ

ｘ→０

∫
ｘ

０
ｆ（ｕ）ｄｕ

ｘ２
（由题设及前式）

＝Ａ－Ａ２＝
Ａ
２＝φ′
（０），

所以φ′（ｘ）在ｘ＝０处连续．

八、解：设ｆ（ｘ）＝ｘ－π２ｓｉｎｘ－ｋ
，再对ｆ（ｘ）求导有ｆ′（ｘ）＝１－π２ｃｏｓｘ．

令ｆ′（ｘ）＝０，可得惟一驻点ｘ０＝ａｒｃｃｏｓ
２
π．

因为ｆ′（ｘ）在（０，ｘ０）和 ｘ０，
π（ ）２ 内由负变正，所以ｘ０是极小值点，也是 ０，

π［ ］２ 上的最小

值点，其最小值为ｆ（ｘ０）＝ｘ０－
π
２ｓｉｎｘ０－ｋ．

而最大值为ｆ（０）＝ｆ π（ ）２ ＝－ｋ．

当ｆ（ｘ０）＝０时，即当ｋ＝ｘ０－
π
２ｓｉｎｘ０
时，方程有惟一（实）根．

当ｆ（ｘ０）＜０且ｆ（０）＝－ｋ＞０时，即当ｘ０－
π
２ｓｉｎｘ０＜ｋ＜０

时，方程有两个（实）根．

当ｆ（ｘ０）＞０且ｆ（０）＝－ｋ≤０时，即当ｋ＜ｘ０－
π
２ｓｉｎｘ０
或ｋ≥０时，方程无（实）根．

１９９８年试题参考答案

一、填空题

（１）解１：这是００
型，用洛必达（Ｌ′Ｈｏｓｐｉｔａｌ）法则及分子有理化，有

原式＝ｌｉｍ
ｘ→０

１
２ １＋槡 ｘ

－ １
２ １－槡 ｘ

２ｘ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

１－槡 ｘ－ １＋槡 ｘ
４ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

（１－ｘ）－（１＋ｘ）
４ｘ（ １－槡 ｘ＋ １＋槡 ｘ）

＝－１４．

解２：先将 １－槡 ｘ和 １＋槡 ｘ进行二阶Ｔａｙｌｏｒ展开（带Ｐｅａｎｏ余项形式）

１－槡 ｘ＝１－１２ｘ－
１
８ｘ

２＋ｏ（ｘ２）， １＋槡 ｘ＝１＋１２ｘ－
１
８ｘ

２＋ｏ（ｘ２），

代入极限式有

ｌｉｍ
ｘ→０

１＋槡 ｘ－ １－槡 ｘ－２
ｘ２ ＝ｌｉｍ

ｘ→０
－１４＋

ｏ（ｘ２）
ｘ（ ）２ ＝－１４．

（２）解：ｙ＝－ｘ３＋ｘ２＋２ｘ是３次曲线，在坐标平面上拐２个“弯”，因而与Ｏｘ轴最多有

３个交点．
令ｙ＝０，解得ｘ＝－１，０，２，表明恰有３个交点．

１９９８年试题参考答案 ２－４１
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由于曲线（函数）的连续性，在区间（－１，０）和（０，２）内ｙ肯定异号．令ｘ＝１，得ｙ＝２．因
此，当－１＜ｘ＜０时，ｙ＜０；当０＜ｘ＜２时，ｙ＞０．故所求面积

Ｓ＝∫
０

－１
（０－ｙ）ｄｘ＋∫

２

０
ｙｄｘ＝３７１２．

（３）解：由题设及不定积分性质有

∫ｌｎｓｉｎｘｓｉｎ２ｘｄｘ＝－∫ｌｎｓｉｎｘｄ（ｃｏｔｘ） （由分部积分）
＝－ｃｏｔｘ·ｌｎｓｉｎｘ＋∫ｃｏｔ·ｃｏｓｘｓｉｎｘｄｘ
＝－ｃｏｔｘ·ｌｎｓｉｎｘ＋∫ １

ｓｉｎ２ｘ－（ ）１ｄｘ
＝－ｃｏｔｘ·ｌｎｓｉｎｘ－ｃｏｔｘ－ｘ＋Ｃ．

（４）解：令ｘ２－ｔ２＝ｕ，则－２ｔｄｔ＝ｄｕ．当ｔ＝０时，ｕ＝ｘ２；当ｔ＝ｘ时，ｕ＝０．于是

∫
ｘ

０
ｔｆ（ｘ２－ｔ２）ｄｔ＝－１２∫

０

ｘ
２ｆ（ｕ）ｄｕ＝１２∫

ｘ
２

０
ｆ（ｕ）ｄｕ．

ｄ
ｄｘ∫

ｘ

０
ｔｆ（ｘ２－ｔ２）ｄｔ＝ ｄｄｘ

１
２∫

ｘ
２

０
ｆ（ｕ）ｄ［ ］ｕ ＝ｘｆ（ｘ２）．

（５）解：由题设可有 ａ＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｙ
ｘ＝ｌｉｍｘ→＋∞

ｘｌｎｅ＋１（ ）ｘ
ｘ ＝１，且

ｂ＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞
（ｙ－ａｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｘｌｎｅ＋１（ ）ｘ［ ］－１ 令１

ｘ＝ｔ（ ）代换

＝ｌｉｍ
ｔ→＋０

ｌｎ（ｅ＋ｔ）－１
ｔ ＝ｌｉｍ

ｔ→＋０

１
ｅ＋ｔ＝

１
ｅ．

故知曲线的渐近线方程为ｙ＝ａｘ＋ｂ，将上ａ，ｂ代入，即ｙ＝ｘ＋１ｅ．

此外，注意到ｌｉｍ
ｘ→∞
ｘｌｎｅ＋１（ ）ｘ ＝∞，ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｘｌｎｅ＋１（ ）ｘ ＝０，知曲线无水平和铅直渐近线．

二、选择题

（１）解：由ｌｉｍ
ｎ→∞
ｙｎ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎｙｎ·

１
ｘｎ
＝０，知ｙｎ必为无穷小，故选（Ｄ）．

另外，取ｘｎ＝（－１）ｎ，ｙｎ＝０，可排除（Ａ）．
取ｘｎ＝１，０，３，０，５，０，⋯．又取ｙｎ＝０，２，０，４，０，６，⋯，可排除（Ｂ）．
取ｘｎ＝０，ｙｎ＝１，可排除（Ｃ）．
（２）解：由ｆ（ｘ）＝（ｘ＋１）（ｘ－２）｜ｘ｜｜ｘ＋１｜｜ｘ－１｜，知ｆ（ｘ）的不可导点只可能在

ｘ＝－１，０，１三点处．
因为ｇ（ｘ）＝（ｘ－ａ）｜ｘ－ａ｜在ｘ＝ａ处可导，而φ（ｘ）＝｜ｘ－ａ｜在ｘ＝ａ处不可导，所

以ｆ（ｘ）在ｘ＝０和ｘ＝１处不可导．
故选（Ｂ）．

（３）解：由题设和微分定义有 ｄｙ＝
ｙ

１＋ｘ２ｄｘ
，两边积分有
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∫ｄｙｙ ＝∫ｄｘ
１＋ｘ２
，ｌｎ｜ｙ｜＝ａｒｃｔａｎｘ＋ｌｎ｜Ｃ｜，

有ｙ＝Ｃｅａｒｃｔａｎｘ．令ｘ＝０，定出Ｃ＝π．于是ｙ（１）＝πｅ
π
４．

故选（Ｄ）．
（４）解：选项（Ａ）和（Ｂ）表明函数单调变化，但命题中无此假设，故排除选项（Ａ）和（Ｂ）．
因为选项（Ｃ）和（Ｄ）极限式的分母大于零（在ａ的充分小邻域内），所以由ｆ（ｘ）的连续性

及ｆ（ａ）为极大值的条件（即ｆ（ａ）≥ｆ（ｘ）），有

ｌｉｍ
ｔ→ａ

ｆ（ｔ）－ｆ（ｘ）
（ｔ－ｘ）２ ＝ｆ

（ａ）－ｆ（ｘ）
（ａ－ｘ）２ ≥０ （ｘ≠ａ）．

由此知（Ｃ）正确．故选（Ｃ）．
（５）解１：设Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ，ａｉｊ的代数余子式为Ａｉｊ，则由定义，Ａ＝（Ａｊｉ）ｎ×ｎ．
因为Ａｉｊ是ｎ－１阶行列式（不计系数（－１）ｉ＋ｊ），所以矩阵ｋＡ＝（ｋａｉｊ）ｎ×ｎ的伴随矩阵

（ｋＡ）＝（ｋｎ－１Ａｊｉ）ｎ×ｎ＝ｋｎ－１（Ａｊｉ）ｎ×ｎ＝ｋｎ－１Ａ．
故选（Ｂ）．

解２：（特值法）设Ａ＝Ｉ（单位矩阵），则注意到
（ｋＡ）＝（ｋＩ）＝｜ｋＩ｜（ｋＩ）－１＝ｋｎ｜Ｉ｜Ｉ－１ｋ－１

＝ｋｎ－１（｜Ｉ｜Ｉ）－１＝ｋｎ－１Ｉ＝ｋｎ－１Ａ．
故选（Ｂ）．

三、解：由设ｆ（ｘ）在（０，２π）内的间断点，即为 １

ｔａｎｘ－π（ ）４
不存在的点π

４
，３π
４
，５π
４
，７π
４．

在ｘ＝π４
处，ｆ π

４（ ）＋０ ＝ｌｉｍ
ｘ→π４＋０

ｆ（ｘ）＝＋∞，

在ｘ＝５π４
处，ｆ５π４（ ）＋０ ＝ｌｉｍ

ｘ→５π４＋０
ｆ（ｘ）＝＋∞，

故ｘ＝π４
，５π
４
为ｆ（ｘ）的第二类（或无穷）间断点．

在ｘ＝３π４
处，ｌｉｍ

ｘ→３π４＋０
ｆ（ｘ）＝１；在ｘ＝７π４

处，ｌｉｍ
ｘ→７π４＋０

ｆ（ｘ）＝１．

故ｘ＝３π４
，７π
４
为ｆ（ｘ）的第一类（或可去）间断点（注意到ｆ（ｘ）在此两点处无定义）．

四、解：由于ｘ→０时，ａｘ－ｓｉｎｘ→０，且极限ｃ不为零，所以当ｘ→０时，积分

∫
ｘ

ｂ

ｌｎ（１＋ｔ３）
ｔ ｄｔ→０，

故必有ｂ＝０．由于

ｌｉｍ
ｘ→０

ａｘ－ｓｉｎｘ

∫
ｘ

ｂ

ｌｎ（１＋ｔ３）
ｔ ｄｔ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ａ－ｃｏｓｘ
ｌｎ（１＋ｘ３）

ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ａ－ｃｏｓｘ
ｘ３
ｘ

（注意到ｌｎ（１＋ｘ３）～ｘ３）

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ａ－ｃｏｓｘ
ｘ２ ＝ｃ．（ｃ≠０）
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故必有ｌｉｍ
ｘ→０
（ａ－ｃｏｓｘ）＝０，知ａ＝１，从而ｃ＝１２．

五、解：由题设有ｙ＝ｕｓｅｃｘ，ｙ′＝ｕ′ｓｅｃｘ＋ｕｓｅｃｘ·ｔａｎｘ，且

ｙ″＝ｕ″ｓｅｃｘ＋２ｕ′ｓｅｃｘ·ｔａｎｘ＋ｕｓｅｃｘ·ｔａｎ２ｘ＋ｕｓｅｃ２ｘ．
代入原方程得 ｕ″＋４ｕ＝ｅｘ，其相应齐次方程的特征方程ｒ２＋４＝０的根为±２ｉ，

知齐次方程通解为 ｕ＝Ｃ１ｃｏｓ２ｘ＋Ｃ２ｓｉｎ２ｘ＋
ｅｘ
５
，其中Ｃ１，Ｃ２为任意常数．

从而原方程的通解为 ｙ＝Ｃ１
ｃｏｓ２ｘ
ｃｏｓｘ＋２Ｃ２ｓｉｎｘ＋

ｅｘ
５ｃｏｓｘ．

六、解：注意到被积函数内有绝对值号且ｘ＝１是其无穷间断点．因此

∫
３
２
１
２

ｄｘ
｜ｘ－ｘ２槡 ｜

＝∫
１

１
２

ｄｘ
ｘ－ｘ槡 ２＋∫

３
２

１

ｄｘ
ｘ－ｘ槡 ２

．

又∫
１

１
２

ｄｘ
ｘ２－槡 ｘ

＝∫
１

１
２

ｄｘ
１
４－ ｘ－（ ）１２槡

２＝ ａｒｃｓｉｎ（２ｘ－１［ ］）１－０１
２
＝ａｒｃｓｉｎ１＝ π２．

且

∫
３
２

１

ｄｘ
ｘ－ｘ槡 ２＝∫

３
２

１

ｄｘ

ｘ－（ ）１２
２
－槡 １
４

＝ｌｎ ｘ－（ ）１２ ＋ ｘ－（ ）１２
２
－槡［ ］１
４

３
２
１＋０

＝ｌｎ（２＋槡３）．

故 ∫
３
２
１
２

ｄｘ
｜ｘ－ｘ２槡 ｜

＝ π２＋ｌｎ
（２＋槡３）．

七、解：取沉放点为原点Ｏ建立坐标系，且Ｏｙ轴正向铅直向下，则由牛顿（Ｎｅｗｔｏｎ）第二
定律得

ｍｄ
２ｙ
ｄｔ２＝ｍｇ－Ｂρ－ｋｖ．

令 ｄｙ
ｄｔ＝ｖ
，则 ｄ

２ｙ
ｄｔ２＝ｖ

ｄｖ
ｄｙ
，代入上式中得

ｍｖｄｖｄｙ＝ｍｇ－Ｂρ－ｋｖ
， ｄｙ＝－ ｍｖ

ｍｇ－Ｂρ－ｋｖ
ｄｖ．

两边积分得 ｙ＝－ｍｋｖ－
ｍ（ｍｇ－Ｂρ）

ｋ２ ｌｎ（ｍｇ－Ｂρ－ｋｖ）＋Ｃ．

由初始条件ｖ ｙ＝０＝０定出Ｃ＝
ｍ（ｍｇ－Ｂρ）

ｋ２ ｌｎ（ｍｇ－Ｂρ）．

故所求ｙ与ｖ的函数关系式为

ｙ＝－ｍｋｖ－
ｍ（ｍｇ－Ｂρ）

ｋ２ ｌｎ
ｍｇ－Ｂρ－ｋｖ
ｍｇ－Ｂρ

．

八、证１：因要证的是存在ｘ０∈（０，１），使ｘ０ｆ（ｘ０）＝∫
１

ｘ０

ｆ（ｔ）ｄｔ．可设辅助函数

φ（ｘ）＝∫
１

ｘ
ｆ（ｔ）ｄｔ－ｘｆ（ｘ）．

接下来分两步进行，即一是使用零点定理；二是找出φ（ｘ）的原函数Φ（ｘ）后使用罗尔

历年考研数学试题详解·数学（二）２－４４



（Ｒｏｌｌｅ）定理．又

Φ（ｘ）＝∫φ（ｘ）ｄｘ＝∫∫
１

ｘ
ｆ（ｔ）ｄ（ ）ｔｄｘ－∫ｘｆ（ｘ）ｄｘ

＝ｘ∫
１

ｘ
ｆ（ｔ）ｄｔ＋∫ｘｆ（ｘ）ｄｘ－∫ｘｆ（ｘ）ｄｘ

＝ｘ∫
１

ｘ
ｆ（ｔ）ｄｔ．

（１）在区间（ａ，１）（０，１）其中ａ≥（ ）１２ 内任取ｘ１．
若在区间［ｘ１，１］上ｆ（ｘ）≡０，则（ｘ１，１）内任一点都可作为ｘ０．
否则可设ｆ（ｘ２）＞０为连续函数ｆ（ｘ）在区间［ｘ１，１］上的最大值，其中ｘ２∈［ｘ１，１］．

设φ（ｘ）＝∫
１

ｘ
ｆ（ｔ）ｄｔ－ｘｆ（ｘ），ｘ∈［０，ｘ２］，于是有φ（０）＞０，且

φ（ｘ２）＝∫
１

ｘ２

ｆ（ｔ）ｄｔ－ｘ２ｆ（ｘ２）≤（１－２ｘ２）ｆ（ｘ２）＜０．

故φ（ｘ）在（０，ｘ２）（０，１）内有零点ｘ０，结论（１）得证．

（２）由于ｆ′（ｘ）＞－２ｆ
（ｘ）
ｘ
，有φ′（ｘ）＝－ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ）－ｘｆ′（ｘ）＜０，所以φ（ｘ）在区间

（０，１）内单调减少，故此时（１）中的ｘ０是惟一的．

证２：（１）设Φ（ｘ）＝ｘ∫
１

ｘ
ｆ（ｔ）ｄｔ，易见Φ（０）＝Φ（１）＝０．

根据罗尔（Ｒｏｌｌｅ）定理，存在一点ｘ０∈（０，１）使

Φ′（ｘ０）＝∫
１

ｘ０

ｆ（ｘ）ｄｘ－ｘ０ｆ（ｘ０）＝０．

（２）同证１中的（２）．

九、解：设切点为（ｘ０， ｘ０槡 －１），而斜率为 １
２ ｘ０槡 －１

，于是

切线方程为 ｙ－ ｘ０槡 －１＝ １
２ ｘ０槡 －１

（ｘ－ｘ０）．

因其过原点，以（０，０）代入可得过原点的切线方程ｙ＝１２ｘ
，

而切点为（２，１）．
由曲线ｙ＝ ｘ槡 －１（１≤ｘ≤２）绕Ｏｘ轴旋转一周所得到的旋转面的面积

Ｓ１＝∫
２

１
２πｙ １＋ｙ′槡 ２ｄｘ＝π∫

２

１
４ｘ－槡 ３ｄｘ＝ π６

（ 槡５５－１）；

由直线段ｙ＝１２ｘ
（０≤ｘ≤２）绕Ｏｘ轴旋转一周所得到的旋转面的面积

Ｓ２＝∫
２

１
２π·１２ｘ

槡５
２ｄｘ＝槡５π．

因此，所求旋转体的表面积

Ｓ＝Ｓ１＋Ｓ２＝
π
６
（ 槡１１５－１）．
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十、解：因曲线向上凸，故ｙ″＜０．又由题设曲率有

－ｙ″
（１＋ｙ′２）槡 ２

＝ １
１＋ｙ′槡 ２
，即 ｙ″

１＋ｙ′２
＝－１．

令ｐ＝ｙ′，则ｐ′＝ｙ″，从而上述方程化为

ｐ′
１＋ｐ２

＝－１
ｄｐ
１＋ｐ２

＝－ｄｘ，

上式两边积分有 ａｒｃｔａｎｐ＝Ｃ１－ｘ．
因为ｙ＝ｙ（ｘ）在（０，１）处切线方程为ｙ＝ｘ＋１，所以ｐ｜ｘ＝０＝ｙ′｜ｘ＝０＝１．

代入上式得Ｃ１＝
π
４
，故 ｙ′＝ｔａｎ π４－（ ）ｘ ．

再将上式两边积分可得ｙ＝ｌｎ｜ｃｏｓ π４－（ ）ｘ｜＋Ｃ２，其中Ｃ２待定．
因为曲线过点（０，１），所以ｙ｜ｘ＝０＝１，代入上式得 Ｃ２＝１＋

１
２ｌｎ２．

故所求曲线的方程为

ｙ＝ｌｎｃｏｓ π４－（ ）［ ］ｘ ＋１＋１２ｌｎ２
， ｘ∈ －π４

，３π（ ）４ ．

因为ｃｏｓ π４－（ ）ｘ ≤１，且当ｘ＝π４
时ｃｏｓ π４－（ ）ｘ ＝１，所以 当ｘ＝π４

时函数取得极大值

ｙ＝１＋１２ｌｎ２．

又当ｘ→－π４＋０
及ｘ→３π４－０

时，ｃｏｓ π４－（ ）ｘ →０，知ｙ→－∞，故函数无极小值．

十一、证：（１）令φ（ｘ）＝ｘ２－（１＋ｘ）ｌｎ２（１＋ｘ），有φ（０）＝０，且

φ′（ｘ）＝２ｘ－ｌｎ２（１＋ｘ）－２ｌｎ（１＋ｘ）， φ′（０）＝０．

当ｘ∈（０，１）时，φ″（ｘ）＝
２
１＋ｘ
［ｘ－ｌｎ（１＋ｘ）］＞０，知φ′（ｘ）单增，

从而φ′（ｘ）＞φ′（０）＝０，知φ（ｘ）单增，则φ（ｘ）＞φ（０）＝０，即
（１＋ｘ）ｌｎ２（１＋ｘ）＜ｘ２．

（２）令ｆ（ｘ）＝ １
ｌｎ（１＋ｘ）－

１
ｘ
，ｘ∈（０，１］，则有ｆ（１）＝２ｌｎ２－１．

ｆ′（ｘ）＝
（１＋ｘ）ｌｎ２（１＋ｘ）－ｘ２
ｘ２（１＋ｘ）ｌｎ２（１＋ｘ）．

由（１），当ｘ∈（０，１）时ｆ′（ｘ）＜０，知ｆ（ｘ）单减，从而

ｆ（ｘ）＞ｆ（１）＝１ｌｎ２－１．

又注意到

ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

ｘ－ｌｎ（１＋ｘ）
ｘｌｎ（１＋ｘ）＝ｌｉｍｘ→０＋

ｘ－ｌｎ（１＋ｘ）
ｘ２ ＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

ｘ
２ｘ（１＋ｘ）＝

１
２
，

当ｘ∈（０，１）时，ｆ′（ｘ）＜０，知ｆ（ｘ）单减，且ｆ（ｘ）＜ｆ（０＋０）＝１２．

综上有 １
ｌｎ２－１＜

１
ｌｎ（１＋ｘ）－

１
ｘ＜

１
２．
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十二、解：由（２Ｉ－Ｃ－１Ｂ）ＡＴ＝Ｃ－１，有Ｃ（２Ｉ－ＣＴＢ）ＡＴ＝Ｉ，
即（２Ｃ－Ｂ）ＡＴ＝Ｉ，从而Ａ（２Ｃ－Ｂ）Ｔ＝Ｉ，即（２Ｃ－Ｂ）Ｔ可逆．

故 Ａ＝［（２Ｃ－Ｂ）Ｔ］－１＝

１ ０ ０ ０
２ １ ０ ０
３ ２ １ ０

烄

烆

烌

烎４ ３ ２ １

－１

＝

１ ０ ０ ０
－２ １ ０ ０
１ －２ １ ０

烄

烆

烌

烎０ １ －２ １

．

十三、解：设β＝ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３，即

ｘ１＋２ｘ２ ＝３，

４ｘ１＋７ｘ２＋ ｘ３＝１０，

ｘ２－ ｘ３＝ｂ，

２ｘ１＋３ｘ２＋ａｘ３＝４

烅

烄

烆 ．

（）

对方程组增广矩阵Ａ＝（Ａｂ）作初等行变换，使之化为阶梯形：

１ ２ ０ ３
４ ７ １ １０
０ １ －１ ｂ
２ ３ ａ







烄

烆

烌

烎４

→

１ ２ ０ ３
０ －１ １ －２
０ １ －１ ｂ
０ －１ ａ







烄

烆

烌

烎－２

→

１ ２ ０ ３
０ －１ １ －２
０ ０ ａ－１ ０
０ ０ ０ ｂ







烄

烆

烌

烎－２

．

（１）当ｂ≠２，ａ≠１时，秩（Ａ）＝３≠ｒ（Ａ）＝４；当ｂ≠２，ａ＝１时，秩（Ａ）＝２≠ｒ（Ａ）＝３．线
性方程组（）无解，故β不能由α１、α２、α３线性表示．
（２）当ｂ＝２，ａ≠１时，秩ｒ（Ａ）＝ｒ（Ａ）＝３，方程组（）有惟一解得ｘ１＝１，ｘ２＝２，ｘ３＝０．于
是β可惟一表示为 β＝－α１＋２α２．
当ｂ＝２，ａ＝１时，秩ｒ（Ａ）＝ｒ（Ａ）＝２＜３（未知量个数），方程组（）有无穷多组解．此时

（）的同解方程为

ｘ１＋２ｘ２＝３，

－ｘ２＋ｘ３＝－２
烅
烄

烆 ．

ｘ１＝－２ｘ３－１，

ｘ２＝ｘ３＋２
烅
烄

烆 ．
令ｘ３＝ｋ（ｋ为任意数），则ｘ１＝－（２ｋ＋１），ｘ２＝ｋ＋２，ｘ３＝ｋ．这时β可由α１、α２、α３线

性表示为

β＝－（２ｋ＋１）α１＋（ｋ＋２）α２＋ｋα３．

１９９９年试题参考答案
一、填空题

（１）解：由题设ｘ＝０，ｙ＝１，知ｔ＝０，又

ｄｙ
ｄｘ＝
（ｅｔｃｏｓｔ）′
（ｅｔｓｉｎ２ｔ）＝

ｃｏｓｔ－ｓｉｎｔ
ｓｉｎ２ｔ＋２ｃｏｓ２ｔ

，

将ｔ＝０代入得切线斜率ｋ＝１２
，从而法线斜率ｋ１＝－２．

故所求法线方程为 ｙ－１＝－２（ｘ－０），即ｙ＋２ｘ－１＝０．
（２）解：当ｘ＝０时ｙ＝１，对方程两边关于ｘ求导，得

２ｘ＋ｙ′
ｘ２＋ｙ

＝３ｘ３ｙ＋ｘ３ｙ′＋ｃｏｓｘ，ｙ′｜ｘ＝０＝１．
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（３）解：先将被积式分母变形，再作变量替换有

原式＝∫ ｘ＋５
（ｘ－３）２＋２２

ｄｘ＝∫ｔ＋８ｔ２＋２２
ｄｔ （此前令ｘ－３＝ｔ）

＝１２ｌｎ
（ｔ２＋２２）＋４ａｒｃｔａｎｔ２Ｃ．

再将ｔ＝ｘ－３代回即得

∫ ｘ＋５
ｘ２－６ｘ＋１３

ｄｘ＝１２ｌｎ
（ｘ２－６ｘ＋１３）＋４ａｒｃｔａｎｘ－３２ ＋Ｃ．

（４）解：由函数在［ａ，ｂ］上的平均值定义知

ｙ＝ １
ｂ－ａ∫

ｂ

ａ
ｙｄｘ＝ １

槡３
２－

１
２
∫
槡３
２
１
２

ｘ２ｄｘ
１－ｘ槡 ２

．

设ｘ＝ｓｉｎｔ，则ｄｘ＝ｃｏｓｔｄｔ．当ｘ＝１２
时，ｔ＝ π６

；当ｘ＝槡３２
时，ｔ＝ π３．

于是

ｙ＝ ２
槡３－１∫

π
３
π
６

ｓｉｎ２ｔ
ｃｏｓｔ
·ｃｏｓｔｄｔ＝ ２

槡３－１∫
π
３
π
６

１－ｃｏｓ２ｔ
２ ｄｔ＝槡３＋１１２ π．

（５）解：题设方程相应的特征方程为ｒ２－４＝０，解得ｒ＝±２．

设题设方程的特解为ｙ（ｘ）＝Ａｘｅ２ｘ，代入原方程得 Ａ＝１４．

故所求通解为ｙ＝Ｃ１ｅ－２ｘ＋Ｃ２２ｅ２ｘ＋
１
４ｘｅ

２ｘ，其中Ｃ１，Ｃ２为任意常数．
二、选择题

（１）解：由ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０－
ｆ（ｘ）＝０，知ｆ（ｘ）在ｘ＝０处连续．又由

ｆ－′（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

ｘ２ｇ（ｘ）－０
ｘ－０ ＝０，ｆ＋′（０）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

１－ｃｏｓｘ
槡ｘ

＝０．

知ｆ－′（０）＝ｆ＋′（０），所以ｆ（ｘ）在ｘ＝０处可导．
故选（Ｄ）．
（２）解：注意到下面的极限运算

ｌｉｍ
ｘ→０

α（ｘ）
β（ｘ）

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ５ｘ
５ｘ
·５

（１＋ｓｉｎｘ）
１
ｓｉｎｘ·ｃｏｓｘ

＝
ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ５ｘ
５（ ）ｘ

ｅｘｐｌｉｍ
ｘ→０
ｓｉｎｘ·１ｓｉｎ（ ）｛ ｝ｘ

＝５ｅ≠１．

故知α（ｘ）是β（ｘ）的同阶但不等价的无穷小（注意：上式分母的极限是用１∞型取对数后
用前文多次提到的公式ｌｉｍｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝ｅｌｉｍ［ｆ（ｘ）－１］ｇ（ｘ）计算的）．
（３）解：用特值法＋排除法．比如：

取ｆ（ｘ）＝ｘ（奇、单增函数），有Ｆ（ｘ）＝１２ｘ
２＋Ｃ是非单增，知选项（Ｄ）不真．

取ｆ（ｘ）＝ｘ２（偶函数），有Ｆ（ｘ）＝１３ｘ
３＋Ｃ是非奇函数，选项（Ｂ）不真．

取ｆ（ｘ）＝ｃｏｓｘ＋１（周期函数），有Ｆ（ｘ）＝ｓｉｎｘ＋ｘ＋Ｃ是非周期函数，选项（Ｃ）不真．
故选（Ａ）．
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注： 选项（Ａ）的正确性可做如下证明．
设ｆ（ｘ）是奇函数，即ｆ（－ｘ）＝－ｆ（ｘ）．又设Ｆ（ｘ）为ｆ（ｘ）的原函数，则

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＋Ｃ．

令ｔ＝－ｕ，则ｄｔ＝－ｄｕ．当ｔ＝０时，ｕ＝０；当ｔ＝－ｘ时，ｕ＝ｘ．于是

Ｆ（－ｘ）＝∫
－ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＋Ｃ＝－∫

ｘ

０
ｆ（－ｕ）ｄｕ＋Ｃ＝∫

ｘ

０
ｆ（ｕ）ｄｕ＋Ｃ＝Ｆ（ｘ）．

故Ｆ（ｘ）是偶函数．

（４）解：｛ｘｎ｝收敛于ａ的定义是：“对任意给定的正数ε１，总存在正整数Ｎ１，当ｎ＞Ｎ１
时，恒有 ｘｎ－ａ ＜ε１．”
可以证明，该定义与题设的叙述是等价的（只需取ε１＝２ε即可）．
故选（Ｃ）．
（５）解：依行列式运算性质，将其第１列乘以－１加到第２，３，４列有：

ｆ（ｘ）＝

ｘ－２ １ ０ －１
２ｘ－２ １ ０ －１
３ｘ－３ １ ｘ－２ －２
４ｘ －３ ｘ－７ －３

第２列

加到第４

列

ｘ－２ １ ０ ０
２ｘ－２ １ ０ ０
３ｘ－３ １ ｘ－２ －１
４ｘ －３ ｘ－７ －６

＝
ｘ－２ １
２ｘ－２ １

·
ｘ－２ １
ｘ－７ ６

＝５ｘ（ｘ－１）．

由此可知ｆ（ｘ）＝０有２个根．
故选（Ｂ）．
三、解：利用计算函数极限的方法，注意下面的变形：

原式＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｔａｎｘ－ｓｉｎｘ
ｘ［ｌｎ（１＋ｘ）－ｘ］

· １
１＋ｔａｎ槡 ｘ＋ １＋ｓｉｎ槡｛ ｝ｘ

＝１２ｌｉｍｘ→０
ｔａｎｘ（１－ｃｏｓｘ）
ｘ［ｌｎ（１＋ｘ）－ｘ］

（分式用无穷小量代换）

＝１４ｌｉｍｘ→０
ｘ２

ｌｎ（１＋ｘ）－ｘ
（用洛必达（Ｌ′Ｈｏｓｐｉｔａｌ）法则）

＝１４ｌｉｍｘ→０
２ｘ
－ｘ
１＋ｘ

＝－１２．

此外还可先将所求极限式分母有理化，再用Ｌ′Ｈｏｓｐｉｔａｌ法则亦可求得极限值．
四、解：先考虑不定积分的计算：

∫ａｒｃｔａｎｘｘ２ ｄｘ＝－∫ａｒｃｔａｎｘｄ １（ ）ｘ ＝－ａｒｃｔａｎｘｘ ＋∫ ｄｘ
ｘ（１＋ｘ２）

＝－ａｒｃｔａｎｘｘ ＋∫１
ｘ－

ｘ
１＋ｘ（ ）２ ｄｘ

＝－ａｒｃｔａｎｘｘ ＋ｌｎｘ－１２ｌｎ
（１＋ｘ２）＋Ｃ

＝－ａｒｃｔａｎｘｘ ＋ｌｎ ｘ
１＋ｘ槡 ２＋Ｃ．

此外还可用变量替换ｔ＝ａｒｃｔａｎｘ计算不定积分．
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故 原式＝ －ａｒｃｔａｎｘｘ ＋ｌｎ ｘ
１＋ｘ槡［ ］２ ＋∞

１ ＝０－ －π４＋ｌｎ
１
槡［ ］２ ＝

π
４＋

１
２ｌｎ２．

五、解：将题设方程化为 ｄｙ
ｄｘ＝

ｙ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２

ｘ
，再令ｙ＝ｘｕ得

ｕ＋ｘｄｕｄｘ＝ｕ＋ １＋ｕ槡 ２  ｄｕ
１＋ｕ槡 ２

＝ｄｘｘ ．

两边积分得 ｕ＋ １＋ｕ槡 ２＝Ｃｘ（Ｃ＞０常数），即ｙ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２＝Ｃｘ２．
将ｙ｜ｘ＝１＝０代入，得Ｃ＝１，故题设初值问题微分方程的解为

ｙ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２＝ｘ２ｙ＝１２ｘ
２－１２．

六、解：坐标系取法如图所示．现在推导抓斗位于ｘ处时的卷重量包括三部分：抓斗自重

４００（Ｎ）、缆绳重５０（３０－ｘ）（Ｎ）和污泥重．

污泥在开始被抓起时为２０００（Ｎ），当抓斗提升到ｘ 处时，用了ｘ２
（ｓ），漏出的污泥为

２０·ｘ３
（Ｎ），因此污泥重为２０００－２０ｘ３

（Ｎ）．于是总重量为

Ｐ（ｘ）＝４００＋５０（３０－ｘ）＋２０００－２０ｘ３ ＝３９００－
１７０
３ｘ．

抓斗克服重力所做的功为

Ｗ ＝∫
３０

０
Ｐ（ｘ）ｄｘ＝∫

３０

０
（３９００－１７０３ｘ

）ｄｘ＝９１５００（Ｊ）．

七、解：由题设知所给函数的定义域为（－∞，１）∪（１，＋∞）．

又由ｙ′＝ｘ
２（ｘ－３）
（ｘ－１）３

，令ｙ′＝０，得驻点ｘ＝０及ｘ＝３．

再由ｙ″＝ ６ｘ
（ｘ－１）４

，令ｙ″＝０，得（可能）拐点ｘ＝０．函数大致性态讨论如下表所列：

ｘ （－∞，０） ０ （０，１） （１，３） ３ （３，＋∞）

ｙ′ ＋ ０ ＋ － ０ ＋

ｙ″ － ０ ＋ ＋ ＋ ＋

ｙ  拐点   极小值 

由上表可知：

（１）函数的单增区间为（－∞，０）、（０，１）和（３，＋∞），单减区间为（１，３）；极小值为ｙ｜ｘ＝３＝
２７
４．

（２）函数图形在区间（－∞，０）内是（向上）凸出，在区间（０，１），（１，＋∞）内是（向上）凹的，
拐点为点（０，０）．

（３）由ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ３
（ｘ－１）２＝＋∞

，知ｘ＝１是函数图形的铅直渐近线；

又 ｌｉｍ
ｘ→∞

ｙ
ｘ＝ｌｉｍｘ→∞

ｘ２
（ｘ－１）２＝１

， ｌｉｍ
ｘ→∞
（ｙ－ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→∞

ｘ３
（ｘ－１）２－［ ］ｘ ＝２．

故ｙ＝ｘ＋２是函数图形的斜渐近线．
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八、证：将ｆ（ｘ）在区间［－１，１］按麦克劳林（Ｍａｃｌａｕｒｉｎ）公式展开，即

ｆ（ｘ）＝ｆ（０）＋ｆ′（０）ｘ＋１２！ｆ″
（０）ｘ２＋１３！ｆ

（η）３，η介于０与ｘ之间．

再将ｘ＝－１和ｘ＝１分别代入上式中，得

０＝ｆ（－１）＝ｆ（０）＋１２ｆ″
（０）－１６ｆ

（η１）， －１＜η１＜０，

１＝ｆ（１）＝ｆ（０）＋１２ｆ″
（０）＋１６ｆ

（η２），０＜η２＜１，

两式相减，可得ｆ（η１）＋ｆ（η２）＝６．
设Ｍ 和ｍ 分别是ｆ（ｘ）在［η１，η２］上的最大值和最小值，显然有

ｍ≤ｆ（η１）≤Ｍ， ｍ≤ｆ（η２）≤Ｍ，

则 ｍ≤１２
［ｆ（η１）＋ｆ（η２）］≤Ｍ．

再由连续函数的介值定理知，至少存在一点ξ∈［η１，η２］（－１，１），使

ｆ（ξ）＝
１
２
［ｆ（η１）＋ｆ（η２）］＝３．

九、解：曲线ｙ＝ｙ（ｘ）上点Ｐ（ｘ，ｙ）处的切线方程为
Ｙ－ｙ＝ｙ′（ｘ）（Ｘ－ｘ）．

它与Ｏｘ轴的交点为 ｘ－ｙｙ′
，（ ）０ ．由于ｙ′（ｘ）＞０，ｙ（０）＝１，则ｙ（ｘ）＞０，于是

Ｓ１＝
１
２ｙ｜ｘ－ ｘ－ｙｙ（ ）′ ｜＝ｙ

２

２ｙ′．

由题设 Ｓ２＝∫
ｘ

０
ｙ（ｔ）ｄｔ 及２Ｓ１－Ｓ２＝１知

ｙ２

ｙ′－∫
ｘ

０
ｙ（ｔ）ｄｔ＝１，

两边求导有 ｙｙ″＝（ｙ′）２．令ｙ′＝ｐ，则ｙ″＝ｐ
ｄｐ
ｄｙ
，

上面方程可化为ｙ
ｄｐ
ｄｙ＝ｐ
或 ｄｐ
ｐ ＝

ｄｙ
ｙ
，两边积分得 ｐ＝Ｃ１ｙ，即

ｄｙ
ｄｘ＝Ｃ１ｙ．

两边再积分得 ｙ＝ｅＣ１ｘ＋Ｃ２ｘ．

由ｙ（０）＝１及ｙ
２

ｙ′－∫
ｘ

０
ｙ（ｔ）ｄｔ＝１知ｙ′（０）＝１，由此可得Ｃ１＝１，Ｃ２＝０．

故 所求曲线的方程是ｙ＝ｅｘ．
十、解：要证｛ａｎ｝收敛，只须证ａｎ是单调有界数列．事实上由题设，

ｆ（ｋ＋１）≤∫
ｋ＋１

ｋ
ｆ（ｘ）ｄｘ≤ｆ（ｋ），ｋ＝１，２．⋯．

（１）有界性．注意到ｆ（ｘ）非负及下面的运算，即

ａｎ＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｆ（ｋ）－∑

ｎ－１

ｋ＝１∫
ｋ＋１

ｋ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∑

ｎ－１

ｋ＝１
ｆ（ｋ）［ｆ（ｋ）－∫

ｋ＋１

ｋ
ｆ（ｘ）ｄｘ］＋ｆ（ｎ）≥０．

（２）单调性．由

ａｎ＋１－ａｎ＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｆ（ｋ）－∑

ｎ－１

ｋ＝１
ｆ（ｋ）＋∫

ｎ＋１

１
ｆ（ｘ）ｄｘ－∫

ｎ

１
ｆ（ｘ）ｄ［ ］ｘ

＝ｆ（ｎ＋１）－∫
ｎ＋１

ｎ
ｆ（ｘ）ｄｘ≤０，
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知｛ａｎ｝单调减少．
故｛ａｎ｝的极限存在．
十一、解：由题设式左乘Ａ后有ＡＡＸ＝Ｉ＋２ＡＸ，即 （ＡＡ－２Ａ）Ｘ＝Ｉ，

或（｜Ａ｜Ｉ－２Ａ）Ｘ＝Ｉ，则 Ｘ＝（｜Ａ｜Ｉ－２Ａ）－１，又｜Ａ｜＝４，故

Ｘ＝（４Ｉ－２Ａ）－１＝ ４Ｉ－２
１ －１ １
１ １ －１

烄

烆

烌

烎

熿

燀

燄

燅－１ １ １

－１

＝１４

１ １ ０
０ １ １
烄

烆

烌

烎１ ０ １
．

十二、解：（１）考虑矩阵（α１，α２，α３，α４α）经行初等变换化为

１ －１ ３ －２ ４
１ －３ ２ －６ １
１ ５ －１ １０ ６
３ １ ｐ＋２ ｐ







烄

烆

烌

烎１０

→

１ －１ ３ －２ ４
１ －２ －１ －４ －３
０ ６ －４ １２ ２
０ ４ ｐ－７ ｐ







烄

烆

烌

烎＋６ －２

→

→

０ －１ ３ －２ ４
０ －２ －１ －４ －３
０ ０ －７ ０ －１
０ ０ ｐ－９ ｐ







烄

烆

烌

烎－２ －８

→

１ －１ ３ －２ ４
０ －２ －１ －４ －３
０ ０ １ ０ １
０ ０ ０ ｐ－２ １－







烄

烆

烌

烎ｐ

（１）当ｐ≠２时，向量组α１、α２、α３、α４线性无关．
此时设α＝ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３＋ｘ４α４，化为四元线性方程组可解得

ｘ１＝２，ｘ２＝
３ｐ－４
ｐ－２
，ｘ３＝１，ｘ４＝

１－ｐ
ｐ－２．

（２）当ｐ＝２时，向量组α１、α２、α３、α４线性相关．
由上面变换可看出此时向量组的秩等于３．且α１、α２、α３（或α１、α３、α４）为其一个极大线

性无关组．

２０００年试题参考答案
一、填空题

（１）解：注意到ｌｎ（１＋ｔ）～ｔ（ｔ充分小或ｔ→０时），有

ｌｉｍ
ｘ→０

ａｒｃｔａｎｘ－ｘ
ｌｎ（１＋２ｘ３）＝ｌｉｍｘ→０

ａｒｃｔａｎｘ－ｘ
２ｘ３ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

１
１＋ｘ２－１

６ｘ２ ＝－１６．

（２）解：取微分 ｄ（２ｘｙ）＝ｄｘ＋ｄｙ，即２ｘｙｌｎ２·（ｙｄｘ＋ｘｄｙ）＝ｄｘ＋ｄｙ．
再令ｘ＝０，则得ｙ＝１．代入前式中，解得ｄｙ＝（ｌｎ２－１）ｄｘ．
（３）解：设 ｘ槡 －２＝ｔ，则ｘ＝ｔ２＋２，且ｄｘ＝２ｔｄｔ，当ｘ＝２时，ｔ＝０；当ｘ＝＋∞时，

ｔ＝＋∞．于是

∫
＋∞

２

ｄｘ
（ｘ＋７） ｘ－槡 ２

＝∫
＋∞

０

２ｔｄｔ
（ｔ２＋９）ｔ＝

２
３ ａｒｃｔａｎ

ｔ［ ］３
＋∞

０
＝ π３．

（４）解：由题设及曲线斜渐近线ｙ＝ａｘ＋ｂ计算公式有
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ａ＝ｌｉｍ
ｘ→∞

ｙ
ｘ＝ｌｉｍｘ→∞
（２ｘ－１）ｅ

１
ｘ

ｘ ＝ｌｉｍ
ｘ→∞

２－１（ ）ｘ ｅ
１
ｘ＝２，

且 ｂ＝ｌｉｍ
ｘ→∞
（ｙ－ａｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→∞
［（２ｘ－１）ｅ

１
ｘ－２ｘ］＝ｌｉｍ

ｘ→∞
［２ｘ（ｅ

１
ｘ－１）－ｅ

１
ｘ］

＝ｌｉｍ
ｘ→∞
２ｘ·１ｘ－ｌｉｍｘ→∞

１
ｘ＝１．

故所求曲线斜渐近线方程为ｙ＝ａｘ＋ｂ，即ｙ＝２ｘ＋１．
（５）解：由设 Ｂ＝（Ｉ＋Ａ）－１（Ｉ－Ａ）有（Ｉ＋Ａ）Ｂ＝Ｉ－Ａ，即

Ｂ＋ＡＢ＋Ａ＝Ｉ，
两边加Ｉ有 Ｉ＋Ｂ＋Ａ（Ｉ＋Ｂ）＝２Ｉ，从而（Ｉ＋Ｂ）（Ｉ＋Ａ）＝２Ｉ，故

（Ｉ＋Ｂ）－１＝１２
（Ｉ＋Ａ）＝

１ ０ ０ ０
－１ ２ ０ ０
０ －２ ３ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ －３ ４

．

二、选择题

（１）解：当ｂ＞０时ｘ→－∞且，ｅｂｘ→０，从而ｆ（ｘ）→×０，因此ｂ＜０，排除选项（Ｂ）和（Ｃ）．又

因为ｅｂｘ＞０，为使ｆ（ｘ）＝ ｘ
ａ＋ｅｂｘ
到处连续，只能ａ≥０．

故选（Ｄ）．
（２）解：在题设方程中令ｘ＝０，可得ｆ″（０）＝０．又由题设有

ｆ″（ｘ）＝ｘ－［ｆ′（ｘ）］２＝ｘ１－
［ｆ′（ｘ）］２｛ ｝ｘ ． （）

由于 ｌｉｍ
ｘ→０

［ｆ′（ｘ）］２
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ′（ｘ）－ｆ′（０）
ｘ［ ］－０

２
·ｘ＝０，

因此ｘ＝０充分小的邻域内，由式（）看出ｆ″（ｘ）左右变号，知其为拐点．
故选（Ｃ）．

（３）解１：由ｆ′（ｘ）ｇ（ｘ）－ｆ（ｘ）ｇ′（ｘ）＜０，有

ｆ′（ｘ）ｇ（ｘ）－ｆ（ｘ）ｇ′（ｘ）
ｇ２（ｘ）

＜０ ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ［ ］）′＜０．

由 ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ［ ］）′＜０，知

ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）
单减，则当ａ＜ｘ＜ｂ时，

ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）＞

ｆ（ｂ）
ｇ（ｂ）ｆ

（ｘ）ｇ（ｂ）＞ｆ（ｂ）ｇ（ｘ）．

解２：由ｆ′（ｘ）ｇ（ｘ）－ｆ（ｘ）ｇ′（ｘ）＜０，有

ｆ′（ｘ）
ｆ（ｘ）＜

ｇ′（ｘ）
ｇ（ｘ） ∫

ｂ

ｘ

ｆ′（ｘ）
ｆ（ｘ）ｄｘ＜∫

ｂ

ｘ

ｇ′（ｘ）
ｇ（ｘ）ｄｘ

，

从而 ｌｎｆ
（ｂ）
ｆ（ｘ［ ］）＜ｌｎ

ｇ（ｂ）
ｇ（ｘ［ ］），有

ｆ（ｂ）
ｆ（ｘ）＜

ｇ（ｂ）
ｇ（ｘ）
，故ｆ（ｘ）ｇ（ｂ）＞ｆ（ｂ）ｇ（ｘ）．

故选（Ａ）．

（４）解：利用极限式变形以及题设ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ６ｘ＋ｘｆ（ｘ）
ｘ［ ］３ ＝０，则有
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ｌｉｍ
ｘ→０

６＋ｆ（ｘ）
ｘ２ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

６ｘ＋ｘｆ（ｘ）
ｘ３ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

６ｘ－ｓｉｎ６ｘ
ｘ３ ＋

ｓｉｎ６ｘ＋ｘｆ（ｘ）
ｘ［ ］３

＝ｌｉｍ
ｘ→０

６－６ｃｏｓ６ｘ
３ｘ２ ＋０＝ｌｉｍ

ｘ→０

３６ｓｉｎ６ｘ
６ｘ ＝３６．

此外还可由ｓｉｎ６ｘ＝６ｘ－１３！
（６ｘ）３＋ｏ（ｘ３）代入ｓｉｎ６ｘ直接计算可有

０＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ６ｘ＋ｘｆ（ｘ）
ｘ３ ＝ｌｉｍ

６ｘ＋ｘｆ（ｘ）
ｘ３ －３６＋ｏ

（ｘ３）
ｘ［ ］３ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

６＋ｆ（ｘ）
ｘ２ －３６，

从而 ｌｉｍ
ｘ→０

６＋ｆ（ｘ）
ｘ２ ＝３６．

故选（Ｃ）．
（５）解：ｙ１＝ｅ－ｘ和ｙ２＝２ｘｅ－ｘ所对应特征方程的根为ｒ＝－１（二重根）；ｙ３＝３ｅｘ所对应
特征方程的根为ｒ＝１．因此特征方程为

（ｒ＋１）２（ｒ－１）＝０，即ｒ３＋ｒ２－ｒ－１＝０．
与此特征方程所对应的微分方程是 ｙ＋ｙ″－ｙ′－ｙ＝０．
故选（Ｂ）．

三、解：设ｌｎｘ＝ｔ，则ｘ＝ｅｔ，且ｆ（ｔ）＝ｌｎ
（１＋ｅｔ）
ｅｔ

．从而

∫ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫ｌｎ（１＋ｅ
ｔ）

ｅｔ
ｄｘ＝－∫ｌｎ（１＋ｅｘ）ｄｅ－ｘ

＝－ｅ－ｘｌｎ（１＋ｅｘ）＋∫ １
１＋ｅｘ

ｄｘ

＝－ｅ－ｘｌｎ（１＋ｅｘ）＋∫１－ ｅｘ

１＋ｅ（ ）ｘ ｄｘ
＝－ｅ－ｘｌｎ（１＋ｅｘ）＋ｘ－ｌｎ（１＋ｅｘ）＋Ｃ
＝ｘ－（１＋ｅ－ｘ）ｌｎ（１＋ｅｘ）＋Ｃ．

四、解：由题设容易求出面积Ｓ（ｔ）的表达式（分段形式），即

Ｓ（ｔ）＝

１
２ｔ

２， ０≤ｔ≤１，

－１２ｔ
２＋２ｔ－１，１＜ｔ≤２，

１， ｔ＞２

烅

烄

烆 ．

当０≤ｘ≤１时，∫
ｘ

０
Ｓ（ｔ）ｄｔ＝∫

ｘ

０

１
２ｔ

２ｄｔ＝１６ｘ
３；

当１＜ｘ≤２时，

∫
ｘ

０
Ｓ（ｔ）ｄｔ＝∫

１

０
Ｓ（ｔ）ｄｔ＋∫

ｘ

１
Ｓ（ｔ）ｄｔ＝－ｘ

３

６＋ｘ
２－ｘ＋１３

；

当ｘ＞２时，∫
ｘ

０
Ｓ（ｔ）ｄｔ＝∫

２

０
Ｓ（ｔ）ｄｔ＋∫

ｘ

２
Ｓ（ｔ）ｄｔ＝ｘ－１．
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因此∫
ｘ

０
Ｓ（ｔ）ｄｔ＝

１
６ｘ

３， ０≤ｘ≤１，

－１６ｘ
３＋ｘ２－ｘ＋１３

，１＜ｘ≤２，

ｘ－１， ｘ＞２

烅

烄

烆 ．

五、解１：设ｕ＝ｘ２，ｖ＝ｌｎ（１＋ｘ）．根据莱布尼兹（Ｌｅｉｂｎｉｚ）公式，有

ｆ（ｎ）（ｘ）＝ｕｖ（ｎ）＋Ｃ１ｎｕ′ｖ
（ｎ－１）＋Ｃ２ｎｕ″ｖ

（ｎ－２） （注意：ｕ（ｋ）＝０，ｋ≥３）

＝ｘ２
（－１）（ｎ－１）（ｎ－１）！
（１＋ｘ）ｎ ＋２ｎｘ

（－１）（ｎ－２）（ｎ－２）！
（１＋ｘ）ｎ－１

＋ｎ（ｎ－１）
（－１）（ｎ－３）（ｎ－３）！
（１＋ｘ）（ｎ－２）

，

故 ｆ（ｎ）（０）＝（－１）ｎ－３ｎ（ｎ－１）（ｎ－３）！＝
（－１）（ｎ－１）ｎ！
ｎ－２ ．

解２：由麦克劳林（Ｍａｃｌａｕｒｉｎ）公式将ｆ（ｘ）在ｘ＝０展开，即

ｆ（ｘ）＝ｆ（０）＋
ｆ′（０）
１！ｘ＋
⋯＋ｆ
（０）（ｎ）（０）
ｎ！ ｘｎ＋ｏ（ｘｎ），

以及ｌｎ（１＋ｘ）在ｘ＝０处的泰勒（Ｔａｙｌｏｒ）展开，有

ｘ２ｌｎ（１＋ｘ）＝ｘ２ｘ－ｘ
２

２＋
ｘ３
３＋
⋯＋（－１）ｎ－１ｘ

ｎ－２

ｎ－２＋ｏ
（ｘｎ－２［ ］）

＝ｘ３－ｘ
４

２＋
ｘ５
３＋
⋯＋（－１）ｎ－１·ｘ

ｎ

ｎ－２＋ｏ
（ｘｎ），

比较ｘｎ的系数得 ｆ
（ｎ）（０）
ｎ！ ＝
（－１）ｎ－１
ｎ－２
，故ｆ（ｎ）（０）＝

（－１）ｎ－１ｎ！
ｎ－２ ．

六、解１：因为｜ｓｉｎｘ｜≥０，且ｎπ≤ｘ＜（ｎ＋１）π，所以

∫
ｎπ

０
｜ｃｏｓｘ｜ｄｘ≤Ｓ（ｘ）＜∫

（ｎ＋１）π

０
｜ｃｏｓｘ｜ｄｘ．

又因为｜ｃｏｓｘ｜是以π为周期的函数，故它们在每个周期上积分值相等，所以

∫
ｎπ

０
｜ｃｏｓｘ｜ｄｘ＝ｎ∫

π

０
｜ｃｏｓｘ｜ｄｘ＝２ｎ，

∫
（ｎ＋１）π

０
｜ｃｏｓｘ｜ｄｘ＝（ｎ＋１）∫

π

０
｜ｃｏｓｘ｜ｄｘ＝２（ｎ＋１）．

将这两式代入前式得 ２ｎ≤Ｓ（ｘ）＜２（ｎ＋１）．
（２）由（１）知，当ｎπ≤ｘ＜（ｎ＋１）π时可有

２ｎ
（１＋１）π＜

Ｓ（ｘ）
ｘ ＜２
（ｎ＋１）
ｎπ ．

令ｘ→＋∞，由夹逼准则得 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

Ｓ（ｘ）
ｘ ＝２π．

七、解：设从２０００年初（令此时刻ｔ＝０）开始，第ｔ年湖泊中污染物Ａ的总量为ｍ，浓度

为ｍ
Ｖ
，则时间间隔［ｔ，ｔ＋ｄｔ］内，排入湖泊中Ａ的量为

ｍ０
Ｖ
·Ｖ
６ｄｔ＝

ｍ０
６ｄｔ．
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流出湖泊的水中污染物Ａ的量为 ｍ
Ｖ
·Ｖ
３ｄｔ＝

ｍ
３ｄｔ．

因而在此时间间隔内湖泊中污染物Ａ的改变量 ｄｍ＝ ｍ０
６－

ｍ（ ）３ ｄｔ．
用分离变量法先将方程变形进而解此微分方程得ｍ＝

ｍ０
２－Ｃｅ

－ｔ３．

代入初始条件ｍ ｔ＝０＝５ｍ０，定出Ｃ＝－
９
２ｍ０．
于是，湖泊中污染物Ａ的总量变化规律为

ｍ＝
ｍ０
２
（１＋９ｅ－

ｔ
３）．

令ｍ＝ｍ０，得ｔ＝６ｌｎ３，即至多需经过６ｌｎ３年，湖泊中污染物Ａ的含量降至ｍ０以内．

八、证１：如对ｆ（ｘ）的原函数Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ能找到３个点Ｆ（ｘ）＝０，则使用两次罗

尔（Ｒｏｌｌｅ）定理就可以得ξ１，ξ２，且使ｆ（ξ１）＝ｆ（ξ２）＝０．

令Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ，０≤ｘ≤π，则有Ｆ（０）＝０，Ｆ（π）＝０，

０＝∫
π

０
ｆ（ｘ）ｃｏｓｘｄｘ＝∫

π

０
ｃｏｓｘｄＦ（ｘ）＝ Ｆ（ｘ）ｃｏｓ［ ］ｘ π

０＋∫
π

０
Ｆ（ｘ）ｓｉｎｘｄｘ＝∫

π

０
Ｆ（ｘ）ｓｉｎｘｄｘ．

对φ（ｘ）＝∫
π

０
Ｆ（ｔ）ｓｉｎｔｄｔ在［０，π］上使用拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）中值定理得

０＝∫
π

０
Ｆ（ｘ）ｓｉｎｘｄｘ＝φ（π）－φ（０）＝πＦ（ξ）ｓｉｎξ，０＜ξ＜π．

因为ｓｉｎξ≠０，所以 Ｆ（ξ）＝０．

再对Ｆ（ｘ）在区间［０，ξ］，［ξ，π］上分别用罗尔（Ｒｏｌｌｅ）定理知：至少存在ξ１∈（０，ξ），

ξ２∈（ξ，π），使Ｆ′（ξ１）＝Ｆ′（ξ２）＝０，即ｆ（ξ１）＝ｆ（ξ２）＝０．

证２：由题设∫
π

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝０知，存在ξ１∈（０，π）使ｆ（ξ１）＝０，因若不然，则在（０，π）内

ｆ（ｘ）恒为正，或ｆ（ｘ）恒为负，均与∫
π

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝０矛盾．

若在（０，π）内ｆ（ｘ）＝０仅有一个实根ｘ＝ξ１，则由∫
π

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝０推知，ｆ（ｘ）在（０，ξ１）内

与（ξ１，π）内异号，不妨设在（０，ξ１）内ｆ（ｘ）＞０，在（ξ１，π）内ｆ（ｘ）＜０．

于是再由∫
π

０
ｆ（ｘ）ｃｏｓｘｄｘ＝０与∫

π

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝０及ｃｏｓｘ在［０，π］上的单调性知：

０＝∫
π

０
ｆ（ｘ）（ｃｏｓｘ－ｃｏｓξ１）ｄｘ

＝∫ξ１０ｆ（ｘ）（ｃｏｓｘ－ｃｏｓξ１）ｄｘ＋∫
π

ξ１
ｆ（ｘ）（ｃｏｓｘ－ｃｏｓξ１）ｄｘ＞０，

得出矛盾．从而推知，在（０，π）内除ξ１外ｆ（ｘ）＝０至少还有另一实根ξ２．
故知存在ξ１、ξ２∈（０，π），且ξ１≠ξ２，使ｆ（ξ１）＝ｆ（ξ２）＝０．

九、解：因为ｆ（ｘ）周期为５，所以在点（６，ｆ（６））和点（１，ｆ（１））处曲线具有相同的切线斜
率．因此只需根据题设方程求出ｆ′（１）．
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对题设方程两边取ｘ→０的极限，得ｆ（１）－３ｆ（１）＝０，故ｆ（１）＝０．
题设方程两边除以ｘ后，当ｘ→０时取极限：

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（１＋ｓｉｎｘ）－３ｆ（１－ｓｉｎｘ）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０
８＋α
（ｘ）［ ］ｘ
，

注意到式右、式左分别有

式右： ｌｉｍ
ｘ→０
８＋α
（ｘ）［ ］ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０
８＋ａ
（ｘ）［ ］ｘ ＝８，

式左： ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（１＋ｓｉｎｘ）－３ｆ（１－ｓｉｎｘ）
ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（１＋ｓｉｎｘ）－３ｆ（１－ｓｉｎｘ）
ｓｉｎｘ

·ｓｉｎｘ
ｘ
（令ｓｉｎｘ＝ｔ）

＝ｌｉｍ
ｔ→０

ｆ（１＋ｔ）－３ｆ（１－ｔ）
ｔ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（１＋ｔ）－ｆ（１）
ｔ ＋３ｌｉｍ

ｔ→０

ｆ（１－ｔ）－ｆ（１）
－ｔ

＝４ｆ′（１），
故知４ｆ′（１）＝８，由此得ｆ′（１）＝２．
又由题设知ｆ（ｘ＋５）＝ｆ（ｘ），所以ｆ（６）＝ｆ（１）＝０，ｆ′（６）＝ｆ′（１）＝２．
故所求曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在（６，ｆ（６））处的切线方程为ｙ＝２（ｘ－６），或２ｘ－ｙ－１２＝０．

十、解：先求题设两曲线交点．当ｘ≥０时，由
ｙ＝ａｘ２，

ｙ＝１－ｘ２
烅
烄
烆 ．

解得ｘ＝ １
１＋槡 ａ
，ｙ＝ ａ

１＋ａ．

故直线ＯＡ的方程为ｙ＝ ａｘ
１＋槡 ａ

．则旋转体的体积

Ｖ ＝π∫
１
１＋槡 ａ

０

ａ２ｘ２
１＋ａ－ａ

２ｘ（ ）４ ｄｘ＝π ａ２
３（１＋ａ）ｘ

３－ａ
２

５ｘ［ ］５
１
１＋槡 ａ

０
＝２π１５
· ａ２

（１＋ａ）
５
２
．

又 ｄＶ
ｄａ＝

２π
１５
·
２ａ（１＋ａ）

５
２－ａ２·５２
（１＋ａ）

３
２

（１＋ａ）５ ＝π
（４ａ－ａ２）

１５（１＋ａ）
７
２
（ａ＞０）．

令ｄＶ
ｄａ＝０
，并由ａ＞０得惟一驻点ａ＝４．当ａ在以４为中心的左、右邻域变化时，ｄＶｄａ

由正

变负，知此旋转体在ａ＝４时取极大值，亦是最大值．

故该旋转体最大体积 Ｖ＝２π１５
·１６
５
５
２
＝ 槡３２５
１８７５π．

十一、解：（１）原方程两边乘ｘ＋１后再求导，得
（ｘ＋１）ｆ″（ｘ）＝－（ｘ－２）ｆ′（ｘ）．

设ｆ′（ｘ）＝ｐ，则ｆ″（ｘ）＝
ｄｐ
ｄｘ
，方程化为（ｘ＋１）

ｄｐ
ｄｘ＝－
（ｘ＋２）ｐ，即

ｄｐ
ｐ ＝－

ｘ＋２
ｘ＋１ｄｘ．

上式两边积分可有∫ｄｐｐ ＝－∫ｘ＋２ｘ＋１ｄｘ＝－∫１＋ １
ｘ＋（ ）１ｄｘ，则

ｌｎｐ＝－ｘ－ｌｎ（ｘ＋１）ｆ′（ｘ）＝ｐ＝Ｃｅ
－ｘ

ｘ＋１．
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由ｆ（０）＝１及ｆ′（０）＋ｆ（０）＝０，知ｆ′（０）＝－１，从而Ｃ＝－１，故ｆ′（ｘ）＝－ｅ
－ｘ

ｘ＋１．

（２）对ｆ′（ｘ）＝ｅ
－ｘ

ｘ＋１
两边积分，得

ｆ（ｘ）－ｆ（０）＝－∫
ｘ

０

ｅ－ｔ
ｔ＋１ｄｔ ∫

ｘ

０

ｅ－ｔ
ｔ＋１ｄｔ＝１－ｆ

（ｘ）．

当ｘ≥０时，有 ０≤∫
ｘ

０

ｅ－ｔ
ｔ＋１ｄｔ≤∫

ｘ

０
ｅ－ｔｄｔ＝１－ｅ－ｘ，

于是 ０≤１－ｆ（ｘ）≤１－ｅ－ｘ，即ｅ－ｘ≤ｆ（ｘ）≤１．
此外结论（２）还可证如：
当ｘ≥０时，由ｆ′（ｘ）＜０，知ｆ（ｘ）单减，又ｆ（０）＝１，所以ｆ（ｘ）≤１．
设φ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｅ－ｘ，则

φ（０）＝０，φ′（ｘ）＝ｆ′（ｘ）＋ｅ－ｘ＝
ｘ
ｘ＋１ｅ

－ｘ，

当ｘ≥０时，φ′（ｘ）≥０，即φ（ｘ）单增，因而φ（ｘ）≥φ（０）＝０，即有ｆ（ｘ）≥ｅ－ｘ．
综上，当ｘ≥０时有ｅ－ｘ≤ｆ（ｘ）≤１．
十二、解：由题设可有

Ａ＝
烄

烆

烌

烎

１
２
１
１，１２
，（ ）０ ＝

１ １／２ ０
２ １ ０
１ １／

烄

烆

烌

烎２ ０
， Ｂ＝ １，１２

，（ ）０
烄

烆

烌

烎

１
２
１
＝２，

又 Ａ２＝αβＴαβＴ＝α（βＴα）βＴ＝２Ａ，则 Ａ４＝Ａ２·Ａ２＝２Ａ·２Ａ＝４Ａ２＝８Ａ．
把以上各式代入原方程，经化简可得（其中Ｉ是３阶单位矩阵）８（Ａ－２Ｉ）ｘ＝γ．
令ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ，代入上式，得到非齐次线性方程组

－８ｘ１＋４ｘ２ ＝０，

１６ｘ１ －８ｘ３＝０，

８ｘ１＋４ｘ２－１６ｘ３＝８
烅
烄

烆 ．

（）

对上方程组增广矩阵作初等行变换

珚Ａ＝
－８ ４ ０ ０
１６ －８ ０ ０






烄

烆

烌

烎８ ４ －１６ ８

将第１列

变为ｅ
→
１

１ －１／２ ０ ０
０ ０ ０ ０






烄

烆

烌

烎０ ８ －１６ ８

将第２列

变为ｅ
→
３

１ ０ －１ １／２
０ ０ ０ ０






烄

烆

烌

烎０ １ －２ １
．

由此知 ｒ（Ａｂ）＝ｒ（Ａ）＝２，原方程组有解，其同解方程组为

ｘ１＝ｘ３＋
１
２
，

ｘ２＝２ｘ３＋１
烅
烄

烆 ．
（）

由同解方程组（）求原方程组（）的通解方法有二：

方法１：令ｘ３＝０得方程组（）的一个特解β０＝
１
２
，１，（ ）０

Ｔ
．

方程组（）的导出组同解于ｘ１＝ｘ３，ｘ２＝２ｘ３．令 ｘ３＝１，得该方程组的基础解 β１＝
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（１，２，１）Ｔ．
于是所求方程的通解为ｘ＝β０＋ｋβ１，即

ｘ＝ １
２
，１，（ ）０

Ｔ
＋ｋ（１，２，１）Ｔ （其中ｋ为任意常数）．

方法２：令ｘ３＝ｋ（ｋ为任意常数），由（）得通解

ｘ＝ ｋ＋１２
，２ｋ＋１，（ ）ｋ

Ｔ
＝ｋ（１，２，１）Ｔ＋ １

２
，１，（ ）０

Ｔ
．

十三、解１：由题设且注意到下面的变换：令

Ａ＝（α１，α２，α３）＝
１ ３ ９
２ ０ ６

烄

烆

烌

烎－３ １ －７

列初等变换

１列×３，２列×２
加至第３

→
列

１ ３ ０
２ ０ ０

烄

烆

烌

烎－３ １ ０

，

因为 ｒ（Ａ）＝２，且α１，α２是（Ⅰ）的极大无关组．
所以 ｒ（Ⅰ）＝ｒ（Ⅱ），故｜Ｂ｜＝｜（β１，β２，β３）｜＝０，得ａ＝３ｂ．
又 β３可由｛α１，α２，α３｝线性表出，而｛α１，α２，α３｝又可由｛α１，α２｝线性表出，则α１，α２，

β３线性相关．
故 ｜（α１，α２，β３）｜＝０，得ｂ＝５．因而 ａ＝３ｂ＝１５，ｂ＝５．
解２：今考虑 Ａ＝（α１，α２，α３β）经行初等变换可化为

（α１，α２，α３，β）＝
１ ３ ９ ｂ
０ １ ２ １






烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０
→

１ ３ ９ ｂ

０ １ ２ １
６
（２ｂ－１）

０ ０ ０ １
１０
（５－ｂ








烄

烆

烌

烎）

，

则 β←｛α１，α２，α３｝，即Ａｘ＝β有非０解，则ｒ（Ａ）＝ｒ（Ａ），

知 １
１０
（５－ｂ）＝０，得ｂ＝５．又由解１知｜Ｂ｜＝０，得ａ＝３ｂ，故ａ＝１５，ｂ＝５．

２００１年试题参考答案
一、填空题

（１）解：由分子有理化，有

ｌｉｍ
ｘ→１

３－槡 ｘ－ １＋槡 ｘ
ｘ２＋ｘ－２ ＝ｌｉｍ

ｘ→１

（３－ｘ）－（１＋ｘ）
（ｘ－１）（ｘ＋２）（ ３－槡 ｘ＋ １＋槡 ｘ）

＝ｌｉｍ
ｘ→１

－２
（ｘ＋２）（ ３－槡 ｘ＋ １＋槡 ｘ）

＝－槡２６．

（２）解：对方程两边关于ｘ求导，得

ｅ２ｘ＋ｙ（２＋ｙ′）＋（ｙ＋ｘｙ′）ｓｉｎ（ｘｙ）＝０．

将ｘ＝０，ｙ＝１代入，解得切线斜率ｙ′（０）＝－２，于是法线斜率ｋ＝１２．

故所求法线方程为ｙ－１＝１２
（ｘ－０），即 ｘ－２ｙ＋２＝０．

（３）解：由奇偶函数在对称区间上积分性质，知

２００１年试题参考答案 ２－５９
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∫
π
２

－π２

（ｘ３＋ｓｉｎ２ｘ）ｃｏｓ２ｘｄｘ＝０＋２∫
π
２

０
ｓｉｎ２ｘ（１－ｓｉｎ２ｘ）ｄｘ（因ｓｉｎ２ｘ＋ｃｏｓ２ｘ＝１）

＝２∫
π
２

０
ｓｉｎ２ｘｄｘ－∫

π
２

０
ｓｉｎ４ｘｄ（ ）ｘ

＝２ １２
·π
２－

３
４
·１
２
·π（ ）２ ＝ π８．

这里注意到ｘ３ｃｏｓ２ｘ是奇函数，它在对称区间上积分值为０以及∫
π
２

０
ｓｉｎｎｘｄｘ计算公式．

（４）解１：方程化为ｙ′＋ ｙ
ａｒｃｓｉｎｘ １－ｘ槡 ２

＝ １
ａｒｃｓｉｎｘ
，设Ｐ＝ １

ａｒｃｓｉｎ １－ｘ槡 ２
，Ｑ＝ １

ａｒｃｓｉｎｘ．

则∫Ｐｄｘ＝∫ｄ（ａｒｃｓｉｎｘ）ａｒｃｓｉｎｘ ＝ｌｎ（ａｒｃｓｉｎｘ）＋Ｃ０．故方程通解

ｙ＝ｅ－ｌｎ（ａｒｃｓｉｎｘ）∫ １
ａｒｃｓｉｎｘｅ

ｌｎ（ａｒｃｓｉｎｘ）ｄｘ＋（ ）Ｃ ＝ｘ＋Ｃａｒｃｓｉｎｘ．

由ｙ（ ）１２ ＝０可定出Ｃ＝－１２
，故曲线方程为ｙ＝ １

ａｒｃｓｉｎｘ ｘ－（ ）１２ ．

解２：由ｙ′ａｒｃｓｉｎｘ＋
ｙ
１－ｘ槡 ２

＝（ｙａｒｃｓｉｎｘ）′ 及题设方程知

（ｙａｒｃｓｉｎｘ）′＝１ｙａｒｃｓｉｎｘ＝ｘ＋Ｃ．
以下同解１．
（５）解：方程组有无穷多解的充要条件是ｒ（Ａ）＝ｒ（Ａｂ）＜３．因此，令｜Ａ｜＝０，即

｜Ａ｜＝
ａ １ １
１ ａ １
１ １ ａ

２，３列加到

第１列提（ａ＋２

）
（ａ＋２）

１ １ １
１ ａ １
１ １ ａ

２，３列

减第１

列
（ａ＋２）（ａ－１）２＝０．

①当ａ＝１时，增广矩阵珚Ａ经第２，３行分别减去第１行后有

珚Ａ＝
１ １ １ １
１ １ １ １






烄

烆

烌

烎
→

１ １ １ －２

１ １ １ １
０ ０ ０ ０






烄

烆

烌

烎０ ０ ０ －３
．

因为ｒ（Ａ）＝１≠ｒ（珚Ａ）＝２，故方程组无解．
②当ａ＝－２时，珚Ａ经第２行减第１行，第３行加２倍第１行，第３行再减去第２行后有

珚Ａ＝
－２ １ １ １
１ －２ １ １






烄

烆

烌

烎
→

１ １ －２ －２

－２ １ １ １
３ －３ ０ ０






烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０
．

由此知ｒ（Ａ）＝ｒ（珚Ａ）＝２，方程组有无穷多解．
综上ａ＝－２时方程组有无穷解．
二、选择题

（１）解：由题设可有ｆ｛ｆ［ｆ（ｘ）］｝＝ｆ｛ｆ（１）｝＝ｆ（１）＝１．
故选（Ｂ）．
（２）解：因为当ｘ→０或ｘ充分小时

（１－ｃｏｓｘ）ｌｎ（１＋ｘ２）～１２ｘ
４，ｘｓｉｎｘｎ～ｘｎ＋１，ｅｘ

２

－１～ｘ２，
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所以ｎ＋１＝３，即ｎ＝２．
故选（Ｂ）．

（３）解１：求ｙ′，ｙ″，令ｙ″＝０，解得ｘ１，２＝２±
槡３
３．

然后可判断在这两点的左、右邻域内，ｙ″都变号，则有２个拐点．
故选（Ｃ）．
解２：由于题设函数特殊，不必计算二阶导数即可判断出函数曲线拐点的个数．
首先，ｙ是４次多项式，它至多有４个实根，其曲线最多拐３次

弯，因此拐点最多有２个．
其次，ｘ＝１，ｘ＝３是极小点，在两点之间必有惟一的极大点，设

其为ｘ０．
又 ｌｉｍ

ｘ→－∞
ｙ＝＋∞，ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｙ＝＋∞，ｙ的大致图形如图所示．

于是在（１，ｘ０）和（ｘ０，３）内各有一个拐点．
故选（Ｃ）．

（４）解１：当ｘ＜１时ｆ′（ｘ）＞ｆ′（１）＝１，则∫
１

ｘ
ｆ′（ｘ）ｄｘ＞∫

１

ｘ
ｄｘ，得ｆ（ｘ）＜ｘ．

当ｘ＞１时ｆ′（ｘ）＜ｆ′（１）＝１，则∫
ｘ

１
ｆ′（ｘ）ｄｘ＜∫

ｘ

１
ｄｘ，得ｆ（ｘ）＜ｘ．

故选（Ａ）．

解２：用图解法．依题意画出草图，由ｆ′（ｘ）单调下降，从而

ｆ″（ｘ）≤０．表明ｆ（ｘ）的图形为下凸的，且点（１，ｆ（１））在曲线切线

ｙ－１＝１·（ｘ－１）即ｙ＝ｘ上．
故选（Ａ）．

（５）解：用排除法．因为ｆ（ｘ）在ｙ轴左侧的图形是单调增加
的，则ｆ′（ｘ）≥０，由此知选项（Ａ）和（Ｃ）不真；因为ｆ（ｘ）在ｙ轴右侧至极大点左侧的图形也是
单调增加的，则ｆ′（ｘ）≥０，由此知选项（Ｂ）亦不真．
故选（Ｄ）．

三、解：设ｘ＝ｔａｎｕ，则ｄｘ＝ｓｅｃ２ｕｄｕ．从而

∫ ｄｘ
（２ｘ２＋１） ｘ２＋槡 １

＝∫ ｄｕ
ｃｏｓｕ·（２ｔａｎ２ｕ＋１）＝∫

ｃｏｓｕｄｕ
２ｓｉｎ２ｕ＋ｃｏｓ２ｕ＝∫

ｄｓｉｎｕ
１＋ｓｉｎ２ｕ

＝ａｒｃｔａｎ（ｓｉｎｕ）＋Ｃ＝ａｒｃｔａｎ
ｘ
１＋ｘ槡（ ）２ ＋Ｃ．

四、解：根据１∞型极限计算公式（前文曾有介绍）：当ｕ（ｘ）→０时，

ｌｉｍ［１±ｕ（ｘ）］ｖ（ｘ）＝ｌｉｍ｛ｅｘｐ［ｖ（ｘ）ｌｎ（１±ｕ（ｘ）］｝＝ｅｘｐ｛ｌｉｍ［ｖ（ｘ）ｌｎ（１±ｕ（ｘ））］｝
＝ｅｘｐ｛ｌｉｍｖ（ｘ）［±ｕ（ｘ）］｝＝ｅｘｐ｛±ｖ（ｘ）ｕ（ｘ）｝，

ｆ（ｘ）＝ｅｘｐｌｉｍ
ｔ→ｘ

ｓｉｎｔ
ｓｉｎｘ（ ）－１· ｘ

ｓｉｎｔ－ｓｉｎ［ ］ｘ ＝ｅ
ｘ
ｓｉｎｘ．

由上知ｆ（ｘ）的间断点为ｘ＝ｋπ（ｋ＝０，±１，±２，⋯）．

２００１年试题参考答案 ２－６１
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因为ｌｉｍ
ｘ→０
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０
ｅ
ｘ
ｓｉｎｘ＝ｅ，所以ｘ＝０为第一类（或可去）间断点．其余间断点属于第二类

（或无穷）间断点．

五、解：由设ｙ′＝ １
２槡ｘ
，ｙ″＝－ １

４ ｘ槡 ３
．抛物线在点Ｍ（ｘ，ｙ）处的曲率半径

ρ＝ρ（ｘ）＝
１
κ＝
（１－ｙ′２）

３
２

｜ｙ″｜ ＝１２
（４ｘ＋１）

３
２．

则抛物线上
︵
ＡＭ的弧长

ｓ＝ｓ（ｘ）＝∫
ｘ

１
１＋ｙ′槡 ２ｄｘ＝∫

ｘ

１
１＋１４槡 ｘｄｘ．

故 ｄρ
ｄｓ＝

ｄρ
ｄｘ
ｄｓ
ｄｘ
＝

１
２
·３
２
（４ｘ＋１）

１
２·４

１＋１４槡 ｘ

＝６槡ｘ．

又 ｄ２ρ
ｄｓ２＝

ｄｘ
ｄｘ
ｄρ
ｄ（ ）ｓ·

１
ｄｓ
ｄｘ
＝ ６
２槡ｘ
· １

１＋１４槡 ｘ

＝ ６
４ｘ槡 ＋１

．

因此 ３ρ
ｄ２ρ
ｄｓ２－

ｄρ
ｄ（ ）ｓ

２
＝３·１２
（４ｘ＋１）

３
２· ６
４ｘ槡 ＋１

－３６ｘ＝９．

六、解：等式两边对ｘ求导得ｇ［ｆ（ｘ）］ｆ′（ｘ）＝２ｘｅｘ＋ｘ２ｅｘ．而 ｇ［ｆ（ｘ）］＝ｘ，
故 ｘｆ′（ｘ）＝２ｘｅｘ＋ｘ２ｅｘ．当ｘ≠０时，ｆ′（ｘ）＝２ｅｘ＋ｘｅｘ．
上式两边积分得 ｆ（ｘ）＝（ｘ＋１）ｅｘ＋Ｃ．
由于ｆ（ｘ）在ｘ＝０处连续，故由ｆ（０）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋
［（ｘ＋１）ｅｘ＋Ｃ］＝０，得Ｃ＝－１．

因此 ｆ（ｘ）＝（ｘ＋１）ｅｘ－１．
七、解１：由ｆ′（ｘ）＝ｇ（ｘ）得 ｆ″（ｘ）＝ｇ′（ｘ）＝２ｅｘ－ｆ（ｘ），于是有

ｆ″（ｘ）＋ｆ（ｘ）＝２ｅｘ，

ｆ（０）＝０，ｆ′（０）＝２｛ ．
解得 ｆ（ｘ）＝ｓｉｎｘ－ｃｏｓｘ＋ｅｘ． 这样

∫
π

０

ｇ（ｘ）
１＋ｘ－

ｆ（ｘ）
（１＋ｘ）［ ］２ ｄｘ＝∫

π

０

ｆ′（ｘ）（１＋ｘ）－ｆ（ｘ）
（１＋ｘ）２

ｄｘ

＝∫
π

０
ｄｆ
（ｘ）
１＋［ ］ｘ ＝

ｆ（ｘ）
１＋ｘ

π

０
＝１＋ｅ

π

１＋π．

解２：同解法１得ｆ（ｘ）＝ｓｉｎｘ－ｃｏｓｘ＋ｅｘ．又

∫
π

０

ｇ（ｘ）
１＋ｘ－

ｆ（ｘ）
（１＋ｘ）［ ］２ ｄｘ＝∫

π

０

ｇ（ｘ）
１＋ｘｄｘ＋∫

π

０
ｆ（ｘ）ｄ １

１＋（ ）ｘ

＝∫
π

０

ｇ（ｘ）
１＋ｘｄｘ＋ｆ

（ｘ）· １
１＋ｘ

π

０
－∫

π

０

ｆ′（ｘ）
１＋ｘｄｘ

＝
ｆ（π）
１＋π－ｆ

（０）＋∫
π

０

ｇ（ｘ）
１＋ｘｄｘ－∫

π

０

ｇ（ｘ）
１＋ｘｄｘ＝

１＋ｅπ
１＋π．

八、解：（１）Ｌ过点Ｐ（ｘ，ｙ）的切线方程为 Ｙ－ｙ＝ｙ′（Ｘ－ｘ），此切线在Ｏｙ轴上的截距
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为ｙ－ｘｙ′．
由题设知 ｘ２＋ｙ槡 ２＝ｙ－ｘｙ′，其为齐次微分方程．

令ｕ＝ｙｘ
变换后，可解得方程通解ｙ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２＝Ｃ．由Ｌ经过点 １２

，（ ）０ ，知Ｃ＝１２．
于是 Ｌ方程为ｙ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２＝１２

，即ｙ＝１４－ｘ
２．

（２）第一象限内曲线ｙ＝１４－ｘ
２在点Ｐ（ｘ，ｙ）处的切线方程为

Ｙ－ １
４－ｘ（ ）２ ＝－２ｘ（Ｘ－ｘ），

它与Ｏｘ轴及Ｏｙ轴交点分别为 １
２ｘ ｘ

２＋（ ）１４ ，［ ］０ 与 ０，ｘ２＋（ ）１４ ．设Ｌ与Ｏｘ轴和Ｏｙ轴

在第一象限内所围图形面积为Ｓ０，则所求面积为

Ｓ（ｘ）＝１２
·１
２ｘ ｘ

２＋（ ）１４
２
－Ｓ０＝

１
４ｘ ｘ

２＋（ ）１４
２
－Ｓ０．

令 Ｓ′（ｘ）＝ １
４ｘ２
·４ｘ２ｘ２＋（ ）１４ － ｘ２＋（ ）１４［ ］

２
＝ １
４ｘ２ ｘ

２＋（ ）１４ ３ｘ２－（ ）１４ ＝０，

解得驻点ｘ＝槡３６
（已舍去负值）．

当０＜ｘ＜槡３６
时，Ｓ′（ｘ）＜０；ｘ＞槡３６

时，Ｓ′（ｘ）＞０，因而ｘ＝槡３６
是Ｓ（ｘ）在 ０，（ ）１２ 内的惟一

极小值点，即最小值点．于是所求切线为

Ｙ＝－２·槡３６Ｘ＋
３
３６＋

１
４
， 即 Ｙ＝－槡３３Ｘ＋

１
３．

九、解１：设在ｔ小时雪堆的底面半径为ｒ（ｔ）．

于是雪堆体积Ｖ（ｔ）＝２３πｒ
３，侧面积Ｓ（ｔ）＝２πｒ２．依题意有

ｄＶ（ｔ）
ｄｔ ＝－ＫＳ（ｔ）２πｒ２ｄｒｄｔ＝－Ｋ

·２πｒ２，

亦即 ｄｒ
ｄｔ＝－Ｋ

，积分可得ｒ＝－Ｋｔ＋Ｃ．
由初始条件ｒ（０）＝ｒ０，定出Ｃ＝ｒ０．得ｒ＝ｒ０－Ｋｔ．

令ｒ＝０，解得融化时间为ｔ＝
ｒ０
Ｋ．
下具体求该值．

依题设 Ｖ（３）＝１８Ｖ
（０），即 ２３π

（ｒ０－３Ｋ）３＝
１
８
·２
３πｒ

３
０．

由此求得ｒ０
Ｋ
即雪堆融化时间为 ｔ＝

ｒ０
Ｋ＝６ｈ．

解２：设雪堆在时刻ｔ的体积Ｖ＝２３πｒ
３，侧面积Ｓ＝２πｒ２，从而Ｓ＝

３
１８πＶ槡 ２．

由题设知 ｄＶ
ｄｔ＝－ＫＳ＝－

３
１８πＶ槡 ２Ｋ，即 ｄＶ

３
Ｖ槡 ２
＝－

３
１８槡 πＫｄｔ ，两边积分得
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３
３槡Ｖ＝－

３
１８槡 πＫｔ＋Ｃ．

设 Ｖ（０）＝Ｖ０，得 Ｃ＝３
３
Ｖ槡 ０，故有３

３槡Ｖ＝３３
３
Ｖ槡 ０－

３
１８槡 πＫｔ．

又由Ｖ（３）＝１８Ｖ０
，得 ３

２
３
Ｖ槡 ０＝３

３
Ｖ槡 ０－３

３
１８槡 πＫ，从而Ｋ＝

３
Ｖ槡 ０

２
３
１８槡 π
，

故３
３槡Ｖ＝３

３
Ｖ槡 ０－

１
２

３
Ｖ槡 ０ｔ．令 Ｖ＝０，得ｔ＝６，即雪堆全部融化需６小时．

十、解：（１）对任意ｘ∈［－ａ，ａ］，由麦克劳林（Ｍａｃｌａｕｒｉｎ）公式，有

ｆ（ｘ）＝ｆ（０）＋ｆ′（０）ｘ＋
ｆ″（ξ）
２！ｘ

２＝ｆ′（０）ｘ＋
ｆ″（ξ）
２！ｘ

２，

其中ξ在０与ｘ之间．

（２）由∫
ａ

－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ａ

－ａ
ｆ′（０）ｘｄｘ＋∫

ａ

－ａ

ｘ２
２！ｆ″
（ξ）ｄｘ＝

１
２∫

ａ

－ａ
ａ２ｆ″（ξ）ｄｘ．

又ｆ″（ｘ）的连续性知其在［－ａ，ａ］上有最值，设Ｍ，ｍ 分别为ｆ″（ｘ）在区间［－ａ，ａ］上的
最大、最小值，因而有ｍ≤ｆ″（ｘ）≤Ｍ，从而

ｍ∫
ａ

０
ｘ２ｄｘ≤∫

ａ

－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝１２∫

ａ

－ａ
ａ２ｆ″（ξ）ｄｘ≤Ｍ∫

ａ

０
ｘ２ｄｘ，

即 ｍ ≤ ３ａ３∫
ａ

－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ≤Ｍ．

由介值定理知，至少存在一点η∈［ａ，－ａ］，使ｆ″（η）＝
３
ａ３∫

ａ

－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ，即

ａ３ｆ″（η）＝３∫
ａ

－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ．

十一、解：类比于从方程ａｘｂ＋ｂｘｂ＝ａｘｂ＋ｂｘａ＋１求ｘ，仿上例可有：
（ＡＸＡ－ＡＸＢ）－（ＢＸＡ－ＢＸＢ）＝Ｉ  ＡＸ（Ａ－Ｂ）＋ＢＸ（Ｂ－Ａ）＝Ｉ，

即 ＡＸ（Ａ－Ｂ）－ＢＸ（Ａ－Ｂ）＝Ｉ，或（Ａ－Ｂ）Ｘ（Ａ－Ｂ）＝Ｉ．
若 Ａ－Ｂ非奇异（可逆），可有Ｘ＝（Ａ－Ｂ）－１（Ａ－Ｂ）－１＝［（Ａ－Ｂ）－１］２．
注意到｜Ａ－Ｂ｜＝１，知Ａ－Ｂ非奇异（可逆）．

又 （Ａ－Ｂ）－１＝
１ １ ２
０ １ １
烄

烆

烌

烎０ ０ １

，则 Ｘ＝［（Ａ－Ｂ）－１］２＝
１ ２ ５
０ １ ２
烄

烆

烌

烎０ ０ １
．

十二、解：显然βｉ（ｉ＝１，２，３，４）亦为Ａｘ＝０的解，只须使βｉ线性无关即可．

由设 （β１，β２，β３，β４）＝（α１，α２，α３，α４）

１ ０ ０ ｔ
ｔ １ ０ ０
０ ｔ １ ０
０ ０ ｔ

烄

烆

烌

烎１

＝（α１，α２，α３，α４）Ｔ．

由 ｜Ｔ｜＝ｔ４－１，故ｔ≠±１时，｜Ｔ｜≠０，知｛βｉ｝（ｉ＝１，２，３，４）是Ａｘ＝０的基础解系．

２００２年试题参考答案
一、填空题

（１）解：由题设ｆ（ｘ）在ｘ＝０处连续知
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ｌｉｍ
ｘ→０－
（ａｅ２ｘ）＝ａ＝ｆ（０）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

１－ｅｔａｎｘ

ａｒｃｓｉｎｘ２
＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

－ｔａｎｘ
ｘ
２

＝－２．

（２）解：由题设及定积分几何意义知

Ｓ＝∫
＋∞

０
ｘｅ－ｘｄｘ＝－∫

＋∞

０
ｘｄｅ－ｘ＝－ ｘ

ｅ［ ］ｘ
＋∞

０
＋∫

＋∞

０
ｅ－ｘｄｘ＝１．

（３）解：设ｙ′＝ｐ，则ｙ″＝ｐ
ｄｐ
ｄｙ
．原方程化为 ｐｙ

ｄｐ
ｄｙ
＋（ ）ｐ ＝０．

从而有 ｐ＝０（不满足初始条件，舍去），
ｄｐ
ｐ
＝－
ｄｙ
ｙ
．

将后式两边积分后，得ｐ＝
Ｃ１
ｙ
，将初始条件代入，定出Ｃ１＝

１
２．

从而有ｐ＝
ｄｙ
ｄｘ
＝１２ｙ
，即２ｙｄｙ＝ｄｘ，两边积分得ｙ２＝ｘ＋Ｃ２，代入初始条件，定出Ｃ２＝１．

故 所求特解为ｙ２＝ｘ＋１（或ｙ＝ ｘ槡 ＋１）．

（４）解：所求极限式可表成１ｎ∑
ｎ

ｋ＝１
１＋ｃｏｓｋπ槡 ｎ

，故将∑ 换成∫，而１ｎ 换成ｄｘ即有
原式＝∫

１

０
１＋ｃｏｓπ槡 ｘｄｘ＝∫

１

０
２ｃｏｓ２π槡 ２ｄｘ＝

槡２２
π ．

（５）解：由题设矩阵的特征方程为｜Ａ－λＩ｜，再由行列式性质可有：

｜Ａ－λＩ｜＝
－λ －２ －２
２ ２－λ －２
－２ －２ ２－λ

第２列加

上第３

列

－λ －２ －２
０ －λ －λ
－２ －２ ２－λ

第３列减

第２

列

－λ －２ ０
０ －λ ０
－２ －２ ４－λ

＝λ２（４－λ）．

故Ａ的非零特征值λ＝４．
二、选择题

（１）解：对ｙ＝ｆ（ｘ２）取微分，得ｄｙ＝２ｘｆ′（ｘ２）ｄｘ．
将ｘ＝－１，ｄｘ＝Δｘ＝－０１和ｄｙ＝０１代入微分式中，得ｆ′（１）＝０５．
故选（Ｄ）．

（２）解：取ｆ（ｘ）＝ｘ，选项（Ａ）、（Ｂ）的积分为∫
ｘ

０
ｔ２ｄｔ＝１３ｘ

３ （奇函数）．

选项（Ｃ）的积分为∫
ｘ

０
２ｔ２ｄｔ＝２３ｘ

３ （奇函数）．

故选（Ｄ）．

事实上，令Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｔ［ｆ（ｔ）＋ｆ（－ｔ）］ｄｔ，在积分中用变量代换ｔ＝－ｕ，容易证明

Ｆ（－ｘ）＝Ｆ（ｘ），即Ｆ（ｘ）为偶函数．
（３）解１：由题设ｙ（０）＝ｙ′（０）＝０，则由无穷小量代换ｌｎ（１＋ｔ）～ｔ和洛必达（Ｌ′Ｈｏｓｐｉｔａｌ）
法则有
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ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（１＋ｘ２）
ｙ（ｘ） ＝ｌｉｍｘ→０

ｘ２
ｙ（ｘ）＝ｌｉｍｘ→０

２ｘ
ｙ′（ｘ）＝ｌｉｍｘ→０

２
ｙ″（ｘ）

＝ｌｉｍ
ｘ→０

２
ｅ３ｘ－ｐｙ′（ｘ）－ｑｙ（ｘ）

＝２．

故选（Ｃ）．
解２：由题设知方程的特解形式有三种可能：ｙ＝ａｅ３ｘ，ｙ＝ａｘｅ３ｘ和ｙ＝ａｘｗ＋ｅ３ｘ．前两种

都不满足初始条件．
因此，特解形式为ｙ＝ａｘ２ｅ３ｘ，此时表明λ＝３是特征方程

Ｒ（ｒ）＝ｒ２＋ｐｒ＋ｑ＝０
的二重根．设Ｑ＝ａｘ２，则Ｑ′＝２ａｘ，Ｑ″＝２ａ代入公式

Ｑ″＋Ｒ′（３）Ｑ′＋Ｒ（３）Ｑ＝１

中，则得２ａ＝１，即ａ＝１２
，因此ｙ（ｘ）＝１２ｘ

２ｅ３ｘ．

又当ｘ→０时ｌｎ（１＋ｘ２）～ｘ２，则由无穷小量代换有

ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（１＋ｘ２）
ｙ（ｘ） ＝ｌｉｍｘ→０

ｘ２
１
２ｘ

２ｅ３ｘ
＝２．

故选（Ｃ）．

（４）解１：（排除法）设ｆ（ｘ）＝１ｘｓｉｎｘ
２，则导数ｆ′（ｘ）＝－１ｘ２ｓｉｎｘ

２＋２ｃｏｓｘ２．

因为ｆ（＋∞）＝０，但ｆ′（＋∞）＝０不存在，所以排除选项（Ａ）．
又设ｆ（ｘ）＝ｓｉｎｘ，则ｆ′（ｘ）＝ｃｏｓｘ．
因为ｆ（＋０）＝０，而ｆ′（＋０）＝１，所以排除选项（Ｃ）和选项（Ｄ）．
故选（Ｂ）．
解２：（直接推理法）对于选项（Ｂ），使用反证法证明其真．

假设 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ′（ｘ）＝ａ≠０，不妨设ａ＞０，则必存在ｘ０＞０．当ｘ＞ｘ０时，有ｆ′（ｘ）＞
ａ
２．

在区间［ｘ０，ｘ］上使用拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）定理，则存在ξ∈（ｘ０，ｘ）使得

ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ０）＋ｆ′（ξ）（ｘ－ｘ０）＞ｆ（ｘ０）＋
ａ
２
（ｘ－ｘ０），

从而当ｘ→＋∞时，ｆ（ｘ）→＋∞．这与ｆ（ｘ）有界矛盾．
故选（Ｂ）．
（５）解：（特值法）取ｋ＝０，选项（Ｂ）和（Ｃ）不真；取ｋ＝１选项（Ｄ）不真．
故选（Ａ）．
三、解：此曲线的参数方程为

ｘ＝（１－ｃｏｓθ）ｃｏｓθ，

ｙ＝（１－ｃｏｓθ）ｓｉｎθ｛ ．

ｘ＝ｃｏｓθ－ｃｏｓ２θ，

ｙ＝ｓｉｎθ－ｓｉｎθｃｏｓθ｛ ．

由θ＝π６
，得到切点的坐标 槡３

２－
３
４
，１
２－
槡３（ ）４ ．切线斜率为

ｄｙ
ｄｘ θ＝π６

＝ ｄｙｄθ
ｄｘ
ｄ［ ］θ θ＝π６

＝ｃｏｓθ－ｃｏｓ
２θ＋ｓｉｎ２θ

－ｓｉｎθ＋２ｃｏｓθｓｉｎθ θ＝π６
＝１．
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于是所求切线方程为ｙ－１２＋
槡３
４＝ｘ－

槡３
２＋

３
４
，即ｘ－ｙ－３４槡３＋

５
４＝０．

法线方程为ｙ－１２＋
槡３
４＝－ ｘ－

槡３
２＋（ ）３４ ，即ｘ＋ｙ－

槡３
４＋

１
４＝０．

四、解：因被积函数为分段函数，积分可分段考虑．
当－１≤ｘ＜０时，有

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－１
２ｔ＋３２ｔ（ ）２ ｄｔ＝ ｔ２＋１２ｔ（ ）３

ｘ

－１
＝１２ｘ

３＋ｘ２－１２．

当０≤ｘ≤１时，有

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－１
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

０

－１
ｆ（ｔ）ｄｔ＋∫

ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ

＝ ｔ２＋１２ｔ（ ）３
ｘ

－１
＋∫

ｘ

０

ｔｅｔ
（ｅｔ＋１）２

ｄｔ＝－１２－∫
ｘ

０
ｔｄ １
ｅｔ＋（ ）１

＝－１２－
ｔ
ｅｔ＋１

ｘ

０
＋∫

ｘ

０

ｄｔ
ｅｔ＋１

＝－１２－
ｘ

ｅｘ＋１
＋∫

ｘ

０

ｄｅｔ

ｅｔ（ｅｔ＋１）

＝－１２－
ｘ

ｅｘ＋１
＋ｌｎ ｅｔ

ｅｔ＋１

ｘ

０
＝－１２－

ｘ
ｅｘ＋１

＋ｌｎ ｅｘ

ｅｘ＋１
＋ｌｎ２．

所以 Ｆ（ｘ）＝

１
２ｘ

３＋ｘ２－１２
， －１≤ｘ＜０，

ｌｎ ｅｘ

ｅｘ＋１
－ ｘ
ｅｘ＋１

＋ｌｎ２－１２
，０≤ｘ≤１

烅

烄

烆 ．

五、解：注意下面极限式变形：

ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（ｘ＋ｈｘ）
ｆ（ｘ［ ］）

１
ｈ
＝ｅｘｐｌｉｍ

ｈ→０

ｆ（ｘ＋ｈｘ）－ｆ（ｘ）
ｆ（ｘ）｛ ｝ｈ ＝ｅｘｐ ｘ

ｆ（ｘ）ｌｉｍｈ→０
ｆ（ｘ＋ｈｘ）－ｆ（ｘ）｛ ｝ｈｘ

＝ｅｘｐ
ｘｆ′（ｘ）
ｆ（ｘ｛ ｝） ．

由题设等式可得 ｘｆ′（ｘ）
ｆ（ｘ）＝

１
ｘ
，即 ｆ′（ｘ）

ｆ（ｘ）＝
１
ｘ２
，从而ｆ（ｘ）＝Ｃｅ－

１
ｘ．

由 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）＝１，得 Ｃ＝１，故ｆ（ｘ）＝ｅ－
１
ｘ．

六、解：题设方程可化为 ｄｙ
ｄｘ－

２
ｘｙ＝－１．

利用一阶线性微分方程求解公式得通解

ｙ＝ｅ∫２ｘｄｘ －∫ｅ－∫２ｘｄｘｄｘ＋［ ］Ｃ ＝ｘ２ １ｘ＋（ ）Ｃ ＝ｘ＋Ｃｘ２．

故所求旋转体体积 Ｖ（Ｃ）＝∫
２

１
π（ｘ＋Ｃｘ２）２ｄｘ＝π３１５Ｃ

２＋１５２Ｃ＋（ ）７３ ．

由Ｖ′（Ｃ）＝π６２５Ｃ＋
１５（ ）２ ＝０，解得 Ｃ＝－７５１２４．

由于Ｖ″（Ｃ）＝６２５π＞０
，意即Ｃ＝－７５１２４

为惟一极小值点，也是最小值点，

于是 ｙ＝ｘ－７５１２４ｘ
２．

２００２年试题参考答案 ２－６７

２



七、解１：如图建立坐标系，且设抛物线的方程为ｙ＝ｘ２．
由题设闸门矩形部分承受的水压力为

Ｐ１＝２∫
ｈ＋１

１
ρｇ（ｈ＋１－ｙ）ｄｙ＝２ρｇ（ｈ＋１）ｙ－ｙ

２
［ ］２

ｈ＋１

１

＝ρｇｈ２，
其中ρ为水的密度，ｇ为重力加速度．
而闸门下部承受的水压力为

Ｐ２＝２∫
１

０
ρｇ（ｈ＋１－ｙ）槡ｙｄｙ＝４ρｇ

１
３ｈ＋

２（ ）１５ ．
依题意知 Ｐ１

Ｐ２
＝ ｈ２

４ １３ｈ＋
２（ ）１５
＝５４
，

解得ｈ＝２，ｈ＝－１３
（舍去），故ｈ＝２．

解２：如图建立直角坐标系，则抛物线方程为 ｘ＝ｈ＋１－ｙ２．

闸门矩形部分承受的水压力为 Ｐ１＝２∫
ｈ

０
ρｇｘｄｘ＝ρｇｈ２．

闸门下部承受的水压力为 Ｐ２＝２∫
ｈ＋１

ｈ
ρｇｘ ｈ＋１－槡 ｘｄｘ．

设 ｈ＋１－槡 ｘ＝ｔ，代入上式得

Ｐ２＝４ρｇ∫
１

０
（ｈ＋１－ｔ２）ｔ２ｄｔ＝４ρｇ（ｈ＋１）

ｔ３
３－

ｔ５［ ］５
１

０

＝４ρｇ
１
３ｈ＋

２（ ）１５ ．
以下同解１．
八、证：只需证明数列｛ｘｎ｝单调有界．
（１）有界性．由０＜ｘ１＜３知ｘ１和３－ｘ１均为正数，因此有

０＜ｘ２＝ ｘ１（３－ｘ１槡 ）≤１２
（ｘ１＋３－ｘ１）＝

３
２．

设０＜ｘｋ≤
３
２
（ｋ＞１），则０＜ｘｋ＋１＝ ｘｋ（３－ｘｋ槡 ）≤１２

（ｘｋ＋３－ｘｋ）＝
３
２．

由数学归纳法知，对任意正整数ｎ＞１均有０＜ｘｎ≤
３
２
，故数列｛ｘｎ｝有界．

（２）单调性．当ｎ≥１时，
ｘｎ＋１
ｘｎ
＝
ｘｎ（３－ｘｎ槡 ）

ｘｎ
＝ ３
ｘｎ槡 －１≥槡２－１＝１．

因而有ｘｎ＋１≥ｘｎ（ｎ＞１），即数列｛ｘｎ｝单调增加．由单调有界序列的收敛性知｛ｘｎ｝的极限
存在．
（３）设ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ＝ａ，在ｘｎ＋１＝ ｘｎ（３－ｘｎ槡 ）两边取极限，得ａ＝ ａ（３－ａ槡 ）．

由此解得ａ＝３２
，ａ＝０（舍去）．故ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ＝

３
２．

九、证：先证左边的不等式．有两种证法：
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方法１：设ｆ（ｘ）＝ｌｎｘ（ｘ＞ａ＞０），根据拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）中值定理，

ｌｎｂ－ｌｎａ
ｂ－ａ ＝（ｌｎｘ）′｜ｘ＝ξ＝

１
ξ
，ａ＜ξ＜ｂ．

由ａ＜ξ＜ｂ，因此
１
ξ
＞１ｂ＝

２ａ
２ａｂ＞

２ａ
ａ２＋ｂ２
（注意ａ２＋ｂ２＞２ａｂ）．故

ｌｎｂ－ｌｎａ
ｂ－ａ ＞ ２ａ

ａ２＋ｂ２．

方法２：设ｆ（ｘ）＝（ｘ２＋ａ２）（ｌｎｘ－ｌｎａ）－２ａ（ｘ－ａ）（ｘ＞ａ＞０），

因为ｆ′（ｘ）＝２ｘ（ｌｎｘ－ｌｎａ）＋（ｘ２＋ａ２）１ｘ－２ａ＝２ｘ
（ｌｎｘ－ｌｎａ）＋

（ｘ－ａ）２
ｘ ＞０，

故当ｘ＞ａ时ｆ（ｘ）单调增加，又ｆ（ａ）＝０，所以当ｘ＞ａ时，ｆ（ｘ）＞ｆ（ａ）＝０，即
（ｘ２＋ａ２）（ｌｎｘ－ｌｎａ）－２ａ（ｘ－ａ）＞０．

从而当ｂ＞ａ＞０时，有（ａ２＋ｂ２）（ｌｎｂ－ｌｎａ）－２ａ（ｂ－ａ）＞０，即

２ａ
ａ２＋ｂ２＜

ｌｎｂ－ｌｎａ
ｂ－ａ ．

再证右边不等式．设φ（ｘ）＝
ｘ－ａ
槡ａｘ

－ｌｎｘ＋ｌｎａ（ｘ＞ａ＞０），则φ（ａ）＝０，且

φ′（ｘ）＝
１
槡ａ

１
２槡ｘ

＋ ａ
２ 槡（ ）ｘ ｘ

－１ｘ＝
（槡ｘ－槡ａ）２

２ 槡ｘ ａｘ
＞０．

于是φ′（ｘ）＞０，知φ（ｘ）单增，从而，当ｘ＞ａ＞０时φ（ｘ）＞φ（ａ）＝０．

特别地令ｘ＝ｂ，则有φ（ｂ）＞ｂ，即
ｌｎｂ－ｌｎａ
ｂ－ａ ＜ １

槡ａｂ
．

十、证１：只需证存在惟一的一组实数λ１、λ２、λ３使

ｌｉｍ
ｈ→０

λｆ（ｈ）＋λｆ（２ｈ）＋λ３ｆ（３ｈ）－ｆ（０）
ｈ２ ＝０．

由题设和洛必达（Ｌ′Ｈｏｓｐｉｔａｌ）法则，有

ｌｉｍ
ｈ→０

λ１ｆ（ｈ）＋λ２ｆ（２ｈ）＋λ３ｆ（３ｈ）－ｆ（０）
ｈ２

＝ｌｉｍ
ｈ→０

λ１ｆ′（ｈ）＋２λ２ｆ′（２ｈ）＋３λ３ｆ′（３ｈ）
２ｈ

＝ｌｉｍ
ｈ→０

λ１ｆ″（ｈ）＋４λ２ｆ″（２ｈ）＋９λ３ｆ″（３ｈ）
２

＝１２
（λ１＋４λ２＋９λ３）ｆ″（０）．

由于ｆ′（０）≠０，ｆ″（０）≠０，又上式极限式为０，故知诸极限分子为０，可得λ１、λ２、λ３的线
性方程组及其系数行列式，即

（λ１＋λ２＋λ３－１）ｆ（０）＝０，
（λ１＋２λ２＋３λ３）ｆ′（０）＝０，
（λ１＋４λ２＋９λ３）ｆ″（０）＝０
烅
烄

烆 ．


λ１＋λ２＋λ３＝１，

λ１＋２λ２＋３λ３＝０，

λ１＋４λ２＋９λ３＝０
烅
烄

烆 ．


１ １ １
１ ２ ３
１ ４ ９

＝２≠０．

因此，存在惟一的一组实数λ１、λ２、λ３，使得当ｈ→０时，

λ１ｆ（ｈ）＋λ２ｆ（２ｈ）＋λ３（３ｈ）－ｆ（０）
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是比ｈ２高阶的无穷小．
证２：由函数麦克劳林（Ｍａｃｌａｕｒｉｎ）展开公式得

ｆ（ｈ）＝ｆ（０）＋ｆ′（０）ｈ＋１２ｆ″
（ξ）ｈ２（其中ξ介于０与ｈ之间）．

又据题设条件，当ｈ→０时

ｆ（ｈ）＝ｆ（０）＋ｆ′（０）ｈ＋１２ｆ″
（ξ）ｈ２＋

１
２
［ｆ″（ξ）－ｆ″（０）］ｈ２

＝ｆ（０）＋ｆ′（０）ｈ＋１２ｈ″
（０）ｈ２＋ｏ（ｈ２）．

同理可得

ｆ（２ｈ）＝ｆ（０）＋２ｆ′（０）ｈ＋２ｆ″（０）ｈ２＋ｏ（ｈ２）．

ｆ（３ｈ）＝ｆ（０）＋３ｆ′（０）ｈ＋９２ｆ″
（０）ｈ２＋ｏ（ｈ２）．

故有 λ１ｆ（ｈ）＋λ２ｆ（２ｈ）＋λ３ｆ（３ｈ）－ｆ（０）

＝（λ１＋λ２＋λ３－１）ｆ（０）＋（λ２＋２λ２＋３λ３－１）ｆ′（０）ｈ＋
１
２
（λ１＋４λ２＋９λ３）ｆ″（０）ｈ２＋ｏ（ｈ２）．

所以λ１，λ２，λ３应满足方程组

λ１＋λ２＋λ３＝１，

λ１＋２λ２＋３λ３＝０，

λ１＋４λ２＋９λ３＝０
烅
烄

烆 ．
以下同证法１．
十一、解：（１）由题设有 ＡＢ－２Ｂ－４Ａ＝Ｏ，（类比于ａｂ－２ｂ－４ａ的分解出ａ－２的

因子）．

从而 （Ａ－２Ｉ）（Ｂ－４Ｉ）＝８Ｉ， 即 （Ａ－２Ｉ）·１８
（Ｂ－４Ｉ）＝Ｉ，

故知矩阵 Ａ－２Ｉ可逆， 且 （Ａ－２Ｉ）－１＝１８
（Ｂ－４Ｉ）．

（２）由上式有 Ａ－２Ｉ＝８（Ｂ－４Ｉ）－１，即 Ａ＝２Ｉ＋８（Ｂ－４Ｉ）－１．

又 （Ｂ－４Ｉ）－１＝
－１／４ １／４ ０
－１／８ ３／８ ０
０ ０ －１／

烄

烆

烌

烎２

， 故 Ａ＝
０ ２ ０
－１ －１ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ －２
．

十二、解１：由题设知所求通解等于Ａｘ＝０的通解与Ａｘ＝β的一个特解之和．
设ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）Ｔ，则Ａｘ＝０为

（２α２－α３）ｘ１＋α２ｘ２＋α３ｘ３＋α４ｘ４＝０，

即 （２ｘ１＋ｘ２）α２＋（－ｘ１＋ｘ３）α３＋ｘ４α４＝０．
由 α２，α３，α４线性无关，知

２ｘ１＋ｘ２ ＝０，

－ｘ１ ＋ｘ３ ＝０，

ｘ４＝０
烅
烄

烆 ．
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解得其通解为（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）Ｔ＝ｋ（１，－２，１，０）Ｔ，其中ｋ是为任意常数．
又易看出（１，１，１，１）Ｔ是Ａｘ＝β的一个特解．故所求通解为

ｘ＝（１，１，１，１）Ｔ＋ｋ（１，－２，１，０）Ｔ，
其中ｋ为任意常数．
解２：令ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）Ｔ，则由Ａｘ＝（α１，α２，α３，α４）（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）Ｔ＝β得

ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３＋ｘ４α４＝α１＋α２＋α２＋α４．
将α１＝２α２－α３代入上式，整理后得

（２ｘ１＋ｘ２－３）α２＋（－ｘ１＋ｘ３）α３＋（ｘ４－１）α４＝０．
又由α２，α３，α４线性无关，知

２ｘ１＋ｘ２ －３＝０，

－ｘ１ ＋ｘ３ ＝０，

ｘ４－１＝０
烅
烄

烆 ．

解此方程组得 ｘ＝（０，３，０，１）Ｔ＋ｋ（１，－２，１，０）Ｔ，其中ｋ为任意常数．

２００３年试题参考答案
一、填空题

（１）解：根据等价无穷小量的定义，相当于已知ｌｉｍ
ｘ→０

（１－ａｘ２）
１
４

ｘｓｉｎｘ ＝１，反过来求ａ．注意在计

算过程中应尽可能地应用无穷小量的等价代换进行化简．

当ｘ→０时：（１－ａｘ２）
１
４－１～－１４ａｘ

２，ｘｓｉｎｘ～ｘ２．

于是，根据题设有 ｌｉｍ
ｘ→０

（１－ａｘ２）
１
４

ｘｓｉｎｘ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

－１４ａｘ
２

ｘ２ ＝－１４ａ＝１
，故ａ＝－４．

（２）解：先求出在点（１，１）处的导数，然后利用点斜式写出切线方程即可．等式ｘｙ＋２ｌｎｘ
＝ｙ４两边直接对ｘ求导，得

ｙ＋ｘｙ′＋２ｘ＝４ｙ
３ｙ′，

将ｘ＝１，ｙ＝１代入上式，有ｙ′（１）＝１．故过点（１，１）处的切线方程为

ｙ－１＝１·（ｘ－１）， 即 ｘ－ｙ＝０．
（３）解：问题相当于求ｙ＝ｆ（ｘ）在点ｘ＝０处的ｎ阶导数值ｆ（ｎ）（０），因函数麦克劳林

（Ｍａｃｌａｕｒｉｎ）展开式中ｘｎ的系数是ｆ
（ｎ）（０）
ｎ！ ．

由ｙ′＝２ｘｌｎ２，ｙ″＝２ｘ（ｌｎ２）′，⋯，ｙ（ｘ）＝２ｘ（ｌｎ２）ｎ，于是有ｙ（ｎ）（０）＝（ｌｎ２）ｎ，

故 ｙ＝２ｘ的麦克劳林（Ｍａｃｌａｕｒｉｎ）展式中ｘｎ项的系数是
ｙ（ｎ）（０）
ｎ！ ＝
（ｌｎ２）ｎ
ｎ！ ．

（４）解：利用极坐标下的面积计算公式Ｓ＝１２∫
β

α
ρ２（θ）ｄθ即可．

故 所求面积为
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Ｓ＝１２∫
２π

０
ρ２（θ）ｄθ＝

１
２∫

２π

０
ｅ２ａθｄθ＝ １４ａｅ

２ａθ
π

０
＝ １４ａ
（ｅ４πａ－１）．

（５）解：问题的关键是矩阵ααＴ的秩为１，必可分解为一列乘一行的形式，而行向量一般
可选第一行（或任一非零行），列向量的元素则为各行与选定行的倍数构成：

由 ααＴ＝
１ －１ １
－１ １ －１
烄

烆

烌

烎１ －１ １
＝
１
－１
烄

烆

烌

烎１

（１，－１，１），知 α＝
１
－１
烄

烆

烌

烎１

，

于是 ααＴ＝（１，－１，１）
１
－１
烄

烆

烌

烎１
＝３．

注：对秩１矩阵来讲，一般地可有下面结论：
若ｎ阶矩阵Ａ的秩为１（称为秩１矩阵），则必有α＝（ａ１，ａ２，⋯，ａｎ）Ｔ，β＝（ｂ１，ｂ２，⋯，ｂｎ）使

Ａ＝αβ＝

ａ１
ａ２


ａ

烄

烆

烌

烎ｎ

（ｂ１，ｂ２，⋯，ｂｎ）．

其中ａｉｂｊ（１≤ｉ，ｊ≤ｎ）至少一个不为０．反之亦然．
（６）解：先化简分解出矩阵Ｂ，再取行列式即可．由Ａ２Ｂ－Ａ－Ｂ＝Ｅ知，

（Ａ２－Ｅ）Ｂ＝Ａ＋Ｅ （Ａ＋Ｅ）（Ａ－Ｅ）Ｂ＝Ａ＋Ｅ，
易知矩阵Ａ＋Ｅ可逆，于是有 （Ａ－Ｅ）Ｂ＝Ｅ．再两边取行列式得 Ａ－Ｅ Ｂ ＝１．

因为 Ａ－Ｅ ＝
０ ０ １
０ １ ０
－２ ０ ０

＝２， 所以 Ｂ ＝１２．

二、选择题

（１）解：注意到数列极限与前面有限项的大小无关，可排除（Ａ）、（Ｂ）；
而极限ｌｉｍ

ｎ→∞
ａｎｃｎ是０·∞型未定式，其可能存在也可能不存在，举例说明即可；

极限ｌｉｍ
ｎ→∞
ｂｎｃｎ属１·∞型，必为无穷大量，即不存在．

用举反例（特值）法，如取ａｎ＝
２
ｎ
，ｂｎ＝１，ｃｎ＝

１
２ｎ
（ｎ＝１，２，⋯），则可排除选项（Ａ）、（Ｂ）、

（Ｃ），因此正确选项为（Ｄ）．
（２）解：先用换元法计算积分，再求极限．

ａｎ＝
３
２∫

ｎ
ｎ＋１

０
１＋ｘ槡 ｎｄｘ＝３２∫

ｎ
ｎ＋１

０
１＋ｘ槡 ｎｄ（１＋ｘｎ）

＝１ｎ
（１＋ｘｎ）

３
２

ｎ
ｎ＋１

０
＝１ｎ １＋ ｎ

ｎ＋（ ）１［ ］
ｎ ３
２
－｛ ｝１ ，

可见 ｌｉｍ
ｎ→∞
ｎａｎ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
１＋ ｎ

ｎ（ ）＋１［ ］
ｎ ３
２｛ ｝－１ ＝（１＋ｅ－１）３２－１．故选（Ｂ）．

（３）解：将ｙ＝ｘｌｎｘ
代入微分方程，再令φ的中间变量为ｕ，求出φ（ｕ）的表达式，进而可计

算出φ
ｘ（ ）ｙ ．将ｙ＝ｘｌｎｘ

代入微分方程ｙ′＝ｙｘ＋φ
ｘ（ ）ｙ ，得
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ｌｎｘ－１
ｌｎ２ｘ ＝ １ｌｎｘ＋φ

（ｌｎｘ）， φ（ｌｎｘ）＝－
１
ｌｎ２ｘ．

令ｌｎｘ＝ｕ，有 φ（ｕ）＝－
１
ｕ２
，故 φ

ｘ（ ）ｙ ＝－ｙ
２

ｘ２．
故选（Ａ）．

（４）解：问题答案与极值点个数有关，而可能的极值点应是导数为零或导数不存在的点，
图中共４个，具体是极大值点还是极小值点可由函数取极值的充分条件判定．
根据导函数的图形可知，一阶导数为零的点有３个，而ｘ＝０则是导数不存在的点．
三个一阶导数为零的点左右两侧导数符号不一致，必为极值点，且两个极小值点，一个极

大值点；

在ｘ＝０左侧一阶导数为正，右侧一阶导数为负，可见ｘ＝０为极大值点．
故ｆ（ｘ）共有两个极小值点和两个极大值点．
故选（Ｃ）．
（５）解：直接计算Ｉ１，Ｉ２是困难的，可应用不等式ｔａｎｘ＞ｘ，ｘ＞０．

因为当ｘ＞０时，有ｔａｎｘ＞ｘ，于是 ｔａｎｘ
ｘ ＞１，即 ｘｔａｎｘ＜１

，从而有

Ｉ１＝∫
π
４

０

ｔａｎｘ
ｘ ｄｘ＞

π
４
，Ｉ２＝∫

π
４

０

ｘ
ｔａｎｘｄｘ＜

π
４
，

可见Ｉ１＞Ｉ２且Ｉ２＜
π
４
，可排除（Ａ）、（Ｃ）、（Ｄ），故选（Ｂ）．

注：本题没有必要去证明Ｉ１＜１，因为用排除法，（Ａ）、（Ｃ）、（Ｄ）均不正确，剩下的（Ｂ）应为正确选项．
（６）解：注意若向量组Ⅰ：α１、α２、⋯、αｒ可由向量组Ⅱ：β１、β２、⋯、βｓ线性表示，则当

ｒ＞ｓ时，向量组Ⅰ必线性相关．
或其逆否命题：若向量组Ⅰ：α１、α２、⋯、αｒ可由向量组Ⅱ：β１、β２、⋯、βｓ线性表示，且向量

组Ⅰ线性无关，则必有ｒ≤ｓ．可见正确选项为（Ｄ）．
本题也可通过举反例（特值法）用排除法来解如：

取α１＝（ ）００ ，β１＝（ ）
１
０
，β２＝（ ）０１ ，则α１＝０·β１＋０·β２，但β１，β２线性无关，排除（Ａ）；

取α１＝（ ）００ ，α２＝（ ）
１
０
，β１＝（ ）１０ ，则α１，α２可由β１线性表示，但β１线性无关，排除（Ｂ）；

取α１＝（ ）１０ ，β１＝（ ）
１
０
，β２＝（ ）０１ ，α１可由β１，β２线性表示，但α１线性无关，排除（Ｃ）．故正

确选项为（Ｄ）．
三、解：分段函数在分段点ｘ＝０连续，要求既是左连续又是右连续，即

ｆ（０－０）＝ｆ（０）＝ｆ（０＋０）．

由 ｆ（０－０）＝ｌｉｍ
ｘ→０－
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０－

ｌｎ（１＋ａｘ３）
ｘ－ａｒｃｓｉｎｘ＝ｌｉｍｘ→０－

ａｘ３
ｘ－ａｒｃｓｉｎｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０－

３ａｘ２

１－ １
１－ｘ槡 ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０－

３ａｘ２

１－ｘ槡 ２－１

＝ｌｉｍ
ｘ→０－

３ａｘ２

－１２ｘ
２
＝－６ａ．
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ｆ（０＋０）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

ｅａｘ＋ｘ２－１
ｘｓｉｎｘ４

＝４ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｅａｘ＋ｘ２－ａｘ－１
ｘ２

＝４ｌｉｍ
ｘ→０＋

ａｅａｘ＋２ｘ－ａ
２ｘ ＝２ａ２＋４．

令ｆ（０－０）＝ｆ（０＋０），有 －６ａ＝２ａ２＋４，得ａ＝－１或ａ＝－２．
当ａ＝－１时，ｌｉｍ

ｘ→０
ｆ（ｘ）＝６＝ｆ（０），即ｆ（ｘ）在ｘ＝０处连续．

当ａ＝－２时，ｌｉｍ
ｘ→０
ｆ（ｘ）＝１２≠ｆ（０），因而ｘ＝０是ｆ（ｘ）的可去间断点．

四、解：参数方程求二阶导数，按参数方程求导的公式进行计算即可．注意当ｘ＝９时，可
相应地确定参数ｔ的取值．

由题设可得 ｄｙ
ｄｔ＝

ｅ１＋２ｌｎｔ
１＋２ｌｎｔ
·２
ｔ＝

２ｅｔ
１＋２ｌｎｔ
， ｄｘ
ｄｔ＝４ｔ
，因而可有

ｄｙ
ｄｘ＝

ｄｙ
ｄｔ
ｄｘ
ｄｔ
＝

２ｅｔ
１＋２ｌｎｔ
４ｔ ＝ ｅ

２（１＋２ｌｎｔ）
，

所以 ｄ２ｙ
ｄｘ２＝

ｄ
ｄｔ
ｄｙ
ｄ（ ）ｘ

１
ｄｘ
ｄｔ
＝ｅ２
· －１
（１＋２ｌｎｔ）２

·２
ｔ
·１
４ｔ＝－ ｅ

４ｔ２（１＋２ｌｎｔ）２．

当ｘ＝９时，由ｘ＝１＋２ｔ２及ｔ＞１得ｔ＝２，故

ｄ２ｙ
ｄｘ２ ｘ＝９

＝－ ｅ
４ｔ２（１＋２ｌｎｔ）２ ｔ＝２

＝ ｅ
１６（１＋２ｌｎ２）２

．

五、解１：被积函数含有根号 １＋ｘ槡 ２，可作代换：ｘ＝ｔａｎｔ；被积函数含有反三角函数ａｒｃ
ｔａｎｘ，同样可考虑变换：ａｒｃｔａｎｘ＝ｔ，即ｘ＝ｔａｎｔ．设ｘ＝ｔａｎｔ，则

∫ｘｅａｒｃｔａｎｘ

（１＋ｘ２）
３
２
ｄｘ＝∫ ｅｔｔａｎｔ
（１＋ｔａｎ２ｔ）

３
２
ｓｅｃ２ｔｄｔ＝∫ｅｔｓｉｎｔｄｔ．

又∫ｅｔｓｉｎｔｄｔ＝－∫ｅｔｄ（ｃｏｓｔ）＝－ ｅｔｃｏｓｔ－∫ｅｔｃｏｓｔｄ（ ）ｔ ＝－ｅｔｃｏｓｔ＋ｅｔｓｉｎｔ－∫ｅｔｓｉｎｔｄｔ，
故∫ｅｔｓｉｎｔｄｔ＝１２ｅｔ（ｓｉｎｔ－ｃｏｓｔ）＋Ｃ．
因此∫ｘｅａｒｃｔａｎｘ

（１＋ｘ２）
３
２
ｄｘ＝１２ｅ

ａｒｃｔａｎｘ － ｘ
１＋ｘ槡 ２－

１
１＋ｘ槡（ ）２ ＋Ｃ＝（ｘ－１）ｅ

ａｒｃｔａｎｘ

２ １＋ｘ槡 ２ ＋Ｃ．

解２：用分部积分法：

∫ｘｅａｒｃｔａｎｘ

（１＋ｘ２）
３
２
ｄｘ＝∫ ｘ

１＋ｘ槡 ２
ｄｅａｒｃｔａｎｘ＝ ｘｅ

ａｒｃｔａｎｘ

１＋ｘ槡 ２－∫ ｅａｒｃｔａｎｘ

（１＋ｘ２）
３
２
ｄｘ

＝ ｘｅ
ａｒｃｔａｎｘ

１＋ｘ槡 ２－∫ １
１＋ｘ槡 ２

ｄ（ｅａｒｃｔａｎｘ）

＝ ｘｅ
ａｒｃｔａｎｘ

１＋ｘ槡 ２－
ｅａｒｃｔａｎｘ

１＋ｘ槡 ２－∫ｘｅａｒｃｔａｎｘ

（１＋ｘ２）
３
２
ｄｘ，

移项整理得∫ｘｅａｒｃｔａｎｘ

（１＋ｘ２）
３
２
ｄｘ＝
（ｘ－１）ｅａｒｃｔａｎｘ

２ １＋ｘ槡 ２ ＋Ｃ．
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六、解：将ｄｘ
ｄｙ
转化为ｄｙ

ｄｘ
比较简单，ｄｘ

ｄｙ＝
１
ｄｙ
ｄｘ

＝１ｙ′
，关键是应注意：

ｄ２ｘ
ｄｙ２
＝ｄｄｙ

ｄｘ
ｄ（ ）ｙ ＝ｄｄｘ

１
ｙ（ ）′·

ｄｘ
ｄｙ＝

－ｙ″
ｙ′２
·１
ｙ′＝－

ｙ″
（ｙ′）３

．

然后再代入原方程化简即可．

（１）由反函数的求导公式知ｄｘｄｙ＝
１
ｙ′
，于是有

ｄ２ｘ
ｄｙ２
＝ｄｄｙ

ｄｘ
ｄ（ ）ｙ ＝ｄｄｘ

１
ｙ（ ）′·

ｄｘ
ｄｙ＝

－ｙ″
ｙ′２
·１
ｙ′＝－

ｙ″
（ｙ′）３

．

代入原微分方程得 ｙ″－ｙ＝ｓｉｎｘ． （）
（２）方程（）所对应的齐次方程ｙ″－ｙ＝０的通解为

Ｙ＝Ｃ１ｅｘ＋Ｃ２ｅ－ｘ．
设方程（）的特解为 ｙ＝Ａｃｏｓｘ＋Ｂｓｉｎｘ，

代入方程（），求得 Ａ＝０，Ｂ＝－１２
，故ｙ＝－１２ｓｉｎｘ

，

从而ｙ″－ｙ＝ｓｉｎｘ的通解是

ｙ＝Ｙ＋ｙ＝Ｃ１ｅｘ＋Ｃ２ｅ－ｘ－
１
２ｓｉｎｘ．

由ｙ（０）＝０，ｙ′（０）＝３２
，得Ｃ１＝１，Ｃ２＝－１．故所求初值问题的解为

ｙ＝ｅｘ＋ｅ－ｘ－１２ｓｉｎｘ．

七、解：问题等价于讨论方程ｌｎ４ｘ－４ｌｎｘ＋４ｘ－ｋ＝０有
几个不同的实根．它实际上相当于一道函数作图题，通过单调
性、极值的讨论即可确定实根的个数（与Ｏｘ轴交点的个数）．
设 φ（ｘ）＝ｌｎ４ｘ－４ｌｎｘ＋４ｘ－ｋ，

则有 φ′（ｘ）＝
４
ｘ
（ｌｎ３ｘ－１＋ｘ）．

不难看出，ｘ＝１是φ（ｘ）的驻点．
当０＜ｘ＜１时，φ′（ｘ）＜０，即φ（ｘ）单调减少；当ｘ＞１时，φ′（ｘ）＞０，即φ（ｘ）单调增加，

故φ（１）＝４－ｋ为函数φ（ｘ）的最小值．
当ｋ＜４时，即４－ｋ＞０时，φ（ｘ）＝０无实根，即两条曲线无交点．
当ｋ＝４时，即４－ｋ＝０时，φ（ｘ）＝０有惟一实根，即两条曲线有惟一交点．
当ｋ＞４时，即４－ｋ＜０时，由于

ｌｉｍ
ｘ→０＋
φ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋
［ｌｎｘ（ｌｎ３ｘ－４）＋４ｘ－ｋ］＝＋∞，

ｌｉｍ
ｘ→＋∞φ
（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→＋∞
［ｌｎｘ（ｌｎ３ｘ－４）＋４ｘ－ｋ］＝＋∞．

故φ（ｘ）＝０有两个实根，分别位于（０，１）与（１，＋∞）内，即两条曲线有两个交点．
注：讨论曲线与坐标轴的交点，在构造辅助函数时，应尽量将待分析的参数分离开来，使得求导后不含

参数，便于求驻点坐标．
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八、解：问题（１）可先求出法线方程与交点坐标Ｑ，再由题设线段ＰＱ被Ｏｘ轴平分，可转
化为微分方程，求解此微分方程即可得曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的方程．而问题（２）可先将曲线ｙ＝ｆ（ｘ）

化为参数方程，再利用参数方程的弧长公式ｓ＝∫
ｂ

ａ
ｘ′２＋ｙ′槡 ２ｄｔ进行计算即可．

（１）曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在点Ｐ（ｘ，ｙ）处的法线方程为

Ｙ－ｙ＝－１ｙ′
（Ｘ－ｘ），

其中（Ｘ，Ｙ）为法线上任意一点的坐标．令Ｘ＝０，则

Ｙ＝ｙ＋ｘｙ′
，

故Ｑ点的坐标为 ０，ｙ＋ｘｙ（ ）′ ．由题设知

１
２ ｙ＋ｙ＋

ｘ
ｙ（ ）′ ＝０，２ｙｄｙ＋ｘｄｘ＝０．

积分得 ｘ２＋２ｙ２＝Ｃ（Ｃ为任意常数）．

由ｙ ｘ＝槡２２
＝１２
知Ｃ＝１，故曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的方程为

ｘ２＋２ｙ２＝１．
（２）曲线ｙ＝ｓｉｎｘ在［０，π］上的弧长为

ｌ＝∫
π

０
１＋ｃｏｓ２槡 ｘｄｘ＝２∫

π
２

０
１＋ｃｏｓ２槡 ｘｄｘ．

曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的参数方程为
ｘ＝ｃｏｓｔ，

ｙ＝槡２２ｓｉｎｔ
烅
烄

烆 ，
０≤ｔ≤π２．

故 ｓ＝∫
π
２

０
ｓｉｎ２ｔ＋１２ｃｏｓ

２槡 ｔｄｔ＝ １
槡２∫

π
２

０
１＋ｓｉｎ２槡 ｔｄｔ，

为使ｓ能用ｌ表示，令ｔ＝ π２－ｕ
，则

ｓ＝ １
槡２∫

０

π
２
１＋ｃｏｓ２槡 ｕ（－ｄｕ）＝ １

槡２∫
π
２

０
１＋ｃｏｓ２槡 ｕｄｕ＝ ｌ

槡２２
＝槡２４ｌ．

注：问题只是在第一象限考虑曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的弧长，所以积分限应从０到π２
，而不是从０到２π．

九、解：液面的面积将以πｍ２／ｍｉｎ的速率均匀扩大，因此ｔ时刻液面面积应为π２２＋πｔ，
而液面为圆，其面积可直接计算出来，由此可导出ｔ与φ（ｙ）之间的关系式；又液体的体积可根
据旋转体的体积公式用定积分计算出，已知ｔ时刻的液体体积为３ｔ，这便可建立积分关系式，
求导后转化为微分方程求解即可．
（１）设在ｔ时刻，液面的高度为ｙ，则由题设知此时液面的面积为

πφ２（ｙ）＝４π＋πｔ，
从而 ｔ＝φ２（ｙ）－４．

（２）液面的高度为ｙ时，液体的体积为π∫
ｙ

０
φ２（ｕ）ｄｕ＝３ｔ＝３φ２（ｙ）－１２．
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上式两边对ｙ求导，得

πφ２（ｙ）＝６φ（ｙ）φ′（ｙ），即 πφ（ｙ）＝６φ′（ｙ）．

解此微分方程，得 φ（ｙ）＝Ｃｅ
π
６ｙ，其中Ｃ为任意常数，

由φ（０）＝２知Ｃ＝２，故所求曲线方程为 ｘ＝２ｅ
π
６ｙ．

十、解：问题（１）可由 ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
ｆ（２ｘ－ａ）
ｘ－ａ
存在知，又ｆ（ａ）＝０，再利用单调性即可证明

ｆ（ｘ）＞０．（２）的结论显含ｆ（ａ）、ｆ（ｂ），应将要证的结论写为拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）或柯西
（Ｃａｕｃｈｙ）中值定理的形式．（３）注意利用（２）的结论证明即可．

（１）因为ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

ｆ（２ｘ－ａ）
ｘ－ａ
存在，故ｌｉｍ

ｘ→ａ＋
ｆ（２ｘ－ａ）＝ｆ（ａ）＝０．又ｆ′（ｘ）＞０，于是ｆ（ｘ）在

（ａ，ｂ）内单调增加，故

ｆ（ｘ）＞ｆ（ａ）＝０，ｘ∈（ａ，ｂ）．

（２）设Ｆ（ｘ）＝ｘ２，ｇ（ｘ）＝∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ（ａ≤ｘ≤ｂ），则ｇ′（ｘ）＝ｆ（ｘ）＞０，故Ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）

满足柯西（Ｃａｕｃｈｙ）中值定理的条件，于是在（ａ，ｂ）内存在点ξ，使

Ｆ（ｂ）－Ｆ（ａ）
ｇ（ｂ）－ｇ（ａ）＝

ｂ２－ａ２

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ－∫

ａ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ

＝
（ｘ２）′

∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄ（ ）ｔ′ ｘ＝ξ

，

即 ｂ２－ａ２

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ

＝ ２ξ
ｆ（ξ）

．

（３）因ｆ（ξ）＝ｆ（ξ）－ｆ（０）＝ｆ（ξ）－ｆ（ａ），在［ａ，ξ］上应用拉格朗日（Ｌａｒｇｒａｎｇｅ）中值定
理，知在（ａ，ξ）内存在一点η，使ｆ（ξ）＝ｆ′（η）（ξ－ａ），从而由（２）的结论得

ｂ２－ａ２

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ

＝ ２ξ
ｆ′（η）（ξ－ａ）

，

即有 ｆ′（η）（ｂ２－ａ２）＝
２ξ
ξ－ａ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ．

注：证明（３），关键是用（２）的结论：

ｆ′（η）（ｂ２－ａ２）＝
２ξ
ξ－ａ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ｂ２－ａ２

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ

＝ ２ξ
ｆ′（η）（ξ－ａ）

ｆ（ξ）＝ｆ′（η）（ξ－ａ） （根据（２）结论）

ｆ（ξ）－ｆ（ａ）＝ｆ′（η）（ξ－ａ），
可见对ｆ（ｘ）在区间［ａ，ξ］上应用拉格朗日（Ｌａｒｇｒａｎｇｅ）中值定理即可．
十一、解：已知Ａ相似于对角矩阵，可先求出Ａ 的特征值，再根据它们特征值的重数与

线性无关特征向量的个数相同，问题转化为矩阵的秩，进而可确定参数ａ．
由题设矩阵Ａ的特征多项式为

λＥ－Ａ ＝
λ－２ －２ ０
－８ λ－２ －ａ
０ ０ λ－６

＝（λ－６）［（λ－２）２－１６］＝（λ－６）２（λ＋２），

故Ａ的特征值为λ１＝λ２＝６，λ３＝－２．
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由于Ａ相似于对角矩阵Λ，故对应λ１＝λ２＝６应有两个线性无关的特征向量，即
３－ｒ（６Ｅ－Ａ）＝２，ｒ（６Ｅ－Ａ）＝１．

由 ６Ｅ－Ａ＝
４ －２ ０
－８ ４ －ａ
烄

烆

烌

烎０ ０ ０
→

（初等变换）
２ －１ ０
０ ０ ａ
烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，知ａ＝０．于是对应λ１＝λ２＝６的

两个线性无关的特征向量可取为ξ１＝ ０，０，（ ）１ Ｔ，ξ２＝ １，２，（ ）０ Ｔ．
当λ３＝－２时，注意到

－２Ｅ－Ａ＝
－４－２ ０
－８－４ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ －８
→

（初等变换）
２ １ ０
０ ０ １
烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

解方程组
２ｘ１＋ｘ２＝０，

ｘ３＝０
烅
烄

烆 ．
得对应于λ３＝－２的特征向量ξ３＝ １，－２，（ ）０ Ｔ．令

Ｐ＝
０ １ １
０ ２ －２
烄

烆

烌

烎１ ０ ０

，

则Ｐ可逆，并有Ｐ－１ＡＰ＝Λ．
十二、解１：三条直线相交于一点，相当于对应线性方程组有惟一解，进而转化为系数矩

阵与增广矩阵的秩均为２．
（必要性）设三条直线ｌ１，ｌ２，ｌ３交于一点，则线性方程组

ａｘ＋２ｂｙ＝－３ｃ，

ｂｘ＋２ｃｙ＝－３ａ，

ｃｘ＋２ａｙ＝－３ｂ
烅
烄

烆 ．

（）

有惟一解，故系数矩阵Ａ＝
ａ ２ｂ
ｂ ２ｃ
ｃ ２

烄

烆

烌

烎ａ

与增广矩阵珚Ａ＝
ａ ２ｂ －３ｃ
ｂ ２ｃ －３ａ
ｃ ２ａ －３

烄

烆

烌

烎ｂ

的秩均为２，于是

｜珚Ａ｜＝０．由于

｜珚Ａ｜＝
ａ ２ｂ －３ｃ
ｂ ２ｃ －３ａ
ｃ ２ａ －３ｂ

＝６（ａ＋ｂ＋ｃ）［ａ２＋ｂ２＋ｃ２－ａｂ－ａｃ－ｂｃ］

＝３（ａ＋ｂ＋ｃ）［（ａ－ｂ）２＋（ｂ－ｃ）２＋（ｃ－ａ）２］，
但根据题设 （ａ－ｂ）２＋（ｂ－ｃ）２＋（ｃ－ａ）２≠０，故ａ＋ｂ＋ｃ＝０．
（充分性）由ａ＋ｂ＋ｃ＝０，则从上证明可知｜珚Ａ｜＝０，故秩（珚Ａ）＜３．

由于
ａ ２ｂ
ｂ ２ｃ

＝２（ａｃ－ｂ２）＝－２［ａ（ａ＋ｂ）＋ｂ２］＝－２ ａ＋１２（ ）ｂ
２
＋３４ｂ［ ］２ ≠０，

故 秩ｒ（Ａ）＝２．于是秩ｒ（Ａ）＝秩ｒ（珚Ａ）＝２．
因此方程组（）有惟一解，即三直线ｌ１，ｌ２，ｌ３交于一点．
解２：（必要性）设三直线交于一点（ｘ０，ｙ０），则（ｘ０，ｙ０，１）Ｔ为Ａｘ＝０的非零解，其中

Ａ＝
１ ２ｂ ３ｃ
ｂ ２ｃ ３ａ
ｃ ２ａ ３

烄

烆

烌

烎ｂ
．
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于是｜Ａ｜＝０．注意到

｜Ａ｜＝
１ ２ｂ ３ｃ
ｂ ２ｃ ３ａ
ｃ ２ａ ３ｂ

＝－６（ａ＋ｂ＋ｃ）［ａ２＋ｂ２＋ｃ２－ａｂ－ａｃ－ｂｃ］

＝－３（ａ＋ｂ＋ｃ）［（ａ－ｂ）２＋（ｂ－ｃ）２＋（ｃ－ａ）２］，
据题设（ａ－ｂ）２＋（ｂ－ｃ）２＋（ｃ－ａ）２≠０，故ａ＋ｂ＋ｃ＝０．
（充分性）考虑线性方程组

ａｘ＋２ｂｙ＝－３ｃ，

ｂｘ＋２ｃｙ＝－３ａ，

ｃｘ＋２ａｙ＝－３ｂ
烅
烄

烆 ．

（）

将方程组（）的三个方程相加，并由ａ＋ｂ＋ｃ＝０可知，方程组（）等价于方程组

ａｘ＋２ｂｙ＝－３ｃ，

ｂｘ＋２ｃｙ＝－３ａ｛ ．
（）

因为
ａ ２ｂ
ｂ ２ｃ

＝２（ａｃ－ｂ２）＝－２［ａ（ａ＋ｂ）＋ｂ２］＝－［ａ２＋ｂ２＋（ａ＋ｂ）２］≠０，

故方程组（）有惟一解，所以方程组（）有惟一解，即三直线ｌ１，ｌ２，ｌ３交于一点．
注：本题将三条直线的位置关系转化为方程组的解的判定，而解的判定问题又可转化为矩阵的秩计算，

进而转化为行列式的计算．
本题结论可以推广到平面ｎ条直线的情形．

２００４年试题参考答案
一、填空题

（１）解：确定由极限定义的函数的连续性与间断点．对不同的ｘ先用求极限的方法得出

ｆ（ｘ）的表达式，再讨论ｆ（ｘ）的间断点．
显然当ｘ＝０时，ｆ（ｘ）＝０；当ｘ≠０时，

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

（ｎ－１）ｘ
ｎｘ２＋１ ＝ｌｉｍｎ→∞

１－１（ ）ｎ ｘ
ｘ２＋１ｎ

＝ｘｘ２＝
１
ｘ．

所以 ｆ（ｘ）＝
０， ｘ＝０，

１
ｘ
， ｘ≠０

烅
烄

烆 ．

因为 ｌｉｍ
ｘ→０
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０

１
ｘ＝∞≠ｆ

（０），故 ｘ＝０为ｆ（ｘ）的间断点．

（２）解：判别由参数方程定义的曲线的凹凸性，先用
ｘ＝ｘ（ｔ），

ｙ＝ｙ（ｔ）｛ ．
定义的

ｄ２ｙ
ｄｘ２＝

ｙ″（ｔ）ｘ′（ｔ）－ｘ″（ｔ）ｙ′（ｔ）
［ｘ′（ｔ）］３

求出二阶导数，再由ｄ
２ｙ
ｄｘ２＜０
确定ｘ的取值范围．注意到

２００４年试题参考答案 ２－７９

２



ｄｙ
ｄｘ＝

ｄｙ
ｄｘ
ｄｘ
ｄｙ

＝３ｔ
２－３

３ｔ２＋３＝
ｔ２－１
ｔ２＋１＝１－

２
ｔ２＋１
，

ｄ２ｙ
ｄｘ２＝

ｄ
ｄｔ
ｄｙ
ｄ（ ）ｘ

ｄｔ
ｄｘ＝ １－

２
ｔ２（ ）＋１

′· １
３（ｔ２＋１）＝

４ｔ
３（ｔ２＋１）３

，

令 ｄ２ｙ
ｄｘ２＜０
，可解得ｔ＜０．

又ｘ＝ｔ３＋３ｔ＋１单调增，在ｔ＜０时，ｘ∈（－∞，１）．（因为ｔ＝０时，ｘ＝１可推出

ｘ∈（－∞，１］时，曲线上凸．）
（３）解１：利用变量代换法和形式上的牛顿－莱布尼兹（Ｎｅｗｔｏｎ－Ｌｅｉｂｎｉｚ）公式可得所求
的广义积分值．注意到

∫
＋∞

１

ｄｘ
ｘ ｘ２＋槡 １

ｘ＝ｓｅｃ

ｔ∫

π
２

０

ｓｅｃｔ·ｔａｎｔ
ｓｅｃｔ·ｔａｎｔｄｔ＝

π
２．

解２：先用变换ｘ＝１ｔ
，再凑微分可有

∫
＋∞

１

ｄｘ
ｘ ｘ２＋槡 １

＝∫
０

１

ｔ
１
ｔ２－槡 １

－１ｔ（ ）２ ｄｔ＝∫
１

０

１
１－ｔ槡 ２

ｄｔ＝ａｒｃｓｉｎｔ
１

０＝
π
２．

（４）解１：利用复合函数求偏导法、公式法或全微分公式求解．
在ｚ＝ｅ２ｘ－３ｚ＋２ｙ的两边分别对ｘ，ｙ求偏导，ｚ为ｘ，ｙ的函数．

ｚ
ｘ＝ｅ

２ｘ－３ｚ ２－３ｚ（ ）ｘ ，
ｚ
ｙ＝ｅ

２ｘ－３ｚ －３ｚ（ ）ｙ ＋２，

从而 ｚ
ｘ＝

２ｅ２ｘ－３ｚ

１＋３ｅ２ｘ－３ｚ
， ｚ
ｙ＝

２
１＋３ｅ２ｘ－３ｚ

．

所以 ３ｚｘ＋
ｚ
ｙ＝２
·１＋３ｅ

２ｘ－３ｚ

１＋３ｅ２ｘ－３ｚ
＝２．

解２：令 Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｅ２ｘ－３ｚ＋２ｙ－ｚ＝０，

则有 Ｆ
ｘ＝ｅ

２ｘ－３ｚ·２， Ｆｙ＝２
， Ｆ
ｚ＝ｅ

２ｘ－３ｚ（－３）－１，因而可有

ｚ
ｘ＝－

Ｆ
ｘ
Ｆ
ｚ
＝－ ｅ２ｘ－３ｚ·２

－（１＋３ｅ２ｘ－３ｚ）
＝ ２ｅ２ｘ－３ｚ

１＋３ｅ２ｘ－３ｚ
，

ｚ
ｙ＝－

Ｆ
ｙ
Ｆ
ｚ
＝－ ２

－（１＋３ｅ２ｘ－３ｚ）
＝ ２
１＋３ｅ２ｘ－３ｚ

，

从而 ３ｚｘ＋
ｚ
ｙ＝２

３ｅ２ｘ－３ｚ

１＋３ｅ２ｘ－３ｚ
＋ １
１＋３ｅ２ｘ－３（ ）ｚ ＝２．

解３：利用微分公式，得

ｄｚ＝ｅ２ｘ－３ｚ（２ｄｘ－３ｄｚ）＋２ｄｙ＝２ｅ２ｘ－３ｚｄｘ－３ｅ２ｘ－３ｚｄｚ，
即 （１＋３ｅ２ｘ－３ｚ）ｄｚ＝２ｅ２ｘ－３ｚｄｘ＋２ｄｙ．
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因而 ｄｚ＝ ２ｅ２ｘ－３ｚ

１＋３ｅ２ｘ－３ｚｄｘ＋
２

１＋３ｅ２ｘ－３ｚ
ｄｙ， 这样 ｚ

ｘ＝
２ｅ２ｘ－３ｚ

１＋３ｅ２ｘ－３ｚ
， ｚ
ｙ＝

２
１＋３ｅ２ｘ－３ｚ

，

从而 ３ｚｘ＋
ｚ
ｙ＝２．

（５）解１：一阶线性方程的初值问题，可以利用常数变易法或公式法求出方程的通解，再
利用初值条件确定通解中的任意常数而得特解．先将原方程变形为

ｄｙ
ｄｘ－

１
２ｘｙ＝

１
２ｘ

２，

故相应齐次方程 ｄｙ
ｄｘ－

１
２ｘｙ＝０

可化为 ｄｙ
ｙ＝

ｄｘ
２ｘ．

上式两边积分得 ｌｎｙ＝１２ｌｎｘ＋ｌｎｃ
，从而有ｙ＝ 槡ｃｘ．

设ｙ＝ｃ（ｘ）槡ｘ为非齐次方程的通解，代入方程（常易变易法）得

ｃ′（ｘ）槡ｘ＋ｃ（ｘ）１
２槡ｘ

－１２ｃｃ
（ｘ）槡ｘ＝１２ｘ

２，

从而 ｃ′（ｘ）＝１２ｘ
３
２，等式两边积分得

ｃ（ｘ）＝∫１２ｘ
３
２ｄｘ＋Ｃ＝１５ｘ

５
２＋Ｃ．

于是非齐次方程的通解为

ｙ＝槡ｘ １
５ｘ

５
２＋（ ）Ｃ ＝ 槡Ｃ ｘ＋１５ｘ

３

又由ｙ｜ｘ＝１＝
６
５
，知 Ｃ＝１，故所求通解为ｙ＝槡ｘ＋１５ｘ

３．

解２：原方程变形为 ｄｙｄｘ－
１
２ｘｄｙ＝

１
２ｘ

２，它是一阶线性微分方程．由一阶线性方程通解

公式得

ｙ＝ｅ∫１２ｄｘ∫１２ｘ２ｅ－∫
１
２ｄｘｄｘ＋［ ］Ｃ ＝ｅ

１
２ｌｎｘ∫１２ｘ２ｅ－

１
２ｌｎｘｄｘ＋［ ］Ｃ

＝槡ｘ∫１２ｘ
３
２ｄｘ＋［ ］Ｃ ＝槡ｘ １

５ｘ
５
２＋［ ］Ｃ ．

由题设ｙ（１）＝６５
，可有 Ｃ＝１，从而所求通解为ｙ＝槡ｘ＋１５ｘ

３．
（６）解１：利用伴随矩阵的性质及矩阵乘积的行列式性质求行列式的值．由

ＡＢＡ＝２ＢＡ＋ＥＡＢＡ－２ＢＡ＝Ｅ（Ａ－２Ｉ）ＢＡ＝Ｉ，

故 ｜Ａ－２Ｉ｜｜Ｂ｜｜Ａ｜＝｜Ｉ｜＝１， 从而可有 ｜Ｂ｜＝ １
｜Ａ－２Ｉ｜｜Ａ｜

，

而 ｜Ａ－２Ｉ｜＝
０ １ ０
１ ０ ０
０ ０ －１

＝１，｜Ａ｜＝｜Ａ｜２＝３２． 故 ｜Ｂ｜＝１９．

解２：由Ａ＝｜Ａ｜Ａ－１，ＡＢＡ＝２ＢＡ＋Ｉ，得

ＡＢ｜Ａ｜Ａ－１＝２Ｂ｜Ａ｜Ａ－１＋ＡＡ－１，

２００４年试题参考答案 ２－８１
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则 ｜Ａ｜ＡＢ＝２｜Ａ｜Ｂ＋Ａ，
即 ｜Ａ｜（Ａ－２Ｉ）Ｂ＝Ａ，从而｜Ａ｜３｜Ａ－２Ｉ｜｜Ｂ｜＝｜Ａ｜，故

｜Ｂ｜＝ １
｜Ａ｜２｜Ａ－２Ｉ｜＝

１
９．

二、选择题

（７）解：对于与变限积分有关的极限问题，一般可利用洛必达法则实现对变限积分的求
导，并结合无穷小代换求解．

由 ｌｉｍ
ｘ→０＋

γ
α ＝ｌｉｍｘ→０＋

∫
槡ｘ

０
ｓｉｎｔ３ｄｔ

∫
ｘ

０
ｃｏｓｔ２ｄｔ

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｓｉｎｘ
３
２· １
２槡ｘ

ｃｏｓｘ２ ＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘ
３
２

２槡ｘ
＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

ｘ
２＝０
，

即 γ＝ｏ（α）．

又 ｌｉｍ
ｘ→０＋
β
γ ＝ｌｉｍｘ→０＋

∫
ｘ
２

ｔａｎ槡ｔｄｔ

∫
槡ｘ

０
ｓｉｎｔ３ｄｔ

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｔａｎｘ·２ｘ
ｓｉｎｘ

３
２· １
２槡ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

２ｘ２
１
２ｘ

＝０，

即 β＝ｏ（γ）．
从而按要求排列的顺序为α、γ、β．
故选（Ｂ）．
（８）解：求含绝对值即分段函数的极值点与拐点，按题设只需讨论ｘ＝０两边ｆ′（ｘ），

ｆ″（ｘ）的符号．

ｆ（ｘ）＝
－ｘ（１－ｘ）， －１＜ｚ≤０，

ｘ（１－ｘ）， ０＜ｘ＜１｛ ．

ｆ′（ｘ）＝
－２＋２ｘ， －１＜ｘ＜０，

１－２ｘ， ０＜ｚ＜１｛ ．

ｆ″（ｘ）＝
２， －１＜ｘ＜０，

－２，０＜ｘ＜１｛ ．
从而当－１＜ｘ＜０时，ｆ（ｘ）图形上凹；当０＜ｘ＜１时，ｆ（ｘ）图形上凸，于是（０，０）为拐点．
又ｆ（０）＝０，ｘ≠０，１时，ｆ（ｘ）＞０，从而ｘ＝０为极小值点．
所以ｘ＝０是极值点，（０，０）是曲线ｙ＝ｆ（ｚ）的拐点．
故选（Ｃ）．
（９）解：将原极限变形，使其对应一函数在一区间上的积分和式，积分之．

ｌｉｍ
ｎ→∞ ｌｎ

ｎ

１＋１（ ）ｎ
２
１＋２（ ）ｎ

２
⋯ １＋ｎ（ ）ｎ槡｛ ｝２

＝ｌｉｍ
ｎ→∞
ｌｎ １＋１（ ）ｎ １＋２（ ）ｎ ⋯ １＋

ｎ（ ）［ ］ｎ

２

｛ ｝ｎ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

２
ｎ ｌｎ１＋

１（ ）ｎ ＋ｌｎ１＋２（ ）ｎ ＋⋯＋ １＋ｎ（ ）［ ］｛ ｝ｎ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

２∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｎ１＋ｉ（ ）ｎ

１｛ ｝ｎ ＝２∫
１

０
ｌｎ（１＋ｘ）ｄｘ （令１＋ｘ＝ｔ）

＝２∫
２

１
ｌｎｔｄｔ＝２∫

２

１
ｌｎｘｄｘ．
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故选（Ｂ）．
（１０）解：可借助于导数的定义及极限的性质讨论函数ｆ（ｘ）在ｘ＝０附近的局部性质．由
导数的定义知

ｆ′（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ－０ ＞０，

由极限的性质，任给δ＞０，使｜ｘ｜＜δ时，有 ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ－０ ＞０，

即δ＞ｘ＞０时，ｆ（ｘ）＞ｆ（０）；－δ＜ｘ＜０时，ｆ（ｘ）＜ｆ（０）．
故选（Ｃ）．
（１１）解：利用待定系数法确定二阶常系数线性非齐次方程特解的形式．
对应齐次方程ｙ″＋ｙ＝０的特征方程为 λ２＋１＝０，解得特征根为 λ＝±ｉ．
考虑ｙ″＋ｙ＝ｘ２＋１＝ｅ０（ｘ２＋１），因０不是特征根，故其特解为

ｙ１＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ，
考虑ｙ″＋ｙ＝ｓｉｎｘ＝Ｉｍ（ｅｉｘ），因ｉ为特征根，从而其特解形式可设为

ｙ２＝ｘ（Ａｓｉｎｘ＋Ｂｃｏｓｘ），
因而 ｙ″＋ｙ＝ｘ２＋１＋ｓｉｎｘ的特解形式可设为

ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＋ｘ（Ａｓｉｎｘ＋Ｂｃｏｓｘ）．
故选（Ａ）．
（１２）解：将二重积分化为累次积分的方法是：先画出积分区域的示意图，再选择直角坐
标系和极坐标系，并在两种坐标系下化为累次积分．
积分区域见图．在直角坐标系下，


Ｄ
ｆ（ｘｙ）ｄｘｄｙ＝∫

２

０
ｄｙ∫

１－（ｙ－１）槡 ２

－ １－（ｙ－１）槡 ２
ｆ（ｘｙ）ｄｘ

＝∫
１

－１
ｄｘ∫

１＋ １－ｘ槡 ２

１－ １－ｘ槡 ２
ｆ（ｘｙ）ｄｙ．

故应排除（Ａ）、（Ｂ）．

在极坐标系下令
ｘ＝ｒｃｏｓθ，

ｙ＝ｒｓｉｎθ｛ ．
则有

Ｄ
ｆ（ｘｙ）ｄｘｄｙ＝∫

π

０
ｄθ∫

２ｓｉｎθ

０
ｆ（ｒ２ｓｉｎθｃｏｓθ）ｒｄｒ．

故选（Ｄ）．
（１３）解：根据矩阵的初等变换与初等矩阵之间的关系，对题中给出的行（列）变换可通过
左（右）乘一相应的初等矩阵来实现：依题意

Ｂ＝Ａ
０ １ ０
１ ０ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ １

， Ｃ＝Ｂ
１ ０ ０
０ １ １
烄

烆

烌

烎０ ０ １

，

故 Ｃ＝Ａ
０ １ ０
１ ０ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ １

１ ０ ０
０ １ １
烄

烆

烌

烎０ ０ １
＝Ａ

０ １ １
１ ０ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ １
＝ＡＱ， 从而 Ｑ＝

０ １ １
１ ０ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ １
．

故选（Ｄ）．
（１４）解：将Ａ写成行向量组成的矩阵，可讨论Ａ列向量组的线性相关性，将Ｂ写成列向
量组成的矩阵，可讨论Ｂ行向量组的线性相关性．
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设Ａ＝（ａｉｊ）ｌ×ｍ，Ｂ＝（ｂｉｊ）ｍ×ｎ，记 Ａ＝（ａ１，ａ２，⋯，ａｍ），则 ＡＢ＝Ｏ，写成向量矩阵的
形式．即

（ａ１，ａ２，⋯，ａｍ）

ｂ１１ ｂ１２ ⋯ ｂ１ｎ
ｂ２１ ｂ２ ⋯ ｂ２ｎ
  

ｂｍ１ ｂｍ２ ⋯ ｂ

烄

烆

烌

烎ｍｎ
＝（ｂ１１ａ１＋⋯＋ｂｍ１ａｍ，⋯，ｂ１ｎａ１＋⋯＋ｂｍｎａｍ）＝Ｏ，

（１）由于Ｂ≠Ｏ，所以至少有一ｂｉｊ≠０（１≤ｉ≤ｍ；１≤ｊ≤ｎ），从而由（１）知

ｂ１ｊａ１＋ｂ２ｊａ２＋⋯＋ｂｉｊａｉ＋⋯＋ｂｍｊａｍ＝０，
于是ａ１，ａ２，⋯，ａｍ 线性相关．

又记矩阵 Ｂ＝

ｂ１
ｂ２


ｂ

烄

烆

烌

烎ｍ

，其中ｂｉ（１≤ｉ≤ｍ）为Ｂ的行向量，则由ＡＢ＝Ｏ，可有

ａ１１ ａ１２ ⋯ ａ１ｍ
ａ２１ ａ２２ ⋯ ａ２ｍ
  

ａｌ１ ａｌ２ ⋯ ａ

烄

烆

烌

烎ｌｍ

ｂ１
ｂ２


ｂ

烄

烆

烌

烎ｍ

＝

ａ１１ｂ１＋ａ１２ｂ２＋⋯＋ａ１ｍｂｍ
ａ２１ｂ１＋ａ２２ｂ２＋⋯＋ａ２ｍｂｍ



ａｌ１ｂ１＋ａｌ２ｂ２＋⋯＋ａｌｍｂ

烄

烆

烌

烎ｍ

＝Ｏ，

由于Ａ≠Ｏ，则至少存在一ａｉｊ≠０（１≤ｉ≤ｌ，１≤ｊ≤ｍ），使

ａｉ１ｂ１＋ａｉ２ｂ２＋ａｉｊｂｊ＋⋯＋ａｉｍｂｍ＝０，
从而ｂ１，ｂ２，⋯，ｂｍ 线性相关．
故选（Ａ）．
三、解答题

（１５）解１：此极限属于“００
”型未定式，可利用洛必达（Ｌ′Ｈｏｓｐｉｔａｌ）法则，并结合无穷小代

换求解．

原式＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘｌｎ
２＋ｃｏｓｘ（ ）３ －１
ｘ３ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｌｎ２＋ｃｏｓｘ（ ）３
ｘ２ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｌｎ（２＋ｃｏｓｘ）－ｌｎ３
ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０

１
２＋ｃｏｓｘ
·（－ｓｉｎｘ）

２ｘ ＝－１２ｌｉｍｘ→０
１

２＋ｃｏｓｘ
·ｓｉｎｘ
ｘ ＝－１６．

解２：注意到当ｔ→０时，ｅｔ～１＋ｔ，于是有

原式＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘｌｎ
２＋ｃｏｓｘ（ ）３ －１
ｘ３ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｌｎ２＋ｃｏｓｘ（ ）３
ｘ２ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｌｎ１＋ｃｏｓｘ－１（ ）３
ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｃｏｓｘ－１
３ｘ２ ＝－１６．

这里还利用了当ｔ＜０时ｌｎ（１±ｔ）～±ｔ的事实．
（１６）解：分段函数在分段点的可导性只能用导数定义讨论．
（Ⅰ）当－２≤ｘ＜０，即０≤ｘ＋２＜２时，
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ｆ（ｘ）＝ｋｆ（ｘ＋２）＝ｋ（ｘ＋２）［（ｘ＋２）２－４］＝ｋｘ（ｘ＋２）（ｘ＋４）．
（Ⅱ）由题设知 ｆ（０）＝０．

ｆ′＋（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ－０ ＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

ｘ（ｘ２－４）
ｘ ＝－４，

ｆ′－（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ－０ ＝ｌｉｍ

ｘ→０－

ｋｘ（ｘ＋２）（ｘ＋４）
ｘ ＝８ｋ．

令ｆ′－（０）＝ｆ′＋（０），得ｋ＝－
１
２．
即当ｋ＝－１２

时，ｆ（ｘ）在ｘ＝０处可导．
（１７）解：可用变量代换讨论变限积分定义的函数的周期性，且用求函数最值的方法讨论
函数的值域．

（Ⅰ）由 ｆ（ｘ＋π）＝∫
ｘ＋３π２

ｘ＋π
｜ｓｉｎｔ｜ｄｔ，设ｔ＝ｕ＋π，则有

ｆ（ｘ＋π）＝∫
ｘ＋π２

ｘ
｜ｓｉｎ（ｕ＋π）｜ｄｕ＝∫

ｘ＋π２

ｘ
｜ｓｉｎｕ｜ｄｕ＝ｆ（ｘ），

故ｆ（ｘ）是以π为周期的周期函数．
（Ⅱ）因为｜ｓｉｎｘ｜在（－∞，＋∞）上连续且周期为π，故只需在［０，π］上讨论其值域．因为

ｆ′（ｘ）＝ ｓｉｎｘ＋π（ ）２ －｜ｓｉｎｘ｜＝｜ｃｏｓｘ｜－｜ｓｉｎｘ｜，

令ｆ′（ｘ）＝０，得 ｘ１＝
π
４
，ｘ２＝

３π
４
，且

ｆ π（ ）４ ＝∫
３π
４
π
４
ｓｉｎｔｄｔ＝槡２，

ｆ３π（ ）４ ＝∫
５π
４
３π
４
｜ｓｉｎｔ｜ｄｔ＝∫

π

３π
４
ｓｉｎｔｄｔ－∫

５π
４

π
ｓｉｎｔｄｔ＝２－槡２，

又 ｆ（０）＝∫
π
２

０
ｓｉｎｔｄｔ＝１，ｆ（π）＝∫

３π
２

π
（－ｓｉｎｔ）ｄｔ＝１，

故ｆ（ｘ）的最小值是 槡２－２，最大值是槡２，因而ｆ（ｘ）的值域是［ 槡２－２，槡２］．
（１８）解：用定积分表示旋转体的体积和侧面积，二者及截面积都是ｔ的函数，然后计算
它们之间的关系．
（Ⅰ）由题设及旋转体侧面积和体积公式可有

Ｓ（ｔ）＝∫
ｔ

０
２πｔ １＋ｙ′槡 ２ｄｘ＝２π∫

ｔ

０

ｅｘ＋ｅ－ｘ（ ）２ １＋ｅ
２ｘ－２＋ｅ－２ｘ槡 ４ ｄｘ

＝２π∫
ｔ

０

ｅｘ＋ｅ－ｘ（ ）２
２
ｄｘ，

且 Ｖ（ｔ）＝π∫
ｔ

０
ｙ２ｄｘ＝π∫

ｔ

０

ｅｘ＋ｅ－ｘ（ ）２
２
ｄｘ， 故 Ｓ（ｔ）

Ｖ（ｔ）＝２．

（Ⅱ）注意到在ｘ＝ｔ处的底面积

Ｆ（ｔ）＝πｙ２｜ｘ＝ｔ＝π
ｅｔ＋ｅ－ｔ（ ）２

２
，
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则 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

Ｓ（ｔ）
Ｆ（ｔ）＝ｌｉｍｔ→＋∞

２π∫
ｔ

０

ｅｘ＋ｅ－ｘ（ ）２
２
ｄｘ

πｅ
ｔ＋ｅ－ｔ（ ）２

２ ＝ｌｉｍ
ｔ→＋∞

２ｅ
ｔ＋ｅ－ｔ（ ）２

２

２ｅ
ｔ＋ｅ－ｔ（ ）２

ｅｔ－ｅ－ｔ（ ）２

＝ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｅｔ＋ｅ－ｔ

ｅｔ－ｅ－ｔ
＝１．

（１９）证：证明文字不等式可以借助于函数不等式的证明方法，常用函数不等式的证明方
法主要有考虑单调性、极值和最值法等．

设 φ（ｘ）＝ｌｎ２ｘ－
４
ｅ２
ｘ， 则考虑φ（ｘ）的导数

φ′（ｘ）＝
２ｌｎｘ
ｘ －４

ｅ２
， φ″（ｘ）＝

２（１－ｌｎｘ）
ｘ２
，

所以当ｘ＞ｅ时，φ″（ｘ）＜０，故φ′（ｘ）单调减少．从而当ｅ＜ｘ＜ｅ２时，

φ′（ｘ）＞φ′（ｅ２）＝
４
ｅ２
－４
ｅ２
＝０，

即当ｅ＜ｘ＜ｅ２时，φ（ｘ）单调增加．因此，当ｅ＜ａ＜ｂ＜ｅ２时，

φ（ｂ）＞φ（ａ）ｌｎ２ｂ－
４
ｅ２
ｂ＞ｌｎ２ａ－４

ｅ２
ａ，

故 ｌｎ２ｂ－ｌｎ２ａ＞４
ｅ２
（ｂ－ａ）．

注：本题也可设辅助函数为

φ（ｘ）＝ｌｎ２ｘ－ｌｎ２ａ－
４
ｅ２
（ｘ－ａ），ｅ＜ａ＜ｘ＜ｅ２，

或 φ（ｘ）＝ｌｎ２ｂ－ｌｎ２ｘ－
４
ｅ２
（ｂ－ｘ），ｅ＜ｘ＜ｂ＜ｅ２，

再用单调性进行证明即可．
（２０）解１：由牛顿（Ｎｅｗｔｏｎ）第二定律，列出关系式后再解微分方程即可．
由题设，飞机的质量ｍ＝９０００ｋｇ，着陆时的水平速度ｖ０＝７００ｋｍ／ｈ．从飞机接触跑道开始

记时，设ｔ时刻飞机的滑行距离为ｘ（ｔ），速度为ｖ（ｔ）．

根据牛顿（Ｎｅｗｔｏｎ）第二定律，得 ｍｄｖｄｔ＝－ｋｖ．
又

ｄｖ
ｄｔ＝

ｄｖ
ｄｘ
·ｄｘ
ｄｔ＝ｖ

ｄｖ
ｄｘ
，

由以上两式得 ｄｘ＝－ｍｋｄｖ
， 两边积分得 ｘ（ｔ）＝－ｍｋｖ＋Ｃ．

由于ｖ（０）＝ｖ０，ｘ（０）＝０，故得Ｃ＝
ｍ
ｋｖ０
，从而 ｘ（ｔ）＝ｍｋ

［ｖ０－ｖ（ｔ）］．

当ｖ（ｔ）→０时，ｘ（ｔ）→
ｍｖ０
ｋ ＝９０００×７００

６．０×１０６
＝１．０５（ｋｍ）．

所以，飞机滑行的最长距离为１．０５ｋｍ．

解２：根据牛顿（Ｎｅｗｔｏｎ）第二定律，得ｍｄｖｄｔ＝－ｋｖ
， 所以 ｄｖ

ｖ ＝－
ｋ
ｍｄｔ．

两端积分得通解ｖ＝Ｃｅ－
ｋ
ｍｔ，代入初始条件：ｖ｜ｔ＝０＝ｖ０解得Ｃ＝ｖ０，

故 ｖ（ｔ）＝ｖ０ｅ－
ｋ
ｍｔｄｔ． 飞机滑行的最长距离为
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ｘ＝∫
＋∞

０
ｖ（ｔ）ｄｔ＝－

ｍｖ０
ｋｅ

－ｋｍｔ
＋∞

０ ＝
ｍｖ０
ｋ ＝１．０５（ｋｍ）．

或由 ｄｘ
ｄｔ＝ｖ０ｅ

－ｋｍｔ，知 ｘ（ｔ）＝∫
ｔ

０
ｖ０ｅ－

ｋ
ｍｔｄｔ＝－

ｍｖ０
ｋ
（ｅ－

ｋ
ｍｔ－１），

故最长距离为当ｔ→∞时，ｘ（ｔ）→
ｋｖ０
ｍ ＝１．０５（ｋｍ）．

解３：根据牛顿（Ｎｅｗｔｏｎ）第二定律，得 ｄ２ｘ
ｄｔ２＝－ｋ

ｄｘ
ｄｔ
，且 ｄ

２ｘ
ｄｔ２＋

ｋ
ｍ
ｄｘ
ｄｔ＝０
，

该微分方程的特征方程为λ２＋ｋｍλ＝０
，解之得 λ１＝０，λ２＝－

ｋ
ｍ
，

故 ｘ＝Ｃ１＋Ｃ２ｅ－
ｋ
ｍｔ．

由 ｘ｜ｔ＝０＝０， ｖ｜ｔ＝０＝
ｄｘ
ｄｔ ｔ＝０＝－

ｋＣ２
ｍｅ

－ｋｍｔ
ｔ＝０＝ｖ０，

得 Ｃ１＝－Ｃ２＝
ｍｖ０
ｋ
， 于是 ｘ（ｔ）＝

ｍｖ０
ｋ
（１－ｅ－

ｋ
ｍｔ）．

当ｔ→＋∞时，ｘ（ｔ）→
ｍｖ０
ｋ ＝１．０５（ｋｍ）．

所以，飞机滑行的最长距离为１．０５ｋｍ．
注：本题求飞机滑行的最长距离，可理解为ｔ→＋∞或ｖ（ｔ）→０的极限值．
（２１）解：利用复合函数求偏导和混合偏导的方法直接计算．注意到

ｚ
ｘ＝２ｘｆ′１＋ｙｅ

ｘｙｆ′２，
ｚ
ｙ＝－２ｙｆ′１＋ｘｅ

ｘｙｆ′２，

ｚ
ｘｙ＝２ｘ

［ｆ″１１·（－２ｙ）＋ｆ″１２·ｘｅｘｙ］＋ｅｘｙｆ′２＋ｘｙｅｘｙｆ′２＋

ｙｅｘｙ［ｆ″２１·（－２ｙ）＋ｆ″２２·ｘｅｘｙ］

＝－４ｘｙｆ″１１＋２（ｘ２－ｙ２）ｅｘｙｆ″１２＋ｘｙｅ２ｘｙｆ″２２＋ｅｘｙ（１＋ｘｙ）ｆ′２．
（２２）解１：求含参数齐次线性方程组的解，可由系数行列式为０确定参数的取值，进而求
方程组的非零解．
对方程组的系数矩阵Ａ作初等行变换，有

１＋ａ １ １ １
２ ２＋ａ ２ ２
３ ３ ３＋ａ ３
４ ４ ４ ４＋

烄

烆

烌

烎ａ

→

１＋ａ １ １ １
－２ａ ａ ０ ０
－３ａ ０ ａ ０
－４ａ ０ ０

烄

烆

烌

烎ａ

＝Ｂ，

当ａ＝０时，秩ｒ（Ａ）＝１＜４，故方程组有非零解，其同解方程组为

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＝０．
由此得基础解系为

η１＝（－１，１，０，０）Ｔ，η２＝（－１，０，１，０）Ｔ，η３＝（－１，０，０，１）Ｔ，
于是所求方程组的通解为

ｘ＝ｋ１η１＋ｋ２η２＋ｋ２η３ （其中ｋ１，ｋ２，ｋ３为任意常数）．
当ａ≠０时，
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Ｂ→

１＋ａ １ １ １
－２ １ ０ ０
－３ ０ １ ０

烄

烆

烌

烎－４ ０ ０ １

→

ａ＋１０ ０ ０ ０
－２ １ ０ ０
－３ ０ １ ０

烄

烆

烌

烎－４ ０ ０ １

．

当ａ＝－１０时，秩ｒ（Ａ）＝３＜４，故方程组也有非零解，其同解方程组为

－２ｘ１＋ｘ２ ＝０，

－３ｘ１ ＋ｘ３ ＝０，

－４ｘ１ ＋ｘ４＝０
烅
烄

烆 ．
由此得基础解系为 η＝（１，２，３，４）Ｔ．
所以所求方程组的通解为ｘ＝ｋη，其中ｔ为任意常数．
解２：方程组的系数行列式

｜Ａ｜＝

１＋ａ １ １ １
２ ２＋ａ ２ ２
３ ３ ３＋ａ ３
４ ４ ４ ４＋ａ

＝（ａ＋１０）ａ３．

当｜Ａ｜＝０，即ａ＝０或ａ＝－１０时，方程组有非零解．
当ａ＝０时，对系数矩阵Ａ作初等行变换，有

Ａ＝

１ １ １ １
２ ２ ２ ２
３ ３ ３ ３

烄

烆

烌

烎４ ４ ４ ４

＝

１ １ １ １
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

，

故方程组的同解方程组为 ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＝０．其基础解系为

η１＝（－１，１，０，０）Ｔ，η２＝（－１，０，１，０）Ｔ，η３＝（－１，０，０，１）Ｔ，
于是所求方程组的通解为

ｘ＝ｋ１η１＋ｋ２η２＋ｋ２η３（其中ｋ１，ｋ２，ｋ３为任意常数）．
当ａ＝－１０时，对Ａ作初等行变换，有

Ａ＝

－９ １ １ １
２ －８ ２ ２
３ ３ －７ ３

烄

烆

烌

烎４ ４ ４ －６

→

－９ １ １ １
２０ －１０ ０ ０
３０ ０ －１０ ０

烄

烆

烌

烎４０ ０ ０ －１０

→

－９ １ １ １
－２ １ ０ ０
－３ ０ １ ０

烄

烆

烌

烎－４ ０ ０ １

→

０ ０ ０ ０
－２ １ ０ ０
－３ ０ １ ０

烄

烆

烌

烎－４ ０ ０ １

，

故方程组的同解方程组为

ｘ２＝２ｘ１，

ｘ３＝３ｘ１，

ｘ４＝４ｘ１

烅
烄

烆 ．

历年考研数学试题详解·数学（二）２－８８



其基础解系为η＝（１，２，３，４）Ｔ．
故 所求方程组的通解为ｘ＝ｋη，其中ｋ为任意常数．
（２３）解：由矩阵特征根的定义可确定ａ的值，由线性无关特征向量的个数与λＩ－Ａ 秩
之间的关系确定Ａ是否可对角化．Ａ的特征多项式为

｜λＩ－Ａ｜＝
λ－１ －２ ３
１ λ－４ ３
－１ －ａ λ－５

＝
λ－２ ２－λ ０
１ λ－４ ３
－１ －ａ λ－５

＝（λ－２）
１ －１ ０
１ λ－４ ３
－１ －ａ λ－５

＝（λ－２）
１ ０ ０
１ λ－３ ３
－１ －ａ－１ λ－５

＝（λ－２）（λ２－８λ＋１８＋３ａ）．
若λ＝２是特征方程的二重根，则有２２－１６＋１８＋３ａ＝０，解得ａ＝－２．
当ａ＝－２时，Ａ的特征值为２，２，６，矩阵

２Ｉ－Ａ＝
１ －２ ３
１ －２ ３

烄

烆

烌

烎－１ ２ －３
的秩为１，其相应的线性方程组有两个线性无关的解向量．
故λ＝２对应的线性无关的特征向量有两个，从而Ａ可相似对角化（与对角阵相似）．
若λ＝２不是特征方程的二重根，则二次三项式λ２－８λ＋１８＋３ａ为完全平方式．

从而由判别式Δ＝ｂ２－４ａｃ＝０，有１８＋３ａ＝１６，解得ａ＝－２３．

当ａ＝－２３
时，矩阵Ａ的特征值为２，４，４，这时矩阵

２Ｉ－Ａ＝

３ －２ ３
１ ０ ３

－１ ２
３

烄

烆

烌

烎－１

的秩为２．
故λ＝４对应的线性无关的特征向量仅有一个，从而矩阵Ａ不可相似对角化（不可与对角

阵相似）．

２００４年试题参考答案 ２－８９

２



三、附 录

１９８５年上海交大等八院校硕士研究生
招生考试高等数学试题



试卷（Ⅰ）

一、（１）求∫ｘ－３ａｒｃｔａｎｘｄｘ．

（２）设ｆ（ｘ）＝

１
１＋ｘ
， ｘ≥０，

１
１＋ｅｘ
， ｘ＜０

烅

烄

烆 ．
试求∫

２

０
ｆ（ｘ－１）ｄｘ．

二、设ｚ＝ｆ（ｘ，ｕ，ｖ），ｕ＝２ｘ＋ｙ，ｖ＝ｘｙ，其中ｆ具有二阶连续偏导数，求
２ｚ

ｘｙ．

三、计算Ｄ
槡ｙｄσ，其中区域Ｄ是由曲线ｙ＝ｘ，ｙ＝２ｘ－ｘ２所围成．

四、已知ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘ＋ｃ
ｘ－（ ）ｃ

ｘ
＝∫

ｃ

－∞
ｔｅ２ｔｄｔ求ｃ．

五、设Ｆ（ｘ）＝
∫
ｘ

０
ｔｆ（ｔ）ｄｔ

ｘ２
，

ｃ

烅

烄

烆 ，

ｘ≠０，

ｘ＝０．
其中ｆ（ｘ）具有连续导数，且ｆ′（ｘ）＞０，ｆ（０）＝０．

（１）试确定ｃ使Ｆ（ｘ）连续；（２）在（１）的结果下，问Ｆ′（ｘ）是否连续．

六、试求在圆锥面Ｒｚ＝ｈ ｘ２＋ｙ槡 ２与平面ｚ＝ｈ所围成的锥体内作出底面平行于ｘＯｙ
平面的最大长方体之体积（Ｒ＞０，ｈ＞０）．

七、求幂级数∑
∞

ｎ＝１
ｎ（ｘ－１）ｎ的收敛，并求其和．

八、计算曲线积分∮Ｌ

ｘｄｙ－ｙｄｘ
４ｘ２＋ｙ２

，其中Ｌ 是以点（１，０）为中心，Ｒ 为半径的圆周

（Ｒ≠１），方向取逆时针方向．

九、设φ（ｘ）＝ｅｘ－∫
ｘ

０
（ｘ－ｕ）φ（ｕ）ｄｕ，其中φ（ｘ）为连续函数，求φ（ｘ）．

十、设（１）ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上连续，且ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ）＝０；（２）ｆ（ｘ）在区间（ａ，ｂ）内具

有一阶导数ｆ′（ｘ），且ｆ（ｘ）在点ａ处右导数大于零，即ｆ′ｘ（ａ）＝ ｌｉｍ
ｘ→ａ＋０

ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）
ｘ－ａ ＞０；

 这八院校是上海交大、天津大学、华中工学院、华南工学院、西安交大、浙江大学、南京工学院、哈尔滨工大．
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（３）ｆ（ｘ）在区间（ａ，ｂ）内有二阶导数ｆ″（ｘ）．求证在区间（ａ，ｂ）内至少存在一点ｃ使ｆ″（ｃ）＜０．

高等数学（Ⅱ）（包括线性代数）

一～八题同试卷（Ⅰ）的一、二、三、六、七、八、九、十题．
九、设向量组ａ＝（ａ１，ａ２，ａ３）、ｂ＝（ｂ１，ｂ２，ｂ３）、ｃ＝（ｃ１，ｃ２，ｃ３）线性无关，证明向量组

ｄ＝（ａ１，ａ２，ａ３，ａ４）、ｅ＝（ｂ１，ｂ２，ｂ３，ｂ４）、ｆ＝（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｃ４）也线性无关．
十、试用正交变换将二次型ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝２ｘ２＋２ｙ２＋３ｚ２＋２ｘｙ化为标准形（法式），并写

出所用的正交变换．

试卷（Ⅲ）（包括线性代数、复变函数、概率论）

一～七题同试卷（Ⅰ）的一、二、六、七、八、九、十题．

八、（１）设矩阵Ａ＝

１ ０ ０ ０ ０
０ ２ ０ ０ ０
０ ０ ３ ０ ０
０ ０ ０ ４ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０ ５

，求Ａ－１；

（２）试用正交变换将二次型ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝２ｘ２＋２ｙ２＋３ｚ２＋２ｘｙ化为标准形（法式），并写
出所用的正交变换．
注意：在下列第九、第十两题中，由考生任选一题，如两题都做，则只按第九题给分．

九、（１）计算∮ｃ

ｅ２ｓｉｎｚ
ｚ２－４

ｄｚ，其中积分闭路ｃ为圆周｜ｚ｜＝３之逆时针方向．

（２）计算∫
∞

－∞

ｃｏｓｘ
（ｘ２＋１）（ｘ２＋９）

ｄｘ．

十、（１）现有一批产品是由三家工厂生产的，已知其中一家的废品率是１／５，另两家的废
品率都是１／１０，今从这批产品中任取一件（假定这一件来自哪个工厂是等可能的）进行检验，
问取到的是废品的概率．
（２）测量某一目标的距离时，测量误差服从μ＝－５０，α＝１００的正态分布（单位：ｍ）．试求
测量距离的误差按其绝对值不超过１５０ｍ的概率．

附表：表示正态分布表Φ（ｚ）＝∫
ｚ

－∞

１
２槡π
ｅ－
ｕ
２

２ｄｕ

ｚ ０ １ ２

０．８ ０．７８８１ ０．７９１０ ０．７９３９

１．０ ０．８４１３ ０．８４３８ ０．８４６１

１．５ ０．９３３２ ０．９３４５ ０．９３５７

２．０ ０．９７７２ ０．９７７８ ０．９７８３

２．５ ０．９９３８ ０．９９４０ ０．９９４１
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附：参 考 答 案

试卷（Ⅰ）
一、（１）解：先凑微分再分部积分有

∫ｘ－３ａｒｃｔａｎｘｄｘ＝－１２∫ａｒｃｔａｎｘｄ（ｘ－２）
＝－１２ ｘ

－２ａｒｃｔａｎｘ－∫ｘ－２ １
１＋ｘ２

ｄ［ ］ｘ

＝－１２
１
ｘ２ａｒｃｔａｎｘ＋

１
２∫１＋ｘ

２－ｘ２
ｘ２（１＋ｘ２）

ｄｘ（分子同加减ｘ２项）

＝－１２
１
ｘ２ａｒｃｔａｎｘ＋

１
２∫１ｘ２ｄｘ－１２∫ １

１＋ｘ２
ｄｘ

＝－ １２ｘ２ａｒｃｔａｎｘ－
１
２ｘ－

１
２ａｒｃｔａｎｘ＋ｃ．

（２）解：令ｘ－１＝ｕ，则由积分性质有

∫
２

０
ｆ（ｘ－１）ｄｘ＝∫

１

－１
ｆ（ｕ）ｄｕ＝∫

０

－１

１
１＋ｅｘ

ｄｘ＋∫
１

０

１
１＋ｘｄｘ

＝∫
０

－１

１＋ｅｘ－ｅｘ

１＋ｅｘ
ｄｘ＋ｌｎ（１＋ｘ）

１

０
＝［ｘ－ｌｎ（１＋ｅｘ）］

０

－１
＋ｌｎ２

＝１＋ｌｎ（１＋ｅ－１）．

二、解：由题设有 ｚ
ｘ＝

ｆ
ｘ＋２

ｆ
ｕ＋ｙ

ｆ
ｖ
，从而有

２ｚ
ｘｙ＝

２ｆ
ｘ２
·ｘ
ｙ＋

２ｆ
ｘｕ
·ｕ
ｙ＋

２ｆ
ｘｖ
·ｖ
ｙ＋

＋２ ２ｆ
ｘｕ
·ｘ
ｙ＋

２ｆ
ｕ２
·ｕ
ｙ＋

２ｆ
ｕｖ
·ｖ
［ ］ｙ ＋

＋ｙ
２ｆ
ｖｘ
·ｘ
ｙ＋

２ｆ
ｖｕ
·ｕ
ｙ＋

２ｆ
ｖ２
·ｖ
［ ］ｙ ＋

ｆ
ｖ

＝ ２ｆ
ｘｕ＋ｘ

２ｆ
ｘｖ＋２

２ｆ
ｕ２＋２ｘ

２ｆ
ｕｖ＋ｙ

２ｆ
ｕｖ＋ｘｙ

２ｆ
ｖ２＋

ｆ
ｖ

＝ ２ｆ
ｘｕ＋ｘ

２ｆ
ｘｖ＋
（２ｘ＋ｙ）

２ｆ
ｕｖ＋ｘｙ

２ｆ
ｖ２＋２

２ｆ
ｕ２＋

ｆ
ｖ

＝ ２ｆ
ｘｕ＋ｘ

２ｆ
ｘｖ＋ｕ

２ｆ
ｕｖ＋ｖ

２ｆ
ｖ２＋２

２ｆ
ｕ２＋

ｆ
ｖ．

三、解：由题设且注意到二重积分性质有


Ｄ

槡ｙｄｖ＝∫
１

０
ｄｘ∫

２ｘ－ｘ
２

ｘ
槡ｙｄｙ＝∫

１

０

２
３ｙ

３
２
２ｘ－ｘ

２

ｘ
ｄｘ

＝２３∫
１

０
（２ｘ－ｘ）

３
２ｄｘ－２３∫ｘ

２
３ｄｘ

＝２３∫
１

０
［１－（１－ｘ）２］

３
２ｄｘ－２３

·２
５ｘ

５
２
１

０
， （）

对右端第一个积分，我们引入变换１－ｘ＝ｓｉｎｔ而有
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２
３∫

１

０
［１－（１－ｘ）２］

３
２ｄｘ＝－２３∫

０

ｘ
２

［１－ｓｉｎｔ］
２
３ｃｏｓｔｄｔ＝２３

·∫
ｘ
２

０
ｃｏｓ４ｄｔｄ

＝２３
·３
４
·１
２
·π
２＝

π
８
，

式（）右端第二项等于４１５
，于是得

Ｄ

槡ｙｄσ＝ π８－
４
１５．

四、解：注意下面式子变形：

式左＝ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ＋ｃ
ｘ－（ ）ｃ

ｘ
＝ｌｉｍ

ｘ→∞
１＋ ２ｃ
ｘ－（ ）ｃ

ｘ－ｃ
２［ ］ｃ

２ｃ
· ｘ＋ｃ
ｘ－（ ）ｃ ＝ｅ２ｃ，

式右＝１２∫
ｃ

－∞
ｔｄ（ｅ２ｔ）＝１２ ｔｅ

２［ ｔ
ｃ

－∞
－∫

ｃ

－∞
ｅ２ｔｄ ］ｔ ＝１２ｃｅ２ｃ－

１
４ｅ
２ｔ
ｃ

－∞

＝ ｃ
２－（ ）１４ ｅ２ｃ．

比较左右两端则有 １
２ｃ－

１
４＝１
，即得ｃ＝５２．

五、解：（１）由题设且注意到

ｌｉｍ
ｘ→０
Ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０

∫
ｘ

０
ｔｆ（ｔ）ｄｔ

ｘ２ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘｆ（ｘ）
２ｘ ＝１２ｆ

（０）＝０，

可见取ｃ＝０，则有Ｆ（ｘ）连续．
（２）当ｘ≠０时，由导数性质有

Ｆ′（ｘ）＝
ｘ２·ｘｆ（ｘ）－２ｘ∫

ｘ

０
ｔｆ（ｔ）ｄｔ

ｘ４ ＝
ｘ２ｆ（ｘ）－２∫

ｘ

０
ｔｆ（ｔ）ｄｔ

ｘ３
，

从而有 ｌｉｍ
ｘ→０
Ｆ′（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｘ２ｆ（ｘ）－２∫
ｘ

０
ｔｆ（ｔ）ｄｔ

ｘ３

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ２ｆ′（ｘ）＋ｆ（ｘ）·２ｘ－２ｘｆ（ｘ）
３ｘ２ ＝１３ｆ′

（０），

而另一方面注意到

Ｆ′（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０

Ｆ（ｘ）－Ｆ（０）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

∫
ｘ

０
ｔｆ（ｔ）ｄｔ

ｘ２ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘｆ（ｘ）
３ｘ３

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
３ｘ ＝１３ｆ′

（０）．
即证得Ｆ′（ｘ）无论是在ｘ≠０时或ｘ＝０时，均为连续的．

六、解：设所求体积为Ｖ，则Ｖ１＝
Ｖ
４＝ｘｙ
（ｈ－ｚ）．

约束条件为ｈ ｘ２＋ｙ槡 ２－Ｒｚ＝０，根据拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）乘子法，令

Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｘｙ（ｈ－ｚ）＋λ（ｈ ｘ２＋ｙ槡 ２－Ｒｚ），

由 Ｆ
ｘ＝ｙ
（ｈ－ｚ）＋λ ｈｘ

ｘ２＋ｙ槡 ２
， Ｆ
ｙ＝ｘ
（ｈ－ｚ）＋λ ｈｘ

ｘ２＋ｙ槡 ２
，

及 Ｆ
ｚ＝－ｘｙ－λＲ

， 令 Ｆ
ｘ＝

Ｆ
ｙ＝

Ｆ
ｚ＝０
，再加约束条件，可解得
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ｘ＝ｙ，ｚ＝槡２ｈＲｘ
，λ＝－ｘ

２

Ｒ．

故有 ｘ＝ｙ＝槡２３Ｒ
，ｚ＝２３ｈ．

于是又得 Ｖｍａｘ＝４Ｖ１ｍａｘ＝４槡２３（ ）Ｒ
２ｈ
３＝

８
２７Ｒ

２ｈ．

七、解：令ｘ－１＝ｔ化原级数为∑
∞

ｎ＝１
ｎｔｎ，它的收敛半径为１，且当ｔ＝１与ｔ＝－１时

∑
∞

ｎ＝１
ｎｔｎ是发散的，所以∑

∞

ｎ＝１
ｎｔｎ的收敛点集（区域）为－１＜ｔ＜１．

从而知原级数∑
∞

ｎ＝１
ｎ（ｘ－１）ｎ的收敛域为｜ｘ－１｜＜１，亦即０＜ｘ＜２．

其次令 ∑
∞

ｎ＝１
ｎｔｎ＝Ｇ（ｔ），则有

Ｇ（ｔ）＝ｔ∑
∞

ｎ＝１
ｎｔｎ－１＝ｔ∑

∞

ｎ＝０
（ｎ＋１）·ｔｎ＝ｔ ∑

∞

ｎ＝０
ｎｔｎ＋∑

∞

ｎ＝０
ｔ［ ］ｎ ＝ｔ Ｇ（ｔ）＋ １

１－［ ］ｔ ，

解得 Ｇ（ｔ）＝ ｔ
（１－ｔ）２

，因之，当｜ｘ－１｜＜１时，有

∑
∞

ｎ＝１
ｎ（ｘ－１）ｎ＝ ｘ－１

［１－（ｘ－１）］２＝
ｘ－１
（２－ｘ）２

．

八、解：令Ｐ＝ －ｙ
４ｘ２＋ｙ２

，Ｑ ＝ ｘ
４ｘ２＋ｙ２

，从而有

Ｑ
ｘ ＝

Ｐ
ｙ＝

ｙ２－４ｘ２
（４ｘ２＋ｙ２）２

（ｘ２＋ｙ２≠０）．

可知当Ｒ＜１时 ∮Ｌ

ｘｄｙ－ｙｄｘ
４ｘ２＋ｙ２

＝０；

当Ｒ＞１时 ∮Ｌ

ｘｄｙ－ｙｄｘ
４ｘ２＋ｙ２

ｘ＝ ε２ｃｏｓｔ

ｙ＝εｓｉｎ

ｔ∮Ｌ′

１
２
·ε２

ε２ ｄｔ＝
１
２∫

２π

０
ｄｔ＝π．

九、解：由设φ（ｘ）＝ｅｘ－ｘ∫
ｘ

０
φ（ｕ）ｄｕ＋∫

ｘ

０
ｕφ（ｕ）ｄｕ，且φ（０）＝１．

又由φ（ｘ）连续，由上式对ｘ求导故又有

φ′（ｘ）＝ｅｘ－∫
ｘ

０
φ（ｕ）ｄｕ－ｘφ（ｘ）＋ｘφ（ｘ）＝ｅｘ－∫

ｘ

０
φ（ｕ）ｄｕ，

且 φ′（０）＝１．
再由φ（ｘ）连续的假设，对上式再求导有 φ″（ｘ）＝ｅｘ－φ（ｘ）．

从而知φ（ｘ）乃是满足微分方程
φ″（ｘ）＋φ（ｘ）＝ｅｘ，

φ（０）＝１，φ′（０）＝１
｛ ．

的解．

解之得φ（ｘ）＝（ｃ１ｃｏｓｘ＋ｃ２ｓｉｎｘ）＋
１
２ｅ
ｘ，由初始条件可有ｃ１＝ｃ２＝

１
２．

故得 φ（ｘ）＝
１
２
（ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘ＋ｅｘ）．

十、证：由题设有 ｌｉｍ
θ→ａ＋０

ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）
ｘ－ａ ＝ｌｉｍ

θ→ａ＋０

ｆ（ｘ）
ｘ－ａ＝ｆ′＋

（ａ）＞０，

１９８５年上海交大等八院校硕士研究生招生考试高等数学试题 ３－５
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故可知在（ａ，ｂ）内必至少存在一点ｘ０，有ｆ（ｘ０）＞０．在［ａ，ｘ０］，［ｘ０，ｂ］上分别用拉格朗
日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）中值定理知必存在ａ１与ｂ１，使得ａ＜ａ１＜ｘ０＜ｂ１＜ｂ，且有

ｆ（ｘ０）－ｆ（ａ）
ｘ０－ａ ＝ｆ′（ａ１），

ｆ（ｂ）－ｆ（ｘ０）
ｂ－ｘ０ ＝ｆ′（ｂ１）．

从而又知 ｆ′（ａ１）＞０，ｆ′（ｂ１）＜０．
对ｆ′（ｘ）在［ａ１，ｂ１］区间上再用拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）中值定理，则知至少存在一点ｃ：

ａ１＜ｃ＜ｂ１使得

ｆ′（ｂ１）－ｆ′（ａ１）
ｂ１－ａ１ ＝ｆ″（ｃ），

且有ｆ″（ｃ）＜０成立，其中ｃ∈（ａ，ｂ）．

试卷（Ⅱ）（包括线性代数）

九、证：反证法．若ｄ＝（ａ１，ａ２，ａ３，ａ４），ｅ＝（ｂ１，ｂ２，ｂ３，ｂ４），ｆ＝（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｃ４）线性相
关，则存在有不全为零的ｋｉ（ｉ＝１，２，３），使得ｋ１ｄ＋ｋ２ｅ＋ｋ３ｆ＝０，即

ａ１ ｂ１ ｃ１
ａ２ ｂ２ ｃ２
ａ３ ｂ３ ｃ３
ａ４ ｂ４ ｃ

烄

烆

烌

烎４

ｋ１
ｋ２
ｋ

烄

烆

烌

烎３
＝

烄

烆

烌

烎

０
０
０
０

，

此时，显然也有

ａ１ ｂ１ ｃ１
ａ２ ｂ２ ｃ２
ａ３ ｂ３ ｃ

烄

烆

烌

烎３

ｋ１
ｋ２
ｋ

烄

烆

烌

烎３
＝
烄

烆

烌

烎

０
０
０
，

也即是 ｋ１ａ＋ｋ１ｂ＋ｋ１ｃ＝０．
因而ａ、ｂ、ｃ是线性相关的，这与题设矛盾，从而证得ｄ、ｅ、ｆ线性无关．
十、解： 由于二次型可写成

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝２ｘ２＋２ｙ２＋３ｚ２＋２ｘｙ＝（ｘ，ｙ，ｚ）
２ １ ０
１ ２ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ３

ｘ烄

烆

烌

烎
ｙ
ｚ
，

故其对应矩阵 Ａ＝
２ １ ０
１ ２ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ３
，而Ａ的特征方程为｜λＩ－Ａ｜＝０，即

λ－２ －１ ０
－１ λ－２ ０
０ ０ λ－３

＝０，（λ－１）（λ－３）２＝０，

故得特征根 λ１＝１，λ２＝λ３＝３．
对应于特征根λ＝１的特征向量由（Ｉ－Ａ）ｘ＝０即

－１ －１ ０
－１ －１ ０
０ ０ －

烄

烆

烌

烎２

ｘ１
ｘ２
ｘ

烄

烆

烌

烎３
＝
烄

烆

烌

烎

０
０
０
，

可解得对应于λ＝１的全部特征向量为（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ＝（－ｋ，ｋ，０）Ｔ，

取ｋ＝１得一特征向量为（－１，１，０）Ｔ，将其标准化为ξ１＝ －１
槡２
，１
槡２
，（ ）０

Ｔ

．
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对应特征值λ＝３的特征向量由（３Ｉ－Ａ）ｘ＝０即

１ －１ ０
－１ １ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ０

ｘ１
ｘ２
ｘ

烄

烆

烌

烎３
＝
烄

烆

烌

烎

０
０
０
，

可解得对应于λ＝３的全部特征向量为（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ＝（ｋ，ｋ，ｌ）Ｔ．
取ｋ＝１，ｌ＝０和ｋ＝０，ｌ＝１得二特征向量为（１，１，０）Ｔ和（０，０，１）Ｔ，将其标准化为

ξ２＝
１
槡２
，１
槡２
，（ ）０

Ｔ
和ξ３＝（０，０，１）Ｔ．

因此有正交矩阵 Ｔ＝（ξ１，ξ２，ξ３）＝

－１
槡２

１
槡２
０

１
槡２

１
槡２
０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

．

且在正交变换

ｘ＝－１
槡２
ｘ１＋

１
槡２
ｙ１，

ｙ＝１
槡２
ｘ１＋

１
槡２
ｙ１，

ｚ＝ｚ１

烅

烄

烆 ．

作用下二次型ｆ即可化为标准形ｆ＝ｘ２１＋３ｙ２１＋３ｚ２１．

试卷（Ⅲ）（包括线性代数，复变函数，概率论）

八、（１）解：由矩阵求逆公式Ａ－１＝Ａ／｜Ａ｜，则

Ａ－１＝１５！

２·３·４·５ ０ ０ ０ ０
０ １·３·４·５ ０ ０ ０
０ ０ １·２·４·５ ０ ０
０ ０ ０ １·２·３·５ ０
０ ０ ０ ０ １·２·３·

烄

烆

烌

烎４

＝

１ ０ ０ ０ ０
０ １／２ ０ ０ ０
０ ０ １／３ ０ ０
０ ０ ０ １／４ ０

０ ０ ０ １／

烄

烆

烌

烎５

．

（２） 见前面试卷（Ⅱ）部分试题十的解答．
九、（１）解：由设可有

∮ｅ
ｘｓｉｎｚ
ｚ２－４

ｄｚ＝∫｜ｚ｜＝３ ｅｘｓｉｎｚ
（ｚ－２）（ｚ＋２）ｄｚ＝

１
４∮｜ｚ｜＝３

ｅｘｓｉｎｚ
ｚ－２ｄｚ－∮｜ｚ｜＝３

ｅｘｓｉｎｚ
ｚ＋２ｄ［ ］ｚ

＝１４
［２πｉｅ２ｓｉｎ２－２πｉｅ－２ｓｉｎ（－２）］＝πｉ２ｓｉｎ２

·（ｅ２＋ｅ－２）＝πｉｓｉｎ２ｃｈ２．

（２）解：本题实际上是求积分∫
∞

－∞

ｅｉｘ
（ｘ２＋１）（ｘ２＋９）

ｄｘ的实部，即求：

∫
∞

－∞

ｅｉｚ
（ｚ２＋１）（ｚ２＋９）

ｄｚ．

１９８５年上海交大等八院校硕士研究生招生考试高等数学试题 ３－７
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此时ｆ（ｚ）＝ ｅｉｚ
（ｚ２＋１）（ｚ２＋９）

在上半平面内有两个一阶极点ｚ＝ｉ，ｚ＝３ｉ且可算得，

Ｒｅｓｆ（ｚ）ｚ＝ｉ＝
ｅ－１
１６ｉ
， Ｒｅｓｆ（ｚ）ｚ＝３ｉ＝

ｅ－３
４８ｉ．

从而有∫
∞

－∞

ｅｉｚ
（ｚ２＋１）（ｚ２＋９）

ｄｚ＝２πｉＲｅｓｆ（ｚ）｜ｚ＝ｉ＋Ｒｅｓｆ（ｚ）｜ｚ＝［ ］３ｉ

＝２πｉｅ
－１

１６ｉ－
ｅ－３（ ）４８ｉ＝

π
２４ｅ３
（３ｅ２－１），

比较两端的实部与虚部，即得知

∫
∞

－∞

ｃｏｓｘ
（ｘ２＋１）（ｘ２＋９）

ｄｘ＝ π
２４ｅ３
（３ｅ２－１）．

十、（１）解：设Ｂｉ为取出的产品是第ｉ家工厂生产的事件，ｉ＝１，２，３；且Ａ为取出的产品
是废品的事件．

依题意有 Ｐ（Ｂｉ）＝
１
３
，ｉ＝１，２，３．

又 Ｐ（｜Ａ｜Ｂ１）＝
１
５
， Ｐ（｜Ａ｜Ｂ２）＝Ｐ（｜Ａ｜Ｂ３）＝

１
１０．
故

Ｐ（Ａ）＝１３
·１
５
·＋１３
·１
１０＋

１
３
·１
１０＝

２
１５．

（２）解：设Ｘ为测量距离的误差，于是Ｘ的概率密度为

ｆ（ｘ）＝ １
１００ ２槡π

ｅ－
（ｘ＋５０）

２

２００００

测量距离的误差按其绝对值不超过１５０ｍ的概率为

Ｐ｛｜Ｘ｜＜１５０｝＝Ｐ｛－１５０＜Ｘ＜１５０｝＝Φ１５０＋５０（ ）１００ －Φ －１５０＋５０－（ ）１００
＝Φ（２）－Φ（－１）＝Φ（２）＋Φ（１）－１＝０．９７７２＋０．８４１３－１
＝０．８１８５．

１９８５年同济大学等八院校硕士研究生
招生考试高等数学试题



一、填空题

（１）ｄ（ｘｔａｎｘ）＝ ｄｘ；ｄ ＝ ｘｄｘ
１－ｘ槡 ２

．

（２）设ｆ（ｘ）可微，则ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（ｘ＋２ｈ）－ｆ（ｘ－ｈ）
ｈ ＝ ．

（３）设 →ＯＡ＝｛１，２，１｝，→ＯＢ＝｛－２，－１，１｝，则ｃｏｓ∠ＡＯＢ＝ ．

（４）设ｆ（ｘ）在［０，ｌ］上连续，在（０，ｌ）内有ｆ（ｘ）＝∑
∞

ｎ＝１
ｂｎｓｉｎ

ｎπ
ｌｘ
，其中ｂｎ的计算公式为

历年考研数学试题详解·数学（二）

 这八院校是同济大学、华东化工学院、华东纺织学院、上海机械学院、上海海运学院、上海铁道学院、上海工业大学、上
海科技大学．
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ｂｎ＝ ．
二、选择题（把正确结论的代号写在括号内）

（１）当ｘ→０时，ｘ２－ｓｉｎｘ是ｘ的 （ ）

（Ａ）高阶无穷小 （Ｂ）同阶无穷小 （Ｃ）低阶无穷小 （Ｄ）等价无穷小
（２）函数Ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）在点（ｘ０，ｙ０）处具有偏导数ｆｘ（ｘ０，ｙ０），ｆｙ（ｘ０，ｙ０）是函数在该点
可微分的 （ ）

（Ａ）必要条件但非充分条件 （Ｂ）充分条件但非必要条件
（Ｃ）充分必要条件 （Ｄ）既非充分条件也非必要条件

（３）设ｕ＝ｆ（ｘ＋ｙ，ｘｚ）有二阶连续偏导数，则
２ｕ
ｘｚ
是 （ ）

（Ａ）ｆ′２＋ｘｆ″１１＋（ｘ＋ｚ）ｆ″１２＋ｘｚｃｆ″２２（Ｂ）ｘｆ″１２＋ｘｚｆ″２２
（Ｃ）ｆ′２＋ｆ″１２＋ｘｚｆ″２２ （Ｄ）ｘｚｆ″２２

（４）若级数∑
∞

ｎ＝１
ｕｎ及∑

∞

ｎ＝１
ｖｎ都发散，则 （ ）

（Ａ）∑
∞

ｎ＝１
（ｕｎ＋ｖｎ）必发散 （Ｂ）∑

∞

ｎ＝０
ｕｎｖｎ必发散

（Ｃ）∑
∞

ｎ＝０
（｜ｕｎ｜＋｜ｖｎ｜）必发散 （Ｄ）∑

∞

ｎ＝０
（ｕ２ｎ＋ｖ２ｎ）必发散

三、求ｌｉｍ
ｘ→１

２ｘ
ｘ＋（ ）１

２ｘ
ｘ－１．

四、求∫ｘ２
ｘ＋１ａｒｃｔａｎｘｄｘ．

五、求曲线

ｘ＝ｔ，

ｙ＝－ｔ２，

ｚ＝ｔ３
烅
烄

烆 ．

与平面ｘ＋２ｙ＋ｚ＝４平行的切线方程．

六、求幂级数∑
∞

ｎ＝１

１
２ｎ－１ｘ

２ｎ－１的收敛区域及和函数．

七、用铁锤将一铁钉打击入木板，设木板对铁钉的阻力与铁钉击入木板的深度成正比．在
铁锤击第一次时，能将铁钉击入木板内１ｃｍ，如果铁锤每次打击铁顶钉所做的功相等，问铁锤
击第二次时能把铁钉又击入多少？

八、求三重积分
Ω

（ｘ２＋ｙ２）ｄｖ的值，其中Ω是由曲线
ｙ２＝２ｚ，

ｘ＝０｛ ．
绕Ｏｚ轴旋转一周而

成的曲面与两平面ｚ＝２，ｚ＝８所围成的立体．

九、求曲线积分∮Ｌ
｜ｙ｜ｄｘ＋｜ｘ｜ｄｙ的值，其中Ｌ以Ａ（１，０）、Ｂ（０，１）及Ｃ（－１，０）为

顶点的三角形的正向边界曲线．

十、求ｌｉｍ
ｘ→＋∞

∫
ｘ

０
｜ｓｉｎｔ｜ｄｔ

ｘ ．
十一、求微分方程

ｙ″＋ｙ＝ｘ，当ｘ＜ π２
；ｙ″＋４ｙ＝０，当ｘ＞ π２

，

１９８５年同济大学等八院校硕士研究生招生考试高等数学试题 ３－９
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满足初始条件ｙ｜ｘ＝０＝０，ｙ′｜ｘ＝０＝０并在ｘ＝
π
２
处连续且可微的解．

十二、设ｆ（０）＝０，ｆ′（ｘ）在［０，＋∞）内是单调增加的，试证函数ｇ（ｘ）＝ｆ
（ｘ）
ｘ
在区间

（０，＋∞）内是单调增加的．

附：参 考 答 案

一、（１）ｔａｎｘ＋ｘｓｅｃｘ；－ １－ｘ槡 ２． （２）３ｆ′（ｘ）．

（３）－１２．
（４）ｂｎ＝

２
ｌ∫

１

０
ｆ（ｘ）ｓｉｎπｘｌｄｘ．

二、（１）（Ｂ） （２）（Ａ） （３）（Ｃ） （４）（Ｃ）

三、解：令ｙ＝ ２ｘ
ｘ＋（ ）１

２ｘ
ｘ－１，则ｌｎｙ＝２ｘ·ｌｎ

（２ｘ）－ｌｎ（ｘ＋１）
ｘ－１

，故

ｌｉｍ
ｘ→１
ｙ＝ｌｉｍ

ｘ→１
ｅｌｎｙ＝ｅｘｐｌｉｍ

ｘ→１
（ｌｎｙ｛ ｝）＝ｅｘｐ２·ｌｉｍ

ｘ→１

ｌｎ（２ｘ）－ｌｎ（ｘ＋１）
ｘ－｛ ｝１ ＝ｅ．

四、解：∫ ｘ２
１＋ｘ２

ａｒｃｔａｎｘｄｘ＝∫ｘ
２＋１－１
ｘ２＋１

ａｒｃｔａｎｘｄｘ＝∫ａｒｃｔａｎｘｄｘ－∫ａｒｃｔａｎｘ１＋ｘ２
ｄｘ

＝ｘａｒｃｔａｎｘ－∫ ｘ
１＋ｘ２

ｄｘ－１２ａｒｃｔａｎｘ

＝ａｒｃｔａｎｘ ｘ－１２ａｒｃｔａｎ（ ）ｘ －１２ｌｎ（１＋ｘ２）＋Ｃ．
五、解：曲线的切向量为ｓ＝｛１，－２ｔ，３ｔ２｝，其与所求平面平行，从而有

１－４ｔ＋３ｔ２＝０，  （３ｔ－ｔ）（ｔ－１）＝０，

得ｔ１＝１，ｔ２＝
１
３．
故所求切线方程（两条）为：

ｌ１：
ｘ－１
１ ＝ｙ＋１－２ ＝ｚ－１３

，ｌ２：
ｘ－１３
１ ＝

ｙ＋１９

－２３
＝
ｚ－１２７
１
３

．

六、解：由 ｌｉｍ
ｎ→∞

１
２ｎ＋１
１

２ｎ－１
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

２ｎ－１
２ｎ＋１ ＝１

，故 得级数收敛半径为Ｒ＝１．

易验证在端点ｘ＝１，ｘ＝－１处级数发散，从而级数收敛区域为（－１，１）．
设在（－１，１）内和函数为Ｓ（ｘ），则由Ｓ（０）＝０及

Ｓ′（ｘ）＝∑
∞

ｎ＝１
ｘ２ｎ－２＝ １

１－ｘ２
，

故 Ｓ（ｘ）＝Ｓ（ｘ）－Ｓ（０）＝∫
ｘ

０
Ｓ′（ｘ）ｄｘ＝∫

ｘ

０

ｄｘ
１－ｘ２＝

１
２ｌｎ
１＋ｘ
１－ｘ．

七、解：设阻力为ｋｘ，ｘ是铁钉进入木板的深度，则有

Ｗ ＝∫
１

０
ｋｘｄｘ＝∫

ｔ

１
ｋｘｄｘ

于是 １
２＝

１
２ｔ

２－１２
，得ｔ＝槡２．故 第二次又把铁钉击入（槡２－１）ｃｍ．
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八、解：旋转面方程为 ｘ２＋ｙ２＝２ｚ，则


Ω

（ｘ２＋ｙ２）ｄＶ ＝∫
ｘ

２ 
ｘ
２
＋ｙ
２
≤２ｚ

（ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙｄｚ＝∫
８

２
ρ
２
≤２ｚ

ρ２·ρｄｐｄθｄｚ

＝∫
８

２
２π∫

２槡ｚ

０
ρ３ｄρｄｚ＝３３６π．

九、解：记△ＡＢＯ的边界为Ｌ１，区域Ｄ１；△ＯＢＣ的边界为Ｌ２，区域Ｄ２．均取边界的正向，
则有

∮Ｌ
｜ｙ｜ｄｘ＋｜ｘ｜ｄｙ＝∮Ｌ１

ｙｄｘ＋ｘｄｙ＋∮Ｌ２
ｙｄｘ－ｘｄｙ

＝
Ｄ１

（１－１）ｄｘｄｙ＋
Ｄ２

（－１－１）ｄｘｄｙ＝－１．

十、解：由∫
ｘ

０
｜ｓｉｎｔ｜ｄｔ＝２，以及对充分大的正值ｘ，均有自然数ｋ使

ｋπ≤ｘ＜（ｋ＋１）π． （）

于是
∫
ｋπ

０
｜ｓｉｎｔ｜ｄｔ
（ｋ＋１）π ≤

∫
ｘ

０
｜ｓｉｎｔ｜ｄｔ

ｘ ＜
∫
（ｋ＋１）π

０
｜ｓｉｎｔ｜ｄｔ

ｋπ
，即

２ｋ
（ｋ＋１）π≤

∫
ｘ

０
｜ｓｉｎｔ｜ｄｔ

ｘ ＜２
（ｋ＋１）
ｋπ ．

令ｘ→＋∞，并考虑到式（），有ｋ→∞，故由逼夹定理有 ｌｉｍ
ｘ→∞

∫
ｘ

０
｜ｓｉｎｔ｜ｄｔ

ｘ ＝２ｋ．

十一、解：当ｘ＜ π２
时，容易求出ｙ″＋ｙ＝ｘ的通解为ｙ＝Ｃ１ｃｏｓｘ＋Ｃ２ｓｉｎｘ＋ｘ，

由ｙ（０）＝０得 Ｃ１＝０， 由ｙ′（０）＝０得 Ｃ２＝－１，故ｙ＝ｘ－ｓｉｎｘ．

按连续性及可微的要求，应有 ｙ π（ ）２ ＝ π２－１
，ｙ′ π（ ）２ ＝０．

当ｘ＞ π２
时，可得方程ｙ″＋４ｙ＝０的通解ｙ＝Ｃ１ｃｏｓ２ｘ＋Ｃ２ｓｉｎ２ｘ．

按连续性及可微的要求应有 Ｃ１＝
π
２－１
，２Ｃ２＝０．

综上可有 ｙ＝
ｘ－ｓｉｎｘ， ｘ≤ π２

，

１－π（ ）２ ｃｏｓ２ｘ， ｘ≥
π
２

烅

烄

烆 ．
十二、证：对任意的ｘ＞０，在［０，ｘ］上对ｆ（ｔ）用中值定理．有

ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｆ（０）＝ｆ′（ξ）ｘ＜ｆ′（ｘ）·ｘ，
这是因为０＜ξ＜ｘ及ｆ′（ｘ）在［０，＋∞）单调增加．

故对ｘ＞０有 ｇ′（ｘ）＝
ｘｆ′（ｘ）－ｆ（ｘ）

ｘ２
＝ｆ
′（ｘ）－ｆ′（ξ）

ｘ ＞０．

此即说ｇ（ｘ）在（０，＋∞）内单调增加．
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１９８６年上海交大等十院校硕士研究生
招生考试高等数学试题



试卷（一）

一、判断下列各命题是否正确：

（１）设ｆ（ｘ）＝
ｘ３，

２
３ｘ

３烅
烄

烆 ，

ｘ＞１；

ｘ≤１，
则ｆ′（１）＝２．

（２）若向量ａ·ｂ＝ａ·ｃ，且ａ≠０，则ｂ＝ｃ．
（３）设二元函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）在点（ｘ０，ｙ０）处一阶偏导数存在，则此函数在该点处连续．
（４）设Ｓ是球面ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝ａ２的外侧，α，β，γ为其法矢量的方向角，Ｖ是由Ｓ所围成
的球体，则


Ｓ

（ｘ３ｃｏｓα＋ｙ３ｃｏｓβ＋ｚ３ｃｏｓγ）ｄｓ＝
Ｖ

（３ｘ２＋３ｙ２＋３ｚ２）ｄｖ＝
Ｖ

３ａ２ｄｖ＝４πａ５．

（５）设数项级数∑
∞

ｎ＝１
ａｎ收敛，数项级数∑

∞

ｎ＝１
ｂｎ发散，则∑

∞

ｎ＝１
（ａｎ＋ｂｎ）发散．

二、计算下列各题：

（１）求ｌｉｍ
ｘ→∞
ｘ２１－ｘｓｉｎ１（ ）ｘ ． （２）∫ ｘｅｘ

（１＋ｘ）２
ｄｘ． （３）求∫

１

０
ｄｘ∫

１

ｘ
２

ｘｙ
１＋ｙ槡 ３

ｄｙ．

三、设由方程ｘ＋ｙ＋ｚ＝ｅｚ确定ｚ是ｘ，ｙ的函数，试求
２ｚ
ｘ２．

四、求曲线ｙ＝ｌｎｘ在区间（２，６）内的一条切线，使得该切线与直线ｘ＝２，ｘ＝６和曲线

ｙ＝ｌｎｘ所围成的图形面积最小．
五、设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，且在（ａ，ｂ）内有ｆ′（ｘ）＜０，证明

Ｆ（ｘ）＝ １
ｘ－ａ∫

ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ

在（ａ，ｂ）内是单调减函数．

六、证明曲面ｘ
２
３＋ｙ

２
３＋ｚ

２
３＋＝４上任意一点的切平面在坐标轴上的截距的平方和为常

数．
七、（１）写出函数ｆ（ｘ）＝ｘｅ２在ｘ０处的ｎ阶泰勒（Ｔａｙｌｏｒ）公式，其中余项要求按拉格朗

日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）型写出．

（２）证明ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ＝０是数项级数∑

∞

ｎ＝１
ａｎ收敛的必要条件，而不是充分条件．

历年考研数学试题详解·数学（二）
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八、计算曲面积分
Σ

（ｘ２＋ｙ２）ｄｚｄｘ＋ｚｄｘｄｙ，其中Σ为锥面ｚ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２（ｚ≤１）在第

一卦限的部分，方向取下侧．
九、设函数φ（ｘ）有连续的二阶导数，并使曲线积分

∫ｌ［３φ′（ｘ）－２φ（ｘ）＋ｘｅ２ｘ］ｙｄｘ＋φ′（ｘ）ｄｙ
与路径无关，求φ（ｘ）．
十、设可导函数ｆ（ｘ）对任可ｘ，ｙ恒有

ｆ（ｘ＋ｙ）＝ｅｙｆ（ｘ）＋ｅｘｆ（ｙ），
且ｆ′（０）＝２．求（１）ｆ′（ｘ）与ｆ（ｘ）的关系式；（２）ｆ（ｘ）．

试题（二）（包括线性代数）

前八题同试卷（一）之一至四、七至十题．
九、解矩阵方程（Ａ＋２Ｅ）Ｘ＝Ｃ，其中

Ａ＝
１ １（ ）１ ２
，Ｅ＝

１ ０（ ）０ １
，Ｃ＝

１ １（ ）０ １
，

十、设向量组ａ１，ａ２，ａ３线性无关，问当常数ｌ，ｍ满足什么条件时，向量组ｌａ２－ａ１，ｍａ３
－ａ２，ａ１－ａ３也线性无关．

十一、已知 ＴＴＡＴ＝
１ ０ ０
０ ３ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ７

，其中Ｔ＝

－１
槡３

１
槡２

１
槡６

１
槡３

１
槡２

－１
槡６

１
槡３

０ ２
槡

烄

烆

烌

烎６

为正交矩阵，且

Ａ＝
３ ０ ２
０ ３ －２
２ －

烄

烆

烌

烎２ ５
．

（１）求Ａ的特征值和特征向量；
（２）设λ为Ａ的特征值，证明２λ２＋３为２Ａ２＋３Ｅ的特征值，其中Ｅ为三阶单位矩阵．

试卷（三）（包括线性代数，复变函数）

前九题分别为试卷（一）中的一、二、四、七、八、九、十题及试卷（二）中的九、十一题．
十、求常数Ｋ使ｕ（ｘ，ｙ）＝２ｘ２－Ｋｙ２－２ｘｙ为调和函数，并求以ｕ（ｘ，ｙ）为实部的解析

函数ｆ（ｚ）＝ｕ（ｘ，ｙ）＋ｉｖ（ｘ，ｙ），满足ｆ（０）＝０．

十一、计算曲线积分∮
Ｃ

ｄｚ
（ｚ－１）２（ｚ２＋１）

，其中Ｃ为圆周｜ｚ－１｜＝１取逆时针方向．

试卷（四）（包括线性代数，概率论）

前九题分别为试卷（一）中的一、二、四、七、八、九、十诸题及试卷（二）中的九、十题．

１９８６年上海交大等十院校硕士研究生招生考试高等数学试题 ３－１３
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十、商店销售一批收音机，共有１０台，其中有３台次品，但是已经售出了２台，问从剩下的
收音机中，任取一台是正品的概率是多少？

十一、设随机变量Ｘ的密度函数为

ｆ（ｘ）＝
Ｃ（１－ｘ２），－１＜ｘ＜１，

０， 其余
烅
烄
烆 ．

（１）确定常数Ｃ；
（２）求Ｘ的数学期望Ｅ（Ｘ）及方差Ｄ（Ｘ）．

附：参 考 答 案

试卷（一）

一、（１）非 （２）非 （３）非 （４）非 （５）是

二、（１）解：令ｔ＝１ｘ
，则由Ｌ’Ｈｏｓｐｉｔｏｌ法则有

ｌｉｍ
ｘ→∞
ｘ２１－ｘｓｉｎ１（ ）ｘ ＝ｌｉｍ

ｔ→０

１
ｔ２ １－

ｓｉｎｔ（ ）ｔ ＝ｌｉｍ
ｔ→０

ｔ－ｓｉｎｔ
ｔ３ ＝ｌｉｍ

ｔ→０

１－ｃｏｓｔ
３ｔ２ ＝ｌｉｍ

ｔ→０

ｓｉｎｔ
６ｔ ＝

１
６．

（２）解：先凑微分（将被积式变形）、再分部积分有

∫ｘｅｘ
１＋ｘｄｘ＝－∫ｘｅｘｄ １

１＋（ ）ｘ ＝－ ｘｅ
ｘ

１＋ｘ＋∫ １
１＋ｘ
（１＋ｘ）ｅｘｄｘ

＝－ ｘｅ
ｘ

１＋ｘ＋∫ｅｘｄｘ＝ｅｘ－ ｘｅ
ｘ

１＋ｘ＋Ｃ．
另解：先将被积式变形后再行积分

∫ｘｅｘ
１＋ｘｄｘ＝∫ｅｘ

１＋ｘｄｘ－∫ ｅｘ
（１＋ｘ）２

ｄｘ＝∫ｅｘ
１＋ｘｄｘ＋∫ｅｘｄ １

１＋（ ）ｘ
＝∫ｅｘ
１＋ｘｄｘ＋

ｅｘ
１＋ｘ－∫ｅｘ

１＋ｘｄｘ

＝ ｅｘ
１＋ｘ＋Ｃ．

（３）解：先交换二重积分次序则有

∫
１

０
ｄｘ∫

１

ｘ
２

ｘｙ
１＋ｙ槡 ３

ｄｙ＝∫
１

０
ｄｙ∫

槡ｙ

０

ｘｙ
１＋ｙ槡 ３

ｄｘ＝∫
１

０

ｙ２

２ １＋ｙ槡 ３
ｄｙ

＝１６∫
１

０

１
１＋ｙ槡 ３

ｄ（１＋ｙ３）＝１３ １＋ｙ槡 ３
１

０

＝１３
（槡２－１）．

三、解：题设方程两边对ｘ求导，有１＋ｚｘ＝ｅ
ｚｚ
ｘ
，得 ｚ

ｘ＝
１

ｅｚ－１
，故

２ｚ
ｘ２＝－

ｅｚ
（ｅｚ－１）３

．

四、解：设所求切线与ｙ＝ｌｎｘ切于点（Ｃ，ｌｎＣ），则（点斜式）切线方程为

ｙ＝１Ｃ
（ｘ－Ｃ）＋ｌｎＣ，
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它与直线ｘ＝２，ｘ＝６和ｙ＝ｌｎｘ所围图形面积为

Ｉ＝∫
６

２

１
Ｃ
（ｘ－Ｃ）＋ｌｎＣ－ｌｎ［ ］ｘ ｄｘ＝４ １Ｃ（４－Ｃ）＋ｌｎＣ＋［ ］１＋ｌｎ４－６ｌｎ６，

而 ｄＩ
ｄＣ＝－

４
Ｃ２
（４－Ｃ），令 ｄＩｄＣ＝０

得 Ｃ＝４．

当 Ｃ＜４时有 ｄＩｄＣ＜０
， Ｃ＞４时有 ｄＩｄＣ＞０

，故当Ｃ＝４时，Ｉ取极小值，而且也是

最小值．

因此所求切线方程为 ｙ＝１４ｘ－１＋ｌｎ４．

五、解：Ｆ′（ｘ）＝
ｆ（ｘ）（ｘ－ａ）－∫

ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ

（ｘ－ａ）２
（利用积分中值定理）

＝
ｆ（ｘ）（ｘ－ａ）－ｆ（ξ１）（ｘ－ａ）

（ｘ－ａ）２ ＝ １
ｘ－ａ
［ｆ（ｘ）－ｆ（ζ１）］

＝ １
ｘ－ａｆ′
（ξ２）（ｘ－ξ１） （ａ＜ξ１＜ξ２＜ｘ）．

由于在（ａ，ｂ）内ｘ－ａ＞０，ｘ－ξ１＞０，且由假设ｆ′（ｘ）＜０，
故由上式知 Ｆ′（ｘ）＜０，所以在（ａ，ｂ）内，Ｆ（ｘ）是单调减函数．

六、证：令Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｘ
２
３＋ｙ

２
３＋ｚ

２
３－４，则曲面上任一点（ｘ，ｙ，ｚ）处法线的方向数

Ｆｘ＝
２
３ｘ

－１３， Ｆｙ＝
２
３ｙ

－１３， Ｆｚ＝
２
３ｚ

－１３．

设（Ｘ，Ｙ，Ｚ）为点（ｘ，ｙ，ｚ）处切平面的任一点，则切平面方程为

２
３ｘ

－１３（Ｘ－ｘ）＋２３ｙ
－１３（Ｙ－ｙ）＋２３ｚ

－１３（Ｚ－ｚ）＝０，

或 ｘ－
１
３Ｘ＋ｙ－

１
３Ｙ＋ｚ－

１
３Ｚ＝４， 其截距式为 Ｘ

４ｘ
１
３
＋ Ｙ
４ｙ
１
３
＋ Ｚ
４ｚ
１
３
＝１．

由此截距的平方和 １６（ｘ
２
３＋ｙｘ

２
３＋ｚｘ

２
３）＝１６·４＝６４（常数）．

七、（１）解：由ｆ（ｘ）＝ｘｅｘ，则

ｆ′（ｘ）＝（ｘ＋１）ｅｘ，ｆ″（ｘ）＝（ｘ＋２）ｅｘ，⋯，ｆ（ｎ）（ｘ）＝（ｘ＋ｎ）ｅｘ，⋯
从而 ｆ（０）＝０，ｆ′（０）＝１，ｆ″（０）＝２，⋯，ｆ（ｎ）（０）＝ｎ，⋯
于是 ｆ（ｘ）＝ｘｅｘ在ｘ０＝０处的ｎ阶泰勒（Ｔａｙｌｏｒ）公式为

ｘｅｘ＝０＋ｘ＋２ｘ
２

２！＋
⋯＋ｎｘ

ｎ

ｎ！＋Ｒｎ

＝ｘ＋ｘ
２

１！＋
ｘ３
２！＋
⋯＋ ｘｎ
（ｎ－１）！＋Ｒｎ

，

其中余项Ｒｎ的拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）型为：

Ｒｎ＝
（ξ＋ｎ＋１）ｅξ
（ｎ＋１）！ ｘ

ｎ＋１ （ξ在０与ｘ之间）．

（２）证：设级数∑
∞

ｎ＝１
ａｎ收敛，其和为Ｓ，又Ｓｎ＝ａ１＋ａ２＋⋯＋ａｎ．

按定义有 ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｓｎ＝Ｓ．
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于是有 ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
（Ｓｎ－Ｓｎ－１）＝ｌｉｍｎ→∞Ｓｎ－ｌｉｍｎ→∞Ｓｎ－１＝０

，

所以 ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ＝０是级数∑

∞

ｎ＝１
ａｎ收敛的必要条件．

然而 ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ＝０不是级数收敛的充分条件，如调和级数∑

∞

ｎ＝１

１
ｎ
就有

ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

１
ｎ ＝０
，

但调和级数却是发散的．
八、解：由题设又有


Σ

（ｘ２＋ｙ２）ｄｚｄｘ＋ｚｄｘｄｙ＝
Ｄｘｚ

ｚ２ｄｚｄｘ－
Ｄｘｙ

ｘ２＋ｙ槡 ２ｄｘｄｙ

＝∫
１

０
ｄｚ∫

ｚ

０
ｚ２ｄｘ－∫

π
２

０
ｄθ∫

１

０
ｒ２ｄｒ＝１４－

π
６．

九、解：由 Ｐ
ｙ＝

Ｑ
ｘ
，得３φ′（ｘ）－２φ（ｘ）＋ｘｅ２ｘ＝φ″（ｘ），

即 φ″（ｘ）－３φ′（ｘ）＋２φ（ｘ）＝ｘｅ２ｘ．
对应齐次方程通解为 Φ（ｘ）＝Ｃ１ｅｘ＋Ｃ２ｅ２ｘ，
设非齐次方程特解为 φ″（ｘ）＝ｘ（ａｘ＋ｂ）ｅ２ｘ，

利用待定系数法定出 ａ＝１２
，ｂ＝－１．

故题设方程通解 φ（ｘ）＝Ｃ１ｅｘ＋Ｃ１ｅ２ｘ＋ｘ
ｘ
２－（ ）１ｅ２ｘ．

十、（１）解：由函数导数定义可有

ｆ′（ｘ）＝ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（ｘ＋Δｘ）－ｆ（ｘ）
Δｘ ＝ｌｉｍ

Δｘ→０

ｅｘｆ（Δｘ）＋ｅΔｘｆ（ｘ）－ｆ（ｘ）
Δｘ

，

又 ｆ（０）＝０，ｆ′（０）＝２，ｌｉｍ
Δｘ→０

ｅΔｘ－１
Δｘ ＝１，故

ｆ′（ｘ）＝ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（ｘ）ｅΔｘ－１）
Δｘ ＋ｌｉｍ

Δｘ→０

ｅｘｆ（Δｘ）
Δｘ ＝ｆ（ｘ）＋２ｅｘ．

另解：由 ｆ（ｘ＋ｙ）＝ｅｙｆ（ｘ）＋ｅｘｆ（ｙ），
两边对ｙ求偏导 ｆ′（ｘ＋ｙ）＝ｅｙｆ（ｘ）＋ｅｘｆ′（ｙ），
令 ｙ＝０，则有ｆ′（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋ｅｘｆ′（０）．
由 ｆ′（０）＝２， 故 ｆ′（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋２ｅｘ．
（２）解：求一阶线性微分方程ｆ′（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋２ｅｘ满足ｆ（０）＝０的特解．它对应的齐次
方程ｆ′（ｘ）＝ｆ（ｘ）的通解为Ｃｅｘ，非齐方程的一个特解为２ｘｅｘ．
故该方程的通解为 ｆ（ｘ）＝Ｃｅｘ＋２ｘｅｘ．
由ｆ（０）＝０得Ｃ＝０，所以ｆ（ｘ）＝２ｘｅｘ．

试卷（二）线性代数部分

九、解：由 Ａ＋２Ｅ＝
３ １（ ）１ ４
，于是方程化为

３ １（ ）１ ４
Ｘ＝

１ １（ ）０ ４
，
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从而 Ｘ＝
３ １（ ）１ ４

－１１ １（ ）０ ４
＝ １１１

４ －１
－（ ）１ ３

１ １（ ）０ ４
＝

４
１１

３
１１

－１１１
２

烄

烆

烌

烎１１

．

十、解：若ｋ１（ｌａ２－ａ１）＋ｋ２（ｍａ３－ａ２）＋ｋ３（ａ１－ａ３）＝０，
即 （－ｋ１＋ｋ３）ａ１＋（ｋ１ｌ－ｋ２）ａ２＋（ｋ２ｍ＋ｋ３）ａ３＝０．从而

ｋ１－ｋ３＝０，

ｌｋ１－ｋ２＝０，

ｍｋ２－ｋ３＝０
烅
烄

烆 ．

又

－１ ０ １
ｌ －１ ０
０ ｍ －１

＝ｌｍ－１，

当ｌｍ ≠１，方程组有惟一零解，即向量组

ｌａ２－ａ１， ｍａ２－ａ３， ａ１－ａ３
也线性无关．
十一、（１）解：因ＴＴ＝Ｔ－１，故Ａ的特征值与ＴＴＡＴ同即λ１＝１，λ２＝３，λ３＝７，可解得

相应的特征向量是（－１，１，１），（１，１，０），（１，－１，０）．
（２）证：因λ是Ａ的特征值，则有非０向量ξ，使Ａξ＝λξ．
由 （２Ａ２＋３Ｅ）ξ＝２Ａ（Ａξ）＋３ξ＝２Ａ（λξ）＋３ξ＝λ·２Ａξ＋３ξ

＝λ·２（λξ）＋３ξ＝２λ２ξ＋３ξ＝（２λ２＋３）ξ，
故 （２λ２＋３）是（２Ａ２＋３Ｅ）的特征值．

试卷（三）复变函数部分

十、解：由 ｕ
ｘ＝４ｘ－２ｙ

，
２ｕ
ｘ２＝４
， 及 ｕ

ｙ＝－２Ｋｙ－２ｘ
， 

２ｕ
ｙ２

＝－２Ｋ，

因ｕ为调和函数，则 ２ｕ
ｘ２＋

２ｕ
ｙ２

＝０，

由此 ４－２Ｋ＝０，得 Ｋ＝２，从而 ｕ＝２ｘ２－２ｙ２－２ｘｙ．

由Ｃ－Ｒ条件 ｖ
ｙ＝

ｕ
ｘ＝４ｘ－２ｙ

，故 ｖ＝４ｘｙ－ｙ２＋φ（ｘ）．

又由 ｕ
ｙ＝－

ｖ
ｘ
，有 －４ｙ－２ｘ＝－４ｙ－φ′（ｘ），

从而 φ′（ｘ）＝２ｘ，有 φ（ｘ）＝ｘ２＋Ｃ． 则 ｖ＝４ｘｙ＋ｘ２－ｙ２＋Ｃ，
由 ｆ（０）＝０，得 Ｃ＝０，故ｆ（ｚ）＝２ｘ２－２ｙ２－２ｘｙ＋ｔ（４ｘｙ＋ｘ２－ｙ２）．
十一、解：函数ｆ（ｚ）在｜ｚ－１｜＝１内只有一个二级极点ｚ＝１．

由 Ｒｅｓｆ（ｚ）｜ｚ＝１＝ｌｉｍｚ→１
ｄ
ｄｚ
（ｚ－１）２· １

（ｚ－１）２（ｚ２＋１［ ］）＝ｌｉｍｚ→１
－２ｚ
（ｚ２＋１）２＝－

１
２
，

故 ∮
Ｃ

ｄｚ
（ｚ－１）２（ｚ２＋１）＝

２πＲｅｓｆ（ｚ）｜ｚ＝１＝－πｉ．

试卷（四）概率论部分

十、解：设Ａ表示从剩下的收音机中任取一台为正品的事件，Ａｋ表示售出２台中恰有ｋ
台为正品的事件（ｋ＝０，１，２），则
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Ｐ（Ａｋ）＝
Ｃｋ７Ｃ２－ｋ３
Ｃ２１０
（ｋ＝０，１，２），

从而 Ｐ（Ａ０）＝
３
４５
， Ｐ（Ａ１）＝

２１
４５
， Ｐ（Ａ２）＝

２１
４５
，

且 Ｐ（Ａ｜Ａｋ）＝
７－ｋ
８
（ｋ＝０，１，２），

故 Ｐ（Ａ｜Ａ０）＝
７
８
，Ｐ（Ａ｜Ａ１）＝

６
８
，Ｐ（Ａ｜Ａ２）＝

５
８．
由全概率公式可有

Ｐ（Ａ）＝∑
２

ｋ＝０
Ｐ（Ａ｜Ａｋ）Ｐ（Ａｋ）＝

２１
３６０＋

１２６
３６０＋

１０５
３６０＝０．７＝７０％．

十一、解：（１）∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

１

－１
Ｃ（１－ｘ２）ｄｘ＝１，故 Ｃ＝３４．

（２）由Ｅ（ｘ）＝∫
∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝０ （因ｆ（ｘ）为偶函数），

则 Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）＝∫
∞

－∞
ｘ２ｆ（ｘ）ｄｘ＝３４∫

１

－１
ｘ２（１－ｘ２）ｄｘ＝１５．

１９８６年华东六省一市硕士研究生招生考试
高 等 数 学 试 题

一、求极限ｌｉｍ
ｘ→０

２
πａｒｃｃｏｓ（ ）ｘ

１
ｘ
．

二、设ｙ＝ｘ（ｓｉｎｘ）ｃｏｓｘ，求ｄｙｄｘ．
三、求下列积分

（１）∫ｘ３ｅ－ｘ
２

ｄｘ． （２）∫
１
４

０

１－槡 ｘ
１－槡ｘ

ｄｘ．

四、设ｕ＝ｆｘ，ｘ（ ）ｙ ，其中ｆ对各变元具有二阶连续偏导数，求
２ｕ
ｘ２
，
２ｕ

ｘｙ．

五、求幂级数
∞

ｎ＝１

（ｘ－１）ｎ
ｎ·３ｎ
的收敛域．

六、将函数ｆ（ｘ）＝１（０≤ｘ≤１）展开为正弦级数．
七、设函数φ（ｘ）具有二阶连续导数，且φ（０）＝φ′（０）＝０．试求φ（ｘ）的表达式，以使方

程φ（ｘ）ｙｄｘ＋［ｓｉｎｘ－φ′（ｘ）］ｄｙ＝０是一个全微分方程．

八、计算
Σ

（ｘ２＋ｙ２）ｚｄｘｄｙ，其中Σ是球面ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝１下半部的下侧．

九、设有一内壁形状为抛物面ｚ＝ｘ２＋ｙ２的容器，原来盛有８π（ｃｍ３）的水，后来又注入
６４π（ｃｍ３）的水，试求水面比原来升高了多少？
十、求由闭曲面（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）２＝ａ２（ｘ２＋ｙ２）（ａ＞０）所围成的密度为ρ的均匀物体对Ｏｚ

轴的转动惯量．
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十一、设Ｒ为抛物线ｙ＝ｘ２上任一点Ｍ（ｘ，ｙ）处的曲率半径，Ｓ为该曲线上某一定点

Ｍ０到Ｍ 点的弧长，证明Ｒ，Ｓ满足方程３Ｒ
ｄ２Ｒ
ｄｓ２－

ｄＲ
ｄ（ ）ｓ

２
－９＝０．

十二、设ｆ（ｘ）具有二阶连续导数，且ｆ（０）＝０，证明函数

ｇ（ｘ）＝
ｆ（ｘ）
ｘ
， 当ｘ≠０时，

ｆ′（０）， 当ｘ＝０时
烅
烄

烆 ．
可导且导函数连续．
十三、设函数ｕ（ｘ，ｙ），ｖ（ｘ，ｙ）在闭区域Ｄ：ｘ２＋ｙ２≤１上具有一阶连续偏导数，又

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｖ（ｘ，ｙ）ｉ＋ｕ（ｘ，ｙ）ｊ，ｇ（ｘ，ｙ）＝ ｕｘ－
ｕ
（ ）ｙｉ＋

ｖ
ｙ－

ｖ
（ ）ｙ ｊ，

在Ｄ的边界上有ｕ（ｘ，ｙ）≡１，ｖ（ｘ，ｙ）≡ｙ，试计算二重积分
Ｄ
ｆ·ｇｄσ．

附：参 考 答 案

一、解１：令ｙ＝ ２
πａｒｃｃｏｓ（ ）ｘ

１
ｘ，则ｌｎｙ＝１ｘ ｌｎ

２
π＋ｌｎａｒｃｃｏｓ［ ］ｘ

由 ｌｉｍ
ｘ→０
（ｌｎｙ）＝ｌｉｍ

ｘ→０

１
ａｒｃｃｏｓｘ· １－ｘ槡 ２

＝－２π
，故 原式＝ｌｉｍ

ｘ→０
ｙ＝ｅ－

２
π．

解２：原式＝ｌｉｍ
ｘ→０

１＋ ２
πａｒｃｃｏｓｘ（ ）［ ］－１

１
２
πａｒｃｃｏｓｘ｛ ｝－１

２
πａｒｃｃｏｓｘ－１

ｘ ，

由 ｌｉｍ
ｘ→０

２
πａｒｃｃｏｓｘ－１

ｘ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

－２
π １－ｘ槡 ２

＝－２π
，故 原式＝ｌｉｍ

ｘ→０
ｙ＝ｅ－

２
π．

二、解１：由题设有ｌｎｙ＝ｌｎｘ＋ｃｏｓｘ（ｌｎｓｉｎｘ），则两边对ｘ求导有

ｙ′
ｙ＝

１
ｘ－ｓｉｎｘｌｎ

（ｓｉｎｘ）＋ｃｏｓｘ·ｃｏｔｘ，

从而 ｄｙ
ｄｘ＝
（ｓｉｎｘ）ｃｏｓｘ［１－ｘｓｉｎｘｌｎ（ｓｉｎｘ）＋ｘｃｏｓｘ·ｃｏｔｘ］．

解２：设φ（ｘ）＝（ｓｉｎｘ）ｃｏｓｓ，则ｌｎφ（ｘ）＝ｃｏｓｘｌｎ（ｓｉｎｘ），有

φ′（ｘ）

φ（ｘ）
＝－ｓｉｎｘｌｎ（ｓｉｎｘ）＋ｃｏｓｘ·ｃｏｔｘ，

即 φ′（ｘ）＝（ｓｉｎｘ）ｃｏｓｘ（－ｓｉｎｘｌｎ（ｓｉｎｘ）＋ｃｏｓｘ·ｃｏｔｘ．从而
ｄｙ
ｄｘ＝
［ｘφ（ｘ）］′＝φ（ｘ）＋ｘφ′（ｘ）．

＝（ｓｉｎｘ）ｃｏｓｘ［１－ｘｓｉｎｘｌｎ（ｃｏｓｘ）＋ｘ·ｃｏｓｘ·ｃｏｔｘ］
三、（１）解：令ｔ＝ｘ２，则

原式＝１２∫ｔｅ－ｔｄｔ＝－１２∫ｔｄｅ－ｔ＝１２ ｔｅ－ｔ－∫ｅ－ｔｄ（ ）ｔ

＝－１２
（ｔ＋１）ｅ－ｔ＋Ｃ＝－１２

（ｘ２＋１）ｅ－ｘ
２

＋Ｃ
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（２）解：令ｘ＝ｓｉｎ２θ，则

原式＝∫
π
６

０

２ｓｉｎθｃｏｓ２θ
１－ｓｉｎθｄθ＝∫

π
６

０
（２ｓｉｎθ＋２ｓｉｎ２θ）ｄθ＝ π６＋２－

５
４槡３．

四、解：由题设有

ｕ
ｘ＝ｆ１＋

１
ｙｆ２
， 

２ｕ
ｘ２＝ｆ１１＋

２
ｙｆ１２＋

１
ｙ２ｆ２２
， 

２ｕ
ｘｙ＝－

ｘ
ｙ２ｆ１２

－ｘ
ｙ２ｆ２

－ｘ
ｙ３ｆ２２

．

五、解：因为ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ＋１
ａｎ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ·３ｎ
（ｎ＋１）３ｎ＋１＝

１
３
，所以级数收敛半径Ｒ＝３．

当ｘ－１＝３，即ｘ＝４时，得级数
∞

ｎ＝１

１
ｎ
，发散；

当ｘ－１＝－３，即ｘ＝－２时，得级数
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ
ｎ
，收敛．

故 级数收敛域为［－２，４）．
六、解：由题设及函数Ｆｏｕｒｉｅｒ展开系数公式有

ａｋ＝０（ｋ＝０，１，２，⋯）；

ｂｋ＝２∫
１

０
１·ｓｉｎｋπｘｄｘ＝ ２ｋπ

（１－ｃｏｓｋπ）

＝
０， 当ｋ＝２ｎ，

４
（２ｎ－１）π

， 当ｋ＝２ｎ－１
烅
烄

烆 ．
（ｎ＝１，２，３，⋯）

故 ｆ（ｘ）～４π
∞

ｎ＝１

１
２ｎ－１ｓｉｎ

（２ｎ－１）πｘ＝
１， 当ｘ∈（０，１）时，

０， 当ｘ＝０或１时｛ ．
七、解：题设方程为全微分方程的条件为

［φ（ｘ）ｙ］

ｙ
＝
［ｓｉｎｘ－φ′（ｘ）］

ｘ
，

即得 φ″（ｘ）＋φ（ｘ）＝ｃｏｓｘ， （）
解方程（）ｒ２＋１＝０，有ｒ＝±ｉ，得珔φ（ｘ）＝Ｃ１ｃｏｓｘ＋Ｃ２ｓｉｎｘ，其中Ｃ１，Ｃ２为任意常数．

设ｙ＝ｘ（ａｃｏｓｘ＋ｂｓｉｎｘ），代入方程（１）得ａ＝０，ｂ＝１２．
知方程有特解ｙ＝１２ｘｓｉｎｘ．

故（）的通解为 φ（ｘ）＝Ｃ１ｃｏｓｘ＋Ｃ２ｓｉｎｘ＋
１
２ｘｓｉｎｘ．

又由φ（０）＝φ′（０）＝０，得Ｃ１＝Ｃ２＝０，从而φ（ｘ）＝
１
２ｘｓｉｎｘ．

八、解：由题设可有


Σ

（ｘ２＋ｙ２）ｚｄｘｄｙ＝－
ｘ
２
＋ｙ
２
≤１

（ｘ２＋ｙ２）（－ １－ｘ２－ｙ槡 ２）ｄｘｄｙ

＝
ｘ
２
＋ｙ
２
≤１

（ｘ２＋ｙ２） １－ｘ２－ｙ槡 ２ｄｘｄｙ

＝∫
２π

０
ｄθ∫

１

０
ｒ３ １－ｒ槡 ２ｄｒ＝ ４１５π．

九、解１：过点（０，０，ｚ）作平行于ｘＯｙ面的截面，得截面积

Ａ（ｚ）＝π（ｘ２＋ｙ２）＝πｚ，

历年考研数学试题详解·数学（二）３－２０



因而水面高为ｈ时容器内所盛水的体积为

Ｖ ＝∫
ｈ

０
Ａ（ｚ）ｄｚ＝１２πｈ

２．

则由上式可解得 ｈ＝ ２Ｖ槡π．
当Ｖ１＝８π时，ｈ１＝４；当Ｖ２＝８π＋６４π＝７２π时，ｈ２＝１２．
故水面升高为 Ｈ＝ｈ２－ｈ１＝８（ｃｍ）．
解２：水面高为ｈ时容器内所盛水的体积为

Ｖ ＝∫
ｈ

０
ｄｚ∫

２π

０∫
槡ｚ

０
ｒｄｒ＝ π２ｈ

２．

以下同解１．
十、解：依公式物体对Ｏｚ轴的转动惯量为

ＩＯｚ＝
Ω

（ｘ２＋ｙ２）ρｄｖ，

化为球面坐标系则有

ＩＯｚ＝ρ∫
２π

０
ｄθ∫

π

０
ｄφ∫

ａｓｉｎφ

０
ｒ２ｓｉｎ２φ·ｒ２ｓｉｎφｄｒ＝ρ∫

２π

０
ｄθ∫

π

０
ｓｉｎ２φｄφ∫

ａｓｉｎφ

０
ｒ４ｄｒ

＝１５ρａ
５·２π·∫

π

０
ｓｉｎ８φｄφ＝

１
５ρａ

５·２π·３５１２８π＝
７
６４ρａ

５π２．

十一、解：由设有ｙ＝ｘ２，ｙ′＝２ｘ，ｙ″＝２．从而

κ＝ ｜ｙ″｜
（１＋ｙ′２）

３
２
＝ ２
（１＋４ｘ２）

３
２
， Ｒ＝１２

（１＋４ｘ２）
３
２．

则 ｄＲ＝１２
·３
２
·８ｘ（１＋４ｘ２）

１
２ｄｘ＝６ｘ １＋４ｘ槡 ２ｄｘ，

且 ｄｓ＝ １＋ｙ′槡 ２ｄｘ＝ １＋４ｘ槡 ２ｄｘ，

故 ｄＲ
ｄｓ＝６ｘ
， ｄ

２Ｒ
ｄｓ２＝

ｄ
ｄｘ
ｄＲ
ｄ（ ）ｓ
ｄｓ
ｄｘ

＝ ６
１＋４ｘ槡 ２

． 代入题设方程左边，得

３·１２
（１＋４ｘ２）

３
２· ６
１＋４ｘ槡 ２

－（６ｘ）２－９＝９（１＋４ｘ２）－３６ｘ２－９＝０．

十二、解：当ｘ≠０时，ｇ′（ｘ）＝ｘｆ′
（ｘ）－ｆ（ｘ）
ｘ２

；当ｘ＝０时，

ｇ′（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ －ｆ′（０）

ｘ－０ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）－ｆ′（０）ｘ
ｘ２ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ′（ｘ）－ｆ′（０）
２ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ″（ｘ）
２ ＝１２ｆ″

（０）．

又ｌｉｍ
ｘ→０
ｇ′（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｘｆ′（ｘ）－ｆ（ｘ）
ｘ２ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ′（ｘ）＋ｘｆ″（ｘ）－ｆ′（ｘ）
２ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ″（ｘ）
２ ＝１２ｆ″

（０）＝ｇ′（０）．
故ｇ′（ｘ）在ｘ＝０连续．
当ｘ≠０时，ｇ′（ｘ）显然连续，故ｇ′（ｘ）是（－∞，＋∞）上的连续函数．

１９８６年华东六省一市硕士研究生招生考试高等数学试题 ３－２１
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十三、解：由题设有

ｆ·ｇ＝ｖ ｕｘ－
ｕ
（ ）ｙ ＋ｕ ｖｘ－

ｖ
（ ）ｙ ＝ ｕｖｘ＋ｖ

ｕ
（ ）ｘ － ｕｖｙ＋ｖ

ｕ
（ ）ｙ

＝
（ｕｖ）
ｘ －
（ｕｖ）
ｙ ．

则 
Ｄ
ｆ·ｇｄσ＝

Ｄ

（ｕｖ）
ｘ －

（ｕｖ）
［ ］ｙ ｄｘｄｙ＝∮

ｘ
２
＋ｙ
２
＝１

ｕｖｄｘ＋ｕｖｄｙ

＝∮
ｘ
２
＋ｙ
２
＝１

ｙｄｘ＋ｙｄｙ＝
Ｄ

（－１）ｄｘｄｙ＝－π．

注：当二重积分化为曲线积分时，可不考虑出现任意函数的情形，因为


Ｄ

（ｕｖ）
ｘ －

（ｕｖ）
［ ］ｙ ｄｘｄｙ＝ ∮

ｘ２＋ｙ
２
＝１

［ｕｖ＋φ（ｘ）］ｄｘ＋［ｕｖ＋ψ（ｙ）］ｄｙ

＝ ∮
ｘ２＋ｙ

２
＝１

ｙｄｘ＋ｙｄｙ＝
Ｄ

（－１）ｄｘｄｙ＝－π．

１９８７年全国硕士研究生招生考试数学（三）试题（副题）

【说明：本试卷包含１０个大题：均为必做题，满分１００分】
一、填空题（本题包含５个小题，每小题２分，满分１０分．将答案填入题中横线上，不填解

题过程）

（１）设
ｘ＝１＋ｔ２，

ｙ＝ｅ２ｔ
烅
烄
烆 ．

则ｄｙ
ｄｘ ｘ＝２

＝ ．

（２）曲线ｙ＝－２ｃｏｓｘ在点 π３
，（ ）－１ 处的曲率是 ．

（３）微分学中拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）中值定理的条件是 ；结论是 ．

（４）极限ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ２
１－ｃｏｓｘ＝ ．

（５）积分∫ｘ２（ｘ３＋１）１５ｄｘ＝ ．

二、（本题满分５分）求ｘ
２

４＋
ｙ２
９＝１
在点 槡－３，（ ）３２ 处的切线方程与法线方程．

三、（本题满分８分）求ｌｉｍ
ｘ→０
（ｃｏｓｘ）

１
ｘ
２．

四、（本题满分８分）计算∫
２

１
ａｒｃｔａｎ ｘ２－槡 １ｄｘ．

五、（本题满分８分）若ｙ＝［ｆ（ｘ２）］
１
ｘ，其中ｆ（ｘ）是可微的正值函数，求ｄｙ．

六、（本题满分１０分）一等腰梯形，下底ＡＢ的长度为４，上底ＣＤ的长度为２，高为３，Ｍ
为下底ＡＢ上的一动点，设ＡＭ＝ｘ，过点Ｍ 作ＡＢ的垂线，以Ｓ（ｘ）表示所给梯形位于此垂线
左方部分的面积．试写出Ｓ（ｘ）的表达式，并求Ｓ′（ｘ）．

历年考研数学试题详解·数学（二）

 副题系备用题，它仅在一旦正题出现意外情况下才启用．其题型、题量、难度与正题相当．一般来讲，考生无机会看到．
当时的数学（三）试题即为现今的数学（二）试题．
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七、（本题满分１０分）设ｆ（ｘ）为连续函数，试证 ｄｄｘ∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｆ（ｘ）．

八、（本题包含２个小题，满分１５分．）

（１）（７分） 求微分方程
ｄｙ
ｄｘ＋

ｙ
ｘ＝ｘ
，满足条件ｙ｜ｘ＝３＝４的解．

（２）（８分） 求微分方程ｙ″＋２″＋２ｙ＝ｘ＋３的通解（一般解）．
九、选择题（本题包含４个小题，每小题４分，满分１６分．每个小题都给出代号为Ａ、Ｂ、Ｃ、

Ｄ的四个结论，其中只有一个结论是正确的．必须把所选结论的代号写在小题后的圆括号内，
选对得４分；不选、错选或选出的代号超过一个一律得０分．）
（１）ｆ（ｘ）＝ｘｅ－｜ｓｉｎｘ｜（－∞＜ｘ＜＋∞）是 （ ）

（Ａ）有界函数 （Ｂ）单调函数 （Ｃ）周期函数 （Ｄ）奇函数

（２）函数ｆ（ｘ）＝
ｘｓｉｎ１ｘ
，ｘ≠０，

０， ｘ－０
烅
烄

烆 ．
在ｘ＝０处 （ ）

（Ａ）连续，且可导 （Ｂ）连续，不可导
（Ｃ）不连续 （Ｄ）不仅可导，且导数也连续

（３）若ｆ（０）＝０，ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ２ ＝２
，则ｆ（ｘ）在ｘ＝０处 （ ）

（Ａ）可导，且ｆ′（０）≠０ （Ｂ）取得极大值
（Ｃ）取得极小值 （Ｄ）不可导

（４）若Ｉ＝１ｓ∫
ｓｔ

０
ｆｔ＋ｘ（ ）ｓ ｄｘ（ｓ＞０，ｔ＞０），则Ｉ之值 （ ）

（Ａ）依赖于ｓ，ｔ，ｘ （Ｂ）依赖于ｔ和ｓ
（Ｃ）依赖于ｔ，不依赖于ｓ （Ｄ）依赖于ｓ，ｘ

十、（本题满分１０分）设Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ
２

０
ｅ－ｔ
２

ｄｔ，试求

（１）Ｆ（ｘ）的极值；
（２）曲线ｙ＝Ｆ（ｘ）的拐点的横坐标；

（３）∫
３

－２
ｘ２Ｆ′（ｘ）ｄｘ之值．

１９８７年全国硕士研究生招生考试数学（三）试题（副题） ３－２３
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